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Résumé

Ce travail de doctorat s’inscrit dans un cadre général d’étude de la propagation d’ondes mé-
caniques dans des milieux hétérogènes faisant intervenir un tunnel enterré, plus spécifiquement
dans le contexte karstique du Laboratoire Souterrain à Bas Bruit situé à Rustrel, Vaucluse,
France. L’objectif principal est de développer une approche semi-analytique permettant de
simuler la réponse dynamique d’un tunnel et de son espace environnant en régimes harmonique
et transitoire. Une approche multicouches radiale dans laquelle l’environnement hétérogène
est décrit par des milieux effectifs par morceaux dans une configuration bidimensionnelle est
proposée. Les microfissures existant entre deux couches successives de la zone endommagée
sont modélisées macroscopiquement par un contact imparfait. Dans un premier temps, nous
considérons que les galeries du LSBB ont une forme circulaire, nous utilisons alors la méthode
d’expansion de la fonction d’onde pour obtenir les expressions des contraintes et déplacements
dans les différents milieux. Dans un deuxième temps, nous abordons la théorie générale de la
variable complexe. L’utilisation des fonctions de cartographie permet ainsi de transformer une
géométrie réelle en une géométrie circulaire. Le challenge scientifique est de mieux décrire la
forme globale des galeries en proposant des géométries autres que circulaires, de types ellipse
ou fer à cheval. Une analyse des résultats obtenus montre que la qualité du contact, le type
de géométrie et la nature (nombre de couches, épaisseur) de la zone endommagée modifient la
réponse dynamique du tunnel et du massif karstique environnant.

Mots clés : Propagation d’ondes mécaniques ; Tunnel ; Interface imparfaite ; Multicouches ;
Semi-analytique ; Conformal Mapping.

Abstract

The PhD work context deals with mechanical wave propagation in heterogeneous media
including an embedded tunnel, more specifically in the karst environment of the Low Noise
Underground Laboratory, Rustrel, Vaucluse, France. The main goal of this work concerns the
development of a semi-analytical approach to study the dynamic response of the tunnel and
its surroundings in both harmonic and transient regimes. The heterogeneous environment is
described by a radial multilayered approach with various effective media in a two-dimensional
geometry. The microcracks between two successive layers of the damaged zone are macroscopi-
cally described by an imperfect interface. The gallery is first assumed to be circular, allowing
us to apply the wave function expansion method to obtain the stress and displacement fields
in the different media. In the second part, we introduce the general theory of the complex
variable. The use of mapping functions allows us to transform a real geometry into a circular
one. The scientific challenge lies in a better description of the overall shape of the tunnel
including non-circular geometries, such as an ellipse or a horseshoe. The results obtained
show that the kind of contact, the type of geometry and the characteristics (number of layers,
thickness) of the damaged zone modify the dynamic response of the tunnel and the karst massif.

Keywords : Mechanical wave propagation ; Tunnel ; Imperfect interface ; Multilayer ;
Semi-analytical ; Conformal Mapping.
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Introduction générale

L’étude de la propagation d’ondes mécaniques dans les milieux géologiques complexes et
hétérogènes comme les sols est un enjeu majeur, non seulement pour les applications connues
en mécanique ou pour la prédiction des évènements sismiques, mais également parce qu’elle
permet d’obtenir des informations sur la constitution interne du milieu propagatif (constitu-
tion physique, présence de fluide lourd ou léger, recherche de défauts de structures, ...). Les
tunnels souterrains sont des infrastructures essentielles jouant un rôle très important dans le
génie militaire, l’exploitation minière, les transports et le domaine d’acheminement des eaux.
De nos jours, leurs détection et caractérisation précises restent un défi scientifique majeur dans
la prospection du sous-sol. Au cours des dernières décennies, des techniques incluant des mé-
thodes électriques, magnétiques et mécaniques ont été appliquées pour mieux appréhender les
structures souterraines et l’espace environnant.

Nous nous intéressons plus particulièrement dans ce travail à la problématique de la carac-
térisation et de l’exploration du sous-sol par le biais d’ondes mécaniques. Nous nous appuyons
sur le cadre unique du Laboratoire Souterrain à Bas Bruit de Rustrel (LSBB, partenaire socio-
économique du financement régional de la bourse de doctorat) pour proposer une application
de l’expertise développée depuis plusieurs années au laboratoire EMMAH, UMR INRAE-AU.
Ancien site militaire d’envergure, le LSBB présente un réseau de galeries subhorizontales creu-
sées dans un massif calcaire karstifié au cœur de la zone non saturée à l’intérieur de la Grande
Montagne de Rustrel, située en bordure sud du plateau d’Albion dans le département du Vau-
cluse.

L’équipe de recherche TWICS de l’UMR EMMAH a développé par le passé une expertise sur
la modélisation de problèmes directs de propagation d’ondes électromagnétiques et mécaniques
appliqués aux sols, à base de résolution semi-analytique, sur des géométries majoritairement
cartésiennes en prenant en compte la stratification du sol. Ce travail de doctorat se focalise
sur le développement de compétences semi-analytiques adaptées à des géométries de type cy-
lindriques, hétérogènes, en s’inspirant de la configuration des galeries du LSBB. Il s’inscrit
également dans un cadre plus large du développement d’outils de simulation pour la caraté-
risation de milieux naturels, avec une orientation plus récente de l’équipe vers les problèmes
d’inversion et d’imagerie.

Les trois points clefs de l’étude présentée dans ce mémoire de doctorat concernent :
? les modèles multicouches : l’excavation d’un tunnel souterrain modifie les propriétés
mécaniques de l’ouverture nouvellement créée et du massif rocheux environnant. Ces
modifications affectent fortement les vitesses d’ondes sismiques et la distribution des
contraintes-déplacements autour des tunnels, et favorisent l’apparition de fissures ou
failles de tailles caractéristiques plus ou moins importantes. Ainsi, il est pertinent de
construire des modélisations permettant de tenir compte des hétérogénéités par mor-
ceaux autour du tunnel, notamment pour modéliser la zone endommagée.
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? les signaux : dans le cadre d’application d’inversion de type FWI (inversion en forme
d’onde complète), il apparaît nécessaire de pouvoir simuler des signaux en régimes tran-
sitoires, en plus des réponses harmoniques. Les sismogrammes obtenus correspondent
par ailleurs aux mesures utiles et exploitées par les expérimentateurs. La richesse de ces
signaux temporels permet enfin d’envisager des inversions améliorées.

? les formes du tunnel : la méthodologie initiale s’appuie sur une description circulaire
conduisant à des développements en coordonnées cylindriques ou polaires. Néanmoins, les
formes usuelles de tunnels montrent la nécessité de pouvoir prendre en compte d’autres
géométries, par exemple une représentation géométrique de type "fer à cheval".

Cette thèse s’articule autour de trois chapitres. Le premier chapitre présente l’environnement
spécifique du LSBB de Rustrel, le cadre général de la propagation d’ondes mécaniques dans
les milieux de type sol ou roche. Une attention particulière est portée sur la zone endommagée
autour du tunnel, ainsi que sur les interfaces entre les différents milieux intervenant dans la
géométrie choisie. Le chapitre se poursuit avec une étude bibliographique sur les approches
semi-analytiques ou numériques intéressantes dans le contexte du travail de doctorat. Enfin,
nous dressons un bilan global spécifiant les hypothèses et les méthodes retenues dans le cadre
de cette thèse.

Dans le deuxième chapitre, nous considérons une forme circulaire pour modéliser les ga-
leries et nous utilisons une approche multicouches pour prendre en compte l’environnement
hétérogène. Les discontinuités entre deux couches successives peuvent être modélisées par une
interface plus ou moins imparfaite. Les solutions de l’équation d’onde sont écrites à l’aide des
séries de Bessel Fourier. Nous nous concentrons d’abord sur l’étude des régimes harmoniques
en analysant la réponse dynamique des champs de contraintes et de déplacements du tunnel,
de la zone endommagée ou du massif environnant. Ensuite, l’étude est étendue aux régimes
transitoires permettant l’obtention de sismogrammes.

Le troisième chapitre est consacré à une description de forme non-circulaire pour laquelle
nous faisons appel à la théorie générale de l’approche de la variable complexe. Dans cette
méthode, nous utilisons des fonctions de cartographie, ou conformal mapping, qui permettent
de transformer une géométrie réelle en une géométrie circulaire. Nous pouvons alors réinvestir
en partie le travail du chapitre précédent. Les approches semi-analytiques nous confrontent
à un certain nombre de difficultés numériques qui sont exposées. En plus des effets de la
zone endommagée, nous analysons l’influence de la forme de géométrie sur la distribution des
contraintes et déplacements.
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Chapitre 1

Étude Bibliographique

Ce travail de recherche se place sous l’angle d’une étude de type semi-analytique de la propa-
gation d’ondes mécaniques autour d’un tunnel enterré en profondeur dans un massif environnant
considéré comme infini. Ce premier chapitre est consacré à une description de l’environnement
de ce travail de recherche, ainsi qu’à une synthèse bibliographique traitant des différents aspects
de cette thématique.
Ainsi, nous commencerons d’abord par présenter l’environnement spécifique du Laboratoire
Souterrain à Bas Bruit (LSBB) de Rustrel en proposant une brève synthèse des différents tra-
vaux en lien avec la geomécanique du site, et nous centrant sur les aspects mécaniques dès
que possible. L’idée sera notamment de retenir les informations pertinentes sur les ordres de
grandeurs des paramètres qui interviendront dans les chapitres suivants de cette thèse. Nous
résumerons ensuite les principales caractéristiques des ondes mécaniques ainsi que les princi-
pales méthodes présentes dans la littérature permettant de traiter les problèmes de propagation
d’ondes dans les sols. Une des spécificités des tunnels concerne l’existence d’une zone endomma-
gée (EDZ) due au creusement de ces derniers. Les approches expérimentales montrent que cette
zone, ainsi que l’apparition de microfractures et de contacts potentiellement imparfaits entre
les différentes parties fragilisées engendrées, sont importants à prendre en compte en adap-
tant les caractéristiques mécaniques. Un point bibliographique sera donc également proposé
sur l’EDZ et le contact aux interfaces. Pour finir, un bilan dressera les principales hypothèses
retenues pour la mise en place d’un modèle semi-analytique permettant d’étudier les champs de
contraintes et de déplacements de l’espace environnant et/ou des galeries en prenant en compte
la zone endommagée.

1.1 Contexte et environnement

1.1.1 Présentation du Laboratoire Souterrain à Bas Bruit (LSBB)

Quatre ans après l’explosion de la première bombe atomique américaine, l’Union Soviétique
procède à son tour à l’essai d’un engin de 22 kilotonnes sur le territoire du Kazakhstan en
1949. Dans un contexte de guerre froide qui oppose les puissances, l’État français décide de
développer l’arme nucléaire. Les premiers essais de la frappe nucléaire voulus par le général de
Gaulle sont alors actionnés. En 1960, la première bombe atomique française est lâchée dans le
désert du Sahara, et en 1968, la première bombe à hydrogène est testée dans l’atoll de Moruroa.
En 1965, le plateau d’Albion est choisi pour accueillir un système de défense terrestre à partir
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1.1. CONTEXTE ET ENVIRONNEMENT

de missiles dits Sol-Sol balistiques stratégiques. Le système de dissuasion est alors composé
d’une base support à Saint Christol et de deux postes de conduite de Tir dont un à Rustrel
(PTC1) et l’autre dans la commune de Reilhanette dans la Drôme, au nord du mont Ventoux
(PTC2). Les deux postes de tir sont rattachés à 18 zones de lancement de missiles reparties sur
l’ensemble du plateau d’Albion. Chaque poste est à l’époque en charge de 9 zones de lancement.
Le plateau d’Albion a été choisi en raison de sa faible densité humaine et de son sol calcaire,
permettant à la fois une construction peu coûteuse des silos qui devaient renfermer les missiles
et également capable d’amortir efficacement l’onde de choc d’une attaque nucléaire. Les 18 pas
de tir abritent 18 missiles à tête multiple d’une mégatonne, soit pour chacun, plus de 60 fois la
puissance des bombes lâchées sur Hiroshima et Nagasaki pendant la deuxième guerre mondiale.
En février 1996, en raison de l’évolution de la géostratégie européenne, le Président Jacques
Chirac décide le retrait de la composante Sol-Sol du plateau d’Albion suite à la chute du bloc de
l’Est et au vieillissement des missiles coûteux en entretien et pour lesquels une modernisation
n’était pas souhaitée. Les 18 zones de lancement sont désactivées et démantelées. La plupart
d’entre elles sont reconverties en installations de centrales solaires et également pour l’accueil de
l’observatoire astronomique SIRENE (https ://www.obs-sirene.com). Le démantèlement débute
en 1996 pour se terminer en 1998. La conversion du PCT1 de Rustrel en laboratoire de recherche
pluridisciplinaire commence quant à lui en mai 1997 sous l’impulsion du physicien Georges
Waysand. L’actuel directeur du Laboratoire est Stéphane Gaffet, sismologue géophysicien CNRS
à Géosciences Azur de l’Université Sophia Antipolis.

Le LSBB est désormais une plateforme interdisciplinaire pour la recherche fondamentale et
appliquée. Elle est qualifiée de bas bruit du fait de son environnement faiblement anthropisé
et de ses propriétés intrinsèques liées à la destination militaire initiale de son infrastructure.
Il est une plateforme collaboratrice académique et industrielle, un espace fédérateur favorisant
l’interdisciplinarité entre les sciences de l’univers, les sciences de l’ingénierie et des systèmes, les
sciences humaines et sociales, la physique des particules, la physique nucléaire et la mécanique
(https ://lsbb.cnrs.fr). Le LSBB est une unité mixte de services sous la pluritutelle de l’Uni-
versité de Nice-Sophia-Antipolis (UNS), d’Avignon Université (AU), du CNRS, d’Aix Marseille
Université (AMU) et de l’Observatoire de la Côte d’Azur (OCA).

1.1.2 Topologie du site

Le LSBB s’étend sur un domaine de 54 ha et compte près de 4 km de galeries subhorizontales
creusées dans le massif calcaire karstifié au cœur de la zone non saturée (ZNS) entre 0 et 518 m
de profondeur à l’intérieur de la Grande Montagne de Rustrel, d’altitude d’environ 1000 m et
située en bordure sud du plateau d’Albion, dans le département du Vaucluse. Les schémas sur la
partie basse de la Figure 1.1 présentent la géographie des lieux et l’enchaînement des différentes
galeries alors que les photographies de la partie haute illustrent quelques endroits clés du site.
L’entrée du site est constituée d’un mur épais de 2 mètres servant de résistance contre les
tirs de roquettes. Une casquette assure l’entrée d’air nécessaire à la ventilation du site. Nous
trouvons plus loin la galerie des gaz brûlés appelée ainsi à cause de son rôle destiné à évacuer
les gaz consécutifs à une explosion nucléaire. Le passage à travers les servitudes générales
permet d’accéder 450 mètres plus loin à la galerie anti-souffle. C’est une sorte de chicane
de 250 mètres qui permettait d’éviter la propagation du souffle lors d’une éventuelle explosion
nucléaire devant le poste de tir. Contrairement aux autres galeries du site consolidées par 40 à 70
cm de béton, la galerie anti-souffle est recouverte d’une fine couche de béton projeté et offre un
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Figure 1.1 – Présentation du LSBB avec illustration des galeries, d’après Gadal, 2009 et
Jolis, 2012
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Figure 1.2 – a) Coupe Nord-Sud de la Grande Montagne et représentation des failles, (b)
Séquence stratigraphique, (c) Carte structurale du type de la faille étudiée par Jeanne et al.,
2012

libre accès à la roche. Elle présente une très légère pente ascendante permettant l’évacuation
des eaux d’infiltration vers l’extérieur, ce qui en fait un lieu de prélèvement des eaux pour
les hydrogéologues. La galerie parallèle à droite, encore appelée galerie principale, présente
un accès 260 mètres plus loin à la capsule de tir par l’intermédiaire d’une porte blindée
capable de résister à une surpression de 20 bars. On y trouve un magnétomètre qui assure le
suivi des phénomènes magnétiques corrélés aux évènements naturels susceptibles de modifier
l’environnement proche de la Terre (orages atmosphériques et magnétiques, éclipses, séismes
entre autres). Une station météo, une station GPS et plusieurs zones de mesures de mouvement
du sol sont également installées. Enfin, sur site, plusieurs sismomètres suivent en continu les
mouvements du milieu. Après la capsule de tir, un dernier long tunnel de 1800 mètres mène
au puits de secours que les militaires pouvaient emprunter en cas de problèmes majeurs. Des
tonnes de sable obstruaient le passage sur trois niveaux de l’intérieur vers l’extérieur. Pour s’en
extraire, le personnel militaire devait monter sur une échelle et ouvrir la trappe libérant un
premier tas de sable avant de continuer leur montée à travers deux autres “pièges" du même
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1.1. CONTEXTE ET ENVIRONNEMENT

type.

1.1.3 Contextes géologique et hydrogéologique

Galeries initiales

Le laboratoire est localisé à cheval des étages géologiques appelées le Barrémien supérieur
et l’Aptien inférieur ou Bédoulien. L’ensemble de la série est appelé Urgonien en référence au
faciès commun de ces roches. La description de Leenhardt, 1883 permet de répartir le faciès
en trois subdivisions : calcaires bioclastiques inférieurs (U1), calcaires à Rudistes (U2) et cal-
caires bioclastiques supérieurs (U3) (Figure 1.2). Leonide et al., 2012 s’intéressent à l’étude des
calcaires Urgoniens et montrent que les conditions de formation du faciès peuvent engendrer de
fortes discontinuités latérales sur des échelles hectométriques. D’après Jeanne et al., 2012, on
rencontre deux types de failles de normes d’orientation respectives N120°-75°N et N030°-85°E.
Les notations conventionnelles pour décrire l’orientation et le pendage des fractures sont défi-
nies par : N pour Nord, azimut (en degré) et Dip pour direction du dip (en degré). On définit
l’azimut comme étant l’angle depuis le nord vers l’est et le dip comme l’angle par rapport à
l’horizontale. Ainsi, une fracture d’azimut 120° et de pendage 50° vers l’est sera désignée par :
N120°-50°E.
La première faille est inactive et caractérisée par des défauts de tailles kilométriques avec des
zones de failles de plusieurs mètres d’épaisseurs cimentées par des calcites. Les zones cimen-
tées ont une porosité inférieure à 5% et s’étendent du noyau de la faille jusqu’aux couches
sédimentaires adjacentes sur l’échelle métrique à décamétrique. Par ailleurs, la deuxième faille
est caractérisée par des failles d’une épaisseur de quelques décamètres à quelques hectomètres
avec un noyau de faille caractérisé par une gouge. La seconde famille est également considérée
comme inactive selon Jeanne et al., 2012 et recoupe en partie les galeries anti-souffle et prin-
cipale, Figure 1.2 (c). Ce détail géologique est important car il permet d’avoir une idée sur les
propriétés mécaniques du milieu (densité, coefficients de Lamé etc..) par rapport aux données
de la littérature. L’estimation des vitesses de propagation d’onde in situ a fait l’objet d’études
par certains auteurs et sera détaillée dans les prochaines sections.

Nouvelles galeries

Entre juin et juillet 2017, des travaux de forage ont été réalisés au LSBB, plus précisé-
ment au cœur de la galerie principale, par l’entreprise GeoSonic, en lien avec le projet MIGA
(Matter wave laser based Interferometer Gravitation Antenna), projet basé sur la construction
d’un équipement permettant l’observation du champ gravitationnel de la Terre par des études
de déformations de l’espace-temps et de la gravitation. Ce projet a été financé par l’Agence
Nationale de la Recherche (ANR), le Fond Européen de Développement Régional (FEDER), la
Région Sud et le Conseil Départemental 04. Cette infrastructure propose une nouvelle approche
de mesure des phénomènes de variations locales de la gravité et de modification de l’espace-
temps basée sur l’interférométrie atomique et les atomes froids. Le forage MIGA est un forage
horizontal d’une longueur totale de 240 m et présente une orientation oblique à la stratigraphie.
Les galeries ont été excavées à partir de la galerie principale. Longue chacune de 150 m et de
section 10 m2, elles sont situées entre 270 et 370 m de profondeur. La reconnaissance par un
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1.1. CONTEXTE ET ENVIRONNEMENT

sondage carotté horizontal a également été réalisée par GeoSonic France afin d’identifier préci-
sément la pétrologie des terrains, les fracturations et les caractéristiques géomécaniques. Dans
le rapport de synthèse fourni par Geosonic, Baudouy, 2017 a mentionné que la totalité du
forage traverse une formation calcaire du Crétacé Inférieur (Barremien à Aptien inférieur). Ce
calcaire de teinte beige de type urgonien est pauvre en macrofossiles, à l’exception de quelques
passages où la concentration en bioclastes (de taille millimétrique à centimétrique) augmente
(Figure 1.3).
Localement, au cours du forage, les auteurs ont montré la présence de grès verdâtre, de concré-
tions de calcites, mais surtout d’argile orange en remplissage de cavités de type karstique et/ou
de fractures. Des nodules de silex ont également été observés dans une large partie du forage
à des profondeurs allant de 40 à 170 m. Par ailleurs des traces d’argiles ont souvent été re-
trouvées sur les 20 premiers mètres de profondeur. La Figure 1.4 présente les premières images

Figure 1.3 – Faciès du type de calcaire rencontré sur l’ensemble du forage MIGA. On trouve
également un exemple de stylolithe et de bioclaste observés dans ce forage, Baudouy, 2017

de carottes de sondage de 0 à 3.70 m de profondeur, ainsi que la localisation de ces nouvelles
galeries par rapport à la disposition initiale. On peut identifier une couche de béton hétérogène
suivi d’une zone calcaire très fracturée appelée zone endommagée, notion que nous détaillerons
par la suite. Nous pouvons également remarquer une diminution du degré de fracturation avec
l’éloignement à la paroi.

Du point de vue hydrogéologique, les galeries du Laboratoire Souterrain à Bas Bruit sont
creusées dans la zone non saturée (ZNS) du vaste système karstique de la Fontaine de Vaucluse,
ce qui fait du site l’endroit idéal pour étudier la ZNS du karst. D’après Puig, 1987, la Fontaine
de Vaucluse possède un bassin d’alimentation d’environ 1115 km2. L’eau qui circule dans la
zone non saturée s’infiltre dans les galeries par l’intermédiaire de fissures présentes sur la paroi
bétonnée. Pour maintenir un suivi régulier des débits, des paramètres physico-chimiques et
isotopiques de l’écoulement, de nombreux orifices percés ont été aménagés à différentes profon-
deurs de la galerie (Figure 1.5). L’étude de ces écoulements a fait l’objet de plusieurs travaux
de doctorat Garry, 2007, Blondel, 2008 et Barbel-Périneau, 2013. Ces thèses ont permis
de caractériser et de classer les différents types d’écoulements donnant des informations indi-
rectes sur le massif. Aujourd’hui, jusqu’à 45 points d’écoulement sont échantillonnés durant les
périodes pluvieuses.

1.1.4 Ordres de grandeurs des caractéristiques mécaniques moyennes
du massif

Plusieurs méthodes géophysiques basées sur des études sismiques, électromagnétiques, élec-
triques et gravimétriques ont été employées au LSBB dans le but de caractériser et d’imager
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Figure 1.4 – (a) Localisation du projet MIGA sur le plan du LSBB. (b) Zoom sur la gale-
rie MIGA. (c) Image des carottes de sondages durant l’excavation de la galerie 0 à 3.70 m,
Baudouy, 2017

les zones environnantes des galeries. Nous donnons ici quelques informations sur ces travaux de
façon à pouvoir retenir les ordres de grandeurs des caractéristiques mécaniques moyennes du
massif, en particulier en termes de vitesses de propagation des ondes mécaniques.

La tomographie sismique consiste à visualiser les variations de vitesses d’ondes sis-
miques pour cartographier la structure interne de la terre. Cette technique a été employée
par Sénéchal, Rousset, Gloaguen et al., 2004 pour étudier la zone karstique située entre la
galerie anti-souffle et la galerie principale puis par Maufroy et al., 2014 pour caractériser la
zone verticale de l’espace rocheux compris entre la galerie principale et la surface de la Grande
Montagne. En utilisant une résolution hectométrique, Maufroy et al., 2014 ont confirmé des
vitesses moyennes d’onde P comprise entre 3500 et 5500 m/s, ainsi que la présence de fractures
verticales dans la zone d’intérêt.
Duboeuf, 2018 s’est également intéressée à la mesure des vitesses de propagation dans la zone
en menant une campagne de tirs sismiques par lâchers de poids dans le puits et par coups
de masses sur le sol et le mur de la galerie anti-souffle. Les distances entre tirs et capteurs
variaient entre 3 et 24 m et permettaient d’obtenir des vitesses moyennées correspondant au
cas d’un milieu homogène équivalent du fait des longueurs d’ondes caractéristiques considérées.
Elle obtient alors des valeurs de vitesses d’onde P de (4765 � 62) m/s et d’onde SV de (2769�
50) m/s. Dans le cadre des travaux de Jeanne et al., 2012, les résultats d’essais en laboratoire
sur des éprouvettes plus petites constituées à partir des carottes de terrain ont donné un profil
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Figure 1.5 – L’image de gauche (A) indique la position des points d’écoulement le long des
galeries, Lafeuille, 2009 et Carriere, 2014. Celle de droite (B) illustre un point de suivi
d’écoulement

de vitesse de l’onde de compression variant entre 3400 et 7500 m/s. Duboeuf, 2018 estime que
la valeur de 7500 m/s est trop élevée pour un calcaire et précise qu’on ne doit pas aller au-delà
de 6500 m/s. Elle justifie que si on considère un milieu homogène, les valeurs obtenues à partir
des tirs sismiques sont pertinentes.

Le géoradar (Ground-Penetrating Radar - GPR) est basé sur l’utilisation des ondes élec-
tromagnétiques de hautes fréquences comprises entre 10 MHz et 1 GHz. Pour cartographier les
structures à plus petite échelle, les longueurs d’ondes choisies doivent être relativement faibles.
Van Vorst et al., 2011 ont appliqué un algorithme d’inversion non linéaire aux données de
la tomographie des temps de premières arrivées GPR pour imager la zone fracturée proche
de la galerie anti souffle. Sénéchal, Rousset et Gaffet, 2013 ont ensuite utilisé le GPR
pour étudier quantitativement les formations géologiques traversant les galeries du LSBB et
ont montré la capacité du GPR à repérer les hétérogénéités liées aux caractéristiques karstiques
et aux stratigraphies fines.

Certains auteurs ont également couplé des méthodes géophysiques pour obtenir des infor-
mations complémentaires. Par exemple, Gaffet et al., 2003 ont étudié les données enregistrées
par le réseau sismique et par les capteurs du magnétomètre lors du tremblement de terre indien
du 26 janvier 2001 pour détecter les perturbations du champ magnétique induit par les ondes
sismiques à une distance de 6250 km de l’épicentre. Par l’intermédiaire d’une analyse spectrale,
les auteurs montrent des bandes de fréquences spécifiques de perturbation liées à des processus
physiques comme l’accélération des écoulements souterrains dans le massif. Carrière et al.,
2013 ont analysé la zone non saturée du karst à l’aide du GPR et de la tomographie par résis-
tivité électrique (ERT). Dans un premier temps, ils ont utilisé le GPR pour obtenir une haute
résolution d’image près de la surface en fournissant des informations géologiques pertinentes
comme les stratifications et les fractures. Les données obtenues de l’ERT indiquent de fortes
variations latérales et verticales. Les auteurs ont indiqué que les variations peuvent rensei-
gner sur la structuration géologique générale et l’orientation des éléments. Le GPR fournit une
meilleure résolution mais reste limité à de faibles profondeurs d’investigation d’environ 12 m,
contrairement à l’ERT, technique à faible résolution d’image capable de prospecter à plusieurs
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mètres de profondeur allant jusqu’à 40 m. Les auteurs ont conclu que le couplage du GPR et
de l’ERT peut permettre une interprétation géologique bien établie de l’environnement d’étude
et expliquer la présence d’un point d’écoulement d’eau pérenne à une profondeur de 35 m du
site. Bereš et al., 2013 ont utilisé la tomographie sismique et l’ERT pour analyser l’anisotropie
de la zone située entre la galerie principale et la galerie anti-souffle. L’inversion des données
réalisées par une méthode de Monte Carlo a permis d’avoir une vitesse moyenne d’onde P de
4800 m/s.

Bilan

Même si les travaux menés dans cette thèse se situent bien en amont des essais in situ, cette
partie nous a permis de comprendre l’environnement d’étude et surtout de retenir les valeurs
des caractéristiques mécaniques que nous utiliserons lors de l’analyse des résultats numériques
de façon à proposer une analyse dans un cas aussi réaliste que possible. Les études géophysiques
ont ainsi permis d’avoir une idée raisonnable des vitesses de propagation des ondes. Les levées
de carottes unidirectionnelles ont donné de précieuses informations sur l’état de fracturation du
massif et l’étendue de la paroi bétonnée. À partir des informations recueillies, cet environnement
sera modélisé par des outils de mécaniques universitaires adaptés. L’EDZ sera prise en compte
par un modèle de couches successives pour lesquelles les microfractures présentes aux interfaces
seront considérées à l’aide de contacts plus ou moins imparfaits. Les fractures existant au sein
des couches ne seront par contre pas explicitement prises en compte, et nous considérerons
chaque zone intermédiaire sous forme de milieux effectifs, c’est-à-dire moyennés. Les intervalles
de vitesses retenus pour les milieux respectifs sont : 3200 à 5400 m/s (onde P) et 1960 à 3300
m/s (onde SV). L’épaisseur de la paroi bétonnée a été fixée à 0.4 m et l’étendue maximale de
la zone endommagée à 1 m.

1.2 Problématique ondulatoire et positionnement du pro-
blème

Dans cette section, nous rappelons quelques points essentiels sur l’étude des ondes élastiques
et les phénomènes de propagation d’ondes dans les milieux souterrains. Les appellations et
notations introduites seront utiles pour la suite du mémoire.

1.2.1 Rappels sur les ondes mécaniques élastiques

Les équations de propagation d’ondes élastiques sont obtenues à partir des équations d’équi-
libre issues des lois fondamentales de la mécanique des milieux continus et des relations consti-
tutives qui caractérisent le comportement mécanique d’un matériau. Les équations d’équilibre
en notation indicielle s’écrivent :

@�ij
@xj

+ fi = �
@2ui
@t2

(1.1)

où � est la densité du matériau, ui est la iième composante du vecteur déplacement, �ij est
la composante ij du tenseur des contraintes � et fi est la iième composante du vecteur force
volumique imposé au matériau.
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Dans le cas d’un matériau linéaire, l’équation constitutive liant les contraintes aux déformations,
loi de Hooke, est donnée par la relation suivante :

�ij = Cijkl ekl (1.2)

où C, de composantes Cijkl, est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 et e, de composantes ekl, est
le tenseur des déformations. Si le matériau est homogène et isotrope, la relation contrainte-
déformation s’écrit plus simplement :

�ij = � ekk �ij + 2� eij (1.3)

où � et � sont les coefficients de Lamé et �ij est le symbole de Kronecker avec :

�ij =

(
1 pour i = j

0 pour i 6= j

Les coefficients de Lamé s’écrivent respectivement en fonction du module d’Young E et du
coefficient de Poisson � comme suit :

� =
E�

(1 + �)(1� 2�)
� =

E

2(1 + �)
(1.4)

Les tenseurs � et e peuvent être représentés sous la forme de matrices (3�3) dont les termes
correspondent aux composantes de ces tenseurs dans une base orthonormée. Les composantes
du tenseur des déformations linéarisé s’expriment en fonction du déplacement particulaire par
la relation indicielle suivante dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations (HPP) :

eij =
1

2

�@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
(1.5)

En remplaçant (1.3) dans (1.1), nous obtenons les équations élastodynamiques de Navier :

(�+ �)
@2uj
@xj@xi

+ �
@2ui
@xj@xj

+ fi = �
@2ui
@t2

(1.6)

La propagation d’ondes dans les milieux élastiques fait intervenir plusieurs types d’ondes suivant
les configurations envisagées : milieux infinis, présence de surface libre ou d’interfaces. Les
paragraphes suivants en rappellent les caractéristiques principales.

Ondes volumiques

Dans un milieu infini, élastique, homogène et isotrope, deux types d’onde se propagent
de manière sphérique à partir d’un point source d’excitation. Nous distinguons les ondes de
compression (encore appelées primaires ou longitudinales), notées onde P, et les ondes de ci-
saillement (encore appelées secondaires ou transversales), notées onde S. Ces ondes présentent
des vitesses de propagation différentes et sont classiquement discriminées en introduisant la
décomposition de Helmholtz. Le vecteur déplacement �!u est alors décomposé en une compo-
sante longitudinale

�!r� (irrotationnelle) et une composante transversale
�!r � �!	 (solénoïdale

ou champ à divergence nulle), soit la somme du gradient d’un champ scalaire et du rotationnel
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d’un champ vectoriel :
�!u =

�!r�+�!r ��!	 (1.7)

avec � le potentiel scalaire,
�!
	 le potentiel vecteur,

�!r l’opérateur gradient et � le produit
vectoriel entre

�!r et
�!
	 .

En substituant (1.7) dans l’équation (1.6), en l’absence de force volumique, nous obte-
nons les équations d’ondes qui décrivent le mouvement des ondes P et S.

Onde primaire (P) : elle génère une déformation volumique longitudinale. Le déplacement
des particules élémentaires est alors parallèle à la direction de propagation, comme illustré sur
la Figure 1.6.(a). Le potentiel scalaire � associé est solution de l’équation d’onde :

r2�� 1

C2
p

@2�

@t2
= 0 (1.8)

où Cp =

s
�+ 2�

�
est la vitesse de propagation de l’onde P ; r2 est l’opérateur laplacien.

Dans le cas d’un régime harmonique de fréquence f et de pulsation ! = 2�f , il est également
possible d’introduire les notions de longueur d’onde et de nombre d’onde. La longueur d’onde
représente la distance parcourue par l’onde sur une période d’oscillation et le nombre d’onde
définit le nombre de longueurs d’onde présentes sur une distance de 2�.
Pour l’onde longitudinale, ces deux quantités sont définies comme suit :

? Longueur d’onde P : �p =
Cp

f

? Nombre d’onde P : � =
2�

�p
=

!

Cp

Onde secondaire (S) : elle engendre une déformation volumique transversale. Le mouvement
des particules élémentaires est alors perpendiculaire à la direction de propagation, comme
illustré sur la Figure 1.6.(b). Le potentiel vectoriel

�!
	 associé est solution de l’équation suivante :

r2�!	 � 1

C2
s

@2
�!
	

@t2
=
�!
0 (1.9)

où Cs =

s
�

�
représente la vitesse de propagation de l’onde S.

Dans le cas où l’onde est polarisée verticalement, il s’agit d’une onde de cisaillement vertical
(SV). Par ailleurs si elle polarisée horizontalement, elle est qualifiée d’onde de cisaillement
horizontal (SH). Pour l’onde secondaire, nous pouvons également définir une longueur d’onde
et un nombre d’onde :

? Longueur d’onde S : �s =
Cs

f

? Nombre d’onde S : � =
2�

�s
=

!

Cs

Les définitions et les formules mathématiques indiquent des vitesses d’ondes P supérieures à S.
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(a) (b)

Figure 1.6 – Ondes volumiques dans les milieux élastiques (a) Onde P ; (b) Onde SV ; adaptée
de monsite (lien cliquable)

Matériau � E (GPa) � (kg/m3) Cp=Cs

Béton 0.2 47 2500 1.64
Calcaire 0.255 50 2400 1.74
Calcite 0.31 69.9 2710 1.93
Quartz 0.08 70 2650 1.47
Fer 0.259 196 7860 1.75

Aluminium 0.346 69 2700 2.06
PVC 0.410 0.01 1300 2.56

Plexiglas 0.430 2.38 1180 2.85
Caoutchouc 0.499 0.03 995 223

Table 1.1 – Valeurs �, E, � et Cp=Cs de quelques matériaux d’après Frey, 2000 et
Szymkiewicz, 2011

En effet, en évaluant les rapports de vitesses, nous obtenons :

C2
p

C2
s

=
�+ 2�

�
=
�

�
+ 2 =

2�

1� 2�
+ 2 � 2 (1.10)

Le résultat précédent indique un rapport de vitesses Cp=Cs au moins supérieur à
p
2. On peut

également remarquer que le rapport tend vers l’infini lorsque � devient très proche de 0.5. Dans
le tableau 1.1, nous donnons les valeurs de �, �, E et Cp/Cs de quelques milieux naturels et
artificiels connus.

Ondes surfaciques

Lorsque le milieu n’est pas infini mais présente des frontières le séparant d’autres milieux,
d’autres types d’ondes peuvent apparaître au voisinage de ces frontières. Ce sont les ondes de
surface. Elles se propagent directement de la source aux détecteurs, sans pénétrer profondément
dans la subsurface, et ce à des vitesses différentes des ondes primaires et secondaires. En effet,
les ondes surfaciques se propagent généralement sur des surfaces libres ou à l’interface entre
deux milieux et s’atténuent très rapidement dès qu’on s’éloigne de la surface ou de l’interface.
Parmi ces ondes, nous citons les ondes de Rayleigh et Love qui diffèrent par leurs polarisations
et par leurs célérités, Aki et R. S. Wu, 1988.

Ondes de Rayleigh (R) : ce sont des ondes de surface qui apparaissent le long de la surface
libre d’un demi-espace élastique. Elles sont le résultat de la superposition d’ondes longitudi-
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nales et transversales. Les ondes de Rayleigh décroissent exponentiellement avec la profondeur.
Le mouvement des particules est assez semblable à celui d’une poussière portée par une vague
et est contenu dans le plan vertical de propagation, comme illustré sur la Figure 1.7.(a). Il est
elliptique rétrograde en surface et passe ensuite à elliptique prograde en grande profondeur.
Dans un milieu élastique et isotrope délimité par une surface libre (contraintes nulles à la sur-
face), la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh (notée Cr) est une solution de l’équation
du 6ème ordre suivant :

�6 � 8�4 + (24� 16�)�2 � 16(1� �) = 0 (1.11)

où :
� =

Cr

Cs

et � =
1� 2�

2(1� �) (1.12)

Landau et al., 1959 ont montré, dans le cas d’un milieu élastique (0 < � < 0:5), qu’une seule
racine de l’équation (1.12) pouvait être retenue. Ils ont également indiqué que la vitesse de
propagation des ondes de Rayleigh peut être approchée par la relation suivante :

Cr � Cs

0:862 + 1:14�

1 + �
(1.13)

Les ondes de Rayleigh ont une vitesse légèrement inférieure à celle des ondes secondaires par
un facteur qui dépend des constantes élastiques du milieu. Nous présentons sur la Figure 1.8
l’évolution des vitesses d’ondes P, S et R en fonction du coefficient de Poisson �.

Ondes de Love : elles sont générées par l’interférence d’une multitude de réflexions des ondes
volumiques de cisaillement sur la surface libre. Le mouvement des particules est parallèle à la
surface mais perpendiculaire à la direction de propagation, comme illustré sur la Figure 1.7.(b).
Les ondes de Love se déplacent à une vitesse inférieure à celle des ondes P et S. Par ailleurs,
elles sont plus rapides que les ondes de Rayleigh.

(a)

(b)

Figure 1.7 – Ondes de surface : (a) Onde de Rayleigh ; (b) Onde de Love ; adaptée de monsite
(lien cliquable)
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Figure 1.8 – Évolution des vitesses d’ondes P, S et R, adimensionnées par
q
(E=�), en fonction

de �.

1.2.2 Conversion d’ondes à l’interface entre deux milieux de propriétés
différentes

Quand une onde incidente arrive à l’interface entre deux milieux de propriétés mécaniques
différentes, une partie de son énergie est réfléchie dans le milieu d’origine tandis que l’autre est
transmise dans le second milieu. Les grandeurs physiques décrivant le mouvement vérifient des
relations de passage comme par exemple la continuité des déplacements et des contraintes à
l’interface entre les deux milieux. Dans le cas de deux demi-espaces en contact, le cas particulier
d’une seule réflexion et d’une seule transmission se produit lorsqu’une onde (P) se propage per-
pendiculairement (incidence normale) à l’interface plane, (Figure 1.9). Cette situation peut être
décrite mathématiquement en termes de trois ondes qui se propagent dans le milieu. L’écriture
des conditions aux limites en contraintes et déplacements permet d’obtenir les coefficients de
réflection et de transmission des ondes en fonction des impédances acoustiques (Z = �Cp) des
milieux respectifs, Potel et al., 2006 :

? Coefficient de réflection et transmission en déplacement à l’interface des milieux 1 et 2

C
(r)
d =

A
(r)
d

A
(i)
d

=
�2Cp2 � �1Cp1

�2Cp2 + �1Cp1

; C
(t)
d =

A
(r)
d

A(i)
=

2�1Cp1

�2Cp2 + �1Cp1

(1.14)

où A(r)
d , A(t)

d et A(i)
d représentent l’amplitude du déplacement des ondes réfléchie, transmise et

incidente, C(r)
d et C(t)

d désignent les coefficients de réflection et de transmission en déplacement.
? Coefficient de réflection et transmission en contrainte à l’interface des milieux 1 et 2

C(r)
c =

A(r)
c

A
(i)
c

= C
(r)
d ; C(t)

c =
A(t)
c

A
(i)
c

=
2�2Cp2

�2Cp2 + �1Cp1

(1.15)

où A(r)
c , A(t)

c et A(i)
c représentent l’amplitude de la contrainte des ondes réfléchie, transmise et

incidente, C(r)
c et C(t)

c désignent les coefficients de réflection et de transmission en contrainte.
Dans le cas d’une incidence quelconque, une onde incidente (P) ou (SV) subit des conversions
de type d’ondes (P-P) en ondes (P-SV) et vice-versa. Nous aurons ainsi deux ondes réfléchies
(P) et (SV) dans le milieu incident et deux ondes transmises (P) et (SV) dans le second milieu,
comme illustré sur la Figure 1.9. Les angles incidents, réfléchis et transmis dans les milieux
respectifs obéissent à la loi de Snell-Descartes :

sin �0
Cp1

=
sin �1
Cp1

=
sin �

0

1

Cs1

=
sin �2
Cp2

=
sin �

0

2

Cs2

(1.16)
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Figure 1.9 – Conversion d’ondes volumiques au niveau d’une interface entre deux milieux,
Kham, 2004

Cette configuration d’étude conduit à des coefficients de réflection et de transmission complexes
à écrire. Dans la littérature, on retrouve généralement sur des diagrammes l’évolution des
coefficients en fonction de l’angle d’incidence, comme présenté sur la Figure 1.10.
Il est important également de mentionner qu’une onde incidente (SH) ne subit pas de la même
conversion de type au passage d’une interface. Elle donne uniquement lieu à une onde réfléchie
(SH) dans le milieu incident et une onde transmise (SH) dans le second milieu. C’est une des
raisons qui peuvent justifier son utilisation dans de nombreux problèmes ondulatoires puisque
l’absence de conversion permet des simplifications par rapport aux cas faisant intervenir des
ondes (P) ou (SV).

1.2.3 Qualité des contacts et modélisations associées entre deux milieux
différents

Éléments de base de la modélisation en mécanique

Les modèles mécaniques sont basés sur trois éléments de mécanique fondamentaux : la
masse (inertie), le ressort (raideur) et l’amortisseur (amortissement). Ces éléments localisés
conduisent généralement à des équations différentielles ordinaires du mouvement décrivant le
comportement dynamique du système où chaque élément mécanique a un rôle bien particulier.

Ressort : Ces éléments sont conservateurs et stockent le potentiel ou l’énergie de déformation.
Ils mettent en relation un élément de force (linéaire ou angulaire) à un déplacement (linéaire
ou angulaire). En mécanique ondulatoire, le ressort est souvent utilisé pour modéliser une
discontinuité entre deux milieux a et b (Figure 1.11). Son énergie potentielle élastique s’écrit :

Ep =
Z ub

ua

Fdu =
1

2
k(ub � ua)2 = cste (1.17)

17



1.2. PROBLÉMATIQUE ONDULATOIRE ET POSITIONNEMENT DU PROBLÈME

(a) (b)

Figure 1.10 – Évolution des coefficients de réflection et de réfraction des ondes (P) et (SV) en
fonction de l’angle d’incidence : (a) onde incidente venant du bas et (b) onde incidente venant
du haut ; source geophysik (lien cliquable)

où F = ku représente la composante de la force élastique, k le coefficient de raideur et
u = ub � ua l’allongement relatif entre les milieux a et b, cf. Figure 1.11.

Figure 1.11 – Ressort pour modéliser la discontinuité entre deux milieux a et b, d’après Gu,
Nihei et L. R. Myer, 1996a

Amortisseur : Ces éléments sont non conservateurs et dissipent de l’énergie. Ils relient un
élément de force (linéaire ou angulaire) à une vitesse (linéaire ou angulaire). Les premières
études sur la notion d’amortissement interne du sol ont débuté lorsque les chercheurs ont observé
expérimentalement que la décroissance de l’amplitude des ondes sismiques était plus rapide que
celle prévue par la décroissance d’origine géométrique. On distingue parmi les amortissements
les plus utilisés en mécanique du sol :

— l’amortissement viscoélastique de Kelvin-Voigt
Il est défini par un système ressort-amortisseur parallèle généralement utilisé dans le
cas d’oscillateur simple, cf. Figure 1.12. Contrairement au cas élastique pur, en régime
harmonique, les coefficients de Lamé (�, �) et le module de Young (E) deviennent ici

18

https://www.geophysik.uni-muenchen.de/~igel/Lectures/Sedi/sedi_weq.pdf


1.2. PROBLÉMATIQUE ONDULATOIRE ET POSITIONNEMENT DU PROBLÈME

complexes :

�
0

= �(1� i�a!); �
0

= �(1� i�a!); E
0

= E(1� i�a!) (1.18)

�
0
; �

0
; E

0 définissent ainsi respectivement les paramètres de Lamé et le module de Young
du milieu amorti. Le terme d’amortissement représenté par la partie imaginaire dépend
alors de la pulsation ! et du paramètre d’amortissement �a. L’amortissement de Kelvin-
Voigt permet d’expliquer l’affaiblissement plus rapide des vibrations à haute fréquence et
est validé expérimentalement dans certains types de solides. Le paramètre �a est parfois
différent pour � et �.

Figure 1.12 – Modèle de Kelvin-Voigt ; source wikipédia

— l’amortissement hystérétique
Un des amortissements les plus utilisés pour les sols est l’amortissement hystérétique,
indépendant de la fréquence contrairement à celui de Kevin-Voigt. Les coefficients de
Lamé et le module de Young s’écrivent alors toujours sous forme complexe mais la
partie imaginaire est indépendante de la pulsation :

�
0

= �(1� i�a); �
0

= �(1� i�a); E
0

= E(1� i�a) (1.19)

�a étant le coefficient d’amortissement hystérétique. Ce type d’amortissement est repré-
sentatif pour les problèmes stationnaires.

Modélisation des contacts

La présence de discontinuités telles que les fissures, failles, défauts, microfissures et joints
dans la roche impacte la propagation des ondes, et certains auteurs se sont ainsi intéressés à
l’évaluation des défauts de liaisons présents entre le massif rocheux et le tunnel. L’objectif est
ici de modéliser l’ensemble de ces défauts par des approches macroscopiques.

Pour mieux comprendre comment ces différentes caractéristiques affectent les ondes qui
se propagent dans un environnement rocheux, Scott et al., 1968 et Crampin et al., 1980
ont d’abord mené des études expérimentales en sismique-réfraction, une méthode géophysique
basée sur les lois de réfraction de Snell-Descartes pour cartographier les structures géologiques
souterraines. Ces études ont été suivies par les travaux de Grujic, 1974 et O’Donoghue
et al., 1974 en sismique-crosshole, une technique reposant sur la mesure des vitesses d’ondes
sismiques entre les trous de forage. Ils démontrent tous l’existence d’une corrélation entre la
diminution de la vitesse des ondes longitudinales et transversales et la densité des fractures.
En plus de la diminution des vitesses d’ondes, une augmentation de l’atténuation en lien avec
l’augmentation de l’état de fracturation pendant le creusement d’un tunnel situé dans une
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masse rocheuse basaltique a été observée par Wong et al., 1983. Les mêmes observations ont
été effectuées par Morris et al., 1964 durant une investigation par mesures acoustiques des
fractures présentes au sein d’un forage. Outre la fréquence et l’étendue des fractures, les études
de terrain effectuées par Paulsson et al., 1980 et Aki, Fehler et al., 1982 ont également
montré que des facteurs, comme l’état de contrainte in situ, la présence de liquide et sa pression
affectent également la vitesse et l’atténuation des ondes sismiques dans les masses rocheuses.
Des effets similaires ont été observés dans différents types de roches (granite, roches chaudes
et sèches), en utilisant différentes méthodes (forage, relevé acoustique, explosion) couvrant une
large gamme de fréquences (1-200 KHz) et d’échelles de mesure (millimétriques, métriques).
Tous les résultats obtenus indiquent que les fractures abaissent l’élasticité moyenne globale des
modules de la roche, Hudson, 1981.

D’un point de vue modèle, il existe deux types d’approches pour modéliser mathématique-
ment la présence de fractures dans le milieu. Lorsque les fractures sont petites par rapport aux
dimensions du volume élémentaire représentatif du milieu, elles ne sont pas explicitement mo-
délisées mais elles sont prises en compte grâce à une démarche d’homogénéisation permettant
de définir un milieu effectif équivalent. Lorsque les fractures, discontinuités ou failles sont plus
marquées, il est alors possible de les modéliser par un modèle mathématique d’interface. Elles
sont alors souvent modélisées par un contact imparfait introduit notamment par Achenbach
et H. Zhu, 1989. Ce type de contact est très utilisé dans les disciplines comme la géophysique,
la mécanique des matériaux et la géomécanique. Dans l’hypothèse de base du modèle, une
fracture représente une discontinuité sur laquelle les contraintes sismiques sont continues et les
déplacements discontinus. Ce modèle est applicable lorsque les dimensions de la fracture sont
petites devant les longueurs d’ondes sismiques considérées.

Pour chaque interface modélisant les discontinuités naturelles entre deux milieux différents
identifiés par les indices k et k + 1, pour une approche bidimensionnelle générale (Oxy), la
continuité des contraintes et la discontinuité des déplacements se traduisent par les équations
mathématiques suivantes : 8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

�kxx = �(k+1)xx

�kxy = �(k+1)xy

ukx �
1

Kkx

�kxx = u(k+1)x

uky �
1

Kky

�kxy = u(k+1)y

(1.20)

avec deux constantes de raideur Kkx et Kky introduites pour modéliser la fracture dans la
direction x (Kkx) et dans la direction y (Kky). Lorsque Kkx et Kky tendent vers l’infini, les
équations 1.20 traduisent une continuité des déplacements et dans le cas où Kkx et Kky tendent
vers 0, elles traduisent un saut/discontinuité de déplacements.

L. Myer et al., 1985 ont également proposé la même modélisation élastique pour étudier
l’effet de la transmission d’une onde acoustique dans un milieu fracturé et ont confirmé une
diminution de la vitesse dans les zones fracturées. Les travaux de Pyrak-Nolte, L. R. Myer
et al., 1990, Pyrak-Nolte, J. Xu et al., 1992 ont étudié la transmission des ondes sismiques à
travers les fractures naturelles et ont montré expérimentalement que l’effet de la fracture sur les
ondes sismiques peut effectivement être modélisé par une interface imparfaite de type ressort.

20



1.2. PROBLÉMATIQUE ONDULATOIRE ET POSITIONNEMENT DU PROBLÈME

D’un point de vue plus numérique, Gu, Nihei, L. R. Myer et Pyrak-Nolte, 1996 et Gu,
Nihei et L. R. Myer, 1996b se sont intéressés à l’interaction onde/fracture simple, en utilisant le
contact imparfait modélisé par l’approche de Achenbach et H. Zhu, 1989. J. Zhang et al., 2018
ont proposé une méthode de collocation par points pour étudier le comportement des ondes P et
SV dans une fibre circulaire intégrée dans une matrice et présentant une interface fibre/matrice
hétérogène composée d’une partie parfaite et d’une partie imparfaite. Yi, P. Zhang et al., 2014
et Yi, W. Lu et al., 2016 sont parmi les premiers à utiliser le modèle d’interface imparfaite
élastique pour analyser le comportement harmonique bidimensionnel d’un tunnel circulaire,
avec doublure en béton intégré dans un massif infini homogène et élastique. Shakeri et al., 2020
ont étudié les effets de ce type de discontinuité sur la réponse temporelle d’un tunnel circulaire
avec un revêtement béton. L’impact du choix des constantes de raideur sur la dynamique de
réponse dans le béton ou dans le massif infini y est notamment proposé.
En utilisant le modèle d’interface précédent, mais complété par une partie viscoélastique, Xue-
Qian et al., 2016 et Xue-Qian et al., 2017 ont analysé la réponse dynamique d’un tunnel avec
doublure, de géométrie non circulaire, soumis à une excitation harmonique en ondes planes P
ou SV. Le tunnel présente un revêtement béton mais le milieu environnant reste homogène,
et est modélisé par un milieu soit élastique, soit poroélastique saturé. Les auteurs concluent
que la viscosité de l’interface a une faible influence sur la contrainte dans les zones à haute
fréquence comparées aux zones à basse fréquence. Dans le modèle des auteurs, la continuité des
contraintes et la discontinuité des déplacements en coordonnées cartésiennes à l’interface entre
deux milieux k et k + 1 s’écrivent :

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

�kxx = �(k+1)xx

�kxy = �(k+1)xy

ukx �
1

Kkx

�kxx = u(k+1)x + �x
@(u(k+1)x

� u(k)x)
@t

uky �
1

Kky

�kxy = u(k+1)y + �y
@(u(k+1)y

� u(k)y)
@t

(1.21)

où �x et �y sont les coefficients visco-élastiques à l’interface suivant les directions x et y.

1.2.4 Zone endommagée dans le domaine des tunneliers

Durant le processus d’excavation d’un tunnel, la roche environnante peut être endomma-
gée par les changements mécaniques engendrés par la redistribution des contraintes autour de
l’ouverture nouvellement creusée et par l’étendue des fractures qui dépend fortement de la mé-
thode d’excavation utilisée (tunnelier ou forage par explosif). La zone fissurée et fracturée où
les propriétés physiques, mécaniques et hydrauliques de la roche sont modifiées est appelée zone
endommagée ou Excavation Damaged Zone, classiquement abrégée en EDZ. La caractérisation
et la connaissance de l’EDZ est un enjeu majeur en géosciences. On peut citer par exemple
l’importance de la connaissance de l’EDZ pour une gestion à long terme des déchets nucléaires
dans des installations souterraines profondes et stables. Durant ces dernières décennies, plu-
sieurs chercheurs ont proposé différentes approches pour étudier le comportement de la zone
endommagée.
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Approche expérimentale

D’un point de vue expérimental, Sato et al., 2000 ont analysé les changements de propriétés
de la roche et l’étendue de la zone endommagée durant le processus d’excavation d’un tunnel
dans une roche sédimentaire de type néogène de Tomo au Japon. En effectuant simultanément
des mesures avant et après excavation, les auteurs ont montré que l’étendue de l’EDZ dépendait
de la méthode de creusement du tunnel (excavation mécanique et forage par explosion). Grâce à
la tomographie sismique, ils ont trouvé que la largeur de cette zone pouvait varier de 0.3 à 0.8 m.
Meglis et al., 2001 se sont intéressés à l’étude des microfissures induites pendant l’excavation
d’un tunnel au laboratoire de recherche souterrain d’énergie atomique du Canada connu sous
l’appellation Underground Research Laboratory (URL). Ils ont effectué des trous de forage
d’un mètre de profondeur depuis la paroi latérale jusqu’à une encoche bien développée sur le
toit. Des mesures de vitesse ont été effectuées en émettant des impulsions sur un transducteur
source en différents points à l’intérieur d’un trou et à la surface du tunnel, puis en capturant
les ondes émises aux récepteurs des trous adjacents. Les temps de parcours des ondes entre les
sources et les récepteurs ont été utilisés pour calculer les vitesses et pour construire une image
tomographique 2D de la lenteur (l’inverse de la vitesse) et de l’anisotropie dans cette région.
De faibles vitesses ont été observées dans la paroi latérale et à mi-chemin de l’entaille, ce qui
a permis de montrer une anisotropie importante indiquant la présence de microfissures à 1 m
de profondeur de la paroi du tunnel. Martino et al., 2004 ont également étudié les propriétés
de la zone endommagée autour l’ouverture du tunnel à l’URL. Dans leurs investigations, les
auteurs ont montré que l’EDZ mesurable s’étend globalement à un maximum de 0.3 à 0.5 m.
Par ailleurs, les microfissures et les changements de transmissivité (conductivité hydraulique)
ont été mesurés jusqu’à 1 m des parois du tunnel. Les auteurs ont souligné que la taille de l’EDZ
augmentait en fonction du type de roche, une orientation donnée au fur et à mesure que les
contraintes in situ augmentent. Ils ont indiqué aussi que la forme du tunnel et son orientation
par rapport à la contrainte in situ maximale, la méthode d’excavation, les changements subtils
dans la structure de la roche, l’utilisation de charges thermiques, les changements de la pression
interstitielle et la création d’excavations voisines ont tous une influence sur le développement de
la zone endommagée. Enfin, nous pouvons enfin citer les travaux de Homand-Etienne et al.,
1998 qui ont étudié la zone endommagée autour d’une ouverture circulaire souterraine creusée
dans une roche souple. Ils ont remarqué que les zones de forte contrainte de compression sont
responsables des zones fortement endommagées.

Approche de type simulation

En parallèle des mesures de terrain, certains autres chercheurs ont également proposé des
modèles numériques pour simuler le comportement de la zone endommagée en termes de stabi-
lité, de constitution ou encore en fonction du temps. Ils sont basés sur des modèles élastiques,
viscoélastiques ou viscoplastiques. Boidy et al., 2002 ont utilisé l’approche viscoplastique de
Lemaitre dans laquelle la déformation totale est divisée en une déformation élastique et vi-
scoplastique pour étudier le comportement d’un tunnel souterrain en forme de "fer à cheval"
sur une longue période de temps. Dans le cadre du projet Shanxi Yellow River Diversion en
Chine, Chen, W. Zhu et al., 2004 ont proposé un modèle de propagation des fractures basé
sur le modèle viscoélastique de Kelvin pour analyser la stabilité de la roche se situant autour
d’un tunnel souterrain. Pellet et al., 2009 ont réalisé une simulation numérique 3D pour étu-
dier le développement de la zone endommagée autour de galeries souterraines en modélisant le
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comportement de la masse rocheuse par une loi viscoplastique d’endommagement. Yang et al.,
2013 ont utilisé le modèle viscoélastique de Boltzmann pour simuler l’évolution de la zone en-
dommagée autour d’un tunnel circulaire dans des conditions hydrostatiques. Ils concluent que
lorsque la contrainte verticale est plus importante que la contrainte horizontale, les zones en-
dommagées se développent principalement dans les parois latérales de l’ouverture. Récemment,
Kaewjuea et al., 2014 ont proposé une approche multicouches radiale par morceaux pour
modéliser l’influence de la zone endommagée sur la réponse temporelle d’un trou de forage
cylindrique dans un milieu poroélastique. De manière plus empirique, Golshani et al., 2007
ont utilisé un modèle d’endommagement utilisé en micromécanique pour étudier l’extension
de la longueur des microfissures et l’évolution de la zone endommagée autour d’une ouverture
souterraine.

1.3 Méthodes de résolution

Les méthodes fréquemment utilisées pour simuler la propagation d’ondes en milieux sou-
terrains peuvent être divisées en trois parties. On distingue : les méthodes analytiques, semi-
analytiques et numériques.

1.3.1 Méthodes analytiques et semi-analytiques

Les méthodes semi-analytiques couplent à la fois une partie analytique et une partie nu-
mérique. Il s’agit de résoudre un problème d’équations aux dérivées partielles assorties de
conditions aux limites, voire de conditions initiales dans le cadre de problèmes transitoires. La
partie analytique traite les équations à partir de : transformées de Fourier ou de Laplace (cadre
de géométries cartésiennes et transformation des équations en systèmes d’équations simples
dans le cas de milieux infinis homogènes ou bien en équations différentielles ordinaires dans le
cas de massifs homogènes semi-infinis), ou bien à l’aide des séries de Bessel-Fourier pour les
configurations à géométrie cylindrique. Les solutions du problème en termes de champs méca-
niques peuvent être exprimées sous forme d’intégrales ou de séries. Le calcul des transformées
intégrales inverses et/ou des séries s’effectue ensuite :

? soit analytiquement dans certains cas particuliers, restant alors dans le cadre de mé-
thodes purement analytiques. On notera ici la prédominance de l’intégration dans le
plan complexe avec le choix du contour d’intégration : Achenbach, 2012, Graff, 1975,
Le Houédec, 1980, Aki et Richards, 2002 entre autres ;

? soit numériquement, basculant alors dans les méthodes dites semi-analytiques : D. Jones
et al., 1991, De Barros et al., 1993, Luco et al., 1994a, Degrande et al., 1998,
Lefeuve-Mesgouez et Mesgouez, 2008, Semblat et al., 2009 par exemple. Une at-
tention particulière doit alors être portée quant au calcul numérique des intégrales ou
des séries.

Dans le cadre de géométries cartésiennes, typiquement le cas d’un massif multicouches
soumis à une excitation en surface ou au sein du massif, différentes méthodes matricielles
peuvent être envisagées à partir des équations de Helmholtz précédemment présentées, et à
partir des approches en transformées de Fourier (ou de Laplace, moins fréquentes). On citera
ainsi les méthodes suivantes qui diffèrent par le stockage et l’écriture des vecteurs rassemblant
les composantes du tenseur des contraintes et du vecteur des déplacements, et par l’assemblage
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(a) (b)

Figure 1.13 – Exemples de géométries cartésiennes avec une excitation en surface dans un
demi espace (a) monocouche ; (b) multicouches ; D. Jones et al., 1991 et Nayfeh, 1991

entre les couches :
? matrices de transfert Thomson, 1950, Haskell, 1953
? matrices de raideur exactes Kausel et Roësset, 1981, Kausel, 2006, Lefeuve-

Mesgouez, Mesgouez et al., 2012
? matrices de réflexion et transmission (TRM), K. Wu et al., 1990, Denneman et al.,
2002.

Cependant les matrices étant souvent mal conditionnées, comme souligné par de nombreux
articles, voir par exemple Degrande et al., 1998, différentes investigations ont été menées pour
diminuer ou éliminer ce problème : Senjuntichai et al., 1995, Rajapakse et Senjuntichai,
1995, D. Jones et al., 1993 avec des astuces contournant le problème ou bien s’inspirant d’autres
domaines de la physique proposant des méthodes plus efficaces Lowe, 1995, Rokhlin et al.,
2002, Picoux, 2002 permettant d’externaliser des matrices les termes divergents présentant
en particulier une croissance exponentielle. Ces méthodes permettent d’améliorer nettement le
conditionnement des matrices et de stabiliser ce comportement sur toute la gamme de fréquence
nécessaire à l’intégration, Mesgouez et Lefeuve-Mesgouez, 2009.

Nous nous centrons désormais plus spécifiquement sur les méthodes de résolution faisant
intervenir des géométries de type tunnel, et nous présentons une étude bibliographique pouvant
s’axer sur la méthodologie utilisée mais également sur les principaux résultats intéressants.

Les méthodes d’intégration dans le plan complexe ont été très utilisées et développées dans
les années 60-70 dans le cas simple de cavités, Figure 1.14(a). On peut par exemple citer
les travaux de Baron et Matthews, 1961, puis Baron et Parnes, 1962, qui ont développé
les expressions respectivement des champs de contraintes et de déplacements à partir d’une
approche basée sur l’expansion en séries de Fourier-Bessel et l’expression de l’angle de repérage
spatial du front d’onde pour étudier la diffraction d’une onde de pression autour d’une cavité
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cylindrique. Le calcul des intégrales inverses se fait à partir d’intégration dans le plan complexe
via le théorème des résidus, le lemme de Jordan et l’évaluation des contributions des points
de branchement. Miklowitz, 1966 a appliqué le théorème de Fourier-Mellin et la théorie des
résidus pour analyser la diffusion d’onde plane autour d’une cavité circulaire intégrée dans un
milieu élastique en s’intéressant plus spécifiquement à la prédominance de l’onde de Rayleigh au
niveau de la surface libre. La réponse dynamique d’un milieu infini de toutes parts et élastique
en présence d’une cavité a été par ailleurs décrite dans les ouvrages généraux suivants : Mow
et al., 1971, Achenbach, 2012, Graff, 1975, Eringen et al., 1977 et dans le livre plus récent
Verruijt, 2009.
Avec la généralisation des accès aux moyens de calculs, des méthodes complémentaires ont
ensuite relayé les méthodes purement analytiques restreintes à quelques cas spécifiques. Dans
le cadre d’une modélisation d’un massif semi-infini avec surface libre, dans lequel se trouve
une cavité, on peut citer d’abord les travaux de Thiruvenkatachar et al., 1965 ou de Lee
et al., 1992, qui se sont intéressés à l’effet d’une onde de compression P ou de cisaillement
SV sur une cavité circulaire située à différentes profondeurs d’un demi-espace élastique. La
cavité est ici décrite comme un simple trou vide dans un environnement de sol extérieur.
D’un point de vue théorique, ils ont utilisé les outils de développement en séries de Fourier-
Bessel et l’approximation de la surface concave. Plus récemment, C. Davis et al., 2001 ont
étudié la réponse dynamique d’une cavité cylindrique souterraine soumise à des ondes incidentes
transversales SV en utilisant la méthode d’expansion et l’approximation convexe de la surface
libre. Zakout et al., 1997 ou encore Zhai et al., 2014 ont étudié la réponse instationnaire
d’une cavité circulaire, avec et sans paroi de type coque, soumise à une sollicitation de type
Heaviside. Coşkun, 2011 a analysé l’impact de la fréquence de l’excitation harmonique, ainsi
que l’influence de la profondeur de la cavité, sur les champs de déformations et de contraintes
pour une cavité simple circulaire. Un domaine d’application spécifique aux boreholes, modélisés
par des cavités cylindriques verticales, doit également être mentionné, notamment par exemple
les travaux semi-analytiques de Parnes, 1983 ou Rajapakse et Gross, 1996. L’excitation est
en général une pression de type hydrostatique s’exerçant à l’intérieur de la cavité. Récemment,
Q. Liu, M. Zhao et C. Zhang, 2014 ou Kara, 2016 ont concentré leurs résultats sur une
analyse en onde SH du problème de la cavité ou du tunnel placé dans un milieu élastique infini
ou semi-infini. Enfin, S. Lu et al., 2019 se sont intéressés plus spécifiquement à l’influence de
la fréquence sur la contrainte orthoradiale générée autour d’un tunnel.

On parle de tunnel avec doublure ou revêtement lorsque la cavité se drape d’une dou-
blure (en général en béton) présentant une épaisseur finie, Figure 1.14(b). Cette doublure est
explicitement considérée comme un milieu élastique, différent de l’environnement extérieur cor-
respondant au sol dans lequel le tunnel est creusé. Le cas particulier, mais extrêmement traité,
considérant cette doublure comme une coque, sera résumé dans un prochain paragraphe, et ne
concerne pas le cœur du travail de thèse. On doit tout d’abord citer ici les travaux importants
présentés dans le paragraphe 1.2.3 “Modélisation des contacts”. Notamment, Liao et al., 2008,
qui ont employé une formulation faisant appel à une approche matricielle et à une intégration
dans le plan complexe pour analyser la réponse harmonique d’un tunnel enterré dans un demi-
espace élastique soumis à des ondes incidentes obliques. Yi, W. Lu et al., 2016 ont employé la
méthode d’expansion en Bessel-Fourier pour analyser l’influence d’un contact imparfait sur la
réponse dynamique d’un tunnel circulaire. W. Zhao et al., 2018 ont étudié la diffusion d’ondes
SH par un tunnel à revêtement composite circulaire en utilisant un contact imparfait aux dif-
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(a) (b)

(c)

Figure 1.14 – Géométrie circulaire (a) cavité Shiwei et al., 2021 ; (b) tunnel avec doublure ou
revêtement Zou et al., 2018 ; (c) multicouches radial Alshaikh et al., 2002

férentes interfaces. Shakeri et al., 2020 ont également utilisé le même type de contact pour
traiter la réponse transitoire d’un tunnel en utilisant la transformée de Laplace. N. Zhang
et al., 2021 ont étudié l’influence des ondes P et SV sur la réponse dynamique d’un tunnel de
revêtement composite en introduisant le modèle ressort pour décrire l’interface entre la roche
environnante et le tunnel.

Une troisième approche concerne la description de type multicouches radial soit du tun-
nel, soit de l’EDZ, soit du milieu extérieur environnant, Figure 1.14(c). Alshaikh et al., 2002
ont étudié la propagation d’ondes instationnaires dans un milieu 2D viscoélastique constitué
de plusieurs couches cylindriques homogènes linéairement indépendantes. La spécificité de l’ar-
ticle tient en l’utilisation de la méthode des caractéristiques couplée à l’utilisation des séries
de Fourier. Récemment, Kaewjuea et al., 2014 ont proposé une approche multicouches in-
téressante, radiale par morceaux, pour modéliser l’influence de la zone endommagée sur la
réponse temporelle d’un trou de forage cylindrique dans un milieu poroélastique, cf. section
précédente. L’environnement proche du tunnel y est décrit comme une succession de quelques
couches présentant une variabilité par morceaux de quelques paramètres mécaniques. Nous
retrouvons également dans le domaine des matériaux composites des modèles multicouches cir-
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culaires adaptés pour différentes applications. Par exemple, Nayfeh, 1995 a analysé la diffusion
d’ondes élastiques SH polarisées par des cylindres anisotropes multicouches integrés dans des
solides isotropes. Siao et al., 1994 ont analysé les caractéristiques vibratoires d’un cylindre
circulaire en décomposant le cylindre en un nombre quelconque de couches piézoélectriques
d’épaisseur uniforme, où chaque couche peut avoir ses propres propriétés matérielles. X. Han,
G. Liu et al., 2002 ont étudié le comportement des ondes dans des cylindres multicouches avec
des propriétés mécaniques variant linéairement avec l’épaisseur des matériaux. Les résultats
obtenus ont montré que le rapport entre le rayon et l’épaisseur des couches a une plus grande
influence sur les spectres de fréquence de l’onde circonférentielle comparée à celui de l’onde
axiale. Ding et al., 2003 ont étudié la réponse transitoire en déformation plane axisymétrique
d’un cylindre piézoélectrique creux en utilisant la méthode de séparation des variables. X. Han
et G. R. Liu, 2003 ont employé la théorie de l’élasticité tridimensionnelle pour analyser le
comportement de dispersion en fréquence et en vitesse de groupe des ondes dans des cylindres
circulaires piézoélectriques à gradient fonctionnel.

Indépendemment de la nature infinie ou semi-infinie du massif, les équations de la théorie
des coques ont été utilisées pour modéliser la présence d’un tunnel, et apparaissent dans des
publications sur le calcul des champs mécaniques associés aux tunnels depuis les années 1980.
Bien que le domaine de validité de la théorie des coques (minces puis épaisses) puisse se situer
hors de nombreux cas usuels pour les revêtements de tunnels, les travaux de type analytique
menés dans les années 1980-90 par El-Akily et al., 1980, Singh et al., 1987a, Singh et al.,
1987b, Upadhyay et al., 1988, Dwivedi et al., 1989, Rao et al., 1989 permettent des approches
intéressantes : ordre de grandeurs, dimensionnements, cas non-axisymétrique, contacts impar-
faits, ... Plus récemment, Kouretzis, Bouckovalas et al., 2006 ont étudié les déformations
dues à une explosion dans le cas de pipelines enterrés modélisés en théorie des coques cylin-
driques 3D, dans le cas d’ondes P et d’ondes de Rayleigh. Une comparaison des résultats avec
le logiciel commercial éléments-finis ANSYS est proposée, ainsi qu’une comparaison avec des
mesures expérimentales dans le cas d’ondes de Rayleigh. El Naggar et al., 2008 ont estimé
l’effet de la dégradation du béton sur les forces structurelles dans les revêtements de tunnels
soumis aux charges statique et dynamique. Feldgun et al., 2008 ont utilisé la théorie des
coques élastique-plastique de Timoshenko pour la paroi du pipeline et un modèle à 3 phases
de Lyakhov pour le sol poreux. La méthode de résolution se fait par différences finies pour la
partie sol et un contact rigide dans la direction normale et de glissement dans la direction tan-
gentielle sont pris en compte. Smerzini et al., 2009 se sont également penchés sur les réponses
de différents types de structures (cavités, tunnels, inclusions dans un milieu semi-infini) dans
le cadre d’excitation de type SH en ondes planes ou cylindriques, couplant l’expansion en séries
de Bessel Hankel avec la technique des images, permettant de gérer la surface, et l’utilisation
du théorème d’addition de Graf pour les fonctions de Bessel. Ils étudient plus spécifiquement
l’influence des paramètres suivants : taille de la cavité, profondeur, fréquence de l’excitation
entre autres, et présentent des réponses de types sismogrammes à la surface qui comparent
les résultats entre les 3 cas cavité-tunnel-inclusion. Kouretzis, Andrianopoulos et al., 2014
ont établi une solution analytique pour calculer les forces dues à une onde P dans un milieu
élastique avec des conditions de glissement total entre la paroi et la roche, montrant ainsi que
les ondes P peuvent mener à des forces axiales plus élevées que les ondes SV qui sont plus
communément utilisées dans les méthodes pratiques.

On peut également noter quelques travaux prenant en compte l’aspect éventuellement po-
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roélastique du milieu et utilisant très majoritairement la théorie de Biot :
? Hasheminejad et al., 2008 et 2009, Zhou et al., 2009, Fang et al., 2015, Yuan, Cai
et al., 2016 dans le cadre d’un régime harmonique,

? ou encore Senjuntichai et al., 1993, Li, 1999, Xie et al., 2004, Gao, Y. Wang et al.,
2013, Yuan, C. Xu et al., 2015, Gao, J. Zhang et al., 2016, G. B. Liu et al., 2010 Y.
Wang et al., 2015 dans le cadre d’un régime transitoire.

Ces travaux sont intéressants par l’extension proposée, la théorie de Biot Biot, 1956a, Biot,
1956b, Carcione, 2007. Dans notre cadre d’étude, autour de la galerie principale, le milieu
n’étant pas saturé, il n’est pas forcément pertinent dans un premier temps de retenir cette
théorie. Il vaudrait mieux en effet retenir un milieu non saturé faisant intervenir la matrice
solide, une phase fluide et une autre gazeuse, ce qui peut compliquer, si ces trois phases sont
décrites explicitement, de manière drastique l’approche pour un gain non essentiel. Cependant,
les approches utilisées et développées peuvent être également sources d’inspiration quant au
problème abordé.

Vers des profils autres que circulaires...

Certains auteurs ont également utilisé la méthode de la variable complexe introduite par
Muskhelishvili et al., 1953 pour analyser les champs de contraintes et de déplacements autour
d’une géométrie non circulaire, comme par exemple celle présentée sur la Figure 1.15. La mé-
thode repose en partie sur l’utilisation des fonctions de cartographie ou conformal mapping
pour transformer une géométrie réelle en une géométrie circulaire. Parmi les auteurs qui ont
traité le cas de géométries simples sans revêtement, nous pouvons citer les travaux de D. Liu
et al., 1982 présentant une méthode générale pour obtenir les solutions de l’équation d’ondes
à partir des potentiels de Helmholtz dans la base complexe. Par le biais des fonctions de car-
tographie, ils ont ensuite étudié la réponse harmonique d’une cavité circulaire et elliptique.
Diankui et al., 1991 ont employé les fonctions de Hermite pour étudier la réponse dynamique
d’un canyon de forme demi cylindrique et demi elliptique. Gerçek, 1997 a utilisé la méthode de
Muskhelishvili pour étudier le champ de contraintes élastiques se produisant autour des galeries
de formes conventionnelles. G. Liu et al., 2012 ont employé la théorie de la variable complexe
pour étudier la diffusion d’onde acoustique autour d’une inclusion de forme arbitraire dans un
fluide parfait. G. Zhao et al., 2015 ont utilisé la même technique pour étudier la distribution
des contraintes autour d’un tunnel de forme carrée dans une masse rocheuse élastique homo-
gène et isotrope. Hei et al., 2016 ont étudié la diffraction d’une onde cisaillement autour d’une
cavité circulaire et elliptique intégrée dans un milieu infini et inhomogène avec une variation
continue de la densité.
Quelques auteurs ont également étendu l’analyse sur des géométries non circulaires avec re-
vêtement. Par exemple, Exadaktylos et al., 2002 ont employé la formulation générale de la
variable complexe pour évaluer les contraintes et déplacements autour d’un tunnel demi cir-
culaire. Q. Liu, M. Zhao et L. Wang, 2013 ont utilisé la méthode des images pour traiter
spécifiquement de l’orthogonalité des conditions aux frontières dans le cas où sont présentes
une surface libre horizontale et une cavité enterrée, avec l’aide de deux fonctions différentes de
conformal mapping. Kargar et al., 2014 ont analysé les champs de contraintes créés autour
d’un tunnel de forme type "fer à cheval" due à une charge uniforme dans le sol. A. Z. Lu
et al., 2014 ont utilisé la même théorie pour déterminer les champs de contraintes et de dé-
placements autour d’un tunnel non circulaire soumis à une contrainte in situ. Kargar et al.,
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2015 ont employé les fonctions complexes de Muskhelishvili pour analyser à la répartition des
contraintes autour d’un tunnel hydraulique non circulaire soumis à une charge uniforme du sol
et à une pression d’eau souterraine non uniforme. Xue-Qian et al., 2017 ont étudié la réponse
dynamique d’un tunnel de forme fer à cheval intégré dans un milieu poroélastique saturé en
utilisant la théorie de Biot.

(a) (b)

Figure 1.15 – Géométrie non circulaire (a) cavité ; (b) tunnel ; Kargar et al., 2015

Nous proposons de synthétiser dans le tableau 1.2 les approches semi-analytiques en excluant
la paroi de type coque pour le tunnel mais en intégrant le modèle poroélastique qui, d’un point
de vue approche, se traite de manière similaire. Ce tableau met l’accent sur les configurations
déjà existantes et les cas non traités.
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Cavité circulaire Tunnel circulaire Multicouches circulaires
Figure 1.14 (a) Figure 1.14 (b) Figure 1.14 (c)

Contact parfait Contact parfait
C. Davis et al., 2001, S. Lu
et al., 2019, Coşkun, 2011,
Shiwei et al., 2021

Smerzini et al., 2009, Q.
Liu, M. Zhao et L. Wang,
2013, Zhou et al., 2009

Abu-Alshaikh et al.,
2001, Alshaikh et al.,
2002, Sen et al., 2009,
Kaewjuea et al., 2014

Contact imparfait Contact imparfait
L. Myer et al., 1985,
Achenbach et H. Zhu,
1989, Yi, W. Lu et al.,
2016, Shakeri et al., 2020

Non traité

Cavité non circulaire, Fi-
gure 1.15 (a)

Tunnel non circulaire, Fi-
gure 1.15 (b)

Multicouches non circu-
laires

Contact parfait Contact parfait
D. Liu et al., 1982, G. Liu
et al., 2012, Hei et al., 2016

Gao, Y. Wang et al.,
2013, Kargar et al., 2014,
Kargar et al., 2015

Non traité

Contact imparfait Contact imparfait
Non traité Non traité

Table 1.2 – Tableau bibliographique synthétique

1.3.2 Méthodes numériques

Les méthodes semi-analytiques permettent des calculs efficaces et rapides mais peuvent
paraître insuffisantes si on souhaite traiter des géométries plus complexes. Dans ces cas, on
opte pour des méthodes numériques permettant d’obtenir une solution approchée du problème
comme par exemple, les méthodes des différences finies, des volumes finis, des éléments finis,
des éléments de frontière, ou encore des couplages de ces méthodes. Nous proposons dans
cette section un résumé rapide et non exhaustif dans la mesure où la suite du travail restera
centrée sur les méthodes semi-analytiques. La méthode des différences finies s’appliquant à des
géométries simples, et la méthode des volumes finis étant davantage utilisée en mécanique des
fluides, le résumé concerne plus spécifiquement les méthodes des éléments finis et des éléments
de frontière.

La méthode des éléments finis est une technique de résolution numérique utilisée pour
résoudre des problèmes faisant intervenir des équations aux dérivées partielles spatiales et
éventuellement temporelles, assorties de conditions aux limites et le cas échéant de conditions
initiales. Les équations sont écrites sous une formulation intégrale. Le problème doit être
ensuite discrétisé géométriquement (le domaine spatial est découpé en petits éléments) et
analytiquement (les valeurs inconnues sont approchées sur une base fonctionnelle de dimension
finie de fonctions d’interpolation, souvent polynomiales). Sur chaque élément, un système
matriciel est obtenu et l’ensemble de ces différents systèmes est alors assemblé en un système
matriciel global. Une gestion des conditions aux limites est prise en compte dans les étapes
d’intégration. La résolution du système global permet d’obtenir une solution approchée du
problème sur le maillage d’étude.
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On citera dans un premier temps Kouretzis, Bouckovalas et al., 2006 et Kouretzis,
Andrianopoulos et al., 2014 qui ont comparé, à plusieurs reprises, les résultats semi-
analytiques avec des méthodes éléments finis de logiciels commerciaux (ANSYS, ABAQUS).
Gomes et al., 2015 ont analysé l’effet de la stratification du sol sur la réponse sismique d’un
tunnel circulaire encastré dans un sol hétérogène à deux couches. Lin et al., 2016 ont réalisé une
analyse sismique des tunnels souterrains en utilisant l’approche par éléments finis/infinis 2.5D.
Z. Wang et al., 2012 ont étudié le tassement au dessus d’un tunnel de forme complexe intégré
dans un sol mou homogène. Pitilakis et al., 2014 ont étudié la réponse sismique d’un tunnel
circulaire en tenant compte des effets d’interaction avec les structures au-dessus du sol. Chen
et Huang, 2010 ont analysé les comportements dynamiques des tunnels soumis à l’influence des
ondes sismiques. Certains auteurs ont aussi étudié l’évolution de la zone endommagée pendant
l’excavation en utilisant des maillages raffinés. Hounyevou Klotoé et al., 2019 ont proposé en
3D un modèle éléments finis avec possibilité d’utiliser des géométries simplifiées pour analyser
l’influence de l’arc parapluie sur les tassements induits par le creusement du tunnel. H. Han
et al., 2020 ont simulé le processus de fracturation de la roche et le développement de la zone
endommagée causé par le dynamitage pendant le processus d’excavation d’un tunnel.

La méthode des équations intégrales de frontière et son adaptation numérique des éléments
de frontière (Boundary Element Method, BEM) sont également des outils classiques pour la
recherche de solutions approchées de problèmes d’équations aux dérivées partielles. Le préalable
est la recherche de la fonction de Green relative au problème, sous forme analytique. Contrai-
rement à la méthode des éléments finis, la BEM nécessite de discrétiser uniquement la frontière
des domaines, et elle est particulièrement adaptée aux domaines infinis car les conditions de
décroissance ou de radiation à l’infini sont implicitement prises en compte dans la solution en
fonction de Green. Ainsi, pour l’application à un tunnel, seule la surface du tunnel est maillée,
ce qui réduit l’effort de maillage ainsi que l’effort de calculs. Là encore, il est impossible de dres-
ser une liste exhaustive, nous citerons entre autres articles d’intérêt : Misljenovic, 1982 pour
résoudre l’équation d’onde 1D ; Manolis et al., 1983 pour étudier la réponse instationnaire
d’un tunnel dans un milieu élastique et viscoélastique infini ; De Barros et al., 1993, Luco
et al., 1994b et De Barros et al., 1994 pour modéliser la présence d’une cavité cylindrique en
3D positionnée dans un milieu viscoélastique potentiellement multicouches, dans le domaine
fréquentiel ; Stamos et al., 1996 pour une extension en 3D et la réponse sismique de longs
tunnels cette-fois ci revêtus dans un demi-espace.

La méthode des éléments de frontière en régime transitoire a été également explorée par :
Tadeu, Kausel et al., 1996 et Tadeu, António et al., 2002 pour des cavités circulaires ou
irrégulières en milieu infini dans des configurations 2D (1996) et 3D (2002) ; Clouteau et
al., 2005 dans le cas de tunnel enterrés dans des sols présentant des couches horizontales ;
Karakostas et al., 2000 pour la prise en compte de variations aléatoires des vitesses du milieu
dans le cas de tunnel sans paroi, Karakostas et al., 2002 dans le cas de tunnel de formes
irrégulières ; Panji et al., 2013 et Alielahi et al., 2015 dans le cas des effets de tunnels sans
parois de différentes formes soumis à des ondes P ou SV se propageant verticalement. Notons
pour finir qu’une revue récente proposée par Dineva et al., 2019 fait un état des lieux très
complet des travaux sur les solutions fondamentales 3D, fonctions de Green dans le cadre
harmonique et transitoire pour des milieux élastiques, poroélastiques saturés ou non, isotropes
et anisotropes. Les auteurs montrent qu’il reste certains manques dûs à des difficultés d’ordre
mathématique et de convergence. Une des difficultés provient des intégrales qui, pour un certain
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nombre, ne peuvent pas être développées de manière analytique et doivent donc être évaluées
numériquement. L’obtention de solutions numériques convergentes nécessitent beaucoup de
temps de calcul en raison du comportement oscillant des intégrandes et des singularités de la
fonction de Green.

Enfin, le couplage éléments finis et éléments de frontière a par ailleurs été employé
par Khair et al., 1989 pour analyser l’influence des ondes P et SV sur la réponse dynamique
des vallées alluviales cylindriques. Esmaeili et al., 2006 ont employé les méthodes hybrides
de frontière et d’éléments finis pour analyser la réponse harmonique d’un tunnel circulaire
double. Nous pouvons également citer les travaux de Clouteau et al., 2005 (FEM pour le
tunnel et BEM our le sol) ou encore Hussein et al., 2014 et Vasilev et al., 2015. Les méthodes
numériques permettant d’élargir les analyses en utilisant par exemple de charges roulantes
comme les trains ont également été traités. Citons C. Jones et al., 2002 qui ont couplé les
éléments finis et éléments de frontières pour étudier l’effet des tunnels et des structures enterrées
sur les propriétés de transmission des vibrations dans le sol. Jin et al., 2018 ont également mixé
les élément finis 2.5D et les éléments de frontières pour analyser les vibrations produites dans
le sol par des trains circulant dans les tunnels.

1.4 Motivations et Objectifs

Pour conclure cette partie, sur la base de la revue bibliographique effectuée, les objectifs et
hypothèses sont maintenant énoncés. Nous souhaitons construire un modèle permettant l’étude
du massif situé sur le pourtour de la galerie principale du LSBB. Pour cela, nous disposons des
ordres de grandeurs des vitesses de propagation des ondes mécaniques de cet environnement
ainsi que des dimensions de la paroi et de la zone endommagée autour de la galerie. Nous
choisissons un certain nombre d’hypothèses simplificatrices pour pouvoir envisager une méthode
de résolution semi-analytique. Une géométrie simple de type cylindrique permet d’aborder le
problème en termes de développement en séries de fonction de Bessel ou Hankel. Grâce à l’étude
bibliographique, synthétisée sur le tableau 1.2, plusieurs extensions sont proposées dans la suite
du manuscrit :

? une approche multicouches permettant de discrétiser par morceaux l’hétérogénéité du
milieu autour de la galerie, et notamment de l’EDZ ;

? la prise en compte de contacts plus ou moins imparfaits simulant explicitement les zones
fracturées au niveau des interfaces entre les différents milieux ;

? un développement spécifique permettant de développer des géométries quelconques et
non pas uniquement circulaires ;

? l’obtention de résultats aussi bien en régime harmonique qu’en régime transitoire.
Les chapitres suivants visent à détailler le modèle et la méthode de résolution associée, et
présentent des résultats illustrant les possibilités de l’approche développée.
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Chapitre 2

Approche classique pour la résolution d’un
problème multicouches circulaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons l’approche théorique permettant d’étudier les champs
mécaniques autour d’un tunnel de géométrie circulaire. La zone endommagée étant également
décrite par des couches circulaires, nous proposons d’établir une formulation globale permet-
tant de traiter un cas général multicouches. Le modèle d’interface imparfait sera inclus dans la
formulation pour pouvoir prendre en compte les fissures présentes entre deux couches succes-
sives. Dans un premier temps, nous nous placerons dans le cadre d’un régime harmonique et
détaillerons l’approche théorique en illustrant la méthode de résolution de l’équation d’ondes
en coordonnées cylindriques. La méthode d’assemblage de la matrice globale issue des condi-
tions aux interfaces et aux limites du problème et les difficultés numériques rencontrées seront
également abordées. En régime harmonique, nous considérerons une source incidente en ondes
planes et les résultats des champs de contraintes et déplacements obtenus seront exprimés en
grandeurs adimensionnées. Dans un deuxième temps, nous aborderons le cas des régimes tran-
sitoires en introduisant, d’une part, une source en ondes planes dont la dépendance temporelle
s’écrit par exemple en fonction d’une ondelette de Ricker, et d’autre part, une source cylin-
drique. L’étude des ondes instationnaires fait apparaître de nouvelles difficultés numériques qui
seront également présentées.

2.2 Configuration du problème

Nous considérons une onde incidente plane harmonique et longitudinale se propageant dans
un massif karstique perpendiculairement à la section transversale d’un tunnel présentant un
revêtement en béton, comme illustré sur la Figure 2.1. Une description multicouches radiale est
utilisée pour modéliser la zone endommagée autour du tunnel. Chaque couche, de propriétés
mécaniques différentes de ses voisines, est supposée être homogène, élastique et isotrope. Nous
introduisons les notations suivantes pour simplifier la description des milieux et interfaces :
NL définit le nombre de couches total incluant le massif karstique, la zone endommagée et le
tunnel ; la notation k représente les différents milieux avec en particulier k = 1 pour le massif
karstique, k = NL pour le tunnel, et k = 1; 2; ::::NL � 1 pour la zone endommagée composée
de NL � 2 couches. Les interfaces sont repérées par la notation �k avec k = 2; 3; ::::NL � 1 et la
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surface libre du tunnel par �NL . Toutes ces notations sont résumées sur la Figure 2.1.

Figure 2.1 – Géométrie de la configuration d’étude en coordonnées polaires

2.3 Régime Harmonique

2.3.1 Solutions d’ondes en coordonnées cylindriques

Nous avons rappelé dans le chapitre précédent la démarche permettant d’obtenir les équa-
tions découplées décrivant le comportement des ondes P et SV. Nous nous intéressons ici à la
résolution semi-analytique de ces équations par la méthode d’expansion de la fonction d’onde.
Comme dans ce chapitre nous traitons le cas de géométries cylindriques, nous travaillons di-
rectement dans le système de coordonnées (r, �, z), présentée en Figure 2.1 à z constant. Les
équations d’ondes s’écrivent respectivement en fonction des potentiels scalaire et vectoriel de
Helmholtz comme suit :

r2�� 1

C2
p

@2�

@t2
= 0 (2.1)

r2�!	 � 1

C2
s

@2
�!
	

@t2
=
�!
0 (2.2)

avec Cp =

s
�+ 2�

�
et Cs =

s
�

�
les vitesses des ondes primaires et secondaires.

Même si l’équation (2.1) est scalaire et l’équation (2.2) est vectorielle, elles sont similaires,
et les solutions de ces deux équations peuvent être écrites de la même manière. Pour des raisons
de simplicité, nous proposons de travailler dans un premier temps sur l’équation scalaire (2.1).
Nous reviendrons ultérieurement sur l’équation vectorielle (2.2).
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2.3. RÉGIME HARMONIQUE

Potentiel de Helmholtz scalaire

Nous considérons que la fonction scalaire �(r; �; z; t) dépend des variables spatiales (r; �; z)
et temporelle (t). L’équation (2.1) s’écrit de manière plus détaillée en coordonnées cylindriques :

�
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

1

r2
@2

@�2
+

@2

@z2
� 1

C2
p

@2

@t2

�
�(r; �; z; t) = 0 (2.3)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode de séparation des variables et écrivons
que �(r; �; z; t) = R(r)�(�)Z(z)T (t) dépendant ainsi de quatre quantités R, �, Z et T indé-
pendantes et chacune liée à une seule variable, spatiale ou temporelle. En introduisant cette
écriture de � dans (2.3), nous obtenons :

1

R

@2R

@r2
+

1

rR

@R

@r
+

1

r2
1

�

@2�

@�2
+

1

Z

@2Z

@z2
=

1

T

1

C2
p

@2T

@t2
(2.4)

Dans l’équation ci-dessus, les fonctions intervenant de part et d’autre de l’égalité dépendant de
variables indépendantes entre elles, variables spatiales d’un côté et temporelle de l’autre, sont
nécessairement des termes constants égaux. Introduisons alors la constante � comme suit :

1

R

@2R

@r2
+

1

rR

@R

@r
+

1

r2
1

�

@2�

@�2
+

1

Z

@2Z

@z2
=

1

T

1

C2
p

@2T

@t2
= ��2 (2.5)

La constante � est classiquement appelée nombre d’onde et est liée à la pulsation ! par la
relation :

�2C2
p = !2 (2.6)

La condition établie dans (2.5) permet alors d’isoler la partie temporelle solution de l’équation
suivante :

@2T

@t2
+ !2T = 0 (2.7)

La résolution de l’équation (2.7) mène à des solutions en ei!t ou e�i!t. Par convention, nous
choisissons dans ce mémoire la solution en e�i!t. La solution générale de l’équation (2.7) devient
alors :

T (t) = Ĝ e�i!t (2.8)

où Ĝ est une constante d’intégration par rapport à t et i est le nombre complexe imaginaire
(i2 = �1).
Nous procédons de même que précédemment pour isoler les fonctions dépendant de la variable
spatiale z à partir de l’équation (2.5). Ainsi, en introduisant de manière similaire une constante
, nous obtenons :

�
�
1

R

@2R

@r2
+

1

rR

@R

@r
+

1

r2
1

�

@2�

@�2
+ �2

�
=

1

Z

@2Z

@z2
= �2 (2.9)

Nous en déduisons l’équation différentielle associée à la variable z :

@2Z

@2z
+ 2Z = 0 (2.10)

Pour trouver les équations différentielles relatives aux variables r et �, nous introduisons une
nouvelle constante % dans l’équation (2.9) liée aux constantes précédemment introduites � et
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 :
1

R

@2R

@r2
+

1

rR

@R

@r
+

1

r2
1

�

@2�

@�2
= 2 � �2 = �%2 (2.11)

La quantité %2 = �2 � 2 est appelée équation de dispersion associée à la propagation.
En réorganisant les variables radiale d’un coté et angulaire de l’autre et en multipliant l’équation
précédente par r2, nous obtenons :

� %2r2 �
�
r2

R

@2R

@r2
+
r

R

@R

@r

�
=

1

�

@2�

@�2
(2.12)

En introduisant une dernière constante # dans l’équation précédente, nous obtenons :

� %2r2 �
�
r2

R

@2R

@r2
+
r

R

@R

@r

�
=

1

�

@2�

@�2
= �#2 (2.13)

Cette démarche nous permet d’obtenir

I dans un premier temps, l’équation différentielle pour la variable � donnée par :

@2�

@2�
+ #2� = 0 (2.14)

I et dans un deuxième temps, l’équation différentielle relative à la variable r donnée par :

@2R

@r2
+

1

r

@R

@r
+
�
%2 � #2

r2

�
R = 0 (2.15)

Il existe deux écritures possibles pour les solutions des équations (2.10) et (2.14) : dans R ou
dans C. La première peut être écrite à l’aide des fonctions sinusoïdales et la deuxième à l’aide
des fonctions exponentielles complexes :

Z(z) = ^̂A cos(z) + ^̂C sin(z) ou Z(z) = ^̂A e�iz + ^̂C eiz (2.16)

�(�) = Â cos(#�) + Ĉ sin(#�) ou �(�) = Â e�i#�+Ĉ ei#� (2.17)

où ^̂A, ^̂C, Â et Ĉ sont des constantes d’intégration.
En général, et c’est la cas ici, � est une fonction 2��périodique, ce qui implique # entier. Par
contre, le champ Z suivant la direction z n’est pas nécessairement périodique.
En posant n = # où n représente le mode (n = �0; 1; 2; :::1) et en effectuant un changement
de variable (s = %r), l’équation (2.15) devient l’équation de Bessel et s’écrit comme suit :

d2R

ds2
+

1

s

dR

ds
+
�
1� n2

s2

�
R = 0 (2.18)

Par conséquent, la solution de l’équation (2.15) peut s’écrire à l’aide des fonctions de Bessel ou
de Hankel de la manière suivante :

R(r) = AH(1)
n (%r) + CH(2)

n (%r) ou R(r) = AJn(%r) + CNn(%r) (2.19)

A et C sont des constantes d’intégration, H(1)
n et H(2)

n représentent les fonctions de Hankel res-
pectivement de premier et deuxième type, d’ordre n. Jn et Nn sont les fonctions respectivement
de Bessel de premier type et de Neumann, d’ordre n. Les fonctions de Hankel H(1)

n et H(2)
n sont
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liées aux fonctions de Bessel Jn et Neumann Nn par la relation suivante, Abramowitz et al.,
1988 :

H(1)
n (%r) = Jn(%r) + iNn(%r) H(2)

n (%r) = Jn(%r)� iNn(%r) (2.20)

Pour des valeurs très grandes de %r � 1, les fonctions de Hankel s’expriment sous forme
asymptotique :

H(1)
n (%r) v

s
2

�%r
ei(%r�

�
4
�n�

2
) H(2)

n (%r) v

s
2

�%r
e�i(%r�

�
4
�n�

2
) (2.21)

En multipliant respectivement les formes asymptotiques des fonctions de Hankel par le terme
e�i!t, nous déduisons que H(1)

n décrit le mouvement des ondes qui se propagent dans la
direction des rayons croissants (r � 1) et que H(2)

n décrit le mouvement des ondes qui se
propagent dans la direction des rayons décroissants (r� 0).

En règle générale, le choix d’une solution en fonctions de Bessel ou de Hankel, associées
aux fonctions sinusoïdales ou exponentielles complexes dépend du type de problème étudié.
Dans certains problèmes d’acoustique, les informations disponibles sur les conditions aux
limites exigent l’écriture des solutions à l’aide des fonctions de Bessel. Dans cette étude, nous
avons choisi d’exprimer la solution générale � de l’équation des ondes primaires (2.3) à l’aide
des fonctions de Hankel pour la variable r, et des fonctions sinusoïdales pour les variables � et
z. Ce choix nous permet d’écrire plus facilement les équations mathématiques qui traduisent le
mouvement des ondes grâce aux informations déduites de la forme asymptotique des fonctions.
La solution modale �n, pour un mode n de l’équation (2.3) s’écrit alors :

�n(r; �; z; t) =
n
AnH

(1)
n (%r) + CnH

(2)
n (%r)

on
Ân cos(n�)

+ Ĉn sin(n�)
on

^̂An cos(z) +
^̂Cn sin(z)

o
Ĝn e

�i!t
(2.22)

où An, Cn, Ân, Ĉn, ^̂An, ^̂Cn et Ĝn sont appelés coefficients d’expansion.

La solution générale � s’obtient en effectuant une sommation sur l’ensemble des fonc-
tions modales �n et est donnée par :

�(r; �; z; t) =
1X
n=0

�n(r; �; z; t) =
1X
n=0

n
AnH

(1)
n (%r) + CnH

(2)
n (%r)

on
Ân cos(n�) + Ĉn sin(n�)

o
n
^̂An cos(z) +

^̂Cn sin(z)
o
Ĝn e

�i!t

(2.23)

Potentiel de Helmholtz vectoriel

Faran Jr, 1951 a montré que le potentiel vecteur
�!
	 n’a pas de composantes suivant les

directions radiale et angulaire ( r = 0,  � = 0) sa seule composante non nulle est donc  z. Pour
alléger les expressions, nous posons  z =  , et l’équation vectorielle (2.2) devient l’équation
scalaire suivante :

r2 � 1

C2
s

@2 

@t2
= 0 (2.24)
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En appliquant la méthode de résolution détaillée précédemment sur l’équation en �, nous en
déduisons la solution générale de l’équation (2.24) sous la forme :

 (r; �; z; t) =
1X
n=0

n
BnH

(1)
n ($r) +MnH

(2)
n ($r)

on
B̂n cos(n�) + M̂n sin(n�)

o
n
^̂Bn cos(z) +

^̂Mn sin(z)
o
e�i!t

(2.25)

où �2C2
s = !2 ; � correspond au nombre d’onde relatif à l’onde SV, la quantité $2 = �2 � 2

représente l’équation de dispersion associée à l’onde SV, et les termes Bn, Mn, B̂n, M̂n, ^̂Bn et
^̂Mn sont les constantes d’expansion des séries.

2.3.2 Solutions d’ondes en coordonnées polaires

Dans cette étude, nous supposons que la galerie principale a une longueur infinie suivant z.
Cette hypothèse permet de considérer que d’une part, le problème est invariant par translation
et que, d’autre part, il n’y a pas de déplacement suivant cette direction ( = z = 0), Akylas
et al., 2004. Les solutions (2.23) et (2.25) de l’équation d’onde dans la base polaire se simplifient
alors ainsi :

� =
1X
n=0

n
AnH

(1)
n (�r) + CnH

(2)
n (�r)

on
Ân cos(n�) + Ĉn sin(n�)

o
e�i!t (2.26)

 =
1X
n=0

n
BnH

(1)
n (�r) +MnH

(2)
n (�r)

on
B̂n cos(n�) + M̂n sin(n�)

o
e�i!t (2.27)

Les équations de dispersion correspondant aux ondes P et SV s’écrivent donc :

%2 = �2 =
!2

C2
p

; $2 = �2 =
!2

C2
s

(2.28)

En ne retenant que les nombres d’ondes positifs � et � pour respectivement les ondes P et S :

� =
!

Cp

; � =
!

Cs

(2.29)

En coordonnées polaires, le vecteur déplacement �!u se décompose en une composante radiale
ur et une composante orthoradiale u� et s’écrit comme suit :

�!u = ur
�!er + u�

�!e� (2.30)

Les expressions de ur et u� sont écrites en fonction des potentiels � et  , à partir de la décom-
position de Helmholtz écrite en coordonnées polaires. Pour rappel :

�!u =
�!r�+�!r �  �!ez (2.31)

relation de laquelle nous déduisons :

ur =
@�

@r
+

1

r

@ 

@�
; u� =

1

r

@�

@�
� @ 

@r
(2.32)
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Nous déterminons ensuite les composantes radiale (err), tangentielle (er�) et orthoradiale (e��)
du tenseur des déformations en fonction des composantes du vecteur des déplacements puis en
fonction des potentiels de Helmholtz, soit :

err =
@ur
@r

; e�� =
1

r

@u�
@�

+
ur
r
; er� =

1

2
(
@u�
@r

� u�
r

+
1

r

@ur
@�

) (2.33)

À partir de la loi de comportement et des relations 2.32-2.33, nous déduisons les composantes
�rr, ��� et �r� du tenseur des contraintes en fonction des potentiels � et  , ainsi :

�rr = �r2�k + 2�
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�
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(2.34)

Les relations (2.32) et (2.34) permettent ainsi d’obtenir les champs du tenseur des contraintes
et du vecteur des déplacements.

Onde plane incidente longitudinale

L’onde incidente plane harmonique et longitudinale, repérée par l’exposant (i), qui se pro-
page dans le massif karstique dans le plan de la section transversale du tunnel (Figure 1) a pour
expression :

�(i)(x; y; t) = '0 e
i(�!�1 ·��!OM�!t) = '0 e

i(�1 ·x�!t) = '0 e
i[�1r cos(�)�!t] (2.35)

où
��!
OM est le vecteur position de coordonnées cartésiennes (

��!
OM = x�!ex + y�!ey) et �!�1 = �1

�!ex
est le vecteur d’onde longitudinale dans le milieu 1, à savoir le milieu karstique ; ! = 2�f avec
f fréquence de l’onde incidente ; '0 amplitude de l’onde incidente.
En se référant à Abramowitz et al., 1988, on peut écrire le terme ei�1r cos(�) de l’équation (2.35)
à l’aide des séries de Bessel-Fourier sous la forme :

ei�1r cos(�) =
1X
n=0

�ni
nJn(�1r) cos(n�) (2.36)

avec �n le symbole de Jacobi : �n = 1 si n = 0 et �n = 2 si n > 0.
L’expression (2.35), relative à l’onde de compression incidente, s’écrit alors finalement :

�(i) =
1X
n=0

'0�ni
nJn(�1r) cos(n�) e

�i!t (2.37)

Composantes du vecteur des déplacements et du tenseur des contraintes dans le
massif karstique

L’onde incidente est réfléchie au niveau de l’interface avec la dernière couche de la zone en-
dommagée, laquelle est décrite par un modèle multicouches à propriétés mécaniques constantes
par morceaux. La réflexion engendre une onde primaire et une onde secondaire dans le massif
karstique. En travaillant sur la symétrie des composantes du vecteur des déplacements et du
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tenseur des contraintes, les relations (2.26) et (2.27) se simplifient. Les potentiels s’écrivent
donc respectivement pour les ondes P et SV réfléchies (exposant (r) pour "réflechi" et indice 1
pour le milieu karstique), en omettant le terme e�i!t pour simplifier les écritures :

�
(r)
1 =

1X
n=0

AnH
(1)
n (�1r) cos(n�) et  (r)

1 =
1X
n=0

BnH
(1)
n (�1r) sin(n�) (2.38)

avec An et Bn coefficients d’expansion par mode des séries de Bessel-Fourier.
Les potentiels globaux, dénotés par un exposant (T ) dans le milieu karstique (indice 1)
s’écrivent :

�
(T )
1 =

1X
n=0

n
'0�ni

nJn(�1r) + AnH
(1)
n (�1r)

o
cos(n�) et  (T )

1 =
1X
n=0

BnH
(1)
n (�1r) sin(n�) (2.39)

En injectant l’équation (2.39) dans les équations (2.32) et (2.34), nous obtenons l’expression
des contraintes et déplacements totaux dans le massif karstique :

u
(T )
1r = r�1

1X
n=0

n
'0�ni

n"
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n71(�1r) + An"

(3)
n71(�1r) +Bn"

(3)
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o
cos(n�) (2.40)

u
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n
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o
sin(n�) (2.41)
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n
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o
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n
'0�ni
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n21(�1r) + An"

(3)
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o
cos(n�) (2.43)
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1r� = 2�1r
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1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n41(�1r) + An"

(3)
n41(�1r) +Bn"

(3)
n42(�1r)

o
sin(n�) (2.44)

Composantes du vecteur des déplacements et du tenseur des contraintes dans la zone
endommagée et le tunnel

Dans la dernière couche de la zone endommagée, deux ondes (P, SV) sont transmises et
deux ondes (P, SV) sont réfléchies à l’interface entre la dernière et l’avant dernière couche.
Pour chaque couche de la zone endommagée ainsi que pour le tunnel, il existe de même à
chaque fois deux ondes réfléchies et deux ondes transmises. Les potentiels des ondes transmises
et réfléchies sont alors :

�
(t)
k =

1X
n=0

CnkH
(2)
n (�kr) cos(n�) et  (t)

k =
1X
n=0

MnkH
(2)
n (�kr) sin(n�) (2.45)

�
(r)
k =

1X
n=0

DnkH
(1)
n (�kr) cos(n�) et  (r)

k =
1X
n=0

NnkH
(1)
n (�kr) sin(n�) (2.46)

où k est le numéro de la couche considérée (k = 2; 3; 4:::::NL), le tunnel étant représenté par
la couche (k = NL), les autres (k = 2; 3; :::NL � 1) correspondant aux couches de la zone
endommagée ; les exposants (t), (r) et (T ) sont relatifs respectivement aux ondes transmises,
réfléchies et globales. Ckn, Dkn, Mkn et Nkn sont les coefficients d’expansion par mode dans la
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couche k.
Les potentiels totaux dans chaque couche s’écrivent alors :

�
(T )
k =

1X
n=0

n
CnkH

(2)
n (�kr) +DnkH

(1)
n (�kr)

o
cos(n�) (2.47)

 
(T )
k =

1X
n=0

n
MnkH

(2)
n (�kr) +NnkH

(1)
n (�kr)

o
sin(n�) (2.48)

Les contraintes et déplacement totaux dans la zone endommagée et dans le tunnel sont obtenus
en remplaçant (2.47) et (2.48) dans les équations (2.32) et (2.34) et s’écrivent respectivement :

u
(T )
kr = r�1

1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n71(�kr) +Dnk"

(3)
n71(�kr) +Mnk"

(4)
n72(�kr) +Nnk"

(3)
n72(�kr)

o
cos(n�) (2.49)

u
(T )
k�

= r�1
1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n81(�kr) +Dnk"

(3)
n81(�kr) +Mnk"

(4)
n82(�kr) +Nnk"

(3)
n82(�kr)

o
sin(n�) (2.50)

�
(T )
krr = 2�kr

�2
1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n11(�kr)+Dnk"

(3)
n11(�kr)+Mnk"

(4)
n12(�kr)+Nnk"

(3)
n12(�kr)

o
cos(n�) (2.51)

�
(T )
k��

= 2�kr
�2

1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n21(�kr)+Dnk"

(3)
n21(�kr)+Mnk"

(4)
n22(�kr)+Nnk"

(3)
n22(�kr)

o
cos(n�) (2.52)

�
(T )
kr�

= 2�kr
�2

1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n41(�kr)+Dnk"

(3)
n41(�kr)+Mnk"

(4)
n42(�kr)+Nnk"

(3)
n42(�kr)

o
sin(n�) (2.53)

Les termes "(k)nij intervenant dans les expressions précédentes décrivent la contribution des ondes
(incidentes, réfléchies et transmises) sur les champs de contraintes et déplacements. Ils sont
détaillés dans l’annexe B.

2.3.3 Conditions aux limites

Le modèle de contact imparfait repose sur l’hypothèse qu’une fracture de petite taille re-
présente une discontinuité au passage de laquelle les contraintes radiales et tangentielles sont
continues et les déplacements radiaux et tangentiels discontinus. Il est utilisable lorsque les di-
mensions de la fracture sont petites devant les longueurs d’ondes considérés et met en relation
un élément de force à un déplacement linéaire ou angulaire par l’intermédiaire d’un coefficient
de proportionnalité (coefficient de raideur). Dans cette étude, nous considérons qu’une fracture
de dimensions petites devant les longueurs d’ondes choisies sépare les différentes couches de la
zone endommagée. Nous introduisons à cet effet deux constantes de raideurs Kkr et Kk� pour
modéliser la fracture. La première constante Kkr modélise la fracture dans la direction radiale
et la deuxième constante Kk� dans la direction angulaire. L. Myer et al., 1985 ont présenté
une méthode théorique et expérimentale permettant de déterminer les coefficients de raideur de
deux solides séparés par une discontinuité. L’approche proposée par les auteurs étant difficile
à réaliser sur notre zone d’étude, nous avons préféré nous limiter à la méthode proposée par
Achenbach et H. Zhu, 1989 et ensuite Yi, W. Lu et al., 2016 pour évaluer les coefficients de
raideur à partir des paramètres mécaniques et géométriques du milieu.
Pour chacune des interfaces r = �k, avec (k = 1; 2:::::NL � 1), la continuité des contraintes et
la discontinuité des déplacements se traduisent par les relations suivantes :
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8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

�krr = �(k+1)rr

�kr� = �(k+1)r�

ukr �
1

Kkr

�krr = u(k+1)r

uk� �
1

Kk�

�kr� = u(k+1)�

(2.54)

Lorsque les valeurs Kkr et Kk� tendent vers l’infini, les quantités 1
Kkr

�krr , et
1

Kk�

�kr� tendent
vers 0, ce qui correspond au cas classique de contact parfait à l’interface entre deux couches,
avec une continuité des contraintes et déplacements. Par contre, pour de très faibles valeurs des
coefficients de raideurs Kkr et Kk� , les termes 1

Kkr
�krr , et

1
Kk�

�kr� tendent vers l’infini.
Par ailleurs, au niveau de la frontière interne du tunnel r = �NL , nous considérons l’hypo-

thèse d’une surface libre d’effort. 8<
:
�NLrr = 0

�NLr� = 0
(2.55)

2.3.4 Assemblage dans l’approche classique

En appliquant les relations d’orthogonalité (annexe A), Abramowitz et al., 1988, H. F.
Davis, 1989 et Jackson, 2012, les relations d’interface et les conditions aux limites précé-
dentes (2.54 et 2.55) peuvent être regroupées sous forme matricielle en reléguant dans le second
membre les termes liés à l’onde incidente et dans le premier membre les coefficients d’expansion
rassemblés sous forme d’un vecteur. On obtient ainsi autant de sous-systèmes matriciels que
d’interfaces et de surface libre. Ces systèmes sont ensuite assemblés pour donner un système
global. Le système linéaire suivant est finalement obtenu :

8n [K]n;fNE ;NEgfXgn;NE = fY gn;NE (2.56)

Le système (2.56) est présenté de manière détaillée sur la Figure 2.2(a). Le vecteur fXg regroupe
les coefficients d’expansion par mode qui sont les inconnues (An; Bn; Cnk; Dnk, etc.) du
problème. Le vecteur fY g contient les expressions des contraintes et déplacements de l’onde
incidente. Ces vecteurs ont chacun une taille NE = 2 + 4(NL � 1) avec NL � 2. La Figure
2.2(b) explicite les coefficients relatifs à chaque couche qui apparaissent dans les conditions
d’interface et donc dans le système assemblé de la Figure 2.2(a). La matrice carrée [K] de
taille NE � NE est composée de trois sous-matrices non carrées et non nulles : [L], [Z] et [Uk]
avec (k = 2; 3; :::; NL � 1). [L] est une sous-matrice de taille (4 � 6) contenant les éléments
(contraintes et déplacements) à l’interface �1. La sous-matrice [Z] de taille (2 � 4) regroupe
les éléments relatifs à la condition de surface libre à �NL . [Uk] de dimension (4 � 8) constitue
un bloc répétitif prenant en compte les éléments sur chacune des interfaces allant de �2 à
�NL . Tous les termes sont détaillés dans l’annexe B. Pour une fréquence f et un nombre de
modes NM choisis, le système linéaire est résolu de manière indépendante pour chaque mode,
c’est-à-dire NM fois, dans le but de déterminer les différents coefficients d’expansion relatifs à
chaque mode. Leur détermination permet ensuite de calculer les contraintes et déplacements
totaux par le biais d’une sommation sur les contributions modales. D’une manière générale,
NM correspond au nombre de modes total à partir duquel les séries Bessel-Fourier peuvent être
tronquées numériquement tout en assurant leur convergence. Cette partie sera abordée dans
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(a) Assemblage et obtention du système global pour un mode n. Pour ne pas surcharger,
les indices n relatifs au numéro du mode n’ont pas été reportés ici.

(b) Description géométrique du milieu en lien avec le système décrit sur la Figure
supérieure.

Figure 2.2 – Système global détaillé en lien avec la géométrie traitée

les prochaines sections.
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2.3.5 Structure du code

Le code numérique a été développé sur Matlab. Il se compose d’un fichier principal nommé
Multicouches connecté à six fonctions (Figure 2.3). La résolution du système linéaire 2.56, le
calcul des champs mécaniques et le stockage des données sont effectués dans Multicouches. Les
fonctions appelées pendant le processus de simulation sont :

? ParametersInput, dans lequel le nombre de couches, les paramètres mécaniques et géo-
métriques des différents milieux pour une étude quelconque sont définis.

? PremierBloc, RepetitifBloc et DernierBloc contiennent respectivement les éléments
des sous matrices [L], [Uk] et [Z] utiles pour construire la matrice globale [K].

? TermeSource contient les éléments du second membre, vecteur fY g.
? StressDisplacementMassif contient les expressions des composantes du vecteur des
déplacements et du tenseur des contraintes dans le massif.

? StressDisplacementEDZTunnel contient les expressions des composantes du vecteur
des déplacements et du tenseur des contraintes dans la zone endommagée et le tunnel.

Figure 2.3 – Structure globale du Code
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2.4 Résultats en régime harmonique

Dans cette section, nous proposons de présenter les résultats sous forme adimensionnée en
focalisant sur la contrainte orthoradiale et le déplacement radial. Ces deux composantes sont
classiquement les plus utilisées dans les problématiques de propagation d’ondes autour d’un
obstacle, Baron et Matthews, 1961, Baron et Parnes, 1962.

2.4.1 Paramètres d’adimensionnement

La concentration de contraintes correspond à l’accroissement localisé des contraintes dans
l’élément structural dû à des discontinuités géométriques telles que des trous, des cavités, des
encoches, des rainures, des angles et des modifications soudaines de la section transversale.
Parmi les premiers auteurs qui ont étudié théoriquement ce phénomène, nous pouvons citer
Larmor, 1892 qui a analysé la concentration de contraintes produite dans un arbre tordu par
une cavité circulaire excentrique et qui a conclu que la contrainte de cisaillement près de la
cavité circulaire est deux fois supérieure à celle de la contrainte à tout autre endroit de l’arbre.
Kirsch, 1898 a étudié la distribution des contraintes autour d’un petit trou circulaire dans une
plaque large soumise à une pression longitudinale uniforme. En résolvant l’équation bidimen-
sionnelle de l’élasticité avec les conditions aux limites appropriées, il montre mathématiquement
que la contrainte circonférentielle maximale au bord du trou est trois fois plus grande que la
contrainte appliquée.
Dans les problèmes de dynamique, le rapport de la contrainte maximale dans la région de discon-
tinuité sur la contrainte locale nominale est évalué par le facteur de concentration dynamique
ou contrainte orthoradiale adimensionnée, Dynamic Stress Concentration Factor (DSCF).La
contrainte orthoradiale et le déplacement radial sont alors adimensionnés comme suit :

��k�� =
�k��
�0

, u�kr =
ukr�

'0
(2.57)

où �0 = �1�
2
1'0 est l’intensité de la contrainte de l’onde incidente et � a la dimension d’une

longueur (m) et est pris égale à 1 dans la mesure où les applications de type tunnel font
apparaître des grandeurs de l’ordre du mètre.

2.4.2 Calcul numérique

Pour calculer numériquement les champs du tenseur des contraintes et du vecteur des dépla-
cements, les sommations infinies des séries de Bessel-Fourier doivent être tronquées. En régime
harmonique, le choix d’un grand nombre de modes peut engendrer des instabilités numériques
risquant d’entacher les solutions numériques d’erreur voire même de les faire diverger. Ces in-
stabilités numériques proviennent du mauvais conditionnement de la matrice globale. Celui-ci
est dû d’une part au comportement asymptotique des fonctions de Hankel et d’autre part à
l’hétérogénéité propre des termes de la matrice notamment due à la prise en compte du contact
imparfait par l’intermédiaire des paramètres de raideurs Kkr et Kk� . Ainsi, pour assurer une
bonne convergence numérique des solutions, nous avons choisi de tronquer les calculs lorsque
la sommation sur les n termes de la série reste stable, c’est-à-dire lorsque la contribution d’un
mode supplémentaire sur les valeurs de contraintes et de déplacements devient négligeable.
En prenant l’exemple sur la contrainte orthoradiale, la formulation mathématique consiste à
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effectuer pour un rayon r, une fréquence ! et un angle � donnés, le calcul de la norme suivante :

k�(n+1)
k��

� �(n)
k��
k

k�(n)
k��
k

� �r (2.58)

où �r représente l’erreur relative qui a été fixée à 10�12 dans les résultats suivants. Le nombre de
modes NM nécessaire pour faire converger les séries est alors obtenu grâce à la relation (2.58).

L’autre aspect à prendre en compte est la partie multicouches : à partir d’un certain nombre
de couches, l’utilisation des solveurs Matlab comme linsolve, inv, mldivide, etc., peut entraîner
une divergence de la solution numérique à cause du mauvais conditionnement du système
matriciel global. Pour éviter ces problèmes numériques, nous avons testé différentes options
algorithmiques, et le bigradient stabilisé, solveur itératif implémenté sur Matlab, donne, dans
nos configurations, les résultats les plus stables.

2.4.3 Validation des résultats numériques

Dans cette section, nous nous intéressons à la validation du code numérique développé. Une
première validation a été faite à partir de la littérature et une deuxième durant un séjour de
recherche à l’Université Heriot Watt d’Edinburgh, suite à l’appel d’offre Perdiguier de mobilité
internationale lancé par Avignon Université. La bourse obtenue dans le cadre de cet appel d’offre
m’a permis d’effectuer un séjour de recherche de près de 3 mois en Écosse.

Validation avec une approche semi-analytique

Pour valider l’approche multicouches développée, nous effectuons des vérifications sur des
modèles déjà existants dans la littérature. Dans cette analyse, nous nous intéressons à la distri-
bution polaire de la contrainte orthoradiale. Nous commençons d’abord par les travaux de Yi,
W. Lu et al., 2016 qui ont étudié l’effet d’un contact imparfait sur la réponse dynamique d’un
tunnel simple (cavité avec doublure sans EDZ). La configuration d’étude des auteurs est un cas
particulier de notre approche. En choisissant les mêmes paramètres mécaniques et géométriques
que Yi, W. Lu et al., 2016, nous obtenons un bon accord entre les contraintes orthoradiales
adimensionnées, (Figure 2.4 a).
Concernant l’écart entre les deux résultats, voici ce qui peut être rapporté : "Nevertheless,
some discrepancies appear that may be explained by : the number of modes may be different ;
the software used for the polar representation may be also different ; curves may have been
smoothed due to the software" Bouare et al., 2019, après échange avec les auteurs Yi, W. Lu
et al., 2016.
Nous effectuons ensuite la même procédure de vérification avec S. Lu et al., 2019, et comme
visualisé sur la Figure 2.4 b) un excellent accord est trouvé entre les deux résultats.

Validation par la méthode des éléments finis

Dans le cadre du séjour Perdiguier effectué entre janvier et mars 2020 à l’Institute for Infra-
structure and Environment, Heriot-Watt University à Edinburgh (Écosse), une autre validation
du code a pu être menée. L’Institute for Infrastructure and Environment est dirigé actuelle-
ment par Pr. Omar Laghrouche et possède une expertise reconnue internationalement sur la
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a) Validation avec Yi, W. Lu et al., 2016 b) Validation avec S. Lu et al., 2019

Figure 2.4 – Comparaison du diagramme polaire de la contrainte orthoradiale avec deux ar-
ticles de référence.

méthode des éléments finis. La validation a porté sur une géométrie circulaire avec une inclu-
sion élastique comme illustrée sur la Figure 2.5. Cette configuration d’étude a été choisie pour
vérifier si le code pouvait être utilisé pour traiter un autre problème différent de la géométrie
2.1. Sur la Figure 2.7, en supposant que la zone endommagée possède les mêmes propriétés
mécaniques que le milieu incident et en considérant un rayon extérieur du tunnel suffisamment
grand devant son rayon intérieur (�4 << �3), on se ramène au cas d’une géométrie circulaire
avec une inclusion.

Figure 2.5 – Configuration retenue pour la validation numérique, Edinburgh

Le code éléments finis utilisé fournit en sortie les résultats des contraintes et déplacements en
coordonnées cartésiennes. Comme notre code semi-analytique donne les composantes radiales
ukr et orthoradiales uk� du vecteur déplacement �!u en coordonnées polaires, un changement de
coordonnées doit être effectué pour procéder à la comparaison. En choisissant plusieurs points
dans les différents milieux en lien avec le maillage éléments finis, nous comparons les parties
réelle et imaginaire du déplacement cartésien �!u obtenu à l’aide des approches semi-analytique
et par éléments finis. Les deux méthodes conduisent à des résultats en excellent accord, comme
visualisé sur la Figure 2.6.
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a) Partie réelle b) Partie imaginaire

Figure 2.6 – Comparaison des parties réelle et imaginaire du déplacement cartésien en plusieurs
points du domaine (les points sont pris en correspondance avec les points du maillage éléments
finis) à partir des approches semi-analytique et éléments finis.

2.4.4 Choix retenu pour les résultats en régime harmonique

Dans cette étude, nous avons considéré une fréquence incidente réalisable d’un point de vue
expérimental. En lien avec la partie instationnaire, nous avons fixé cette fréquence à 3000 Hz
(qui sera la fréquence centrale du signal de Ricker dans la partie transitoire). Classiquement
deux types de fréquences sont étudiées en régime harmonique dans la littérature, les basse et
haute fréquences respectivement séparées par un facteur 10, Mow et al., 1971. De ce fait, nous
retenons à basse fréquence 300 Hz et haute fréquence 3000 Hz.
Duboeuf, 2018 a indiqué que l’étendue de l’EDZ dans notre zone d’étude variait entre 1 cm
à 1 m. Nous choisissons de prendre la valeur limite 1 m et, lorsqu’on considère une résolution
en longueur d’onde de �a=8, Bitri et al., 1996, deux milieux successifs sont alors distingués,
lorsque l’épaisseur moyenne entre deux couches est définie par :

ep >
C1p

8fc
(2.59)

où fc désigne la fréquence centrale 3000 (Hz) et C1p = 5400 (m/s) désigne la vitesse d’onde
P dans le milieu considéré. Dans les configurations d’études qui sont proposées, l’épaisseur
minimale entre deux couches doit être supérieure à 0:225 m. En régime harmonique, nous
proposerons respectivement de décrire l’EDZ par une couche d’épaisseur 1 m d’une part et
par deux couches d’épaisseurs moyennes 0:5 m d’autre part. Les coordonnées géométriques et
paramètres mécaniques utilisés sont présentés dans les tableaux 2.1 et 2.2. Le nombre de modes
nécessaire pour atteindre la précision fixée (�r) est donné dans le tableau 2.3.
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Figure 2.7 – Exemple de géométrie traitée avec la prise en compte de la paroi du tunnel, la
partie d’EDZ (sous une ou deux couches) et du milieu karstique externe.

Interfaces �1 �2 �3 �4

1 EDZ 3.4 2.4 2.0
2 EDZ 3.4 2.9 2.4 2.0

Table 2.1 – Rayons pour la localisation des interfaces en m

Milieux Densités Vitesse d’ondes P Vitesse d’ondes S
(kg:m�3) (m:s�1) (m:s�1)

Incident 2800 5400 3300
Cas 0 sans EDZ
Cas 1 1 EDZ - Dure 2550 4400 2695
Cas 2 1 EDZ - Souple 2300 3450 2110
Cas 3 1 EDZ - Dure 2700 4800 2940

2 EDZ - Dure 2400 4000 2450
Cas 4 1 EDZ - Souple 2300 3700 2260

2 EDZ - Souple 2300 3200 1960
Tunnel en Béton 2500 5031 2689

Table 2.2 – Paramètres mécaniques des milieux élastiques

Fréquences (Hz) Nombre de modes
(NM + 1)

300 5
3000 22

Table 2.3 – Nombre de modes nécessaires pour assurer la convergence des séries, issu du critère
(2.59)
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2.4.5 Influence du contact

Dans cette section, nous nous intéressons à l’influence du contact sur les résultats de la
contrainte orthoradiale et du déplacement radial en modélisant la zone endommagée unique-
ment par une couche circulaire (Figure 2.7, gauche). Les constantes de raideurs propres aux
interfaces �1 et �3 sont définies par :

K1r = K1� = (1; 100)f�1=�1g; K3r = K3� = (1; 100)f�3=�3g (2.60)

La plus petite valeur des constantes de raideurs, avec le coefficient 1, décrit le contact imparfait
alors que la plus grande valeur, coefficient 100, décrit un contact parfait.
Pour avoir une meilleure vision sur la répartition de la contrainte orthoradiale et du déplace-
ment radial, nous traçons l’amplitude des champs mécaniques des milieux respectifs sur des
figures distinctes. D’une manière globale, les vibrations deviennent plus élevées dans le massif
lorsqu’on se rapproche du tunnel.

Lorsque les fissures sont prises en compte dans le modèle (contact imparfait, Figures
2.8-2.9), on identifie à basse fréquence une augmentation de la contrainte orthoradiale et
du déplacement radial dans les milieux (zone endommagée et tunnel) par rapport au milieu
incident. Cette tendance est modifiée à haute fréquence. En effet, dans ce dernier cas, le
contact imparfait réduit de façon significative l’intensité de la contrainte orthoradiale et du
déplacement radial dans les milieux, EDZ et tunnel. L. Myer et al., 1985 ont démontré expé-
rimentalement et numériquement que lorsque deux solides sont séparés par une discontinuité,
l’amplitude des ondes mécaniques dans la zone fracturée diminue avec une augmentation de
la fréquence. Les résultats obtenus dans le cas du contact imparfait mettent en évidence ce
type de comportement. La diminution ou l’augmentation des champs dus à la présence de
discontinuités est intrinsèquement liée à la fréquence incidente choisie.

Lorsqu’on considère un contact parfait entre les milieux respectifs (Figures 2.10-2.11), la
présence de l’EDZ (avec les choix que nous avons effectués pour les caractéristiques méca-
niques) modifie faiblement la distribution de la contrainte orthoradiale et du déplacement
radial dans le tunnel. A basse fréquence, l’intensité de la contrainte orthoradiale est du
même ordre de grandeur dans les différents milieux. Le même phénomène est observé pour
le déplacement radial. A haute fréquence, nous observons une diminution de la contrainte
orthoradiale et une augmentation du déplacement radial dans la zone endommagée. Par
ailleurs, ces variations respectives n’impactent que la distribution des champs dans le tunnel.
Les intensités dans le massif et dans le tunnel sont quasiment identiques. En d’autres termes
lorsque les défauts de liaison entre le massif et le tunnel ne sont pas pris en compte, les champs
peuvent varier dans la zone endommagée et cette modification aura un faible impact sur la
réponse dynamique du tunnel.
Les Figures 2.12-2.13 présentent les diagrammes polaires de la contrainte orthoradiale et du
déplacement radial aux interfaces �1 et �3 en fonction des fréquences incidentes. On note que
les réponses harmoniques varient en fonction du contact que ce soit dans le massif ou dans le
tunnel.
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(a) Dans le massif...

(b) Dans la zone endommagée...

(c) Dans la paroi bétonnée...

Attention la figure (c) droite présente une échelle différente des autres

Figure 2.8 – Contrainte orthoradiale respectivement dans le massif, la zone endommagée et le
tunnel, pour un contact imparfait à 300 Hz (gauche) et à droite 3000 Hz (droite)
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(a) Dans le massif...

(b) Dans la zone endommagée...

(c) Dans la paroi bétonnée...

Figure 2.9 – Déplacement radial respectivement dans le massif, la zone endommagée et le
tunnel pour un contact imparfait à 300 Hz (gauche) et à droite 3000 Hz (droite)
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(a) Dans le massif...

(b) Dans la zone endommagée...

(c) Dans la paroi bétonnée...

Figure 2.10 – Contrainte orthoradiale dans le tunnel pour un contact parfait à 300 Hz (gauche)
et à droite 3000 Hz (droite)
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(a) Dans le massif...

(b) Dans la zone endommagée...

(c) Dans la paroi bétonnée...

Figure 2.11 – Déplacement radial dans le tunnel pour un contact parfait à 300 Hz (gauche) et
à droite 3000 Hz (droite)
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Figure 2.12 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour le cas d’une EDZ dure aux fréquences 300 Hz (Figures
de gauche) et 3000 Hz (Figures de droite) à r = �1 et pour différents types de contacts.
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Figure 2.13 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour le cas d’une EDZ dure aux fréquences 300 Hz (Figures
de gauche) et 3000 Hz (Figures de droite) à r = �3 et pour différents types de contacts. Cas
d’une EDZ monocouche dure.
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Nous proposons d’illustrer l’évolution de la contrainte orthoradiale et du déplacement ra-
dial en fonction de la distance r prise par rapport au centre de la cavité ou du tunnel, pour les
angles �=2 (contrainte orthoradiale, Figure 2.14) et � (déplacement radial, Figure 2.15). Nous
comparons les champs mécaniques obtenus pour la configuration sans EDZ et pour la configu-
ration avec une EDZ dite dure, soit le cas 1 du tableau 2.2. La contrainte orthoradiale présente
une discontinuité au passage des interfaces quel que soit le contact pris en compte. Lorsque le
contact est de type imparfait, la discontinuité provient du contact. Le déplacement radial est
continu dans le cas du contact parfait et clairement discontinu dans le cas du contact imparfait
quelle que soit la fréquence. Nous constatons un comportement beaucoup plus oscillatoire pour
les fréquences plus élevées conformément aux diagrammes polaires précédents.

(a) Fréquence de 300 Hz

(b) Fréquence de 3000 Hz

Figure 2.14 – Évolution de la contrainte orthoradiale à � = �=2 en fonction du rayon pour les
contacts parfait (gauche) et imparfait (droite)
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(a) Fréquence de 300 Hz

(b) Fréquence de 3000 Hz

Figure 2.15 – Évolution du déplacement radial à � = � en fonction du rayon pour les contacts
parfait (gauche) et imparfait (droite)
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2.4.6 Influence du multicouches EDZ

Dans cette section, nous proposons de nous intéresser à l’influence de la description de
l’EDZ en multicouches en comparant les résultats obtenus pour les 5 cas présentés dans le
tableau 2.2 pour les interfaces �1 (contact avec le milieu environnant) et �3 (contact avec la
paroi bétonnée). À faible fréquence, les diagrammes polaires de la contrainte orthoradiale et du
déplacement radial sont de formes très similaires d’un cas à l’autre et homothétique en fonction
de la description de l’EDZ. Le déplacement radial est légèrement majoré dès lors que l’EDZ
est décrite par une ou deux couches plus souples. À plus haute fréquence, les champs sont de
nouveau beaucoup plus perturbés, et l’homothétie due à la description en une ou deux couches
semble moins nette et plus difficile à identifier. La description en EDZ dure en deux couches
n’impacte que peu les diagrammes polaires, ce résultat est plus marqué à basse fréquence qu’à
haute fréquence. Un description fine de l’EDZ est donc d’autant plus importante que le milieu
est souple. Dans une configuration dure, la décomposition en sous-couches se justifie moins.

Figure 2.16 – Diagramme polaire de la contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du
haut) et du déplacement radial adimensionné (Figures du bas) aux fréquences incidentes 300 Hz
(Figures de gauche) et 3000 Hz (Figures de droite) à r = �1 , pour deux types de modélisation
de la zone endommagée (contact parfait).
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Figure 2.17 – Diagramme polaire de la contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du
haut) et du déplacement radial adimensionné (Figures du bas) aux fréquences incidentes 300 Hz
(Figures de gauche) et 3000 Hz (Figures de droite) à r = �3 , pour deux types de modélisation
de la zone endommagée (contact parfait).
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2.4.7 Évolution du maximum en fonction de la fréquence

Les diagrammes polaires de la section précédente ont indiqué globalement des maxima de
la contrainte orthoradiale et du déplacement radial suivant les axes verticaux et horizontaux.
Dans cette partie, nous proposons d’étudier l’évolution des champs de la Figure 2.17 c’est-à-dire
à l’interface avec la paroi bétonnée (r = 2:4 m) en fonction de la fréquence pour les angles �=2
et �. La Figure 2.18 montre un motif assez similaire entre les 5 cas d’études avec néanmoins
des oscillations dues aux aspects multicouches. Concernant l’allure générale commune, nous
constatons un minimum dans les différentes configurations d’études autour d’une fréquence
située entre f2000; 3000g Hz. Une analyse bibliographique Flax et al., 1981, Paolucci, 1999
sur les phénomènes de résonance a permis de retrouver cette fréquence : elle peut en particulier
être approchée grâce à la formule de Rayleigh (f0 = Cp=4H) pour les problèmes 1D, où H

représente une épaisseur caractéristique. Pour les configurations avec EDZ, ce minimum est
plus ou moins décalé du fait de l’influence de la stratification, mais il existe toujours. En
effet, étant associé à la paroi bétonnée, son influence reste valable. Là encore, les résultats des
configurations avec EDZ souples sont plus chahutés que les autres.
Pour approfondir cette analyse, nous visualisons sur la Figure 2.19 l’influence de l’épaisseur
de la paroi bétonnée sur le comportement fréquentiel. Le tableau 2.4 met en corrélation les
résultats de localisation du minimum lus sur les figures et ceux issus de la formule précédente.
La configuration EDZ dure est tout à fait analogue. Par contre, concernant l’EDZ souple,
en plus du motif général pour lequel le minimum est décalé, nous observons des fluctuations
probablement en lien avec des phénomènes de résonance au niveau des couches d’EDZ.

Figure 2.18 – Déplacement radial en fonction de la fréquence incidence à r = �3 et � = �.
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(a) Cas sans EDZ

(b) Cas avec EDZ : 2EDZ dure à gauche, 2 EDZ souples à droite

Figure 2.19 – Évolution du déplacement radial en fonction de la fréquence incidente pour
plusieurs épaisseurs de la paroi bétonnée du tunnel à r = �3 et � = �.

Épaisseur de la paroi Valeur de la fréquence Valeur obtenue
bétonnée (m) pour le minimum (Hz) pour f0 = Cp=4H

0,4 3138 3144
0,5 2511 2515
0,6 2100 2096
0,7 1798 1797
0,8 1581 1572

Table 2.4 – Valeur de la fréquence pour le minimum de déplacement en fonction de l’épaisseur
de la paroi bétonnée du tunnel
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Conclusion

Le code développé en semi analytique a été validé sur plusieurs cas d’étude et un bon accord
a été trouvé dans les différentes configurations présentées. Le modèle proposé dans ce travail
prend en compte une interface généralisée permettant de traiter à la fois le cas d’un contact
parfait ou imparfait à l’interface entre deux milieux. Un modèle incluant ce type de contact
dans une approche multicouches était encore inexistant à ce jour. En régime harmonique, le
modèle a permis de mettre en évidence certains effets susceptibles de se produire dans la zone
endommagée et qui peuvent potentiellement affecter les contraintes et déplacements dans le
tunnel. Une cartographie 2D du milieu a permis d’avoir une vision globale sur la répartition du
champ dans l’espace environnant et de mettre en évidence l’influence du contact sur la contrainte
orthoradiale et le déplacement radial. Lorsqu’un contact imparfait est utilisé pour prendre en
compte les défauts de liaison à l’interface entre deux milieux, les résultats obtenus ont montré de
fortes variations dans l’EDZ et dans le tunnel par rapport au milieu incident. Dans le cas d’un
contact parfait, une légère variation est observée dans l’EDZ et cette modification n’impacte
quasiment pas la distribution des champs dans le tunnel. L’évolution du déplacement radial en
fonction de la fréquence incidente pour différentes épaisseurs du tunnel a permis d’observer une
fréquence particulière pour laquelle le déplacement radial tend à s’annuler. Cette fréquence a
pu être prédite grâce à la formule de Rayleigh.
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2.5 Régime transitoire

Dans les sections précédentes, nous avons étudié la réponse harmonique d’un tunnel avec
paroi bétonnée soumis à excitation en onde plane de type P avec une approche semi-analytique
multicouches. À partir de ces développements, et en utilisant une transformée de Fourier des
équations, nous nous proposons d’aborder dans cette nouvelle section la réponse en régime
transitoire. Deux types de sources sont envisagés dans cette partie transitoire à partir de deux
expressions différentes des potentiels de Helmholtz. Dans un premier temps, dans la continuité
de la section précédente, nous restons sur une excitation en contrainte plane de type P. Les
résultats sont présentés avec dimension. Ensuite, nous introduisons une onde incidente sous
la forme d’une ligne source émettant des ondes cylindriques, et nous mettons en évidence les
différences par rapport à l’onde plane précédemment abordée.

La transformée de Fourier F �(!) d’une fonction de la variable temporelle F (t) et sa
transformée inverse sont définies par :

F �(!) =
1

2�

Z +1

�1
F (t)ei!t dt ; F (t) =

Z +1

�1
F (!)e�i!t d! (2.61)

avec ! la pulsation (rad.s�1) et t la variable temporelle (s).
Nous avons choisi dans ce travail une excitation dont la dépendance temporelle correspond à
celle d’un signal de type ondelette de Ricker. E(t) et sa transformée de Fourier E�(!) sont
représentées sur la Figure 2.20 et s’écrivent respectivement Wirgin, 2016, Mesgouez, 2018 :

E(t) =
�
1� 2�2(t� �)2

�
e��

2(t��)2 , E�(!) =
!2

4�3
p
�
e

 
i�!�

!2

4�2

!
(2.62)

avec � la fréquence centrale de Ricker (Hz) et � le décalage temporel (s).

Figure 2.20 – Spectre et signal de Ricker à fréquence centrale � = 3000 Hz

Par souci de simplification des écritures dans le domaine fréquentiel, nous omettrons par la suite
les exposants � dans les notations des transformées de Fourier. En appliquant la transformée
de Fourier aux équations (2.1) et (2.2) nous obtenons les équations du mouvement des ondes
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dans le domaine fréquentiel :

r2�k(x; !) + (�k(!))
2�k(x; !) = 0 (2.63)

r2 k(x; !) + (�k(!))
2 k(x; !) = 0 (2.64)

�k(!) et �k(!) sont les nombres d’ondes longitudinales et transversales dans les milieux consi-
dérés (indicés comme précédemment par k). Les coordonnées spatiales sont représentées par la
grandeur vectorielle x.

2.5.1 Onde plane transitoire

Onde incidente en contraintes et expressions des potentiels incidents et totaux

Nous considérons une onde plane P instationnaire s’exprimant sous la forme d’un signal de
Ricker et se propageant dans le plan de la section transversale du tunnel dans la direction de
l’axe x (Figure 2.1). L’expression de l’onde incidente dans le massif karstique s’écrit dans le
domaine fréquentiel en termes de contraintes �(i)

1xx(x; !) :

�
(i)
1xx(x; !) = �maxE(!)e

i(�1(!)x) (2.65)

où �max correspond à l’amplitude maximale de l’onde incidente (Pa) et E(!) au spectre de
Ricker défini en relation (2.62). Dans la suite, nous détaillons les étapes permettant d’obtenir
le potentiel incident à partir de l’équation (2.65).
La contrainte �(i)

1xx de l’onde incidente génère une déformation axiale e(i)1xx (les déformations e1yy
et e1zz sont nulles). Les déformations sont d’une part reliées aux déplacements et, d’autre part,
aux contraintes, ce qui se résume sous la forme :

@u
(i)
1x (x; !)
@x

= e
(i)
1xx(x; !) =

1

(�1 + 2�1)
�
(i)
1xx(x; !) =

�max

�1 + 2�1
E(!)ei(�1(!)x) (2.66)

L’intégration par rapport à la variable x conduit à l’expression du déplacement u1x(x; !) donne
par :

u
(i)
1x (x; !) =

1

i�(!)

�
�max

�1 + 2�1

�
E(!)ei(�1(!)x) (2.67)

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires mène aux expressions sui-
vantes :

u
(i)
1r (x; !) = u

(i)
1x (x; !) cos � , u

(i)
1� (x; !) = �u(i)1x (x; !) sin � (2.68)

Le choix d’une onde incidente P entraîne un potentiel vectoriel incident nul ( (i) = 0). L’équa-
tion (2.32) devient alors :

u
(i)
1r (x; !) =

@�
(i)
1 (x; !)
@r

; u
(i)
1� (x; !) =

1

r

@�
(i)
1 (x; !)
@�

(2.69)

En combinant les relations (2.67) et (2.68) avec (2.69), et en intégrant l’équation résultante par
rapport à r, il vient :

�(i)(x; !) = � �max

(�1 + 2�1)�
2
1

E(!)ei�1(!)r cos � (2.70)
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En remplaçant le terme ei�(!)r cos � par sa forme étendue en série de Bessel Fourier (2.36), nous
obtenons :

�(i)(x; !) = '0E(!)
1X
n=0

�ni
nJn(�1(!)r) cos(n�) (2.71)

où '0 = � �max

(�1 + 2�1)�
2
1

est l’amplitude du potentiel incident (m2).

L’équation précédente est l’équivalent de (2.37) dans le domaine fréquentiel. De manière
analogue au régime harmonique, la réflexion de l’onde sur la dernière couche de la zone
endommagée crée à la fois une onde P et une onde SV dans le milieu incident. Les potentiels
totaux dans le massif karstique sont donnés alors par :

�
(T )
1 (x; !) = E(!)

1X
n=0

n
'0�ni

nJn(�1(!)r) + AnH
(1)
n (�1(!)r)

o
cos(n�)

et  
(T )
1 (x; !) = E(!)

1X
n=0

BnH
(1)
n (�1(!)r) sin(n�)

(2.72)

Dans les différentes couches de la zone endommagée et du tunnel, il existe également deux ondes
réfléchies et deux ondes transmises. Ainsi les potentiels de Helmholtz totaux dans chaque couche
de la zone endommagée (k = 2; 3; :::::; NL � 1) et dans le tunnel (k = NL) s’écrivent :

�
(T )
k (x; !) = E(!)

1X
n=0

n
CnkH

(2)
n (�k(!)r) +DnkH

(1)
n (�k(!)r)

o
cos(n�) (2.73)

 
(T )
k (x; !) = E(!)

1X
n=0

n
MnkH

(2)
n (�k(!)r) +NnkH

(1)
n (�k(!)r)

o
sin(n�) (2.74)

Contrainte et déplacement dans le milieu incident

En remplaçant l’équation (2.72) dans les relations (2.32) et (2.34), nous obtenons les ex-
pressions des déplacements et contraintes dans le milieu incident :

u
(T )
1r (x; !) = r�1E(!)

1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n71(�1(!)r) + An"

(3)
n71(�1(!)r)

+Bn"
(3)
n72(�1(!)r)

o
cos(n�)

(2.75)

u
(T )
1� (x; !) = r�1E(!)

1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n81(�1(!)r) + An"

(3)
n81(�1(!)r)

+Bn"
(3)
n82(�1(!)r)

o
sin(n�)

(2.76)

�
(T )
1rr (x; !) = 2�1r

�2E(!)
1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n11(�1(!)r) + An"

(3)
n11(�1(!)r)

+Bn"
(3)
n12(�1(!)r)

o
cos(n�)

(2.77)

�
(T )
1�� (x; !) = 2�1r

�2E(!)
1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n21(�1(!)r) + An"

(3)
n21(�1(!)r)

+Bn"
(3)
n22(�1(!)r)

o
cos(n�)

(2.78)
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�
(T )
1r� (x; !) = 2�1r

�2E(!)
1X
n=0

n
'0�ni

n"
(1)
n41(�1(!)r) + An"

(3)
n41(�1(!)r)

+Bn"
(3)
n42(�1(!)r)

o
sin(n�)

(2.79)

Contraintes et déplacements dans la zone endommagée et le tunnel

Les déplacements et contraintes dans la zone endommagée et le tunnel (k = 2; 3; ::::NL) sont
obtenus en injectant les relations (2.73) et (2.74) dans (2.32) et (2.34), ce qui mène à :

u
(T )
kr (x; !) = r�1E(!)

1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n71(�k(!)r) +Dnk"

(3)
n71(�k(!)r)

+Mnk"
(4)
n72(�k(!)r) +Nnk"
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o
cos(n�)

(2.80)

u
(T )
k�
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(2.81)
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�
(T )
k��

(x; !) = 2�kr
�2E(!)

1X
n=0

n
Cnk"

(4)
n21(�k(!)r) +Dnk"

(3)
n21(�k(!)r)

+Mnk"
(4)
n22(�k(!)r) +Nnk"

(3)
n22(�k(!)r)

o
cos(n�)

(2.83)
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Cnk"

(4)
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(2.84)

2.5.2 Ligne source transitoire

Dans cette partie, nous supposons que l’onde incidente est créée à partir d’une ligne source
localisée dans le massif qui émet uniquement des ondes cylindriques primaires. Considérons
une ligne source transitoire localisée en O, à la distance r0 du centre de la cavité circulaire O
(Figure 2:21). D’après Mow et al., 1971, le potentiel �(i) de l’onde cylindrique P générée par
la source dans le système de coordonnées polaires (r, �) s’écrit comme suit :

�(i)(x; !) = '0E(!)H
(1)
0 (�1r) (2.85)

où '0 = � �max

(�1 + 2�1)�
2
1

est l’amplitude du potentiel incident (m2) et r représente la distance

entre O et le point d’observation M. La fonction de Hankel de premier type est utilisée car les
ondes se propagent de la source en O (rayon divergent) dans le système de coordonnées (r; �).
Le premier mode est retenu en raison de la symétrie axiale de la source, Mow et al., 1971.
La même démarche que précédemment est suivie, en particulier, nous exprimons d’abord le
potentiel scalaire de l’onde plane incidente dans le système de coordonnées (r, �).
Le terme H(1)

n (�1(!)r)e
in� peut s’écrire de deux façons selon les configurations r � r0 ou
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Figure 2.21 – Géométrie du problème avec une ligne source

r � r0, cf. Pao et al., 1973 :

? Lorsque r � r0

H(1)
n (�1(!)r)e

in� =
1X

m=�1

(�1)mJm(�1(!)r0)H
(1)
n+m(�1(!)r)e

i(n+m)� (2.86)

? Sinon pour r � r0

H(1)
n (�1(!)r)e

in� =
1X

m=�1

(�1)mH(1)
m (�1(!)r0)Jn+m(�1(!)r)e

i(n+m)� (2.87)

Dans le cas présent, r � r0 (Figure 2.21), la relation (2.85) devient alors :

�(i)(x; !) = E(!)
1X
n=0

'0(�1)n�nH(1)
n (�1(!)r0)J

(1)
n (�1(!)r) cos(n�) (2.88)

Pour un angle � donné, pour tout point situé à l’interface �k (k = 1; 2; 3; :::NL) et donc ap-
partenant au cercle de centre O et de rayon rk, les grandeurs r0, rk et r vérifient la relation
suivante (formule d’al-Kashi) :

r2 = r2k + r20 + 2rkr0 cos � (2.89)

La réflexion de l’onde cylindrique incidente sur la dernière couche de la zone endommagée don-
nant naissance à deux ondes réfléchies (une P et une SV) dans le milieu incident, les potentiels
de Helmholtz totaux dans le massif karstique sont donnés sous la forme :

�
(T )
1 (x; !) = E(!)

1X
n=0

n
'0(�1)n�nH(1)

n (�1(!)r0)Jn(�1(!)r)
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n (�1(!)r)

o
cos(n�) et  

(T )
1 (x; !) = E(!)

1X
n=0

BnH
(1)
n (�1(!)r) sin(n�)

(2.90)
Lorsqu’on remplace l’équation (2.90) dans les expressions (2.32) et (2.34), nous obtenons
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l’expression des déplacements et contraintes dans le massif karstique :
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(3)
n12(�1(!)r)

o
cos(n�)

(2.93)
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cos(n�)
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�
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�2E(!)
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n
'0(�1)n�nH(1)

n (�1(!)r0)"
(1)
n41(�1(!)r)

+ An"
(3)
n41(�1(!)r) +Bn"

(3)
n42(�1(!)r)

o
sin(n�)

(2.95)

Pour la suite, les potentiels scalaires et vectoriels relatifs aux ondes volumiques de compression
et de cisaillement s’expriment de manière identique aux relations (2.73) et (2.74) dans l’EDZ
et la paroi. Les contraintes et déplacements engendrés dans ces milieux sont donnés également
par les expressions (2.80)-(2.84).

2.5.3 Assemblage et expression de la transformée de Fourier inverse

Nous considérons les mêmes conditions aux limites que celles introduites dans le cadre du
régime harmonique. De ce fait, le système global s’écrit de manière identique à celui présenté
dans la section 2.3.4. Dans le domaine de Fourier, le système linéaire est résolu pour chaque
fréquence !, NM fois dans le but d’obtenir les coefficients d’expansion. La détermination des
coefficients permet ensuite de déduire les spectres des contraintes et déplacements. Pour obtenir
les signaux temporels des contraintes et déplacements, nous devons utiliser la relation de la
transformée inverse de Fourier (2.61). Pour optimiser le calcul numérique, nous utilisons les
propriétés de grandeur réelle des fonctions. La transformée inverse de Fourier F (t) s’écrit :

F (t) =
Z +1

�1
F (!)e�i!t d! (2.96)

F (t) est une grandeur réelle et F (!) est une grandeur complexe représentant sa transformée.
On peut décomposer la transformée inverse de la manière suivante :

F (t) =
Z 0

�1
F (!)e�i!t d! +

Z +1

0
F (!)e�i!t d! (2.97)
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En utilisant le changement de variables !0
= �!, il vient :

F (t) =
Z +1

0
F (�!0

)ei!
0
t d!

0

+
Z +1

0
F (!)e�i!t d! =

Z +1

0

n
F (�!)ei!t + F (!)e�i!t

o
d! (2.98)

En écrivant le conjugué de l’équation précédente (2.98), puis en utilisant la propriété que F est
une fonction réelle, nous obtenons :

F (t) =
Z +1

0

n
F (�!)e�i!t + F (!)ei!t

o
d! (2.99)

F (t)� F (t) = 0 =
Z +1

0

n�
F (!)� F (�!)

�
e�i!t +

�
F (�!)� F (!)

�
ei!t

o
d! (2.100)

et au final :
F (�!) = F (!) (2.101)

Lorsqu’on remplace la relation (2.98) dans (2.101), nous obtenons :

F (t) =
Z +1

0

n
F (!)ei!t + F (!)e�i!t

o
d! =

Z +1

0

n
F (!)e�i!t + F (!)e�i!t

o
d! (2.102)

Finalement, il vient avec < la partie réelle :

F (t) = 2<
Z +1

0

n
F (!)e�i!t

o
d! (2.103)

Pour effectuer le calcul numérique, l’équation précédente est tronquée d’une valeur minimale
(!min) à une valeur maximale (!max). L’intervalle f!min; !maxg doit contenir toutes les gammes
de fréquence nécessaires à l’étude. Ainsi, en prenant l’exemple de la contrainte orthoradiale,
nous obtenons :

���(x; t) = 2<
Z !max

!min

���(x; !)e�i!t d! (2.104)

2.5.4 Calcul numérique

Critère de convergence choisi

Il est important de s’assurer en régime transitoire que les signaux incidents de Ricker (ondes
plane et cylindrique) sont correctement modélisés et que l’égalité entre les termes de l’équation
(2.36) est rigoureusement vérifiée pour toute fréquence !. Lorsque cette condition n’est pas
respectée, des oscillations numériques peuvent apparaître et perturber les signaux des champs
mécaniques. Pour mettre en évidence ces phénomènes, nous proposons par exemple de tracer
l’évolution de la contrainte incidente axiale calculée à partir de l’équation (2.65) et de sa forme
écrite à l’aide des séries de Bessel Fourier :

�
(i)
1xx(x; !) = �maxE(!)

1X
n=0

�ni
nJn(�1(!)r) cos(n�) (2.105)

Nous utilisons dans cette étude un décalage temporel de 0.005 s, une fréquence centrale de 3000
Hz en Ricker et une amplitude maximale incidente �max = 100 Pa. Les intervalles retenus pour
la fréquence et le temps sont : [100; 8000] Hz et [0; 0:01] s (Figure 2.20). Nous proposons ensuite
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de tracer le signal de la contrainte axiale incidente aux points de coordonnées r = f2; 10g m et
� = �. Sur la Figure 2.22, nous comparons les résultats obtenus à partir des deux expressions.
Lorsque r = 2 m, les résultats concordent à partir de 21 modes et pour r = 10 m à partir de
81 modes. Les modes inférieurs à 21 et 81 font apparaître les phénomènes oscillatoires illustrés
sur la Figure 2.22. Par ailleurs, les résultats montrent également une augmentation du nombre
de modes nécessaire lorsque le rayon est croissant.
D’autre part, lorsqu’on focalise l’analyse sur r = 2m, une étude réalisée sur plusieurs fréquences
harmoniques a permis de montrer une convergence assez rapide dans les basses fréquences,
contrairement aux hautes fréquences. Par exemple à 400 Hz, 3 modes suffisent pour converger
alors qu’à 3900 Hz et 8000 Hz, nous devons respectivement utiliser 11 et 21 modes. L’étude
a ainsi permis de mettre en évidence une augmentation nécessaire du nombre de modes en
fonction de la fréquence. Ainsi le choix d’un nombre de modes fixe pour toutes les fréquences
comprises entre [100; 8000] Hz n’est pas ergonomique, en terme de temps de calcul notamment.
D’autre part, certains problèmes numériques à basse fréquence, que nous abordons dans la
prochaine section, sont également problématiques. Ceci nous a donc amené à rechercher une
relation permettant de lier en une seule expression le nombre de modes, la fréquence et le rayon.
Dans la littérature, Wirgin, 2016, Mesgouez, 2018 ont proposé une formule semi-empirique
reliant ces trois quantités s’écrivant comme suit :

NM = c�1(!)r + 3 (2.106)

où c est une constante, généralement égale à 2 ou 3, r est le rayon du point d’observation et
�1(!) est le nombre d’onde dans le milieu incident. �1(!) est utilisé dans la relation (2.106) en
raison du choix de l’onde incidente (onde longitudinale dans le milieu 1). La relation précédente
est très importante car elle donne, pour une position r et une fréquence f , le nombre de
modes nécessaire permettant d’assurer la convergence des séries de Bessel-Fourier. Le critère
de convergence (2.58) précédemment établi rendait les simulations trop coûteuses en temps
de calcul lorsque plusieurs fréquences étaient étudiées. L’utilisation de la relation (2.106) en
régime transitoire a permis d’éviter les tests de convergence à répétition pour chaque mode et
fréquence et a donc permis de réduire considérablement le temps de calcul.

Figure 2.22 – Comparaison du signal de Ricker calculé à la fréquence centrale � = 3000 Hz
à partir de son expression exponentielle et de la partie tronquée à n modes de la série de
Bessel-Fourier associée, pour � = � et pour les rayons respectifs r = 10 m (gauche) et r = 2 m
(droite).
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Difficulté numérique à basse fréquence

La matrice globale [K] est essentiellement composée de fonctions de Hankel du premier et
du deuxième ordre calculées pour différents modes n, ainsi que pour différents rayons et pour
différents nombres d’ondes. Nous proposons ici d’illustrer l’évolution en échelle logarithmique
par exemple de la fonction de Hankel du premier ordre associée au nombre d’onde longitudinale
dans le milieu incident H(1)

n (�1(!)r) en fonction de la fréquence et pour différents modes n (en
fixant le rayon à r = 2 m). Cette évolution est proposée sur la Figure 2.23. Une fréquence
centrale de Ricker � = 3000 Hz est considérée, de ce fait, la courbe est tracée sur l’intervalle
de fréquence variant de 10 à 8000 Hz. Nous visualisons le comportement asymptotique des
fonctions de Hankel à basse fréquence. Nous remarquons de plus qu’une croissance du nombre
de modes entraîne une augmentation en amplitude des fonctions de Hankel dans l’intervalle
de fréquences choisi. La valeur numérique d’une fonction de Hankel sans échelle logarithmique
pour le mode numéro 45 à basse fréquence est de l’ordre de 10165. Sachant que le nombre de
modes NM nécessaire pour reproduire correctement le signal incident dépend de la position et
de la fréquence, il est possible d’avoir, pour certains couples rayon-fréquence, des valeurs très
élevées pour les modes élevés. La matrice globale [K] est composée d’éléments dont les valeurs
peuvent être très importantes, ce qui conduit à une matrice potentiellement mal conditionnée.
Par ailleurs, la présence des coefficients de raideurs Kkr et Kk� amplifient ces valeurs dans le
cas d’un contact imparfait. Ces différents aspects combinés entraînent une difficulté dans l’in-
version numérique de la matrice globale.
Pour diminuer l’amplitude des fonctions de Hankel, nous avons proposé de démarrer à partir
d’une fréquence minimale de 200 Hz plutôt que de partir d’une fréquence initiale quasi nulle
(10 Hz). Ce choix n’affecte pas de manière significative le contenu fréquentiel des champs méca-
niques et permet de diminuer l’ordre de grandeur des fonctions de Hankel dans [K], en passant
notamment de 10167 à 1077.
Il est également important de mentionner que l’utilisation des solveurs directs Matlab (linsolve,
mldivide, inv) pour la résolution de l’équation (2.56) peut parfois entraîner des problèmes de
sauts numériques dans le spectre des contraintes et déplacements. Lorsque ces discontinuités
numériques sont présentes, il est impossible d’obtenir les signaux des champs mécaniques par
l’équation (2.103). Ces problèmes numériques ont amené à utiliser directement des solveurs ité-
ratifs avec des pré-conditionneurs bien adaptés. Ainsi, différents solveurs ont été testés parmi
lesquels nous pouvons citer : PCG (Preconditioned conjugate gradients method), LSQR (least-
squares method), GMR (generalized minimum residual method) et BICGSTABL (stabilized
biconjugate gradients method). Il est important de souligner que les algorithmes de résolution
numérique des solveurs sont tous différents. Parmi les solveurs testés, les résultats ont montré
que l’utilisation de l’algorithme du BICGSTABL, numériquement plus précis et stable pour
nos configurations d’étude, a permis de fournir des résultats ayant une réelle signification phy-
sique. Pour illustrer ce point, la Figure 2.24 propose le contenu fréquentiel ainsi que le signal
de la contrainte orthoradiale obtenus avec différents solveurs, pour un problème multicouches
composé d’une cavité circulaire double incluant quatre couches dures pour l’EDZ (point d’ob-
servation r = 3:4 m et � = �). Nous pouvons d’une part clairement identifier que les réponses
fréquentielles sont nettement différentes. D’autre part, une analyse fine des signaux permet
de montrer que le résultat obtenu avec le solveur BICGSTABL tient un bon accord avec la
théorie. Les autres résultats obtenus avec PCG, LSQR GMR et LSQR mettent en évidence des
oscillations numériques, notamment due à la divergence des solutions.
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Figure 2.23 – Évolution en échelle logarithmique de H(1)
n (�1(!) � 2) en fonction du nombre de

modes et de la fréquence

Figure 2.24 – Spectre et signal de la contrainte orthoradiale calculés à partir de plusieurs
solveurs
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2.5.5 Résultats pour une source en onde plane

Pour identifier et quantifier les ondes P et SV, nous commençons d’abord par analyser les
résultats de la contrainte orthoradiale et du déplacement radial dans le cas d’une cavité simple.
Puis nous illustrons les réflexions qui apparaissent dans le cas d’un tunnel double avec un
revêtement en béton. Nous mettons pour finir en évidence l’influence du contact imparfait et
de la présence de la zone endommagée sur les champs mécaniques étudiés.

Cavité simple

Nous considérons un signal de Ricker centré sur 0:005 s en supposant une origine temporelle
située au centre de la cavité. Comme l’onde incidente arrive de la gauche, son signal incident
sur les points d’observation choisis r = f5; 10; 15g m et � = f2�=3; �g doit être observé sur
des temps inférieurs à 5 ms. Cette tendance est bien visible sur les résultats de la contrainte
orthoradiale et du déplacement radial (Figures 2.26). Nous pouvons également remarquer sur
les figures que la notion d’onde plane est bien respectée avant réflexion.

La réflexion donne une onde P et une onde SV dont les amplitudes diminuent progres-
sivement lorsque le rayon augmente. Ces ondes P et SV peuvent être clairement reconnues à
travers leur temps de parcours. Comme la cavité simple a un rayon de r = 2 m, pour � = �,
les trois points choisis se trouvent respectivement à des distances de 3, 8 et 13 mètres de
l’interface. Ces valeurs peuvent être trouvées numériquement à l’aide des temps d’aller et de
retour des ondes. L’expression du temps de retour de l’onde P après impact sur la cavité
s’écrit :

Tpr = Tpa +
davant
Cp1

+
dapres
Cp1

(2.107)

où davant et dapres représentent les distances parcourues avant et après réflexions. Tpa et Tpr
représentent respectivement les temps aller et retour de l’onde P (avant et après réflexion).

Figure 2.25 – Schéma de synthèse pour l’explication des distances parcourues par l’onde inci-
dente à r = 15 et � = 2�=3
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Par exemple, lorsqu’on considère le signal de la contrainte orthoradiale à r = 15 m et � =

� (courbe bleue) de la Figure 2.26(a) (gauche), la distance théorique totale parcourue par
l’onde vaut 26 m puisque (davant = dapres = 13 m). Connaissant la vitesse de l’onde P dans le
milieu incident, Cp1 = 5400 m/s, les temps Tpr = 7:03 ms et Tpa = 2:22 ms, nous obtenons
numériquement à travers l’équation (2.107), une valeur d = 12:98 m. Ce résultat permet de
confirmer que le signal observé à Tpr = 7:03 ms est bien celui de l’onde P réfléchie. Sa forme
temporelle est inversée à cause de la différence d’impédance entre le massif karstique et le vide.
L’impédance acoustique est définie comme le produit de la densité par la vitesse du milieu et
lorsqu’elle diminue d’un milieu 1 vers un milieu 2, nous obtenons un coefficient de réflexion
négatif responsable de l’inversion du signal. Comme l’onde SV est créée à l’issue de la réflexion
de l’onde P sur la cavité, son temps de retour numérique obtenu sur la Figure 2.26(a) (gauche)
peut être déduit théoriquement à travers l’expression :

Tsr = Tpa +
davant
Cp1

+
dapres
Cs1

(2.108)

Comme Cs1 est égale à 3300 m/s, nous obtenons après calcul que Tsr = 8:57 s, résultat
en cohérence avec celui obtenu numériquement sur la Figure 2.26(a). Ceci nous permet de
mentionner que le signal d’amplitude relativement faible par rapport à l’onde P est bien celui
de l’onde SV. Les mêmes analyses peuvent être effectuées pour les points r = f5; 10g m et � = �

(courbe rouge et noire), plus particulièrement sur les courbes noires en contrainte orthoradiale.
Dans le cas spécifique où r = 5 m, le point devient trop proche de l’interface, les signaux
de l’onde P et de l’onde SV se mélangent. Nous proposons de synthétiser dans le tableau
2.5, les différentes valeurs théoriques et numériques ainsi que les temps aller et retour des ondes.

Dans le cas où � = 2�=3, lorsqu’on projette les points r = f5; 10; 15g m sur l’axe ho-
rizontal (cf Figure 2.25), nous pouvons identifier sur la Figure 2.25, une diminution des
distances avant réflexion (davant) par rapport au cas précèdent à � = �. Cette diminution
entraîne forcément une réduction des distances et un rétrécissement de l’intervalle de temps
des signaux de l’onde incidente en contrainte et déplacement, comme présenté sur la Figure
2.26 avant réflexion.
L’amplitude du déplacement radial à � = 2�=3 correspond à la moitié du déplacement radial à
� = �. En effet, le déplacement radial à � = � correspond directement à la composante selon x
du vecteur déplacement, alors que pour � = 2�=3, une projection est nécessaire avec le facteur
cos(�=3) = 1=2.
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Rayon et angle Théorique Numérique Numérique Numérique
r, � davant, dapres (m) davant, dapres (m) Tpa, Tpr (ms) Tsr(ms)
15, � 13:00, 13:00 12:98, 12:98 2:22, 7:03 8:56
10, � 8:00, 8:00 7:98, 7:98 3:15, 6:11 7:05
5, � 3:00, 3:00 2:98, 2:98 4:07, 5:18 5:53

15, 2�=3 5:80, 13:30 5:80, 13:30 3:61, 7:11 8:71
10, 2�=3 3:30, 8:50 3:31, 8:57 4:07, 6:24 7:25
5, 2�=3 0:70, 3:40 0:73, 3:35 4:54, 5:29 5:69

Table 2.5 – Valeurs théoriques et numériques des temps d’aller et retour des ondes P et S. Cas
d’une onde plane incidente

(a) � = �

(b) � = 2�=3

Figure 2.26 – Contrainte orthoradiale et déplacement radial à r = f5; 10; 15g m
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Cavité double

La Figure 2.27 correspond à l’évolution temporelle de la contrainte orthoradiale pour le
point particulier r = 10 m et � = � pour la configuration cavité avec paroi bétonnée dans le cas
d’un contact parfait. Dans cette configuration, quatre vitesses d’ondes (deux primaires et deux
secondaires) sont présentes dans le domaine d’étude. On peut procéder comme précédemment
à un calcul des temps d’arrivée suivants :

? le signal étant toujours centré à t = 5 ms, le temps d’arrivée de l’onde P pour le point
r = 10 m et � = � est de 3.15 ms.

? suite à la réflexion sur la paroi bétonnée, l’onde P réfléchie arrive à t = 5:96 ms.
? la transmission-réflexion-transmission en onde P donne un temps d’arrivée de t = 6:12

ms.
? quant aux conversions d’ondes en SV, la première arrivée de l’onde SV correspond à
t = 6:86 ms.

? les conversion-réflexion-conversion conduisent à une fourchette temporelle entre 7 et 7.6
ms, donnant lieu à un signal plus étalé mélangeant les différentes contributions.

Les ordres de grandeurs obtenus sur les figures sont en cohérence avec les calculs théoriques
précédents.
Les Figures 2.28 présentent les contraintes orthoradiales et les déplacements radiaux dans les
deux cas de contacts parfait et imparfait, pour les trois angles � = f�; 5�=6; 2�=3g pour
la configuration cavité avec paroi bétonnée. Dans le cas d’un contact imparfait, la détection
précise des ondes P et S réfléchies devient plus difficile à cause des réflexions multiples des
ondes piégées dans les zones à interfaces imparfaites. La présence d’un contact imparfait modi-
fie considérablement la forme du signal dès lors qu’une première réflexion a eu lieu. La Figure
2.28 a) permet une comparaison directe entre les contacts parfait et imparfait : effectivement,
le contraste entre le massif karstique et le béton entraîne une réflexion assez faible de l’onde
P à l’interface karst-béton pour un contact parfait, et de fait le signal bleu visible sur la fi-
gure correspond au retour de l’onde P suite à sa réflexion sur la surface libre du tunnel, alors
que le signal rouge qui arrive légèrement en avance est dû à la réflexion de l’onde P à l’inter-
face imparfaite qui génère une transmission dégradée à l’interface karst-béton. Les diminutions
d’amplitude dues à la présence du contact imparfait sont clairement visibles sur les figures du
déplacement radial suivant les points d’observation choisis et l’atténuation des ondes s’effectue
plus lentement par rapport au contact parfait. En particulier, les réflexions multiples modifient
la réponse en chaque point étudié par rapport au cas de contact parfait.

Figure 2.27 – Contrainte orthoradiale pour un contact parfait à r = 10 m et � = �
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(a) � = �

(b) � = 5�=6

(c) � = 2�=3

Figure 2.28 – Contrainte orthoradiale et déplacement radial dans les cas d’un contact parfait
et imparfait à r = 10 m
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Cavité double et présence de la zone endommagée

Dans cette section, nous rajoutons soit deux couches dures d’épaisseur 0.5 m, soit quatre
couches dures d’épaisseur 0.25 m, dans la configuration cavité circulaire double pour modéliser
de manière plus raffinée la zone endommagée. Les décalages apparaissant sur les Figures 2.29
proviennent de la différence de contraste entre les différentes configurations avec ou sans EDZ :
les réflexions ont alors lieu au niveau soit de la première interface karst-EDZ soit au niveau de
la surface libre, soit plus progressivement entre ces deux extrêmes. L’identification précise des
différentes conversions dans les signaux dues aux différents milieux devient naturellement plus
difficile lorsque le nombre de couches décrivant l’EDZ augmente.

(a) � = �

(b) � = 5�=6

(c) � = 2�=3

Figure 2.29 – Contrainte orthoradiale et déplacement radial en absence et présence d’EDZ à
r = 10 m
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2.5.6 Résultats pour une ligne source

Nous avons choisi comme illustration complémentaire des capacités de l’approche semi-
analytique multicouches circulaires un exemple de résultat obtenu avec la ligne source en guise
d’excitation du modèle. Nous proposons l’étude de la cavité simple au sein d’un massif kars-
tique soumise à une source positionnée à une distance de r0 = 9 m du centre de la galerie.
Nous considérons toujours le même décalage temporel en Ricker, en fixant cette fois l’origine
temporelle au niveau de la source.

Cavité simple

Contrairement à l’onde plane, l’onde cylindrique incidente est atténuée d’un facteur pro-
portionnel à la distance parcourue depuis la source. Cette tendance est observée à la fois sur
les signaux de la contrainte orthoradiale et du déplacement radial, cf Figure 2.30. Les mêmes
analyses que celles précédemment proposées dans la section 2.5.5 peuvent être utilisées pour
identifier les ondes P et SV. Comme la ligne source émet uniquement des ondes P, il possible de
calculer théoriquement les temps de passage des ondes aux points d’observation r = f7; 5; 3g
m et � = �. Par exemple le temps de première arrivée de l’onde P est donnée par la simple

relation Tpa =
d
0

Cp1
, où d0 représente la distance entre la ligne source et les points d’observation

choisis.
Les temps théoriques et numériques sont regroupés dans le tableau 2.6 et confirme une seconde
fois la pertinence de l’approche développée.

Figure 2.30 – Contrainte orthoradiale et du déplacement radial à r = f3; 5; 7g et � = �

Rayon et angle Théorique Numérique Numérique Numérique
r, � davant, dapres (m) davant, dapres (m) Tpa, Tpr (ms) Tsr (ms)
7, � 5:00, 5:00 5:03, 5:03 5:32, 7:19 7:86
5, � 3:00, 3:00 3:03, 3:03 5:70, 6:83 7:22
3, � 1:00, 1:00 1:00, 1:00 6:07, 6:44 6:56

Table 2.6 – Valeurs théoriques et numériques obtenus dans le cas d’une ligne source pour la
configuration simple de la cavité
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Influence de la viscoélasticité (amortissement hystérétique)

La méthode semi-analytique permet de prendre en compte l’aspect amorti d’un milieu en
introduisant une partie imaginaire dans les coefficients élastiques de Lamé (�, �) de la façon
suivante :

�
0

= �(1� i�a); �
0

= �(1� i�a); E
0

= E(1� i�a) (2.109)

où �a représente le facteur d’atténuation de l’amortissement hystérétique présenté dans le cha-
pitre bibliographique. Nous utilisons ici deux couches d’EDZ pour modéliser la zone endom-
magée autour du tunnel bétonné, avec les mêmes paramètres mécaniques et géométriques que
précédemment. Sur les Figures 2.31-2.32, nous pouvons clairement identifier les effets de dissi-
pation d’énergie dus à la viscosité des milieux. L’atténuation des champs mécaniques devient
relativement importante au fur et à mesure que le facteur d’amortissement hystérétique �a
augmente.

(a) � = �

(b) � = 2�=3

Figure 2.31 – Contrainte orthoradiale et du déplacement radial à r = 5 m. Comparaison des
résultats dans les cas élastique et viscoélastique �a = f2%; 5%; 10%g
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2.6. CONCLUSION

(a) � = �

(b) � = 2�=3

Figure 2.32 – Contrainte orthoradiale et du déplacement radial à r = 2 m. Comparaison des
résultats dans les cas élastique et viscoélastique �a = f2%; 5%; 10%g

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la démarche permettant d’étudier la réponse du massif
karstique, de la zone endommagée et du tunnel en régime transitoire. Nous avons commencé par
illustrer les problèmes numériques qui interviennent dans les simulations. Dans la configuration
cavité simple, les résultats obtenus en plusieurs points du domaine ont permis de valider les
temps de propagation des ondes obtenus à partir du code numérique. L’utilisation d’un contact
imparfait entre le massif karstique et le tunnel dans la configuration cavité circulaire double
a ensuite permis d’observer l’impact de la qualité des contacts aux interfaces sur les champs.
Enfin, nous avons également montré dans ce chapitre les capacités d’utiliser le code numérique
pour modéliser les milieux par une approche viscoélastique.
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Chapitre 3

Approche de la variable pour la résolution
d’un problème multicouche non circulaire

3.1 Introduction

Nous avons souhaité dans ce dernier chapitre poursuivre l’étude de la propagation d’ondes
mécaniques dans un environnement de tunnel de forme géométrique quelconque, afin de per-
mettre des simulations pour des configurations géométriques plus proches de la réalité du
terrain. Ce type de configurations ne peut se traiter par une simple extension de l’approche
en coordonnées cylindriques, mais nécessite des outils mathématiques plus sophistiqués. Ainsi,
nous proposons d’étudier la propagation d’ondes mécaniques dans la base complexe C en utili-
sant l’analyse fonctionnelle et complexe. Avec cette méthode, les équations classiques de l’élas-
todynamique sont réécrites en terme de variables indépendantes, le nombre complexe z et son
conjugué z. Cette démarche permet donc de modéliser des formes plus variées de géométries
à l’aide des transformations conformes et ainsi d’étudier l’impact de ces formes sur la carto-
graphie ondulatoire des réponses mécaniques. Les fonctions permettant de réaliser ces diverses
transformations sont appelées les fonctions de cartographie conforme ou "conformal mapping
functions". Ces fonctions ont un spectre d’applications plus large que la seule mécanique ondu-
latoire et sont plus spécifiquement utilisées en mécanique des fluides, génie civil ou en physique.

Figure 3.1 – Passage d’un tunnel circulaire à un tunnel quelconque

Dans le cas d’étude de structures de tunnels, nous utilisons des fonctions mathématiques
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3.2. POSITION DU PROBLÈME

permettant de transformer une forme circulaire en une forme quelconque, comme présenté sur
la Figure 3.1. Pour obtenir une forme conventionnelle de tunnel, nous partons de l’expression
d’un cercle dans le plan (� = � + i&) et à l’aide de l’application w, nous obtenons une autre
forme de géométrie de tunnel dans le plan (z = x+iy). w décrit la transformation géométrique.
Cette approche de la variable complexe a été introduite pour la première fois en mécanique
des milieux continus par Muskhelishvili et al., 1953. L’auteur a indiqué que deux potentiels
complexes pouvaient être utilisées en élasticité plane pour déterminer les solutions des champs
de contraintes et déplacements dans le plan complexe �. Certains auteurs ont appliqué
cette méthode pour étudier les contraintes et déplacements autour de géométries carrées,
circulaires, elliptiques et fer à cheval. Cependant, tous ces travaux se sont restreints aux cas
de géométries simples, à savoir sans revêtement (c’est-à-dire dans notre cas d’application
sans paroi béton), ou double, à savoir avec un revêtement en une seule couche, en raison des
complexités mathématique et numérique que fait intervenir l’approche. Le lecteur est renvoyé
ici au chapitre bibliographique pour de plus amples informations.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la mise en place d’une formulation gé-
néralisée permettant de traiter l’aspect éventuellement multicouches du milieu. Ce travail
s’inscrit en partie dans la continuité des développements de D. Liu et al., 1982, qui ont étudié
la réponse dynamique d’une cavité simple de forme circulaire et elliptique en exprimant les
potentiels complexes à l’aide des fonctions de Hankel. Dans un premier temps, nous présentons
le formalisme permettant d’écrire les équations de l’élasticité linéaire en termes de potentiels
de Helmholtz dans la base complexe C. Grâce à la méthode de séparation de variables, les
solutions d’ondes obtenues dans C sont exprimées à l’aide des fonctions de Hankel. Nous
étudions alors en régime harmonique, la réponse dynamique d’une cavité circulaire à l’aide
de la nouvelle approche proposée. Les résultats obtenus dans C sont alors comparés à ceux
obtenus dans R, en coordonnées polaires (r, �), à partir de l’approche d’expansion en séries de
Bessel-Fourier (chapitre précédent). Il s’agit dans un premier temps de valider l’approche. Par
la suite, nous étudions les réponses dynamiques autour d’un tunnel de forme elliptique et d’un
tunnel de forme fer à cheval. Nous terminons cette étude par une extension aux configurations
multicouches.

3.2 Position du problème

Nous considérons un long tunnel de dimension infinie suivant la direction z au cœur d’un
massif karstique comme présenté sur la Figure 3.1. L’environnement hétérogène autour du
tunnel est décrit par une approche multicouches. Nous supposons que le massif karstique,
la zone endommagée et le tunnel sont élastiques, homogènes et isotropes par morceaux. Les
notations k et 
k sont respectivement choisies pour représenter les différents milieux dans le
cas de géométries circulaires ou réelles, Figure 3.1. Comme dans le chapitre précédent, il s’agira
du massif karstique lorsque (k = 1), de la zone endommagée (constituée de NL�2 couches) pour
(k = 2; 3; ::::; NL�1) et du tunnel lorsque (k = NL). Les interfaces de la géométrie circulaire sont
repérées par �k et celles de la géométrie réelle par Lk. Pour finir, nous considérons également
qu’une onde plane longitudinale se propage dans le plan de la section transversale du tunnel
permettant une étude bidimensionnelle.
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3.3. CONCEPT DU CONFORMAL MAPPING

3.3 Concept du conformal mapping

Les fonctions de cartographie sont des fonctions complexes ayant pour argument une va-
riable complexe. D’une manière générale, ces fonctions permettent de transformer l’intérieur
ou l’extérieur d’une région donnée dans le plan z en une autre région dans le plan � issue
d’une transformation géométrique w. Cette transformation s’effectue de manière conforme et
les angles locaux sont préservés pendant le processus de changement de géométrie.
Dans ce travail, nous nous intéressons uniquement aux fonctions permettant de transformer un
domaine réel en un domaine circulaire, comme illustré sur la Figure 3.1. En effet, comme l’ap-
proche circulaire a été abordée dans le chapitre précédent, ce choix nous permettra d’obtenir
les contraintes et déplacements propres aux géométries réelles directement à partir des résultats
circulaires. Nous considérons que la géométrie réelle dans le plan z est décrite par la variable
w(�) :

w(�) = x+ iy = � ei� (3.1)

La géométrie circulaire est définie dans le plan � par la relation :

� = j�jei� avec � 2 [0; 2�] (3.2)

où j�j désigne le module de �.
La prise en compte de l’aspect multicouches est considérée avec une seule fonction w(�) qui
transforme les contours Lk dans le plan z en interfaces �k dans le plan �. Les contours qui
s’éloignent du centre tendent alors progressivement vers des cercles. Les travaux Kargar et
al., 2014, G. Zhao et al., 2015 et Hei et al., 2016 ont permis de montrer que la fonction w(�)
pouvait s’écrire d’une manière générale sous la forme suivante :

w(�) = G
�
� +

4X
p=1

cp�
�p
�

avec � = j�j ei� (3.3)

où G est un paramètre réel contrôlant l’échelle de w(�) et les coefficients cp définissent la forme
de la géométrie dans le plan z. Les contours Lk, avec k = f1; 2; : : : NLg sont décrits par w(�k)
où �k correspond à un point du cercle de rayon rk lié à la position de l’interface. Pour obtenir
une valeur unique de w(�k) pour chaque transformation et éviter toute auto-intersection aux
différentes interfaces, les coefficients cp doivent satisfaire la condition suivante 0 � cp � 1=p.
Le choix de cp = 0 donne un cercle et le choix de la valeur limite cp = 1=p donne un pore avec
(p+ 1) cuspides pointues, Muskhelishvili et al., 1953 et G. Liu et al., 2012.

3.4 Équation du mouvement des ondes dans C

Les équations de départ à partir desquelles l’approche en conformal mapping va être dé-
veloppée sont les équations d’ondes en potentiels de Helmholtz présentées précédemment et
rappelées ici :

r2�� 1

C2
p

@2�

@t2
= 0 (3.4)

r2 � 1

C2
s

@2 

@t2
= 0 (3.5)
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3.5. SOLUTIONS D’ONDES DANS C

Soit le nombre complexe z et son conjugué z, nous disposons alors des relations suivantes :

z = x+ iy; z = x� iy; x =
1

2

�
z + z

�
; y =

1

2i

�
z � z

�
(3.6)

Les dérivées partielles suivantes
@

@z
et

@

@z
s’expriment alors :

@

@z
=

1

2

�
@

@x
� i @

@y

�
;

@

@z
=

1

2

�
@

@x
+ i

@

@y

�
(3.7)

Des équations (3.7), on extrait :

@

@x
=
�
@

@z
+

@

@z

�
;

@

@y
= i

�
@

@z
� @

@z

�
(3.8)

En utilisant ces mêmes équations (3.7), nous calculons également la dérivée
@

@z

@

@z
:

@2

@z@z
=

1

4

�
@

@x
� i @

@y

��
@

@x
+ i

@

@y

�
=

1

4

�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
(3.9)

En introduisant (3.9) dans (3.4) et (3.5), nous obtenons les équations du comportement des
ondes dans le domaine complexe C en fonction de z et z qui s’écrivent alors :

4
@2�

@z@z
� 1

C2
p

@2�

@t2
= 0 (3.10)

4
@2 

@z@z
� 1

C2
s

@2 

@t2
= 0 (3.11)

La forme des équations d’ondes ci-dessus est différente de celle rencontrées dans la littérature
que ce soit en coordonnées cartésiennes, cylindriques ou sphériques. Il faut alors adopter une
autre méthode de résolution. La section suivante décrit la méthode permettant d’obtenir les
solutions en potentiels � et  .

3.5 Solutions d’ondes dans C

Nous considérons d’abord le cas du régime harmonique en supposant que les potentiels
scalaire � et vecteur  solutions de l’équation (3.10) et (3.11) s’écrivent comme suit :

� = �(z; z; t) = �(z; z)e�i!t;  =  (z; z; t) =  (z; z)e�i!t (3.12)

En introduisant la relation (3.12) dans (3.10) et (3.11), nous obtenons :

@2�(z; z)

@z@z
=
�
i�

2

�2

�(z; z) (3.13)

@2 (z; z)

@z@z
=
�
i�

2

�2

 (z; z) (3.14)
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3.5. SOLUTIONS D’ONDES DANS C

où � et � représentent les nombres d’onde de P et SV.
Nous considérons une fonction de cartographie w(�) permettant de transformer le domaine
intérieur ou extérieur délimité par une courbe fermée dans le plan z en un domaine délimité par
un cercle de rayon unité dans le plan � (Figure 3.1). Le processus de transformation géométrique
est garanti lorsque w(�) est holomorphe et que sa dérivée ne s’annule pas dans le domaine
considéré du plan complexe �.
Pour la suite, nous proposons de remplacer z et z en fonction de w(�) et w(�) par :

z = w(�); z = w(�) (3.15)

Les dérivées de z par rapport à � et de z par rapport à � permettent d’obtenir :

@z = w
0

(�)@� @z = w0(�)@� (3.16)

En remplaçant l’équation (3.16) dans (3.13) et (3.14), nous obtenons :

@2�(�; �)

@�@�
=
�
i�

2

�2

w
0

(�)w0(�)�(�; �) (3.17)

@2 (�; �)

@�@�
=
�
i�

2

�2

w
0

(�)w0(�) (�; �)) (3.18)

Pour résoudre les équations (3.17) et (3.18), nous utilisons la méthode de séparation des va-
riables en posant :

�(�; �) = �1(�)�2(�);  (�; �) =  1(�) 2(�) (3.19)

où �1 et  1 dépendent uniquement � et �2,  2 uniquement de �.

Dans la mesure où (3.17) et (3.18) sont de la même forme, nous détaillons seulement les
étapes de la résolution relative à l’équation en �, et la résolution de l’équation en  se fera de
manière identique.
En remplaçant (3.19) dans (3.17), il vient :

@2�1(�)�2(�)

@�@�
=
�
i�

2

�2

w
0

(�)w0(�)�1(�)�2(�) () �
0

1(�)�
0

2(�) =
�
i�

2

�2

w
0

(�)w0(�)�1(�)�2(�)

(3.20)

En rassemblant d’un coté les termes en � et de l’autre les termes en �, nous obtenons :

�
0

1(�)

w0(�)�1(�)
=
�
i�

2

�2w0(�)�2(�)

�
0

2(�)
()

�
2

i�

�
�
0

1(�)

w0(�)�1(�)
=
�
i�

2

�
w0(�)�2(�)

�
0

2(�)
(3.21)

À partir de cette égalité entre deux fonctions à variables indépendantes � et �, il est déduit que
ces deux fonctions sont constantes (on notera C cette constante) et il vient :

�
2

i�

�
�
0

1(�)

w0(�)�1(�)
= C;

�
i�

2

�
w0(�)�2(�)

�
0

2(�)
= C (3.22)

La résolution de chacune de ces équations différentielles mène respectivement à :

�
0

1(�)

�1(�)
= C

�
i�

2

�
w

0

(�) ;
�
0

2(�)

�2(�)
=
�
i�

2C

�
w0(�) (3.23)
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Z d�1(�)

�1(�)
=
Z
C
�
i�

2

�
dw(�);

Z d�2(�)

�2(�)
=
Z �

i�

2C

�
dw(�) (3.24)

soit :
�1(�) = c1(C)e

i�
2
Cw(�); �2(�) = c2(C)e

i �
2C

w(�) (3.25)

avec c1(C), c2(C) constantes d’intégration.

Comme �(�; �) est issue de la séparation des variables en �1(�) et �2(�) (relation 3.19), la
solution générale peut être obtenue à partir de tout chemin d’intégration W dans le plan de la
constante pour lequel l’intégrale converge.

�(�; �) =
Z
W
c1(C)c2(C)e

i�
2
(Cw(�)+

w(�)
C

)dC (3.26)

Pour résoudre l’équation précédente, il est nécessaire d’effectuer le changement de variable
suivant :

C = e�ip; w(�) = jwjei� (3.27)

où jwj et � représentent le module et la phase de w et p est une variable complexe.
Lorsqu’on remplace (3.27) dans (3.26), D. Liu et al., 1982 a démontré à travers l’expansion en
série la relation suivante :

�(�; �) =
1X

n=�1

Ane
in�

Z
W
eing�i�jwjsingdg =

1X
n=�1

Ane
in�Kn(�jw(�)j) (3.28)

avec An la constante d’expansion de la série, g = p��� �

2
et Kn(�jw(�)j) =

R
W eing�i�jwjsingdg

une fonction cylindrique dont l’argument est �jw(�)j.
Les auteurs ont également montré qu’il existe trois chemins d’intégration W0, W1 et W2 dans le
plan z qui permettent d’obtenir la convergence de l’équation (3.28). La fonction Kn(�jw(�)j)
dépend des chemins et de la fonction de cartographie w(�).
Par exemple, dans le cas d’une géométrie circulaire, l’argument jw(�)j est constant et correspond
au rayon, les fonctionsKn(�jw(�)j) correspondent alors aux fonctions de Bessel ou Hankel. Dans
le cas d’une géométrie elliptique, jw(�)j n’est plus constant et les Kn(�jw(�)j) correspondent
aux fonctions de Mathieu, Abramowitz et al., 1988. Comme nous avons choisi dans ce travail
une fonction w(�) transformant un domaine réel en un domaine circulaire, nous proposons alors
d’écrire les solutions de Kn(�jw(�)j) à l’aide des fonctions de Bessel ou Hankel.
Sur une limite circulaire, l’intégration sur W0 donne : Kn(�jw(�)j) = 2�Jn(�jw(�)j), sur W1 on
trouve : Kn(�jw(�)j) = �H(1)

n (�jw(�)j) et sur W2 on obtient : Kn(�jw(�)j) = �H(2)
n (�jw(�)j).

Nous choisissons d’utiliser les fonctions de Hankel car elles permettent d’écrire plus facilement
le mouvement des ondes réfléchies ou transmises au passage d’une interface. Les solutions
générales de �(�; �) et  (�; �) s’écrivent respectivement sous la forme :

�(�; �) =
1X

n=�1

AnHn(�jw(�)j)
�
w(�)

jw(�)j
�n

(3.29)

 (�; �) =
1X

n=�1

BnHn(�jw(�)j)
�
w(�)

jw(�)j
�n

(3.30)

où An et Bn sont des constantes d’expansion, Hn est une fonction de Hankel, qui devient
H(1)

n lorsque l’onde se propage dans la direction des rayons croissants et H(2)
n lorsque l’onde se
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3.6. COMPOSANTES CARTÉSIENNES DU VECTEUR DES DÉPLACEMENTS ET DU
TENSEUR DES CONTRAINTES EN FONCTION DE LA VARIABLE COMPLEXE

propage dans la direction des rayons décroissants.

Cette approche permet d’étudier plusieurs configurations (circulaires, elliptique et fer à
cheval) sans adopter une nouvelle formulation globale pour chaque cas. De ce fait, les fonctions
de Mathieu, utilisées pour des géométries elliptiques, ou d’autres types de fonctions associées
à des géométries spécifiques ne seront pas traitées ici.

3.6 Composantes cartésiennes du vecteur des déplacements
et du tenseur des contraintes en fonction de la variable
complexe

3.6.1 Vecteur des déplacements

En utilisant les expressions des composantes du vecteur des déplacements en fonction des

potentiels de Helmholtz ux =
@�

@x
+
@ 

@y
et uy =

@�

@y
� @ 

@x
, et en se ramenant à la variable

complexe z et son conjugué z, il vient :

ux =
�
@

@z
+

@

@z

�
�+ i

�
@

@z
� @

@z

�
 ; uy = i

�
@

@z
� @

@z

�
��

�
@

@z
+

@

@z

�
 (3.31)

Pour réduire le calcul formel et faciliter l’écriture des expressions au niveau des conditions aux
limites, nous choisissons de réécrire les composantes du champ de déplacement sous la forme
du système suivant : 8>>>>><

>>>>>:

ux + iuy = 2
@

@z

�
�� i 

�

ux � iuy = 2
@

@z

�
�+ i 

� (3.32)

3.6.2 Tenseur des contraintes

En utilisant les expressions du tenseur des déformations linéarisé en fonction des compo-
santes des déplacements puis des potentiels de Helmholtz en termes des variables complexes,
les composantes cartésiennes exx, eyy et exy s’écrivent :

exx =
�
@2

@z2
+ 2

@2

@z@z
+

@2

@z2

�
�+ i

�
@2

@z2
� @2

@z2

�
 (3.33)

eyy = �
�
@2

@z2
� 2

@2

@z@z
+

@2

@z2

�
�� i

�
@2

@z2
� @2

@z2

�
 (3.34)

exy = i
�
@2

@z2
� @2

@z2

�
��

�
@2

@z2
+

@2

@z2

�
 (3.35)

En utilisant la loi de Hooke pour un matériau homogène élastique isotrope, les composantes du
tenseur des contraintes �xx, �yy et �xy en coordonnées cartésiennes s’écrivent respectivement :
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3.7. COMPOSANTES POLAIRES DU VECTEUR DES DÉPLACEMENTS ET DU
TENSEUR DES CONTRAINTES DANS C

�xx = 4�
@2�

@z@z
+ 2�

8<
:
�
@2

@z2
+ 2

@2

@z@z
+

@2

@z2

�
�+ i

�
@2

@z2
� @2

@z2

�
 

9=
; (3.36)

�yy = 4�
@2�

@z@z
+ 2�

8<
:�

�
@2

@z2
� 2

@2

@z@z
+

@2

@z2

�
�� i

�
@2

@z2
� @2

@z2
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9=
; (3.37)

�xy = 2�

8<
:i
�
@2

@z2
� @2

@z2

�
��

�
@2

@z2
+

@2

@z2

�
 

9=
; (3.38)

Comme pour le champ de déplacement, nous proposons d’écrire également les composantes du
tenseur des contraintes sous la forme du système suivant :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

�xx + �yy = 2(�+ �)
�
4
@2

@z@z
�
�

�yy � �xx + 2i�xy = �8� @
2

@z2

�
�+ i 

�

�yy � �xx � 2i�xy = �8� @
2

@z2

�
�� i 

�
(3.39)

Nous remplaçons le terme
�
4
@2

@z@z
�
�
= ��2� (équation (3.13)), et déduisons alors :

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

�xx + �yy = �2�2(�+ �)�

�yy � �xx + 2i�xy = �8� @
2

@z2

�
�+ i 

�

�yy � �xx � 2i�xy = �8�k @
2

@z2

�
�� i 

�
(3.40)

3.7 Composantes polaires du vecteur des déplacements et
du tenseur des contraintes dans C

Nous avons précédemment mentionné nous limiter aux fonctions de cartographie w(�) per-
mettant de transformer un domaine réel en un domaine circulaire. Cette hypothèse nous a
permis d’exprimer les solutions de l’équation d’ondes en coordonnées polaires en utilisant les
fonctions de Hankel. Dans cette section, nous allons présenter la démarche permettant d’obtenir
les composantes polaires du tenseur des contraintes et du vecteur des déplacements.

3.7.1 Vecteur des déplacements

Les variables polaires seront dans le cas présent notées r pour la position radiale et � pour
l’angle entre les vecteurs unitaires �!ex et �!er . Le vecteur déplacement en coordonnées polaires
s’écrit :

�!u = ur
�!er + u�

�!e� (3.41)

où ur et u� représentent respectivement les déplacements radial et orthoradial.
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En utilisant les relations de changement de repère, on peut écrire :
(
ur + iu� = (ux + iuy)e

�i�

ur � iu� = (ux � iuy)ei� (3.42)

puis en introduisant les potentiels de Helmholtz à partir des relations (3.32) dans (3.42), nous
obtenons finalement le système suivant, fonction de z et z :

8>>>>><
>>>>>:

ur � iu� = 2
@

@z

�
�+ i 

�
ei�

ur + iu� = 2
@

@z

�
�� i 

�
e�i�

(3.43)

Il est possible d’exprimer les termes ei� et e�i� en fonction des paramètres �, w(�), ei�, �, w(�)
et e�i� de façon à exprimer les relations précédentes en fonction de � et �, (Muskhelishvili
et al., 1953, pages 191-193) :

ei� = ei�
w

0
(�)

jw0(�)j ; e�i� = e�i�
w0(�)

jw0(�)j (3.44)

Or, nous avons vu précédemment que :

� = j�jei� ! ei� =
�

j�j ; � = j�je�i� ! e�i� =
�

j�j (3.45)

En remplaçant l’équation (3.45) dans (3.44), on obtient :

ei� =
�

j�j
w

0
(�)

jw0(�)j ; e�i� =
�

j�j
w0(�)

jw0(�)j (3.46)

A partir de l’équation (3.16), nous pouvons écrire les relations suivantes :

@

@z
=

1

w0(�)

@

@�
;

@

@z
=

1

w0(�)

@

@�
(3.47)

Lorsqu’on remplace (3.46) et (3.47) dans (3.43), nous trouvons finalement le système fonction
de � et � 8>>>>>><

>>>>>>:

ur � iu� = 2
�

j�j
1

jw0(�)j
@

@�

�
�+ i 

�

ur + iu� = 2
�

j�j
1

jw0(�)j
@

@�

�
�� i 

� (3.48)

Il est également possible de déduire, à partir de (3.48), les expressions algébriques des déplace-
ments radiaux et orthoradiaux :

ur =
�

j�j
1

jw0(�)j
@

@�

�
�+ i 

�
+

�

j�j
1

jw0(�)j
@

@�

�
�� i 

�
(3.49)

u� =
�

j�j
i

jw0(�)j
@

@�

�
�+ i 

�
� �

j�j
i

jw0(�)j
@

@�

�
�� i 

�
(3.50)
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3.7.2 Tenseur des contraintes

Les travaux de Muskhelishvili et al., 1953 (pages 24-25) ont permis de montrer le pas-
sage des contraintes cartésiennes aux contraintes polaires. Les composantes du tenseur des
contraintes en coordonnées polaires s’écrivent en fonction des coordonnées cartésiennes comme :

8>>>><
>>>>:

�rr + ��� = �xx + �yy

��� � �rr + 2i�r� =
�
�yy � �xx + 2i�xy

�
e2i�

��� � �rr � 2i�r� =
�
�yy � �kxx � 2i�xy

�
e�2i�

(3.51)

Les conditions aux limites font intervenir uniquement les contraintes radiales (�rr) et tangen-
tielles (�r� ), de ce fait nous réécrivons le système linéaire (3.51) indépendamment des contraintes
orthoradiale (��� ).

8>><
>>:

2
�
�rr � i�r�

�
= �xx + �yy �

�
�yy � �xx + 2i�xy

�
e2i�

2
�
�rr + i�r�

�
= �xx + �yy �

�
�yy � �xx � 2i�xy

�
e�2i�

(3.52)

En utilisant les relations donnant les composantes cartésiennes des contraintes en fonction des
potentiels de Helmholtz (relations (3.40)), nous obtenons finalement l’expression de �rr et �r�
en fonction de z et z et des potentiels :

8>>>>><
>>>>>:

�rr � i�r� = ��2(�+ �)�+ 4�
�
@2

@z2

�
�+ i 

��
e2i�

�rr + i�r� = ��2(�+ �)�+ 4�
�
@2

@z2

�
�� i 

��
e�2i�

(3.53)

Pour exprimer l’équation précédente en fonction de � et �, nous commençons par exprimer les
termes e2i� et e�2i� en fonction de �, w(�), ei�, �, w(�) et e�i�. Partant de l’équation (3.44),
nous pouvons écrire :

e2i� = e2i�

�
w

0
(�)

�2
jw0(�)j2 = e2i�

w
0
(�)

w0(�)
; e�2i� = e�2i�

�
w0(�)

�2
jw0(�)j2 = e�2i�

w0(�)

w0(�)
(3.54)

Comme e2i� =
�2

j�j2 , nous obtenons finalement :

e2i� =
�2

j�j2
w

0
(�)

w0(�)
; e�2i� =

�2

j�j2
w0(�)

w0(�)
(3.55)

En dérivant les termes des relations (3.47) par rapport à z et z, nous obtenons :
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(3.56)

92



3.8. LE CAS MULTICOUCHES

Puis, en injectant (3.55) et (3.56) dans (3.53), nous obtenons le système linéaire fonction de �
et �
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A partir de (3.40) et (3.57), nous pouvons également déterminer les expressions algébriques des
composantes polaires du tenseur des contraintes, �rr, �r� et ��� :
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(3.58)
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3.8 Le cas multicouches

Les expressions précédentes sont relatives à un milieu donné et ne font pas intervenir pour
le moment les conditions aux limites et aux interfaces du problème. Dans cette section, nous
allons utiliser ces relations pour évaluer les champs de contraintes et de déplacements dans
les différents milieux (massif karstique, zone endommagée et tunnel) en prenant en compte
les conditions d’interface entre les milieux. En particulier, un assemblage spécifique permettra
de traiter l’aspect potentiellement multicouches du domaine global. Même si la méthodologie
ressemble à celle suivie dans le cas du multicouches cylindrique, certains points clés diffèrent
et doivent être détaillés plus avant.

3.8.1 Contrainte et déplacement dans le milieu incident

L’onde plane incidente de type P qui se propage depuis l’infini a pour expression en termes
de potentiel scalaire :

�(i)(�; �) = '0e
i�1x = '0e

i�1

�
z + z

2

�
= '0e

i�1

�
w(�) + w(�)

2

�
(3.61)

où '0 est l’amplitude de l’onde incidente et �1 représente le nombre d’onde P dans le milieu
incident.
La réflexion sur la dernière couche de la zone endommagée donne naissance à deux ondes (une
longitudinale et une transversale). Les expressions des potentiels de Helmholtz peuvent s’écrire
à l’aide de la fonction de Hankel du premier ordre :

�
(r)
1 (�; �) =

1X
n=�1

AnH
(1)
n (�1jw(�)j)

�
w(�)

jw(�)j
�n

(3.62)
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(r)
1 (�; �) =

1X
n=�1

BnH
(1)
n (�1jw(�)j)

�
w(�)

jw(�)j
�n

(3.63)

où �1 représente le nombre d’onde transversale dans le massif karstique et An et Bn sont les
coefficients d’expansion des séries.
Les potentiels totaux relatifs respectivement aux ondes P et SV, dans le massif karstique,
s’écrivent alors (on utilise ici les mêmes notations que pour l’approche multicouches cylindrique
avec les exposants (T ) pour total, (i) pour incident, (t) pour transmis et (r) pour réfléchi) :

�
(T )
1 (�; �) = '0e

i�1

�
w(�) + w(�)

2

�
+
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�
w(�)

jw(�)j
�n

(3.65)

En remplaçant les équations (3.64) et (3.65) dans (3.49), (3.50), (3.58), (3.59) et (3.60), nous ob-
tenons l’expression des contraintes et déplacements dans le massif qui s’écrivent respectivement
comme :
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u1� = S1� +
i

2

1X
n=�1

�
An(E

(3)
n11 � E(4)

n11) +Bn(E
(3)
n12 � E(4)

n12)
�

(3.67)

�1rr = S1rr +
1X

n=�1

�
An(E

(1)
n11 �

1

2
E

(1��)
n11 +

1

2
E

(2��)
n11 )

�
+

1

2

1X
n=�1

�
Bn(E

(1)
n12 + E

(2)
n12)

�
(3.68)
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(3.70)

où S1r et S1� représentent les déplacements radial et orhoradial incidents, S1�� , S1rr et S1r�

sont les contraintes orthoradiale, radiale et tangentielle incidentes. Ces différents termes sont
explicités dans l’annexe B.

3.8.2 Contrainte et déplacement dans la zone endommagée et le tunnel

Dans chacune des différentes couches prises en compte (zone endommagée et tunnel), deux
ondes réfléchies et deux ondes transmises existent. Les potentiels de Helmholtz de toutes ces
ondes s’écrivent également à l’aide des fonctions Hankel de la manière suivante :
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�
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�
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jw(�)j
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(3.74)

Les potentiels totaux dans les couches de la zone endommagée (k = 2; 3; ::::NL � 1) et dans le
tunnel (k = NL) s’écrivent alors :
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où Ckn, Dkn, Mkn et Nkn sont les coefficients d’expansion des séries.

Lorsqu’on remplace les équations (3.75) et (3.76) dans (3.49), (3.50), (3.58), (3.59) et
(3.60), nous obtenons l’expression des composantes polaires du vecteur des déplacements et
du tenseur des contraintes dans chaque milieu considéré k :

ukr =
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2
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�k�r =
i

2

1X
n=�1
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Cnk(E

(1��)
n21k � E(2��)

n21k ) +Dnk(E
(1��)
n22k � E(2��)
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(1)
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Les termes E(p)
nijk, E

(p�)
nijk E

(p��)
nijk représentent les contributions des différentes ondes réfléchies et

transmises. Pour faciliter l’écriture des contraintes, nous avons introduit les notations E(p�)
nijk et

E
(p��)
nijk . Le détail de ces expressions est donné dans l’annexe B.

3.8.3 Conditions aux limites

Nous considérons un contact parfait sur chacune des interfaces w(�k) avec k =

f1; 2::::; NL�2g. Par ailleurs, la limite inférieure du tunnel w(�NL) présente une surface libre
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d’efforts. Les conditions d’interfaces et aux limites s’écrivent respectivement comme :
— Pour w(�) = w(�k) avec k = f1; 2::::; NL�2g8>>>><

>>>>:

�krr � i�kr� = �(k+1)rr � i�(k+1)r�

�krr + i�kr� = �(k+1)rr + i�(k+1)r�

ukr � iuk� = u(k+1)r � iu(k+1)�

ukr + iuk� = u(k+1)r + iu(k+1)�

(3.82)

— Pour w(�) = w(�NL) (
�krr � i�kr� = 0

�krr + i�kr� = 0
(3.83)

Ces conditions vont permettre de construire le système global.

3.8.4 Assemblage et obtention d’un système global

À partir des équations (3.66)-(3.70) et (3.77)-(3.81) et des conditions d’interface et aux
limites, nous obtenons n systèmes linéaires d’équations :

fHgn;NE = fQgn;NE (3.84)

où H contient les expressions des contraintes et déplacements (réfléchies et transmises) au ni-
veau des interfaces et Q contient les éléments de contraintes et déplacements issus de l’onde
incidente. Les deux quantités sont des vecteurs colonnes de dimension NE et sont données dans
l’annexe B. On rappelle que NE = 2 + 4(NL � 1) (déjà défini dans l’approche classique).
A travers l’expression (3.3), nous pouvons voir que les arguments des fonctions de Hankel,
�kjw(�)j et �kjw(�)j, ne sont plus constants lorsqu’on traite des géométries autres que circu-
laires. De ce fait, les conditions d’orthogonalité ne peuvent pas être directement appliquées
à l’équation (3.84). Pour déterminer les différents coefficients d’expansion, nous introduisons
la forme matricielle de l’expansion des séries de Fourier. Körner, 1989 et Serov, 2017 ont
rappelé qu’une fonction périodique � peut s’écrire à l’aide des séries de Fourier de la façon
suivante :

� =
1X

m=0

�me
im�; avec �m =

1

2�

Z 2�

0
�e�im�d� (3.85)

où �m représente le coefficient d’expansion.

Lorsqu’on applique l’équation (3.85) dans (3.84), il est possible d’obtenir une double série de
Fourier dans les deux membres de l’équation (3.84). Les coefficients d’expansion deviennent
alors dépendant des modes m et n et la taille du système global matriciel s’écrit en fonction
du nombre de modes :

[G]n;m;fME ;MEgfPgn;m;ME
= fIgn;m;ME

; m = n = 0;�1;�2; :::::::::�NM (3.86)

où [G] est une matrice carré de dimensions (ME � ME), fPg et fIg sont des vecteurs colonnes
de taille ME. Ils ont tous des dimensions qui dépendent du nombre de modes NM , la relation
entre les quantités ME, NM et NE s’écrivant :

ME = (2NM + 1)�NE (3.87)
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Les vecteurs fPg et fIg contiennent respectivement les coefficients d’expansion par mode
et les expressions des contraintes et déplacements de l’onde incidente. La matrice globale [G]

est formée en utilisant les sous matrices non nulles [R], [W ] et [Vk] avec (k = 2; 3; ::::NL � 1)
comme présenté en détail ci-dessous en concordance avec la Figure 2.2 :

? le bloc répétitif [Vk] de dimensions 4(2NM + 1) � 8(2NM + 1) contient les éléments de
contraintes et déplacements aux interfaces w(�2) à w(�NL�1).

? le bloc [R] de dimension 4(2NM + 1) � 6(2NM + 1) est composé d’éléments issus de la
contribution des contraintes et déplacements à l’interface w(�1).

? le bloc [W ] de dimensions 2(2NM +1)� 4(2NM +1) contient les éléments de contraintes
à la limite w(�NL).

? le bloc répétitif [Vk] de dimensions 4(2NM + 1) � 8(2NM + 1) contient les éléments de
contraintes et déplacements aux interfaces w(�2) à w(�NL�1).

? chaque élément E(p)
nmij ou E

(p)
nmijk notés par [�] dans les blocs [R], [Vk] et [W ] est une

matrice carrée de dimensions (2NM + 1)� (2NM + 1).
Toutes les expressions sont fournies dans l’annexe B.

Nous utilisons dans cette section la même technique de structuration algorithmique du code
que celle présentée dans la section 2.3.5.

3.9 Résultats

3.9.1 Calcul numérique

Dans l’approche de la variable complexe, nous sommes confrontés à deux types de problèmes
numériques. Le premier est lié au calcul numérique des fonctions Hankel à basse fréquence déjà
abordé dans la section 2.5.4. Le second concerne le calcul numérique des éléments E(p)

nmij et
E

(p)
nmijk intervenant dans la matrice globale [G]. Les termes E(p)

nmij et E
(p)
nmijk sont obtenus grâce à

une intégration sur la variable � des quantités E(p)
nij et E

(p)
nijk essentiellement composées de fonc-

tions de Hankel de premier et de deuxième ordre et de la fonction w(�) (annexe C). La Figure
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Tunnel j�1j j�2j j�3j j�4j G c1 c2 c3 c4
Circulaire 3.4 2.9 2.4 2.0 0 0 0 0 0

Ellipse horizontale 3.4 2.9 2.4 2.0 0.972 0.25 0 0 0
Fer à cheval 1.413 1.20 0.995 0.82 2:4e�i

�
2 -0.01 -0.04 -0.002 -0.012

Table 3.1 – Coordonnées géométriques et coefficients de mapping des tunnels circulaire, ellip-
tique et fer à cheval

Coefficients D. Liu et al., 1982 Erreur relative
A�3 �0:408951� 10�4 + i0:105877� 10�5 �0:409825� 10�4 + i0:101251� 10�5 0:0024

A�2 0:588472� 10�3 � i0:6638459� 10�2 0:588153� 10�3 � i0:664517� 10�2 0:0010

A�1 �0:9821807� 10�2 + i0:390646� 10�3 �0:981691� 10�2 + i0:391336� 10�3 0:0005

A0 �0:111208� 10�2 + i0:374542� 10�1 �0:111462� 10�2 + i0:314570� 10�1 0:1905

A1 0:982181� 10�2 � i0:390645� 10�3 0:981380� 10�2 � i0:394345� 10�3 0:0009

A2 0:588472� 10�3 � i0:663845� 10�2 0:588029� 10�3 � i0:664492� 10�2 0:0010

A3 0:4089506� 10�4 � i1:058771� 10�6 0:409887� 10�4 � i0:990927� 10�6 0:0028

B�3 �0:547375� 10�5 � i0:211882� 10�3 �0:523445� 10�5 � i0:212331� 10�3 0:0024

B�2 0:198677� 10�1 + i0:175602� 10�2 0:198875� 10�1 + i0:175506� 10�2 0:0010

B�1 �0:670366� 10�3 � i0:171018� 10�1 �0:671594� 10�3 � i0:170935� 10�1 0:0005

B0 4:446479� 10�14 + i1:3040109� 10�14 �0:386065� 10�6 � i0:595808� 10�6 1:0000

B1 �0:670366� 10�3 � i0:171018� 10�1 �0:676553� 10�3 � i0:170881� 10�1 0:0009

B2 �0:198677� 10�1 � i0:001756� 10�2 �0:198867� 10�1 � i0:175470� 10�2 0:0870

B3 �0:547376� 10�5 � i0:211882� 10�3 �0:512241� 10�5 � i0:212365� 10�3 0:0028

Table 3.2 – Comparaison des coefficients obtenus avec ceux de D. Liu et al., 1982 pour une
géométrie elliptique avec les paramètres �a = 0:20 et a=b = 3=2

3.2 illustre un exemple d’évolution en échelle logarithmique des fonctions de Hankel pour les
géométries circulaire, elliptique et fer à cheval en fonction de � et du nombre de modes.
Comme précédemment mentionné, dans le cas d’une géométrie circulaire, jw(�)j est constant.
Les éléments E(p)

nij et E(p)
nijk se réduisent alors également à des constantes et leur intégration

numérique s’effectue sans difficulté majeure. Une étude réalisée sur plusieurs fréquences a éga-
lement permis de montrer que les solutions numériques deviennent relativement stables à partir
d’un nombre de modes total (2NM + 1). L’ajout d’un mode supplémentaire n’affecte pas les
résultats car leur contribution devient quasiment nulle.
Dans le cas d’une géométrie elliptique la fonction w(�) dépend de � et 1=�. De ce fait, son
module jw(�)j n’est plus constant, les éléments E(p)

nij et E(p)
nijk deviennent alors des fonctions

périodiques entre 0 et 2�. Nous avons également observé que l’augmentation significative des
maxima locaux en fonction du nombre de modes pouvait induire des oscillations numériques
dans l’intégrande.
Pour la géométrie fer à cheval, l’intégration numérique des termes E(p)

nij et E
(p)
nijk se complique par

rapport au cas elliptique du fait de l’existence de plusieurs maxima et minima (due à la fonction
w(�) qui dépend de �, 1=� et de ses dérivées successives). En reprenant l’étude précédemment
effectuée sur plusieurs fréquences pour les cas elliptique et fer à cheval, nous avons identifié
un nombre de modes total, souvent différent du cas circulaire, au-delà duquel les problèmes de
divergence numérique apparaissent. Pour chaque fréquence les séries de Bessel-Fourier doivent
être tronquées lorsque ce nombre de modes est atteint. Les solutions numériques convergent
mais ne se stabilisent pas toujours totalement comme dans le cas circulaire. Il est donc difficile
d’imposer un critère de convergence général. La connaissance de ces détails numériques est im-
portante pour l’obtention de solutions numériques fiables. Elle n’a à notre connaissance jamais
été abordée dans la littérature et représente la partie clef de l’approche.
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Figure 3.2 – Évolution des fonctions de Hankel pour les géométries circulaire, elliptique et fer
à cheval en fonction de l’angle �

3.9.2 Validation

Pour vérifier la fiabilité du code numérique, nous avons réalisé ici deux validations. Dans
un premier temps, nous avons comparé les résultats obtenus à partir des approches classiques
et variables complexes sur le cas d’une géométrie circulaire double (en absence d’EDZ). Dans
l’approche de la variable complexe, la transformation particulière w(�k) = �k permet de traiter
une configuration circulaire. Les paramètres mécaniques utilisés et les nombres de modes choisis
sont illustrés dans les tableaux 2.2 et 3.3. Sur la Figure 3.3, nous visualisons le diagramme
polaire de la contrainte orthoradiale obtenue à l’interface �3 pour une excitation harmonique
de fréquences incidentes 200 Hz et 2000 Hz. Nous pouvons observer une superposition parfaite
des résultats.
La deuxième validation a été effectuée sur une géométrie elliptique. Cette configuration a été
traitée par D. Liu et al., 1982 uniquement en cavité simple sans revêtement. En choisissant
les mêmes paramètres mécaniques que les auteurs, nous pouvons identifier qu’un bon accord
est trouvé entre les résultats, cf. Figure 3.4. Nous pensons que l’écart entre les deux résultats
est dû à la notion de précision numérique à cause de l’évolution considérable des solveurs et
pré-conditionneurs depuis les années 1980. L’erreur relative entre les deux résultats est donnée
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Tunnel Interface Fréquence (Hz) Nombre de modes total
NM + 1 / 2NM + 1

Circulaire w(�1) 200 5/9
Circulaire w(�1) 2000 21/31

Ellipse horizontale w(�1), w(�3) 200 15
Ellipse horizontale w(�1), w(�3) 2000 31

Fer à cheval w(�1), w(�3) 200 13
Fer à cheval w(�1), w(�3) 2000 31

Table 3.3 – Nombre de modes nécessaire pour assurer la convergence des séries de Bessel
Fourier pour les géométries circulaire elliptique et fer à cheval. Dans l’approche classique, le
nombre de modes total correspond à NM + 1. Dans l’approche variable complexe le nombre de
monde total est égal à 2NM + 1

dans le tableau 3.2.

Figure 3.3 – Diagramme polaire de la contrainte orthoradiale adimensionnée à l’interface
w(�1). Comparaison des approches classique et variable complexe à 200 Hz (gauche) et 2000
Hz (droite)

3.9.3 Configuration d’étude et résultats associés

Cette partie se situe dans la continuité des résultats analysés dans le chapitre 2 et la zone en-
dommagée est ainsi constituée soit par une couche d’épaisseur 1 m soit par deux couches d’épais-
seurs respectives 0.5 m. Les coordonnées géométriques et coefficients de mapping des différentes
tunnels circulaire, elliptique et fer à cheval sont fournis dans le tableau 3.1 et correspondent
aux profils de la Figure 3.5. Comme dans l’approche classique, les résultats harmoniques sont
présentés sous forme adimensionnée en suivant la même démarche d’adimensionnement que
celle de la section 2.4.1.

Influence de la zone endommagée

Nous reprenons le même code couleur que celui utilisé dans le chapitre 2 : noir pour le cas
sans EDZ, couleurs froides (bleu turquoise ou roi) pour le modèle de l’EDZ souple et chaudes
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Figure 3.4 – Comparaison de la contrainte orthoradiale adimensionnée sur la limite inférieure
du tunnel. Les paramètres de D. Liu et al., 1982 choisis sont �a = 0:2 et a=b = 3=2 (cas
elliptique)

Figure 3.5 – Géométries elliptique et fer à cheval avec respectivement deux couches pour
représenter la zone endommagée

(magenta ou rouge) pour le modèle d’EDZ dure.
? Profil elliptique

Nous commençons par visualiser les champs à l’interface w(�1), Figures 3.6, pour un profil de
tunnel elliptique. Dans ce cas, tous les résultats sont symétriques par rapport à l’axe horizontal.
A basse fréquence (200 Hz), le choix d’une modélisation monocouche ou bicouche de la zone
endommagée affecte peu les champs tracés à l’interface, Figures 3.6 gauche, puisque les courbes
rouge et magenta se superposent ainsi que les courbes bleu et cyan. Par contre, la prise en
compte d’une EDZ augmente la contrainte orthoradiale (Figures 3.6 haut) et le déplacement
radial (Figures 3.6 bas) à l’interface w(�1) dans tous les cas d’EDZ dures ou souples, monocouche
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ou bicouche. La dépendance par rapport à la variable angulaire donne des formes lisses ayant des
allures tout à fait similaires pour les cinq cas d’étude. Par contre, à plus haute fréquence (2000
Hz), les configurations donnent des allures en fonction de la variable angulaire � différentes qui
deviennent beaucoup plus fluctuantes notamment avec l’apparition de plusieurs lobes localisés
(Figures 3.6 droite). Le choix d’une description multicouches de l’EDZ modifie de manière
significative les diagrammes polaires de la contrainte et du déplacement. Le maximum de la
contrainte orthoradiale et du déplacement radial est obtenu pour le cas d’EDZ dure. L’influence
de l’EDZ est ainsi accentué à haute fréquence. Notons de plus un changement dans l’ordre de
grandeur des déplacements (facteur 10) entre les basses et plus hautes fréquences. Ces tendances
ont déjà été observées pour la prise en compte de l’EDZ dans le cas du profil circulaire.

Figure 3.6 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour une géométrie elliptique à l’interface w(�1) aux fréquences
incidentes 200 Hz (gauche) et 2000 Hz (droite)
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Si on visualise maintenant les résultats sur l’interface w(�3), contrairement à l’interface
w(�1), nous obtenons à basse fréquence une diminution de la contrainte orthoradiale lorsqu’on
considère l’EDZ et une augmentation du déplacement radial (Figures 3.7 gauche). De plus, le
cas de l’EDZ souple fournit des valeurs de contrainte orthoradiale plus faibles et des valeurs
du déplacement radial plus élevées pour les deux fréquences choisies à l’interface w(�3). Aux
interfaces w(�1) et w(�3), l’amplitude moyenne de la contrainte orthoradiale varie légèrement
avec la fréquence et des pics sont toujours observés entre �=6 et �=2 (Figures 3.6 et 3.7 haut).
Concernant l’amplitude moyenne du déplacement radial (Figures 3.6 et 3.7 bas), elle augmente
avec la fréquence d’un facteur 10 et un pic est généralement localisé à �. A basse fréquence, on
reste sur des résultats assez similaires à ceux obtenus dans le cas du profil circulaire.

Figure 3.7 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour une géométrie elliptique à l’interface w(�3) aux fréquences
incidentes 200 Hz (gauche) et 2000 Hz (droite)
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? Profil en fer à cheval
Les diagrammes polaires de la contrainte orthoradiale et du déplacement radial obtenus pour la
géométrie fer à cheval présentent des formes différentes par rapport à ceux obtenus dans le cas
elliptique et tous les diagrammes deviennent non symétriques par rapport à l’axe horizontal.
Comme dans le cas elliptique, les résultats montrent que la présence de la zone endommagée
modifie les champs mécaniques autour du tunnel. Lorsque l’EDZ est prise en compte, on note
une augmentation de la contrainte orthoradiale et du déplacement radial à l’interface w(�1) pour
les deux fréquences incidentes (Figures 3.8). L’EDZ souple conduit à des valeurs maximales des
champs.

Figure 3.8 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour un fer à cheval à l’interface w(�1) aux fréquences incidentes
200 Hz (gauche) et 2000 Hz (droite)
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Dans le massif à l’interface w(�3), la zone endommagée augmente légèrement le déplacement
radial et diminue la contrainte orthoradiale à basse fréquence (Figures 3.9 gauche). À haute
fréquence, les diagrammes polaires deviennent très perturbées, nous identifions également l’ap-
parition des pics localisés notamment autour de � pour le déplacement radial (Figures 3.9
droite). Il est important de noter que pour les deux formes de tunnel (elliptique et en fer à
cheval), le déplacement radial augmente avec la fréquence, contrairement à la contrainte ortho-
radiale, qui diminue.

Figure 3.9 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement radial
adimensionné (Figures du bas) pour un fer à cheval à l’interface w(�3) aux fréquences incidentes
200 Hz (gauche) et 2000 Hz (droite)
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Influence de la géométrie

Pour compléter l’analyse précédente, approfondir et faciliter la comparaison des réponses
en contrainte orthoradiale et déplacement radiales obtenues à partir des différentes formes géo-
métriques de tunnel, nous superposons directement les résultats. Les trois formes de tunnel,
circulaire, elliptique et en fer à cheval, ont été choisies de manière à ce que les points géomé-
triques soient les mêmes à � = 0 et �. Nous choisissons de comparer les résultats à l’interface
w(�3) dans le cas de la configuration deux couches EDZ dures. Ainsi, les Figures 3.10 com-
parent les diagrammes polaires obtenus pour chaque profil de tunnel et montrent que la forme
géométrique modifie la distribution de la contrainte orthoradiale et du déplacement radial. A
basse fréquence, les diagrammes polaires de la géométrie circulaire sont plutôt proches du cas
elliptique et un peu plus différents du cas fer à cheval. À plus haute fréquence, les écarts aug-
mentent et les fluctuations en � s’accentuent, provenant sans doute des différences d’épaisseurs
apparaissant dans les couches de la zone endommagée.

Figure 3.10 – Contrainte orthoradiale adimensionnée (Figures du haut) et déplacement ra-
dial adimensionné (Figures du bas) pour les géométries circulaire, elliptique et fer à cheval à
l’interface w(�3) aux fréquences incidentes 200 Hz (gauche) et 2000 Hz (droite)
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Évolution en fonction de la fréquence

Comme nous avons constaté que la fréquence a une influence notable sur les champs de
déplacement et de contrainte, et dans la continuité des résultats proposés dans le chapitre
précédent, nous proposons d’étudier l’évolution du déplacement radial pour les différentes géo-
métries, à l’interface w(�3) et � = �, en fonction de la fréquence incidente. Dans un premier
temps, l’étude est menée sans prendre en compte l’EDZ, puis, dans un deuxième temps, la zone
endommagée est décrite par deux couches dures ou souples. L’intervalle de fréquence retenu
pour l’analyse varie entre 200 et 4500 (Hz). Les principales observations de cette étude sont les
suivantes :

? Les courbes du déplacement radial pour les géométries circulaire et elliptique présentent
un comportement croissant jusqu’à une valeur maximale, puis diminuent jusqu’à une
valeur minimale pour une fréquence comprise entre 3000 Hz et 3500 Hz (en fonction de
la forme géométrique et de la rigidité de l’EDZ). Ce minimum est légèrement décalé vers
des fréquences plus faibles pour les géométries circulaire et fer à cheval (Figure 3.11).

? Des oscillations apparaissent lorsque l’EDZ est prise en compte et celles-ci sont plus
perceptibles dans le cas d’une EDZ à 2 couches plus souples. Elles sont dues à la stra-
tification du milieu entraînant de multiples réflexions et sont assez similaires pour les
géométries circulaire, elliptique et fer à cheval.

? Toutes les courbes présentent un autre comportement croissant pour les fréquences su-
périeures à 3500 Hz, jusqu’à une valeur maximale (non observée pour toutes les courbes,
selon la gamme de fréquences choisie), Figures 3.13-3.16.

? En ce qui concerne le premier maximum, il est obtenu pour des valeurs de fréquence
plus basse lorsque l’EDZ est prise en compte.

Les tendances précédemment décrites sont observées lorsqu’on regarde l’évolution du dé-
placement radial dans les différents cas d’étude en fonction de la fréquence et de l’ épaisseur
du béton à l’interface w(�3) et � = �. Par exemple sur la Figure 3.13 gauche, nous pouvons
confirmer la position du minimum dans le cas circulaire à l’aide de la formule de Rayleigh. Plus
précisément, on obtient sur la courbe courbe rose H = 0:8, un minimum pour f0 = 1572 Hz,
courbe cyan H = 0:7 donne f0 = 1797 Hz, courbe rouge H = 0:6 donne f0 = 2096 Hz, etc...
Des oscillations apparaissant lorsqu’on prend en compte l’EDZ et les tendances sont assez si-
milaires pour les épaisseurs respectives choisies. Un changement spécifique se produit dans la
deuxième partie croissante des courbes. Il s’agit d’une grande pente observée au début dans tous
les cas étudiés autour la même valeur de fréquence puis apparaissent ensuite des oscillations
secondaires (Figures 3.14-3.16).
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Figure 3.11 – Évolution du déplacement radial adimensionné à l’interface w(�3) et � = � en
fonction de la fréquence incidente pour les géométries circulaire elliptique et fer à cheval en
absence d’EDZ

Figure 3.12 – Évolution du déplacement radial adimensionné à l’interface w(�3) et � = � en
fonction de la fréquence incidente pour les géométries circulaire, elliptique et fer à cheval. Cas
d’EDZ dure (gauche) et souple (droite)

Figure 3.13 – Évolution du déplacement radial adimensionné pour plusieurs épaisseurs du
tunnel en fonction de la fréquence incidente à w(�3) et � = �. Cas de géométries circulaire
(gauche) et elliptique (droite) en absence d’EDZ
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Figure 3.14 – Évolution du déplacement radial adimensionné pour plusieurs épaisseurs du
tunnel en fonction de la fréquence incidente à w(�3) et � = �. Cas d’une géométrie circulaire
avec deux couches d’EDZ dure (gauche) et souple (droite)

Figure 3.15 – Évolution du déplacement radial adimensionné pour plusieurs épaisseurs du
tunnel en fonction de la fréquence incidente à w(�3) et � = �. Cas d’une géométrie elliptique
avec deux couches d’EDZ dure (gauche) et souple (droite)

Figure 3.16 – Évolution du déplacement radial adimensionné pour plusieurs épaisseurs du
tunnel en fonction de la fréquence incidente à w(�3) et � = �. Cas d’une géométrie fer à cheval
avec deux couches d’EDZ dure (gauche) et souple (droite)
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3.10 Régime transitoire

Il est également possible d’étendre l’étude précédente en régime transitoire en utilisant la
transformée de Fourier. Comme détaillé dans la section 2.5, la première étape consiste d’abord à
réécrire pour chaque milieu, les potentiels caractérisant le mouvement des ondes P et SV dans le
domaine de Fourier. Par exemple, lorsqu’on considère comme signal une onde P plane incidente
avec une variation temporelle de type Ricker, les potentiels scalaire et vectoriel caractérisant le
mouvement des ondes incidentes et réfléchies dans le massif karstique s’obtiennent à partir des
équations (3.64) et (3.65) comme suit :
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Les potentiels caractérisant le mouvement dans la zone endommagée et dans le tunnel s’ob-
tiennent également à partir des équations (3.75) et (3.76) :
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La deuxième étape consiste à déterminer dans le domaine fréquentiel les expressions des
contraintes et des déplacements dans les différents milieux. Comme E(!) est indépendant de �
et �, les composantes du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement dans le domaine de
Fourier peuvent directement être obtenues en multipliant les relations (3.66)-(3.70) et (3.77)-
(3.81) précédemment établies en régime harmonique par E(!), spectre du signal de Ricker. La
connaissance des composantes des champs de contraintes et déplacements permet ensuite de
construire, à travers les conditions aux limites de la section 3.8.3, le même système matriciel
global de la section 3.8.4. La résolution du système linéaire pour chaque fréquence et chaque
mode permet ensuite de déterminer les différents coefficients d’expansion et de déterminer les
spectres des champs mécaniques. La même démarche que celle adoptée dans la section 2.5.3 est
ensuite utilisée pour calculer les termes en contraintes et déplacements à l’aide de la transfor-
mée inverse de Fourier. Dans cette section, nous avions insisté sur les points essentiels et autres
points délicats des étapes clefs.

3.10.1 Résultats

Dans cette section, nous proposons de présenter les premiers résultats obtenus en régime
transitoire pour la configuration cavité simple pour une géométrie circulaire et elliptique en
focalisant l’analyse sur les signaux à � = f�; 2�=3g.
La Figure 3.17 montre que le type de géométrie modifie légèrement l’amplitude des champs
mécaniques.

110



3.11. CONCLUSION

(a) � = �

(b) � = 2�=3

Figure 3.17 – Contrainte orthoradiale et déplacement radial pour les géométries elliptique et
fer à cheval à r = 5 m, fréquence centrale du Ricker � = 3000 Hz

3.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un deuxième modèle numérique permettant de
simuler la réponse mécanique d’un tunnel de forme arbitraire et de son espace environnant.
Nous avons d’abord commencé par présenter la formulation globale permettant de traiter le
problème multicouches radial non circulaire et nous avons ensuite explicité les expressions des
contraintes et déplacements dans les différents milieux. Les problèmes numériques intervenant
dans l’approche de la variable complexe lorsqu’on traite des géométries types ellipse ou fer à
cheval ont été abordés. Les résultats obtenus en régime harmonique ont montré que la forme
géométrique modifie faiblement l’intensité des champs mécaniques étudiés. Un premier résultat
en régime transitoire a enfin été proposé.
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Conclusion générale

Ce travail de doctorat s’est inscrit dans un cadre général d’étude de la propagation d’ondes
mécaniques dans les milieux géologiques complexes et hétérogènes faisant intervenir un tunnel
enterré. L’objectif principal était de développer une approche semi-analytique permettant de
simuler la réponse dynamique d’un tunnel et de son espace environnant en régimes harmonique
et transitoire.

Dans le premier chapitre, nous avons commencé par présenter d’une part l’environne-
ment spécifique du LSBB et, d’autre part, les généralités concernant l’étude de la propagation
d’ondes élastiques. Une analyse bibliographique a ensuite permis de dresser un bilan sur les
différentes méthodes et configurations traitées dans la littérature et a montré la nécessité de
mener des études complémentaires, notamment concernant la prise en compte des effets de la
zone endommagée avec le développement d’un modèle multicouches.

Le second chapitre a présenté un modèle circulaire multicouches pour modéliser les ga-
leries et un environnement hétérogène par morceaux. Une prise en compte de la qualité des
contacts entre deux couches successives a été intégrée au modèle. Un certain nombre de
résultats illustrant la réponse dynamique des champs de contraintes et de déplacements du
tunnel, de la zone endommagée et du massif environnant ont été proposés dans un premier
temps en régimes harmoniques. Dans l’optique à plus long terme d’application en inversion de
formes d’ondes complètes, une extension en régimes transitoires a été effectuée.

Le dernier chapitre a été consacré à un développement spécifique permettant de décrire
des géométries s’écartant des géométries cylindriques plus classiques en faisant appel à la
théorie générale de l’approche de la variable complexe. Les spécificités numériques et les points
de vigilance associés ont été soulignés. L’influence de la forme de la géométrie modélisant un
tunnel et son environnement a notamment été proposée.

Concernant les futurs développements, nous souhaitons orienter ces travaux de doctorat
vers les pistes suivantes :

? dans un premier temps, il serait intéressant de mener une étude plus exhaustive de la
réponse transitoire pour les configurations géométriques quelconques pour compléter
les premiers résultats obtenus, en particulier avec la prise en compte de l’aspect
multicouches. Il serait par ailleurs utile d’introduire le modèle d’interface imparfait dans
l’approche de la variable complexe dans le but d’avoir plus de souplesse dans le choix
des interfaces, comme effectué dans l’approche classique.

? dans un autre registre, les développements théoriques et numériques effectués pourraient
être utilisés pour réaliser une analyse de sensibilité globale des modèles afin d’identifier
les paramètres mécaniques les plus influents. Le problème inverse pourrait alors être
envisagé dans le but de remonter aux caractéristiques mécaniques des milieux.

? une étude expérimentale avec le Laboratoire des Fluides Complexes et leurs Réservoirs
de l’Université de Pau et des Pays de l’Adour a été envisagée en cours de seconde
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année de thèse de doctorat pour confronter les résultats issus du code numérique à des
mesures issues d’une configuration expérimentale simple mais proche du LSBB à échelle
réduite (maquettes). Malheureusement, ce projet a été fortement freiné en raison de la
crise sanitaire du Covid-19.

? du point de vue physique, les milieux karstiques sont par essence des milieux poreux
avec l’existence simultanée d’une phase solide et d’une phase fluide. L’idée de décrire
ces milieux en utilisant la théorie de l’élasticité n’est pas aberrante, mais il pourrait être
judicieux et intéressant de développer les mêmes compétences et modèles en utilisant
une approche poroélastique, s’appuyant par exemple sur la théorie de Biot et modélisant
des milieux partiellement saturés.
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Annexe A

Orthogonalité des fonctions intervenant
dans les séries de Fourier

Les relations trigonométriques permettent d’établir les expressions suivantes :

cos� cos � =
1

2
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cos(�+ �) + cos(�� �));

sin� sin � =
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(A.1)

Pour enlever les sommations infinies de part et d’autre de l’équation (2.54), nous appliquons
les conditions d’orthogonalité des fonctions sinusoïdales. Les deux membres de (2.54) sont
multipliés par la fonction cosinus ou sinus avec des arguments modaux (n et m) différents, puis
nous effectuons ensuite une intégration sur � entre �� et � :

? Pour tout n = m, avec n 6= 0 nous avons :Z �
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? Lorsque n 6= m nous obtenons :
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Annexe B

Détails des termes matriciels intervenant
dans l’approche classique
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Annexe C

Détails des termes matriciels intervenant
dans l’approche de la variable complexe
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