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Résumé

Cette these est consacrée a ’étude des opérateurs de Toeplitz et des opérateurs
de composition sur les espaces de de Branges-Rovnyak H(b), qui sont une classe
d’espaces de Hilbert de fonctions analytiques dans le disque unité ouvert D du
plan complexe, paramétrée par une fonction b dans la boule unité de H*. Ces
espaces ont été introduits, dans les années 60, pour construire un modeéle pour
les contractions sur un espace de Hilbert, mais on s’est apercu depuis qu’ils
avaient un role important a jouer dans de nombreuses questions de théorie des
opérateurs et de théorie des fonctions d’une variable complexe.

Dans cette these, nous nous sommes intéressés, d’une part, a I’étude des
opérateurs de Toeplitz Tz, out ¢ € H™, qui agissent de fagon borné sur H(b).
Nous avons donné quelques estimations de la norme de ces opérateurs, puis nous
avons obtenu une caractérisation de la compacité. Nous avons également étudié
la dynamique de ces opérateurs, en donnant une caractérisation de I’hypercy-
clicité et en construisant un vecteur cyclique commun. Comme souvent dans
la théorie des espaces de de Branges-Rovnyak, ces propriétés vont dépendre du
fait que log(1 — |b]) est intégrable ou non sur T. Nous avons ainsi généralisé un
certain nombre de résultats connus pour les opérateurs de Toeplitz standard
T, définis sur H 2 et les opérateurs de Toeplitz tronqué AS définis sur l'espace
modele Kg = H(O) (correspondant au cas oit b = © est une fonction intérieure).

D’autre part, nous nous sommes également intéressés a une autre classe
d’opérateurs naturels, & savoir les opérateurs de composition sur H(b). Dans
le cas, ou la fonction b est une fonction rationnelle et telle que log(1 — |b|) est
intégrable sur T, nous avons caractérisé la bornitude et la compacité des opé-
rateurs de composition C, sur H(b), en exploitant un lien intéressant avec les
opérateurs de composition & poids sur H2. Nous avons en particulier généralisé
plusieurs résultats obtenus précédemment par Sarason-Silva pour les opérateurs
de composition sur les espaces de Dirichlet locaux.

Mots clefs Espace de de Branges-Rovnyak, opérateur de Toeplitz, opérateur
de composition, bornitude, compacité, hypercyclicité.



Abstract

This thesis is devoted to the study of Toeplitz operators and composition ope-
rators on de Branges-Rovnyak spaces H(b), which are a class of Hilbert spaces
of analytic functions on the open unit disk D of the complex plane, parameteri-
zed by a function b in the unit ball of H*>°. These spaces were introduced in the
1960s to construct a model for contractions on a Hilbert space but we have since
noticed that they had an important role to play in many questions of operator
theory and function theory of complex variable.

In this thesis, we were interested, on the one hand, in the study of Toeplitz
operators Tz, where ¢ € H*, which acts boundedly on #(b). We gave some
estimates of the norm of these operators. Then we obtained a characterization of
the compactness. We have also studied the dynamics of these operators, giving a
characterization of hypercyclicity and constructing a common cyclic vector. As
often in the theory of de Branges-Rovnyak spaces, these properties will depend
on whether log(1 — |b|) is integrable or not on T. We have thus generalized
a certain number of known results for standard Toeplitz operators T;, defined
on H? and the truncated Toeplitz operators AS defined on the model space
Ko = H(0©) (corresponding to the case where b = © is an inner function).

On the other hand, we were also interested in an another class of natural
operators, namely the composition operators on H(b). In the case where the
function b is a rational function and such that log(1l — |b|) is integrable on T,
we have characterized the boundedness and the compactness of the composi-
tion operators C, on #H(b), by exploiting an interesting link with the weighted
composition operator on H?2. In particular, we have generalized several results
obtained previously by Sarason-Silva for composition operators on local Diri-
chlet spaces.

Keywords de Branges-Rovnyak space, Toeplitz operator, composition opera-
tor, boundedness, compactness, hypercyclicity.
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Introduction

Les espaces de de Branges—Rovnyak

Cette these est dédiée a ’étude des opérateurs de Toeplitz et des opérateurs
de composition définis sur I’espace de de Branges-Rovnyak. Ces espaces sont une
classe d’espaces de Hilbert contractivement inclus dans I'espace de Hardy H?
du disque unité ouvert D du plan complexe. Plus précisément, étant donné b une
fonction dans la boule unité fermée de H> (I’espace des fonctions analytiques
et bornées sur D, muni de la norme infinie), on vérifie que la formule

(0.1) Kz = L20OME)
1—- Az

définie un noyau positif et 'espace de de Branges—Rovnyak associé H(b) est
I’espace de Hilbert dont le noyau reproduisant est donné par sz’\. Ils ont été
introduits par L. de Branges et J. Rovnyak [29, 30] dans le cadre de la théorie
du modele pour les contractions sur un espace de Hilbert, parallelement a la
théorie de Sz.-Nagy-Foias. Si T est une contraction sur un espace de Hilbert
H (||T]| < 1), vérifiant quelques hypothéses techniques en plus, alors il existe
une fonction b dans la boule unité fermée de H° telle que T est unitairement
équivalent & 'opérateur X, sur H(b) ot X est défini par

e =IO o),

Autrement dit, X, est la restriction du backward shift S* sur H(b) et constitue
un modele pour les contractions sur un espace de Hilbert. En plus de leur intérét
en théorie du modele, on s’est apergu depuis les travaux de de Branges—Rovnyak
que les espaces H(b) avaient un réle important & jouer dans de nombreuses ques-
tions de théorie des opérateurs et théorie des fonctions d’une variable complexe.
En particulier, D. Sarason a montré des liens intéressants avec la théorie des
points exposés de la boule unité de H! [76, 77], 'étude des noyaux des opérateurs
de Toeplitz et les travaux de Hitt et Hayashi [75], le théoréme de Carathéodory
[74],... Malgré les nombreux travaux sur ces espaces, de nombreuses questions
naturelles restent ouvertes.

La théorie générale des espaces H(b) se divise généralement en deux cas, selon
que b est un point extréme de la boule unité fermée de H> (ce qui est équivalent,
d’aprés un théoréeme de de Leeuw—Rudin [31], au fait que la fonction log(1 —
|b]) est non intégrable sur T) ou non extréme. La dichotomie b extréme/non
extréme apparaitra également souvent dans cette thése. Mentionnons deux cas
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particuliers extrémement importants et d’un certain point de vue canoniques.
Le premier correspond au cas out b = 0. Dans ce cas, on voit que la formule (0.1)
donne le noyau reproduisant de H?, ky(z) = (1 — Xz)~!, et donc H(0) = H2.
D’un certain point de vue, ce cas particulier modélise le cas non-extréme dans le
sens ol les propriétés de l'espace H(b) lorsque b est non-extréme sont similaires
aux propriétés de H2. D'un autre coté, lorsque b = © est une fonction intérieure
(c’est a dire que © est une fonction de H* dont les limites radiales sont de
module 1 presque partout sur T), alors on voit que la formule (0.1) donne le
noyau reproduisant du sous-espace fermé de H? défini par

H(O) = Ko = (OH?)™.

Via le théoreme de Beurling, on retrouve tous les sous-espaces fermés de H?,
non triviaux invariants par S*. Ce cas particulier modélise le cas extréme dans
le sens ol les propriétés de l'espace H(b) lorsque b est extréme sont similaires
aux propriétés de Keg.

Une approche pour étudier un espace de Hilbert de fonctions analytiques
qui s’est avérée tres fructueuse est d’étudier les opérateurs qui agissent sur ces
espaces. La philosophie globale est qu’en étudiant les différences/similitudes de
comportement des opérateurs sur divers espaces, on peut mieux comprendre les
différences/similitudes entre ces espaces. Les deux classes d’opérateurs les plus
étudiées sur les espaces de fonctions analytiques sont les opérateurs de Toeplitz
(et leurs cousins les opérateurs de Hankel) et les opérateurs de composition, avec
en particulier les travaux fondateurs de Brown-Halmos [15] (pour les opérateurs
de Toeplitz) et de Shapiro [85, 86] (pour les opérateurs de composition).

Les opérateurs de Toeplitz

Dans la théorie des espaces de de Branges—Rovnyak, comme nous I’avons déja
évoqué, 'un des opérateurs les plus important est 'opérateur X, qui correspond
a la restriction de S* sur H(b). Plus généralement, lorsque ¢ est dans H,
lopérateur de Toeplitz Tz agit de fagon borné sur #(b) et on notera Ty, la
restriction de cet opérateur sur H(b). En particulier, X; = Tz . Ces opérateurs
ont été introduits par Lotto-Sarason dans [56, Lemme 2.6], voir aussi [78, Section
I1.7]. Dans le cas particulier oit b = © est une fonction intérieure, cette classe
d’opérateurs Tz g correspond a un cas particulier d'une autre classe d’opérateurs
récemment introduite par Sarason [80], la classe des opérateurs de Toeplitz
tronqués AS sur les espaces modeles Kg. Plus précisément, lorsque ¢ € L? =
L?(T), Popérateur AS est un opérateur (non borné en général) défini par

AQ(f)=Polof), feKoenH™,

ol Pg est la projection orthogonal de L? sur Kg. Ces opérateurs ont recu une
attention particuliérement vive ces dernieres années [22, 21, 5, 84, 4, 89, 11, 16].
Lorsque ¢ € H*, on voit facilement que AS est borné sur Kg et son adjoint
est donné par (A(;))* = Ts,0. Malgré ces travaux, de nombreuses questions in-
téressantes sur les opérateurs Tz ; demeurent ouvertes et I'un des objectifs de
cette these est justement de mieux comprendre le comportement de cette classe
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d’opérateurs.

Lorsqu’on étudie un opérateur borné, la premiere question naturelle qui se
pose est le calcul de sa norme. Dans le cas des opérateurs de Toeplitz sur H?,
en se basant sur un résultat d’approximation pour les fonctions dans L?(T),
Brown et Halmos [15] ont démontré que pour toute fonction ¢ € L*°(T), T,, est
borné sur H? et ||T,| = [|¢[loc- De plus, Lotto-Sarason dans [56, Lemme 2.6]
ont montré que si p € H*, alors ||T5 || < [[¢lleo- Dans le cas particulier ot
b = O est une fonction intérieure (correspondant donc au cas des opérateurs de
Toeplitz tronqués), des estimations plus précises ont notamment été obtenues
par Sarason [72] et Garcia—Ross [44, 45]. En particulier, ils ont donné des condi-
tions suffisantes sur le symbole ¢ pour que HAE?H = ||¢llco-

Dans un deuxieéme temps, lorsqu’on a étudié la bornitude et la norme d’un
opérateur, une propriété particuliecrement importante est celle de la compacité.
En effet, la théorie spectrale des opérateurs compacts est globalement bien com-
prise et il est donc assez classique de se demander si 'opérateur qu’on étudie
est compact ou non. Il est facile de vérifier (et cela a été remarqué en premier
par Brown et Halmos) qu’il n’existe pas d’opérateur de Toeplitz compact T, sur
H?, 3 part le cas trivial oil ¢ = 0. D’un autre coté, la compacité des opérateurs
de Toeplitz tronqués A a été é¢tudiée par Ahern et Clark [1] dans le cas ou le
symbole ¢ est continue sur T. Ils ont obtenu une condition nécessaire et suffi-
sante basée sur 'image par ¢ du spectre de © intersecté avec le cercle unité.
Récemment, Garcia, Ross et Wogen [47] ont retrouvé ce résultat avec une autre
preuve. En particulier, on peut construire des opérateurs de Toeplitz tronqués
non triviaux qui sont compacts sur Kg, et on voit donc que le cas des opéra-
teurs de Toeplitz tronqués est tres différent de celui des opérateurs de Toeplitz
classiques. Les résultats de Ahern—Clark ont été étendu par Bessonov [11] dans
le cas de symbole ¢ dans H*> + C(T).

Un autre aspect important en théorie des opérateurs est la dynamique de
lopérateur T sur H. En effet, il est souvent utile de calculer les puissances
d’un opérateur et donc comprendre le comportement de ses orbites Orb(T, x) =
{T"z : n > 0}. La dynamique linéaire s’est fortement développée ces derniéres
années, avec I'introduction de concepts de plus en plus sophistiqués pour étudier
le comportement des orbites. Nous renvoyons le lecteur & [9] pour un panorama
complet de cette théorie. Relativement a cette direction, nous nous intéresse-
rons, dans cette theése, principalement & deux propriétés, la cyclicité (I’existence
d’une orbite qui engendre un sous-espace vectoriel dense) et I’hypercyclicité
(Pexistence d’une orbite dense). Concernant la cyclicité (qui est un concept plus
ancien), deux résultats fondateurs et extrémement féconds caractérisent com-
plétement les vecteurs cycliques pour le shift S = T, et son adjoint S* = T3
sur H?2. Plus précisément, Beurling [12] a montré qu'une fonction f € H? est
un vecteur cyclique pour S si et seulement si f est une fonction extérieure. De
plus, Douglas-Shapiro-Shields [32] ont montré qu’une fonction f est un vecteur
cyclique pour S* si et seulement si f n’admet pas de prolongement a travers
T en une fonction méromorphe de type borné. Une caractérisation des vecteurs
cycliques pour T, ¢ € L, semble tres difficile. Néanmoins, dans le cas ou
¢ € H*, ¢ non constante, Wogen [94] a montré que Tz est cyclique sur H 2 et il
a construit un vecteur cyclique commun a tous ces opérateurs. Dans le cas gé-
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néral des opérateurs Tz, sur H(b), le seul cas étudié a été jusqu’a présent le cas
de X} correspondant au symbole ¢(z) = z. Lorsque b est un point non-extréme
de la boule unité fermée de H*°, Fricain-Mashreghi-Seco [41] ont montré qu’une
fonction f € H(b) est un vecteur cyclique de X} si et seulement si f est un vec-
teur cyclique de S*. Le cas ou b est un point extréme de la boule unité fermée
de H®™ a été étudié par Fricain [35] et Suarez [90], sans que la caractérisation
(ni méme 'existence) des vecteurs cycliques de X, soit complétement résolue.

Concernant 'hypercyclicité, il est facile de voir qu’il n’existe pas d’opéra-
teurs de Toeplitz hypercycliques & symboles analytiques sur H2. En revanche
pour les symboles co-analytiques, Godefroy et Shapiro [50] ont obtenu un joli
critére qui permet de construire beaucoup d’opérateurs T3, ¢ € H°, qui sont
hypercycliques sur H?. Curieusement, la question de symboles plus généraux
dans L* (non nécessairement analytique ou anti-analytique) est resté assez peu
étudiée, jusqu’a trés récemment avec deux articles de Shkarin [87] et Baranov—
Lishanskii [6] qui ont étudié le cas ot ¢(z) = p(z) + ¥(z), avec p un polyndme
et ¢ € H*°. Des conditions nécessaires, et suffisantes, pour que T}, soit cyclique
sur H? sont données. Elles font appel & la notion de fonctions univalentes. En
dépit de ces résultats intéressants, la question reste encore largement ouverte.

Dans cette thése, nous donnons des résultats sur la norme, la compacité,
I'hypercyclicité et la cyclicité des opérateurs de Toeplitz Tz, sur H(b) pour les
deux cas ou b est extréme et non extréme. En particulier, nous obtenons plu-
sieurs généralisations de résultats cités ci-dessus correspondant aux opérateurs
de Toeplitz standard T, sur H? (cas b = 0) et tronqués Af;) sur Ko (cas b= 0
une fonction intérieure).

Les opérateurs de composition

La deuxieme classe d’opérateurs sur les espaces de de Branges—Rovnyak que
nous allons étudier dans cette theése est celle des opérateurs de composition.
Rappelons que si Hol(D) désigne l'espace des fonctions analytiques sur D et si
© est une fonction analytique sur D avec ¢(D) C D, lopérateur de composition
de symbole ¢ est défini sur Hol(D) par

C,: Hol(D) — Hol(D)
foom Colf)=fog

Maintenant si H est un espace de Hilbert de fonctions analytiques sur D, le pro-
bleme général est d’étudier les propriétés de Cy, sur H (bornitude, compacité,
propriétés spectrales,...), I'idée étant d’établir un dictionnaire entre les proprié-
tés de 'opérateur Cy, sur H et les propriétés fonctionnelles de son symbole .
Les premiers résultats importants qui sont apparus dans cette direction sont
sur ’espace de Hardy H?, avec notamment les travaux fondateurs de J. Shapiro
[85, 86]. Tout d’abord, il est bien connu, d’aprés le principe de subordination
de Littlewood, que si ¢ : D — D est une fonction analytique, alors C, est
toujours borné sur H? (et plus généralement sur HP, p > 1). D’autre part,
Shapiro a caractérisé la compacité sur H? en utilisant la fonction de comptage
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de Nevanlinna N, définie par

Ny(w) := Z —log |z|, w € D.

e(z)=w

Plus précisément, il a montré que Cy, est compact sur H 2 si et seulement si
Ny (w)
1—[wl[?
fait que ¢ n’admet pas de dérivée angulaire au sens de Carathéodory. Il existe
une autre caractérisation qui fait intervenir la mesure image de ¢ définie par

pe(E) =m(p~ (B)NT),

pour tout borélien E C D, ol m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T.
Alors C,, est compact sur H? si et seulement si la mesure /i, est une mesure de
Carleson évanescente, c’est a dire que

b

lim sup =222 —
r—0 CeT T

— 0 si Jw| — 1. Dans le cas ol ¢ est univalente, ceci est équivalent au

ott S(¢,7) :={2z€D:|z—( <r}. A lasuite de ces résultats, une large lit-
térature sur le sujet s’est développée avec I’étude de C', sur divers espaces de
fonctions analytiques : Bergman, Dirichlet, Bloch, BMOA,... faisant tour a tour
intervenir soit la fonction de comptage de Nevanlinna (ou son analogue) soit la
notion de mesure de Carleson associée a ces divers espaces.

Si on s’intéresse aux opérateurs de composition C, sur H(b), le premier
probleme auquel on est confronté est qu’il est difficile de vérifier que, pour toute
fonction f € H(b), on a fop € H(b) car 'appartenance a H(b) n’est pas donné
par une simple condition intégrale, comme c’est le cas par exemple dans les
espaces de Hardy, Bergman ou Dirichlet. Ainsi, il apparait naturel d’étudier les
opérateurs C,, comme opérateurs de H(b) dans H?. Dans ce cas, comme H(b)
est inclus contractivement dans H?, il est facile de voir (avec le principe de
subordination de Littlewood) que C,, est toujours borné de H(b) dans H?. La
compacité de ces opérateurs a été étudiée par Lyubarskii-Malinnikova [57] dans
le cas ot b = O est intérieure (et donc H(b) = Ke) et par Fricain—Karaki—
Mashreghi [38] dans le cas général. Le fait de regarder I'opérateur C,, & valeurs
dans H? permet d’utiliser les mémes techniques que Shapiro et notamment
de faire intervenir la fonction de comptage de Nevanlinna. Plus précisément,
Lyubarskii-Malinnikova ont montré que C, : K¢ — H 2 est compact si et

seulement si o )
1 —
lim Nw(w)M =0.

Jw|—1 1 —|w|?

Dans le cas général, Fricain—-Karaki—-Mashreghi ont montré que si pour un certain

~v€(0,1/3), on a
. 1 —|b(w)"\?
1 N, _ =
A «0<w>( Tl ) =%

alors Cy, : H(b) — H? est compact. De plus, réciproquement si C,, : H(b) —
H? est compact, alors

lim Nw(w)ﬂ =0.

Jw|—1 1—|w|?
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Néanmoins, la caractérisation compléte de la compacité de C, : H(b) — H 2
reste un probléme ouvert.

L’étude de 'opérateur C,, de H(b) dans lui-méme a été effectuée, dans le cas
ol b = O est une fonction intérieure, par Mashreghi-Shabankhah [64]. Ils ont
montré que si B est un produit de Blaschke fini et ¢ est une fraction rationnelle,
si C,, est un opérateur borné sur Kp = H(B) alors nécessairement ¢ est une
fonction linéaire. Dans [63], ils ont caractérisé les paires de fonctions intérieures
(¢, ©) telles que C,, est borné de Ko dans lui méme. Dans cette caractérisation,
des restrictions fortes sont imposées sur © et . Il apparait donc assez rare que
C, envoie Kg dans lui-méme. Dans cette these, nous allons voir que la situation
est assez différente dans le cas de H(b) avec b non extréme. Un cas particulier
(équivalent) apparait dans les travaux de Sarason—Silva [82] qui ont étudié les
opérateurs de composition sur I'espace de Dirichlet local D(d;). En introduisant
une fonction de comptage adapté a l’espace, ils ont alors obtenu des caractéri-
sations de la bornitude et de la compacité de Cy, : D(61) — D(1), similaires
a la caractérisation de la compacité sur H? obtenue par Shapiro. Mentionnons
que l'espace de Dirichlet local D(d1) coincide avec un espace de de Branges—
Rovnyak particulier (voir section 1.6), et on peut donc traduire les résultats
de Sarason—Silva dans le cadre des espaces de de Branges—Rovnyak. Nous nous
sommes inspirés de ces résultats de Sarason—Silva pour les étendre dans un cadre
plus général, mais nous avons malgré tout adopté une approche différente basée
sur un lien intéressant entre les opérateurs C, : H(b) — H(b) pour b rationnel
et non extréme et certains opérateurs de composition & poids sur H2. Comme
nous le verrons ce lien est fortement basé sur le fait que dans le cas ou b est
rationnel et non extréme, nous avons une décomposition particuliere de I’espace
H(b) (voir (0.2)) qui est extrémement utile.

Rappelons que si p et u sont deux fonctions analytiques sur D avec ¢(D) C D,
alors I'opérateur de composition a poids W, est défini sur Hol(D) par

W.,: Hol(D) — Hol(D)
f = uCu(f) =u.(foyp) "

L’introduction de cet opérateur de multiplication par v induit en général un com-
portement assez différent pour W, , par rapport a Cy,. En particulier, contrai-
rement a Cy,, Popérateur W, ,, n’est pas toujours borné sur H?. Ces opérateurs
apparaissent de maniere naturelle dans différents contextes. Par exemple, de
Leeuw a montré que les isométries de I’espace de Hardy H' sont des opérateurs
de composition pondérés et Forelli a obtenu le méme résultat pour les espaces de
Hardy HP lorsque 1 < p < 0o, p # 2. Récemment, la bornitude et la compacité
des opérateurs de composition pondérés ont été étudiées sur divers espaces de
Banach classiques de fonctions analytiques sur D, tels que les espaces de Hardy,
Bergman et Bloch, voir par exemple [24, 25, 93, 91, 92, 69, 60]. En particulier,
Contreras et Herndndez-Diaz [24] ont obtenu une caractérisation de la bornitude
et de la compacité de W, , sur H 2 en termes de mesure de Carleson. Ce critére
a été ensuite utilisé pour caractériser la bornitude des opérateurs de composi-
tion dans différents contextes (voir par exemple [58, 59]). En utilisant que le
plongement de Carleson (c’est & dire I'injection de H? dans L?(u)) vérifie le test
du noyau reproduisant (voir [48, p. 231] ou [65, p. 105]), Gallardo-Gutiérrez—
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Kumar-Partington [43] ont montré que W, , est borné (respectivement com-
(1 lw]*)2u

pact) sur H? si et seulement si sup =
1—wep

|lw|<1

Mentionnons que ce résultat est aussi apparu dans [52] comme conséquence
d’une étude sur 'admissibilité des semi-groupes.

< oo (respectivement

(1 [w)iu

— 0, —1).
= | = 1)

Plan détaillé de la these et résultats principaux

Le chapitre 1 contient des résultats préliminaires dont la plupart sont déja
connus mais avec néanmoins quelques lemmes originaux qui seront utiles pour la
suite (notamment autour des multiplicateurs de l'espace #H(b) lorsque b est une
fonction rationnelle et non extréme). En particulier, nous introduisons les diffé-
rents espaces et opérateurs avec lesquels nous allons travailler, en insistant sur
les propriétés les plus importantes. Nous commencons par les espaces de Hardy
et les opérateurs de Toeplitz T, sur H 2. Nous passons ensuite aux espaces de de
Branges-Rovnyak #H(b). Comme c’est le cadre de notre thése, nous passons un
peu de temps a rappeler les propriétés générales de ces espaces et comme nous
Pavons déja signalé, la structure de H(b) et le comportement des fonctions de
H(b) dépendent souvent du fait que b est un point extréme ou non extréme de la
boule unité fermée de H*, ce qui est équivalent au fait que log(1 — |b|) est non-
intégrable ou intégrable sur T. Dans une troisiéme section, nous introduisons
les opérateurs de Toeplitz T3 3, ¢ € H, qui correspondent a la restriction de
Ts & H(b). Nous rappelons les propriétés connues sur ces opérateurs qui feront
I’objet de notre étude au chapitre 2. Dans les sections 4 et 6, nous explicitons
les liens qui existent entre les espaces de de Branges—Rovnyak #(b) et d’une
part la théorie des opérateurs de Toeplitz non bornés a symbole dans la classe
de Smirnov N, et d’autre part la théorie des espaces de Dirichlet & poids D(u)
en rappelant dans la section 5 la notion de dérivée angulaire qui est extréme-
ment importante comme nous le verrons dans la section 6 et dans plusieurs
résultats de notre theése et nous rappelons quelques faits sur cette notion no-
tamment le théoreme de Carathéodory. Nous poursuivons ensuite par rappeler
quelques faits bien connus autour des opérateurs compacts et Hilbert-Schmidt.
Nous introduisons a la section 8 la notion d’opérateurs cycliques, hypercycliques
et fréquemment hypercycliques en rappelant des critéres bien connus. Nous ter-
minons ce chapitre par des rappels sur les propriétés géométriques (telles que
la minimalité, I'uniforme minimalité, la complétude, les propriétés de base de
Schauder et base de Riesz) des suites dans les espaces de Banach qui seront
l’objet d’étude du dernier chapitre de cette these.

Le chapitre 2 est consacré a 1'étude des opérateurs Tj ;. Dans un premier
temps, nous nous intéressons au calcul de la norme de ces opérateurs. Dans le
cas ou b est un point non extréme de la boule unité fermée de H°, alors on
montre (Théoreme 2.2) que ||Ti || = [|¢llco, ce qui généralise un résultat bien
connu de Brown-Halmos [15] sur la norme de l'opérateur de Toeplitz standard
T, sur H 2. Dans le cas o1 b est un point extréme de la boule unité fermée de
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H®, la situation est plus délicate et nous parvenons seulement a donner des
estimations (ou des calculs exacts mais en imposant des conditions en plus sur
le symbole ¢) qui généralisent des résultats de Garcia-Ross [44] sur la norme de
lopérateur de Toeplitz tronqué AS.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons a la compacité des opéra-
teurs 155 et nous obtenons des généralisations de résultats d’Ahern-Clark [1]
(pour les opérateurs de Toeplitz tronqués sur Kg) et de Brown-Halmos [15]
(pour les opérateurs de Toeplitz classiques sur H?). En particulier, nous mon-
trons (voir Théoréme 2.13) que lorsque b est non extréme, alors il n’existe pas
d’opérateurs Tz, compacts sur H(b) (sauf dans le cas trivial ot ¢ = 0). Si on
s’intéresse aux symboles dans H*> N C(T), on obtient le résultat suivant sur
l'existence d’opérateurs compacts non triviaux de la forme T 3.

Théoréme A (Corollaire 2.11). Soit b un point de la boule unité fermée de
H®>. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe o € H* NC(T),p # 0 tel que T est compact.
(i) m(a(b)NT)=0.

Remarquons que la condition (ii) implique que nécessairement la fonction b
est intérieure. Autrement dit, nos résultats prouvent que si b n’est pas intérieure,
alors il n’existe pas de fonction ¢ € H*NC(T), ¢ # 0 tel que T est compact
sur H(b). 11 reste le cas ol b est un point extréme de la boule unité fermée de
H® et ¢ n’est pas continu sur T pour lequel nous n’avons pas réussi a répondre
a la question de I'existence d’opérateurs non triviaux compacts de la forme T3 .
La difficulté deés qu’on sort du cas de symboles non continus sur T se mesure par
le fait que méme dans le cas intérieur, la caractérisation compléte des opérateurs
de Toeplitz tronqués compacts n’est pas completement comprise.

Dans la section 3 du chapitre 2, nous étudions ’hypercyclicité des opérateurs
T, et nous obtenons, dans le cas ou b est non extréme, une généralisation du
résultat de Godefroy-Shapiro [50] :

Théoréme B (Théoreme 2.17). Soit b un point non extréme de la boule unité
fermée de H* et soit p € H*®. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Tp est hypercyclique.
(b) Tgp est fréquemment hypercyclique
(¢) ¢ est non constante et (D) NT # (.

En particulier, on obtient de ce résultat que si b est un point non extréme
de la boule unité fermée de H*> et |\| > 1, alors les opérateurs de Toeplitz
particuliers AX; = Thzp sont hypercycliques, ce qui généralise le résultat de
Rolewicz sur I'hypercyclicité de AS* sur H2. D’un autre coté, on montre (voir
Théoréme 2.25) que, dans le cas ou b est extréme, les opérateurs AX;, ne sont
hypercycliques pour aucun A € C.

Enfin dans la derniére section du chapitre 2, nous abordons la notion de
cyclicité de ces opérateurs. Nous nous intéressons tout d’abord a des propriétés
d’invariance de ’ensemble des vecteurs cycliques. Puis, nous montrons que dans
le cas ou b est non extréme, pour tout ¢ € H>, 'opérateur T ; est cyclique,
et nous construisons méme un vecteur cyclique commun & tous ces opérateurs
Tp.p, ce qui généralise un résultat de Wogen [94] :
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Théoréme C (Théoréme 2.42). Soit b un point non extréme de la boule unité
fermée de H*. Alors il existe une fonction f € H(b), tel que si ¢ € H® et
@ # cte alors f est cyclique pour T .

La question analogue de la cyclicité de T, dans le cas ol b est un point
extréme de la boule unité fermée de H reste encore ouverte.

Dans le chapitre 3, nous étudions les opérateurs de composition C, sur les
espaces de de Branges-Rovnyak H(b) dans le cas ou b est une fraction ration-
nelle et un point non extréme de la boule unité fermée de H*>°. On rappelle (voir
section 1.6) que, dans ce cas, la paire pythagoricienne a associée est aussi ra-
tionnelle et si (3, ..., (, sont les zéros de a sur T et my, ..., m, les multiplicités
respectives, alors l’espace de de Branges—Rovnyak H(b) admet une description
plus simple et s’écrit comme

n

(0.2) Hb) =[]z = )™ H? + Py,

i=1

ou N = Z;.l:l m;. Dans la suite, on notera a; le polynéme suivant

Il suit en particulier facilement de cette décomposition que toutes les fonctions
de H(b) ont une limite radiale en ¢;, 1 < i < n (voir section 1.5). Cette dé-
composition de H(b) va nous permettre de lier les propriétés de lopérateur
de composition C, sur H(b) et celles d'un opérateur de composition a poids
Wa,e sur H 2 ou le poids u va dépendre du comportement de ¢ aux points
G, 1 < i < n. En utilisant ce lien et les résultats de Hernandez—Diaz, Harper
et Gallardo-Gutiérrez—Kumar—Partington sur les opérateurs de composition a
poids sur H?, nous obtenons alors des caractérisations de la bornitude, de la
compacité et de la propriété Hilbert—Schmidt des opérateurs de composition C,
sur H(b). Plus précisément, nous prouvons d’abord une condition nécessaire sur
le symbole ¢ pour que 'opérateur C,, soit borné sur H(b).

Théoréme D (Théoréme 3.12). Soit ¢ : D — D analytique. Si C, est borné
sur H(b) alors ¢ € H(b) et pour tout j € {1,...,n}, on a

©(¢;) eDU{G:1<i<n}.

Par la suite, on va supposer sans perte de généralité que ¢ satisfait les
conditions nécessaires de ce résultat. De plus, on introduit pour une fonction u
dans L?(T) la mesure de Borel sur D définie par

() = / fuf? drm,
e 1(E)NT

pour tout borélien E C D et m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Cette
mesure intervient naturellement dans la théorie des opérateurs de composition
a poids sur H2. On obtient alors la caractérisation suivante de la bornitude de
Vopérateur C,, sur H(b).
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Théoréme E (Théoréme 3.21). Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(D).
Supposons que pour tout j € {1,...,p},0(¢;) € {¢ : 1 < i < n} et pour tout
je{p+1,...,n},0(¢) €D, ot 0 < p<n. Notons u la fonction définie par

(a1 09) [Tj—pra (0 = (G)™

ai

(0.3) u=

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cyp: H(b) — H(D) est borné.
(i) Wy, : H? — H? est borné.

o2 [u(Q)?
) s 0 P g < o

(iv) ., est une mesure de Carleson sur H?.
uyp

Dans le cas ot p = n (correspondant au cas ou pour tout 1 < j < n,
©(¢;) € T), il faut comprendre que, dans la définition (0.3) du poids u, le
terme H;LZP 41(p —9(¢;))™ disparait et la fonction u est tout simplement u =
aj op/ay. En utilisant le théoréme E, on en déduit une condition suffisante pour
la bornitude en terme de dérivée angulaire.

Théoréme F (Corollaire 3.22). Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(D).
Supposons que pour tout j € {1,...,p},0(¢;) € {¢ : 1 < i < n} et pour tout
je{p+1,....,n},0(¢;) € D. Supposons de plus qu’il existe k € {1,...,p} tel
que (k) = G avec my < my. Si Cy est borné sur H(b), alors ¢ admet une
dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point (y.

En particulier, lorsque tous les zéros de a sont simples (c’est-a-dire m; = 1
pour tout 1 < 5 < n),si p(¢x) € T pour un certain k, alors ¢ admet une dérivée
angulaire au point (x. Lorsqu’en plus n = 1 (autrement dit @ posséde un unique
zéro (1 sur T qui est de multiplicité 1), on montre (voir corollaire 3.23) que
Iexistence d’une dérivée angulaire en (; est aussi suffisante pour la bornitude,
ce qui nous permet de retrouver un résultat de Sarason—Silva.

On a un résultat analogue au théoreme E pour la compacité.

Théoréme G (Théoreme 3.31). Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(D).
Supposons que pour tout j € {1,...,p},0(¢;) € {G : 1 < i < n} et pour tout
je{p+1,....n},¢() €D, ot 0 < p<n. Soit u définie par (0.3). Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Cyp: H(b) — H(b) est compact.

(i) Wy, : H> — H? est compact.

(ii) fiy,, est une mesure de Carleson évanescente sur H?.
— [w*)u(Q)”
(iv) / T |2 dm(¢) — 0, |w| — 1.

En utilisant le théoréeme F et le critere de compacité donné par le théoreme G,
on montre alors que si tous les zéros de a sont simples et si C,, est compact sur
H(b), alors nécessairement, pour tout 1 < ¢ < n, on a ¢(¢;) € D. De plus,
en renforcant un peu cette condition, on peut obtenir les conditions suffisantes
suivantes :
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Théoréme H (Corollaire 3.26 et Théoreme 3.40). Soit ¢ : D — D, ¢ € H(b),
et supposons que pour tout 1 <1 < n,

limsup |p(z)] < 1.

z2—C;

Alors C,, est borné sur H(b). Si de plus, on a (D)NT C {¢; : 1 <1i < n}, alors
C, est compact sur H(b).

Ce résultat généralise aussi des résultats de Sarason—Silva (correspond au
cas d'un unique zéro simple).

Théoréme I (Théoreme 3.32). Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(D).
Supposons que pour tout j € {1,...,p},0(¢;) € {G : 1 < i < n} et pour tout
je{p+1,...,n},0(¢;) €D, ou 0 < p<n. Soit u définie par (0.3). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Cyp: H(b) — H(b) est Hilbert-Schmidt.

(ii) Wy, : H* — H? est Hilbert-Schmidt.

S N
) [ T i <

Dans le quatrieme et dernier chapitre de cette thése, nous nous intéres-
sons aux propriétés géométriques (minimalité, uniforme minimalité, complétude,
base de Schauder, base de Riesz) de certaines suites naturelles des espaces de
de Branges-Rovnyak H(b) (quand le symbole b est un point non extréme de la
boule unité fermée de H°) : suites de noyaux reproduisants de I’espace de Hardy
(kx, )n>1, suites des mondmes (z™),>1 et les suites (bky, )n>1. Pour certains de
ces exemples, nous obtenons des caractérisations compléetes.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et résultats préliminaires qui
nous seront utiles dans la suite de cette thése. Nous commencgons par présen-
ter et discuter les opérateurs de Toeplitz T, qui sont extrémement importants
dans le contexte des espaces de de Branges-Rovnyak. Puis, nous introduisons
les objets principaux de ce mémoire, les espaces de de Branges-Rovnyak H(b)
et les restrictions aux espaces H(b) des opérateurs de Toeplitz Tj; ;, a symboles
co-analytiques. Par suite, nous explicitons les liens qui existent entre les espaces
de de Branges—Rovnyak () et d’une part la théorie des opérateurs de Toeplitz
non bornés & symbole dans la classe de Smirnov N'*, et d’autre part la théorie
des espaces de Dirichlet & poids D(u), aprés avoir introduit la notion de dérivée
angulaire au sens de Carathéodory. Nous continuons ce chapitre avec quelques
faits bien connus autour des opérateurs compacts et de Hilbert-Schmidt utiles
pour le chapitre 3, des définitions et des criteres généraux sur les opérateurs cy-
cliques, hypercycliques et fréquemment hypercyclique. Pour finaliser ce chapitre
avec des propriétés géométriques des suites dans un espace de Banach (telles
que la minimalité, I'uniforme minimalité, la complétude, les propriétés de base
de Schauder et base de Riesz).

Tous les résultats de ce chapitre sont (bien) connus, seul le lemme 1.46 et le
corollaire 1.47 sur les multiplicateurs de #(b) semblent étre nouveaux.

1.1 Opérateurs de Toeplitz T,

Dans cette section nous présentons les opérateurs de Toeplitz T, défini sur
'espace de Hardy H? du disque unité D = {z € C : |z| < 1}. Pour cela nous
commengons par rappeler brievement la définition des espace de Hardy H? pour
0 < p < oo et les propriétés particulieres de H2. Puis nous donnons quelques
propriétés et résultats importants sur les opérateurs de Toeplitz.

1.1.1 Espace de Hardy

Rappelons la définition des espaces de Lebesgue LP(T) = LP(T, m) ot m est
la mesure de Lebesgue normalisée sur T = dD.
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Pour 0 < p < o0,

LP(T) = {f : T — C mesurable : ||f]|, := (/ f|pdm>p < oo},
T

et
L™(T) ={f : T — C mesurable : || f||oc :=supess|f(z)] < co}.
z€T

Pour 1 < p < oo, (LP(T),||.||p) est un espace de Banach.

Définition 1. Pour 0 < p < oo, l'espace de Hardy HP = HP(D) est l'espace
des fonctions [ analytiques sur D telle que

1/p
1]l = sup ( / If(rC)I”dm(C)> < oo,
0<r<1 \JT

et H*® = H>®(D) est l’espace des fonctions f analytiques sur D, telles que
[ flloc = sup[f(z)| < oo.
zeD

1l se trouve que pour 1 < p < oo, l’espace HP est un espace de Banach.
Dans ce qui suit, nous nous intéressons principalement auz espaces H', H? et
H*. Une application simple de l’inégalité de Hélder montre que

H>® cC H*C H'.
Théoréme 1.1 ([33]). Soit f € HP,0 < p < co. Alors
F(e) = tim f(re")
existe presque partout sur T = 0D et f* € LP(T). De plus, ||f|l, = |[f*||Le(T)-

Présentons maintenant quelques propriétés particulieres de ’espace de Hardy
H2.
Soit f une fonction analytique sur D et supposons que la série de Taylor centrée
en 0 de f soit donnée par

o0
f(z)= Zanz", z € D.
n=0

Alors par la formule de Parseval, on a pour chaque 0 < r < 1,

o0 2 o0
E anr™e™?| df = E an |22
n=0

n=0
En prenant le supremum sur les r < 1 et en appliquant le théoreme de conver-
gence monotone, on obtient alors

1£1l2 = lanl*.

n=0

1 2w

. 1 2
02
9 = —
frean = o [

2 Jo
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Ainsi, f € H? si et seulement si sa suite de coefficients de Taylor est de carré-
sommable.
Réciproquement, si (a,)n,>0 est une suite dans ¢2 alors celle-ci est bornée, et
) > 9

donc la série entiere

o0

E anz"

n=0

possede un rayon de convergence d’au moins 1. Ainsi, elle définit une fonction
holomorphe f sur D. Les calculs précédents montrent que la norme H? de f
est égale & la norme (2 de la suite (an)n>0, €t donc f € H?. En résumé, H?
est isométriquement isomorphe & £2, et donc il hérite certaines propriétés de
ce dernier, en particulier H? est un espace de Hilbert. L’isométrie qu’on vient
d’énoncer nous donne une formule pour le produit scalaire dans H? en terme
des coefficients de Taylor des fonctions. Si

f(2) =) anz" g(z) =) buz",
n=0 n=0

alors
o0
< fvg >o= Z anby,.
n=0

Une autre fagon d’interpréter I'espace H? est la suivante : Si F' € L?(T) et ses
coefficients de Fourier négatifs sont tous nuls, alors 'intégrale de Poisson de F'

ety = o [ R
)T o o 1—2rcos(6 —t)+r? ¢

définit une fonction holomorphe sur D, dont les coefficients de Taylor sont les
coefficients de Fourier de F. Ces derniers sont de carré-sommables par la formule
de Parseval, et donc f € H?, avec ||f]l2 = [|F|[r2(m) (o0 F(e') = f*(e') =
IE?, f(reit) | [70, Chapitre 11]).

Réciproquement, si on commence avec f € H?, alors par le théoréme de Fatou, f
possede des limites radiales presque partout, et la fonction limite est dans L(T),
ses coefficients de Fourier négatifs sont nuls, et f coincide avec son intégrale de
Poisson. En résumé, H? est isométriquement isomorphe au sous-espace fermé
de L?(T) des fonctions dont les coefficients de Fourier négatifs sont nuls. On a
aussi la formule suivante pour le produit scalaire : si f,g € H? et f*,g* sont
leurs limites radiales respectivement, alors

* * 1 27 EYSIAVITIRTY
< fog>e=< [, 9" >2m)= %/ fH(e)g*(et)dt.
0

La propriété la plus importante de H? pour nous est le fait qu’il s’agit d’un
espace de Hilbert a noyau reproduisant.

Proposition 1.2 ([33]). H? est un espace de Hilbert d noyau reproduisant sur
D, dont le noyau reproduisant est défini par

kx(z) = 3 A,z €D.
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Démonstration. Fixons A € D. Si f(z) = Y. 7 janz", alors par I'inégalité de
Cauchy—Schwarz

O < 3 Jau”] < (Z ) (Z uﬁ")
n=0 n=0

n=0

Y
- (1= Ml

Ainsi, I’évaluation en A est une fonctionnelle bornée. Finalement, on note que
o0 (o] o0
< fikx>2=f(N) = Zan/\” = <Z an2", Z)\"z”>
n=0 n=0 2

n=0
1
:<f7—> )
17)\2 2

d’ott ky(2) = 1/(1 — A2). Le noyau kx(z) = 1/(1 — Az) est appelé le noyau de
Cauchy. O

1.1.2 L’opérateur T, € L(H?)

Soit ¢ € L>=(T). L’opérateur de Toeplitz correspondant T, : H*> — H? est
défini par
T,f :=Py(of) (f € H?),

olt P, désigne la projection orthogonale de L?(T) sur H?,

P, LX(T) N o
f= o f)xn = Prf=30"0f(n)xn,

ott x,,(e'®) = €"® [40].

Il est clair que T, est un opérateur borné sur H? avec ||T,|| < [[¢||p(T)-
Cependant, en fait, nous avons ||T,|| = ||¢||re(T). Pour prouver cette égalité
on utilise un résultat d’approximation pour les fonctions dans L?(T) (voir [40,
Théoréeme 12.2]). De plus, un calcul immédiat montre que 75 = T pour tout
¢ € L*(T). On peut aussi montrer que I'opérateur de Toeplitz T, est compact
sur H? si et seulement si p = 0 (voir [40, Théoréme 12.28]).

Si ¢ € H* T'algebre des fonctions analytiques et bornées sur D, alors T,
est simplement I'opérateur de multiplication par ¢ et son adjoint est T;;. Par
conséquent, si ¢, ¢ € H>, alors TpT; =T, =TT ( pour plus d’informations
sur ces réultats voir [40]).

De plus, si p € H* on a

(11) T@k)\ = (p(/\)k)\
En effet, pour tout f € H?,

< [y Tp(ky) >2 =< T, f, kx >2=< of, kx >2= p(\) f(N)
=p(\) < fikx >2=< f,0(\kx >2 .
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Une combinaison linéaire de x,,n € Z, est appelé un polynoéme trigonomé-
trique, et ’enveloppe linéaire de tous les polynémes trigonométriques est noté
par P. Cependant, si nous limitons n a N, alors une combinaison linéaire de
Xn,n > 0, est appelée un polynéme analytique, et I’enveloppe linéaire de tous
les polynoémes analytiques est notée P.. Le terme analytique vient du fait que
chaque élément de P, s’étend en une fonction analytique sur le plan complexe.

Il s’avere que si p est un polynéme analytique et ¢ € L>(T), alors Tp n’est
pas nécessairement un polyndéme. Cependant, si ¢ est en plus analytique, alors
c’est le cas.

Lemme 1.3 ([40], Théoreme 12.6). Soit ¢ € H™, et soit p un polynéme ana-
lytique de degré n. Alors Tap est un polynome analytique de degré au plus n.

Démonstration. Puisque o € H® C H? on peut écrire,

PXn = Z S(k)Xn—rk,

ce qui implique que
n
ToXn = Z ¢(n — k)X
k=0

Cette identité montre que I'image d’un polynéme analytique de degré n par T
est un polynoéme analytique de degré au plus n. O

Remarque 1.4. D’aprés le théoréme précédent, pour toute fonction o € H™®
avec ¢ # 0, limage de Ty contient tous les polynomes analytiques. En particu-
lier, l"image de Ty est dense dans H2.

Démonstration. Puisque ¢ # 0, il existe N > 0 tel que

¢0)=¢(1)=...=p(N—=1)=0 et  (N)#0.

Soit n > N. Alors d’apres la preuve du lemme (1.3) on a

Toxn = Z@(n — k)X
k=0
n—N
k=0

car (n —k) = 0 pour n — N +1 < k. De plus, pour k =n — N, $(n —k) =
p(n—n+ N)=¢@(N) #0. Dot Tyx, est un polynoéme de degré égal a n — N.
Ceci montre que pour tout n > N, I'image de T;3 contient un polynéme de degré
n— N, autrement dit, 'image de T;; contient un polynéome de degré p, pour tout
p > 0 et finalement un argument standard permet d’en déduire que 'image de
T contient tous les polyndmes analytiques. O
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I est clair que si ¢ € L*°(T), Popérateur de Toeplitz T, n’est en général
pas a image fermée. Dans la suite, il sera utile de définir un nouveau produit
scalaire pour lequel T\, H 2 est un espace de Hilbert contenu dans H?, avec une
inclusion bornée (contractive si ||¢||s < 1). Plus précisément, si f,g € H?, on
pose

(1.2) < wa, Tog > M) =< P(kerTw)lf’ P(kerTg,)Lg >2,

ol Pyer 7, )+ est la projection orthogonale de H? sur (ker TW)J‘.
On vérifie alors que M(y) := T,,H*> muni de ce produit scalaire est un espace

de Hilbert et que M(p) < H?. Plus précisément, si f € H?, on a

1T 113 = 1T Pier ) 112
<NTolZ () | Prier 1) 112
= |lel 2T I

ainsi
1T fll2 < ll@lloo 1T fll Mm(p)-

1.2 Espaces de de Branges-Rovnyak

Les espaces de de Branges-Rovnyak ont une structure riche et fascinante
dont Iexploration était le but du livre de Fricain-Mashreghi [39].

1.2.1 Propriétés générales de ’espace de de Branges-Rovnyak

Soit ¢ € L>®(T) avec ||¢||oo < 1, alors 'opérateur de Toeplitz correspondant
T, est une contraction sur H2. L’espace de de Branges-Rovnyak associé est
défini par
1/2 772
Hp) = (I - T,T,) 2 H?,

dont le produit scalaire est
1 = TTp) P fllo = |Iflla (f € H? ©ker(I = T,T;)"?).

(voir [39, Section 17.3]). Notons que comme ||T,|| < 1, alors I — T, Ty = I —
T,T; > 0 et donc H(p) est bien défini. Par conséquent, la définition d’un espace
H(p) utilise le défaut de la contraction T;, et on comprend donc pourquoi les
opérateurs de Toeplitz sont aussi importants. Le cas important pour nous sera
lorsque ¢ est une fonction analytique non constante de la boule unité fermée de
H*°. Dans ce cas, par tradition, nous utilisons b au lieu de ¢.

Pour b = 0, nous voyons que I — T,T; = I et donc H(0) = H?. Plus géné-
ralement lorsque ||b||o < 1, H(b) coincide avec I'espace de Hardy H? avec une
norme équivalente (car I — T, T est inversible).

Pour b = O, avec © une fonction intérieure (c’est-a-dire une fonction de la boule
unité fermée de H* telle que |O(()| = 1 presque partout sur T = 9dD), 'espace
H(O) est un sous-espace fermé de H?, et nous avons

H(O) = (OH*) :={f € H?: (f,Og)2 = 0,Yg € H*}.
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En effet, dans ce cas, To est une isométrie partielle et donc TgTg est la projec-
tion orthogonale de H? sur © H?, ainsi I — TeTg est la projection orthogonale
de H? sur (OH?)L. L'espace H(O) est aussi appelé I'espace modele et est noté
par Ko = H(O).

Dans le cas général ot ¢ est un point de la boule unité fermée de L>°(T),
'espace H(¢p) est un espace de Hilbert inclus contractivement dans H?. En effet,
pour f = (I —T,T5)'/2g € H(p), out g € H?> ©ker(I — T, T5)*/2. On a

1713 =< (I = T,T5)"g, (I - T,T,)"/*g >
=< I -T,Tp)g,9 >
= llgll3 = [|T59l13
< lgll3 = 111 = T,Tp) " ?gll% = |I 112
De plus, H(p) est un espace de Hilbert a noyau reproduisant. En effet, comme
pour tout A € D, 'application f + f()) est continue sur H? et que H(p) — H?,

cette application est aussi continue sur H(y). D’apres le théoréeme de Riesz, il
existe donc k¥ € H(yp) tel que

) =< [kS >¢, [ €M)

Remarquons que
kY = (I —T,Tz)kn,

ou ky est le noyau reproduisant de H2. En effet, tout d’abord, on a bien sfir
(I —T,T5)kx € H(yp) et de plus, pour f = (I — T, T5)"/%g € H(p), on a

< (I =TpTo)kx >, =< g, (I — T,T5)"?kx >2
=< fv k)x >9= f()‘)

Ainsi par unicité du noyau reproduisant, on a k¥ = (I — T, T )ky. En utilisant
(1.1), on vérifie alors que si ¢ =b € H*®, ||b||oc <1, 0n a

1 B0h(2)

(1.3) B =~

, Az €D.

Soit S T'opérateur du Shift défini par

S : H? — H?

Alors S =T, et son adjoint S* = T%. Plus explicitement,
. fG)=F0) <
(S*F)(2) . n;)f(m )2", z€D,

o f(z) = Y00, f(n)z". 1 est évident que S est une isométrie (c’est-a-dire
S*S = Id). D’apres le théoréme de Beurling, les espaces K¢ correspondent &
I’ensemble des sous-espaces fermés de H?, non triviaux, invariants par ’adjoint
du shift S* = T%.
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De plus, on remarque que pour tout ¢ € H® T;Kg C Keo. En effet, soit
f € Ko, pour tout g € ©H? g = Oh avec h € H?, on a

<Tgf,g>2=<Tzf,Oh >9=< f,T,(Oh) >
=< f,pOh >o=< f, @((ph) >o= 0.

Déterminer le noyau d’un opérateur de Toeplitz T, est en général un probleme
difficile. Néanmoins, lorsque le symbole ¢ est dans H* ou H >, alors le probleme
devient beaucoup plus simple, comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 1.5 ( [40], Théoreme 12.19). Soit ¢ € H*>®, ¢ # 0, et soit © la
partie intérieure de p. Alors

1. T, est injective.

2. On a
kerT; = Keo.

En particulier, si ¢ est une fonction extérieure de H* alors, T, et Tz sont tous
les deux injectives.

Remarquons d’apres le théoréme 1.5 et (1.2) que si ¢ est extérieure dans
H® alors ker Tz = {0} et donc pour tout f,g € H?, on a

<Tsf,Ts9 >rm@p)=< f,9 >2 -

Les espaces H(b) sont des espaces de Hilbert contenus contractivement dans H?,
et qui ne sont généralement pas fermés dans H? (sauf si b = ©). Le résultat
suivant montre que 'autre alternative est radicalement différente.

Théoréme 1.6 ([39], Théoréme 18.3). Relativement a la norme ||.||2 de l’espace
de Hardy H?, l’espace H(b) est dense dans H? si et seulement si b n’est pas une
fonction intérieure.

Les espaces H(b) peuvent coincider avec 'espace de Hardy H?2.

Corollaire 1.7 ([39], Corollaire 18.6). Soit b un élément de la boule unité fermée
de H*®. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) H(b) = H>.
(i) H(b) = H>.
(iti) [|b]]oo < 1.

Les espaces de de Branges-Rovnyak admettent des décompositions orthogo-
nales intéressantes.

Théoréme 1.8 ([39], Théoreme 18.7 et 18.8). Soit b1, by deux fonctions de la
boule unité fermée de H>, soit b = b1by. L’espace H(b) se décompose comme

(1.4) H(b) = H(b1) + biH(b2) = H(b2) + boH(b1).

De plus, si H(b1) N H(b2) = {0}, alors on a les assertions suivantes :
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(i) L’espace H(b) se décompose comme suit
H(b) = H(b2) © baH(b1),

et la somme est orthogonale.

(i) L’espace H(by) est contenu isométriqguement dans H(b), c¢’est-a-dire
A Moo = (1116, (f € H(b2)).
(iii) L’opérateur Ty, agit comme une isométrie de H(b1) dans H(b), c’est-d-dire

Ty, : H(b) — H()
= baf

et
b2 fllo = [|fllby,  (f € H(b1)).

Un corollaire immédiat est le suivant.

Corollaire 1.9 ([39], Corollaire 18.9). Soit b = b1© ot by est dans la boule
unité fermée de H™ et © est une fonction intérieure. Alors l'espace H(b) est la
somme directe orthogonale de Ko et OH(by), ¢’est-a-dire

H(b) = Ko ® OH(b1).
L’espace modéle Kg est contenu isométriqguement dans H(b), ¢’est-a-dire

1fll2 = [/l (f € Ke).
Lopérateur Te agit comme une isométrie de H(b1) dans H(b), c’est-a-dire

Te : H(bl) — H(b)
f = 0of

et
Of1s = I1flle,,  (f € H(br)).

Démonstration. Puisque © est une fonction intérieure, alors I — TgTe = 0 (car

To est une isométrie) et donc H(©) = {0} et il suffit d’appliquer le théoréme
précédent. O

D’autre part, il est bien connu qu’il existe des relations entre les produits
scalaires de H(b) et ceux de son cousin H(b), ces relations étant des cas par-
ticuliers d’un théoréme plus général de Lotto—Sarason [39, Théoréme 16.18 et
corollaire 16.19].

Théoréme 1.10 ([39], Théoréme 17.8). Soit f € H?. Alors f € H(b) si et
seulement si Ty, f € H(b) et

< fi.fo>v=< f1, fa >2 + < T3 f1, T3 f2 >3, (f1.f2 € H(D)).
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Comme le suggere le théoréme précédent, la structure et les propriétés de
H(b) sont étroitement liées & celles de H(b). Nous verrons que les propriétés de
ces deux espaces H(b) et H(b) dépendent profondément du fait que b est un
point extréme ou non extréme de la boule unité fermée de H°°. Rappelons que,
selon le théoreme de De Leeuw-Rudin, b est un point extréme de la boule unité
fermée de H® si et seulement si log(1 — |b|) ¢ L'(T). En particulier chaque
fonction intérieure b = © est un point extréme.

Pour finir cette section, nous allons introduire un opérateur qui va nous
permettre de donner une représentation intégrale des fonctions de H(b). Elle
est basée sur la notion de mesure de Clark-Aleksandrov que nous rappelons

maintenant.
. . 1+b(2) .
Soit b € H*,||b||oc < 1. Comme la fonction R =00 est une fonction
—b(z
harmonique positive dans D, le théoreme d’Herglotz affirme qu’il existe une

unique mesure de Borel positive u sur T telle que

1+b(z)  [C+z o 1+ b(0)
1—-b(z) TC—zdu(oJr <1—b(0)>'

La mesure p s’appelle la mesure de Clark-Aleksandrov associée a b. Clark a alors
introduit un opérateur dans le cas ou b = O est intérieure qui est un opérateur
unitaire de L?(u) sur Ke.

Dans le cas général, on a une isométrie partielle de L?(u) sur H(b). Plus
précisément, pour f € L?(u), notons

1)
T 1-— CZ
Théoréme 1.11 ([39], Théoréme 20.5). Soitb € H™® ||b||cc < 1 et u sa mesure
de Clark. Alors Vi, est une isométrie partielle surjective de L*(u) sur H(b). De

plus, si b est un point extréme, V; est aussi injective et donc est un opérateur
unitaire de L*(p) sur H(b).

(Vo f)(z) = (1 —b(z2)) du(¢), zeD.

1.2.2 L’espace H(b) engendré par un symbole b non ex-
tréme

A partir de la caractérisation précédente d’un point non extréme, il s’ensuit
que, si b est non extréme, alors il existe une unique fonction extérieure a tel que
a(0) > 0 et |a|]®>+|b> = 1 p.p. sur T [78]. La fonction a est uniquement détermi-
née par b. Nous appellerons (a,b) une paire pythagoricienne et a le compagnon
pythagoricien de b. Dans ce cas, 7—[(5) a une structure plus facile, ce qui implique
également des propriétés particulieres pour H(b).

Théoréme 1.12 ([39], Théoréme 23.2). Soit b un point non extréme de la boule
unité fermée de H*. Alors

M(a) = H(b),

ot le symbole = signifie que ces deux espaces sont égaux et ont la méme structure
hilbertienne (c’est-a-dire que les deuz produits scalaires coincident). De plus,

M(a) — M(a) — H(b),



1.2. ESPACES DE DE BRANGES-ROVNYAK 31

et les deux inclusions sont contractives. En particulier M(a) = T, H? est contrac-
tivement contenu dans H(b).

Le résultat suivant (qui se déduit facilement des théoremes 1.10 et 1.12)
donne une caractérisation utile de H(b) dans le cas non extréme.

Théoréme 1.13 ([39], Théoréme 23.8). Soit b un point non-extréme de la boule
unité fermée de H*®, a son compagnon pythagoricien et soit f € H?. Alors
f € H(b) si et seulement si Ty f € H(b) = M(a). Dans ce cas, pour f1, fa € H(b)
il existe des uniques ff', f2+ € H? tel que Ty f; = T(—If;r pouri=1,2 et

<fufo>r=<fi,fo>a+ < fi' i >a.

En particulier, pour toute f € H(b),

A1 = 1112 + F 13

Le résultat suivant caractérise 'ensemble {h™, h € H(b)}.

Théoréme 1.14 ([39], Théoréme 23.12). L’application ¥ : h — h™ est une
isométrie partielle surjective de H(b) dans H(a), et son noyau est ker Ty NH(b).

L’une des difficultés de travailler avec les espaces H(b) est qu’en général il est
assez difficile d’exhiber explicitement des fonctions qui appartiennent a H(b),
mis & part les noyaux reproduisants de H(b) (voir formule (1.3)). Les théorémes
1.10 et 1.13 donnent des critéres pour vérifier qu’une fonction de H? appartient
a H(b). En utilisant cette caractérisation, on peut exhiber de nouvelles familles
de fonctions qui appartiennent a H(b).

Théoréme 1.15 ([39], Théoreme 23.23). Soit b un point non extréme de la
boule unité fermée de H>, et soit w € D. Alors

ke € H(D) et bk, € H(D).

De plus, pour tout f € H(b), on a

(1.5) < frkw >p= f(w) + ZEZ; fH(w)
et
(1.6) < f,bky >p= f;g‘;).

Enfin, pour tout w € D, on a

.7) Tkl = (1 n

et

1—
1. bky||? =
19 okl = (25



32 Chapitre 1. PRELIMINAIRES

Démonstration. Selon le théoréme 1.13, le noyau de Cauchy k,, appartient a
H(b) si et seulement si Tk, appartient a M(a). Mais par (1.1), on a

Tiky = b(w)ky et Taky = a(w)ky,

ce qui implique

Ti;kw = T[l (b(u})kw> .

a(w)

Cette identité montre que k., € H(b) et, de plus,

(1.9) kb =

w

Ainsi, par théoréme 1.13, pour tout f € H(b), on a

< ik >y =< fiky >2 + < [Tkl >
b
=< f7k'w >2 +@ <f+7kw >2
a(w)

o) e (),

a(w)

= flw)+

puisque k., est le noyau reproduisant de H2. De méme, la fonction bk,, appar-
tient & H(b) si et seulement si la fonction T3 (bk,,) appartient & M(a). Mais, en

utilisant encore que Tzk,, = a(w)k,, on obtient

T;(bkw) = Py (b]*ku)
= P ((1 —al*)kw)
— by — Ta(aky)

= TEL <kw - akw) )
a(w)

ce qui montre que bk,, € H(b). De plus,

1
1.1 bky)T = —a | ky.
(1.10) (bkw) (a(w) >

Alors, par le théoreme 1.13, pour tout f € H(b), on a

< fibky >p =< f,bky >o + < fT, (bky)T >
1
=< f,bky >0 +—— < fTky >0 — < fT,aky >2

a(w)
[ (w)
a(w) -

=< f,bky >2 — < fT,aky >o +
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Pour terminer la preuve et obtenir ’égalité (1.6), il suffit de remarquer que

< fbky >0 =< bf, ky >2
=< Tgf, kw >0
=< TafT, kw >
=< T, aky, >o .

La formule (1.7) résulte de (1.5) et (1.9) et la formule (1.8) résulte de (1.6) et
(1.10). m

Remarque 1.16. D’aprés le théoréme précédent, on remarque que dans le cas
ot b est non extréme, tous les noyauzr reproduisants de ’espace de Hardy H?
sont en particulier des éléments de H(b). En fait, on a l’équivalence suivante

(1.11) VA €D, ky € H(b) & b est non extréme,

(voir [39, Corollaire 25.8]).
De plus, dans ce cas,
Span{k,, : w € D} = H(b),

(voir [39, Corollaire 23.26]) ou le Span{k, : w € D} désigne l’enveloppe li-
néaire fermé engendré par l’ensemble {k,, : w € D}. On verra au chapitre 2 une
généralisation de ce résultat.

Remarque 1.17. Dans le cas ou b est un point non extréme, il suit facilement
du théoréme 1.12 et de la remarque 1.4, que Py C M(a) C H(b). D’autre part,
il est bien connu que l’ensemble des polynomes analytiques est dense dans H?.
Sarason a pu généraliser ce résultat en prouvant que cet ensemble est aussi dense
dans Uespace H(b), dans le cas ot b est non extréme (voir [18, Corollaire 1]).

Dans le cas non extréme, M(a), et donc H(b), contiennent non seulement
les polynomes mais en fait toutes les fonctions analytiques sur un voisinage de
D. Nous noterons Hol(D) I'ensemble des fonctions f telles qu’il existe un ouvert
Ur D D tel que f est holomorphe sur U . Sarason a alors montré le résultat
suivant.

Théoréme 1.18 (D. Sarason, [73]). Soit (a,b) une paire pythagoricienne. Alors

Hol(D) C M(a) C H(b).

Si f € Hol(D), on peut traduire le fait que f € Hol(D) en terme de croissance
de ses coefficients de Taylor.

Théoréme 1.19 ([40], Théoreme 5.7). Soit f une fonction analytique sur D et
écrivons

f(z)= Zanz" (z € D).
n=0

Alors f € Hol(D) si et seulement si il existe une constante ¢ = c(f) > 0 tel que

an =0(e™ "), (n — o0).
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1.2.3 L’espace H(b) engendré par un symbole b extréme

Dans cette partie, nous introduisons un opérateur unitaire K, défini de L?(p)

dans H(b), ot p = 1 — [b]> € L>(T). Cet opérateur est important, il nous
permettera de calculer la norme des fonctions dans H(b) dans le cas ou b est
extréme.

Commengons par définir d'une fagon générale les opérateurs K, : L*(p) —
H? pour ¢ € L®(T) et

L% (p) = {f : T — C mesurable; ||f||2L2(¢) = /T |12 |ldm < oo}.

L’application
K, : L*(p) — H?
f = K‘Pf = P+(Q0f)7

est bien définie, et de norme au plus ||<p|\éé2
En effet, pour toute f € L?(¢p), on a

/T ol 12dm < [l ool fll2() < 00

Cela veut dire que of € L?(T), et alors,

K,f = P(of) € H2.

De plus,
1Ko fll2 = 1P ()2 < Nl fll2 < el 211 2 ) -

Par suite, ||K,|| < ||g0\|<1>42 (voir [40, Section 13.4]).

Ces opérateurs ont une propriété d’entrelacement tres utile :

Théoréme 1.20 ([40], Théoréme 13.21). Soit ¢ € L>°(T) et ¢» € H>®. Alors
K,M; =T;K,,

ot My L?(¢) — L?(y) désigne Uopérateur de multiplication par v sur L*(p).

Démonstration. Soit f € L?(y). Alors, on a

TiKof = Py (VP (of)) = Py(Pof) = Pr(oMyf) = K My f.
[

Notons p =1 — |b|* € L>°(T). L'opérateur K, va nous permettre de faire le
lien entre L?(p) et H(b) et donc H(b). En utilisant le théoreme de Helson-Szegd
on peut monter :

Théoréme 1.21 ([39], Théoréme 25.1). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H>. Alors K, est une isométrie surjective de L*(p) sur H(b).

Corollaire 1.22 ([39], Corollaire 25.2). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H™ et soit f une fonction de H(b). Alors il existe une unique
fonction g € L?(p) tel que

f = Pr(pg)-
De plus, on a log|pg| ¢ L*(T).
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Ces résultats serviront a donner des estimations de la norme des opéra-
teurs de Toeplitz T & symboles co-analytiques restreints sur les espaces de de
Branges-Rovnyak H(b) avec b extréme.

1.3 Opérateur de Toeplitz T},

1.3.1 Propriétés générales

Un opérateur important dans la théorie des espaces modeles est la compres-
sion des opérateurs de Toeplitz sur Kg : Pour ¢ € L*(T) et © une fonction
intérieure, on définit 'opérateur de Toeplitz tronqué Ag par

AS : Ko — Ko
f = Agf:P@(TSGf)7

avec Pg la projection orthogonale de H? sur Kg .

Les opérateurs de Toeplitz tronqués sur les espaces modeles ont été formelle-
ment introduits par Sarason dans [80], et apparaissent pour la premiére fois en
théorie de 'interpolation via une approche basée sur un théoréme de relevement
du commutant. Une étude approfondie de ces opérateurs peut étre trouvée dans
[21], [22], [45] et dans [81, Section 7).

Comme on I'a vu lorsque ¢ est dans H°°, alors Kg est invariant par T et un
calcul élémentaire montre alors que ’adjoint de 'opérateur de Toeplitz tronqué
a symbole ¢ est (A9)* = Tk, [40, Section 14.7].

Le résultat suivant justifie la généralisation des opérateurs Ty : Kg — Ko
dans le cadre des espaces de de Branges-Rovnyak.

Théoréme 1.23 ([39], Théoréme 18.13). Soit o € H* et b€ H™, ||b]|oo < 1.
Alors H(b) est invariant par Ty. De plus, si

T@b : 'H(b) — 'H(b)
[ = Pu(®f)’
on a ||Tapl|£rwy) < lelloo-

Démonstration. Nous allons donner une preuve un peu différente de [39] et
séparer les cas extréme et non extréme.

Premier cas : b est un point extréme de la boule unité fermée de H°.

Soit f € H(b). Par le théoréeme 1.10, Ty f € H(b) et le théoréme 1.21 implique
alors qu’il existe une unique fonction g € L?(p) telle que T} f = K,(g). Alors

Ty (To f) = TeTh f = TpK,(9) = Kp(Msg),

ot la derniere égalité résulte du théoreme 1.20. Remarquons alors que Mgg =
g € L*(p) ainsi le théoréme 1.21 implique que

T;(Taf) € H(b),
ce qui une nouvelle fois en utilisant le théoreme 1.10 implique que

Tef € H(D).
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De plus, on a
T f15 = 1T f13 + 1 T TH 11
= [T f113 + [ Ko (29I
= | Ta£113 + 11291172(p)
< lell3 (1113 + llgll7z(p))
= [lell3 lI£13-

Finalement on en déduit que
TeH(b) C H(b)

et
[T,

leaw) < llelloo-

Deuxieme cas : b est un point non extréme de la boule unité fermée de H°.

Soit f € H(b). Par le théoréme 1.13, il existe un unique f* € H? tel que
Tof =Taf*

et
A1 = A1 + 11115

De plus, comme

Ty(Tof) = To (T3 f)
=Ty(Taf")
= T&(T@f-‘r) c M(a) = H(B)
On déduit du théoréme 1.13 que Tz f € H(b) et (T f)t =TsfT.
D’ou
1T £115 = T £112 + 1T 7113
< el 2 ULFIZ + 11£4112)
= llellZ [I£115,

ce qui prouve que [|Tp ||z m)) < |@lloo- O
En particulier, H(b) est invariant par I’adjoint du Shift S* = Tz et dans ce
cas l'opérateur 1% ; est noté par X;. De plus, il découle du théoreme 1.23 que
l'opérateur
Xy : HO) — H(b)
= Xpf=57

est une contraction et on peut montrer (voir [39, Théoréme 18.22]) que S*b €
H(b) et son adjoint X;* est donné par

(1.12) Xif=Sf—<f,Sb>,b feHb).

L’espace H(b) admet aussi ces méme propriétés d’invariance [39)].
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Remarque 1.24. I est essentiel dans le théoréme précédent que le symbole
soit co-analytique. Par exemple, on peut remarquer que si @ est une fonction
analytique bornée et © une fonction intérieure alors comme les multiplicateurs
de Ko sont triviauz (voir [40, Théoréme 14.40]), on a

T,(H(©)) C H(O) implique que ¢ est une constante.

Autrement dit, si ¢ € H*>, ¢ non constante alors H(O) n’est pas invariant par
T,. On a un résultat général (voir [39, Théoréme 28.23]) qui dit que T ,(H(b)) C
H(b), pour toute fonction ¢ € H>, si et seulement si b est non extréme et

H(b) = M(a).

Nous allons présenter quelques résultats utiles pour la suite sur les opérateurs
T3, qui dépendent du fait que b est extréme ou pas. Nous allons bien remarquer
tout au long de cette these la différence des propriétés des opérateurs T selon
la nature du point b.

1.3.2 Cas non extréme

Premiérement, il résulte de (1.1) et (1.11) que lorsque b est un point non
extréme de la boule unité fermée de H°, alors

(113) T@bkA = QD(A)]C)\, AeD.

Ainsi dans le cas non extréme, 'opérateur T ; possede beaucoup de vecteurs
propres, ce qui sera fort utile dans la suite.

Rappelons de plus que d’aprés le théoréme 1.10, un élément f € H? est dans
H(b) si et seulement si il existe un unique élément f+ € H? tel que Ty f = T5f+.
Dans la preuve du théoréme 1.23, nous avons montré que lopérateur f — fT
entrelace Ty, et Tz lorsque ¢ € H*. Ce fait étant important, nous ’écrivons
comme un lemme a part :

Lemme 1.25 ([39], Lemme 23.7). Soit b un point non extréme de la boule unité
fermée de H*®, soit f € H(b) et soit p € H>®. Alors

(Topf)" =Tof*.

Comme on a déja remarqué, le théoreme 1.10 est tres utile pour calculer la
norme des éléments de H(b) dans le cas ot b est non extréme. En utilisant en
plus le lemme précédent, on peut calculer la norme de nouveaux éléments de

H(b).

Corollaire 1.26 ([39], Corollaire 23.9). Soit b un point non extréme de la boule
unité fermée de H*>®. Alors b € H(b), avec

et, de plus, on a
[bl5 = la(0)[ > =1

1570l = 1 = [b(0)]* — [a(0)[*.
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Démonstration. D’apres le théoreme 1.10, b € H(b) si et seulement si Tjb €

H(b) = M(a). Mais,
Tb =P o> = Py (1 —|af*) =1 — Tsa,

et on peut écrire 1 = P, (a/a(0)) = Tz(1/a(0)). Par suite, on obtient,

1 _
T30 =Ts ((O) —a| € M(a).

a

Ce fait garantit que b € H(b). De plus, la derniére identité révele également que

1
b+ = —_— — Q.
a(0)
Un calcul simple montre que
151 = llall3 + o — 2.
la(0)[?

Alors, par le théoréme 1.10 et le fait que ||a||3 + ||b]|3 = 1, on obtient
1Bl = 118113 + 116113

1
—_ b 2 2 _
|| ||2+Ha||2+ |a(0)‘2

~ (0P
Par le lemme 1.25, et la formule pour b obtenue précédemment, on voit que
(S*b)" = —S*a.
Selon le théoréeme 1.10, on a aussi
[15™0l[5 = 11S*blI3 + 115 all3

= [bl13 + llall3 = [b(0)[* — |a(0)[?
=1 [b(0)[* — la(0)[*.

O

11 est bien connu que H(b) est invariant par le Shift .S si et seulement si b est
non extréme [39, Corollaire 20.20] et [39, Section 24.1]. En raison de I'importance
de ce résultat, nous rappelons maintenant la preuve de I'implication qui nous
intéresse.

Théoréme 1.27 ([39], Théoreme 24.1). Soit b un point non extréme de la boule
unité fermée de H*. Alors

Sy HO) —  HE)

est bien défini et borné.
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Démonstration. Rappelons que X est une contraction sur H(b) et que pour
tout f € H(b), on a
Sf=X,f+<f,5b>p0.

Puisque b est dans H(b) (d’apres le corollaire 1.26), alors S f € H(b). Le caracteére
borné de S alors découle du théoréme du graphe fermé. O

La preuve du théoréme 1.27 montre que
(1.14) Sy=X; +(b®S") et Sf=Xp+ (SDRD),

ou les produits tensoriels sont définis sur H(b). Rappelons que si ,y € H un
espace de Hilbert, alors le produit tensoriel z ® y définit 'opérateur de rang 1
donné par la formule

(z@y)(h) =< h,y >y x, heH.
On peut calculer exactement la norme ||Sp|| grace au lemme suivant :

Lemme 1.28 ([39], Lemme 24.2). Soit (a,b) une paire pythagoricienne. Alors
on a
SiSy = I+ |a(0)|725*b @ S*b,

ou I est lopérateur identité sur H(b).
Démonstration. Selon (1.14), on a
SpSp = (Xp + S0 ®b)S,

= XS, + S*b @ S;b
=1+ S5"b® Sib.

De plus, par le corollaire 1.26 et une nouvelle application de 1.14, on a
Spb = Xpb+ (S0 @ b)b
= S*b+||b||25*b
= (1+][bl[3)S*b
= |a(0)| 725",
ce qui donne le résultat. O

Théoréme 1.29 ([39], Théoreme 24.3). Soit b un point non extréme de la boule
unité fermée de H™ et a son compagnon pythagoricien. Alors

1 —[b(0)
|a(0)]

Démonstration. Soit f € H(b). En utilisant le lemme précédent, on obtient

1511 = /1 + [a(0)|-2/|S78] 2 =

(1.15) 1Suf1ls =< Sy Suf, f >v=[IfIls +1a(0)| 72| < £,8%b >y |*.
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

1S f15 < |I£1[5 + [a(0)[ =2 [1£11311570l5,
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ce qui donne que [|Sy|| < /1 + [a(0)[~2[|S*D[;.
Pour obtenir 'inégalité inverse, notons que si on applique (1.15) a f = S*b, on
obtient

[1S61[*[1S*bllz = 1S5S0l = [1S*lI3 + la(0)|~2[|S™ ][}

En divisant par |[S*b||?, on déduit que ||Sy|| > /1 + |a(0)]~2][S*b|[2.
Pour la deuxiéme identité, rappelons nous que, par le corollaire 1.26, ||S*b||Z =
1 — [6(0)|> — |a(0)|?. Par suite

1+ 1a(0)|2[|S7bl[5 = 1+ [a(0)] (1 — [b(0)[* — |a(0)[*)
= 1a(0)72(1 — [b(0)*),

ce qui donne la deuxieme égalité.

1.3.3 Cas extréme

Dans le cas ou b est un point extréme, H(b) posséde une conjugaison par-
ticulierement utile. Rappelons tout d’abord que si H est un espace de Hilbert
alors une conjugaison C sur H est une application C : H — H anti-linéaire
isométrique, surjective et telle que C? = Id.

Lorsque i est une mesure de Borel positive sur T, et

20 = {15 Cill g = [ 11Pdn < oo}
T
une conjugaison (classique) sur L?(u) est donnée par

Culf)=2f, feL?w).

En utilisant opérateur unitaire V3, de Clark construit précédent (voir théoréme
1.11), on peut construire & partir de C,,, o p est la mesure de Clark de b, une
conjugaison sur H(b).

Théoréme 1.30 ([39], Théoréme 26.17). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H* et p la mesure de Clark associée. Soit

Q, = V,C V.

Alors , est une conjugaison sur H(b) et de plus, on a

(1.16) O (k) =k}, XeD,
" (2) —b(N)
" b(z) — b(A
b _
kx(z) = S— N

Dans le cas oll b = © est une fonction intérieure, 'espace Ko admet une
conjugaison classique (qui vient du fait que Ko = H? N ©zH?2) donnée par

C@ : Ko — K;@
f o zfe.”
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11 se trouve que Cg vérifie aussi la relation (1.16), c’est-a-dire que
Co(k) =k, MeD.

Ainsi, Qg = Cg et donc 2, peut étre vue comme une extension de Co dans le
cadre des espaces H(b) avec b extréme. La conjugaison Cg sur Kg joue un role
particulierement important dans la théorie des espaces modeles, en particulier
en lien avec les opérateurs de Toeplitz tronqués. Il n’est pas étonnant que €
va aussi avoir un role intéressant a jouer en lien avec les opérateurs 15 5. Ainsi,
Lotto-Sarason [56] ont montré que €, entrelace X et son adjoint.

Théoréme 1.31 (Lotto-Sarason, [56]). Soit b un point extréme de la boule unité
fermée H. Alors

0 X2 = X;.
Ce résultat a été généralisé par Suarez [90].

Théoréme 1.32 (Suarez, [90]). Soit b un point extréme de la boule unité fermée
de H*®, et soit ¢ € H™. Alors

Tg,b = Qng—,,be.

Démonstration. Soit (py,), une suite de polynémes uniformément bornée et tel
que p, — @ presque partout sur T, (on peut prendre par exemple les sommes
de Féjer de ). Alors T, — T3 dans la topologie forte opérateurs. En effet,
montrons que pour tout f € H(b), on a

(1.17) |T5,, f = Tafllp = 0.

lim
n—oo
Posons v, = p, — ¢. D’aprés le corollaire 1.22 il existe un g € L?(p) tel que
T;f = K,g. Ainsi en utilisant le théoréme 1.20, on obtient

TT5,f = T5,T5f = Kp(ng)-
En utilisant le théoreme 1.21, on en déduit que

1Ty, fIls = 1T, 115 + 11T, f1I
=175, 113 + 1K (¥n9)ll7
= 1T, f113 + [¥ngllL2(p)
<S5 + 190l 2(0)-

En utilisant le théoreme de convergence dominée, on en déduit que ||T5; f[l, —
0, lorsque n tend vers l'infini, ce qui prouve (1.17).
Notons maintenant que si p,(z) = Zf@v:o axz", alors

N N
_ 2 :— k * _ § : *k
Tﬁn7b = akXb et Tﬁn,b = akXb .
k=0 k=0

Le théoréme précédent implique alors que 77 | = 0,1}, (2. Remarquons que
la convergence d’une suite d’opérateurs (7),) vers un opérateur T' dans la topo-
logie forte opérateurs implique la convergence de T} vers l'opérateur T dans
la topologie faible opérateurs. On conclut alors que T, = QT p80. O
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1.4 Opérateurs de Toeplitz non bornés

Rappelons que l'espace de Smirnov '™ est défini comme
Nt = {f :f,g€ H® et g extérieure} )
g

Dans [81], Sarason a établi un lien intéressant entre les opérateurs de Toeplitz
non bornés 15,9 € N, et les espaces de de Branges-Rovnyak #H(b) dans le cas
b non extréme.

Lorsque b est non extréme, rappelons qu'il existe une (unique) fonction ex-
trérieure a telle que a(0) > 0 et |a|?+|b|? = 1 presque partout sur T. La fonction

¢ = — € N et de nombreuses propriétés de H(b) peuvent s’exprimer en fonc-
tion gle ¢. Inversement si ¢ est une fonction de A", alors il existe une unique
paire pythagoricienne (a, b) telle que ¢ = 2 [81, Proposition 3.1].

Etant donné maintenant ¢ € Hol(D), on définit T,y comme étant 'opérateur
de multiplication par ¢ sur le domaine

D(Ty)={f e H*: ¢f € H*}.

On peut alors montrer que T, est densément défini sur H? si et seulement si
¢ € N [81, Lemme 5.2]. Dans ce cas Ty admet un unique adjoint T (au sens
des opérateurs non bornés) et on définit

(1.18) Ty :=Tj.
Rappelons que
D(T;)={h € H?:3g € H* telle que Vf € D(Ty),< Ty f,h >2=< f,g >2}.

Pour un & donné, une telle fonction g est unique et on pose Tjh = g.

De plus, dans le cas ou ¢ € H* (correspondant au cas ou Ty est borné), la
définition (1.18) est bien cohérente avec les propriétés des opérateurs de Toeplitz
bornés.

Le résultat suivant de Sarason fait le lien entre l’espace de de Branges-
Rovnyak H(b) et le domaine de Ty.

Théoréme 1.33 ([81], Proposition 5.4). Soit (a,b) une paire pythagoricienne

et ¢ := —. Alors le domaine de Ty est H(b), et pour toute f € H(b), on a
a
T3f = f*. De plus,

(1.19) 115 = 1112 + T3 A3 f € Hb).

Dans ce qui suit, nous devrons parfois échanger 'ordre des opérateurs de
Toeplitz. Selon un résultat classique déja mentionné au début de cette these, si
¢,¢ € H> alors Ty et T; commutent (voir [40, Théoreme 12.4]). Le résultat
suivant étend cette propriété au cas ot I'un des symboles appartient & N.
Théoréme 1.34 ([81], Proposition 6.5). Soit ¢ € N'* et o € H*. Alors D(Tj)
est invariant par T}, et

TaTyf =Tgpf = TyT5f (f € D(Ty)).
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Avec ces deux théorémes, Sarason a pu exprimer (2")" et les produits sca-
b

laires < 2"t* 2" >, n,k > 0 en fonction des coefficients de Taylor de ¢ = =
a

(rappelons que dans le cas non extréme, les polyndmes sont dans H(b)).

Lemme 1.35 (D. Sarason, [73]). Soit (a,b) une paire pythagoricienne et soit

¢ := —. Ecrivons ¢ sous la forme
a

o(z) = Z cjzl.

j=0
Alors
(2" =T5(z") = Z Cn—mz™ (n >0),
m=0

12"l =1+ lejl* (n>0),
j=0

n
< ZMHR 0 s = Zéj+kcj (n>0,k>1).
j=0

Démonstration. Par (1.19) et 'identité de polarisation, on a

(120) <fag >p=< f7g>2+<T$faTJ;g >2 (f?geH(b»

11 suffit donc de calculer < ng(z”Jrk)’T(l;(z”) >5 . Pour tout n > 0, on peut
écrire

¢(z) = ch'zk + Zn+1¢n(z)7

k=0
ou ¢, € N*. Donc

k=0
Maintenant T (2") = 2"~ (0 < k < n). De plus, par le théoréme 1.34, on a

T

g,

(Zn) = T(Z)nTgn-f—l (Zn) = T&n (0) =0.

I suit que T3(2") = Y07 _o Cn-m2™. D'olt

m=0
n n
< T(E(ZnJrk),Tq;(Zn) >So= Z Cn+k—mCn—m = Zéj+k6j.
m=0 j=0
Cette identité avec I’équation (1.20) donne le résultat. O
s b 2 . .
Remarquons que d’apres le lemme 1.35, si — € H* alors la suite des mondmes

a
(2™)n>0 est bornée sur H(b), ce résultat sera utilisé au chapitre 4. En particulier
on a le théoréeme suivant.
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Théoréme 1.36 ([39], Théoréme 24.10). Soit (a,b) une paire pythagoricienne.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) H>® C H(b)
(i) sup,>o||2"|[p < oc.
b
i) — € H>.
(iii)
(iv) (1—[b]*)~" € LX(T).

Le lemme 1.35 fournit une formule pour le produit scalaire des monémes
dans H(b), exprimée en termes des coefficients ¢; de la fonction ¢. Puisque
les polyndmes sont denses dans #H(b), on pourrait s’attendre & ce qu’il y ait
une formule analogue pour les normes de fonctions plus générales. Le théoréme
suivant de Sarason est un premier pas dans cette direction. Il donne une formule
pour les normes des fonctions analytiques sur un voisinage du disque unité fermé,
(rappelons d’apres le théoréme 1.18 que ces fonctions sont dans H(b), lorsque b
est non extréme).

Théoréme 1.37 (D. Sarason, [81]). Soit (a,b) une paire pythagoricienne, soit
b ,

o = " et écrivons ¢(z) = Z;io c;jz). Soit [ une fonction holomorphe sur un

voisinage du disque unité fermé D tel que f(z2) = Z;io f(j)zj Alors les séries

ijo f(] + k)c; convergent absolument pour tout k, et

=150 =>_ [ D Ffi+ke |

k=0 \j=0
Ainsi
oo oo oo 2
(1.21) WG =D IFEP+Y DG+ ke
k=0 k=0 |j=0

Démonstration. Supposons tout d’abord que f soit un polynéme, de degré n.
Dans ce cas, comme dans la preuve du lemme 1.35, écrivons ¢(z) = >0 ¢;27 +

2", (2), ot ¢, € NT. On a alors avec le théoréme 1.34,
Torg () = Ty, Tenen (f) = T5,(0) = 0,
et donc
Fr=T5() =Y eTu(f) =) ey U +k)" = FG+ k) | 2.
7=0 j=0 k=0 k=0 \ j=0
En utilisant le théoreme 1.33, on obtient

A1 = 1713+ T3/ 18 = SR+ fG+ R

k=0 k=0 | j=0
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ce qui prouve le théoréme dans ce cas. Pour le cas général, écrivons f,(z) :=
Z?:o f(5)27. Par ce qui précede, on a

(1.22) anub—Df P+ Z )i
k=0 k=0 |j=0

Fixons R > 1 tel que f est holomorphe sur un voisinage de D(0,R) = {z € C:
|z < R}. Alors d’apreés la formule de Cauchy f(j) = O(R™7) lorsque j — co.
Puisque ¢; = O(R") pour tout R’ € (1, R) (car ¢ est holomorphe sur D), il suit
que les séries > >0 f (j+k)c; convergent absolument pour tout k. Donc, lorsque
n — oo, la partie droite de 1’équation (1.22) converge vers la partie droite de
(1.21). D’autre part, en utilisant le lemme 1.35, on a pour tout R’ € (1, R),

1/2
1 (R)2F1]o = | (k) 1+Z\cj\2 =O((R'/R)*), k — oc.
Par suite, pour m > n, on a
1 fon = fallo = FG)#
j=n+1 b

IN
(]
=
)
X
=

N
NE
N
=)=
~
L
3
1
8

Ainsi (fp)n est une suite de Cauchy dans H(b) donc converge vers g € H(b).
En particulier, pour tout z € D, f,,(2) — g(z), n — co. Mais comme f,, est la
somme de Taylor de f on a bien str f,(z) — f(2), n — oco. Ainsi f = g et
donc (f)n converge vers f dans H(b). En faisant tendre n — oo dans (1.22),
on en déduit (1.21) et le résultat. O

Remarque 1.38. On sait qu’il n’est pas possible d’espérer obtenir une formule
du type (1.21) pour toutes les fonctions f € H(b) car par exemple dans [34] on
montre qu’il existe des fonctions de H(b) qui ne peuvent pas étre approchées par
leurs polynomes de Taylor.

1.5 Dérivée angulaire au sens de Carathéodory

1.5.1 Limite non tangentielle

Tout d’abord rappelons la notion de limite non tangentielle [40]. Dans de
nombreuses situations, nous devons savoir ce qui arrive a f(z), lorsque z s’ap-
proche de la frontiere T. Un cas particulier, mais trés important, est celui ou z
s’approche de maniére non tangentielle. Pour expliquer ce concept plus préci-
sément, prenons ¢ un point du cercle unité T, et soit C' > 1. Une région de la
forme

Sc(()={z€D: |z = <CQ-[)}
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est appelé un domaine de Stolz centré au point (.
On dit que, f admet une limite non tangentielle L au point (, si pour chaque
valeur fixe du parametre C,

lim f(z)=L.

z2—C
z€S5c(¢)

Si c’est le cas, on définit f({) = L et on écrit

lim f(2) = f(C)-
z—C
<
La quantité f(¢) est considérée comme la valeur limite de f au point (.

On dit encore que f admet une limite radiale L au point ( € T si
lim f(r¢) = L.

Clairement si f admet une limite non tangentielle L au point ¢ alors elle admet
une limite radiale L au point (.

1.5.2 Dérivée angulaire

Supposons qu’une fonction réelle h : [a,b] — R soit différentiable sur [a, b].
En particulier, au point b les deux limites

h(t) — h(b)
h(b) =limh(t) et A'(b) = lim —4——-2
(b) = Jim h(t) et W(b) =iy ===
existent. Cependant, on ne peut pas déduire que la limite de h'(t), lorsque ¢ s’ap-
proche de b par la droite, existe encore. Mais pour les fonctions analytiques, un
résultat partiel de ce type est valable. Le résultat suivant révele le lien entre les

valeurs non tangentielles de f’(z), d’une part, et celle du quotient M,

d’autre part, lorsque z tend vers ¢ a l'intérieur d’un domaine de Stolz.

Théoréme 1.39 ([40], Théoreéme 3.1). Soit f une fonction analytique sur le
disque unité ouvert D, et soit ( € T. Alors on a les équivalences suivantes.

(i) Les deux limites non tangentielles

f(¢) = lim f(z)

z:{)C
et
ORI
z:( z — C
existent.

(i) Il existe un nombre complexe X tel que la limite non tangentielle

existe.
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(i) la fonction f' admet une limite non tangentielle au point ¢, c’est-d-dire

lim f'(2)

z—C
<

existe.

Dans ce cas, on dit que f admet une dérivée angulaire au point ¢ et on a A = f({)

et
f(¢) == lim &) - 1O _ lim f/(2).

z—C z — ( z—C
< <
La quantité f'(¢) s’appelle la dérivée angulaire de f au point C.

Nous donnons ici une version de la formule de Taylor en un point (5 du
cercle unité pour une fonction analytique dans D qui posséde ainsi qu’un certain
nombre de ses dérivées une limite radiale en (3. Ce résultat sera utilisé au
chapitre 3. Une version de ce résultat apparait dans [39, Lemme 22.5] pour le
demi-plan supérieur. Nous adoptons la preuve dans le disque.

Lemme 1.40. Soit h : D — C wune fonction analytique, n > 0 et (g € T.

Supposons que h, k..., h") aient des limites radiales en (o, ¢’est-a-dire
h9)(Co) := lim h9) (r¢p)
rzl

existe pour tout 0 < j < n. Alors

L) )
h(z) = Z " -(_CO) (2= o) + (2 —Co)"e(2), (2 €D),

ot € est une fonction analytique dans D telle que lirri e(r¢o) = 0.
rT—r
<

Démonstration. On effectue une preuve par récurrence sur n.
Pour n = 0, on définit €(2) := h(z) — h(¢p), z € D, et on remarque que

ll_% e(ro) = 7li_kﬂ%(h(T‘Co) = (o)) =0

< <

par hypothese.

Supposons maintenant que la propriété soit vraie jusqu’au rang n — 1, pour un
certain n > 1.

Soit h : D — C analytique telle que k() (¢y) existe pour tout 0 < j < n. Alors
h': D — C est analytique et (h')9)({y) existe pour tout 0 < j < n — 1.

D’apres l’hypothése de récurrence, on a donc,

NG j
K CO (2 =) + (2 = )" ei(2), (2€D),

M

avec lim 51(TCO) =0.
r—1
D’ou

(1.23) B (z) =
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Définissons la fonction analytique € sur D par

h(Z) o Z;LZO h(.?')jgco) (Z _ Co)j
a (z = Co)"

, (z€D).

Il reste a montrer que
lim e(r(p) = 0.
r?l

Si on utilise (1.23) avec z = t{p,0 < ¢ < 1, 0n a

nol g G+t
(1.24) B (t¢o) = Z h*ﬂ(éo)

Jj=0

(t—1)7¢ 4+ (t— 1)1 ey (1¢0).
Fixons alors r < s < 1. On a

h(sCo) — h(réo) = /S Coh (t¢p)dt.

En effet, comme [r(p, s¢o] C D, on a
h(sCo) — h(réo) = / B (z)dz,
[r¢o,5C0]

et en paramétrant le segment [r¢p, s(g] par

vio[rs] — C
t = () =1,

on obtient
h(sco) i) = [ W () (t)dt
-/ W (tCo) ot

On fait maintenant tendre s vers 1. Comme h a une limite radiale en (,, on
obtient

lim (h(sGo) — h(rGo)) = h(Go) — h(ro).

D’autre part, A’ est borné sur [r{p, (o] et donc le théoréme de convergence do-
minée implique que

s 1
lim / Col (o) dt = / Col (tCo)dt.
<

D’ou finalement L
h(Co) — h(rGo) = / Col (o),

soit

h(r¢o) — h(¢o) = Co /1 R (t(o)dt.
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En utilisant (1.24), on en déduit que
r (=l Gy . r
) =)+ 6o [ | X - 1g e g [ - v agar

J=0

€ . r
:h(go)JrZh () ”1/1 (t —1)7dt+g’f/1 (t —1)" ey (t¢o)dt
§=0

4!

Or
" G 1 T
/1(15—1) dt—(j+1) [(t—1)7+]]
_ 1 r— 1)1
_(j+1>( DT

ce qui implique que

h(TCQ) = h(CO) + ]z;(:) ( Jr(lC;J) J+1('r — 1)J+1 + ¢ /;(t — 1)n_151(tco)dt
D’ou

h(r¢o) — 7 MO0 (r — 1)
(r— g
1

_ " o n—1
= 7(7“ — 1)n /1 (t ]_) 81(t§0)dt

e(réo) =

Ainsi, on obtient que

) < =g [ (L= 0" e 0o

g(l_l)(l— "1/ le1(t¢o)|dt

m/r le1(tCo)|dt.

Soit € > 0, par 'hypothese de récurrence, on sait qu’il existe un § > 0 tel que
1—¢6 <t < 1implique |e1(tp)| < €. Par conséquent, pour tout r, 1 —¢ < r < 1,

on a donc
le(rco)| <7/ edt

_d=ne_

6,
1—1r

ce qui prouve que lirr{ e(r¢p) = 0. Ainsi le lemme est démontré par récurrence.
r—

O
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1.5.3 Dérivée angulaire au sens de Carathéodory

Nous allons maintenant rappeler la caractérisation obtenue par Sarason des
points ¢ € T tels que pour toute fonction f € H(b), la limite non tangentielle

S0 = lim 52

existe. Cette caractérisation est liée au célebre théoreme de Julia-Carathéodory.
Rappelons qu’une fonction analytique b : D — D, admet une dérivée angulaire
au sens de Carathéodory en un point (y € T si elle admet une dérivée angulaire
au point (o et de plus |b(¢p)| = 1.

Théoréme 1.41 ([39], Théoréme 21.1). Soit b : D — D une fonction analy-
tique, soit ¢ € T, et posons

1—b

c=lim infM.
z—( 1-— |Z|

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La constante c est finie, c¢’est-a-dire
c < Q.

(i) 1l existe un A € T tel que

(iii) Pour toute fonction f € H(b),

$0 = i 52

existe.

(iv) La fonction b admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au
point (.
De plus dans le cas ot l'une des propriétés (i) et (iv) est vraie, on a :

(a) La constante ¢ n'est pas nulle, c¢’est-a-dire

c> 0.
() On o Q)| = 1,0 = [B(C)], et
40 = ol
(©)
Ko(z) = 1 ffgl;(z) € H(b)

(d) Pour tout f € H(b),
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(e)
lim |[k% — k2|[» = 0.
z—C
<

(f)
(O = k2(¢) = lIkIIE = c.

(9)

1.6 Espace de Dirichlet a poids et espace de de
Branges-Rovnyak

Il se trouve que les espaces de de Branges-Rovnyak ont un lien étroit avec
une autre classe d’espaces de fonctions analytiques, les espaces de Dirichlet a
poids D(p) introduits par Richter et Sundberg dans le cadre d’une étude sur les
2-isométries. Rappelons que si p est une mesure borélienne, positive et finie sur
T, on définit 'intégrale de Poisson de p par

Sl (), zeD.

P.(z) = TW o

L’espace de Dirichlet D(u) est alors I’espace des fonctions f € H? telles que

D)= 7 [ IFEPP:AAR) < .

ol dA est la mesure d’aire sur D.
On munit espace D(p) de la norme

A1 = 13 + Dyl f)

qui en fait un espace de Hilbert. Dans le cas ou g = m, la mesure de Lebesgue
normalisée sur T, alors P, =1 et D(m) est 'espace de Dirichlet classique.

Un autre cas particulier important, étudié initialement par Sarason [79], est
le cas ou u = d1, la mesure de Dirac au point 1. Sarason a alors montré que
D(01) = H(b1) (avec égalité des normes) ot by est la fonction rationnelle donnée
par

(1.25) bi() = V7

z

1—72’ 2eD,

1
et 7 est 'unique solution de 7+ — = 3 telle que 0 < 7 < 1.
T

Ce résultat de Sarason a alors été étendu par N. Chevrot, D. Guillot et T.
Ransford [20] qui ont montré que le seul cas ot un espace D(u) coincide avec un
espace de de Branges-Rovnyak (avec égalité des normes) est le cas ot u = ¢djy,
avec A€ Tetc>0.

Remarquons de plus que la fonction b; est un point non extréme de la boule
unité fermée de H° et que la fonction aq associée est donnée par

al(z):\ﬁl_z

b
1—712

z €D.
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En particulier, a; est une fraction rationnelle dont I'unique zéro est en 1.

Plus généralement, on peut se demander dans quels cas un espace de Dirichlet
D(u) coincide avec un espace de de Branges-Rovnyak (avec simplement une
équivalence des normes). Costara et Ransford ont montré alors dans [27] que
si p est une somme finie de mesures de Dirac, u = Zfil a;ib¢,, a; > 0et ¢ €
T, 1 <4 < N, alors D(u) coincide avec un espace de de Branges-Rovnyak H(b),
olt b est la fonction extérieure telle que |a|> + [b]*> = 1 p.p. sur T et a(z) =
Hfil(z — (). Ce résultat a aussi été observé par Chacon-Fricain-Shabankhah
[18] et est basé sur une description explicite de H(b) lorsque b est une fraction
rationnelle. Nous allons maintenant expliquer brievement cette description qui
sera utilisée principalement au chapitre 3.

Soit b une fraction rationnelle qui est un point non extréme de la boule
unité fermée de H°. Ecrivons b = %, ou p et r sont deux polyndémes telles que

pgcd(p,r) = 1 et 7(0) > 0. Notons que comme b € H>, 7 n’a pas de zéros dans
D. De plus, on a

|r\2 — \p|2 >0 (surT),

(car [|b]]oo < 1) et le théoréme de Fejér-Riesz implique qu’il existe un polyndme
q sans zéros dans D, avec ¢(0) > 0 et tel que

7 = Ip]* = lgI* (sur T).

Posons alors a := L. La fonction a est dans H (car r n’a pas de zéro dans D).
r

0
De plus, elle est extérieure et a(0) = qEO; > (. Enfin,
r
2 2 _ |Q|2 |p\2 _ 3
‘Cl| + |b| = W W =1 (bur T)

Ainsi, a est I'unique paire pythagoricienne associée & b. En particulier, a est
rationnelle. On a alors la description suivante de H(b).

Théoréme 1.42 (Costara-Ransford). Soit b une fraction rationnelle qui est un
point non extréme de la boule unité fermée de H™ et soit a sa paire pythago-
ricienne. Notons (q,...,(, les zéros de a sur T, avec multiplicité myq, ..., my.

Alors
(i)

n

(1.26) HO) =]](z—¢G)™H? + Py

=1

ot N =" m;, Pn_1 est lespace des polynomes de degré inférieur ou
égale a N — 1 et la somme est directe.

(i) On a M(a) =[], (z — ;)™ H? et M(a) est fermé dans H(b).
(iii) Il existe deux constantes c1,co > 0 telles que pour toute fonction [ =

H?:l(z —()™ig+p, ot g€ H? etpePy_y, ona

cillglle +[lpll2) < [[f1le < ca(llgllz + [lpll2)-
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Ce résultat a été retrouvé dans [13]. On pourra consulter aussi [39, Théoréme
27.20]. Mentionnons aussi que dans [36] on montre que la somme dans (1.26)

est orthogonale si et seulement si N = s ou s est le degré de p, b = b
r

Une question naturelle est, étant donnée une fonction f € H(b), comment
obtenir la décomposition de f relativement a (1.26), c’est-a-dire, comment peut-
on calculer (g,p) € H? x Py_1 tel que

n

f=1lE=-c¢)mg+p?

i=1
Pour cela, le lemme suivant, qui donne une estimation sur les dérivées des fonc-
tions de H?, sera utile.

Lemme 1.43 ([39], Lemme 27.21). Soit £ € N. Alors, il existe ¢, > 0 telle que
pour toute fonction f € H?, on a

1

O (2)] < ————, z€D.
196 < Ml ey -
; . 0k s
Démonstration. Pour z € D, ¢ € N, notons ge .(u) = 550 (u). En utilisant le
z
fait que k.(u) = (1 — zu) ™!, un calcul immédiat montre que
—1)%0’
(1.27) _ ()l

QE,z(U) = m

Ainsi, go. € H? et un raisonnement standard montre que gy . est le noyau
reproduisant dans H? pour la dérivée d’ordre £ en z. Autrement dit, pour toute
fonction f € H?, on a

FOR) =< f,90: >

L’inégalité de Cauchy-Schwarz, implique alors que

1FO2)] < (1 f]12]19,2] |2

Il reste a montrer qu’il existe ¢, > 0 telle que

<cp———.
HQE,Z||2 > 5(1 — |Z|2)€+%

Or d’apres (1.27),
0y ez
l,z(u) - (1 — Zu)M*l’

ou Py(z,u) est un polynéme en fonction de z et u. Comme z,u € D, il existe
une constante ¢, > 0 telle que pour tout z,u € D,

|Py(2,u)| < 2.
Ainsi
19e.2113 = 962 (=)
Pi(z, 2)
i
= TP
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D’ou

Cy

(1—[z2)*2

llge.zll2 <
O

Corollaire 1.44 ([39], Corollaire 27.22). Soit b une fonction rationnelle qui est
un point non extréme de la boule unité fermée de H*®, soit (1,...C, les zéros
de a dans T, et soit my,...,m, les multiplicités correspondantes. Notons par
N = Y% m;. Alors toute fonction f € H(b) et toutes ses dérivées jusqu’a
Uordre m; — 1 admettent une limite non tangentielle au point (;,1 < i <n. De
plus, st (rik)i1<i<n,0<k<m;—1 dé€signe les polynémes d’interpolation d’Hermite
de degré N — 1 tel que

T .
ok 0 sinon ’

fl)(Cj)={ 1 sii=jetk=/{

alors
my; —

F=> f(’“) (Gi)rik

i=1 k=0
appartient ¢ M(a).

Démonstration. Soit f € H(b). Alors d’apres le théoreme 1.42, il existe g € H?
et p € Pny_1 tel que

f= Hz— )" g + p.

Montrons que pour tout i € {1,...,n} et pour tout k € {0,...,m; — 1}, la
fonction f*) admet une limite non tangentielle au point ¢; et

pM(G) = FP(G).

Ecrivons

F(2) =p(z) + (2 = )™ g(2) [[ (2 = 6™

r#i
|z — Gil

t te bornée 1
), e =P reste bornée lorsque

D=

et remarquons que g(z) = O((1 — |z|*)~

z — (; non tangentiellement. Ainsi |z — (™ g(z) = O(|z—¢|™~2). Orm; > 1,
et donc |z — Q|mi*% — 0 lorsque z — (;. D’ou

f(z) = p(G)

lorsque z — (; non tangentiellement. De plus, on a

(= Zmz ™) [T G-+ [- )M (=)

r#i,1<r<n r=1

En utilisant le Lemme 1.43, on voit que si m; > 2, alors

f'(z) = ()
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lorsque z — (; non tangentiellement. Par induction, on vérifie que pour tout
ke {07...,mi—1},

FR () = p® (&)

lorsque z — (; non tangentiellement.
Maintenant, puisque p est un polynéme de degré inférieur ou égal a N — 1, on a

n
P=2.
i=1

ce qui donne le résultat. O

m;—

1
p® ()i,
k=0

La description explicite de H(b) donnée par le théoréme 1.42 permet, dans
le cas ou b est une fraction rationnelle non extréme dans la boule unité fer-
mée de H*, de décrire complétement les multiplicateurs de #H(b). Nous note-
rons Mult(#H(b)) I'ensemble des multiplicateurs de #H(b), autrement dit 1’en-
semble des fonctions ¢ : D — C analytiques telles que pour toute fonction
feHD), of € H(b). Comme H(b) est un espace de Hilbert de fonctions analy-
tiques, il est bien connu alors que Mult(H (b)) C H(b)NH> (voir [40, Corollaire
9.7]). Il a été observé dans [37] que dans le cas ol b est une fraction rationnelle
qui est un point non extréme de la boule unité fermée de H°, la réciproque est
vraie.

Théoréme 1.45 ([37]). Soit b une fonction rationnelle qui est un point non
extréme de la boule unité fermée de H*. Alors

Mult(H (b)) = H(b) 0 H>.

Démonstration. Comme on la signalé, I'inclusion Mult(H (b)) C H(b) N H>
est vérifiée en général et basée sur un argument standard dans les espaces a
noyaux reproduisants. Pour la réciproque, soit f € H(b) N H*>. Montrons que
pour toute fonction g € H(b), on a fg € H(b). D’apres le théoréme 1.42, on
peut décomposer g sous la forme

g=ag+p,

ol § € H? et p € Py_1, N étant le nombre de zéros de a sur T comptés avec
multiplicités. On a alors

fg=afg+pf.

Or fg € H?> car f € H® et § € H? Dou afj € M(a) C H(b). De plus,
f € H(b) et H(b) est invariant par S (voir théoreme 1.27). Ainsi pf € H(b) et
donc finalement fg € H(b).

Nous donnons maintenant deux résultats qui nous semblent nouveaux et qui
seront utilisés au chapitre 3 dans le cadre des opérateurs de composition sur

H(b). O

Lemme 1.46. Soit b une fraction rationnelle et supposons que b soit un point
non extréme de la boule unité fermée de H*. Soit ¢ € H(b) et supposons que
é € H*. Alors % € H(b) et donc i € Mult(H(b)).
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Démonstration. Notons a la paire pythagoricienne associée a b et (y,...,(, les
zéros de a sur T avec multiplicité my,...,m,. Notons aussi a1(z) = [, (z —
G)™i et N =31 m;. Il suit du théoréme 1.42 que H(b) = a1 H? + Pn_1.
Comme ¢ € H(b) on peut donc décomposer ¢ sous la forme

(128) 90:041@ +p<p7

avec ¢ € H? et Py € Pn_1. De plus d’apres le corollaire 1.44, pour tout 1 <

i <mnetpourtout 0 <k <m;—1, <p(k) admet une limite non tangentielle au

point (; et

e (G) =P ().
1

De plus 'hypothése — € H implique qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout

z € D, 0 < |p(2)]. En faisant tendre z vers (; non tangentiellement, on en
1

déduit que pour tout 1 < i < n, p(¢;) # 0. Posons alors h := —. Remarquons
P

que pour tout 0 < k <m; —1,on a

h(k) _ ¢k(% <P/7 R W(k))
B pk+1 ’

ou ¢ est une fonction polynomiale a k + 1 variables. En particulier, on voit
que pour tout 1 < i < mnettout 0 <k < m; — 1, h*) admet une limite non
tangentielle au point ;. Considérons alors I'unique polynoéme py, € Py_1 tel que
pour tout 1 <7< n, tout 0 <k <m; — 1,

PP (G) =™ (G).

Autrement dit,

m;—

1
& (G gy

n
=2
i=1

ol (7 k)1<i<n,0<k<m;—1 désigne la suite des polynémes d’interpolation d’Her-
mite de degré N — 1 tel que

¢ 1 sii=jetk=/4
6 ={ o e T

0 sinon

k=0

h —pn
ai

Pour montrer que h € H(b), nous devons vérifier que la fonction ¢ :=

est dans H2. Ecrivons alors

1

po e _ 11— opn
ay @ ai

11=pepn 1 pa(Py =)

¥ ap ¥ ai

- 1

11 découle de (1.28) que Pe =% _ —@ € H? et comme — et pj, sont dans H>,
ay ¥

1 pu(pe — )

14 ai

le second terme est dans H2. Pour le premier terme, & nouveau
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-1
en utilisant le fait que é € H*, il suffit de montrer que o —— € H? Or
a
pour 1 <i¢<n,ona

(Pepn — 1)(Gi) = w(Gi)h(G) — 1= 0.

Donc chaque point ¢; est un zéro du polynéme py,pp, — 1. De plus, pour 1 <k <
m; — 1, on a

(papph - 1)(k)(Ci) = (pgaph)(k) (Cz)

k
= Z Cﬁpﬁf)(g)pﬁk*l) (Gi)
£=0

k
= 3Ol (RO (¢)
£=0

= (¢h)M(&)
= (ph—1)®(G) =0,

car ¢oh — 1 = 0. Ainsi, pour tout 1 < ¢ < n, (; est un zéro du polyndéme

DPepn — 1 de multiplicité supérieur ou égal a m; — 1. En particulier, le polynéme
-1

ai(z) = [l (z — ¢)™ divise le polyndme p,p, — 1, et donc PoPh — ~ gt

ay
un polynéme et donc dans H?. Ceci prouve finalement que ¢ € H? et donc
i € H(b). En particulier, on a % € H(b) N H>® = Mult(H(b)), par le théoréeme
1.45. O

Corollaire 1.47. Soit b une fraction rationnelle et supposons que b soit un
point non extréme de la boule unité fermée de H™. Soit ¢ € H(b), ||¢]leo < 1.
1
Alors pour tout A € D, ——— € H(b).
1—Ap

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement du lemme précédent car
dans ce cas 1 — A\p € H(b) et pour tout z € D,

11— Xp(2)] = 1—[A|[e(z)] = 1—|A] > 0.

1 1
D’ou — € H™ et par conséquent — € H(b). O
1—- ) 1—- e

1.7 Compacité et propriété de Hilbert-Schmidt

Dans cette section, nous allons briévement rappeler quelques faits bien connus
autour des opérateurs compacts et de Hilbert-Schmidt, et établir quelques lemmes
qui seront utiles dans la suite de cette these et principalement au chapitre 3.

Rappelons que si H; et Ho sont deux espaces de Hilbert et A € L(H1, Ha),
on dit que A est compact si 'image par A de la boule unité fermée de H; est
un ensemble relativement compact de Hs. Il est bien connu que cette propriété
est équivalente a la propriété suivante :

(mn — 0 faiblement dans H1) = ||Azp|ln, — 0.
n—oo

n—oo
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De plus, si A € L(H1,H2) et B € L(Ha,H3) et sil'un des deux opérateurs est
compact, alors le produit BA est un opérateur compact de H; dans Hz. On
pourra consulter [14] ou [26] pour plus de détails sur les opérateurs compacts.

Si A € L(H1,Hz), on dit que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt $’il
existe une base orthonormale (e,,)n>1 de H1 telle que

o0
Z ||Aen\|3_l2 < 0.
n=1

Il est bien connu que la quantité Y >, [|Ae,|[3,, ne dépend pas de la base
orthonormale choisie et qu'un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. De
plus, si A € L(H1,Hz) et B € L(H2,H3) et si I'un des deux opérateurs est
Hilbert-Schmidt, alors le produit BA est un opérateur de Hilbert-Schmidt de
H1 dans Hs. Donnons maintenant quelques lemmes utiles dans la suite de cette
these. Ces résultats sont probablement connus mais faute de référence, nous
donnons des preuves.

Lemme 1.48. Soit E = E7 @ E5 un espace de Hilbert avec dim(FEs3) < co. Soit
H un espace de Hilbert et T € L(E,H). On note

T1 : E1 — H
h +— Tih=Th.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) T est compact (respectivement Hilbert-Schmidt).
(ii) Ty est compact (respectivement Hilbert-Schmidt).

Démonstration. (i) = (ii) : Supposons que T soit compact (respectivement
Hilbert-Schmidt), et notons ¢; l'injection canonique de E; dans E. Alors 77 =
Tiy, et done Ty est compact (respectivement Hilbert-Schmidt), car le produit de
deux opérateurs bornés, dont 1'un est compact (respectivement Hilbert-Schmidt)
est lui aussi compact (respectivement Hilbert-Schmidt).

(#9) = (4) : Supposons que T soit compact (respectivement Hilbert-Schmidt).
Pour i € {1,2}, notons P; : E = E; & Ey — E; la projection orthogonale de F
sur F; et
h +— T;h=Th.

On a T = TP, + To P>. Avec 'hypothése (ii), on en déduit que T7 Py est un
opérateur compact (respectivement Hilbert-Schmidt). De plus, comme FEs est
de dimension finie, P, est un opérateur de rang fini donc Hilbert-Schmidt. En
particulier, 'opérateur T5 P, est un opérateur Hilbert-Schmidt et on en déduit
que T est compact (respectivement Hilbert-Schmidt). O

Lemme 1.49. Soient Ty € L(H1,H2),To € L(Hs,H4), Vi € L(H3z, H1) un
isomorphisme, Vo € L(Hy, Ha) une isométrie et supposons que T1Vy = VoTb.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Th : H1 — Ha est compact.
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(i1) Ty : Hs — Ha est compact.
Démonstration. (ii) = (i) : Supposons que Ty : Hz — H4 soit compact. Comme
T,V = VoT5 et Vi est inversible, alors
T, = VoTo Vit

Or T, est compact, et donc T est compact.

(i) = (#i) : Supposons que Ty : H1 — Ha soit compact. Soit (fy), une suite
qui converge faiblement vers 0 dans Hs. On doit montrer que ||T% fn||#, — O,
lorsque n — oo. Or T étant compact, 'opérateur T1V; : Hs — Ha est compact.
D’ou
NTiVA frll, — 0, n— oo.
Or
1 Vi fullae = (VT2 fulln, — 0, n— oo

Comme V5 est une isométrie alors
T2 fulln, = [IVoT2fnlla, — 0, n — oo
Ainsi Ty : H3z — H, est compact. ]
On a le méme résultat pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Lemme 1.50. Soient Ty € L(H1,Hz2),To € L(Hs, Ha), Vi € L(H3z, H1) un
isomorphisme, Vo € L(Ha, Hz2) une isométrie et supposons que ThVy = VoTy.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Th : H1 — Ha est Hilbert-Schmidt.
(i) Ty : Hs — Hy est Hilbert-Schmidt.

Démonstration. (it) = (i) : On utilise la méme méthode que celle utilisée dans
le lemme précédent.

(1) = (i4) : Supposons que T : Hi; — Ho soit Hilbert-Schmidt. Soit (ey),
une base orthonormale de H3. On doit montrer que

Z HTQenH%4 < 0.
n>0

L’opérateur T7 étant Hilbert-Schmidt alors T1V; : Hg — Ho est aussi Hilbert-
Schmidt. D’ou
Z \|T1V1en||§_l2 < 0.

n>0

Or
[Ty Vien|[w, = [[VaTaen|l, = |[T2en ][,

car V5 est une isométrie. Donc

D M Teenlli, = Y T Vaea|l3, < oo

n>0 n>0

Ainsi Ty : H3z — H4 est Hilbert-Schmidt. O]
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1.8 Opérateurs cycliques, hypercycliques et fré-
quemment hypercycliques

Au chapitre 2, nous allons étudier la dynamique des opérateurs T ; et en
particulier la cyclicité, ’hypercyclicité et la fréquente hypercyclicité de ces opé-
rateurs. Nous rappelons dans cette section quelques résultats que nous utilise-
rons au chapitre 2.

1.8.1 Opérateurs cycliques

Dans cette section, nous rappelons plusieurs résultats autour des vecteurs
cycliques pour ’adjoint du shift S*.

Définition 2. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). L’opérateur T est
cyclique si il existe un x € H tel que

Span{T"x :n >0} = H.
Un tel vecteur x est appelé un vecteur cyclique pour T'.

Le lemme technique suivant sera utilisé au chapitre 2.

Lemme 1.51. Soit Ty € L(H), A€ C et T =T, + M. Soit x € H. Alors x est
cyclique pour T si et seulement si x est cyclique pour Ty.

Démonstration. Supposons que z soit cyclique pour T. Soit € > 0 et u € H.
Alors, il existe un polynome p tel que

Ip(T)z —ul| <e.
Définissons alors le polynéme ¢ par ¢(X) = p(X + A). On a alors
q(Th) = p(Th + AI) = p(T).
D’ou
lg(T)z —ul| <&,

ce qui prouve que z est cyclique pour T7. Réciproquement, si x est cyclique pour
T1, en écrivant que 17 = T — AI et en échangeant les roles de T et T, on prouve
comme précédemment que x est cyclique pour 7. O

Les vecteurs cycliques pour S* sur H? ont été complétement caractérisés par
Douglas, Shapiro et Shields [32].

Théoréme 1.52 ( [40], Théoréme 8.42). Soit f € H?. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) [ est un vecteur non cyclique de S*.

(i) 1l existe g,h € |J HP tel que
p>0
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(iii) f admet un prolongement d travers T en une fonction f méromorphe de
type borné sur D, = {z: 1 < |z| < oo}.

Si f € H? est un vecteur non cyclique de S* alors par définition I’espace
fermé
E = Span{S*™f :n >0}

n'est pas égal & H2. Evidemment, E est invariant par S*. Donc d’aprés le
théoreme de Beurling, il existe une fonction intérieure © tel que £ = Kg.
Inversement pour tout © et pour tout f € Kg, on a

Span{S*"f:n >0} C Kg¢ # H*.

Par conséquent, I’ensemble

K:UK@

© intérieure

est précisément formé de tous les vecteurs non cycliques de S*. De plus, le théo-
réme 1.52 dit que '’ensemble K est constitué des fonctions f de H? admettant
un prolongement & travers T en une fonction f méromorphe de type borné sur
D..

D’autre part, en se basant sur la remarque 1.4, il s’avere que la notion de
vecteur cyclique de H? pour I’adjoint du shift S* est invariante par 'opérateur
de Toeplitz a symbole co-analytique T;; et vice versa.

Théoréme 1.53 ( [40], Théoréme 14.10). Soit f € H?, et soit o € H®, p # 0.
Alors f est un vecteur cyclique pour S* si et seulement si Tz f est un vecteur
cyclique pour S*.

Démonstration. Supposons que f soit cyclique pour S*. Soit p un polynome
analytique. D’aprés la remarque 1.4, il existe ¢ € H? tel que Tzq = p. Soit
e > 0. Alors il existe a; € C, 0 < k < N, tel que

N
ZakS*kf —ql| < ——.
2 = Tl
D’ou
N
i T; (Z apS*™f — q) <e,
k=0 2
c’est-a-dire
N
ZakT¢S*kf —pl| <e.
k=0 2
Or T¢S*k = S*kT¢, et donc
N
ZakS*kTg,f —p|| <e.
k=0 2

Ainsi p € Span{S**T;f,k > 0}. Ceci étant vraie pour tout polynéme, on en
déduit par densité des polynomes dans H? que Span{S**T;f : k > 0} = H?,
c’est-a-dire T3 f est cyclique pour S*.
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Réciproquement, supposons que T f soit cyclique pour S*. Soit E = Span{S*" f :
n > 0}. Alors il est clair que E est un sous espace fermé de H?, invariant par
S*. Supposons que E # H?. Alors par le théoréme de Beurling, il existe une
fonction intérieure © telle que E = Kg. En particulier pour tout k£ > 0, on a

S*Tsf =TpS* f € T Ko C Ko.

Ainsi
Span{S**T,f : k > 0} C Ke # H?,

ce qui contredit le fait que T} f est un vecteur cyclique pour S*. Ainsi E = H?
et donc f est cyclique pour S*. O

Nous verrons au chapitre 2 un analogue de ce résultat dans le contexte des
espaces de de Branges-Rovnyak.

D’autre part, Lotto et Sarason [56] ont caractérisé les vecteurs cycliques
pour S* qui sont dans H(b) et dans H(b), dans le cas o1 b est extréme. Tous les
éléments de H(b) sauf la fonction nulle sont des vecteurs cycliques pour S*.

Théoréme 1.54 ([39] ,Théoreme 25.16). Soit b un point extréme de la boule

unité fermée de H>®. Alors tout f € H(b), f # 0, est un vecteur cyclique pour
S*.

Contrairement & Pespace H(b), Uespace H(b) contient en général beaucoup
de vecteurs non cycliques si b est extréme, non extérieure.

Théoréme 1.55 ([39], Théoreme 25.17). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H®, et soit f € H2. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) f € H(D) et f est un vecteur non cyclique de S*.
(it) Ty f = 0.
(iii) f € Ko, ot © est la partie intérieure de b.

(vi) f € H(b) et f admet un prolongement & travers T en une fonction f
méromorphe de type borné sur D..

Démonstration. (i) = (ii) : Le théoréme 1.53 implique que T3 f est un vecteur
non cyclique de S*. Mais, par le théoreme 1.10, T;f € H(b). D’ot, le théoréme
1.54 implique que Tj; f = 0.

(#9) = (i) : D’apres le théoreme 1.10, on a f € H(b). Puisque T} f n’est évidem-
ment pas un vecteur cyclique pour S*, il suit encore du théoréme 1.53 que f
n’est pas un vecteur cyclique pour S*.

(11) < (7it) : Cette équivalence résulte du théoréme 1.5.

(i) & (vi) : Cette équivalence résulte du théoréme 1.52. O

Dans le corollaire 1.9, nous avons vu que si b = 010, by € H®, ||b1]]ec <1
et O intérieure, alors

(1.29) H(b) = Ko & OH(by)

En utilisant le théoréme 1.54, nous allons voir que dans le cas ot by est un point
extréme de la boule unité de H>°, on peut inverser le role de © et b; dans (1.29).
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Théoréme 1.56 ( [39], Théoreme 25.20). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H> tel que b = b10, avec by € H*,||b1]lec < 1, © intérieure
et b1, © non constant. Alors

H(b) = H(b1) ® b1 Ko,

et linjection de H(b1) dans H(b) est une isométrie et l'opérateur Ty, agit comme
une isométrie de Ko dans H(b).

Démonstration. D’apres le théoreme 1.9, il suffit de montrer que
Ko NH(by) = {0}.

Soit f € Ko N H(by). D’une part, Ko est un sous espace fermé invariant par
S*. Alors f ne peut pas étre un vecteur cyclique pour S*. D’autre part, puisque

f € H(by) avec by extréme (remarquons que |by| = |b] sur T et donc log(1—|b;|) =
log(1 — [b]) ¢ L*(T)) le théoréme 1.54 implique que f = 0. On conclut que
Ko NH(by) = {0}. O

1.8.2 Opérateurs hypercycliques et fréquemment hyper-
cycliques

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable et de dimension infinie.

Définition 3. Un opérateurT € L(H) est dit hypercyclique s’il existe un vecteur
x € H tel que son orbite par T,

Orb(x,T) :={T"x : n € N},

est dense dans H.
Un tel vecteur x est dit hypercyclique pour T, et l’ensemble de tous les vecteurs
hypercycliques pour T est noté par HC(T).

Remarquons bien sir qu'un vecteur x € H est hypercyclique si pour tout
ouvert non vide U de H I’ensemble

Nz, U)={n>0:T"z € U}

est non vide. Il est alors facile de voir en utilisant le théoreme de Baire que
N(z,U) est infini. Il est alors naturel de se demander quelle est la grosseur
de cet ensemble et du coup d’étudier sa densité. Cela conduit a la définition
suivante.

Définition 4. Un opérateur T € L(H) est fréquemment hypercyclique s’il existe
un vecteur x € H tel que pour tout sous-ensemble ouvert non vide U de H,
UVensemble N(z,U) = {n > 0: T"(x) € U} a une densité inférieure positive,
c’est-a-dire

dens(N(z, U)) = liminf <A@ V) 0 {1, N])

0.
N—00 N >
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Nous renvoyouns le lecteur au livre récent [9] pour plus d’informations sur ce
sujet.

L’hypercyclicité fréquente est une notion beaucoup plus forte que ’hyper-
cyclicité, et certains opérateurs sont hypercycliques sans étre fréquemment hy-
percycliques : un exemple est ’adjoint de 'opérateur du Shift sur I'espace de
Bergman [8]. Complétons cette section en rappelant quelques critéres d’hyper-
cyclicité et d’hypercyclicité fréquente qui nous seront utiles pour étudier les
propriétés d’hypercyclicité de I'opérateur de Toeplitz T;; 5.

Tout d’abord, il existe un critere général extrémement utile pour 'hypercy-
clicité. Ce critere a été isolé par C. Kitai sous une forme faible [55] puis par R.
Gethner et J. H. Shapiro sous une forme proche de celle donnée ci-dessous, [49].
La version que nous utilisons apparait dans la thése de J. Bes [10].

Définition 5. Soit T € L(H). On dit que T satisfait le critére d’hypercyclicité
s’il existe une suite croissante d’entiers (ny), deux ensembles denses D1, Dy C H
et une suite d’applications Sy, : Do — H tel que :

(i) T™ (x) — 0 pour tout x € Dy;

(i) Sn,(y) — 0 pour tout y € Da;
(iii) T™ Sy, (y) — y pour tout y € Dy;
11 est possible de prendre ny, = k et D1 = Do, et dans ce cas on dit que T satisfait
le critére de Kitai.

Remarquons que dans la définition 5 les applications Sy, ne sont supposées
ni linéaires, ni continues.

Théoréme 1.57 ([9], Théoreme 1.6). Soit T € L(H). Supposons que T satisfait
le critére d’hypercyclicité. Alors T est hypercyclique.

Comme conséquence du théoreme précédent on obtient le critere de Godefroy-
Shapiro [50], qui dit essentiellement qu'un opérateur borné ayant beaucoup de
vecteurs propres associés a des valeurs propres de module strictement supé-
rieures & 1 et beaucoup de vecteurs propres associés a des valeurs propres stric-
tement inférieures a 1 est hypercyclique.

Corollaire 1.58 (Critére de Godefroy-Shapiro, [50]). Soit T € L(H). Suppo-

sons que |J ker(T — X) et |J ker(T — A) engendrent tous les deux un sous-
[Al<1 [A]>1
espace dense de H. Alors T est hypercyclique.

Démonstration. Nous allons démonter que T satisfait le critere d’hypercyclicité
avec (ng) := (k) et

Dy:=\/| | ker(@=N) |, Da:=\/[ | kex(T - 1) |,

[Al<1 [A|>1

ou \/ désigne 'enveloppe linéaire engendrée par un sous-ensemble de X. Les
applications Sy : Dy — X sont définis comme suit. Nous prenons Si(y) :=
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A Fy si T(y) = Ay avec |A| > 1, et on étend S, & Dy par linéarité. Cette
définition a un sens car les sous-espaces ker(7' — A), |A| > 1, sont linéairement
indépendants. Par suite, tout élément non nul y € Dy peut étre écrit d’une fagon
unique sous la forme y = y1 + y2 + .... + yp, avec y; € ker(T — ;) et | ;| > L.
A partir de cela, il est clair que les hypothéses du critere d’hypercyclicité sont
satisfaites. O

D’un autre c6té, S. Grivaux a montré qu’un opérateur 1" qui a "suffisamment"
de vecteurs propres associés a des valeurs propres de module 1 est automatique-
ment fréquemment hypercyclique.

Théoréme 1.59 (S. Grivaux, [51]). Soit T un opérateur borné sur H. Supposons
qu’il existe une suite (u;);>1 de vecteurs de X ayant les propriétés suivantes :

(i) Pour touti > 1, u; est un vecteur propre de T associé & une valeur propre
Ai de T avec |\;| =1 et les A\; sont tous distincts;

(i) \(u;;i > 1) est dense dans H ;
(i) Pour touti > 1 et tout € > 0, il existe un n # i tel que ||u, — u;|| < €.

Alors T est fréquemment hypercyclique (en particulier hypercyclique).

En utilisant le critere de Kitai, Rolewicz [9, page 6] en 1960 a remarqué que
lopérateur AS* = Th; : H?> — H? est hypercyclique si et seulement si || > 1.
On obtient ainsi une famille d’opérateurs hypercycliques {AS* : |A| > 1} et il
est naturel de se demander si cette famille possede un vecteur hypercyclique
commun.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour qu’une famille de
multiples d’un opérateur ait un ensemble G5 dense de vecteurs hypercycliques
communs.

Théoréme 1.60 (Shkarin, [88]). Soit X un espace de Banach compleze sépa-
rable de dimension infinie, T € L(X), 0 < a < ¢ < 0o. Supposons encore que
pour tout o, B € R tel que a < a < B < ¢ il existe un sous-ensemble dense E de
X et une application S : E — E tel que TSx = x, o™ "T"x — 0 et B"S"x — 0
pour tout x € E. Alors

(YHCOAT : ¢! <A <a™t)
est un ensemble G5 dense dans X.

Corollaire 1.61. L’ensemble Y HC(AS* : 1 < |\| < 00) est G5 dense dans H>.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréeme 1.60 avec a =0, c =1, F =
X = H? et S est le Shift sur H? . O

Le résultat de Rolewicz a été généralisé par Godefroy-Shapiro [50] en 1991.

Théoréme 1.62 (Godefroy-Shapiro). Soit o € H*. L’opérateur T : H> — H?
est hypercyclique si et seulement si @ est non constante et (D) NT % (.

Démonstration. Soit z € D, puisque Tpk, = @(2)k, (par (1.1)), alors k, est un

vecteur propre de T, associé & la valeur propre A(z) := ¢(z).
Soit U:={ze€D:|p(z)] <1} et V:={z€D:|p(z)| > 1}. Si ¢ n’est pas une
fonction constante et (D) N'T # (), les deux ensembles ouverts U et V' sont non
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vides par le théoréme de I'application ouverte pour les fonctions analytiques.
Ainsi, par le critere de Godefroy-Shapiro (corollaire 1.58), il suffit de montrer
que les ensembles \/{k, : 2 € U} et \/{k, : z € V} sont denses dans H?. Mais
cela est bien clair, puisque si f € H? tel que f est orthogonale & k, pour tout
z € U ou bien pour tout z € V alors f s’annule sur un ensemble ouvert non
vide de D et par conséquent f est identiquement nulle.

Pour la réciproque, supposons que 1 soit hypercyclique. Alors ¢ est certaine-

ment non constante. De plus, ||T,|| = [|T5|| > 1 car une contraction ne peut
clairement pas étre hypercyclique. D’ott sup|¢(z)| > 1. De plus, on a aussi
zeD

inf |p(2)| < 1. En effet, si on suppose que inf |p(z)] > 1 alors £ € H® et T

z€D z€D ® @

n’est pas hypercyclique puisque |[T1|| = |[T1|] < 1. Or Tx = (Tp) 7!, et Ty
@ @ @

n’est pas hypercyclique (en effet, un opérateur inversible est hypercyclique si et
seulement si son inverse est hypercyclique [9, page 3]). D’ott on obtient

inf |p(2)] <1 <sup|e(z)],
zeb zeD

ce qui implique que (D) NT # () par un argument simple de connexité. O

Nous verrons au chapitre 2 une généralisation du théoreme 1.62 dans le cadre
des espaces de de Branges-Rovnyak.

1.9 Propriétés géométriques des suites dans un
espace de Banach

Dans le cadre des espaces de Hilbert, la notion naturelle de base est celle de
base orthonormée. Il est bien connu que si H est un espace de Hilbert séparable,
alors H possede une base orthonormée dénombrable. Bien que 'existence de
telles bases ne pose pas de probléme, en construire explicitement peut s’avérer
plus délicat.

D’un autre c6té, lorsqu’on travaille en dimension finie, et qu’on connait une
base, on sait qu’on peut en obtenir d’autres en appliquant un isomorphisme.
Dans le cadre des espaces de Hilbert de dimension infinie, si on part d’une base
orthonormale et qu’on applique un isomorphisme, on arrive naturellement a
la notion de base de Riesz. Dans cette section, nous allons rappeler plusieurs
notions de géométrie des espaces de Banach (ou de Hilbert) autour de la notion
de base que nous étudierons ensuite au chapitre 4 dans le cadre des espaces de
de Branges-Rovnyak.

1.9.1 Suites minimales

La notion d’indépendance linéaire dans un espace vectoriel de dimension
finie est une notion bien classique. Lorsqu’on veut généraliser cette notion a un
espace de Banach de dimension infinie, plusieurs définitions possibles émergent.
Dans cette theése, nous nous intéresserons a deux généralisations possibles qui
sont intimement liées & la notion de base de Schauder.

Soit X = (z,,)n>1 une suite d’un espace de Banach X. Alors on dit que X

(ii) minimale si, pour tout n > 1,

xn ¢ Span{xy 1 k > 1,k # n};
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(iii) uniformément minimale si 6(X) > 0, ou

x

5(X) = inf dist ( “ Span{zy : k> 1,k # n}) )
n>1 ||zl

La quantité §(X) est appelée la constante de minimalité uniforme de la suite X.

Finalement, si X* = (2} ),>1 est une suite dans le dual de X, on dit que X* est

une biorthogonale associée a X si

1, sin=k.

siten) =0 = 4

Il existe une relation entre la minimalité, 1'uniforme minimalité et I’existence
d’une biorthogonale. Plus précisément, en utilisant le théoreme de Hahn-Banach
on peut facilement obtenir les caractérisations suivantes des suites minimales et
uniformément minimales de X.

Rappelons que X est dit complete dans X si

Span{z, :n>1} = X.

Lemme 1.63 (A.I. Markushevich, [62]). Soit X un espace de Banach, et soit
X = (zn)n>1 une suite dans X. Alors on a les assertions suivantes.

sinon.

(i) X est minimale si et seulement si X admet une suite biorthogonale X*.

(ii) La suite biorthogonale X* est unique si et seulement si X est compléte dans
X.

(iii) Pour toute suite biorthogonale X* = (z})n>1, on a

1
6(%X) > —.
sup,, > [|2n|| |23

(iv) Il existe une suite biorthogonale X* = (z})n>1 tel que

5(X) = !

Sup,> 1 |2l [

(v) X est uniformément minimale si et seulement si X admet une suite bior-
thogonale X = (z,)n>1 telle que

*
sup ||z, ] [|27,]] < occ.
n>1
Il est clair que I'uniforme minimalité implique la minimalité. Pour des suites
finies, ces deux propriétés coincident. Néanmoins, pour des suites infinies, I'im-

plication inverse n’est pas valable en général. Comme le montre ’exemple sui-
vant.

Exemple 1. Soit (e,),>1 la base canonique de ¢ et définissons
e
Tn =€+ —, (n>1).
n

Alors (z,,)n>2 est compléte et minimale mais n’est pas uniformément minimale.
(Il suffit de remarquer que la suite biorthogonale de (z,)n>2 est donnée par
(nen)n>2 et appliquer le lemme précédent.)



68 Chapitre 1. PRELIMINAIRES

1.9.2 Base de Schauder

La notion de base de Schauder présentée dans cette section a été introduite
pour la premiére fois par J. Schauder [83]. Mais, la premiére étude systématique
des bases de Schauder dans les espaces de Banach a été faite par S. Banach [3].

Une suite (25, ),>1 dans un espace de Banach X est appelée base de Schauder
de X si, pour tout vecteur x € X, il existe une unique suite (¢ )n>1 = (¢n(2))n>1
de nombres complexes telle que

oo

T = E CnTn,

n=1

ou la série est convergente pour la norme de &X. Pour une base de Schauder
(Zn)n>1, la suite des formes linéaires (fy,)n>1 définie par

fu(x) =cn, (n2>1),

oltx =Y 77 | ¢y, est appelée la suite des coordonnées fonctionnelles associées
a la base (z,,)n>1. Par suite, si (z,,)n>1 est une base de 'espace de Banach X
et si (fn)n>1 est sa suite de coordonnées fonctionnelles, alors pour tout = € X,

on peut écrire
o0
n=1

La définition originale de Schauder d’une base avait exigé la continuité des
coordonnées fonctionnelles, mais c’est en fait automatique comme I’a montré S.
Banach [3].

D’autre part, il s’avere qu’une base de Schauder est nécessairement unifor-
mément minimale.

Corollaire 1.64 ([40], Corollaire 10.6). Soit X = (x,,)n>1 une base de Schauder
d’un espace de Banach X, et soit (fn)n>1 la suite correspondante de coordonnées
fonctionnelles. Alors

(1) (n)n>1 est uniformément minimale.
(i) Vn > 1, f, € X",
(#43) La biorthogonale de X est la suite (fn)n>1-

En général, une suite uniformément minimale n’est pas nécessairement une
base de Schauder. Comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 2. Soit X = C(T) 'espace de Banach des fonctions continues sur T,
équipé de la norme unifome ||f]||c = sup|f(¢)]. Soit
CeT

Xn(C) = Cn7 (C €T,ne Z)

Alors la suite (xn)nez est compléte, uniformément minimale, mais n’est pas une
base de Schauder de X. (Pour la complétude, on utilise le théoréme de Stone-
Weierstrass. Pour 'uniforme minimalité, on remarque que la suite biorthogonale
est donnée par x*(f) = f(n),n € Z. Finalement pour démontrer que ce n’est
pas une base de Schauder, on utilise le théoréme de du Bois-Reymond (voir [70,

page 97].)



1.9. PROPRIETES GEOMETRIQUES 69

Le résultat suivant, qui est une conséquence facile du théoréme de Banach-
Steinhaus, donne une caractérisation de la propriété de base en termes des
sommes partielles de la série de Fourier généralisée.

Théoréme 1.65 ([40], Théoreme 10.7). Soit (zn)n>1 une suite minimale d’un
espace de Banach X. Notons par (x))n>1 une suite biorthogonale associée a
(Tn)n>1 et définissons la suite des opérateurs bornés (Sy)n>1 sur X par

Sp(x) = ZxZ(w)xk, (xeX,n>1).
k=1

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) (n)n>1 est une base de Schauder de X.

(i) Pour tout x € X on a, lim S, (z) = z.
n—oo

(ii7) (zn)n>1 est compléte dans X et, pour tout x € X on a ,sup||S,(2)||lx <
n>1

.

1.9.3 Base de Riesz

On dit qu’une suite X = (zy,),>1 dans un espace de Hilbert H est une base de
Riesz dans H ¢’il existe un isomorphisme V' de H sur lui méme tel que (Vay,)n>1
est une base ortonormale de . A la lumiére du théoréme de Riesz-Fischer, on
voit facilement qu’une suite (z,),>1 est une base Riesz de H si et seulement s’il
existe un isomorphisme

Ug: H — 02
Ty,  €n

ol (€5,)n>1 est la base orthonormale canonique de £2. L’opérateur Uy est appelé
lorthogonalisateur de la base de Riesz X. Remarquons que, puisque la suite X
est complete, 'opérateur Ux est unique.

Dans certains cas, nous devons considérer une suite qui n’est pas complete
et qui a pourtant une propriété de type base Riesz. Plus précisément, la suite
X = (zn)n>1 est appelée suite de Riesz si elle est une base de Riesz de son
enveloppe linéaire fermé. Ainsi, une suite (z,,),>1 est une suite de Riesz de H
si et seulement si il existe un isomorphisme Uy de Span{z,, : n > 1} sur ¢? tel
que Uxz, = e,,n > 1.

Remarquons que si X = (2,)p>1 est une base de Riesz de H et si Ux est
I’orthogonalisateur de X, alors pour tout x € H, on a

o0 o0
Uxzx = Z < Uxx,e, >p e, = Z < Uxz,Uxxy, >p2 Uxz,.
n=1 n=1
En utilisant la continuité et la linéarité de Uy 1 on obtient

oo
xr = Z <uzx, U;leﬂn > Ty,

n=1
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ou la série converge en norme.
De plus, si @ = Y07 | 4@y, alors Uxz = >
on a

o0

ne1 Gnen et donc pour tout k > 1,

ar =< Uxx, ey, >0,
=<z, Uzer >y
=< :v,U;U};xk >qq.

Ainsi une base de Riesz est une base de Schauder. De plus, on a

o0

1Uxel[? = lanl

n=1

et donc comme Uy est un isomorphisme, il existe deux constantes C,C’ > 0
telles que pour tout x € H,

Cl|Uxz[z < llall3, < C'[|Ux||7

D’ou pour tout = Y7 | apx, € H,
(o] (oo} 2 (oo}

(1.30) C’Z\an\Q < Zanxn < C’Z|an|2.
n=1 n=1 H n=1

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme de N. Bari [7] (et voir
[40, Théoreme 10.21]), et donne deux conditions nécessaires utiles pour la pro-
priété de base de Riesz en termes de matrice de Gram. Rappelons que la matrice
de Gram de la suite X est la matrice infinie

F;{ = (< Ty X >H)i,j21~

Corollaire 1.66 ([40], Corollaire 10.22). Soit X = (z,,)n>1 une suite de vecteurs
normalisés dans un espace de Hilbert H, et soit 'y = (I'p p)np>1 sa matrice de
Gram.

(i) Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour n'importe quelle
suite complexe a support fini (an)n>1, on ait
2

CY anl < ||D anzn

n>1 n>1
Alors
(1.31) sup [Ty p| < 1.
n#p

(i) Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour n’importe quelle
suite complexe d support fini (an)n>1, on ait

2
HZ AnTnll < C’/Z |an|?.

n>1 n>1
Alors
oo
(1.32) sup Z T, < o0
nlezl

En particulier, si X est une suite de Riesz, alors I'x satisfait (1.31) et (1.32).



1.9. PROPRIETES GEOMETRIQUES 71

1.9.4 Suites de noyaux reproduisant dans H?>

Dans notre étude au chapitre 4 des propriétés géométriques de certaines
suites de fonctions dans #(b), une suite sera particulierement importante, celle
de la suite de noyaux reproduisants de H2. Les propriétés géométriques dans
H? de la suite (kx, )n>1, ot A = (Ap)n>1 C D, sont bien connues et leur étude
remonte probablement & la fin des années 1970. Nous renvoyons le lecteur & [66],
[53], [40], [67] pour plus de détails. Nous allons simplement rappeler les princi-
pales caractérisations connues en commencant par la minimalité et la complé-
tude.

Rappelons que si A = (A,),>1 C D, alors on dit que A est une suite de

Blaschke si
D> (1= < oo

n>1

Dans ce cas, on peut former le produit de Blaschke B = By défini par

B(z) = H by, (2), z€D,
n=1

ou Ml A
n n— % .
——— si\, £0
b ()= A 1—npe D7
z siA, =0

11 est bien connu que B € H*®, B est intérieure et B(\,) = 0, n > 1. Récipro-
quement, si f € H? f # 0, et f(\,) =0, n > 1 alors A = (\,)n>1 est une

suite de Blaschke et é c H?.

Lemme 1.67 ([67]). Soit A = (\,)n>1 une suite de points distincts de D. Alors
on a la dichotomie suivante.

(i) Si (An)n>1 n'est pas une suite de Blaschke, alors (kyx,)n>1 est compléte
dans H?, ¢’est-a-dire

Spang{ky, :n > 1} = H?

et (kx,)n>1 n'est pas minimale dans H>.

(i1) Si (An)n>1 est une suite de Blaschke et si B est le produit de Blaschke
correspondant, alors (kx, )n>1 est minimale et compléte dans Kp.

Démonstration. (i) Supposons que (A,),>1 ne soit pas une suite de Blaschke.
La complétude de (ky, ),>1 dans H? découle facilement du fait que la suite des
zéros d'une fonction non nulle de H? doit satisfaire la condition de Blaschke.
Maintenant, supposons par I’absurde que (kx, )n>1 soit minimale. Alors d’apres
le lemme 1.63, il existe une fonction f € H? tel que f(A\1) = 1let f(\,) =0,n >
2. Mais puisque f # 0, nous devons avoir

S0 Aul) < oo,

n>2

ce qui contredit 'hypothese. Ainsi la suite (ky, )n>1 n’est pas minimale.
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(#4) Supposons maintenant que (A,),>1 soit une suite de Blaschke. Notons
par B, le produit de Blaschke correspondant & la suite (Ag)rxn, c’est-a-dire

B

Bn = BA\{)\H} == K

n

Clairement pour tout n > 1, la fonction B, appartient & H? et B, (\,) # 0.
De plus, pour tout, n,p > 1, on a

< By, k > _ Bn(Ap) -5

Bu(A) s Ba(ha) M

Ainsi (Bp,/Bn(An))n>1 est une suite biorthogonale associée a (ky, )n>1. Par
suite, par le lemme 1.63, on conclut que (ky, ),>1 est minimale dans H?2.

De plus remarquons que pour tout n > 1, ky, € Kp. En effet, si f = Bg, g €
H? ona

< [k, >2= f(/\n) = B(/\n)g(/\n) =0,
ce qui montre que ky, € (BH?)* = Kp. Ainsi
Span{ky, :n >1} C Kp.

D’autre part, si f € Span{ky, : n > 1}*, alors f(\,) =0, n > 1. On peut alors
écrire f sous la forme f = Bg ot ¢ € H2. Ainsi Span{k,, : n > 1}+ C BH?,
ce qui implique finalement que

Span{ky, :n >1} = Kp.
O

Il suit du lemme précédent que si A = (A,)p>1 est une suite de points
distincts de D, alors (ky, ),>1 est minimale dans H? si et seulement si (A,)n>1
est une suite de Blaschke. De plus, dans ce cas, on a

Span{ky,, :n>1} = Kp.

On sait alors qu’il existe une unique biorthogonale (z},),>1 dans Kp associée a
(kx, )n>1- Il est facile de voir que

B,k
1.33 =" n>1
(133 " Bl B
En effet, tout d’abord, on a
1
<xy,kx, > = 55 Bn(Ap)ka, (Ap)
Bn(/\n)Hk)\nH% P ?
|0 sin#p
Tl 1 sin=p

De plus, B,ky, € Kp carsi f = Bg, g € H?, on a

< fa Bnk)\n >9 =< BgaBnk/\n >2
=< b/\ng7 k)\n >2
=bx, (An)g(An) =0,



1.9. PROPRIETES GEOMETRIQUES 73

ainsi Bpky, € (BH?)+ = Kp. Ainsi par unicité, on en déduit (1.33). En appli-
quant le lemme 1.63, on obtient alors que (kx, )n>1 est uniformément minimale
si et seulement si

sup [k, [[2 [ ||z < oo

n>1

Or

Hk/\nHQ ||Bnk)\n||2

1B (M) (1, 113

_ 1
|Bn(An)l’

ex [l [ 1]2 =

car B,, est intérieure.

On en déduit donc le résultat suivant :

Lemme 1.68 ([67]). Soit A = (A,)n>1 une suite de points distincts de D. Alors
(kx, )n>1 est uniformément minimale si et seulement si

(€) f[Ba(A)] > 0.

La condition (C) s’appelle la condition de Carleson. Elle est apparue dans un
article célebre de Carleson [17] concernant une étude des suites d’interpolation
de H®°. On écrira que A € (C) lorsque la condition (C) est satisfaite et on dira
que A est une suite de Carleson.

Comme nous ’avons déja signalé, la propriété de base de Schauder (ou base
de Riesz) est en général strictement plus forte que la propriété d’uniforme mi-
nimalité. Il est remarquable que pour les suites de noyaux reproduisants de H?,
ces trois propriétés coincident.

Théoréme 1.69 (Nikolskii, Shapiro-Shields, [67]). Soit A = (\,)n>1 une suite
de Blaschke de points distincts de D et B le produit de Blaschke associé. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(2) (kx,)n>1 est une base de Schauder de Kp.

k
(i) ( An ) est une base de Riesz de K.
Ex, 12/ =1

(791) (kx,)n>1 est uniformément minimale.

(wv) A vérifie la condition de Carleson.

Remarquons que si (A,),>1 est une suite de Blaschke, alors en particulier
[An| = 1, n — oo et donc

[[kalle = (1= [Aa]?) 2 = 00, n = oc.

Or pour une suite de Riesz, les normes sont uniformément bornées (voir (1.30)).
Ainsi dans le résultat précédent, il est naturel de normaliser la suite de noyaux
reproduisants pour (ii).
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Chapitre 2

Les opérateurs de Toeplitz
a symboles co-analytiques
restreints sur les espaces de
de Branges-Rovnyak 7,

Les sections 2.2 et 2.3 de ce chapitre ont fait I’objet d’une publication [2].
L’objet de ce chapitre est 1’étude des opérateurs T, ot ¢ € H*. 1l s’agit de
comprendre les propriétés de 'opérateur a travers les propriétés du symbole
(. Dans un premier temps nous donnons des estimations de la norme de ces
opérateurs. Puis nous obtenons une caractérisation de la compacité et de I'hy-
percyclicité de ces opérateurs. Enfin nous abordons la notion de cyclicité de
ces opérateurs. Comme nous l’avons vu a plusieurs reprises ces propriétés vont
dépendre du fait que b est ou non un point extréme de la boule unité de H°.

2.1 Estimations de la norme de 7j,

Le but de cette section est de donner des estimations sur la norme de 1’opé-
rateur de Toeplitz T35, ¢ € H*. Rappelons que dans le cas de 'opérateur de
Toeplitz classique Tz sur H 2. la norme est connue. On a

(2.1) Tl = lllloo-

Dans notre cas, le calcul de la norme de T est beaucoup plus difficile. Dans
le cas particulier ou b = © est une fonction intérieure, comme nous l’avons
remarqué (voir section 1.3.1), Ty o = (Ag)* ol Af;) est un opérateur de Toeplitz
tronqué. Dans [45], Garcia et Ross ont donné des estimations inférieures pour la
norme de AS. En utilisant ces estimations, ils ont obtenu une classe de symbole
et de fonctions intérieures pour lesquelles la formule (2.1) se généralise.

Théoréme 2.1 (Corollaire 2, [45]). Soit © une fonction intérieure dont les
zéros s’accumulent sur tout le cercle et soit p € C(T). Alors ||A8H = ||¢]|oo-

(0]
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D’autre part, dans le cas ot © est un produit de Blaschke fini et ¢ € H>,
alors Garcia et Ross montrent dans [44] que [|[A9|| = ||¢||oo si et seulement
si ¢ est un multiple scalaire du facteur intérieur d’une fonction de Kg. En
particulier, il se peut que ||A8H < ||¢]loo- Par exemple, si ¢ = Opy, ¢1 € H®
alors pour g € Kg = H>2N©zH?2, on a

Tpg = Pr(O¢19) =0

car (:)gcﬁl € zZH2.
D’ou
14211 = I(AQ) Il = 1T g, || = 0.

En général, le calcul de ||A2]| est un probleme difficile, largement ouvert.

Dans cette section, nous allons voir que dans le cas ou b est non extréme, on
peut calculer exactement la norme de T ;. Dans le cas extréme (qui généralise
le cas intérieure), la situation est beaucoup plus délicate et nous donnerons des
généralisations des résultats de Garcia-Ross, sans toutefois résoudre complete-
ment cette question.

Théoréme 2.2. Soit p € H*®, et soit b un point non extréme de la boule unité
fermée de H*. Alors ||T¢,b||£(7{(b)) = {1 co-

Démonstration. On sait bien que ||T5 |22 ) < ||¢lloo- Puisque b est non
extréme alors pour tout A € D, les noyaux reproduisants de H?, ky sont en
particulier des éléments de H(b) d’apres le théoreme 1.15. De plus par (1.13),
on a

Tepkx = @(N)ka.
D’ou pour tout A € D,
[N kalle = [T pkllo < [T,/ 3wy [Eal]o-
Ainsi comme ||kx||p # 0, on en déduit que
[N < 11 T5,6ll 2318)), VA € D.
Do, [l¢lleo < || Tppllcmm)), et par suite, |[Tep||cw)) = @]l O
Pour ¢ € L*(T), soit

— Iz

¢ —2I?

(22) (P = [ 5 e(Odm(o), =€,
T

I'intégrale de Poisson de .

Une propriété classique de l'intégrale de Poisson que nous utiliserons est la

suivante : si ¢ € L}(T) et ¢ est continue sur un arc ouvert I C T alors pour

tout ( € I, on a

lim (Py)(z) = ¢((),

z2—(

(voir [70, Chapitre 11]). Rappelons que

1 —b(\)b(2)

Ky (2) = T, A z€eD,
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est le noyau reproduisant de #H(b), dont la norme est donnée par

_ 1=V
|[EX |6 = w

Notre premier résultat fournit une borne inférieure pour |75 s|| 23 () qui est
un peu technique mais qui va donner plusieurs corollaires utiles :

Théoréme 2.3. Soit p € H*® et b un point extréme de la boule unité fermée
de H*>, non constant. Alors

(2.3) sup / o(2)dor(2)| < Tl o).
AeD |JT
ol
- 2
12 (1= 30pa) [* | pO) R0 — (o))
d — J _ dm(z), \ €D,
JA(Z) 1— |b()\)|2 1— Nz |1—)\Z‘2 m(z)

est une famille de mesures de probabilité.

Démonstration. Soit A € D. D’aprés le théoreme 1.10, T3k} € H(b) et il existe
un unique g € L?(p) tel que
Tk} = K,g,

par le corollaire 1.22. Or remarquons que

TokY = T (ko — B(V)bky)
= b(A)kx — b(A) Py (|b|*k»)
= P ((1 = [p[*)b(A\)k)
= Py (pb(Mk»)
(2.4) = K,(b(Mk»).

Puisque ky € H? C L?(p), on en déduit par unicité que g = b(\)ky. En utilisant
le théoreme 1.10, on obtient

1
T 0!l 2(20)) > W' < THkS, kS >y |
b

1— )2
|b|(|)|2|<T k}\,k}\ >b|
— AP <
1—Ib( )7
— AP

= W |< TokS, kY >0 + < TpTpkY, TokS >3],

< Tk kS > + < TyTpkS, TokS >y

ou la derniéere égalité découle de T;T; = T;T;. En utilisant (2.4) et le théoréme
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1.20, on en déduit que

1— AP
Tl conemy) = T—pOVE |< T PR3 ES >0 HDN)? < Ta K, (ka), Kp(ky) >

1— [N _
— T |< PR 2 O < K(h). Ky (k) ).

Le corollaire 1.22 dit que K, est une isométrie de L?(p) sur H(b), d’ott

1— A2 _
T 61l cr ) 27 |b| | NE |< GRS >12(r) (V)P < @k, kx >12(p)]
2
T2 | [——]|1=300b(2)
= _— d
hovel [ PO | )

F v [ D e

- 2
1 - 5(b(2)

LR
—71_%@”2%@( i

L PVPa - Ib(Z)\Q)]d (

TEYE mz)l

Remarquons que les calculs précédents montrent (avec ¢ = 1) que

1— A2 1-300b(z)|” . BV - [b(2) P
[aone) = L [ 1T BRI
1 b b 2
=m|<k,\7k,\>b\ =
ce qui montre que o) est une mesure de probabilité. O

Maintenant observons que si b(\) = 0, argument du supremum dans la
partie gauche de (2.3) devient la valeur absolue de I’expression dans (2.2), ce
qui donne immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.4. Soit ¢ € H*® et b un point extréme de la boule unité fermée
de H®, non constant. Alors

sup  (Pp)(A) < [Tl crmy-
Aeb=1({0})
Le corollaire précédent peut étre utilisé pour prouver que pour certains opé-
rateurs de Toeplitz T dans le cas extréme, le théoreme 2.2 reste vraie.

Corollaire 2.5. Soit ¢ € H™ et b un point extréme de la boule unité fermée de
H®>, non constant. Supposons que b admette une suite de zéros avec un point
d’accumulation en un point ( € T et que ¢ soit continue sur un voisinage de ¢
avee [p(C)] = [[¢loe- Alors

1 T5.0llc2v)) = llol]oo-
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Démonstration. Supposons que (\,), C D est la suite des zéros de b qui converge
vers ¢ . Par continuitée de ¢ on déduit que

el = [(O)] = Tim |[(Pe)(An)| < [|Tgbll 2wy < llplloo-

Donc, [|Tgllcemm)) = [1€lloo- N

On peut également donner une borne inférieure qui fait intervenir les dérivées
angulaires de b au sens de Carathéodory. On notera Dy ’ensemble des ( € T tel
que b admet une dérivée angulaire finie au sens de Carathéodory au point (.

Corollaire 2.6. Soit ¢ € H*® et b un point extréme de la boule unité fermée
de H>, non constant. Alors,

D) — B + (1— b))
ﬁwwﬂ T

1
sup ———
¢ceD, V()]

Démonstration. Rappelons d’apres le théoreme 1.41 que si ¢ € Dy, alors b admet

une limite non tangentielle en ¢ et |b(¢)| = 1. De plus, par les points (¢) et (g)
du théoréme 1.41, on a

STl cemw))-

} dm(2)

1= (V)P
ilz“% 1—[\2

=[Ol

Ainsi en faisant tendre A vers ¢ non tangentiellement, on obtient avec le lemme
de Fatou que

Sup ———

< T pll2ew))-
cen, [P/ (0)] POIEHE)

O bR+ - PP,
‘Aw>[ T }d()

2.2 Compacité de Tj

Dans cette section nous étudions la compacité des opérateurs de Toeplitz T
a symboles co-analytiques. Cette propriété va dépendre du spectre au bord de b.
En particulier, nous prouvons qu’il existe des opérateurs compacts non triviaux
de la forme T4, avec ¢ € H® N C(T), si et seulement si m(c(b) NT) = 0, our
o(b) est le spectre de b (voir définition ci-dessous).

Lorsque le symbole ¢ est continue sur la frontiere, Ahern et Clark [1] ont déja
donné une condition nécessaire et suffisante pour que l'opérateur de Toeplitz
tronqué AS soit compact. Voir également une preuve de Garcia-Ross-Wogen
dans [47]. La caractérisation d’Ahern-Clark utilise la notion de spectre d’une
fonction intérieure.

Rappelons que le spectre d’une fonction b de la boule unité fermée de H>
[40, Section 5.2] et [39, Section 22.6], noté par o(b) est défini comme suit

o(b) = {¢ € T : liminflb(2)] < 1}U Z(b),
zeD

ott Z(b) = {\ € D:b(\) =0}.
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Une généralisation d’un résultat de Livsic-Moeller montre que b et tout
élément de H(b) peuvent se prolonger analytiquement sur tout arc I C T\
clos(a (b)), et |b] = 1 sur I [39, Théoréeme 20.13].

Dans le cas particulier ou b = © est une fonction intérieure non constante,
en utilisant le fait que © est unimodulaire p.p. sur T, on montre que

0(®)=<¢eD: limi?f|@(z)| =0 p = clos(Z(0)) U supp(v),
zeb

ou Z(©) = {A € D: O(\) =0} et v est la mesure représentant la partie singu-
liere de © (voir [40, Théoréme 5.4]).

Ahern et Clark ont donné la caractérisation suivante de la compacité d’un
opérateur de Toeplitz tronqué lorsque le symbole est continue sur T.

Théoréme 2.7 (Ahern-Clark, [1]). Soit ¢ € C(T). Alors AQ est compact si et
seulement si ¢|5@)nT = 0.

Pour dire quelques mots de la preuve d’Ahern-Clark, si © = BSA est la
décomposition de © en un produit de Blaschke B associé a une suite de zéro
(ak)k>1, une fonction intérieure singuliere S associée & une mesure singuliere
continue og et une fonction intérieure singuliére A associée & une mesure pure-
ment atomique avec des points r; aux points e'©i j > 1, on note alors

o

dO’B = Z(l — |ak|)d(5{k}
k=1
et
dop = ryy1d)sur [N, N + 1]

(ot dX est la mesure de Lebesgue sur R). Ahern et Clark (en s’inspirant d’un
article de Sarason [71]) construisent alors un opérateur unitaire V de L?(dog) x
L*(dos) x L*(doa) sur Keg. La preuve du théoréme 2.7 est alors basée sur une
analyse précise de opérateur V*A9V et de sa décomposition en somme d’un

o]
opérateur compact et d’opérateurs de multiplications.

Dans [47], Garcia, Ross et Wogen donnent une nouvelle preuve du théoréme
2.7 beaucoup plus simple et directe. Nous allons utiliser cette nouvelle approche
pour généraliser le résultat d’Ahern-Clark et étudier la compacité de T, sur

H(b).

2.2.1 Compacité de T : H(b) — H?

Rappelons que si ¢ € H*, 'opérateur de Toeplitz Tz définit un opérateur
borné de H(b) dans lui méme. Si on affaiblit la topologie de 1’espace d’arrivée,
on peut oublier Panalyticité du symbole et considerer des symboles ¢ € L>(T).
Plus précisément, remarquons que pour ¢ € L>(T) et f € H(b) C H?, on a

Tz fll2 < [lelloollf1l2 < Mlpllool[ f]p-

Ainsi T définit un opérateur borné de H(b) dans H?, pour toute fonction
p € L>(T) et on a [|Tgllcauw),m2) < [l#lloo-
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Dans cette section, nous allons donner une généralisation du résultat d’Ahern-
Clark pour ces opérateurs.

Théoréme 2.8. Soit b un point de la boule unité fermée de H*>® et soit ¢ €
C(T). Alors lopérateur,

fo= Puef)”

est compact si et seulement si |5p)nT = 0.

Démonstration. (<=) Supposons que @|p)nt = 0. Soit € > 0. On peut construire
¢ € C(T) tel que ¢ = 0 sur un ensemble ouvert contenant clos(a(b) N'T) et
1 = @llec < & Puisque |[T5 — Tylleuw),n2) < 1 — ¢lleo < &, il suffit de
montrer que 15 : H(b) — H? est compact.

Soit K = ¢~1(C\ {0}). Alors K C T\ clos(co(b)). Considérons (fy), une suite
de H(b) telle que (f,), converge faiblement vers zéro dans #H(b). Montrons que

[Ty fallz — 0, n — oo.

D’apres le théoréme 1.41 et le rappel sur le spectre de b fait ci-dessus nous savons
que pour chaque ¢ € K, la fonction

R(z) = TP 1b§22<2)7

appartient a H(b) et pour chaque f € H(b), on a
F(Q) =< [,k >,

et

L= p(OP _ )

En particulier, puisque (f,), converge faiblement vers zéro dans H(b), nous
avons f,(¢) =< fn, k’é’ >;— 0, lorsque n — 00, et il existe une constante C' > 0
telle que pour tout n € N, ||fn|[s < C. Par conséquent, puisque b est analytique
sur un voisinage de ’ensemble compact K on obtient

(2:5) V¢ € K| fu(Ol = | < faskg > | < [ fullolRe]]s < C(Sg}gvb’(@ <00

keIl =

Par le théoréme de convergence dominé, et en utilisant (2.5) il s’ensuit que
T fall3 = 1Py (D) B < B all3 = / Rp[21 ful2dC = /K Rp[21 ful2dC — 0.

d'ot T : H(b) — H? est compact et donc T3 : H(b) — H? est compact.
(=) Supposons que T : H(b) — H? est compact. Fixons ¢ € a(b)) N T et
montrons que ¢(¢) = 0. Soit

1= 300b(2)|”
1— Xz

1— AP

R IOV
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qui est le carré de la valeur absolue du noyau reproduisant normalisé de H(b).
Observons que F(z) > 0. Puisque ¢ € o(b) NT alors il existe une suite A, dans
D telle que A, — ¢ et |b(A,)| = ¢ avec ¢ < 1 (par la définition du spectre de
b déja mentionnée). Ecrivons ¢ = €“, a € R et remarquons que si [t — a| > 6,
alors

i 1_‘)‘n|2
F ity < o'l
W)= G0, R

pour une constante absolue C5 > 0. Ainsi puisque [b(\,)| — ¢, n — o0, avec
c < 1, on obtient que

sup Fy,(e') =0, n — oo.
[t—c]>8

Nous allons décomposer la fin de la démonstration en montrant successivement
les trois points suivants

() lim (SO(C)Z; [ P ()it - i < K Tk}, >2) 0.

n—oo

(i) inf ( /™ Fi, (e”)dt) > 0.

(iii) lim (M’;l <K}, THkS. >2> =0.

2
rmroo e

On déduit alors aisément de (i), (ii) et (i7i) que ¢(¢) = 0 et donc @|s@p)nT = 0.
Montrons (). Ecrivons,

1 [ ; 1
— Fy, (eM)dt — ——— < kb | Tk}
v(Q)5 /77r A (€7) &S, 115 < kX0 Tekx, >2
1 T it 1 b -1.b
= QD(C)% F)\n (6 )dt - || kb H2 < k’)\,ﬂ P"F(Spkkn) >2
-7 An b
1 i it 1 b =1.b
= @(C)% a F)\n (6 )dt - || k?\ H% < k)\n3 sok)\" >L2(T)
1 " it 1 i it b it |2
o0 [ Pttt = [ eI, P
-7 Ao b -7
L/ i LT i
= o [ OB o [ e (e
1 i i
— 5 [0 = el E (e
=5 ((Q) = p(e)Fx, (e")dt + - (0(C) — @(e™)) i, (e")dt.
T J|t—al<s T Jlt—al>s

La premiere intégrale peut étre rendue petite par la continuité de ¢ et le fait

que
1 [ : 1

F\(eMdt = ——

1S I13

Une fois § > 0 fixé, le deuxiéme terme tend vers zéro puisque

. K212 < 1.
o | kX2 <

sup Fy,(e") =0, n— oo.
lt—al>s
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Ce qui prouve (i).

Montrons (ii). On a En plus

1" ; L—[Aal® [T 1= b(An)b(e™)]? dt
. F (13 — Rt
or A, (€7)dt 1= [b(An)[? [W DY ezt‘Z 2

—T

1—|An)? 2/” 1 dt
— 2l (1 — b, .
1—|b(A, )|2( 5 e |1 = Npeitf? 2

A\

I T R 1
(L= o) DA+ 6O 11— PP

)] 1

= T o - 2 Y

Montrons pour finir (iéi). D une part, on a

[IFX
b —
[1RX, o

b

D’autre part, la suite Hk” T

) converge faiblement vers 0 dans H(b), car
[An] = 1 et [b(Ay, |—>cavecc<1 En effet, pour f € H* NH(b), on a

L=l _ I lloov/1 = (A

L=1o(A)l? V1= [b(An)[?

b

</

— 0, n— oo.

De plus, H*® N H(b) est dense dans H(b), puisque pour chaque A € D, k} €
b
H>NH(D). Ainsi la suite H:ﬁi“b
An
T : H(b) — H? est compact, on en déduit que

converge faiblement vers 0 dans #(b). Comme

1 ||k§ 2 [|T5k3, 112
| <K} THkY 2
N A3, o
A
B ||k,\n|\b
Ceci prouve (7i7) et acheve la preuve du théoréme. O

Remarque 2.9. Sib = O est une fonction intérieure, alors H(b) = Ko et
T; : Ko — H? est compact si et seulement si Ag est compact. On retrouve
ainsi le résultat d’Ahern-Clark.

2.2.2 Compacité de T},

Rappelons que pour ¢ € H la notation T, représente l'opérateur de
Toeplitz T défini de H(b) dans lui méme.

Corollaire 2.10. Soit b un point de la boule unité fermée de H tel que
m(o(b) NT) > 0. Soit ¢ € C(T) N H™. Alors l'opérateur
Tep : H(O) —  H(b)
fo= Puf)’



84 Chapitre 2. LES OPERATEURS DE TOEPLITZ T

est compact si et seulement si ¢ = 0.

Démonstration. Supposons que T est compact. Alors comme #(b) est inclus
contractivement dans H?, Popérateur T : H(b) — H? est aussi compact. Le
théoreme 2.8, implique alors que

e(acb)NT) =0.
Cependant, puisque ¢ € H® et m(a(b) N T) > 0 alors ¢ = 0. O

Corollaire 2.11. Soit b un point de la boule unité fermée de H*. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe o € H* NC(T),p # 0 tel que T est compact.
(i1) m(a(b)NT) =0.

Démonstration. (ii) = (¢) : Notons d’abord que (i) implique que b est une
fonction intérieure. En effet, supposons au contraire que b n’est pas intérieure.
Alors, 'ensemble

E={CeT: () #1}

a une mesure de Lebesgue positive. De plus, il s’avere que E C clos(o(b)) N T.
En effet, si ¢ € T\ clos(o(b)) alors b admet un prolongement analytique sur un
voisinage D(¢,r) = {w : |[w — (| < r} de ¢ avec |b| =1 sur 'arc D((,r)NT.
En particulier, |b(¢)] =1 et ¢ € T\ E. On déduit que

0 <m(E) <m(clos(a(b))NT)).

Ce qui contredit (i), donc b est intérieure. Maintenant, d’aprés un théoréme
de Rudin [70], nous pouvons trouver une fonction ¢ € A(D) = Hol(D) N C(D),
v # 0 tel que p(a(b)NT) = 0. On applique alors le résultat d’Ahern-Clark (voir
théoréme 2.7) pour obtenir que Ty, = (A%)* est compact.

L’implication (i) = (i¢) découle du corollaire 2.10. O

Dans le cas ou b est un point non extréme de la boule unité fermée de H°,
on peut s’affranchir de 'hypothése de continuité du symbole .
Le lemme suivant sera utile.

Lemme 2.12. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H°.
Soit (An)n C D telle que |\,| — 1, n — oo. Alors la suite (H’fsin\\b) converge

n n
faiblement vers 0 dans H(b).

Démonstration. Soit a 'unique fonction extérieure telle que (a,b) est une paire
pythagoricienne. Notons que puisque b est non extréme alors k, € H(b), pour
tout z € D (voir (1.11)). Soit f € H(b) tel que f et fT € H*. Rappelons que
fT est définie dans le théoréme 1.13. L’equation (1.5) donne

kx,

<f’m >p= (f()‘n)+

b(An)
a()‘n)

1
(A, ) ———.
™ )> Tonle

n
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En utilisant une nouvelle fois I’équation (1.5), on a
1 [b(An)[?
kanlly = (1 - :
A o A G oW

LG €l PV 9| O 2
laQn) PllEx I la(hn) 2+ [0 P .

En utilisant cette inégalité et I'inégalité

1

By P> —
|| An b = 17|)\n|27

on déduit que

kx,
[[kx, [1b

< (IFQ) £ n)]) VI = [Anf?
< (I1fllse + 11 lloo) VI = [An]> = 0, n = o0.

De plus, 'ensemble {f € H(b); f&fT € H>®} est dense dans H(b) puisqu’il
contient les noyaux reproduisants de H(b). En effet, pour tout A € D,

>p

<

(KT = (kx = b(\bkx) T = ki — b(A\)(bka)* = b(A\)aky € H™,

avec
(k)" = @h et (bky)t = fa_ aky (voir (1.9) et (1.10)).
a(}) a())
Par conséquent, la suite <| 2 )‘"H ) converge faiblement vers 0 dans #H(b).
A llo /) p

O

Théoréme 2.13. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>®
et soit p € H*®. Alors Uopérateur

Tep : HOb) —  H(b)
= Puof)
est compact si et seulement si p = 0.
Démonstration. Soit a I'unique fonction extérieure telle que (a,b) est une paire
pythagoricienne. Supposons que Tz 3 est compact. D’apres le lemme précédent,
pour toute suite (A\,), C D telle que |A,| — 1, la suite (m) converge

n
faiblement vers 0 dans #(b) et par compacité de T, on obtient que

—0, n— 0.
b

k
T, An

2.6 _
(26) ‘ o o

Mais T pkx, = @(An)ky, (voir (1.13)). Par suite (2.6) implique que pour toute
suite (Ap)n, C D, telle que |A,| — 1, alors |¢(A,)] — 0, n — oo. On obtient
alors que o =0 p.p. sur T et donc ¢ = 0. O
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La preuve du théoréme 2.13 ne fonctionne évidemment pas dans le cas ou
b est un point extréme de la boule unité fermée de H*°, car dans ce cas, les
noyaux de Cauchy ky n’appartiennent pas a H(b) lorsque b(A) # 0, A € D (voir
[39, Corollaire 25.8]).

Remarque 2.14. Une question intéressante a laquelle nous n’avons pas réussi
a répondre est la suivante : soit b un point extréme de la boule unité de H*®, b
non intérieure. Existe-t-il un symbole ¢ € H*>®, ¢ # 0 tel que Ty est compact ?
D’apres le corollaire 2.10, il faut chercher un symbole ¢ non continue, ce qui
rend les choses beaucoup plus difficile. Remarquons que méme dans le cas inté-
rieur, la compacité de AS, lorsque p n’est pas continue, n’est pas complétement
comprise.

2.3  Hypercyclicité de T;,

Dans cette section nous étudions I’hypercyclicité de Tz 3, ¢ € H™.

2.3.1 Hypercyclicité de T;; dans le cas non extréme

En utilisant le théoréme 1.59, nous allons généraliser le théoréme 1.62 aux
opérateurs T, lorsque b est un point non extréme de la boule unité fermée de
H> et ¢ € H*.

Le lemme suivant joue un role clé dans notre approche. I1 généralise un
résultat sur la complétude de {ky : A € D} dans #H(b) lorsque b est non extréme
(voir [73]).

Lemme 2.15. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*> et

soit E un sous-ensemble de D avec un point d’accumulation dans D. Alors
Spandk, : z € E} = H(D).

Démonstration. Soit f € H(b), f L k., z € E. En utilisant (1.5), on en déduit

que

f(Z)+28f+(Z) 0, e B,

oll a est 'unique fonction extérieure telle que a(0) > 0 et |a]? + [b]> = 1 p.p sur
T et f* est I'unique fonction de H? telle que Ty f = Ty fT (voir section 1.2.2).
On obtient alors que

a(2)f(z) +b(2)f(2) =0, z€ E.

Donc af + bfT est holomorphe sur D et s’annule sur £ qui a un point d’accu-

mulation dans D. On en déduit par le principe du prolongement analytique que

af+bf*t =0sur Detdoncaf+bft =0 presque partout sur T. En multipliant

par b et en utilisant que |a|? + [b|? = 1 presque partout sur T, on obtient

(2.7) a(bf —af*) = 1.

La relation Tyf = T, ft peut s’écrire Py (bf —afT) = 0 ce qui signifie que

_ J— + _

bf —aft € H3. Avec (2.7), on en déduit alors que = € HZ C L*(T). Mais le
a
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f+

théoréme de Smirnov implique aussi que = € H? car a est extérieure (voir [40,
a
+
Corollaire 4.28]). Ainsi I~ € H2NH?={0}. Dot ff =0et donc f=0. O
a

Lemme 2.16. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H™.
Alors Uapplication X\ — ky est continue de D dans H(b).

Démonstration. Soit A € D et (A,),>1 une suite de D qui converge vers A.
D’apres (1.5), pour toute fonction f € H(b), on a

< fa k)\n >p= f()‘n) +

D’ou

< fikxn, >o—> f(AN) + 2(7)\)1”'0\)7 n — oo.

Autrement dit
< f7k)\n >p—< fak)\ >b, N — 00,

c’est-a-dire que (ky, )n>1 tend faiblement vers ky dans #H(b). Observons d’autre
part que
1 [b(An)[?
kxlp = 1
il = e (1

[k, |6 — [[kallp, 1 — oo.

et donc

Un argument classique dans les espaces de Hilbert permet alors d’en déduire
que
||k)\n — k‘,\Hb — 0, n — 00.

Autrement dit 'application
A= ky

est continue de D dans H(b). O

Théoréme 2.17. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>
et soit p € H*®. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Tgp est hypercyclique.
(b) Tz est fréquemment hypercyclique
(¢) ¢ est non constante et (D) N'T # (.

Démonstration. (c¢) = (b) : Soit ¢ € H*, ¢ non constante et supposons que
©(D) N'T # (. Montrons que T est fréquemment hypercyclique en montrant
qu’on peut appliquer le théoréme 1.59. Comme ¢(D)NT # () et que (D) est un
ouvert de C (théoreme de I'application ouverte), il existe (o € ¢(D)NT et r > 0
tel que D(Co,7) C (D). On peut alors considérer un arc fermé I' contenu dans
D(Co,) NT C (D). Comme ¢ est non constante et que o~ (I") est un ouvert
non vide, par le principe du prolongement analytique, il existe zy € w_l(f)
tel que ¢’(z9) # 0. Le principe d’inversion locale implique alors qu’il existe un
voisinage ouvert V' de zg et un voisinage ouvert W de ¢(zp) € T tel que ¢ réalise
un biholomorphisme de V' sur W.

Considérons alors une suite (zy ), de points distincts de W NI sans points isolés
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et soit A\, := ¢~ 1(2z,), n > 1. Maintenant, comme b est un point non extréme
de la boule unité fermée de H°, pour tout n > 1, on a ky, € H(b) et

T@vbk)‘n = ()\7l)k>\n = z7lk>\n'

On a de plus, |z,| =1 (car z, € I' C T) et z, # 2m, n # m. Ainsi le point (7)
du théoreme 1.59 est vérifié.

Pour le point (ii), remarquons que (\,), est sans points isolés. En effet, sup-
posons par I’absurde qu’elle contient un point isolé, disons Ay. Alors il existe
€ > 0 tel que

(2.8) D()\N,E) n {)\n n > 1} = {)\N}

1

Mais =" : W — V est continue donc il existe 6 > 0 tel que

(uw €W, |lu—zy| <6) =l Hu) — o zn)| <e.
Comme (z,), est une suite sans points isolés, il existe M # N tel que
|20 — 2N | < 6.

D’ou

Ans = An| =l (zm) — 07 (2v)| <&,
ce qui contredit (2.8). Ainsi la suite (\,,),, est sans point isolé et donc en particu-
lier posséde un point d’accumulation dans D. On peut alors appliquer le lemme

2.15 qui affirme que
Span{ky, :n > 1} = H(b),

ce qui prouve que le point (i¢) du théoreme 1.59.

Enfin pour le point (4i4), remarquons que d’apres le lemme 2.16, Ve > 0,Vn > 1,
il existe d = d(g,n) > 0 tel que

|b < €.

n |

(€D, |p—An| <6) = [lku — kax

De plus, comme la suite (\,), est sans point isolé, il existe m # n tel que
[Am — An| < 9, ce qui implique que ||ky,, — kx, ||p < €. Le point (ii¢) est donc
aussi vérifié et on peut appliquer le théoreme 1.59 qui permet d’affirmer que
T, est fréquemment hypercyclique.

(b) = (a) : est toujours vrai.

(a) = (c) : Supposons que Tz est hypercyclique. Il est clair que ¢ est né-
cessairement non constante. Supposons par 'absurde que ¢(D)NT = (). Puisque
D est connexe et ¢ continue sur D, ¢(D) est connexe, d’'ot ¢(D) C D ou
¢(D) c C\D. Si p(D) C D alors ¥z € D, |¢(z)| < 1, cela implique que ||p||s < 1
et [|T5pllzne)) < llellee < 1, d’olt Tz est non hypercyclique (absurde). Si

_ 1
p(D) ¢ C\ D alors Vz € D,|p(2)] > 1. Dans ce cas, — € H*® et T, est
P ¢’

non hypercyclique puisque |71 p||z@p)) < H%Hm < 1. En remarquant que,
L,
TopTr, =T Tsp = I, alors T, = (Ts,) "1, par conséquent T, est non
@’ @ @
hypercyclique (en effet, un opérateur inversible est hypercyclique si et seule-

ment si son inverse est hypercyclique [9, page 3]). Nous obtenons également
une contradiction. O
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Remarque 2.18. Notons que lorsque b = 0, on retrouve le théoréme 1.62 de
Godefroy et Shapiro.

Dans le cas particulier ot ¢(z) = 2, on obtient une généralisation du résultat
de Rolewicz.

Corollaire 2.19. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H.
Notons Xy lopérateur défini par

Xy, : HOb) — H(O)
o= S

Alors AX, est fréguemment hypercyclique (en particulier hypercyclique) si et
seulement si |A| > 1.

Comme nous 'avons vu dans le corollaire précédent, pour tout |A| > 1, AX,
est hypercyclique, ce qui pose naturellement la question de savoir si la famille
{AX} : |A] > 1} posséde un vecteur hypercyclique commun. Pour cela nous allons
utiliser le théoreme 1.60 de Shkarin, mais nous avons besoin de 'opérateur du
Shift Sy, défini sur H(b) car b est non extréme (voir section 1.3.2). En particulier,
il découle du théoréme 1.29 que ||Sp|| > 1. Nous allons appliquer le théoréme de
Shkarin a T'= X3, et S =53, ce qui va donner le résultat suivant.

Théoréme 2.20. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée H°.
Alors,

G = VHCOX, : ||S]] < |Al < o0)
est un Gs dense de H(D).

Démonstration. Montrons qu’on peut appliquer le théoreme 1.60 avec T =
Xp, S = Sp,a=0,c=[S||"! et E = Py, ot Py est Pensemble des po-
lynémes analytiques. Rappelons tout d’abord que P, est dense dans H(b) car
b est un point non extréme (voir remarque 1.17). Il est clair que X3S, = I.
De plus, pour tout 0 < a < 3 < ||Sp]|7%, et pour tout p € Py, nous avons
d’une part o " X'p — 0 quand n — oo, puisque a partir d'un certain rang
no = deg(p) + 1, X["p = 0, et d'autre part, [[87S7plls < (B]1S6l)"/[plls —> 0
quand n — oo. Par conséquent, en utilisant le théoreme 1.60, nous concluons
que G est un G5 dense de H(b). O

Remarque 2.21. II est naturel de savoir si nous pouvons remplacer dans le
théoréme précédent la borne inférieure ||Sy|| < [N par 1 < |X. En d’autres
termes, est-ce-que l’ensemble

ﬂHC()\Xb 1 <A < o0)

est un Gs dense de H(b)?

2.3.2 Hypercyclicité de T;;, dans le cas extréme

Dans le cas ot b est extréme nous allons voir que, 'opérateur AX; n’est
hypercyclique pour aucun A € C, ce qui montre une différence significative
avec le cas non extréme. La preuve de ce résultat nécessite quelques proprié-
tés spectrales remarquables des opérateurs hypercycliques, que nous rappelons
maintenant brievement.
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Théoréme 2.22 ([9], Section 1.2). Soit T € L(X) un opérateur hypercyclique.
Alors 0,(T*) = 0 et chaque composante connexe du spectre de T intersecte le
cercle unité.

Ici, de fagon usuelle o, (T*) désigne le spectre ponctuel de T*. Il se trouve
que le spectre de X est completement caractérisé.

Corollaire 2.23 ([39], Corollaire 26.3). Soit b un point extréme de la boule
unité fermée de H>. Alors

o(X7)ND = 0, (X;) = {\ € D: b(\) = 0}.

Corollaire 2.24 ([39], Corollaire 26.4). Soit b un point extréme de la boule
unité de H> et soit A € D. Alors A € o(X}) si et seulement si 'on a 'une des
assertions suivantes

(i) A€ D et b()) = 0.

(it) X € T et b se prolonge analytiquement sur un voisinage I de X et, de plus,
|| =1 sur I.

A partir de ces caractérisations spectrales de 'opérateur Xj, on peut dé-
montrer la non hypercyclicité de I'opérateur AXj, pour tout |A| > 1.

Théoréme 2.25. Soit b un point extréme de la boule unité fermée de H.
Alors pour tout nombre complexe A\, A\ Xy est non hypercyclique.

Démonstration. Pour tout [A| < 1,]|AXp|| < 1 et donc AXp est non hypercy-
clique. Maintenant prenons A € C, |A| > 1. Par le corollaire 2.23, nous avons
que

0y (AX;) = Aoy (Xg) = (33 : B €D et b(B) =0} .

Par 1’égalité précédente, nous remarquons que, si b a un facteur Blaschke alors
op(j\X;‘) # (0, et donc d’aprés le théoréme 2.22, AX;, est non hypercyclique.
Maintenant si b n’admet pas de facteur Blaschke, nous obtenons du Corollaire
2.24 que o(X3) C T. Cela implique, puisque [A| > 1 que o(AX,)NT = (Ao (Xp))N
T = (). Par conséquent, les composantes connexes de o(AX}) n’intersectent pas
le cercle unité, donc encore une fois d’aprés le théoreme 2.22, AX, est non
hypercyclique. Nous concluons que pour chaque nombre complexe A\, A\X} n’est
pas hypercyclique. O]

Nous donnons maintenant une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour
que Tz ne soit pas hypercyclique.

Proposition 2.26. Soit b un point extréme de la boule unité fermée de H> et
soit o € H*. Silopérateur de Toeplitz Ty, est hypercyclique alors op(Tpp) = 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe A € 0,(T5 ). Alors il existe f € H(b),
f # 0 tel que Tppf = Af. Posons g := Qf ou Q : H(b) — H(b) est la
conjugaison canonique sur H(b) (voir section 1.3.3). D’aprés le théoréme 1.32,
on a

%
50 = WL o8,
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et donc

T;,bg = QbT@ng
= W0
= WTsf

A% f = Ag.

Comme g # 0, on en déduit que A € op,(T7 ;). En particulier oy, (77 ;) # 0, ce

qui contredit I’hypercyclicité de T, d’apres le théoréme 2.22. O

En particulier, si b a un facteur de blaschke, alors T3 ; n’est pas hypercy-
clique, comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 2.27. S’il existe A € D tel que b(\) = 0 alors Tz, n’est pas hyper-
cyclique

Démonstration. Supposons que A € D tel que b(\) = 0, alors ky = k8 € H(b).

De plus Tppky = @(N)kx (voir (1.13)). Donc ¢(A\) € 0,(Tpp). Ainsi par la
proposition 2.26, T5 , n’est pas hypercyclique. O

Remarque 2.28. Il s’avére que la condition nécessaire dans la proposition 2.26
n'est pas suffisante. En effet, si b n'a pas de facteur Blaschke, alors o,(X3) est
vide, bien que par le théoréme 2.25, nous savons que X, n’est pas hypercyclique.

Remarque 2.29. Remarquons que
0p(Tpp) =0 = VA e C, Ki,_y), NH(b) = {0},

ot (¢ — N); désigne le facteur intérieur de o — X\ et K,_y)
associé.

l’espace modéle

i

Démonstration. 1l suffit de remarquer que
ker(T5p — \) = ker(T;_x) NH(b)

et d’apres le théoréme 1.5, on a ker(T;_5) = K(,_»),. Ainsi A€ a,(Tpyp) siet

seulement si K(,_y), N H(b) # {0}. O
Remarque 2.30. Sib est extréme et extérieure, alors op(Tpp) = 0.

Démonstration. Soit A € C. Si (p — A); = cte alors K(, ), = {0}, ce qui im-
plique que K,_»), NH(b) = {0}.

Par contre si (¢ —A), # cte, et si f € K(,—»), alors f n’est pas un vec-
teur cyclique pour S* (puisque Span{S™f : n > 0} C K,_») # H? car
S*K(,-x), C K(p—»),)- En utilisant le théoréme 1.55, cela implique que f € Ko
ou O = b; est la partie intérieure de b. Mais puisque b est considéré extérieure,
alors b; = cte, et Ko = {0}. D’ou K(,_y), NH(b) = {0}. Par la remarque 2.29

on en déduit donc que o, (T ) = 0. O

Remarque 2.31. Dans le cas ou b est extréme et extérieure, il serait intéressant
de savoir si on peut construire un symbole p € H* tel que T p, est hypercyclique.
L’une des difficultés est que dans le cas extréme, il est difficile de déterminer
les vecteurs propres et valeurs propres de Ty, et donc d’appliquer les techniques
usuelles.



92 Chapitre 2. LES OPERATEURS DE TOEPLITZ T

2.4 Cyclicité de Tj

Dans cette section, nous allons discuter de la cyclicité de T ;. Décrire les
vecteurs cycliques pour un opérateur cyclique est en général un probleme difficile
et une caractérisation compléte n’est connue que pour un nombre réduit d’opé-
rateurs. Le célebre théoréeme de Beurling caractérise les vecteurs cycliques du
Shift S sur H? comme étant les fonctions extérieures de H?. Un autre résultat
important dii & Douglas-Shapiro-Shields [32] caractérise les vecteurs cycliques
de S* sur H? comme étant les fonctions de H? qui n’admettent pas de prolon-
gement a travers T en une fonction méromorphe de type borné. On peut aussi
donner un lien avec les espaces modeles puisque si K désigne I’ensemble des
vecteurs non cycliques de S* sur H? alors

K= |J Ko,

© intérieure

(voir [40] pour plus de détails).

Comme on I'a vu, les opérateurs T ; jouent un réle important dans la théorie
des espaces de de Branges-Rovnyak, particulierement dans le cas ou ¢(z) = z
pour lequel on obtient 'opérateur X, = 7% ;. Comme souvent, les propriétés de
cyclicité de T, vont dépendre du fait que log(1 — [b|) est intégrable ou non sur
T. Nous verrons dans la section 2.4.3 que lorsque b est un point non extréme
de la boule unité fermée de H> (c’est-a-dire log(1 — [b|) € L'(T)), alors pour
tout symbole ¢ € H>, Tz est cyclique. En revanche, dans le cas extréme,
c’est encore une question ouverte. Dans les sections 2.4.1 et 2.4.2 nous nous
intéressons a des propriétés d’invariance de ’ensemble des vecteurs cycliques.

2.4.1 Cyclicité de T, dans le cas extréme

Dans le cas ou b est un point extréme de la boule unité fermée de H>°, E.
Fricain [35] a montré que opérateur X, est cyclique et que S*b est un vecteur
cyclique. Suarez, dans [90], s’est intéressé a la cyclicité des fonctions T ;,S*b,
ou ¢ € H* pour Xj. Il a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.32 (Suarez, [90]). Soit b un point extréme de la boule unité fermée
de H>, soit ¢ € H®, et soit ¢ =T ,5*b. Alors

Span{ X :n > 0} = H(by),

ot by = b/u et u est le plus grand commun diviseur entre les facteurs intérieurs
de ¢ et .

11 découle immédiatement du théoreme précédent que T 5 S*b est un vecteur
cyclique de X} si et seulement si pged(pr, br) = 1, ott ¢y (respectivement br) est
le facteur intérieur de ¢ (respectivement de b). En particulier, si b est un point
extréme et extérieur alors T, S*b est toujours un vecteur cyclique de X3, pour
toute fonction ¢ € H*.

Nous avons généralisé ces résultats. Le lemme suivant qui décrit exactement
I'intersection de certains espaces de de Branges-Rovnyak sera tres utile.

Lemme 2.33. Soit b une fonction dans la boule unité fermée de H*® et soit
01,05 deux fonctions intérieures. Alors
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(a) K@l N K@z = Ko, 0u © = ngd(@lv 62)
(b) H(b)N Ke, = Ky, N Ke,, ot by est le facteur intérieur de b.
(C> H(b)mKGh :Kua Oﬂu:ngd(bfvgl)'

Démonstration. Le point (a) est bien connu (voir par exemple [67, Corollaire
6, page 13]). Par soucis de complétude, rappelons la preuve. Remarquons que
Ko, N Kg, est un sous espace fermé et propre de H?, invariant par S*. Par
le théoreme de Beurling, il existe donc une fonction intérieure w telle que
Ko, N Ko, = K,. Montrons que w = 0. Comme K,, C Kg,, ¢ = 1,2, on
a ©;H% C wH? et donc en particulier ©; € wH?, i = 1,2. Ainsi w divise ©; et
©5. Soit maintenant une autre fonction intérieure J qui divise ©1 et ©5. On a
©;H?> C JH? i= 1,2 et donc K; C Ko, N Ko, = K,,. Ainsi wH? C JH? et
J divise w comme w divise ©; et O5 et que tout diviseur de ©1 et O5 divise w,
on en déduit que w = pged(©1,02) = O.

Pour le point (b), remarquons que d’aprés [39, Théoréme 18.7], on a K, C H(b)
et donc K, N Ko, C H(b) N Kg,. Pour l'inclusion réciproque, soit f € H(b) N
Ko, . En particulier, f n’est pas un vecteur cyclique de S* (car Span{S*"f :
n > 0} C Ko, & H?). Le théoréeme 1.55 implique alors que f € Kj,. Ainsi
H(b) N Ko, C Kp, N Ko, et on obtient (b).

Le point (¢) découle immédiatement de (a) et (b). O

Ainsi que le résultat suivant donnant Paction de la conjugaison naturelle
Oy sur H(b) (voir section 1.3.3) sur les décompositions orthogonales de I’espace
H(b), sera encore utile. Rappelons d’apres le corollaire 1.9 et le théoréme 1.56
que si b = uby avec u intérieure et by un point extréme de la boule unité de H°,
alors 'espace H(b) se décompose de la fagon suivante :

H(b) = H(uw) D uH(by) = H(by) ® byH(w).

Proposition 2.34 ([90]). Soit b un point extréme de la boule unité fermée de
He. Supposons que b = uby, ot u est une fonction intérieure. On a

Qb(H(u)) = b{H(u) et Qb(UH(bl)) = H(bl)
Démonstration. Rappelons nous que comme u est intérieure, on a
ker T » = ker Ty N H(b)
=H(u) NH(b) (par le théoréme 1.5)
= H(u).
Montrons que Q(H(u)) = ker Ty - Tout d’abord par I'identité Tp; ,Qp, = QT3 p,
donnée par le théoreme 1.32, on a Tp ,Qy(H(u)) = QTap(H(u)) = 0. Dot
Qp(H(u)) C ker Ty . Réciproquement, soit f € ker Ty ,. Alors 0 = QT3 f =
TS f. D'ot, Qpf € ker Ty, = H(u), ce qui est équivalent & f € Qp(H(w)).

Donc
Q(H(u) =ker Ty, = (ImTy) """ = H(b1) " = biH(u),

ou E+Y désigne I'orthogonal de E dans H(b). Dot
Qp(H(u) @ uH (b)) = Qp(H(u)) © U (uH(b1)) = biH(u) © (b H(u) ™.
Par conséquent, Q(uH (b1)) = (b1 H(u))*> = H(b1). O
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Le résultat suivant généralise le résultat de Suarez.

Théoréme 2.35. Soit b un point extréme de la boule unité fermée de H
et v, 1 € H*. Supposons que xg soit un vecteur cyclique pour Ty 5 et soit
Y =Tz pxo. Alors

Span{Tzn pb 1 n > 0} = H(by)

b
ou by = — avecu = pged(er,br).

Démonstration. Soit h € H(b). On remarque que

h € (Span{Tpp b :n > 01" & < h,Tpnph >,=0, ¥n >0
= < h, T¢?75T¢,bx0 >p=0, Vn >0

= < h,T@ng{L,bl‘o >p=0, Vn >0

& <TZuh T pro >p=10, ¥n >0

& T;,h=0,
ou la derniere équivalence résulte du fait que xg est un vecteur cyclique pour
T, »- Ainsi

(Span{T5n ptp 1 n > 0}t = ker T3
Montrons que
(2.9) Qy(Span{Tyr 400 1 n > 0})* = H(b) N H(v)

ou v = ;. Rappelons que T;J, = 0T5,,82. Ainsi comme 2, est bijective, on a

Qp(Span{Tizn yp 1 n > 01" = {Qf : f € ker T %}
=ker Ty
=ker Tz NH(b).

L’égalité (2.9) découle alors du théoréme 1.5. En appliquant le lemme 2.33 on
déduit alors de (2.9) que

Q(Span{Tzn ptp - n > 0}t = K.,

avec u = pged(pr,br). Comme €, est une conjugaison (et donc en particulier
respecte 'orthogonalité) on a

Y (Span{Tgr ptp = n > 0}) = H(b) © K.
Or d’apres le corollaire 1.9, H(b) = K, ® uH(b1), ol by = % Ainsi

Qy(Span{Tpr p1p : n > 0}) = uH(by1).

Finalement avec Q7 = Id et Q(uH(by)) = H(b1) (voir proposition 2.34). On
obtient que
Span{Tn pib : n > 0} = H(by).
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Remarque 2.36. Comme S*b est un vecteur cyclique de X, = Tsy, on voit
que le théoréeme 2.35 implique le théoréme de Suarez.

En utilisant le théoreme 2.35, on peut donner une condition nécessaire et
suffisante pour que si Cyc(T, ) désigne I'ensemble des vecteurs cycliques de
Tp, b, 01 € H* alors T, (Cyc(Tp, ) C Cyc(Tp, p), ¢ € H®.

Corollaire 2.37. Soit b un point extréme de la boule unité fermé de H™ et
soit @, p1 € H*. Supposons que xg soit un vecteur cyclique pour T3, €t soit
Y = Tpxo. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1 est un vecteur cyclique pour T, .
2. pged(pr,br) = 1.
Avec g et by les parties intérieures respectives de @ et b.
Démonstration. (2) = (1) : Cette implication découle du théoréme 2.35 et du
fait que b; = b.
(1) = (2) : Soit u = pged(pr,br) et by =

SIS

. Le théoreme 2.35 implique que

1
H(by) = H(b) = H(byu). Ainsi il suit que o€ H® (voir [39, Corollaire 27.16])

ce qui veut dire que u est une constante. O]

2.4.2 Cyclicité de Tj;; dans le cas non extréme

Dans le cas ol b est un point non extréme de la boule unité fermée de H*°, E.
Fricain a montré dans [35] que S*b est un vecteur cyclique de X}, si et seulement
si b est un vecteur cyclique de S* (ce qui d’apres le théoréme de Douglas-Shapiro-
Shields est équivalent au fait que b n’admet pas de prolongement a travers
T en une fonction méromorphe de type bornée). En utilisant une description
compléte des sous espaces fermés de H(b) invariants par X, (due & Sarason
[73, Théoreéme 5]), E. Fricain, J. Mashreghi et D. Seco ont montré alors la
généralisation suivante.

Théoréme 2.38 (Fricain-Mashreghi-Seco, [41]). Soit b un point non extréme
de la boule unité fermée de H> et soit f € H(b). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) La fonction f est cyclique pour Xp.
(i) La fonction f est cyclique pour S*.

Une question naturelle est de savoir si ce théoreme peut s’étendre aux opé-
rateurs Tz 5. Dans cette généralité, nous avons réussi & obtenir une implication.

Proposition 2.39. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de
H®, et soit p1 € H™. Alors pour f € H(b),

est cyclique pour Tz, = f est cyclique pour T .
P15 ®1

Démonstration. Supposons que f est un vecteur cyclique pour T3, 5 et n’est pas
un vecteur cyclique pour T . Notons £ = \/{Tzn f : n > 0} et Fy = closy2(E)
et Fy = closy ) (E). D’une part on a que Fj, = H(b) et F» & H?. D’autre part en
utilisant que #(b) est contenu contractivement dans H? on a closyz(Fy) = F
(voir [39, Lemme 16.1]). Donc closg>(H(b)) & H?, ce qui avec le théoreme 1.6,
implique que b est intérieure. Ceci contredit 'hypothese que log(1— |b|) € L*(T)
(b non extréme). O
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Au regard du théoréme 2.38 de Fricain-Mashreghi-Seco, il est naturel de se
demander si la réciproque de la proposition 2.39 est vraie. Rappelons que pour
le cas ¢(z) = z (correspondant donc & lopérateur X,), cette réciproque a été
prouvée par Fricain-Mashreghi-Seco en utilisant la description de Sarason des
sous-espaces invariants de X;. Or cette description n’est pas connue pour le cas
général de Ty .

Au regard du corollaire 2.37, on peut se demander si dans le cas non extréme,
on a

T (Cye(T5, ) C Cyc(Ts, )
ou on rappelle que Cyc(T') désigne l'ensemble des vecteurs cycliques de T'. La
réponse est positive (et sans condition) dans le cas non extréme.

Théoréme 2.40. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*®,
et soit p,p1 € H*™®. Alors pour f € H(b),

f est cyclique pour T, » = THpf  est cyclique pour T p.
Démonstration. Supposons que f soit un vecteur cyclique pour T, 5, c’est-a-
dire

Span{Tgn pf : n > 0} = H(D).
Or
T¢7b(Span{T¢;L7bf n > 0}) - Span{T@bT@?’bf n > 0}
D’ou
Tp(H(b)) C Span{T; T f : n > 0} C H(D).
Remarquons que T, a une image dense dans H(b) car Py C ImTz, C H(b)
d’aprés le lemme 1.3 et I’ensemble des polynémes analytiques est dense dans
H(b) (voir remarque 1.17). Ainsi
Span{T5r T f : n > 0} = H(b),

Ce qui prouve que T f est cyclique pour T, .

n
19

O
Dans le cas particulier ou ¢1(z) = z (correspondant & 'opérateur X3) la
réciproque du théoreme 2.40 est aussi vraie.

Théoréme 2.41. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*>
et soit ¢ € H*® avec ¢ # 0. Alors pour f € H(b),

f est cyclique pour Xy, & Ty f est cyclique pour Xy.
Démonstration. Soit f € H(b). En combinaisant le théoréme 1.53 et le théoreme
2.38, on a

f est cyclique pour X, < f est cyclique pour S*
& Tppf est cyclique pour S*
& Tpuf est cyclique pour Xy .

O

La difficulté pour étendre le théoreme 2.41 au cas général de T, 5, @1 € H™,
vient du fait que le théoreme 2.38 de Fricain-Mashreghi-Seco n’est pas connu
dans le cas général. Si on parvient a prouver la réciproque dans la proposition
2.39, alors on aura la réciproque dans le théoréme 2.40.
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2.4.3 Construction d’un vecteur cyclique commun pour
T3, avec b non extréme

Dans [94], W. Wogen construit une fonction f € H? telle que f est cy-
clique pour tout opérateur Tz, ¢ € H™, ¢ # cte. L’objectif de cette section est
d’étendre ce résultat aux opérateurs Tz, ¢ € H™, ¢ # cte, dans le cas ou b
est un point non extréme de la boule unité fermée de H>. Remarquons que la
principale difficulté de cette extension est due au fait que la norme dans H(b)
n’est pas donnée directement en fonction des coefficients de Taylor. Néanmoins
en utilisant plusieurs résultats de Sarason notamment sur les opérateurs de Toe-
plitz non bornés a symbole dans la classe de Smirnov, nous avons pu adapté la
construction de Wogen et obtenir le résultat suivant.

Théoréme 2.42. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>°.
Alors il existe une fonction f € H(b), tel que si p € H™® et ¢ # cte alors [ est
cyclique pour Tg p.

Nous allons baser la preuve de ce théoréeme sur trois lemmes. Dans la suite
de ce chapitre, pour k > 0, nous noterons ex(z) = z* les monomes, et P la
projection de H(b) sur \/{eg,e1,...,er} définie pour g = Z;’iog(j)ej € H(b)
par

k
P(g) = > a(i)e;.

Jj=0

Lemme 2.43. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H* et
k > 0. Avec les notations ci-dessus, on a

(a) Py est borné de H(b) sur H(b).

(b)) I-P, = Sf“XfH, ou Sy désigne la restriction du shift a droite S sur
H(b) et Xy la restriction du shift a gauche S* sur H(b)

Démonstration. (a) Soit g = 377 G(j)e; € H(b). Comme b est un point non
extréme de la boule unité fermée de H*°, la fonction Py (g), étant un polyndme,
est dans H(b). De plus, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
H(b) est inclus contractivement dans H?, on a

k k
1Pe(@)lls = D aGes| <D 1alllesl
3=0 , =0
. 2 o, 1/2
< | Do laGP > el
Jj= j=0
k
< llgll2 ZH%Hb
7=0
/2
<

k
< llglls Zlegl\b :
7=0

ce qui prouve que Py est borné de H(b) dans lui-méme.
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(b) Pour g € #H(b), on a

(I=P)9) = > 4()e;,
j=k+1
et
SERXINg) = e | Py [ Era Z@(j)ej
>0
= enpr | Pr [ D] a(es—er)
J=0
= Z 9(j)e;
j=k+1
Pour toute fonction g € H(b), on a donc (I — Py)(g) = SFH X, (g). O

Lemme 2.44. Soit ¢ € H* et supposons que ¢ soit de la forme
o(z)=2"+ Z brz2",

pour un entier r > 1. Alors, pour tout n > 1, il existe 1, € H* tel que
o = X" =Ty, X
Démonstration. Remarquons que X;™ = Tz et donc

€rn

mn r™m __ mn 1 J— _ P
@b Xb —4Lgb T = Ts@"—em,b'

€rn,

D’autre part, d’aprés I’hypothese, on a

+oo
p=c-+ Y beex,
k=r+1

et comme ¢ — e, € H*, on en déduit que la fonction g, définie par

+o00o
9= brex,

k=r+1

est dans H*. De plus, ¢.(0) = -+ = gfnr)(O) = 0. D’ou, on peut écrire g, =
ery1hy, avec h, € H*. Ainsi ¢ = e, +e,41h,. Comme e,41 = ere; et e = e,
on obtient

o' =em(l+erh:)" =em Z (?) h;e{ =€rn t €1 Z (?) hie]l;l'

Jj=0 Jj=1

n

n .
En posant ,, = E ( ) hled 1, on remarque que v, € H>® et
: J
Jj=1

n —
QO — €pp = wnern+1~



2.4. CYCLICITE DE Ty, 99

Donc

n ™ __ 1 _ _ rn+1
@,b Xb - Twnern+1,b - T‘Zf’nvab '

O

Lemme 2.45. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H> et
soit ¢ € H*. Supposons que ¢ soit de la forme

pour un entier r > 1. On note alors T = Tz et A, = b ot Y, est la
fonction donnée par le lemme 2.44. Alors :

(a) Pour toutn > 1, ona ||[T™ — X" < (14 k)", ou k= ||T — X]||
(b) Pour toutn > 1, on a ||A,] < (1 +&)"C™ L ou C = ||S,.

(¢) 1l existe une constante C; > 1 telle que, pour tout n > 1 et pour toute
fonction g € H(b), on a

I(T™ = X5™")glls < CRIIX™ gl

(d) Il existe une constante Cy > 1 telle que pour tout n > 1, pour tout k > 0
et pour toute fonction g € H(b), on a

17 = PR)(T™ = X;M)glly < C3 X2,

Démonstration. (a) Posons U =T — X]. Comme T'=U + X/, on a

- n : i i n : —q
B
=0 \J =1 N
En utilisant que [| X3 < 1, on en déduit que

n rn - n j n
i x5m < 3 ()1 < e o
— \j
j
ce qui prouve le (a).
(b) Remarquons que A, = A, X;" 18" (car S*S = I) et donc avec le
lemme 2.44, on en déduit que A,, = (T" — X;™)S;"*!. D’ou
1Al < 177 = X 1 So|™

et on conclut avec le (a).
(c) En utilisant une nouvelle fois le lemme 2.44 et (b), on a

(T =X glle = 1|40 X" glls < [ARJIIXE" glle < (1+6)"CT X gy
Or comme C = [|Sy|| > 1 et nr > 1, on a C™+! < C?™ et donc
1T = X5™)glle < CRIIX™ g,

avec C1 = (1 + K)C?".
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(d) Avec les lemmes 2.43 et 2.44, on a
(I = P)(T" = X;™)g = S X AL X g,

Comme A,, = les opérateurs A,, et X, commutent. Ainsi

Wb’
(I _ Pk)(Tn _ Xgn)g — S§+1AnXgn+k+2‘g.
Le point (b) implique alors que

(I = Pe)(T" — X5™)gllb

IN

1Sp]*F1 (1 + ) O X g
Cr7n+k+2(1 + Ii)nHX;;nJrkJrngb.

En posant Cy = (1 + x£)C"+? (rappelons que C' = ||Sp|| > 1), on obtient alors
I(Z = Pe)(T™ = X5™)glly < O3 1| X442,
ce qui conclut la preuve du lemme. O

Démonstration du théoréme 2.42.

Construction de la fonction f : définissons la suite (ay,),>0 par récur-
rence en posant ag = 1 et pour n > 1, a1 = n%an. Considérons alors la
fonction f définie par

+oo
f(z) = Zanz", z €D,
n=0

et montrons que f est un vecteur cyclique commun a tous les Tz 5, ¢ € H™, ¢
non constante.

Tout d’abord remarquons que f € Hol(D). En effet, comme lim 2+ =0,
n—+oco @n

le rayon de convergence de la série entiere est +oo et donc f est une fonction
entiére, donc en particulier holomorphe au voisinage du disque unité fermé.
Comme b est un point non extréme de la boule unité fermée de H*, on en
déduit avec le théoréme 1.18 que f € H(b).

Réduction du symbole : soit ¢ € H*°, ¢ non constante. Ecrivons

+oo
o(z) = Z brz".
k=0
Il suit du lemme 1.51 qu'on peut supposer que by = 0 (quitte a considérer
T — bol). Considérons alors
r=inf{k > 1:0b; # 0}.
Comme @ n’est pas constante, notons que I’entier r est bien défini, et quitte a

diviser par b,., on peut supposer que b, = 1. Dans la suite de la démonstration,
on va donc considérer que ¢ est de la forme

+oo
o(z)=2"+ Z b2,
k=r+1
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our>1.

Stratégie de la démonstration : on pose My = Span {T" f : n > 0}, ol
T = Tz . Pour montrer que f est cyclique, nous allons montrer par récurrence
forte que pour tout k¥ > 0, on a e, € M;. On en déduira alors que \/(ey :
k > 0) C My, puis comme les polynémes sont denses dans 7(b) (b étant un
point non extréme de la boule unité fermée de H*®), on obtiendra finalement
que My = H(b), c’est-a-dire que f est cyclique pour T'. Décomposons la preuve
en trois étapes.

Etape 1 : montrons que

1

T f —eg|| =0, n— +oo.

b

a’!"ﬂ

Avec le lemme 2.45 (c) et le fait que Py X" f = arne€p, on a

1 1

+
b

1

L - xpmy

N

On rn
< =L)X f (s + a
De plus, d’aprés le lemme 2.43 (b), on a (I — Po)X]"f = SpX;" ' f, et donc
(I — Po)XT" flls < [1So]l]| X" f]lp. Or Cy > 1 et donc pour n suffisamment
grand, on a ||Sp|| < C7, ce qui donne

1

T f — e XI"f — e
Ayp ™

S ’

b b

(I — Po) X" fllp-

T"f —eo

cr rn
< 21X f .

Qrn b Qr

Or en utilisant que (S*""t1f)t = "+ f+ (voir lemme 1.25) et le théo-
reme 1.13, on a

1 1
X Il = S™ A + 1S+,

et donc finalement
2

1 01271 xrn+1 2 01271 srn+1 o412
(2.10) T"f —eo|| <A——[IS"" " fllz + 44—l T2
Qrp b ™ a’rn

Pour achever la preuve de ’étape 1, il suffit de montrer que chacun des deux
termes a droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers 'infini.
Pour le premier terme, remarquons que

“+oo
rn+1
S* f: § Ak+rn+1€k,
k=0

et donc

1 S*rnJrl 2 > a%-&-rn-&—l
2 || f||2 - Z 2 .
Arp k=0 Arp

Or par définition de la suite (ay,)n>0, On a

Ok+rntl _ Qk4rntl  Grodgk  Grndl
Arp N Arp+k Arp4+k—1 Qrp
_ 1 1 1
T (rn A k)R (e ke — 1)reth=T T (e
1

S (T.n)rn(k+1) :
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Pour simplifier la notation, on posera ¢, = W D’ou

Cln ||S*rn+1fH2 CQn Z 2(k+1) _ 2n q721 )
2 1-q;

11 est clair que CT'¢q, — 0 et g, — 0 lorsque n — +o00, ainsi on en déduit que

CQn 1
(2.11) 2 [|S* T3 = 0, n— 4o0.
Q

™

Pour le deuxiéme terme de droite dans (2.10), remarquons que, comme f €
Hol(D), le théoréme 1.37 implique que

+oo [ +oo
TOEDIE DI
k=0 \j=0

ou les ¢;, 7 > 0, sont les coefficients de Taylor de la fonction b/a. D’ou

+oo +oo

*«rn+1 p4 _

S / :E E Aj+k+rn+1Cj | €k,
k=0 \j=0

et donc

on +00 |+oo
G g iz =1 T
2 — 5 Jj+k+rn4+1Cj5
’I"I’L Arn, k=0 [5=0
2
“+ o0 +ooa
2n, j+k+rn+1
<oy [ Y fk
k=0 \j=0 rn

Or b/a est holomorphe sur D, donc limsuplc;|*/7 < 1. Ainsi il existe £ > 0 et
Jj—+oo
une constante C' > 0 tel que pour tout j > 0, on a |c;| < C(1+¢)’. En utilisant

cette estimation et le fait que “Htrntl < L = ¢ ¢"*!, on en déduit,

S GrymGERD
avec 'inégalité de Cauchy—Schwartz que

2

2n +oo
S ||S*rn+1f+||2 < Cl2n02 <Z q2(k+1)> Z((l +€)Qn)j

rn k=0 Jj=0
Or )
400 1 2
1+¢e)gn)? =(> —1, n— +oo,
et
CQ”Z T qnéo, n — 4o,
D’ou

C2n ,
(2.12) > L s 2 50, n— +oo.

™
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En regroupant (2.10), (2.11) et (2.12), on obtient finalement que

1

T"f —eg|| =0, n— +o0,

b

aTTL

ce qui acheve la premiere étape.
Etape 2 : montrons que, pour tout kK > 1, on a

1
(I —Pe_1)T"f —er|| —0, n— +oc.
QAyrn+k b
Ecrivons
1 mn 1 mn ™

(I = Pe)T"f — e, = (I = Pe—)(T" = Xy") f

Qrptk Qrntk

1
+ (I = Pe1)Xy" f —ex,

Arn+k

et remarquons que

(I = Pe) X" f = — P) X" f + (Pr — Po—1) X" f
= (I - Pk)XZ;nf + AktrnCk-

D’ou 1
(I—Pkfl)Tnf—ek = (I—Pkfl)(Tn—Xgn)f
Arn+k Qrp4k
1
+ (I = Po)Xy" f
Arn+4k
En utilisant le lemme 2.45 (d), on a
1 n+k il 1
(I = Po)T"f —ex| < —2—| X" fllp+ (1 = Pe) X5 flo-
Arn+k b Arn+k Arn+k

De plus, d’apres le lemme 2.43 (b), on a (I — Pp)X"f = S§+1Xg"+k+1f et
donc
(= Pe)X5" fllo < IS6lIMHIXG" 5 £l

Or C5 > 1 et donc pour n suffisamment grand, on a ||Sy||*t1 < C3T* | ce qui
donne

1 T
(I = P )T f —eg|| < 22— || X" FLf|].
Arn+tk b Arn+k

On raisonne ensuite comme a la premiere étape. On a

k k
XL = ST ST S,

D’ou
1 2 2(n+k)
(I = Poo)T"f — x| <4—2——||S*" 1 p)12
Arn+k a
(2 13) b rn+k
’ CQ(n—i—k) e )
+ 42— |5 3

arn+k
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Pour le premier terme, remarquons que

“+o0

rn+k+1
S* f= Zaj+rn,+k+1€ja
Jj=0

et donc
1 +oo 2

k+1 Gy trntk+1
e A ) DR
rn+k j=0 rn+k

+oo 1

< Z (rn + k)Q(rn+k)(j+1)
7=0

—+oo
< Zqi(ﬁ-l)_
j=0

Comme précédemment, on a

+oo
. 1
C3n 3" g2UtY = g 50, n - +oo,

ny_ 2
= L —q;
et donc
OQ(n-He)
(2.14) 4527”5””*“%”5 =0, n— +oo.
rn+k

Pour le deuxieme terme du membre de gauche de (2.13), on écrit comme dans
la premiere étape que

—+o0 +oo
rn+k+1 .
S* fr= E g Qj+ttrntk+1C5 | €o-

=0 \j=0

Donc
2
2n on 100 |+o0
CZ S*rn+k+1 +512 02 ) —
2 l Mz = 2 Q54 f4rn+k+1Cj
rn+k a’rn+k =0 |j=0

2
+oo [ +oo

Aj+e k+1
SCQQTLZ Z jHe+rn+k+ |Cj|

=0 \ j=0 Arn+k

+oo —+oo

2 ~2n (1+¢e)
<0G Z Z (Tn)rn(jJrlJrl)

¢=0 \ j=0

Le terme a droite est exactement le terme qui intervient déja dans la premiere
étape et dont on a montré qu’il tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini. On
en déduit donc

C2(n+k)
(2.15) 472 |5 TEL 12 50, n— oo,

2
arn+k
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Finalement, en combinant (2.13), (2.14) et (2.15), on obtient que

1

Arp+k

— 0, n— 4o,
b

(I = Pe)T"f — ey,

ce qui conclut la deuxieme étape.
Etape 3 : montrons par récurrence que pour tout k > 0, on a e, € M.
L’étape 1 implique que eg € M. Supposons maintenant que pour tout
0<j<k-1,e; € M;. D’apres I'étape 2, on a

er € Span{(I — P,_1)T"f : n > 0}.

Or pour tout n > 0, on a T"f € My et Po_1T"f € \V{e; : 0 < j < k—1}
qui est contenu dans M par ’hypothese de récurrence. Ainsi, pour tout n > 0,
(I = Py—1)T"f € My, ce qui implique que e, € M. Par récurrence, on obtient
donc que pour tout £ > 0, on a e € ./\/lf.

Ainsi M ¢ contient tous les polynémes et comme on I’a déja remarqué, comme
les polynomes sont denses dans H(b) (car b est un point non extréme de la boule
unité fermée de H>), on en déduit que My = H(b). Ceci achéve la preuve du

théoreme.
O
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Chapitre 3

Bornitude et compacité des
opérateurs de composition
sur les espaces de de
Branges-Rovnyak

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition Cj, :
H(b) — H(b), dans le cas particulier ot b est une fraction rationnelle et non
extréme de la boule unité fermée de H>°. Dans ce cas particulier, ’espace H(b)
admet une description plus simple qui va nous permettre de relier I’étude des
opérateurs de composition sur H(b) a celle des opérateurs de composition &
poids sur H2.

Si X est un espace de Banach de fonctions analytiques sur D et ¢ : D — D est
une fonction analytique, il est naturel de considérer 'opérateur de composition
C, défini par

Cof =fop. feX.

11 est clair que Cy, est linéaire et la question initiale qui se pose est de savoir
si C, est borné sur X. De facon plus générale, la théorie des opérateurs de
composition, qui a connu une explosion ces quarantes derniéres années, cherche
a établir un dictionnaire entre les propriétés de l'opérateur de C,, (bornitude,
compacité, spectre, ...) et les propriétés fonctionnelles du symbole ¢.

L’un des premiers résultats concernant les opérateurs de composition a été
le principe de subordination du Littlewood qui dit que

Co: HP — H?P
o= Cu(f)=fop

est un opérateur borné pour 1 < p < co [28, Corollaire 2.24].

La situation est vraiment différente lorsque ’on considere les opérateurs de

107
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composition pondérés W, , définis par

Wu,tp(f) :u'(fOW)’ fEX,

ol u et ¢ sont des fonctions analytiques sur D et ¢(D) C D, il est alors facile de
trouver des exemples pour lesquels W, ,(HP) ¢ HP. Une condition nécessaire
évidente pour que Wy, ,, soit borné sur H? est que v = W, (1) € HP. Alors que
cette condition est trivialement suffisante pour p = 0o, elle n’est pas suffisante
pour p < 00.

La théorie des opérateurs de composition et de composition a poids étant
tres riche, il n’est pas question de détailler ici tous les résultats ni méme les
évoquer. Nous renvoyons le lecteur & [28] pour les opérateurs de composition
et & [23, 24, 60, 68] pour les opérateurs & poids. Nous allons nous contenter de
décrire quelques résultats sur les opérateurs de composition & poids sur H? qui
seront importants pour nous. Il est bien connu que dans beaucoup de situations,
lorsque la norme de l'espace X est donnée par une intégrale, on peut traduire
via un changement de variable, la question de la bornitude (ou de la compacité)
de 'opérateur C', sur X en une question sur les mesures de Carleson.

Rappelons qu'une mesure de Borel positive p sur D est appelée une mesure
de Carleson s’il existe une constante M < oo telle que

u(S(C,r)) < Mr,
pour tout ( € T et 0 <r < 1, avec
S(¢,r)={2€D:|z-¢| <1}

Un résultat classique de Carleson montre alors que H? se plonge continuemment
dans L?(p) si et seulement si p est une mesure de Carleson.

11 se trouve que dans [24], D. Contreras et G. Herndndez-Diaz ont établi une
caractérisation de la bornitude de W, , sur H 2 en termes d’une propriété de
mesure de Carleson.

Théoréme 3.1 ([24], Théoréme 2.2). Soit u une fonction analytique dans
D, ¢ € H? et supposons que p(D) C D. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(i) Wa,p est borné sur H?
(71) pou, est une mesure de Carleson,

Ol ly,, est la mesure de Borel sur D définie par

R N
e~ (E)NT

pour tout borélien E C D.

Mentionnons que ce critére a été utilisé pour caractériser la bornitude des
opérateurs de composition sur différents espaces (voir par exemple [58, 59]).
Pour la compacité, il est bien connu que la notion naturelle est celle de
mesure de Carleson évanescente. Rappelons quune mesure de Borel positive p
sur D est une mesure de Carleson évanescente si
1(S(¢r))

lim sup ————= = 0.
r—0 CET r
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Un résultat classique de Carleson montre alors que l'injection i : H? < L?(p)
est compacte si et seulement si p est une mesure de Carleson évanescente. Dans
[24], D. Contreras et G. Herndndez-Diaz ont aussi établi une caractérisation de
la compacité de W, , sur H? en terme de mesure de Carleson évanescente.

Théoréme 3.2 ([24], Théoréme 3.5). Soit u une fonction analytique dans
D, ¢ € H? et supposons que p(D) C D. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(i) Wy, est compact sur H?

(1) tiu,, est une mesure de Carleson évanescente.

Comme l'ont remarqué E. Gallardo-Gutiérrez, R. Kumar et J. Partington
dans [43], en utilisant le fait que le plongement de Carleson (c¢’est-a-dire 'injec-
tion de H? dans L?(p)) vérifie le test du noyau reproduisant (voir [48, p. 231]
ou [65, p. 105]) et que

/|l;:w|2duu7¢:/|u|2\lzwo<p|2dm,
D T

- (1—|w[?)?
k =—"— 2z€D,
w(?) 1—wz i
on obtient facilement le corollaire suivant.

Corollaire 3.3 (Contreras-Herndndez-Diaz, Gallardo-Gutiérrez-Kumar-J. Par-
tington). Soit u une fonction analytique dans D, ¢ € H? et supposons que
»(D) C D. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Wa,p est borné (respectivement compact) sur H?.

Mentionnons que ce corollaire est apparu aussi dans [52] comme conséquence
d’une étude sur 'admissibilité des semi-groupes.

La question principale traitée dans ce chapitre est la suivante : étant donnée
b une fonction dans la boule unité fermée de H* et ¢ : D — D analytique,
quand est-ce-que C,, : H(b) — H(b) définit un opérateur borné (un opérateur
compact) sur H(b)?

Comme on peut s’en douter au vu de la définition de H(b), un certain
nombre d’obstructions algébriques se pose en général pour que H(b) soit in-
variant sous 'action de C,. En particulier, dans [64], J. Mashreghi et M. Sha-
bankhah montrent que si B est un produit de Blaschke fini et ¢ est une fraction
rationnelle, si C, est un opérateur borné sur Kg = H(B) alors nécessairement
© est une fonction linéaire. Dans [63], ils caractérisent les paires de fonctions
intérieures (p, ©) telles que C, est borné de Kg dans lui méme. Dans cette
caractérisation, des restrictions fortes sont imposées sur © et ¢. Le fait qu’en
général il soit rare qu'un opérateur de composition C, garde invariant un es-
pace modele a conduit Y. Lyubarskii et E. Malinnikova dans [57] & considérer

< oo (respectivement

(1~ |w]’)?u

— 0, —1).
p— o] = 1)

2
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lopérateur C, comme un opérateur de Kg dans H 2. Dans ce cas, bien évidem-
ment des que ¢ : D — D est analytique, par le principe de subordination du
Littelwood, C, : Ko — H? est borné. Dans [57], les auteurs obtiennent une
jolie généralisation d'un critére de J. Shapiro [85] pour que C,, : Kg — H? soit
compact en terme de la fonction de comptage de Nevanlinna N, définie par

Ny(w) := Z —log |z|, w € D.

p(z)=w

Dans [38], E. Fricain, M. Karaki et J. Mashreghi étendent les résultats de
Lyubarskii-Malinnikova aux opérateurs C,, : H(b) — H?, sans complétement
parvenir & une caractérisation complete de la compacité.

Contrairement au cas intérieure, nous allons montré a travers notre étude
qu’il existe une classe d’espaces de de Branges-Rovnyak #(b) (correspondant aux
fonctions b rationnelles telles que log(1 — |b]) € L!(T)) pour lesquelles on peut
construire des symboles ¢ non triviaux telles que C,(H (b)) C H(b). Cette étude
a été initiée dans le contexte des espaces de Dirichlet locaux par Sarason-Silva
[82] (voir section 1.6 pour un rappel de la définition de I’espace de Dirichlet local
D(61)). Ils ont obtenu une caractérisation de la bornitude et de la compacité de
C, sur D(6;) dans lesprit de la caractérisation de la compacité sur H? obtenue
par Shapiro. Pour cela, ils ont introduit une fonction de comptage de Nevanlinna
adaptée a l'espace de Dirichlet local : pour ¢ : D — D analytique, posons

1— |22
R,(w) == Z w € D.

11— 22’
p(z)=w

Théoréme 3.4 ([82], Théoreme 1). Soit ¢ : D — D analytique.

(1) Cy, est borné sur D(01) si et seulement si

Rotw) = 0 (145 ol =1,

1 —w]?

(it) Cy, est compact sur D(d1) si et seulement si

Retw) = o (D) a1

1 —wf?

De plus ils montrent que si C, est borné sur D(d;) alors nécessairement
(1) € D ou (1) =1 (la limite radiale (1) existe car ¢ = Cy,(z) € D(01) et
toutes les fonctions de D(d1) ont une limite radiale en 1).

Dans le cas ou ¢(1) = 1 alors ils montrent le résultat suivant.

Théoréme 3.5 ([82], Théoréme 2 et Théoréme 3). Soit ¢ : D — D, ¢ € D(41)
et supposons que p(1) = 1.
(1) Cy, est borné sur D(d1) si et seulement si @ a une dérivée angulaire en 1.

(it) Cy, n’est jamais compact sur D(01).

Dans le cas ol (1) € D, ils ont obtenu la condition suffisante suivante.
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Théoréme 3.6 ([82], Théoréeme 4). Soit ¢ : D — D analytique et supposons
que lirq sup |¢(2)| < 1. Alors Cy, est borné sur D(dy).
z—

Si de plus, (D) NT = {1}, alors C,, est compact sur D(d1).

1—2

Remarquons par exemple que p(z) = satisfait les hypotheses de théo-

reme 3.6 et donc Cy, est compact sur D(d1).

Rappelons que D(d1) peut étre vu comme un espace de de Branges-Rovnyak
H(b) pour une certaine fonction rationnelle b. Il est aussi naturel de se demander
si on peut étendre les résultats de Sarason-Silva a d’autres espaces de de Branges-
Rovnyak. Cette question est I'objet du présent chapitre.

3.2 Bornitude de C,, : H(b) — H(D)

Dans toute la suite du chapitre, on supposera que b est une fraction
rationnelle et un point non extréme de la boule unité fermée de H>.
On rappelle (voir section 1.6) que dans ce cas, le compagnon pythagoricien a as-
sociée est aussi rationnelle et si (y, ..., (, sont les zéros de a sur T et mq,...,m,
les multiplicités respectives alors

n

(3.1) Hb) =[]z = )™ H? + Py,

i=1

ot N =3  m;. De plus, toutes les fonctions de H(b) ainsi que leurs dérivées
jusqu’a l'ordre m; — 1 ont une limite radiale (ou non tangentielle) en ¢;, 1 <i <
n.

Dans cette section, nous souhaitons caractériser les symboles ¢ : D — D
analytiques telles que C, : H(b) — H(b) est borné. Commencons par quelques
remarques simples.

Lemme 3.7. Soit ¢ : D — D analytique. Si C,(H(b)) C H(b) alors C, définit
un opérateur borné sur H(b).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme du graphe fermé. Supposons
donc que f, — f, n — oo, dans H(b) et fn, 0o 9o — g, n — oo, dans H(b).
Montrons que f o ¢ = g. La convergence dans H(b) impliquant la convergence
ponctuelle, on sait que pour tout A € D, (f, o p)(A\) — g(A\), n — oco. Or
(fno@)(A) = fu(w(N)) et ¢(A) € D. Ainsi en utilisant une nouvelle fois le fait
que la convergence dans H(b) implique la convergence ponctuelle, on a aussi
fule(N) — f(e(N), n — oo. Par unicité de la limite, on a donc pour tout
A €D, f(p(N) =g(N). Autrement dit, f o ¢ = g. Ainsi le théoréme du graphe
fermé implique que C, est borné de #(b) dans lui méme. O

Le résultat suivant donne une condition nécessaire évidente pour que C, soit
borné sur H(b).

Lemme 3.8. Soit ¢ : D — D analytique et supposons que C, soit borné sur

H(b). Alors v € H(b).
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Démonstration. Remarquons que comme b est un point non extréme de la boule
unité fermée de H>°, la fonction e;(z) = z est dans H(b). En particulier, si C,,
est borné sur H(b), on a Cy(e1) € H(b). D’ott p = Cy(eq) € H(b). O

Dans la suite, la fonction suivante
ﬁ (sﬁ(Z) — ¢(G) > "
i=1 z =G

sera particuliérement importante. Nous allons voir que lorsque ¢ € H(b), alors
cette fonction est automatiquement dans H?2.

Lemme 3.9. Soit b une fraction rationnelle et un point non extréme de la boule
unité fermée de H*, soit (q,...,(, les zéros du compagnon pythagoricien a de
b, avec multiplicité respective my,...,my,. Supposons que @ € H(b). Alors la

fonction définie par
o (ez) —e(G)\"
1l ( L )

est dans H?.
Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en deux étapes.

Etape 1 : Montrons que z — <W) € H2. Comme o € H(b) et
—= z—G

H(b) = a1 H? + Py_1,

ou ai est la fonction définie par

que

n

ar(z) = H(z — ()™, z €D,

i=1
et N :=>""  my, alors il existe p € H* et P € Py_; tel que
(3.2) p=a1p+ P

Comme ¢ € H*, la relation (3.2) implique d’une part que a1 € H*. D’autre
part, on obtient aussi avec (3.2) que pour tout 1 <i < n, on a

e(Gi) = P(G)-
En particulier, on en déduit que, pour tout 1 <i <n, on a

z =G z =G

De plus, on a

(al(z)%b('z))m = (@ (a1 gy

z =G (z —G)m
et comme a;p € H™® et (aﬁ est un polynéme donc aussi dans H°, on
zZ— G mi
en déduit que
(3.4) a1(2)2(2) _ prame.

z2=G
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En utilisant une nouvelle fois (3.2), on a

P(2) = 0l6) _ P =9(6) | m(2)8(2)

z—G zZ=Gi 2=G
et avec (3.3) et (3.4), on obtient que

LORT (.
z =G ’

e(2) = o(C)\™ _ 2
(z —¢ ) € 1.
[T (o — (G))™

a1

il suffit de vérifier que v € L*(T) (voir [40, Corollaire 4.28]). Définissons § :=
Irin\g —¢j| >0, et pour 1 <i<mn,

i#j

VZ-::{zET:|z—Q|<6}.

soit

Etape 2 : Montrons que v = € H?. Comme a; est extérieure,

4

Les ensembles V; étant disjoints, on a

/\v )|2dm(z Z/ lv(2)|?dm/(z /T\(u )|v(z)\2dm(z).

i= 1

D’une part, remarquons que, pour z € T \ (U ;V;), on a

v(2)| = o le(z) =)™ _ v 2™
e = T[22 < T 35
Ainsi,
(3.6) /T\( | ERdm() < .

D’autre part, pour 1 < i < n, écrivons que

PG [ | (2) = () ™
|v )|2dmi(z / H dm(z),
i =1 i (2 Cj z2=G
et remarquons que pour z € V; et 1 <j<mn, j#i,ona
o _ 3
\Z—Cj\Z\Q CJ|_‘Z_C1|>6_* 15
v e =) T
H ¥ PG < H
. S Z — Cj QmJ
J=1,j#i J=1,j#i

On déduit alors de I’étape 1 et de (3.7) que

/ [v(2)|2dm(z) < oc.
Vi

Finalement avec (3.5) et (3.6), on obtient que v € L?(T) et donc v € H?.
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Remarque 3.10. En particulier, si C, est borné sur H(b), la fonction ¢ et
toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre m; — 1 admettent une limite non tangentielle
au point (;, 1 < i < n. Dans la suite, on supposera donc sans perte de généralité
que pour tout 1 <i<n et tout 0 <k <m; —1, go(k)(g}) existe.

Le lemme technique suivant va nous aider a généraliser une observation de
Sarason-Silva [82] sur les valeurs de ¢((;).

Lemme 3.11. Soit ¢ : D — D analytique et supposons que ¢ posséde une
limite radiale en un point { € T telle que ¢(¢) € T. Alors il existe une suite
(rn)n C (0,1) telle que r, — 1, n — 00 et 8i z, = @(ryC), n > 1, alors
(2n)nz1 € (C).

On ramene le lecteur a la section 1.9.4 pour la condition de Carleson (C).

Démonstration. Soit (t,)n C (0,1), t, — 1, n — oo. D’apres les hypothéses,
on a |p(t,¢)| — 1, n — oo. Par récurrence, on peut alors construire une sous
suite (¢, )k>1 telle que pour tout k > 1

L= lp(tn, O < 5 (1 = @t O

| =

Posons alors zj, := ¢(t,, (). Comme
Lol < 2 (1~ o)

on en déduit que
1-— 1
lim sup 7‘%' <z <1
k—o0 1- |Zk—1| 2
et un résultat bien connu (voir [67, page 151]) implique alors que (z)r € (C).
O

Théoréme 3.12. Soit ¢ : D — D analytique. Si C, est borné sur H(b) alors
pour tout j € {1,...,n},

p(¢j) EDU{G:1<i<n}

Démonstration. Supposons que C, soit borné sur #H(b). Comme ¢ : D — D,
on a, pour tout j € {1,...,n}, [¢(¢;)] < 1. Supposons que pour un certain
je{l,...,n}, ona |p(¢;)| =1, et montrons alors que ¢({;) € {¢; : 1 <i < n}.
Par le lemme 3.11, il existe une suite (r,), C (0,1), r, = 1 telle que si
Zn = p(rp¢;), n > 1, alors (2,), € (C). En particulier, (2,), est une suite
d’interpolation de H>°. Ainsi il existe f € H™ telle que

1 sinest pair

f(zn) = flp(rnGy)) = { 0 sinestimpair

Notons
n

a(z) = [[(z = ¢)™, z€D.
i=1
D’apres (3.1), la fonction a1 f € H(b) et donc Cy(arf) = (a1 0 ¢).(f o ) ap-
partient aussi & H(b). En particulier, (a1 o ¢).(f o ¢) admet une limite radiale
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en (;. Ainsi (a1 0 ©)(rn(;)(f © ¢)(rn¢;) admet une limite quand n — oco. Mais
remarquons que (f o ¢)(rp(;) = f(zn) n’admet pas de limite quand n — oo.
Comme d’autre part,

n n

(a1 09)(raGs) = [ J(0(ras) = )™ — T (0(G) = )™, n— e,

i=1 i=1
on en déduit nécessairement que

n

[T () - =o.

i=1

Ainsi, il existe 1 < ¢ < n tel que ¢(¢;) = (;. O

En particulier on a :

1
Corollaire 3.13. Soit b(z) = %, ¢ : D — D analytique. Supposons que C,

est borné sur H(b). Alors ¢(1) € D ou ¢(1) = 1.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que le compagnon pythagoricien a asso-
1—2z

ciée & b est donnée par a(z) = et on applique alors le théoréeme 3.12. [

142

Remarque 3.14. Dans le cas ot b(z) = , on sait que H(b) = D(01) (avec

équivalence des normes) et le corollaire 8.13 permet de retrouver un résultat de
Sarason-Silva déja mentionné.

Dans I’étude de la bornitude de Cy, sur H(b), on peut sans perte de généralité
supposer que ¢ € H(b) et que pour tout j € {1,...,n}, on a

©(¢j) €eDU{G 1 <i<n}

Quitte a réindexer la suite (;, 1 < ¢ < n, on va donc supposer dans la
suite que pour tout 1 < j < p, on a ¢(¢;) € {¢::1 < i < p} et pour
tout p+1<j<mn, p((;) €ED,ou1 0<p<n.

Commencons par étudier le cas particulier oup = net ¢((;) = (5, 1 < j < n.
Rappelons que H(b) est donné par (3.1) et a; désigne la fonction définie par
(11(2’) = H;LZI(Z — Cz)ml Ainsi H(b) = alHZ + PN—L

On a besoin du lemme suivant.

P
Lemme 3.15. Soit f = 0 ot P et @ sont deux polynomes tels que deg(P) <
deg(Q) — 1, et les zéros de Q sont sur T. Si f € H' alors f = 0.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que f € H! mais f # 0.
En éliminant les zéros communs éventuels, on peut écrire f = —, avec pged(Pr, Q1) =

1
1 et deg(P1) < deg(Q1) — 1. Comme deg(Q1) > 1, il existe (3 € T tel que
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Q1((1) = 0 et comme pged(Pr, Q1) = 1, nécessairement P;((1) # 0.

Considérons g(z) := ?1(? f(2). La fonction g est dans H', et on a
-G
_ PG _ kG -PG), AG)
9=~ taoa

€ H! ce qui est absurde.
O

Comme P;(¢1) # 0, on en déduit alors que z —

1
Z—Cl

Théoréme 3.16. Soit ¢ : D — D analytique avec ¢ € H(b), et pour tout
ie{l,...,n},p(G) = ¢. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Cyp: H(b) — H(D) est borné.

i) Wy o H> — H? est borné avec u(z) = a(e(2)) =T1> ((,0(2)—@) l.

( ) 4 ( ) al(z) Hz_l ”— Cz
Démonstration. (ii) = (i) : Supposons que W, ,, : H> — H? soit borné. D’apres
le lemme 3.7 nous devons montrer que pour toute fonction f € H(b), on a
fog € H(b). Dapres (3.1), si f € H(b), alors f = a;g +p, ou g € H? et
pE Pn_1. D’ou

fop={(arop)(gop)+poyp.
Comme ¢ € H(b) N H*® = Mult(H(b)) (d’apres le théoréeme 1.45), on voit

facilement que pop € H(b). Ainsi, il reste & montrer que (aj0p).(gop) € H(b).
Or

ail o

10¢
(a1o@)(goy) =a o 90
:alwu,ga(g>'

D’apres 'hypothese, W, ,(g) € H?, et par (3.1), on a a1 Wy, ,(g) € H(b), ce qui
prouve que f o € H(b). Donc C, est borné sur H(b).

(i) = (4i) : Supposons que C, : H(b) — H(b) soit borné. Comme ¢ € H(b), le
lemme 3.9 implique que la fonction v € H?2. Par le théoréme du graphe fermé,
pour montrer que W, , est borné sur H 2 il suffit de montrer que pour toute
fonction f € H?, on a

Wao(f) = u.(fop) € H.

Remarquons d’apres (3.1) que si f € H?, alors a; f € H(b) et donc avec I’hypo-
these (7), on en déduit que Cy (a1 f) = (a1 0 ¢).(f o ) € H(b). En utilisant une
nouvelle fois (3.1), il existe g € H? et p € Py_1 tel que

(a109).(fop) =arg+p.
En divisant par aq, on obtient que

u'(foso)=g+a%.
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Comme u € H? et f o € H? (d’aprés le principe de subordination de Littel-
wood). D’olt, u.(f o) € H'. Or g € H> C H!, d’on P ¢ H' Le lemme 3.15

aq
implique alors que p = 0. Finalement, on obtient que
Wao(f) =u.(fop) =g € H?,
ce qui montre que W, , est borné sur H2. O

En combinant les théorémes 3.1, 3.16 et le corollaire 3.3, on en déduit im-
médiatement la caractérisation suivante.

Corollaire 3.17. Soit ¢ : D — D analytique avec p € H(b) et supposons que
pour tout 1 < i <n, ¢({;) = (. Notons

FESICCIN | [ECTT

ar(z) A\ 2—G
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cp: H(b) — H(b) est borné.
(1) pu,, est une mesure de Carleson.
1— 2 2
(#i) sup /Mdm(z) < 0.
lw]<1JT 11— wep(z)]

Rappelons que fi,,, est la mesure de Borel définie par
P, (E) :/ |u|?dm, E € Bor(D).
e~ (E)NT

Donnons deux exemples d’applications du théoréme 3.16 (ou du corollaire 3.17).
Exemple 3. Définissons la fonction

(z—1i)(z+1)

bz) = =22,

z € D.
Il est facile de vérifier que b est extérieure et log(1 — |b|) € L*(T). Ainsi elle
admet un compagnon pythagoricien a qu’on peut calculer avec le théoréeme de
Fejér-Riesz. On montre (voir [36]) que

1

a(z) = 5(1 —2)(1+ 2).

Considérons maintenant r €]0, 1] et

z—r
z e D.

wlz) = 1—r2’

Il est clair que comme ¢ € Hol(D) alors ¢ € H(b) (voir théoréme 1.18). De plus,
p(l)=1let (—1)=—1,eton a
-1 1 1—r?
u(z) = p(2) =1 p(z) +1 _ r~_
z—1 z+1 (1—r2)?

Ainsi u € H* et l'opérateur W, ., est borné sur H?. Le théoréme 3.16 implique
alors que C,, est borné sur #H(b).
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(Z _ Cl)ml (Z _ §2)7n2

2mi+ma

ou¢,eT, (1 #—(C

Exemple 4. Considérons a(z) =
et my,mo > 1.

Cette fonction a est une fonction extérieure et non extréme dans la boule
unité fermée de H>°. Ainsi elle admet un compagnon pythagoricien b € H*, ||b||o0 <
1. Notons que b sera aussi polynomiale par le théoreme de Fejér-Riesz.

Ecrivons (¢ = €, pour § € R\ (2Z + 1)7, et choisissons ¢ = ¢’ tel que

n ()] <o (2)]

Ceci est possible car cos () # 0. Posons alors

(=10

(G +G)

Remarquons que

o e—1] et — 1]
GGl 1+ Gl
e — 1

= e

_ sin(9)]

|cos (5)]

Finalement, définissons le Blaschke élémentaire ¢ par

A

<1

zZ—A
c —_—.
1— Xz

p(z) =

Comme ¢ € Hol(D), on a ¢ € H(b), et par un calcul trivial (mais pénible), on
vérifie que p(¢1) = (1 et ©(¢2) = (2. De plus

() =G _etG 1
z2—C G+ 1-Xz

et
olz) =G  ci+¢ 1

z—C  G+G 1-A

Ainsi, on en déduit que

)= (FEZ8) " (£=6) "

L’opérateur W, , est alors borné sur H 2 et le théoréme 3.16 implique que Cy
et borné sur H(b).

. , . N N z+1

Avant de passer au cas général, étudions le cas particulier ol b(z) = 5
1—=2

et ¢(1) € D. Rappelons que dans ce cas, la fonction a associée est a(z) = )

et ai(z) =z — 1.
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Théoréme 3.18. Soit b(z) = 2l
©(1) € D. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cy : H(b) — H(b) est borné.
(ii) Wy : H?* — H? est borné avec

u(z) = WPCD oy o) = () - 1) (M) |

a1(z)

et p : D — D analytique avec v € H(b) et

(@) N
(i) S}é%(/o -l ')|1wso<ef<~>>2d@><+ |

Démonstration. L’équivalence de (i7) et (iii) découle du corollaire 3.3. Montrons
que (i) < (i7). Notons A := ¢(1) qui est dans D par hypothése. De plus rappelons

1
que dans le cas ol b(2) = Zt , Vespace H(b) s’écrit (voir (3.1))

(3.8) H(b) = (= — 1)H? + C.

(i) = (i1) : Soit h € H? et posons f(z) := (2 — 1)bx(2)h(z), avec by(z) =

z —

D D’apres (3.8), on a f € H(b) et puisque C, est borné sur H(b) alors
— Az
Cof =fopeH(b). Or

lim f(p(2)) = f(A) = 0= fp(1)).

De plus, d’apres le corollaire 1.44, on a

flp(2) = F(e(1))

H?.
z—1 <

Remarquons alors que

flp(2) = fle(1)  @(z) =1 ¢(z) = A
— = '1_X<p(z)'h(‘p(z))'

Par suite, la fonction

fle(2) = fe(1))
z—1

u(2).Co(h)(2) = (1 = Ap(2)).
est dans H?. Ainsi W, , est borné sur H2.

(ii) = (i) : Supposons que W, , est borné sur H? et montrons que C,, est
borné sur H(b). D’apres le lemme 3.7, il suffit de montrer que Cy,(H (b)) C H(b).
D’apres (3.8), comme les fonctions constantes sont dans H(b), il est suffisant de
montrer que pour toute fonction f € H?, Cy,((z —1)f) € H(b). Remarquons
alors que H? = byH? @& Ck,, et donc il suffit de montrer que :

(a) pour toute fonction h € H?, Cy,((z — 1)bzh) € H(b)
et

(b) Col(z = Dkx) € H(D).
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Pour montrer (a), écrivons

Co((z = 1)bah) = (#(2) = Doa(p(2))h(p(2))

_ e(z) — A
= (pl) - 124 S hlo(2)
o (o) )
1= Xp(2)
h
=(z—1)W, — .
(2 We <1 — /\z>
2 1 R e h 9
Comme € H?, I'hypothese (it) implique que Wy, , % € H? et
— Az — Az
d’apres (3.8), Cy,((2 — 1)bah) € (z — 1)H? C H(b).
Pour montrer (b) remarquons que
p(z)—1
Cul(z = Dty = LE =L
1= Ap(2)
1
D’apres le corollaire 1.47, Y € H(b) et comme ¢ € H(b)NH™>® = Mult(H(b)),
— AP
(d’apres le théoréme 1.45), on a 1<'O 7)\ € H(b), ce qui prouve (b). On en déduit
AP
que C, est borné sur H(b). O

Revenons maintenant au cas général d’'un symbole ¢ € H(b) tel que pour
tout 1 < j <p, () €{¢:1<i<p}etpourtout p+1<j<n, oC)eD
pour un certain 0 < p < n. Remarquons que dans les deux cas particuliers
couverts par le théoréme 3.16 et le théoreme 3.18, si Cy, est borné sur H(b) alors
W, est borné sur H? (pour un certain u) et donc comme u = W, (1), on a
en particulier v € H?. Donnons d’abord, dans le cas général, un analogue de ce
résultat.

Lemme 3.19. Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(b). Supposons que

pour tout j € {1,....,p},p((;) € {G : 1 < i < n} et pour tout j € {p +

L,...,n},¢(() €D, 0t 0 <p<n. SiC, est borné sur H(b), alors la fonction
(a10¢) H?:p-’»]_((p — ()M

ai

appartient ¢ H?.

Démonstration. Pour tout p+ 1 < j < n, posons A; := ¢((;) € D et rappelons
que
H(b) = a1 H® + Pn_1,

ol a;(z) = H? (=)™ et N =370 my. La fonction ay [T}_,, (2 — A;)"™
appartient & H(b) et donc comme C, est borné sur H(b), la fonction v =
(a1 o @).H?ZPH(SD — Xj)™ est aussi dans H(b). Ainsi, il existe g € H? et

p € Pn_1 tels que v = a19 + p, et d’aprés le corollaire 1.44, on a

n m;—1

p=>_ Y v®(G)rix,

i=1 k=0
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ol (74,5)1<i<n, 0<k<m;—1 sont les polynoémes d’Hermite de degré N — 1 tels que

) 1 sii=jetk=/¢
e ={ ¢ Seom

Il suffit donc de montrer que
(3.9) v® () =0,1<i<n, 0<k<m;—1,
car alors p = 0 et donc on obtiendra que

(@R L ne =)™ v _
B a1 B ai -9

et donc u € H?.

Pour montrer (3.9), nous allons procéder en deux étapes.
Etape 1 : Montrons que pour 1 < i < pet tout 0 < k < m;—1, onav®) () = 0.
Remarquons tout d’abord que

n n
v(z) = [Je(z) =)™ T (elz) =A™,
J=1 j=p+1
et donc comme ¢ a une limite radiale en ¢;, 1 < i <p, tel que p({;) € {¢;:1<
j < n}, on voit que v a aussi une limite radiale en (; et

(3.10) v() =0, 1<i<p.

Pour les dérivées, fixons 1 < i < p et appliquons le lemme 3.11 qui nous permet
de construire une suite (r,) C (0,1) telle que r, — 1, n — oo et si z, =
o(rpG), n > 1, alors (z5,)n>1 € (C). Considérons alors une fonction f € H*

telle que
| 1 sinest pair
fen) = { 0 sin est impair
Définissons h := a1 [[}_, (2 — A;)™ f. Comme h € a1H? h € H(b) et en
utilisant & nouveau que C, est borné sur 7(b), on obtient que Cy,(h) € H(b).
En particulier il suit du corollaire 1.44 que pour tout 0 < ¢ <m; — 1, (ho @)(Z)
admet une limite radiale au point (; et le lemme 1.40 implique de plus que

mizb o o O (¢
(hop)) = 3 PO (o oy (o gymre(e)

£=0

ot € est une fonction analytique sur D telle que hni e(r¢;) = 0.
T—

Remarquons que ho ¢ = v.(f o p) et donc
[hop(rG)l < [o(ré)! [ flloe — 0, 7 = 1,

d’apres (3.10). D’ou (ho ¢)(¢;) = 0.
Il suit maintenant de la formule de Taylor précédente que

v — o (oG
(ho9)'(G) = Jim S PR

= lim
n— o0
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Or lim (rn G)

n—oo ( - I)Q
voit que nécessairement v'((;) = 0 = (ho ¢)'(().
t

Par récurrence on prouve aussi que pour tou

v'(¢;), et comme f(z,) = 1 si n est pair et 0 sinon, on

<I< -1,
v(G) = (ho@)V(¢) =0,
ce qui achéve la preuve de 'étape 1.

Etape 2 : Montrons que pour tout p+1 < i < n et tout 0 < k < m; — 1,
on a v(k)(Q) = 0. Fixons p 4+ 1 < i < n et remarquons que

ou 9 est une fonction analytique dans D qui admet une limite non tangentielle
en (;. En appliquant le lemme 1.40 & ¢ au point (;, on peut écrire que

p(2) = () + (2 = G)¢'(G) + (2 — Gi)e(2),
ol ¢ est une fonction analytique dans D telle que lim1 e(r¢;) =0
r—r
Or ¢(¢;) = \; et on en déduit que

v(z) = (2 = G)@'(G) + (2 = Gi)e(2))™ ¥(2)
= (2= )" (¢(G) +e(2) ™ (2).

D’autre part, comme v € H(b), les fonctions v,v’, .. S, 0= ont des limites
radiales en (; et le lemme 1.40 implique que

= v®) (¢ .
Z kEC)(Z*Ci)kJr(Z—Q)mflgl(z)

v(z) =
k=0

ou £7 est une fonction analytique sur D telle que lirr% e1(r¢;)) =0
r—

Ainsi, on obtient que

™M _m;,—l U(k)(Ci) _ 0k _ymi—1
(2= )™ (' (G) +e(@)™w(2) = >~ (2 = )" + (2 = )™ e (2).

k=0

Il est facile de voir que cette identité permet d’obtenir par récurrence que pour
tout 0 < k <m; — 1, v(k)(@) = 0, ce qui prouve 'étape 2. Avec les étapes 1 et
2, on obtient donc que (3.9) est vérifiée et donc u € H?. O

Remarque 3.20. En regardant les preuves du théoréme 3.16 (en particulier
du lemme 3.9) et du lemme 3.19 nous remarquons que dans le cas particulier
oup =n et p(¢) = ¢ pour tout 1 < j < n, Uhypothése ¢ € H(b) suffit
pour prouver que la fonction uw = Wy, (1) est dans H?, tandis que dans le cas
général la condition ¢ € H(b) n’est pas suffisante, nous utilisons en plus le fait
que Vopérateur Cy, soit borné sur H(b).

Nous pouvons maintenant donner la caractérisation de la bornitude dans le
cas général.
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Théoréme 3.21. Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(b). Supposons
que pour tout j € {1,...,p},o((;) € {G : 1 < i < n} et pour tout j €
{p+1,...,n},0(¢) € D, 0 0 < p < n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Cy : H(b) — H(b) est borné.

J

(109 Ty (o = 2lG)™

(i) Wy, : H* — H? est borné, avec u =

gy QP
(i) sup | (1= o)

(iv) fiu,, est une mesure de Carleson.

d¢ < 4o0.

Démonstration. L’équivalence entre (ii), (4ii) et (iv) découle du théoréme 3.1
et du corollaire 3.3. Notons, pour p+1 < j <n, \; := ¢((;) € D.

(i) = (ii) : Supposons que C, soit borné sur H(b). Soit f € H? et considé-
rons la fonction A définie par

Remarquons que h € ayH? C H(b) et donc ho ¢ € H(b). Ainsi il existe g €
H?, p € Pn_1 tel que
hoy=aig+p,

soit
h

(3.11) S

aq aiq
Or

7.1_ )
hoap_ (alOW)Hgpr(‘P J) fog
aj ai
=u.(fop).

Comme C|, est borné sur H(b), le lemme 3.19 implique que u € H? et par le
principe de subordination de Littelwood, on a aussi fop € H2. Ainsi u.(foy) €

H! et Péquation (3.11) entraine que L ¢ H'. Avec le lemme 3.15, on en déduit
a

1
que p = 0. Si on reporte dans (3.11), on obtient finalement que

ho
u.(fop)= also —geH.

Ainsi W, ,(H?) C H? et le théoréme du graphe fermé permet de conclure que
W, est borné sur H?.

(ii) = (i) : Supposons que W, , soit borné sur H?. D’aprés le lemme 3.7,
pour montrer que C, est borné sur H(b), il suffit de vérifier que pour toute
fonction f € H(b), on a C,(f) = fow € H(b). Or toute f € H(b) s’écrit sous
la forme

f =ayg + D,
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ol g € H? et p € Py_1. Remarquons alors que, comme ¢ € H>® N H(b) =
Mult(H(b)), on a pop € H(b). Ainsi il reste a vérifier que pour toute fonction
g€c€ H? ona

(3.12) (a10¢).(gop) € H(b).

Nous allons utiliser une décomposition de H? basée sur I’espace K, ot B est
le produit de Blaschke fini associé & la suite Api1,...,A, (avec multiplicité
Mpt1, ..., My). Autrement dit,

- 2=\
B(z)= ][] (1_ijz) , z€D.

Jj=p+1

On a alors
H? = BH? & K3,

et une description explicite de K est donnée par

p

Kp = - = - :p € PN_m—1
{Hj_p+1(1 — Ajz)mi }

ot m :=Y_r_ m; (voir [46, Proposition 3.15]).
Pour montrer (3.12), il suffit donc de montrer que :

(a) pour toute fonction h € H?, on a
(a1 0¢).((Bh)op) € H(D)

et

(b) pour tout polynéme p € Py_,,—1, o1 a

o pos07 |
(a10¢). <H?_p+1(1_)\j(p)mj> € H(b)

Pour (a), remarquons que

(a10¢).((Bh)op) = (ar10¢).(Boy).(hoyp)

1
= a1U. = = -(ho )
[[—p i (1= 250)ms
= aquv@(hl)a
h
olt hy = - -. Comme hy € H? et W, , est borné sur H?,

H?:m-l(l —Ajz)m
on en déduit que

(a1 0 ). ((Bh) o) € ayH* C H(b)

ce qui prouve (a).

Pour montrer (b), remarquons que comme ¢ € H(b), ||¢|le < 1, le corol-

laire 1.47 implique que pour tout p+1 < j < n, T3
AL

€ H(b) et comme
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—— est aussi dans H*°, on en déduit que
1-— AJQO 1-—
théoréme 1.45). De plus ¢ est aussi un multiplicateur de H(b) et comme
Mult(H (b)) est une algebre, on en déduit que

L ¢ Mult(H®)) (voir
Ajp

(01990 0°0) o \puiav)) 1),

[li—pa (1= Ajp)ms

ce qui prouve (b) et donc (3.12). Ainsi on obtient que C, est borné sur

H(b).
O

Nous allons étudier le cas ou b est une fraction rationnelle et un point non
extréme de la boule unité fermée de H* dont le compagnon pythagoricien a est
tel que les zéros de a sur T sont (1 = 1 et (o = —1, de multiplicité respective
my = 1 et mo = 2. Autrement dit,

a1(z) = (z—1)(z +1)?, z€D.

Dans ce cas, nous allons donner neuf exemples de symbole ¢ illustrant toutes les
situations possibles suivant les valeurs de ¢(1) et p(—1) pour lesquelles 'opéra-
teur C, associé est borné ou non sur H(b).

1
Exemple 5. 1. Soit p(z) = %, z € D. La fonction ¢ : D — D est

analytique et polynomiale donc, en particulier, ¢ € H(b). On a ¢(1) =
1e€Tet o(—1)=0¢€ D. De plus

u(z) = W2 ODC) oy oy

a1(2)
- (P2 (B ot
- & ;23)2'

Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,
lopérateur W, , est borné sur H?. D’apres le théoréme 3.21, on en déduit
que C, est borné sur H(b).

1
2. Soit p(z) = f%,z € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et
polynémiale donc, en particulier, ¢ € H(b). On a p(1) = =1 € T et

¢(—1) = 0 € D. De plus

u(z) = 2D oy oy

a1(2)
- (P27 (2L (oo -y
=RT)




126

Chapitre 3. BORNITUDE ET COMPACITE DE C,, SUR H(b)

Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,
lopérateur W, , est borné sur H?. D’aprés le théoréme 3.21, on en déduit
que C,, est borné sur H(b).

Soit ¢(z) = z 5 1% € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et

polynomiale donc, en particulier, ¢ € H(b). Ona (1) =0 € Det p(—1) =
—1 € T. De plus

u(z) = LD ) o)

1(2)
(7)) -
(zl 3)

6

Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,
lopérateur W, , est borné sur H?. D’apres le théoréme 3.21, on en déduit
que C,, est borné sur H(b).

-1
Soit p(z) = —%,z € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et

polynomiale donc, en particulier, ¢ € H(b). Ona (1) =0 € Det o(—1) =
1 €T. De plus

u(z) = 222 ooy o)

a

1(2)
(7)) -
(z+3)

1

+
6
Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,

lopérateur W, , est borné sur H 2. D’aprés le théoréme 3.21, on en déduit
que C, est borné sur H(b).

1
Soit ¢(z) = %,z € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et

polyndmiale donc, en particulier, ¢ € H(b). Ona (1) = 3 € Det p(—1) =
0 € D. De plus

) = D2 () - ) ot

a1(2)

2
- (A2 (FE) (v - 5) (w2
(z—3)(z +5)2
- 16
Ainsi, u € H® et donc par le principe de subordination de Littelwood,

lopérateur W, ,, est borné sur H 2. D’apreés le théoréme 3.21, on en déduit
que C, est borné sur H(b).
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-7
172 z € D. La fonction ¢ : D — D s’étend analytiquement
—rz

sur un voisinage de D, donc, en particulier, ¢ € H(b). Ona (1) =1€ T
et ¢o(—1) = —1 € T. De plus

’U,(Z) _ (al ° @)(z)

a1(2)

:(¢w>;1>(¢u>ﬁ1>2
z— z+
(L-r)a-r)

(1—rz)3

Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l'opérateur W, , est borné sur H?. D’apres le théoréme 3.21, on en déduit
que C, est borné sur H(b).

. Soit ¢(z) = —z,z € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et po-

lynémiale donc, en particulier, ¢ € H(b). On a ¢(1) = —1 € T et
p(—1) =1 € T. De plus

u(z) _ (a’l ocp)(z) — _(Z_ 1)
a1(z) (z+1)

Ainsi, u ¢ H?, et donc d’aprés le Lemme 3.19, on en déduit que C, n'est
pas borné sur H(b).

. Soit () = 22, z € D. La fonction ¢ : D — D est analytique et polynomiale

donc, en particulier, ¢ € H(b). On a p(1) = ¢(—1) =1 € T. De plus

woy— @O oDE R (21
a(z) | E-DETE | (ztD)

Ainsi, u ¢ H?, et donc d’apres le Lemme 3.19, on en déduit que Cy, n'est
pas borné sur H(b).

. Soit ¢(z) = —22,z € D. La fonction ¢ : D — D, est analytique et polyno-

miale donc, en particulier, ¢ € H(b). On a p(1) = p(—1) = —1 € T. De
plus

u(e) = @09 _ (22 - (24 1)
ne (- 1)+ 17

(22 22 _1)2
_ ((zjll))((z—i-l)l) = (24 1)z ).

Ainsi, u € H* et donc par le principe de subordination de Littelwood,
lopérateur W, ., est borné sur H?. D’apres le théoréme 3.21, on en déduit
que Cy, est borné sur H(b).

Dans tous les exemples précédents pour lesquels 'opérateur C, est borné,
nous avons que la fonction u associée est dans H°. Nous verrons des exemples
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pour lesquels u € H2\ H* et C, est borné (voir exemples 6).

Dans ce qui suit, nous donnons d’autres conditions nécessaires ou suffisantes
pour que l'opérateur de composition C,, soit borné sur H(b). Le concept de
dérivée angulaire va étre déterminant.

Corollaire 3.22. Soit ¢ : D — D analytique tel que p € H(b). Supposons
que pour tout j € {1,...,p},p((;) € {¢; : 1 < i < n} et pour tout j € {p+
1,...,n},o(¢) € D. Supposons de plus qu’il existe k € {1,...,p} tel que p(C) =
G avec my < my. St Cy, est borné sur H(b), alors ¢ admet une dérivée angulaire
au sens de Carathéodory au point (.

Démonstration. Notons A\; = ¢((;) € D, pour tout j € {p+1,...,n}. Supposons

que C,, soit borné sur H(b). D’apres le théoreme 3.21, 'opérateur W, ., est borné

sur H?, avec
(a1 0 @) [Tj—psa (e = X))™
aj

Ainsi, I'adjoint de I'opérateur W, ., est aussi borné sur H?, et donc il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout g € H?,

(3.13) IWepdll2 < Cllglla-

Appliquons cette inégalité au noyau reproduisant de H?, g = ky, A € D. Mon-
trons que

Wa okx = u(N)kg(n)-
Pour toute fonction h € H?, on a
< h,W;"qjkk >0 =< Wy oh, kx >o

=< u.(hop), k) >2

= u(Mh(p(N))

=< h,u(N)ky(n) >2,
ce qui donne la formule. On obtient alors avec (3.13) que

[uN)] o ll2 < CllEA]l2-
En particulier, pour tout 0 < r < 1,
[u(rCe) Pl kg3 < C?llkre, |13

ce qui donne

1—1r2
w(réy) P ———s < C?
P TR <
D’ou
n T'Ck C 2m; n 1_ 7"2
: lo(rCe) = Aj|*M e < C2
};[1 TG — G ]:111 T = e(rde) 2

Ecrivons

lo(rGr) = GI*™ Tlisy i le(rGe) = GIP™ 15 s L r?
G = GelP™ Ty i Gl =GP 11 tetrci) S lo(rée)l?

<C?

Jj=p+1
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et en utilisant que |p(r¢x) — (| > 1 — |p(rlx)|, on remarque que

L Je(rg) —aP™ (A =r)(+r){ = |p(rg))*™
L—1[o(rGe) " re = GelP™ = (L= lo(rde) )1 + [o(rge) ) (1 — r)2me
1 (1 —Je(rge))>™ !

2 (1 _ T)ka—l :

D’ou
(1 — [p(r¢p))?m ! < 902 H?:Li;&k |rCr — Gi[*™ 1
(L—r)ppmet = ITim i [ (rCe) = G2 T lo(rGe) — Az ]2
1
Or T > 1, et donc, comme m; < myg, on a m > 1. On en
déduit alors que
(1 - |so<r<k>>2””1 < o2, imvize I = GI*™ 1
IL—r N H?:l,i;él lo(ré) — G| 2™ H;L:p+l |p(rQe) — Aj >

Faisons tendre » — 1, on obtient

1— 2m;—1 ZL* i _ 1,2mL 1
lim inf (M) SzCQ-Hn_L i < C|2m ‘TR 2m;
r—1 1—7r Hizl,i;ﬁl G — Gl Hj:p-‘,—l |G = Aj[2m
< 0.
Ainsi )
lim inf M < 00,
r—1 —-T

et d’aprés le théoréme de Carathéodory (voir théoréme 1.41), la fonction ¢
admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point (k. O
1+2

t
B e

Cette condition nécessaire est aussi suffisante dans le cas ol b(z2) =
e(1) =1

Corollaire 3.23. Soit b(z) =
que @ € H(b) et o(1) = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cp: H(b) — H(b) est borné.

(i) ¢ admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1.

142

,2 € D et soit ¢ : D — D analytique telle

Démonstration. Rappelons que le compagnon pythagoricien a associé a b est

donné par
1—2z
a(z) = 5
Ainsi la fonction a posseéde un seul zéro de multiplicité 1 égal a 1. Comme
©(1) = 1, on peut appliquer le corollaire 3.22 qui implique que si C,, est borné
sur H(b) alors ¢ admet une dérivée angulaire aus sens de Carathéodory au point
1. Autrement dit, (i) = (i7). Pour la réciproque supposons que ¢ admette une
dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1. Le théoreme 1.41 implique

alors que la fonction u, définie par

p(z) -1
z—1 "

u(z) = z €D,
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est dans H(¢). Un résultat de M. Jury [54] implique alors que l'opérateur A =
CyT, est borné de H 2 sur lui méme, ot T est vu ici comme un opérateur
non borné sur H?, densément défini sur les noyaux reproduisants de H? par la
formule,

Trky =u(MNkx, \€D.
Ainsi, A admet un opérateur adjoint A* : H? — H? borné et vérifiant que, pour
tout f € H? et tout A € D, on a

(A*f)()\) =< A*f, ky >o=< f, Aky >9
=< f, C:;TJICA >0

=< Cuf,u(N)kx >2
= u(A) f(e(N).

D’ou, pour toute fonction f € H2 et A €D, on a

(W f)(A) = (A"f)(A).
Ainsi,
Wyof =A"f € H?

et donc W, , est borné sur H? et W, , = A*. Le théoréeme 3.21 implique
finalement que C, est borné sur H(b). O

Remarque 3.24. Ce corollaire permet de retrouver un résultat de Sarason-Silva

[82] dans le contexte des opérateurs de composition sur l’espace de Dirichlet local
1

D(61). En effet, on sait que D(61) = H(b), ou b(z2) = % (avec équivalence

des normes) et donc C,, est borné sur H(b) st et seulement si C, est borné sur

D(61). En appliquant le corollaire 3.23, on obtient que si ¢ : D — D analytique,

@ € D(01) et (1) =1, alors Cy, est borné sur D(d1) si et seulement si ¢ admet

une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1 (voir théoréme 3.5).

Revenons au cas particulier ou le compagnon pythagoricien a de b est tel
que a1(z) = (z — 1)(z + 1)%,2 € D. Grace au corollaire 3.22, nous allons voir
que lorsque (1) et p(—1) sont de module 1 et C,, est borné sur H(b), alors
nécessairement (—1) = —1.

Corollaire 3.25. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*
, b rationnel et supposons que a posséde deux zéros sur T, (1 =1 et (o = —1
de multiplicité respective my = 1 et mgo = 2. Soit ¢ : D — D analytique tel que
@ € H(b) et supposons que |p(1)] = |¢(—1)] = 1. Si Cy, est borné sur H(b),
alors p(—1) = —1.

Démonstration. D’aprés le théoreme 3.12, (1), ¢(—1) € {£1}. De plus, il suit
du lemme 3.19 que la fonction u, définie par

_(a0op)(2)  (p(2) = D(p(2) + 1) s
L P D TC R EAA

appartient & H2. Notons
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de sorte que
h
u(z) = Rz ,
(z—=1)(z+1)2
Remarquons que ¢ et ¢’ ont une limite non tangentielle en —1 et donc h et b’

ont aussi une limite non tangentielle en —1. Il suit alors du lemme 1.40 qu’on
peut écrire h sous la forme

z €D.

h(z) = h(=1)+ (2 + DA (=1) + (2 + 1)e(2),

ou ¢ est une fonction analytique dans D telle que lirri g(=r)=0.Or
r—

h(=1) = (p(=1) = )(p(=1) +1)* =0,

car p(—1) € {£1}. D’ou

M W) b,
et donc S T:?;)
N 2
}i(:’;) = (14 (1= ru(—r)

h(=r) _ 2\1/2

1 =0((1 —r%)"?).
Ainsi h(—r)

/ T —r _

(o) = i T =

<

Un calcul immédiat montre alors que

W(2) = ¢(2)(p(2) + 1)(3p(z) — 1), €D,
et comme @(—1) € {£1}, on en déduit que

W(=1)=0% ¢'(-1) =0 ou ¢p(—1)=—1.

Supposons donc que p(—1) = 1. Ce qui précéde montre alors que ¢'(—1) = 0,
mais d’autre part, comme m; < meo, on peut appliquer le corollaire 3.22 qui
implique que ¢ admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point
—1. Ceci contredit le théoréme de Carathéodory (voir théoréme 1.41) qui affirme
en particulier que |¢’(—1)| > 0. Ainsi p(—1) = —1. O

Nous avons vu une condition nécessaire pour la bornitude sur le compor-
tement de ¢ au point (i tel que ¢((x) € T. Dans lautre direction, lorsque
©(Ck) € D, 1 <k < n, nous donnons maintenant une condition suffisante.
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Corollaire 3.26. Soit ¢ : D — D analytique telle que ¢ € H(b). Supposons
pour tout i € {1,...,n},limsup|e(z)| < 1. Alors Cy, est borné sur H(b).

z2=Gi

Démonstration. Supposons que pour tout 1 <14 <mn, on ait

limsup |p(z)| < 1.

z2—Ci
En particulier, A; := ¢({;) € D. Soit L > 0 tel que pour tout 7 € {1,...,n},

limsup|p(z)] < L < 1.

z2—C;

Il existe donc un 6 > 0 tel que pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout z €
D, |z — ¢;| < ¢ implique |p(z)| < L. Alors, pour tout 7 € {1,...,n}, il existe un
voisinage Ve, C T de (; tel que, pour presque tout ¢ € V¢,,|¢(¢)| < L.

Pour montrer que C, est borné sur #(b), nous allons montrer que

— w2 [u(¢)]? m 0
(3.14) sup [ (1= fuft) 2l dm() < .

ou u est définie par

_ (o[l (e—=N) _ v

a1 ay

avec v = (a1 0 @) [T, (¢ — N\).
Posons V' = U}, V¢,. Pour tout w € D, on a

I s [ P SR /(o
/T\v“ P T wegE ™ /T\v“ P e or T—wer™©

<C(- |w|2>/TMde(C)
= O = [wP)lICokull3

ou la premiere inégalité résulte en particulier du fait que le terme st

1
—— e
a1 (Q)[?
borné sur T\ V puisque dans ce cas les ¢ sont loin des (; (zéros du polynéme
ay) pour tout i € {1,...,n}. Remarquons alors que d’apres le principe du su-
bordination de Littelwood, C,, est borné sur H 2 et donc

1Cokull3 < [ICo| I 1kull3

=[1Coll*(1 = wl*) ™"

Donc finalement, on en déduit que pour tout w € D, on a

_ 2 |’U,(<)|2 d leille 2
[0 e © < cle
De plus, on a

aup ([0 o) (@) <o
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En effet, pour tout w € D et pour presque tout ¢ € V,
1 —we(Q)] 21— |w| [e(()| 21— Ljw[>1-L>0.

p(z) = A
z=G

my

De plus, a1 o ¢ est dans H* et H;.Lzl € H?, par le lemme 3.9.

On en déduit alors que v € H? et donc

(= PR, ol
/v Toapp OG- oE

Donc (3.14) est vérifiée et le théoreme 3.21 implique que C, est borné sur

H(b) O
En particulier, on a le cas particulier suivant.

1
Corollaire 3.27. Soit b(z) = % Soit ¢ : D — D analytique avec ¢ € H(b).
Supposons que limsup|p(z)| < 1. Alors Cy, est borné sur H(b).
z—1

1

Remarque 3.28. Rappelons que dans le cas ot b(z) = (b) =D(61)
(avec une équivalence des normes) et donc on retrouve le resultat de Sarason-
Silva pour la bornitude (voir théoréme 3.6).

Nous allons maintenant donner un exemple d’application du corollaire 3.23
et un exemple d’application du corollaire 3.27 pour lesquels 'opérateur C, sera
borné sur H(b) sans que la fonction u associée soit dans H>

1
Exemple 6. Soit b(z) = ;Z z € D. Soit (A,)n>1 une suite dans D qui tend

vers 1 et telle que

(3.15) > |/\_—|)\1||2

n>1
1. .
Par exemple, on peut prendre A\, = (1 — 2—“) w, n > 1. En effet, notons r,, =
1 1
1-— o 0, = E,n > 1. Alors

An — 12 = |(r,, cos b, — 1) + iy, sin 6, |
:ri —2r,cos6, +1
= (1—rp)?+2r,(1 —cosb,).

On voit d My — 1P = Mf? = =, dion LAl 12
n voit donc que |A, — 1| Aﬁet1—|n\ 27, |/\n—1|2/\27”’

qui prouve (3.15). En particulier, la suite (A,;),>1 est une suite de Blaschke.
Considérons B le produit de Blaschke associé. Un résultat de Frostman [42]
affirme que sous la condition (3.15), B admet une dérivée angulaire au sens de
Carathéodory en 1. Quitte & multiplier B par une constante unimodulaire, on
peut supposer que B(1) = 1. Le théoréme de Carathéodory (voir théoréme 1.41)
implique alors que la fonction u, définie par

B(z) -1

z—1 "

ce

u(z) =
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appartient & Kp et donc en particulier dans H2. En revanche, elle n’est pas

dans H* car
-1

An —1
Comme B(z) = (2 — 1)u(z) + 1 et u € H?, la fonction B € H(b). De plus,
B(1) =1 et B a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en 1. Ainsi le
corollaire 3.23 implique que Cp est borné sur H(b).

[u(An)] =

’—>oo, n — o0.

1
Exemple 7. Soit b(z) = %,z € D. Considérons

(1- 2)3/4

= D.
©(2) & _2)3/4||oo,z €

La fonction ¢ : D — D est analytique. De plus limsup|p(z)] = 0 < 1, et
z—1
(1) = 0. Remarquons enfin que la fonction

p(z) _ 1 1
T—z  [[(1=2)oo (1= 2)1/4

est dans H2. Ainsi ¢ € a;H? C H(b). Le corollaire 3.27 implique que C,, est
1

borné sur H(b). De plus, si ¢ = ———————
) 0= 2"

, la fonction u associée (voir

théoréeme 3.21) est donnée par

_ex) -1 o (e(l-2)¥t 1)
u(z) = ﬁ@(z) =c (1—2)i/4

et donc on voit que
lim |u(r)| = oo,
r—1

ce qui prouve que u n’est pas borné.

3.3 Compacité des opérateurs de composition

sur H(b)

Rappelons qu’on peut supposer ici que b est une fraction rationnelle et un
point non extréme de la boule unité fermée de H*°, que le compagnon pythago-

ricien a de b est dans ce cas aussi rationnelle et que si (1, ..., (, sont les zéros
de a sur T et my,...,m, les multiplicités respectives alors
(3.16) H(b) = a1 H* + Pyn_1,

ottai(z) =[[ie,(z—¢)™, zeDet N=3" m;.

Dans cette section, nous souhaitons caractériser les symboles ¢ : D — D
analytiques tels que C, : H(b) — H(b) est compact (respectivement Hilbert-
Schmidt). Pour cela, nous allons travailler avec une norme équivalente sur H(b)
donnée par le théoreme 1.42. Comme la propriété de compacité (respectivement
d’Hilbert-Schmidt) est invariante par changement de norme équivalente (qui
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revient & appliquer un isomorphisme), nous allons donc supposer dans la
suite de ce chapitre que H(b) est muni de la norme suivante : pour
f=aig+pecH(D),onge H? pe Pyx_1,on pose

(3.17) 1F1IE = llgll3 + [lpll3.

En particulier, par polarisation, pour f; = a19 + p, fo = ath + ¢, g,h €
H2a p,q e PN—I; on a

< fi,fa>=<g,h>2+ <p,g>2.
Ainsi, on voit qu’avec cette norme équivalente, on a
H(b) = a1H2 (&) 'PNfl.

Avant de donner une caractérisation pour la compacité de C,, donnons un lemme
technique qui permettra de simplifier les preuves.

Lemme 3.29. Soit b une fraction rationnelle et un point non extréme de la
boule unité fermée de H™> et Soit © une fonction intérieure. Alors les sous
espaces a1©H? et a1 Ko sont fermés dans H(b) et de plus, on a

(3.18) H(b) © a1©H? C a1 Ko ® Py_1.

Démonstration. Introduisons opérateur V : H? — H(b) défini par V(f) =
a1 f, f € H?. D’apres (3.17), Popérateur V est une isométrie de H? dans H(b).
Comme les sous-espaces Kg et ©H? sont des sous espaces fermés de H?, leurs
images par V, a1 Ke et a;©H?, sont des sous-espaces fermés de H(b).
Montrons maintenant (3.18). Soit f € H(b) © a1©H?. Décomposons f sous la
forme f = a1g+ p, avec g € H%, p € Py_1. Pour tout h € H?, on a alors

0=< f,a10h >p=< a19 + p,a10h >,
=< ¢g,0h >,

Ainsi g L ©H? et donc g € Kg. Autrement dit, f € a1 Ko @ Py—_1. O

Corollaire 3.30. Soit b une fraction rationnelle et un point non extréme de la
boule unité fermée de H*®, et soit © un produit de Blaschke fini. Alors a;©H?
est de codimension fini dans H(b).

Démonstration. D’apres le lemme 3.29, on a H(b) © a;©OH? C a1 Ko ® Pn_1.
et il suffit de remarquer que comme © est un produit de Blaschke fini, alors
dim(Ke) < oo (voir [40, Section 14.2]). Ainsi dim(a1Ke @ Pn_1) < 00, ce qui
prouve le résultat. O

Pour ’étude de la compacité (comme pour I’étude de la bornitude), on peut
supposer que le symbole ¢ € H(b) et pour tout 1 < j <p, () € {¢:1<i<
n} et pour tout p+1 < j <n, ¢((;) € D.

Théoréme 3.31. Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(b). Supposons
que pour tout j € {1,...,p},¢((;) € {G 1 < i < n} et pour tout j €
{p+1,...,n},0(¢) € D, 0t 0 < p < n. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes.
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(1) Cy : H(b) — H(b) est compact.

(a1 0 @) [Tj—pi1 (e —0(G))™ _

(i) Wy, : H* — H? est compact, avec u =
(1it) piy,, est une mesure de Carleson évanescente.

2 2

(i) [ S ) — 0. Jul 1
T [1—we(Q))

Démonstration. L’équivalence entre (i3), (i), (i) provient du théoréeme 3.2 et

du corollaire 3.3.

Pour montrer I’équivalence entre (i) et (i), notons pour p+1 < j < n, A; :=

©(¢;) € D et considérons B le produit de Blaschke fini associé & la suite

Ap+1s - -+ » An. D’apres le corollaire 3.30, le sous espace a; BH? est de codimension
fini dans #(b). Notons

Cl : alBH2 — H(b)
e Gif=Cf=fop.

D’apres le lemme 1.48, C,, est compact sur H(b) si et seulement si C1 : a4 BH? —
H(b) est compact. Introduisons alors

Vi . H? — a,BH?
f = WVif=aBf.

et
Vo @ H? — H(b)

g = Vag=aig.

Il est clair que V; et Va sont des isométries et Vi est surjective. De plus, intro-

duisons la fonction "

b= —
[[i—pir (1= i)™
Notons que H?:pﬂ(l — ;)™ est dans H* et inversible dans H*, donc W, ,,
est borné (respectivement compact) sur H? si et seulement si Wy, , est borné
(respectivement compact) sur H 2. Montrons que

(3.19) CLVi = VaWy o
Soit f € H%. On a
(CIVA)(f) = Co(@Bf) = (a1 0 9)-(Bog).(f o)
— 0 %) (B g)(fog).

ai
Or
aj o aj o 2 .
(1a w)(Bw)z(la ¥) I (190 ;\g)m'
1 1 j=;0+1( - jSO) 7
U

- H?:p+1(1 —Ajp)m
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Ainsi, on en déduit que pour toute fonction f € H?, on a

(C1V)(f) = arp(f o )
= GIWw,gof
= (VQW%Z’»SP)(f)v

ce qui prouve (3.19). En appliquant le lemme 1.49, on conclut alors que Cj :
a1BH? — H(b) est compact si et seulement si Wy, , : H?> — H? est compact.
On en déduit finalement que C,, : H(b) — H(b) est compact si et seulement si
Way.e : H> — H? est compact. O

En utilisant la méme preuve, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.32. Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(b). Supposons
que pour tout j € {1,...,p}, () € {G : 1 < i < n} et pour tout j €
{p+1,...,n},0(¢) € D, 0 0 < p < n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Cyp: H(b) — H(b) est Hilbert-Schmidt.

(010 Q) Ty (0 = 0G)™

(1) Wy, : H> — H? est Hilbert-Schmidt, avec u =
ai

S
i) | T grgptm© <

Démonstration. La preuve de (i) < (ii) est identique & la preuve du théoréme
précédent en remplacant compact par Hilbert-Schmidt et I'utilisation du lemme
1.49 par le lemme 1.50.

Montrons que (ii) < (i74) : Remarquons que la suite (2™),>¢ est une base
orthonormale de H?, et donc W, ,, : H?> — H? est Hilbert-Schmidt si et seule-
ment si

oo
D W23 < oo.

n=0
Or
o0 o0
D W21l =D llue”ll3
n=0 n=0

-3 /T (O (O dm(©).

Par le théoreme de convergence monotone, on a

S [ W23 = / QP S ()P dm(<)
n=0 T

n=0

[ WOPF
‘/T1—¢<<>|2d (©):

ce qui donne le résultat. O

En reprenant la preuve du corollaire 3.22; on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 3.33. Soit ¢ : D — D analytique tel que ¢ € H(b). Supposons
que pour tout j € {1,...,p},p(¢;) € {¢ : 1 < i < n} et pour tout j € {p+
1,...,n},o(¢;) € D. Supposons de plus qu’il existe k € {1,...,p} tel que p(C) =
G, avec my < my,. Alors Cy, n'est pas compact sur H(b).

Démonstration. Supposons par I'absurde que C,, est compact sur #(b). Posons,
pour p+1 < j <n, \; = ¢(¢;) € D. Il découle du théoréme 3.31 que 'opérateur
W, est compact sur H 2 et donc son adjoint W, est aussi compact sur H 2,
Or on a vu (voir preuve du corollaire 3.22) que pour tout A € D,

Wz,npkA = u()\)kw()\) .

Remarquons alors que
ky Ck

[Ikrcl2

-0, r—1.

dans H2. Et donc par compacité on a

(Wi ok ll2

— 0, r—1.
[krcell2

Ainsi ) )
[u(rC) 1| (rei 13
HkTCk”%

—0, =1,

soit encore
1—7r2
L — [p(rée)?

Par un calcul identique & la preuve du corollaire 3.22, on montre que

Ju(r¢e)|?

— 0, r—1.

1 - |<P(7"Ck)|)2mll o 1-1?
- < 2C,|u(r —_—
(52 Tk
ou " )
ILissien G — G[*™ 1

C,r = n TR A
[l i [0(rGe) =GP Ty l0(rCe) — gl

En faisant tendre » — 1, on en déduit alors que

(3.20) lim L= 1P
r2>1 1—r

D’autre part, comme C, est compact sur H(b), il est borné et le corollaire 3.22
implique que ¢ a une dérivée angulaire au point (i. Il suit alors du théoréme de
Carathéodory que
1
lim infi‘Qa(Z) |

>0,

ce qui contredit (3.20). Ainsi, C,, n’est pas compact sur H(b). O

Corollaire 3.34. Soit b une fraction rationnelle et un point non extréme de la
boule unité fermée de H*. Soit a le compagnon pythagoricien de b et supposons
que tous les zéros de a sur T sont simples. Alors, si Cy, est compact sur H(b),
on a pour tout 1 <1i<mn, ¢((;) €D.
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Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que C, soit compact sur
H(b) et qu’il existe 1 < k < n, telle que |p({x)| = 1. Alors nécessairement par le
théoréme 3.12, on a ¢({) € {¢; : 1 <4 < n}. Or, par hypotheése, my =m; = 1 et
donc on peut appliquer le corollaire 3.33 qui implique que C, n’est pas compact
sur H(b), contredisant I'hypothése. O

Nous verrons qu’on peut construire des exemples d’opérateurs de compo-
sition compact C, sur H(b) (et méme Hilbert-Schmidt) pour lesquels ¢((;) €
D, 1<i<n.

Remarque 3.35. Le corollaire 3.34 est une généralisation d’un résultat de

1
Sarason-Silva (voir théoréme 3.5). En effet, sib(z) = %
1-2

T,z € D et la fonction a posséde un unique zéro simple sur T en 1. On

obtient aussi avec le corollaire 3.3 que si o : D — D est analytique, ¢ € H(b)
et o(1) =1 alors C, n'est pas compact sur H(b). Comme dans ce cas, H(b) =
D(01), c’est exactement le résultat de Sarason-Silva. D’autre part, le théoréme
3.32 admet comme cas particulier le résultat suivant.

,z €D, alors a(z) =

1
Corollaire 3.36. Soit b(z) = te

assertions suivantes sont équivalentes.
(i) C, est Hilbert-Schmidt sur H(b).
(i) o(1) € D et

et p : D — D analytique et o € H(b). Les

/ () = 1Pp(O) — (D
T [C=1PA = le()P)
Démonstration. Remarquons tout d’abord que la condition ¢(1) € D est néces-

saire pour la compacité de C,, d’apres le corollaire 3.34. Il suit alors du théoréme
3.32 que C, est Hilbert-Schmidt si et seulement si

WOR
/T P 4n(¢) < oo,

m(({) < oo.

1—1[e(Q)
ol
_ aie(2)) B
u(z) = ED (o) — 1)
Or ici a1(2) = z — 1 et donc on obtient le résultat. O

Remarque 3.37. Ce corollaire 3.36 permet de retrouwver le résultat de Sarason-
Silva [82, Théoréme 6] pour les opérateurs de composition sur D(dy).

1 1-—
+z et p(z) = 3 Z,Z € D. Autrement dit,

¢ = a est le compagnon pythagoricien de b. Il est bien connu que dans ce cas,
C, n'est pas compact sur H? (voir [86]). En revanche, C,, est Hilbert-Schmidt
sur H(b). En effet, comme ¢ = a est le compagnon pythagoricien de b, on a,
pour tout ¢ € T,

Exemple 8. Considérons b(z) =

2
)

1= Jp(Q)) =1~ a(Q)P* = [b()
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et de plus, p({) — 1= ———1= ——— = =b((). Enfin, comme ¢(1) = 0, on
1

2 6(0) ~ p(1) = 1> Dioi

: . opt e
[p(Q) = 1@ (€) —e(MI® _ 4 _ L
I =121 = le(O)?) =12 4
Ainsi les conditions (i7) du corollaire 3.36 sont satisfaites et donc C, est Hilbert-
Schmidt sur H(b).

Remarque 3.38. Au vu de l'ezemple précédent, il est naturel de se demander
st Cy, est toujours Hilbert-Schmidt sur H(b). Notons que d’aprés le corollaire
3.27, Cy est borné sur H(b) car
limsupla(2)| = Ja(¢;)| = 0.

Z_>C1i
Nous n’avons pas su répondre a cette question, mais nous pouvons donner-
quand méme une condition suffisante qui nous permet ensuite d’obtenir d’autres
exemples pour lesquels C, est Hilbert-Schmidt.

Corollaire 3.39. Soit b une fraction rationnelle et un point non extréme de
la boule unité fermée de H. Supposons que son compagnon pythagoricien a

? Z ¢ e L3(T). Alors C, est Hilbert-Schmidt sur H(b).

Démonstration. Remarquons tout d’abord bien siir que a(¢;) =0, 1 < i < n.
Donc, d’apres le théoreme 3.32, il suffit de vérifier que

[u(¢)]?
(3.21) /T T SEm(C) < .

satisfait

o (a(2)
_ai(a(z) N
u(z) = 0 (2) a™ (z).
On obtient donc que

[u(@*  _ lax(a(Q))? la(Q)*Y
L—1]a(Q))  fa(QF " [b(O)I?
_ (@O a(QPY
b(OIZ lax(Q)I?
Or a(z) = a1(2)r(2), ol r est une fraction rationnelle qui a tous ses zéros et ses
poles sur C\ D. En particulier, il existe ¢1,co > 0 telles que, pour tout z € D,
on a c1 < |r(2)]? < ca. (voir [39, page 426]). Ainsi on a

[w(@F  _ law(a(Q)? la(Q)P™
1—la(Q)[? O lax(¢)]?
_ e la(@(Q) Ja(QPY
T PO a0
_ e Jafa(Q)?
T [pOP
L’hypothése implique alors que (3.21) est vérifiée et donc C,, est Hilbert-Schmidt.
O
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1 1—

Exemple 9. 1. Soit b(z) = —5272 € D. Alors a(z) = Tz7z € D. On
1 1

vérifie immédiatement que a(a(z)) = Iz,z € D. Ainsi a(ba((zz))) =1 et

donc le corollaire 3.39 permet de retrouver que C, est Hilbert-Schmidt
(voir exemple 8).

1+ 22 —i)(z 41
2. Soit b(z) = T (2 Z)(Z+Z),z € D. On vérifie facilement que

1— 22 1-—2)(1
a(z) = 2Z — ( 2)2( +2) ,z2 € D. Un calcul immédiat montre alors

que a(a(z)) = g(—z4+222+3), z € D. En particulier, on voit que a(a(i)) =

a(a(—i)) = 0. Ainsi, a(ba((i)) est un polynome et donc en particulier, on a
z

bien sir <2 € L? (T). Le corollaire 3.39 permet de conclure que C, est
Hilbert-Schmidt sur H(b).

Théoréme 3.40. Soit ¢ : D — D analytique telle que ¢ € H(b). Supposons que
pour tout 1 < i <n,

(3.22) lim sup|p(2)] < 1

z—>(,;
et que o(D)NT C {¢ : 1 <i < n}. Alors Cy, est compact sur H(D).
Démonstration. Remarquons tout d’abord que 'hypothése (3.22) implique que
pour tout 1 < ¢ < m, on a \; = ¢({;) € D. Ainsi, le théoréme 3.31 permet
d’affirmer que C, est compact si et seulement si

o, (/T de(<)> =0,

o u est définie par u(z) = al(@((z))) [T, (o(z) — ()™
ail\z
Soit 0 < L < 1 tel que pour tout 1 < ¢ < m, on ait limsup|p(z)] < L. En
2=

raisonnant comme dans la preuve du corollaire 3.26, il existe § > 0 tel que si
Ve, ={CeT:|¢ -Gl <d},1<i<mn,et V=U",V,, alors pour presque tout
¢ e V,ona |p(¢)| < L. Remarquons alors que pour tout w € D et pour presque
tout ( € V, on a

[T —wp(Q)| > 1= |wlle()| >1-L>0.

D’ou

WP _ ool o
Twp@P = (-op MO

ou
n

v(z)=]] (W)mj ,z€D.

, z
1=1
Par conséquent,

(1~ PP gl oo
[ SO o) < (- i 222 [ uo)am(o)
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Or d’apres le lemme 3.9, comme ¢ € H(b), on a v € H?. Ainsi /|v(§)|2dm(C) <
T

oo et donc on en déduit que

o (/V de@) _o.

Il reste a montrer que

| (- PR, Y
i </T\V T—wpOF “))‘0'

Remarquons que pour ( € T\'V =N (T\ V), on a, pour tout 1 < ¢ <
n,|¢ — | > 6, et donc

a1 (Ol = [T I¢ = ¢I™ = ™.

i=1
De plus,
[T 1(¢) = e(¢m < 2%,
i=1

d’olt pour presque tout ¢ € T\ V, on a

@)1= (2) s 90l

Par conséquent, on a

u(¢)[? 2\ (1= w)]ai ()
/T\V(1—|w2)|1_dm(<)<<5) /T\V dm(¢)

wp(C)[? 1= wp(Q)
2\ (1= wl)as (e(O)I?
<(3) [,

Il suffit donc de montrer que
. (1= Jw) [Ty () — Gif*™ )
. 1 L d =0.
@z ([ le)

Comme ¢ € H(b) C H?, la fonction ¢ a des limites radiales presque partout sur
T. Notons

E={CeT:¢() = }1_% p(r¢) existe}.
<

On a alors m(T \ E) = 0 et donc

(1= ) T [o(©) — G2 (= ) T () — G2
/ - we(Q)? am(©)= [ - we(Q)? 4

Fixons maintenant € > 0 et pour 1 < ¢ < n, notons

m(¢).

Wi={CeE:|pl)—¢|<e} et W=ULW,.
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Remarquons alors que pour ¢ € W, on a

n

[T1e(¢) =GP < e2a¥,

d’ou
(1 - |w\2) H?:1 |80(O - Cz‘|2mi m N 2 (1 - |w|2) m
/W 1 wpQ)P dm{c) < 47 /Tu—w«»(c»?d (©)

=4V (1 — [wl)||Cokul13

N_2 2
<47 Col 22y
Pour 'intégrale sur E \ W, remarquons que

L. := sup [p(Q)] <1.
CEE\W

En effet, raisonnons par ’absurde et supposons que L. = 1. Alors, il existe une

suite (Cx)r C E\ W telle que |p((x)| — 1, k — oo. Par compacité, quitte

& passer & une sous suite, on peut alors supposer que p(Cx) k—> e’ pour un
—00

certain 6 € R. Ainsi, Vi > 0,IN € N/

Ui

k>N =|p(C)— el < 5

Comme (i, € F, il existe 0 < 7, < 1 tel que

n
lo(rie) — (Cr)| < 5
D’ou Vi > 0,3N € N/

B2 N = o) — ] < () — 9G] +1(G) — ¢

n o
<-4 a=n
5 T ="

Autrement dit, _
lim o(rpe) = .
k—o0

D’ou e € ¢(D) N T et 'hypotheése implique alors qu'il existe 1 < i < n tel que
e = (;. Ainsi, on en déduit que ¢((x) k—) (;- Mais ceci contredit le fait que
—00

Cr € E\W. Ainsi L, < 1 et pour tout ¢ € E\ W, on a

0= L Q) =GP 4

1 —we(¢)? T (L)
ce qui implique que
1— 2 ?: C _ Ci 2m; 4N
Jo a0 < ),

On peut alors choisir 0 < rg < 1 tel que

N

a-zzt w]?) < €2,

ro < |w| <1=
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ce qui implique que

/ (1 — o) [Tizy lo(Q) = GI*™
a 11— we(Q)[?

Ainsi (3.23) est démontré et ceci conclut la preuve du théoréme. O

1
Remarque 3.41. Dans le cas ot b(z) = %, on retrouve un résultat de

Sarason-Silva sur la compacité des opérateurs de composition sur D(dy).

m(€) < (VNIC Iz +1) £

1 2
Exemple 10. Soit b(z) = i ,z € D. On vérifie aisément que le com-

2
1— 2
pagnon pythagoricien de b est a(z) = : ,2 € D. Pour v > 1, posons

2
1—22\"
@(z)z( 22) ,2€D.On a

1

et ———
1—22\1=7

€ H? car v > 1. Dot ¢ € aH? C H(b). De plus, lirglgo(z) =0
2

2
et enfin on voit que

2
1—=2 9

|<p(z)|=1<:>’ =lez=-1&z=4i

Or p(£i) =1 et donc p(D)NT = {1}. On peut alors appliquer le théoréme 3.40
qui permet d’affirmer que C, est compact sur H(b).



Chapitre 4

Propriétés géométriques de
suites de fonctions dans
’espace H(b)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés géométriques (mini-
malité, uniforme minimalité, complétude, base de Schauder, base de Riesz) de
certaines suites naturelles des espaces de de Branges-Rovnyak.

Les racines de cette étude se trouvent dans l'article de Hrusc¢év-Nikolskii-
Pavlov [53]. Motivés par les applications aux systémes d’exponentielles ces trois
auteurs étudient les propriétés de base de Riesz des suites de noyaux repro-
duisants dans les espaces modeles. Plus précisément, étant donné une fonction
intérieure © et une suite A = (A,;)n>1 C D telle que sup|O(\,)| < 1, ils donnent

n>1
des criteres pour que la suite (kf\an)nzl soit une base de Riesz de Kg. Cet
article a donné lieu & toute une direction de recherche. Mentionnons que la
complétude des systemes (k?n)nZI est liée aux fameux théoréme de Beurling-
Malliavin. Récemment en utilisant une approche via les opérateurs de Toe-
plitz, Makarov-Poltoratski [61] ont obtenu des généralisations du théoréeme de
Beurling-Malliavin dans ce contexte des espaces modeéles.

Dans le cas des espaces de de Branges-Rovnyak dans [19] et [35] les auteurs
ont étendu plusieurs résultats de Hruscéév-Nikolskii-Pavlov. En utilisant une ap-
proche basée sur le modele fonctionnel de Sz.-Nagy-Foias, ils ont en particulier
montré que si (k3 )n>1 forme une base de Riesz de H(b) alors nécessairement
b est une fonction intérieure. De plus un critére a été donné par E. Fricain [35]
pour que la suite (k} )n>1 soit une suite de Riesz.

Théoréme 4.1 (E. Fricain, [35]). Soit b une fonction dans la boule unité fermée
de H*™, soit A = (A\,)n>1 une suite de Blaschke de points distincts de D et soit
B = By le produit de Blaschke associé. Supposons que

sup [b(An)| < 1.
n>1

Les assertions suivantes sont équivalentes.

145
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b

k
(i) La suite <|kb>\”|| > forme une suite de Riesz dans H(b).
An b n>1

(ii) A € (C) et dist(Bb, H*®) < 1.

Comme nous 'avons dit, ’étude des propriétés géométriques des suites de
noyaux reproduisants (k’)’\n)nzl est motivée par le lien avec les suites d’exponen-

tielles. En effet, dans le cas ot b(z) = O4(2) = efa%, z € D, (o @ > 0), on
peut construire explicitement via une transformation conforme du disque unité
sur le demi-plan supérieur et la transformée de Fourier, un opérateur unitaire
U : Ko, — L?(0,a) qui envoie la suite de noyaux reproduisants (kf{):)n21 de
Ko, sur la suite d’exponentielle (e~"t), > de L*(0,a) (ol (un)s est Pimage
de (M), par la transformation conforme). Ainsi les propriétés géométriques
des systemes d’exponentielles (& fréquence dans le demi plan supérieur) dans
L?(0,a) sont équivalentes aux propriétés géométriques des systémes de noyaux
reproduisants dans Keg, .

L’étude des propriétés géométriques des suites de noyaux reproduisants est
également motivée par les liens avec la théorie de linterpolation (voir par
exemple le théoréeme de Bari [40, Théoréme 10.21]).

En dehors des suites de noyaux reproduisants de H(b), 'étude des propriétés
géométriques d’autres suites naturelles dans H(b) n’a pas été vraiment effectuée.
Or dans le cas ou b est non extréme, il existe d’autres suites naturelles :

— Les suites de noyaux reproduisants (ky, ), de H?,
— Les suites de mondmes (2"),>1,
— Les suites du type (bkx, )n>1,

ou A = (>\n)n21 c D.

Nous proposons dans la suite de ce chapitre d’étudier ces trois cas. Pour
certains de ces exemples, nous allons voir que nous obtenons des caractérisations
completes de certaines propriétés géométriques.

4.1 Propriétés géométriques de la suite (k) ),
dans H(b).

Dans le cas ou b est un point non extréme de la boule unité fermée de H°,
rappelons que pour tout A € D, k) € H(b) (voir théoréme 1.15). D’autre part,
si A = (A\y)n>1 est une suite de points distincts de D, la suite (kx,)n>1 est
complete dans H? si et seulement si A n’est pas une suite de Blaschke et la suite
(kx, )n>1 est minimale dans H? si et seulement si A est une suite de Blaschke
(voir lemme 1.67). Nous allons généraliser ces deux propriétés dans H(b).

Théoréme 4.2. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*>
et soit A = (\p)n>1 une suite de points distincts de D. Alors

Z(l — [Au]) = 0o & Spang ) {kx,,n > 1} = H(b).

n>1

Démonstration. (=) Supposons que »_, (1 — [A]) = oo, et soit f € H(b) ©
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Span{ky,,n > 1}. Alors en utilisant le théoréme 1.15, pour tout n > 1, on a
0=</fkx >p

= ) + )

n) g+

D’ou pour tout n > 1,

ao‘n)f(/\n) + b()‘n)f+()‘n) =0

Mais comme af + bf" € H? et > n>1(1 = [An]) = +00 on en déduit que af +
bft =0 sur D ce qui est équivalent a af + bft = 0 sur T. En multipliant cette
égalité par b et en utilisant que |a|? + |b|> = 1 sur T on obtient

(4.1) a(bf —aft)=—f".

+
On déduit d'une part de (4.1) que ~— € L%(T) et comme a est extérieure, alors
a

~ € H? (voir [40, Corollaire 4.28]). D’autre part, la relation Ty f = Thf*
s%crit P (bf —af*t) =0, soit bf —aft € HZ. La relation (4.1) implique alors
que % € HZ. Ainsi % € H2N H? = {0}. Dot f+ =0 et donc f = 0 (par
exemple avec (4.1)).

(+) Supposons que Spang ) {kx, : n > 1} = H(b). Comme H(b) est inclus
contractivement dans H?2, il est facile de voir que

Spanga{ky, :n > 1} = closyz(H(b))

(voir [39, Lemme 16.1]). Or b étant non extréme, il découle du théoreme 1.6 que
closgz(H (b)) = H?. D’ou

Spangz{ky, :n>1} = H?.
Ainsi 32,5 (1 = [Ag]) = o0 O

Théoréme 4.3. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>
et soit A = (Ap)n>1 une suite de points distincts de D. Alors

Z(l — |An]) = 00 < (ky, )n>1 nest pas minimale dans H(D).
n>1

Démonstration. (=) Supposons que y_ -, (1 — |A\,]) = o0, il découle du théo-

réme 4.2 que Span{k,, : n > 2} = H(b). En particulier, ky, € Span{k,, : n >
2} ce qui montre que (kx, )n>1 n'est pas minimale.

() Supposons que >, (1 —[Ay]) < oo alors d’apreés le lemme 1.67, la suite
(kx, )n est minimale dans H?. Ainsi

Vn > 1, distg=(k», , Span{ky,,i # n}) > 0.
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Or pour f € \{kx;i # n}, f = Y icraiky, ou I C N\ {n}, [I|] < oo et
a; €C,iel,ona

I[kx, — ZaikAi b > ||ka, — Zaik&

icl el

2.

D’ou
(4.2)  disty ) (kx,,Span{ky,,i # n}) > distg=2(kx, , Span{ky,,i # n}) > 0.

Par conséquent, la suite (ky, ),>1 est minimale.
O

Corollaire 4.4. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H®

et soit A = (Ap)n>1 une suite de D. Alors la suite (kx, )n>1 n'est pas une base
de Schauder de H(b).

Démonstration. D’apres le théoreme 1.65, une base de Schauder est nécessaire-
ment une suite minimale et complete. Il suit des théoremes 4.2 et 4.3 que ces
deux propriétés sont incompatibles pour la suite (ky,)n>1 dans H(b). O

Corollaire 4.5. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H°
kx,
[Ex, |l

et soit A = (An)n>1 une suite de D. Alors la suite ( ) n’est pas une
n>1

base de Riesz dans H(b).

k
Démonstration. D’apres le théoreme précédent, la suite ( Iz )‘”H ) n’est pas
Anllb/ p>1

une base de Schauder de #H(b) alors en particulier n’est pas une base de Riesz
de H(b). O

Remarquons que plusieurs questions naturelles restent ouvertes concernant
les suites (ky, )n>1 dans H(b).

Question 4.6. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>® et
soit A = (An)n>1 une suite de points distincts de D. Supposons que Zn21(1 —
|An]) < o0

(i) Peut-on décrire
Spangpy{kr, 1 n > 1}7

(#3) Peut-on caractériser la propriété d’uniforme minimalité de (ky,)n>1 dans
H(b)?

(#43) Peut-on caractériser la propriété de suite de Riesz de (kx, )n>1 dans H(b)?

Remarque 4.7. Supposons que iI;fl\a(/\n)| > 0. Rappelons alors que d’apres le
n_

, 1 b ?
k= WE (” a(An>|2>

et donc il existe un C' > 0 tel que pour tout n > 1, on a

théoréme 1.15 on a

[k,

1B, 13 < [1kx, I < C2llEx, 13-
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Il suit alors de (4.2) que

1I;f1 distyy(p) ( , Span{ky,,i # n}) > 11;f1 distg2 < , Span{ky,, i # n}> .

kx, kx,
Ter, Il Ter, 2’

Par conséquent, si de plus, A = (Ay)n>1 est une suite de Carleson alors il
découle du lemme 1.68 que
ky
inf dist S k
"2 “Hz(um pant *“”“”)

et donc (ky, )n>1 est uniformément minimale dans H(b). Est-ce-que la condition
de Carleson est aussi nécessaire ¢

4.2 Propriétés géométriques de la suite (bk) ),

Dans le cas ou b est un point non extréme de la boule unité fermée de
H® rappelons que pour tout A € D, bky € H(b) (voir théoréme 1.15). Nous
étudions dans cette section la complétude et la minimalité de la suite (bkx, )n>1
ou A = (Ay)n>1 CD.

Rappelons que dans le cas ol b est un point non extréme de la boule unité
fermée de H°, 'application

9 H(b) — H(a)
h +— AT,

est une isométrie partielle surjective de H(b) sur H(a) et ker = ker T; N H(b)
(voir théoréme 1.14). En particulier, si de plus b est une fonction extérieure,
ker Ty = {0} (voir théoréme 1.5) et alors ¥ est aussi injective et donc un isomor-
phisme de H(b) sur H(a).
Théoréme 4.8. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>
et soit A = (Ap)n>1 C D.

i) SiY 511 —|An]) <00 et si B= By est le produit de Blaschke associé d
A, alors
I(H(b) © Span{bky, :n >1}) = H(a) N BH.

(43) S0 °,51(1 = [An]) = oo, alors
Span{bky, :n > 1} =H(b) © Ky,,
ou b; est le facteur intérieur de b.

Démonstration. (i) Supposons que > (1 — [A,]) < oo. Soit f € H(b) &
Span{bky, : n > 1}. Alors f € H(b) et avec le théoréme 1.15, on obtient
que pour tout n > 1, on a

fT (M)
a(An)
D’ott pour tout n > 1, fT(\,) = 0 et donc f* € BH?. De plus le théoréme

1.14 implique que f+ € H(a), ce qui donne ¥(f) = f+ € BH? N H(a). Par
conséquent on en déduit que

Y(H(b) © Span{bky, :n > 1}) C H(a) N BH?.

0 =< f,bky, >p=
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Pour Dinclusion réciproque, remarquons que si g € H(a) N BH? alors g =
Bh, h € H? et comme 9 est surjective de H(b) sur H(a), il existe f € H(b)
tel que ¥(f) = f* = g. En utilisant une nouvelle fois le théoréme 1.15, on voit
que pour tout n > 1, on a

Ow) _ BOWROW _
( |

A
bk =
< f7 An >p )\n) Cl(/\n)
Ainsi f € H(b) © Span{bky, : n > 1}, ce qui montre que

fr An) _ 9
a(\p) a

H(a) N BH? C 9(H(b) © Span{bky, : n > 1}).

(1) Supposons que Y, (1 —|A,|) = co. On notera b = b;b. la décomposition
de b en facteur intérieur b; et facteur extérieur b.. Rappelons alors d’apres le
corollaire 1.9 que H(b) = K, & b;H(b.). Remarquons alors que b, est un point
non extréme de la boule unité fermée de H> (car log(1 — |b.|) = log(1 — |b]) €
LY(T)) et donc pour tout n > 1, on a

bk, = bibcky, € b;H(be).
Comme b;H(b.) est un sous espace fermé de H(b), on en déduit que
(4.3) Span{bky, : n > 1} C b;H(b.) = H(b) © Kp,.
Pour l'inclusion réciproque, notons que
H(b) © Ky, C Span{bky, : n > 1}

est équivalent a
H(b) S Span{bk,\n n > 1} C Ky,.
Soit f € H(b) © Span{bky, : n > 1}. En utilisant une nouvelle fois le théoréme
1.15, on obtient que, pour tout n > 1,
(M)
a(Ay)
D’ot, pour tout n > 1, f*(A,) = 0. Comme 3° - (1~ [A,|) = 00, on en déduit
que f* = 0. On obtient alors

0=< f, bk‘)\n >p=

Tyf = Taf* =0,
soit f € ker Ty = K, (par le théoréme 1.5). Ainsi
H(b) © Span{bky, : n > 1} C Ky,,
ce qui acheve la preuve du théoréme. O

Remarque 4.9. Notons que linclusion (4.3) est toujours vraie (que (Ap)n>1
soit une suite de Blaschke ou non).

Corollaire 4.10. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H®
et soit A = (A\,)n>1 C D. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) La suite (bkx, )n>1 est compléte dans H(b).
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(1) > ,s1(1—=[Ay|) = 00 et b est extérieure.

Démonstration. Supposons d’abord que > (1 — [\,|) < oo et montrons que
la suite (bky, )n>1 n'est pas compléte dans H(b). D’aprés le théoréme 4.8 on a

(4.4) I(H(b) © Span{bky, : n > 1}) = H(a) N BH?,

ou B = B, est le produit de Blaschke associé a A. Remarquons alors que
H(a)NBH? # {0}. En effet, si f = b.B ol b, est le facteur extérieur de b, alors
f # 0 et comme

be|? + |af®* = |b]* + |a]* = 1 p.p.sur T,
le théoréme 1.12 implique que M (b.) = b, H? C H(a), par suite
f € BH*>N M(b.) C BH?> NH(a).

On déduit alors de (4.4) que nécessairement H(b) © Span{bky, : n > 1} # {0}
et donc (bky, )n>1 n'est pas compléte.

Supposons maintenant que » (1 — [\,|) = oo. En appliquant une nouvelle
fois le théoréme précédent, on a

Span{bky, :n > 1} = H(b) © Ky,,

ou b; est le facteur intérieur de b. On en déduit donc que (bky, )n>1 est compléte
si et seulement si Kp, = {0}, ce qui équivaut au fait que b; soit constant ou
encore que b soit extérieure. O

Remarque 4.11. Si b est une fonction extérieure alors on a vu que U est
un isomorphisme de H(b) sur H(a). De plus si A = (\p)n>1 est une suite de
Blaschke alors {bky, : m > 1} n’est pas compléte et le théoréme 4.8 permet
d’affirmer que

H(b) © Span{bky, :n > 1} =9 (H(a) N BH?).
Nous avons également obtenu une caractérisation compléte de la minimalité.

Théoréme 4.12. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H>
et soit A = (\,)n>1 une suite de points distincts de D. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) La suite (bky, )n>1 est minimale dans H(b).

(1) 2ons1 (I = [Anl) < oo
Démonstration. (i) = (ii) : Supposons que la suite (bky,)p>1 soit minimale
dans H(b). En particulier, il existe fi € H(b) telle que < f1,bkx, >p=p1, n >
1. Or le théoréeme 1.15 implique que pour tout n > 1, on a

(A
< f1,bky, >p= f; (An)

(An)

Dot fiF(A\1) # 0 et f;F(\y) = 0, n > 2. Comme f;" € H?, on en déduit que
nécessairement A = (\,)p>1 est une suite de Blaschke.
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(#4) = (i) : Supposons que la suite A = (\,)n>1 soit une suite de Blaschke et
soit B le produit de Blaschke associé. Pour n > 1, considérons

(L=l

= B
dn be(An)Bn()\n)abe nkA

B
ba,
gn € M(b.) alors le théoréme 1.12 implique que M(b.) C H(a). D’otr g,, € H(a).
En particulier, il existe h, € H(b) © kerd tel que g, = ¥(h,) = h} (car J est

surjective de H(b) sur H(a)). En appliquant une nouvelle fois le théoréme 1.15,
pour tout p > 1, on a

ou B, = =11, “n b, et b, est le facteur extérieur de b. Remarquons que

On en déduit que (hy,)n>1 est une suite biorthogonale & (bky, )n>1 et donc que
(bkx, )n>1 est minimale. O

En utilisant le calcul d’une biorthogonale & (bky,, )n>1 effectué dans la preuve
du théoreme 4.12, on peut donner une condition suffisante pour avoir I’uniforme
minimalité.

Théoréme 4.13. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*>
et soit A = (A\)n>1 une suite de Blaschke de points distincts de D. Supposons
que

(45) inf (|a(/\n) |b6(;‘n)| |Bn()\n)|2> > 0.

n>1 1 —la(A,))?

Alors (bky, )n>1 est uniformément minimale dans H(b).

Démonstration. D’apres la preuve du théoréeme 4.12, on sait que (bkx, )n>1 €st
minimale dans H(b) et qu'une biorthogonale (hy,),>1 vérifie h,, € H(b) © ker ¢
et

(1= Aal?)

o = 0hn) = 5 S B o)

abe Bk, -
D’apres le lemme 1.63, il reste a vérifier que sous I'hypothese (4.5), alors

sup || hn|[o][bEx, [|p < 0o
n>1

Or le théoreme 1.15 implique que

1- |a()‘n)|2

bky |12 = .
Bkx. 1 = P = )
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De plus, comme ¢ est une isométrie partielle de H(b) sur H(a) et que h, €
H(b) © ker ¥, on a

nllo = 1[0(hn)lla
= ||hy lla
1-— |)‘n|2

- abe Buk, ||a-
o O 1B O 26 B |

Remarquons alors ab. B, ky, € M(b.) et que M(b.) est contenu contractivement
dans H(a) (voir théoréme 1.12). En particulier on a

||abe Brkx, ||la < HbeaBnkAnHM(be)

= HaBnk/\nHQ
< Ilkr,

2.
Ainsi on en déduit que

(1= [Anf)? 1
[be(An)2[Bn(An)[? 1 = [An[?

(1= [Anf?)
[be(An) I?[ Bn(An)[?*

1ally <

D’ou
1—la(A)?
(An)[21be(An) 1P| Bn (An) >

[hn I3]0, |17 < @
L’hypothése (4.5) implique alors que

sup ||| [s] bR, [ < o0
n>1

et d’apres le lemme 1.63, on en déduit que (bky,, )n>1 est uniformément minimale
dans H(b). O

Remarque 4.14. Notons que Uhypothése (4.5) implique en particulier la condi-
tion de Carleson. En effet, comme |a|? + |be|?> = 1 presque partout sur T, le
principe du mazimum pour les fonctions harmoniques implique que pour tout
z €D,

la(2)[* + 1be(2)]* < 1.

Ainsi pour tout n > 1, on a

a2 lbe () ?
- ="

et donc (4.5) implique que

inf |Ba(An)] > 0,

qui est la condition de Carleson.
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-1
Exemple 11. Soit b(z) = ZT Alors il est bien connu et facile de vérifier que

. 142 : . -
a est alors donné par a(z) = ——. La fonction b est une fonction extérieure et

un point non extréme de la boule unité fermée de H*°. Considérons alors par

exemple
1
Mm=1—=—]i, n>1
( 2”)2 "=

L n>1 ona

Comme [A,| =1 — 5,

I P
lim — el Ly
nhe T- A 2 °

On sait alors que (A, ),>1 vérifie la condition de Carleson (voir [67]). De plus,
comme \, — i, n — 00, on voit aisément que la condition (4.5) est satisfaite et
donc (bky, )n>1 est uniformément minimale.

Corollaire 4.15. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H°

et soit A = (Ap)n>1 une suite de D. Alors (bky,)n>1 n'est pas une base de
Schauder de H(b).

Démonstration. 1l suffit de remarquer d’aprés le corollaire 4.10 que si (bkx, )n>1
est complete dans H(b), alors A = (\,)p>1 D'est pas une suite de Blaschke.
Mais il suit alors du théoréme 4.12 que (bky,)n>1 n’est pas minimale. Ainsi la
suite (bk,)n>1 n’est jamais une base de Schauder de H(b) (car une telle base
est en particulier minimale et compléte). On en déduit alors immédiatement le
résultat suivant. O

Corollaire 4.16. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H®

bk
et A = (\n)n>1 une suite de D. Alors la suite <A> n’est pas une base
= bk, l6 ) 1

de Riesz de H(b).

En utilisant le lien entre H(a) et H(b) via I'application 1, nous allons obtenir
by,

un critére pour que
|16k, [[o

) soit une suite de Riesz.
n>1

Théoréme 4.17. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*>,
s0it (Ap)n>1 une suite de Blaschke de points distincts de D et soit B le produit
de Blaschke associé. Supposons que

sup |a(Ap)] < 1.
n>1

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

k
(4) (b)‘”) est une suite de Riesz dans H(D).
ku)\n ||b n>1

1RSIl

(i3) () € (C) et dist(Ba, H®) < 1.

k(l
(i) ( A ) est une suite de Riesz dans H(a).
>1
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Démonstration. Les deux dernieres assertions sont équivalentes d’apres le théo-
reme 4.1.
Concernant les deux premieres équivalences on rappelle que I'application

9 H() — H(a)
foo=

est une isométrie partielle surjective et son noyau est ker ¥ = ker T;NH (b). Ainsi
Papplication }

v: (kerd)t —  H(a)
f S A
qui est la restriction de ¢ a ker(ﬁ)L est un isomorphisme. Remarquons que,

pour tout A dans D, I'’élément bky est dans (kerd)*. En effet, pour tout A\ € D
et pour tout g € ker?J, on a

ce qui implique que

J ( bk, ) _ la(w)l KR,
[[bkx,, [ a(\,) 1S Ila

n

La propriété de suite de Riesz étant invariante par isomorphisme, on en déduit
que

[0k, [

(bkx, )T
< (H(bmmna

(M)‘") est une suite de Riesz dans H(b)
n>1

) est une suite de Riesz dans H(a)
n>1

ka
&= <|k‘;\|| ) est une suite de Riesz dans H(a).
Aolla ) o

4.3 Propriétés géométriques de la suite (2"),

Dans le cas ou b est un point non extréme de la boule unité fermée de H*,
rappelons que les polynomes sont denses dans H(b) (voir remarque 1.17 ou [73,
Corollaire 1]). Autrement dit, la suite (2™),>1 est complete dans H(b). Dans
cette section, nous nous intéressons a la minimalité, I'uniforme minimalité et la
propriété de base de Riesz de la suite (2™),>1 dans H(b).
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Théoréme 4.18 (Corollaire 1, [73]). Soit b un point non extréme de la boule
unité fermée de H*°. Alors la suite (2™)n>0 est compléte dans H(b).

Théoréme 4.19. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*.
Alors la suite (2™)p>0 est minimale dans H(b).

Démonstration. Soit f € \/{zF;k # n}. Alors f = >, arz® o I C N\
{n}, I| <ooeta,e€C, kel On aalors

12" = fIls = 112" = Y awz®|l;

kel
> |le" =) arzt|f3
kel
> 1+ Japl* > 1.
kel

Ainsi, pour tout n > 0, on en déduit que
dist(2", Span{z"; k #n}) > 1> 0,
ce qui implique que pour tout n > 0,
2" ¢ Span{z"; k # n}.
Par conséquent, la suite (2"),>0 est minimale dans H(b). O

Le résultat suivant donne une condition suffisante sur a et b pour que la suite
(2™ )n>1 soit uniformément minimale.

Théoréme 4.20. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*®,

b
et supposons que — € H2. Alors la suite (2"),>0 est uniformément minimale
a >

dans H().

Démonstration. Soit f € \/[{zF;k # n}. Alors f = >, ;arz® o I C N\
{n}, I| <ooeta,eC, kel On aalors

2

2
ik 2" b
Hn N, = e
Z"lle b S L b
1 2
> i |27 = D anll" b2
27113 kel
2
TS
12|13 ~ lzI;

b
D’aprés le théoréme 1.36, comme — € H?, on a
a

C = sup||2"||? < occ.
n>0
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D’ou pour toute f € \/{z*;k # n}, on a

2

1
Zia
y C

Zﬂ
A |
H [12"{]6
ce qui implique que

z" 1
inf dist [ ——, Span{z*; k £ n ) > —=>0.
i it (o Soantetk £ ) =

Ainsi la suite (2™),>0 est uniformément minimale dans H(b). O

Exemple 12. Soit a €]0, 3[. La fonction ¢ (z) = (1 — 2)™ est une fonction
extérieure qui est dans H?. En particulier, elle est dans la classe de Smirnov
N7 et comme on I'a rappelé A la section 1.4, il existe une unique paire pytha-
ba(2)
aa(z)

(2™)n>1 est uniformément minimale dans H (b, ).

goricienne (aq,by) telle que ¢q(2) = . D’aprés le théoréme 4.20, la suite

b
Toujours sous ’hypothése — € H?, nous donnons une caractérisation pour
a

que la suite normalisée des mondmes forme une base de Riesz de H(b).

Théoréme 4.21. Soit b un point non extréme de la boule unité fermée de H*

et supposons que — € H?. Les assertions suivantes sont équivalentes.
a

n

(i) La suite (

[127{o

(i) [1blloe < 1.
Démonstration. (ii) = (i) : Si ||b]lse < 1, alors Popérateur (I — TyT};)? est
un opérateur inversible sur H? et donc H(b) = H? (voir corollaire 1.7) avec

une norme équivalente. Or (2"),>0 est une base orthonormale de H? et donc

<|Z||> sera une base de Riesz de H(b). En effet, on a
2o/ >0

) est une base de Riesz de H(b).
n>0

2 2
n

> an
A
"z

(
v
Q
3
~
3|
=

n>0 n>0 9
= n
21
=D lanl’
n>0

n

(i) = (i1) : Supposons que la suite ( ) soit une base de Riesz de
n>0

12" lo
H(b) et soit f € H?. Montrons que f € H(b). Comme f € H?, on peut écrire
f = Y an2" avec (an)n>o0 C ¢?. Posons Sy = Zgzo a,z"™ et montrons que
n>0

(Sn)n est une suite de Cauchy dans H(b). Remarquons que Sy, en tant que



158 Chapitre 4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DANS H(b)

polynéme, est dans H(b) (car b est un point non extréme de la boule unité
fermée de H*°). De plus, on a, pour N > M

N
E anz"

n=M+1
N

> lanlPllz"I3,

n=M+1

2

I1Sn — Swml|2

b

X

" b
car _c est une base de Riesz de #(b). De plus, comme — € H?, on a
[|z"]]
z b n>0 a

sup ||2"||p < 0o (voir théoréme 1.36).
n>0

D’ou
N

1Sy = Sulls S ) lanl®.
n=M+1

Comme (ay,)n>0 € £2, on en déduit que ||[Sy — Sy — 0, M, N — oco.
Ainsi (Sy)n est de Cauchy dans H(b) et converge donc vers un élément g €
H(b). En particulier, comme

IS8 = gll2 < [ISn = glls,

on en déduit que Sy — g, N — oo dans H2. Mais Sy est la somme partielle

de Taylor de f € H?. Ainsi Sy — f, N — oo dans H?. Par unicité de la limite,

on en déduit que f = g et donc en particulier f € H(b). Finalement, on a montré

que H(b) = H? et le corollaire 1.7 permet d’en déduire que ||b||o < 1. O
b

Remarque 4.22. L’hypothése ||b||o < 1 implique bien sir que — € H?. En
a

effet, comme |a|? + |b|> = 1 presque partout sur T, on a

jal* =1 — b > 1 — ||b][%,
1 .. b 5
et donc — € H*®. Ainsi — € H>* C H”.
a a
. . . . b 2
Pour finir ce chapitre, examinons un exemple dans le cas o — ¢ H?=.
a

1 1-—- "
e et a(z) = 272 La suite (1) n’est
2 11216/ n>0

Exemple 13. Soit b(z) =

pas une base de Riesz dans H(b).

Démonstration. Remarquons que, pour z € D, on a
b(z) 1+z 2

= = —1
a(z) 1—2z 1-—z

o0 o0

n n

=2 E Zt—1= E cn2',
n=0 n=0
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ou cg =1et pour n>1, ¢, = 2. Le lemme 1.35 implique alors que

n
(Zn)Jr = Z Cn—m?™
m=0

En particulier, pour n > £, on a
n—1 -1
S COMCOAESE <2 D2y “l>
m=0 j=0

¢ -1
= 2<Z zm,2sz +z€>
m=0 §=0

= 2(1 +20)
— 2440

2

2

De plus, pour n > 0, on a
1G"FI5 =1+ 4n,
ce qui implique que

127112 = ||z + [|(z™) T ||2 = 2 + 4n.

Notons I' = (I';, ¢)n,e>0 la matrice de Gram associée & la suite <|n||> .
B 276/ n>0

Pour n > ¢, les calculs précédents montrent que

2" 2t
Fn,l:< n P 7 >
12" s " 1125116 /

1
= ——— < ("), ()7 >
|
B 2440
2+ A2 4l
- V2+ 44
V2 +4n’
En particulier, on a
e} n—1 n—1 2_"_4[
1—\” 2 > Fn 2 _
POINES SN g
=0 =0 =0
1 n—1
= 2+ 440
2+ 4n Z( +40)
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n

D’apres le corollaire 1.66, si (|||
2™y

oo
supz ITp.e)? < 00
n20y"g

et donc on obtiendrait que

n2 <
su 00,
s\ T+ 2n

n

ce qui est absurde. Ainsi (

~ ) n’est pas une base de Riesz.
HZ ||b n>0

) est une suite de Riesz de H(b) alors
n>0



Bibliographie

1]

P. R. Ahern and D. N. Clark. On functions orthogonal to invariant sub-
spaces. Acta Math., 124 :191-204, 1970.

Rim Alhajj. Compactness and hypercyclicity of co-analytic Toeplitz ope-
rators on de Branges—Rovnyak spaces. Concr. Oper., 7(1) :55-68, 2020.

Stefan Banach. Théorie des opérations linéaires. Editions Jacques Gabay,
Sceaux, 1993. Reprint of the 1932 original.

Anton Baranov, Roman Bessonov, and Vladimir Kapustin. Symbols of
truncated Toeplitz operators. J. Funct. Anal., 261(12) :3437-3456, 2011.

Anton Baranov, Isabelle Chalendar, Emmanuel Fricain, Javad Mashreghi,
and Dan Timotin. Bounded symbols and reproducing kernel thesis for
truncated Toeplitz operators. J. Funct. Anal., 259(10) :2673-2701, 2010.

Anton Baranov and Andrei Lishanskii. Hypercyclic Toeplitz operators.
Results Math., 70(3-4) :337-347, 2016.

N. K. Bari. Biorthogonal systems and bases in Hilbert space. Moskov. Gos.
Univ. Ucenye Zapiski Matematika, 148(4) :69-107, 1951.

Frédéric Bayart and Sophie Grivaux. Hypercyclicity and unimodular point
spectrum. J. Funct. Anal., 226(2) :281-300, 2005.

Frédéric Bayart and Etienne Matheron. Dynamics of linear operators,
volume 179 of Cambridge Tracts in Mathematics. Cambridge University
Press, Cambridge, 2009.

Juan Pablo Bes. Three problems on hypercyclic operators. ProQuest LLC,
Ann Arbor, MI, 1998. Thesis (Ph.D.)-Kent State University.

R. V. Bessonov. Fredholmness and compactness of truncated Toeplitz and
Hankel operators. Integral Equations Operator Theory, 82(4) :451-467,
2015.

Arne Beurling. On two problems concerning linear transformations in Hil-
bert space. Acta Math., 81 :239-255, 1948.

Alain Blandigneéres, Emmanuel Fricain, Frédéric Gaunard, Andreas Hart-
mann, and William T. Ross. Direct and reverse Carleson measures for ()
spaces. Indiana Univ. Math. J., 64(4) :1027-1057, 2015.

Haim Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential
equations. Universitext. Springer, New York, 2011.

Arlen Brown and P. R. Halmos. Algebraic properties of Toeplitz operators.
J. Reine Angew. Math., 213 :89-102, 1963/1964.

161



162

[16]

[17]

[18]

[22]

23]

Chapitre 4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DANS H(b)

M. Cristina Camara and Jonathan R. Partington. Asymmetric truncated

Toeplitz operators and Toeplitz operators with matrix symbol. J. Operator
Theory, 77(2) :455-479, 2017.

Lennart Carleson. Interpolations by bounded analytic functions and the
corona problem. Ann. of Math. (2), 76 :547-559, 1962.

G. R. Chacon, E. Fricain, and M. Shabankhah. Carleson measures and re-
producing kernel thesis in Dirichlet-type spaces. Algebra i Analiz, 24(6) :1-
20, 2012.

Nicolas Chevrot, Emmanuel Fricain, and Dan Timotin. On certain Riesz
families in vector-valued de Branges-Rovnyak spaces. J. Math. Anal. Appl.,
355(1) :110-125, 2009.

Nicolas Chevrot, Dominique Guillot, and Thomas Ransford. De Branges-
Rovnyak spaces and Dirichlet spaces. J. Funct. Anal., 259(9) :2366—2383,
2010.

Joseph A. Cima, Stephan Ramon Garcia, William T. Ross, and Warren R.
Wogen. Truncated Toeplitz operators : spatial isomorphism, unitary equi-
valence, and similarity. Indiana Univ. Math. J., 59(2) :595-620, 2010.

Joseph A. Cima, William T. Ross, and Warren R. Wogen. Truncated Toe-
plitz operators on finite dimensional spaces. Oper. Matrices, 2(3) :357-369,
2008.

M. D. Contreras and A. G. Hernandez-Diaz. Weighted composition ope-
rators in weighted Banach spaces of analytic functions. J. Austral. Math.
Soc. Ser. A, 69(1) :41-60, 2000.

Manuel D. Contreras and Alfredo G. Herndndez-Diaz. Weighted compo-
sition operators on Hardy spaces. J. Math. Anal. Appl., 263(1) :224-233,
2001.

Manuel D. Contreras and Alfredo G. Herndndez-Diaz. Weighted composi-
tion operators between different Hardy spaces. Integral Equations Operator
Theory, 46(2) :165-188, 2003.

John B. Conway. A course in functional analysis, volume 96 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1985.

Constantin Costara and Thomas Ransford. Which de Branges-Rovnyak
spaces are Dirichlet spaces (and vice versa) ? J. Funct. Anal., 265(12) :3204—
3218, 2013.

Carl C. Cowen and Barbara D. MacCluer. Composition operators on spaces
of analytic functions. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press, Boca
Raton, FL, 1995.

Louis de Branges and James Rovnyak. Canonical models in quantum scat-
tering theory. In Perturbation Theory and its Applications in Quantum Me-
chanics (Proc. Adv. Sem. Math. Res. Center, U.S. Army, Theoret. Chem.
Inst., Univ. of Wisconsin, Madison, Wis., 1965), pages 295-392. Wiley,
New York, 1966.

Louis de Branges and James Rovnyak. Square summable power series. Holt,
Rinehart and Winston, New York-Toronto, Ont.-London, 1966.

Karel de Leeuw and Walter Rudin. Extreme points and extremum problems
in Hy. Pacific J. Math., 8 :467-485, 1958.



4.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES 163

[32]

[46]

R. G. Douglas, H. S. Shapiro, and A. L. Shields. Cyclic vectors and invariant
subspaces for the backward shift operator. Ann. Inst. Fourier (Grenoble),
20(fasc. 1) :37-76, 1970.

Peter L. Duren. Theory of HP spaces. Pure and Applied Mathematics, Vol.
38. Academic Press, New York-London, 1970.

Omar El-Fallah, Emmanuel Fricain, Karim Kellay, Javad Mashreghi, and
Thomas Ransford. Constructive approximation in de Branges-Rovnyak
spaces. Constr. Approz., 44(2) :269-281, 2016.

E. Fricain. Bases of reproducing kernels in de Branges spaces. J. Funct.
Anal., 226(2) :373-405, 2005.

Emmanuel Fricain, Andreas Hartmann, and William T. Ross. Concrete
examples of H(b) spaces. Comput. Methods Funct. Theory, 16(2) :287-306,
2016.

Emmanuel Fricain, Andreas Hartmann, and William T. Ross. Multipliers
between range spaces of co-analytic Toeplitz operators. Acta Sci. Math.
(Szeged), 85(1-2) :215-230, 2019.

Emmanuel Fricain, Muath Karaki, and Javad Mashreghi. Composition
operators on de Branges—Rovnyak spaces. Results Math., 74(1) :Paper No.
61, 18, 2019.

Emmanuel Fricain and Javad Mashreghi. The theory of H(b) spaces. Vol. 2,
volume 21 of New Mathematical Monographs. Cambridge University Press,
Cambridge, 2016.

Emmanuel Fricain and Javad Mashreghi. The theory of H (b) spaces. Vol. 1,
volume 20 of New Mathematical Monographs. Cambridge University Press,
Cambridge, 2016.

Emmanuel Fricain, Javad Mashreghi, and Daniel Seco. Cyclicity in non-
extreme de Branges—Rovnyak spaces. In Invariant subspaces of the shift
operator, volume 638 of Contemp. Math., pages 131-136. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2015.

Otto Frostman. Sur les produits de Blaschke. Kungl. Fysiografiska Sdlls-
kapets i Lund Férhandlingar [Proc. Roy. Physiog. Soc. Lund], 12(15) :169—
182, 1942.

E. A. Gallardo-Gutiérrez, R. Kumar, and J. R. Partington. Boundedness,
compactness and Schatten-class membership of weighted composition ope-
rators. Integral Equations Operator Theory, 67(4) :467-479, 2010.

Stephan Ramon Garcia and William T. Ross. A non-linear extremal pro-
blem on the Hardy space. Comput. Methods Funct. Theory, 9(2) :485-524,
2009.

Stephan Ramon Garcia and William T. Ross. The norm of a truncated
Toeplitz operator. In Hilbert spaces of analytic functions, volume 51 of
CRM Proc. Lecture Notes, pages 59—64. Amer. Math. Soc., Providence, RI,
2010.

Stephan Ramon Garcia and William T. Ross. Model spaces : a survey. In
Invariant subspaces of the shift operator, volume 638 of Contemp. Math.,
pages 197-245. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2015.



164

[47]

Chapitre 4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DANS H(b)

Stephan Ramon Garcia, William T. Ross, and Warren R. Wogen. C*-
algebras generated by truncated Toeplitz operators. In Concrete operators,
spectral theory, operators in harmonic analysis and approximation, volume
236 of Oper. Theory Adv. Appl., pages 181-192. Birkhduser /Springer, Basel,
2014.

John B. Garnett. Bounded analytic functions, volume 236 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer, New York, first edition, 2007.

Robert M. Gethner and Joel H. Shapiro. Universal vectors for operators on
spaces of holomorphic functions. Proc. Amer. Math. Soc., 100(2) :281-288,
1987.

Gilles Godefroy and Joel H. Shapiro. Operators with dense, invariant, cyclic
vector manifolds. J. Funct. Anal., 98(2) :229-269, 1991.

Sophie Grivaux. A new class of frequently hypercyclic operators. Indiana
Univ. Math. J., 60(4) :1177-1201, 2011.

Zen Harper. Applications of the discrete Weiss conjecture in operator
theory. Integral Equations Operator Theory, 54(1) :69-88, 2006.

S. V. Hruschev, N. K. Nikolskii, and B. S. Pavlov. Unconditional bases
of exponentials and of reproducing kernels. In Complex analysis and spec-
tral theory (Leningrad, 1979/1980), volume 864 of Lecture Notes in Math.,
pages 214-335. Springer, Berlin-New York, 1981.

Michael T. Jury. Reproducing kernels, de Branges-Rovnyak spaces, and
norms of weighted composition operators.  Proc. Amer. Math. Soc.,
135(11) :3669-3675, 2007.

Carol Kitai. INVARIANT CLOSED SETS FOR LINEAR OPERATORS.
ProQuest LLC, Ann Arbor, MI, 1982. Thesis (Ph.D.)—University of Toronto
(Canada).

B. A. Lotto and D. Sarason. Multiplicative structure of de Branges’s spaces.
Rev. Mat. Iberoamericana, 7(2) :183-220, 1991.

Yurii I. Lyubarskii and Eugenia Malinnikova. Composition operators on
model spaces. In Recent trends in analysis, volume 16 of Theta Ser. Adv.
Math., pages 149-157. Theta, Bucharest, 2013.

Barbara D. MacCluer. Compact composition operators on H?(By). Mi-
chigan Math. J., 32(2) :237-248, 1985.

Barbara D. MacCluer and Joel H. Shapiro. Angular derivatives and com-
pact composition operators on the Hardy and Bergman spaces. Canad. J.
Math., 38(4) :878-906, 1986.

Barbara D. MacCluer and Ruhan Zhao. Essential norms of weighted com-
position operators between Bloch-type spaces. Rocky Mountain J. Math.,
33(4) :1437-1458, 2003.

N. Makarov and A. Poltoratski. Beurling-Malliavin theory for Toeplitz
kernels. Invent. Math., 180(3) :443-480, 2010.

A. Markouchevitch. Sur les bases (au sens large) dans les espaces linéaires.
C. R. (Doklady) Acad. Sci. URSS (N.S.), 41 :227-229, 1943.

J. Mashreghi and M. Shabankhah. Composition of inner functions. Canad.
J. Math., 66(2) :387-399, 2014.



4.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES 165

[64]

[65]

[67]

Javad Mashreghi and Mahmood Shabankhah. Composition operators on
finite rank model subspaces. Glasg. Math. J., 55(1) :69-83, 2013.

Nikolai K. Nikolski. Operators, functions, and systems : an easy reading.
Vol. 1, volume 92 of Mathematical Surveys and Monographs. American
Mathematical Society, Providence, RI, 2002. Hardy, Hankel, and Toeplitz,
Translated from the French by Andreas Hartmann.

Nikolai K. Nikolski. Operators, functions, and systems : an easy reading.
Vol. 2, volume 93 of Mathematical Surveys and Monographs. American
Mathematical Society, Providence, RI, 2002. Model operators and sys-
tems, Translated from the French by Andreas Hartmann and revised by
the author.

N. K. Nikol’skii. Treatise on the shift operator, volume 273 of Grundlehren
der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathema-
tical Sciences]. Springer-Verlag, Berlin, 1986. Spectral function theory,
With an appendix by S. V. Hru § ¢ev [S. V. Khrushchév] and V. V. Peller,
Translated from the Russian by Jaak Peetre.

Shiiichi Ohno, Karel Stroethoff, and Ruhan Zhao. Weighted composi-
tion operators between Bloch-type spaces. Rocky Mountain J. Math.,
33(1) :191-215, 2003.

Shiiichi Ohno and Ruhan Zhao. Weighted composition operators on the
Bloch space. Bull. Austral. Math. Soc., 63(2) :177-185, 2001.

Walter Rudin. Real and complex analysis. McGraw-Hill Book Co., New
York-Diisseldorf-Johannesburg, second edition, 1974. McGraw-Hill Series
in Higher Mathematics.

Donald Sarason. A remark on the Volterra operator. J. Math. Anal. Appl.,
12 :244-246, 1965.

Donald Sarason. Generalized interpolation in H*°. Trans. Amer. Math.
Soc., 127 :179-203, 1967.

Donald Sarason. Doubly shift-invariant spaces in H2. .J. Operator Theory,
16(1) :75-97, 1986.

Donald Sarason. Angular derivatives via Hilbert space. Complex Variables
Theory Appl., 10(1) :1-10, 1988.

Donald Sarason. Nearly invariant subspaces of the backward shift. In
Contributions to operator theory and its applications (Mesa, AZ, 1987),
volume 35 of Oper. Theory Adv. Appl., pages 481-493. Birkhduser, Basel,
1988.

Donald Sarason. Exposed points in H!. I. In The Gohberg anniversary
collection, Vol. II (Calgary, AB, 1988), volume 41 of Oper. Theory Adwv.
Appl., pages 485-496. Birkhéuser, Basel, 1989.

Donald Sarason. Exposed points in H!. II. In Topics in operator theory :
Ernst D. Hellinger memorial volume, volume 48 of Oper. Theory Adv.
Appl., pages 333-347. Birkhéuser, Basel, 1990.

Donald Sarason. Sub-Hardy Hilbert spaces in the unit disk, volume 10 of
University of Arkansas Lecture Notes in the Mathematical Sciences. John
Wiley & Sons, Inc., New York, 1994. A Wiley-Interscience Publication.



166
[79]
[80]
[81]

[82]

[83]

Chapitre 4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DANS H(b)

Donald Sarason. Local Dirichlet spaces as de Branges-Rovnyak spaces.
Proc. Amer. Math. Soc., 125(7) :2133-2139, 1997.

Donald Sarason. Algebraic properties of truncated Toeplitz operators.
Oper. Matrices, 1(4) :491-526, 2007.

Donald Sarason. Unbounded Toeplitz operators. Integral Equations Ope-
rator Theory, 61(2) :281-298, 2008.

Donald Sarason and Jorge-Nuno O. Silva. Composition operators on a
local Dirichlet space. J. Anal. Math., 87 :433-450, 2002. Dedicated to the
memory of Thomas H. Wolff.

Julius Schauder. Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalrdumen.
Math. Z., 26(1) :47-65, 1927.

N. A. Sedlock. Algebras of truncated Toeplitz operators. Oper. Matrices,
5(2) :309-326, 2011.

Joel H. Shapiro. The essential norm of a composition operator. Ann. of
Math. (2), 125(2) :375-404, 1987.

Joel H. Shapiro. Composition operators and classical function theory. Uni-
versitext : Tracts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1993.

S. Shkarin. Orbits of coanalytic toeplitz operators and weak hypercyclicity.
Submitted on arXiv :1210.5191.

Stanislav Shkarin. Remarks on common hypercyclic vectors. J. Funct.
Anal., 258(1) :132-160, 2010.

E. Strouse, D. Timotin, and M. Zarrabi. Unitary equivalence to truncated
Toeplitz operators. Indiana Univ. Math. J., 61(2) :525-538, 2012.

Daniel Sudrez. Backward shift invariant spaces in H2. Indiana Univ. Math.
J., 46(2) :593-619, 1997.

Zeljko Cuckovié¢ and Ruhan Zhao. Weighted composition operators on the
Bergman space. J. London Math. Soc. (2), 70(2) :499-511, 2004.

Zeljko Cuckovi¢ and Ruhan Zhao. Weighted composition operators between
different weighted Bergman spaces and different Hardy spaces. Illinois J.
Math., 51(2) :479-498, 2007.

Mao-fa Wang and Pei-de Liu. Weighted composition operators between
Hardy spaces. Math. Appl. (Wuhan), 16(1) :130-135, 2003.

Warren R. Wogen. On some operators with cyclic vectors. Indiana Univ.
Math. J., 27(1) :163-171, 1978.



