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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude des opérateurs de Toeplitz et des opérateurs
de composition sur les espaces de de Branges-Rovnyak H(b), qui sont une classe
d’espaces de Hilbert de fonctions analytiques dans le disque unité ouvert D du
plan complexe, paramétrée par une fonction b dans la boule unité de H∞. Ces
espaces ont été introduits, dans les années 60, pour construire un modèle pour
les contractions sur un espace de Hilbert, mais on s’est aperçu depuis qu’ils
avaient un rôle important à jouer dans de nombreuses questions de théorie des
opérateurs et de théorie des fonctions d’une variable complexe.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés, d’une part, à l’étude des
opérateurs de Toeplitz Tϕ̄, où ϕ ∈ H∞, qui agissent de façon borné sur H(b).
Nous avons donné quelques estimations de la norme de ces opérateurs, puis nous
avons obtenu une caractérisation de la compacité. Nous avons également étudié
la dynamique de ces opérateurs, en donnant une caractérisation de l’hypercy-
clicité et en construisant un vecteur cyclique commun. Comme souvent dans
la théorie des espaces de de Branges-Rovnyak, ces propriétés vont dépendre du
fait que log(1− |b|) est intégrable ou non sur T. Nous avons ainsi généralisé un
certain nombre de résultats connus pour les opérateurs de Toeplitz standard
Tϕ définis sur H2 et les opérateurs de Toeplitz tronqué AΘ

ϕ définis sur l’espace
modèleKΘ = H(Θ) (correspondant au cas où b = Θ est une fonction intérieure).

D’autre part, nous nous sommes également intéressés à une autre classe
d’opérateurs naturels, à savoir les opérateurs de composition sur H(b). Dans
le cas, où la fonction b est une fonction rationnelle et telle que log(1 − |b|) est
intégrable sur T, nous avons caractérisé la bornitude et la compacité des opé-
rateurs de composition Cϕ sur H(b), en exploitant un lien intéressant avec les
opérateurs de composition à poids sur H2. Nous avons en particulier généralisé
plusieurs résultats obtenus précédemment par Sarason-Silva pour les opérateurs
de composition sur les espaces de Dirichlet locaux.

Mots clefs Espace de de Branges-Rovnyak, opérateur de Toeplitz, opérateur
de composition, bornitude, compacité, hypercyclicité.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of Toeplitz operators and composition ope-
rators on de Branges-Rovnyak spaces H(b), which are a class of Hilbert spaces
of analytic functions on the open unit disk D of the complex plane, parameteri-
zed by a function b in the unit ball of H∞. These spaces were introduced in the
1960s to construct a model for contractions on a Hilbert space but we have since
noticed that they had an important role to play in many questions of operator
theory and function theory of complex variable.

In this thesis, we were interested, on the one hand, in the study of Toeplitz
operators Tϕ̄, where ϕ ∈ H∞, which acts boundedly on H(b). We gave some
estimates of the norm of these operators. Then we obtained a characterization of
the compactness. We have also studied the dynamics of these operators, giving a
characterization of hypercyclicity and constructing a common cyclic vector. As
often in the theory of de Branges-Rovnyak spaces, these properties will depend
on whether log(1 − |b|) is integrable or not on T. We have thus generalized
a certain number of known results for standard Toeplitz operators Tϕ defined
on H2 and the truncated Toeplitz operators AΘ

ϕ defined on the model space
KΘ = H(Θ) (corresponding to the case where b = Θ is an inner function).

On the other hand, we were also interested in an another class of natural
operators, namely the composition operators on H(b). In the case where the
function b is a rational function and such that log(1 − |b|) is integrable on T,
we have characterized the boundedness and the compactness of the composi-
tion operators Cϕ on H(b), by exploiting an interesting link with the weighted
composition operator on H2. In particular, we have generalized several results
obtained previously by Sarason-Silva for composition operators on local Diri-
chlet spaces.

Keywords de Branges-Rovnyak space, Toeplitz operator, composition opera-
tor, boundedness, compactness, hypercyclicity.
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Introduction

Les espaces de de Branges–Rovnyak
Cette thèse est dédiée à l’étude des opérateurs de Toeplitz et des opérateurs

de composition définis sur l’espace de de Branges-Rovnyak. Ces espaces sont une
classe d’espaces de Hilbert contractivement inclus dans l’espace de Hardy H2

du disque unité ouvert D du plan complexe. Plus précisément, étant donné b une
fonction dans la boule unité fermée de H∞ (l’espace des fonctions analytiques
et bornées sur D, muni de la norme infinie), on vérifie que la formule

(0.1) kbλ(z) = 1− b(λ)b(z)
1− λz

, λ, z ∈ D,

définie un noyau positif et l’espace de de Branges–Rovnyak associé H(b) est
l’espace de Hilbert dont le noyau reproduisant est donné par kbλ. Ils ont été
introduits par L. de Branges et J. Rovnyak [29, 30] dans le cadre de la théorie
du modèle pour les contractions sur un espace de Hilbert, parallèlement à la
théorie de Sz.-Nagy–Foias. Si T est une contraction sur un espace de Hilbert
H (‖T‖ ≤ 1), vérifiant quelques hypothèses techniques en plus, alors il existe
une fonction b dans la boule unité fermée de H∞ telle que T est unitairement
équivalent à l’opérateur Xb sur H(b) où Xb est défini par

(Xbf)(z) = f(z)− f(0)
z

, f ∈ H(b).

Autrement dit, Xb est la restriction du backward shift S∗ sur H(b) et constitue
un modèle pour les contractions sur un espace de Hilbert. En plus de leur intérêt
en théorie du modèle, on s’est aperçu depuis les travaux de de Branges–Rovnyak
que les espaces H(b) avaient un rôle important à jouer dans de nombreuses ques-
tions de théorie des opérateurs et théorie des fonctions d’une variable complexe.
En particulier, D. Sarason a montré des liens intéressants avec la théorie des
points exposés de la boule unité deH1 [76, 77], l’étude des noyaux des opérateurs
de Toeplitz et les travaux de Hitt et Hayashi [75], le théorème de Carathéodory
[74],... Malgré les nombreux travaux sur ces espaces, de nombreuses questions
naturelles restent ouvertes.

La théorie générale des espacesH(b) se divise généralement en deux cas, selon
que b est un point extrême de la boule unité fermée deH∞ (ce qui est équivalent,
d’après un théorème de de Leeuw–Rudin [31], au fait que la fonction log(1 −
|b|) est non intégrable sur T) ou non extrême. La dichotomie b extrême/non
extrême apparaîtra également souvent dans cette thèse. Mentionnons deux cas

9



10 Introduction

particuliers extrêmement importants et d’un certain point de vue canoniques.
Le premier correspond au cas où b = 0. Dans ce cas, on voit que la formule (0.1)
donne le noyau reproduisant de H2, kλ(z) = (1 − λz)−1, et donc H(0) = H2.
D’un certain point de vue, ce cas particulier modélise le cas non-extrême dans le
sens où les propriétés de l’espace H(b) lorsque b est non-extrême sont similaires
aux propriétés de H2. D’un autre coté, lorsque b = Θ est une fonction intérieure
(c’est à dire que Θ est une fonction de H∞ dont les limites radiales sont de
module 1 presque partout sur T), alors on voit que la formule (0.1) donne le
noyau reproduisant du sous-espace fermé de H2 défini par

H(Θ) = KΘ = (ΘH2)⊥.

Via le théorème de Beurling, on retrouve tous les sous-espaces fermés de H2,
non triviaux invariants par S∗. Ce cas particulier modélise le cas extrême dans
le sens où les propriétés de l’espace H(b) lorsque b est extrême sont similaires
aux propriétés de KΘ.

Une approche pour étudier un espace de Hilbert de fonctions analytiques
qui s’est avérée très fructueuse est d’étudier les opérateurs qui agissent sur ces
espaces. La philosophie globale est qu’en étudiant les différences/similitudes de
comportement des opérateurs sur divers espaces, on peut mieux comprendre les
différences/similitudes entre ces espaces. Les deux classes d’opérateurs les plus
étudiées sur les espaces de fonctions analytiques sont les opérateurs de Toeplitz
(et leurs cousins les opérateurs de Hankel) et les opérateurs de composition, avec
en particulier les travaux fondateurs de Brown–Halmos [15] (pour les opérateurs
de Toeplitz) et de Shapiro [85, 86] (pour les opérateurs de composition).

Les opérateurs de Toeplitz
Dans la théorie des espaces de de Branges–Rovnyak, comme nous l’avons déjà

évoqué, l’un des opérateurs les plus important est l’opérateur Xb qui correspond
à la restriction de S∗ sur H(b). Plus généralement, lorsque ϕ est dans H∞,
l’opérateur de Toeplitz Tϕ̄ agit de façon borné sur H(b) et on notera Tϕ̄,b la
restriction de cet opérateur sur H(b). En particulier, Xb = Tz̄,b. Ces opérateurs
ont été introduits par Lotto-Sarason dans [56, Lemme 2.6], voir aussi [78, Section
II.7]. Dans le cas particulier où b = Θ est une fonction intérieure, cette classe
d’opérateurs Tϕ̄,Θ correspond à un cas particulier d’une autre classe d’opérateurs
récemment introduite par Sarason [80], la classe des opérateurs de Toeplitz
tronqués AΘ

ϕ sur les espaces modèles KΘ. Plus précisément, lorsque ϕ ∈ L2 =
L2(T), l’opérateur AΘ

ϕ est un opérateur (non borné en général) défini par

AΘ
ϕ (f) = PΘ(ϕf), f ∈ KΘ ∩H∞,

où PΘ est la projection orthogonal de L2 sur KΘ. Ces opérateurs ont reçu une
attention particulièrement vive ces dernières années [22, 21, 5, 84, 4, 89, 11, 16].
Lorsque ϕ ∈ H∞, on voit facilement que AΘ

ϕ est borné sur KΘ et son adjoint
est donné par (AΘ

ϕ )∗ = Tϕ̄,Θ. Malgré ces travaux, de nombreuses questions in-
téressantes sur les opérateurs Tϕ̄,b demeurent ouvertes et l’un des objectifs de
cette thèse est justement de mieux comprendre le comportement de cette classe
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d’opérateurs.

Lorsqu’on étudie un opérateur borné, la première question naturelle qui se
pose est le calcul de sa norme. Dans le cas des opérateurs de Toeplitz sur H2,
en se basant sur un résultat d’approximation pour les fonctions dans L2(T),
Brown et Halmos [15] ont démontré que pour toute fonction ϕ ∈ L∞(T), Tϕ est
borné sur H2 et ‖Tϕ‖ = ‖ϕ‖∞. De plus, Lotto-Sarason dans [56, Lemme 2.6]
ont montré que si ϕ ∈ H∞, alors ‖Tϕ̄,b‖ ≤ ‖ϕ‖∞. Dans le cas particulier où
b = Θ est une fonction intérieure (correspondant donc au cas des opérateurs de
Toeplitz tronqués), des estimations plus précises ont notamment été obtenues
par Sarason [72] et Garcia–Ross [44, 45]. En particulier, ils ont donné des condi-
tions suffisantes sur le symbole ϕ pour que ‖AΘ

ϕ‖ = ‖ϕ‖∞.

Dans un deuxième temps, lorsqu’on a étudié la bornitude et la norme d’un
opérateur, une propriété particulièrement importante est celle de la compacité.
En effet, la théorie spectrale des opérateurs compacts est globalement bien com-
prise et il est donc assez classique de se demander si l’opérateur qu’on étudie
est compact ou non. Il est facile de vérifier (et cela a été remarqué en premier
par Brown et Halmos) qu’il n’existe pas d’opérateur de Toeplitz compact Tϕ sur
H2, à part le cas trivial où ϕ = 0. D’un autre coté, la compacité des opérateurs
de Toeplitz tronqués AΘ

ϕ a été étudiée par Ahern et Clark [1] dans le cas où le
symbole ϕ est continue sur T. Ils ont obtenu une condition nécessaire et suffi-
sante basée sur l’image par ϕ du spectre de Θ intersecté avec le cercle unité.
Récemment, Garcia, Ross et Wogen [47] ont retrouvé ce résultat avec une autre
preuve. En particulier, on peut construire des opérateurs de Toeplitz tronqués
non triviaux qui sont compacts sur KΘ, et on voit donc que le cas des opéra-
teurs de Toeplitz tronqués est très différent de celui des opérateurs de Toeplitz
classiques. Les résultats de Ahern–Clark ont été étendu par Bessonov [11] dans
le cas de symbole ϕ dans H∞ + C(T).

Un autre aspect important en théorie des opérateurs est la dynamique de
l’opérateur T sur H. En effet, il est souvent utile de calculer les puissances
d’un opérateur et donc comprendre le comportement de ses orbites Orb(T, x) =
{Tnx : n ≥ 0}. La dynamique linéaire s’est fortement développée ces dernières
années, avec l’introduction de concepts de plus en plus sophistiqués pour étudier
le comportement des orbites. Nous renvoyons le lecteur à [9] pour un panorama
complet de cette théorie. Relativement à cette direction, nous nous intéresse-
rons, dans cette thèse, principalement à deux propriétés, la cyclicité (l’existence
d’une orbite qui engendre un sous-espace vectoriel dense) et l’hypercyclicité
(l’existence d’une orbite dense). Concernant la cyclicité (qui est un concept plus
ancien), deux résultats fondateurs et extrêmement féconds caractérisent com-
plètement les vecteurs cycliques pour le shift S = Tz et son adjoint S∗ = Tz̄
sur H2. Plus précisément, Beurling [12] a montré qu’une fonction f ∈ H2 est
un vecteur cyclique pour S si et seulement si f est une fonction extérieure. De
plus, Douglas-Shapiro-Shields [32] ont montré qu’une fonction f est un vecteur
cyclique pour S∗ si et seulement si f n’admet pas de prolongement à travers
T en une fonction méromorphe de type borné. Une caractérisation des vecteurs
cycliques pour Tϕ, ϕ ∈ L∞, semble très difficile. Néanmoins, dans le cas où
ϕ ∈ H∞, ϕ non constante, Wogen [94] a montré que Tϕ̄ est cyclique sur H2 et il
a construit un vecteur cyclique commun à tous ces opérateurs. Dans le cas gé-
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néral des opérateurs Tϕ̄,b sur H(b), le seul cas étudié a été jusqu’à présent le cas
de Xb correspondant au symbole ϕ(z) = z. Lorsque b est un point non-extrême
de la boule unité fermée de H∞, Fricain-Mashreghi-Seco [41] ont montré qu’une
fonction f ∈ H(b) est un vecteur cyclique de Xb si et seulement si f est un vec-
teur cyclique de S∗. Le cas où b est un point extrême de la boule unité fermée
de H∞ a été étudié par Fricain [35] et Suarez [90], sans que la caractérisation
(ni même l’existence) des vecteurs cycliques de Xb soit complètement résolue.

Concernant l’hypercyclicité, il est facile de voir qu’il n’existe pas d’opéra-
teurs de Toeplitz hypercycliques à symboles analytiques sur H2. En revanche
pour les symboles co-analytiques, Godefroy et Shapiro [50] ont obtenu un joli
critère qui permet de construire beaucoup d’opérateurs Tϕ̄, ϕ ∈ H∞, qui sont
hypercycliques sur H2. Curieusement, la question de symboles plus généraux
dans L∞ (non nécessairement analytique ou anti-analytique) est resté assez peu
étudiée, jusqu’à très récemment avec deux articles de Shkarin [87] et Baranov–
Lishanskii [6] qui ont étudié le cas où ϕ(z) = p(z̄) + ψ(z), avec p un polynôme
et ψ ∈ H∞. Des conditions nécessaires, et suffisantes, pour que Tϕ soit cyclique
sur H2 sont données. Elles font appel à la notion de fonctions univalentes. En
dépit de ces résultats intéressants, la question reste encore largement ouverte.

Dans cette thèse, nous donnons des résultats sur la norme, la compacité,
l’hypercyclicité et la cyclicité des opérateurs de Toeplitz Tϕ̄,b sur H(b) pour les
deux cas où b est extrême et non extrême. En particulier, nous obtenons plu-
sieurs généralisations de résultats cités ci-dessus correspondant aux opérateurs
de Toeplitz standard Tϕ sur H2 (cas b = 0) et tronqués AΘ

ϕ sur KΘ (cas b = Θ
une fonction intérieure).

Les opérateurs de composition

La deuxième classe d’opérateurs sur les espaces de de Branges–Rovnyak que
nous allons étudier dans cette thèse est celle des opérateurs de composition.
Rappelons que si Hol(D) désigne l’espace des fonctions analytiques sur D et si
ϕ est une fonction analytique sur D avec ϕ(D) ⊂ D, l’opérateur de composition
de symbole ϕ est défini sur Hol(D) par

Cϕ : Hol(D) → Hol(D)
f 7→ Cϕ(f) = f ◦ ϕ .

Maintenant si H est un espace de Hilbert de fonctions analytiques sur D, le pro-
blème général est d’étudier les propriétés de Cϕ sur H (bornitude, compacité,
propriétés spectrales,...), l’idée étant d’établir un dictionnaire entre les proprié-
tés de l’opérateur Cϕ sur H et les propriétés fonctionnelles de son symbole ϕ.

Les premiers résultats importants qui sont apparus dans cette direction sont
sur l’espace de Hardy H2, avec notamment les travaux fondateurs de J. Shapiro
[85, 86]. Tout d’abord, il est bien connu, d’après le principe de subordination
de Littlewood, que si ϕ : D −→ D est une fonction analytique, alors Cϕ est
toujours borné sur H2 (et plus généralement sur Hp, p ≥ 1). D’autre part,
Shapiro a caractérisé la compacité sur H2 en utilisant la fonction de comptage
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de Nevanlinna Nϕ définie par

Nϕ(w) :=
∑

ϕ(z)=w

− log |z|, w ∈ D.

Plus précisément, il a montré que Cϕ est compact sur H2 si et seulement si
Nϕ(w)
1−|w|2 → 0 si |w| → 1. Dans le cas où ϕ est univalente, ceci est équivalent au
fait que ϕ n’admet pas de dérivée angulaire au sens de Carathéodory. Il existe
une autre caractérisation qui fait intervenir la mesure image de ϕ définie par

µϕ(E) = m(ϕ−1(E) ∩ T),

pour tout borélien E ⊂ D, où m est la mesure de Lebesgue normalisée sur T.
Alors Cϕ est compact sur H2 si et seulement si la mesure µϕ est une mesure de
Carleson évanescente, c’est à dire que

lim
r→0

sup
ζ∈T

µϕ(S(ζ, r))
r

= 0,

où S(ζ, r) := {z ∈ D : |z − ζ| ≤ r}. A la suite de ces résultats, une large lit-
térature sur le sujet s’est développée avec l’étude de Cϕ sur divers espaces de
fonctions analytiques : Bergman, Dirichlet, Bloch, BMOA,... faisant tour à tour
intervenir soit la fonction de comptage de Nevanlinna (ou son analogue) soit la
notion de mesure de Carleson associée à ces divers espaces.

Si on s’intéresse aux opérateurs de composition Cϕ sur H(b), le premier
problème auquel on est confronté est qu’il est difficile de vérifier que, pour toute
fonction f ∈ H(b), on a f ◦ϕ ∈ H(b) car l’appartenance à H(b) n’est pas donné
par une simple condition intégrale, comme c’est le cas par exemple dans les
espaces de Hardy, Bergman ou Dirichlet. Ainsi, il apparait naturel d’étudier les
opérateurs Cϕ comme opérateurs de H(b) dans H2. Dans ce cas, comme H(b)
est inclus contractivement dans H2, il est facile de voir (avec le principe de
subordination de Littlewood) que Cϕ est toujours borné de H(b) dans H2. La
compacité de ces opérateurs a été étudiée par Lyubarskii–Malinnikova [57] dans
le cas où b = Θ est intérieure (et donc H(b) = KΘ) et par Fricain–Karaki–
Mashreghi [38] dans le cas général. Le fait de regarder l’opérateur Cϕ à valeurs
dans H2 permet d’utiliser les mêmes techniques que Shapiro et notamment
de faire intervenir la fonction de comptage de Nevanlinna. Plus précisément,
Lyubarskii–Malinnikova ont montré que Cϕ : KΘ −→ H2 est compact si et
seulement si

lim
|w|→1

Nϕ(w)1− |Θ(w)|2

1− |w|2 = 0.

Dans le cas général, Fricain–Karaki–Mashreghi ont montré que si pour un certain
γ ∈ (0, 1/3), on a

lim
|w|→1

Nϕ(w)
(

1− |b(w)|γ

1− |w|2

)2
= 0,

alors Cϕ : H(b) −→ H2 est compact. De plus, réciproquement si Cϕ : H(b) −→
H2 est compact, alors

lim
|w|→1

Nϕ(w)1− |b(w)|2

1− |w|2 = 0.
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Néanmoins, la caractérisation complète de la compacité de Cϕ : H(b) −→ H2

reste un problème ouvert.

L’étude de l’opérateur Cϕ de H(b) dans lui-même a été effectuée, dans le cas
où b = Θ est une fonction intérieure, par Mashreghi–Shabankhah [64]. Ils ont
montré que si B est un produit de Blaschke fini et ϕ est une fraction rationnelle,
si Cϕ est un opérateur borné sur KB = H(B) alors nécessairement ϕ est une
fonction linéaire. Dans [63], ils ont caractérisé les paires de fonctions intérieures
(ϕ,Θ) telles que Cϕ est borné de KΘ dans lui même. Dans cette caractérisation,
des restrictions fortes sont imposées sur Θ et ϕ. Il apparait donc assez rare que
Cϕ envoie KΘ dans lui-même. Dans cette thèse, nous allons voir que la situation
est assez différente dans le cas de H(b) avec b non extrême. Un cas particulier
(équivalent) apparait dans les travaux de Sarason–Silva [82] qui ont étudié les
opérateurs de composition sur l’espace de Dirichlet local D(δ1). En introduisant
une fonction de comptage adapté à l’espace, ils ont alors obtenu des caractéri-
sations de la bornitude et de la compacité de Cϕ : D(δ1) −→ D(δ1), similaires
à la caractérisation de la compacité sur H2 obtenue par Shapiro. Mentionnons
que l’espace de Dirichlet local D(δ1) coïncide avec un espace de de Branges–
Rovnyak particulier (voir section 1.6), et on peut donc traduire les résultats
de Sarason–Silva dans le cadre des espaces de de Branges–Rovnyak. Nous nous
sommes inspirés de ces résultats de Sarason–Silva pour les étendre dans un cadre
plus général, mais nous avons malgré tout adopté une approche différente basée
sur un lien intéressant entre les opérateurs Cϕ : H(b) −→ H(b) pour b rationnel
et non extrême et certains opérateurs de composition à poids sur H2. Comme
nous le verrons ce lien est fortement basé sur le fait que dans le cas où b est
rationnel et non extrême, nous avons une décomposition particulière de l’espace
H(b) (voir (0.2)) qui est extrêmement utile.

Rappelons que si ϕ et u sont deux fonctions analytiques sur D avec ϕ(D) ⊂ D,
alors l’opérateur de composition à poids Wu,ϕ est défini sur Hol(D) par

Wu,ϕ : Hol(D) → Hol(D)
f 7→ uCϕ(f) = u.(f ◦ ϕ) .

L’introduction de cet opérateur de multiplication par u induit en général un com-
portement assez différent pour Wu,ϕ par rapport à Cϕ. En particulier, contrai-
rement à Cϕ, l’opérateur Wu,ϕ n’est pas toujours borné sur H2. Ces opérateurs
apparaissent de manière naturelle dans différents contextes. Par exemple, de
Leeuw a montré que les isométries de l’espace de Hardy H1 sont des opérateurs
de composition pondérés et Forelli a obtenu le même résultat pour les espaces de
Hardy Hp lorsque 1 < p <∞, p 6= 2. Récemment, la bornitude et la compacité
des opérateurs de composition pondérés ont été étudiées sur divers espaces de
Banach classiques de fonctions analytiques sur D, tels que les espaces de Hardy,
Bergman et Bloch, voir par exemple [24, 25, 93, 91, 92, 69, 60]. En particulier,
Contreras et Hernández-Díaz [24] ont obtenu une caractérisation de la bornitude
et de la compacité de Wu,ϕ sur H2 en termes de mesure de Carleson. Ce critère
a été ensuite utilisé pour caractériser la bornitude des opérateurs de composi-
tion dans différents contextes (voir par exemple [58, 59]). En utilisant que le
plongement de Carleson (c’est à dire l’injection de H2 dans L2(µ)) vérifie le test
du noyau reproduisant (voir [48, p. 231] ou [65, p. 105]), Gallardo-Gutiérrez–
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Kumar–Partington [43] ont montré que Wu,ϕ est borné (respectivement com-

pact) sur H2 si et seulement si sup
|w|<1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (1− |w|2) 1

2u

1− w̄ϕ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

<∞ (respectivement

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (1− |w|2) 1

2u

1− w̄ϕ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

−→ 0, |w| → 1).

Mentionnons que ce résultat est aussi apparu dans [52] comme conséquence
d’une étude sur l’admissibilité des semi-groupes.

Plan détaillé de la thèse et résultats principaux
Le chapitre 1 contient des résultats préliminaires dont la plupart sont déjà

connus mais avec néanmoins quelques lemmes originaux qui seront utiles pour la
suite (notamment autour des multiplicateurs de l’espace H(b) lorsque b est une
fonction rationnelle et non extrême). En particulier, nous introduisons les diffé-
rents espaces et opérateurs avec lesquels nous allons travailler, en insistant sur
les propriétés les plus importantes. Nous commençons par les espaces de Hardy
et les opérateurs de Toeplitz Tϕ sur H2. Nous passons ensuite aux espaces de de
Branges-Rovnyak H(b). Comme c’est le cadre de notre thèse, nous passons un
peu de temps à rappeler les propriétés générales de ces espaces et comme nous
l’avons déjà signalé, la structure de H(b) et le comportement des fonctions de
H(b) dépendent souvent du fait que b est un point extrême ou non extrême de la
boule unité fermée de H∞, ce qui est équivalent au fait que log(1− |b|) est non-
intégrable ou intégrable sur T. Dans une troisième section, nous introduisons
les opérateurs de Toeplitz Tϕ̄,b, ϕ ∈ H∞, qui correspondent à la restriction de
Tϕ̄ à H(b). Nous rappelons les propriétés connues sur ces opérateurs qui feront
l’objet de notre étude au chapitre 2. Dans les sections 4 et 6, nous explicitons
les liens qui existent entre les espaces de de Branges–Rovnyak H(b) et d’une
part la théorie des opérateurs de Toeplitz non bornés à symbole dans la classe
de Smirnov N+, et d’autre part la théorie des espaces de Dirichlet à poids D(µ)
en rappelant dans la section 5 la notion de dérivée angulaire qui est extrême-
ment importante comme nous le verrons dans la section 6 et dans plusieurs
résultats de notre thèse et nous rappelons quelques faits sur cette notion no-
tamment le théorème de Carathéodory. Nous poursuivons ensuite par rappeler
quelques faits bien connus autour des opérateurs compacts et Hilbert-Schmidt.
Nous introduisons à la section 8 la notion d’opérateurs cycliques, hypercycliques
et fréquemment hypercycliques en rappelant des critères bien connus. Nous ter-
minons ce chapitre par des rappels sur les propriétés géométriques (telles que
la minimalité, l’uniforme minimalité, la complétude, les propriétés de base de
Schauder et base de Riesz) des suites dans les espaces de Banach qui seront
l’objet d’étude du dernier chapitre de cette thèse.

Le chapitre 2 est consacré à l’étude des opérateurs Tϕ̄,b. Dans un premier
temps, nous nous intéressons au calcul de la norme de ces opérateurs. Dans le
cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞, alors on
montre (Théorème 2.2) que ‖Tϕ̄,b‖ = ‖ϕ‖∞, ce qui généralise un résultat bien
connu de Brown-Halmos [15] sur la norme de l’opérateur de Toeplitz standard
Tϕ sur H2. Dans le cas où b est un point extrême de la boule unité fermée de
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H∞, la situation est plus délicate et nous parvenons seulement à donner des
estimations (ou des calculs exacts mais en imposant des conditions en plus sur
le symbole ϕ) qui généralisent des résultats de Garcia-Ross [44] sur la norme de
l’opérateur de Toeplitz tronqué AΘ

ϕ .
Dans un deuxième temps, nous nous intéressons à la compacité des opéra-

teurs Tϕ̄,b et nous obtenons des généralisations de résultats d’Ahern-Clark [1]
(pour les opérateurs de Toeplitz tronqués sur KΘ) et de Brown-Halmos [15]
(pour les opérateurs de Toeplitz classiques sur H2). En particulier, nous mon-
trons (voir Théorème 2.13) que lorsque b est non extrême, alors il n’existe pas
d’opérateurs Tϕ̄,b compacts sur H(b) (sauf dans le cas trivial où ϕ ≡ 0). Si on
s’intéresse aux symboles dans H∞ ∩ C(T), on obtient le résultat suivant sur
l’existence d’opérateurs compacts non triviaux de la forme Tϕ̄,b.

Théorème A (Corollaire 2.11). Soit b un point de la boule unité fermée de
H∞. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe ϕ ∈ H∞ ∩ C(T), ϕ 6= 0 tel que Tϕ̄,b est compact.
(ii) m(σ(b) ∩ T) = 0.

Remarquons que la condition (ii) implique que nécessairement la fonction b
est intérieure. Autrement dit, nos résultats prouvent que si b n’est pas intérieure,
alors il n’existe pas de fonction ϕ ∈ H∞ ∩C(T), ϕ 6= 0 tel que Tϕ̄,b est compact
sur H(b). Il reste le cas où b est un point extrême de la boule unité fermée de
H∞ et ϕ n’est pas continu sur T pour lequel nous n’avons pas réussi à répondre
à la question de l’existence d’opérateurs non triviaux compacts de la forme Tϕ̄,b.
La difficulté dès qu’on sort du cas de symboles non continus sur T se mesure par
le fait que même dans le cas intérieur, la caractérisation complète des opérateurs
de Toeplitz tronqués compacts n’est pas complètement comprise.

Dans la section 3 du chapitre 2, nous étudions l’hypercyclicité des opérateurs
Tϕ̄,b, et nous obtenons, dans le cas où b est non extrême, une généralisation du
résultat de Godefroy-Shapiro [50] :

Théorème B (Théorème 2.17). Soit b un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞ et soit ϕ ∈ H∞. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Tϕ̄,b est hypercyclique.
(b) Tϕ̄,b est fréquemment hypercyclique
(c) ϕ est non constante et ϕ(D) ∩ T 6= ∅.

En particulier, on obtient de ce résultat que si b est un point non extrême
de la boule unité fermée de H∞ et |λ| > 1, alors les opérateurs de Toeplitz
particuliers λXb = Tλz̄,b sont hypercycliques, ce qui généralise le résultat de
Rolewicz sur l’hypercyclicité de λS∗ sur H2. D’un autre coté, on montre (voir
Théorème 2.25) que, dans le cas où b est extrême, les opérateurs λXb ne sont
hypercycliques pour aucun λ ∈ C.

Enfin dans la dernière section du chapitre 2, nous abordons la notion de
cyclicité de ces opérateurs. Nous nous intéressons tout d’abord à des propriétés
d’invariance de l’ensemble des vecteurs cycliques. Puis, nous montrons que dans
le cas où b est non extrême, pour tout ϕ ∈ H∞, l’opérateur Tϕ̄,b est cyclique,
et nous construisons même un vecteur cyclique commun à tous ces opérateurs
Tϕ̄,b, ce qui généralise un résultat de Wogen [94] :
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Théorème C (Théorème 2.42). Soit b un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞. Alors il existe une fonction f ∈ H(b), tel que si ϕ ∈ H∞ et
ϕ 6= cte alors f est cyclique pour Tϕ̄,b.

La question analogue de la cyclicité de Tϕ̄,b dans le cas où b est un point
extrême de la boule unité fermée de H∞ reste encore ouverte.

Dans le chapitre 3, nous étudions les opérateurs de composition Cϕ sur les
espaces de de Branges-Rovnyak H(b) dans le cas où b est une fraction ration-
nelle et un point non extrême de la boule unité fermée de H∞. On rappelle (voir
section 1.6) que, dans ce cas, la paire pythagoricienne a associée est aussi ra-
tionnelle et si ζ1, . . . , ζn sont les zéros de a sur T et m1, . . . ,mn les multiplicités
respectives, alors l’espace de de Branges–Rovnyak H(b) admet une description
plus simple et s’écrit comme

(0.2) H(b) =
n∏
i=1

(z − ζi)miH2 + PN−1,

où N =
∑n
i=1mi. Dans la suite, on notera a1 le polynôme suivant

a1(z) =
n∏
i=1

(z − ζi)mi .

Il suit en particulier facilement de cette décomposition que toutes les fonctions
de H(b) ont une limite radiale en ζi, 1 ≤ i ≤ n (voir section 1.5). Cette dé-
composition de H(b) va nous permettre de lier les propriétés de l’opérateur
de composition Cϕ sur H(b) et celles d’un opérateur de composition à poids
Wu,ϕ sur H2, où le poids u va dépendre du comportement de ϕ aux points
ζi, 1 ≤ i ≤ n. En utilisant ce lien et les résultats de Hernández–Diaz, Harper
et Gallardo-Gutiérrez–Kumar–Partington sur les opérateurs de composition à
poids sur H2, nous obtenons alors des caractérisations de la bornitude, de la
compacité et de la propriété Hilbert–Schmidt des opérateurs de composition Cϕ
sur H(b). Plus précisément, nous prouvons d’abord une condition nécessaire sur
le symbole ϕ pour que l’opérateur Cϕ soit borné sur H(b).

Théorème D (Théorème 3.12). Soit ϕ : D → D analytique. Si Cϕ est borné
sur H(b) alors ϕ ∈ H(b) et pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a

ϕ(ζj) ∈ D ∪ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}.

Par la suite, on va supposer sans perte de généralité que ϕ satisfait les
conditions nécessaires de ce résultat. De plus, on introduit pour une fonction u
dans L2(T) la mesure de Borel sur D définie par

µu,ϕ(E) =
∫
ϕ−1(E)∩T

|u|2 dm,

pour tout borélien E ⊂ D etm est la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Cette
mesure intervient naturellement dans la théorie des opérateurs de composition
à poids sur H2. On obtient alors la caractérisation suivante de la bornitude de
l’opérateur Cϕ sur H(b).
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Théorème E (Théorème 3.21). Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b).
Supposons que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout
j ∈ {p+ 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Notons u la fonction définie par

(0.3) u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj

a1
.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.
(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est borné.

(iii) sup
w∈D

∫
T
(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dζ < +∞.

(iv) µu,ϕ est une mesure de Carleson sur H2.

Dans le cas où p = n (correspondant au cas où pour tout 1 ≤ j ≤ n,
ϕ(ζj) ∈ T), il faut comprendre que, dans la définition (0.3) du poids u, le
terme

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj disparait et la fonction u est tout simplement u =

a1 ◦ϕ/a1. En utilisant le théorème E, on en déduit une condition suffisante pour
la bornitude en terme de dérivée angulaire.

Théorème F (Corollaire 3.22). Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b).
Supposons que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout
j ∈ {p + 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D. Supposons de plus qu’il existe k ∈ {1, . . . , p} tel
que ϕ(ζk) = ζl avec m` ≤ mk. Si Cϕ est borné sur H(b), alors ϕ admet une
dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point ζk.

En particulier, lorsque tous les zéros de a sont simples (c’est-à-dire mj = 1
pour tout 1 ≤ j ≤ n), si ϕ(ζk) ∈ T pour un certain k, alors ϕ admet une dérivée
angulaire au point ζk. Lorsqu’en plus n = 1 (autrement dit a possède un unique
zéro ζ1 sur T qui est de multiplicité 1), on montre (voir corollaire 3.23) que
l’existence d’une dérivée angulaire en ζ1 est aussi suffisante pour la bornitude,
ce qui nous permet de retrouver un résultat de Sarason–Silva.

On a un résultat analogue au théorème E pour la compacité.

Théorème G (Théorème 3.31). Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b).
Supposons que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout
j ∈ {p+ 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Soit u définie par (0.3). Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est compact.
(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est compact.
(iii) µu,ϕ est une mesure de Carleson évanescente sur H2.

(iv)
∫

T

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) −→ 0, |w| → 1.

En utilisant le théorème F et le critère de compacité donné par le théorème G,
on montre alors que si tous les zéros de a sont simples et si Cϕ est compact sur
H(b), alors nécessairement, pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a ϕ(ζi) ∈ D. De plus,
en renforçant un peu cette condition, on peut obtenir les conditions suffisantes
suivantes :
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Théorème H (Corollaire 3.26 et Théorème 3.40). Soit ϕ : D −→ D, ϕ ∈ H(b),
et supposons que pour tout 1 ≤ i ≤ n,

lim sup
z→ζi

|ϕ(z)| < 1.

Alors Cϕ est borné sur H(b). Si de plus, on a ϕ(D)∩T ⊂ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}, alors
Cϕ est compact sur H(b).

Ce résultat généralise aussi des résultats de Sarason–Silva (correspond au
cas d’un unique zéro simple).

Théorème I (Théorème 3.32). Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b).
Supposons que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout
j ∈ {p + 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Soit u définie par (0.3). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est Hilbert-Schmidt.
(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est Hilbert-Schmidt.

(iii)
∫

T

|u(ζ)|2

1− |ϕ(ζ)|2 dm(ζ) <∞.

Dans le quatrième et dernier chapitre de cette thèse, nous nous intéres-
sons aux propriétés géométriques (minimalité, uniforme minimalité, complétude,
base de Schauder, base de Riesz) de certaines suites naturelles des espaces de
de Branges-Rovnyak H(b) (quand le symbole b est un point non extrême de la
boule unité fermée deH∞) : suites de noyaux reproduisants de l’espace de Hardy
(kλn)n≥1, suites des monômes (zn)n≥1 et les suites (bkλn)n≥1. Pour certains de
ces exemples, nous obtenons des caractérisations complètes.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et résultats préliminaires qui
nous seront utiles dans la suite de cette thèse. Nous commençons par présen-
ter et discuter les opérateurs de Toeplitz Tϕ qui sont extrêmement importants
dans le contexte des espaces de de Branges-Rovnyak. Puis, nous introduisons
les objets principaux de ce mémoire, les espaces de de Branges-Rovnyak H(b)
et les restrictions aux espaces H(b) des opérateurs de Toeplitz Tϕ̄,b à symboles
co-analytiques. Par suite, nous explicitons les liens qui existent entre les espaces
de de Branges–Rovnyak H(b) et d’une part la théorie des opérateurs de Toeplitz
non bornés à symbole dans la classe de Smirnov N+, et d’autre part la théorie
des espaces de Dirichlet à poids D(µ), après avoir introduit la notion de dérivée
angulaire au sens de Carathéodory. Nous continuons ce chapitre avec quelques
faits bien connus autour des opérateurs compacts et de Hilbert-Schmidt utiles
pour le chapitre 3, des définitions et des critères généraux sur les opérateurs cy-
cliques, hypercycliques et fréquemment hypercyclique. Pour finaliser ce chapitre
avec des propriétés géométriques des suites dans un espace de Banach (telles
que la minimalité, l’uniforme minimalité, la complétude, les propriétés de base
de Schauder et base de Riesz).

Tous les résultats de ce chapitre sont (bien) connus, seul le lemme 1.46 et le
corollaire 1.47 sur les multiplicateurs de H(b) semblent être nouveaux.

1.1 Opérateurs de Toeplitz Tϕ

Dans cette section nous présentons les opérateurs de Toeplitz Tϕ défini sur
l’espace de Hardy H2 du disque unité D = {z ∈ C : |z| < 1}. Pour cela nous
commençons par rappeler brièvement la définition des espace de Hardy Hp pour
0 < p ≤ ∞ et les propriétés particulières de H2. Puis nous donnons quelques
propriétés et résultats importants sur les opérateurs de Toeplitz.

1.1.1 Espace de Hardy

Rappelons la définition des espaces de Lebesgue Lp(T) = Lp(T,m) où m est
la mesure de Lebesgue normalisée sur T = ∂D.

21
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Pour 0 < p <∞,

Lp(T) =
{
f : T→ C mesurable : ||f ||p :=

(∫
T
|f |pdm

) 1
p

<∞

}
,

et
L∞(T) = {f : T→ C mesurable : ||f ||∞ := sup ess

z∈T
|f(z)| <∞}.

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, (Lp(T), ||.||p) est un espace de Banach.

Définition 1. Pour 0 < p < ∞, l’espace de Hardy Hp = Hp(D) est l’espace
des fonctions f analytiques sur D telle que

||f ||p := sup
0≤r<1

(∫
T
|f(rζ)|pdm(ζ)

)1/p
<∞,

et H∞ = H∞(D) est l’espace des fonctions f analytiques sur D, telles que

||f ||∞ = sup
z∈D
|f(z)| <∞.

Il se trouve que pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace Hp est un espace de Banach.
Dans ce qui suit, nous nous intéressons principalement aux espaces H1, H2 et
H∞. Une application simple de l’inégalité de Hölder montre que

H∞ ⊂ H2 ⊂ H1.

Théorème 1.1 ([33]). Soit f ∈ Hp, 0 < p ≤ ∞. Alors

f∗(eit) = lim
r→1−

f(reit)

existe presque partout sur T = ∂D et f∗ ∈ Lp(T). De plus, ||f ||p = ||f∗||Lp(T).

Présentons maintenant quelques propriétés particulières de l’espace de Hardy
H2.
Soit f une fonction analytique sur D et supposons que la série de Taylor centrée
en 0 de f soit donnée par

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D.

Alors par la formule de Parseval, on a pour chaque 0 < r < 1,

1
2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|2dθ = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anr
neinθ

∣∣∣∣∣
2

dθ =
∞∑
n=0
|an|2r2n.

En prenant le supremum sur les r < 1 et en appliquant le théorème de conver-
gence monotone, on obtient alors

||f ||2 =
∞∑
n=0
|an|2.
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Ainsi, f ∈ H2 si et seulement si sa suite de coefficients de Taylor est de carré-
sommable.
Réciproquement, si (an)n≥0 est une suite dans `2 alors celle-ci est bornée, et
donc la série entière

∞∑
n=0

anz
n

possède un rayon de convergence d’au moins 1. Ainsi, elle définit une fonction
holomorphe f sur D. Les calculs précédents montrent que la norme H2 de f
est égale à la norme `2 de la suite (an)n≥0, et donc f ∈ H2. En résumé, H2

est isométriquement isomorphe à `2, et donc il hérite certaines propriétés de
ce dernier, en particulier H2 est un espace de Hilbert. L’isométrie qu’on vient
d’énoncer nous donne une formule pour le produit scalaire dans H2 en terme
des coefficients de Taylor des fonctions. Si

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n,

alors

< f, g >2=
∞∑
n=0

anb̄n.

Une autre façon d’interpréter l’espace H2 est la suivante : Si F ∈ L2(T) et ses
coefficients de Fourier négatifs sont tous nuls, alors l’intégrale de Poisson de F

f(reiθ) := 1
2π

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2F (eit)dt

définit une fonction holomorphe sur D, dont les coefficients de Taylor sont les
coefficients de Fourier de F . Ces derniers sont de carré-sommables par la formule
de Parseval, et donc f ∈ H2, avec ||f ||2 = ||F ||L2(T) (où F (eit) = f∗(eit) =
lim
r→1−

f(reit) , [70, Chapitre 11]).
Réciproquement, si on commence avec f ∈ H2, alors par le théorème de Fatou, f
possède des limites radiales presque partout, et la fonction limite est dans L2(T),
ses coefficients de Fourier négatifs sont nuls, et f coïncide avec son intégrale de
Poisson. En résumé, H2 est isométriquement isomorphe au sous-espace fermé
de L2(T) des fonctions dont les coefficients de Fourier négatifs sont nuls. On a
aussi la formule suivante pour le produit scalaire : si f, g ∈ H2 et f∗, g∗ sont
leurs limites radiales respectivement, alors

< f, g >2=< f∗, g∗ >L2(T)=
1

2π

∫ 2π

0
f∗(eit)g∗(eit)dt.

La propriété la plus importante de H2 pour nous est le fait qu’il s’agit d’un
espace de Hilbert à noyau reproduisant.

Proposition 1.2 ([33]). H2 est un espace de Hilbert à noyau reproduisant sur
D, dont le noyau reproduisant est défini par

kλ(z) = 1
1− λ̄z

, λ, z ∈ D.
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Démonstration. Fixons λ ∈ D. Si f(z) =
∑∞
n=0 anz

n, alors par l’inégalité de
Cauchy–Schwarz

|f(λ)| ≤
∞∑
n=0
|anλn| ≤

( ∞∑
n=0
|an|2

) 1
2
( ∞∑
n=0
|λ|2n

) 1
2

=
(

1
1− |λ|2

) 1
2

||f ||2.

Ainsi, l’évaluation en λ est une fonctionnelle bornée. Finalement, on note que

< f, kλ >2 = f(λ) =
∞∑
n=0

anλ
n =

〈 ∞∑
n=0

anz
n,

∞∑
n=0

λ̄nzn

〉
2

=
〈
f,

1
1− λ̄z

〉
2
,

d’où kλ(z) = 1/(1 − λ̄z). Le noyau kλ(z) = 1/(1 − λ̄z) est appelé le noyau de
Cauchy.

1.1.2 L’opérateur Tϕ ∈ L(H2)
Soit ϕ ∈ L∞(T). L’opérateur de Toeplitz correspondant Tϕ : H2 → H2 est

défini par
Tϕf := P+(ϕf) (f ∈ H2),

où P+ désigne la projection orthogonale de L2(T) sur H2,

P+ : L2(T) → H2

f =
∑∞
n=−∞ f̂(n)χn 7→ P+f =

∑∞
n=0 f̂(n)χn,

où χn(eiΘ) = einΘ [40].
Il est clair que Tϕ est un opérateur borné sur H2 avec ||Tϕ|| ≤ ||ϕ||L∞(T).
Cependant, en fait, nous avons ||Tϕ|| = ||ϕ||L∞(T). Pour prouver cette égalité
on utilise un résultat d’approximation pour les fonctions dans L2(T) (voir [40,
Théorème 12.2]). De plus, un calcul immédiat montre que T ∗ϕ = Tϕ̄ pour tout
ϕ ∈ L∞(T). On peut aussi montrer que l’opérateur de Toeplitz Tϕ est compact
sur H2 si et seulement si ϕ = 0 (voir [40, Théorème 12.28]).

Si ϕ ∈ H∞ l’algèbre des fonctions analytiques et bornées sur D, alors Tϕ
est simplement l’opérateur de multiplication par ϕ et son adjoint est Tϕ̄. Par
conséquent, si ϕ,ψ ∈ H∞, alors Tϕ̄Tψ̄ = Tϕ̄ψ̄ = Tψ̄Tϕ̄ ( pour plus d’informations
sur ces réultats voir [40]).
De plus, si ϕ ∈ H∞ on a

(1.1) Tϕ̄kλ = ϕ(λ)kλ.

En effet, pour tout f ∈ H2,

< f, Tϕ̄(kλ) >2 =< Tϕf, kλ >2=< ϕf, kλ >2= ϕ(λ)f(λ)
= ϕ(λ) < f, kλ >2=< f,ϕ(λ)kλ >2 .
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Une combinaison linéaire de χn, n ∈ Z, est appelé un polynôme trigonomé-
trique, et l’enveloppe linéaire de tous les polynômes trigonométriques est noté
par P. Cependant, si nous limitons n à N, alors une combinaison linéaire de
χn, n ≥ 0, est appelée un polynôme analytique, et l’enveloppe linéaire de tous
les polynômes analytiques est notée P+. Le terme analytique vient du fait que
chaque élément de P+ s’étend en une fonction analytique sur le plan complexe.

Il s’avère que si p est un polynôme analytique et ϕ ∈ L∞(T), alors Tϕ̄p n’est
pas nécessairement un polynôme. Cependant, si ϕ est en plus analytique, alors
c’est le cas.

Lemme 1.3 ([40], Théorème 12.6). Soit ϕ ∈ H∞, et soit p un polynôme ana-
lytique de degré n. Alors Tϕ̄p est un polynôme analytique de degré au plus n.

Démonstration. Puisque ϕ ∈ H∞ ⊂ H2 on peut écrire,

ϕ =
∞∑
k=0

ϕ̂(k)χk

et la série converge dans L2(T). Donc

ϕ̄χn =
∞∑
k=0

ϕ̂(k)χn−k,

ce qui implique que

Tϕ̄χn =
n∑
k=0

ϕ̂(n− k)χk.

Cette identité montre que l’image d’un polynôme analytique de degré n par Tϕ̄
est un polynôme analytique de degré au plus n.

Remarque 1.4. D’après le théorème précédent, pour toute fonction ϕ ∈ H∞
avec ϕ 6= 0, l’image de Tϕ̄ contient tous les polynômes analytiques. En particu-
lier, l’image de Tϕ̄ est dense dans H2.

Démonstration. Puisque ϕ 6= 0, il existe N ≥ 0 tel que

ϕ̂(0) = ϕ̂(1) = . . . = ϕ̂(N − 1) = 0 et ϕ̂(N) 6= 0.

Soit n ≥ N. Alors d’après la preuve du lemme (1.3) on a

Tϕ̄χn =
n∑
k=0

ϕ̂(n− k)χk

=
n−N∑
k=0

ϕ̂(n− k)χk,

car ϕ̂(n − k) = 0 pour n − N + 1 ≤ k. De plus, pour k = n − N, ϕ̂(n − k) =
ϕ̂(n− n+N) = ϕ̂(N) 6= 0. D’où Tϕ̄χn est un polynôme de degré égal à n−N.
Ceci montre que pour tout n ≥ N, l’image de Tϕ̄ contient un polynôme de degré
n−N, autrement dit, l’image de Tϕ̄ contient un polynôme de degré p, pour tout
p ≥ 0 et finalement un argument standard permet d’en déduire que l’image de
Tϕ̄ contient tous les polynômes analytiques.
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Il est clair que si ϕ ∈ L∞(T), l’opérateur de Toeplitz Tϕ n’est en général
pas à image fermée. Dans la suite, il sera utile de définir un nouveau produit
scalaire pour lequel TϕH2 est un espace de Hilbert contenu dans H2, avec une
inclusion bornée (contractive si ||ϕ||∞ ≤ 1). Plus précisément, si f, g ∈ H2, on
pose

(1.2) < Tϕf, Tϕg >M(ϕ):=< P(kerTϕ)⊥f, P(kerTϕ)⊥g >2,

où P(kerTϕ)⊥ est la projection orthogonale de H2 sur (kerTϕ)⊥.
On vérifie alors que M(ϕ) := TϕH

2 muni de ce produit scalaire est un espace
de Hilbert et queM(ϕ) ↪→ H2. Plus précisément, si f ∈ H2, on a

||Tϕf ||22 = ||TϕP(kerTϕ)⊥f ||
2
2

≤ ||Tϕ||2L(H2)||P(kerTϕ)⊥f ||
2
2

= ||ϕ||2∞||Tϕf ||2M(ϕ),

ainsi
||Tϕf ||2 ≤ ||ϕ||∞||Tϕf ||M(ϕ).

1.2 Espaces de de Branges-Rovnyak
Les espaces de de Branges-Rovnyak ont une structure riche et fascinante

dont l’exploration était le but du livre de Fricain–Mashreghi [39].

1.2.1 Propriétés générales de l’espace de de Branges-Rovnyak
Soit ϕ ∈ L∞(T) avec ||ϕ||∞ ≤ 1, alors l’opérateur de Toeplitz correspondant

Tϕ est une contraction sur H2. L’espace de de Branges-Rovnyak associé est
défini par

H(ϕ) = (I − TϕTϕ̄)1/2H2,

dont le produit scalaire est

||(I − TϕTϕ̄)1/2f ||ϕ = ||f ||2 (f ∈ H2 	 ker(I − TϕTϕ̄)1/2).

(voir [39, Section 17.3]). Notons que comme ||Tϕ|| ≤ 1, alors I − TϕTϕ̄ = I −
TϕT

∗
ϕ ≥ 0 et donc H(ϕ) est bien défini. Par conséquent, la définition d’un espace

H(ϕ) utilise le défaut de la contraction Tϕ et on comprend donc pourquoi les
opérateurs de Toeplitz sont aussi importants. Le cas important pour nous sera
lorsque ϕ est une fonction analytique non constante de la boule unité fermée de
H∞. Dans ce cas, par tradition, nous utilisons b au lieu de ϕ.

Pour b = 0, nous voyons que I − TbTb̄ = I et donc H(0) = H2. Plus géné-
ralement lorsque ||b||∞ < 1, H(b) coïncide avec l’espace de Hardy H2 avec une
norme équivalente (car I − TbTb̄ est inversible).
Pour b = Θ, avec Θ une fonction intérieure (c’est-à-dire une fonction de la boule
unité fermée de H∞ telle que |Θ(ζ)| = 1 presque partout sur T = ∂D), l’espace
H(Θ) est un sous-espace fermé de H2, et nous avons

H(Θ) = (ΘH2)⊥ := {f ∈ H2 : 〈f,Θg〉2 = 0,∀g ∈ H2}.
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En effet, dans ce cas, TΘ est une isométrie partielle et donc TΘTΘ̄ est la projec-
tion orthogonale de H2 sur ΘH2, ainsi I − TΘTΘ̄ est la projection orthogonale
de H2 sur (ΘH2)⊥. L’espace H(Θ) est aussi appelé l’espace modèle et est noté
par KΘ = H(Θ).

Dans le cas général où ϕ est un point de la boule unité fermée de L∞(T),
l’espace H(ϕ) est un espace de Hilbert inclus contractivement dans H2. En effet,
pour f = (I − TϕTϕ̄)1/2g ∈ H(ϕ), où g ∈ H2 	 ker(I − TϕTϕ̄)1/2. On a

||f ||22 =< (I − TϕTϕ̄)1/2g, (I − TϕTϕ̄)1/2g >2

=< (I − TϕTϕ̄)g, g >2

= ||g||22 − ||Tϕ̄g||22
≤ ||g||22 = ||(I − TϕTϕ̄)1/2g||2ϕ = ||f ||2ϕ.

De plus, H(ϕ) est un espace de Hilbert à noyau reproduisant. En effet, comme
pour tout λ ∈ D, l’application f 7→ f(λ) est continue sur H2 et que H(ϕ) ↪→ H2,
cette application est aussi continue sur H(ϕ). D’après le théorème de Riesz, il
existe donc kϕλ ∈ H(ϕ) tel que

f(λ) =< f, kϕλ >ϕ, f ∈ H(ϕ).

Remarquons que
kϕλ = (I − TϕTϕ̄)kλ,

où kλ est le noyau reproduisant de H2. En effet, tout d’abord, on a bien sûr
(I − TϕTϕ̄)kλ ∈ H(ϕ) et de plus, pour f = (I − TϕTϕ̄)1/2g ∈ H(ϕ), on a

< f, (I − TϕTϕ̄)kλ >ϕ =< g, (I − TϕTϕ̄)1/2kλ >2

=< f, kλ >2= f(λ).

Ainsi par unicité du noyau reproduisant, on a kϕλ = (I − TϕTϕ̄)kλ. En utilisant
(1.1), on vérifie alors que si ϕ = b ∈ H∞, ||b||∞ ≤ 1, on a

(1.3) kbλ(z) = 1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

, λ, z ∈ D.

Soit S l’opérateur du Shift défini par

S : H2 → H2

f 7→ zf.

Alors S = Tz et son adjoint S∗ = Tz̄. Plus explicitement,

(S∗f)(z) = f(z)− f(0)
z

=
∞∑
n=0

f̂(n+ 1)zn, z ∈ D,

où f(z) =
∑∞
n=0 f̂(n)zn. Il est évident que S est une isométrie (c’est-à-dire

S∗S = Id). D’après le théorème de Beurling, les espaces KΘ correspondent à
l’ensemble des sous-espaces fermés de H2, non triviaux, invariants par l’adjoint
du shift S∗ = Tz̄.
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De plus, on remarque que pour tout ϕ ∈ H∞, Tϕ̄KΘ ⊂ KΘ. En effet, soit
f ∈ KΘ, pour tout g ∈ ΘH2, g = Θh avec h ∈ H2, on a

< Tϕ̄f, g >2 =< Tϕ̄f,Θh >2=< f, Tϕ(Θh) >2

=< f,ϕΘh >2=< f,Θ(ϕh) >2= 0.

Déterminer le noyau d’un opérateur de Toeplitz Tϕ est en général un problème
difficile. Néanmoins, lorsque le symbole ϕ est dansH∞ ouH∞, alors le problème
devient beaucoup plus simple, comme le montre le résultat suivant.

Théorème 1.5 ( [40], Théorème 12.19). Soit ϕ ∈ H∞, ϕ 6= 0, et soit Θ la
partie intérieure de ϕ. Alors

1. Tϕ est injective.
2. On a

kerTϕ̄ = KΘ.

En particulier, si ϕ est une fonction extérieure de H∞ alors, Tϕ et Tϕ̄ sont tous
les deux injectives.

Remarquons d’après le théorème 1.5 et (1.2) que si ϕ est extérieure dans
H∞ alors kerTϕ̄ = {0} et donc pour tout f, g ∈ H2, on a

< Tϕ̄f, Tϕ̄g >M(ϕ̄)=< f, g >2 .

Les espaces H(b) sont des espaces de Hilbert contenus contractivement dans H2,
et qui ne sont généralement pas fermés dans H2 (sauf si b = Θ). Le résultat
suivant montre que l’autre alternative est radicalement différente.

Théorème 1.6 ([39], Théorème 18.3). Relativement à la norme ||.||2 de l’espace
de Hardy H2, l’espace H(b) est dense dans H2 si et seulement si b n’est pas une
fonction intérieure.

Les espaces H(b) peuvent coïncider avec l’espace de Hardy H2.

Corollaire 1.7 ([39], Corollaire 18.6). Soit b un élément de la boule unité fermée
de H∞. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) H(b) = H2.

(ii) H(b̄) = H2.

(iii) ||b||∞ < 1.

Les espaces de de Branges-Rovnyak admettent des décompositions orthogo-
nales intéressantes.

Théorème 1.8 ([39], Théorème 18.7 et 18.8). Soit b1, b2 deux fonctions de la
boule unité fermée de H∞, soit b = b1b2. L’espace H(b) se décompose comme

(1.4) H(b) = H(b1) + b1H(b2) = H(b2) + b2H(b1).

De plus, si H(b1) ∩H(b̄2) = {0}, alors on a les assertions suivantes :
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(i) L’espace H(b) se décompose comme suit

H(b) = H(b2)⊕ b2H(b1),

et la somme est orthogonale.

(ii) L’espace H(b2) est contenu isométriquement dans H(b), c’est-à-dire

||f ||b2 = ||f ||b, (f ∈ H(b2)).

(iii) L’opérateur Tb2 agit comme une isométrie de H(b1) dans H(b), c’est-à-dire

Tb2 : H(b1) → H(b)
f 7→ b2f

et
||b2f ||b = ||f ||b1 , (f ∈ H(b1)).

Un corollaire immédiat est le suivant.

Corollaire 1.9 ([39], Corollaire 18.9). Soit b = b1Θ où b1 est dans la boule
unité fermée de H∞ et Θ est une fonction intérieure. Alors l’espace H(b) est la
somme directe orthogonale de KΘ et ΘH(b1), c’est-à-dire

H(b) = KΘ ⊕ΘH(b1).

L’espace modèle KΘ est contenu isométriquement dans H(b), c’est-à-dire

||f ||2 = ||f ||H(b), (f ∈ KΘ).

L’opérateur TΘ agit comme une isométrie de H(b1) dans H(b), c’est-à-dire

TΘ : H(b1) → H(b)
f 7→ Θf

et
||Θf ||b = ||f ||b1 , (f ∈ H(b1)).

Démonstration. Puisque Θ est une fonction intérieure, alors I − TΘ̄TΘ = 0 (car
TΘ est une isométrie) et donc H(Θ) = {0} et il suffit d’appliquer le théorème
précédent.

D’autre part, il est bien connu qu’il existe des relations entre les produits
scalaires de H(b) et ceux de son cousin H(b̄), ces relations étant des cas par-
ticuliers d’un théorème plus général de Lotto–Sarason [39, Théorème 16.18 et
corollaire 16.19].

Théorème 1.10 ([39], Théorème 17.8). Soit f ∈ H2. Alors f ∈ H(b) si et
seulement si Tb̄f ∈ H(b̄) et

< f1, f2 >b=< f1, f2 >2 + < Tb̄f1, Tb̄f2 >b̄, (f1, f2 ∈ H(b)).
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Comme le suggère le théorème précédent, la structure et les propriétés de
H(b) sont étroitement liées à celles de H(b̄). Nous verrons que les propriétés de
ces deux espaces H(b) et H(b̄) dépendent profondément du fait que b est un
point extrême ou non extrême de la boule unité fermée de H∞. Rappelons que,
selon le théorème de De Leeuw-Rudin, b est un point extrême de la boule unité
fermée de H∞ si et seulement si log(1 − |b|) /∈ L1(T). En particulier chaque
fonction intérieure b = Θ est un point extrême.

Pour finir cette section, nous allons introduire un opérateur qui va nous
permettre de donner une représentation intégrale des fonctions de H(b). Elle
est basée sur la notion de mesure de Clark-Aleksandrov que nous rappelons
maintenant.
Soit b ∈ H∞, ||b||∞ ≤ 1. Comme la fonction <

(
1 + b(z)
1− b(z)

)
est une fonction

harmonique positive dans D, le théorème d’Herglotz affirme qu’il existe une
unique mesure de Borel positive µ sur T telle que

1 + b(z)
1− b(z) =

∫
T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) + i=

(
1 + b(0)
1− b(0)

)
.

La mesure µ s’appelle la mesure de Clark-Aleksandrov associée à b. Clark a alors
introduit un opérateur dans le cas où b = Θ est intérieure qui est un opérateur
unitaire de L2(µ) sur KΘ.

Dans le cas général, on a une isométrie partielle de L2(µ) sur H(b). Plus
précisément, pour f ∈ L2(µ), notons

(Vbf)(z) = (1− b(z))
∫

T

f(ζ)
1− ζ̄z

dµ(ζ), z ∈ D.

Théorème 1.11 ([39], Théorème 20.5). Soit b ∈ H∞, ||b||∞ ≤ 1 et µ sa mesure
de Clark. Alors Vb est une isométrie partielle surjective de L2(µ) sur H(b). De
plus, si b est un point extrême, Vb est aussi injective et donc est un opérateur
unitaire de L2(µ) sur H(b).

1.2.2 L’espace H(b) engendré par un symbole b non ex-
trême

A partir de la caractérisation précédente d’un point non extrême, il s’ensuit
que, si b est non extrême, alors il existe une unique fonction extérieure a tel que
a(0) > 0 et |a|2 + |b|2 = 1 p.p. sur T [78]. La fonction a est uniquement détermi-
née par b. Nous appellerons (a, b) une paire pythagoricienne et a le compagnon
pythagoricien de b. Dans ce cas, H(b̄) a une structure plus facile, ce qui implique
également des propriétés particulières pour H(b).

Théorème 1.12 ([39], Théorème 23.2). Soit b un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors

M(ā) P H(b̄),

où le symbole P signifie que ces deux espaces sont égaux et ont la même structure
hilbertienne (c’est-à-dire que les deux produits scalaires coïncident). De plus,

M(a) ↪→M(ā) ↪→ H(b),
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et les deux inclusions sont contractives. En particulierM(a) = TaH
2 est contrac-

tivement contenu dans H(b).

Le résultat suivant (qui se déduit facilement des théorèmes 1.10 et 1.12)
donne une caractérisation utile de H(b) dans le cas non extrême.

Théorème 1.13 ([39], Théorème 23.8). Soit b un point non-extrême de la boule
unité fermée de H∞, a son compagnon pythagoricien et soit f ∈ H2. Alors
f ∈ H(b) si et seulement si Tb̄f ∈ H(b̄) =M(ā). Dans ce cas, pour f1, f2 ∈ H(b)
il existe des uniques f+

1 , f
+
2 ∈ H2 tel que Tb̄fi = Tāf

+
i pour i = 1, 2 et

< f1, f2 >b=< f1, f2 >2 + < f+
1 , f

+
2 >2 .

En particulier, pour toute f ∈ H(b),

||f ||2b = ||f ||22 + ||f+||22.

Le résultat suivant caractérise l’ensemble {h+, h ∈ H(b)}.

Théorème 1.14 ([39], Théorème 23.12). L’application ϑ : h −→ h+ est une
isométrie partielle surjective de H(b) dans H(a), et son noyau est kerTb̄∩H(b).

L’une des difficultés de travailler avec les espaces H(b) est qu’en général il est
assez difficile d’exhiber explicitement des fonctions qui appartiennent à H(b),
mis à part les noyaux reproduisants de H(b) (voir formule (1.3)). Les théorèmes
1.10 et 1.13 donnent des critères pour vérifier qu’une fonction de H2 appartient
à H(b). En utilisant cette caractérisation, on peut exhiber de nouvelles familles
de fonctions qui appartiennent à H(b).

Théorème 1.15 ([39], Théorème 23.23). Soit b un point non extrême de la
boule unité fermée de H∞, et soit w ∈ D. Alors

kw ∈ H(b) et bkw ∈ H(b).

De plus, pour tout f ∈ H(b), on a

(1.5) < f, kw >b= f(w) + b(w)
a(w)f

+(w)

et

(1.6) < f, bkw >b=
f+(w)
a(w) .

Enfin, pour tout w ∈ D, on a

(1.7) ||kw||2b =
(

1 + |b(w)|2

|a(w)|2

)
1

1− |w|2

et

(1.8) ||bkw||2b =
(

1− |a(w)|2

|a(w)|2

)
1

1− |w|2 .
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Démonstration. Selon le théorème 1.13, le noyau de Cauchy kw appartient à
H(b) si et seulement si Tb̄kw appartient àM(ā). Mais par (1.1), on a

Tb̄kw = b(w)kw et Tākw = a(w)kw,

ce qui implique

Tb̄kw = Tā

(
b(w)
a(w)

kw

)
.

Cette identité montre que kw ∈ H(b) et, de plus,

(1.9) k+
w = b(w)

a(w)
kw.

Ainsi, par théorème 1.13, pour tout f ∈ H(b), on a

< f, kw >b =< f, kw >2 + < f+, k+
w >2

=< f, kw >2 + b(w)
a(w) < f+, kw >2

= f(w) + b(w)
a(w)f

+(w),

puisque kw est le noyau reproduisant de H2. De même, la fonction bkw appar-
tient à H(b) si et seulement si la fonction Tb̄(bkw) appartient àM(ā). Mais, en
utilisant encore que Tākw = a(w)kw, on obtient

Tb̄(bkw) = P+(|b|2kw)
= P+((1− |a|2)kw)
= kw − Tā(akw)

= Tā

(
kw

a(w)
− akw

)
,

ce qui montre que bkw ∈ H(b). De plus,

(1.10) (bkw)+ =
(

1
a(w)

− a

)
kw.

Alors, par le théorème 1.13, pour tout f ∈ H(b), on a

< f, bkw >b =< f, bkw >2 + < f+, (bkw)+ >2

=< f, bkw >2 + 1
a(w) < f+, kw >2 − < f+, akw >2

=< f, bkw >2 − < f+, akw >2 +f+(w)
a(w) .
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Pour terminer la preuve et obtenir l’égalité (1.6), il suffit de remarquer que

< f, bkw >2 =< b̄f, kw >2

=< Tb̄f, kw >2

=< Tāf
+, kw >2

=< f+, akw >2 .

La formule (1.7) résulte de (1.5) et (1.9) et la formule (1.8) résulte de (1.6) et
(1.10).

Remarque 1.16. D’après le théorème précédent, on remarque que dans le cas
où b est non extrême, tous les noyaux reproduisants de l’espace de Hardy H2

sont en particulier des éléments de H(b). En fait, on a l’équivalence suivante

(1.11) ∀λ ∈ D, kλ ∈ H(b)⇔ b est non extrême,

(voir [39, Corollaire 25.8]).
De plus, dans ce cas,

Span{kw : w ∈ D} = H(b),

(voir [39, Corollaire 23.26]) où le Span{kw : w ∈ D} désigne l’enveloppe li-
néaire fermé engendré par l’ensemble {kw : w ∈ D}. On verra au chapitre 2 une
généralisation de ce résultat.

Remarque 1.17. Dans le cas où b est un point non extrême, il suit facilement
du théorème 1.12 et de la remarque 1.4, que P+ ⊂M(ā) ⊂ H(b). D’autre part,
il est bien connu que l’ensemble des polynômes analytiques est dense dans H2.
Sarason a pu généraliser ce résultat en prouvant que cet ensemble est aussi dense
dans l’espace H(b), dans le cas où b est non extrême (voir [73, Corollaire 1]).

Dans le cas non extrême, M(ā), et donc H(b), contiennent non seulement
les polynômes mais en fait toutes les fonctions analytiques sur un voisinage de
D. Nous noterons Hol(D) l’ensemble des fonctions f telles qu’il existe un ouvert
Uf ⊃ D tel que f est holomorphe sur Uf . Sarason a alors montré le résultat
suivant.

Théorème 1.18 (D. Sarason, [73]). Soit (a, b) une paire pythagoricienne. Alors

Hol(D) ⊂M(ā) ⊂ H(b).

Si f ∈ Hol(D), on peut traduire le fait que f ∈ Hol(D) en terme de croissance
de ses coefficients de Taylor.

Théorème 1.19 ([40], Théorème 5.7). Soit f une fonction analytique sur D et
écrivons

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n (z ∈ D).

Alors f ∈ Hol(D) si et seulement si il existe une constante c = c(f) > 0 tel que

an = O(e−cn), (n −→∞).
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1.2.3 L’espace H(b) engendré par un symbole b extrême
Dans cette partie, nous introduisons un opérateur unitaireKρ défini de L2(ρ)

dans H(b̄), où ρ = 1 − |b|2 ∈ L∞(T). Cet opérateur est important, il nous
permettera de calculer la norme des fonctions dans H(b) dans le cas où b est
extrême.

Commençons par définir d’une façon générale les opérateurs Kϕ : L2(ϕ) →
H2 pour ϕ ∈ L∞(T) et

L2(ϕ) =
{
f : T→ C mesurable; ||f ||2L2(ϕ) :=

∫
T
|f |2|ϕ|dm <∞

}
.

L’application
Kϕ : L2(ϕ) → H2

f 7→ Kϕf = P+(ϕf),

est bien définie, et de norme au plus ||ϕ||1/2∞ .
En effet, pour toute f ∈ L2(ϕ), on a∫

T
|ϕf |2dm ≤ ||ϕ||∞||f ||2L2(ϕ) <∞.

Cela veut dire que ϕf ∈ L2(T), et alors,

Kϕf = P+(ϕf) ∈ H2.

De plus,
||Kϕf ||2 = ||P+(ϕf)||2 ≤ ||ϕf ||2 ≤ ||ϕ||1/2∞ ||f ||L2(ϕ).

Par suite, ||Kϕ|| ≤ ||ϕ||1/2∞ (voir [40, Section 13.4]).

Ces opérateurs ont une propriété d’entrelacement très utile :

Théorème 1.20 ([40], Théorème 13.21). Soit ϕ ∈ L∞(T) et ψ ∈ H∞. Alors

KϕMψ̄ = Tψ̄Kϕ,

où Mψ̄ : L2(ϕ)→ L2(ϕ) désigne l’opérateur de multiplication par ψ̄ sur L2(ϕ).

Démonstration. Soit f ∈ L2(ϕ). Alors, on a

Tψ̄Kϕf = P+(ψ̄P+(ϕf)) = P+(ψ̄ϕf) = P+(ϕMψ̄f) = KϕMψ̄f.

Notons ρ = 1− |b|2 ∈ L∞(T). L’opérateur Kρ va nous permettre de faire le
lien entre L2(ρ) et H(b̄) et donc H(b). En utilisant le théorème de Helson-Szegö
on peut monter :

Théorème 1.21 ([39], Théorème 25.1). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors Kρ est une isométrie surjective de L2(ρ) sur H(b̄).

Corollaire 1.22 ([39], Corollaire 25.2). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞ et soit f une fonction de H(b̄). Alors il existe une unique
fonction g ∈ L2(ρ) tel que

f = P+(ρg).
De plus, on a log |ρg| /∈ L1(T).
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Ces résultats serviront à donner des estimations de la norme des opéra-
teurs de Toeplitz Tϕ̄,b à symboles co-analytiques restreints sur les espaces de de
Branges-Rovnyak H(b) avec b extrême.

1.3 Opérateur de Toeplitz Tϕ̄,b

1.3.1 Propriétés générales
Un opérateur important dans la théorie des espaces modèles est la compres-

sion des opérateurs de Toeplitz sur KΘ : Pour ϕ ∈ L∞(T) et Θ une fonction
intérieure, on définit l’opérateur de Toeplitz tronqué AΘ

ϕ par

AΘ
ϕ : KΘ → KΘ

f 7→ AΘ
ϕf = PΘ(Tϕf),

avec PΘ la projection orthogonale de H2 sur KΘ .
Les opérateurs de Toeplitz tronqués sur les espaces modèles ont été formelle-

ment introduits par Sarason dans [80], et apparaissent pour la première fois en
théorie de l’interpolation via une approche basée sur un théorème de relèvement
du commutant. Une étude approfondie de ces opérateurs peut être trouvée dans
[21], [22], [45] et dans [81, Section 7].

Comme on l’a vu lorsque ϕ est dans H∞, alors KΘ est invariant par Tϕ et un
calcul élémentaire montre alors que l’adjoint de l’opérateur de Toeplitz tronqué
à symbole ϕ est (AΘ

ϕ )∗ = Tϕ̄|KΘ
[40, Section 14.7].

Le résultat suivant justifie la généralisation des opérateurs Tϕ̄ : KΘ → KΘ
dans le cadre des espaces de de Branges-Rovnyak.

Théorème 1.23 ([39], Théorème 18.13). Soit ϕ ∈ H∞ et b ∈ H∞, ||b||∞ ≤ 1.
Alors H(b) est invariant par Tϕ̄. De plus, si

Tϕ̄,b : H(b) → H(b)
f 7→ P+(ϕf) ,

on a ||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞.

Démonstration. Nous allons donner une preuve un peu différente de [39] et
séparer les cas extrême et non extrême.
Premier cas : b est un point extrême de la boule unité fermée de H∞.
Soit f ∈ H(b). Par le théorème 1.10, Tb̄f ∈ H(b̄) et le théorème 1.21 implique
alors qu’il existe une unique fonction g ∈ L2(ρ) telle que Tb̄f = Kρ(g). Alors

Tb̄(Tϕ̄f) = Tϕ̄Tb̄f = Tϕ̄Kρ(g) = Kρ(Mϕ̄g),

où la dernière égalité résulte du théorème 1.20. Remarquons alors que Mϕ̄g =
ϕ̄g ∈ L2(ρ) ainsi le théorème 1.21 implique que

Tb̄(Tϕ̄f) ∈ H(b̄),

ce qui une nouvelle fois en utilisant le théorème 1.10 implique que

Tϕ̄f ∈ H(b).
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De plus, on a

||Tϕ̄f ||2b = ||Tϕ̄f ||22 + ||Tb̄Tϕ̄f ||2b̄
= ||Tϕ̄f ||22 + ||Kρ(ϕ̄g)||2

b̄

= ||Tϕ̄f ||22 + ||ϕ̄g||2L2(ρ)

≤ ||ϕ||2∞(||f ||22 + ||g||2L2(ρ))
= ||ϕ||2∞ ||f ||2b .

Finalement on en déduit que

Tϕ̄H(b) ⊂ H(b)

et
||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞.

Deuxième cas : b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Soit f ∈ H(b). Par le théorème 1.13, il existe un unique f+ ∈ H2 tel que

Tb̄f = Tāf
+

et
||f ||2b = ||f ||22 + ||f+||22.

De plus, comme

Tb̄(Tϕ̄f) = Tϕ̄(Tb̄f)
= Tϕ̄(Tāf+)
= Tā(Tϕ̄f+) ∈M(ā) = H(b̄).

On déduit du théorème 1.13 que Tϕ̄f ∈ H(b) et (Tϕ̄f)+ = Tϕ̄f
+.

D’où

||Tϕ̄f ||2b = ||Tϕ̄f ||22 + ||Tϕ̄f+||22
≤ ||ϕ||2∞(||f ||22 + ||f+||22)
= ||ϕ||2∞ ||f ||2b ,

ce qui prouve que ||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞.

En particulier, H(b) est invariant par l’adjoint du Shift S∗ = Tz̄ et dans ce
cas l’opérateur Tz̄,b est noté par Xb. De plus, il découle du théorème 1.23 que
l’opérateur

Xb : H(b) → H(b)
f 7→ Xbf = S∗f

est une contraction et on peut montrer (voir [39, Théorème 18.22]) que S∗b ∈
H(b) et son adjoint X∗b est donné par

(1.12) X∗b f = Sf− < f, S∗b >b b, f ∈ H(b).

L’espace H(b̄) admet aussi ces même propriétés d’invariance [39].
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Remarque 1.24. Il est essentiel dans le théorème précédent que le symbole
soit co-analytique. Par exemple, on peut remarquer que si ϕ est une fonction
analytique bornée et Θ une fonction intérieure alors comme les multiplicateurs
de KΘ sont triviaux (voir [40, Théorème 14.40]), on a

Tϕ(H(Θ)) ⊂ H(Θ) implique que ϕ est une constante.

Autrement dit, si ϕ ∈ H∞, ϕ non constante alors H(Θ) n’est pas invariant par
Tϕ. On a un résultat général (voir [39, Théorème 28.23]) qui dit que Tϕ(H(b)) ⊂
H(b), pour toute fonction ϕ ∈ H∞, si et seulement si b est non extrême et
H(b) =M(a).

Nous allons présenter quelques résultats utiles pour la suite sur les opérateurs
Tϕ̄,b qui dépendent du fait que b est extrême ou pas. Nous allons bien remarquer
tout au long de cette thèse la différence des propriétés des opérateurs Tϕ̄,b selon
la nature du point b.

1.3.2 Cas non extrême
Premièrement, il résulte de (1.1) et (1.11) que lorsque b est un point non

extrême de la boule unité fermée de H∞, alors

(1.13) Tϕ̄,bkλ = ϕ(λ)kλ, λ ∈ D.

Ainsi dans le cas non extrême, l’opérateur Tϕ̄,b possède beaucoup de vecteurs
propres, ce qui sera fort utile dans la suite.

Rappelons de plus que d’après le théorème 1.10, un élément f ∈ H2 est dans
H(b) si et seulement si il existe un unique élément f+ ∈ H2 tel que Tb̄f = Tāf

+.
Dans la preuve du théorème 1.23, nous avons montré que l’opérateur f 7→ f+

entrelace Tϕ̄,b et Tϕ̄ lorsque ϕ ∈ H∞. Ce fait étant important, nous l’écrivons
comme un lemme à part :

Lemme 1.25 ([39], Lemme 23.7). Soit b un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞, soit f ∈ H(b) et soit ϕ ∈ H∞. Alors

(Tϕ̄,bf)+ = Tϕ̄f
+.

Comme on a déjà remarqué, le théorème 1.10 est très utile pour calculer la
norme des éléments de H(b) dans le cas où b est non extrême. En utilisant en
plus le lemme précédent, on peut calculer la norme de nouveaux éléments de
H(b).

Corollaire 1.26 ([39], Corollaire 23.9). Soit b un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors b ∈ H(b), avec

b+ = 1
a(0)

− a

et, de plus, on a
||b||2b = |a(0)|−2 − 1

||S∗b||2b = 1− |b(0)|2 − |a(0)|2.
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Démonstration. D’après le théorème 1.10, b ∈ H(b) si et seulement si Tb̄b ∈
H(b̄) =M(ā). Mais,

Tb̄b = P+|b|2 = P+(1− |a|2) = 1− Tāa,

et on peut écrire 1 = P+(ā/a(0)) = Tā(1/a(0)). Par suite, on obtient,

Tb̄b = Tā

(
1

a(0)
− a

)
∈M(ā).

Ce fait garantit que b ∈ H(b). De plus, la dernière identité révèle également que

b+ = 1
a(0)

− a.

Un calcul simple montre que

||b+||22 = ||a||22 + 1
|a(0)|2 − 2.

Alors, par le théorème 1.10 et le fait que ||a||22 + ||b||22 = 1, on obtient

||b||2b = ||b||22 + ||b+||22

= ||b||22 + ||a||22 + 1
|a(0)|2 − 2

= 1
|a(0)|2 − 1.

Par le lemme 1.25, et la formule pour b+ obtenue précédemment, on voit que

(S∗b)+ = −S∗a.

Selon le théorème 1.10, on a aussi

||S∗b||2b = ||S∗b||22 + ||S∗a||22
= ||b||22 + ||a||22 − |b(0)|2 − |a(0)|2

= 1− |b(0)|2 − |a(0)|2.

Il est bien connu que H(b) est invariant par le Shift S si et seulement si b est
non extrême [39, Corollaire 20.20] et [39, Section 24.1]. En raison de l’importance
de ce résultat, nous rappelons maintenant la preuve de l’implication qui nous
intéresse.

Théorème 1.27 ([39], Théorème 24.1). Soit b un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors

Sb : H(b) → H(b)
f 7→ Sf = zf

.

est bien défini et borné.
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Démonstration. Rappelons que Xb est une contraction sur H(b) et que pour
tout f ∈ H(b), on a

Sf = X∗b f+ < f, S∗b >b b.

Puisque b est dansH(b) (d’après le corollaire 1.26), alors Sf ∈ H(b). Le caractère
borné de Sb alors découle du théorème du graphe fermé.

La preuve du théorème 1.27 montre que

(1.14) Sb = X∗b + (b⊗ S∗b) et S∗b = Xb + (S∗b⊗ b),

où les produits tensoriels sont définis sur H(b). Rappelons que si x, y ∈ H un
espace de Hilbert, alors le produit tensoriel x ⊗ y définit l’opérateur de rang 1
donné par la formule

(x⊗ y)(h) =< h, y >H x, h ∈ H.

On peut calculer exactement la norme ||Sb|| grâce au lemme suivant :

Lemme 1.28 ([39], Lemme 24.2). Soit (a, b) une paire pythagoricienne. Alors
on a

S∗bSb = I + |a(0)|−2S∗b⊗ S∗b,

où I est l’opérateur identité sur H(b).

Démonstration. Selon (1.14), on a

S∗bSb = (Xb + S∗b⊗ b)Sb
= XbSb + S∗b⊗ S∗b b
= I + S∗b⊗ S∗b b.

De plus, par le corollaire 1.26 et une nouvelle application de 1.14, on a

S∗b b = Xbb+ (S∗b⊗ b)b
= S∗b+ ||b||2bS∗b
= (1 + ||b||2b)S∗b
= |a(0)|−2S∗b,

ce qui donne le résultat.

Théorème 1.29 ([39], Théorème 24.3). Soit b un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞ et a son compagnon pythagoricien. Alors

||Sb|| =
√

1 + |a(0)|−2||S∗b||2b =
√

1− |b(0)|2
|a(0)| .

Démonstration. Soit f ∈ H(b). En utilisant le lemme précédent, on obtient

(1.15) ||Sbf ||2b =< S∗bSbf, f >b= ||f ||2b + |a(0)|−2| < f, S∗b >b |2.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

||Sbf ||2b ≤ ||f ||2b + |a(0)|−2 ||f ||2b ||S∗b||2b ,
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ce qui donne que ||Sb|| ≤
√

1 + |a(0)|−2||S∗b||2b .
Pour obtenir l’inégalité inverse, notons que si on applique (1.15) à f = S∗b, on
obtient

||Sb||2||S∗b||2b ≥ ||SbS∗b||2b = ||S∗b||2b + |a(0)|−2||S∗b||4b .

En divisant par ||S∗b||2b , on déduit que ||Sb|| ≥
√

1 + |a(0)|−2||S∗b||2b .
Pour la deuxième identité, rappelons nous que, par le corollaire 1.26, ||S∗b||2b =
1− |b(0)|2 − |a(0)|2. Par suite

1 + |a(0)|−2||S∗b||2b = 1 + |a(0)|−2(1− |b(0)|2 − |a(0)|2)
= |a(0)|−2(1− |b(0)|2),

ce qui donne la deuxième égalité.

1.3.3 Cas extrême
Dans le cas où b est un point extrême, H(b) possède une conjugaison par-

ticulièrement utile. Rappelons tout d’abord que si H est un espace de Hilbert
alors une conjugaison C sur H est une application C : H → H anti-linéaire
isométrique, surjective et telle que C2 = Id.
Lorsque µ est une mesure de Borel positive sur T, et

L2(µ) =
{
f : T→ C; ||f ||2L2(µ) :=

∫
T
|f |2dµ <∞

}
,

une conjugaison (classique) sur L2(µ) est donnée par

Cµ(f) = z̄f̄ , f ∈ L2(µ).

En utilisant l’opérateur unitaire Vb de Clark construit précédent (voir théorème
1.11), on peut construire à partir de Cµ, où µ est la mesure de Clark de b, une
conjugaison sur H(b).

Théorème 1.30 ([39], Théorème 26.17). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞ et µ la mesure de Clark associée. Soit

Ωb = VbCµV
−1
b .

Alors Ωb est une conjugaison sur H(b) et de plus, on a

(1.16) Ωb(kbλ) = k̂bλ, λ ∈ D,

où
k̂bλ(z) = b(z)− b(λ)

z − λ
.

Dans le cas où b = Θ est une fonction intérieure, l’espace KΘ admet une
conjugaison classique (qui vient du fait que KΘ = H2 ∩Θz̄H2) donnée par

CΘ : KΘ → KΘ
f 7→ z̄f̄Θ. .
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Il se trouve que CΘ vérifie aussi la relation (1.16), c’est-à-dire que

CΘ(kΘ
λ ) = k̂Θ

λ , λ ∈ D.

Ainsi, ΩΘ = CΘ et donc Ωb peut être vue comme une extension de CΘ dans le
cadre des espaces H(b) avec b extrême. La conjugaison CΘ sur KΘ joue un rôle
particulièrement important dans la théorie des espaces modèles, en particulier
en lien avec les opérateurs de Toeplitz tronqués. Il n’est pas étonnant que Ωb
va aussi avoir un rôle intéressant à jouer en lien avec les opérateurs Tϕ̄,b. Ainsi,
Lotto-Sarason [56] ont montré que Ωb entrelace Xb et son adjoint.

Théorème 1.31 (Lotto-Sarason, [56]). Soit b un point extrême de la boule unité
fermée H∞. Alors

ΩbXbΩb = X∗b .

Ce résultat a été généralisé par Suarez [90].

Théorème 1.32 (Suarez, [90]). Soit b un point extrême de la boule unité fermée
de H∞, et soit ϕ ∈ H∞. Alors

T ∗ϕ̄,b = ΩbTϕ̄,bΩb.

Démonstration. Soit (pn)n une suite de polynômes uniformément bornée et tel
que pn → ϕ presque partout sur T, (on peut prendre par exemple les sommes
de Féjer de ϕ). Alors Tpn,b → Tϕ̄,b dans la topologie forte opérateurs. En effet,
montrons que pour tout f ∈ H(b), on a

(1.17) lim
n→∞

||Tpnf − Tϕ̄f ||b = 0.

Posons ψn = pn − ϕ. D’après le corollaire 1.22 il existe un g ∈ L2(ρ) tel que
Tb̄f = Kρg. Ainsi en utilisant le théorème 1.20, on obtient

Tb̄Tψ̄nf = Tψ̄nTb̄f = Kρ(ψ̄ng).

En utilisant le théorème 1.21, on en déduit que

||Tψ̄nf ||
2
b = ||Tψ̄nf ||

2
2 + ||Tb̄Tψ̄nf ||

2
b̄

= ||Tψ̄nf ||
2
2 + ||Kρ(ψ̄ng)||2

b̄

= ||Tψ̄nf ||
2
2 + ||ψ̄ng||L2(ρ)

≤ ||ψ̄nf ||22 + ||ψ̄ng||L2(ρ).

En utilisant le théorème de convergence dominée, on en déduit que ||Tψ̄nf ||b →
0, lorsque n tend vers l’infini, ce qui prouve (1.17).
Notons maintenant que si pn(z) =

∑N
k=0 akz

k, alors

Tp̄n,b =
N∑
k=0

ākX
k
b et T ∗p̄n,b =

N∑
k=0

akX
∗k
b .

Le théorème précédent implique alors que T ∗p̄n,b = ΩbTp̄n,bΩb. Remarquons que
la convergence d’une suite d’opérateurs (Tn) vers un opérateur T dans la topo-
logie forte opérateurs implique la convergence de T ∗n vers l’opérateur T ∗ dans
la topologie faible opérateurs. On conclut alors que T ∗ϕ̄,b = ΩbTϕ̄,bΩb.
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1.4 Opérateurs de Toeplitz non bornés
Rappelons que l’espace de Smirnov N+ est défini comme

N+ =
{
f

g
: f, g ∈ H∞ et g extérieure

}
.

Dans [81], Sarason a établi un lien intéressant entre les opérateurs de Toeplitz
non bornés Tφ̄, φ ∈ N+, et les espaces de de Branges-Rovnyak H(b) dans le cas
b non extrême.

Lorsque b est non extrême, rappelons qu’il existe une (unique) fonction ex-
trérieure a telle que a(0) > 0 et |a|2 + |b|2 = 1 presque partout sur T. La fonction
φ = b

a
∈ N+ et de nombreuses propriétés de H(b) peuvent s’exprimer en fonc-

tion de φ. Inversement si φ est une fonction de N+, alors il existe une unique
paire pythagoricienne (a, b) telle que φ = b

a
[81, Proposition 3.1].

Etant donné maintenant φ ∈ Hol(D), on définit Tφ comme étant l’opérateur
de multiplication par φ sur le domaine

D(Tφ) = {f ∈ H2 : φf ∈ H2}.

On peut alors montrer que Tφ est densément défini sur H2 si et seulement si
φ ∈ N+ [81, Lemme 5.2]. Dans ce cas Tφ admet un unique adjoint T ∗φ (au sens
des opérateurs non bornés) et on définit

(1.18) Tφ̄ := T ∗φ .

Rappelons que

D(T ∗φ ) = {h ∈ H2 : ∃g ∈ H2 telle que ∀f ∈ D(Tφ), < Tφf, h >2=< f, g >2}.

Pour un h donné, une telle fonction g est unique et on pose T ∗φh = g.
De plus, dans le cas où φ ∈ H∞ (correspondant au cas où Tφ est borné), la
définition (1.18) est bien cohérente avec les propriétés des opérateurs de Toeplitz
bornés.

Le résultat suivant de Sarason fait le lien entre l’espace de de Branges-
Rovnyak H(b) et le domaine de Tφ̄.

Théorème 1.33 ([81], Proposition 5.4). Soit (a, b) une paire pythagoricienne
et φ := b

a
. Alors le domaine de Tφ̄ est H(b), et pour toute f ∈ H(b), on a

Tφ̄f = f+. De plus,

(1.19) ||f ||2b = ||f ||22 + ||Tφ̄f ||22 , f ∈ H(b).

Dans ce qui suit, nous devrons parfois échanger l’ordre des opérateurs de
Toeplitz. Selon un résultat classique déjà mentionné au début de cette thèse, si
φ, ψ ∈ H∞ alors Tφ̄ et Tψ̄ commutent (voir [40, Théorème 12.4]). Le résultat
suivant étend cette propriété au cas où l’un des symboles appartient à N+.

Théorème 1.34 ([81], Proposition 6.5). Soit φ ∈ N+ et ψ ∈ H∞. Alors D(Tφ̄)
est invariant par Tψ̄ et

Tφ̄Tψ̄f = Tφψf = Tψ̄Tφ̄f (f ∈ D(Tφ̄)).
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Avec ces deux théorèmes, Sarason a pu exprimer (zn)+ et les produits sca-
laires < zn+k, zn >b, n, k ≥ 0 en fonction des coefficients de Taylor de φ = b

a
(rappelons que dans le cas non extrême, les polynômes sont dans H(b)).

Lemme 1.35 (D. Sarason, [73]). Soit (a, b) une paire pythagoricienne et soit
φ := b

a
. Ecrivons φ sous la forme

φ(z) =
∑
j≥0

cjz
j .

Alors

(zn)+ = Tφ̄(zn) =
n∑

m=0
c̄n−mz

m (n ≥ 0),

||zn||2b = 1 +
n∑
j=0
|cj |2 (n ≥ 0),

< zn+k, zn >b=
n∑
j=0

c̄j+kcj (n ≥ 0, k ≥ 1).

Démonstration. Par (1.19) et l’identité de polarisation, on a

(1.20) < f, g >b=< f, g >2 + < Tφ̄f, Tφ̄g >2 (f, g ∈ H(b)).

Il suffit donc de calculer < Tφ̄(zn+k), Tφ̄(zn) >2 . Pour tout n ≥ 0, on peut
écrire

φ(z) =
n∑
k=0

ckz
k + zn+1φn(z),

où φn ∈ N+. Donc

Tφ̄(zn) =
n∑
k=0

c̄kTz̄k(zn) + T
zn+1φn

(zn).

Maintenant Tz̄k(zn) = zn−k (0 ≤ k ≤ n). De plus, par le théorème 1.34, on a

T
zn+1φn

(zn) = Tφ̄nTz̄n+1(zn) = Tφ̄n(0) = 0.

Il suit que Tφ̄(zn) =
∑n
m=0 c̄n−mz

m. D’où

< Tφ̄(zn+k), Tφ̄(zn) >2=
n∑

m=0
c̄n+k−mcn−m =

n∑
j=0

c̄j+kcj .

Cette identité avec l’équation (1.20) donne le résultat.

Remarquons que d’après le lemme 1.35, si b
a
∈ H2 alors la suite des monômes

(zn)n≥0 est bornée sur H(b), ce résultat sera utilisé au chapitre 4. En particulier
on a le théorème suivant.
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Théorème 1.36 ([39], Théorème 24.10). Soit (a, b) une paire pythagoricienne.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) H∞ ⊂ H(b)
(ii) supn≥0 ||zn||b <∞.

(iii) b

a
∈ H2.

(iν) (1− |b|2)−1 ∈ L1(T).

Le lemme 1.35 fournit une formule pour le produit scalaire des monômes
dans H(b), exprimée en termes des coefficients cj de la fonction φ. Puisque
les polynômes sont denses dans H(b), on pourrait s’attendre à ce qu’il y ait
une formule analogue pour les normes de fonctions plus générales. Le théorème
suivant de Sarason est un premier pas dans cette direction. Il donne une formule
pour les normes des fonctions analytiques sur un voisinage du disque unité fermé,
(rappelons d’après le théorème 1.18 que ces fonctions sont dans H(b), lorsque b
est non extrême).

Théorème 1.37 (D. Sarason, [81]). Soit (a, b) une paire pythagoricienne, soit
φ := b

a
et écrivons φ(z) =

∑∞
j=0 cjz

j . Soit f une fonction holomorphe sur un

voisinage du disque unité fermé D tel que f(z) =
∑∞
j=0 f̂(j)zj . Alors les séries∑

j≥0 f̂(j + k)c̄j convergent absolument pour tout k, et

f+(z) = Tφ̄(f) =
∞∑
k=0

 ∞∑
j=0

f̂(j + k)c̄j

 zk.

Ainsi

(1.21) ||f ||2b =
∞∑
k=0
|f̂(k)|2 +

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

f̂(j + k)c̄j

∣∣∣∣∣∣
2

.

Démonstration. Supposons tout d’abord que f soit un polynôme, de degré n.
Dans ce cas, comme dans la preuve du lemme 1.35, écrivons φ(z) =

∑n
j=0 cjz

j+
zn+1φn(z), où φn ∈ N+. On a alors avec le théorème 1.34,

T
zn+1φn

(f) = Tφ̄nTz̄n+1(f) = Tφ̄n(0) = 0,

et donc

f+ = Tφ̄(f) =
n∑
j=0

c̄jTz̄j (f) =
n∑
j=0

c̄j

n−j∑
k=0

f̂(j + k)zk =
n∑
k=0

n−k∑
j=0

f̂(j + k)c̄j

 zk.

En utilisant le théorème 1.33, on obtient

||f ||2b = ||f ||22 + ||Tφ̄f ||22 =
n∑
k=0
|f̂(k)|2 +

n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
n−k∑
j=0

f̂(j + k)c̄j

∣∣∣∣∣∣
2

,
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ce qui prouve le théorème dans ce cas. Pour le cas général, écrivons fn(z) :=∑n
j=0 f̂(j)zj . Par ce qui précède, on a

(1.22) ||fn||2b =
n∑
k=0
|f̂(k)|2 +

n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
n−k∑
j=0

f̂(j + k)c̄j

∣∣∣∣∣∣
2

.

Fixons R > 1 tel que f est holomorphe sur un voisinage de D(0, R) = {z ∈ C :
|z| ≤ R}. Alors d’après la formule de Cauchy f̂(j) = O(R−j) lorsque j → ∞.
Puisque cj = O(R′j) pour tout R′ ∈ (1, R) (car φ est holomorphe sur D), il suit
que les séries

∑
j≥0 f̂(j+k)c̄j convergent absolument pour tout k. Donc, lorsque

n → ∞, la partie droite de l’équation (1.22) converge vers la partie droite de
(1.21). D’autre part, en utilisant le lemme 1.35, on a pour tout R′ ∈ (1, R),

||f̂(k)zk||b = |f̂(k)|

1 +
k∑
j=0
|cj |2

1/2

= O((R′/R)k), k →∞.

Par suite, pour m > n, on a

||fm − fn||b =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

m∑
j=n+1

f̂(j)zj
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
b

≤
m∑

j=n+1
||f̂(j)zj ||b

.
m∑

j=n+1

(
R′

R

)j
−→ 0 , n→∞.

Ainsi (fn)n est une suite de Cauchy dans H(b) donc converge vers g ∈ H(b).
En particulier, pour tout z ∈ D, fn(z) −→ g(z), n→∞. Mais comme fn est la
somme de Taylor de f on a bien sûr fn(z) −→ f(z), n → ∞. Ainsi f = g et
donc (fn)n converge vers f dans H(b). En faisant tendre n → ∞ dans (1.22),
on en déduit (1.21) et le résultat.

Remarque 1.38. On sait qu’il n’est pas possible d’espérer obtenir une formule
du type (1.21) pour toutes les fonctions f ∈ H(b) car par exemple dans [34] on
montre qu’il existe des fonctions de H(b) qui ne peuvent pas être approchées par
leurs polynômes de Taylor.

1.5 Dérivée angulaire au sens de Carathéodory
1.5.1 Limite non tangentielle

Tout d’abord rappelons la notion de limite non tangentielle [40]. Dans de
nombreuses situations, nous devons savoir ce qui arrive à f(z), lorsque z s’ap-
proche de la frontière T. Un cas particulier, mais très important, est celui où z
s’approche de manière non tangentielle. Pour expliquer ce concept plus préci-
sément, prenons ζ un point du cercle unité T, et soit C ≥ 1. Une région de la
forme

SC(ζ) = {z ∈ D : |z − ζ| ≤ C(1− |z|)}
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est appelé un domaine de Stolz centré au point ζ.
On dit que, f admet une limite non tangentielle L au point ζ, si pour chaque
valeur fixe du paramètre C,

lim
z→ζ

z∈SC(ζ)

f(z) = L.

Si c’est le cas, on définit f(ζ) = L et on écrit

lim
z→ζ
^

f(z) = f(ζ).

La quantité f(ζ) est considérée comme la valeur limite de f au point ζ.
On dit encore que f admet une limite radiale L au point ζ ∈ T si

lim
r→1

f(rζ) = L.

Clairement si f admet une limite non tangentielle L au point ζ alors elle admet
une limite radiale L au point ζ.

1.5.2 Dérivée angulaire
Supposons qu’une fonction réelle h : [a, b] −→ R soit différentiable sur [a, b].

En particulier, au point b les deux limites

h(b) = lim
t→b

h(t) et h′(b) = lim
t→b

h(t)− h(b)
t− b

existent. Cependant, on ne peut pas déduire que la limite de h′(t), lorsque t s’ap-
proche de b par la droite, existe encore. Mais pour les fonctions analytiques, un
résultat partiel de ce type est valable. Le résultat suivant révèle le lien entre les
valeurs non tangentielles de f ′(z), d’une part, et celle du quotient f(z)− f(ζ)

z − ζ
,

d’autre part, lorsque z tend vers ζ à l’intérieur d’un domaine de Stolz.

Théorème 1.39 ([40], Théorème 3.1). Soit f une fonction analytique sur le
disque unité ouvert D, et soit ζ ∈ T. Alors on a les équivalences suivantes.
(i) Les deux limites non tangentielles

f(ζ) = lim
z→ζ
^

f(z)

et
lim
z→ζ
^

f(z)− f(ζ)
z − ζ

existent.
(ii) Il existe un nombre complexe λ tel que la limite non tangentielle

lim
z→ζ
^

f(z)− λ
z − ζ

existe.
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(iii) la fonction f ′ admet une limite non tangentielle au point ζ, c’est-à-dire

lim
z→ζ
^

f ′(z)

existe.

Dans ce cas, on dit que f admet une dérivée angulaire au point ζ et on a λ = f(ζ)
et

f ′(ζ) := lim
z→ζ
^

f(z)− f(ζ)
z − ζ

= lim
z→ζ
^

f ′(z).

La quantité f ′(ζ) s’appelle la dérivée angulaire de f au point ζ.

Nous donnons ici une version de la formule de Taylor en un point ζ0 du
cercle unité pour une fonction analytique dans D qui possède ainsi qu’un certain
nombre de ses dérivées une limite radiale en ζ0. Ce résultat sera utilisé au
chapitre 3. Une version de ce résultat apparait dans [39, Lemme 22.5] pour le
demi-plan supérieur. Nous adoptons la preuve dans le disque.

Lemme 1.40. Soit h : D → C une fonction analytique, n ≥ 0 et ζ0 ∈ T.
Supposons que h, h′, . . . , h(n) aient des limites radiales en ζ0, c’est-à-dire

h(j)(ζ0) := lim
r→1
<

h(j)(rζ0)

existe pour tout 0 ≤ j ≤ n. Alors

h(z) =
n∑
j=0

h(j)(ζ0)
j! (z − ζ0)j + (z − ζ0)nε(z), (z ∈ D),

où ε est une fonction analytique dans D telle que lim
r→1
<

ε(rζ0) = 0.

Démonstration. On effectue une preuve par récurrence sur n.
Pour n = 0, on définit ε(z) := h(z)− h(ζ0), z ∈ D, et on remarque que

lim
r→1
<

ε(rζ0) = lim
r→1
<

(h(rζ0)− h(ζ0)) = 0,

par hypothèse.
Supposons maintenant que la propriété soit vraie jusqu’au rang n− 1, pour un
certain n ≥ 1.
Soit h : D → C analytique telle que h(j)(ζ0) existe pour tout 0 ≤ j ≤ n. Alors
h′ : D→ C est analytique et (h′)(j)(ζ0) existe pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1.
D’après l’hypothèse de récurrence, on a donc,

h′(z) =
n−1∑
j=0

(h′)(j)(ζ0)
j! (z − ζ0)j + (z − ζ0)n−1ε1(z), (z ∈ D),

avec lim
r→1

ε1(rζ0) = 0.
D’où

(1.23) h′(z) =
n−1∑
j=0

h(j+1)(ζ0)
j! (z − ζ0)j + (z − ζ0)n−1ε1(z), (z ∈ D).
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Définissons la fonction analytique ε sur D par

ε(z) :=
h(z)−

∑n
j=0

h(j)(ζ0)
j! (z − ζ0)j

(z − ζ0)n , (z ∈ D).

Il reste à montrer que
lim
r→1
<

ε(rζ0) = 0.

Si on utilise (1.23) avec z = tζ0, 0 ≤ t < 1, on a

(1.24) h′(tζ0) =
n−1∑
j=0

h(j+1)(ζ0)
j! (t− 1)jζj0 + (t− 1)n−1ζn−1

0 ε1(tζ0).

Fixons alors r ≤ s < 1. On a

h(sζ0)− h(rζ0) =
∫ s

r

ζ0h
′(tζ0)dt.

En effet, comme [rζ0, sζ0] ⊂ D, on a

h(sζ0)− h(rζ0) =
∫

[rζ0,sζ0]
h′(z)dz,

et en paramétrant le segment [rζ0, sζ0] par

γ : [r, s] → C
t 7→ γ(t) = tζ0,

on obtient

h(sζ0)− h(rζ0) =
∫ s

r

h′(γ(t))γ′(t)dt

=
∫ s

r

h′(tζ0)ζ0dt.

On fait maintenant tendre s vers 1. Comme h a une limite radiale en ζ0, on
obtient

lim
s→1
<

(h(sζ0)− h(rζ0)) = h(ζ0)− h(rζ0).

D’autre part, h′ est borné sur [rζ0, ζ0] et donc le théorème de convergence do-
minée implique que

lim
s→1
<

∫ s

r

ζ0h
′(tζ0)dt =

∫ 1

r

ζ0h
′(tζ0)dt.

D’où finalement
h(ζ0)− h(rζ0) =

∫ 1

r

ζ0h
′(tζ0)dt,

soit
h(rζ0)− h(ζ0) = ζ0

∫ r

1
h′(tζ0)dt.
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En utilisant (1.24), on en déduit que

h(rζ0) = h(ζ0) + ζ0

∫ r

1

n−1∑
j=0

h(j+1)(ζ0)
j! (t− 1)jζj0

 dt+ ζn0

∫ r

1
(t− 1)n−1ε1(tζ0)dt

= h(ζ0) +
n−1∑
j=0

h(j+1)(ζ0)
j! ζj+1

0

∫ r

1
(t− 1)jdt+ ζn0

∫ r

1
(t− 1)n−1ε1(tζ0)dt.

Or ∫ r

1
(t− 1)jdt = 1

(j + 1)
[
(t− 1)j+1]r

1

= 1
(j + 1)(r − 1)j+1.

ce qui implique que

h(rζ0) = h(ζ0) +
n−1∑
j=0

hj+1(ζ0)
(j + 1)! ζ

j+1
0 (r − 1)j+1 + ζn0

∫ r

1
(t− 1)n−1ε1(tζ0)dt.

D’où

ε(rζ0) =
h(rζ0)−

∑n
j=0

h(j)(ζ0)
j! (r − 1)jζj0

(r − 1)nζn0

= 1
(r − 1)n

∫ r

1
(t− 1)n−1ε1(tζ0)dt.

Ainsi, on obtient que

|ε(rζ0)| ≤ 1
(1− r)n

∫ 1

r

(1− t)n−1|ε1(tζ0)|dt

≤ 1
(1− r)n (1− r)n−1

∫ 1

r

|ε1(tζ0)|dt

= 1
1− r

∫ 1

r

|ε1(tζ0)|dt.

Soit ε > 0, par l’hypothèse de récurrence, on sait qu’il existe un δ > 0 tel que
1− δ ≤ t < 1 implique |ε1(tζ0)| < ε. Par conséquent, pour tout r, 1− δ ≤ r < 1,
on a donc

|ε(rζ0)| < 1
1− r

∫ 1

r

εdt

= (1− r)ε
1− r = ε,

ce qui prouve que lim
r→1
<

ε(rζ0) = 0. Ainsi le lemme est démontré par récurrence.
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1.5.3 Dérivée angulaire au sens de Carathéodory
Nous allons maintenant rappeler la caractérisation obtenue par Sarason des

points ζ ∈ T tels que pour toute fonction f ∈ H(b), la limite non tangentielle

f(ζ) = lim
z→ζ
^

f(z)

existe. Cette caractérisation est liée au célèbre théorème de Julia-Carathéodory.
Rappelons qu’une fonction analytique b : D −→ D, admet une dérivée angulaire
au sens de Carathéodory en un point ζ0 ∈ T si elle admet une dérivée angulaire
au point ζ0 et de plus |b(ζ0)| = 1.

Théorème 1.41 ([39], Théorème 21.1). Soit b : D −→ D une fonction analy-
tique, soit ζ ∈ T, et posons

c = lim inf
z→ζ

1− |b(z)|
1− |z| .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) La constante c est finie, c’est-à-dire

c <∞.

(ii) Il existe un λ ∈ T tel que

b(z)− λ
z − ζ

∈ H(b).

(iii) Pour toute fonction f ∈ H(b),

f(ζ) = lim
z→ζ
^

f(z)

existe.
(iν) La fonction b admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au

point ζ.
De plus dans le cas où l’une des propriétés (i) et (iν) est vraie, on a :
(a) La constante c n’est pas nulle, c’est-à-dire

c > 0.

(b) On a |b(ζ)| = 1, c = |b′(ζ)|, et

b′(ζ) = b(ζ)
ζ
|b′(ζ)|.

(c)

kbζ(z) = 1− b(ζ)b(z)
1− ζ̄z

∈ H(b).

(d) Pour tout f ∈ H(b),
f(ζ) =< f, kbζ >b .
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(e)
lim
z→ζ
^

||kbz − kbζ ||b = 0.

(f)
|b′(ζ)| = kbζ(ζ) = ||kbζ ||2b = c.

(g)

c = lim
z→ζ
^

1− |b(z)|
1− |z| .

1.6 Espace de Dirichlet à poids et espace de de
Branges-Rovnyak

Il se trouve que les espaces de de Branges-Rovnyak ont un lien étroit avec
une autre classe d’espaces de fonctions analytiques, les espaces de Dirichlet à
poids D(µ) introduits par Richter et Sundberg dans le cadre d’une étude sur les
2-isométries. Rappelons que si µ est une mesure borélienne, positive et finie sur
T, on définit l’intégrale de Poisson de µ par

Pµ(z) =
∫

T

1− |z|2

|z − ζ|2
dµ(ζ), z ∈ D.

L’espace de Dirichlet D(µ) est alors l’espace des fonctions f ∈ H2 telles que

Dµ(f) := 1
π

∫
D
|f ′(z)|2Pµ(z)dA(z) <∞,

où dA est la mesure d’aire sur D.
On munit l’espace D(µ) de la norme

||f ||2µ = ||f ||22 +Dµ(f)

qui en fait un espace de Hilbert. Dans le cas où µ = m, la mesure de Lebesgue
normalisée sur T, alors Pµ ≡ 1 et D(m) est l’espace de Dirichlet classique.

Un autre cas particulier important, étudié initialement par Sarason [79], est
le cas où µ = δ1, la mesure de Dirac au point 1. Sarason a alors montré que
D(δ1) = H(b1) (avec égalité des normes) où b1 est la fonction rationnelle donnée
par

(1.25) b1(z) =
√
τ

z

1− τz , z ∈ D,

et τ est l’unique solution de τ + 1
τ

= 3 telle que 0 < τ ≤ 1.
Ce résultat de Sarason a alors été étendu par N. Chevrot, D. Guillot et T.

Ransford [20] qui ont montré que le seul cas où un espace D(µ) coïncide avec un
espace de de Branges-Rovnyak (avec égalité des normes) est le cas où µ = cδλ,
avec λ ∈ T et c ≥ 0.
Remarquons de plus que la fonction b1 est un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞ et que la fonction a1 associée est donnée par

a1(z) =
√
τ

1− z
1− τz , z ∈ D.
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En particulier, a1 est une fraction rationnelle dont l’unique zéro est en 1.
Plus généralement, on peut se demander dans quels cas un espace de Dirichlet

D(µ) coïncide avec un espace de de Branges-Rovnyak (avec simplement une
équivalence des normes). Costara et Ransford ont montré alors dans [27] que
si µ est une somme finie de mesures de Dirac, µ =

∑N
i=1 aiδζi , ai ≥ 0 et ζi ∈

T, 1 ≤ i ≤ N, alors D(µ) coïncide avec un espace de de Branges-Rovnyak H(b),
où b est la fonction extérieure telle que |a|2 + |b|2 = 1 p.p. sur T et a(z) =∏N
i=1(z − ζi). Ce résultat a aussi été observé par Chacòn-Fricain-Shabankhah

[18] et est basé sur une description explicite de H(b) lorsque b est une fraction
rationnelle. Nous allons maintenant expliquer brièvement cette description qui
sera utilisée principalement au chapitre 3.

Soit b une fraction rationnelle qui est un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞. Ecrivons b = p

r
, où p et r sont deux polynômes telles que

pgcd(p, r) = 1 et r(0) > 0. Notons que comme b ∈ H∞, r n’a pas de zéros dans
D. De plus, on a

|r|2 − |p|2 ≥ 0 (sur T),

(car ||b||∞ ≤ 1) et le théorème de Fejér-Riesz implique qu’il existe un polynôme
q sans zéros dans D, avec q(0) > 0 et tel que

|r|2 − |p|2 = |q|2 (sur T).

Posons alors a := q

r
. La fonction a est dans H∞ (car r n’a pas de zéro dans D).

De plus, elle est extérieure et a(0) = q(0)
r(0) > 0. Enfin,

|a|2 + |b|2 = |q|
2

|r|2
+ |p|

2

|r|2
= 1 (sur T).

Ainsi, a est l’unique paire pythagoricienne associée à b. En particulier, a est
rationnelle. On a alors la description suivante de H(b).

Théorème 1.42 (Costara-Ransford). Soit b une fraction rationnelle qui est un
point non extrême de la boule unité fermée de H∞ et soit a sa paire pythago-
ricienne. Notons ζ1, . . . , ζn les zéros de a sur T, avec multiplicité m1, . . . ,mn.
Alors
(i)

(1.26) H(b) =
n∏
i=1

(z − ζi)miH2 + PN−1

où N =
∑n
i=1mi, PN−1 est l’espace des polynômes de degré inférieur ou

égale à N − 1 et la somme est directe.
(ii) On aM(a) =

∏n
i=1(z − ζi)miH2 etM(a) est fermé dans H(b).

(iii) Il existe deux constantes c1, c2 > 0 telles que pour toute fonction f =∏n
i=1(z − ζi)mig + p, où g ∈ H2 et p ∈ PN−1, on a

c1(||g||2 + ||p||2) ≤ ||f ||b ≤ c2(||g||2 + ||p||2).



1.6. ESPACES DE DIRICHLET ET DE DE BRANGES-ROVNYAK 53

Ce résultat a été retrouvé dans [13]. On pourra consulter aussi [39, Théorème
27.20]. Mentionnons aussi que dans [36] on montre que la somme dans (1.26)
est orthogonale si et seulement si N = s où s est le degré de p, b = p

r
.

Une question naturelle est, étant donnée une fonction f ∈ H(b), comment
obtenir la décomposition de f relativement à (1.26), c’est-à-dire, comment peut-
on calculer (g, p) ∈ H2 × PN−1 tel que

f =
n∏
i=1

(z − ζi)mig + p?

Pour cela, le lemme suivant, qui donne une estimation sur les dérivées des fonc-
tions de H2, sera utile.

Lemme 1.43 ([39], Lemme 27.21). Soit ` ∈ N. Alors, il existe c` > 0 telle que
pour toute fonction f ∈ H2, on a

|f (`)(z)| ≤ c`||f ||2
1

(1− |z|2)`+ 1
2
, z ∈ D.

Démonstration. Pour z ∈ D, ` ∈ N, notons g`,z(u) = ∂`kz
∂z̄`

(u). En utilisant le
fait que kz(u) = (1− z̄u)−1, un calcul immédiat montre que

(1.27) g`,z(u) = (−1)``!u`

(1− z̄u)`+1 .

Ainsi, g`,z ∈ H2 et un raisonnement standard montre que g`,z est le noyau
reproduisant dans H2 pour la dérivée d’ordre ` en z. Autrement dit, pour toute
fonction f ∈ H2, on a

f (`)(z) =< f, g`,z >2 .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz, implique alors que

|f (`)(z)| ≤ ||f ||2||g`,z||2.

Il reste à montrer qu’il existe c` > 0 telle que

||g`,z||2 ≤ c`
1

(1− |z|2)`+ 1
2
.

Or d’après (1.27),

g
(`)
`,z(u) = P`(z̄, u)

(1− z̄u)2`+1 ,

où P`(z̄, u) est un polynôme en fonction de z̄ et u. Comme z, u ∈ D, il existe
une constante c` > 0 telle que pour tout z, u ∈ D,

|P`(z̄, u)| ≤ c2` .

Ainsi

||g`,z||22 = g
(`)
`,z(z)

= P`(z̄, z)
(1− |z|2)2`+1

≤ c2`
(1− |z|2)2`+1 .
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D’où
||g`,z||2 ≤

c`

(1− |z|2)`+ 1
2
.

Corollaire 1.44 ([39], Corollaire 27.22). Soit b une fonction rationnelle qui est
un point non extrême de la boule unité fermée de H∞, soit ζ1, . . . ζn les zéros
de a dans T, et soit m1, . . . ,mn les multiplicités correspondantes. Notons par
N =

∑n
i=1mi. Alors toute fonction f ∈ H(b) et toutes ses dérivées jusqu’à

l’ordre mi − 1 admettent une limite non tangentielle au point ζi, 1 ≤ i ≤ n. De
plus, si (ri,k)1≤i≤n,0≤k≤mi−1 désigne les polynômes d’interpolation d’Hermite
de degré N − 1 tel que

r
(`)
i,k(ζj) =

{
1 si i = j et k = `
0 sinon ,

alors

f −
n∑
i=1

mi−1∑
k=0

f (k)(ζi)ri,k

appartient àM(a).

Démonstration. Soit f ∈ H(b). Alors d’après le théorème 1.42, il existe g ∈ H2

et p ∈ PN−1 tel que

f =
n∏
i=1

(z − ζi)mig + p.

Montrons que pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout k ∈ {0, . . . ,mi − 1}, la
fonction f (k) admet une limite non tangentielle au point ζi et

p(k)(ζi) = f (k)(ζi).

Ecrivons
f(z) = p(z) + (z − ζi)mig(z)

∏
r 6=i

(z − ζr)mr ,

et remarquons que g(z) = O((1 − |z|2)− 1
2 ), et |z − ζi|1− |z|2 reste bornée lorsque

z → ζi non tangentiellement. Ainsi |z−ζi|mig(z) = O(|z−ζi|mi−
1
2 ). Or mi ≥ 1,

et donc |z − ζi|mi−
1
2 → 0 lorsque z → ζi. D’où

f(z)→ p(ζi)

lorsque z → ζi non tangentiellement. De plus, on a

f ′(z) = p′(z) +
n∑
i=1

mi(z − ζi)mi−1g(z)
∏

r 6=i,1≤r≤n
(z − ζr)mr +

n∏
r=1

(z − ζr)mrg′(z).

En utilisant le Lemme 1.43, on voit que si mi ≥ 2, alors

f ′(z)→ p′(ζj)
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lorsque z → ζi non tangentiellement. Par induction, on vérifie que pour tout
k ∈ {0, . . . ,mi − 1},

f (k)(z)→ p(k)(ζi)

lorsque z → ζi non tangentiellement.
Maintenant, puisque p est un polynôme de degré inférieur ou égal à N − 1, on a

p =
n∑
i=1

mi−1∑
k=0

p(k)(ζi)ri,k,

ce qui donne le résultat.

La description explicite de H(b) donnée par le théorème 1.42 permet, dans
le cas où b est une fraction rationnelle non extrême dans la boule unité fer-
mée de H∞, de décrire complètement les multiplicateurs de H(b). Nous note-
rons Mult(H(b)) l’ensemble des multiplicateurs de H(b), autrement dit l’en-
semble des fonctions ϕ : D → C analytiques telles que pour toute fonction
f ∈ H(b), ϕf ∈ H(b). Comme H(b) est un espace de Hilbert de fonctions analy-
tiques, il est bien connu alors queMult(H(b)) ⊂ H(b)∩H∞ (voir [40, Corollaire
9.7]). Il a été observé dans [37] que dans le cas où b est une fraction rationnelle
qui est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞, la réciproque est
vraie.

Théorème 1.45 ([37]). Soit b une fonction rationnelle qui est un point non
extrême de la boule unité fermée de H∞. Alors

Mult(H(b)) = H(b) ∩H∞.

Démonstration. Comme on l’a signalé, l’inclusion Mult(H(b)) ⊂ H(b) ∩ H∞
est vérifiée en général et basée sur un argument standard dans les espaces à
noyaux reproduisants. Pour la réciproque, soit f ∈ H(b) ∩ H∞. Montrons que
pour toute fonction g ∈ H(b), on a fg ∈ H(b). D’après le théorème 1.42, on
peut décomposer g sous la forme

g = ag̃ + p,

où g̃ ∈ H2 et p ∈ PN−1, N étant le nombre de zéros de a sur T comptés avec
multiplicités. On a alors

fg = afg̃ + pf.

Or fg̃ ∈ H2 car f ∈ H∞ et g̃ ∈ H2. D’où afg̃ ∈ M(a) ⊂ H(b). De plus,
f ∈ H(b) et H(b) est invariant par S (voir théorème 1.27). Ainsi pf ∈ H(b) et
donc finalement fg ∈ H(b).

Nous donnons maintenant deux résultats qui nous semblent nouveaux et qui
seront utilisés au chapitre 3 dans le cadre des opérateurs de composition sur
H(b).

Lemme 1.46. Soit b une fraction rationnelle et supposons que b soit un point
non extrême de la boule unité fermée de H∞. Soit ϕ ∈ H(b) et supposons que
1
ϕ ∈ H

∞. Alors 1
ϕ ∈ H(b) et donc 1

ϕ ∈Mult(H(b)).
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Démonstration. Notons a la paire pythagoricienne associée à b et ζ1, . . . , ζn les
zéros de a sur T avec multiplicité m1, . . . ,mn. Notons aussi a1(z) =

∏n
i=1(z −

ζi)mi et N =
∑n
i=1mi. Il suit du théorème 1.42 que H(b) = a1H

2 + PN−1.
Comme ϕ ∈ H(b) on peut donc décomposer ϕ sous la forme

(1.28) ϕ = a1ϕ̃+ pϕ,

avec ϕ̃ ∈ H2 et pϕ ∈ PN−1. De plus d’après le corollaire 1.44, pour tout 1 ≤
i ≤ n et pour tout 0 ≤ k ≤ mi − 1, ϕ(k) admet une limite non tangentielle au
point ζi et

ϕ(k)(ζi) = p(k)
ϕ (ζi).

De plus l’hypothèse 1
ϕ
∈ H∞ implique qu’il existe δ > 0 tel que pour tout

z ∈ D, δ ≤ |ϕ(z)|. En faisant tendre z vers ζi non tangentiellement, on en
déduit que pour tout 1 ≤ i ≤ n, ϕ(ζi) 6= 0. Posons alors h := 1

ϕ
. Remarquons

que pour tout 0 ≤ k ≤ mi − 1, on a

h(k) = ψk(ϕ,ϕ′, . . . , ϕ(k))
ϕk+1 ,

où ψk est une fonction polynomiale à k + 1 variables. En particulier, on voit
que pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout 0 ≤ k ≤ mi − 1, h(k) admet une limite non
tangentielle au point ζi. Considérons alors l’unique polynôme ph ∈ PN−1 tel que
pour tout 1 ≤ i ≤ n, tout 0 ≤ k ≤ mi − 1,

p
(k)
h (ζi) = h(k)(ζi).

Autrement dit,

ph =
n∑
i=1

mi−1∑
k=0

h(k)(ζi)ri,k,

où (ri,k)1≤i≤n,0≤k≤mi−1 désigne la suite des polynômes d’interpolation d’Her-
mite de degré N − 1 tel que

r
(`)
i,k(ζj) =

{
1 si i = j et k = `
0 sinon .

Pour montrer que h ∈ H(b), nous devons vérifier que la fonction ψ := h− ph
a1

est dans H2. Ecrivons alors

ψ =
1
ϕ − ph
a1

= 1
ϕ
.
1− ϕph
a1

= 1
ϕ
.
1− pϕph

a1
+ 1
ϕ
.
ph(pϕ − ϕ)

a1
.

Il découle de (1.28) que pϕ − ϕ
a1

= −ϕ̃ ∈ H2 et comme 1
ϕ

et ph sont dans H∞,

le second terme 1
ϕ
.
ph(pϕ − ϕ)

a1
est dans H2. Pour le premier terme, à nouveau



1.7. COMPACITÉ ET PROPRIÉTÉ DE HILBERT-SCHMIDT 57

en utilisant le fait que 1
ϕ ∈ H

∞, il suffit de montrer que pϕph − 1
a1

∈ H2. Or
pour 1 ≤ i ≤ n, on a

(pϕph − 1)(ζi) = ϕ(ζi)h(ζi)− 1 = 0.

Donc chaque point ζi est un zéro du polynôme pϕph− 1. De plus, pour 1 ≤ k ≤
mi − 1, on a

(pϕph − 1)(k)(ζi) = (pϕph)(k)(ζi)

=
k∑
`=0

C`kp
(`)
ϕ (ζi)p(k−`)

h (ζi)

=
k∑
`=0

C`kϕ
(`)(ζi)h(k−`)(ζi)

= (ϕh)(k)(ζi)
= (ϕh− 1)(k)(ζi) = 0,

car ϕh − 1 = 0. Ainsi, pour tout 1 ≤ i ≤ n, ζi est un zéro du polynôme
pϕph− 1 de multiplicité supérieur ou égal à mi− 1. En particulier, le polynôme
a1(z) =

∏n
i=1(z − ζi)mi divise le polynôme pϕph − 1, et donc pϕph − 1

a1
est

un polynôme et donc dans H2. Ceci prouve finalement que ψ ∈ H2 et donc
1
ϕ ∈ H(b). En particulier, on a 1

ϕ ∈ H(b) ∩H∞ =Mult(H(b)), par le théorème
1.45.

Corollaire 1.47. Soit b une fraction rationnelle et supposons que b soit un
point non extrême de la boule unité fermée de H∞. Soit ϕ ∈ H(b), ||ϕ||∞ ≤ 1.
Alors pour tout λ ∈ D,

1
1− λ̄ϕ

∈ H(b).

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement du lemme précédent car
dans ce cas 1− λ̄ϕ ∈ H(b) et pour tout z ∈ D,

|1− λ̄ϕ(z)| ≥ 1− |λ||ϕ(z)| ≥ 1− |λ| > 0.

D’où 1
1− λ̄ϕ

∈ H∞ et par conséquent 1
1− λ̄ϕ

∈ H(b).

1.7 Compacité et propriété de Hilbert-Schmidt
Dans cette section, nous allons brièvement rappeler quelques faits bien connus

autour des opérateurs compacts et de Hilbert-Schmidt, et établir quelques lemmes
qui seront utiles dans la suite de cette thèse et principalement au chapitre 3.

Rappelons que si H1 et H2 sont deux espaces de Hilbert et A ∈ L(H1,H2),
on dit que A est compact si l’image par A de la boule unité fermée de H1 est
un ensemble relativement compact de H2. Il est bien connu que cette propriété
est équivalente à la propriété suivante :(

xn −→
n→∞

0 faiblement dans H1

)
⇒ ||Axn||H2 −→

n→∞
0.
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De plus, si A ∈ L(H1,H2) et B ∈ L(H2,H3) et si l’un des deux opérateurs est
compact, alors le produit BA est un opérateur compact de H1 dans H3. On
pourra consulter [14] ou [26] pour plus de détails sur les opérateurs compacts.

Si A ∈ L(H1,H2), on dit que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt s’il
existe une base orthonormale (en)n≥1 de H1 telle que

∞∑
n=1
||Aen||2H2

<∞.

Il est bien connu que la quantité
∑∞
n=1 ||Aen||2H2

ne dépend pas de la base
orthonormale choisie et qu’un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. De
plus, si A ∈ L(H1,H2) et B ∈ L(H2,H3) et si l’un des deux opérateurs est
Hilbert-Schmidt, alors le produit BA est un opérateur de Hilbert-Schmidt de
H1 dans H3. Donnons maintenant quelques lemmes utiles dans la suite de cette
thèse. Ces résultats sont probablement connus mais faute de référence, nous
donnons des preuves.

Lemme 1.48. Soit E = E1 ⊕E2 un espace de Hilbert avec dim(E2) <∞. Soit
H un espace de Hilbert et T ∈ L(E,H). On note

T1 : E1 → H
h 7→ T1h = Th.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) T est compact (respectivement Hilbert-Schmidt).
(ii) T1 est compact (respectivement Hilbert-Schmidt).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Supposons que T soit compact (respectivement
Hilbert-Schmidt), et notons i1 l’injection canonique de E1 dans E. Alors T1 =
Ti1, et donc T1 est compact (respectivement Hilbert-Schmidt), car le produit de
deux opérateurs bornés, dont l’un est compact (respectivement Hilbert-Schmidt)
est lui aussi compact (respectivement Hilbert-Schmidt).

(ii) ⇒ (i) : Supposons que T1 soit compact (respectivement Hilbert-Schmidt).
Pour i ∈ {1, 2}, notons Pi : E = E1 ⊕ E2 → Ei la projection orthogonale de E
sur Ei et

Ti : Ei → H
h 7→ Tih = Th.

On a T = T1P1 + T2P2. Avec l’hypothèse (ii), on en déduit que T1P1 est un
opérateur compact (respectivement Hilbert-Schmidt). De plus, comme E2 est
de dimension finie, P2 est un opérateur de rang fini donc Hilbert-Schmidt. En
particulier, l’opérateur T2P2 est un opérateur Hilbert-Schmidt et on en déduit
que T est compact (respectivement Hilbert-Schmidt).

Lemme 1.49. Soient T1 ∈ L(H1,H2), T2 ∈ L(H3,H4), V1 ∈ L(H3,H1) un
isomorphisme, V2 ∈ L(H4,H2) une isométrie et supposons que T1V1 = V2T2.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) T1 : H1 → H2 est compact.
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(ii) T2 : H3 → H4 est compact.

Démonstration. (ii)⇒ (i) : Supposons que T2 : H3 → H4 soit compact. Comme
T1V1 = V2T2 et V1 est inversible, alors

T1 = V2T2V
−1
1 .

Or T2 est compact, et donc T1 est compact.

(i) ⇒ (ii) : Supposons que T1 : H1 → H2 soit compact. Soit (fn)n une suite
qui converge faiblement vers 0 dans H3. On doit montrer que ||T2fn||H4 −→ 0,
lorsque n→∞. Or T1 étant compact, l’opérateur T1V1 : H3 → H2 est compact.
D’où

||T1V1fn||H2 −→ 0, n→∞.

Or
||T1V1fn||H2 = ||V2T2fn||H2 −→ 0, n→∞.

Comme V2 est une isométrie alors

||T2fn||H4 = ||V2T2fn||H2 −→ 0, n→∞.

Ainsi T2 : H3 → H4 est compact.

On a le même résultat pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Lemme 1.50. Soient T1 ∈ L(H1,H2), T2 ∈ L(H3,H4), V1 ∈ L(H3,H1) un
isomorphisme, V2 ∈ L(H4,H2) une isométrie et supposons que T1V1 = V2T2.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) T1 : H1 → H2 est Hilbert-Schmidt.
(ii) T2 : H3 → H4 est Hilbert-Schmidt.

Démonstration. (ii)⇒ (i) : On utilise la même méthode que celle utilisée dans
le lemme précédent.

(i) ⇒ (ii) : Supposons que T1 : H1 → H2 soit Hilbert-Schmidt. Soit (en)n
une base orthonormale de H3. On doit montrer que∑

n≥0
||T2en||2H4

<∞.

L’opérateur T1 étant Hilbert-Schmidt alors T1V1 : H3 → H2 est aussi Hilbert-
Schmidt. D’où ∑

n≥0
||T1V1en||2H2

<∞.

Or
||T1V1en||H2 = ||V2T2en||H2 = ||T2en||H4 ,

car V2 est une isométrie. Donc∑
n≥0
||T2en||2H4

=
∑
n≥0
||T1V1en||2H2

<∞.

Ainsi T2 : H3 → H4 est Hilbert-Schmidt.
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1.8 Opérateurs cycliques, hypercycliques et fré-
quemment hypercycliques

Au chapitre 2, nous allons étudier la dynamique des opérateurs Tϕ̄,b et en
particulier la cyclicité, l’hypercyclicité et la fréquente hypercyclicité de ces opé-
rateurs. Nous rappelons dans cette section quelques résultats que nous utilise-
rons au chapitre 2.

1.8.1 Opérateurs cycliques
Dans cette section, nous rappelons plusieurs résultats autour des vecteurs

cycliques pour l’adjoint du shift S∗.

Définition 2. Soit H un espace de Hilbert et soit T ∈ L(H). L’opérateur T est
cyclique si il existe un x ∈ H tel que

Span{Tnx : n ≥ 0} = H.

Un tel vecteur x est appelé un vecteur cyclique pour T .

Le lemme technique suivant sera utilisé au chapitre 2.

Lemme 1.51. Soit T1 ∈ L(H), λ ∈ C et T = T1 + λI. Soit x ∈ H. Alors x est
cyclique pour T si et seulement si x est cyclique pour T1.

Démonstration. Supposons que x soit cyclique pour T . Soit ε > 0 et u ∈ H.
Alors, il existe un polynôme p tel que

||p(T )x− u|| ≤ ε.

Définissons alors le polynôme q par q(X) = p(X + λ). On a alors

q(T1) = p(T1 + λI) = p(T ).

D’où
||q(T1)x− u|| ≤ ε,

ce qui prouve que x est cyclique pour T1. Réciproquement, si x est cyclique pour
T1, en écrivant que T1 = T −λI et en échangeant les rôles de T1 et T, on prouve
comme précédemment que x est cyclique pour T .

Les vecteurs cycliques pour S∗ sur H2 ont été complètement caractérisés par
Douglas, Shapiro et Shields [32].

Théorème 1.52 ( [40], Théorème 8.42). Soit f ∈ H2. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
(i) f est un vecteur non cyclique de S∗.
(ii) Il existe g, h ∈

⋃
p>0

Hp tel que

f = h̄

ḡ
, (p.p. sur T).
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(iii) f admet un prolongement à travers T en une fonction f̃ méromorphe de
type borné sur De = {z : 1 < |z| ≤ ∞}.

Si f ∈ H2 est un vecteur non cyclique de S∗ alors par définition l’espace
fermé

E = Span{S∗nf : n ≥ 0}
n’est pas égal à H2. Evidemment, E est invariant par S∗. Donc d’après le
théorème de Beurling, il existe une fonction intérieure Θ tel que E = KΘ.
Inversement pour tout Θ et pour tout f ∈ KΘ, on a

Span{S∗nf : n ≥ 0} ⊂ KΘ 6= H2.

Par conséquent, l’ensemble

K =
⋃

Θ intérieure
KΘ

est précisément formé de tous les vecteurs non cycliques de S∗. De plus, le théo-
rème 1.52 dit que l’ensemble K est constitué des fonctions f de H2 admettant
un prolongement à travers T en une fonction f̃ méromorphe de type borné sur
De.

D’autre part, en se basant sur la remarque 1.4, il s’avère que la notion de
vecteur cyclique de H2 pour l’adjoint du shift S∗ est invariante par l’opérateur
de Toeplitz à symbole co-analytique Tϕ̄ et vice versa.

Théorème 1.53 ( [40], Théorème 14.10). Soit f ∈ H2, et soit ϕ ∈ H∞, ϕ 6= 0.
Alors f est un vecteur cyclique pour S∗ si et seulement si Tϕ̄f est un vecteur
cyclique pour S∗.

Démonstration. Supposons que f soit cyclique pour S∗. Soit p un polynôme
analytique. D’après la remarque 1.4, il existe q ∈ H2 tel que Tϕ̄q = p. Soit
ε > 0. Alors il existe ak ∈ C, 0 ≤ k ≤ N , tel que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

akS
∗kf − q

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ ε

||ϕ||∞
.

D’où ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Tϕ̄

(
N∑
k=0

akS
∗kf − q

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ ε,

c’est-à-dire ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
k=0

akTϕ̄S
∗kf − p

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ ε.

Or Tϕ̄S∗k = S∗kTϕ̄ et donc∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
k=0

akS
∗kTϕ̄f − p

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ ε.

Ainsi p ∈ Span{S∗kTϕ̄f, k ≥ 0}. Ceci étant vraie pour tout polynôme, on en
déduit par densité des polynômes dans H2 que Span{S∗kTϕ̄f : k ≥ 0} = H2,
c’est-à-dire Tϕ̄f est cyclique pour S∗.
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Réciproquement, supposons que Tϕ̄f soit cyclique pour S∗. Soit E = Span{S∗nf :
n ≥ 0}. Alors il est clair que E est un sous espace fermé de H2, invariant par
S∗. Supposons que E 6= H2. Alors par le théorème de Beurling, il existe une
fonction intérieure Θ telle que E = KΘ. En particulier pour tout k ≥ 0, on a

S∗kTϕ̄f = Tϕ̄S
∗kf ∈ Tϕ̄KΘ ⊂ KΘ.

Ainsi
Span{S∗kTϕ̄f : k ≥ 0} ⊂ KΘ 6= H2,

ce qui contredit le fait que Tϕ̄f est un vecteur cyclique pour S∗. Ainsi E = H2

et donc f est cyclique pour S∗.

Nous verrons au chapitre 2 un analogue de ce résultat dans le contexte des
espaces de de Branges-Rovnyak.

D’autre part, Lotto et Sarason [56] ont caractérisé les vecteurs cycliques
pour S∗ qui sont dans H(b) et dans H(b̄), dans le cas où b est extrême. Tous les
éléments de H(b̄) sauf la fonction nulle sont des vecteurs cycliques pour S∗.

Théorème 1.54 ([39] ,Théorème 25.16). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors tout f ∈ H(b̄), f 6= 0, est un vecteur cyclique pour
S∗.

Contrairement à l’espace H(b̄), l’espace H(b) contient en général beaucoup
de vecteurs non cycliques si b est extrême, non extérieure.

Théorème 1.55 ([39], Théorème 25.17). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞, et soit f ∈ H2. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
(i) f ∈ H(b) et f est un vecteur non cyclique de S∗.

(ii) Tb̄f = 0.

(iii) f ∈ KΘ, où Θ est la partie intérieure de b.

( νi) f ∈ H(b) et f admet un prolongement à travers T en une fonction f̃
méromorphe de type borné sur De.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Le théorème 1.53 implique que Tb̄f est un vecteur
non cyclique de S∗. Mais, par le théorème 1.10, Tb̄f ∈ H(b̄). D’où, le théorème
1.54 implique que Tb̄f = 0.
(ii)⇒ (i) : D’après le théorème 1.10, on a f ∈ H(b). Puisque Tb̄f n’est évidem-
ment pas un vecteur cyclique pour S∗, il suit encore du théorème 1.53 que f
n’est pas un vecteur cyclique pour S∗.
(ii)⇔ (iii) : Cette équivalence résulte du théorème 1.5.
(i)⇔ (νi) : Cette équivalence résulte du théorème 1.52.

Dans le corollaire 1.9, nous avons vu que si b = b1Θ, b1 ∈ H∞, ||b1||∞ ≤ 1
et Θ intérieure, alors

(1.29) H(b) = KΘ ⊕ΘH(b1)

En utilisant le théorème 1.54, nous allons voir que dans le cas où b1 est un point
extrême de la boule unité de H∞, on peut inverser le rôle de Θ et b1 dans (1.29).
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Théorème 1.56 ( [39], Théorème 25.20). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞ tel que b = b1Θ, avec b1 ∈ H∞, ||b1||∞ ≤ 1, Θ intérieure
et b1,Θ non constant. Alors

H(b) = H(b1)⊕ b1KΘ,

et l’injection de H(b1) dans H(b) est une isométrie et l’opérateur Tb1 agit comme
une isométrie de KΘ dans H(b).

Démonstration. D’après le théorème 1.9, il suffit de montrer que

KΘ ∩H(b̄1) = {0}.

Soit f ∈ KΘ ∩ H(b̄1). D’une part, KΘ est un sous espace fermé invariant par
S∗. Alors f ne peut pas être un vecteur cyclique pour S∗. D’autre part, puisque
f ∈ H(b̄1) avec b1 extrême (remarquons que |b1| = |b| sur T et donc log(1−|b1|) =
log(1 − |b|) /∈ L1(T)) le théorème 1.54 implique que f = 0. On conclut que
KΘ ∩H(b̄1) = {0}.

1.8.2 Opérateurs hypercycliques et fréquemment hyper-
cycliques

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable et de dimension infinie.

Définition 3. Un opérateur T ∈ L(H) est dit hypercyclique s’il existe un vecteur
x ∈ H tel que son orbite par T ,

Orb(x, T ) := {Tnx : n ∈ N},

est dense dans H.
Un tel vecteur x est dit hypercyclique pour T , et l’ensemble de tous les vecteurs
hypercycliques pour T est noté par HC(T ).

Remarquons bien sûr qu’un vecteur x ∈ H est hypercyclique si pour tout
ouvert non vide U de H l’ensemble

N(x, U) := {n ≥ 0 : Tnx ∈ U}

est non vide. Il est alors facile de voir en utilisant le théorème de Baire que
N(x, U) est infini. Il est alors naturel de se demander quelle est la grosseur
de cet ensemble et du coup d’étudier sa densité. Cela conduit à la définition
suivante.

Définition 4. Un opérateur T ∈ L(H) est fréquemment hypercyclique s’il existe
un vecteur x ∈ H tel que pour tout sous-ensemble ouvert non vide U de H,
l’ensemble N(x, U) = {n ≥ 0 : Tn(x) ∈ U} a une densité inférieure positive,
c’est-à-dire

dens(N(x, U)) = lim inf
N→∞

card(N(x, U) ∩ [1, N ])
N

> 0.
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Nous renvoyons le lecteur au livre récent [9] pour plus d’informations sur ce
sujet.

L’hypercyclicité fréquente est une notion beaucoup plus forte que l’hyper-
cyclicité, et certains opérateurs sont hypercycliques sans être fréquemment hy-
percycliques : un exemple est l’adjoint de l’opérateur du Shift sur l’espace de
Bergman [8]. Complétons cette section en rappelant quelques critères d’hyper-
cyclicité et d’hypercyclicité fréquente qui nous seront utiles pour étudier les
propriétés d’hypercyclicité de l’opérateur de Toeplitz Tϕ̄,b.

Tout d’abord, il existe un critère général extrêmement utile pour l’hypercy-
clicité. Ce critère a été isolé par C. Kitai sous une forme faible [55] puis par R.
Gethner et J. H. Shapiro sous une forme proche de celle donnée ci-dessous, [49].
La version que nous utilisons apparaît dans la thèse de J. Bès [10].

Définition 5. Soit T ∈ L(H). On dit que T satisfait le critère d’hypercyclicité
s’il existe une suite croissante d’entiers (nk), deux ensembles denses D1,D2 ⊂ H
et une suite d’applications Snk : D2 −→ H tel que :
(i) Tnk(x) −→ 0 pour tout x ∈ D1;
(ii) Snk(y) −→ 0 pour tout y ∈ D2;
(iii) TnkSnk(y) −→ y pour tout y ∈ D2;
Il est possible de prendre nk = k et D1 = D2, et dans ce cas on dit que T satisfait
le critère de Kitai.

Remarquons que dans la définition 5 les applications Snk ne sont supposées
ni linéaires, ni continues.

Théorème 1.57 ([9], Théorème 1.6). Soit T ∈ L(H). Supposons que T satisfait
le critère d’hypercyclicité. Alors T est hypercyclique.

Comme conséquence du théorème précédent on obtient le critère de Godefroy-
Shapiro [50], qui dit essentiellement qu’un opérateur borné ayant beaucoup de
vecteurs propres associés à des valeurs propres de module strictement supé-
rieures à 1 et beaucoup de vecteurs propres associés à des valeurs propres stric-
tement inférieures à 1 est hypercyclique.

Corollaire 1.58 (Critère de Godefroy-Shapiro, [50]). Soit T ∈ L(H). Suppo-
sons que

⋃
|λ|<1

ker(T − λ) et
⋃
|λ|>1

ker(T − λ) engendrent tous les deux un sous-

espace dense de H. Alors T est hypercyclique.

Démonstration. Nous allons démonter que T satisfait le critère d’hypercyclicité
avec (nk) := (k) et

D1 :=
∨ ⋃

|λ|<1

ker(T − λ)

 , D2 :=
∨ ⋃

|λ|>1

ker(T − λ)

 ,

où
∨

désigne l’enveloppe linéaire engendrée par un sous-ensemble de X. Les
applications Sk : D2 −→ X sont définis comme suit. Nous prenons Sk(y) :=
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λ−ky si T (y) = λy avec |λ| > 1, et on étend Sk à D2 par linéarité. Cette
définition a un sens car les sous-espaces ker(T − λ), |λ| > 1, sont linéairement
indépendants. Par suite, tout élément non nul y ∈ D2 peut être écrit d’une façon
unique sous la forme y = y1 + y2 + .... + yp, avec yi ∈ ker(T − λi) et |λi| > 1.
A partir de cela, il est clair que les hypothèses du critère d’hypercyclicité sont
satisfaites.

D’un autre côté, S. Grivaux a montré qu’un opérateur T qui a "suffisamment"
de vecteurs propres associés à des valeurs propres de module 1 est automatique-
ment fréquemment hypercyclique.

Théorème 1.59 (S. Grivaux, [51]). Soit T un opérateur borné sur H. Supposons
qu’il existe une suite (ui)i≥1 de vecteurs de X ayant les propriétés suivantes :
(i) Pour tout i ≥ 1, ui est un vecteur propre de T associé à une valeur propre

λi de T avec |λi| = 1 et les λi sont tous distincts ;
(ii)

∨
(ui; i ≥ 1) est dense dans H ;

(iii) Pour tout i ≥ 1 et tout ε > 0, il existe un n 6= i tel que ||un − ui|| < ε.
Alors T est fréquemment hypercyclique (en particulier hypercyclique).

En utilisant le critère de Kitai, Rolewicz [9, page 6] en 1960 a remarqué que
l’opérateur λS∗ = Tλz̄ : H2 → H2 est hypercyclique si et seulement si |λ| > 1.
On obtient ainsi une famille d’opérateurs hypercycliques {λS∗ : |λ| > 1} et il
est naturel de se demander si cette famille possède un vecteur hypercyclique
commun.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour qu’une famille de
multiples d’un opérateur ait un ensemble Gδ dense de vecteurs hypercycliques
communs.

Théorème 1.60 (Shkarin, [88]). Soit X un espace de Banach complexe sépa-
rable de dimension infinie, T ∈ L(X), 0 ≤ a < c ≤ ∞. Supposons encore que
pour tout α, β ∈ R tel que a < α < β < c il existe un sous-ensemble dense E de
X et une application S : E −→ E tel que TSx = x, α−nTnx→ 0 et βnSnx→ 0
pour tout x ∈ E. Alors ⋂

HC(λT : c−1 < |λ| < a−1)

est un ensemble Gδ dense dans X.

Corollaire 1.61. L’ensemble
⋂
HC(λS∗ : 1 < |λ| <∞) est Gδ dense dans H2.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 1.60 avec a = 0, c = 1, E =
X = H2 et S est le Shift sur H2 .

Le résultat de Rolewicz a été généralisé par Godefroy-Shapiro [50] en 1991.

Théorème 1.62 (Godefroy-Shapiro). Soit ϕ ∈ H∞. L’opérateur Tϕ̄ : H2 → H2

est hypercyclique si et seulement si ϕ est non constante et ϕ(D) ∩ T 6= ∅.

Démonstration. Soit z ∈ D, puisque Tϕ̄kz = ϕ(z)kz (par (1.1)), alors kz est un
vecteur propre de Tϕ̄, associé à la valeur propre λ(z) := ϕ(z).
Soit U := {z ∈ D : |ϕ(z)| < 1} et V := {z ∈ D : |ϕ(z)| > 1}. Si ϕ n’est pas une
fonction constante et ϕ(D)∩T 6= ∅, les deux ensembles ouverts U et V sont non
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vides par le théorème de l’application ouverte pour les fonctions analytiques.
Ainsi, par le critère de Godefroy-Shapiro (corollaire 1.58), il suffit de montrer
que les ensembles

∨
{kz : z ∈ U} et

∨
{kz : z ∈ V } sont denses dans H2. Mais

cela est bien clair, puisque si f ∈ H2 tel que f est orthogonale à kz pour tout
z ∈ U ou bien pour tout z ∈ V alors f s’annule sur un ensemble ouvert non
vide de D et par conséquent f est identiquement nulle.
Pour la réciproque, supposons que Tϕ̄ soit hypercyclique. Alors ϕ est certaine-
ment non constante. De plus, ||Tϕ|| = ||Tϕ̄|| > 1 car une contraction ne peut
clairement pas être hypercyclique. D’où sup

z∈D
|ϕ(z)| > 1. De plus, on a aussi

inf
z∈D
|ϕ(z)| < 1. En effet, si on suppose que inf

z∈D
|ϕ(z)| ≥ 1 alors 1

ϕ ∈ H
∞ et T 1

ϕ̄

n’est pas hypercyclique puisque ||T 1
ϕ̄
|| = ||T 1

ϕ
|| ≤ 1. Or T 1

ϕ̄
= (Tϕ̄)−1, et Tϕ̄

n’est pas hypercyclique (en effet, un opérateur inversible est hypercyclique si et
seulement si son inverse est hypercyclique [9, page 3]). D’où on obtient

inf
z∈D
|ϕ(z)| < 1 < sup

z∈D
|ϕ(z)|,

ce qui implique que ϕ(D) ∩ T 6= ∅ par un argument simple de connexité.

Nous verrons au chapitre 2 une généralisation du théorème 1.62 dans le cadre
des espaces de de Branges-Rovnyak.

1.9 Propriétés géométriques des suites dans un
espace de Banach

Dans le cadre des espaces de Hilbert, la notion naturelle de base est celle de
base orthonormée. Il est bien connu que si H est un espace de Hilbert séparable,
alors H possède une base orthonormée dénombrable. Bien que l’existence de
telles bases ne pose pas de problème, en construire explicitement peut s’avérer
plus délicat.

D’un autre côté, lorsqu’on travaille en dimension finie, et qu’on connait une
base, on sait qu’on peut en obtenir d’autres en appliquant un isomorphisme.
Dans le cadre des espaces de Hilbert de dimension infinie, si on part d’une base
orthonormale et qu’on applique un isomorphisme, on arrive naturellement à
la notion de base de Riesz. Dans cette section, nous allons rappeler plusieurs
notions de géométrie des espaces de Banach (ou de Hilbert) autour de la notion
de base que nous étudierons ensuite au chapitre 4 dans le cadre des espaces de
de Branges-Rovnyak.

1.9.1 Suites minimales
La notion d’indépendance linéaire dans un espace vectoriel de dimension

finie est une notion bien classique. Lorsqu’on veut généraliser cette notion à un
espace de Banach de dimension infinie, plusieurs définitions possibles émergent.
Dans cette thèse, nous nous intéresserons à deux généralisations possibles qui
sont intimement liées à la notion de base de Schauder.

Soit X = (xn)n≥1 une suite d’un espace de Banach X . Alors on dit que X

(ii) minimale si, pour tout n ≥ 1,

xn /∈ Span{xk : k ≥ 1, k 6= n};
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(iii) uniformément minimale si δ(X) > 0, où

δ(X) = inf
n≥1

dist
(

xn
||xn||

,Span{xk : k ≥ 1, k 6= n}
)
.

La quantité δ(X) est appelée la constante de minimalité uniforme de la suite X.
Finalement, si X∗ = (x∗n)n≥1 est une suite dans le dual de X , on dit que X∗ est
une biorthogonale associée à X si

x∗k(xn) = δn,k =
{

1, si n = k.
0, sinon.

Il existe une relation entre la minimalité, l’uniforme minimalité et l’existence
d’une biorthogonale. Plus précisément, en utilisant le théorème de Hahn-Banach
on peut facilement obtenir les caractérisations suivantes des suites minimales et
uniformément minimales de X .

Rappelons que X est dit complète dans X si

Span{xn : n ≥ 1} = X .

Lemme 1.63 (A.I. Markushevich, [62]). Soit X un espace de Banach, et soit
X = (xn)n≥1 une suite dans X . Alors on a les assertions suivantes.
(i) X est minimale si et seulement si X admet une suite biorthogonale X∗.

(ii) La suite biorthogonale X∗ est unique si et seulement si X est complète dans
X .

(iii) Pour toute suite biorthogonale X∗ = (x∗n)n≥1, on a

δ(X) ≥ 1
supn≥1 ||xn|| ||x∗n||

.

(iν) Il existe une suite biorthogonale X∗ = (x∗n)n≥1 tel que

δ(X) = 1
supn≥1 ||xn|| ||x∗n||

.

( ν) X est uniformément minimale si et seulement si X admet une suite bior-
thogonale X = (x∗n)n≥1 telle que

sup
n≥1
||xn|| ||x∗n|| <∞.

Il est clair que l’uniforme minimalité implique la minimalité. Pour des suites
finies, ces deux propriétés coïncident. Néanmoins, pour des suites infinies, l’im-
plication inverse n’est pas valable en général. Comme le montre l’exemple sui-
vant.
Exemple 1. Soit (en)n≥1 la base canonique de `2 et définissons

xn = e1 + en
n
, (n ≥ 1).

Alors (xn)n≥2 est complète et minimale mais n’est pas uniformément minimale.
(Il suffit de remarquer que la suite biorthogonale de (xn)n≥2 est donnée par
(nen)n≥2 et appliquer le lemme précédent.)
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1.9.2 Base de Schauder
La notion de base de Schauder présentée dans cette section a été introduite

pour la première fois par J. Schauder [83]. Mais, la première étude systématique
des bases de Schauder dans les espaces de Banach a été faite par S. Banach [3].

Une suite (xn)n≥1 dans un espace de Banach X est appelée base de Schauder
de X si, pour tout vecteur x ∈ X , il existe une unique suite (cn)n≥1 = (cn(x))n≥1
de nombres complexes telle que

x =
∞∑
n=1

cnxn,

où la série est convergente pour la norme de X . Pour une base de Schauder
(xn)n≥1, la suite des formes linéaires (fn)n≥1 définie par

fn(x) = cn, (n ≥ 1),

où x =
∑∞
n=1 cnxn, est appelée la suite des coordonnées fonctionnelles associées

à la base (xn)n≥1. Par suite, si (xn)n≥1 est une base de l’espace de Banach X
et si (fn)n≥1 est sa suite de coordonnées fonctionnelles, alors pour tout x ∈ X ,
on peut écrire

x =
∞∑
n=1

fn(x)xn.

La définition originale de Schauder d’une base avait exigé la continuité des
coordonnées fonctionnelles, mais c’est en fait automatique comme l’a montré S.
Banach [3].

D’autre part, il s’avère qu’une base de Schauder est nécessairement unifor-
mément minimale.

Corollaire 1.64 ([40], Corollaire 10.6). Soit X = (xn)n≥1 une base de Schauder
d’un espace de Banach X , et soit (fn)n≥1 la suite correspondante de coordonnées
fonctionnelles. Alors

(i) (xn)n≥1 est uniformément minimale.
(ii) ∀n ≥ 1, fn ∈ X ∗.

(iii) La biorthogonale de X est la suite (fn)n≥1.

En général, une suite uniformément minimale n’est pas nécessairement une
base de Schauder. Comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2. Soit X = C(T) l’espace de Banach des fonctions continues sur T,
équipé de la norme unifome ||f ||∞ = sup

ζ∈T
|f(ζ)|. Soit

χn(ζ) = ζn, (ζ ∈ T, n ∈ Z).

Alors la suite (χn)n∈Z est complète, uniformément minimale, mais n’est pas une
base de Schauder de X . (Pour la complétude, on utilise le théorème de Stone-
Weierstrass. Pour l’uniforme minimalité, on remarque que la suite biorthogonale
est donnée par χ∗n(f) = f̂(n), n ∈ Z. Finalement pour démontrer que ce n’est
pas une base de Schauder, on utilise le théorème de du Bois-Reymond (voir [70,
page 97].)
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Le résultat suivant, qui est une conséquence facile du théorème de Banach-
Steinhaus, donne une caractérisation de la propriété de base en termes des
sommes partielles de la série de Fourier généralisée.

Théorème 1.65 ([40], Théorème 10.7). Soit (xn)n≥1 une suite minimale d’un
espace de Banach X . Notons par (x∗n)n≥1 une suite biorthogonale associée à
(xn)n≥1 et définissons la suite des opérateurs bornés (Sn)n≥1 sur X par

Sn(x) =
n∑
k=1

x∗k(x)xk, (x ∈ X , n ≥ 1).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) (xn)n≥1 est une base de Schauder de X .

(ii) Pour tout x ∈ X on a, lim
n→∞

Sn(x) = x.

(iii) (xn)n≥1 est complète dans X et, pour tout x ∈ X on a , sup
n≥1
||Sn(x)||X <

∞.

1.9.3 Base de Riesz
On dit qu’une suite X = (xn)n≥1 dans un espace de HilbertH est une base de

Riesz dans H s’il existe un isomorphisme V de H sur lui même tel que (V xn)n≥1
est une base ortonormale de H. À la lumière du théorème de Riesz-Fischer, on
voit facilement qu’une suite (xn)n≥1 est une base Riesz de H si et seulement s’il
existe un isomorphisme

UX : H → `2

xn 7→ en
.

où (en)n≥1 est la base orthonormale canonique de `2. L’opérateur UX est appelé
l’orthogonalisateur de la base de Riesz X. Remarquons que, puisque la suite X
est complète, l’opérateur UX est unique.

Dans certains cas, nous devons considérer une suite qui n’est pas complète
et qui a pourtant une propriété de type base Riesz. Plus précisément, la suite
X = (xn)n≥1 est appelée suite de Riesz si elle est une base de Riesz de son
enveloppe linéaire fermé. Ainsi, une suite (xn)n≥1 est une suite de Riesz de H
si et seulement si il existe un isomorphisme UX de Span{xn : n ≥ 1} sur `2 tel
que UXxn = en, n ≥ 1.

Remarquons que si X = (xn)n≥1 est une base de Riesz de H et si UX est
l’orthogonalisateur de X, alors pour tout x ∈ H, on a

UXx =
∞∑
n=1

< UXx, en >`2 en =
∞∑
n=1

< UXx, UXxn >`2 UXxn.

En utilisant la continuité et la linéarité de U−1
X , on obtient

x =
∞∑
n=1

< x,U∗XUXxn >H xn,
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où la série converge en norme.
De plus, si x =

∑∞
n=1 anxn, alors UXx =

∑∞
n=1 anen et donc pour tout k ≥ 1,

on a

ak =< UXx, ek >`2

=< x,U∗Xek >H

=< x,U∗XUXxk >H .

Ainsi une base de Riesz est une base de Schauder. De plus, on a

||UXx||2`2 =
∞∑
n=1
|an|2

et donc comme UX est un isomorphisme, il existe deux constantes C,C ′ > 0
telles que pour tout x ∈ H,

C||UXx||2`2 ≤ ||x||2H ≤ C ′||UXx||2`2 .

D’où pour tout x =
∑∞
n=1 anxn ∈ H,

(1.30) C

∞∑
n=1
|an|2 ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

H

≤ C ′
∞∑
n=1
|an|2.

Le résultat suivant est une conséquence du théorème de N. Bari [7] (et voir
[40, Théorème 10.21]), et donne deux conditions nécessaires utiles pour la pro-
priété de base de Riesz en termes de matrice de Gram. Rappelons que la matrice
de Gram de la suite X est la matrice infinie

ΓX = (< xi, xj >H)i,j≥1.

Corollaire 1.66 ([40], Corollaire 10.22). Soit X = (xn)n≥1 une suite de vecteurs
normalisés dans un espace de Hilbert H, et soit ΓX = (Γn,p)n,p≥1 sa matrice de
Gram.
(i) Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que pour n’importe quelle

suite complexe à support fini (an)n≥1, on ait

C
∑
n≥1
|an|2 ≤

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

anxn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

.

Alors

(1.31) sup
n6=p
|Γn,p| < 1.

(ii) Supposons qu’il existe une constante C ′ > 0 telle que pour n’importe quelle
suite complexe à support fini (an)n≥1, on ait∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

anxn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

≤ C ′
∑
n≥1
|an|2.

Alors

(1.32) sup
n≥1

∞∑
p=1
|Γn,p|2 <∞.

En particulier, si X est une suite de Riesz, alors ΓX satisfait (1.31) et (1.32).
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1.9.4 Suites de noyaux reproduisant dans H2

Dans notre étude au chapitre 4 des propriétés géométriques de certaines
suites de fonctions dans H(b), une suite sera particulièrement importante, celle
de la suite de noyaux reproduisants de H2. Les propriétés géométriques dans
H2 de la suite (kλn)n≥1, où Λ = (λn)n≥1 ⊂ D, sont bien connues et leur étude
remonte probablement à la fin des années 1970. Nous renvoyons le lecteur à [66],
[53], [40], [67] pour plus de détails. Nous allons simplement rappeler les princi-
pales caractérisations connues en commençant par la minimalité et la complé-
tude.

Rappelons que si Λ = (λn)n≥1 ⊂ D, alors on dit que Λ est une suite de
Blaschke si ∑

n≥1
(1− |λn|) <∞.

Dans ce cas, on peut former le produit de Blaschke B = BΛ défini par

B(z) =
∞∏
n=1

bλn(z), z ∈ D,

où

bλn(z) :=


|λn|
λn

λn − z
1− λ̄nz

si λn 6= 0

z si λn = 0

Il est bien connu que B ∈ H∞, B est intérieure et B(λn) = 0, n ≥ 1. Récipro-
quement, si f ∈ H2, f 6≡ 0, et f(λn) = 0, n ≥ 1 alors Λ = (λn)n≥1 est une

suite de Blaschke et f

B
∈ H2.

Lemme 1.67 ([67]). Soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Alors
on a la dichotomie suivante.
(i) Si (λn)n≥1 n’est pas une suite de Blaschke, alors (kλn)n≥1 est complète

dans H2, c’est-à-dire

SpanH2{kλn : n ≥ 1} = H2,

et (kλn)n≥1 n’est pas minimale dans H2.

(ii) Si (λn)n≥1 est une suite de Blaschke et si B est le produit de Blaschke
correspondant, alors (kλn)n≥1 est minimale et complète dans KB .

Démonstration. (i) Supposons que (λn)n≥1 ne soit pas une suite de Blaschke.
La complétude de (kλn)n≥1 dans H2 découle facilement du fait que la suite des
zéros d’une fonction non nulle de H2 doit satisfaire la condition de Blaschke.
Maintenant, supposons par l’absurde que (kλn)n≥1 soit minimale. Alors d’après
le lemme 1.63, il existe une fonction f ∈ H2 tel que f(λ1) = 1 et f(λn) = 0, n ≥
2. Mais puisque f 6≡ 0, nous devons avoir∑

n≥2
(1− |λn|) <∞,

ce qui contredit l’hypothèse. Ainsi la suite (kλn)n≥1 n’est pas minimale.
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(ii) Supposons maintenant que (λn)n≥1 soit une suite de Blaschke. Notons
par Bn le produit de Blaschke correspondant à la suite (λk)k 6=n, c’est-à-dire

Bn = BΛ\{λn} = B

bλn
.

Clairement pour tout n ≥ 1, la fonction Bn appartient à H2 et Bn(λn) 6= 0.
De plus, pour tout, n, p ≥ 1, on a〈

Bn
Bn(λn) , kλp

〉
H2

= Bn(λp)
Bn(λn) = δn,p.

Ainsi (Bn/Bn(λn))n≥1 est une suite biorthogonale associée à (kλn)n≥1. Par
suite, par le lemme 1.63, on conclut que (kλn)n≥1 est minimale dans H2.
De plus remarquons que pour tout n ≥ 1, kλn ∈ KB . En effet, si f = Bg, g ∈
H2, on a

< f, kλn >2= f(λn) = B(λn)g(λn) = 0,

ce qui montre que kλn ∈ (BH2)⊥ = KB . Ainsi

Span{kλn : n ≥ 1} ⊂ KB .

D’autre part, si f ∈ Span{kλn : n ≥ 1}⊥, alors f(λn) = 0, n ≥ 1. On peut alors
écrire f sous la forme f = Bg où g ∈ H2. Ainsi Span{kλn : n ≥ 1}⊥ ⊂ BH2,
ce qui implique finalement que

Span{kλn : n ≥ 1} = KB .

Il suit du lemme précédent que si Λ = (λn)n≥1 est une suite de points
distincts de D, alors (kλn)n≥1 est minimale dans H2 si et seulement si (λn)n≥1
est une suite de Blaschke. De plus, dans ce cas, on a

Span{kλn : n ≥ 1} = KB .

On sait alors qu’il existe une unique biorthogonale (x∗n)n≥1 dans KB associée à
(kλn)n≥1. Il est facile de voir que

(1.33) x∗n = Bnkλn
Bn(λn)||kλn ||22

, n ≥ 1.

En effet, tout d’abord, on a

< x∗n, kλp >2 = 1
Bn(λn)||kλn ||22

Bn(λp)kλn(λp)

=
{

0 si n 6= p
1 si n = p

De plus, Bnkλn ∈ KB car si f = Bg, g ∈ H2, on a

< f,Bnkλn >2 =< Bg,Bnkλn >2

=< bλng, kλn >2

= bλn(λn)g(λn) = 0,
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ainsi Bnkλn ∈ (BH2)⊥ = KB . Ainsi par unicité, on en déduit (1.33). En appli-
quant le lemme 1.63, on obtient alors que (kλn)n≥1 est uniformément minimale
si et seulement si

sup
n≥1
||kλn ||2 ||x∗n||2 <∞.

Or

||kλn ||2 ||x∗n||2 = ||kλn ||2 ||Bnkλn ||2
|Bn(λn))| ||kλn ||22

= 1
|Bn(λn)| ,

car Bn est intérieure.

On en déduit donc le résultat suivant :

Lemme 1.68 ([67]). Soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Alors
(kλn)n≥1 est uniformément minimale si et seulement si

(C) inf
n≥1
|Bn(λn)| > 0.

La condition (C) s’appelle la condition de Carleson. Elle est apparue dans un
article célèbre de Carleson [17] concernant une étude des suites d’interpolation
de H∞. On écrira que Λ ∈ (C) lorsque la condition (C) est satisfaite et on dira
que Λ est une suite de Carleson.

Comme nous l’avons déjà signalé, la propriété de base de Schauder (ou base
de Riesz) est en général strictement plus forte que la propriété d’uniforme mi-
nimalité. Il est remarquable que pour les suites de noyaux reproduisants de H2,
ces trois propriétés coïncident.

Théorème 1.69 (Nikolskii, Shapiro-Shields, [67]). Soit Λ = (λn)n≥1 une suite
de Blaschke de points distincts de D et B le produit de Blaschke associé. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) (kλn)n≥1 est une base de Schauder de KB .

(ii)
(

kλn
||kλn ||2

)
n≥1

est une base de Riesz de KB .

(iii) (kλn)n≥1 est uniformément minimale.
(iν) Λ vérifie la condition de Carleson.

Remarquons que si (λn)n≥1 est une suite de Blaschke, alors en particulier
|λn| → 1, n→∞ et donc

||kλn ||2 = (1− |λn|2)− 1
2 →∞, n→∞.

Or pour une suite de Riesz, les normes sont uniformément bornées (voir (1.30)).
Ainsi dans le résultat précédent, il est naturel de normaliser la suite de noyaux
reproduisants pour (ii).
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Chapitre 2

Les opérateurs de Toeplitz
à symboles co-analytiques
restreints sur les espaces de
de Branges-Rovnyak Tϕ̄,b

Les sections 2.2 et 2.3 de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [2].
L’objet de ce chapitre est l’étude des opérateurs Tϕ̄,b où ϕ ∈ H∞. Il s’agit de
comprendre les propriétés de l’opérateur à travers les propriétés du symbole
ϕ. Dans un premier temps nous donnons des estimations de la norme de ces
opérateurs. Puis nous obtenons une caractérisation de la compacité et de l’hy-
percyclicité de ces opérateurs. Enfin nous abordons la notion de cyclicité de
ces opérateurs. Comme nous l’avons vu à plusieurs reprises ces propriétés vont
dépendre du fait que b est ou non un point extrême de la boule unité de H∞.

2.1 Estimations de la norme de Tϕ̄,b

Le but de cette section est de donner des estimations sur la norme de l’opé-
rateur de Toeplitz Tϕ̄,b, ϕ ∈ H∞. Rappelons que dans le cas de l’opérateur de
Toeplitz classique Tϕ̄ sur H2, la norme est connue. On a

(2.1) ||Tϕ̄|| = ||ϕ||∞.

Dans notre cas, le calcul de la norme de Tϕ̄,b est beaucoup plus difficile. Dans
le cas particulier où b = Θ est une fonction intérieure, comme nous l’avons
remarqué (voir section 1.3.1), Tϕ̄,Θ = (AΘ

ϕ )∗ où AΘ
ϕ est un opérateur de Toeplitz

tronqué. Dans [45], Garcia et Ross ont donné des estimations inférieures pour la
norme de AΘ

ϕ . En utilisant ces estimations, ils ont obtenu une classe de symbole
et de fonctions intérieures pour lesquelles la formule (2.1) se généralise.

Théorème 2.1 (Corollaire 2, [45]). Soit Θ une fonction intérieure dont les
zéros s’accumulent sur tout le cercle et soit ϕ ∈ C(T). Alors ||AΘ

ϕ || = ||ϕ||∞.

75
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D’autre part, dans le cas où Θ est un produit de Blaschke fini et ϕ ∈ H∞,
alors Garcia et Ross montrent dans [44] que ||AΘ

ϕ || = ||ϕ||∞ si et seulement
si ϕ est un multiple scalaire du facteur intérieur d’une fonction de KΘ. En
particulier, il se peut que ||AΘ

ϕ || < ||ϕ||∞. Par exemple, si ϕ = Θϕ1, ϕ1 ∈ H∞

alors pour g ∈ KΘ = H2 ∩Θz̄H2, on a

Tϕ̄g = P+(Θ̄ϕ̄1g) = 0

car Θ̄gϕ̄1 ∈ z̄H2.
D’où

||AΘ
ϕ || = ||(AΘ

ϕ )∗|| = ||Tϕ̄|KΘ
|| = 0.

En général, le calcul de ||AΘ
ϕ || est un problème difficile, largement ouvert.

Dans cette section, nous allons voir que dans le cas où b est non extrême, on
peut calculer exactement la norme de Tϕ̄,b. Dans le cas extrême (qui généralise
le cas intérieure), la situation est beaucoup plus délicate et nous donnerons des
généralisations des résultats de Garcia-Ross, sans toutefois résoudre complète-
ment cette question.

Théorème 2.2. Soit ϕ ∈ H∞, et soit b un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞. Alors ||Tϕ̄,b||L(H(b)) = ||ϕ||∞.

Démonstration. On sait bien que ||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞. Puisque b est non
extrême alors pour tout λ ∈ D, les noyaux reproduisants de H2, kλ sont en
particulier des éléments de H(b) d’après le théorème 1.15. De plus par (1.13),
on a

Tϕ̄,bkλ = ϕ(λ)kλ.

D’où pour tout λ ∈ D,

|ϕ(λ)| ||kλ||b = ||Tϕ̄,bkλ||b ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b))||kλ||b.

Ainsi comme ||kλ||b 6= 0, on en déduit que

|ϕ(λ)| ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)),∀λ ∈ D.

D’où, ||ϕ||∞ ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)), et par suite, ||Tϕ̄,b||L(H(b)) = ||ϕ||∞.

Pour ϕ ∈ L1(T), soit

(2.2) (Pϕ)(z) =
∫

T

1− |z|2

|ζ − z|2
ϕ(ζ)dm(ζ), z ∈ D,

l’intégrale de Poisson de ϕ.
Une propriété classique de l’intégrale de Poisson que nous utiliserons est la
suivante : si ϕ ∈ L1(T) et ϕ est continue sur un arc ouvert I ⊂ T alors pour
tout ζ ∈ I, on a

lim
z→ζ

(Pϕ)(z) = ϕ(ζ),

(voir [70, Chapitre 11]). Rappelons que

kbλ(z) = 1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

, λ, z ∈ D,
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est le noyau reproduisant de H(b), dont la norme est donnée par

||kbλ||b =

√
1− |b(λ)|2

1− |λ|2 .

Notre premier résultat fournit une borne inférieure pour ||Tϕ̄,b||L(H(b)) qui est
un peu technique mais qui va donner plusieurs corollaires utiles :

Théorème 2.3. Soit ϕ ∈ H∞ et b un point extrême de la boule unité fermée
de H∞, non constant. Alors

(2.3) sup
λ∈D

∣∣∣∣∫
T
ϕ(z)dσλ(z)

∣∣∣∣ ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)),

où

dσλ(z) = 1− |λ|2

1− |b(λ)|2

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

∣∣∣∣∣
2

+ |b(λ)|2(1− |b(z)|2)
|1− λ̄z|2

 dm(z), λ ∈ D,

est une famille de mesures de probabilité.

Démonstration. Soit λ ∈ D. D’après le théorème 1.10, Tb̄kbλ ∈ H(b̄) et il existe
un unique g ∈ L2(ρ) tel que

Tb̄k
b
λ = Kρg,

par le corollaire 1.22. Or remarquons que

Tb̄k
b
λ = Tb̄(kλ − b(λ)bkλ)

= b(λ)kλ − b(λ)P+(|b|2kλ)
= P+((1− |b|2)b(λ)kλ)
= P+(ρb(λ)kλ)
= Kρ(b(λ)kλ).(2.4)

Puisque kλ ∈ H2 ⊂ L2(ρ), on en déduit par unicité que g = b(λ)kλ. En utilisant
le théorème 1.10, on obtient

||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≥
1

||kbλ||2b
| < Tϕ̄k

b
λ, k

b
λ >b |

= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2 | < Tϕ̄k
b
λ, k

b
λ >b |

= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣< Tϕ̄k

b
λ, k

b
λ >2 + < Tb̄Tϕ̄k

b
λ, Tb̄k

b
λ >b̄

∣∣
= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣< Tϕ̄k

b
λ, k

b
λ >2 + < Tϕ̄Tb̄k

b
λ, Tb̄k

b
λ >b̄

∣∣ ,
où la dernière égalité découle de Tb̄Tϕ̄ = Tϕ̄Tb̄. En utilisant (2.4) et le théorème
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1.20, on en déduit que

||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≥
1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣< Tϕ̄k

b
λ, k

b
λ >2 +|b(λ)|2 < Tϕ̄Kρ(kλ),Kρ(kλ) >b̄

∣∣
= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣< P+(ϕ̄kbλ), kbλ >2 +|b(λ)|2 < Kρ(ϕ̄kλ),Kρ(kλ) >b̄

∣∣ .
Le corollaire 1.22 dit que Kρ est une isométrie de L2(ρ) sur H(b̄), d’où

||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≥
1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣< ϕ̄kbλ, k

b
λ >L2(T) +|b(λ)|2 < ϕ̄kλ, kλ >L2(ρ)

∣∣
= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2
∣∣ ∫

T
ϕ(z)

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

∣∣∣∣∣
2

dm(z)

+ |b(λ)|2
∫

T
ϕ(z) (1− |b(z)|2)

|1− λ̄z|2
dm(z)

∣∣
= 1− |λ|2

1− |b(λ)|2 |
∫

T
ϕ(z)[

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

∣∣∣∣∣
2

+ |b(λ)|2(1− |b(z)|2)
|1− λ̄z|2

]dm(z)|.

Remarquons que les calculs précédents montrent (avec ϕ ≡ 1) que∫
T
dσλ(z) = 1− |λ|2

1− |b(λ)|2

∫
T

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

∣∣∣∣∣
2

+ |b(λ)|2(1− |b(z)|2)
|1− λ̄z|2

 dm(z)

= 1
||kbλ||2b

| < kbλ, k
b
λ >b |2 = 1,

ce qui montre que σλ est une mesure de probabilité.

Maintenant observons que si b(λ) = 0, l’argument du supremum dans la
partie gauche de (2.3) devient la valeur absolue de l’expression dans (2.2), ce
qui donne immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.4. Soit ϕ ∈ H∞ et b un point extrême de la boule unité fermée
de H∞, non constant. Alors

sup
λ∈b−1({0})

(Pϕ)(λ) ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)).

Le corollaire précédent peut être utilisé pour prouver que pour certains opé-
rateurs de Toeplitz Tϕ̄,b dans le cas extrême, le théorème 2.2 reste vraie.

Corollaire 2.5. Soit ϕ ∈ H∞ et b un point extrême de la boule unité fermée de
H∞, non constant. Supposons que b admette une suite de zéros avec un point
d’accumulation en un point ζ ∈ T et que ϕ soit continue sur un voisinage de ζ
avec |ϕ(ζ)| = ||ϕ||∞. Alors

||Tϕ̄,b||L(H(b)) = ||ϕ||∞.
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Démonstration. Supposons que (λn)n ⊂ D est la suite des zéros de b qui converge
vers ζ . Par continuitée de ϕ on déduit que

||ϕ||∞ = |ϕ(ζ)| = lim
n→∞

|(Pϕ)(λn)| ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞.

Donc, ||Tϕ̄,b||L(H(b)) = ||ϕ||∞.

On peut également donner une borne inférieure qui fait intervenir les dérivées
angulaires de b au sens de Carathéodory. On notera Db l’ensemble des ζ ∈ T tel
que b admet une dérivée angulaire finie au sens de Carathéodory au point ζ.

Corollaire 2.6. Soit ϕ ∈ H∞ et b un point extrême de la boule unité fermée
de H∞, non constant. Alors,

sup
ζ∈Db

1
|b′(ζ)|

∣∣∣∣∫
T
ϕ(z)

[
|b(ζ)− b(z)|2 + (1− |b(z)|2)

|1− ζ̄z|2

]
dm(z)

∣∣∣∣ ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)).

Démonstration. Rappelons d’après le théorème 1.41 que si ζ ∈ Db, alors b admet
une limite non tangentielle en ζ et |b(ζ)| = 1. De plus, par les points (c) et (g)
du théorème 1.41, on a

lim
λ→ζ
^

1− |b(λ)|2

1− |λ|2 = |b′(ζ)|.

Ainsi en faisant tendre λ vers ζ non tangentiellement, on obtient avec le lemme
de Fatou que

sup
ζ∈Db

1
|b′(ζ)|

∣∣∣∣∫
T
ϕ(z)

[
|b(ζ)− b(z)|2 + (1− |b(z)|2)

|1− ζ̄z|2

]
dm(z)

∣∣∣∣ ≤ ||Tϕ̄,b||L(H(b)).

2.2 Compacité de Tϕ̄,b

Dans cette section nous étudions la compacité des opérateurs de Toeplitz Tϕ̄,b
à symboles co-analytiques. Cette propriété va dépendre du spectre au bord de b.
En particulier, nous prouvons qu’il existe des opérateurs compacts non triviaux
de la forme Tϕ̄,b, avec ϕ ∈ H∞ ∩ C(T), si et seulement si m(σ(b) ∩ T) = 0, où
σ(b) est le spectre de b (voir définition ci-dessous).

Lorsque le symbole ϕ est continue sur la frontière, Ahern et Clark [1] ont déjà
donné une condition nécessaire et suffisante pour que l’opérateur de Toeplitz
tronqué AΘ

ϕ soit compact. Voir également une preuve de Garcia-Ross-Wogen
dans [47]. La caractérisation d’Ahern-Clark utilise la notion de spectre d’une
fonction intérieure.

Rappelons que le spectre d’une fonction b de la boule unité fermée de H∞
[40, Section 5.2] et [39, Section 22.6], noté par σ(b) est défini comme suit

σ(b) = {ζ ∈ T : lim inf
z→ζ
z∈D

|b(z)| < 1} ∪ Z(b),

où Z(b) = {λ ∈ D : b(λ) = 0}.
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Une généralisation d’un résultat de Livsic-Moeller montre que b et tout
élément de H(b) peuvent se prolonger analytiquement sur tout arc I ⊂ T \
clos(σ(b)), et |b| = 1 sur I [39, Théorème 20.13].

Dans le cas particulier où b = Θ est une fonction intérieure non constante,
en utilisant le fait que Θ est unimodulaire p.p. sur T, on montre que

σ(Θ) =

ζ ∈ D : lim inf
z→ζ
z∈D

|Θ(z)| = 0

 = clos(Z(Θ)) ∪ supp(ν),

où Z(Θ) = {λ ∈ D : Θ(λ) = 0} et ν est la mesure représentant la partie singu-
lière de Θ (voir [40, Théorème 5.4]).

Ahern et Clark ont donné la caractérisation suivante de la compacité d’un
opérateur de Toeplitz tronqué lorsque le symbole est continue sur T.

Théorème 2.7 (Ahern-Clark, [1]). Soit ϕ ∈ C(T). Alors AΘ
ϕ est compact si et

seulement si ϕ|σ(Θ)∩T = 0.

Pour dire quelques mots de la preuve d’Ahern-Clark, si Θ = BS∆ est la
décomposition de Θ en un produit de Blaschke B associé à une suite de zéro
(ak)k≥1, une fonction intérieure singulière S associée à une mesure singulière
continue σS et une fonction intérieure singulière ∆ associée à une mesure pure-
ment atomique avec des points rj aux points eiΘj , j ≥ 1, on note alors

dσB =
∞∑
k=1

(1− |ak|)dδ{k}

et
dσ∆ = rN+1dλ sur [N,N + 1]

(où dλ est la mesure de Lebesgue sur R). Ahern et Clark (en s’inspirant d’un
article de Sarason [71]) construisent alors un opérateur unitaire V de L2(dσB)×
L2(dσS)× L2(dσ∆) sur KΘ. La preuve du théorème 2.7 est alors basée sur une
analyse précise de l’opérateur V ∗AΘ

ϕV et de sa décomposition en somme d’un
opérateur compact et d’opérateurs de multiplications.

Dans [47], Garcia, Ross et Wogen donnent une nouvelle preuve du théorème
2.7 beaucoup plus simple et directe. Nous allons utiliser cette nouvelle approche
pour généraliser le résultat d’Ahern-Clark et étudier la compacité de Tϕ̄,b sur
H(b).

2.2.1 Compacité de Tϕ̄ : H(b)→ H2

Rappelons que si ϕ ∈ H∞, l’opérateur de Toeplitz Tϕ̄ définit un opérateur
borné de H(b) dans lui même. Si on affaiblit la topologie de l’espace d’arrivée,
on peut oublier l’analyticité du symbole et considerer des symboles ϕ ∈ L∞(T).
Plus précisément, remarquons que pour ϕ ∈ L∞(T) et f ∈ H(b) ⊂ H2, on a

||Tϕ̄f ||2 ≤ ||ϕ||∞||f ||2 ≤ ||ϕ||∞||f ||b.

Ainsi Tϕ̄ définit un opérateur borné de H(b) dans H2, pour toute fonction
ϕ ∈ L∞(T) et on a ||Tϕ̄||L(H(b),H2) ≤ ||ϕ||∞.
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Dans cette section, nous allons donner une généralisation du résultat d’Ahern-
Clark pour ces opérateurs.

Théorème 2.8. Soit b un point de la boule unité fermée de H∞ et soit ϕ ∈
C(T). Alors l’opérateur,

Tϕ : H(b) → H2

f 7→ P+(ϕf) ,

est compact si et seulement si ϕ|σ(b)∩T = 0.

Démonstration. (⇐) Supposons que ϕ|σ(b)∩T = 0. Soit ε > 0. On peut construire
ψ ∈ C(T) tel que ψ = 0 sur un ensemble ouvert contenant clos(σ(b) ∩ T) et
||ψ − ϕ||∞ < ε. Puisque ||Tϕ − Tψ||L(H(b),H2) 6 ||ψ − ϕ||∞ < ε, il suffit de
montrer que Tψ : H(b)→ H2 est compact.
Soit K = ψ−1(C \ {0}). Alors K ⊂ T \ clos(σ(b)). Considérons (fn)n une suite
de H(b) telle que (fn)n converge faiblement vers zéro dans H(b). Montrons que

||Tψ̄fn||2 −→ 0, n→∞.

D’après le théorème 1.41 et le rappel sur le spectre de b fait ci-dessus nous savons
que pour chaque ζ ∈ K, la fonction

kbζ(z) = 1− b(ζ)b(z)
1− ζ̄z

,

appartient à H(b) et pour chaque f ∈ H(b), on a

f(ζ) =< f, kbζ >b,

et
||kbζ ||2b = 1− |b(ζ)|2

1− |ζ|2 = |b′(ζ)|.

En particulier, puisque (fn)n converge faiblement vers zéro dans H(b), nous
avons fn(ζ) =< fn, k

b
ζ >b→ 0, lorsque n→∞, et il existe une constante C > 0

telle que pour tout n ∈ N, ||fn||b ≤ C. Par conséquent, puisque b est analytique
sur un voisinage de l’ensemble compact K on obtient

(2.5) ∀ζ ∈ K, |fn(ζ)| = | < fn, k
b
ζ >b | ≤ ||fn||b||kbζ ||b ≤ C sup

ζ∈K

√
b′(ζ) <∞ .

Par le théorème de convergence dominé, et en utilisant (2.5) il s’ensuit que

||Tψfn||
2
2 = ||P+(ψ̄fn)||22 ≤ ||ψfn||22 =

∫
T
|ψ|2|fn|2dζ =

∫
K

|ψ|2|fn|2dζ → 0.

d’où Tψ : H(b)→ H2 est compact et donc Tϕ : H(b)→ H2 est compact.
(⇒) Supposons que Tϕ : H(b) → H2 est compact. Fixons ζ ∈ σ(b) ∩ T et
montrons que ϕ(ζ) = 0. Soit

Fλ(z) = 1− |λ|2

1− |b(λ)|2

∣∣∣∣∣1− b(λ)b(z)
1− λ̄z

∣∣∣∣∣
2

,
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qui est le carré de la valeur absolue du noyau reproduisant normalisé de H(b).
Observons que Fλ(z) ≥ 0. Puisque ζ ∈ σ(b)∩T alors il existe une suite λn dans
D telle que λn → ζ et |b(λn)| → c avec c < 1 (par la définition du spectre de
b déjà mentionnée). Ecrivons ζ = eiα, α ∈ R et remarquons que si |t − α| ≥ δ,
alors

Fλn(eit) ≤ Cδ
1− |λn|2

1− |b(λn)|2 ,

pour une constante absolue Cδ > 0. Ainsi puisque |b(λn)| → c, n → ∞, avec
c < 1, on obtient que

sup
|t−α|≥δ

Fλn(eit)→ 0, n→∞.

Nous allons décomposer la fin de la démonstration en montrant successivement
les trois points suivants

(i) lim
n→∞

(
ϕ(ζ) 1

2π
∫ π
−π Fλn(eit)dt− 1

||kb
λn
||2
b

< kbλn , Tϕ̄k
b
λn
>2

)
= 0.

(ii) inf
n≥0

(∫ π
−π Fλn(eit)dt

)
> 0.

(iii) lim
n→∞

(
1

||kb
λn
||2
b

< kbλn , Tϕ̄k
b
λn
>2

)
= 0.

On déduit alors aisément de (i), (ii) et (iii) que ϕ(ζ) = 0 et donc ϕ|σ(b)∩T = 0.
Montrons (i). Ecrivons,

ϕ(ζ) 1
2π

∫ π

−π
Fλn(eit)dt− 1

|| kbλn ||
2
b

< kbλn , Tϕk
b
λn >2

= ϕ(ζ) 1
2π

∫ π

−π
Fλn(eit)dt− 1

|| kbλn ||
2
b

< kbλn , P+(ϕ̄kbλn) >2

= ϕ(ζ) 1
2π

∫ π

−π
Fλn(eit)dt− 1

|| kbλn ||
2
b

< kbλn , ϕ̄k
b
λn >L2(T)

= ϕ(ζ) 1
2π

∫ π

−π
Fλn(eit)dt− 1

|| kbλn ||
2
b

1
2π

∫ π

−π
ϕ(eit)|kbλn(eit)|2dt

= 1
2π

∫ π

−π
ϕ(ζ)Fλn(eit)dt− 1

2π

∫ π

−π
ϕ(eit)Fλn(eit)dt

= 1
2π

∫
T
(ϕ(ζ)− ϕ(eit))Fλn(eit)dt

= 1
2π

∫
|t−α|≤δ

(ϕ(ζ)− ϕ(eit))Fλn(eit)dt+ 1
2π

∫
|t−α|≥δ

(ϕ(ζ)− ϕ(eit))Fλn(eit)dt.

La première intégrale peut être rendue petite par la continuité de ϕ et le fait
que

1
2π

∫ π

−π
Fλ(eit)dt = 1

||kbλ||2b
||kbλ||22 ≤ 1.

Une fois δ > 0 fixé, le deuxième terme tend vers zéro puisque

sup
|t−α|≥δ

Fλn(eit)→ 0, n→∞.
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Ce qui prouve (i).

Montrons (ii). On a En plus

1
2π

∫ π

−π
Fλn(eit)dt = 1− |λn|2

1− |b(λn)|2

∫ π

−π

|1− b(λn)b(eit)|2

|1− λneit|2
dt

2π

≥ 1− |λn|2

1− |b(λn)|2 (1− |b(λn)|)2
∫ π

−π

1
|1− λneit|2

dt

2π

= (1− |λn|2)(1− |b(λn)|)2

(1− |b(λn)|)(1 + |b(λn)|)
1

|1− |λn|2

= 1− |b(λn)|
1 + |b(λn)| ≥

1− c
2 > 0.

Montrons pour finir (iii). D’une part, on a

||kbλn ||2
||kbλn ||b

≤ 1.

D’autre part, la suite
(

kbλn
||kb
λn
||b

)
n

converge faiblement vers 0 dans H(b), car

|λn| → 1 et |b(λn)| → c avec c < 1. En effet, pour f ∈ H∞ ∩H(b), on a∣∣∣∣∣< f,
kbλn
||kbλn ||b

>b

∣∣∣∣∣ =
|f(λn)|

√
1− |λn|2√

1− |b(λn)|2
≤
||f ||∞

√
1− |λn|2√

1− |b(λn)|2
→ 0, n→∞.

De plus, H∞ ∩ H(b) est dense dans H(b), puisque pour chaque λ ∈ D, kbλ ∈
H∞∩H(b). Ainsi la suite kbλn

||kb
λn
||b

converge faiblement vers 0 dans H(b). Comme
Tϕ : H(b)→ H2 est compact, on en déduit que

1
|| kbλn ||

2
b

| < kbλn , Tϕ̄k
b
λn >2 | ≤

||kbλn ||2
||kbλn ||b

||Tϕ̄kbλn ||2
||kbλn ||b

≤
||Tϕ̄kbλn ||2
||kbλn ||b

, n→∞.

Ceci prouve (iii) et achève la preuve du théorème.

Remarque 2.9. Si b = Θ est une fonction intérieure, alors H(b) = KΘ et
Tϕ̄ : KΘ → H2 est compact si et seulement si AΘ

ϕ est compact. On retrouve
ainsi le résultat d’Ahern-Clark.

2.2.2 Compacité de Tϕ̄,b

Rappelons que pour ϕ ∈ H∞ la notation Tϕ̄,b représente l’opérateur de
Toeplitz Tϕ̄ défini de H(b) dans lui même.

Corollaire 2.10. Soit b un point de la boule unité fermée de H∞ tel que
m(σ(b) ∩ T) > 0. Soit ϕ ∈ C(T) ∩H∞. Alors l’opérateur

Tϕ̄,b : H(b) → H(b)
f 7→ P+(ϕf) ,
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est compact si et seulement si ϕ = 0.

Démonstration. Supposons que Tϕ̄,b est compact. Alors comme H(b) est inclus
contractivement dans H2, l’opérateur Tϕ : H(b) → H2 est aussi compact. Le
théorème 2.8, implique alors que

ϕ(σ(b) ∩ T) = 0.

Cependant, puisque ϕ ∈ H∞ et m(σ(b) ∩ T) > 0 alors ϕ = 0.

Corollaire 2.11. Soit b un point de la boule unité fermée de H∞. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe ϕ ∈ H∞ ∩ C(T), ϕ 6= 0 tel que Tϕ̄,b est compact.
(ii) m(σ(b) ∩ T) = 0.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) : Notons d’abord que (ii) implique que b est une
fonction intérieure. En effet, supposons au contraire que b n’est pas intérieure.
Alors, l’ensemble

E = {ζ ∈ T : |b(ζ)| 6= 1}

a une mesure de Lebesgue positive. De plus, il s’avère que E ⊂ clos(σ(b)) ∩ T.
En effet, si ζ ∈ T \ clos(σ(b)) alors b admet un prolongement analytique sur un
voisinage D(ζ, r) = {w : |w − ζ| < r} de ζ avec |b| ≡ 1 sur l’arc D(ζ, r) ∩ T.
En particulier, |b(ζ)| = 1 et ζ ∈ T \ E. On déduit que

0 < m(E) ≤ m(clos(σ(b)) ∩ T)).

Ce qui contredit (ii), donc b est intérieure. Maintenant, d’après un théorème
de Rudin [70], nous pouvons trouver une fonction ϕ ∈ A(D) = Hol(D) ∩ C(D),
ϕ 6= 0 tel que ϕ(σ(b)∩T) = 0. On applique alors le résultat d’Ahern-Clark (voir
théorème 2.7) pour obtenir que Tϕ̄,b = (Abϕ)∗ est compact.

L’implication (i)⇒ (ii) découle du corollaire 2.10.

Dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,
on peut s’affranchir de l’hypothèse de continuité du symbole ϕ.

Le lemme suivant sera utile.

Lemme 2.12. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Soit (λn)n ⊂ D telle que |λn| −→ 1, n→∞. Alors la suite

(
kλn
||kλn ||b

)
n
converge

faiblement vers 0 dans H(b).

Démonstration. Soit a l’unique fonction extérieure telle que (a, b) est une paire
pythagoricienne. Notons que puisque b est non extrême alors kz ∈ H(b), pour
tout z ∈ D (voir (1.11)). Soit f ∈ H(b) tel que f et f+ ∈ H∞. Rappelons que
f+ est définie dans le théorème 1.13. L’equation (1.5) donne

< f,
kλn

|| kλn ||b
>b=

(
f(λn) + b(λn)

a(λn)f
+(λn)

)
1

||kλn ||b
.
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En utilisant une nouvelle fois l’équation (1.5), on a

||kλn||2b = 1
1− |λn|2

(
1 + |b(λn)|2

|a(λn)|2

)
.

D’où
|b(λn)|2

|a(λn)|2||kλn ||2b
= (1− |λn|2)|b(λn)|2

|a(λn)|2 + |b(λn)|2 ≤ 1− |λn|2.

En utilisant cette inégalité et l’inégalité

|| kλn ||2b ≥
1

1− |λn|2
,

on déduit que∣∣∣∣< f,
kλn
||kλn ||b

>b

∣∣∣∣ ≤ (|f(λn)|+ |f+(λn)|
)√

1− |λn|2

≤
(
||f ||∞ + ||f+||∞

)√
1− |λn|2 → 0, n→∞.

De plus, l’ensemble {f ∈ H(b); f&f+ ∈ H∞} est dense dans H(b) puisqu’il
contient les noyaux reproduisants de H(b). En effet, pour tout λ ∈ D,

(kbλ)+ = (kλ − b(λ)bkλ)+ = k+
λ − b(λ)(bkλ)+ = b(λ)akλ ∈ H∞,

avec

(kλ)+ = b(λ)
a(λ)

kλ et (bkλ)+ = kλ

a(λ)
− akλ (voir (1.9) et (1.10)).

Par conséquent, la suite
(

kλn
||kλn ||b

)
n

converge faiblement vers 0 dans H(b).

Théorème 2.13. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit ϕ ∈ H∞. Alors l’opérateur

Tϕ̄,b : H(b) → H(b)
f 7→ P+(ϕf) .

est compact si et seulement si ϕ = 0.

Démonstration. Soit a l’unique fonction extérieure telle que (a, b) est une paire
pythagoricienne. Supposons que Tϕ̄,b est compact. D’après le lemme précédent,
pour toute suite (λn)n ⊂ D telle que |λn| → 1, la suite

(
kλn
||kλn ||b

)
n
converge

faiblement vers 0 dans H(b) et par compacité de Tϕ̄,b on obtient que

(2.6)
∣∣∣∣∣∣∣∣Tϕ̄,b kλn

|| kλn ||b

∣∣∣∣∣∣∣∣
b

→ 0, n→∞.

Mais Tϕ̄,bkλn = ϕ(λn)kλn(voir (1.13)). Par suite (2.6) implique que pour toute
suite (λn)n ⊂ D, telle que |λn| → 1, alors |ϕ(λn)| → 0, n → ∞. On obtient
alors que ϕ ≡ 0 p.p. sur T et donc ϕ ≡ 0.
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La preuve du théorème 2.13 ne fonctionne évidemment pas dans le cas où
b est un point extrême de la boule unité fermée de H∞, car dans ce cas, les
noyaux de Cauchy kλ n’appartiennent pas à H(b) lorsque b(λ) 6= 0, λ ∈ D (voir
[39, Corollaire 25.8]).

Remarque 2.14. Une question intéressante à laquelle nous n’avons pas réussi
à répondre est la suivante : soit b un point extrême de la boule unité de H∞, b
non intérieure. Existe-t-il un symbole ϕ ∈ H∞, ϕ 6= 0 tel que Tϕ̄,b est compact ?
D’après le corollaire 2.10, il faut chercher un symbole ϕ non continue, ce qui
rend les choses beaucoup plus difficile. Remarquons que même dans le cas inté-
rieur, la compacité de AΘ

ϕ , lorsque ϕ n’est pas continue, n’est pas complètement
comprise.

2.3 Hypercyclicité de Tϕ̄,b

Dans cette section nous étudions l’hypercyclicité de Tϕ̄,b, ϕ ∈ H∞.

2.3.1 Hypercyclicité de Tϕ̄,b dans le cas non extrême
En utilisant le théorème 1.59, nous allons généraliser le théorème 1.62 aux

opérateurs Tϕ̄,b lorsque b est un point non extrême de la boule unité fermée de
H∞ et ϕ ∈ H∞.

Le lemme suivant joue un rôle clé dans notre approche. Il généralise un
résultat sur la complétude de {kλ : λ ∈ D} dans H(b) lorsque b est non extrême
(voir [73]).

Lemme 2.15. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞ et
soit E un sous-ensemble de D avec un point d’accumulation dans D. Alors

Span{kz : z ∈ E} = H(b).

Démonstration. Soit f ∈ H(b), f ⊥ kz, z ∈ E. En utilisant (1.5), on en déduit
que

f(z) + b(z)
a(z)f

+(z) = 0, z ∈ E,

où a est l’unique fonction extérieure telle que a(0) > 0 et |a|2 + |b|2 = 1 p.p sur
T et f+ est l’unique fonction de H2 telle que Tb̄f = Tāf

+ (voir section 1.2.2).
On obtient alors que

a(z)f(z) + b(z)f+(z) = 0, z ∈ E.

Donc af + bf+ est holomorphe sur D et s’annule sur E qui a un point d’accu-
mulation dans D. On en déduit par le principe du prolongement analytique que
af + bf+ ≡ 0 sur D et donc af + bf+ ≡ 0 presque partout sur T. En multipliant
par b̄ et en utilisant que |a|2 + |b|2 = 1 presque partout sur T, on obtient

(2.7) a(b̄f − āf+) = −f+.

La relation Tb̄f = Tāf
+ peut s’écrire P+(b̄f − āf+) = 0 ce qui signifie que

b̄f − āf+ ∈ H2
0 . Avec (2.7), on en déduit alors que f

+

a
∈ H2

0 ⊂ L2(T). Mais le



2.3. HYPERCYCLICITÉ DE Tϕ̄,b 87

théorème de Smirnov implique aussi que f
+

a
∈ H2 car a est extérieure (voir [40,

Corollaire 4.28]). Ainsi f
+

a
∈ H2

0 ∩H2 = {0}. D’où f+ = 0 et donc f = 0.

Lemme 2.16. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Alors l’application λ 7→ kλ est continue de D dans H(b).

Démonstration. Soit λ ∈ D et (λn)n≥1 une suite de D qui converge vers λ.
D’après (1.5), pour toute fonction f ∈ H(b), on a

< f, kλn >b= f(λn) + b(λn)
a(λn)f

+(λn).

D’où
< f, kλn >b−→ f(λ) + b(λ)

a(λ)f
+(λ), n→∞.

Autrement dit
< f, kλn >b−→< f, kλ >b, n→∞,

c’est-à-dire que (kλn)n≥1 tend faiblement vers kλ dans H(b). Observons d’autre
part que

||kλn ||2b = 1
1− |λn|2

(
1 + |b(λn)|2

|a(λn)|2

)
et donc

||kλn ||b −→ ||kλ||b, n→∞.

Un argument classique dans les espaces de Hilbert permet alors d’en déduire
que

||kλn − kλ||b −→ 0, n→∞.

Autrement dit l’application
λ 7→ kλ

est continue de D dans H(b).

Théorème 2.17. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit ϕ ∈ H∞. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Tϕ̄,b est hypercyclique.
(b) Tϕ̄,b est fréquemment hypercyclique
(c) ϕ est non constante et ϕ(D) ∩ T 6= ∅.

Démonstration. (c) ⇒ (b) : Soit ϕ ∈ H∞, ϕ non constante et supposons que
ϕ(D) ∩ T 6= ∅. Montrons que Tϕ̄,b est fréquemment hypercyclique en montrant
qu’on peut appliquer le théorème 1.59. Comme ϕ(D)∩T 6= ∅ et que ϕ(D) est un
ouvert de C (théorème de l’application ouverte), il existe ζ0 ∈ ϕ(D)∩T et r > 0
tel que D(ζ0, r) ⊂ ϕ(D). On peut alors considérer un arc fermé Γ contenu dans
D(ζ0, r) ∩ T ⊂ ϕ(D). Comme ϕ est non constante et que ϕ−1(̊Γ) est un ouvert
non vide, par le principe du prolongement analytique, il existe z0 ∈ ϕ−1(̊Γ)
tel que ϕ′(z0) 6= 0. Le principe d’inversion locale implique alors qu’il existe un
voisinage ouvert V de z0 et un voisinage ouvertW de ϕ(z0) ∈ Γ̊ tel que ϕ réalise
un biholomorphisme de V sur W .
Considérons alors une suite (zn)n de points distincts de W ∩Γ sans points isolés
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et soit λn := ϕ−1(zn), n ≥ 1. Maintenant, comme b est un point non extrême
de la boule unité fermée de H∞, pour tout n ≥ 1, on a kλn ∈ H(b) et

Tϕ̄,bkλn = ϕ(λn)kλn = z̄nkλn .

On a de plus, |zn| = 1 (car zn ∈ Γ ⊂ T) et zn 6= zm, n 6= m. Ainsi le point (i)
du théorème 1.59 est vérifié.
Pour le point (ii), remarquons que (λn)n est sans points isolés. En effet, sup-
posons par l’absurde qu’elle contient un point isolé, disons λN . Alors il existe
ε > 0 tel que

(2.8) D(λN , ε) ∩ {λn : n ≥ 1} = {λN}.

Mais ϕ−1 : W → V est continue donc il existe δ > 0 tel que

(u ∈W, |u− zN | < δ)⇒ |ϕ−1(u)− ϕ−1(zN )| < ε.

Comme (zn)n est une suite sans points isolés, il existe M 6= N tel que

|zM − zN | < δ.

D’où
|λM − λN | = |ϕ−1(zM )− ϕ−1(zN )| < ε,

ce qui contredit (2.8). Ainsi la suite (λn)n est sans point isolé et donc en particu-
lier possède un point d’accumulation dans D. On peut alors appliquer le lemme
2.15 qui affirme que

Span{kλn : n ≥ 1} = H(b),
ce qui prouve que le point (ii) du théorème 1.59.
Enfin pour le point (iii), remarquons que d’après le lemme 2.16, ∀ε > 0,∀n ≥ 1,
il existe δ = δ(ε, n) > 0 tel que

(µ ∈ D, |µ− λn| < δ)⇒ ||kµ − kλn ||b < ε.

De plus, comme la suite (λn)n est sans point isolé, il existe m 6= n tel que
|λm − λn| < δ, ce qui implique que ||kλm − kλn ||b < ε. Le point (iii) est donc
aussi vérifié et on peut appliquer le théorème 1.59 qui permet d’affirmer que
Tϕ̄,b est fréquemment hypercyclique.

(b)⇒ (a) : est toujours vrai.

(a) ⇒ (c) : Supposons que Tϕ̄,b est hypercyclique. Il est clair que ϕ est né-
cessairement non constante. Supposons par l’absurde que ϕ(D)∩T = ∅. Puisque
D est connexe et ϕ continue sur D, ϕ(D) est connexe, d’où ϕ(D) ⊂ D ou
ϕ(D) ⊂ C\D. Si ϕ(D) ⊂ D alors ∀z ∈ D, |ϕ(z)| < 1, cela implique que ||ϕ||∞ ≤ 1
et ||Tϕ̄,b||L(H(b)) ≤ ||ϕ||∞ ≤ 1, d’où Tϕ̄,b est non hypercyclique (absurde). Si

ϕ(D) ⊂ C \ D alors ∀z ∈ D, |ϕ(z)| > 1. Dans ce cas, 1
ϕ
∈ H∞ et T 1

ϕ̄ ,b
est

non hypercyclique puisque ||T 1
ϕ̄ ,b
||L(H(b)) ≤ || 1ϕ̄ ||∞ ≤ 1. En remarquant que,

Tϕ̄,bT 1
ϕ̄ ,b

= T 1
ϕ̄ ,b
Tϕ̄,b = I, alors T 1

ϕ̄ ,b
= (Tϕ̄,b)−1, par conséquent Tϕ̄,b est non

hypercyclique (en effet, un opérateur inversible est hypercyclique si et seule-
ment si son inverse est hypercyclique [9, page 3]). Nous obtenons également
une contradiction.
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Remarque 2.18. Notons que lorsque b = 0, on retrouve le théorème 1.62 de
Godefroy et Shapiro.

Dans le cas particulier où ϕ(z) = z, on obtient une généralisation du résultat
de Rolewicz.

Corollaire 2.19. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Notons Xb l’opérateur défini par

Xb : H(b) → H(b)
f 7→ S∗f

.

Alors λXb est fréquemment hypercyclique (en particulier hypercyclique) si et
seulement si |λ| > 1.

Comme nous l’avons vu dans le corollaire précédent, pour tout |λ| > 1, λXb

est hypercyclique, ce qui pose naturellement la question de savoir si la famille
{λXb : |λ| > 1} possède un vecteur hypercyclique commun. Pour cela nous allons
utiliser le théorème 1.60 de Shkarin, mais nous avons besoin de l’opérateur du
Shift Sb défini sur H(b) car b est non extrême (voir section 1.3.2). En particulier,
il découle du théorème 1.29 que ||Sb|| > 1. Nous allons appliquer le théorème de
Shkarin à T = Xb et S = Sb, ce qui va donner le résultat suivant.

Théorème 2.20. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée H∞.
Alors,

G =
⋂
HC(λXb : ||Sb|| < |λ| <∞)

est un Gδ dense de H(b).

Démonstration. Montrons qu’on peut appliquer le théorème 1.60 avec T =
Xb, S = Sb, a = 0, c = ||Sb||−1 et E = P+, où P+ est l’ensemble des po-
lynômes analytiques. Rappelons tout d’abord que P+ est dense dans H(b) car
b est un point non extrême (voir remarque 1.17). Il est clair que XbSb = I.
De plus, pour tout 0 < α < β < ||Sb||−1, et pour tout p ∈ P+, nous avons
d’une part α−nXn

b p → 0 quand n → ∞, puisque à partir d’un certain rang
n0 = deg(p) + 1, Xn0

b p = 0, et d’autre part, ||βnSnb p||b ≤ (β||Sb||)n||p||b −→ 0
quand n → ∞. Par conséquent, en utilisant le théorème 1.60, nous concluons
que G est un Gδ dense de H(b).

Remarque 2.21. Il est naturel de savoir si nous pouvons remplacer dans le
théorème précédent la borne inférieure ||Sb|| < |λ| par 1 < |λ|. En d’autres
termes, est-ce-que l’ensemble⋂

HC(λXb : 1 < |λ| <∞)

est un Gδ dense de H(b)?

2.3.2 Hypercyclicité de Tϕ̄,b dans le cas extrême
Dans le cas où b est extrême nous allons voir que, l’opérateur λXb n’est

hypercyclique pour aucun λ ∈ C, ce qui montre une différence significative
avec le cas non extrême. La preuve de ce résultat nécessite quelques proprié-
tés spectrales remarquables des opérateurs hypercycliques, que nous rappelons
maintenant brièvement.
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Théorème 2.22 ([9], Section 1.2). Soit T ∈ L(X) un opérateur hypercyclique.
Alors σp(T ∗) = ∅ et chaque composante connexe du spectre de T intersecte le
cercle unité.

Ici, de façon usuelle σp(T ∗) désigne le spectre ponctuel de T ∗. Il se trouve
que le spectre de X∗b est complètement caractérisé.

Corollaire 2.23 ([39], Corollaire 26.3). Soit b un point extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors

σ(X∗b ) ∩ D = σp(X∗b ) = {λ ∈ D : b(λ) = 0}.

Corollaire 2.24 ([39], Corollaire 26.4). Soit b un point extrême de la boule
unité de H∞ et soit λ ∈ D. Alors λ ∈ σ(X∗b ) si et seulement si l’on a l’une des
assertions suivantes
(i) λ ∈ D et b(λ) = 0.

(ii) λ ∈ T et b se prolonge analytiquement sur un voisinage I de λ et, de plus,
|b| = 1 sur I.

A partir de ces caractérisations spectrales de l’opérateur Xb, on peut dé-
montrer la non hypercyclicité de l’opérateur λXb, pour tout |λ| > 1.

Théorème 2.25. Soit b un point extrême de la boule unité fermée de H∞.
Alors pour tout nombre complexe λ, λXb est non hypercyclique.

Démonstration. Pour tout |λ| ≤ 1, ||λXb|| ≤ 1 et donc λXb est non hypercy-
clique. Maintenant prenons λ ∈ C, |λ| > 1. Par le corollaire 2.23, nous avons
que

σp(λ̄X∗b ) = λ̄σp(X∗b ) = {λ̄β : β ∈ D et b(β) = 0} .

Par l’égalité précédente, nous remarquons que, si b a un facteur Blaschke alors
σp(λ̄X∗b ) 6= ∅, et donc d’après le théorème 2.22, λXb est non hypercyclique.
Maintenant si b n’admet pas de facteur Blaschke, nous obtenons du Corollaire
2.24 que σ(Xb) ⊂ T. Cela implique, puisque |λ| > 1 que σ(λXb)∩T = (λσ(Xb))∩
T = ∅. Par conséquent, les composantes connexes de σ(λXb) n’intersectent pas
le cercle unité, donc encore une fois d’après le théorème 2.22, λXb est non
hypercyclique. Nous concluons que pour chaque nombre complexe λ, λXb n’est
pas hypercyclique.

Nous donnons maintenant une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour
que Tϕ̄,b ne soit pas hypercyclique.

Proposition 2.26. Soit b un point extrême de la boule unité fermée de H∞ et
soit ϕ ∈ H∞. Si l’opérateur de Toeplitz Tϕ̄,b est hypercyclique alors σp(Tϕ̄,b) = ∅.

Démonstration. Supposons qu’il existe λ ∈ σp(Tϕ̄,b). Alors il existe f ∈ H(b),
f 6= 0 tel que Tϕ̄,bf = λf. Posons g := Ωbf où Ωb : H(b) → H(b) est la
conjugaison canonique sur H(b) (voir section 1.3.3). D’après le théorème 1.32,
on a

T ∗ϕ̄,b = ΩbTϕ̄,bΩb,
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et donc

T ∗ϕ̄,bg = ΩbTϕ̄Ωbg
= ΩbTϕ̄Ω2

bf

= ΩbTϕ̄f
= λΩbf = λg.

Comme g 6= 0, on en déduit que λ ∈ σp(T ∗ϕ̄,b). En particulier σp(T ∗ϕ̄,b) 6= ∅, ce
qui contredit l’hypercyclicité de Tϕ̄,b d’après le théorème 2.22.

En particulier, si b a un facteur de blaschke, alors Tϕ̄,b n’est pas hypercy-
clique, comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 2.27. S’il existe λ ∈ D tel que b(λ) = 0 alors Tϕ̄,b n’est pas hyper-
cyclique

Démonstration. Supposons que λ ∈ D tel que b(λ) = 0, alors kλ = kbλ ∈ H(b).
De plus Tϕ̄,bkλ = ϕ(λ)kλ (voir (1.13)). Donc ϕ(λ) ∈ σp(Tϕ̄,b). Ainsi par la
proposition 2.26, Tϕ̄,b n’est pas hypercyclique.

Remarque 2.28. Il s’avère que la condition nécessaire dans la proposition 2.26
n’est pas suffisante. En effet, si b n’a pas de facteur Blaschke, alors σp(Xb) est
vide, bien que par le théorème 2.25, nous savons que Xb n’est pas hypercyclique.

Remarque 2.29. Remarquons que

σp(Tϕ̄,b) = ∅ ⇔ ∀λ ∈ C, K(ϕ−λ)i ∩H(b) = {0},

où (ϕ − λ)i désigne le facteur intérieur de ϕ − λ et K(ϕ−λ)i l’espace modèle
associé.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

ker(Tϕ̄,b − λ̄I) = ker(Tϕ̄−λ̄) ∩H(b)

et d’après le théorème 1.5, on a ker(Tϕ̄−λ̄) = K(ϕ−λ)i . Ainsi λ̄ ∈ σp(Tϕ̄,b) si et
seulement si K(ϕ−λ)i ∩H(b) 6= {0}.

Remarque 2.30. Si b est extrême et extérieure, alors σp(Tϕ̄,b) = ∅.

Démonstration. Soit λ ∈ C. Si (ϕ− λ)i ≡ cte alors K(ϕ−λ)i = {0}, ce qui im-
plique que K(ϕ−λ)i ∩H(b) = {0}.
Par contre si (ϕ− λ)i 6≡ cte, et si f ∈ K(ϕ−λ)i alors f n’est pas un vec-
teur cyclique pour S∗ (puisque Span{S∗nf : n ≥ 0} ⊂ K(ϕ−λ)i 6= H2 car
S∗K(ϕ−λ)i ⊂ K(ϕ−λ)i). En utilisant le théorème 1.55, cela implique que f ∈ KΘ
où Θ = bi est la partie intérieure de b. Mais puisque b est considéré extérieure,
alors bi ≡ cte, et KΘ = {0}. D’où K(ϕ−λ)i ∩ H(b) = {0}. Par la remarque 2.29
on en déduit donc que σp(Tϕ̄,b) = ∅.

Remarque 2.31. Dans le cas où b est extrême et extérieure, il serait intéressant
de savoir si on peut construire un symbole ϕ ∈ H∞ tel que Tϕ̄,b est hypercyclique.
L’une des difficultés est que dans le cas extrême, il est difficile de déterminer
les vecteurs propres et valeurs propres de Tϕ̄,b et donc d’appliquer les techniques
usuelles.
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2.4 Cyclicité de Tϕ̄,b

Dans cette section, nous allons discuter de la cyclicité de Tϕ̄,b. Décrire les
vecteurs cycliques pour un opérateur cyclique est en général un problème difficile
et une caractérisation complète n’est connue que pour un nombre réduit d’opé-
rateurs. Le célèbre théorème de Beurling caractérise les vecteurs cycliques du
Shift S sur H2 comme étant les fonctions extérieures de H2. Un autre résultat
important dû à Douglas-Shapiro-Shields [32] caractérise les vecteurs cycliques
de S∗ sur H2 comme étant les fonctions de H2 qui n’admettent pas de prolon-
gement à travers T en une fonction méromorphe de type borné. On peut aussi
donner un lien avec les espaces modèles puisque si K désigne l’ensemble des
vecteurs non cycliques de S∗ sur H2 alors

K =
⋃

Θ intérieure
KΘ,

(voir [40] pour plus de détails).
Comme on l’a vu, les opérateurs Tϕ̄,b jouent un rôle important dans la théorie

des espaces de de Branges-Rovnyak, particulièrement dans le cas où ϕ(z) = z
pour lequel on obtient l’opérateur Xb = Tz̄,b. Comme souvent, les propriétés de
cyclicité de Tϕ̄,b vont dépendre du fait que log(1− |b|) est intégrable ou non sur
T. Nous verrons dans la section 2.4.3 que lorsque b est un point non extrême
de la boule unité fermée de H∞ (c’est-à-dire log(1 − |b|) ∈ L1(T)), alors pour
tout symbole ϕ ∈ H∞, Tϕ̄,b est cyclique. En revanche, dans le cas extrême,
c’est encore une question ouverte. Dans les sections 2.4.1 et 2.4.2 nous nous
intéressons à des propriétés d’invariance de l’ensemble des vecteurs cycliques.

2.4.1 Cyclicité de Tϕ̄,b dans le cas extrême
Dans le cas où b est un point extrême de la boule unité fermée de H∞, E.

Fricain [35] a montré que l’opérateur Xb est cyclique et que S∗b est un vecteur
cyclique. Suarez, dans [90], s’est intéressé à la cyclicité des fonctions Tϕ̄,bS∗b,
où ϕ ∈ H∞, pour Xb. Il a obtenu le résultat suivant.

Théorème 2.32 (Suarez, [90]). Soit b un point extrême de la boule unité fermée
de H∞, soit ϕ ∈ H∞, et soit ψ = Tϕ̄,bS

∗b. Alors

Span{Xn
b ψ : n ≥ 0} = H(b1),

où b1 = b/u et u est le plus grand commun diviseur entre les facteurs intérieurs
de ϕ et b.

Il découle immédiatement du théorème précédent que Tϕ̄,bS∗b est un vecteur
cyclique de Xb si et seulement si pgcd(ϕI , bI) = 1, où ϕI (respectivement bI) est
le facteur intérieur de ϕ (respectivement de b). En particulier, si b est un point
extrême et extérieur alors Tϕ̄,bS∗b est toujours un vecteur cyclique de Xb, pour
toute fonction ϕ ∈ H∞.

Nous avons généralisé ces résultats. Le lemme suivant qui décrit exactement
l’intersection de certains espaces de de Branges-Rovnyak sera très utile.

Lemme 2.33. Soit b une fonction dans la boule unité fermée de H∞ et soit
Θ1,Θ2 deux fonctions intérieures. Alors
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(a) KΘ1 ∩KΘ2 = KΘ, où Θ = pgcd(Θ1,Θ2).
(b) H(b) ∩KΘ1 = KbI ∩KΘ1 , où bI est le facteur intérieur de b.
(c) H(b) ∩KΘ1 = Ku, où u = pgcd(bI ,Θ1).

Démonstration. Le point (a) est bien connu (voir par exemple [67, Corollaire
6, page 13]). Par soucis de complétude, rappelons la preuve. Remarquons que
KΘ1 ∩ KΘ2 est un sous espace fermé et propre de H2, invariant par S∗. Par
le théorème de Beurling, il existe donc une fonction intérieure w telle que
KΘ1 ∩ KΘ2 = Kw. Montrons que w = Θ. Comme Kw ⊂ KΘi , i = 1, 2, on
a ΘiH

2 ⊂ wH2 et donc en particulier Θi ∈ wH2, i = 1, 2. Ainsi w divise Θ1 et
Θ2. Soit maintenant une autre fonction intérieure J qui divise Θ1 et Θ2. On a
ΘiH

2 ⊂ JH2, i = 1, 2 et donc KJ ⊂ KΘ1 ∩KΘ2 = Kw. Ainsi wH2 ⊂ JH2 et
J divise w comme w divise Θ1 et Θ2 et que tout diviseur de Θ1 et Θ2 divise w,
on en déduit que w = pgcd(Θ1,Θ2) = Θ.

Pour le point (b), remarquons que d’après [39, Théorème 18.7], on a KbI ⊂ H(b)
et donc KbI ∩KΘ1 ⊂ H(b) ∩KΘ1 . Pour l’inclusion réciproque, soit f ∈ H(b) ∩
KΘ1 . En particulier, f n’est pas un vecteur cyclique de S∗ (car Span{S∗nf :
n ≥ 0} ⊂ KΘ1  H2). Le théorème 1.55 implique alors que f ∈ KbI . Ainsi
H(b) ∩KΘ1 ⊂ KbI ∩KΘ1 et on obtient (b).

Le point (c) découle immédiatement de (a) et (b).

Ainsi que le résultat suivant donnant l’action de la conjugaison naturelle
Ωb sur H(b) (voir section 1.3.3) sur les décompositions orthogonales de l’espace
H(b), sera encore utile. Rappelons d’après le corollaire 1.9 et le théorème 1.56
que si b = ub1 avec u intérieure et b1 un point extrême de la boule unité de H∞,
alors l’espace H(b) se décompose de la façon suivante :

H(b) = H(u)⊕ uH(b1) = H(b1)⊕ b1H(u).

Proposition 2.34 ([90]). Soit b un point extrême de la boule unité fermée de
H∞. Supposons que b = ub1, où u est une fonction intérieure. On a

Ωb(H(u)) = b1H(u) et Ωb(uH(b1)) = H(b1).

Démonstration. Rappelons nous que comme u est intérieure, on a

kerTū,b = kerTū ∩H(b)
= H(u) ∩H(b) (par le théorème 1.5)
= H(u).

Montrons que Ωb(H(u)) = kerT ∗ū,b. Tout d’abord par l’identité T ∗ū,bΩb = ΩbTū,b,
donnée par le théorème 1.32, on a T ∗ū,bΩb(H(u)) = ΩbTū,b(H(u)) = 0. D’où
Ωb(H(u)) ⊂ kerT ∗ū,b. Réciproquement, soit f ∈ kerT ∗ū,b. Alors 0 = ΩbT ∗ū,bf =
Tū,bΩbf. D’où, Ωbf ∈ kerTū,b = H(u), ce qui est équivalent à f ∈ Ωb(H(u)).
Donc

Ωb(H(u)) = kerT ∗ū,b = (ImTū,b)⊥b = H(b1)⊥b = b1H(u),

où E⊥b désigne l’orthogonal de E dans H(b). D’où

Ωb(H(u)⊕ uH(b1)) = Ωb(H(u))⊕ Ωb(uH(b1)) = b1H(u)⊕ (b1H(u))⊥b.

Par conséquent, Ωb(uH(b1)) = (b1H(u))⊥b = H(b1).
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Le résultat suivant généralise le résultat de Suarez.

Théorème 2.35. Soit b un point extrême de la boule unité fermée de H∞

et ϕ,ϕ1 ∈ H∞. Supposons que x0 soit un vecteur cyclique pour Tϕ1,b et soit
ψ = Tϕ̄,bx0. Alors

Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0} = H(b1)

où b1 = b

u
avec u = pgcd(ϕI , bI).

Démonstration. Soit h ∈ H(b). On remarque que

h ∈ (Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0})⊥ ⇔ < h, Tϕn1 ,bψ >b= 0, ∀n ≥ 0
⇔ < h, Tϕn1 ,bTϕ̄,bx0 >b= 0, ∀n ≥ 0
⇔ < h, Tϕ̄,bTϕn1 ,bx0 >b= 0, ∀n ≥ 0
⇔ < T ∗ϕ̄,bh, Tϕn1 ,bx0 >b= 0, ∀n ≥ 0
⇔ T ∗ϕ̄,bh = 0,

où la dernière équivalence résulte du fait que x0 est un vecteur cyclique pour
Tϕ1,b. Ainsi

(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0})⊥ = kerT ∗ϕ̄,b.

Montrons que

(2.9) Ωb(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0})⊥ = H(b) ∩H(v)

où v = ϕI . Rappelons que T ∗ϕ̄,b = ΩbTϕ̄,bΩb. Ainsi comme Ωb est bijective, on a

Ωb(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0})⊥ = {Ωbf : f ∈ kerTϕ̄,bΩb}
= kerTϕ̄,b
= kerTϕ̄ ∩H(b).

L’égalité (2.9) découle alors du théorème 1.5. En appliquant le lemme 2.33 on
déduit alors de (2.9) que

Ωb(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0})⊥ = Ku,

avec u = pgcd(ϕI , bI). Comme Ωb est une conjugaison (et donc en particulier
respecte l’orthogonalité) on a

Ωb(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0}) = H(b)	Ku.

Or d’après le corollaire 1.9, H(b) = Ku ⊕ uH(b1), où b1 = b

u
. Ainsi

Ωb(Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0}) = uH(b1).

Finalement avec Ω2
b = Id et Ωb(uH(b1)) = H(b1) (voir proposition 2.34). On

obtient que
Span{Tϕn1 ,bψ : n ≥ 0} = H(b1).
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Remarque 2.36. Comme S∗b est un vecteur cyclique de Xb = Tz̄,b, on voit
que le théorème 2.35 implique le théorème de Suarez.

En utilisant le théorème 2.35, on peut donner une condition nécessaire et
suffisante pour que si Cyc(Tϕ1,b) désigne l’ensemble des vecteurs cycliques de
Tϕ1,b, ϕ1 ∈ H∞ alors Tϕ̄,b(Cyc(Tϕ1,b)) ⊂ Cyc(Tϕ1,b), ϕ ∈ H

∞.

Corollaire 2.37. Soit b un point extrême de la boule unité fermé de H∞ et
soit ϕ,ϕ1 ∈ H∞. Supposons que x0 soit un vecteur cyclique pour Tϕ1,b et soit
ψ = Tϕ̄x0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ψ est un vecteur cyclique pour Tϕ1,b.
2. pgcd(ϕI , bI) = 1.

Avec ϕI et bI les parties intérieures respectives de ϕ et b.

Démonstration. (2) ⇒ (1) : Cette implication découle du théorème 2.35 et du
fait que b1 = b.

(1) ⇒ (2) : Soit u = pgcd(ϕI , bI) et b1 = b

u
. Le théorème 2.35 implique que

H(b1) = H(b) = H(b1u). Ainsi il suit que 1
u
∈ H∞ (voir [39, Corollaire 27.16])

ce qui veut dire que u est une constante.

2.4.2 Cyclicité de Tϕ̄,b dans le cas non extrême
Dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞, E.

Fricain a montré dans [35] que S∗b est un vecteur cyclique de Xb si et seulement
si b est un vecteur cyclique de S∗ (ce qui d’après le théorème de Douglas-Shapiro-
Shields est équivalent au fait que b n’admet pas de prolongement à travers
T en une fonction méromorphe de type bornée). En utilisant une description
complète des sous espaces fermés de H(b) invariants par Xb, (due à Sarason
[73, Théorème 5]), E. Fricain, J. Mashreghi et D. Seco ont montré alors la
généralisation suivante.

Théorème 2.38 (Fricain-Mashreghi-Seco, [41]). Soit b un point non extrême
de la boule unité fermée de H∞ et soit f ∈ H(b). Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) La fonction f est cyclique pour Xb.

(ii) La fonction f est cyclique pour S∗.

Une question naturelle est de savoir si ce théorème peut s’étendre aux opé-
rateurs Tϕ̄,b. Dans cette généralité, nous avons réussi à obtenir une implication.

Proposition 2.39. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de
H∞, et soit ϕ1 ∈ H∞. Alors pour f ∈ H(b),

f est cyclique pour Tϕ1,b ⇒ f est cyclique pour Tϕ1 .

Démonstration. Supposons que f est un vecteur cyclique pour Tϕ1,b et n’est pas
un vecteur cyclique pour Tϕ1 . Notons E =

∨
{Tϕn1 f : n ≥ 0} et F2 = closH2(E)

et Fb = closH(b)(E). D’une part on a que Fb = H(b) et F2 $ H2. D’autre part en
utilisant que H(b) est contenu contractivement dans H2 on a closH2(Fb) = F2
(voir [39, Lemme 16.1]). Donc closH2(H(b)) $ H2, ce qui avec le théorème 1.6,
implique que b est intérieure. Ceci contredit l’hypothèse que log(1−|b|) ∈ L1(T)
(b non extrême).
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Au regard du théorème 2.38 de Fricain-Mashreghi-Seco, il est naturel de se
demander si la réciproque de la proposition 2.39 est vraie. Rappelons que pour
le cas ϕ(z) = z (correspondant donc à l’opérateur Xb), cette réciproque a été
prouvée par Fricain-Mashreghi-Seco en utilisant la description de Sarason des
sous-espaces invariants de Xb. Or cette description n’est pas connue pour le cas
général de Tϕ̄,b.

Au regard du corollaire 2.37, on peut se demander si dans le cas non extrême,
on a

Tϕ̄,b(Cyc(Tϕ1,b)) ⊂ Cyc(Tϕ1,b)
où on rappelle que Cyc(T ) désigne l’ensemble des vecteurs cycliques de T . La
réponse est positive (et sans condition) dans le cas non extrême.
Théorème 2.40. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,
et soit ϕ,ϕ1 ∈ H∞. Alors pour f ∈ H(b),

f est cyclique pour Tϕ1,b ⇒ Tϕ,bf est cyclique pour Tϕ1,b.

Démonstration. Supposons que f soit un vecteur cyclique pour Tϕ1,b, c’est-à-
dire

Span{Tϕn1 ,bf : n ≥ 0} = H(b).
Or

Tϕ,b(Span{Tϕn1 ,bf : n ≥ 0}) ⊂ Span{Tϕ̄,bTϕn1 ,bf : n ≥ 0}.
D’où

Tϕ̄,b(H(b)) ⊂ Span{Tϕn1 ,bTϕ̄,bf : n ≥ 0} ⊂ H(b).
Remarquons que Tϕ,b a une image dense dans H(b) car P+ ⊂ ImTϕ,b ⊂ H(b)
d’après le lemme 1.3 et l’ensemble des polynômes analytiques est dense dans
H(b) (voir remarque 1.17). Ainsi

Span{Tϕn1 ,bTϕ,bf : n ≥ 0} = H(b),
Ce qui prouve que Tϕ,bf est cyclique pour Tϕ1,b.

Dans le cas particulier où ϕ1(z) = z (correspondant à l’opérateur Xb) la
réciproque du théorème 2.40 est aussi vraie.
Théorème 2.41. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit ϕ ∈ H∞ avec ϕ 6= 0. Alors pour f ∈ H(b),

f est cyclique pour Xb ⇔ Tϕ̄,bf est cyclique pour Xb.

Démonstration. Soit f ∈ H(b). En combinaisant le théorème 1.53 et le théorème
2.38, on a

f est cyclique pour Xb ⇔ f est cyclique pour S∗

⇔ Tϕ̄,bf est cyclique pour S
∗

⇔ Tϕ̄,bf est cyclique pour Xb .

La difficulté pour étendre le théorème 2.41 au cas général de Tϕ1,b, ϕ1 ∈ H∞,
vient du fait que le théorème 2.38 de Fricain-Mashreghi-Seco n’est pas connu
dans le cas général. Si on parvient à prouver la réciproque dans la proposition
2.39, alors on aura la réciproque dans le théorème 2.40.
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2.4.3 Construction d’un vecteur cyclique commun pour
Tϕ̄,b avec b non extrême

Dans [94], W. Wogen construit une fonction f ∈ H2 telle que f est cy-
clique pour tout opérateur Tϕ̄, ϕ ∈ H∞, ϕ 6≡ cte. L’objectif de cette section est
d’étendre ce résultat aux opérateurs Tϕ̄,b, ϕ ∈ H∞, ϕ 6≡ cte, dans le cas où b
est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞. Remarquons que la
principale difficulté de cette extension est due au fait que la norme dans H(b)
n’est pas donnée directement en fonction des coefficients de Taylor. Néanmoins
en utilisant plusieurs résultats de Sarason notamment sur les opérateurs de Toe-
plitz non bornés à symbole dans la classe de Smirnov, nous avons pu adapté la
construction de Wogen et obtenir le résultat suivant.

Théorème 2.42. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Alors il existe une fonction f ∈ H(b), tel que si ϕ ∈ H∞ et ϕ 6= cte alors f est
cyclique pour Tϕ̄,b.

Nous allons baser la preuve de ce théorème sur trois lemmes. Dans la suite
de ce chapitre, pour k ≥ 0, nous noterons ek(z) = zk les monômes, et Pk la
projection de H(b) sur

∨
{e0, e1, . . . , ek} définie pour g =

∑∞
j=0 ĝ(j)ej ∈ H(b)

par

Pk(g) =
k∑
j=0

ĝ(j)ej .

Lemme 2.43. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞ et
k ≥ 0. Avec les notations ci-dessus, on a
(a) Pk est borné de H(b) sur H(b).
(b) I − Pk = Sk+1

b Xk+1
b , où Sb désigne la restriction du shift à droite S sur

H(b) et Xb la restriction du shift à gauche S∗ sur H(b)

Démonstration. (a) Soit g =
∑∞
j=0 ĝ(j)ej ∈ H(b). Comme b est un point non

extrême de la boule unité fermée de H∞, la fonction Pk(g), étant un polynôme,
est dans H(b). De plus, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
H(b) est inclus contractivement dans H2, on a

‖Pk(g)‖b =

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=0

ĝ(j)ej

∥∥∥∥∥∥
b

≤
k∑
j=0
|ĝ(j)|‖ej‖b

≤

 k∑
j=0
|ĝ(j)|2

1/2 k∑
j=0
‖ej‖2b

1/2

≤ ‖g‖2

 k∑
j=0
‖ej‖2b

1/2

≤ ‖g‖b

 k∑
j=0
‖ej‖2b

1/2

,

ce qui prouve que Pk est borné de H(b) dans lui-même.
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(b) Pour g ∈ H(b), on a

(I − Pk)(g) =
∞∑

j=k+1
ĝ(j)ej ,

et

Sk+1
b Xk+1

b (g) = ek+1

P+

ēk+1
∑
j≥0

ĝ(j)ej


= ek+1

P+

∑
j≥0

ĝ(j)ej−(k+1)


=

∞∑
j=k+1

ĝ(j)ej .

Pour toute fonction g ∈ H(b), on a donc (I − Pk)(g) = Sk+1
b Xk+1

b (g).

Lemme 2.44. Soit ϕ ∈ H∞ et supposons que ϕ soit de la forme

ϕ(z) = zr +
∑
k≥r+1

bkz
k,

pour un entier r ≥ 1. Alors, pour tout n ≥ 1, il existe ψn ∈ H∞ tel que

Tnϕ̄,b −Xrn
b = Tψ̄n,bX

rn+1
b .

Démonstration. Remarquons que Xrn
b = Tern,b et donc

Tnϕ̄,b −Xrn
b = Tnϕ̄,b − Tern,b = Tϕ̄n−ern,b.

D’autre part, d’après l’hypothèse, on a

ϕ = er +
+∞∑
k=r+1

bkek,

et comme ϕ− er ∈ H∞, on en déduit que la fonction gr définie par

gr =
+∞∑
k=r+1

bkek,

est dans H∞. De plus, gr(0) = · · · = g
(r)
r (0) = 0. D’où, on peut écrire gr =

er+1hr, avec hr ∈ H∞. Ainsi ϕ = er + er+1hr. Comme er+1 = ere1 et enr = ern,
on obtient

ϕn = ern(1 + e1hr)n = ern

n∑
j=0

(
n

j

)
hjre

j
1 = ern + ern+1

n∑
j=1

(
n

j

)
hjre

j−1
1 .

En posant ψn =
n∑
j=1

(
n

j

)
hjre

j−1
1 , on remarque que ψn ∈ H∞ et

ϕn − ern = ψnern+1.
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Donc
Tnϕ̄,b −Xrn

b = Tψnern+1,b
= Tψ̄n,bX

rn+1
b .

Lemme 2.45. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞ et
soit ϕ ∈ H∞. Supposons que ϕ soit de la forme

ϕ(z) = zr +
∑
k≥r+1

bkz
k,

pour un entier r ≥ 1. On note alors T = Tϕ̄,b et An = Tψn,b, où ψn est la
fonction donnée par le lemme 2.44. Alors :
(a) Pour tout n ≥ 1, on a ‖Tn −Xrn

b ‖ ≤ (1 + κ)n, où κ = ‖T −Xr
b ‖.

(b) Pour tout n ≥ 1, on a ‖An‖ ≤ (1 + κ)nCrn+1, où C = ‖Sb‖.
(c) Il existe une constante C1 > 1 telle que, pour tout n ≥ 1 et pour toute

fonction g ∈ H(b), on a

‖(Tn −Xrn
b )g‖b ≤ Cn1 ‖Xrn+1

b g‖b.

(d) Il existe une constante C2 > 1 telle que pour tout n ≥ 1, pour tout k ≥ 0
et pour toute fonction g ∈ H(b), on a

‖(I − Pk)(Tn −Xrn
b )g‖b ≤ Cn+k+1

2 ‖Xrn+k+2
b g‖b.

Démonstration. (a) Posons U = T −Xr
b . Comme T = U +Xr

b , on a

Tn =
n∑
j=0

(
n

j

)
U jX

(n−j)r
b = Xnr

b +
n∑
j=1

(
n

j

)
U jX

(n−j)r
b .

En utilisant que ‖Xb‖ ≤ 1, on en déduit que

‖Tn −Xrn
b ‖ ≤

n∑
j=1

(
n

j

)
‖U‖j ≤ (1 + ‖U‖)n,

ce qui prouve le (a).
(b) Remarquons que An = AnX

rn+1
b Srn+1

b (car S∗S = I) et donc avec le
lemme 2.44, on en déduit que An = (Tn −Xrn

b )Srn+1
b . D’où

‖An‖ ≤ ‖Tn −Xrn
b ‖‖Sb‖rn+1,

et on conclut avec le (a).
(c) En utilisant une nouvelle fois le lemme 2.44 et (b), on a

‖(Tn−Xrn
b )g‖b = ‖AnXrn+1

b g‖b ≤ ‖An‖‖Xrn+1
b g‖b ≤ (1+κ)nCrn+1‖Xrn+1

b g‖b.

Or comme C = ‖Sb‖ ≥ 1 et nr ≥ 1, on a Crn+1 ≤ C2rn et donc

‖(Tn −Xrn
b )g‖b ≤ Cn1 ‖Xrn+1

b g‖b,

avec C1 = (1 + κ)C2r.
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(d) Avec les lemmes 2.43 et 2.44, on a

(I − Pk)(Tn −Xrn
b )g = Sk+1

b Xk+1
b AnX

rn+1
b g.

Comme An = Tψn,b, les opérateurs An et Xb commutent. Ainsi

(I − Pk)(Tn −Xrn
b )g = Sk+1

b AnX
rn+k+2
b g.

Le point (b) implique alors que

‖(I − Pk)(Tn −Xrn
b )g‖b ≤ ‖Sb‖k+1(1 + κ)nCrn+1‖Xrn+k+2

b g‖b
= Crn+k+2(1 + κ)n‖Xrn+k+2

b g‖b.

En posant C2 = (1 + κ)Cr+2 (rappelons que C = ‖Sb‖ ≥ 1), on obtient alors

‖(I − Pk)(Tn −Xrn
b )g‖b ≤ Cn+k+1

2 ‖Xrn+k+2
b g‖b,

ce qui conclut la preuve du lemme.

Démonstration du théorème 2.42.
Construction de la fonction f : définissons la suite (an)n≥0 par récur-

rence en posant a0 = 1 et pour n ≥ 1, an+1 = 1
nn an. Considérons alors la

fonction f définie par

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D,

et montrons que f est un vecteur cyclique commun à tous les Tϕ̄,b, ϕ ∈ H∞, ϕ
non constante.

Tout d’abord remarquons que f ∈ Hol(D). En effet, comme lim
n→+∞

an+1
an

= 0,
le rayon de convergence de la série entière est +∞ et donc f est une fonction
entière, donc en particulier holomorphe au voisinage du disque unité fermé.
Comme b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞, on en
déduit avec le théorème 1.18 que f ∈ H(b).

Réduction du symbole : soit ϕ ∈ H∞, ϕ non constante. Ecrivons

ϕ(z) =
+∞∑
k=0

bkz
k.

Il suit du lemme 1.51 qu’on peut supposer que b0 = 0 (quitte à considérer
Tϕ,b − b0I). Considérons alors

r = inf{k ≥ 1 : bk 6= 0}.

Comme ϕ n’est pas constante, notons que l’entier r est bien défini, et quitte à
diviser par br, on peut supposer que br = 1. Dans la suite de la démonstration,
on va donc considérer que ϕ est de la forme

ϕ(z) = zr +
+∞∑
k=r+1

bkz
k,
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où r ≥ 1.
Stratégie de la démonstration : on poseMf = Span {Tnf : n ≥ 0}, où

T = Tϕ,b. Pour montrer que f est cyclique, nous allons montrer par récurrence
forte que pour tout k ≥ 0, on a ek ∈ Mf . On en déduira alors que

∨
(ek :

k ≥ 0) ⊂ Mf , puis comme les polynômes sont denses dans H(b) (b étant un
point non extrême de la boule unité fermée de H∞), on obtiendra finalement
queMf = H(b), c’est-à-dire que f est cyclique pour T . Décomposons la preuve
en trois étapes.

Etape 1 : montrons que∥∥∥∥ 1
arn

Tnf − e0

∥∥∥∥
b

→ 0, n→ +∞.

Avec le lemme 2.45 (c) et le fait que P0X
rn
b f = arne0, on a∥∥∥∥ 1

arn
Tnf − e0

∥∥∥∥
b

≤
∥∥∥∥ 1
arn

(Tn −Xrn
b )f

∥∥∥∥
b

+
∥∥∥∥ 1
arn

Xrn
b f − e0

∥∥∥∥
b

≤ Cn1
arn
‖Xrn+1

b f‖b + 1
arn
‖(I − P0)Xrn

b f‖b.

De plus, d’après le lemme 2.43 (b), on a (I − P0)Xrn
b f = SbX

rn+1
b f , et donc

‖(I − P0)Xrn
b f‖b ≤ ‖Sb‖‖Xrn+1

b f‖b. Or C1 > 1 et donc pour n suffisamment
grand, on a ‖Sb‖ ≤ Cn1 , ce qui donne∥∥∥∥ 1

arn
Tnf − e0

∥∥∥∥
b

≤ 2C
n
1

arn
‖Xrn+1

b f‖b.

Or en utilisant que (S∗rn+1f)+ = S∗rn+1f+ (voir lemme 1.25) et le théo-
rème 1.13, on a

‖Xrn+1
b f‖2b = ‖S∗rn+1f‖22 + ‖S∗rn+1f+‖22,

et donc finalement

(2.10)
∥∥∥∥ 1
arn

Tnf − e0

∥∥∥∥2

b

≤ 4C
2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f‖22 + 4C
2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f+‖22.

Pour achever la preuve de l’étape 1, il suffit de montrer que chacun des deux
termes à droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.

Pour le premier terme, remarquons que

S∗rn+1f =
+∞∑
k=0

ak+rn+1ek,

et donc
1
a2
rn

‖S∗rn+1f‖22 =
∞∑
k=0

a2
k+rn+1
a2
rn

.

Or par définition de la suite (an)n≥0, on a
ak+rn+1

arn
=ak+rn+1

arn+k
· arn+k

arn+k−1
· · · arn+1

arn

= 1
(rn+ k)rn+k ·

1
(rn+ k − 1)rn+k−1 · · ·

1
(rn)rn

≤ 1
(rn)rn(k+1) .
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Pour simplifier la notation, on posera qn = 1
(rn)rn . D’où

C2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f‖22 ≤ C2n
1

+∞∑
k=0

q2(k+1)
n = C2n

1
q2
n

1− q2
n

.

Il est clair que Cn1 qn → 0 et qn → 0 lorsque n→ +∞, ainsi on en déduit que

(2.11) C2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f‖22 → 0, n→ +∞.

Pour le deuxième terme de droite dans (2.10), remarquons que, comme f ∈
Hol(D), le théorème 1.37 implique que

f+(z) =
+∞∑
k=0

+∞∑
j=0

aj+kcj

 zk,

où les cj , j ≥ 0, sont les coefficients de Taylor de la fonction b/a. D’où

S∗rn+1f+ =
+∞∑
k=0

+∞∑
j=0

aj+k+rn+1cj

 ek,

et donc
C2n

1
a2
rn

‖S∗rn+1f+‖22 =C2n
1
a2
rn

+∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
j=0

aj+k+rn+1cj

∣∣∣∣∣∣
2

≤C2n
1

+∞∑
k=0

+∞∑
j=0

aj+k+rn+1

arn
|cj |

2

.

Or b/a est holomorphe sur D, donc lim sup
j→+∞

|cj |1/j ≤ 1. Ainsi il existe ε > 0 et

une constante C > 0 tel que pour tout j ≥ 0, on a |cj | ≤ C(1 + ε)j . En utilisant
cette estimation et le fait que aj+k+rn+1

arn
≤ 1

(rn)rn(j+k+1) = qjnq
k+1
n , on en déduit,

avec l’inégalité de Cauchy–Schwartz que

C2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f+‖22 ≤ C2n
1 C2

(+∞∑
k=0

q2(k+1)
n

)+∞∑
j=0

((1 + ε)qn)j
2

.

Or +∞∑
j=0

((1 + ε)qn)j
2

=
(

1
1− (1 + ε)qn

)2
→ 1, n→ +∞,

et

C2n
1

+∞∑
k=0

q2(k+1)
n = C2n

1 q2
n

1
1− q2

n

→ 0, n→ +∞,

D’où

(2.12) C2n
1
a2
rn

‖S∗rn+1f+‖22 → 0, n→ +∞.
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En regroupant (2.10), (2.11) et (2.12), on obtient finalement que∥∥∥∥ 1
arn

Tnf − e0

∥∥∥∥
b

→ 0, n→ +∞,

ce qui achève la première étape.
Etape 2 : montrons que, pour tout k ≥ 1, on a∥∥∥∥ 1

arn+k
(I − Pk−1)Tnf − ek

∥∥∥∥
b

→ 0, n→ +∞.

Ecrivons

1
arn+k

(I − Pk−1)Tnf − ek = 1
arn+k

(I − Pk−1)(Tn −Xrn
b )f

+ 1
arn+k

(I − Pk−1)Xrn
b f − ek,

et remarquons que

(I − Pk−1)Xrn
b f = (I − Pk)Xrn

b f + (Pk − Pk−1)Xrn
b f

= (I − Pk)Xrn
b f + ak+rnek.

D’où
1

arn+k
(I − Pk−1)Tnf − ek = 1

arn+k
(I − Pk−1)(Tn −Xrn

b )f

+ 1
arn+k

(I − Pk)Xrn
b f

En utilisant le lemme 2.45 (d), on a∥∥∥∥ 1
arn+k

(I − Pk−1)Tnf − ek
∥∥∥∥
b

≤ Cn+k
2

arn+k
‖Xrn+k+1

b f‖b + 1
arn+k

‖(I −Pk)Xrn
b f‖b.

De plus, d’après le lemme 2.43 (b), on a (I − Pk)Xrn
b f = Sk+1

b Xrn+k+1
b f et

donc
‖(I − Pk)Xrn

b f‖b ≤ ‖Sb‖k+1‖Xrn+k+1
b f‖b.

Or C2 > 1 et donc pour n suffisamment grand, on a ‖Sb‖k+1 ≤ Cn+k
2 , ce qui

donne ∥∥∥∥ 1
arn+k

(I − Pk−1)Tnf − ek
∥∥∥∥
b

≤ 2C
n+k
2

arn+k
‖Xrn+k+1

b f‖b.

On raisonne ensuite comme à la première étape. On a

‖Xrn+k+1
b f‖2b = ‖S∗rn+k+1f‖22 + ‖S∗rn+k+1f+‖22.

D’où

(2.13)

∥∥∥∥ 1
arn+k

(I − Pk−1)Tnf − ek
∥∥∥∥2

b

≤4C
2(n+k)
2
a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f‖22

+ 4C
2(n+k)
2
a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f+‖22.
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Pour le premier terme, remarquons que

S∗rn+k+1f =
+∞∑
j=0

aj+rn+k+1ej ,

et donc
1

a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f‖22 =
+∞∑
j=0

a2
j+rn+k+1

a2
rn+k

≤
+∞∑
j=0

1
(rn+ k)2(rn+k)(j+1)

≤
+∞∑
j=0

q2(j+1)
n .

Comme précédemment, on a

C2n
2

+∞∑
j=0

q2(j+1)
n = C2n

2 q2
n

1
1− q2

n

→ 0, n→ +∞,

et donc

(2.14) 4C
2(n+k)
2
a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f‖22 → 0, n→ +∞.

Pour le deuxième terme du membre de gauche de (2.13), on écrit comme dans
la première étape que

S∗rn+k+1f+ =
+∞∑
`=0

+∞∑
j=0

aj+`+rn+k+1cj

 e`.

Donc

C2n
2

a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f+‖22 = C2n
2

a2
rn+k

+∞∑
`=0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
j=0

aj+`+rn+k+1cj

∣∣∣∣∣∣
2

≤C2n
2

+∞∑
`=0

+∞∑
j=0

aj+`+rn+k+1

arn+k
|cj |

2

≤C2C2n
2

+∞∑
`=0

+∞∑
j=0

(1 + ε)j

(rn)rn(j+`+1)

2

.

Le terme à droite est exactement le terme qui intervient déjà dans la première
étape et dont on a montré qu’il tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini. On
en déduit donc

(2.15) 4C
2(n+k)
2
a2
rn+k

‖S∗rn+k+1f+‖22 → 0, n→ +∞.
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Finalement, en combinant (2.13), (2.14) et (2.15), on obtient que∥∥∥∥ 1
arn+k

(I − Pk−1)Tnf − ek
∥∥∥∥
b

→ 0, n→ +∞,

ce qui conclut la deuxième étape.
Etape 3 : montrons par récurrence que pour tout k ≥ 0, on a ek ∈Mf .
L’étape 1 implique que e0 ∈ Mf . Supposons maintenant que pour tout

0 ≤ j ≤ k − 1, ej ∈Mf . D’après l’étape 2, on a

ek ∈ Span{(I − Pk−1)Tnf : n ≥ 0}.

Or pour tout n ≥ 0, on a Tnf ∈ Mf et Pk−1T
nf ∈

∨
{ej : 0 ≤ j ≤ k − 1}

qui est contenu dansMf par l’hypothèse de récurrence. Ainsi, pour tout n ≥ 0,
(I −Pk−1)Tnf ∈Mf , ce qui implique que ek ∈Mf . Par récurrence, on obtient
donc que pour tout k ≥ 0, on a ek ∈Mf .

AinsiMf contient tous les polynômes et comme on l’a déjà remarqué, comme
les polynômes sont denses dans H(b) (car b est un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞), on en déduit queMf = H(b). Ceci achève la preuve du
théorème.

�
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Chapitre 3

Bornitude et compacité des
opérateurs de composition
sur les espaces de de
Branges-Rovnyak

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition Cϕ :

H(b) → H(b), dans le cas particulier où b est une fraction rationnelle et non
extrême de la boule unité fermée de H∞. Dans ce cas particulier, l’espace H(b)
admet une description plus simple qui va nous permettre de relier l’étude des
opérateurs de composition sur H(b) à celle des opérateurs de composition à
poids sur H2.

Si X est un espace de Banach de fonctions analytiques sur D et ϕ : D→ D est
une fonction analytique, il est naturel de considérer l’opérateur de composition
Cϕ défini par

Cϕf = f ◦ ϕ, f ∈ X.

Il est clair que Cϕ est linéaire et la question initiale qui se pose est de savoir
si Cϕ est borné sur X. De façon plus générale, la théorie des opérateurs de
composition, qui a connu une explosion ces quarantes dernières années, cherche
à établir un dictionnaire entre les propriétés de l’opérateur de Cϕ (bornitude,
compacité, spectre, . . . ) et les propriétés fonctionnelles du symbole ϕ.

L’un des premiers résultats concernant les opérateurs de composition a été
le principe de subordination du Littlewood qui dit que

Cϕ : Hp → Hp

f 7→ Cϕ(f) = f ◦ ϕ

est un opérateur borné pour 1 ≤ p ≤ ∞ [28, Corollaire 2.24].

La situation est vraiment différente lorsque l’on considère les opérateurs de

107
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composition pondérés Wu,ϕ définis par

Wu,ϕ(f) = u.(f ◦ ϕ), f ∈ X,

où u et ϕ sont des fonctions analytiques sur D et ϕ(D) ⊂ D, il est alors facile de
trouver des exemples pour lesquels Wu,ϕ(Hp) * Hp. Une condition nécessaire
évidente pour que Wu,ϕ soit borné sur Hp est que u = Wu,ϕ(1) ∈ Hp. Alors que
cette condition est trivialement suffisante pour p = ∞, elle n’est pas suffisante
pour p <∞.

La théorie des opérateurs de composition et de composition à poids étant
très riche, il n’est pas question de détailler ici tous les résultats ni même les
évoquer. Nous renvoyons le lecteur à [28] pour les opérateurs de composition
et à [23, 24, 60, 68] pour les opérateurs à poids. Nous allons nous contenter de
décrire quelques résultats sur les opérateurs de composition à poids sur H2 qui
seront importants pour nous. Il est bien connu que dans beaucoup de situations,
lorsque la norme de l’espace X est donnée par une intégrale, on peut traduire
via un changement de variable, la question de la bornitude (ou de la compacité)
de l’opérateur Cϕ sur X en une question sur les mesures de Carleson.

Rappelons qu’une mesure de Borel positive µ sur D est appelée une mesure
de Carleson s’il existe une constante M <∞ telle que

µ(S(ζ, r)) ≤Mr,

pour tout ζ ∈ T et 0 < r < 1, avec

S(ζ, r) := {z ∈ D : |z − ζ| ≤ r}.

Un résultat classique de Carleson montre alors que H2 se plonge continuemment
dans L2(µ) si et seulement si µ est une mesure de Carleson.

Il se trouve que dans [24], D. Contreras et G. Hernández-Díaz ont établi une
caractérisation de la bornitude de Wu,ϕ sur H2 en termes d’une propriété de
mesure de Carleson.

Théorème 3.1 ([24], Théorème 2.2). Soit u une fonction analytique dans
D, ϕ ∈ H2 et supposons que ϕ(D) ⊂ D. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.
(i) Wu,ϕ est borné sur H2

(ii) µu,ϕ est une mesure de Carleson,
où µu,ϕ est la mesure de Borel sur D définie par

µu,ϕ(E) =
∫
ϕ−1(E)∩T

|u|2dm,

pour tout borélien E ⊂ D.

Mentionnons que ce critère a été utilisé pour caractériser la bornitude des
opérateurs de composition sur différents espaces (voir par exemple [58, 59]).

Pour la compacité, il est bien connu que la notion naturelle est celle de
mesure de Carleson évanescente. Rappelons qu’une mesure de Borel positive µ
sur D est une mesure de Carleson évanescente si

lim
r→0

sup
ζ∈T

µ(S(ζ, r))
r

= 0.
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Un résultat classique de Carleson montre alors que l’injection i : H2 ↪→ L2(µ)
est compacte si et seulement si µ est une mesure de Carleson évanescente. Dans
[24], D. Contreras et G. Hernández-Díaz ont aussi établi une caractérisation de
la compacité de Wu,ϕ sur H2 en terme de mesure de Carleson évanescente.

Théorème 3.2 ([24], Théorème 3.5). Soit u une fonction analytique dans
D, ϕ ∈ H2 et supposons que ϕ(D) ⊂ D. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.
(i) Wu,ϕ est compact sur H2

(ii) µu,ϕ est une mesure de Carleson évanescente.

Comme l’ont remarqué E. Gallardo-Gutiérrez, R. Kumar et J. Partington
dans [43], en utilisant le fait que le plongement de Carleson (c’est-à-dire l’injec-
tion de H2 dans L2(µ)) vérifie le test du noyau reproduisant (voir [48, p. 231]
ou [65, p. 105]) et que∫

D
|k̃w|2dµu,ϕ =

∫
T
|u|2|k̃w ◦ ϕ|2dm,

où

k̃w(z) = (1− |w|2) 1
2

1− w̄z , z ∈ D,

on obtient facilement le corollaire suivant.

Corollaire 3.3 (Contreras-Hernández-Díaz, Gallardo-Gutiérrez-Kumar-J. Par-
tington). Soit u une fonction analytique dans D, ϕ ∈ H2 et supposons que
ϕ(D) ⊂ D. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Wu,ϕ est borné (respectivement compact) sur H2.

(ii) sup
|w|<1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (1− |w|2) 1

2u

1− w̄ϕ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

<∞ (respectivement

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ (1− |w|2) 1

2u

1− w̄ϕ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

−→ 0, |w| → 1).

Mentionnons que ce corollaire est apparu aussi dans [52] comme conséquence
d’une étude sur l’admissibilité des semi-groupes.

La question principale traitée dans ce chapitre est la suivante : étant donnée
b une fonction dans la boule unité fermée de H∞ et ϕ : D → D analytique,
quand est-ce-que Cϕ : H(b) → H(b) définit un opérateur borné (un opérateur
compact) sur H(b)?

Comme on peut s’en douter au vu de la définition de H(b), un certain
nombre d’obstructions algébriques se pose en général pour que H(b) soit in-
variant sous l’action de Cϕ. En particulier, dans [64], J. Mashreghi et M. Sha-
bankhah montrent que si B est un produit de Blaschke fini et ϕ est une fraction
rationnelle, si Cϕ est un opérateur borné sur KB = H(B) alors nécessairement
ϕ est une fonction linéaire. Dans [63], ils caractérisent les paires de fonctions
intérieures (ϕ,Θ) telles que Cϕ est borné de KΘ dans lui même. Dans cette
caractérisation, des restrictions fortes sont imposées sur Θ et ϕ. Le fait qu’en
général il soit rare qu’un opérateur de composition Cϕ garde invariant un es-
pace modèle a conduit Y. Lyubarskii et E. Malinnikova dans [57] à considérer
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l’opérateur Cϕ comme un opérateur de KΘ dans H2. Dans ce cas, bien évidem-
ment dès que ϕ : D → D est analytique, par le principe de subordination du
Littelwood, Cϕ : KΘ → H2 est borné. Dans [57], les auteurs obtiennent une
jolie généralisation d’un critère de J. Shapiro [85] pour que Cϕ : KΘ → H2 soit
compact en terme de la fonction de comptage de Nevanlinna Nϕ définie par

Nϕ(w) :=
∑

ϕ(z)=w

− log |z|, w ∈ D.

Dans [38], E. Fricain, M. Karaki et J. Mashreghi étendent les résultats de
Lyubarskii-Malinnikova aux opérateurs Cϕ : H(b) → H2, sans complètement
parvenir à une caractérisation complète de la compacité.

Contrairement au cas intérieure, nous allons montré à travers notre étude
qu’il existe une classe d’espaces de de Branges-RovnyakH(b) (correspondant aux
fonctions b rationnelles telles que log(1 − |b|) ∈ L1(T)) pour lesquelles on peut
construire des symboles ϕ non triviaux telles que Cϕ(H(b)) ⊂ H(b). Cette étude
a été initiée dans le contexte des espaces de Dirichlet locaux par Sarason-Silva
[82] (voir section 1.6 pour un rappel de la définition de l’espace de Dirichlet local
D(δ1)). Ils ont obtenu une caractérisation de la bornitude et de la compacité de
Cϕ sur D(δ1) dans l’esprit de la caractérisation de la compacité sur H2 obtenue
par Shapiro. Pour cela, ils ont introduit une fonction de comptage de Nevanlinna
adaptée à l’espace de Dirichlet local : pour ϕ : D→ D analytique, posons

Rϕ(w) :=
∑

ϕ(z)=w

1− |z|2

|1− z|2 , w ∈ D.

Théorème 3.4 ([82], Théorème 1). Soit ϕ : D→ D analytique.
(i) Cϕ est borné sur D(δ1) si et seulement si

Rϕ(w) = O

(
1− |w|2

|1− w|2

)
, |w| → 1.

(ii) Cϕ est compact sur D(δ1) si et seulement si

Rϕ(w) = o

(
1− |w|2

|1− w|2

)
, |w| → 1.

De plus ils montrent que si Cϕ est borné sur D(δ1) alors nécessairement
ϕ(1) ∈ D ou ϕ(1) = 1 (la limite radiale ϕ(1) existe car ϕ = Cϕ(z) ∈ D(δ1) et
toutes les fonctions de D(δ1) ont une limite radiale en 1).

Dans le cas où ϕ(1) = 1 alors ils montrent le résultat suivant.

Théorème 3.5 ([82], Théorème 2 et Théorème 3). Soit ϕ : D→ D, ϕ ∈ D(δ1)
et supposons que ϕ(1) = 1.
(i) Cϕ est borné sur D(δ1) si et seulement si ϕ a une dérivée angulaire en 1.
(ii) Cϕ n’est jamais compact sur D(δ1).

Dans le cas où ϕ(1) ∈ D, ils ont obtenu la condition suffisante suivante.
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Théorème 3.6 ([82], Théorème 4). Soit ϕ : D → D analytique et supposons
que lim

z→1
sup |ϕ(z)| < 1. Alors Cϕ est borné sur D(δ1).

Si de plus, ϕ(D) ∩ T = {1}, alors Cϕ est compact sur D(δ1).

Remarquons par exemple que ϕ(z) = 1− z
2 satisfait les hypothèses de théo-

rème 3.6 et donc Cϕ est compact sur D(δ1).

Rappelons que D(δ1) peut être vu comme un espace de de Branges-Rovnyak
H(b) pour une certaine fonction rationnelle b. Il est aussi naturel de se demander
si on peut étendre les résultats de Sarason-Silva à d’autres espaces de de Branges-
Rovnyak. Cette question est l’objet du présent chapitre.

3.2 Bornitude de Cϕ : H(b)→ H(b)
Dans toute la suite du chapitre, on supposera que b est une fraction

rationnelle et un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
On rappelle (voir section 1.6) que dans ce cas, le compagnon pythagoricien a as-
sociée est aussi rationnelle et si ζ1, . . . , ζn sont les zéros de a sur T et m1, . . . ,mn

les multiplicités respectives alors

(3.1) H(b) =
n∏
i=1

(z − ζi)miH2 + PN−1,

où N =
∑n
i=1mi. De plus, toutes les fonctions de H(b) ainsi que leurs dérivées

jusqu’à l’ordre mi−1 ont une limite radiale (ou non tangentielle) en ζi, 1 ≤ i ≤
n.

Dans cette section, nous souhaitons caractériser les symboles ϕ : D → D
analytiques telles que Cϕ : H(b) → H(b) est borné. Commençons par quelques
remarques simples.

Lemme 3.7. Soit ϕ : D → D analytique. Si Cϕ(H(b)) ⊂ H(b) alors Cϕ définit
un opérateur borné sur H(b).

Démonstration. Nous allons appliquer le théorème du graphe fermé. Supposons
donc que fn −→ f, n → ∞, dans H(b) et fn ◦ ϕ −→ g, n → ∞, dans H(b).
Montrons que f ◦ ϕ = g. La convergence dans H(b) impliquant la convergence
ponctuelle, on sait que pour tout λ ∈ D, (fn ◦ ϕ)(λ) −→ g(λ), n → ∞. Or
(fn ◦ ϕ)(λ) = fn(ϕ(λ)) et ϕ(λ) ∈ D. Ainsi en utilisant une nouvelle fois le fait
que la convergence dans H(b) implique la convergence ponctuelle, on a aussi
fn(ϕ(λ)) −→ f(ϕ(λ)), n → ∞. Par unicité de la limite, on a donc pour tout
λ ∈ D, f(ϕ(λ)) = g(λ). Autrement dit, f ◦ ϕ = g. Ainsi le théorème du graphe
fermé implique que Cϕ est borné de H(b) dans lui même.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire évidente pour que Cϕ soit
borné sur H(b).

Lemme 3.8. Soit ϕ : D → D analytique et supposons que Cϕ soit borné sur
H(b). Alors ϕ ∈ H(b).
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Démonstration. Remarquons que comme b est un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞, la fonction e1(z) = z est dans H(b). En particulier, si Cϕ
est borné sur H(b), on a Cϕ(e1) ∈ H(b). D’où ϕ = Cϕ(e1) ∈ H(b).

Dans la suite, la fonction suivante
n∏
i=1

(
ϕ(z)− ϕ(ζi)

z − ζi

)mi
sera particulièrement importante. Nous allons voir que lorsque ϕ ∈ H(b), alors
cette fonction est automatiquement dans H2.

Lemme 3.9. Soit b une fraction rationnelle et un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞, soit ζ1, . . . , ζn les zéros du compagnon pythagoricien a de
b, avec multiplicité respective m1, . . . ,mn. Supposons que ϕ ∈ H(b). Alors la
fonction définie par

z 7−→
n∏
i=1

(
ϕ(z)− ϕ(ζi)

z − ζi

)mi
est dans H2.

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en deux étapes.

Etape 1 : Montrons que z 7−→
(
ϕ(z)− ϕ(ζi)

z − ζi

)mi
∈ H2. Comme ϕ ∈ H(b) et

que
H(b) = a1H

2 + PN−1,

où a1 est la fonction définie par

a1(z) =
n∏
i=1

(z − ζi)mi , z ∈ D,

et N :=
∑n
i=1mi, alors il existe ϕ̃ ∈ H2 et P ∈ PN−1 tel que

(3.2) ϕ = a1ϕ̃+ P

Comme ϕ ∈ H∞, la relation (3.2) implique d’une part que a1ϕ̃ ∈ H∞. D’autre
part, on obtient aussi avec (3.2) que pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a

ϕ(ζi) = P (ζi).

En particulier, on en déduit que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a

(3.3) P (z)− ϕ(ζi)
z − ζi

= P (z)− P (ζi)
z − ζi

∈ H∞ ⊂ H2mi

De plus, on a (
a1(z)ϕ̃(z)
z − ζi

)mi
= (a1(z)ϕ̃(z))mi−1 a1(z)

(z − ζi)mi
ϕ̃(z),

et comme a1ϕ̃ ∈ H∞ et a1

(z − ζi)mi
est un polynôme donc aussi dans H∞, on

en déduit que

(3.4) a1(z)ϕ̃(z)
z − ζi

∈ H2mi .
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En utilisant une nouvelle fois (3.2), on a

ϕ(z)− ϕ(ζi)
z − ζi

= P (z)− ϕ(ζi)
z − ζi

+ a1(z)ϕ̃(z)
z − ζi

,

et avec (3.3) et (3.4), on obtient que

ϕ(z)− ϕ(ζi)
z − ζi

∈ H2mi ,

soit (
ϕ(z)− ϕ(ζi)

z − ζi

)mi
∈ H2.

Etape 2 : Montrons que v =
∏n
i=1(ϕ− ϕ(ζi))mi

a1
∈ H2. Comme a1 est extérieure,

il suffit de vérifier que v ∈ L2(T) (voir [40, Corollaire 4.28]). Définissons δ :=
min
i 6=j
|ζi − ζj | > 0, et pour 1 ≤ i ≤ n,

Vi :=
{
z ∈ T : |z − ζi| ≤

δ

4

}
.

Les ensembles Vi étant disjoints, on a

(3.5)
∫

T
|v(z)|2dm(z) =

n∑
i=1

∫
Vi

|v(z)|2dm(z) +
∫

T\(∪n
i=1Vi)

|v(z)|2dm(z).

D’une part, remarquons que, pour z ∈ T \ (∪ni=1Vi), on a

|v(z)| =
n∏
i=1

∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(ζi)
z − ζi

∣∣∣∣mi ≤ n∏
i=1

2mi
( δ4 )mi

.

Ainsi,

(3.6)
∫

T\(∪n
i=1Vi)

|v(z)|2dm(z) <∞.

D’autre part, pour 1 ≤ i ≤ n, écrivons que
(3.7)∫

Vi

|v(z)|2dm(z) =
∫
Vi

n∏
j=1,j 6=i

∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(ζj)
z − ζj

∣∣∣∣2mj ∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(ζi)
z − ζi

∣∣∣∣2mi dm(z),

et remarquons que pour z ∈ Vi et 1 ≤ j ≤ n, j 6= i, on a

|z − ζj | ≥ |ζi − ζj | − |z − ζi| ≥ δ −
δ

4 ≥
3
4δ.

D’où
n∏

j=1,j 6=i

∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(ζj)
z − ζj

∣∣∣∣2mj ≤ n∏
j=1,j 6=i

4mj
( 3

4δ)2mj
.

On déduit alors de l’étape 1 et de (3.7) que∫
Vi

|v(z)|2dm(z) <∞.

Finalement avec (3.5) et (3.6), on obtient que v ∈ L2(T) et donc v ∈ H2.
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Remarque 3.10. En particulier, si Cϕ est borné sur H(b), la fonction ϕ et
toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre mi − 1 admettent une limite non tangentielle
au point ζi, 1 ≤ i ≤ n. Dans la suite, on supposera donc sans perte de généralité
que pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout 0 ≤ k ≤ mi − 1, ϕ(k)(ζi) existe.

Le lemme technique suivant va nous aider à généraliser une observation de
Sarason-Silva [82] sur les valeurs de ϕ(ζi).

Lemme 3.11. Soit ϕ : D → D analytique et supposons que ϕ possède une
limite radiale en un point ζ ∈ T telle que ϕ(ζ) ∈ T. Alors il existe une suite
(rn)n ⊂ (0, 1) telle que rn −→ 1, n → ∞ et si zn = ϕ(rnζ), n ≥ 1, alors
(zn)n≥1 ∈ (C).

On ramène le lecteur à la section 1.9.4 pour la condition de Carleson (C).

Démonstration. Soit (tn)n ⊂ (0, 1), tn −→ 1, n → ∞. D’après les hypothèses,
on a |ϕ(tnζ)| −→ 1, n→∞. Par récurrence, on peut alors construire une sous
suite (tnk)k≥1 telle que pour tout k ≥ 1

1− |ϕ(tnkζ)| ≤ 1
2(1− |ϕ(tnk−1ζ)|).

Posons alors zk := ϕ(tnkζ). Comme

1− |zk| ≤
1
2(1− |zk−1|),

on en déduit que
lim sup
k→∞

1− |zk|
1− |zk−1|

≤ 1
2 < 1,

et un résultat bien connu (voir [67, page 151]) implique alors que (zk)k ∈ (C).

Théorème 3.12. Soit ϕ : D → D analytique. Si Cϕ est borné sur H(b) alors
pour tout j ∈ {1, . . . , n},

ϕ(ζj) ∈ D ∪ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}.

Démonstration. Supposons que Cϕ soit borné sur H(b). Comme ϕ : D → D,
on a, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, |ϕ(ζj)| ≤ 1. Supposons que pour un certain
j ∈ {1, . . . , n}, on a |ϕ(ζj)| = 1, et montrons alors que ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}.
Par le lemme 3.11, il existe une suite (rn)n ⊂ (0, 1), rn −→

n→∞
1 telle que si

zn := ϕ(rnζj), n ≥ 1, alors (zn)n ∈ (C). En particulier, (zn)n est une suite
d’interpolation de H∞. Ainsi il existe f ∈ H∞ telle que

f(zn) = f(ϕ(rnζj)) =
{

1 si n est pair
0 si n est impair .

Notons

a1(z) =
n∏
i=1

(z − ζi)mi , z ∈ D.

D’après (3.1), la fonction a1f ∈ H(b) et donc Cϕ(a1f) = (a1 ◦ ϕ).(f ◦ ϕ) ap-
partient aussi à H(b). En particulier, (a1 ◦ ϕ).(f ◦ ϕ) admet une limite radiale
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en ζj . Ainsi (a1 ◦ ϕ)(rnζj)(f ◦ ϕ)(rnζj) admet une limite quand n → ∞. Mais
remarquons que (f ◦ ϕ)(rnζj) = f(zn) n’admet pas de limite quand n → ∞.
Comme d’autre part,

(a1 ◦ ϕ)(rnζj) =
n∏
i=1

(ϕ(rnζj)− ζi)mi −→
n∏
i=1

(ϕ(ζj)− ζi)mi , n→∞,

on en déduit nécessairement que

n∏
i=1

(ϕ(ζj)− ζi)mi = 0.

Ainsi, il existe 1 ≤ i ≤ n tel que ϕ(ζj) = ζi.

En particulier on a :

Corollaire 3.13. Soit b(z) = 1 + z

2 , ϕ : D→ D analytique. Supposons que Cϕ
est borné sur H(b). Alors ϕ(1) ∈ D ou ϕ(1) = 1.

Démonstration. Il suffit de remarquer que le compagnon pythagoricien a asso-
ciée à b est donnée par a(z) = 1− z

2 et on applique alors le théorème 3.12.

Remarque 3.14. Dans le cas où b(z) = 1 + z

2 , on sait que H(b) = D(δ1) (avec
équivalence des normes) et le corollaire 3.13 permet de retrouver un résultat de
Sarason-Silva déjà mentionné.

Dans l’étude de la bornitude de Cϕ surH(b), on peut sans perte de généralité
supposer que ϕ ∈ H(b) et que pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a

ϕ(ζj) ∈ D ∪ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}.

Quitte à réindexer la suite ζi, 1 ≤ i ≤ n, on va donc supposer dans la
suite que pour tout 1 ≤ j ≤ p, on a ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ p} et pour
tout p + 1 ≤ j ≤ n, ϕ(ζj) ∈ DDD, où 0 ≤ p ≤ n.

Commençons par étudier le cas particulier où p = n et ϕ(ζj) = ζj , 1 ≤ j ≤ n.
Rappelons que H(b) est donné par (3.1) et a1 désigne la fonction définie par
a1(z) =

∏n
i=1(z − ζi)mi . Ainsi H(b) = a1H

2 + PN−1.

On a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.15. Soit f = P

Q
, où P et Q sont deux polynômes tels que deg(P ) ≤

deg(Q)− 1, et les zéros de Q sont sur T. Si f ∈ H1 alors f ≡ 0.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que f ∈ H1 mais f 6≡ 0.
En éliminant les zéros communs éventuels, on peut écrire f = P1

Q1
, avec pgcd(P1, Q1) =

1 et deg(P1) ≤ deg(Q1) − 1. Comme deg(Q1) ≥ 1, il existe ζ1 ∈ T tel que
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Q1(ζ1) = 0 et comme pgcd(P1, Q1) = 1, nécessairement P1(ζ1) 6= 0.

Considérons g(z) := Q1(z)
z − ζ1

f(z). La fonction g est dans H1, et on a

g(z) = P1(z)
z − ζ1

= P1(z)− P1(ζ1)
z − ζ1

+ P1(ζ1)
z − ζ1

.

Comme P1(ζ1) 6= 0, on en déduit alors que z 7→ 1
z − ζ1

∈ H1 ce qui est absurde.

Théorème 3.16. Soit ϕ : D → D analytique avec ϕ ∈ H(b), et pour tout
i ∈ {1, . . . , n}, ϕ(ζi) = ζi. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.

(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est borné avec u(z) = a1(ϕ(z))
a1(z) =

∏n
i=1

(
ϕ(z)− ζi
z − ζi

)mi
.

Démonstration. (ii)⇒ (i) : Supposons queWu,ϕ : H2 → H2 soit borné. D’après
le lemme 3.7 nous devons montrer que pour toute fonction f ∈ H(b), on a
f ◦ ϕ ∈ H(b). D’après (3.1), si f ∈ H(b), alors f = a1g + p, où g ∈ H2 et
p ∈ PN−1. D’où

f ◦ ϕ = (a1 ◦ ϕ).(g ◦ ϕ) + p ◦ ϕ.

Comme ϕ ∈ H(b) ∩ H∞ = Mult(H(b)) (d’après le théorème 1.45), on voit
facilement que p◦ϕ ∈ H(b). Ainsi, il reste à montrer que (a1 ◦ϕ).(g ◦ϕ) ∈ H(b).
Or

(a1 ◦ ϕ)(g ◦ ϕ) = a1
a1 ◦ ϕ
a1

g ◦ ϕ

= a1Wu,ϕ(g).

D’après l’hypothèse, Wu,ϕ(g) ∈ H2, et par (3.1), on a a1Wu,ϕ(g) ∈ H(b), ce qui
prouve que f ◦ ϕ ∈ H(b). Donc Cϕ est borné sur H(b).

(i) ⇒ (ii) : Supposons que Cϕ : H(b) → H(b) soit borné. Comme ϕ ∈ H(b), le
lemme 3.9 implique que la fonction u ∈ H2. Par le théorème du graphe fermé,
pour montrer que Wu,ϕ est borné sur H2, il suffit de montrer que pour toute
fonction f ∈ H2, on a

Wu,ϕ(f) = u.(f ◦ ϕ) ∈ H2.

Remarquons d’après (3.1) que si f ∈ H2, alors a1f ∈ H(b) et donc avec l’hypo-
thèse (i), on en déduit que Cϕ(a1f) = (a1 ◦ ϕ).(f ◦ ϕ) ∈ H(b). En utilisant une
nouvelle fois (3.1), il existe g ∈ H2 et p ∈ PN−1 tel que

(a1 ◦ ϕ).(f ◦ ϕ) = a1g + p.

En divisant par a1, on obtient que

u.(f ◦ ϕ) = g + p

a1
.
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Comme u ∈ H2 et f ◦ ϕ ∈ H2 (d’après le principe de subordination de Littel-
wood). D’où, u.(f ◦ ϕ) ∈ H1. Or g ∈ H2 ⊂ H1, d’où p

a1
∈ H1. Le lemme 3.15

implique alors que p = 0. Finalement, on obtient que

Wu,ϕ(f) = u.(f ◦ ϕ) = g ∈ H2,

ce qui montre que Wu,ϕ est borné sur H2.

En combinant les théorèmes 3.1, 3.16 et le corollaire 3.3, on en déduit im-
médiatement la caractérisation suivante.

Corollaire 3.17. Soit ϕ : D → D analytique avec ϕ ∈ H(b) et supposons que
pour tout 1 ≤ i ≤ n, ϕ(ζi) = ζi. Notons

u(z) = a1(ϕ(z))
a1(z) =

n∏
i=1

(
ϕ(z)− ζi
z − ζi

)mi
, z ∈ D.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.
(ii) µu,ϕ est une mesure de Carleson.

(iii) sup
|w|<1

∫
T

(1− |w|2)|u(z)|2

|1− w̄ϕ(z)|2 dm(z) <∞.

Rappelons que µu,ϕ est la mesure de Borel définie par

µu,ϕ(E) =
∫
ϕ−1(E)∩T

|u|2dm, E ∈ Bor(D).

Donnons deux exemples d’applications du théorème 3.16 (ou du corollaire 3.17).

Exemple 3. Définissons la fonction

b(z) = (z − i)(z + i)
2 , z ∈ D.

Il est facile de vérifier que b est extérieure et log(1 − |b|) ∈ L1(T). Ainsi elle
admet un compagnon pythagoricien a qu’on peut calculer avec le théorème de
Fejér-Riesz. On montre (voir [36]) que

a(z) = 1
2(1− z)(1 + z).

Considérons maintenant r ∈]0, 1[ et

ϕ(z) = z − r
1− rz , z ∈ D.

Il est clair que comme ϕ ∈ Hol(D) alors ϕ ∈ H(b) (voir théorème 1.18). De plus,
ϕ(1) = 1 et ϕ(−1) = −1, et on a

u(z) = ϕ(z)− 1
z − 1 .

ϕ(z) + 1
z + 1 = 1− r2

(1− rz)2 .

Ainsi u ∈ H∞ et l’opérateur Wu,ϕ est borné sur H2. Le théorème 3.16 implique
alors que Cϕ est borné sur H(b).
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Exemple 4. Considérons a(z) = (z − ζ1)m1(z − ζ2)m2

2m1+m2
où ζ1, ζ2 ∈ T, ζ1 6= −ζ2

et m1,m2 ≥ 1.
Cette fonction a est une fonction extérieure et non extrême dans la boule

unité fermée deH∞. Ainsi elle admet un compagnon pythagoricien b ∈ H∞, ||b||∞ ≤
1. Notons que b sera aussi polynomiale par le théorème de Fejér-Riesz.
Ecrivons ζ1ζ̄2 = eiθ, pour θ ∈ R \ (2Z + 1)π, et choisissons c = eiα tel que∣∣∣sin(α2 )∣∣∣ <

∣∣∣∣cos
(
θ

2

)∣∣∣∣ .
Ceci est possible car cos

(
θ
2
)
6= 0. Posons alors

λ := (c− 1)ζ1ζ2
c(ζ1 + ζ2) .

Remarquons que

|λ| = |c− 1|
|ζ1 + ζ2|

= |eiα − 1|
|1 + ζ̄2ζ1|

= |e
iα − 1|
|1 + eiθ|

=
∣∣sin (α2 )∣∣∣∣cos

(
θ
2
)∣∣ < 1.

Finalement, définissons le Blaschke élémentaire ϕ par

ϕ(z) = c
z − λ
1− λ̄z

.

Comme ϕ ∈ Hol(D), on a ϕ ∈ H(b), et par un calcul trivial (mais pénible), on
vérifie que ϕ(ζ1) = ζ1 et ϕ(ζ2) = ζ2. De plus

ϕ(z)− ζ1
z − ζ1

= cζ2 + ζ1
ζ1 + ζ2

.
1

1− λ̄z

et
ϕ(z)− ζ2
z − ζ2

= cζ1 + ζ2
ζ1 + ζ2

.
1

1− λ̄z
.

Ainsi, on en déduit que

u(z) =
(
ϕ(z)− ζ1
z − ζ1

)m1

.

(
ϕ(z)− ζ2
z − ζ2

)m2

∈ H∞.

L’opérateur Wu,ϕ est alors borné sur H2 et le théorème 3.16 implique que Cϕ
et borné sur H(b).

Avant de passer au cas général, étudions le cas particulier où b(z) = z + 1
2

et ϕ(1) ∈ D. Rappelons que dans ce cas, la fonction a associée est a(z) = 1− z
2

et a1(z) = z − 1.
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Théorème 3.18. Soit b(z) = z + 1
2 et ϕ : D→ D analytique avec ϕ ∈ H(b) et

ϕ(1) ∈ D. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.
(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est borné avec

u(z) = a1(ϕ(z))
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(1)) = (ϕ(z)− 1)

(
ϕ(z)− ϕ(1)

z − 1

)
.

(iii) sup
w∈D

(∫ 2π

0
(1− |w|2) |u(eiΘ)|2

|1− w̄ϕ(eiΘ)|2 dΘ
)
< +∞.

Démonstration. L’équivalence de (ii) et (iii) découle du corollaire 3.3. Montrons
que (i)⇔ (ii). Notons λ := ϕ(1) qui est dans D par hypothèse. De plus rappelons
que dans le cas où b(z) = z + 1

2 , l’espace H(b) s’écrit (voir (3.1))

(3.8) H(b) = (z − 1)H2 + C.

(i) ⇒ (ii) : Soit h ∈ H2 et posons f(z) := (z − 1)bλ(z)h(z), avec bλ(z) =
z − λ
1− λ̄z

. D’après (3.8), on a f ∈ H(b) et puisque Cϕ est borné sur H(b) alors
Cϕf = f ◦ ϕ ∈ H(b). Or

lim
z→1
^

f(ϕ(z)) = f(λ) = 0 = f(ϕ(1)).

De plus, d’après le corollaire 1.44, on a

f(ϕ(z))− f(ϕ(1))
z − 1 ∈ H2.

Remarquons alors que

f(ϕ(z))− f(ϕ(1))
z − 1 = ϕ(z)− 1

z − 1 .
ϕ(z)− λ
1− λ̄ϕ(z)

.h(ϕ(z)).

Par suite, la fonction

u(z).Cϕ(h)(z) = (1− λ̄ϕ(z)). f(ϕ(z))− f(ϕ(1))
z − 1

est dans H2. Ainsi Wu,ϕ est borné sur H2.

(ii) ⇒ (i) : Supposons que Wu,ϕ est borné sur H2 et montrons que Cϕ est
borné sur H(b). D’après le lemme 3.7, il suffit de montrer que Cϕ(H(b)) ⊂ H(b).
D’après (3.8), comme les fonctions constantes sont dans H(b), il est suffisant de
montrer que pour toute fonction f ∈ H2, Cϕ((z − 1)f) ∈ H(b). Remarquons
alors que H2 = bλH

2 ⊕ Ckλ, et donc il suffit de montrer que :
(a) pour toute fonction h ∈ H2, Cϕ((z − 1)bλh) ∈ H(b)

et
(b) Cϕ((z − 1)kλ) ∈ H(b).
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Pour montrer (a), écrivons

Cϕ((z − 1)bλh) = (ϕ(z)− 1)bλ(ϕ(z))h(ϕ(z))

= (ϕ(z)− 1) ϕ(z)− λ
1− λ̄ϕ(z)

h(ϕ(z))

= (z − 1)u(z) h(ϕ(z))
1− λ̄ϕ(z)

= (z − 1)Wu,ϕ

(
h

1− λ̄z

)
.

Comme h

1− λ̄z
∈ H2, l’hypothèse (ii) implique que Wu,ϕ

(
h

1− λ̄z

)
∈ H2 et

d’après (3.8), Cϕ((z − 1)bλh) ∈ (z − 1)H2 ⊂ H(b).

Pour montrer (b) remarquons que

Cϕ((z − 1)kλ) = ϕ(z)− 1
1− λ̄ϕ(z)

.

D’après le corollaire 1.47, 1
1− λ̄ϕ

∈ H(b) et comme ϕ ∈ H(b)∩H∞ =Mult(H(b)),

(d’après le théorème 1.45), on a ϕ− 1
1− λ̄ϕ

∈ H(b), ce qui prouve (b). On en déduit

que Cϕ est borné sur H(b).

Revenons maintenant au cas général d’un symbole ϕ ∈ H(b) tel que pour
tout 1 ≤ j ≤ p, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ p} et pour tout p+ 1 ≤ j ≤ n, ϕ(ζj) ∈ D
pour un certain 0 ≤ p ≤ n. Remarquons que dans les deux cas particuliers
couverts par le théorème 3.16 et le théorème 3.18, si Cϕ est borné sur H(b) alors
Wu,ϕ est borné sur H2 (pour un certain u) et donc comme u = Wu,ϕ(1), on a
en particulier u ∈ H2. Donnons d’abord, dans le cas général, un analogue de ce
résultat.

Lemme 3.19. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons que
pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈ {p +
1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Si Cϕ est borné sur H(b), alors la fonction

u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj

a1

appartient à H2.

Démonstration. Pour tout p+ 1 ≤ j ≤ n, posons λj := ϕ(ζj) ∈ D et rappelons
que

H(b) = a1H
2 + PN−1,

où a1(z) =
∏n
j=1(z − ζj)mj et N =

∑n
j=1mj . La fonction a1

∏n
j=p+1(z − λj)mj

appartient à H(b) et donc comme Cϕ est borné sur H(b), la fonction v :=
(a1 ◦ ϕ).

∏n
j=p+1(ϕ − λj)mj est aussi dans H(b). Ainsi, il existe g ∈ H2 et

p ∈ PN−1 tels que v = a1g + p, et d’après le corollaire 1.44, on a

p =
n∑
i=1

mi−1∑
k=0

v(k)(ζi)ri,k,
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où (ri,k)1≤i≤n, 0≤k≤mi−1 sont les polynômes d’Hermite de degré N − 1 tels que

r
(`)
i,k(ζj) =

{
1 si i = j et k = `
0 sinon

Il suffit donc de montrer que

(3.9) v(k)(ζi) = 0, 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ k ≤ mi − 1,

car alors p = 0 et donc on obtiendra que

u =
(a1 ◦ ϕ).

∏n
j=p+1(ϕ− λj)mj

a1
= v

a1
= g

et donc u ∈ H2.
Pour montrer (3.9), nous allons procéder en deux étapes.

Etape 1 : Montrons que pour 1 ≤ i ≤ p et tout 0 ≤ k ≤ mi−1, on a v(k)(ζi) = 0.
Remarquons tout d’abord que

v(z) =
n∏
j=1

(ϕ(z)− ζj)mj
n∏

j=p+1
(ϕ(z)− λj)mj ,

et donc comme ϕ a une limite radiale en ζi, 1 ≤ i ≤ p, tel que ϕ(ζi) ∈ {ζj : 1 ≤
j ≤ n}, on voit que v a aussi une limite radiale en ζi et

(3.10) v(ζi) = 0, 1 ≤ i ≤ p.

Pour les dérivées, fixons 1 ≤ i ≤ p et appliquons le lemme 3.11 qui nous permet
de construire une suite (rn) ⊂ (0, 1) telle que rn −→ 1, n → ∞ et si zn :=
ϕ(rnζi), n ≥ 1, alors (zn)n≥1 ∈ (C). Considérons alors une fonction f ∈ H∞
telle que

f(zn) =
{

1 si n est pair
0 si n est impair

Définissons h := a1
∏n
j=p+1(z − λj)mjf. Comme h ∈ a1H

2, h ∈ H(b) et en
utilisant à nouveau que Cϕ est borné sur H(b), on obtient que Cϕ(h) ∈ H(b).
En particulier il suit du corollaire 1.44 que pour tout 0 ≤ ` ≤ mi − 1, (h ◦ϕ)(`)

admet une limite radiale au point ζi et le lemme 1.40 implique de plus que

(h ◦ ϕ)(z) =
mi−1∑
`=0

(h ◦ ϕ)(`)(ζi)
`! (z − ζi)` + (z − ζi)mi−1ε(z),

où ε est une fonction analytique sur D telle que lim
r→1
<

ε(rζi) = 0.

Remarquons que h ◦ ϕ = v.(f ◦ ϕ) et donc

|h ◦ ϕ(rζi)| ≤ |v(rζi)| ||f ||∞ −→ 0, r → 1
<

,

d’après (3.10). D’où (h ◦ ϕ)(ζi) = 0.
Il suit maintenant de la formule de Taylor précédente que

(h ◦ ϕ)′(ζi) = lim
n→∞

(h ◦ ϕ)(rnζi)
(rn − 1)ζi

= lim
n→∞

(
v(rnζi)

(rn − 1)ζi
.f(zn)

)
.



122 Chapitre 3. BORNITUDE ET COMPACITÉ DE Cϕ SUR H(b)

Or lim
n→∞

v(rnζi)
(rn − 1)ζi

= v′(ζi), et comme f(zn) = 1 si n est pair et 0 sinon, on

voit que nécessairement v′(ζi) = 0 = (h ◦ ϕ)′(ζi).
Par récurrence on prouve aussi que pour tout 0 ≤ ` ≤ mi − 1,

v(`)(ζi) = (h ◦ ϕ)(`)(ζi) = 0,

ce qui achève la preuve de l’étape 1.

Etape 2 : Montrons que pour tout p + 1 ≤ i ≤ n et tout 0 ≤ k ≤ mi − 1,
on a v(k)(ζi) = 0. Fixons p+ 1 ≤ i ≤ n et remarquons que

v(z) = (ϕ(z)− λi)miψ(z),

où ψ est une fonction analytique dans D qui admet une limite non tangentielle
en ζi. En appliquant le lemme 1.40 à ϕ au point ζi, on peut écrire que

ϕ(z) = ϕ(ζi) + (z − ζi)ϕ′(ζi) + (z − ζi)ε(z),

où ε est une fonction analytique dans D telle que lim
r→1
<

ε(rζi) = 0.

Or ϕ(ζi) = λi et on en déduit que

v(z) = ((z − ζi)ϕ′(ζi) + (z − ζi)ε(z))
mi ψ(z)

= (z − ζi)mi(ϕ′(ζi) + ε(z))miψ(z).

D’autre part, comme v ∈ H(b), les fonctions v, v′, . . . , v(mi−1) ont des limites
radiales en ζi et le lemme 1.40 implique que

v(z) =
mi−1∑
k=0

v(k)(ζi)
k! (z − ζi)k + (z − ζi)mi−1ε1(z)

où ε1 est une fonction analytique sur D telle que lim
r→1
<

ε1(rζi) = 0.

Ainsi, on obtient que

(z − ζi)mi(ϕ′(ζi) + ε(z))miψ(z) =
mi−1∑
k=0

v(k)(ζi)
k! (z − ζi)k + (z − ζi)mi−1ε1(z).

Il est facile de voir que cette identité permet d’obtenir par récurrence que pour
tout 0 ≤ k ≤ mi − 1, v(k)(ζi) = 0, ce qui prouve l’étape 2. Avec les étapes 1 et
2, on obtient donc que (3.9) est vérifiée et donc u ∈ H2.

Remarque 3.20. En regardant les preuves du théorème 3.16 (en particulier
du lemme 3.9) et du lemme 3.19 nous remarquons que dans le cas particulier
où p = n et ϕ(ζj) = ζj pour tout 1 ≤ j ≤ n, l’hypothèse ϕ ∈ H(b) suffit
pour prouver que la fonction u = Wu,ϕ(1) est dans H2, tandis que dans le cas
général la condition ϕ ∈ H(b) n’est pas suffisante, nous utilisons en plus le fait
que l’opérateur Cϕ soit borné sur H(b).

Nous pouvons maintenant donner la caractérisation de la bornitude dans le
cas général.
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Théorème 3.21. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons
que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈
{p + 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.

(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est borné, avec u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj

a1
.

(iii) sup
w∈D

∫
T
(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dζ < +∞.

(iν) µu,ϕ est une mesure de Carleson.

Démonstration. L’équivalence entre (ii), (iii) et (iν) découle du théorème 3.1
et du corollaire 3.3. Notons, pour p+ 1 ≤ j ≤ n, λj := ϕ(ζj) ∈ D.

(i) ⇒ (ii) : Supposons que Cϕ soit borné sur H(b). Soit f ∈ H2 et considé-
rons la fonction h définie par

h(z) := a1(z)
n∏

j=p+1
(z − λj)mjf(z).

Remarquons que h ∈ a1H
2 ⊂ H(b) et donc h ◦ ϕ ∈ H(b). Ainsi il existe g ∈

H2, p ∈ PN−1 tel que
h ◦ ϕ = a1g + p,

soit

(3.11) h ◦ ϕ
a1

= g + p

a1
.

Or

h ◦ ϕ
a1

=
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− λj)mj

a1
f ◦ ϕ

= u.(f ◦ ϕ).

Comme Cϕ est borné sur H(b), le lemme 3.19 implique que u ∈ H2 et par le
principe de subordination de Littelwood, on a aussi f ◦ϕ ∈ H2. Ainsi u.(f ◦ϕ) ∈
H1 et l’équation (3.11) entraîne que p

a1
∈ H1. Avec le lemme 3.15, on en déduit

que p = 0. Si on reporte dans (3.11), on obtient finalement que

u.(f ◦ ϕ) = h ◦ ϕ
a1

= g ∈ H2.

Ainsi Wu,ϕ(H2) ⊂ H2 et le théorème du graphe fermé permet de conclure que
Wu,ϕ est borné sur H2.

(ii) ⇒ (i) : Supposons que Wu,ϕ soit borné sur H2. D’après le lemme 3.7,
pour montrer que Cϕ est borné sur H(b), il suffit de vérifier que pour toute
fonction f ∈ H(b), on a Cϕ(f) = f ◦ ϕ ∈ H(b). Or toute f ∈ H(b) s’écrit sous
la forme

f = a1g + p,
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où g ∈ H2 et p ∈ PN−1. Remarquons alors que, comme ϕ ∈ H∞ ∩ H(b) =
Mult(H(b)), on a p ◦ ϕ ∈ H(b). Ainsi il reste à vérifier que pour toute fonction
g ∈ H2, on a

(3.12) (a1 ◦ ϕ).(g ◦ ϕ) ∈ H(b).

Nous allons utiliser une décomposition de H2 basée sur l’espace KB , où B est
le produit de Blaschke fini associé à la suite λp+1, . . . , λn (avec multiplicité
mp+1, . . . ,mn). Autrement dit,

B(z) =
n∏

j=p+1

(
z − λj
1− λ̄jz

)mj
, z ∈ D.

On a alors
H2 = BH2 ⊕KB ,

et une description explicite de KB est donnée par

KB =
{

p∏n
j=p+1(1− λ̄jz)mj

: p ∈ PN−m−1

}

où m :=
∑p
i=1mi (voir [46, Proposition 3.15]).

Pour montrer (3.12), il suffit donc de montrer que :
(a) pour toute fonction h ∈ H2, on a

(a1 ◦ ϕ).((Bh) ◦ ϕ) ∈ H(b)

et
(b) pour tout polynôme p ∈ PN−m−1, on a

(a1 ◦ ϕ).
(

p ◦ ϕ∏n
j=p+1(1− λ̄jϕ)mj

)
∈ H(b).

Pour (a), remarquons que

(a1 ◦ ϕ). ((Bh) ◦ ϕ) = (a1 ◦ ϕ).(B ◦ ϕ).(h ◦ ϕ)

= a1u.
1∏n

j=p+1(1− λ̄jϕ)mj
(h ◦ ϕ)

= a1Wu,ϕ(h1),

où h1 = h∏n
j=p+1(1− λ̄jz)mj

. Comme h1 ∈ H2 et Wu,ϕ est borné sur H2,

on en déduit que

(a1 ◦ ϕ). ((Bh) ◦ ϕ) ∈ a1H
2 ⊂ H(b)

ce qui prouve (a).

Pour montrer (b), remarquons que comme ϕ ∈ H(b), ||ϕ||∞ ≤ 1, le corol-
laire 1.47 implique que pour tout p+1 ≤ j ≤ n, 1

1− λ̄jϕ
∈ H(b) et comme
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1
1− λ̄jϕ

est aussi dansH∞, on en déduit que 1
1− λ̄jϕ

∈Mult(H(b)) (voir

théorème 1.45). De plus ϕ est aussi un multiplicateur de H(b) et comme
Mult(H(b)) est une algèbre, on en déduit que

(a1 ◦ ϕ).(p ◦ ϕ)∏n
j=p+1(1− λ̄jϕ)mj

∈Mult(H(b)) ⊂ H(b),

ce qui prouve (b) et donc (3.12). Ainsi on obtient que Cϕ est borné sur
H(b).

Nous allons étudier le cas où b est une fraction rationnelle et un point non
extrême de la boule unité fermée de H∞ dont le compagnon pythagoricien a est
tel que les zéros de a sur T sont ζ1 = 1 et ζ2 = −1, de multiplicité respective
m1 = 1 et m2 = 2. Autrement dit,

a1(z) = (z − 1)(z + 1)2, z ∈ D.

Dans ce cas, nous allons donner neuf exemples de symbole ϕ illustrant toutes les
situations possibles suivant les valeurs de ϕ(1) et ϕ(−1) pour lesquelles l’opéra-
teur Cϕ associé est borné ou non sur H(b).

Exemple 5. 1. Soit ϕ(z) = z + 1
2 , z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est

analytique et polynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) =
1 ∈ T et ϕ(−1) = 0 ∈ D. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(−1))2

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2
(ϕ(z)− ϕ(−1))2

= (z + 3)2

32 .

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

2. Soit ϕ(z) = −z + 1
2 , z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est analytique et

polynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = −1 ∈ T et
ϕ(−1) = 0 ∈ D. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(−1))2

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2
(ϕ(z)− ϕ(−1))2

= −(z − 1)(z + 3)
32 .
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Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

3. Soit ϕ(z) = z − 1
2 , z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est analytique et

polynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = 0 ∈ D et ϕ(−1) =
−1 ∈ T. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(1))

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2
(ϕ(z)− ϕ(1))

= (z − 3)
16 .

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

4. Soit ϕ(z) = −z − 1
2 , z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est analytique et

polynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = 0 ∈ D et ϕ(−1) =
1 ∈ T. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(1))

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2
(ϕ(z)− ϕ(1))

= (z + 3)
16 .

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

5. Soit ϕ(z) = z + 1
4 , z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est analytique et

polynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = 1
2 ∈ D et ϕ(−1) =

0 ∈ D. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z)

(
ϕ(z)− 1

2

)
(ϕ(z))2

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2(
ϕ(z)− 1

2

)
(ϕ(z))2

= (z − 3)(z + 5)2

163 .

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).



3.2. BORNITUDE DE Cϕ : H(b)→ H(b) 127

6. Soit ϕ(z) = z − r
1− rz , z ∈ D. La fonction ϕ : D→ D s’étend analytiquement

sur un voisinage de D, donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = 1 ∈ T
et ϕ(−1) = −1 ∈ T. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z)

=
(
ϕ(z)− 1
z − 1

)(
ϕ(z) + 1
z + 1

)2

= (1− r2)(1− r)
(1− rz)3 .

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

7. Soit ϕ(z) = −z, z ∈ D. La fonction ϕ : D → D est analytique et po-
lynômiale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = −1 ∈ T et
ϕ(−1) = 1 ∈ T. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) = − (z − 1)

(z + 1) .

Ainsi, u /∈ H2, et donc d’après le Lemme 3.19, on en déduit que Cϕ n’est
pas borné sur H(b).

8. Soit ϕ(z) = z2, z ∈ D. La fonction ϕ : D→ D est analytique et polynômiale
donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = ϕ(−1) = 1 ∈ T. De plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) = (z2 − 1)(z2 + 1)2

(z − 1)(z + 1)2 = (z2 + 1)2

(z + 1) .

Ainsi, u /∈ H2, et donc d’après le Lemme 3.19, on en déduit que Cϕ n’est
pas borné sur H(b).

9. Soit ϕ(z) = −z2, z ∈ D. La fonction ϕ : D→ D, est analytique et polynô-
miale donc, en particulier, ϕ ∈ H(b). On a ϕ(1) = ϕ(−1) = −1 ∈ T. De
plus

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) = (−z2 − 1)(−z2 + 1)2

(z − 1)(z + 1)2

= −(z2 + 1)(z2 − 1)2

(z − 1)(z + 1) = −(z2 + 1)(z − 1).

Ainsi, u ∈ H∞ et donc par le principe de subordination de Littelwood,
l’opérateurWu,ϕ est borné sur H2. D’après le théorème 3.21, on en déduit
que Cϕ est borné sur H(b).

Dans tous les exemples précédents pour lesquels l’opérateur Cϕ est borné,
nous avons que la fonction u associée est dans H∞. Nous verrons des exemples
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pour lesquels u ∈ H2 \H∞ et Cϕ est borné (voir exemples 6).

Dans ce qui suit, nous donnons d’autres conditions nécessaires ou suffisantes
pour que l’opérateur de composition Cϕ soit borné sur H(b). Le concept de
dérivée angulaire va être déterminant.

Corollaire 3.22. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons
que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈ {p +
1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D. Supposons de plus qu’il existe k ∈ {1, . . . , p} tel que ϕ(ζk) =
ζl avec ml ≤ mk. Si Cϕ est borné sur H(b), alors ϕ admet une dérivée angulaire
au sens de Carathéodory au point ζk.

Démonstration. Notons λj = ϕ(ζj) ∈ D, pour tout j ∈ {p+1, . . . , n}. Supposons
que Cϕ soit borné surH(b). D’après le théorème 3.21, l’opérateurWu,ϕ est borné
sur H2, avec

u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− λj)mj

a1
.

Ainsi, l’adjoint de l’opérateur Wu,ϕ est aussi borné sur H2, et donc il existe une
constante C > 0 telle que pour tout g ∈ H2,

(3.13) ||W ∗u,ϕg||2 ≤ C||g||2.

Appliquons cette inégalité au noyau reproduisant de H2, g = kλ, λ ∈ D. Mon-
trons que

W ∗u,ϕkλ = u(λ)kϕ(λ).

Pour toute fonction h ∈ H2, on a

< h,W ∗u,ϕkλ >2 =< Wu,ϕh, kλ >2

=< u.(h ◦ ϕ), kλ >2

= u(λ)h(ϕ(λ))
=< h, u(λ)kϕ(λ) >2,

ce qui donne la formule. On obtient alors avec (3.13) que

|u(λ)| ||kϕ(λ)||2 ≤ C||kλ||2.

En particulier, pour tout 0 < r < 1,

|u(rζk)|2||kϕ(rζk)||22 ≤ C2||krζk ||22,

ce qui donne

|u(rζk)|2 1− r2

1− |ϕ(rζk)|2 ≤ C
2.

D’où
n∏
i=1

∣∣∣∣ϕ(rζk)− ζi
rζk − ζi

∣∣∣∣2mi . n∏
j=p+1

|ϕ(rζk)− λj |2mj .
1− r2

1− |ϕ(rζk)|2 ≤ C
2.

Ecrivons

|ϕ(rζk)− ζl|2ml
|rζk − ζk|2mk

.

∏n
i=1,i6=l |ϕ(rζk)− ζi|2mi∏n
i=1,i6=k |rζk − ζi|2mi

.

n∏
j=p+1

|ϕ(rζk)− λj |2mj .
1− r2

1− |ϕ(rζk)|2

≤ C2,
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et en utilisant que |ϕ(rζk)− ζl| ≥ 1− |ϕ(rζk)|, on remarque que

1− r2

1− |ϕ(rζk)|2 .
|ϕ(rζk)− ζl|2ml
|rζk − ζk|2mk

≥ (1− r)(1 + r)(1− |ϕ(rζk)|)2ml

(1− |ϕ(rζk)|)(1 + |ϕ(rζk)|)(1− r)2mk

≥ 1
2

(1− |ϕ(rζk)|)2ml−1

(1− r)2mk−1 .

D’où

(1− |ϕ(rζk)|)2ml−1

(1− r)2mk−1 ≤ 2C2.

∏n
i=1,i6=k |rζk − ζi|2mi∏n

i=1,i6=l |ϕ(rζk)− ζi|2mi
.

1∏n
j=p+1 |ϕ(rζk)− λj |2mj

.

Or 1
1− r > 1, et donc, comme ml ≤ mk, on a 1

(1− r)2mk−2ml
> 1. On en

déduit alors que(
1− |ϕ(rζk)|

1− r

)2ml−1
≤ 2C2.

∏n
i=1,i6=k |rζk − ζi|2mi∏n

i=1,i6=l |ϕ(rζk)− ζi|2mi
.

1∏n
j=p+1 |ϕ(rζk)− λj |2mj

.

Faisons tendre r → 1, on obtient

lim inf
r→1

(
1− |ϕ(rζk)|

1− r

)2ml−1
≤ 2C2.

∏n
i=1,i6=k |ζk − ζi|2mi∏n
i=1,i6=l |ζl − ζi|2mi

.
1∏n

j=p+1 |ζl − λj |2mj

<∞.

Ainsi
lim inf
r→1

1− |ϕ(rζk)|
1− r <∞,

et d’après le théorème de Carathéodory (voir théorème 1.41), la fonction ϕ
admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point ζk.

Cette condition nécessaire est aussi suffisante dans le cas où b(z) = 1 + z

2 et
ϕ(1) = 1.

Corollaire 3.23. Soit b(z) = 1 + z

2 , z ∈ D et soit ϕ : D → D analytique telle
que ϕ ∈ H(b) et ϕ(1) = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est borné.
(ii) ϕ admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1.

Démonstration. Rappelons que le compagnon pythagoricien a associé à b est
donné par

a(z) = 1− z
2 .

Ainsi la fonction a possède un seul zéro de multiplicité 1 égal à 1. Comme
ϕ(1) = 1, on peut appliquer le corollaire 3.22 qui implique que si Cϕ est borné
sur H(b) alors ϕ admet une dérivée angulaire aus sens de Carathéodory au point
1. Autrement dit, (i) ⇒ (ii). Pour la réciproque supposons que ϕ admette une
dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1. Le théorème 1.41 implique
alors que la fonction u, définie par

u(z) = ϕ(z)− 1
z − 1 , z ∈ D,
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est dans H(ϕ). Un résultat de M. Jury [54] implique alors que l’opérateur A =
C∗ϕT

∗
u est borné de H2 sur lui même, où T ∗u est vu ici comme un opérateur

non borné sur H2, densément défini sur les noyaux reproduisants de H2 par la
formule,

T ∗ukλ = u(λ)kλ, λ ∈ D.

Ainsi, A admet un opérateur adjoint A∗ : H2 → H2 borné et vérifiant que, pour
tout f ∈ H2 et tout λ ∈ D, on a

(A∗f)(λ) =< A∗f, kλ >2=< f,Akλ >2

=< f,C∗ϕT
∗
ukλ >2

=< Cϕf, u(λ)kλ >2

= u(λ)f(ϕ(λ)).

D’où, pour toute fonction f ∈ H2 et λ ∈ D, on a

(Wu,ϕf)(λ) = (A∗f)(λ).

Ainsi,
Wu,ϕf = A∗f ∈ H2

et donc Wu,ϕ est borné sur H2 et Wu,ϕ = A∗. Le théorème 3.21 implique
finalement que Cϕ est borné sur H(b).

Remarque 3.24. Ce corollaire permet de retrouver un résultat de Sarason-Silva
[82] dans le contexte des opérateurs de composition sur l’espace de Dirichlet local
D(δ1). En effet, on sait que D(δ1) = H(b), où b(z) = 1 + z

2 (avec équivalence
des normes) et donc Cϕ est borné sur H(b) si et seulement si Cϕ est borné sur
D(δ1). En appliquant le corollaire 3.23, on obtient que si ϕ : D→ D analytique,
ϕ ∈ D(δ1) et ϕ(1) = 1, alors Cϕ est borné sur D(δ1) si et seulement si ϕ admet
une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 1 (voir théorème 3.5).

Revenons au cas particulier où le compagnon pythagoricien a de b est tel
que a1(z) = (z − 1)(z + 1)2, z ∈ D. Grâce au corollaire 3.22, nous allons voir
que lorsque ϕ(1) et ϕ(−1) sont de module 1 et Cϕ est borné sur H(b), alors
nécessairement ϕ(−1) = −1.

Corollaire 3.25. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
, b rationnel et supposons que a possède deux zéros sur T, ζ1 = 1 et ζ2 = −1
de multiplicité respective m1 = 1 et m2 = 2. Soit ϕ : D → D analytique tel que
ϕ ∈ H(b) et supposons que |ϕ(1)| = |ϕ(−1)| = 1. Si Cϕ est borné sur H(b),
alors ϕ(−1) = −1.

Démonstration. D’après le théorème 3.12, ϕ(1), ϕ(−1) ∈ {±1}. De plus, il suit
du lemme 3.19 que la fonction u, définie par

u(z) = (a1 ◦ ϕ)(z)
a1(z) = (ϕ(z)− 1)(ϕ(z) + 1)2

(z − 1)(z + 1)2 , z ∈ D,

appartient à H2. Notons

h(z) = (ϕ(z)− 1)(ϕ(z) + 1)2, z ∈ D,
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de sorte que
u(z) = h(z)

(z − 1)(z + 1)2 , z ∈ D.

Remarquons que ϕ et ϕ′ ont une limite non tangentielle en −1 et donc h et h′
ont aussi une limite non tangentielle en −1. Il suit alors du lemme 1.40 qu’on
peut écrire h sous la forme

h(z) = h(−1) + (z + 1)h′(−1) + (z + 1)ε(z),

où ε est une fonction analytique dans D telle que lim
r→1
<

ε(−r) = 0. Or

h(−1) = (ϕ(−1)− 1)(ϕ(−1) + 1)2 = 0,

car ϕ(−1) ∈ {±1}. D’où

h(z)
z + 1 = h′(−1) + ε(z),

et donc
h′(−1) = lim

r→1
<

h(−r)
1− r .

Or

h(−r)
1− r = −(1 + r)(1− r)u(−r)

= −(1− r2)u(−r).

Comme u ∈ H2, on a u(−r) = O((1− r2)−1/2), ce qui implique que

h(−r)
1− r = O((1− r2)1/2).

Ainsi
h′(−1) = lim

r→1
<

h(−r)
1− r = 0.

Un calcul immédiat montre alors que

h′(z) = ϕ′(z)(ϕ(z) + 1)(3ϕ(z)− 1), z ∈ D,

et comme ϕ(−1) ∈ {±1}, on en déduit que

h′(−1) = 0⇔ ϕ′(−1) = 0 ou ϕ(−1) = −1.

Supposons donc que ϕ(−1) = 1. Ce qui précède montre alors que ϕ′(−1) = 0,
mais d’autre part, comme m1 ≤ m2, on peut appliquer le corollaire 3.22 qui
implique que ϕ admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point
−1. Ceci contredit le théorème de Carathéodory (voir théorème 1.41) qui affirme
en particulier que |ϕ′(−1)| > 0. Ainsi ϕ(−1) = −1.

Nous avons vu une condition nécessaire pour la bornitude sur le compor-
tement de ϕ au point ζk tel que ϕ(ζk) ∈ T. Dans l’autre direction, lorsque
ϕ(ζk) ∈ D, 1 ≤ k ≤ n, nous donnons maintenant une condition suffisante.
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Corollaire 3.26. Soit ϕ : D → D analytique telle que ϕ ∈ H(b). Supposons
pour tout i ∈ {1, . . . , n}, lim sup

z→ζi
|ϕ(z)| < 1. Alors Cϕ est borné sur H(b).

Démonstration. Supposons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, on ait

lim sup
z→ζi

|ϕ(z)| < 1.

En particulier, λi := ϕ(ζi) ∈ D. Soit L > 0 tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n},

lim sup
z→ζi

|ϕ(z)| ≤ L < 1.

Il existe donc un δ > 0 tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout z ∈
D, |z − ζi| < δ implique |ϕ(z)| ≤ L. Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe un
voisinage Vζi ⊂ T de ζi tel que, pour presque tout ζ ∈ Vζi , |ϕ(ζ)| ≤ L.
Pour montrer que Cϕ est borné sur H(b), nous allons montrer que

(3.14) sup
w∈D

∫
T
(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) <∞,

où u est définie par

u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
i=1(ϕ− λi)
a1

= v

a1

avec v = (a1 ◦ ϕ)
∏n
i=1(ϕ− λi).

Posons V = ∪ni=1Vζi . Pour tout w ∈ D, on a∫
T\V

(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) =
∫

T\V
(1− |w|2) 1

|a1(ζ)|2
|v(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)

≤ C(1− |w|2)
∫

T

1
|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)

= C(1− |w|2)||Cϕkw||22

où la première inégalité résulte en particulier du fait que le terme 1
|a1(ζ)|2 est

borné sur T \ V puisque dans ce cas les ζ sont loin des ζi (zéros du polynôme
a1) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Remarquons alors que d’après le principe du su-
bordination de Littelwood, Cϕ est borné sur H2 et donc

||Cϕkw||22 ≤ ||Cϕ||2||kw||22
= ||Cϕ||2(1− |w|2)−1.

Donc finalement, on en déduit que pour tout w ∈ D, on a∫
T\V

(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤ C||Cϕ||2.

De plus, on a

sup
w∈D

(∫
V

(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)
)
<∞.
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En effet, pour tout w ∈ D et pour presque tout ζ ∈ V,

|1− w̄ϕ(ζ)| ≥ 1− |w| |ϕ(ζ)| ≥ 1− L|w| ≥ 1− L > 0.

De plus, a1 ◦ ϕ est dans H∞ et
∏n
j=1

∣∣∣∣ϕ(z)− λj
z − ζj

∣∣∣∣mj ∈ H2, par le lemme 3.9.

On en déduit alors que u ∈ H2 et donc∫
V

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤ ||u||22
(1− L)2 .

Donc (3.14) est vérifiée et le théorème 3.21 implique que Cϕ est borné sur
H(b)

En particulier, on a le cas particulier suivant.

Corollaire 3.27. Soit b(z) = 1 + z

2 . Soit ϕ : D→ D analytique avec ϕ ∈ H(b).
Supposons que lim sup

z→1
|ϕ(z)| < 1. Alors Cϕ est borné sur H(b).

Remarque 3.28. Rappelons que dans le cas où b(z) = 1+z
2 , alors H(b) = D(δ1)

(avec une équivalence des normes) et donc on retrouve le résultat de Sarason-
Silva pour la bornitude (voir théorème 3.6).

Nous allons maintenant donner un exemple d’application du corollaire 3.23
et un exemple d’application du corollaire 3.27 pour lesquels l’opérateur Cϕ sera
borné sur H(b) sans que la fonction u associée soit dans H∞

Exemple 6. Soit b(z) = 1 + z

2 , z ∈ D. Soit (λn)n≥1 une suite dans D qui tend
vers 1 et telle que

(3.15)
∑
n≥1

1− |λn|
|λn − 1|2 <∞.

Par exemple, on peut prendre λn = (1 − 1
2n )e in , n ≥ 1. En effet, notons rn =

1− 1
2n , θn = 1

n
, n ≥ 1. Alors

|λn − 1|2 = |(rn cos θn − 1) + irn sin θn|2

= r2
n − 2rn cos θn + 1

= (1− rn)2 + 2rn(1− cos θn).

On voit donc que |λn − 1|2 � 1
n2 et 1 − |λn|2 �

1
2n , d’où

1− |λn|2

|λn − 1|2 �
n2

2n , ce

qui prouve (3.15). En particulier, la suite (λn)n≥1 est une suite de Blaschke.
Considérons B le produit de Blaschke associé. Un résultat de Frostman [42]
affirme que sous la condition (3.15), B admet une dérivée angulaire au sens de
Carathéodory en 1. Quitte à multiplier B par une constante unimodulaire, on
peut supposer que B(1) = 1. Le théorème de Carathéodory (voir théorème 1.41)
implique alors que la fonction u, définie par

u(z) = B(z)− 1
z − 1 ,
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appartient à KB et donc en particulier dans H2. En revanche, elle n’est pas
dans H∞ car

|u(λn)| =
∣∣∣∣ −1
λn − 1

∣∣∣∣ −→∞, n→∞.

Comme B(z) = (z − 1)u(z) + 1 et u ∈ H2, la fonction B ∈ H(b). De plus,
B(1) = 1 et B a une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en 1. Ainsi le
corollaire 3.23 implique que CB est borné sur H(b).

Exemple 7. Soit b(z) = 1 + z

2 , z ∈ D. Considérons

ϕ(z) = (1− z)3/4

||(1− z)3/4||∞
, z ∈ D.

La fonction ϕ : D → D est analytique. De plus lim sup
z→1

|ϕ(z)| = 0 < 1, et

ϕ(1) = 0. Remarquons enfin que la fonction

ϕ(z)
1− z = 1

||(1− z)3/4||∞
.

1
(1− z)1/4

est dans H2. Ainsi ϕ ∈ a1H
2 ⊂ H(b). Le corollaire 3.27 implique que Cϕ est

borné sur H(b). De plus, si c = 1
||(1− z)3/4||∞

, la fonction u associée (voir

théorème 3.21) est donnée par

u(z) = ϕ(z)− 1
z − 1 ϕ(z) = c

(c(1− z)3/4 − 1)
(1− z)1/4

et donc on voit que
lim
r→1
|u(r)| =∞,

ce qui prouve que u n’est pas borné.

3.3 Compacité des opérateurs de composition
sur H(b)

Rappelons qu’on peut supposer ici que b est une fraction rationnelle et un
point non extrême de la boule unité fermée de H∞, que le compagnon pythago-
ricien a de b est dans ce cas aussi rationnelle et que si ζ1, . . . , ζn sont les zéros
de a sur T et m1, . . . ,mn les multiplicités respectives alors

(3.16) H(b) = a1H
2 + PN−1,

où a1(z) =
∏n
i=1(z − ζi)mi , z ∈ D et N =

∑n
i=1mi.

Dans cette section, nous souhaitons caractériser les symboles ϕ : D → D
analytiques tels que Cϕ : H(b) → H(b) est compact (respectivement Hilbert-
Schmidt). Pour cela, nous allons travailler avec une norme équivalente sur H(b)
donnée par le théorème 1.42. Comme la propriété de compacité (respectivement
d’Hilbert-Schmidt) est invariante par changement de norme équivalente (qui
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revient à appliquer un isomorphisme), nous allons donc supposer dans la
suite de ce chapitre que H(b) est muni de la norme suivante : pour
f = a1g + p ∈ H(b), où g ∈ H2, p ∈ PN−1, on pose

(3.17) ||f ||2b = ||g||22 + ||p||22.

En particulier, par polarisation, pour f1 = a1g + p, f2 = a1h + q, g, h ∈
H2, p, q ∈ PN−1, on a

< f1, f2 >b=< g, h >2 + < p, q >2 .

Ainsi, on voit qu’avec cette norme équivalente, on a

H(b) = a1H
2 ⊕ PN−1.

Avant de donner une caractérisation pour la compacité de Cϕ, donnons un lemme
technique qui permettra de simplifier les preuves.

Lemme 3.29. Soit b une fraction rationnelle et un point non extrême de la
boule unité fermée de H∞ et Soit Θ une fonction intérieure. Alors les sous
espaces a1ΘH2 et a1KΘ sont fermés dans H(b) et de plus, on a

(3.18) H(b)	 a1ΘH2 ⊂ a1KΘ ⊕ PN−1.

Démonstration. Introduisons l’opérateur V : H2 → H(b) défini par V (f) =
a1f, f ∈ H2. D’après (3.17), l’opérateur V est une isométrie de H2 dans H(b).
Comme les sous-espaces KΘ et ΘH2 sont des sous espaces fermés de H2, leurs
images par V, a1KΘ et a1ΘH2, sont des sous-espaces fermés de H(b).
Montrons maintenant (3.18). Soit f ∈ H(b) 	 a1ΘH2. Décomposons f sous la
forme f = a1g + p, avec g ∈ H2, p ∈ PN−1. Pour tout h ∈ H2, on a alors

0 =< f, a1Θh >b=< a1g + p, a1Θh >b
=< g,Θh >2 .

Ainsi g ⊥ ΘH2 et donc g ∈ KΘ. Autrement dit, f ∈ a1KΘ ⊕ PN−1.

Corollaire 3.30. Soit b une fraction rationnelle et un point non extrême de la
boule unité fermée de H∞, et soit Θ un produit de Blaschke fini. Alors a1ΘH2

est de codimension fini dans H(b).

Démonstration. D’après le lemme 3.29, on a H(b) 	 a1ΘH2 ⊂ a1KΘ ⊕ PN−1.
et il suffit de remarquer que comme Θ est un produit de Blaschke fini, alors
dim(KΘ) < ∞ (voir [40, Section 14.2]). Ainsi dim(a1KΘ ⊕ PN−1) < ∞, ce qui
prouve le résultat.

Pour l’étude de la compacité (comme pour l’étude de la bornitude), on peut
supposer que le symbole ϕ ∈ H(b) et pour tout 1 ≤ j ≤ p, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤
n} et pour tout p+ 1 ≤ j ≤ n, ϕ(ζj) ∈ D.

Théorème 3.31. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons
que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈
{p + 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes.
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(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est compact.

(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est compact, avec u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj

a1
.

(iii) µu,ϕ est une mesure de Carleson évanescente.

(iν)
∫

T

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) −→ 0, |w| → 1.

Démonstration. L’équivalence entre (ii), (iii), (iν) provient du théorème 3.2 et
du corollaire 3.3.
Pour montrer l’équivalence entre (i) et (ii), notons pour p + 1 ≤ j ≤ n, λj :=
ϕ(ζj) ∈ D et considérons B le produit de Blaschke fini associé à la suite
λp+1, . . . , λn. D’après le corollaire 3.30, le sous espace a1BH

2 est de codimension
fini dans H(b). Notons

C1 : a1BH
2 → H(b)

f 7→ C1f = Cϕf = f ◦ ϕ.

D’après le lemme 1.48, Cϕ est compact surH(b) si et seulement si C1 : a1BH
2 →

H(b) est compact. Introduisons alors

V1 : H2 → a1BH
2

f 7→ V1f = a1Bf.

et
V2 : H2 → H(b)

g 7→ V2g = a1g.

Il est clair que V1 et V2 sont des isométries et V1 est surjective. De plus, intro-
duisons la fonction

ψ = u∏n
j=p+1(1− λ̄jϕ)mj

.

Notons que
∏n
j=p+1(1− λ̄jϕ)mj est dans H∞ et inversible dans H∞, donc Wu,ϕ

est borné (respectivement compact) sur H2 si et seulement si Wψ,ϕ est borné
(respectivement compact) sur H2. Montrons que

(3.19) C1V1 = V2Wψ,ϕ.

Soit f ∈ H2. On a

(C1V1)(f) = C1(a1Bf) = (a1 ◦ ϕ).(B ◦ ϕ).(f ◦ ϕ)

= a1
(a1 ◦ ϕ)
a1

(B ◦ ϕ)(f ◦ ϕ).

Or

(a1 ◦ ϕ)
a1

(B ◦ ϕ) = (a1 ◦ ϕ)
a1

n∏
j=p+1

(ϕ− λj)mj

(1− λ̄jϕ)mj

= u∏n
j=p+1(1− λ̄jϕ)mj

= ψ.
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Ainsi, on en déduit que pour toute fonction f ∈ H2, on a

(C1V1)(f) = a1ψ(f ◦ ϕ)
= a1Wψ,ϕf

= (V2Wψ,ϕ)(f),

ce qui prouve (3.19). En appliquant le lemme 1.49, on conclut alors que C1 :
a1BH

2 → H(b) est compact si et seulement si Wψ,ϕ : H2 → H2 est compact.
On en déduit finalement que Cϕ : H(b) → H(b) est compact si et seulement si
Wu,ϕ : H2 → H2 est compact.

En utilisant la même preuve, on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.32. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons
que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈
{p + 1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D, où 0 ≤ p ≤ n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.
(i) Cϕ : H(b)→ H(b) est Hilbert-Schmidt.

(ii) Wu,ϕ : H2 → H2 est Hilbert-Schmidt, avec u =
(a1 ◦ ϕ)

∏n
j=p+1(ϕ− ϕ(ζj))mj

a1
.

(iii)
∫

T

|u(ζ)|2

1− |ϕ(ζ)|2 dm(ζ) <∞.

Démonstration. La preuve de (i) ⇔ (ii) est identique à la preuve du théorème
précédent en remplaçant compact par Hilbert-Schmidt et l’utilisation du lemme
1.49 par le lemme 1.50.

Montrons que (ii) ⇔ (iii) : Remarquons que la suite (zn)n≥0 est une base
orthonormale de H2, et donc Wu,ϕ : H2 → H2 est Hilbert-Schmidt si et seule-
ment si

∞∑
n=0
||Wu,ϕz

n||22 <∞.

Or
∞∑
n=0
||Wu,ϕz

n||22 =
∞∑
n=0
||uϕn||22

=
∞∑
n=0

∫
T
|u(ζ)|2|ϕ(ζ)|2ndm(ζ).

Par le théorème de convergence monotone, on a
∞∑
n=0
||Wu,ϕz

n||22 =
∫

T
|u(ζ)|2

∞∑
n=0
|ϕ(ζ)|2ndm(ζ)

=
∫

T

|u(ζ)|2

1− |ϕ(ζ)|2 dm(ζ),

ce qui donne le résultat.

En reprenant la preuve du corollaire 3.22, on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 3.33. Soit ϕ : D → D analytique tel que ϕ ∈ H(b). Supposons
que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, ϕ(ζj) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n} et pour tout j ∈ {p +
1, . . . , n}, ϕ(ζj) ∈ D. Supposons de plus qu’il existe k ∈ {1, . . . , p} tel que ϕ(ζk) =
ζl, avec ml ≤ mk. Alors Cϕ n’est pas compact sur H(b).

Démonstration. Supposons par l’absurde que Cϕ est compact sur H(b). Posons,
pour p+1 ≤ j ≤ n, λj = ϕ(ζj) ∈ D. Il découle du théorème 3.31 que l’opérateur
Wu,ϕ est compact sur H2 et donc son adjoint W ∗u,ϕ est aussi compact sur H2.
Or on a vu (voir preuve du corollaire 3.22) que pour tout λ ∈ D,

W ∗u,ϕkλ = u(λ)kϕ(λ).

Remarquons alors que
krζk
||krζk ||2

⇀ 0 , r → 1.

dans H2. Et donc par compacité on a

||W ∗u,ϕkrζk ||2
||krζk ||2

−→ 0, r → 1.

Ainsi
|u(rζk)|2||kϕ(rζk)||22

||krζk ||22
−→ 0, r → 1,

soit encore
|u(rζk)|2 1− r2

1− |ϕ(rζk)|2 −→ 0, r → 1.

Par un calcul identique à la preuve du corollaire 3.22, on montre que(
1− |ϕ(rζk)|

1− r

)2ml−1
≤ 2Cr|u(rζk)|2 1− r2

1− |ϕ(rζk)|2 ,

où

Cr =
∏n
i=1,i6=k |rζk − ζi|2mi∏n

i=1,i6=l |ϕ(rζk)− ζi|2mi
.

1∏n
j=p+1 |ϕ(rζk)− λj |2mj

.

En faisant tendre r → 1, on en déduit alors que

(3.20) lim
r→1
<

1− |ϕ(rζk)|
1− r = 0.

D’autre part, comme Cϕ est compact sur H(b), il est borné et le corollaire 3.22
implique que ϕ a une dérivée angulaire au point ζk. Il suit alors du théorème de
Carathéodory que

lim inf
z→ζk

1− |ϕ(z)|
1− |z| > 0,

ce qui contredit (3.20). Ainsi, Cϕ n’est pas compact sur H(b).

Corollaire 3.34. Soit b une fraction rationnelle et un point non extrême de la
boule unité fermée de H∞. Soit a le compagnon pythagoricien de b et supposons
que tous les zéros de a sur T sont simples. Alors, si Cϕ est compact sur H(b),
on a pour tout 1 ≤ i ≤ n, ϕ(ζi) ∈ D.



3.3. COMPACITÉ DE Cϕ : H(b)→ H(b) 139

Démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons que Cϕ soit compact sur
H(b) et qu’il existe 1 ≤ k ≤ n, telle que |ϕ(ζk)| = 1. Alors nécessairement par le
théorème 3.12, on a ϕ(ζk) ∈ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}. Or, par hypothèse,mk = mi = 1 et
donc on peut appliquer le corollaire 3.33 qui implique que Cϕ n’est pas compact
sur H(b), contredisant l’hypothèse.

Nous verrons qu’on peut construire des exemples d’opérateurs de compo-
sition compact Cϕ sur H(b) (et même Hilbert-Schmidt) pour lesquels ϕ(ζi) ∈
D, 1 ≤ i ≤ n.

Remarque 3.35. Le corollaire 3.34 est une généralisation d’un résultat de
Sarason-Silva (voir théorème 3.5). En effet, si b(z) = 1 + z

2 , z ∈ D, alors a(z) =
1− z

2 , z ∈ D et la fonction a possède un unique zéro simple sur T en 1. On
obtient aussi avec le corollaire 3.34 que si ϕ : D → D est analytique, ϕ ∈ H(b)
et ϕ(1) = 1 alors Cϕ n’est pas compact sur H(b). Comme dans ce cas, H(b) =
D(δ1), c’est exactement le résultat de Sarason-Silva. D’autre part, le théorème
3.32 admet comme cas particulier le résultat suivant.

Corollaire 3.36. Soit b(z) = 1 + z

2 et ϕ : D → D analytique et ϕ ∈ H(b). Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Cϕ est Hilbert-Schmidt sur H(b).
(ii) ϕ(1) ∈ D et ∫

T

|ϕ(ζ)− 1|2|ϕ(ζ)− ϕ(1)|2

|ζ − 1|2(1− |ϕ(ζ)|2) dm(ζ) <∞.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la condition ϕ(1) ∈ D est néces-
saire pour la compacité de Cϕ d’après le corollaire 3.34. Il suit alors du théorème
3.32 que Cϕ est Hilbert-Schmidt si et seulement si∫

T

|u(ζ)|2

1− |ϕ(ζ)|2 dm(ζ) <∞,

où

u(z) = a1(ϕ(z))
a1(z) (ϕ(z)− ϕ(1)).

Or ici a1(z) = z − 1 et donc on obtient le résultat.

Remarque 3.37. Ce corollaire 3.36 permet de retrouver le résultat de Sarason-
Silva [82, Théorème 6] pour les opérateurs de composition sur D(δ1).

Exemple 8. Considérons b(z) = 1 + z

2 et ϕ(z) = 1− z
2 , z ∈ D. Autrement dit,

ϕ = a est le compagnon pythagoricien de b. Il est bien connu que dans ce cas,
Cϕ n’est pas compact sur H2 (voir [86]). En revanche, Cϕ est Hilbert-Schmidt
sur H(b). En effet, comme ϕ = a est le compagnon pythagoricien de b, on a,
pour tout ζ ∈ T,

1− |ϕ(ζ)|2 = 1− |a(ζ)|2 = |b(ζ)|2,
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et de plus, ϕ(ζ)− 1 = 1− ζ
2 − 1 = −1 + ζ

2 = −b(ζ). Enfin, comme ϕ(1) = 0, on

a ϕ(ζ)− ϕ(1) = 1− ζ
2 . D’où

|ϕ(ζ)− 1|2|ϕ(ζ)− ϕ(1)|2

|ζ − 1|2(1− |ϕ(ζ)|2) =
|b(ζ)|2 |1− ζ|

2

4
|ζ − 1|2|b(ζ)|2 = 1

4 .

Ainsi les conditions (ii) du corollaire 3.36 sont satisfaites et donc Cϕ est Hilbert-
Schmidt sur H(b).
Remarque 3.38. Au vu de l’exemple précédent, il est naturel de se demander
si Ca est toujours Hilbert-Schmidt sur H(b). Notons que d’après le corollaire
3.27, Ca est borné sur H(b) car

lim sup
z→ζi

|a(z)| = |a(ζi)| = 0.

Nous n’avons pas su répondre à cette question, mais nous pouvons donner-
quand même une condition suffisante qui nous permet ensuite d’obtenir d’autres
exemples pour lesquels Ca est Hilbert-Schmidt.
Corollaire 3.39. Soit b une fraction rationnelle et un point non extrême de
la boule unité fermée de H∞. Supposons que son compagnon pythagoricien a

satisfait a ◦ a
b
∈ L2(T). Alors Ca est Hilbert-Schmidt sur H(b).

Démonstration. Remarquons tout d’abord bien sûr que a(ζi) = 0, 1 ≤ i ≤ n.
Donc, d’après le théorème 3.32, il suffit de vérifier que

(3.21)
∫

T

|u(ζ)|2

1− |a(ζ)|2 dm(ζ) <∞,

où
u(z) = a1(a(z))

a1(z) aN (z).

On obtient donc que

|u(ζ)|2

1− |a(ζ)|2 = |a1(a(ζ))|2

|a1(ζ)|2 .
|a(ζ)|2N

|b(ζ)|2

= |a1(a(ζ))|2

|b(ζ)|2 .
|a(ζ)|2N

|a1(ζ)|2 .

Or a(z) = a1(z)r(z), où r est une fraction rationnelle qui a tous ses zéros et ses
pôles sur C \ D. En particulier, il existe c1, c2 > 0 telles que, pour tout z ∈ D,
on a c1 ≤ |r(z)|2 ≤ c2. (voir [39, page 426]). Ainsi on a

|u(ζ)|2

1− |a(ζ)|2 = |a1(a(ζ))|2

|b(ζ)|2 .
|a(ζ)|2N

|a1(ζ)|2

≤ c2
c1

|a(a(ζ))|2

|b(ζ)|2 .
|a(ζ)|2N

|a(ζ)|2

≤ c2
c1

|a(a(ζ))|2

|b(ζ)|2 .

L’hypothèse implique alors que (3.21) est vérifiée et donc Ca est Hilbert-Schmidt.
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Exemple 9. 1. Soit b(z) = 1 + z

2 , z ∈ D. Alors a(z) = 1− z
2 , z ∈ D. On

vérifie immédiatement que a(a(z)) = 1 + z

4 , z ∈ D. Ainsi a(a(z))
b(z) = 1

4 et

donc le corollaire 3.39 permet de retrouver que Ca est Hilbert-Schmidt
(voir exemple 8).

2. Soit b(z) = 1 + z2

2 = (z − i)(z + i)
2 , z ∈ D. On vérifie facilement que

a(z) = 1− z2

2 = (1− z)(1 + z)
2 , z ∈ D. Un calcul immédiat montre alors

que a(a(z)) = 1
8(−z4+2z2+3), z ∈ D. En particulier, on voit que a(a(i)) =

a(a(−i)) = 0. Ainsi, a(a(z))
b(z) est un polynôme et donc en particulier, on a

bien sûr a ◦ a
b
∈ L2(T). Le corollaire 3.39 permet de conclure que Ca est

Hilbert-Schmidt sur H(b).

Théorème 3.40. Soit ϕ : D→ D analytique telle que ϕ ∈ H(b). Supposons que
pour tout 1 ≤ i ≤ n,

(3.22) lim sup
z→ζi

|ϕ(z)| < 1

et que ϕ(D) ∩ T ⊂ {ζi : 1 ≤ i ≤ n}. Alors Cϕ est compact sur H(b).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’hypothèse (3.22) implique que
pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a λi = ϕ(ζi) ∈ D. Ainsi, le théorème 3.31 permet
d’affirmer que Cϕ est compact si et seulement si

lim
|w|→1

(∫
T

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)| dm(ζ)
)

= 0,

où u est définie par u(z) = a1(ϕ(z))
a1(z)

∏n
i=1(ϕ(z)− ϕ(ζi))mi .

Soit 0 < L < 1 tel que pour tout 1 ≤ i ≤ n, on ait lim sup
z→ζi

|ϕ(z)| ≤ L. En

raisonnant comme dans la preuve du corollaire 3.26, il existe δ > 0 tel que si
Vζi = {ζ ∈ T : |ζ − ζi| < δ}, 1 ≤ i ≤ n, et V = ∪ni=1Vζi , alors pour presque tout
ζ ∈ V, on a |ϕ(ζ)| ≤ L. Remarquons alors que pour tout w ∈ D et pour presque
tout ζ ∈ V, on a

|1− w̄ϕ(ζ)| ≥ 1− |w||ϕ(ζ)| ≥ 1− L > 0.

D’où
|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 ≤
||a1 ◦ ϕ||∞
(1− L)2 |v(ζ)|2,

où

v(z) =
n∏
i=1

(
ϕ(z)− ϕ(ζj)

z − ζj

)mj
, z ∈ D.

Par conséquent,∫
V

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤ (1− |w|2) ||a1 ◦ ϕ||∞
(1− L)2

∫
T
|v(ζ)|2dm(ζ).
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Or d’après le lemme 3.9, comme ϕ ∈ H(b), on a v ∈ H2. Ainsi
∫

T
|v(ζ)|2dm(ζ) <

∞ et donc on en déduit que

lim
|w|→1

(∫
V

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)
)

= 0.

Il reste à montrer que

lim
|w|→1

(∫
T\V

(1− |w|2)|u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)
)

= 0.

Remarquons que pour ζ ∈ T \ V = ∩ni=1(T \ Vζi), on a, pour tout 1 ≤ i ≤
n, |ζ − ζi| ≥ δ, et donc

|a1(ζ)| =
n∏
i=1
|ζ − ζi|mi ≥ δN .

De plus,
n∏
i=1
|ϕ(ζ)− ϕ(ζi)|mi ≤ 2N ,

d’où pour presque tout ζ ∈ T \ V, on a

|u(ζ)| ≤
(

2
δ

)N
|(a1 ◦ ϕ)(ζ)|.

Par conséquent, on a∫
T\V

(1− |w|2) |u(ζ)|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤
(

2
δ

)2N ∫
T\V

(1− |w|2)|a1(ϕ(ζ))|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)

≤
(

2
δ

)2N ∫
T

(1− |w|2)|a1(ϕ(ζ))|2

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ).

Il suffit donc de montrer que

(3.23) lim
|w|→1

(∫
T

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)
)

= 0.

Comme ϕ ∈ H(b) ⊂ H2, la fonction ϕ a des limites radiales presque partout sur
T. Notons

E = {ζ ∈ T : ϕ(ζ) = lim
r→1
<

ϕ(rζ) existe}.

On a alors m(T \ E) = 0 et donc∫
T

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) =
∫
E

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ).

Fixons maintenant ε > 0 et pour 1 ≤ i ≤ n, notons

Wi = {ζ ∈ E : |ϕ(ζ)− ζi| ≤ ε} et W = ∪ni=1Wi.
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Remarquons alors que pour ζ ∈W, on a
n∏
i=1
|ϕ(ζ)− ζi|2mi ≤ ε24N ,

d’où∫
W

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤ 4Nε2
∫

T

(1− |w|2)
|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ)

= 4Nε2(1− |w|2)||Cϕkw||22
≤ 4Nε2||Cϕ||2L(H2).

Pour l’intégrale sur E \W, remarquons que

Lε := sup
ζ∈E\W

|ϕ(ζ)| < 1.

En effet, raisonnons par l’absurde et supposons que Lε = 1. Alors, il existe une
suite (ζk)k ⊂ E \W telle que |ϕ(ζk)| −→ 1, k → ∞. Par compacité, quitte
à passer à une sous suite, on peut alors supposer que ϕ(ζk) −→

k→∞
eiθ pour un

certain θ ∈ R. Ainsi, ∀η > 0,∃N ∈ N/

k ≥ N ⇒ |ϕ(ζk)− eiθ| < η

2 .

Comme ζk ∈ E, il existe 0 < rk < 1 tel que

|ϕ(rkζk)− ϕ(ζk)| < η

2 .

D’où ∀η > 0,∃N ∈ N/

k ≥ N ⇒ |ϕ(rkζk)− eiθ| ≤ |ϕ(rkζk)− ϕ(ζk)|+ |ϕ(ζk)− eiθ|

<
η

2 + η

2 = η.

Autrement dit,
lim
k→∞

ϕ(rkζk) = eiθ.

D’où eiθ ∈ ϕ(D) ∩ T et l’hypothèse implique alors qu’il existe 1 ≤ i ≤ n tel que
eiθ = ζi. Ainsi, on en déduit que ϕ(ζk) −→

k→∞
ζi. Mais ceci contredit le fait que

ζk ∈ E \W. Ainsi Lε < 1 et pour tout ζ ∈ E \W, on a

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 ≤ 4N

(1− Lε)2 (1− |w|2),

ce qui implique que∫
E\W

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤ 4N

(1− Lε)2 (1− |w|2).

On peut alors choisir 0 < r0 < 1 tel que

r0 < |w| < 1⇒ 4N

(1− Lε)2 (1− |w|2) ≤ ε2,
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ce qui implique que∫
T

(1− |w|2)
∏n
i=1 |ϕ(ζ)− ζi|2mi

|1− w̄ϕ(ζ)|2 dm(ζ) ≤
(

4N ||Cϕ||2L(H2) + 1
)
ε2.

Ainsi (3.23) est démontré et ceci conclut la preuve du théorème.

Remarque 3.41. Dans le cas où b(z) = 1 + z

2 , on retrouve un résultat de
Sarason-Silva sur la compacité des opérateurs de composition sur D(δ1).

Exemple 10. Soit b(z) = 1 + z2

2 , z ∈ D. On vérifie aisément que le com-

pagnon pythagoricien de b est a(z) = 1− z2

2 , z ∈ D. Pour γ > 1, posons

ϕ(z) =
(

1− z2

2

)γ
, z ∈ D. On a

ϕ(z) = a(z)( 1−z2

2
)1−γ , z ∈ D

et 1( 1−z2

2
)1−γ ∈ H2 car γ > 1

2 . D’où ϕ ∈ aH2 ⊂ H(b). De plus, lim
z→±1

ϕ(z) = 0

et enfin on voit que

|ϕ(z)| = 1⇔
∣∣∣∣1− z2

2

∣∣∣∣ = 1⇔ z2 = −1⇔ z = ±i.

Or ϕ(±i) = 1 et donc ϕ(D)∩T = {1}. On peut alors appliquer le théorème 3.40
qui permet d’affirmer que Cϕ est compact sur H(b).



Chapitre 4

Propriétés géométriques de
suites de fonctions dans
l’espace H(b)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés géométriques (mini-
malité, uniforme minimalité, complétude, base de Schauder, base de Riesz) de
certaines suites naturelles des espaces de de Branges-Rovnyak.

Les racines de cette étude se trouvent dans l’article de Hruščëv-Nikolskii-
Pavlov [53]. Motivés par les applications aux systèmes d’exponentielles ces trois
auteurs étudient les propriétés de base de Riesz des suites de noyaux repro-
duisants dans les espaces modèles. Plus précisément, étant donné une fonction
intérieure Θ et une suite Λ = (λn)n≥1 ⊂ D telle que sup

n≥1
|Θ(λn)| < 1, ils donnent

des critères pour que la suite (kΘ
λn

)n≥1 soit une base de Riesz de KΘ. Cet
article a donné lieu à toute une direction de recherche. Mentionnons que la
complétude des systèmes (kΘ

λn
)n≥1 est liée aux fameux théorème de Beurling-

Malliavin. Récemment en utilisant une approche via les opérateurs de Toe-
plitz, Makarov-Poltoratski [61] ont obtenu des généralisations du théorème de
Beurling-Malliavin dans ce contexte des espaces modèles.

Dans le cas des espaces de de Branges-Rovnyak dans [19] et [35] les auteurs
ont étendu plusieurs résultats de Hruščëv-Nikolskii-Pavlov. En utilisant une ap-
proche basée sur le modèle fonctionnel de Sz.-Nagy-Foias, ils ont en particulier
montré que si (kbλn)n≥1 forme une base de Riesz de H(b) alors nécessairement
b est une fonction intérieure. De plus un critère a été donné par E. Fricain [35]
pour que la suite (kbλn)n≥1 soit une suite de Riesz.

Théorème 4.1 (E. Fricain, [35]). Soit b une fonction dans la boule unité fermée
de H∞, soit Λ = (λn)n≥1 une suite de Blaschke de points distincts de D et soit
B = BΛ le produit de Blaschke associé. Supposons que

sup
n≥1
|b(λn)| < 1.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

145



146 Chapitre 4. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DANS H(b)

(i) La suite
(

kbλn
||kbλn ||b

)
n≥1

forme une suite de Riesz dans H(b).

(ii) Λ ∈ (C) et dist(B̄b,H∞) < 1.

Comme nous l’avons dit, l’étude des propriétés géométriques des suites de
noyaux reproduisants (kbλn)n≥1 est motivée par le lien avec les suites d’exponen-
tielles. En effet, dans le cas où b(z) = Θa(z) = e−a

1+z
1−z , z ∈ D, (où a > 0), on

peut construire explicitement via une transformation conforme du disque unité
sur le demi-plan supérieur et la transformée de Fourier, un opérateur unitaire
U : KΘa → L2(0, a) qui envoie la suite de noyaux reproduisants (kΘa

λn
)n≥1 de

KΘa sur la suite d’exponentielle (e−iµ̄nt)n≥1 de L2(0, a) (où (µn)n est l’image
de (λn)n par la transformation conforme). Ainsi les propriétés géométriques
des systèmes d’exponentielles (à fréquence dans le demi plan supérieur) dans
L2(0, a) sont équivalentes aux propriétés géométriques des systèmes de noyaux
reproduisants dans KΘa .

L’étude des propriétés géométriques des suites de noyaux reproduisants est
également motivée par les liens avec la théorie de l’interpolation (voir par
exemple le théorème de Bari [40, Théorème 10.21]).

En dehors des suites de noyaux reproduisants de H(b), l’étude des propriétés
géométriques d’autres suites naturelles dans H(b) n’a pas été vraiment effectuée.
Or dans le cas où b est non extrême, il existe d’autres suites naturelles :
— Les suites de noyaux reproduisants (kλn)n de H2,

— Les suites de monômes (zn)n≥1,

— Les suites du type (bkλn)n≥1,

où Λ = (λn)n≥1 ⊂ D.
Nous proposons dans la suite de ce chapitre d’étudier ces trois cas. Pour

certains de ces exemples, nous allons voir que nous obtenons des caractérisations
complètes de certaines propriétés géométriques.

4.1 Propriétés géométriques de la suite (kλn)n
dans H(b).

Dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,
rappelons que pour tout λ ∈ D, kλ ∈ H(b) (voir théorème 1.15). D’autre part,
si Λ = (λn)n≥1 est une suite de points distincts de D, la suite (kλn)n≥1 est
complète dans H2 si et seulement si Λ n’est pas une suite de Blaschke et la suite
(kλn)n≥1 est minimale dans H2 si et seulement si Λ est une suite de Blaschke
(voir lemme 1.67). Nous allons généraliser ces deux propriétés dans H(b).

Théorème 4.2. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Alors∑

n≥1
(1− |λn|) =∞⇔ SpanH(b){kλn , n ≥ 1} = H(b).

Démonstration. (⇒) Supposons que
∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞, et soit f ∈ H(b) 	
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Span{kλn , n ≥ 1}. Alors en utilisant le théorème 1.15, pour tout n ≥ 1, on a

0 =< f, kλn >b

= f(λn) + b(λn)
a(λn)f

+(λn).

D’où pour tout n ≥ 1,

a(λn)f(λn) + b(λn)f+(λn) = 0.

Mais comme af + bf+ ∈ H2 et
∑
n≥1(1 − |λn|) = +∞ on en déduit que af +

bf+ = 0 sur D ce qui est équivalent à af + bf+ = 0 sur T. En multipliant cette
égalité par b̄ et en utilisant que |a|2 + |b|2 = 1 sur T on obtient

(4.1) a(b̄f − āf+) = −f+.

On déduit d’une part de (4.1) que f
+

a
∈ L2(T) et comme a est extérieure, alors

f+

a
∈ H2 (voir [40, Corollaire 4.28]). D’autre part, la relation Tb̄f = Tāf

+

s’écrit P+(b̄f − āf+) = 0, soit b̄f − āf+ ∈ H2
0 . La relation (4.1) implique alors

que f+

a
∈ H2

0 . Ainsi f
+

a
∈ H2

0 ∩ H2 = {0}. D’où f+ = 0 et donc f = 0 (par
exemple avec (4.1)).

(⇐) Supposons que SpanH(b){kλn : n ≥ 1} = H(b). Comme H(b) est inclus
contractivement dans H2, il est facile de voir que

SpanH2{kλn : n ≥ 1} = closH2(H(b))

(voir [39, Lemme 16.1]). Or b étant non extrême, il découle du théorème 1.6 que
closH2(H(b)) = H2. D’où

SpanH2{kλn : n ≥ 1} = H2.

Ainsi
∑
n≥1(1− |λn|) =∞.

Théorème 4.3. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Alors∑

n≥1
(1− |λn|) =∞⇔ (kλn)n≥1 n’est pas minimale dans H(b).

Démonstration. (⇒) Supposons que
∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞, il découle du théo-

rème 4.2 que Span{kλn : n ≥ 2} = H(b). En particulier, kλ1 ∈ Span{kλn : n ≥
2} ce qui montre que (kλn)n≥1 n’est pas minimale.

(⇐) Supposons que
∑
n≥1(1 − |λn|) < ∞ alors d’après le lemme 1.67, la suite

(kλn)n est minimale dans H2. Ainsi

∀n ≥ 1, distH2(kλn ,Span{kλi , i 6= n}) > 0.
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Or pour f ∈
∨
{kλi ; i 6= n}, f =

∑
i∈I aikλi où I ⊂ N \ {n}, |I| < ∞ et

ai ∈ C, i ∈ I, on a

||kλn −
∑
i∈I

aikλi ||b ≥ ||kλn −
∑
i∈I

aikλi ||2.

D’où

(4.2) distH(b)(kλn ,Span{kλi , i 6= n}) ≥ distH2(kλn ,Span{kλi , i 6= n}) > 0.

Par conséquent, la suite (kλn)n≥1 est minimale.

Corollaire 4.4. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de D. Alors la suite (kλn)n≥1 n’est pas une base
de Schauder de H(b).

Démonstration. D’après le théorème 1.65, une base de Schauder est nécessaire-
ment une suite minimale et complète. Il suit des théorèmes 4.2 et 4.3 que ces
deux propriétés sont incompatibles pour la suite (kλn)n≥1 dans H(b).

Corollaire 4.5. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞

et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de D. Alors la suite
(

kλn
||kλn ||b

)
n≥1

n’est pas une

base de Riesz dans H(b).

Démonstration. D’après le théorème précédent, la suite
(

kλn
||kλn ||b

)
n≥1

n’est pas

une base de Schauder de H(b) alors en particulier n’est pas une base de Riesz
de H(b).

Remarquons que plusieurs questions naturelles restent ouvertes concernant
les suites (kλn)n≥1 dans H(b).

Question 4.6. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞ et
soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Supposons que

∑
n≥1(1 −

|λn|) <∞.
(i) Peut-on décrire

SpanH(b){kλn : n ≥ 1}?

(ii) Peut-on caractériser la propriété d’uniforme minimalité de (kλn)n≥1 dans
H(b)?

(iii) Peut-on caractériser la propriété de suite de Riesz de (kλn)n≥1 dans H(b)?

Remarque 4.7. Supposons que inf
n≥1
|a(λn)| > 0. Rappelons alors que d’après le

théorème 1.15 on a

||kλn ||2b = 1
1− |λn|2

(
1 + |b(λn)|2

|a(λn)|2

)
et donc il existe un C > 0 tel que pour tout n ≥ 1, on a

||kλn ||22 ≤ ||kλn ||2b ≤ C2||kλn ||22.
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Il suit alors de (4.2) que

inf
n≥1

distH(b)

(
kλn
||kλn ||b

,Span{kλi , i 6= n}
)
≥ inf
n≥1

distH2

(
kλn
||kλn ||2

,Span{kλi , i 6= n}
)
.

Par conséquent, si de plus, Λ = (λn)n≥1 est une suite de Carleson alors il
découle du lemme 1.68 que

inf
n≥1

distH2

(
kλn
||kλn ||2

,Span{kλi , i 6= n}
)
> 0

et donc (kλn)n≥1 est uniformément minimale dans H(b). Est-ce-que la condition
de Carleson est aussi nécessaire ?

4.2 Propriétés géométriques de la suite (bkλn)n
Dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de

H∞ rappelons que pour tout λ ∈ D, bkλ ∈ H(b) (voir théorème 1.15). Nous
étudions dans cette section la complétude et la minimalité de la suite (bkλn)n≥1
où Λ = (λn)n≥1 ⊂ D.

Rappelons que dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞, l’application

ϑ : H(b) → H(a)
h 7→ h+,

est une isométrie partielle surjective de H(b) sur H(a) et kerϑ = kerTb̄ ∩ H(b)
(voir théorème 1.14). En particulier, si de plus b est une fonction extérieure,
kerTb̄ = {0} (voir théorème 1.5) et alors ϑ est aussi injective et donc un isomor-
phisme de H(b) sur H(a).

Théorème 4.8. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 ⊂ D.

i) Si
∑
n≥1(1− |λn|) <∞ et si B = BΛ est le produit de Blaschke associé à

Λ, alors
ϑ(H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}) = H(a) ∩BH2.

(ii) Si
∑
n≥1(1− |λn|) =∞, alors

Span{bkλn : n ≥ 1} = H(b)	Kbi ,

où bi est le facteur intérieur de b.

Démonstration. (i) Supposons que
∑
n≥1(1 − |λn|) < ∞. Soit f ∈ H(b) 	

Span{bkλn : n ≥ 1}. Alors f ∈ H(b) et avec le théorème 1.15, on obtient
que pour tout n ≥ 1, on a

0 =< f, bkλn >b=
f+(λn)
a(λn) .

D’où pour tout n ≥ 1, f+(λn) = 0 et donc f+ ∈ BH2. De plus le théorème
1.14 implique que f+ ∈ H(a), ce qui donne ϑ(f) = f+ ∈ BH2 ∩ H(a). Par
conséquent on en déduit que

ϑ(H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}) ⊂ H(a) ∩BH2.
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Pour l’inclusion réciproque, remarquons que si g ∈ H(a) ∩ BH2 alors g =
Bh, h ∈ H2 et comme ϑ est surjective de H(b) sur H(a), il existe f ∈ H(b)
tel que ϑ(f) = f+ = g. En utilisant une nouvelle fois le théorème 1.15, on voit
que pour tout n ≥ 1, on a

< f, bkλn >b=
f+(λn)
a(λn) = g(λn)

a(λn) = B(λn)h(λn)
a(λn) = 0.

Ainsi f ∈ H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}, ce qui montre que

H(a) ∩BH2 ⊂ ϑ(H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}).

(ii) Supposons que
∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞. On notera b = bibe la décomposition

de b en facteur intérieur bi et facteur extérieur be. Rappelons alors d’après le
corollaire 1.9 que H(b) = Kbi ⊕ biH(be). Remarquons alors que be est un point
non extrême de la boule unité fermée de H∞ (car log(1− |be|) = log(1− |b|) ∈
L1(T)) et donc pour tout n ≥ 1, on a

bkλn = bibekλn ∈ biH(be).

Comme biH(be) est un sous espace fermé de H(b), on en déduit que

(4.3) Span{bkλn : n ≥ 1} ⊂ biH(be) = H(b)	Kbi .

Pour l’inclusion réciproque, notons que

H(b)	Kbi ⊂ Span{bkλn : n ≥ 1}

est équivalent à
H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1} ⊂ Kbi .

Soit f ∈ H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}. En utilisant une nouvelle fois le théorème
1.15, on obtient que, pour tout n ≥ 1,

0 =< f, bkλn >b=
f+(λn)
a(λn) .

D’où, pour tout n ≥ 1, f+(λn) = 0. Comme
∑
n≥1(1−|λn|) =∞, on en déduit

que f+ ≡ 0. On obtient alors

Tb̄f = Tāf
+ = 0,

soit f ∈ kerTb̄ = Kbi (par le théorème 1.5). Ainsi

H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1} ⊂ Kbi ,

ce qui achève la preuve du théorème.

Remarque 4.9. Notons que l’inclusion (4.3) est toujours vraie (que (λn)n≥1
soit une suite de Blaschke ou non).

Corollaire 4.10. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 ⊂ D. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La suite (bkλn)n≥1 est complète dans H(b).
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(ii)
∑
n≥1(1− |λn|) =∞ et b est extérieure.

Démonstration. Supposons d’abord que
∑
n≥1(1− |λn|) < ∞ et montrons que

la suite (bkλn)n≥1 n’est pas complète dans H(b). D’après le théorème 4.8 on a

(4.4) ϑ(H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1}) = H(a) ∩BH2,

où B = BΛ est le produit de Blaschke associé à Λ. Remarquons alors que
H(a)∩BH2 6= {0}. En effet, si f = beB où be est le facteur extérieur de b, alors
f 6≡ 0 et comme

|be|2 + |a|2 = |b|2 + |a|2 = 1 p.p. sur T,

le théorème 1.12 implique queM(be) = beH
2 ⊂ H(a), par suite

f ∈ BH2 ∩M(be) ⊂ BH2 ∩H(a).

On déduit alors de (4.4) que nécessairement H(b) 	 Span{bkλn : n ≥ 1} 6= {0}
et donc (bkλn)n≥1 n’est pas complète.

Supposons maintenant que
∑
n≥1(1 − |λn|) = ∞. En appliquant une nouvelle

fois le théorème précédent, on a

Span{bkλn : n ≥ 1} = H(b)	Kbi ,

où bi est le facteur intérieur de b. On en déduit donc que (bkλn)n≥1 est complète
si et seulement si Kbi = {0}, ce qui équivaut au fait que bi soit constant ou
encore que b soit extérieure.

Remarque 4.11. Si b est une fonction extérieure alors on a vu que ϑ est
un isomorphisme de H(b) sur H(a). De plus si Λ = (λn)n≥1 est une suite de
Blaschke alors {bkλn : n ≥ 1} n’est pas complète et le théorème 4.8 permet
d’affirmer que

H(b)	 Span{bkλn : n ≥ 1} = ϑ−1(H(a) ∩BH2).

Nous avons également obtenu une caractérisation complète de la minimalité.

Théorème 4.12. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de points distincts de D. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) La suite (bkλn)n≥1 est minimale dans H(b).
(ii)

∑
n≥1(1− |λn|) <∞.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : Supposons que la suite (bkλn)n≥1 soit minimale
dans H(b). En particulier, il existe f1 ∈ H(b) telle que < f1, bkλn >b= δn,1, n ≥
1. Or le théorème 1.15 implique que pour tout n ≥ 1, on a

< f1, bkλn >b=
f+

1 (λn)
a(λn) .

D’où f+
1 (λ1) 6= 0 et f+

1 (λn) = 0, n ≥ 2. Comme f+
1 ∈ H2, on en déduit que

nécessairement Λ = (λn)n≥1 est une suite de Blaschke.
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(ii) ⇒ (i) : Supposons que la suite Λ = (λn)n≥1 soit une suite de Blaschke et
soit B le produit de Blaschke associé. Pour n ≥ 1, considérons

gn := (1− |λn|2)
be(λn)Bn(λn)abeBnkλn ,

où Bn = B

bλn
=
∏
k 6=n bλk et be est le facteur extérieur de b. Remarquons que

gn ∈M(be) alors le théorème 1.12 implique queM(be) ⊂ H(a). D’où gn ∈ H(a).
En particulier, il existe hn ∈ H(b) 	 kerϑ tel que gn = ϑ(hn) = h+

n (car ϑ est
surjective de H(b) sur H(a)). En appliquant une nouvelle fois le théorème 1.15,
pour tout p ≥ 1, on a

< hn, bkλp >b = h+
n (λp)
a(λp)

= gn(λp)
a(λp)

= (1− |λn|2)a(λp)be(λp)Bn(λp)kλn(λp)
a(λp)be(λn)Bn(λn)

= δn,p.

On en déduit que (hn)n≥1 est une suite biorthogonale à (bkλn)n≥1 et donc que
(bkλn)n≥1 est minimale.

En utilisant le calcul d’une biorthogonale à (bkλn)n≥1 effectué dans la preuve
du théorème 4.12, on peut donner une condition suffisante pour avoir l’uniforme
minimalité.

Théorème 4.13. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de Blaschke de points distincts de D. Supposons
que

(4.5) inf
n≥1

(
|a(λn)|2|be(λn)|2

1− |a(λn)|2 |Bn(λn)|2
)
> 0.

Alors (bkλn)n≥1 est uniformément minimale dans H(b).

Démonstration. D’après la preuve du théorème 4.12, on sait que (bkλn)n≥1 est
minimale dans H(b) et qu’une biorthogonale (hn)n≥1 vérifie hn ∈ H(b) 	 kerϑ
et

h+
n = ϑ(hn) = (1− |λn|2)

be(λn)Bn(λn)abeBnkλn .

D’après le lemme 1.63, il reste à vérifier que sous l’hypothèse (4.5), alors

sup
n≥1
||hn||b||bkλn ||b <∞.

Or le théorème 1.15 implique que

||bkλn ||2b = 1− |a(λn)|2

|a(λn)|2(1− |λn|2) .
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De plus, comme ϑ est une isométrie partielle de H(b) sur H(a) et que hn ∈
H(b)	 kerϑ, on a

||hn||b = ||ϑ(hn)||a
= ||h+

n ||a

= 1− |λn|2

|be(λn)| |Bn(λn)| ||abeBnkλn ||a.

Remarquons alors abeBnkλn ∈M(be) et queM(be) est contenu contractivement
dans H(a) (voir théorème 1.12). En particulier on a

||abeBnkλn ||a ≤ ||beaBnkλn ||M(be)

= ||aBnkλn ||2
≤ ||kλn ||2.

Ainsi on en déduit que

||hn||2b ≤
(1− |λn|2)2

|be(λn)|2|Bn(λn)|2
1

1− |λn|2

= (1− |λn|2)
|be(λn)|2|Bn(λn)|2 .

D’où

||hn||2b ||bkλn ||2b ≤
1− |a(λn)|2

|a(λn)|2|be(λn)|2|Bn(λn)|2 .

L’hypothèse (4.5) implique alors que

sup
n≥1
||hn||b||bkλn ||b <∞

et d’après le lemme 1.63, on en déduit que (bkλn)n≥1 est uniformément minimale
dans H(b).

Remarque 4.14. Notons que l’hypothèse (4.5) implique en particulier la condi-
tion de Carleson. En effet, comme |a|2 + |be|2 = 1 presque partout sur T, le
principe du maximum pour les fonctions harmoniques implique que pour tout
z ∈ D,

|a(z)|2 + |be(z)|2 ≤ 1.

Ainsi pour tout n ≥ 1, on a

|a(λn)|2|be(λn)|2

1− |a(λn)|2 ≤ 1,

et donc (4.5) implique que

inf
n≥1
|Bn(λn)| > 0,

qui est la condition de Carleson.
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Exemple 11. Soit b(z) = z − 1
2 . Alors il est bien connu et facile de vérifier que

a est alors donné par a(z) = 1 + z

2 . La fonction b est une fonction extérieure et
un point non extrême de la boule unité fermée de H∞. Considérons alors par
exemple

λn =
(

1− 1
2n

)
i, n ≥ 1.

Comme |λn| = 1− 1
2n , n ≥ 1, on a

lim
n→∞

1− |λn+1|
1− |λn|

= 1
2 < 1.

On sait alors que (λn)n≥1 vérifie la condition de Carleson (voir [67]). De plus,
comme λn → i, n→∞, on voit aisément que la condition (4.5) est satisfaite et
donc (bkλn)n≥1 est uniformément minimale.

Corollaire 4.15. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞
et soit Λ = (λn)n≥1 une suite de D. Alors (bkλn)n≥1 n’est pas une base de
Schauder de H(b).

Démonstration. Il suffit de remarquer d’après le corollaire 4.10 que si (bkλn)n≥1
est complète dans H(b), alors Λ = (λn)n≥1 n’est pas une suite de Blaschke.
Mais il suit alors du théorème 4.12 que (bkλn)n≥1 n’est pas minimale. Ainsi la
suite (bkλn)n≥1 n’est jamais une base de Schauder de H(b) (car une telle base
est en particulier minimale et complète). On en déduit alors immédiatement le
résultat suivant.

Corollaire 4.16. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞

et Λ = (λn)n≥1 une suite de D. Alors la suite
(

bkλn
||bkλn ||b

)
n≥1

n’est pas une base

de Riesz de H(b).

En utilisant le lien entre H(a) et H(b) via l’application ϑ, nous allons obtenir

un critère pour que
(

bkλn
||bkλn ||b

)
n≥1

soit une suite de Riesz.

Théorème 4.17. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,
soit (λn)n≥1 une suite de Blaschke de points distincts de D et soit B le produit
de Blaschke associé. Supposons que

sup
n≥1
|a(λn)| < 1.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i)
(

bkλn
||bkλn ||b

)
n≥1

est une suite de Riesz dans H(b).

(ii)
(

kaλn
||kaλn ||a

)
n≥1

est une suite de Riesz dans H(a).

(iii) (λn)n ∈ (C) et dist(Ba,H∞) < 1.
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Démonstration. Les deux dernières assertions sont équivalentes d’après le théo-
rème 4.1.
Concernant les deux premières équivalences on rappelle que l’application

ϑ : H(b) → H(a)
f 7→ f+ .

est une isométrie partielle surjective et son noyau est kerϑ = kerTb̄∩H(b). Ainsi
l’application

ϑ̃ : (kerϑ)⊥ → H(a)
f 7→ f+ .

qui est la restriction de ϑ à ker(ϑ)⊥ est un isomorphisme. Remarquons que,
pour tout λ dans D, l’élément bkλ est dans (kerϑ)⊥. En effet, pour tout λ ∈ D
et pour tout g ∈ kerϑ, on a

< g, bkλ >b=
g+(λ)
a(λ) = 0,

car g ∈ kerϑ donc g+ = 0. De plus d’après le théorème 1.15, on a

ϑ̃(bkλn) = (bkλn)+ = 1− a(λn)a
a(λn)

kλn =
kaλn
a(λn)

,

ce qui implique que

ϑ̃

(
bkλn
||bkλn ||b

)
= |a(λn)|

a(λn)
kaλn
||kaλn ||a

.

La propriété de suite de Riesz étant invariante par isomorphisme, on en déduit
que (

bkλn
||bkλn ||b

)
n≥1

est une suite de Riesz dans H(b)

⇔
(

(bkλn)+

||(bkλn)+||a

)
n≥1

est une suite de Riesz dans H(a)

⇔

(
kaλn
||kaλn ||a

)
n≥1

est une suite de Riesz dans H(a).

4.3 Propriétés géométriques de la suite (zn)n
Dans le cas où b est un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,

rappelons que les polynômes sont denses dans H(b) (voir remarque 1.17 ou [73,
Corollaire 1]). Autrement dit, la suite (zn)n≥1 est complète dans H(b). Dans
cette section, nous nous intéressons à la minimalité, l’uniforme minimalité et la
propriété de base de Riesz de la suite (zn)n≥1 dans H(b).
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Théorème 4.18 (Corollaire 1, [73]). Soit b un point non extrême de la boule
unité fermée de H∞. Alors la suite (zn)n≥0 est complète dans H(b).

Théorème 4.19. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞.
Alors la suite (zn)n≥0 est minimale dans H(b).

Démonstration. Soit f ∈
∨
{zk; k 6= n}. Alors f =

∑
k∈I akz

k où I ⊂ N \
{n}, |I| <∞ et ak ∈ C, k ∈ I. On a alors

||zn − f ||2b = ||zn −
∑
k∈I

akz
k||2b

≥ ||zn −
∑
k∈I

akz
k||22

≥ 1 +
∑
k∈I

|ak|2 ≥ 1.

Ainsi, pour tout n ≥ 0, on en déduit que

dist(zn,Span{zk; k 6= n}) ≥ 1 > 0,

ce qui implique que pour tout n ≥ 0,

zn /∈ Span{zk; k 6= n}.

Par conséquent, la suite (zn)n≥0 est minimale dans H(b).

Le résultat suivant donne une condition suffisante sur a et b pour que la suite
(zn)n≥1 soit uniformément minimale.

Théorème 4.20. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞,
et supposons que b

a
∈ H2. Alors la suite (zn)n≥0 est uniformément minimale

dans H(b).

Démonstration. Soit f ∈
∨
{zk; k 6= n}. Alors f =

∑
k∈I akz

k où I ⊂ N \
{n}, |I| <∞ et ak ∈ C, k ∈ I. On a alors∣∣∣∣∣∣∣∣ zn

||zn||b
− f

∣∣∣∣∣∣∣∣2
b

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ zn

||zn||b
−
∑
k∈I

akz
k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

b

≥ 1
||zn||2b

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣zn −∑

k∈I

ak||zn||bzk
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

2

=
1 +

∑
k∈I |ak|2||zn||2b
||zn||2b

≥ 1
||zn||2b

.

D’après le théorème 1.36, comme b

a
∈ H2, on a

C := sup
n≥0
||zn||2b <∞.
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D’où pour toute f ∈
∨
{zk; k 6= n}, on a∣∣∣∣∣∣∣∣ zn

||zn||b
− f

∣∣∣∣∣∣∣∣2
b

≥ 1
C
,

ce qui implique que

inf
n≥1

dist
(

zn

||zn||b
,Span{zk; k 6= n}

)
≥ 1
C
> 0.

Ainsi la suite (zn)n≥0 est uniformément minimale dans H(b).

Exemple 12. Soit α ∈]0, 1
2 [. La fonction φα(z) = (1 − z)−α est une fonction

extérieure qui est dans H2. En particulier, elle est dans la classe de Smirnov
N+ et comme on l’a rappelé à la section 1.4, il existe une unique paire pytha-
goricienne (aα, bα) telle que φα(z) = bα(z)

aα(z) . D’après le théorème 4.20, la suite

(zn)n≥1 est uniformément minimale dans H(bα).

Toujours sous l’hypothèse b

a
∈ H2, nous donnons une caractérisation pour

que la suite normalisée des monômes forme une base de Riesz de H(b).

Théorème 4.21. Soit b un point non extrême de la boule unité fermée de H∞

et supposons que b

a
∈ H2. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La suite
(

zn

||zn||b

)
n≥0

est une base de Riesz de H(b).

(ii) ||b||∞ < 1.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) : Si ||b||∞ < 1, alors l’opérateur (I − TbTb̄)
1
2 est

un opérateur inversible sur H2 et donc H(b) = H2 (voir corollaire 1.7) avec
une norme équivalente. Or (zn)n≥0 est une base orthonormale de H2 et donc(

zn

||zn||b

)
n≥0

sera une base de Riesz de H(b). En effet, on a

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

an
zn

||zn||b

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

b

�

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

an
zn

||zn||b

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2

=
∑
n≥0
|an|2

||zn||22
||zn||2b

�
∑
n≥0
|an|2.

(i) ⇒ (ii) : Supposons que la suite
(

zn

||zn||b

)
n≥0

soit une base de Riesz de

H(b) et soit f ∈ H2. Montrons que f ∈ H(b). Comme f ∈ H2, on peut écrire
f =

∑
n≥0

anz
n avec (an)n≥0 ⊂ `2. Posons SN :=

∑N
n=0 anz

n et montrons que

(SN )N est une suite de Cauchy dans H(b). Remarquons que SN , en tant que
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polynôme, est dans H(b) (car b est un point non extrême de la boule unité
fermée de H∞). De plus, on a, pour N > M

||SN − SM ||2b =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

N∑
n=M+1

anz
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

b

�
N∑

n=M+1
|an|2||zn||2b ,

car
(

zn

||zn||b

)
n≥0

est une base de Riesz de H(b). De plus, comme b
a
∈ H2, on a

sup
n≥0
||zn||b <∞ (voir théorème 1.36).

D’où

||SN − SM ||b .
N∑

n=M+1
|an|2.

Comme (an)n≥0 ∈ `2, on en déduit que ||SN − SM ||b −→ 0, M,N →∞.
Ainsi (SN )N est de Cauchy dans H(b) et converge donc vers un élément g ∈
H(b). En particulier, comme

||SN − g||2 ≤ ||SN − g||b,

on en déduit que SN −→ g, N →∞ dans H2. Mais SN est la somme partielle
de Taylor de f ∈ H2. Ainsi SN −→ f, N →∞ dans H2. Par unicité de la limite,
on en déduit que f = g et donc en particulier f ∈ H(b). Finalement, on a montré
que H(b) = H2 et le corollaire 1.7 permet d’en déduire que ||b||∞ < 1.

Remarque 4.22. L’hypothèse ||b||∞ < 1 implique bien sûr que b

a
∈ H2. En

effet, comme |a|2 + |b|2 = 1 presque partout sur T, on a

|a|2 = 1− |b|2 ≥ 1− ||b||2∞

et donc 1
a
∈ H∞. Ainsi b

a
∈ H∞ ⊂ H2.

Pour finir ce chapitre, examinons un exemple dans le cas où b

a
/∈ H2.

Exemple 13. Soit b(z) = 1 + z

2 et a(z) = 1− z
2 . La suite

(
zn

||zn||b

)
n≥0

n’est

pas une base de Riesz dans H(b).

Démonstration. Remarquons que, pour z ∈ D, on a

b(z)
a(z) = 1 + z

1− z = 2
1− z − 1

= 2
∞∑
n=0

zn − 1 =
∞∑
n=0

cnz
n,
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où c0 = 1 et pour n ≥ 1, cn = 2. Le lemme 1.35 implique alors que

(zn)+ =
n∑

m=0
c̄n−mz

m

= zn + 2
n−1∑
m=0

zm.

En particulier, pour n > `, on a

< (zn)+, (z`)+ >2 =
〈

2
n−1∑
m=0

zm + zn, 2
`−1∑
j=0

zj + z`

〉
2

= 2
〈∑̀
m=0

zm, 2
`−1∑
j=0

zj + z`

〉
2

= 2(1 + 2`)
= 2 + 4`.

De plus, pour n ≥ 0, on a

||(zn)+||22 = 1 + 4n,

ce qui implique que

||zn||2b = ||zn||22 + ||(zn)+||22 = 2 + 4n.

Notons Γ = (Γn,`)n,`≥0 la matrice de Gram associée à la suite
(

zn

||zn||b

)
n≥0

.

Pour n > `, les calculs précédents montrent que

Γn,l =
〈

zn

||zn||b
,

z`

||z`||b

〉
b

= 1
||zn||b||z`||b

< (zn)+, (z`)+ >2

= 2 + 4`√
2 + 4n

√
2 + 4`

=
√

2 + 4`√
2 + 4n

.

En particulier, on a
∞∑
`=0
|Γn,`|2 ≥

n−1∑
`=0
|Γn,`|2 =

n−1∑
`=0

2 + 4`
2 + 4n

= 1
2 + 4n

n−1∑
`=0

(2 + 4`)

= 1
2 + 4n

(
2n+ 4n(n− 1)

2

)
= n2

1 + 2n.
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D’après le corollaire 1.66, si
(

zn

||zn||b

)
n≥0

est une suite de Riesz de H(b) alors

sup
n≥0

∞∑
`=0
|Γn,`|2 <∞

et donc on obtiendrait que

sup
n≥0

(
n2

1 + 2n

)
<∞,

ce qui est absurde. Ainsi
(

zn

||zn||b

)
n≥0

n’est pas une base de Riesz.
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