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Introduction

I.1 La fonction A de Hooley

I.1.1 Définition

Dans un article paru en 1979 [21], Hooley introduit une nouvelle fonction arithmétique,
la fonction A, définie de la maniere suivante.

Définition I.1.1. Pour tout n > 1,

A(n) == max (A(n,u)),
ou
A(n,u) == |{d|n : e* <d<e"t}.

Cette fonction permet donc de mesurer la concentration de ’ensemble
{logd : d|n}.

L’étude de I’ensemble des logarithmes des diviseurs d’un entier est motivée par un théoréme
énoncé par Hall et Tenenbaum dans [17], qui décrit la structure des diviseurs d’un entier
normal n. Avant d’énoncer ce théoréme, nous définissons la notion "pour presque tout n".

Définition 1.1.2. Soit P une propriété définie sur N*. On dit que P est vérifiée pour
presque tout n si, lorsque A désigne I’ensemble des entiers n ne vérifiant pas la propriété,
nous avons

lim l|Aﬂ [1,z]| = 0.

T—00

Théoréme 1.1.3. Soient ¢ > 0 et £(n) une fonction tendant vers +oo avec n assez
lentement. Pour presque tout n, nous avons

sup
E(m)<j<r(n)

‘ logy dj(n) —logj/log2

v2log jlogs g

Ce théoreme découle d’un autre théoréme, énoncé par Erdos en 1946 [I1] mais dé-
montré en détails par Hall et Tenenbaum dans [I7] qui décrit quant & lui la structure des
facteurs premiers d’un entier normal n.

‘<1+£.

Les recherches sur la fonction A de Hooley comportent deux axes : I’étude de son ordre
normal et ’étude de son ordre moyen.

L’étude de 'ordre normal de la fonction A a donné lieu a de nombreux articles. Nous
pouvons citer ceux de Maier et Tenenbaum en 1984 [25], en 1985 [26] et en 2009 [27],
et plus récemment un article du a Ford, Green et Koukoulopoulos [I3]. Mentionnons le
résultat du premier article cité. conjecturé par Erdos en 1948 dans [12].
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Théoréme 1.1.4 (Maier-Tenenbaum, 1984, [25]). Pour presque tout n, nous avons

A(n) = (logy(n)7,
oty ~ 0, 28754.

Ce théoreéme a notamment fourni la preuve d’une conjecture d’ Erdos [12] datant de
1948, stipulant que pour presque tout n, A(n) > 2

L’étude de l'ordre moyen a également donné lieu a de nombreux articles. Dans son
article paru en 1979, Hooley s’est intéressé a une majoration de I’ordre moyen de la fonction
A, car cela lui fournissait de nombreuses applications en géométrie diophantienne. Il établit
ainsi le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.5 (Hooley, 1979, [21]). Nous avons, uniformément pour x > 2,

Z A(n) < z(logz)¥/™ 1,

nx

Sa démonstration repose sur une transformation de Fourier, qui lui a permis de rame-
ner le probléme a I’étude de la fonction sommatoire d’une fonction multiplicative.

La majoration établie dans ce théoreme a par la suite été améliorée, d’abord par Hall
et G.Tenenbaum, dans un article paru en 1982 [15], puis uniquement par Tenenbaum dans
un article paru en 1985 [32]. Enfin, Hall et Tenenbaum ont fourni des précisions sur la
majoration obtenue dans [16]. Leur résultat est actuellement le meilleur résultat connu a
ce jour. Avant d’énoncer leur théoréme, nous devons définir la fonction £. Nous posons
ainsi, pour tout x > 16

L(x) := exp(y/logy(z) logs (2))-

Il s’agit d’une fonction & croissance lente de logx, dans le sens ou elle est dominée par
n’importe quelle puissance de log x.

Théoréme 1.1.6 (Hall-Tenenbaum, 1986, [16]). Nous avons, uniformément pour x > 16

ZA < zL(x)?,

n<x
avec o =2 + o(1).

Dans [21], Hooley a fourni de nombreuses applications du Théoréme a des pro-
blémes diophantiens. L’un de ces nombreux problémes consiste & minorer le nombre d’en-
tiers pouvant s’exprimer comme la somme d’un carré et de deux bicarrés. Le théoréme
suivant, qui est un cas particulier du théoreme 1.2 de [30], fournit la meilleure minoration
connue a ce jour.

Théoréme 1.1.7. Soit v(x) le nombre d’entiers inférieurs 4 x qui peuvent s’exprimer
comme la somme d’un carré et de deux bicarrés. Pour tout € > 0, il existe xo(e) tel que
pour tout x = xo(€), nous avons
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I.1.2 Fonctions Delta généralisées

Dans son article paru en 1979, Hooley a également introduit une généralisation de la
fonction Delta, permettant de considérer plus d’un diviseur d’un entier. Les fonctions A,
sont ainsi définies de la maniére suivante.

Définition I.1.8. Pour tout entier r > 2, pour tout r — 1-uplet
u=(uy,...,u._1) € R"7! nous définissons

Ar(nyu) = {dy---drq | n ;e <dy <V < — 1}

et
Ar(n) ;= max (Ar(n,u)).
r( ) ueRr-1 ( 7‘( ))
Généralisant sa méthode a tout entier » > 2 il a fourni une premiere estimation de leur
ordre moyen. Ce résultat a par la suite été amélioré par Hall et Tenenbaum dans [16].

Théoréme 1.1.9 (Hall-Tenenbaum, 1986, [16]). Pour tout entier r > 2, nous avons,
uniformément pour x > 3
Z Ap(n) < xL(x)*,

ot ap = (r—1)\/r(r+2)/24 o(1).

Ces fonctions A possedent également des applications en géométrie diophantienne.
L’une d’entre elles, fournie par Hooley dans [21] et liée a la fonction As, consiste a estimer
le nombre rg(n) de représentations d’un entier n comme somme de huit cubes strictement
positifs.

Théoréeme 1.1.10. Soit € > 0. Nous avons, lorsque n tend vers l’infini.

rs(n) = O(n"/3(log n)°).

1.2 Fonction A associée a un caractere

De récentes études ont mis en évidence I'intérét de généraliser les fonctions A, en leur
donnant en argument des fonctions arithmétiques, notamment des fonctions oscillantes
telles que des caracteres de Dirichlet.

Définition I.2.1. Pour une fonction arithmétique f, un réel u et un réel v € [0, 1], nous
posons
A(n, f,u,v) := Z f(a)
din
eu<d<eu+v
et
A(n, f) == max (JA(n, f,u,v)|).
ueR
ve(0,1]

L’introduction de la variable v est motivée par le fait que lorsque la fonction f n’est
pas de signe constant, le maximum en v n’est pas forcément atteint en v = 1. La fonction
A classique correspond donc au cas ou f est la fonction constante égale a 1. Nous pouvons
effectuer la méme généralisation pour les fonctions A,.
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Définition 1.2.2. Soit r > 2 un entier, f = (f1,---, fr—1) un r — l-uplet de fonctions
arithmétiques, u = (uy, - ,uy—1) E Rt et v=(vy,---,v,_1) € [0,1]"". Nous posons
Ap(n,fu,v) = > fi(dy) -+ fro1(dr-1)

di-dr_1|n
e%i <d;<e%itvi
et
A(n,f):= max_ (|A(n,f,u,v)|).
UERT71
velo,1]m 1

1.2.1 Oscillations statistiques

Dans un article paru en 2012 [5], La Breteche et Tenenbaum ont étudié la fonction
Delta de Hooley lorsque celle-ci est associée a une fonction oscillante, telle qu'un caractere
de Dirichlet ou la fonction de Mo6bius. Ils sont notamment parvenus a démontrer que les
compensations dues aux oscillations des fonctions considérées sont de nature statistique
dans des intervalles du type ] e%, e“!]. Leurs recherches se sont concentrées sur les moments
d’ordres pairs de la fonction A associée a une fonction oscillante, pondérés par une fonction
arithmétique g. Cette fonction arithmétique doit vérifier certaines propriétés.

Définition 1.2.3. Soient A > 0, ¢ > 0 et n €]0,1][. Nous définissons M 4(c,n) comme
étant ’ensemble des fonctions multiplicatives g vérifiant

g(n) =0 (Vn>1) (1)
gp”) < A” (v=>1) (2)
g(n) < n® (Ve > 0) (3)

et pour lesquelles il existe une constante y = y(g) > 0 telle que la relation asymptotique
suivante soit vérifiée

3" g(p) = yli(z) + O(ze ™)), (4)

p<zT

Définition 1.2.4. Soient A > 0, ¢ > 0, n €]0,1[ et x un caractére de Dirichlet. Nous
définissons M 4(x, ¢,n) comme Iensemble des fonctions g € M 4(c,n) pour lesquelles il
existe une constante z = z(g) € R telle que I'estimation asymptotique suivante soit vérifiée.

> g()x(p) = 2li(z) + O(z e los)"), (5)

p<T
Apres avoir défini la classe M 4(x, ¢,n), et posé, pour ¢t > 1
yo(t) == 1/(2*71 = 1), (6)

La Breteche et Tenenbaum établissent le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2.5 (La Breteche-Tenenbaum, 2012, [5]). Soient x un caractére de Dirichlet
réel non principal, A >0, ¢ > 0,t > 1, n €]0,1] et g € Ma(x,c,n) telle que z = z(g) <
2172001 + (1 — y/yo(t))T}. Il ewiste une constante o := a(g, x, ¢, t,n) telle que l'on ait,
uniformément pour x > 16,

> 9(mA(n,x)* < x(loga)y T vl (),

n<x

ot (1 —y/yo(t))" = max(0,1 —y/yo(t)).

Ce théoreme s’adapte au cas ou le caractere y est remplacé par la fonction de Mobius
p. Pour cela, il suffit que la fonction de pondération g appartienne & M4(c,n), la rela-
tion (5] étant alors automatiquement vérifiée avec z(g) = —y(g).

Nous référons a ’article [5] pour une minoration de la somme ci-dessus ainsi que pour
les discussions autour de la valeur attendue de I’exposant exact de log x.

La nature statistique des compensations dues aux oscillations des caracteres de Diri-
chlet non principaux, ou de la fonction de M&bius sur les intervalles du type ] e, e“*!] se
déduit en comparant le résultat du Théoréme [[.2.5] avec une estimation des moments de la
fonction A. Il est ainsi établi dans le théoréme 3 de [16] I'inégalité suivante, valable pour
tout y > 0 et £ > 1 fixés.

Z y*MA(n)t < z(log x)y—1+(2ty—y—t)+E(x)Q\/EJrO(l).

n<x
Ainsi, en prenant ¢t = y = 1, nous observons que pour un caractere de Dirichlet réel non
principal, A(n, x)? se comporte en moyenne comme A(n).
Les premiers exemples de fonctions g € M 4(x, ¢,n) sont les fonctions du type

w(n)

n— y“\.

11 existe également d’autres fonctions pouvant appartenir aux ensembles M 4(x, ¢,n) telles
que les fonctions comptant le nombre de racines modulo n d’'un polynéme en plusieurs
variable. Ces fonctions jouent un réle crucial dans les articles [33], [6] et [24].

1.2.2 Application
La conjecture de Manin

Dans un article paru en 1989 [14], Franke, Manin et Tschinzel ont établi une conjecture
sur le nombre de points rationnels d’une variété projective V', de "hauteur" bornée, lorsque
la variété V est de Fano, c’est-a-dire lorsque son faisceau anticanonique w‘jl est ample. La
hauteur considérée dans ce cas est construite a partir du faisceau w‘jl. Si nous notons h
cette hauteur, les auteurs s’intéressent a une estimation de la quantité suivante

N(U,h,B) :={z € U(Q) : h(z) < B}, (7)
ou U désigne un ouvert de V.

Conjecture 1.2.6. Soient N > 1 un entier et V C Pé?f une variété projective, de Fano,
dont l’ensemble des points rationnels est dense pour la topologie de Zariski. Pour tout
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owvert U de V' tel que U(Q) soit non vide et tel que N(U, h, B) soit fini pour tout B € R,
il existe des constantes, b > 1 et C' > 0 telles que

N(U,h,B)  ~ CB(log B)* 1.
— 00

De plus b correspond au rang du groupe de Picard de V.

L’énoncé ci-dessus a été restreint a un cas particulier par souci de simplicité, nous
pouvons trouver des énoncés plus généraux de la conjecture de Manin dans la littérature,
notamment dans [3] ou [28].

Par la suite, plusieurs auteurs, dont Peyre, se sont intéressés a la constante C' appa-
raissant dans la conjecture de Manin. Ce dernier en a donné une tres belle interprétation
géométrique dans plusieurs articles. Nous pouvons notamment citer [28] et [29].

Surfaces de Chéatelet

Dans un article paru en 2013 [6], La Bretéeche et Tenenbaum se sont intéressés a
résoudre la conjecture de Manin dans le cas ot la variété V est définie a partir de I’équation

Y2+ 2% = P(z,1) (8)

ol P est une forme binaire de degré 4 a coefficients entiers. 11 s’agit d’un cas particulier
d’une famille de surfaces, définies a partir des équations

y? —az? = P(x,1)

ol P est une forme binaire de degré 3 ou 4 et a € R, qui définissent les surfaces de Chatelet
7.

Leur résultat sur la fonction A associée a un caractere de Dirichlet leur permet ainsi
de résoudre la conjecture de Manin dans les cas ou la forme P est irréductible sur Q[i]
ou bien produit de deux formes binaires de degré 2 a coefficients entiers, irréductibles sur
Q[¢] et non proportionnelles.

Théoréme 1.2.7 (La Breteche-Tenenbaum, 2013, [6]). Soit P une forme binaire de degré
4 de Z[X,Y], irréductible sur Q[i]. Lorsque la variété V est définie a partir de (8)), nous
avons

N(V,H,B) = {Cu(V) + O((logBl)l/wO) }Blog B,

ot N(V,H,B) est défini en (7). De plus, la constante C(V) est celle conjecturée par
Peyre dans [2§].

Théoréme 1.2.8 (La Bretéche-Tenenbaum, 2013, [6]). Soit P une forme binaire de degré 4
de Z[X,Y], produit de deux formes binaires de degré 2 a coefficients entiers, irréductibles
sur Q[i] et non proportionnelles. Lorsque la variété V est définie a partir de (8)), nous
avons

N(V, H,B) = {Cu(v)+0( Blog B,

1
(log B)l/?O)}
ot N(V, H, B) est défini en (7).

Ces résultats viennent compléter ceux déja connus. En effet, la Breteche et Browning
ont résolu le cas ou le polynéme P est scindé dans [I]. Ils ont par la suite résolu le cas ou
le polynéme P est produit d’'un facteur linéaire et d’un facteur cubique irréductible sur
Q dans [2]. Le cas ou P est produit de deux formes linéaires et d’une forme quadratique
irréductible sur Q[i] a été résolu par la suite par Kévin Destagnol dans [10].
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1.3 Etat de Part

Les meilleurs résultats connus actuellement pour ’estimation de la somme

Sy(w) =Y y*"A(n)

n<x

reposent sur deux méthodes. La premiere, appelée méthode itérative, a été développée
pour la premiére fois dans un article écrit par Tenenbaum en 1985 [32], tandis que la
deuxieme, appelée méthode différentielle, a été développée dans un article écrit par Hall
et Tenenbaum en 1986 [16].

Ces deux méthodes sont complémentaires, puisque la premiére fournit le meilleur ré-
sultat connu a ce jour pour les petites valeurs de y, c’est-a-dire 0 < y < 1, tandis que
la deuxiéme méthode fournit le meilleur résultat pour les grandes valeurs de y, c’est-a-
dire y > 1. Néanmoins, comme l'ont remarqué Hall et Tenenbaum dans [17], la méthode
différentielle fournit également le meilleur exposant de (logz) connu & ce jour pour les
petites valeurs de y. Nous perdons juste un peu d’information sur le terme d’erreur dans
ce cas. C’est pour cela que dans les chapitres qui suivent, nous nous contentons d’adapter
la méthode différentielle.

Ces deux méthodes permettent d’obtenir une majoration de l’ordre moyen de A(n),
que nous considérons ici comme le maximum de la fonction

u— A(n,u),

a partir d’'un majoration de I’ordre moyen de la valeur moyenne de cette fonction, c’est-a-
dire de

M(n): ! /RA(n,u)du,

- logn

multipliée par un facteur intrinseque a ces deux méthodes.

Dans ce cas précis, nous avons
T(n
M(n) = T,
logn
et nous savons estimer avec une bonne précision son ordre moyen.

Pour cela, Hall et Tenenbaum ont dans un premier temps utilisé un lemme arithmétique
permettant de ramener I’étude de la somme Sy(x) a celle de la somme obtenue en ne
considérant que les entiers sans facteur carré, et pondérés par un poids 1/n. Ils utilisent
par la suite la méthode de Rankin et un lemme d’approximation d’une norme infinie par
une norme L9 afin de considérer la somme suivante

2
pA(n)
Lyfo) = Y B0 oo ag
n>1

My(n) :Z/RA(TL, u)?du.

La méthode itérative consiste alors a cribler cette somme selon le nombre de facteurs
premiers que possedent les entiers. Un parametre M est alors introduit et il faut estimer

2
n
LM(O') = 'L;Ll(ﬂr) y“(")Mq(n)l/q.
n>1

w(n)<M
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Les auteurs ont ensuite introduit, pour tout k& > 0 et n > 1, un entier ny, obtenu a partir
de n en ne considérant que ses k facteurs premiers. L’estimation de LfIV[ (o) se déduit ainsi
de celle de

2

1= (1) on

Lk,q(U) = n1+o)y ( )Mq(nk)l/qa
n>1

qui s’effectue par récurrence sur k.

La méthode différentielle consiste quant a elle a considérer la fonction L,(o) comme
sur-solution d’une équation différentielle et & exhiber une sous-solution de cette équation
différentielle qui fournira la majoration souhaitée.

Ces deux méthodes s’adaptent a l’estimation de I'ordre moyen des fonctions A, ce-
pendant, elles ne permettent de prendre la moyenne que sur une seule variable. Hall et
Tenenbaum ont donc du estimer, pour r > 3,

1

C = A cey Up_1)dug.
(n) ug,..r.fllli}fleR logn\/]\{ T(n’ Ut U 1) “

Ce probléme a été résolu au moyen de la majoration

Cn) <3 A 1(d),

dln

et d’une récurrence sur r.

Dans l'article paru en 2012, la valeur moyenne de la fonction étudiée par La Breteche
et Tenenbaum est la quantité suivante

1 1
M(n,x) = / / A%(n, x,u,v)dudv.
logn Jo Jr
Le calcul explicite de cette quantité ne fournit pas une expression simple qui permettrait
de résoudre le probléme. Ils ont alors utilisé la transformée de Fourier et le théoreme de
Parseval afin d’obtenir

1 , dv
o L

M(n,x) <

ou ‘
7(n,x,0) =D x(d)d”.
din

L’estimation de I’ordre moyen de |7(n, x,9)|? en fonction de ¥ repose alors sur le théoréme
des nombres premiers.

1.4 Résultats et méthodes de la thése

Nous généralisons les résultats obtenus par La Bretéche et Tenenbaum dans [5] en
traitant les deux questions suivantes.
— (Q1) Peut-on déterminer la nature statistique des compensations dues aux oscilla-
tions des caractéres dans des intervalles plus grands que ceux du type | e¥, e“ 1] ?
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— (Q2) Peut-on obtenir une majoration non triviale du moment d’ordre 2 de la fonc-
tion Ajz associée a 2 caractéres de Dirichlet ?
La premiere question a été posée par le Professeur Hooley au Professeur Tenenbaum
apres la parution de larticle [5]. Elle a été formulée de la maniére suivante. Fixons un
parametre V > 1 et définissons, pour un caractere de Dirichlet y, la quantité

Av(n, x) = max (|A(n,x,u,0)])-
ve[0,V]
Sous les mémes hypotheses que celles du Théoreme a-t-on
22t—1

Z g(n)Ay(n,x)* < zVt(logz)Y~ 14max{

n<x

yfyft,O}/:‘(w)a

Les hypothéses et le résultat du Théoréme [.2.5] imposent certaines restrictions sur V/
afin que ce résultat soit pertinent. La taille de V' doit ainsi dépendre du facteur z qui
apparait. En effet, dans un premier temps, nous pouvons supposer que le facteur V est
plus petit que logz, car I’ensemble {logn : n < x} est inclus dans lintervalle [0, log z].
Par ailleurs, si logV = O(y/log, logs x), la majoration ci-dessus se déduit directement
du cas V =1, car la valeur de a pour laquelle la majoration du Théoreme est vérifiée
n’est pas précisée.

Ces restrictions étant considérées, le théoreme suivant répond positivement a la ques-
tion du Professeur Hooley.

Théoréme 1.4.1. Soient A, ¢, n des constantes strictement positives, t > 1 un réel, x un
caractére de Dirichlet non principal d’ordre r, g une fonction de Ma(x,c,n) et V > 1.
Nous posons yg = 2%%_1 et nous supposons que y > 0 et By(r,t) < y. Alors, il existe une
constante o > 0 dépendant au plus de t, x, g, c et n telle que

3" () Ay (n, ) < 2L(2)*V (log )y vmy=0T,

n<x
Le facteur logs(x) qui apparait dans la fonction L peut étre omis si y > yo.

Pour démontrer ce théoreme, nous adaptons la méthode différentielle. Considérons
t = 1 par souci de simplicité. Dans ce cas, cette méthode nous permet de ramener I’'étude
de I'ordre moyen de |Ay (n,x)|? & celui de

1 1%
My (n) := A ?dudov.
v = oo [0 ] 18y v)Pdudy

Or, pour obtenir le résultat souhaité, il faudrait remplacer My (n) par la quantité My (n)/V.
Le probléme qui se pose ici est donc la taille de I'intervalle [0, V]. Nous contournons cette
difficulté en étudiant la quantité annexe

Ay (n, x) = max|A(n, x, u, V)|

Comme nous le verrons dans la section 1.2, la méthode de Hall et Tenenbaum s’adapte
afin d’étudier le moment d’ordre 2 de cette nouvelle quantité. Dans la section 1.3, nous
verrons comment 1’étude de cette quantité annexe fournit la majoration du Théoréme
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Remarque 1.4.2. La méthode différentielle présentée dans [16] fournit la meilleure esti-
mation connue actuellement dans le cas ou y > 1. Dans le cas ou y < 1, nous pourrions
adapter la méthode itérative de [32], cependant nous ne le ferons pas en raison de la com-
plexité des calculs qu’elle engendre. Nous verrons néanmoins comment adapter la méthode
différentielle afin d’obtenir le résultat du Théoreme La majoration fournie est alors
presque aussi fine que celle obtenue par la méthode itérative, avec uniquement une légere
perte de précision sur le facteur £(x).

Pour répondre a la deuxieme question, nous adaptons la méthode différentielle. Nous
rencontrons alors deux problemes majeurs. Le premier réside dans I’approximation d’une
norme infinie par une norme L9. Dans les exemples considérés dans la littérature, le terme
d’erreur apparaissant pouvait étre traité par des résultats connus, ce qui n’est pas vrai
dans notre cas. En effet, le terme d’erreur qui apparait est donné par

2
A*(n,x)? = (max A(d,x)) .
dln
Pour résoudre ce probleme, nous utilisons la majoration suivante

A*(n,x)? < (YA, X)Zq)l/q-
dln

Comme nous le verrons dans la section 2.4.1, la méthode différentielle et un théoreme
de Parseval nous permettent de ramener 1’étude de 'ordre moyen du majorant ci-dessus

a celle de 'ordre moyen de
d?d

d,x, )| ——5
ma [ [7(dox 9P 5

que nous majorons par

d?d
d, x,9)? :
[ maxir(d

La fonction nsax\v'(d, x,¥)|? étant multiplicative, nous pouvons utiliser le théoréme des

[n
nombres premiers afin d’estimer I'ordre moyen de cette quantité.

Le second probléeme que nous rencontrons est le méme que celui traité par Hall et
Tenenbaum dans [16] lors de I'estimation de I'ordre moyen des fonctions A,, & savoir que
leur méthode ne permet d’évaluer la moyenne que selon une seule variable. Nous devons
ainsi étudier ’ordre moyen de

1
2
C(n)XhXQ) = g}gﬁé /0 /R|A(n7X1aX27uav)| du2d,027

v1€[0,1]

ou u = (ug,uz) et v=(vy,v).
Pour résoudre ce probleme, nous utilisons le théoréme de Parseval, afin de transformer
I'intégrale ci-dessus. Ainsi, pour (ui,v;) € R x [0, 1], nous avons

1 dd
A 9 ) s Uy 2d d <</ A ) ) 707 9 277
/O/Rl (X1, X2, 0, V)| "duadug < [ [A(R x1,x2, 901,00
ou ‘
A(na X17X27197u177)1) = Z Xl(dl)XQ(dQ)déﬁ
didza|n

¥l <d<e®1 V1
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Nous passons ensuite le maximum a U'intérieur de I'intégrale afin d’obtenir

9 dv

C ’ 5 <</ A ) ; 719> ) T 92"
(n, X1, x2) | max |A(n, X1, X2, 9, u1,01))| Ty

U1€[07”

Comme nous le verrons dans la section 2.3.1, nous pouvons adapter la méthode différen-
tielle afin d’obtenir une majoration de ’ordre moyen de

2
max |A n, X1, X2, Y, u1,01)|
u1 €ER
’UlE[O ].]

en fonction de 1, dont nous déduisons une majoration de ’ordre moyen de C'(n, x1, x2)-

Posons
1

pe= 2

/ max (1,[1 +e™ [2)d9 — 2 ~ 0, 218. (9)

Pour un caractére de Dirichlet non principal d’ordre 7, x, nous définissons M4 (x, ¢, 1)
comme la classe des fonctions arithmétiques positives ou nulles vérifiant

VpePetVv>1, g(ph) <
Ve>0etVn>1, g(n) <. n

3" 9(p) = yli(z) + O(z e W”)

P
VekeZ, S glp) =2 li(x) + O(a e 20082)")
P<T r
x(p)=¢*

pour une certaine constante y = y(g) > 0 et
¢ = 2T, (10)

Enfin, pour (x1, x2) un couple de caracteéres de Dirichlet non principaux tels que y1Yz soit
non principal, nous définissons

Ma(xi, x2,¢n) = Ma(xi, c,n) N Ma(xa, ¢;n) D Ma(xixz, ¢, n)-
Nous obtenons alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.3. Soit (x1,x2) un couple de caractéres de Dirichlet non principaux tel
que Xx1X2 me soit pas principal, A, c¢ des constantes strictement positives, n €]0,1[ et
g appartenant 4 Ma(x1,Xx2,¢,1n). Pour y = y(g) > 0, il existe une constante a > 0,
dépendant au plus de x1, X2, g, ¢ et n, telle que nous ayons, uniformément pour r > 16

3" g(n)A(n, X1, x2)? < x(log )™= HeH2)y=23u=3) £ (g)e, (11)

n<x

En particulier, si y(g) = 1, il existe une constante a > 0 telle que nous ayons, uniformé-
ment pour r > 16

3" g(n)A(n, X1, x2)? < a(log ) L(x)". (12)

n<e

Nous ne savons pas actuellement si I’exposant p déterminé dans @ est optimal. Les
meilleures minorations connues & ce jour sont déterminée par le théoréme suivant.
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Théoreme 1.4.4. Soient y > 0 des réels, x un couple de caractéres de Dirichlet non
PrINCIpaul.

(i) Si x1x2 n'est pas principal, alors nous avons lorsque x > 3,

S )y A (n, x) > w(log )X,

ne
(ii) Si x1Xx2 est principal, alors nous avons lorsque x > 3,

> 1)y Af(n, x) > w(log )ty

n<e

Nous voyons donc d’une part que lorsque y Q_f]l%p, pJ%l[, nous connaissons ’exposant

exact de logz & un facteur o(1) prés. De plus, en comparant ces résultats avec ceux ob-
tenus par Hall et Tenenbaum sur la fonction Ajs, nous observons que dans ce cas, les
compensations dues aux oscillations des caracteres 1 et xo dans les ensembles de type
Jett et x]euz e2F1] sont de nature statistique. Enfin, I'hypothése y1xz est indispen-
sable pour assurer la majoration . La valeur de p déterminée dans le Théoreme m
est néanmoins suffisante pour 'application que nous envisageons.

Ce théoréme est utilisé pour résoudre un probléeme de comptage en géométrie algé-
brique. Ce probleme de comptage fut la motivation principale de nos travaux sur la fonc-
tion A associée a deux caractéres. Il nous permet de fournir une estimation asymptotique
sur le nombre d’idéaux dont la norme est une forme binaire de degré 3 sous certaines
conditions.

Considérons une extension cyclique de Q de degré 3, que nous notons K. Dans ce cas,
la quantité r3(n) comptant le nombre d’idéaux de Ok de norme n est reliée a un caractere
non principal du groupe de Galois de K sur Q, que nous notons Yy, par 1’égalité suivante,

r3(n) = (L x*x?)(n).
Nous désignons par R un domaine de R? et pour & un réel strictement positif, nous posons
R(€) :={x cR? : /6 € R}.
Pour F une forme binaire de degré 3, nous définissons

QE R, F):= > r3(F(x)).

zER(E)

Afin de déterminer une estimation asymptotique en £ de Q(&, R, F'), nous formulons quatre
hypotheses sur la forme binaire F' et sur le domaine R.

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont
la frontiere est continuement différentiable ;

(H2) Ve € R, ||z|| < o;

(H3) Vo € R, |F(x)| < 9%

(H4) la forme F' est irréductible sur K;
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pour certaines valeurs ¢ > 0 et ¥ > 0. Nous introduisons également 1’ensemble

&= U {n e N*:3d| ¢, n=admod dq} (13)
aeGy

Gy :=Ker(x) C (Z/qZ)*.

Puis, pour d | ¢*°, nous notons &; la projection de &€ sur Z/dZ, c’est-a-dire

Ex= U {n€Z/dZ : 3d1 | ¢, n = ad mod (d1q,d)}. (14)
acGy

Enfin, nous définissons 'exposant
n :=0,0034. (15)

Nous pouvons alors établir le théoréme suivant.

Théoreme 1.4.5. Soient € > 0, £ > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, x un
caractére non principal de Gal(K/Q) de conducteur q, F € Z[X,Y] une forme binaire de
degré 3, et R un domaine de R%. Pour tout 9 > 0 et o > 0 tels que les hypothéses (HI),
(H2), (H3) et (H4) soient vérifiées et sous les conditions

VE<a <2, 1//E<9 <&,

nous avons
(52 4 92)£2
QP& R) = K(F)LL L@ pwolR)g + o EET LIIE) g
ot ||F|| désigne le maxzimum des coefficients de F,
K(F) = Ko(F) [] Kp(F) (17)
plg
W) (X)) - o)
x(p X“(p op (" v
y(F) = (1= 2 2) (1= )ZO E2 2 (0 X)) (18)
pour tout p premier avec q et
K,(F) = lim — {z e @/d"2)? : F(a) £, (19)

I1 est par ailleurs possible d’interpréter géométriquement les constantes K,(F') et
K,(F) lorsque I'anneau des entiers Ok est principal.

La démonstration de ce théoréeme s’appuie sur des méthodes développées par La Bre-
teche et Tenenbaum dans [6]. Il s’agit de fournir, dans un premier temps, une bonne
approximation de la quantité suivante

’A(dldg, F) N Dq|,

A(s, F):={(m,n) € Z* : s| F(m,n)}

et
D, = {(m,n) € Z* : (m,q) = 1};



20 INTRODUCTION

lorsque d; et do sont de taille contrélée. Cela sera fait dans la section 3.3.1. Il faut ensuite
se ramener au cas ou les diviseurs dj et dy sont tous deux de taille controlée afin d’exploiter
la bonne approximation démontrée précédemment, ce qui est presque toujours possible au
moyen d’un changement de variable dans la somme définissant r3(n). Ce changement de
variable ne peut cependant étre effectué que si x(n) = 1. La somme ne portant effecti-
vement que sur de tels entiers n, une étape de la démonstration consiste & paramétrer
la somme définissant @) selon cette condition. Cette paramétrisation sera fournie dans la
section 3.3.2. Le Théoréme [[4.3] est quant & lui utilisé pour traiter la contribution des
entiers di et do dont nous ne pouvons pas controler la taille, comme nous le verrons dans
la section 3.4.

Lorsque 'anneau Ok est principal, la norme d’un idéal est la norme d’un élément qui
engendre cet idéal. Nous pouvons alors fixer une Z-base de Ok, (wi,ws,ws) et définir, a
partir de cette base, le polynéme

P(z,y,2) = Ng/g(rw1 + ywa + 2ws).

Ce polynoéme est une forme homogéne de degré 3 a coefficients entiers, et nous verrons que
les constantes K,(F) et K,(F') sont liées aux densités non archimédiennes de la variété
V C Pé définie a partir de I’équation

P(z,y,z) = F(u,v).

Comme nous le verrons dans la section 3.5, cette étape nécessite beaucoup de dénombre-
ments, analogue a ce qui a déja été effectué par La Breteche et Browning dans [I], ainsi
que la connaissance de la factorisation de 1'idéal pOk selon la valeur de x(p) lorsque p est
premier.

1.5 Plan de la thése

La these est composée en trois parties. Dans la premiere partie, nous reproduisons
larticle [22], qui a été accepté dans la revue Acta Arithmetica, et dans lequel nous démon-
trons le Théoréme répondant ainsi & la question (Q1). Nous y démontrons également
un théoréme de minoration de 'ordre moyen de la fonction Ay (n, x)?' afin de voir dans
quelle mesure la majoration du Théoreéme est optimale.

L’étude de la question (Q2) est menée dans la deuxiéme partie, olt nous reproduisons
larticle [23] afin de démontrer le Théoréme relatif a la majoration de I’ordre moyen
de la fonction |As(m, x1, x2)|?>. Nous y démontrons également une minoration de 1’ordre
moyen de la fonction |Az(n, x1, x2)|? pondérée par une fonction arithmétique g.

L’application du Théoréme [[.4.3] en géométrie algébrique est traitée dans la derniére
partie. Dans celle-ci, nous reproduisons ’article [24] ot nous démontrons le Théorémem,
ainsi que l'interprétation géométrique de la constante principale lorsque ’anneau Ok est
principal.
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Notations

Les notations suivantes sont utilisées dans cette these.
Les lettres x, y, t, u, v, V, U, o, s, T, ¥, £, Z désignent des nombres réels.
Les lettres n et m désignent des nombres entiers.
d désigne également un entier, généralement un diviseur.
p désigne un nombre premier.
x désigne un caractere de Dirichlet.
q désigne le conducteur de x.
Dans le chapitre 1, r désigne 'ordre de . Dans le chapitre 2, r peut également étre un
entier permettant de définir A,.. On note

e(x) — e2i7rx

et

g désigne une fonction arithmétique.
Bg(r,t) est défini page 22.
A(t) est défini page 22.
B(r,t) est défini page 22.
On note
L(z)=e logy (x) logz ()

ou log;, désigne la k-ieme itération du logarithme. p désigne la fonction de Mobius.
7 désigne la fonction nombre de diviseurs.

p est défini page 37.

Les lettres u et v désignent des couples de réels.

x désigne un couple de caracteres de Dirichlet.

C(n,x) et D(n,x) sont définis page 40.

K désigne un corps de nombre.

G désigne le groupe de Galois de K sur Q.

R désigne un domaine de R2.

F désigne une forme binaire de degré 3.

Ok désigne 'anneau des entiers de K. r3(n) compte le nombre d’idéaux de Og de norme
n.

& est défini page 82.

&4 est défini page 82.

(G1 est défini page 82.

71 est défini page 82.

Les fonctions L(s, x) et Lg(s, x) désignent des fonctions L de Dirichlet.

Les constantes K (F'), K,(F) et K,(F) sont définies page 82.

Les fonctions g;ﬂ, 0 et o sont définies page 83.

Les ensembles A*(s, F') et A(s, F') sont définis page 82.






Chapitre 1

Moments de la fonction Delta de
Hooley associée a un caractere

Ce chapitre est la reproduction intégrale de l'article [22] disponible sur Arxiv.

1.1 Introduction et énoncés des résultats

Pour n € N*, f une fonction arithmétique, u € R et v € [0, 1], nous posons

An, fouw) = Y f(d)
din
eu<d<eu+v

A(n, f) = sup [A(n, f,u,v)]
uER
v€E(0,1]

Dans [5], La Bretéche et Tenenbaum étudient I'ordre moyen de la fonction A(n,x)?
lorsque x est un caractére de Dirichlet réel non trivial, nous nous intéressons ici a une
généralisation de leur résultat.

Pour n € N*, f une fonction arithmétique, et V' € R’ , nous considérons

Ay (n, f) == sup |A(n, fu,v)], Ay(n, f) = Suglﬁ(n,f,u,v)h (1.1)
ue ue
ve[0,V]

Dans la définition de la fonction A(n, f), le parametre v est compris entre 0 et 1.
Dans celle de Ay (n, f), il est compris entre 0 et V ou V' > 1 et nous démontrons une
estimation, uniforme en V', de I’ordre moyen de la fonction Ay (n, x)?. Le caractére x est
fixé et nous notons r son ordre. Ainsi nos résultats sont valables pour des caractéres non
réels, étendant pour V =1 les résultats de [5].

Lorsque r > 2 un entier, nous notons

oil e(z) = 2™
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Définition 1.1.1. Lorsque x est un caractere de Dirichlet complexe d’ordre r > 2, A > 0,
¢ > 0 et n €]0,1], nous disons qu'une fonction multiplicative g appartient a la classe
M a(x, e, n) si elle est positive ou nulle et si les conditions suivantes sont vérifiées

VpePetVv>=1, g(p¥) < A (1.2)
Ve >0etVn>1, gn) <.
Vke[0,...,r—1], Z g(p) = 2z, li(x) + O(x e~ 2elog®)") (1.4)
p<T
x(p)=¢"

pour certaines constantes zp = zi(g) = 0.

Remarque 1.1.2. Les constantes z; peuvent étre calculées a partir de I'estimation des

> 9p)x(p)

pszT

somines

pour j € {0,...,r —1}.

Lorsque g € Ma(x,¢,n) et t > 1, nous posons

Yy —sz, Bg(r,t) = 52 1sz‘1+ck’

La valeur y correspond donc & l’ordre moyen de g sur les nombres premiers. Pour ¢t > 1,
nous définissons

1T w2t 2HT(E+1/2)  2D(20)
At = %/ [1+e" o = JAh(t+1) )2

Nous pouvons d’ores et déja remarquer que A(t) < 227! pour ¢ > 1 avec égalité si et
seulement si t = 1.

Exemple 1.1.3. Considérons le cas g(n) = y“(™ et t € N*. Les z, valent tous % et un
calcul direct fournit la formule

B, = Byl t) = sy Z ( )@

7

Si nous supposons de plus que ¢t < r, alors

B(r,t) = 22,:12()

tandis qu’un calcul direct de l'intégrale définissant A\(¢) fournit

ainsi

Dans ce cas, nous avons [(r,t) < .
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Lorsque x > 16, nous notons
E(x) =e log, (z) logs(w) i

Lorsque t € R, nous posons
tT := max(t, 0).

Enfin, pour x > 2, V > 1, g une fonction arithmétique et ¢ > 1, nous notons

Sev(z,x,9) =Y g(n)Ay(n,x)*. (1.6)

n<e

Notre objectif est de voir comment le parametre V influe sur le comportement de
I'ordre moyen de la fonction Ay (n, x)2. Nous établissons les deux théorémes suivants, qui
répondent a une question posée par le Professeur Christopher Hooley au Professeur Gérald
Tenenbaum.

Théoréme 1.1.4. Soient A, ¢, n des constantes strictement positives, t = 1 et V > 1 des
réels, x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre r, et g une fonction de Ma(x,c,n).
Nous posons yg = ﬁ et nous supposons que y > 0 et By(r,t) < y. Alors, il existe une
constante o = a(g, x,¢,m,t) > 0 telle que, pour x > 16

Sy (z, X, 9) < 2L(z)°U(log z )y~ y—y=07 (1.7)

ot NOUS AVONS POSE
U :=min(V,log z). (1.8)

La constante implicite dans la majoration (1.7)) dépend au plus de g, x, ¢, t et n. Par
ailleurs, le facteur logs(x) qui apparait dans la fonction L peut étre omis siy > yo.

La fonction g définie dans I'exemple vérifie les hypotheéses de notre théoreme des
que t est un entier strictement inférieur a r.

Remarque 1.1.5. Nous avons un effet de saturation a partir de la valeur V' = log z. Cela
vient du fait que, pour tout n < z, Uensemble {logd : d | n} est inclus dans l'intervalle
[0, log z]. Dans toutes nos démonstrations, nous supposerons donc que V' < log z.

Remarque 1.1.6. Nous pouvons supposer que la constante implicite dans la majoration
(1.7) est absolue, quitte a augmenter I'exposant v du facteur L(z).

Remarque 1.1.7. Il est également possible d’omettre le facteur logs(z) qui apparait dans
la fonction £ dans le cas o, y < yo. Il suffit, pour cela, d’adapter la méthode itérative de [5].
Cependant, cette démonstration ne sera pas incluse dans ’article du fait des complications
techniques qu’elle engendre.

Remarque 1.1.8. Pour V =1, x réel, et lorsque ¢ n’est pas un entier > 2, nous retrouvons
le résultat de [5] avec la méme précision. De plus, compte-tenu de la majoration triviale

Srv < (VI+1)*&1, (1.9)

notre majoration fait apparaitre un gain de I'ordre de V!. Cependant, si t est un entier > 2
et x réel, La Breteche et Tenenbaum obtiennent une majoration de &;; avec un meilleur
exposant de log(z), sous une condition plus restrictive portant sur y (formule (1.6) du
théoréme 1.1 de []). Mais dans ce domaine la, nous pouvons montrer que la majoration
est quasiment optimale. Ainsi, nous savons quune majoration avec un facteur V*
n’est pas vérifiée.
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Remarque 1.1.9. Etant donné les résultats de [5] et la majoration triviale , le
parametre V? n’est significatif dans la majoration que lorsque l'on a la relation
supplémentaire \/log,(x)logs(x) = o(log V). En effet, dans le cas contraire, le facteur V*
peut étre supprimé car VEL(z)* = O(L(z)®) ont o est choisi suffisamment grand.

Remarque 1.1.10. Le parameétre V influe sur I'ordre moyen de Ay (n,x)? de maniére
linéaire lorsque x est un caractere de Dirichlet d’ordre 2. Ce résultat montre que les
compensations dues aux oscillations du caractére x dans les intervalles | e%, e“TV] sont de
nature statistique, car Ay (n, x)? se comporte en moyenne comme Ay (n) ou

Ay (n) :=sup Z 1.

u€eR d|n
eu<d<eu+V
En effet, la majoration Ay (n) < VA(n), la minoration Ay (n) > ‘fOTT("n), valable pour

V < logn ainsi que le théoréme de l'article [32], montrent ’encadrement
2V <) Ay(n) < zVL(z)"
n<x

Théoreme 1.1.11. Soient x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre r, y > 0,
V>1ett>1. Lorsque x tend vers 400, nous avons

Gy (z,x, *y”) > x((log 2)Y1 + (log x)Qty_t_lUt + (log x)QQty/r_Qt_lUQt), (1.10)

ot U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, x et t.

Remarque 1.1.12. Grace au deuxiéme terme du membre de droite de (|1.10)), lorsque
t =1 et y > 1, nous retrouvons le méme exposant de logxz, & un facteur o(1) pres, ainsi
que le méme exposant de V dans le minorant de que dans le majorant de .
Il s’agit d’'un des deux seuls cas ou la majoration et la minoration correspondent, a un
facteur (log ac)o(l) pres. L’autre cas correspond a la remarque 1.1.8.

Soit
t

yi(t) = NOESE (1.11)

Nous énongons deux théorémes qui sont des versions analogues des Théoremes [1.1.4] et

1.1.11] pour la fonction pu.

Théoréme 1.1.13. Soient A, ¢, n des constantes strictement positives, t > 1 un réel,
g une fonction de My(c,n) et V- > 1. Nous supposons que y > 0. Alors, il existe une
constante o = (g, c,t,n) > 0 telle que pour x > 16

Sy (@, 1, g) < 2L(x)*Ut(log z)V~ 1+ M y—y="

ou U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, x et t. Par ailleurs,
le facteur logs(x) qui apparait dans la fonction L peut étre omis siy > yi.

Théoréme 1.1.14. Soient y >0, V > 1 et t > 1. Nous avons, lorsque x tend vers +oo,
v (@, 1, 12y*) > o (log )~ + (log 2)* v~ 71U"),

ou U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, x et t.

Remarque 1.1.15. Le seul cas ou la majoration et la minoration correspondent, a un
facteur (logz)°M) pres, a lieu lorsque t =1 et y > 1.
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1.2 Majoration dans le cas ou v est fixé

1.2.1 Enoncés des résultats

Les Théorémes et [I.1.11] ne peuvent se déduire directement de la méthode déve-
loppée par La Bretéche et Tenenbaum dans [5]. C’est pour cela que nous avons introduit

la fonction A¥(n, f) en (1.1).
Lorsque g et f sont deux fonctions arithmétiques, v,t > 1, et £ € R, nous définissons

6:,1)(337 f7g) = Z g(n)AT)(nv f)zt)

n<x

ou A¥(n, f) est définie en (|1.1]). Nous nous intéressons dans cette partie & une majoration
de &7, (z, X, g). Cette majoration nous permettra de déduire le Théoréme m

Théoréme 1.2.1. Sous les mémes hypothéses que le Théoréme[1.1.4), pour tout v > 1, il
existe une constante a = a(g, x, ¢, t,n) > 0 telle que, pour r > 16

G;fk,v ($7 X5 g) <K xﬁ([L’)aut(log x)y—1+(22t71y_y_t)+

0l MOUS AVONS POSé

u := min(v, log x). (1.12)
La constante implicite dépend au plus de g, x, t, ¢ et . Par ailleurs, le facteur logs(x)
qui apparait dans la fonction L peut étre omis si y > yo.

Remarque 1.2.2. Les remarques et restent valables pour l’estimation de
&;,(z, X, 9), nous supposerons donc par la suite que v < logz. Nous pouvons également
supposer que la constante implicite dans la majoration du Théoreme [1.2.1] est absolue.

Ce théoreme posséde également une version analogue lorsque nous remplacons le ca-
ractere y par la fonction pu.

Théoréme 1.2.3. Sous les mémes hypothéses que le Théoréme il existe une
constante o = a(g, x, ¢, t,n) > 0 telle que, pour x > 16

6;11 (CL‘, M, g) < xﬁ(m)aut(log x)y—1+(/\(t)y—y—t)+

ot u est définie en (1.12)). La constante implicite dépend au plus de y, x et t. Par ailleurs,
le facteur logs(x) qui apparait dans la fonction £ peut étre omis siy > y1 ot y1 est défini

1.2.2 Rappels

Dans cette section, nous énoncons les lemmes permettant de démontrer le Théo-
réme Les démonstrations étant proches de celles de I'article [5], nous nous intéressons
aux modifications apportées a celles-ci par I'introduction du facteur v et la généralisation
aux caracteres complexes.

Lorsque n > 1, nous posons

/
E(n) := lIiIc}llﬁll log o E*(n) := min (1, E(n)).
d<d’
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Lorsque n > 1, ¢ > 1, et f une fonction, nous posons

M;U(n, f):= /R |A(n, f,u,v)|?du.

Les deux lemmes suivants étant en tout point identiques & ceux de larticle [5], nous nous
contentons d’énoncer les résultats.

Lemme 1.2.4. Soitv > 1. Lorsque n > 1 et ¢ > 1, nous avons

A(n, x)? < 20 4+ 25 9E* (n) M, , (n, )2 (1.13)
De plus, si E*(n) =2 n et 1< q<b, alors
11
M, (n, x)V/? < 28789/ =a M, (n,x) 1. (1.14)

Pour démontrer ce lemme, nous regardons le lieu des réels u qui sont proches du réel
ug pour lequel la fonction A(n, x, ., v) atteint son maximum. Ce lieu est de mesure E*(n),
ce qui fournit le terme principal. Le terme d’erreur apparait comme la variation maximale
de cette fonction dans ce lieu.

Lemme 1.2.5. Soient A >0, ¢ >0, n €]O,1[, g € Ma(e,n) et t = 1. Pour tout y > 0,
nous avons, uniformément en o > 0,

2t

3 p2(n)g(n)7(n)

e < 1. (1.15)

n>1
E(n)§0'3‘4ty

Avant d’énoncer le prochain lemme, quelques notations sont nécessaires.
Lorsque ¢,n > 1, w € R et 0 < j < ¢, nous définissons
Nj gv(n,w) ::/ |A(n, X, u, ) |A(n, x, u — w,v)| du.
R

Lorsque x est un caractére de Dirichlet, n un entier strictement positif et 9 un réel, nous
posons

T(n,x,9) =Y x(d)d"”. (1.16)
dln
Nous définissons, pour v > 1,
2
. [ v 214 >~ 1 VAN
Tv (n, X) = A mh’(n, X719)| d'l9 = ’UA 1_{_7192’7'(77/, X ;)‘ d'IB (117)

Lemme 1.2.6. Soit n > 1 un entier. Nous avons, uniformément pour v > 1
M3, (n, x) < 75 (n, X). (1.18)

Démonstration. Un calcul de transformée de Fourier, identique a celui effectué dans le
lemme 2.3 de [5], et I'identité de Parseval fournissent

. sin?(v19/2)
MQ,’U(”?X):/]R’T(TL?X719)’279/2(1"‘9'

Nous avons alors, uniformément pour v > 1,

sin?(v1/2) . (9 1 v?
T <<m1n(v ,@) <K m

D’ot le résultat. O
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Lemme 1.2.7. Pour1<j<qg—1,g€ Mua(e,n),n>1,v>1 etx > 2, nous avons
lo
5 LLLOBD ol logp) < Mg, 30D/ G D (5D 4 Ry ()
p>x

ot
Ryo(n,x) < e~c1os2) gapg, . (n)(2a-2)/(2a=1)y24/2a=1) 7 )24/ (24=1)

et
Mp,,(n / A(n,u,v)" (1.19)

Démonstration. Pour tout n > 1, nous avons
g(p)logp
Z =—=Nayj 2qv(n,logp) = / |A n, X, U, ”)| 52(q jydu
p>x

ou

p) log(
S2h - Z g g ’A(nﬂX?u - 10g<p)’v)|2h’

p>x
Un développement de la somme définissant A nous permet d’écrire, dans le cas
N max d;
on v > log (35575,

Sn= X X d gy > L

di,...,dop|n u—log min d, <log p<u+v—Ilog npax dy
p>x

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut

u+v—log max dr 1
Yy / Lo, 1](
u

—log min d;

“)at 4 O (e <08 )" ),

En adaptant le théoreme 72 de [I7], nous obtenons, pour tout h > 2, I'inégalité

> 1 < 22" My, (n)

di,...,dap|n
log(max d;)—log(min d;)<v

o Moy, ,, est défini en (1.19)). Ainsi,

—+oc0o
Sop, = y/ |A(n, x,u —t, v)|2hdt + O(QQhMghﬂ,(n) o cllog)" )
1

ogx

<Y / |A(n, X, u — t,0)|2dt + O (2% My, , (n) e =108 @)™,
R
Nous obtenons donc

lo
Z Msz,Qq,u(na log p)
p>x

<yQj + 0(22(q_j)M2(q—j),v(n)MZj,v(n) e elos o))

ou

Q; = [ 180 x w0)Pidu [ A, w, )20 dw.
R R
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Plusieurs adaptations de l'inégalité de Holder décrites dans le lemme 2.4 de [5] impliquent
Q< Mékq,v(n, X)(q—2)/(q—1)M§7U(n’ X)Q/(q—1)7
tandis que la majoration fournit
M; ,(n, x) < 75 (n,X)

ou 7, (n,x) est défini en (1.17). Pour traiter le reste, nous effectuons un raisonnement
similaire. Le terme positif |A(n, x,u, v)| est clairement majoré par A(n,u,v), puis, une

inégalité de Holder avec exposants 2(q }) et 2q 1 montre la majoration

/ A(n,u,v)¥du
R

2(q—4)/(2¢—1) (25-1)/(2¢—1)
< (/A(n,u,v)du) B (/A(n,u,v)2qdu) ’ o
R R
Le méme raisonnement en remplagant j par ¢ — j fournit
MQjaU(n)M2(qu),v(n)

2q/(2¢—1)

< (/ A(n,u,v)du) v

R

Pour conclure, nous utilisons I'estimation triviale

/RA(n,u,v)du < ot(n)

valable pour v > 1. ]

2q(n) 2472/ a1

Lemme 1.2.8. Soient A > 0, ¢ > 0, n €]0,1[, t > 1, x un caractére de Dirichlet non
principal d’ordre v et g € Ma(x,c,n). Nous avons uniformément pour 0 < |9 < 1 et
r =3

Z |1+ 219|2t

psz (1.20)

_ logx
= y\(t)log(1 + |9|log x) + B4 (r, )22 log (m) +0(1)

et uniformément pour \79] >1
Z 9(p \l—i— )P 2t < yA(t) logy = + Blogy(2 + [9)) (1.21)
P

ot B est une constante.

Démonstration. 11 suffit d’adapter le lemme 2.5 de [5] dans le cas ou le caractere y est &
valeurs complexes. O

Lemme 1.2.9. Soit T > 1 un réel, A,c > 0, n €]0,1[ , x un caractére de Dirichlet
non pm’ncipal d’ordre r et g € Ma(x,c,n) telle que y > 0 et By(r,t) < y. Pour tout
0<s<q Tetv>1 nous avons

Z i 1+s 7o (n,X)" < <ol

n=1

ol

an=[[p, n=1]Ir

pln pln
p<T p>T
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Démonstration. D’apres 'inégalité de Holder, nous avons

o (n, x)" <! /OOO 1_:192‘7'(71,)(, g)’%dﬁ.

Donc la somme que nous cherchons a estimer est

<<vt/0001+1192f(s,13)d0

2 n n
Fs.0) = X S o

1+s
n=>1

ou

Pour s > 0, cette fonction possede un développement en produit eulérien

fis,0) =TT (1+ @)y x@)p” ) IT (1+ il(fz’ 1+ x(p)p*). (1.22)

p<T p p>T

Nous utilisons le Lemme pour estimer f(s,1). Comme les équations (|1.20)) et ((1.21])

utilisent une borne z, nous devons estimer

9(p) i
> Jirs| L FX(®)p P

p>x
Or
g(p) 9|2t 2 o 1
T+ x()p™ " < 2%y [ g dt
;3 plts . titslogt
o0 —Su
<</ ¢ du
logz U
[ee) —U
<</ e—du.
slogz U

Ainsi, en prenant @ = e!/%, cette quantité est O(1). Ce choix de x est compatible a
la majoration de f fournie par le Lemme m En effet, comme s < nous avons

z =e'/* > T, ainsi, d’aprés (1.22), nous avons

£ < TT (1 + 221 4 xp) T (1+ zfﬂ 1+ x@)p™*).

1
logT»

pszT p Pt
Les équations ([1.20)) et (1.21]) fournissent alors
9\VA®) g ey
f(s,9) < (1+S) (s +7) g siv<1
sy log(2 +9)” sinon.
Ainsi

© 1 ) v Y\ Ay 9y 2271 By (rt)
/O 71“92]0(5, ;)dﬁ <</0 T (1+£) (s+;) 4y

1 e B

+/U T 2° log(2 + )" dv

722t715g(7’7t) /vs d’l9

< s A 71 T2
v —B.(r4)22t—1
+ SfyA(t)/ (g)yk(t) Por)2 Y 4 gV

v 1+ 9?2
< min(1,vs)s 2 Bor) 4 12 B0 (10) 16g(1 /5) 4 57U,

S

L’hypothese 34(r,t) < y permet de conclure. O
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Ainsi, nos hypotheses sur f,(r,t) sont plus restrictives que celles de [5], cela vient du
fait que nous dilatons un intervalle portant sur les petites valeurs de ¥ d’un facteur v.

Avant de commencer la démonstration du Théoreme [1.2.1] nous énoncons les deux
lemmes suivants. Le premier nous permet, de maniere classique, de nous ramener au cas
d’une somme portant sur les termes sans facteur carré et pondérés par un poids 1/n. Le
second correspond au lemme 70.2 de [17].

Lemme 1.2.10. [Tenenbaum, [32]] Soient A > 0, ¢ > 0, et n €]0,1[. Pour tout g €
Ma(e,n), v=1 et x =2, nous avons

£ 2(n)g(n
Siu(2, X, 9) < Z p=(n)g( )A:(TL,X)%

3

Lemme 1.2.11. Soient L(s), X(s) deuz fonctions de classe C* sur |0, 00|, telles que

—L'(s) < ¢(s,L(s)), —X'(s) = ¢(s, X(s))

ot pour s fixé, ¢(s,x) est une fonction croissante de x. Si L(og) < X(00), alors pour tout
s < 0, ( ) (S)

1.2.3 Démonstration du Théoréme [1.2.1]

La démonstration du Théoreme dans le cas y > yp est identique a celle de [5], a
ceci prés que nous utilisons le Lemme [1.2.9]en lieu et place du lemme 2.7 de [5], ce qui fait
apparaitre un facteur v’. Les Lemmes [1.2.4} [1.2.5| et [1.2.10| nous permettent de ramener
notre probléme & une majoration de la fonction Lt 4, définie par

u
LT,‘L Z 1+5 2q v(n X)t/q'

n>1 9nbn

Des calculs analogues a ceux de [5] faisant intervenir les Lemmes et ainsi que
des inégalités de Holder fournissent

_LIT,q,v(S) < ¢(S7LT:Q,U(S))

avec
y + as Clvt/((I*l)x(fI*2)/((I*1) £
i

_~t
¢(87 33') - 4 /q Sl_t/q+22t—ly/(q_1) + 8€+1’

ol ¢ et £ sont des constantes bien choisies, tandis que C est une constante absolue. Nous
cherchons un majorant sous la forme

X(s)=——+—. (1.23)

La constante + est identique a celle de [5], elle vaut 22/~!

y—t—|—$. En revanche, la condition
sur K devient K = Cv' pour une constante Cs suffisamment grande. Un choix pertinent
de T, similaire & celui de [5], nous permet de négliger le second membre de (|1.23) devant

le premier. Nous obtenons ainsi

q,t
Csv

LT»qu(o-) << 0-22t_1y7t+t/q
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ce qui fournit le Théoréme en spécifiant o = loéx et ¢ = +/log(1/o).

Dans le cas ou y < yo, la démonstration est légérement différente. Comme dans [5],
nous recherchons une fonction X, qui majorera notre fonction Lt 4, sous la forme

K €

X(S) ::377—’_?7

les constantes € et ¢ sont toujours déterminées par la fonction ¢, mais ici, v est définie par

b
vi=y+ -
q

ol b est une constante suffisamment grande. La fonction X vérifie alors les hypotheses du

Lemme [1.2.11] dés que
K > (qC3)%t

ou (3 est une constante absolue. La nouvelle majoration de la fonction Lt 4, devient

(¢C5) ™"
LT:‘L'U(O-) << O_y+b/q
. . P Lo _ 1 _ [ log(1/o)
ce qui fournit le Théoréme |1.2.1| en spécifiant o = gz €1 4= Tog,(1/0)"

Remarque 1.2.12. Dans le cas ou le caractere y est remplacé par la fonction de Mobius,
tous les lemmes cités restent valables, y compris les Lemmes et our = 2
zo = 0 et 21 = y. Dans ce dernier lemme, nous pouvons par ailleurs remplacer le facteur
22t=1 par A(t), ce qui permet d’adapter la méthode différentielle de maniére & obtenir le
Théoréeme

1.3 Majoration dans le cas ou v parcourt un intervalle de
taille V'

1.3.1 De la majoration locale a la majoration globale

Le Théoréme [1.2.1 nous permet de démontrer le Théoréme en utilisant le lemme
suivant.

Lemme 1.3.1. Soit V > 1, pour tout n > 1 et 0 < £ < 1, nous avons
AV(n7 X) < VliéA*Vf (TL, X) + AV[ (na X)

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste & scinder un intervalle quelconque de
taille v < V en union disjointe d’intervalles de taille V¢ et d’un intervalle de taille inférieure
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a V¢ Pour tout u € R et v € [0, V], nous avons

Aln,x,uv) = ) x(d)
dln
u<log d<u-+wv

[7]-1
= > x(d) + > x(d)
Jj=0 d|n d|n
utjVEi<log d<u+(j+1)V* u+[ﬁ]Ve<logd<u+v
[y7]-1
= A(n,x,u—i—jVZ,Vé)—i-A(n,X,u—i— [%}V{v— [%}Vg),
=0
de sorte que
’A(na XU, 'U)‘ < [%} t/e(n, X) + Ave(n, X).
Comme v est plus petit que V', nous obtenons le résultat annoncé. ]

1.3.2 Démonstration du Théoréme [1.1.4

D’apres le Lemme [1.3] nous avons
Av(n )% < 2(VOAG ()" + Aye(n, ).
Nous utilisons alors I'uniformité en v de la majoration du Théoreme [1.2.1| pour obtenir
Sy (2, 9,X) < Az(logz)? 1 HE T Ymy=0T £ ()92t (10 4200 (1.24)

Le facteur V2 vient de la majoration triviale Ay¢(n,x) < V*A(n, ). En prenant ¢ = %,
nous obtenons

& v(z,g9,x) < Az(log :U)y—1+(22t’1y—y—t)+E(x)a22t+1Vt4/3’

ot A est une constante absolue. Par ailleurs, le facteur V2% dans la formule (1.24) peut
désormais étre remplacé par V43 d’aprés ce qui vient d’étre fait. Nous déterminons

alors ¢ tel que 2 — ¢ = %E, soit £ = %. Cela nous permet de remplacer I’exposant % dans
la majoration ci-dessus par %g = %, puis nous itérons le processus. Cependant, nous ne

pouvons pas le faire indéfiniment, car a chaque itération, nous augmentons la constante.
Nous constatons ainsi qu’a 1’étape n, nous avons

Gy (2,9, %) < An(logz)V~HHE W= £(g)egn( )y (1.25)

ou u, est défini par la relation de récurrence suivante

2,
14w,

Unp+1 = ug = 2.

En effet, nous raisonnons par récurrence sur n. Si I'inégalité ((1.25) est vraie au rang n,
alors pour tout ¢ €]0, 1[, nous avons

&1 (2, 9, X) < A" p(log )y HHET Um0 g)a(yiE-0 -y pitin),

Nous posons alors £ tel que
2— ¥t =Y{u,
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c’est-a-dire 5

= .
14+ u,

En observant que u,4+1 = fu, = 2 — £, nous obtenons

&, V(x’ g, X) < A2(n+1)(2t+1)$(10g x)y—1+(22t*1y—y—t)+£<x)avtun+1 )
Il est clair que la suite (u,)p>1 converge vers 1 et que u, <1+ 2%, ce qui fournit

Sy (z,9.x) < A(log z)V~HHETYTumDT £(g)agnCGriDy ),

log(tlog V)

Tog 2 | + 1, nous obtenons

En choisissant n = |

&1y (2,9,x) < Br(loga)! Vv £(2)0V (log V)

ol B et b sont deux constantes absolues. L’hypothese V' < logz montre que le facteur
(log V)b peut étre absorbé par le terme L£(z)® quitte a augmenter la valeur de «, ce qui
acheéve la démonstration du Théoréeme [[.T.4l

Cette méthode s’applique dans le cas ou le caractere x est remplacé par la fonction .

Elle permet donc de déduire le Théoréme [T.1.13] du Théoreme [I.2.3]

1.4 Minoration dans le cas ou v parcourt un intervalle de
taille V

1.4.1 Une application de la transformée de Fourier

La démonstration du Théoréme [[L1.1]] étant trés semblable & celle du théoréme 1.2
de [5], nous ne la rédigerons pas complétement. Nous nous contenterons de souligner les
détails & modifier afin d’obtenir le Théoréme [[.T.11l

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin d’introduire I'intégrale suivante.
Pour n > 1, V > 0 et f une fonction, nous posons

v
Ms v (n, f) ::/0 /R]A(n,f,u,v)]Qdudv.

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Pourn >1,V >0 et x un caractére de Dirichlet, nous avons

(1 B sin(z9V)> 17(n, X, 9)?

IV PP

1%
M2,V(”7X) = ?/

R
ot 7(n,x,0) est défini en (1.16)).

Démonstration. La démonstration de ce lemme est identique au début de la démonstration
du lemme 2.3 de [5]. Fixons v € [0, V] et notons

Q : R — C
u = A(n,x,u,v).
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La fonction @ est intégrable sur R, nous pouvons donc calculer sa transformée de Fourier

— Z X(d)d—zﬂ wd/2 Slnfgv/g/z)

9) civo/2 SnW0/2)

- T(n,X,— 19/2

Comme @ et @ sont L?, la formule de Plancherel assure que

/Q2 Ydu = — /!T (n,x,9 Smg}?”) do.

Puisque

/OV sin2(191)/2)dv = g(l — sinég‘/))

nous obtenons le résultat souhaité en intégrant sur v entre 0 et V' 1’égalité précédente. [J

1.4.2 Démonstration du Théoréme [L.1.11]

Démonstration. Plagons-nous dans le cas ou V' < logz. La minoration

Z e ( Av(n )% > zlog(z)Y !

n<x

découle de la minoration triviale Ay (n, x) > 1.
La minoration

Z ,U, Y ")Av(n X) > xlog(x)QQty/rf%flV%

n<x

vient de la minoration Ay (n, x) > % ol h, est la fonction multiplicative qui vaut 1

sur les nombres premiers vérifiant x(p) = 1 et 0 sur les autres nombres premiers.

Montrons maintenant la minoration

Z e ( WAy (n, x)? > xlog(x)? v t1VE

n<x

Du Lemme nous déduisons 'estimation

VZ 1/V 192‘/2 )
May(n,x) > T (1 - W)IT(n,x,f/‘)l dd.
Ainsi L I(n)
2 n
> -

AV(na X) = 710gl’

ou
/v

Posons w = 2ty et
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D’apres 'inégalité de Holder et I'inégalité précédente, nous avons

Z 12 (n)w™I(n) < (Z (2t) )1 1/t( Z 12(n)y*™ I(n) )1/t

n<x n<x n<x

< 2 Y (log x)(Qty—l)(l—l/t)St(x’ y)log z.

D’ou

1/vV t
x 2
Sia.) > g (V2 T 000)

avec
2
Z w2 () ™z (n, x, ).
n<x
Sinous notons F'(s) la série de Dirichlet associée a f, un développement en produit eulérien
permet d’écrire

F(s) = C(s)*“L(s +i9, %) L(s — i9, ) H(s,9)

avec H (s,9) uniformément convergente et bornée dans le demi plan Re(s) > 3 et vérifiant
|H(1,9)] > 1 lorsque |9] < 1. Par ailleurs, nous savons que les fonctions L admettent un
prolongement holomorphe a {fRe(s) > 0} et d’apres le théoreme I1.8.18 de [34], nous avons,
pour tout |9] < 1,

L(s+ 10, x) < log(|Im(s)| + 1).

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de Selberg et Delange (voir le théoréme 11.5.2
de [34]) afin d’obtenir

L(1+ 0, %)"L(1 — i, x)* H(L,9)

T(2w) z(log x)* ! + O(z(log a:))2w_1.

f(xv’ﬂ) =

Par ailleurs, la non annulation du produit
L(1+49,x)L(1 — v, x)
est assurée par le théoreme 11.8.19 de [34]. Nous obtenons ainsi
Si(z,y) > z(log x)Qty’t’lvt.
O

Remarque 1.4.2. Dans le cas ou le caractére y est remplacé par la fonction pu, le seul
point de la démonstration qui différe est que la fonction L(s, x) est remplacée par l'inverse
de la fonction ¢ de Riemann. La méthode de Selberg-Delange s’applique également & ce
cas, ce qui nous permet de démontrer le Théoreme






Chapitre 2

Sur la fonction Delta de Hooley
associée a des caracteres

Ce chapitre est la reproduction intégrale de I'article [23], disponible sur Arxiv.

2.1 Introduction

2.1.1 Notations et énoncés des théorémes

Pour étudier ’ensemble
{log(d); d | n},

la fonction A de Hooley, introduite dans [2I] et définie par

A(n) = max (A(n, u)) (2.1)

Anu)y= > 1, (2.2)
dn
et<d<ettt

est un outil privilégié. Un résultat remarquable portant sur I’étude de I'ordre moyen de
la fonction A a été apporté par Hall et Tenenbaum dans [17]. Il y est démontré que cet
ordre moyen est log(n)°(),

Une généralisation de cette fonction est définie de la maniére suivante.
Pour r > 2 et n > 1, nous notons

Ar(n) = max (Ay(n,u)) (2.3)

ucRr—1

o, pour u = (Ug,...,Ur_1),

Ar(nyu)= YL (2.4)
di-dp_1|n
eli<d;<etit!
Hall et Tenenbaum ([17]) parviennent a étendre la majoration de l'ordre moyen de A, (n)
lorsque r > 3. Aussi, I'ordre moyen obtenu est log(n)°!) pour r > 2.
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Dans [5], La Breteche et Tenenbaum s’intéressent & une autre généralisation. Ils étu-
dient désormais la fonction Delta associée & un caractére de Dirichlet. Ils définissent donc,
pour n > 1 et x un caractére de Dirichlet non principal

A(n,x) = max [A(n, x,uv) (2.5)
UZ[O 1]
ol
Amopuwo)= Y x(d). (2.6)
dln
eu<d‘<eu+v

Le caractére x n’étant pas positif, le maximum en v n’est pas forcément atteint en 1, ce
qui justifie ’apparition de cette nouvelle variable. Ils montrent que les compensations dues
aux oscillations des caractéres sont d’ordre statistique, puisque I'ordre moyen de A(n, x)?
est le méme que celui de A(n) & un facteur (logn)°) prés.

Dans cet article, nous nous intéressons & la fonction Ag lorsqu’elle est associée a deux

caractéres de Dirichlet. Pour n € N* x = (x1,x2) un couple de deux caractéres de
Dirichlet non principaux, u = (u1,u2) € R? et v = (v1,v2) € [0,1]?, nous posons
A3(n7X7 u,v) = Z Xl(dl)XQ(d2)7 (27)
dida|n

eti<d;<etitvi

A3(n7X): sup ’Ag(TL,X,u,V)‘. (28)

ucR?
ve(o,1)?

Nous introduisons la constante p définie par

V3 o1

1

o 7/ max (1, |1 + ¢ [2)d — 2 = ~ 0,218. (2.9)

™

27
et pour y > 0, nous notons

(p+2)y siy<qis,
= P 2.10

c’est-a-dire m(y, p) = max(3y — 1, (p + 2)y).

Pour la suite, lorsque 1 et x2 sont deux caractéres de Dirichlet, nous notons

X = (x1,x2) (2.11)

le couple constitué de ces deux caracteres, et nous notons r; l'ordre de x; et ro 'ordre
de 2. Par ailleurs, nous notons également ¢; et ¢s les conducteurs respectifs de x1 et xo.
Pour A > 0, ¢ > 0 et n €]0,1[, nous disons qu’une fonction multiplicative g appartient &
la classe M 4(¢,n) si les conditions suivantes sont vérifiées

Yn e N* g(n)>0
VpePetVv>1, g(p¥) <
Ve>0etVn>1, g(n) <en

Z g(p) = yli(x) + O(x e~ 2c(log )" ) (2.12)

psT



2.1. INTRODUCTION 41

pour une certaine constante y = y(g) > 0.

Lorsque x est un caractere de Dirichlet d’ordre 7, nous définissons M 4(x, ¢, n) la classe
des fonctions multiplicatives g appartenant & M 4(c,n) et vérifiant

VkeZ, > glp)= % li(z) + O(x =28 ™)") (2.13)
p<zT
x(p)=¢*
oty = y(g) et A
= 2T, (2.14)

Enfin, pour x = (1, x2) un couple de caractéres de Dirichlet, A > 0, ¢ > 0 et n €]0, 1],
nous définissons la classe M4(x, ¢, n) par

MA(X7 ¢, 77) = MA(Xl? C, 77) ﬂ MA(X?) ¢, 7]) ﬂ MA(XlEa c, 77)

Lorsque x > 16, nous notons
[,({L‘) — e\/ log, () logs ()

ou log;, désigne la k-ieme itération de la fonction log. Enfin, si g est une fonction arithmé-
tique et x un couple de caracteres de Dirichlet, nous notons

S(z,9,x) = »_ g(n)As(n, x)*. (2.15)

n<x

Théoréme 2.1.1. Soit x défini en un couple de caractéres de Dirichlet non princi-
pauz tel que x1X2 ne soit pas principal, A, ¢ des constantes strictement positives, n €]0, 1]
et g appartenant a Ma(x,c,n). Poury =y(g) > 0, il existe une constante o > 0, dépen-
dant au plus de g, X, ¢ et n, telle que nous ayons, uniformément pour x > 16

S(,9,x) < 2(log 2)" W LEDY=280-3} £ (yer (2.16)

En particulier, si y(g) = 1, alors il existe une constante o > 0 telle que nous ayons,
uniformément pour x > 16

S(x,9,x) < z(logx)’L(x)?, (2.17)

ot p est défini en (2.9).

Remarque 2.1.2. Actuellement, nous ne savons pas si 'exposant p apparaissant dans la
majoration traduit réellement le comportement de la fonction Ag associée a deux
caracteres ou s’il s’agit d’une limitation de la preuve. Nous penchons cependant pour
la seconde hypothese car certaines majorations établies dans cet article ne semblent pas
optimales.

Remarque 2.1.3. Comme nous le verrons par la suite, la premiére étape de la démons-
tration du Théoreme consiste a ramener le probléme a I’étude d’une somme d’entiers
sans facteur carré, pondérés par un poids % Pour cela, nous utilisons une propriété de
sous multiplicativité de la fonction A. Cette propriété nous permet de supposer également
que g(n) =0si (n,q1q2) # 1 ot q1 et go désignent les conducteurs respectifs de x1 et xa.

Nous pouvons alors nous demander & quel point le Théoreme est optimal. A cet
effet, nous énoncons le théoreme de minoration suivant.
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Théoreme 2.1.4. Soient y > 0 des réels, x un couple de caractéres de Dirichlet non
PTINCIPau.

(i) Si x1x2 n'est pas principal, alors nous avons lorsque x > 3,

S i)y A3 (n, x) > w(log xS,

n<e

(ii) Si x1x2 est principal, alors nous avons lorsque x > 3,

> 1)y Af(n, x) > w(log )"t hv =,

n<e

Les résultats du Théoreme et du Théoreme nous montrent que l'exposant
max{y—1, (p+2)y—2,3y—3} est optimal lorsque y < 1/(1+p)ouy > 1/(1—p). Il est par
ailleurs intéressant de comparer ces résultats avec ceux obtenus par Hall et Tenenbaum.
Dans [I7], les auteurs établissent les estimations suivantes.

Théoréme 2.1.5 (Hall, Tenenbaum [17]). Pour tout 0 < y < 1, il existe une constante o
pour laquelle nous avons, lorsque x > 16,

Z y*™ Az (n) < x(logz)? " L(x)*.
n<x
Pour tout y > 1, il existe une constante 3 pour laquelle nous avons, lorsque x > 16,
Z ¥ ™M As(n) < z(logz)® 3L (x)".
n<x

Les constantes a et B sont explicites.

Par ailleurs, des minorations triviales montrent que les exposants de logx sont op-
timaux. Nous pouvons donc observer que pour y < 1/(1 + p) et pour y > 1/(1 — p),
y“(M Az (n, x1, x2)? se comporte en moyenne comme 5™ Az(n). Néanmoins pour les autres
valeurs de y, notamment pour y = 1, nous ne savons pas si cela reste vrai.

Pour démontrer le Théoreme [2.1.1), nous étudierons les quantités suivantes

C(?’L, X) = sup C(n>X7u27U17U2) (218)
us€R
v1,v2€[0,1]2
et
D(?’L, X) = sup D(”a X, U, 1, UZ) (219)
u€eR
v1,02€[0,1]2
ou
C(n,X7’U,2,V) = / ’A3(n7X7u17u27v)|2du1 (220)
R
et
D(?’L, X, U, vy, UQ) = / ’A3(n7 X, U — Ui, U1, V)‘Qdul (221)
R

avec v = (v1,v2), x un couple de caracteres de Dirichlet et n € N*.
Comme nous le verrons par la suite, les estimations de C'(n,x) et de D(n,x) passent
par I'estimation de

AP (n,x, ) = sup IA®) (n, x, 0, u,v1,v2),,
(u,v1,v2)€ERX[0,1]2
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ou

AP (n,x,0,u,01,00) = Y. xa(di)xa(da)dy (u+ v —va —logdy)F.  (2.22)
dida|n
et<d<ettrl

Toutes ces quantités sont étudiées dans la partie 3.

2.1.2 Applications

Les résultats que nous obtenons pour 1’ordre moyen de Asz(n, x1,x2)? ne fournissent
pas des compensations statistiques qui nous permettraient de le comparer a I’ordre moyen
de As(n). Le Théoréeme est néanmoins utilisé de maniere cruciale dans l'article [24]
afin de fournir, dans un cadre particulier, une estimation asymptotique en £ de la quantité
suivante.

Q(F,&R) = Z r3(F(x)),

x€Z2NR(E)

ou F est une forme binaire de degré 3, r3(n) compte le nombre d’idéaux d’un anneau
d’entiers de corps de nombre de norme n, R est un domaine de R?. Enfin, nous désignons
par R(£) le domaine de R? obtenu en dilatant R par &, c’est-a-dire

R(E) = {xeR?:x/¢ € R}.

Dans le cas ou le corps de nombre K est une extension cyclique de Q de degré 3, en
notant G := Gal(K/Q) son groupe de Galois et y un caractére non principal de G, alors
nous pouvons relier la fonction rg au caractere x par 1’égalité suivante.

r3(n) = (1 x * x°)(n),

ou * désigne le produit de convolution entre deux fonctions arithmétiques. Pour f et g
deux telles fonctions , celui-ci est la fonction arithmétique définie par

n
(F*9)m) =Y f(d)g(5) ¥n>1.
dn
Nous formulons quatre hypotheéses sur le domaine R et sur la forme binaire F'.

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont

la frontiére est continuement différentiable.

(H2) Vx eR, |x|| <o
(H3) Vx € R, |F(x)] < 9.
(H4) La forme F' est irréductible sur K

pour certaines valeurs o > 0 et ¥ > 0.

Théoréme 2.1.6. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, € >0, 0 >0, £ >0,
F une forme binaire de degré 3 et R un domaine de R? tels que les hypothéses (H1), (H2),
(H3) et (H4) soient vérifiées. Sous les conditions

1/VESa <& 1//E<9 <

nous avons

IFIF? + ey -

(log £)0:0034
ot ||F|| désigne le mazimum des coefficients de la forme F et K(F') est une constante
explicite possédant une interprétation géométrique.

QP& R) = K(F)vol(R)€? + O
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2.2 Lemmes préliminaires

2.2.1 Majorer une norme infinie par une norme L9

La démonstration du Théoreme suit la méthode différentielle de [5]. Les lemmes
préliminaires que nous énoncons ici sont analogues a ceux de notre article de référence.
Cependant, comme il s’agit ici essentiellement d’une généralisation & deux variables de ces
lemmes, plusieurs difficultés apparaissent, nous rédigeons donc en détails les démonstra-
tions.

Avant d’énoncer le premier lemme, quelques notations sont nécessaires.

Lorsque n > 1, nous posons

!

E(n) = gllj'% log 7 E*(n) :=min (1, E(n)). (2.24)
d<d’

Pour n > 1, ¢ > 1, f un couple de deux fonctions arithmétiques, nous posons
Moy (n, £) := / / As(n, £, u, v)[29dudv. (2.25)
[0,1]2 /R2

Pour x € R2, nous notons
|1x[|oo = max(|z1], |z2]).

Lorsque x est un caractere de Dirichlet, nous notons

A*(n, x) := ngﬁlx (A(d, x))- (2.26)

ot A(n, x) est défini en (2.5)).

Lemme 2.2.1. Pourn > 1, ¢ > 1, x défini en (2.11), un couple de deuz caractéres de
Dirichlet, nous avons

A3(n7 X)2 < 4E*(n)_4/qM2q(n7 X)l/q + 128(A*(n> X1)2 + A*(n7 X2)2>' (227)

Les deuxieme et troisieme membres qui apparaissent dans ce majorant ne peuvent étre
trivialement traités par le théoréme 1.1 de [5] puisque le maximum sur les diviseurs de
n n’est pas forcément atteint en n, contrairement au cas ou x1 = x2 = 1. Il nécessite
donc une résolution particuliere que nous développons dans la sous-section 4.1. Cet aspect
constitue une des innovations de ce travail.

Remarque 2.2.2. Il est intéressant de constater que ces fonctions A* apparaissent comme
des minorants de la fonction Ag associée a deux caracteres. En effet, dans le cas ou
(n,q2) = 1, g2 désignant le conducteur de 2, nous avons

A(n, x1,x2) = max  sup |A(n, X1, X2, U1, U2, v1,v2)| = A*(n, x1).
1 d

’1116[071] uQ:?(‘)Z do
’UQ‘)O

La connaissance d’une minoration de I'ordre moyen des fonctions A* nous permettrait
d’obtenir plus d’informations sur ’ordre moyen de la fonction Ag associée a deux carac-
teres.
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En considérant que pour un entier n sans facteur carré, et un caractére y d’ordre r, nous
avons

A*(n,x) = A(n,x)

n': H D

p|n
[1+x(p)|=1

ou

nous pouvons montrer que

Z > a(log )YV =3,
y (M A (nx)?

ol £(r) est défini par la suite en (2.48)). En comparant ce résultat avec ceux obtenus par La
Bretéche et Tenenbaum pour une minoration de I'ordre moyen de A(n, x)?, nous pouvons
observer que ce résultat est non trivial des que y > ﬁ Néanmoins, il ne fournit aucune
amélioration par rapport au Théoréme 2.1.4]

Démonstration. Si Ag(n,x) < 8(A*(n,x1) + A*(n, x2)), le résultat est évident.
Sinon, nous notons ug et vg les réels tels que

A3(n7X) - ‘A3(naX7u07V0)’
avec ug = (ug1, up2) et vo = (vo1,vp2). Pour tout u = (u1,uz2), v = (v1,v2) tels que
[lu+ v —ug — volleo < E*(n),

nous avons

n
Az(n,x,u,v) = > Xl(d)A(E7X27U2>U2)
log(d)€]1T1,u1 +v1]
dln

n
= Z Xl(d)A(aaX%UZ,W)
log(d)e]u(gll,uoﬂrvgﬂ

+ > Xl(d)A<%7X2,U2,U2)

log(d)€]u1,u1+v1]
log(d)¢]uo1,u01+vo01]
dn

_ Z Xl(d)A(%,)@,Ug,vg).
log(d)€]uo1,u01+v01]
log(d)¢]u1,u1+v1]
dn

Les deux dernieres sommes comportent au plus deux termes, elles sont donc majorées
en valeur absolue par 2A*(n, x2). Nous pouvons alors effectuer le méme travail avec la
premiére somme, ce qui nous permet de retrouver As(n,x,up,Vg) et un reste qui ne
dépassera pas 2A*(n, x1). Ainsi, pour tout u, v tels que |ju+ v — ug — volleo < E*(n),
nous avons

|A3(n7 X, U, V)| > A3(n7X7 anvo) - 4(A*(naxl) + A*(nv XQ))

Puisque Ag(n, X, uo,vo) = 8(A*(n, x1) + A*(n, x2)), nous avons

1
|A3(na X ll,V)| > §A3(n7X)
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En élevant cette inégalité a la puissance 2¢, en intégrant cette relation sur I’ensemble de
mesure £*(n)* sur lequel cette inégalité est valable, puis en prenant la racine g-iéme, nous
obtenons le résultat annoncé. O

Pour la suite, lorsque x est un caractere de Dirichlet, nous notons

M}, () = 3 Mag(d, ) (2.28)
dln
avec
Maq(n, x) / / |A(n, x, u, v)[*dudv. (2.29)

Lemme 2.2.3. Pourn >1, g > 1, x un caractére de Dirichlet, nous avons
A*(n,x)* < 4E" ()" 1M{, (n, x) "7 + 47(n)/9. (2.30)

Démonstration. Observons tout d’abord que pour tout n et pour tout y, nous avons

2< (YA X)Z")l/q-

dln
Nous utilisons ensuite le lemme 2.1 de [5] sous la forme suivante
A(d, x)* < 4B (d)* Mag(d, x) + 47

pour obtenir

2 < (Z 49 (d) > May(d, x) + 4Q) v
dln

< (Y49 (n) "2 May(d, x) + 4q7(n))1/ "
dln

Pour conclure, nous utilisons 'inégalité suivante valable pour tout x,y > 0et ¢ > 1
(x4 9V < Y4y
O

Pour les besoins du prochain lemme, nous notons, pour n € N* y un caractére de
Dirichlet et ¥ € R,

(n,x, 9 ZX d)d®. (2.31)
Pour x un couple de caracteres de Dirichlet, ¢ € N et j < ¢, nous notons
Mz(j)( n,x, V) : / / |AD (n, x, 0, u,v1,v2)[*dudvy dus, (2.32)
0,1]2

otl les quantités AW) (n,x, ¥, u,v1,v2) sont définies en (2.22)). Enfin, pour k& € N, nous
posons

Ex(n) := min (blf(i/f), E(n)>
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Lemme 2.2.4. Pour k € N, n > 1, g > 1, x un couple de caractéres de Dirichlet et
¥ € R, nous avons

AP (n,x,0)? < 16E,(n)~%/1 Z MQ(g)(n, X, )9 + 256 €2 ng|ax (I7(d, x2,9)%).

<k
Démonstration. Pour tout k € N, nous notons j; un entier j < k tel que

A(jk) (n, X, 19) = max A(j) (7% X 19)-
Jj<k

Si AUK) (n,x,9) < 16en£llax (|7(d, x2,9)|?), le résultat est évident.

In
Sinon, nous notons ug, vg1 et vog les réels tels que

AQk)(”:Xaﬁ) = |A(]k)(n7X7791 anUOL,UOQ)‘-
Pour tout u, v, vo tels que
|u — ug| + |v1 — vo1| + |v2 — vo2| < Eg(n),

nous avomns

AU (n, x, 9, u, v1,09) = Z Xl(d)r(g, X2, 19) (u+v1 — vy — log d)’*
10g(d)i}|u,u+vl]

n ,
- Z Xl(d)T(E7X27’l9) (u+v1 — vy — logd)’*
log(d)E}Zlo,uowm]

n .
+ > Xl(d)T(E,XQ,ﬁ)(U-Fvl — vz — log d)’*
log(d)€]u,u+wv1]

log(d)¢]uo,uo+vo1]
din

n .
- > Xl(d)T(g>X2ﬂ9)(U+v1 — vz — log d)’*.
log(d)€]uo,uo+vo1]

log(d)¢]u,u+v1]
dn

Les deux dernieres sommes comportent au plus deux termes. Par ailleurs, nous avons, pour
tout log(d) €]ug, up + vo1]Ulu, u + v1]

(u+ vy — vz —logd)™™ < (1+ YE<e

E+1

Ainsi, ces deux sommes sont majorées par

QGH;EXUT(da x2,9)|).
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Pour la premieére somme, nous écrivons

n .
Z Xl(d)T(EvXQaﬁ) (u+ v1 — v — logd)’*
log(d)e]zf,uo—i-vm]

n .
= > Xl(d)T(E, Xz,ﬁ) (10 + vo1 — vo2 — logd + (u — ug + v1 — vo1 + vo2 — v2))”"

log(d)€]uo,uo+vo1]
din

=> <jk> (u — ug + v1 — vo1 + vo2 — v2)7F I
j<aw \J

n .
Z Xl(d)7-<57 X2; 79) (uo + vo1 — vo2 — log d)’.
10g(d)€]du‘oyw)+v0]

Nous avons ainsi

n .
Z Xl(d)T(EaX2ﬂ92)(u+v1 — vg — log d)’*
1Og(d)€]zl(hu0+v01]

>A(jk)(n, X,’ﬁ) — ((1 + \u — UQ + V1 — Vo1 + Vo2 — U2|)jk — 1)A(jk)(n, X, 19)

Par hypothese, nous avons

1
(1 + |u — up + v1 — vo1 + vo2 — va|)?F — 1) < <35
ce qui fournit
n )
> Xl(d)7'<37 X2, 192) (u+ vy — vy — logd)’*

log(d)€]uo,uo+vo1]
dln

Puisque AU (n, x,9) > 16erré‘ax|7(d, X, )|, nous avons
n

’A(Jk) (n7 X '197 u, vy, U?)’ Z iA(]k) (n7 X 19)

En élevant cette inégalité a la puissance 2¢, en intégrant cette relation sur I’ensemble de
mesure Ey,(n)? sur lequel cette inégalité est valable, puis en prenant la racine g-iéme, nous
obtenons

AUR (0, x,9)% < 16 By (n) =/ TMGH (n, x,9)/7 + 64 ¢? max (|7(d, x2,9)|")

din

< 16Ek(n 3/qZM2 n,x, )" + 642 max(]T(d x2,9)[?).

Jj<k din

L’inégalité A(k)(n,x,ﬁ) < A(jk)(n,x,ﬁ), provenant du choix de jg, nous permet de
conclure. 0
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2.2.2 Un théoréme de Shiu et une formule de Parseval

Le lemme suivant est une adaptation du lemme 2.2 de [5] qui nous permet de négliger
la contribution des entiers n pour lesquels le facteur E(n), défini en (2.24]), est trop petit.

Lemme 2.2.5. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n €]0,1[, g une fonction
de Ma(e,n) et Y =27y oty =y(g) > 0. Nous avons uniformément en o > 0

s Fmgln? 2.33)

140
n>1 n
E(n)<aY

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.2 de [5]. Nous supposons ici
que o < 0, ou o, est une constantes strictement positive dont nous discuterons par la
suite. Le cas complémentaire étant trivial. Pour un tel choix de Y, dire qu’un entier n
vérifie 'inégalité
E(n) <o¥

implique qu’il posseéde deux diviseurs premiers entre eux di, do vérifiant d; < do < e di.
Ainsi, nous avons
dy — dy

dy

d do — d
Y az 2 1
o élogdl—log(l—i— & )<
Ce qui implique
d1 } O'_Y.

Par ailleurs, il existe une constante o, > 0 pour laquelle, pour tout o < oy, l'inégalité
suivante est vérifiée .
e <1+o"7Y.

Ainsi, nous avons

oS I 00 PR D G N G L R

= nito s (mdydg)+o
E(n)<oY < d1<d2\(1+ay ¥)dy
(dl»dz)
(d1)73(d1)?
O_gy Z g d2+0’ Z g d2 7—3<d2> :
“p<d 1 d1<d2<(1+crY ¥)dy
(d1,d2)=

Un théoréme de Shiu [31] nous permet de majorer la somme intérieure, ce qui fournit
I'inégalité

n)2
Z :UJ( )n(1+)g ( ) Y 10yzg d1+a g(d)Sy

n>1
E(n)<oY

< 0_Y727y

< 1.

O]

Pour x = (X1, x2) un couple de caractéres de Dirichlet, n € N* et (1,192) € R?, nous
posons

T(n,x, 01, 02) == > x1(di)di xa(d2)db?, (2.34)
dida|n
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et pour ¢ € R, nous posons

2 dvh

— . 2.35
1+ 92 (2:35)

7/-\1(”7X729) = /RQ |T(n7X7191719)‘

Lemme 2.2.6. Soient x1 et x2 deux caractéres de Dirichlet et n > 1 un entier. Nous
avons, uniformément pour k € N et vy, ve € [0,1]2

/ ‘A(k) ("I’L, X5 197 u, v, 'UQ)‘Qdu < (k + 1)2ﬁ (n7 X ﬁ)
R

ol A(k)(n,x,ﬁ,u, v1,v2) est défini en ([2.22)).

Démonstration. Posons
fru— A(k)(n,x,ﬂ,u,vl,vg).

Il s’agit d’une somme de fonctions portes, nous pouvons donc calculer sa transformée de
Fourier, notée f

~

Foo = [ e au

i logdl . -
= 2 xaldi)xa(d2)ds /1 ; (u+vy — vy —logdy) e ™ du
didz|(n) ogdi—v1
o 0 '
- Z Xl(dl)XZ(dZ)déﬁdl_wl / (u+v; — UQ)k e 1 gy
dyda|(n) -

0 .
= T(nv X, U, _792) / (U + v — Ug)k e_Wﬁl du.

—u
Or, pour tout vy, v € [0,1]% et k € N, nous avons

k‘—{—2>

0 .
’ / (u+ vy — vg)F e Tt du‘ < min (1, T
o ]

L’inégalité
0 .
‘/ (u+ v — vp)k e7 Tt du’ <1
—uy

est triviale puisqu’on integre sur un intervalle de taille plus petite que 1 une fonction
majorée par 1 en valeur absolue. L’inégalité

k+2

0 .
‘ / (14 v1 — vg)F e 101 du‘ < —
_— ]

est fournie par une intégration par partie. La formule de Parseval nous permet de conclure.
O

2.2.3 Des inégalités de Holder

Avant d’établir le prochain lemme, quelques notations sont nécessaires.
Pour n > 1, 1 < j < ¢ des entiers, w € R et x défini en (2.11]), un couple de caracteres de
Dirichlet, nous posons

lequ(nv X U)) = / AS(na X, U, V)ZjAS(na X, Ul —w,uz, V)Z(q_j)dUdvv (236)
[0,1]2 JR?
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et

NQ,j»q(na X w) = / A3(na X, U, V)2jA3(’I’L, X, Ul — W, u2 + w, V)Q(q_j)dUdv‘ (237)
[0,1]2 /R2

De plus, nous posons
72(n,x) = /R n, x,9)? H (2.38)

ou 7(n,x, ) est défini en (2.34)).

Lemme 2.2.7. Soient A,c des constantes strictement positives, n €]0, 1] et x un couple
de caractéres de Dirichlet. Pour toute fonction g de Ma(e,n),q>1,1<j<qg—1,n>1
et x = 2, nous avons

lo ~ _
Z g(p)p gpNLj:q (TL, X 10g p) <<M2q (Tl, X)(q_2)/(q_1)c(na X)TQ (na X)l/(q 1)
p>x

+ Ry 4(n, ),

ou C(n,x) est défini en (2.18),
Ry q(n, ) < e~clos )" 4qM2q(n)(2q—2)/(2q—1)73(n)2q/(2q—1)

n)i= [ Ba(n,w)du,
RQ
avec As(n,u) défini en (2.4)).
De plus, si nous remplagons Ny jq4(n,x,logp) par Naj.(n,x,logp), alors la majoration
reste valable en remplagant C(n,x) par D(n,x), défini en (2.19)).

Démonstration. Nous raisonnons uniquement sur la fonction Ny ; 4, la démonstration pour
la fonction Ny ;, étant analogue. Pour tout n > 1, nous avons

et

9(p)logp
Z TN ,]q( 7X7].ng /01 /R2 ‘Ag n,x,u, V)| SQ(q j)dudv

p>x

ol
lo
Sop 1= 32 I8 Ay oy~ log(p), ua v .

p>x

Un développement de la somme définissant Ag fournit ’égalité suivante

Sop, = Z x1(di - dp)xi1(dps1 -+~ dap) HA( ,X2,U27’U2>A(L

dh+i
> g(p)logp

u1—log min d,<log p<u1+v; —log max d, p
p>x

» X2, U2, 1)2)
di,...,dap|n

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas ou log(max d,/ mind,) < v;

u1+v1—log max dr log:U —c(log x
yA [01]( )dt‘l—O(e (log )77)

1—log min d,
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ou y = y(g). De plus, elle est nulle si I'inégalité n’est pas respectée. En adaptant le
théoreme 72 de [I7], nous obtenons, pour tout i > 1

h
Z HA(dE’UQ) é Qth(n,uz),
i=1 !

di,...,dp|n
log(max d;)—log(min d; ) <vi

ou

My (n,ug) = / As(n, u)hdul.
R
Ainsi,
+oo n
Sop = y/ |Az(n, X, u1 — t,ug, v)[2dt + O(QQhMgh(n, ug) ¢ c(logz) )
logx
< y/ |As(n, x,ur — t,us, v)|2hdt + O(22hM2h(n, u2) g c(logz)” ).
R
Nous obtenons donc

g(p)logp
> ()le,j,q(na log p)
p>z (2.39)

<yQ; + 0(22(4—1') /RM2(q—j)(n’ ug) Mo (n, ug)dusg o—c(logz)” )’

Qj ::/ / /|A3(n,x,u',v)|2jdu'1/ |As(n, x, u, v) |20 du, |dugdv,
[0,1]2 /R R R

avec u’ = (u),u2). Nous appliquons alors I'inégalité de Holder avec les exposants Z%; et

71\
= 3

<

[ 18an,x,9) Pidus
R

en écrivant j = q% + g_;{ pour obtenir

/]R |A3(7’L, X, U, V) |2jdu1

(G=1)/(a=1) (9=5)/(g—1)
< (/ \A3(n,x,u,v)\2qdu1) (/ \A3(n,x,u,v)\2du1) .
R R

En appliquant le méme raisonnement en remplagant j par ¢ — 7, nous obtenons finalement

q 1/(g—1)
Q< Moyl )@V ( [ ([ 18530 P ) dusdv)

< Mag(n, x) 27D C(n, x) Ma(n, x) /0.
Une adaptation du lemme 2.3 de [5] fournit

M2 (na X) < 71\2(”7 X)
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Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.39)), nous effectuons un
raisonnement similaire. Le terme |Ag(n, X, u, v)| est clairement majoré par As(n,u), puis,

une inégalité de Holder avec exposants 22(3:;) et % montre I'inégalité

/RAg(n,u)2jdu1
2(q—7)/(24—1) (2h—1)/(2¢—1)
<(/ Ag(n,u)zdul) R /Ag n,u) qdul) ! .
R

Le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — j fournit
//Ag(n, u)2jdu1/ As(n, u)2 ) duydusy
RJR R
(2¢—2)/(29—1) 2q/(2q—1)
g/ (/Ag(n,u)quul) ! ! (/Ag(n,u)dul) v dug
R “JR R

2q 1/(2¢—-1)
<M2q(n)(2q_2)/(2q_1)(/R(/RAg(n,u)dm) dUQ) .

Pour conclure, nous utilisons I’estimation

//Agnudul dus = Z HT( )max(Ol—log(%))

d17 7d2q|n7’ 1 Z

< X HT@J
dy,...,dag|n =1 di
<7’3(n)2q.
]

Pour le prochain lemme, nous notons, lorsque x est un caractere de Dirichlet non
principal,

N (n, x,w Z/ / IA(d, x,u, 0) [P A, x, u — w, )| 2D dudw, (2.40)

et

dg \a\1/a
2
A= (3 S ([P 5)") " (241)

ou 7(n, x, V) est défini en (2.31). Enfin, nous définissons
= My(d)
d|n
ou

My (d) ::/RA(d,u)hdu.

Lemme 2.2.8. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n €]0, 1] et x un caractére
de Dirichlet non principal. Pour toute fonction g de Ma(e,n), ¢q>1,1<j<qg—1,n>1
et x > 2, nous avons

p)l
Z g(p ng (n, X, log p) <<ng(n’ X)(q—2)/(q—1)7¢0(n’ X)q/(q—l)
p>z

+ Rl (n, ),
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ou
le(n’ z) < ecllog)" 4(1ng(n)(2Q*2)/(2f1*1)7-3(n)QQ/(QQ*l)7
N;{q(n, X, logp) est défini en (2.40) et 7o(n,x) est défini en (2.41)).

Démonstration. Nous reprenons la démonstration du Lemme [2.:2.7] Pour tout n > 1, nous
avons

p)lo
Z 9(p &P N (n X, logp) = Z/ / |A(d, x,u, )] ]SQ(q j)(d)dudv
p>a

ou

$51(d) = 32 LB A o), )

Le développement de 3, (d) et I'application du théoréme des nombres premiers fournissent
Sin(d) <y / A, x,u— t,0)[dt + O (22 Moy (d) e=(oE )" )
R

olt y = y(g)-
Nous obtenons donc

p)lo
o == 9p)logp NI, (n,x,logp)
p>x p

<yQ) + 0 (2209 3T Myj(d) My (d) e )" ),
din

ou

1 X .
Ql=>" |A(d, x, u,0) P du | [A(d, x, u, v)] X7 dudo.
dn 0 JR R

Des inégalités de Holder impliquent
Q} < 3" Mog(d, x)@2/@=D7(d, x)o/ (a1
dln
< ng(n, )@=/ D 25 y)a/ a1,

ou 49
T(n,x) = 7(n, x,9)|? .
(0 = [ I 9P
Le terme d’erreur se traite de maniére analogue au Lemme O

Pour le prochain lemme, nous définissons, pour &k € N, n > 1, )x un couple de caracteres
de Dirichlet, 1 < j < q et (w, ) € R?

(k)
Ny (nsx, w, )

j ; 2.42
:/[O 12 /R |A(k)(n3X77~97u7 Ulvv2)|2‘j|A(k)(n,X,Q9,u—w’vl’v2)|2(q_])dudvld02’ ( )
ot A®)(n, x, 9, u,v1,v2) est défini en (2:22). Enfin, nous notons
= / A(n,7,u,1)"du (2.43)
R

ou A(n,T,u, 1) est défini en (2.6)) et 7 est la fonction nombre de diviseurs.
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Lemme 2.2.9. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n €]0,1[, k € N et x un
couple de caractéres de Dirichlet. Pour toute fonction g de Ma(c,n), ¢ >1,1<j<q—1,
n>=1,9€R et x>2, nous avons

)l
Zg ngN ) (n,x, 0,log p) < (k + 1)27 @D MY (n, x, 9)T 21717 (n, x, 9) 707!

p>x
+ Rk,q(”a .13)7

ot Més)(n,x,ﬁ) est défini en (2.32), 71(n,x, ) est défini en (2.35), et
Ry qg(n,z) < (k + 1)gec(og®)” 490! )( 7)(20-2)/2a=1) 1 )20/ (20-1)
Démonstration. Pour tout n > 1, nous avons
;pg IogpN )( , XY, 1logp) :/[071]2/R\A(k)(n,x,ﬁ,u,v1,vz)]%Sga_j)dudmva,

ou

10
: Zg pg A (n, x, 9, u — log(p), v1,v2)|?".
p>x

Un développement de la somme définissant A*) fournit I’égalité suivante

ngcz): Y xa(di--dw)xa(dig - - dan) HT( X2, ) (d:H,XQ,ﬂ)

lo
MH(UM_W_IOW_I()M@
u—log min d, <log p<u+vi —log max d, p i=1
p>x

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas ou log(max d,/ mind,) < v;

1—log min d,-

u1+v1 —log max d, 1 2h
y/ 1[071]( ogm> H(u—i—vl — vy —t —logd;)¥dt + O((k + 1)he~c82)")
u =1

ou y = y(g). Le point important étant que tous les termes
(u+vy —vg—1t— logdi)k

sont majorés par 1 en valeur absolue dans les intervalles, en ¢, considérés, ce qui permet
d’obtenir le terme d’erreur ci-dessus.

De plus, elle est nulle si I'inégalité n’est pas respectée. En adaptant le théoreme 72 de [17],
nous obtenons, pour tout A > 1

h
> [1(5) <MV,
LT
dlyv"vdhln i=1

log(max d; ) —log(min d;)<v1

ott MV (n,7) est défini en (Z43). Ainsi,
“+o00
Sg;) = y/l |A(k) (n,x, %, u—t, v, U2)|2hdt +O((k+ 1)h22hM2(}1L) (n, ) g clogz)” )
ogx

< y/R IA®) (n, 5,0, u — t, w1, 09) |2t + O((k + 1)h22P ML) (n, 7) e~co8 D)™y,
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Nous obtenons donc

Z 9(p Ing k)(n v, log p)

p>e (2.44)
<yczj+0(<k+1>< = J)2ODM) (0, T) M (n, 7) e UoE )

ou

Qj = , (/ ]A(k (n, x, 0,0’ vy, o) % du’ / \A ,X,19,u,vl,vg)\2(q_j)du)dvldvg.
0,1]

Nous appliquons alors 'inégalité de Holder avec les exposants Z%; et % a

’A(k) (n’ X 197 u, v, U2)|2j

en écrivant j = q% + 14 pr 1 pour obtenir

/ ’A(k) (nv X 797 u, vy, ’1)2) ’2jdu

/'A o ,X,ﬂuvl,v2)|2‘1du /\A 7X,?9,U,U1,U2)|2du)(q it )_

En appliquant le méme raisonnement en remplagant j par ¢ — 7, nous obtenons finalement

1/(g-1)
Q; < Mg(f)(n,x,ﬁ)(q‘”/(q‘”(/ )

[0 1}2 </]R |A(k) (n7 X) ﬁ,u,vl,v2)|2du)qdvldv2

Le Lemme fournit la majoration suivante, uniformément pour vy, v € [0, 1]%.
/ IA®) (0, x, 9, u, v1, v2)|2du < (k + 1)%7 (n, x, 9).
R

Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.44)), nous appliquons une
inégalité de Holder avec exposants 2(37}) et 2q 1 afin d’obtenir

/ A(n, 7, u)¥du
R

2(q—35)/(2¢—1) (2j-1)/(2q—1)
g(/A(n,T,u)Qdu) B (/A(nm,u)zqdu) ’ o
R R
Le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — j fournit

1 1
Mz(j)(n,T)Mz((q)_j)

2q—2)/(2g—1 2%/ (20—1
S(/ A(n,T, u)quu)( =/ )(/ A(n, T, u)du) o/
R R

<M2(;) (n, 7) 202/ (2a=1) 1 )20/ (24-1)

(n,7)
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o7

2.2.4 Estimations de sommes sur les nombres premiers

Les lemmes présentés dans cette sous-section sont des lemmes arithmétiques fonda-

mentaux pour les différentes démonstrations de cet article.

Lemme 2.2.10. Soient x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre r, A,

¢ des

constantes strictement positives et n €]0,1[ . Pour T' > 1 et g appartenant ¢ M4 (x,c,n),

1
nous avons, uniformément pour o >0, 1 < q < - et [J] < qo

i logp _ 3y
> max (1, 1+ x(p)p” [*)g(p) =5 < = +O(1),
p>T b g

oty =y(g). Nous avons uniformément pour qo < |¥] < e° c(logT)"

3 max (1,1 + X(p)pwp)g(p);oﬁzj _ 2>y0+ O@/q)

p>T

ot p est défini en ([2.9), et uniformément pour || > eco8T)"

; logp _ 4y
Y+ x)p"”Pe(p) 575 < = +O(1).
p>T p a

Démonstration. Lorsque || < go, nous utilisons 'inégalité suivante
max (L, [1+ x(p)p"*) < 1+[1+x@)p" [,

ce qui fournit

logp — log p
S~ max (1, [1+ x(0)p™ 2)g e > B+ xe)p"” +x@)p ’ﬁ)g(p)pw-

p>T p>T

D’apres ([2.12)), nous avons d’une part

et d’autre part, d’apres (2.13])
; logp logp
0 kpidg
> x(p)p”g(p it E > ! it

p>T k=0 p>T
x(p)

y —O'Z —C

y Z Ck 70'+u9

~ ol i )

5+ O(jp|em e D)

ce qui fournit (2.45) puisque |9] < ec(lo8)",
Si go < [9] < el8T)" nous observons que la fonction

t = max (1,]1 + e |?)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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est périodique, de période 27, et de moyenne p + 2. Une intégration par partie semblable
au lemme III. 4.13 de [32] fournit

: logp _ (p+2)y L +1
max (1,1 + x(»)p"1?) g(p = +O( =+ == )
3 max (L1 XO))atw) g =0+ 0157+ )

ce qui implique (2.46)). Dans le dernier cas, nous nous contentons de la majoration triviale

11+ x(p)p™|* < 4.

Pour r > 1, nous notons
1 r—1 L
K(r) == . > max (1,14 ¢*?) (2.48)
k=0

ou ( est défini en (2.14)).

Lemme 2.2.11. Soient x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre r, A, c des
constantes strictement positives, n €]0,1[ et g appartenant a M4(x,c,n) . Nous avons,
uniformément pour x > 16 et 0 < || < 1,

max (1, |1+ x(p)p™|?) log =
= 1 _
%g(p) . yr(r)og (11 oes)

+y(p+2)log (1 + |9]log ) + O(1),

oty =y(g), et uniformément pour |9 > 1

T g(p) (1, 11+ x(p)p™|?)

» < y(p+2)log (1+ |9|logz) + Blogy(2 + |9]),

psT

ot p est défini en (2.9).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.5 de [5]. La fonction
¢+ max (1,]1 + e |?)

est périodique, de moyenne p + 2. Ainsi, si nous nous donnons un parametre w < x, une
intégration par partie semblable & celle du lemme III. 4.13 de [32] fournit

5 g(p) max (1, 1+ x(p)p™|?) oyt 2)log (bﬂ) ( 1 1+ 9| )

wits P log w |9]logw ~ ecllogw)”

Pour les entiers p < w, nous nous contentons d’approcher p®/ par 1. L'erreur que nous
commettons est alors O(|J|logw). Ainsi

= yk(r)logy(w) + O(1 + |9|log w).

max (1,[1 + x(p)p™|?)
> 9(p) ;

psw

Il s’agit désormais de choisir le parametre w afin d’obtenir les formules souhaitées. Ainsi,
1 i _
pour [J| < 5.7, nous choisissons w = .

Pour 1/logz < || < 1, nous choisissons w = exp (;o82—).

1+|9|log
Pour 1 < 9] < exp (c(log )") — 2, nous choisissons w = exp ((2/¢)(log(2 + [9]))/").
Dans le dernier cas, nous nous contentons d’observer que la somme & majorer est
< logy(z) < logy(2 4 |9]). O
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Lemme 2.2.12. Soient x un caractére de Dirichlet d’ordre r > 1 A, ¢ des constantes
strictement positives, n €]0, 1] et g appartenant a Ma(x, ¢,n). Nous avons uniformément
pour x > 16 et |9 < 1

> g(p)xf)p’“9 =0(1)

et uniformément pour || > 1

> g(p) ”<310g2(2+\’9|)-

p<sT

Démonstration. Notant ¢ le complexe défini en (2.14)), nous avons

x

2_ 9= S

p<T k=0 p<z
x(p)=¢

La suite de la démonstration est identique a celle du lemme 2.5 de [5], nous introduisons
un parameétre w, choisi convenablement par la suite. La fonction ¢ — e est périodique de
période nulle, donc le lemme I11.4.13 de [32] permet d’écrire

9(p) " _of 1 1+ [d] )
w<p<a [W|logw ~ ecllogw)” /"
x(p)=¢*

Par ailleurs, pour p < w, nous approchons p par 1, Perreur que nous commettons étant

O(]9]log w). Nous renvoyons a la démonstration du Lemme [2.2.11| pour savoir comment

choisir w afin que les différents termes d’erreur soient dominés par 1 lorsque |9 < 1 et
r—1

dominés par log, (2+[19|) lorsque |9 > 1. Nous concluons en remarquant que Y ¢¥ =0. [
k=0

Lemme 2.2.13. Soit x un couple de deuz caractéres de Dirichlet non principaux tels que

X1X2 ne soit pas principal. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n €]0,1[ et g

appartenant @ Ma(x,c,n). Pour x > 16 et uniformément pour (91,92) € R?, nous avons

S 9) 11+ x1(p)p™* + x2(p)p™2|?

psT p

< 3y10g2(:L‘)
+ B(logy (2 + [91]) 1)1 4oo(|91]) 4 10g2(2 + [P2]) 111, 100[([P2])) 4+ O(1),
oty =y(g).

Démonstration. Un développement du carré du module fournit

‘1 + x1 (p)pml + Xz(p)pm2|2 =3+ Xl(p)piﬁl _’_m —id1
+ x2(p )pl +X2( )p —i92
+x1 () x2(P)p™ 172 4 xa (p)xa (p)p' 2.

Nous étudions alors les sommes sur p de chacun de ces termes séparément, en utilisant le
Lemme [2.2.12] pour obtenir le résultat énoncé. O



60CHAPITRE 2. SUR LA FONCTION DELTA DE HOOLEY ASSOCIEE A DES CARACTERES

2.2.5 Lemmes fondamentaux

Le terme k(r) défini en (2.48) peut facilement étre majoré par 3, ce majorant est
suffisant pour la suite, néanmoins, nous pouvons ’améliorer, au moyen de la proposition
suivante.

Lemme 2.2.14. Pour tout entier r > 2, nous avons

M) < 3,
ot k(r) est défini en (2.48]). Cette inégalité est une égalité lorsque r = 2.

Démonstration. Nous notons A, = {z € U, : |1+ z| < 1} ou U, désigne I'ensemble des
racines r-iemes de l'unité. Ainsi

R(T)Zi( Z 11+ 2% + Z 1)

Z%Ar ZGAT‘
1
:( S+ + ) (1—|1—|—z|2)>
r ZEU’V‘ ZEAT
1
=24 = — 2).
+ - S A—]1+2P)
ZGAT

Si A, est non vide, nous pouvons choisir z € A,, alors arg(z) €|2m/3,47/3[, ainsi, pour
tout 2’ € A,, arg(zz') €]dn /3,87 /3], donc zz' ¢ A,, nous avons donc une injection de A,
dans U, \ A;, ce qui montre que |A,| < §. Ainsi

k(r) <

DN | Ot

Par la suite, pour T" > 1, pour tout n > 1, nous notons

ap, = H P by = H . (2.49)
pln pln
p<T p>T
Lemme 2.2.15. Soient x un caractére de Dirichlet non principal , T > 1 un réel, A, ¢ des
constantes strictement positives, n €]0,1] et g € Ma(x,¢c,n). Nous avons, uniformément
pour 0 < o < @

2
p=(n) 2y_dV 1
/R Z g9(n) +o H;ﬁlx (Im(d, x; D)) 1 4 92 < om(y.p)’

n>1 GnOn

ot p est défini en (2.9) et m(y, p) en (2.10).

Démonstration. Nous ne traitons que I'intégrale sur R* car celle sur R~ se déduit par
symétrie. Notons S(1) la somme a 'intérieur de l'intégrale. Elle admet un développement
en produit eulérien

max(1, |1+ x(p)p™|?) max(L, |1+ x(p)p"|*)
S(z?):pl;[T<1+g(p) pxpp )pg(1+g(p) plﬁfpp ).
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Le Lemme [2.2.11] nous permet alors de majorer uniformément S(¢) en fonction de .
En prenant z = e'/7, ce qui est possible par hypothése sur o, nous obtenons l'inégalité
suivante, pour 0 < ¥ < 1

1 \yk() 9\ (p+2)y
SO < () (1+2)"
et pour ¥ > 1
S(09) < log(2 + ).

o(Pt2)y

Nous découpons l'intégrale au point ¥ = 1. Celle portant sur lensemble {9 > 1} est
convenablement majorée. Pour 'autre intégrale, nous avons

1 N T N
/Osw)cw«/o (UH?) y(1+g) 7

1 1 1 \s(M)y—(p+2)y
< gmmy/o (1+ g) dv

D’apres le Lemme [2.2.14] nous avons k(r) < 3. Un calcul direct de I'intégrale permet alors
d’obtenir le majorant souhaité, en notant que, uniformément pour o €0, 1|

1 1
g oy log(1/0) < T
L]

Lemme 2.2.16. Soient x un couple de deuzx caractéres de Dirichlet non principauz
tels que x1x2 soit mon principal, A, ¢ des constantes strictement positives et n €]0,1],
g € Mu(x,c,n) et T > 1 un réel. Nous avons, uniformément pour o >0 et 9 € R

3 13 ( o) < (% si 9] < 1
b1+a 5 X5 U3U log(2 + ’79|) sinon,

n>1

ot ay, et by, sont définis en (2.49)) et 71(n,x,?) en (2.35)).

Démonstration. La seule différence par rapport a la démonstration du Lemme [2.2.15| est
I'utilisation du Lemme [2:2.13] pour majorer le produit eulérien. O

2.3 Estimation de C(n,x) et D(n,X)

Pour 0 < ¢ < 1/10, nous notons

Li(0) = exp (\/log(l/a) log2(1/a)). (2.50)

Pour ¢ > 0, g une fonction arithmétique et 7' > 1, nous notons

p2(
(0,9.Xx) = 1+a )C(n, x),

n>=1 an

ou C(n, x) est défini en (2.18) et a,, et b, sont définis en (2.49)). L’objectif de cette partie
est de démontrer le théoreme suivant.
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Théoréme 2.3.1. Soit x = (x1,x2) un couple de deuz caractéres de Dirichlet non prin-
cipauz tels que x1%x2 soit non principal. Soient A, ¢ des constantes strictement positives,
n €]0,1] et g € Ma(x,c,m). Si 0 <y =y(g), il existe une constante a > 0, dépendant au
plus de g, x, c et n, telle que nous ayons, uniformément pour o > 0

1 [e%
omax{y+1,m(y,p)} £1(o),

ot m(y, p) est défini en (2.10), et o nous avons posé

61(0793X) <

9yqlog % ) L/n
c

_ [log(1/o)
=\ g o] (2.52)

Nous avons le méme résultat en remplagant C(n,x) par D(n,x).

log T := ( (2.51)

et

2.3.1 Estimation de A®(n, x,v)

Pour ¢ > 0, g une fonction arithmétique et ¥ € R, nous notons

2 n n
(0,9, 1) == 3 I AW 1, x, ,
n>1 n

n
ott AK) (n,x, V) est défini en (2.22)) et a,, et b, sont définis en (2.49) & partir de la valeur
de T déterminée en (2.51)).

Proposition 2.3.2. Soient x = (x1,Xx2) un couple de deux caractéres de Dirichlet non
principaux tels que x1Xz soit mon principal. Soient A, ¢ des constantes strictement posi-
tives, n €]0,1[ et g € Ma(x,c,m). Pour 0 <y = y(g), il existe une constante o > 0,
dépendant au plus de g, x, ¢ et n, telle que nous ayons, uniformément pour o > 0,

k < +/logl/o entier et |9| < qo

(k+1)3

S(k) (Ua 9,X; 19) < Wﬁl (U)au

uniformément pour o > 0, k < /log1/o entier et go < |9 < @

(k 4 1)3[9|™wr) =3y

(k)

1(0)%,
uniformément pour o > 0, k < /log1/o entier et ﬁ < |9 < eclog )7

k+1)3 N
5®(0.9.x1) < L1, (o) 10g(3 + 19))”

et uniformément pour o > 0, k < \/log 1/ entier et [9] > ecllogT)”

(k+1)3
ody

ot p est défini en (2.9), L1(o) est défini en (2.50), et T et q sont définis en (2.51)) et
252).

6" (0, g,x, V) < L1(0)* log(2 + [9])5,
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Démonstration. Cette démonstration s’appuie sur la méthode différentielle de [5].

Nous commencons par utiliser le Lemme [2.2.4| pour majorer A*) (n, x, ). Le membre
de droite du majorant se traite au moyen du Lemme [2.2.15] qui fournit la majoration

M 2
Z b1+cr l"gﬁlx I7(d, x1,7)|" <

Pour traiter le membre de gauche du majorant, nous utilisons dans un premier temps
le Lemme qui nous permet de restreindre la somme aux entiers n pour lesquels le
facteur E(n), défini en n’est pas trop petit. Pour de tels entiers n, le terme F(n)~%/4,
ou ¢ est défini en , est uniformément majoré par £;(c)® pour une constante o bien
choisie. Il s’agit donc étudier

w3 (
Z 1+U MQ(q)( 7Xa19)1/q7

n>1 an

ou MQ(;C) (n, x, 1) est défini en en (2.32)). Nous énongons alors le lemme suivant.
Lemme 2.3.3. Soient o0 >0, k < /logl/o, 9 €R, ¢g=1 et T > 1, nous avons

LB rs (s)

A (k) (4-2)/(¢—1) pu2(n) 1/(g—1)
o) e )

(k+1)"/(log T)%
39y+1—1/q e—c/q(logT)”

+ B

ol

D)= 5 92 (max(1, 11+ xa () ) + O(1/0) 0

T1(n, x, V) est défini en (2.35) et A et By sont des constantes absolues.

k)

Démonstration. En dérivant la fonction Lfg T q(o), nous obtenons

7( Z M 1+s ()( aXaﬁ)l/qlogbn
n=1 an
u
= Z b1+8 )M (n, x, 93" logp
p>T
2
1= ( 1/¢9(p) logp
= Z a 1+s Z M np,x,z?) /q17+s'
n>1 nvn ( =1 p
p>T

Un calcul explicite de la quantité A®*) (np, x, ¥, u,v1,v2), valable pour tout p premier et
n € N tels que (n,p) = 1, fournit

A® (np, x, 9, u,v1,02) = (1+x1 (0)p™) AP (n, x, 9, 4, v1, v2)+x2(0) A® (n, X, 9, u—log p, v1, v2).
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En prenant le module a la puissance 2q de cette égalité, et en utilisant des inégalités
classiques, nous obtenons

|A(k) (np7 X 197 u,v1, U2)|
<201+ x1 ()P [P AP (n, x, 9, u, 01, va) |7

+ 3‘A(k) (nv X5 ’197 U — 10gp7 U1, ’U2)‘2q
! 2q 9 .
+ (1 + q)4q Z (2]> ’A(k) (n7 X, 9, u, v, U2)| J |A(/€) (n’ X, 9, u — logp, v, U2)| (q—J).
Jj=1

En intégrant cette inégalité sur R x [0, 1]?, nous obtenons

My, (np, x, 9) < (201 + xa @)p™1* + 3) Mgy (n, x,9) + W) (n, p, 9),

2q
ou
(24 v
WiH (n,p,9) := (14 ¢4y <2j> N} (n, x,9,log p),
j=1
les N J(’]Z)(n, X, U, log p) étant définis en (2.42)). Des inégalités de Holder et le Lemme [2.2.9
fournissent
k D S, v k
(9.0 <2 ()
A (k) (4-2)/(a-1) 5 pu(n) 1/(g=1)
7 (Lo (s) ((k+1) > i x.7))
1)Y9(log T)%
+ g, (b V(o8 T)
s9y+1-1/q o—c/q(log T')"
ce qui conclut la démonstration du lemme. ]

(k)

Ce lemme nous permet de considérer L . 4 comme sur solution d’une équation différen-
b b
tielle. Il nous faut désormais déterminer une sous solution de cette équation différentielle.
Comme nous allons le voir, cette sous solution va dépendre de 9.

Si |¥] < qo, le Lemme [2.2.10] fournit D(s) < 3y + O(1/q) pour tout s > o. De plus,
par le Lemme [2.2.16] nous avons

B k (a—2)/(q—1)
(k+ 120D (L, (s)

sl+3y/(g—1)-1/q

k 3y+ai/q (k
_(Lg,)T,q)/(S) <81/L7(9,)T,q(8) +A

(log T)°
+ B 89y+1—1/q e—c(logT)n”’

ol a1 > 0 est une constante absolue. En posant
e := By(log T)gye_(logT)"c/q, B:=9y—1/q,

nous obtenons

avec

3yt ai/q A(k + 1)@V gla=2)/ (=) <
P1(s, ) = s T+ s1-1/g4+3y/(¢—1) + sB+L
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Posons
K1 e

by
7 i=3y + 3 Xi(s) = o T8

ol by > a; est une constante. Remarquons dans ce cas 'inégalité suivante

En supposant les inégalités
v > (3y + 2 ) + A(k 4 1)/~ 1)K—1/(q 1)
q
B> 3y+ % +A(k + 1)@ D YD

nous avons

Kivi | €B
—Xi(s) Tl T BTl
KByt a/e) | eByta/e) | Al D)YODREVOD e
/ 3’71+1 S/B'f'l 3"/1'1’1 ( - K136>
g
+ W
SEBytafg) | eBy+a/g)
= s+l sB+1
A(k + 1)@= la=2/ =) es \(@-2)/(a-1) &
+ (1+ =) =
s+l Klsﬁ gh+1

>¢1(s, X1(s)).

Remarque 2.3.4. Les hypotheses sur v, et [ sont vérifiées dés que nous choisissons K
de l'ordre de (k + 1)2(gCs)? pour une constante Cy assez grande.

Comme tout ceci n’est valable que pour s < Remarquons

dans ce cas que

1
TogT» 1OUS notons sg = logT

2 9y
(k) 1= (n) o (logT)
Ly 1,4(s) < g a b+ T3(n)” < 9y
n>1
Ainsi,
k
Lg;)r’q(s()) < X1 (80)

en choisissant K = (k+1)2(qC2)%(log T)'®¥. Le lemme 70.2 de [17] permet alors de montrer
I'inégalité suivante

7 ) < (k +1)%(qC3)4(log T)'8Y Bi(log T)%
ﬁvTvq( = s3ytai/q * ellogT)c/q g9y—1/q
dés que o < s < sp. Les choix de T' (2.51)) et de ¢ (2.52)) impliquent alors
k (k+1)2
LT (0) < S5 Li(o)"
Le cas gqo < 9| < —T est le plus délicat, puisque le majorant de D(s) fourni par le

Lemme [2.2.10| change en fonction de la position de s par rapport a =
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Pour % <s < @, nous avons toujours D(s) < 3y + a1/q, la suite de la démonstra-

tion est inchangée, et nous permet d’avoir

91, _ (k+1)°

(k) (IVI
LoraC0) < Ty

19,T,q( Ll( )

car || > o et L est décroissante. Par ailleurs, le facteur ¢®¥ peut étre absorbé par le
terme L£;(0)® quitte & augmenter a.

Pour s < %‘, nous avons cette fois D(s) < (p+ 2)y + a1/q. Nous modifions donc ~; et
K par rapport a précédemment, nous choisissons

1 i=m(y, p) +bi/q,

de maniere a vérifier . 3 5
MA1>1— -+ L o a
q q-—1 -1

7
et
M > (p+2)y+a/q+ Ak + 1)2/(q71)K1—1/(q—1)_

Par ailleurs, pour assurer I'inégalité

nous choisissons

= (k4 1|9 =3 L, (o),

Nous obtenons ainsi
(k 4 1)2[9|™wr)=3y
om(y,p)

L1(0).

Si < 9] < ec1o8D)"  nous avons systématiquement D(s) < (p+ 2)y + a1/q et le
Lemme [2.2.16 fournit cette fois la majoration

w(
Z 1+s (n, x,7) < 10g(3 +0))7.

n>1

Nous choisissons ainsi

et
= (k +1)*(¢C2)?log(3 + [9])”

pour obtenir

(k+1)2

k
Lg’)T’q(U) < om.p)

Li(o)*.

Enfin, si [¢| > e(°eT)” nous avons D (s) < 4y + ‘. Nous choisissons ainsi

Yi=4y + —

et
= (k+1)*(gCs)"log(2 + |9])”

pour obtenir

< B o WP L),
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2.3.2 Démonstration du Théoréme 2.3.1]

La Proposition nous permet de déterminer la majoration du Théoréme [2.3.1
pour C(n,x), défini en (2.18)). En effet, d’apres le théoréme de Parseval, pour tout triplet
(u2,v1,v2) € R x [0, 1], nous avons

do
C(n,X,UQ,Ul,UQ)<</R|A(0)(n,X27X1,19,U2,1)277)1)|2m,
ott AO)(n, x2,X1,9, uz,va,v1) est défini en (2:22)). Ainsi,

dv
1+092

C(n,x)<</ 1A (n, x2, x1,9)|?
R

Remarque 2.3.5. Nous ne savons pas actuellement si cette maniére de majorer C'(n, x)
est optimale. Il est raisonnable de penser qu’elle ne I'est pas mais c’est la plus efficace
connue a ce jour.

Elle nous permet également de déterminer la majoration du Théoreme [2:3.1] pour
D(n,x), défini en (2.19)). Cependant, les calculs sont plus complexes. Nous commengons
par le lemme suivant, qui représente une formule d’inversion de Fourier.

Lemme 2.3.6. Soient n > 1 et x = (x1,Xx2) un couple de caractéres de Dirichlet, nous
avons, pour tout (u,u2) sauf un nombre fini

Az(n, x, u — ug, u2, v, v2)

1 . .
27//7(7%)(, —01, —92)k(0, v1, 91)k(0, va, ¥2) 71 (742) V202 49, dody
472 Jr Jr

! i i 2.53
:7/ / T(TZ,X, _1917 _192)k(077)17191)k(0,ﬂ2,192) elﬁlu el(ﬁ2*791)u2 dﬁldr&Z ( )
47’[‘2 RJR
1 . .
) / / T(n7 X _1917 _192 - 191)/€(0, V1, 191)]6(0, V2, ’191 + 192) elﬁlu e’“92U2 d’l91d192,
472 Jr Jr
ot T(n,x, =01, —U2) est défini en (2.34) et
ei(U1+U2)’l9 _ ei’u119
ko1, v, 9) = (2.54)

7
Démonstration. Calculons, pour tout vy, vs la transformée de Fourier de la fonction
(u1,u2) = As(n, x,u1, ug, v1,v2)

que nous noterons
A(n, x, V1,02, 01, v2).

Nous avons

~ —idhur —id
A(n, x, 01,2, v1, v2) Z/R/RA?)(MX,ULU%MM&)@ LU @TU2U2 dyy dug

log d1 log d2

=) X1(d1)X2(d2)/ e~ o122 qy) duy
dida|n logdi—v1 J1ogda—v2

= 7(n, x, =01, =0U2)k(0,v1,91)k(0, v2, J2),
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Ainsi, pour tout (u1,us) sauf un nombre fini, nous avons, d’apres la formule d’inversion
de Fourier

Ag(n,X,U]_,UQ,’U]_,’UQ)
1 o

:7/ / (1, X, —91, —02)k(0, v1, 91)k(0, vz, 92) €191 610242 49, A
472 Jr Jr

En remplagant u; par u — ug, puis en effectuant le changement de variable ¥9 = 19 — ¥,
nous obtenons le résultat. O

Posons
F(na X, U,v1, V2, 192)

i (2.55)
= /]R T(’I’L, X, —V1, =t — 191)]{3(0, U1, 191)]{2(0, vo, % + 192) et dvy.
Le théoréme de Parseval nous permet de relier la valeur de D(n, X, u, v1, v2) au moment L?
de F(n,x,u, vy, v,92). Nous transformons I'expression de F' afin de relier cette fonction
a des fonctions A de type et pouvoir utiliser la Proposition pour estimer
D(n, x).Pour cela, nous définissons, pour (v1,v2,91,92) € [0,1]% x R?,

]{?1(1}1,1)2,191,792) k‘(vQ,vl,ﬁl) (256)
ka(v1,v2,01,92) := k(v1,ve, 91 + 92) (2.57)
kg(vl,vz,ﬁl, 2) = k:(v U2,191) — /C(Ul,vg,ﬁl +192)e_i”“92 (2.58)
k4(U1,U2,191,'U02) = k(O Vg, U +192) efiv1192 —k(O,vg,ﬁl), (259)
et pour j = 1,...4, nous posons
Fj(n,x, u,v1,v2,02)
(2.60)

I:/ T(nuxu _791,—192 _ﬁl)kj(vlfl}?,ﬁl,’l?Q) eiﬁlud,ﬂl'
R

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant, qui relie D(n, x) aux fonctions Fj.

Lemme 2.3.7. Soient n > 1 et x = (x1,Xx2) un couple de caractéres de Dirichlet. Nous
avons

1

D(n, <</7 su Fi(n,x, u,v1,v2,02)|?d0

( X) 1+ 02 ue% |1( X 1, V2 2)! 2
(v1,v2)€[0,1]2

su Fy(n, x, u, vy, 02, 02)|?d0
/1—H92 UGE | 2( X 1,02 2)| 2
(v1,v2)€[0,1]2

1
+/ a2 sup ’F3(naX7u7’Ula’U2a’l92)’2d192
R 192 u€R
(v1,v2)€[0,1]2

1
+/ 92 sup ’F4(7'L,X,’U,,’Ul,’UQ,’ﬂQ)Pd’ﬂQ.
R 192 u€eR
(v1,v2)€[0,1]2

(2.61)

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous commengons par linéariser en ¢ la quan-
tité k(0,v1,91)k(0,v2,91 + ¥2). Nous utilisons a cette fin la décomposition en éléments

simples,
1 1 1

= — . 2.62
V1 (2 + V1) Do V(2 + V1) ( )
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Par ailleurs, nous avons
(ei’vlﬂl _1)(ei1]2(191+192) _1)
=(eM101 _1)(elv2(D1+02) _ ity 4 givads 1) (2.63)
:(eivg'&g 71)(ei(v1+v2)191 o eivg'&l) + (eivg'&l *1)(6“)1191 71)
et

(eivlﬁl _1)(ei1]2(191+’l92) _1)

= (&1 ((D1+92)=02) _1)(giva(D1+02) _7)

= eivl((ﬂ1+192)—’t92) _ e—ivlﬂg +e—i”01192 *1)(67;1}2(791—“92) 71) (264)
:e—ivlﬁz (eiv1(’l91+’l92) _1)(ei1}2(191+’l92) _1) + (e—ivl’ﬁz _1)(ei’l)2(191—|-752) _1)
Ainsi, d’apres (2.62)), (2.63)) et (2.64]), nous avons
k‘(O, V1, 191)]6(0, V2, 191 + 192)
1 (eivlﬁl _1)(eiv2(191+192) _1)
ity i
1 (eiv1191 _1)(eiv2(191+192) _1)
ity i(9 +V2)
e’i’vz’ﬁ2 -1 (e’i(v1+’02)191 _ e’i’l)2'l91) 1 (ei’l)1191 _1)(eiU2191 _1)
T ity it iy i
e—’i’l}1’l92 (eiU1(191+192) _1)(eiv2(191+192) _1) e—ivl’l92 -1 e’i’v2(’l91+192) —1
it i(V1 + ¥2) iy (91 + J2) (2.65)
1
:k(07 027 192)1{:(027 Ulu 191) + E (]{7(1)1, U27 7-91) - k(oa U27 ﬁl))
—iv192
+ k(_vla U1, 192)k(07 V2, 191 + 792) - ¢ “9 (k(’l)l, V2, 191 + 192) - k(oa V2, 191 + 792))
2

:k(oa V2, 192)]{:(027 U1, /191) + k<_vly V1, 192)]{:(1)1’ V2, 191 + /192)
1 .
+ ﬁ(k(vla V2, 191) - k(’l)l,'l)g,ﬁl -+ 192) e_W1192 )
2
1

+ ﬁ(lﬂ(o, V2, % + 192) e_ivlﬂ2 —k(O, V9, 191))
2

En injectant les équations (2.65)) a (2.60) dans (2.55]), nous obtenons

F(n,x,u,v1,v2,02)
=k(0,v2,¥2) F1(n, X, u, v1,v2,V2) + k(—v1,v1,V2) Fa(n, X, u, v1, v2,V2)
1 1
+ -7F3(n7Xa U7U17U27192) + %F4(’I’L,X,U,U1,U2,192).
) 102

D’apres le théoreme de Parseval et 1’égalité (2.53)), nous avons
D(n,x,u,v1,v2) <K /R |F(n, X, u,v1, va, 92)|*dida,

ou D(n,x,u,v1,ve) est défini en (2.21)). En injectant (2.60)) dans cette inégalité, nous
obtenons le résultat. O



7TOCHAPITRE 2. SUR LA FONCTION DELTA DE HOOLEY ASSOCIEE A DES CARACTERES

Nous voyons ainsi que ’estimation de

2 n n
s

n=1
se déduit de celle de
2
n)g(n
Z% sup |}7jj(n7X7ua ’()1,’()2,’[92)|2 (266)
n>1 n u,v1,v2
pour j = 1,...,4. Il nous faut maintenant relier les fonctions F; aux fonctions A de

type (2.22).

Pour cela, nous énoncons le lemme suivant.

Lemme 2.3.8. Soient n > 1, x = (x1,x2) un couple de caractéres de Dirichlet, 95 € R
et v1,v9 € [0,1]2. Nous avons, pour tout u € R sauf un nombre fini

Fi(n, x,u,v1,v2,92) = Z Xl(dl)X2(d2)dz_m2 (2.67)
dida|n
eutv2 <d1d2<eu+vl +vg
_ 92 —iuds
Fy(n, X, u,v1,v2,02) = > x1(di)x2(dz)d;™ e (2.68)
dida|n
eutvl <d1d2<eu+v1+v2
F3(n, x,u,v1,v2,92) = > X1 (d)x2(d)dy ™2 (1 = (dydp)™> e F01)72 ) (2,69)
dida|n
eu+v1 <d1d2<eu+v1 +vg
Fy(n, X, u,v1,v2,92) = ST xald)xe(de)dy 2 ((didg) ™2 e 0?2 1) (2.70)
didz|n
e<ddy<ettv2

Démonstration. Pour (v1,v2,92) € [0,1]2 x R et tout u € R sauf un nombre fini, nous
avons, d’apres la formule d’inversion de Fourier,

/ 7(n, X, =01, =92 — V1)k(v1, v, 91) 1 Ay
R

= [ X xaldixe(da)ds " (dade) (o, va, 90) € o,
didz|n

= 3 ald)xald)dy™ [ (dide) (v, va,00) € b
dida|n

= > X1(d)xa(d2)dy ™2,

dida|n
eu+v1 <d1 d2 <eu+v1 +vg

ou 7(n,x,v1,02) est défini en (2.34) et k(v1,vq,91) en (2.54). De méme, en effectuant le
changement de variable ©; = 1 4+ 92, nous avons

/ 7(n, X, —01,~02 — 91)k(v1, 02, 01+ 0a) 1 AV
R
:/ 7(n, X, 2 — V1, —01)k(v1, v2,91) /172 oy

R

= 3 x1(d1)xa(do)d 2 e 7102

dida|n
etV Lddy<e®Tr1tv2

En injectant les deux dernieres égalités, ainsi que la formule (2.65) dans (2.60]), nous
obtenons le résultat. O
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Dans le cas ou u est tel que 'une des égalités ci-dessus n’est pas vérifiée, nous pouvons
approcher D(n,x,u,vi,v2) par D(n, x,u + €,v1,v2) ot € > 0 est suffisamment petit et
tel que les égalités a (2.70) soient vérifiées pour u + €. L’erreur que 'on commet
est alors dominée par log(n)(A*(n, x1)* + A*(n, x2)?) d’apres (2:21), la quantité A*(n, )
étant définie en ([2.26)).

La majoration (2.61)) se réécrit donc

1

D(n, <</7 su Fi(n,x,u,v1,v2,92)|2dd

(n,x) 1502 sup |[F1(n, X, u, v1,v2,02)|"ddo
(v1,v2)€[0,1]2

su Fy(n, x, u, vy, va, 02)|?d0
/1+192 Sup | Fa(n, X, u, v1,v2,92)[*dds
(v1,v2)€[0,1]2

1
+/ 92 Sup ’F3(n7X7u7’U17’U27'192)’2d192 (271)
R 192 ueR
(v1,v2)€[0,1]?

1
—|—/ vl sup ’F4(7’L,X,U,’U1,’U2,'ﬁ2)’2d192
R ¥ u€R

(v1,02)€[0,1]2

+ 1Ogn(A* (nv X1)2 + A* (TL, X2)2)7
ot les fonctions F); sont désormais définies par les équations (2.67) a (2.70]).

L’estimation de la somme pour j = 1,2 se déduit alors de la Proposition m
Nous ne traitons ici que le cas j = 1, le cas j = 2 étant identique. Dans ce cas, nous
pouvons utiliser la remarque afin de ne considérer que les entiers n qui sont premiers
avec q1qa, ol ¢; désigne le conducteur de x; pour ¢ = 1,2. Nous pouvons donc poser

ds = n/(dydy) dans la somme (2.67)) afin d’obtenir

2 ald)xa(d)dy™ = > (d ds )XQ(dz)d 2

d1d2‘n d2d3|77»
et tv2dydo<ettr1to2 ne"Y4TV1TV2<dz<ne ¥ v2
_ — ~— —id2
= xi(n) > X1 (ds)X1x2(d2)d;
dads|n

ne YTV1TV2ldg<ne” T2

Nous avons donc, uniformément pour u, 92, v1,v2 € R? x [0, 1]?

S gy 1y v )2 < 2 I A 57 v, )

n>1 U,v1,v2 n>1

La Proposition [2:3.2] appliquée & k = 0, fournit alors

,u o dv 1 N
/nz;l n1+a USEEQ|F1(%U1:U2,192)| T+ 3 < Um(y’p)ﬁl(a) : (2.72)

ou m(y, p) est défini en et £1(0) en (2.50).
Pour j = 3,4, une dlﬂiculte apparait, du falt que l'intégrale de 2 est divergente en 0.

Nous ne détaillons que le cas j = 3, le cas j = 4 étant identique. Posons Yo = L1(0)~ L
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Pour |¥2| =Yg et j = 3, nous écrivons

2 1
| F3(u, v1,v2,92)| <<W‘ > X1(du)xz2(dz)dy i
dyd
eutvl gdlldj<|2“+”1 +v2
1 . 2
+ | > X1 (di)xa(dz)dy”
[0 dida|n

eu+v1 gdldz <eu+v1 +vg

La Proposition [2.3.2] appliquée a k = 0, fournit alors

12 ( 272 1 a+1
F U —L . 2.73
/MOZ WS up |3 (u 01,0, 0) T < i) (2.73)

= w109 (y,p)

Il nous reste a traiter le cas |[J2] < 9. Pour cela, nous effectuons un développement
limité de
1— efi(u+111)192 (dldQ)’iﬂg
par rapport a 9¥2. Nous obtenons

ko qk |192|k0+1

. 4 5
_ a—i(utvr)d2 e _ oy
1—e (dldz) = Z ol (log(dldg) U ’01) + O((kio n 1)'>
Ce qui implique, d’apres ([2.69)),
1
@|F3(U,’U1,'U2,'l92)|2
ko ko g2k
19 ; k2
§192 Z 7l Z Z (dl)XQ(dz)d 2(log(d1d2) —Uu— Ul) ‘
dida|n
u+'u1 <d11d22<eu+v1+v2
9 2(ko—1) )
+0(G e ’)
ko g2(k—1) (2.74)
9 » k2
<e Z zk' ‘ Z X1 (ds)x1x2(d2)d, V2 (logn —u—v; — log d3) ’
k=1 : dads|n
ne ¥ TV1TV2Ldg<ne ¥
192(14:0 1) ,
+0( G )’)
ko (k: 1) 19 2(ko—1) )
<eZ ‘A n, X1, X2X1, 792)’ +O<m 73(n) )
La Proposition fournit alors , pour tout 1 < k < ko,
)g(n) B 2,92(h=1) (k+1)3
AR —9 dY < o (2
/190 n>1 nlﬂ’ u?£g2 (m, X1, x2X1, 2)’ k! < k!am(y’f’)ﬁl(a) (2.75)
Nous choisissons ensuite kg := [5y 113052 11/ /C;] + 2, de sorte que
M 2 2(ko—1
Z>:1 n1+U T3 n) W/ 19 0~ )d'l9 < 1. (276)
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En combinant les majorations (2.75) et (2.76) dans I'inégalité (2.74)), nous obtenons

(g (n) Ay 1 "
/”90 n>1 n1+ U?12822|F3(u’v1’v2’192)‘ 03 < Wﬁl(a) : (2.77)

Les équations (2.73) et W fournissent alors
dds 1

12 2
/Z n1+ sup |F3(u,v1,ve,92)| 197% < om(y.p)

n>1 V1,02

Li(o)*Th (2.78)

Enfin, le Théoréme qui sera énoncé et démontré dans la section suivante, fournit la

majoration
1

N *
Z 1+cr log nA (n X) < omax{y+1,m(y,p

n>1

SL1(0)", (2.79)

valable lorsque x est un caractere de Dirichlet non principal.

En combinant les équations (2.72)), (2.78) et (2.79)) a 'inégalité (2.71)), nous obtenons

2
(% (n) 1 a
nito g(n)D(n, X) < O-max{y+1,m(y,p)} ﬁl(o) )

n=1

ce qui correspond a I’énoncé du Théoreme pour D(n,x).

2.4 Démonstration du Théoréme 2.1.1]

2.4.1 Majoration de A*(n,x)
L’objectif de cette partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme 2.4.1. Soient x un caractére de Dirichlet non principal, A, ¢ des constantes
strictement positives, n €]0,1] et g € Ma(x, ¢, n). Il existe une constante o > 0, dépendant
au plus de g, x, c et n, telle que nous ayons, uniformément pour o €]0, %[

1 . 1
Z 1+a n)A*(n,x)* < O—max{ym(y,p)*l}ﬁl(a)

n>1

oty =y(g), p est défini en R2.9), L1(o) en [2.50) et m(y, p) en (2.10).

Démonstration. Nous commengons par utiliser la majoration (2.30) du Lemme Le
membre de droite du majorant ne pose aucune difficulté, puisque nous avons

2
1% (n) 1/q 1 _ 1
= nl+o g(n)T(n) < oy2/e T gytO(1/9)”

Le terme ¢ sera de 'ordre de

B0y (nytle < £1),

oY

Nous nous intéressons donc au membre de gauche du majorant de (2.30)). Le Lemme|2.2.5
nous permet de considérer uniquement les entiers n pour lesquels le facteur F(n) n’est pas
trop petit, ce qui nous amene a étudier la somme

Lho) = 3 2 s (m, )

140
n>1 n
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ol ng(n, X) est défini en (2.28)). Plus précisément nous étudions

1 ( 1
L;q Z 1+cr ng(n X) /a

n>1

ou ay, et b, sont définis en (2.49) et 7' un parametre que nous fixerons par la suite.
Nous employons alors la méthode différentielle de [5] pour majorer cette somme.

Pour cela, nous utilisons 1’égalité
A(np, x, u,v) = An, x, u,v) + x(p)A(n, x, u — log p, v)
valable pour tout (n,p) =1 si p est premier. Ainsi,
M, (np. x) < 6My(n. x) + W (n. p)
ol

q—1
2q
Win,p):=(1+4q) ) <2j> NI, (n, x,logp).
j=1

Nous avons donc

_7LT _ /1’2(”) MT 1/q1 b
ds T,q(s) Z 1+Sg(n) 2q<na X) 0g On

n>1 GnOn

logp 1%
S Z g( 1+s Z 1+s M2q(np’ X)l/q

p>T n>1 Gn
logp 1 1
<X 9 X o 7 g(n) (634, () + W ()"
p>T n>1
logp 1% 1/
<Y ) 1+sza "y (6M§ (n, )"+ Wi (n,p)1/9)
p>T n>1 “'nvn

6'/9(y + as) log p
< — . L}q )+ g(n b1+s > g(p)pHS WT( ).

n>1 p>T

ol a est une constante absolue. Une inégalité de Holder fournit

d 6Y9(y + as)
— L (s) <fﬂm<s>
log p 1/q log p (g—1)/q
+Y gln 1+s ( > glp) » W(J(”ﬂP)) ( > Q(P)m) :
n>1 p>T p>T

L’application du Lemme [2:2.8] et une inégalité de Holder permettent ainsi d’avoir

d 6Y/9(y + as)
8 e LI
A + (g—2)/(g—1) w?( 1/(g—1)
+ 8171/(1 (LT,q(S ) <§>:1 an 711-',-5 (TL X))
(log T)*
+ B §9y+1-1/q g—c/q(log T)"’
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ou A et B; sont des constantes absolues. Le Lemme [2.2.15 fournit une majoration du

terme )
pe(n) .
s 9()70(n, x).

En effet

w0 = (T (/Rh(d,x,ﬂ)ﬁlf_%)q)”q

ST 1/qmax /|7- XU 21?:9?92)

dv
1+92

!/ /R ma (7(d. x.9) )

ce qui nous permet d’utiliser ce lemme.

Remarque 2.4.2. Nous ne savons pas actuellement si cette majoration de 7y(n, x) est
optimale. Il semble peu probable qu’elle le soit, cependant, c’est la plus efficace connue a
ce jour.

Nous obtenons donc

6'/9(y + as) )<q—2>/<q—1> 1
S

;
——Li(s) < Lrg(s) + A(Lrq(s) R ET=T ey ey y o TCY e

(log T)%
1/q g—c/q(log T)"

ou m(y, p) est défini en (2.10). En posant

e := By(log T)gye_(logT)nC/q, B =9y —1/q,

+ B ST

nous obtenons
!
_LTT,q(S) < ¢(87 L;",q(s))v

avec

(g—2)/(g—1)
— gl/aY TS Az -
P(s,x) =6 s U I 1/grm(yp)/(a-1) + sh+1”
Posons 1 1 b K
~ := max (m(y,p) . —|—O( = ),y+q), X(s) = PR

pour une certaine constante b, de sorte que

1
v411- Ly mwp)
g q-1

q—2
)+777

1
el 1

+ O(

et
v > 6Y4(y + aso),

ou sg est petit devant %. Pour sy suffisamment petit devant %, en supposant les inégalités

v > 6Y9(y + asg) + AK Y @D,
B> 6Y9(y +asg) + AK @D 41,
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nous avomns

K €
—X'(s) :8711 Sﬁgl

61/qK(y +as) e6Y9(y +as) AK@2/(a1) s

> S T1 t sh+1 syl ( * Kisﬂ)
£

+ PES]

61/‘1K(y + as) 561/q(y + as)
>z s+l sP+1

AK(@=2)/(¢—1) es7 \ (a—2)/(¢—1) €
g7+l ( Ksﬂ) sB+1

>¢(s, X (s)).

Remarque 2.4.3. Les hypotheéses sur v et 8 sont vérifiées pour sy suffisamment petit
devant % dés que nous choisissons K de l'ordre de (gC%)? pour une constante Co assez
grande.

R 1
Comme tout ceci n’est valable que pour s < ToaT>
1

sera choisi de telle sorte que e T

nous notons sg = @. Le réel T

+ soit petit devant l. Remarquons dans ce cas que

12 ( )2 (log T)%
b1+s 3 < sy

T
L ( .
n>1 an
Ainsi

LY (s0) < X(s0)

en choisissant K = (qC3)?(log T')'®. Le lemme 70.2 de [I7] permet alors de montrer 'in-
égalité suivante

LT ( ) (q02)q(10gT)18 B(logT)gy
T.q 2= gm(y.p)=1+1/q ' o(logT)"c/q g9y—1/q°

Nous choisissons T' de sorte que

n _
ellogT)e/q — =9y

ce qui implique

9yqlog 2\ 1/n
(ng) —1logT.
c
Dans le cas ou g est de 'ordre de 11)0gg2((11/ /UU)), nous avons bien o < logT De plus, le terme
dominant est celui de gauche, ainsi
Il (o) < ! L1(0)°
Ty omax{y,m(y,p)—1} ’
ol « est une constante strictement positive. O

2.4.2 Fin de la démonstration

Dans cette partie, nous utilisons les différents théorémes et lemmes vus précédemment
afin de démontrer le Théoreme Pour commencer nous appliquons la méthode de
Rankin, ainsi que la formule (25) de [32] pour obtenir la majoration

plto 12(n)
140
log sin

S(z,9,x) < 9(n)As(n, x)* == S(, 9, X)-
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Le Lemme permet de majorer Az(n,x)?. La contribution des deuxiéme et troisiéme
- PR 1 .

termes du majorant est, selon le Théoréme < e £1(0)®. Pour traiter le

premier terme du majorant, nous utilisons le Lemme [2.2.5) pour ne travailler que sur la

2
w(n
LQ(U) . nlsra)g(n)MQ(](n7X)l/q7
n>1

somime suivante

ol My(n,x) est défini en (2.25)). Plus précisément, nous étudions

w(
LTq Z 1+o- ( ’X)l/q,

n>1 anOn

ol ay, et b, sont définis en (2.49). En dérivant par rapport a o la fonction précédente, nous
obtenons

—LTq Z 2l 1+0 n) Maq(n, x)l/qlogb

n>1

n=1

2
n
a (1+)(,g(n)M2q(n, x)"1Y " logp

Ay On

pl?r}
p>
2
> Q) 9(p)
- 1 anb}frUg(n) pito log pMay (np, x)'/4.
nz p>T

Pour majorer My,(np,x), il nous faut dans un premier temps calculer Az(np,x,u, V).
Nous avons
AS(npa X, U, V) :A:’)(n’ X, U, V) + Xl(p)AZS(nv X, U1 — Inga uz, V)

2.80
+ x2(p)As(n, X, ur, iz, v)- (2:80)

En prenant le module a la puissance 2¢, nous obtenons

’Afﬂ(nvaaua V)’2q

< Z (Z ] )’A?) n,x,u,v ’ ’A?) n,x,uy — IOgPaUZa ‘ ‘A3 n,x,ui,u — logp’ )’k
i+7+k=2 ’
+7+ q (2'81)

Si les trois exposants 4, j, k sont non nuls, nous considérons le plus grand de ces trois expo-
sants. Nous pouvons supposer sans perdre de généralité qu’il s’agit de k. Nous décomposons
alors k de la maniere suivante

k =k + ko,
ou ki et ko vérifient
i+ki=q
J+ ke =q.
Nous appliquons alors 'inégalité
1

ab < §(a2 + v?)
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k1

i

As(n, x, ut,us —logp,v)

a = ‘A3(n7Xa u,V)

et

ko

J
b= ‘Ai’)(n’X?ul - 10gp7 U,Q,V)‘ ‘Afﬁ(anaulyuQ - 10gp7 V)

afin d’obtenir
i j k
Az(n, x,u1 — 10gp,u2,V)‘ ‘Aii(naX,Ul,UQ - IngaV)’

‘2((1—7?)

Ayt 0,9

24

As(n, x,ut,uz —logp,v) (2.82)

1
<§‘A3(7’L, X u,V)

1 2j 2(q—j)
+ 5‘A3(TL,X,U1 - IngaUQav)‘ ‘Ag(n,X,UhUQ - Ingav)‘

Si I'un des trois exposants est nul, disons k, nous utilisons les majorations suivantes.

2h+1 2q—2h—1
‘A?,(’I”L,X,U.,V)‘ ‘Ag(n,x,ul,ug—logp,v))
1 2h 29—2h
<§’A3(n,X,U,V)’ ’A3(n7Xaulau2_10gp7v)‘

2h+2
‘ ‘Ag(ﬂ,X,Ul,Ug—IOgP,V)

1 2q—2h—2
s !
‘A:,,(n, X, u,v)HAg(n, X, U1, U2 — 10gPaV)‘2q71
<21q’A3(n,X7ulau2 — log p, V)‘Zq

q 2 2q—2
+§‘A3(TL,X,U,V)‘ ‘Ag(’ﬂ,)@lﬂ,’dg*logp,v)‘

)

‘A?)(na X u,v)‘2q_1‘A3(n,X, Uy, U2 — logp,V)‘
gg‘A;»,(n, X u,v)‘2(q_1)‘A3(n,x,u1, Uy — logp,v)‘2
+ ;(J‘Ag(n,x, u,v)‘zq

La majoration de My, (np, x) fait donc intervenir les quantités Ny j 4(n, X, log p) et Na j 4(n, x,logp)
définies respectivement en ([2.36)) et (2.37). Pour la suite, nous définissons

n(y,p) == max{y+ 1, (p+ 2)y,3y — 1} = max{y + 1,m(y, p)}. (2.83)
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Le Lemme [2.2.9 fournit alors

914 (y + as
L gfs) <TG
A
+ 77 (L1,q(s)
51 1/‘1( q st
w?( 1/4(g—1)
(25 o i)

+ sl—1/q

(Z 1% 1+S n,X))l/Q(q_l)

n>1 dnbn

+ 11/q

(Z 12 ( 1+8 S(n, X))l/Q(q—l)

n>1 anbn
(log T)%
1/q g—c/q(log T')"

%_131 gy+1—

ott tx = (x2,x1). D’apres le Théoréme nous avons

94(y 4 as
— 'T7q(s) g(S)Lqu(s) + A(LTH(S)

(log T)%
89y+1—1/q e_C/Q(IOg T)n*

>(q—2)/(q—1)

+ By

En posant

) ) )

- (Tq< ) (5 ) )

n>1 9n0n

A (m( ) (50 90 )

n>1 GnOn

L1(s)*/(a=1)

sl+(n(y,p)/q—1/9+9y/q(q—1)

e := By(log T)gye_(logT)nC/q, B:=9y—1/q,

nous obtenons

—L74(s) < ¢2(s, L1,4(5)),

e /(=) 3(a-2)/(a-D)
AL a/(q-1) 1.(¢—2)/(a—
bo(5, ) = gl/qy—kasx 1(o) x L5
s sl=1/a+tn(y,p)/(a—1)+9y/q(q—1) ~ gB+1
Posons b 9 K
._ 0 1. 02 &
72 = max <y+ q:n(yap) 1+ q )7 X2(8) T 572 $B°
de sorte que nous ayons les inégalités suivantes,
1 n(y,p) 9y q—2
TeFlz1l— =+ + 2
¢ q-1 qlg=1) q—1

et
vo > 9Y9(y + aso)

pour sg suffisamment petit devant é. Pour que X5 vérifie

—X5(5) = ¢a(s, Xa(s)),
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il faut choisir Ko de l'ordre de (¢C3)?L1(0)® ou C5 est une constante suffisamment grande.
Nous obtenons finalement, pour les choix de T" et de ¢ définis en (2.51)) et (2.52)),

1

Lqu(O') <K W

Li(o),
ol ag > a. En spécifiant o = 1/log x, nous obtenons, d’apres ([2.83)),

&(r,9,%) < w(log )Xl HI28-8} gy

2.5 Démonstration du Théoréme 2.1.4
Démonstration. L’inégalité
S 1)y ™M As(n, x)* > 2(logz)V !
nz>x

se déduit de la minoration triviale

A3(n7X)2 2 1.

La deuxieme inégalité est obtenue par application du théoréme de Parseval. Comme
la fonction As(n, x,u,v) est nulle si u; ou ug est plus grand que logn en valeurs absolue,
nous pouvons écrire que pour tout n < x

1
(log x)?

La fonction u — Ag(n,x,u,Vv) est intégrable et de carré intégrable, nous pouvons donc
utiliser le théoreme de Parseval pour calculer I'intégrale ci-dessus. Nous obtenons

Vi/2)
As(n, x, u, v)|2dudv = / n, %, 9)|? sin”(v; S Y/ q9dv,
/R?x[o,1]2| 3(m X ) R2x[o,1]2 X 9)| H (9:/2)?

A2(n,x) > /R g B3l 1) Py, (2.84)

ou 7(n, x, ) est défini en ([2.34)).

L’avantage de cette nouvelle fonction est qu’elle est multiplicative, nous savons donc
estimer sa fonction sommatoire. Tout d’abord le calcul de l'intégrale en v; et v9 montre
que

Lo B uv)Pdudy > [ i, x,9) . (2.85)
x[0,1]2 [0,1]2
Soit F(s) la série de Dirichlet associée a la fonction

1 (n)y I (n, x, 9)I.

Pour PRe(s) > 1, cette série de Dirichlet admet le développement en produit eulérien
suivant

) =TT+ S+ + ™ P)

p

que nous pouvons réécrire sous la forme

Fis) =TT{1+ (3@ + 300 +xa)™ + @

+ 1)+ xa E)xe(p)p ) |
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Dans le cas ou x1x2 n’est pas principal, nous avons

F(s) =¢(s)*L(s — i1, x1)VL(s + i1, X1)Y L(s — i92, X2)?L(s + i¥2, Xz2)"
L(s —i(¥1 —Y2), x1x2)Y L(s + (Y1 — V2), Xx1x2)Y F1(s),

ou F(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour Re(s) > 3/4.

(2.86)

La méthode de Selberg-Delange assure alors que lorsque |91], [J2] et |91 — 2| sont plus
grands que ¢/ log(x) pour une certaine constante ¢, nous avons

S 1)y (n, x, 9) [ > zlog(x)® . (2.87)

n<e

Les formules ([2.84)),(2.85) et (2.87) permettent de conclure dans le cas ot x1Xz est non
principal.

Dans le cas ou x1 = x2 = X, les deux dernieres fonctions L qui apparaissaient dans la
formule ne sont plus des fonctions L mais des fonctions (, cependant le fait que leur
argument ne soit pas s nous empéche d’appliquer la méthode de Selberg-Delange pour
conclure. Afin de contourner cette difficulté, nous constatons que si 97 et o sont tres
proches, alors ((s+i(01 —2)) est proche de ((s), ce qui nous conduit & énoncer le lemme
suivant.

Lemme 2.5.1. Pour x > 16, il existe une constante c telle que pour |91 — 02| < ¢/logz, il
existe une constante B dépendant uniquement de c telle que pour tout n < x sans facteur

carré £(n)
n
log (m)’ < B
ou
f(n) = ’T<naX7X71917792)‘2
et

g(n) = |7(n, x, x,91,91)%.

Supposons le lemme démontré. Dans ce cas sur la bande |1 — 93] < ¢/logz, nous
avons

ST )y f(n) > > P (n)y™g(n) (2.88)

n<w n<zx
et si nous notons G la série de Dirichlet associée & u?(n)y“(™g(n), nous pouvons écrire
G(s) = ¢(s)%L(s — iy, ) L(s + id1, ) G1(s),
ou G1(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour Re(s) > 3/4.

La méthode de Selberg-Delange assure alors que si [1| > ¢//logz pour une certaine
constante ¢’ > 0, alors

> 1)y ™g(n) > wlog(a)™ . (2.89)

n<e

Les formules (2.50)), (2.85)), (2.88)) (qui n’est valable que sur un ensemble de mesure 1/ log x)
et (2.89) permettent de conclure dans le cas o x1 = xa. O
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Il nous reste & démontrer le lemme.

Démonstration. Pour p < x, nous avons

T(p. X, X, 91,92) 1+ x(p) (0™ + p™?)

(P X, 01 01) 14 2x(p)p™™
Par inégalité triangulaire, le module du dénominateur est toujours plus grand que 1, nous
pouvons donc écrire

T(p, X x:01,92) _ L+ 2x(@)p™ + x(p) (0 — ™)
(P, X X, V1, ¥1) 1+ 2x(p)p™
=1+ O((h — V2)log(p)).

Ainsi, si la différence 91 — 95 est suffisamment petite par rapport a 1/logx, d’'une part la
fraction ne s’annule pas, nous pouvons donc considérer le logarithme du module de cette
fraction, et d’autre part, le développement limité du logarithme nous assure que

T(p7X7X;791,192)
! = O((91 — 92) log(p)).
%8| o dr | = 001 = 92)105()

Nous avons donc pour tout n < z sans facteur carré

log< n) 221 ’(p,x7191,192)‘

(n) p,x,V1,91)
_ZO (91 — 92)log(p))
pln
= O((91 — V2)log(n))
= 0(1).

D’ou le résultat. O



Chapitre 3

Sur le nombre d’idéaux dont la
norme est la valeur d’une forme
binaire de degré 3

Ce chapitre est la reproduction intégrale de I'article [24] disponible sur Arxiv.

3.1 Introduction et résultats

Lorsque R désigne un domaine de R? et ¢ € R* | nous désignons par R(¢) le domaine
de R? obtenu en dilatant R par &, c’est-a-dire

R(E):={xcR?:x/¢ c R}.

Soit K une extension cyclique de Q de degré 3, soit G = Gal(K/Q) son groupe de Galois
et x un caractere non trivial de G. L’application x est donc un caractére de Dirichlet non
trivial d’ordre 3 et nous notons par la suite g son conducteur.

Rappelons que pour f et g deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution f * g
est la fonction arithmétique définie par

(f*g)(n):Zf(d)g(%) Vn > 1.

dn

WV

Nous définissons pour la suite la fonction arithmétique r3 par

r3(n) == (L+x * x*)(n), (3.1)

ou la dépendance en y est omise. La quantité r3(n) compte le nombre d’idéaux de 'anneau
des entiers du corps de nombre K dont la norme vaut n. Cela provient du théoreme 6 de
[19].

Nous désignons par F' € Z[X,Y] une forme binaire, homogéne de degré 3. Nous pro-
posons dans cet article une estimation asymptotique en £ de la quantité Q(F, R, ) définie
de la maniere suivante

QIFEER) = Y r3(F(x)), (3-2)

x€Z?NR(E)
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lorsque le domaine R et la forme binaire F vérifient les hypotheéses suivantes :

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont

la frontiere est continuement différentiable ;

(H2) Ve e R, ||z|| < o;
(H3) Ve € R, |F(x)| < 0%
(H4) La forme F est irréductible sur K,

pour certaines valeurs o > 0 et 1 > 0. Cela peut étre vu comme une version analogue de
I’étude de [4] qui étudie la somme de (1 x)(7'(x)) lorsque x est le caractére non principal
modulo 4 et T" une forme binaire quartique.

Nous introduisons les ensembles

&= U {n e N*:3d|¢>, n=admod dq} (3.3)
aeGy
ou
Gh :=Ker(x) C (Z/qZ2)*
et pour d | ¢°°, nous notons &, la projection de € sur Z/dZ, c’est-a-dire
Ea= |J {n€Z/dZ : 3dy | ¢, n= ad mod (diq,d)}. (3.4)
acGy
Enfin, nous définissons I’exposant
n :=0,0034. (3.5)

Rappelons que pour {s : fRe(s) > 0} et x un caracteére de Dirichlet non principal, la
fonction L de Dirichlet est définie par

x\n
Lisy) = 3 M,
n>1

Théoréeme 3.1.1. Soient € > 0, £ > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, x un
caractére non principal de G, F € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3, R un domaine
de R2. Pour tout ¥ > 0 et 0 > 0 tels que les hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H/J) sont
vérifiées et sous les conditions

VESa <2 1//E<9 <,

nous avons
Q(F,€,R) = K(F)L(1,x)L(1, x*)vol(R)€2 + O(HF|’€((1(;;$;92)§2) (3.6)
ot ||F|| désigne le mazimum des coefficients de F' et
() = o) TRt (3.7)
4

avec

o) = (1= X2 (- ) 57 20D 39

p p P

pour tout p premier avec q et
. 3
Ky(F) = lim -z e @/¢"2) : Fx) e &ul), (3.9)

k—oo q
ou Egr est défini en (3.4)).
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Remarque 3.1.2. Si de plus ’anneau des entiers Ok est principal, nous pouvons décompo-
ser K(F') en produit de facteurs non archimédiens qui posseédent chacun une interprétation
géométrique. Nous étudierons ce cas dans la section 5.

Ce résultat repose sur la méthode utilisée dans [6] et nécessite le Théoreme Ce-
pendant, plusieurs difficultés techniques apparaissent. D’une part, le conducteur g de x ne
posseéde pas forcément un unique facteur premier, ce qui complique la paramétrisation de
la section 3.2. D’autre part, I’exposant p apparaissant dans le Théoreme [3.2.9] n’est pas
suffissamment précis pour adapter directement les calculs menés dans [6].

Nous trouverons dans 'appendice B.4 de [§] une liste de corps K vérifiant les hypothéses
du Théoreme On peut ainsi choisir K = Q[a] ol « est une racine d’un des polynémes
suivants : X3+ X2 —-2X —1, X2 -3X -1, X3 - X% —4X — 1.

3.2 Rappels

3.2.1 Etude du nombre de solutions locales d’une équation polynomiale

Nous rappelons dans cette section les résultats préliminaires et les notations néces-
saires a la démonstration du Théoréme Lorsque F' € Z[X,Y] est une forme binaire
homogene de degré 3, nous notons D(F') := disc(F') son discriminant

D(F(X,Y)) =D(F(X,1)) =D(F(1,Y)).
Lorsque s € N*, nous posons

op(s) == Z 1, Q;(S) = Z 1.

1<a<s 1<a,b<s
F(a,1)=0 mod s F(a,b)=0 mod s
Nous introduisons ensuite les ensembles
A(s,F) :={(m,n) € Z? : s| F(m,n)} (3.10)
et
A (s, F):={(m,n) € A(s,F) : (m,n,s) =1} (3.11)

et nous posons
05(s) == |A*(s, F) N[0, s[?|.

Lorsque le polyndéme F' est irréductible sur @Q, nous pouvons considérer £ un corps de
rupture du polynéme F(X, 1) et la fonction zéta de Dedekind, (j définie sur le demi-plan
{s € C: Re(s) > 1}. Les résultats suivants sont établis dans [6].

Proposition 3.2.1. Soient F' € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3 et K une exten-
sion cyclique de Q de degré 3 tels que F soit irréductible sur K. Il existe des fonctions
multiplicatives hp, h;ﬁ et h}. telles que pour tout Re(s) > 1, nous avons

s el gy ) (312)

1 W 1

+ +

or(n) h(n)
> U gy (3.3
n>1 n=1

op(n) F(n)

7fs+1 = Culs) Y 1;5 . (3.14)
n>1 n>1
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De plus, ces fonctions multiplicatives vérifient, pour tout k €]0,1/6[ et pour tout € > 0

> [hp(n)] + [hp(n)| + |hp(n))| < |IFI. (3.15)

1-k
n=1 n

Le comportement moyen de (x * XQ)(n)Qf (n) découle des propriétés analytiques des
fonctions Ly (s, x) et Li(s, x?) ol nous avons posé

X(NkjgU))

Lk(87X) = s
UET(O) NijoU)

)

ou Z(Ok) désigne I'ensemble des idéaux de 'anneau des entiers algébriques de k. Nous
pouvons ainsi énoncer une version analogue de la proposition ci-dessus en prenant en
compte les caracteres x et x2.

Proposition 3.2.2. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, x un caractére non
principal de Gal(K/Q) et F € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3 irréductible sur K. II
existe des fonctions multiplicatives h( -; x), hE(-; x) et h( -; X) telles que pour tout
Re(s) > 1, nous avons

Y e = Li(s,x) Y (1 x) (3.16)

n>1 s

x(n B hf(n; x)
> M) _ () 5 B )
n>1 n>1

x(n)ok(n) hy(n; %)
> M) g 3 ) 15
n>1 n>1

De plus, ces fonctions multiplicatives vérifient, pour tout k €]0,1/6] et pour tout e > 0

hoo(n; x)| + |hE(n; x)| + |Ri(n;
Z ’ F( X)‘ ’ F(I_KX)‘ ‘ F( X)’ < HFHE (3'19)
n
n=1
Les mémes résultats restent valables si l’on remplace x par x>.

Rappelons la définition de la fonction logarithme intégral, notée li. Pour tout = > 2,

li =
i(x) /2 logtd

Ces deux propositions nous permettent d’énoncer le lemme suivant, établi dans [19].

Lemme 3.2.3. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, x un caractére non
principal de G = Gal(K/Q) et F' € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3 irréductible
sur K. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, uniformément pour x > 2

Z op(p) =li(z) + O(xe ™V log ) (3.20)
p<T
> x(p)op(p) = O(ze cVie?) (3.21)
p<z
> XP(p)op(p) = O(zecVie™), (3.22)
P

of(p) oy L@

Nous avons les mémes estimations en remplacant la fonction o (p) par > >
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Lemme 3.2.4. Soient € > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, x un caractére
non principal de G = Gal(K/Q) et F' € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3 irréductible
sur K. Nous avons, uniformément pour y > 2
ep(d) _ [IFIIF
> o)) < 1o (3.23)

= logy

et
5 (dvd F|
> x(dl)x2(dz)QFC§2;22) < IEIF, (3.24)
12

(d1.d2) E[1.y)? logy

Démonstration. La majoration (3.23]) se déduit des équations (3.18) et (3.19) au moyen
d’une formule de Perron. Pour démontrer la majoration (3.24)), nous utilisons dans un
premier temps la majoration (3.23|) pour majorer

> (o)) 2D

d>y?

Il nous reste a majorer

> x(%)%(@)W-

(d1,d2)¢[1,y)?
di1da<y?

Majorons la contribution des couples (d1, ds) tels que dy < y. La contribution complémen-
taire est majorée de maniere identique. Nous posons

op(din)

fa,(n) == ZT

op(d1)
Il est facile de voir que la fonction fg, est multiplicative. De plus, elle coincide avec g} (n)
lorsque n est premier avec dj.

Déterminons une majoration de

*(drd
S ) E E dl);i. (3.25)
y<da<y?/dy Op\d1)dy

Considérons la série de Dirichlet associée a la fonction x?(n)fy (n), que nous noterons
F4,(s). Si nous notons G(s) la série de Dirichlet associée a la fonction x?(n)o}(n), nous
pouvons déduire 'existence d'une fonction H,, admettant une écriture en produit eulérien
absolument convergent sur le demi-plan {s € C : Re(s) > 1} telle que Fy, (s) = Hg, (s)G(s).
De plus, ce produit eulérien s’écrit

Hy(s) =13 hdlg’y). (3.26)

p‘dl 1120 p

Nous pouvons déduire une majoration de la somme (3.25) a partir d’une estimation des

* (pn+1
termes hg, (p) = XZ(p)(g’;*(lzpn)) — g}}(p)), ou n = wvp(dy), pour tout p | di. Dans le cas ou
F

p ne divise pas F(1,0)D(F), qui est non nul car F est irréductible sur K, nous pouvons
utiliser le lemme 3.2 de [6] afin d’obtenir

|ha, (p)| < P11 — 01 (p)| + 0x(p)
<2p+ 3.
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Cela fournit

9, 05 (dids) . a2 1
X (d2) =~ = OIIF]| —). (3.27)
o N @y (17 50, o)
Enfin,
or(d o5 (dvd Fll¢ o5 (d
SRUICTISe C T a
1<d1<y 1 y<d2<y2/d1 QF( 1) 2 Ogy> 1<d1<y ¢( 1)
11>
logy ’
ce qui démontre la majoration (3.24)). 0

3.2.2 Estimation de fonctions arithmétiques appliquées a des formes bi-
naires

Avant d’énoncer le prochain résultat, établi dans [4], nous définissons une certaine
classe de fonctions.

Lorsque A1 > 1, Ay > 1, et € > 0, nous notons M(Aj, Ag,¢) la classe des fonctions
arithmétiques f positives ou nulles satisfaisant la condition

F(ab) < min(AYY, Aya®) f(b)

pour tout (a,b) = 1. Par ailleurs, pour v > 1 et f une fonction arithmétique, nous
définissons
25 (p) 0r(s)
Er(v.f):= ] (1-"572) X ()75~ (3.28)
4<p<v p 1<s<w §

Lemme 3.2.5. Soit F € Z[X,Y] une forme binaire primitive de degré au plus 3 irré-
ductible sur Q. Pour tout § €]0,1[, Ay > 1, Ay > 1, il existe une constante cy telle que,
uniformément sous les conditions

0<€<5/40007 f€M<A17A275>7 mln(x,y) >Comax($;ya”FH)5:
on ait
> f(IF(m,n)|) < 2yEr(z +y, f). (3.29)
m<x
n<y

De plus, il existe une constante C = C(A1) > 0 telle que

Ee(v.f) < ]I (1+1)Cexp< > M(f(p)—1)>, (3.30)
poEy P p<o P
pID(F)

ot D(F) désigne le discriminant de F.
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Lemme 3.2.6. Soient J € Z[X,Y] une forme binaire irréductible sur Q de degré au plus 3,
A1 21,421, k>0, D e N* et M € My(Z) de déterminant non nul. On suppose que
la forme binaire
J(M(X,Y))

D
est a coefficients entiers. Il existe alors un réel €1 > 0 tel que pour tout 0 < € < g1, pour
tout f € M(A1, Az, €) et uniformément sous la condition

F(X,Y) =

v [[M|" + e P

on ait

.
Erlv, f) < IFIFEs(w ), Es(w.f) < IT (14 22 (1) - 1),

p<v p

3.2.3 Sur les fonctions Delta de Hooley généralisées

Pour n > 1, f = (f1, fo) un couple de fonctions arithmétiques, u = (u1,uz) € R?
et v = (v1,v2) € [0,1]? , nous posons

Az(n,f,u,v) = > fi(dh)fa(da),
didz|n
et <d; <e%itvi

As(n,f):= sup |Asz(n,f,u,v)|
ucR?
ve[o,1]?

Lorsque f = (1,1), nous obtenons la fonction de Hooley As, étudiée notamment aux
chapitres 6 et 7 de [17]. Pour A; > 1, nous désignons par M(A;) ensemble

Ne>0 Uap>1 M(Ar, Az, e).

Pour tout ¢ > 0, nous notons M (A1, ¢) le sous-ensemble de M( A1) constitué des fonctions
g vérifiant
> 9(p) = li(z) + Ofae™VIo%™),

psT

Enfin, pour tout x, caractére de Dirichlet d’ordre 3, nous notons M (A1, x,c) le sous-
ensemble de M (A1, c) constitué des fonctions arithmétiques g vérifiant

> x(p)g(p) < we VIos™,

pP<T
D X (p)glp) < wemViET,
p<T

Remarque 3.2.7. La fonction n — Ags(n, x, x?) appartient & M(3).

L(zx) := exp y/logy xlogs x

1 2

Définissons

et

pi=g [ max(l,[1+ e [2)dt — 2 ~ 0.21800. (3.31)
™ Jo

Nous rappelons dans un premier temps le résultat fondamental obtenu par Hall et Tenen-
baum, correspondant aux théorémes 70 et 71 de [17].
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Théoréme 3.2.8. Soient A1 > 1, ¢ >0 et g € M(A1,c). Pour touty > 0, lorsque x > 16,
il existe une constante o = a(g, y) > 0 telle que l'on ait

3 g(n)y“™MAs(n) < z(logz)m L8 £ (), (3.32)

n<x

Le résultat suivant, correspondant au théoreme 1.1 de [23], fournit une estimation des

compensations dues aux oscillations des caractéres x et x? dans des intervalles du type
Jer, e ] et et ],

Théoréme 3.2.9. Soient x un caractére de Dirichlet d’ordre 3, A1 > 1, ¢ > 0 et g
une fonction appartenant a M(A1,x,c). Pour tout y > 0, lorsque x > 16, il existe une
constante o = a(g,y) > 0 telle que l'on ait

Z g(n)yw(n)Ag(n’ Y, X2)2 < x(log x)max{y—l,(p+2)y—2,3y—3}[’(x)a. (333)
n<x

Des compensations des oscillations seraient d’ordre statistique si ’exposant de logx
valait max{y — 1,3y — 3}, autrement dit, si nous avions p = 0. La valeur de p obtenue
permet néanmoins d’appliquer ce résultat au probléme de comptage du Théoréme |3.1.1

3.3 Simplification du probleme

3.3.1 Une bonne approximation

Pour estimer Q(F,&,R), nous constatons que nous pouvons le réécrire sous la forme
suivante

QIF.ER) = > x(d)x*(d) > 1
(d1,d2)€e(N*)2 x€Z2NR(E)
didz|F(x)

= Y x(d)x*(da)|A(dyda, F) N R(E)],

(d1,d2)€(N*)2

ou A(s, F') est défini en (3.10]). Nous aurons donc besoin d’une bonne approximation de la
quantité |A(dida, F)NR(&)| pour démontrer le Théoréme Pour des raisons techniques
qui apparaitront par la suite, nous remplagons R(§) par Dy N R(§) ot D, est défini par

D, := {(m,n) € Z* : (m,q) = 1}. (3.34)
Pour y1,y2 > 1, 0,&,9 > 0 et F' € Z[X,Y] une forme binaire de degré 3, nous posons
did
B(Eyr, v Fo0) = Y sup||A(duda, )1 D, N R(E)| — vol(R)e2 EDLE D)
1<di<yn qdidy
1<d2<y2
(q,d1d2)=1

ou le sup est pris sur I’ensemble des domaines R vérifiant les hypotheses (H1), (H2) et
(H3).

Lemme 3.3.1. Soient Kk > 0, ¢ > 0, 0 > 0, 9 > 0, J une forme binaire de degré 3
irréductible sur Q, F(x) = J(Mx)/D € Z[X,Y], avec M € My(Z) de déterminant non
nul et D € N*. Sous les conditions

Y92 =2, E=[|M||"+eP, 1/V/E<o <P 1//E<y <&
nous avons

®(E, 1,42, F,0,9) < ||F|F(0€/yrga + yry2) L(0€) V3T, (3.35)
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Une majoration analogue a la majoration (3.35)) a été démontrée par Daniel au lemme 3.3
de [9]. Nous 'adaptons ici au cas de deux diviseurs (di,d2) en utilisant les résultats de
Hall et Tenenbaum sur les fonctions A.

Démonstration. Le début de la démonstration est identique & celui du lemme 5.2 de [6].
Nous pouvons supposer que la forme F' est primitive, la majoration recherchée découle
alors d’une majoration de la quantité suivante

* (did
O = 3 sup||A*(dids, F) N Dy N R(E)] — Vol(R)gzw . (3.36)
1<d1<y1 qd1d2
1<da<y2
(g,d1d2)=1

ou A* est défini en (3.11]). De méme que dans la démonstration du lemme 5.2 de [6], nous
utilisons la formule d’inversion de Mobius et 'approximation du nombre de points d’un
réseau dans un domaine convexe de R? pour obtenir

O < otDT 4 B} (3.37)
ou 1
*

LA DI DI B 1]
b1<y1 t1<y1 /b1 A€UR (b1bat1t2) 1h2
ba<y2 tggyg/bz

et 5.5
QF 5152) Z min{l 7(;& }
81<y1 5152) bi<on " b1bas1 s
Y2 b2<y2
bils1
bals2

Dans @7, pour s € N*, Up(s) désigne 'ensemble des classes d’équivalence de A*(s, F')
défini par la relation & ~ y si et seulement si il existe A € Z tel que £ = Ay mod s. Cet
ensemble est de cardinal ¢%(s)/¢(s). Pour A € Up(s), t | s et x € A, nous désignons
par A; ’ensemble

A ={y€Z*:3\€Z, y = x mod t},

puis, nous définissons v;(.,A) comme un vecteur minimal non nul de A;. Ce vecteur vérifie

alors
[lve(A)]| < V2.

Nous réutilisons la formule (5.29) de [6] pour majorer 7.
Lorsque ||vg,1,||/v/2y1y2/b1bs € ]1/2911,1/27], nous avons tity > y1y2/(b16222011). Nous
pouvons donc écrire

2J
<> Z > N > 1
b1<y1 2 7201 ) (01 220D )<ty <y oy Y I1Y2/ 0102 ve(Z2)*
b2 v/ (622207 D) <ta<ya b |[0]1< /29192 /b1b2 /27
tth‘T(’U)
Nous appliquons alors le Lemme pour obtenir
A3(F(U)> 1)

<<

b;ﬂ b1b 2]Z>(:) y1y2/5152 UE(XZ:Q)*

b2 \[oll<r/2y152/brba/2
< ||F|* Vgryal(o€)V3e.

(3.38)
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Majorons a présent ®35. La contribution ®5; a ®3 des entiers s1, s tels que bibasise > o2e?
vérifie

o 242 0r(5)7(s) 7(b)
s<Y1Y2 bél;ylwz
bs>a2¢?

Cette majoration s’obtient en posant b = b1bs et s = 5152 dans la somme définissant ®3;.
Nous pouvons alors écrire

R D S

€ 2

b>(0€)2/(y1y2) ()b 0282 /b<t<y1y2/b w(t)
b)T2(b)

o< PPlee s S o (24 02)
b>(06)2/(iya) ¥
Y1Yy2 )

P51 e [IFIIFmin(o*6, pre) log? (2+ 755

(3.40)

Par ailleurs, la contribution ®3, a ®5 des entiers s;, s2 tels que bjbasisa < 02?2 vérifie

B3y < Z Z 07 (b1bat1ts)

bibotqt
b1<y1 t1<y1/b1 QD( 17251 2)
ba<y2 t2<y2/b2

t1t2<o2€2/(b3b2)
(b1)o OF 0% (t2)
Fle/5 Z 05 ( F(t Z I
< 17l (b1) <P o(t 1) . o(t2)
glzyl t1<y1/b1 to<min{(y2/b2,02£2/(b2b3t1)}
2Y2

* b * b * t 2¢2
<. ||F||2€/5 QF( 1)QF( 2) Z QF( 1) min( 07§ ’y2)

b1<y1 @(b1)@(ba ©(t1)bo tﬂ)%bg

t1<y1/b1
b2<y2
0F(b1) or(t1) ob(by) . 1 o2€?
<AFIFP YD ST Y > min (——>—, y5).
b1<y1 p(b1) ti<y1 /b o(t1) bo<y2 (b2) <t1b1b2 )

Nous utilisons la majoration de ®3, déterminée dans [6], en remplacant la quantité o2¢>
par 02¢2/(t1b%), pour majorer la somme intérieure. Nous obtenons ainsi

, o3 (b1) op(t) ¢ 0% ¢
B < HFHsa/E)yZ min log (2 + .
2 bl%?:ﬂ @(b1) tlé%:/bl o(t) (tlb1y2 ) ( t1b1y2)

Notons 3 le majorant de ®3, ci dessus. Nous souhaitons utiliser la majoration de ®3 déter-
minée dans [6], en remplacant 02¢2 par 02¢2 /ys. Cependant, nous devons tenir compte du

terme log (2 + 4 b§ ) apparaissant dans la somme. En modifiant 1égérement la démons-

tration de cette majoration nous parvenons néanmoins au résultat souhaité. En effet,

lorsque t102 > 02£2 /yo, nous avons log (2 + > < 1. Ainsi, nous pouvons utiliser la

t1 b2
majoration de ®3; de [6] pour majorer la contrlbutlon b1 a [ des entiers by et t1 tels que
t16? > 022 /y5. Nous obtenons

B <L [|F|[Fo€ min(o§, \/y1y2) log (2 + %) (3.41)
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Pour majorer la contribution 33 & 3 des entiers by, t1 tels que t1b3 < 0262 /ys, nous écrivons

. « (4 o262
B2 < |[FIP/yz 3 QF((Z,B) 2 QF(& 1)) log bf )
b1<n LSS t1<min(y1 /b1,0262/(b2y2) Al 1Y
w(b1) . o2¢? ag”
<. ||F||%/3 2 ( min (y1, 2=-) log (2 + (3.42)
|I£1] y2b1§yl o(b1)by (yl b1y2> g( ?J1bly2)
. o2£2 o262
< ||F|[Fy2 min (y1,7£> log (2+ s )
Y2 Yy1y2

Les inégalités (3.41)) et (3.42]) fournissent
B < ||F||Fo€ min(\/y1y2, o) log, &. (3.43)
La majoration de ®3 se déduit alors des majorations (3.40) et (3.43).

5 < ||F|IFog min(y/grys, o€){ log € +log (2+ %) 3 (3.44)

En reportant les équations (3.38)) et (3.44) dans la formule (3.37]), nous obtenons la majo-
ration ([3.35)). O

Nous énoncons deux corollaires de ce résultat.

Corollaire 3.3.2. Soient y > 2, €, o, & vérifiant les mémes conditions que celles du
Lemme|3.3.1. Nous avons uniformément pour u € RT

*(dyd
> swp \\A(dldz,F) NDyNR(E)| — vol(R)fW‘
1<d1d2<y Qd1d2
iz (3.45)
(g,d1d2)=1

<< ||FI[E (0 + )6y +y) L(o€) Ve,

Démonstration. Les conditions dids < vy et e* < dy < et impliquent dy < e¥t!
et dy < ye ™. Il nous suffit d’appliquer le Lemme avec ces valeurs pour y; et ys afin
d’obtenir le résultat. O

Pour le second corollaire, nous posons

¢ = ¢y, F,0,9)
£(dyd
= > sup||A(dids, F) N Dy NR(E)] — vol(R)éM‘. (3.46)
1<d1d2<y qd1d2
(q7d1d2)21

Corollaire 3.3.3. Soient A >0,k >0, >0,0 > 0,9 >0, J une forme binaire de degré
3 drréductible sur Q et F(x) = J(Mx)/D € Z[X,Y], avec M € My(Z) de déterminant
non nul. Sous les conditions

2<y <Y, e |IM|IF el 1/VE<So <2 1/V/E<9 <

nous avons

Sy, F,0,9) <eoa || FIIF(0€\/y +y) L(0€) V> < log . (3.47)
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Démonstration. Nous pouvons réécrire ¢ sous la forme suivante

[log y] Ty
6= > sup|[A(didy, F) N DN R(E)] —vol(R)§2W"
k=0 1<did2<y R q 1G9
ek <dg<ekt!
(g,d1d2)=1

Nous utilisons le Corollaire pour majorer la somme intérieure uniformément en k,
nous obtenons ainsi

[logy]

¢ < Y |IFIF((0 + 9y +y)L(o€)V3He

k=0
<N FIF((0 +9)évy + y)ﬁ(af)\/ngE logy
Le,a |1 (0 +9)Ev/y + y)ﬁ(af)\/gﬁ log €.

3.3.2 Paramétrisation de la somme (3.2))

L’objectif dans cette section, est de paramétrer l’ensemble des couples (m,n) pour
lesquels r3(F'((m,n))) # 0, ot r3 est défini en (3.1]).

Notons que pour d | ¢*° et n € Z, nous avons

rs(dn) = rs(n)

Nous pouvons, dans un premier temps, nous ramener au cas ou (m,n,q) = 1. En effet,
comme le polynéme F' est homogene, nous pouvons écrire

Q(F&R) = Z Ql(Fagv

dlg=>

R) (3.48)

Ql(Fang) = Z T’3(F(CC))
TER(E)NZ?
(g:@)=1

Pour x € Z2 tel que (g,x) = 1, si nous posons & := (m,n), il existe un unique entier
dy | ¢*° tel que m = dymy et (my,q) = 1. La condition (¢, m,n) = 1 est alors équivalente
a la condition (di,n) = 1. De plus, si nous notons da = (¢*°, F'(x)) alors r3(F(x)) # 0
implique qu’il existe a; € (Z/qZ)* vérifiant x(a1) = 1 tel que F(x)/d2 = ap mod q. Nous
rappelons que G = Ker(x) C (Z/qZ)* et nous constatons de suite qu’il contient le groupe
des cubes de (Z/qZ)*. En posant a = aym; > € (Z/qZ)*, nous avons a € Gy
et F(x)/dy = m3a mod q.

Pour o € Gy, di | ¢™ et da | ¢°°, nous notons W, 4, 4, 'ensemble des § € Z/daqZ
premiers avec d; (Les entiers dy et do étant des diviseurs de ¢, cette condition de pri-
malité est bien définie.), assimilés & un systeme de représentants dans [1, dag|, vérifiant la
congruence F'(dy, ) = ads mod daq. Nous pouvons alors écrire la congruence suivante

x = my(dy, 8) mod dag.
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Cela signifie qu’il existe un entier n; € Z? tel que

x = (dimy, Bmi + dagni) = Ug 4, a4, (m1,n1)

d 0
(8 1)

Notons que cette matrice est de déterminant dydagq.

Ainsi, un couple x contribuant a la somme peut étre déterminé par cingq parametres
(di1, B,d2,m1,n1), il se trouve que cette détermination est unique. Nous obtenons ainsi
I’égalité suivante sur @y

Ql(Fa£>R) = Z Z Z Z Q2(F,37d1,d27£772',6’,d1,d2)> (3'49)

d1]q> a€G1 d2|q™>® BEW dy dy

ol nous avons posé

ol nous avons posé

F(Uﬂ,dhdz (mv n))

Fpgdy.dy(m,n) :=

dq ’
R@dhdz = {33 € R? : Uﬁ,d1,d2(x) € R}v
QF.&ER) = Y r3(F(m,n))

(m,n)eDgNR(E)
ot Dy est défini en (3.34).

3.3.3 Estimation de la vitesse de convergence des sommes dans la for-
mule (3.49)

Afin d’exploiter la formule (3.49) dans la démonstration du Théoréeme nous avons
besoin d’une estimation de la vitesse de convergence des sommes sur d; et sur do. Pour
cela, nous énongons les lemmes suivants.

Lemme 3.3.4. Soient dy | ¢ et a € Gi. Pour tout dy | ¢*°, le cardinal de Wy 4, 4, ne
dépend que de d3 := (dy,d2q).

Démonstration. D’apres le théoréme chinois, il existe un couple (u,v) € Z2 tel que
dlu + d2qv = dg.

Il est par ailleurs possible de choisir u tel que (u,d2q) = 1. Un tel u fournit alors une
bijection entre W, 4, 4, €t W d;.d,, d’ol le résultat. ]

Lemme 3.3.5. Soit dy | ¢™° et d3 | dog. Pour tout o > 0, nous avons

Z 1 < 1

o X o
d2‘qoo 2 d
(d2,d1q)=d3

5108 P, (g)
Lemme 3.3.6. La contribution des entiers do > log(§) 2™er1 a4 la somme (3.49) peut

étre incluse dans le terme d’erreur de ({3.6]).
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Démonstration. Notons dans un premier temps que pour o € Gy, da | ¢ et d3 | daog
fixés, pour B € Wa ds.dy, il existe p(dag/d3) éléments = = (dgmy,n) € (Z/(d2q)Z)?* tels
que n = m1f mod (di1q) et (mqy,dag/ds) = 1. Ces éléments vérifient alors la congruence
F(x) = mjads mod (daq), en particulier, ils vérifient F(x) = 0mod dp. Cela fournit
I'inégalité
> @(%)|Wa,d3,d2! < ¢*fi(dz) <p 1.

3

d3|daq
Ainsi,
Wa 2 + d
Z | C,ids,d2| < q QF(dQ) <pg 1. (3.50)
dsldag 3 ?(q)dz

Pour conclure la démonstration, nous notons que nous avons nécessairement dy < 20 ce
qui permet de dominer toutes les valuations p-adiques de dy par log £. Lorsque £/da < 55/ 3,
une majoration triviale fournit

1+e
> T3(Fpdy dp (X)) < (ng)l,

€72 mRB,dl ,do (f)

ce qui est un terme d’erreur acceptable pour (3.6) d’apres (3.50)), le Lemme et le
Lemme Dans le cas contraire, nous sommes en mesure d’appliquer le théoreme 4

de [20] pour évaluer la sommation relative a m de la somme ci-dessus. Il vient

FFo?¢ log(e)?
S ) < D7
:1:622(77?,/37,117(12 (f) 162

2108 Py (q)

En reportant dans (3.49), la somme portant sur les entiers dy > log(§) 2sr1  est

(Wea.dy.d
€ D2 D Gy 2
d2|q>®  a€G1dy|q>® dy 2
d2/(10g§)

Nous utilisons ensuite le Lemme pour majorer la somme sur di. Ainsi, la somme qui

nous intéresse est W
ad3,d2
“@ Y Yy hesel
d2|¢>® a€G1 dg\dgq

do> (IOg 5)

5log p,, ) . . .
ou A := % Nous maJorons alors d3 par (d2q)° et nous utilisons la majoration ([3.50)).

La contribution a la somme ) des entiers do > (log £)? est donc
1

<y Z 1%

da|g™ 1
d2>(log )4

Comme la condition sur d; implique que 'une des valuations p-adiques de d1 est plus

grande que 521?551() ), la contribution a la somme ) des entiers d; > (log&)?

< [|F|[Fo*€ log (€)™
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Il nous reste a déterminer la vitesse de convergence de la somme sur d; dans la for-
mule (3.49). Pour cela, nous travaillons avec la quantité suivante

Q3(F7§7R) = Z Z Z Z QQ(Fﬁ,deQvfaRﬁ,dhdz) (351)

di|g>®  da|g™ a€G1BEWL d;.dy
di1<(log §)4

o 5 logpw(q)
2logpr

Lemme 3.3.7. La contribution des entiers di > log(£)® a la somme (3.51) peut étre
incluse dans le terme d’erreur de (3.6)).

Démonstration. Lorsque &/d; < &%, une majoration triviale fournit

0253/2+5
> wFaa(@) < pp—
meZ2mR5,d17d2 (é) d1

Nous verrons qu'il s’agit d’un terme d’erreur acceptable pour (3.6)). Dans le cas contraire,
nous appliquons de nouveau le théoréme 4 de [20] pour évaluer cette somme. Nous obtenons

F 60.252 logf 2
S nlFunae) < ES S
wEZ2ﬂR57dl7d2(f) 12

Nous minorons di ~° par d}/2 (log €)® ou B := 5/2—>5¢. En reportant dans la formule (3.51)),
nous obtenons que la contribution recherchée est

||F||Fo*e?(log €)*
<Y ¥ ¥ ¥ < lose)
di|g*> do|q™  a€G1 FEW, ay,dy (log&)Pdy "d,
d1>(log €)?P da<(log&)#

DI D DD

di]q™ d2|qg>®  a€G1BEWq dy,dy
d1>(log £)?P da<(log £)4

|||/
1/2
dv/

Nous utilisons le Lemme avec o = 1/2 afin d’obtenir, uniformément pour dy | ¢*° et
pour tout ds | dag,

v L]
1/2 q 1/2
di]g™> dl/ dS/

(d1,d2q)=d3
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La contribution recherchée est donc

€ _2¢2 2
<<q||FH o€ (1;%@ Z Z Z ’Wadg,dg

1/2
(log€) d2|q>®  d3|d2q a€Gy d3/ d
da<(log&)4

Wa
plfeee s Yy Menel dfﬁé’dz

d2|q¢>  ds|d2q a€G1
d2\(10g £)A

||F|[Fo%¢?(log €)* (Wads,ds|
< B > > > e
(log f) d2|q d3|d2q acGy d3d / :
d2<(log )

RS Sl i D ST

dg‘q d3‘d2q a€eGy
d2\(10g 6)

€,2¢2 2
= (Cfogg gii’gf) + || P06/ 2+ (log €)*4/2,

ce qui est un terme d’erreur acceptable pour ([3.6)). ]

<4

La proposition suivante nous permet d’estimer Q2(F3 4, d,, &, R3,d,,d,) lorsque dy et da
sont de tailles controlées.

Proposition 3.3.8. Soiente > 0,0 >0, £ >0, k > 0, R un domaine de R?, J une forme
binaire de degré 3 irréductible sur K, F(x) = J(Mx)/D € Z[X,Y] avec M € My(Z) de
déterminant non nul, D € N* et tel que x(F(x)) = 1 pour tout & € Dy (défini en (3.34)).
Lorsque les hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont vérifiées et sous les conditions

E>||IM|F 4P 1//E<o <2 1/VE<H <,

nous avons

1F]°(o +192)£2)

QP& R) = K1 ()L, X)L(1x*ol(R)E + O (T oo

(3.52)

ot n est défini en (3.5) et
K1 : L H
T b

Les termes K,(F) sont définis en (3.8).

3.4 Démonstration de la Proposition et du Théoreme
B.1.1]

Démonstration. Nous réécrivons dans un premier temps la formule (3.52]) sous la forme
suivante
Q2(F.&,R) = > x(di)x(d2)|A(did2, F) N Dy N R(E)]- (3.53)
1<dy
1<ds
Pour estimer cette somme, nous mettons a profit la symétrie des couples (di,d2) tels que
dids | F(x) autour des valeurs di = ¥¢ et dy = ¢ afin d’utiliser les Lemmes et
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Cependant, la partition est plus difficile que celle réalisée dans le lemme 7.1 de [6]. Pour
la suite, nous posons

VAR
z9 .
23

Z4

(3.54)

et nous procédons a la partition suivante.

Dg
Z4
Dg
D~
Z3
D, Ds
z2
21 D1 Do
D3
l
[
21 29 23 24

Nous notons Cj la contribution a ()2 des couples (di, d2) appartenant au domaine D;.
Nous verrons que seuls les termes C et Cg contribuent au terme principal. Par ailleurs,
nous verrons que la contribution C5 ne releve pas du Lemme et de ses corollaires et
nécessite un traitement particulier.

Pour estimer ', nous utilisons le Lemme [3.3.1] avec y; = y2 = 22, nous obtenons ainsi

C =

L’estimation (3.24) fournit alors

C =

did
( R)E2 déz x(d ds Qchfcll%Q)
da<2z2
||| (0 + 92)€2L(o€) VP He
+o( (log €)% )
.
£9) ) H ( l; 3 (1"))
v>0
vz (3.55)
+o(”FH (o +ﬂ2>5 £(o6)Y +6)
(log &) '
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Pour estimer Cg, nous utilisons un changement de variable et le Corollaire [3.3.3

Cs = > x(di)x*(d2)[A(drda, F) N Dy N R(E)]

z4<dy
1<ds

+ Y x(d1)X*(d2)|A(drda, F) N Dy N R(E))
1<dy
z4<d2

— Y x(di)x*(d2)|A(drda, F) N Dy NR(E)]
Z4<d1
z4<do

Nous exploitons alors 1’égalité y(F(x)) = 1 de la maniére suivante : pour la premiére et

la troisiéme somme, nous posons dj = %, pour la deuxiéme, nous posons d), = dfsg)' En

posant

Ril€.d) == {m € R(E) : d < F(@)/2}, (3.56)
nous obtenons
Cs= > X(d)x(de)|A(dyda, F) N'Dy N Ry(E, dydy)]
d/1d2<193£3/2:4
+ Y (d)x(dy)|A(dudy, F) NDy N Ra(E, didsy)]
dld/2<193§3/,24
— Y XA(d)x(de)|A(dyda, F) N'Dy N Ra(€, dyda)|.
djda<03€3 /24
z4<dp

Nous utilisons le Corollaire pour estimer ces différentes sommes en posant y = 93¢3/zy.

+ (o
(g op(didz)
=S lRale i) ) S
d’1d2<193£3/24 b

Y VOI(R4(€’dldé))xz(dl)x(dg)M

2 712
dld/2<193§3/Z4 dld/Q
(dyd
ST vol(Ra did) () () 2 )
d)da<9383 /24 1 %2
24<da<93¢3 /24
|1F|[ (o + 9%)&*
O g )
Notons que
R(O\Ri(&,d) = {x € R(E) : F(x)/z < d}. (3.57)

La majoration (3.23]) et une adaptation de I'estimation (3.27)) fournissent alors

(v
Cs 22 vaR)e I (3 L0 (e 2)0)

plg v>0 P

e log¢ IFIF(o? + 09ty

(/R(@ log?(F(z)/# +2) (log §)!/#
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Par ailleurs, nous avons

log ¢ _IFIFo*e
/R(f) og(F(@) /2 +2) * " Tog(€)dét(M)’ (3.58)
ainsi,
+ (v
05 =22 T (X 28 ) 0)
[[E]1( QMqﬁ;io (3.59)
Fl|¢ o+ é‘
O o)

Pour estimer C5, nous faisons appel au Lemme [3.3.1], avec y1 = z3 et yo = 22 et a la
majoration (3.24)) afin obtenir

+
o (did
6 -fD e Y (o )
q zo<d1<23 12
da<z2

|F||5(a? + 192)£2£(a§)“§+€>
(log&)o

_IFIF (02 + 90)E2L(o€) Vi

=0( (1o &)/ )

La contribution Cy s’estime de maniére analogue, en échangeant simplement les valeurs
de y1 et yo. Ainsi,

+0(

(3.60)

1P + ﬁ?)«s%(ag)ﬁﬁ)

(log £)9/2 '

Les contributions Cs et Cg s’estiment également de la méme maniere, en posant sim-
plement y1 = z4 et y3 = z1 pour Cj, et I'inverse pour Cs. Nous obtenons

=0 (3.61)

IFIF (2 4 7L 0y (3.62)

Vlogé&

Pour estimer la contribution C'7, nous écrivons

Cr= Y Y x(d)x*(da)

€Dy ﬁR(&) dida |F($)
z1<d1<z4
23<do<z4

+ Y > x(d)x*(da)

:cEDq ﬁR(f) dids |F(CU)
z3<d1<24
z1<d2<z4

- Y > x(d)x*(da)

€Dy ﬁR(f) dyida |F(:l:)
z3<d1<24
23<d2<z24

:=Cr1 + Cra — Cr3,

03+06:0(

ou z1, z3 et z4 sont définis en (3.54). Les trois sommes C71, Cra et Crs se traitant de la
méme maniere, nous ne nous intéressons qu’a C71. Nous effectuons alors le changement de

variable d, = F(x)/(d1d2) afin d’obtenir
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Cnn= )Y, > XP(di)x(dy)
xE€DGNR(E) didy|F ()
z1<d1<z4

F(x)/za<d1d),<F(x)/z3
= > XP(d)x(dy)|A(didy, F) N Dy N (R(€, didy) \Ra(€, dudy))|

z1<d1<24
dld/2<193§3/23

= > X’(d)x(dy)[Aldudy, F) N'Dy N (Rs(€, didy) \Ra(€, didy))|-

kel ek <d; ekt
dldl2<l9363/Z3

ou R;(§,d) est défini en (3.56) et I := Z N [log& — 4logy &,log& + 3logy £]. La somme
extérieure comportant O(log, §) termes, la majoration (3.45)) et ’égalité (3.57) fournissent

+ !
o7 (d1d
Cn <</ > X2(d1)X(d,2)I;l(2dl/22)dm
R z1<d1<24 172
F(x)/z4<d1d}
L FIF(0” + 0°)EL£(08) P+ logy &
(log €)°/2 '

Une adaptation de 'estimation ([3.27)) fournit alors

logs €
Cn <</ T
Rr(e) log®(F () /2] + 2)

L FIF(0? +97)€2L(0€) V> + logy &
(log £)*/2 '

L’intégrale étant majorée par (3.58|), nous obtenons

| F|[5(02 + 92)e2L(0€) V3 log, €

C
ns (log )72

(3.63)

Il nous reste a majorer C5. Posons

T(E,£,9,b):= > > x(d)xP(da),
TER(E) dida |03 F ()
(m,n)=1 (d1,d2)€Ds

de sorte que

Cs= Y Y(£/b,&,0,b).

(b,g)=1

Notons la majoration triviale

T(E,69,0) <m0°) Y m(F(®) < 3(b%)||F|[F0’=?(log E)
T€Z2NR(E)

qui résulte des Lemmes et
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Cette majoration fournit I'estimation suivante

||F|[Fo*¢?
Cs — Y(E/b,€,0,b) + O, 3.64
o= X vemson o (L) (3.64)
(b,9)=1

otl nous avons posé L := (log €)°.
Déterminons une majoration de Y(=,£,9,b) lorsque §/L < E < et b < L.

z€Z2NR(E) did2|b3 F(z)
(mn)=1 22<d1<z3
zo<d2<z3

Nous séparons tout d’abord la somme selon la valeur de Q,(F(x)), ou
Q,(n) = Z v
p>z
plln

et ou z = z(g) vérifie log2/log z > e. Ainsi, toute fonction sous multiplicative f vérifiant
f < 2% vérifie les hypotheses du Lemme pour la forme F'. Nous obtenons donc

T(Eagaﬁ7 b) - Z Z X(dl)XQ(d2)
€Z’NR(E)  did2|b>F(x)
(m,n)=1 22<d1<23

Q. (F(z))<3alog, ¢ #2<d2<z3

+ > > x(d)x*(da)

€Z’NR(E)  d1d2|b3F(z)
(m,n)=1 zp<d1<z3
Q. (F(x))>3alogy £ 72<d2<z3

(3.66)

ou a est un parametre que nous déterminerons par la suite. En observant que la somme
intérieure est < 73(b%)As(F(x), x)(log, €)?, nous appliquons I'inégalité de Cauchy Schwarz
a chacun des deux membres de droite de (3.66|). Il vient

1/2
T(Z,€,9,0) <3(b°)(l0g2 € B1(2,€,9,b,6,0) 2 (Y AJ(F(@),x,1?)
xCZ2NR(E)
Qz(F(x))<3alogy &

1/2
£ 13(0) 08y ?Ba(E.£,0.0.6.0) 2 Y A3(F(@) v xD)
xCZ2NR(E)
Q. (F(x))>3alog, &
(3.67)

oll nous avons posé

1= a) =
Bi(E,¢,9,b,6,a) >, 1
T€Z2NR(E)
(m,n)=1
3dy da b3 F ()
29<dy,d2<23
Q. (F(x))<3alog, €

et
By(2,€,9,b,0,a) = > 1.

T€Z?NR(E)
(m,n)=1
3dyda|b3 F(x)
z9<d1,d2<23
Q. (F(x))>3alog, &
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Nous commencgons par majorer la contribution du second terme du membre de droite
de (3.67)). Pour cela, nous devons estimer By(E,&,9,b,6,a). La méthode paramétrique
fournit, pour tout y > 1,

By(E,6,9,b0,0,a) < Y yF@)ielons
2€Z2NR(Z)
(m,n)=1
3d1da|b3 F(x)
z92<d1,d2<23

< Z sz(F(m))—Z&alogQ 5.

xeZ?
[|z||<o=

En choisissant y = 3a, ce qui n’est légitime que si 3a > 1, nous obtenons, en vertu du

Lemme 3.2,

= ||F||°o*=?
B2(h‘7€7197 ba 67 CL) < W (368)
ou la fonction () est définie par
Q: R’ e R
x — log(t)dt.

1

Ainsi
Q(z) =xlogx —x + 1.

Nous estimons a présent

> AZ(F(2), x,X%)-
x€Z?2NR(E)
Q. (F(x))>3alog, &

Pour cela, nous utilisons les Lemmes [3:2.6] ainsi que le Théoreme [3.2.9)afin d’obtenir

>, AJ(F(z),x. x) < Y. AJ(F(x),xx%)
z€Z?NR(E) CZ2NR(E)
Q. (F(x))>3alog, ¢ (3.69)

< ||F|FFo*=(log €)PL(€)"

En combinant (3.68)) et (3.69)), nous obtenons que le second terme du membre de droite

de (3.67)) est
< 73(b%)(log, €)?[| F||0?E2 (log €)P~ QB £(€)/2. (3.70)

Nous estimons a présent la contribution du premier terme du membre de droite de
(3.67). Majorons dans un premier temps

> AZ(F(z), x; x°)-
xCZ2NR(E)
Q. (F(x))<3alog, &
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Pour cela, nous utilisons a nouveau la méthode paramétrique.

> AJ(F(z) o) < Y, yF@)=8elent AZ(P(x), x, x?)
z€Z?NR(E) x€Z2NR(E)
Q. (F(x))<3alogy &

valable pour tout y < 1. En appliquant les Lemmes et le Théoreme [3.2.9| avec
y =1/(1+ p), nous obtenons

S < FIFo*E (log ) e e e £ ey (3.71)
z€Z’NR(Z)
0z (F(x))<3alogy £
Il ne nous reste plus qu’a estimer B (E, €, 19, b, d,a). Nous séparons pour cela la somme
en trois. Nous désignons ainsi par By;(1 < j < 3) les contributions a By (&, d, a) des vecteurs
x et des diviseurs dy, dsy satisfaisant respectivement les conditions

(B11) Q(did2) < 2alogy €
(Bi2) F(x) < 9323/ (log £)3/ ()
(B13) Q(dyd2) > 2alogs &, F(z) > 0323/ (log €)%/ (29

Pour estimer Bj1, observons dans un premier temps que I'existence d’un couple (dy, d2)
tel que dids | B3F(x) avec 23 < d; < z3 implique Pexistence d'un couple (df,d}) tel que
didy | F(x) avec z2/b% < d. < z3. Dans un second temps, nous utilisons la méthode
paramétrique. Pour y < 1, nous avons, d’apreés le lemme 5.1 de [6], les Lemmes et
.20l

By < Z yﬂz(d1d2)*2010g2§ Z 1
22/53<d1,d2 <z3 :IfEA(dldg,F)ﬂR(E)
(m,n)=1

0252

dids * 1>

T (dvd
< (log £)2108Y 3 sz(dldg)Qch Clz 2)(
29/b3<d1,d2<23 162

< HFH5(02E2 + Zg)(log2 5)2(10g 5)—2alogy+2y—2

Pour le choix de y = a, qui n’est valable que pour a < 1, nous obtenons, en reportant dans
la majoration ci-dessus la valeur de 23

By < ||F|IF(0® + 9%)&%(log, £)* (log §)** 2 (3.72)
Le lemme 3.4 de [9] fournit la majoration suivante.
vol{z € R : |F(x)|/9® < B} < 9*8**VD.
En l'appliquant & 8 = (log&)~3/(2%) nous obtenons
Biy < ||F||F9?22/\/log €. (3.73)
Il nous reste & estimer By3. Pour cela, nous observons que puisque €, (d1ds) > 2alog, &,

I'un des deux, que nous noterons d;, vérifie Q2.(d;) > alog, {. Notons d; 'autre diviseur et
d, = b*F(z)/d;dj. Nous avons alors

Q. (dydy) = QB F () /d;) < Q.(6) + 2alogy €.

et
9327 /{23 (log €)% P20} < dy < bP9PE3 )23,
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Nous faisons de nouveau appel au lemme 5.1 de [6], au Lemme et au Lemme
pour majorer Biz, nous obtenons

B3 < Z yQZ(d1d2)72alog2 E—Q,(b3) Z 1
29<d1<23 zeA(d1d2, F)NR(E)
19353/{z§(10g§)3/(2“)}<d2<b319353/z§ (m,n)=1
+ 2=2
O, (b3 _ op(dids) (0°E
<y = (logg) ey YT y e L (T 1)
29<d1<23 142 142

193”3/{%(1og§)3/<2~)}<d2<b319353/z§
<y (o222 4 9 2 ) log €)% (0gg) 20 s
En choisissant y = a et en reportant les valeurs de zo et z3, nous obtenons
Big < a~=®)||P|F (0?22 + = z )<log2 €)*(log £)7 2@, (3.74)
Les équations (3.72), (3.73) et (3.74) fournissent

BI(2,6,0,b,8,a) < a0V || (0222 + 92 =

: ) (log € (10g %5290, (3.75)

Les équations (3.71]) et (3.75) montrent alors que le premier terme du membre de droite
de (3.67)) est

=3.1/2
<r0%)a 02 log, P[P (0722 + 0212 )

§ (3.76)
oZ(log 5)1/2 3alog(p+1)— p/(p+1)f2Q(a)+56)£(§)a/2.
En reportant les équations (3 et (3.76) dans I’équation (3.67)), nous obtenons
=2\ 1/2
T(Z,£,9,0) <<73(b3)a—92(b3)/2||FH€( 222 4 192173 )
¢ (3.77)

0EL(€)*(logy €)° ((log €)™ + (log€)™).
En reportant dans (3.64]), nous obtenons

S xd)ri(da)
) e e (3.78)
<[[F|F (0% + 97)E2L(€) /(1082 €)%+ ((log €)™ + (log €)).

oll nous avons posé

"N ;(3a10g(p+ 1) - % —2Q(a) + 50)
et
Yo = %(P —Q(3a)).

1,742
3

Pour les choix de a = , qui est compatible avec les conditions a < 1 et 3a > 1, et

6 = 0,0069, nous obtenons
3 ST X(d)x3(d2) < ||F|F (0% + 9%)E2L(€)*/ (log, €)°M (log €)™ (3.79)

z€DGNR(E) didz|F(x)
(d1,d2)€5

ou 7 est défini en (3.5)).
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La proposition s’obtient en reportant les estimations (3.55)), (3.59)), (3.60)), (3.61]),
(3.62), (3.63) et (3.79) dans la formule (3.53]) avec le choix ¢ = 0,0069.

Nous utilisons la Propositionmpour estimer les termes Q2(Fg 4, d,, &, R3,d; dy) dans
la formule lorsque d; et do sont majorés par une puissance de log&. La contribution
des couples (dj, d2) complémentaires est traitée par le Lemme et le Lemme m Par
ailleurs, en reprenant les notations de la Proposition [3.3.8] nous utilisons 1’égalité suivante

valable pour tout p tel que (p, Ddét(M)) = 1. Cela fournit

: Wa,di do
Q1(F,&R) ngol(R)gL(l,X) nY % | dlc(lizd

dl‘qoo aeGy dg‘q (380)

[F||°(o* + 192)52)
(log )7 '

En reportant cette estimation dans 1’égalité (3.48)), nous obtenons finalement

+0(

Q(F,E,R)=;v01(R)£2L(1,X)L Z DD |Wc<lxl¢227d2

d\q d1|q°° aeGy dz‘q
|1 F[°(0® + 192)52)
(log &)"

+0(

Cela acheéve la démonstration du Théoreme et nous permet de déterminer K (F).

3¢(q) QF(P”) Wod1 a2

K(F) = 2 HZ 52 )Z ZZZ d1122
plg V>0 d|g>® = di|g>® a€G1 da|g™® (3.81)

= [[ Kx(F)K,y(F),
plq
avec
K, (F Wadi.aa| (3.82)
d2 dyds
dlg> "~ di|g>® a€G1 d2|q>®

O]

Afin de démontrer I'égalité (3.9) portant sur la constante K (F'), nous rappelons la
définition des ensembles suivants

£ .= U {n € N*: 3d | ¢>°, n = ad mod dgq},
aeGy

ou G = Ker(x) et pour d | ¢°°, nous notons &, la projection de £ sur Z/dZ, c’est-a-dire

U {n€Z/dZ : 3dy | ¢*°, n = ad; mod (d1q,d)}.
aeGy
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Lemme 3.4.1. Nous avons

K, (F) = lim qg’k‘{m €(2/¢"7)? : F(z) € sqk}‘.

Démonstration. Nous écrivons

—i|{z € @/d"2)?  Fz)e g k}]

%Z\{we (Z/(¢" [)Z)? : PF (@) € Ege, (.q"/d) = 1}].

d|q*
Lorsque d | ¢*/4 1a condition (z,¢*/d) = 1 est équivalente & (z,q) = 1. Le cas complé-
mentaire peut étre aisément vu comme un terme d’erreur. Ainsi

7 {m € (Z/q"2)? : F(z) € £}

o 2 [me@/d/ap?: @ @) e gy @) =1} +o()

d\q [k/4]
:Tk > D [Ada k] +o(1)
T g4 dy)gk a
ou
Agay e = {= € (2/(¢"/)2)* : d*F (@) € €, m = dim, (', ¢ Jddp) = 1, (dym’,n, q) = 1}.
Lorsque dg | ¢*~1/d, la condition (m/, ¢* /dds) = 1 est équivalente & (m’, ¢) = 1, nous pou-

vons en déduire que la condition (dym’, n,q) = 1 est équivalente a la condition (n,d;) = 1.
Le cas complémentaire peut étre aisément vu comme un terme d’erreur. Ainsi

%Hm € (Z/¢"T)? : F(z) € €.}
2 Y [ Aaasl o).

q dlqlk/4 di|gk=1/d

ou nous avons réécrit
Ad,d1,/€ = {m € (Z/(qk/d)Z)Q : dgF(m) € quv m = dlm,’ (m,’q) = 17 (dl’n) = 1}

Lorsque d | ¢!*/4, 1a condition d*F (x) € & r est équivalente a I'existence d'un entier dz | ¢>
et d'un a € G tel que
F(x) = ady mod (dag, ¢* /d®).

La contribution des entiers dy tels que dy f ¢*~'/d? étant négligeable, nous pouvons écrire
q;k {oe@/dn?: Fa)ee,
P > ) > |Badydokl +o0(1)
d|qk/4) dy|qk =1 /d da|qk—1 /d3
ol
Bad, do k= {a: € (Z/(¢"/d)2)* : F(x) € Eg,, m=dym’, (m',q) =1, (n,dy) = 1}

avec
U {n € N* : | n = ads mod daq}.
acGy
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Il existe ¢(q*/ddy) entiers m dans Z/(¢"/d)Z s'écrivant dim’ avec (m/,q) = 1, et il
existe ¢*71/dd1 Y. |Wa.dy.dy| 6léments B de Z/(q*/d)Z tels que
aceGy

F(dy, ) = ady mod dag

pour un certain o € Gy avec (dy, 3) = 1. La donnée d’'un tel couple (m/, 3) détermine de
maniere unique chaque élément de I’ensemble By 4, 4,x en posant

@ = (dvm',m'B) € (Z/(¢"/d)L)".

Cela fournit I'estimation suivante

qik {o e @/d)?: F2) c &4}

LY Y Y Y () Wl + ol

d|qlk/4] dyi|gk=1/d3 da|gh =1 /d a€Ga

WalQ
=D SIED SIS DD i R E)

djqlk/4] dy|qk—1/d3 do|gh—1 /d a€G

q

Par passage a la limite, nous obtenons

ce qui démontre 1’égalité (3.9). O

3.5 Interprétation géométrique de K (F)

Nous supposons dans toute cette partie que ’anneau des entiers Ok est principal. Notre
objectif ici est de démontrer la derniere assertion du Théoréme [3.1.1

3.5.1 Interprétation géométrique de K,(F)
Nous notons G; = Ker(x) qui est un sous groupe de (Z/qZ)* d’indice 3.

Nous utilisons 1’égalité du Lemme portant sur K, (F') afin de décomposer cette
quantité en produit de facteurs non archimédiens.

Pour cela, nous devons fixer une Z-base de O, (w1, ws,ws). Cela nous permet de définir
un polynéme homogene a 3 variables P en posant

P(y, 2,t) = Ng g(yw1 + zwa + tws).

Proposition 3.5.1. Soient n > 1 et A > 1 deux entiers tels que pour tout p | q, nous
avons n = 1+ v,(A) et tels que la partie de A qui est premiére avec q appartienne d Gy.
Si Ok est principal, nous avons

{w.2.0) € @/q"2)" : Ply. 1) = A}| = 38
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Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.5.2. Soit n un entier premier d q. Les assertions suivantes sont équivalentes.
— Il existe (y,z,t) € Z3 tels que

n = P(y, z,t) mod q.

Démonstration. Ce lemme se démontre facilement en considérant un nombre premier
congru & n modulo ¢ et en notant que la fonction 1 x * x%(n) compte le nombre d’idéaux
de norme n. L’anneau Ok étant principal, cela fournit le résultat. ]

La seconde assertion est une propriété locale, il suffit de la vérifier pour chaque nombre
premier p divisant gq. Ce lemme nous permet donc d’affirmer que G; s’écrit de la fagon
suivante.

G =[Gy

plg

olt G, est un sous groupe de (Z/p*(9Z)*. Nous notons r, son indice. Nous avons dans ce

cas
H rp = 3.

plg
La proposition [3.5.1| peut donc étre déduite de la proposition suivante.

Proposition 3.5.3. Soit p un nombre premier divisant q. Soient n > 1 et A > 1 tels que
n = vp(q) + vp(A) et tels que la partie de A qui est premiére avec p appartienne @ G,.
Sous U'hypothése que Ok est principal, nous avons

{.2,0) € @/p"2) : Py, 2,1) = A}| = ™.
Démonstration. Notons F(p,n) ’ensemble

E(p,n) ={(y.2,t) € (Z/p"Z)* : pt P(y, z,1)}.

La condition p 1 P(y, z,t) ne dépend que de la congruence de y, z et ¢ modulo p. Par
ailleurs, comme (1 %y * x?)(p) = 1, il n’existe qu'un idéal B, de norme p. Cet idéal est
engendré par un élément f3,. La condition p { P(y, z,t) est donc équivalente & la condition
Bp 1 ywi + zwa + tws dans Og. De plus, le choix d’une base nous permet d’expliciter
I’isomorphisme.

¥ (Z/pZ)? — Ox /pOx
(y,2,t) — yw1 + 2wy + tws

En notant 7 la surjection canonique
T OK/])OK — OK/‘Bp,
I’application 7 o ¢ est un morphisme de groupes surjectif et puisque

OK/SBp %Z/pZ,
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nous avons
|E(p,1)| =p° —p”.
donc
|E(p,n)| =p*"(p—1).

Il est par ailleurs possible de munir E(p,n) d’'une structure de groupe multiplicatif via
le produit usuel de Ok. Cette structure de groupe fait de I’application suivante

¢ E(p,n) = (Z/p"z)”
(y, z,t) — Py, z,t)

un morphisme de groupes dont I'image est I’ensemble des éléments dont leur réduction
modulo p’»(?) appartient & Gyp. Cet ensemble est de cardinal pr o @pee(9=1(p — 1)/ rp. Le
noyau de ce morphisme est donc de cardinal rpr”, ce qui démontre le résultat dans le cas
ol A est premier avec p.

Nous déduisons le cas général en raisonnant par récurrence sur la valuation p-adique
de A, au moyen du diagramme commutatif suivant et des isomorphismes entre les groupes

(Z)p*7)? et Ok /p*Ox.

Tn _ N, _
O /B3 " O [p L Ox —2% (Z./p" )

ﬂpl i.p

Ox /p"Ox (Z/p"Z)

Nx/q

ou .3, désigne la multiplication par 3, dans Ok, tandis que 7, désigne la surjection
canonique de Og/ %2"_1 vers Ok /p"~Ox. Les applications .3, et .p sont injectives tandis
que le noyau de 7, est de cardinal p?. Enfin, I'hypotheése n > v,(A) + v,(g) montre que si
vp(A) > 1, alors I'unique antécédent de A par la multiplication par p est également bien
défini modulo p¥»(@, ce qui nous permet d’appliquer la récurrence. O

La proposition [3.5.1| permet alors d’écrire

Ky(F) = lim i‘{x € (2/d'2)* : F(z) € &y}

k—ro00 q2k
3
w4 ¢€(2/4"2)? 2€(Z/q"2)?
F(:E)quk F(:l:)equ
Vplg vp(F(x))<k—1 Iplg vp(F(x))>k—1
w2 3 {(y, 2,t) € (Z/q"Z)* : P(y,2,t) = F(x) mod ¢*}|
- k—o0 q2k 3q2k
x€(Z/q"2)?
F(m)Gqu
Vplg vp(F(x))<k—1
+ .k
or(p
Fo(x 88
plg
= lim LH(:I:,y,z,t) € (2/¢*72)° : F(x) = P(y, z,t) mod qk}‘
k—o0 q4k

Ainsi,
Ky(F) =[] Kp(F)
plg
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K,(F) = lirroloi‘{(w,y,z,t) e (Z/p*Z)® : F(x) = P(y, z,t) mod pk}’

3.5.2 Interprétation géométrique de K,(F) lorsque p ne divise pas ¢

Rappelons la définition de K,(F') lorsque p ne divise pas g.

Définition 3.5.4. Nous avons, pour tout p{ ¢

Kp(F) = <1 — M) (1 . XQ(p)> Z Q;(pk) (X * X2)(pk) (383)

P e

ou

ok (p*) = Haz € (2/p"72)* : F(x) = 0 mod pk}‘

Définition 3.5.5. Pour tout p premier, nous notons

Kpy(F) := kh_g)lo ;%H(w,y,z,t) € (Z/p*7)® : F(x) = P(y, z,t) mod pk}‘

Notre objectif dans cette section est de démontrer la proposition suivante
Proposition 3.5.6. Pour tout p{ q, nous avons
Kp(F) = Kpg(F). (3.84)
Notons également pour la suite, pour A et k deux entiers, et p un nombre premier

S(A,pk) = H(y,z,t) € (Z/ka)3 : P(y,z,t) = Amod pk}’

ou P est défini dans la section précédente a partir d’une Z-base de Og. La démonstration
de la proposition ci dessus passe par un calcul explicite de S(A, p*), analogue aux calculs
menés dans [2], [I] et [1§].

Cas y(p) # 1

Dans ce cas, pOg est un idéal premier de Og, nous pouvons alors énoncer le lemme
suivant.

Lemme 3.5.7. Soient A et k deux entiers. Si x(p) # 1, nous avons
p?k (1 + % + ]%) si 3| vp(A) et vp(A) <k

S(A,P5) =14 0 si 31 vp(A) et vy(A) < k
p3l2k/3] sivp(A) > k

Démonstration. Nous utilisons de nouveau l’'isomorphisme
¥ (Z)p*7)? — Ok [p*Ox.

Sivp(A) =0et
Ngjg(ywr + zws + twsz) = A mod P
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alors ywy + zws + tws € (O /p*Ox)*. L’application Nk /@ induit un morphisme surjectif
de groupes multiplicatifs

Ng /g : (Ox/p"Ox)* — (Z/p*Z)*

ce qui nous permet d’écrire

S(A,pF) :pzk(l + ]1) + 1)12)

si vp(A) = 0. Nous pouvons raisonner par récurrence sur vy,(A) pour conclure dans le cas
ot vp(A) < k. En fait, si v,(A4) > 3, et
Nk g(yw1 + zw2 + tws) = A mod Pk

alors p divise y, z et t. Ainsi
k oyl k—1r7\3 ///_A k—3
S(A.p) = {71 € @ 12) Pl ) = 5 mod |
A
6 k—3
=p’S(=,p
(p3 )

Le cas vp(A) > k se démontre par récurrence sur k au moyen de 1'égalité ci-dessus et des
conditions initiales

S(Ov 1) = S(O,p) =1, S(O,p2) = p3-

Nous pouvons donc écrire

. 1 v—1 1 ,
Kpy(F) = Jim —> oY) & S(F(=),p") +o(1)
P k=0ze@/pnye ¥

vp(F(x))=k

v—1
_ (1 + 1 + i) lim 1 Z( £ (P )p2R) — gk (ph )R kD)
= o) i > (er(p 0P )p

k=0

3|k
= (1+ 1. i) > (925(10’“) ~ @F(p’““))_

p PN P P2+

3|k

Par ailleurs, puisque x(p) # 1 et que x est d’ordre 3, il est facile de vérifier que

2 11
(1_x(p)>(1_x;p)):1+p+]92

et
1 si kK =0mod 3

(X*XZ)(pk) ={ —1 sik=1mod3
0 si k =2mod 3

_l’_

(») *(p) (v")
Kpg(F) = (1= 2) (1= %5 )k%:o L )W) = Ky(F)
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Cas x(p) =1
Dans ce cas, pOgk se décompose en produit de trois idéaux premiers
pOx = B1B2B3.
. Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant.

Lemme 3.5.8. Soient A et k deuxr entiers. Nous avons

ky _ ka(l - %)Z(UP(QHQ) sivp(A) < k
e p%{W(l - %)2 + k:(l - %) + 1} st vp(A) > k

Démonstration. I1s’agit de compter les éléments de norme A mod p* dans Ok /p*Ok. Nous
considérons I’isomorphisme d’anneaux

Ok /pF Ok ~ Ok /B x O /BE x O /BE.
Si vp(A) = 0, 'application Nk /@ induit de nouveau un morphisme de groupes surjectif
Ng/q : (Ox/p"Ox)* — (Z/p*2)*,

mais lorsque x(p) = 1, le cardinal de (Og/p*Ox)* est p3*(1 — %)3. Cela démontre 1’égalité

ky 2k Ly2
S(A,p") =p™(1 p)

si vp(A) = 0. Dans le cas ol v,(A) < k, la condition
Ngjg(ywr + zws + twsz) = A mod Pk
implique qu’il existe des exposants (i, j, h) tels que
i+j+h=uv,(A)
et un élément u premier avec p tels que
ywy + 2wz + twy = 15485 u

avec

B = (Br), ¢=1,2,3.

Un tel w est défini de maniere unique dans
OK/EBIffi X OK/%gij X OK/%I;*}L.

Une fois fixés les exposants (4,7, h), il est facile de voir que le nombre d’éléments
u € Og /B x Og /BE7 x Og /BE" tels que
_ A4 k—vp(A)
NK/Q(u) = Im mod p~ P

est de cardinal p?*(1 — ;1))2. Il existe enfin (”P(‘g)”) choix possibles pour les exposants
(i,7,h). Enfin, dans le cas ou v,(A) > k, 'ensemble des solutions correspond & un choix
d'un triplet (4, j, h) tels que i4j+h > k et d’un élément u € Ox /BF ' x Ok /B x Ok /B5"
premier avec p. O
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Nous pouvons donc écrire

' 1 v—1 1 ,
Kpg(F) = lim —-> " > — S(F(x),p") +o(1)
P k=0ze@/pne P

vy (F ()=
1\2 . 1 y o k42
= (1=2) lim > (e PPN — o (pF “)( ) )
p/ v—oop P
112 o5 (p")
—(1-- k+1).
(1-p) Z o G

Par ailleurs, puisque x(p) = 1, il est facile de vérifier que
(1 B x(p))(l B xz(p)> _ (1 3 })2
p p p

et
(x*x3)P*) =k +1.

Ainsi, nous avons
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