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Introduction

I.1 La fonction ∆ de Hooley

I.1.1 Définition

Dans un article paru en 1979 [21], Hooley introduit une nouvelle fonction arithmétique,
la fonction ∆, définie de la manière suivante.

Définition I.1.1. Pour tout n > 1,

∆(n) := max
u∈R

(
∆(n, u)

)
,

où
∆(n, u) := |{d | n : eu < d 6 eu+1}|.

Cette fonction permet donc de mesurer la concentration de l’ensemble

{log d : d | n}.

L’étude de l’ensemble des logarithmes des diviseurs d’un entier est motivée par un théorème
énoncé par Hall et Tenenbaum dans [17], qui décrit la structure des diviseurs d’un entier
normal n. Avant d’énoncer ce théorème, nous définissons la notion "pour presque tout n".

Définition I.1.2. Soit P une propriété définie sur N∗. On dit que P est vérifiée pour
presque tout n si, lorsque A désigne l’ensemble des entiers n ne vérifiant pas la propriété,
nous avons

lim
x→∞

1
x

∣∣A ∩ [1, x]
∣∣ = 0.

Théorème I.1.3. Soient ε > 0 et ξ(n) une fonction tendant vers +∞ avec n assez
lentement. Pour presque tout n, nous avons

sup
ξ(n)6j6τ(n)

∣∣∣ log2 dj(n)− log j/ log 2√
2 log j log3 j

∣∣∣ < 1 + ε.

Ce théorème découle d’un autre théorème, énoncé par Erdös en 1946 [11] mais dé-
montré en détails par Hall et Tenenbaum dans [17] qui décrit quant à lui la structure des
facteurs premiers d’un entier normal n.

Les recherches sur la fonction ∆ de Hooley comportent deux axes : l’étude de son ordre
normal et l’étude de son ordre moyen.

L’étude de l’ordre normal de la fonction ∆ a donné lieu à de nombreux articles. Nous
pouvons citer ceux de Maier et Tenenbaum en 1984 [25], en 1985 [26] et en 2009 [27],
et plus récemment un article du à Ford, Green et Koukoulopoulos [13]. Mentionnons le
résultat du premier article cité. conjecturé par Erdös en 1948 dans [12].
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Théorème I.1.4 (Maier-Tenenbaum, 1984, [25]). Pour presque tout n, nous avons

∆(n) > (log2(n)γ ,

où γ ≈ 0, 28754.

Ce théorème a notamment fourni la preuve d’une conjecture d’ Erdös [12] datant de
1948, stipulant que pour presque tout n, ∆(n) > 2.

L’étude de l’ordre moyen a également donné lieu à de nombreux articles. Dans son
article paru en 1979, Hooley s’est intéressé à une majoration de l’ordre moyen de la fonction
∆, car cela lui fournissait de nombreuses applications en géométrie diophantienne. Il établit
ainsi le théorème suivant.

Théorème I.1.5 (Hooley, 1979, [21]). Nous avons, uniformément pour x > 2,∑
n6x

∆(n)� x(log x)4/π−1.

Sa démonstration repose sur une transformation de Fourier, qui lui a permis de rame-
ner le problème à l’étude de la fonction sommatoire d’une fonction multiplicative.

La majoration établie dans ce théorème a par la suite été améliorée, d’abord par Hall
et G.Tenenbaum, dans un article paru en 1982 [15], puis uniquement par Tenenbaum dans
un article paru en 1985 [32]. Enfin, Hall et Tenenbaum ont fourni des précisions sur la
majoration obtenue dans [16]. Leur résultat est actuellement le meilleur résultat connu à
ce jour. Avant d’énoncer leur théorème, nous devons définir la fonction L. Nous posons
ainsi, pour tout x > 16

L(x) := exp(
√

log2(x) log3(x)).

Il s’agit d’une fonction à croissance lente de log x, dans le sens où elle est dominée par
n’importe quelle puissance de log x.

Théorème I.1.6 (Hall-Tenenbaum, 1986, [16]). Nous avons, uniformément pour x > 16∑
n6x

∆(n)� xL(x)α,

avec α = 2 + o(1).

Dans [21], Hooley a fourni de nombreuses applications du Théorème I.1.5 à des pro-
blèmes diophantiens. L’un de ces nombreux problèmes consiste à minorer le nombre d’en-
tiers pouvant s’exprimer comme la somme d’un carré et de deux bicarrés. Le théorème
suivant, qui est un cas particulier du théorème 1.2 de [30], fournit la meilleure minoration
connue à ce jour.

Théorème I.1.7. Soit ν(x) le nombre d’entiers inférieurs à x qui peuvent s’exprimer
comme la somme d’un carré et de deux bicarrés. Pour tout ε > 0, il existe x0(ε) tel que
pour tout x > x0(ε), nous avons

ν(x) > x

L(x)
√

2+ε
.
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I.1.2 Fonctions Delta généralisées

Dans son article paru en 1979, Hooley a également introduit une généralisation de la
fonction Delta, permettant de considérer plus d’un diviseur d’un entier. Les fonctions ∆r

sont ainsi définies de la manière suivante.

Définition I.1.8. Pour tout entier r > 2, pour tout r − 1-uplet
u = (u1, . . . , ur−1) ∈ Rr−1, nous définissons

∆r(n,u) := |{d1 · · · dr−1 | n : eui < di 6 eui+1 ∀i 6 r − 1}|

et
∆r(n) := max

u∈Rr−1

(
∆r(n,u)

)
.

Généralisant sa méthode à tout entier r > 2 il a fourni une première estimation de leur
ordre moyen. Ce résultat a par la suite été amélioré par Hall et Tenenbaum dans [16].

Théorème I.1.9 (Hall-Tenenbaum, 1986, [16]). Pour tout entier r > 2, nous avons,
uniformément pour x > 3 ∑

n6x

∆r(n)� xL(x)αr ,

où αr = (r − 1)
√
r(r + 2)/2 + o(1).

Ces fonctions ∆ possèdent également des applications en géométrie diophantienne.
L’une d’entre elles, fournie par Hooley dans [21] et liée à la fonction ∆3, consiste à estimer
le nombre r8(n) de représentations d’un entier n comme somme de huit cubes strictement
positifs.

Théorème I.1.10. Soit ε > 0. Nous avons, lorsque n tend vers l’infini.

r8(n) = O(n5/3(logn)ε).

I.2 Fonction ∆ associée à un caractère

De récentes études ont mis en évidence l’intérêt de généraliser les fonctions ∆, en leur
donnant en argument des fonctions arithmétiques, notamment des fonctions oscillantes
telles que des caractères de Dirichlet.

Définition I.2.1. Pour une fonction arithmétique f , un réel u et un réel v ∈ [0, 1], nous
posons

∆(n, f, u, v) :=
∑
d|n

eu<d6eu+v

f(d)

et
∆(n, f) := max

u∈R
v∈[0,1]

(
|∆(n, f, u, v)|

)
.

L’introduction de la variable v est motivée par le fait que lorsque la fonction f n’est
pas de signe constant, le maximum en v n’est pas forcément atteint en v = 1. La fonction
∆ classique correspond donc au cas où f est la fonction constante égale à 1. Nous pouvons
effectuer la même généralisation pour les fonctions ∆r.
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Définition I.2.2. Soit r > 2 un entier, f = (f1, · · · , fr−1) un r − 1-uplet de fonctions
arithmétiques, u = (u1, · · · , ur−1) ∈ Rr−1 et v = (v1, · · · , vr−1) ∈ [0, 1]r−1. Nous posons

∆r(n, f ,u,v) :=
∑

d1···dr−1|n
eui<di6eui+vi

f1(d1) · · · fr−1(dr−1)

et
∆(n, f) := max

u∈Rr−1

v∈[0,1]r−1

(
|∆(n, f ,u,v)|

)
.

I.2.1 Oscillations statistiques

Dans un article paru en 2012 [5], La Bretèche et Tenenbaum ont étudié la fonction
Delta de Hooley lorsque celle-ci est associée à une fonction oscillante, telle qu’un caractère
de Dirichlet ou la fonction de Möbius. Ils sont notamment parvenus à démontrer que les
compensations dues aux oscillations des fonctions considérées sont de nature statistique
dans des intervalles du type ] eu, eu+1]. Leurs recherches se sont concentrées sur les moments
d’ordres pairs de la fonction ∆ associée à une fonction oscillante, pondérés par une fonction
arithmétique g. Cette fonction arithmétique doit vérifier certaines propriétés.

Définition I.2.3. Soient A > 0, c > 0 et η ∈]0, 1[. Nous définissons MA(c, η) comme
étant l’ensemble des fonctions multiplicatives g vérifiant

g(n) > 0 (∀n > 1) (1)

g(pν) 6 Aν (ν > 1) (2)

g(n)�ε n
ε (∀ε > 0) (3)

et pour lesquelles il existe une constante y = y(g) > 0 telle que la relation asymptotique
suivante soit vérifiée ∑

p6x

g(p) = y li(x) +O
(
x e−c(log x)η ). (4)

Définition I.2.4. Soient A > 0, c > 0, η ∈]0, 1[ et χ un caractère de Dirichlet. Nous
définissons MA(χ, c, η) comme l’ensemble des fonctions g ∈ MA(c, η) pour lesquelles il
existe une constante z = z(g) ∈ R telle que l’estimation asymptotique suivante soit vérifiée.∑

p6x

g(p)χ(p) = z li(x) +O
(
x e−c(log x)η ). (5)

Après avoir défini la classeMA(χ, c, η), et posé, pour t > 1

y0(t) := t/(22t−1 − 1), (6)

La Bretèche et Tenenbaum établissent le théorème suivant.
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Théorème I.2.5 (La Bretèche-Tenenbaum, 2012, [5]). Soient χ un caractère de Dirichlet
réel non principal, A > 0, c > 0, t > 1, η ∈]0, 1[ et g ∈ MA(χ, c, η) telle que z = z(g) 6
21−2t{1 + t(1 − y/y0(t))+}. Il existe une constante α := α(g, χ, c, t, η) telle que l’on ait,
uniformément pour x > 16,∑

n6x

g(n)∆(n, χ)2t � x(log x)y−1+max{22t−1y−y−t,0}L(x)α,

où (1− y/y0(t))+ = max(0, 1− y/y0(t)).

Ce théorème s’adapte au cas où le caractère χ est remplacé par la fonction de Möbius
µ. Pour cela, il suffit que la fonction de pondération g appartienne à MA(c, η), la rela-
tion (5) étant alors automatiquement vérifiée avec z(g) = −y(g).

Nous référons à l’article [5] pour une minoration de la somme ci-dessus ainsi que pour
les discussions autour de la valeur attendue de l’exposant exact de log x.

La nature statistique des compensations dues aux oscillations des caractères de Diri-
chlet non principaux, ou de la fonction de Möbius sur les intervalles du type ] eu, eu+1] se
déduit en comparant le résultat du Théorème I.2.5 avec une estimation des moments de la
fonction ∆. Il est ainsi établi dans le théorème 3 de [16] l’inégalité suivante, valable pour
tout y > 0 et t > 1 fixés.∑

n6x

yω(n)∆(n)t � x(log x)y−1+(2ty−y−t)+L(x)2
√
t+o(1).

Ainsi, en prenant t = y = 1, nous observons que pour un caractère de Dirichlet réel non
principal, ∆(n, χ)2 se comporte en moyenne comme ∆(n).

Les premiers exemples de fonctions g ∈MA(χ, c, η) sont les fonctions du type

n 7→ yω(n).

Il existe également d’autres fonctions pouvant appartenir aux ensemblesMA(χ, c, η) telles
que les fonctions comptant le nombre de racines modulo n d’un polynôme en plusieurs
variable. Ces fonctions jouent un rôle crucial dans les articles [33], [6] et [24].

I.2.2 Application

La conjecture de Manin

Dans un article paru en 1989 [14], Franke, Manin et Tschinzel ont établi une conjecture
sur le nombre de points rationnels d’une variété projective V , de "hauteur" bornée, lorsque
la variété V est de Fano, c’est-à-dire lorsque son faisceau anticanonique ω−1

V est ample. La
hauteur considérée dans ce cas est construite à partir du faisceau ω−1

V . Si nous notons h
cette hauteur, les auteurs s’intéressent à une estimation de la quantité suivante

N(U, h,B) := {x ∈ U(Q) : h(x) 6 B}, (7)

où U désigne un ouvert de V .

Conjecture I.2.6. Soient N > 1 un entier et V ⊂ PNQ une variété projective, de Fano,
dont l’ensemble des points rationnels est dense pour la topologie de Zariski. Pour tout
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ouvert U de V tel que U(Q) soit non vide et tel que N(U, h,B) soit fini pour tout B ∈ R∗+,
il existe des constantes, b > 1 et C > 0 telles que

N(U, h,B) ∼
B→∞

CB(logB)b−1.

De plus b correspond au rang du groupe de Picard de V .
L’énoncé ci-dessus a été restreint à un cas particulier par souci de simplicité, nous

pouvons trouver des énoncés plus généraux de la conjecture de Manin dans la littérature,
notamment dans [3] ou [28].

Par la suite, plusieurs auteurs, dont Peyre, se sont intéressés à la constante C appa-
raissant dans la conjecture de Manin. Ce dernier en a donné une très belle interprétation
géométrique dans plusieurs articles. Nous pouvons notamment citer [28] et [29].

Surfaces de Châtelet

Dans un article paru en 2013 [6], La Bretèche et Tenenbaum se sont intéressés à
résoudre la conjecture de Manin dans le cas où la variété V est définie à partir de l’équation

y2 + z2 = P (x, 1) (8)

où P est une forme binaire de degré 4 à coefficients entiers. Il s’agit d’un cas particulier
d’une famille de surfaces, définies à partir des équations

y2 − az2 = P (x, 1)

où P est une forme binaire de degré 3 ou 4 et a ∈ R, qui définissent les surfaces de Châtelet
[7].

Leur résultat sur la fonction ∆ associée à un caractère de Dirichlet leur permet ainsi
de résoudre la conjecture de Manin dans les cas où la forme P est irréductible sur Q[i]
ou bien produit de deux formes binaires de degré 2 à coefficients entiers, irréductibles sur
Q[i] et non proportionnelles.
Théorème I.2.7 (La Bretèche-Tenenbaum, 2013, [6]). Soit P une forme binaire de degré
4 de Z[X,Y ], irréductible sur Q[i]. Lorsque la variété V est définie à partir de (8), nous
avons

N(V,H,B) =
{
CH(V ) +O

( 1
(logB)1/100

)}
B logB,

où N(V,H,B) est défini en (7). De plus, la constante CH(V ) est celle conjecturée par
Peyre dans [28].
Théorème I.2.8 (La Bretèche-Tenenbaum, 2013, [6]). Soit P une forme binaire de degré 4
de Z[X,Y ], produit de deux formes binaires de degré 2 à coefficients entiers, irréductibles
sur Q[i] et non proportionnelles. Lorsque la variété V est définie à partir de (8), nous
avons

N(V,H,B) =
{
CH(V ) +O

( 1
(logB)1/70

)}
B logB,

où N(V,H,B) est défini en (7).
Ces résultats viennent compléter ceux déjà connus. En effet, la Bretèche et Browning

ont résolu le cas où le polynôme P est scindé dans [1]. Ils ont par la suite résolu le cas où
le polynôme P est produit d’un facteur linéaire et d’un facteur cubique irréductible sur
Q dans [2]. Le cas où P est produit de deux formes linéaires et d’une forme quadratique
irréductible sur Q[i] a été résolu par la suite par Kévin Destagnol dans [10].
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I.3 État de l’art
Les meilleurs résultats connus actuellement pour l’estimation de la somme

Sy(x) :=
∑
n6x

yω(n)∆(n)

reposent sur deux méthodes. La première, appelée méthode itérative, a été développée
pour la première fois dans un article écrit par Tenenbaum en 1985 [32], tandis que la
deuxième, appelée méthode différentielle, a été développée dans un article écrit par Hall
et Tenenbaum en 1986 [16].

Ces deux méthodes sont complémentaires, puisque la première fournit le meilleur ré-
sultat connu à ce jour pour les petites valeurs de y, c’est-à-dire 0 < y < 1 , tandis que
la deuxième méthode fournit le meilleur résultat pour les grandes valeurs de y, c’est-à-
dire y > 1. Néanmoins, comme l’ont remarqué Hall et Tenenbaum dans [17], la méthode
différentielle fournit également le meilleur exposant de (log x) connu à ce jour pour les
petites valeurs de y. Nous perdons juste un peu d’information sur le terme d’erreur dans
ce cas. C’est pour cela que dans les chapitres qui suivent, nous nous contentons d’adapter
la méthode différentielle.

Ces deux méthodes permettent d’obtenir une majoration de l’ordre moyen de ∆(n),
que nous considérons ici comme le maximum de la fonction

u 7→ ∆(n, u),

à partir d’un majoration de l’ordre moyen de la valeur moyenne de cette fonction, c’est-à-
dire de

M(n) := 1
logn

∫
R

∆(n, u)du,

multipliée par un facteur intrinsèque à ces deux méthodes.
Dans ce cas précis, nous avons

M(n) = τ(n)
logn,

et nous savons estimer avec une bonne précision son ordre moyen.
Pour cela, Hall et Tenenbaum ont dans un premier temps utilisé un lemme arithmétique

permettant de ramener l’étude de la somme Sy(x) à celle de la somme obtenue en ne
considérant que les entiers sans facteur carré, et pondérés par un poids 1/n. Ils utilisent
par la suite la méthode de Rankin et un lemme d’approximation d’une norme infinie par
une norme Lq afin de considérer la somme suivante

Lq(σ) :=
∑
n>1

µ2(n)
n1+σ y

ω(n)Mq(n)1/q,

où
Mq(n) :=

∫
R

∆(n, u)qdu.

La méthode itérative consiste alors à cribler cette somme selon le nombre de facteurs
premiers que possèdent les entiers. Un paramètre M est alors introduit et il faut estimer

LMq (σ) :=
∑
n>1

ω(n)6M

µ2(n)
n1+σ y

ω(n)Mq(n)1/q.
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Les auteurs ont ensuite introduit, pour tout k > 0 et n > 1, un entier nk, obtenu à partir
de n en ne considérant que ses k facteurs premiers. L’estimation de LMq (σ) se déduit ainsi
de celle de

Lk,q(σ) :=
∑
n>1

µ2(n)
n1+σ y

ω(n)Mq(nk)1/q,

qui s’effectue par récurrence sur k.

La méthode différentielle consiste quant à elle à considérer la fonction Lq(σ) comme
sur-solution d’une équation différentielle et à exhiber une sous-solution de cette équation
différentielle qui fournira la majoration souhaitée.

Ces deux méthodes s’adaptent à l’estimation de l’ordre moyen des fonctions ∆r, ce-
pendant, elles ne permettent de prendre la moyenne que sur une seule variable. Hall et
Tenenbaum ont donc du estimer, pour r > 3,

C(n) := max
u2,...,ur−1∈R

1
logn

∫
R

∆r(n, u1, . . . , ur−1)du1.

Ce problème a été résolu au moyen de la majoration

C(n) 6
∑
d|n

∆r−1(d),

et d’une récurrence sur r.

Dans l’article paru en 2012, la valeur moyenne de la fonction étudiée par La Bretèche
et Tenenbaum est la quantité suivante

M(n, χ) := 1
logn

∫ 1

0

∫
R

∆2(n, χ, u, v)dudv.

Le calcul explicite de cette quantité ne fournit pas une expression simple qui permettrait
de résoudre le problème. Ils ont alors utilisé la transformée de Fourier et le théorème de
Parseval afin d’obtenir

M(n, χ)� 1
logn

∫
R
|τ(n, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2 ,

où
τ(n, χ, ϑ) :=

∑
d|n

χ(d)diϑ.

L’estimation de l’ordre moyen de |τ(n, χ, ϑ)|2 en fonction de ϑ repose alors sur le théorème
des nombres premiers.

I.4 Résultats et méthodes de la thèse
Nous généralisons les résultats obtenus par La Bretèche et Tenenbaum dans [5] en

traitant les deux questions suivantes.
— (Q1) Peut-on déterminer la nature statistique des compensations dues aux oscilla-

tions des caractères dans des intervalles plus grands que ceux du type ] eu, eu+1] ?
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— (Q2) Peut-on obtenir une majoration non triviale du moment d’ordre 2 de la fonc-
tion ∆3 associée à 2 caractères de Dirichlet ?

La première question a été posée par le Professeur Hooley au Professeur Tenenbaum
après la parution de l’article [5]. Elle a été formulée de la manière suivante. Fixons un
paramètre V > 1 et définissons, pour un caractère de Dirichlet χ, la quantité

∆V (n, χ) := max
u∈R

v∈[0,V ]

(
|∆(n, χ, u, v)|

)
.

Sous les mêmes hypothèses que celles du Théorème I.2.5, a-t-on∑
n6x

g(n)∆V (n, χ)2t � xV t(log x)y−1+max{22t−1y−y−t,0}L(x)α ?

Les hypothèses et le résultat du Théorème I.2.5 imposent certaines restrictions sur V
afin que ce résultat soit pertinent. La taille de V doit ainsi dépendre du facteur x qui
apparaît. En effet, dans un premier temps, nous pouvons supposer que le facteur V est
plus petit que log x, car l’ensemble {logn : n 6 x} est inclus dans l’intervalle [0, log x].
Par ailleurs, si log V = O

(√
log2 x log3 x

)
, la majoration ci-dessus se déduit directement

du cas V = 1, car la valeur de α pour laquelle la majoration du Théorème I.2.5 est vérifiée
n’est pas précisée.

Ces restrictions étant considérées, le théorème suivant répond positivement à la ques-
tion du Professeur Hooley.

Théorème I.4.1. Soient A, c, η des constantes strictement positives, t > 1 un réel, χ un
caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, g une fonction de MA(χ, c, η) et V > 1.
Nous posons y0 = t

22t−1−1 et nous supposons que y > 0 et βg(r, t) 6 y. Alors, il existe une
constante α > 0 dépendant au plus de t, χ, g, c et η telle que∑

n6x

g(n)∆V (n, χ)2t � xL(x)αV t(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+
.

Le facteur log3(x) qui apparaît dans la fonction L peut être omis si y > y0.

Pour démontrer ce théorème, nous adaptons la méthode différentielle. Considérons
t = 1 par souci de simplicité. Dans ce cas, cette méthode nous permet de ramener l’étude
de l’ordre moyen de |∆V (n, χ)|2 à celui de

MV (n) := 1
logn

∫ V

0

∫
R
|∆(n, χ, u, v)|2dudv.

Or, pour obtenir le résultat souhaité, il faudrait remplacerMV (n) par la quantitéMV (n)/V .
Le problème qui se pose ici est donc la taille de l’intervalle [0, V ]. Nous contournons cette
difficulté en étudiant la quantité annexe

∆∗V (n, χ) := max
u∈R
|∆(n, χ, u, V )|.

Comme nous le verrons dans la section 1.2, la méthode de Hall et Tenenbaum s’adapte
afin d’étudier le moment d’ordre 2 de cette nouvelle quantité. Dans la section 1.3, nous
verrons comment l’étude de cette quantité annexe fournit la majoration du Théorème I.4.1.
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Remarque I.4.2. La méthode différentielle présentée dans [16] fournit la meilleure esti-
mation connue actuellement dans le cas où y > 1. Dans le cas où y < 1, nous pourrions
adapter la méthode itérative de [32], cependant nous ne le ferons pas en raison de la com-
plexité des calculs qu’elle engendre. Nous verrons néanmoins comment adapter la méthode
différentielle afin d’obtenir le résultat du Théorème I.4.1. La majoration fournie est alors
presque aussi fine que celle obtenue par la méthode itérative, avec uniquement une légère
perte de précision sur le facteur L(x).

Pour répondre à la deuxième question, nous adaptons la méthode différentielle. Nous
rencontrons alors deux problèmes majeurs. Le premier réside dans l’approximation d’une
norme infinie par une norme Lq. Dans les exemples considérés dans la littérature, le terme
d’erreur apparaissant pouvait être traité par des résultats connus, ce qui n’est pas vrai
dans notre cas. En effet, le terme d’erreur qui apparaît est donné par

∆∗(n, χ)2 :=
(

max
d|n

∆(d, χ)
)2
.

Pour résoudre ce problème, nous utilisons la majoration suivante

∆∗(n, χ)2 6
(∑
d|n

∆(d, χ)2q
)1/q

.

Comme nous le verrons dans la section 2.4.1, la méthode différentielle et un théorème
de Parseval nous permettent de ramener l’étude de l’ordre moyen du majorant ci-dessus
à celle de l’ordre moyen de

max
d|n

∫
R
|τ(d, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2 ,

que nous majorons par ∫
R

max
d|n
|τ(d, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2 .

La fonction max
d|n
|τ(d, χ, ϑ)|2 étant multiplicative, nous pouvons utiliser le théorème des

nombres premiers afin d’estimer l’ordre moyen de cette quantité.

Le second problème que nous rencontrons est le même que celui traité par Hall et
Tenenbaum dans [16] lors de l’estimation de l’ordre moyen des fonctions ∆r, à savoir que
leur méthode ne permet d’évaluer la moyenne que selon une seule variable. Nous devons
ainsi étudier l’ordre moyen de

C(n, χ1, χ2) := max
u1∈R
v1∈[0,1]

∫ 1

0

∫
R

∣∣∆(n, χ1, χ2,u,v)
∣∣2du2dv2,

où u = (u1, u2) et v = (v1, v2).
Pour résoudre ce problème, nous utilisons le théorème de Parseval, afin de transformer
l’intégrale ci-dessus. Ainsi, pour (u1, v1) ∈ R× [0, 1], nous avons∫ 1

0

∫
R

∣∣∆(n, χ1, χ2,u,v)
∣∣2du2dv2 �

∫
R

∣∣∆(n, χ1, χ2, ϑ, u1, v1)
∣∣2 dϑ

1 + ϑ2 ,

où
∆(n, χ1, χ2, ϑ, u1, v1) :=

∑
d1d2|n

eu1<d16eu1+v1

χ1(d1)χ2(d2)diϑ2 .
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Nous passons ensuite le maximum à l’intérieur de l’intégrale afin d’obtenir

C(n, χ1, χ2)�
∫
R

max
u1∈R
v1∈[0,1]

∣∣∆(n, χ1, χ2, ϑ, u1, v1)
∣∣2 dϑ

1 + ϑ2 .

Comme nous le verrons dans la section 2.3.1, nous pouvons adapter la méthode différen-
tielle afin d’obtenir une majoration de l’ordre moyen de

max
u1∈R
v1∈[0,1]

∣∣∆(n, χ1, χ2, ϑ, u1, v1)
∣∣2

en fonction de ϑ, dont nous déduisons une majoration de l’ordre moyen de C(n, χ1, χ2).

Posons
ρ := 1

2π

∫ π

−π
max

(
1, |1 + eiϑ |2

)
dϑ− 2 ≈ 0, 218. (9)

Pour un caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, χ, nous définissons MA(χ, c, η)
comme la classe des fonctions arithmétiques positives ou nulles vérifiant

∀p ∈ P et ∀ν > 1, g(pν) 6 Aν

∀ε > 0 et ∀n > 1, g(n)�ε n
ε∑

p6x

g(p) = y li(x) +O(x e−2c(log x)η)

∀k ∈ Z,
∑
p6x

χ(p)=ζk

g(p) = y

r
li(x) +O(x e−2c(log x)η)

pour une certaine constante y = y(g) > 0 et

ζ := e2iπ/r . (10)

Enfin, pour (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet non principaux tels que χ1χ2 soit
non principal, nous définissons

MA(χ1, χ2, c, η) :=MA(χ1, c, η) ∩MA(χ2, c, η) ∩MA(χ1χ2, c, η).

Nous obtenons alors le théorème suivant.

Théorème I.4.3. Soit (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet non principaux tel
que χ1χ2 ne soit pas principal, A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et
g appartenant à MA(χ1, χ2, c, η). Pour y = y(g) > 0, il existe une constante α > 0,
dépendant au plus de χ1, χ2, g, c et η, telle que nous ayons, uniformément pour x > 16∑

n6x

g(n)∆(n, χ1, χ2)2 � x(log x)max{y−1,(ρ+2)y−2,3y−3}L(x)α. (11)

En particulier, si y(g) = 1, il existe une constante α > 0 telle que nous ayons, uniformé-
ment pour x > 16 ∑

n6x

g(n)∆(n, χ1, χ2)2 � x(log x)ρL(x)α. (12)

Nous ne savons pas actuellement si l’exposant ρ déterminé dans (9) est optimal. Les
meilleures minorations connues à ce jour sont déterminée par le théorème suivant.
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Théorème I.4.4. Soient y > 0 des réels, χ un couple de caractères de Dirichlet non
principaux.

(i) Si χ1χ2 n’est pas principal, alors nous avons lorsque x > 3,∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆2
3(n,χ)� x(log x)max{y−1,3y−3}.

(ii) Si χ1χ2 est principal, alors nous avons lorsque x > 3,∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆2
3(n,χ)� x(log x)max{y−1,5y−4}.

Nous voyons donc d’une part que lorsque y /∈] 1
1−ρ ,

1
ρ+1 [, nous connaissons l’exposant

exact de log x à un facteur o(1) près. De plus, en comparant ces résultats avec ceux ob-
tenus par Hall et Tenenbaum sur la fonction ∆3, nous observons que dans ce cas, les
compensations dues aux oscillations des caractères χ1 et χ2 dans les ensembles de type
] eu1 , eu1+1]×] eu2 , eu2+1] sont de nature statistique. Enfin, l’hypothèse χ1χ2 est indispen-
sable pour assurer la majoration (12). La valeur de ρ déterminée dans le Théorème I.4.3
est néanmoins suffisante pour l’application que nous envisageons.

Ce théorème est utilisé pour résoudre un problème de comptage en géométrie algé-
brique. Ce problème de comptage fut la motivation principale de nos travaux sur la fonc-
tion ∆ associée à deux caractères. Il nous permet de fournir une estimation asymptotique
sur le nombre d’idéaux dont la norme est une forme binaire de degré 3 sous certaines
conditions.

Considérons une extension cyclique de Q de degré 3, que nous notons K. Dans ce cas,
la quantité r3(n) comptant le nombre d’idéaux de OK de norme n est reliée à un caractère
non principal du groupe de Galois de K sur Q, que nous notons χ, par l’égalité suivante,

r3(n) =
(
1 ∗ χ ∗ χ2)(n).

Nous désignons par R un domaine de R2 et pour ξ un réel strictement positif, nous posons

R(ξ) := {x ∈ R2 : x/ξ ∈ R}.

Pour F une forme binaire de degré 3, nous définissons

Q(ξ,R, F ) :=
∑

x∈R(ξ)
r3
(
F (x)

)
.

Afin de déterminer une estimation asymptotique en ξ de Q(ξ,R, F ), nous formulons quatre
hypothèses sur la forme binaire F et sur le domaine R.

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont
la frontière est continuement différentiable ;

(H2) ∀x ∈ R, ||x|| 6 σ;
(H3) ∀x ∈ R, |F (x)| 6 ϑ3;
(H4) la forme F est irréductible sur K;
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pour certaines valeurs σ > 0 et ϑ > 0. Nous introduisons également l’ensemble

E :=
⋃
α∈G1

{n ∈ N∗ : ∃d | q∞, n ≡ αd mod dq} (13)

où
G1 := Ker(χ) ⊂ (Z/qZ)×.

Puis, pour d | q∞, nous notons Ed la projection de E sur Z/dZ, c’est-à-dire

Ed =
⋃
α∈G1

{n ∈ Z/dZ : ∃d1 | q∞, n ≡ αd mod (d1q, d)}. (14)

Enfin, nous définissons l’exposant
η := 0, 0034. (15)

Nous pouvons alors établir le théorème suivant.

Théorème I.4.5. Soient ε > 0, ξ > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, χ un
caractère non principal de Gal(K/Q) de conducteur q, F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de
degré 3, et R un domaine de R2. Pour tout ϑ > 0 et σ > 0 tels que les hypothèses (H1),
(H2), (H3) et (H4) soient vérifiées et sous les conditions

1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons

Q(F, ξ,R) = K(F )L(1, χ)L(1, χ2)vol(R)ξ2 +O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)η
)

(16)

où ||F || désigne le maximum des coefficients de F ,

K(F ) := Kq(F )
∏
p-q
Kp(F ) (17)

avec
Kp(F ) :=

(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν) (18)

pour tout p premier avec q et

Kq(F ) = lim
k→∞

3
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣. (19)

Il est par ailleurs possible d’interpréter géométriquement les constantes Kp(F ) et
Kq(F ) lorsque l’anneau des entiers OK est principal.

La démonstration de ce théorème s’appuie sur des méthodes développées par La Bre-
tèche et Tenenbaum dans [6]. Il s’agit de fournir, dans un premier temps, une bonne
approximation de la quantité suivante

|Λ(d1d2, F ) ∩ Dq|,

où
Λ(s, F ) := {(m,n) ∈ Z2 : s | F (m,n)}

et
Dq := {(m,n) ∈ Z2 : (m, q) = 1};
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lorsque d1 et d2 sont de taille contrôlée. Cela sera fait dans la section 3.3.1. Il faut ensuite
se ramener au cas où les diviseurs d1 et d2 sont tous deux de taille contrôlée afin d’exploiter
la bonne approximation démontrée précédemment, ce qui est presque toujours possible au
moyen d’un changement de variable dans la somme définissant r3(n). Ce changement de
variable ne peut cependant être effectué que si χ(n) = 1. La somme ne portant effecti-
vement que sur de tels entiers n, une étape de la démonstration consiste à paramétrer
la somme définissant Q selon cette condition. Cette paramétrisation sera fournie dans la
section 3.3.2. Le Théorème I.4.3 est quant à lui utilisé pour traiter la contribution des
entiers d1 et d2 dont nous ne pouvons pas contrôler la taille, comme nous le verrons dans
la section 3.4.

Lorsque l’anneau OK est principal, la norme d’un idéal est la norme d’un élément qui
engendre cet idéal. Nous pouvons alors fixer une Z-base de OK, (ω1, ω2, ω3) et définir, à
partir de cette base, le polynôme

P (x, y, z) := NK/Q(xω1 + yω2 + zω3).

Ce polynôme est une forme homogène de degré 3 à coefficients entiers, et nous verrons que
les constantes Kp(F ) et Kq(F ) sont liées aux densités non archimédiennes de la variété
V ⊂ P 5

Q définie à partir de l’équation

P (x, y, z) = F (u, v).

Comme nous le verrons dans la section 3.5, cette étape nécessite beaucoup de dénombre-
ments, analogue à ce qui a déjà été effectué par La Bretèche et Browning dans [1], ainsi
que la connaissance de la factorisation de l’idéal pOK selon la valeur de χ(p) lorsque p est
premier.

I.5 Plan de la thèse

La thèse est composée en trois parties. Dans la première partie, nous reproduisons
l’article [22], qui a été accepté dans la revue Acta Arithmetica, et dans lequel nous démon-
trons le Théorème I.4.1, répondant ainsi à la question (Q1). Nous y démontrons également
un théorème de minoration de l’ordre moyen de la fonction ∆V (n, χ)2t afin de voir dans
quelle mesure la majoration du Théorème I.4.1 est optimale.

L’étude de la question (Q2) est menée dans la deuxième partie, où nous reproduisons
l’article [23] afin de démontrer le Théorème I.4.3, relatif à la majoration de l’ordre moyen
de la fonction |∆3(n, χ1, χ2)|2. Nous y démontrons également une minoration de l’ordre
moyen de la fonction |∆3(n, χ1, χ2)|2 pondérée par une fonction arithmétique g.

L’application du Théorème I.4.3 en géométrie algébrique est traitée dans la dernière
partie. Dans celle-ci, nous reproduisons l’article [24] où nous démontrons le Théorème I.4.5,
ainsi que l’interprétation géométrique de la constante principale lorsque l’anneau OK est
principal.
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Notations
Les notations suivantes sont utilisées dans cette thèse.

Les lettres x, y, t, u, v, V , U , σ, s, T , ϑ, ξ, Ξ désignent des nombres réels.
Les lettres n et m désignent des nombres entiers.
d désigne également un entier, généralement un diviseur.
p désigne un nombre premier.
χ désigne un caractère de Dirichlet.
q désigne le conducteur de χ.
Dans le chapitre 1, r désigne l’ordre de χ. Dans le chapitre 2, r peut également être un
entier permettant de définir ∆r. On note

e(x) = e2iπx

et
ζr = e

(1
r

)
.

g désigne une fonction arithmétique.
βg(r, t) est défini page 22.
λ(t) est défini page 22.
β(r, t) est défini page 22.
On note

L(x) = e
√

log2(x) log3(x)

où logk désigne la k-ième itération du logarithme. µ désigne la fonction de Möbius.
τ désigne la fonction nombre de diviseurs.
ρ est défini page 37.
Les lettres u et v désignent des couples de réels.
χ désigne un couple de caractères de Dirichlet.
C(n,χ) et D(n,χ) sont définis page 40.
K désigne un corps de nombre.
G désigne le groupe de Galois de K sur Q.
R désigne un domaine de R2.
F désigne une forme binaire de degré 3.
OK désigne l’anneau des entiers de K. r3(n) compte le nombre d’idéaux de OK de norme
n.
E est défini page 82.
Ed est défini page 82.
G1 est défini page 82.
η est défini page 82.
Les fonctions L(s, χ) et Lk(s, χ) désignent des fonctions L de Dirichlet.
Les constantes K(F ), Kp(F ) et Kq(F ) sont définies page 82.
Les fonctions %+

F , %
−
F et %∗F sont définies page 83.

Les ensembles Λ∗(s, F ) et Λ(s, F ) sont définis page 82.





Chapitre 1

Moments de la fonction Delta de
Hooley associée à un caractère

Ce chapitre est la reproduction intégrale de l’article [22] disponible sur Arxiv.

1.1 Introduction et énoncés des résultats

Pour n ∈ N∗, f une fonction arithmétique, u ∈ R et v ∈ [0, 1], nous posons

∆(n, f, u, v) :=
∑
d|n

eu<d6eu+v

f(d)

∆(n, f) := sup
u∈R
v∈[0,1]

|∆(n, f, u, v)|

Dans [5], La Bretèche et Tenenbaum étudient l’ordre moyen de la fonction ∆(n, χ)2

lorsque χ est un caractère de Dirichlet réel non trivial, nous nous intéressons ici à une
généralisation de leur résultat.

Pour n ∈ N∗, f une fonction arithmétique, et V ∈ R∗+, nous considérons

∆V (n, f) := sup
u∈R

v∈[0,V ]

|∆(n, f, u, v)|, ∆∗v(n, f) := sup
u∈R
|∆(n, f, u, v)|. (1.1)

Dans la définition de la fonction ∆(n, f), le paramètre v est compris entre 0 et 1.
Dans celle de ∆V (n, f), il est compris entre 0 et V où V > 1 et nous démontrons une
estimation, uniforme en V , de l’ordre moyen de la fonction ∆V (n, χ)2. Le caractère χ est
fixé et nous notons r son ordre. Ainsi nos résultats sont valables pour des caractères non
réels, étendant pour V = 1 les résultats de [5].

Lorsque r > 2 un entier, nous notons

ζ = ζr := e
(1
r

)
où e(x) = e2iπx .
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Définition 1.1.1. Lorsque χ est un caractère de Dirichlet complexe d’ordre r > 2, A > 0,
c > 0 et η ∈]0, 1[, nous disons qu’une fonction multiplicative g appartient à la classe
MA(χ, c, η) si elle est positive ou nulle et si les conditions suivantes sont vérifiées

∀p ∈ P et ∀ν > 1, g(pν) 6 Aν (1.2)
∀ε > 0 et ∀n > 1, g(n)�ε n

ε (1.3)
∀k ∈ [0, . . . , r − 1],

∑
p6x

χ(p)=ζk

g(p) = zk li(x) +O(x e−2c(log x)η) (1.4)

pour certaines constantes zk = zk(g) > 0.

Remarque 1.1.2. Les constantes zk peuvent être calculées à partir de l’estimation des
sommes ∑

p6x

g(p)χ(p)j

pour j ∈ {0, . . . , r − 1}.

Lorsque g ∈MA(χ, c, η) et t > 1, nous posons

y :=
r−1∑
k=0

zk, βg(r, t) := 1
22t−1

r−1∑
k=0

zk
∣∣∣1 + ζk

∣∣∣2t.
La valeur y correspond donc à l’ordre moyen de g sur les nombres premiers. Pour t > 1,
nous définissons

λ(t) := 1
2π

∫ π

−π
|1 + eiϑ |2tdϑ = 22tΓ(t+ 1/2)√

πΓ(t+ 1) = 2Γ(2t)
tΓ(t)2 .

Nous pouvons d’ores et déjà remarquer que λ(t) 6 22t−1 pour t > 1 avec égalité si et
seulement si t = 1.

Exemple 1.1.3. Considérons le cas g(n) = yω(n) et t ∈ N∗. Les zk valent tous y
r et un

calcul direct fournit la formule

β(r, t) := βg(r, t) = y

22t−1

t∑
j,k=0
r|k−j

(
t

k

)(
t

j

)
.

Si nous supposons de plus que t < r, alors

β(r, t) = y

22t−1

t∑
k=0

(
t

k

)2

,

tandis qu’un calcul direct de l’intégrale définissant λ(t) fournit

λ(t) =
t∑

k=0

(
t

k

)2

,

ainsi
β(r, t) = yλ(t)

22t−1 . (1.5)

Dans ce cas, nous avons β(r, t) 6 y.



1.1. Introduction et énoncés des résultats 25

Lorsque x > 16, nous notons

L(x) = e
√

log2(x) log3(x) .

Lorsque t ∈ R, nous posons
t+ := max(t, 0).

Enfin, pour x > 2, V > 1, g une fonction arithmétique et t > 1, nous notons

St,V (x, χ, g) :=
∑
n6x

g(n)∆V (n, χ)2t. (1.6)

Notre objectif est de voir comment le paramètre V influe sur le comportement de
l’ordre moyen de la fonction ∆V (n, χ)2. Nous établissons les deux théorèmes suivants, qui
répondent à une question posée par le Professeur Christopher Hooley au Professeur Gérald
Tenenbaum.

Théorème 1.1.4. Soient A, c, η des constantes strictement positives, t > 1 et V > 1 des
réels, χ un caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, et g une fonction deMA(χ, c, η).
Nous posons y0 = t

22t−1−1 et nous supposons que y > 0 et βg(r, t) 6 y. Alors, il existe une
constante α = α(g, χ, c, η, t) > 0 telle que, pour x > 16

St,V (x, χ, g)� xL(x)αU t(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+ (1.7)

où nous avons posé
U := min(V, log x). (1.8)

La constante implicite dans la majoration (1.7) dépend au plus de g, χ, c, t et η. Par
ailleurs, le facteur log3(x) qui apparaît dans la fonction L peut être omis si y > y0.

La fonction g définie dans l’exemple 1.1.3 vérifie les hypothèses de notre théorème dès
que t est un entier strictement inférieur à r.

Remarque 1.1.5. Nous avons un effet de saturation à partir de la valeur V = log x. Cela
vient du fait que, pour tout n 6 x, l’ensemble {log d : d | n} est inclus dans l’intervalle
[0, log x]. Dans toutes nos démonstrations, nous supposerons donc que V 6 log x.

Remarque 1.1.6. Nous pouvons supposer que la constante implicite dans la majoration
(1.7) est absolue, quitte à augmenter l’exposant α du facteur L(x).

Remarque 1.1.7. Il est également possible d’omettre le facteur log3(x) qui apparaît dans
la fonction L dans le cas où, y < y0. Il suffit, pour cela, d’adapter la méthode itérative de [5].
Cependant, cette démonstration ne sera pas incluse dans l’article du fait des complications
techniques qu’elle engendre.

Remarque 1.1.8. Pour V = 1, χ réel, et lorsque t n’est pas un entier > 2, nous retrouvons
le résultat de [5] avec la même précision. De plus, compte-tenu de la majoration triviale

St,V 6 ([V ] + 1)2tSt,1, (1.9)

notre majoration fait apparaître un gain de l’ordre de V t. Cependant, si t est un entier > 2
et χ réel, La Bretèche et Tenenbaum obtiennent une majoration de St,1 avec un meilleur
exposant de log(x), sous une condition plus restrictive portant sur y (formule (1.6) du
théorème 1.1 de [5]). Mais dans ce domaine là, nous pouvons montrer que la majoration
(1.9) est quasiment optimale. Ainsi, nous savons qu’une majoration avec un facteur V t

n’est pas vérifiée.
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Remarque 1.1.9. Etant donné les résultats de [5] et la majoration triviale (1.9), le
paramètre V t n’est significatif dans la majoration (1.7) que lorsque l’on a la relation
supplémentaire

√
log2(x) log3(x) = o(log V ). En effet, dans le cas contraire, le facteur V t

peut être supprimé car V tL(x)α = O(L(x)α′) où α′ est choisi suffisamment grand.

Remarque 1.1.10. Le paramètre V influe sur l’ordre moyen de ∆V (n, χ)2 de manière
linéaire lorsque χ est un caractère de Dirichlet d’ordre 2. Ce résultat montre que les
compensations dues aux oscillations du caractère χ dans les intervalles ] eu, eu+V ] sont de
nature statistique, car ∆V (n, χ)2 se comporte en moyenne comme ∆V (n) où

∆V (n) := sup
u∈R

∑
d|n

eu<d6eu+V

1.

En effet, la majoration ∆V (n) 6 V∆(n), la minoration ∆V (n) > V τ(n)
logn , valable pour

V 6 logn ainsi que le théorème de l’article [32], montrent l’encadrement

xV �
∑
n6x

∆V (n)� xV L(x)α.

Théorème 1.1.11. Soient χ un caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, y > 0,
V > 1 et t > 1. Lorsque x tend vers +∞, nous avons

St,V (x, χ, µ2yω)� x
(
(log x)y−1 + (log x)2ty−t−1U t + (log x)22ty/r−2t−1U2t

)
, (1.10)

où U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, χ et t.

Remarque 1.1.12. Grâce au deuxième terme du membre de droite de (1.10), lorsque
t = 1 et y > 1, nous retrouvons le même exposant de log x, à un facteur o(1) près, ainsi
que le même exposant de V dans le minorant de (1.10) que dans le majorant de (1.7).
Il s’agit d’un des deux seuls cas ou la majoration et la minoration correspondent, à un
facteur (log x)o(1) près. L’autre cas correspond à la remarque 1.1.8.

Soit

y1(t) := t

λ(t)− 1 . (1.11)

Nous énonçons deux théorèmes qui sont des versions analogues des Théorèmes 1.1.4 et
1.1.11 pour la fonction µ.

Théorème 1.1.13. Soient A, c, η des constantes strictement positives, t > 1 un réel,
g une fonction de MA(c, η) et V > 1. Nous supposons que y > 0. Alors, il existe une
constante α = α(g, c, t, η) > 0 telle que pour x > 16

St,V (x, µ, g)� xL(x)αU t(log x)y−1+(λ(t)y−y−t)+

où U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, χ et t. Par ailleurs,
le facteur log3(x) qui apparaît dans la fonction L peut être omis si y > y1.

Théorème 1.1.14. Soient y > 0, V > 1 et t > 1. Nous avons, lorsque x tend vers +∞,

St,V (x, µ, µ2yω)� x
(
(log x)y−1 + (log x)2ty−t−1U t

)
,

où U est défini en (1.8). La constante implicite dépend au plus de y, χ et t.

Remarque 1.1.15. Le seul cas ou la majoration et la minoration correspondent, à un
facteur (log x)o(1) près, a lieu lorsque t = 1 et y > 1.
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1.2 Majoration dans le cas où v est fixé

1.2.1 Énoncés des résultats

Les Théorèmes 1.1.4 et 1.1.11 ne peuvent se déduire directement de la méthode déve-
loppée par La Bretèche et Tenenbaum dans [5]. C’est pour cela que nous avons introduit
la fonction ∆∗v(n, f) en (1.1).

Lorsque g et f sont deux fonctions arithmétiques, v, t > 1, et x ∈ R, nous définissons

S∗t,v(x, f, g) :=
∑
n6x

g(n)∆∗v(n, f)2t,

où ∆∗v(n, f) est définie en (1.1). Nous nous intéressons dans cette partie à une majoration
de S∗t,v(x, χ, g). Cette majoration nous permettra de déduire le Théorème 1.1.4.

Théorème 1.2.1. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 1.1.4, pour tout v > 1, il
existe une constante α = α(g, χ, c, t, η) > 0 telle que, pour x > 16

S∗t,v(x, χ, g)� xL(x)αut(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+

où nous avons posé
u := min(v, log x). (1.12)

La constante implicite dépend au plus de g, χ, t, c et η. Par ailleurs, le facteur log3(x)
qui apparaît dans la fonction L peut être omis si y > y0.

Remarque 1.2.2. Les remarques 1.1.5 et 1.1.6 restent valables pour l’estimation de
S∗t,v(x, χ, g), nous supposerons donc par la suite que v 6 log x. Nous pouvons également
supposer que la constante implicite dans la majoration du Théorème 1.2.1 est absolue.

Ce théorème possède également une version analogue lorsque nous remplaçons le ca-
ractère χ par la fonction µ.

Théorème 1.2.3. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 1.1.13, il existe une
constante α = α(g, χ, c, t, η) > 0 telle que, pour x > 16

S∗t,v(x, µ, g)� xL(x)αut(log x)y−1+(λ(t)y−y−t)+

où u est définie en (1.12). La constante implicite dépend au plus de y, χ et t. Par ailleurs,
le facteur log3(x) qui apparaît dans la fonction L peut être omis si y > y1 où y1 est défini
en (1.11).

1.2.2 Rappels

Dans cette section, nous énonçons les lemmes permettant de démontrer le Théo-
rème 1.2.1. Les démonstrations étant proches de celles de l’article [5], nous nous intéressons
aux modifications apportées à celles-ci par l’introduction du facteur v et la généralisation
aux caractères complexes.

Lorsque n > 1, nous posons

E(n) := min
dd′|n
d<d′

log d
′

d
, E∗(n) := min

(
1, E(n)

)
.
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Lorsque n > 1, q > 1, et f une fonction, nous posons

M∗q,v(n, f) :=
∫
R
|∆(n, f, u, v)|qdu.

Les deux lemmes suivants étant en tout point identiques à ceux de l’article [5], nous nous
contentons d’énoncer les résultats.

Lemme 1.2.4. Soit v > 1. Lorsque n > 1 et q > 1, nous avons

∆∗v(n, χ)2 6 25 + 23+2/qE∗(n)−1/qM∗2q,v(n, χ)1/q. (1.13)
De plus, si E∗(n) > η et 1 6 q 6 b, alors

M∗2b,v(n, χ)1/b 6 28−8q/bη
1
b
− 1
qM∗2q,v(n, χ)1/q. (1.14)

Pour démontrer ce lemme, nous regardons le lieu des réels u qui sont proches du réel
u0 pour lequel la fonction ∆(n, χ, ., v) atteint son maximum. Ce lieu est de mesure E∗(n),
ce qui fournit le terme principal. Le terme d’erreur apparait comme la variation maximale
de cette fonction dans ce lieu.

Lemme 1.2.5. Soient A > 0, c > 0, η ∈]O, 1[, g ∈ MA(c, η) et t > 1. Pour tout y > 0,
nous avons, uniformément en σ > 0,∑

n>1
E(n)6σ3·4ty

µ2(n)g(n)τ(n)2t

n1+σ � 1. (1.15)

Avant d’énoncer le prochain lemme, quelques notations sont nécessaires.
Lorsque q, n > 1, w ∈ R et 0 6 j 6 q, nous définissons

Nj,q,v(n,w) :=
∫
R
|∆(n, χ, u, v)|j |∆(n, χ, u− w, v)|q−jdu.

Lorsque χ est un caractère de Dirichlet, n un entier strictement positif et ϑ un réel, nous
posons

τ(n, χ, ϑ) :=
∑
d|n

χ(d)diϑ. (1.16)

Nous définissons, pour v > 1,

τ∗v (n, χ) :=
∫ ∞

0

v2

1 + ϑ2v2 |τ(n, χ, ϑ)|2dϑ = v

∫ ∞
0

1
1 + ϑ2

∣∣∣τ(n, χ, ϑ
v

)∣∣∣2dϑ. (1.17)

Lemme 1.2.6. Soit n > 1 un entier. Nous avons, uniformément pour v > 1

M∗2,v(n, χ)� τ∗v (n, χ). (1.18)

Démonstration. Un calcul de transformée de Fourier, identique à celui effectué dans le
lemme 2.3 de [5], et l’identité de Parseval fournissent

M∗2,v(n, χ) =
∫
R
|τ(n, χ, ϑ)|2 sin2(vϑ/2)

ϑ/2 dϑ.

Nous avons alors, uniformément pour v > 1,

sin2(vϑ/2)
ϑ/2 � min

(
v2,

1
ϑ2

)
� v2

1 + ϑ2v2 .

D’où le résultat.
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Lemme 1.2.7. Pour 1 6 j 6 q − 1, g ∈MA(c, η), n > 1, v > 1 et x > 2, nous avons

∑
p>x

g(p) log p
p

N2j,2q,v(n, log p)�M∗2q,v(n, χ)(q−2)/(q−1)τ∗v (n, χ)q/(q−1) +Rq,v(n, x)

où
Rq,v(n, x)� e−c(log x)η 4qM2q,v(n)(2q−2)/(2q−1)v2q/(2q−1)τ(n)2q/(2q−1)

et
Mh,v(n) =

∫
R

∆(n, u, v)hdu. (1.19)

Démonstration. Pour tout n > 1, nous avons

∑
p>x

g(p) log p
p

N2j,2q,v(n, log p) =
∫
R

∣∣∆(n, χ, u, v)
∣∣2jS2(q−j)du

où
S2h :=

∑
p>x

g(p) log(p)
p

|∆(n, χ, u− log(p), v)|2h.

Un développement de la somme définissant ∆ nous permet d’écrire, dans le cas
où v > log

(max di
min di

)
,

S2h =
∑

d1,...,d2h|n
χ(d1 · · · dh)χ(dh+1 · · · d2h)

∑
u−log min dr<log p6u+v−log max dr

p>x

g(p) log p
p

.

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut

y

∫ u+v−log max dr

u−log min dr
1[0,1]

( log x
t

)
dt+O

(
e−c(log x)η ).

En adaptant le théorème 72 de [17], nous obtenons, pour tout h > 2, l’inégalité∑
d1,...,d2h|n

log(max di)−log(min di)6v

1 6 22hM2h,v(n)

où M2h,v est défini en (1.19). Ainsi,

S2h = y

∫ +∞

log x
|∆(n, χ, u− t, v)|2hdt+O

(
22hM2h,v(n) e−c(log x)η )

6 y

∫
R
|∆(n, χ, u− t, v)|2hdt+O

(
22hM2h,v(n) e−c(log x)η ).

Nous obtenons donc∑
p>x

g(p) log p
p

N2j,2q,v(n, log p)

6 yQj +O(22(q−j)M2(q−j),v(n)M2j,v(n) e−c(log x)η)

où
Qj =

∫
R
|∆(n, χ, u, v)|2jdu

∫
R
|∆(n, χ,w, v)|2(q−j)dw.
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Plusieurs adaptations de l’inégalité de Hölder décrites dans le lemme 2.4 de [5] impliquent

Qj �M∗2q,v(n, χ)(q−2)/(q−1)M∗2,v(n, χ)q/(q−1),

tandis que la majoration (1.18) fournit

M∗2,v(n, χ)� τ∗v (n, χ)

où τ∗v (n, χ) est défini en (1.17). Pour traiter le reste, nous effectuons un raisonnement
similaire. Le terme positif |∆(n, χ, u, v)| est clairement majoré par ∆(n, u, v), puis, une
inégalité de Hölder avec exposants 2q−1

2(q−j) et 2q−1
2j−1 montre la majoration∫

R
∆(n, u, v)2jdu

6
( ∫

R
∆(n, u, v)du

)2(q−j)/(2q−1)( ∫
R

∆(n, u, v)2qdu
)(2j−1)/(2q−1)

.

Le même raisonnement en remplaçant j par q − j fournit

M2j,v(n)M2(q−j),v(n)

6
( ∫

R
∆(n, u, v)du

)2q/(2q−1)
M2q,v(n)(2q−2)/(2q−1).

Pour conclure, nous utilisons l’estimation triviale∫
R

∆(n, u, v)du 6 vτ(n)

valable pour v > 1.

Lemme 1.2.8. Soient A > 0, c > 0, η ∈]0, 1[, t > 1, χ un caractère de Dirichlet non
principal d’ordre r et g ∈ MA(χ, c, η). Nous avons uniformément pour 0 < |ϑ| 6 1 et
x > 3 ∑

p6x

g(p)
p
|1 + χ(p)piϑ|2t

= yλ(t) log(1 + |ϑ| log x) + βg(r, t)22t−1 log
( log x

1 + |ϑ| log x
)

+O(1)
(1.20)

et uniformément pour |ϑ| > 1∑
p6x

g(p)
p
|1 + χ(p)piϑ|2t 6 yλ(t) log2 x+B log2(2 + |ϑ|) (1.21)

où B est une constante.
Démonstration. Il suffit d’adapter le lemme 2.5 de [5] dans le cas où le caractère χ est à
valeurs complexes.

Lemme 1.2.9. Soit T > 1 un réel, A, c > 0, η ∈]0, 1[ , χ un caractère de Dirichlet
non principal d’ordre r et g ∈ MA(χ, c, η) telle que y > 0 et βg(r, t) 6 y. Pour tout
0 < s 6 1

log T et v > 1, nous avons

∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

τ∗v (n, χ)t � vts−22t−1y

où
an =

∏
p|n
p6T

p, bn =
∏
p|n
p>T

p.
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Démonstration. D’après l’inégalité de Hölder, nous avons

τ∗v (n, χ)t � vt
∫ ∞

0

1
1 + ϑ2

∣∣∣τ(n, χ, ϑ
v

)∣∣∣2tdϑ.
Donc la somme que nous cherchons à estimer est

� vt
∫ ∞

0

1
1 + ϑ2 f

(
s,
ϑ

v

)
dϑ

où
f(s, ϑ) =

∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

|τ(n, χ, ϑ)|2t.

Pour s > 0, cette fonction possède un développement en produit eulérien

f(s, ϑ) =
∏
p6T

(
1 + g(p)

p
|1 + χ(p)piϑ|2t

) ∏
p>T

(
1 + g(p)

p1+s |1 + χ(p)piϑ|2t
)
. (1.22)

Nous utilisons le Lemme 1.2.8 pour estimer f(s, ϑ). Comme les équations (1.20) et (1.21)
utilisent une borne x, nous devons estimer∑

p>x

g(p)
p1+s |1 + χ(p)piϑ|2t.

Or ∑
p>x

g(p)
p1+s |1 + χ(p)piϑ|2t � 22ty

∫ ∞
x

1
t1+s log tdt

�
∫ ∞

log x

e−su

u
du

�
∫ ∞
s log x

e−u

u
du.

Ainsi, en prenant x = e1/s, cette quantité est O(1). Ce choix de x est compatible à
la majoration de f fournie par le Lemme 1.2.8. En effet, comme s 6 1

log T , nous avons
x = e1/s > T , ainsi, d’après (1.22), nous avons

f(s, ϑ) 6
∏
p6x

(
1 + g(p)

p
|1 + χ(p)piϑ|2t

) ∏
p>x

(
1 + g(p)

p1+s |1 + χ(p)piϑ|2t
)
.

Les équations (1.20) et (1.21) fournissent alors

f(s, ϑ)�


(
1 + ϑ

s

)yλ(t)
(s+ ϑ)−22t−1βg(r,t) si ϑ 6 1

s−λ(t)y log(2 + ϑ)B sinon.
Ainsi∫ ∞

0

1
1 + ϑ2 f

(
s,
ϑ

v

)
dϑ�

∫ v

0

1
1 + ϑ2

(
1 + ϑ

vs

)λ(t)y(
s+ ϑ

v

)−22t−1βg(r,t)
dϑ

+
∫ ∞
v

1
1 + ϑ2 s

−λ(t)y log(2 + ϑ)Bdϑ

� s−22t−1βg(r,t)
∫ vs

0

dϑ
1 + ϑ2

+ s−yλ(t)
∫ v

vs

(ϑ
v

)yλ(t)−βg(r,t)22t−1 dϑ
1 + ϑ2 + s−yλ(t)

� min(1, vs)s−22t−1βg(r,t) + s1−22t−1βg(r,t) log(1/s) + s−yλ(t).

L’hypothèse βg(r, t) 6 y permet de conclure.
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Ainsi, nos hypothèses sur βg(r, t) sont plus restrictives que celles de [5], cela vient du
fait que nous dilatons un intervalle portant sur les petites valeurs de ϑ d’un facteur v.

Avant de commencer la démonstration du Théorème 1.2.1, nous énonçons les deux
lemmes suivants. Le premier nous permet, de manière classique, de nous ramener au cas
d’une somme portant sur les termes sans facteur carré et pondérés par un poids 1/n. Le
second correspond au lemme 70.2 de [17].

Lemme 1.2.10. [Tenenbaum, [32]] Soient A > 0, c > 0, et η ∈]0, 1[. Pour tout g ∈
MA(c, η), v > 1 et x > 2, nous avons

S∗t,v(x, χ, g)� x

log x
∑
n6x

µ2(n)g(n)
n

∆∗v(n, χ)2t.

Lemme 1.2.11. Soient L(s), X(s) deux fonctions de classe C1 sur ]0, σ0], telles que

−L′(s) 6 φ
(
s, L(s)

)
, −X ′(s) > φ

(
s,X(s)

)
où pour s fixé, φ(s, x) est une fonction croissante de x. Si L(σ0) 6 X(σ0), alors pour tout
s 6 σ0, L(s) 6 X(s).

1.2.3 Démonstration du Théorème 1.2.1

La démonstration du Théorème 1.2.1 dans le cas y > y0 est identique à celle de [5], à
ceci près que nous utilisons le Lemme 1.2.9 en lieu et place du lemme 2.7 de [5], ce qui fait
apparaître un facteur vt. Les Lemmes 1.2.4, 1.2.5 et 1.2.10 nous permettent de ramener
notre problème à une majoration de la fonction LT,q,v définie par

LT,q,v(s) :=
∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

M∗2q,v(n, χ)t/q.

Des calculs analogues à ceux de [5] faisant intervenir les Lemmes 1.2.7 et 1.2.9 ainsi que
des inégalités de Hölder fournissent

−L′T,q,v(s) 6 φ
(
s, LT,q,v(s)

)
avec

φ(s, x) = 4t/q y + as

s
x+ C1v

t/(q−1)x(q−2)/(q−1)

s1−t/q+22t−1y/(q−1) + ε

s`+1 ,

où ε et ` sont des constantes bien choisies, tandis que C1 est une constante absolue. Nous
cherchons un majorant sous la forme

X(s) = K

sγ
+ ε

s`
. (1.23)

La constante γ est identique à celle de [5], elle vaut 22t−1y−t+ t
q . En revanche, la condition

sur K devient K = Cq2v
t pour une constante C2 suffisamment grande. Un choix pertinent

de T , similaire à celui de [5], nous permet de négliger le second membre de (1.23) devant
le premier. Nous obtenons ainsi

LT,q,v(σ)� Cq2v
t

σ22t−1y−t+t/q
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ce qui fournit le Théorème 1.2.1 en spécifiant σ = 1
log x et q =

√
log(1/σ).

Dans le cas où y 6 y0, la démonstration est légèrement différente. Comme dans [5],
nous recherchons une fonction X, qui majorera notre fonction LT,q,v sous la forme

X(s) := K

sγ
+ ε

s`
,

les constantes ε et ` sont toujours déterminées par la fonction φ, mais ici, γ est définie par

γ := y + b

q

où b est une constante suffisamment grande. La fonction X vérifie alors les hypothèses du
Lemme 1.2.11 dès que

K > (qC3)qvt

où C3 est une constante absolue. La nouvelle majoration de la fonction LT,q,v devient

LT,q,v(σ)� (qC3)qvt

σy+b/q

ce qui fournit le Théorème 1.2.1 en spécifiant σ = 1
log x et q =

√
log(1/σ)
log2(1/σ) .

Remarque 1.2.12. Dans le cas où le caractère χ est remplacé par la fonction de Möbius,
tous les lemmes cités restent valables, y compris les Lemmes 1.2.8 et 1.2.9 où r = 2,
z0 = 0 et z1 = y. Dans ce dernier lemme, nous pouvons par ailleurs remplacer le facteur
22t−1 par λ(t), ce qui permet d’adapter la méthode différentielle de manière à obtenir le
Théorème 1.2.3.

1.3 Majoration dans le cas où v parcourt un intervalle de
taille V

1.3.1 De la majoration locale à la majoration globale

Le Théorème 1.2.1 nous permet de démontrer le Théorème 1.1.4 en utilisant le lemme
suivant.

Lemme 1.3.1. Soit V > 1, pour tout n > 1 et 0 6 ` 6 1, nous avons

∆V (n, χ) 6 V 1−`∆∗V `(n, χ) + ∆V `(n, χ).

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste à scinder un intervalle quelconque de
taille v 6 V en union disjointe d’intervalles de taille V ` et d’un intervalle de taille inférieure
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à V `. Pour tout u ∈ R et v ∈ [0, V ], nous avons

∆(n, χ, u, v) =
∑
d|n

u<log d6u+v

χ(d)

=
[ v
V `

]−1∑
j=0

∑
d|n

u+jV `<log d6u+(j+1)V `

χ(d) +
∑
d|n

u+[ v
V `

]V `<log d6u+v

χ(d)

=
[ v
V `

]−1∑
j=0

∆(n, χ, u+ jV `, V `) + ∆
(
n, χ, u+

[ v
V `

]
V `, v −

[ v
V `

]
V `
)
,

de sorte que ∣∣∣∆(n, χ, u, v)
∣∣∣ 6 [ v

V `

]
∆∗V `(n, χ) + ∆V `(n, χ).

Comme v est plus petit que V , nous obtenons le résultat annoncé.

1.3.2 Démonstration du Théorème 1.1.4

D’après le Lemme 1.3.1, nous avons

∆V (n, χ)2t 6 22t(V 2t(1−`)∆∗V `(n, χ)2t + ∆V `(n, χ)2t).
Nous utilisons alors l’uniformité en v de la majoration du Théorème 1.2.1 pour obtenir

St,V (x, g, χ) 6 Ax(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)α22t(V t(2−`) + V 2t`). (1.24)

Le facteur V 2t` vient de la majoration triviale ∆V `(n, χ) 6 V `∆(n, χ). En prenant ` = 2
3 ,

nous obtenons

St,V (x, g, χ) 6 Ax(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)α22t+1V t4/3,

où A est une constante absolue. Par ailleurs, le facteur V 2t` dans la formule (1.24) peut
désormais être remplacé par V t`4/3 d’après ce qui vient d’être fait. Nous déterminons
alors ` tel que 2 − ` = 4

3`, soit ` = 6
7 . Cela nous permet de remplacer l’exposant 4

3 dans
la majoration ci-dessus par 4

3
6
7 = 8

7 , puis nous itérons le processus. Cependant, nous ne
pouvons pas le faire indéfiniment, car à chaque itération, nous augmentons la constante.
Nous constatons ainsi qu’à l’étape n, nous avons

St,V (x, g, χ) 6 Ax(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)α2n(2t+1)V tun (1.25)

où un est défini par la relation de récurrence suivante

un+1 = 2un
1 + un

, u0 = 2.

En effet, nous raisonnons par récurrence sur n. Si l’inégalité (1.25) est vraie au rang n,
alors pour tout ` ∈]0, 1[, nous avons

St,V (x, g, χ) 6 A2n(2t+1)x(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)α(V t(2−`) + V t`un).

Nous posons alors ` tel que
2− ` = `un
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c’est-à-dire
` = 2

1 + un
.

En observant que un+1 = `un = 2− `, nous obtenons

St,V (x, g, χ) 6 A2(n+1)(2t+1)x(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)αV tun+1 .

Il est clair que la suite (un)n>1 converge vers 1 et que un 6 1 + 1
2n , ce qui fournit

St,V (x, g, χ) 6 Ax(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)α2n(2t+1)V t(1+ 1
2n ).

En choisissant n = [ log(t log V )
log 2 ] + 1, nous obtenons

St,V (x, g, χ) 6 Bx(log x)y−1+(22t−1y−y−t)+L(x)αV t(log V )b

où B et b sont deux constantes absolues. L’hypothèse V 6 log x montre que le facteur
(log V )b peut être absorbé par le terme L(x)α quitte à augmenter la valeur de α, ce qui
achève la démonstration du Théorème 1.1.4.

Cette méthode s’applique dans le cas où le caractère χ est remplacé par la fonction µ.
Elle permet donc de déduire le Théorème 1.1.13 du Théorème 1.2.3.

1.4 Minoration dans le cas où v parcourt un intervalle de
taille V

1.4.1 Une application de la transformée de Fourier

La démonstration du Théorème 1.1.11 étant très semblable à celle du théorème 1.2
de [5], nous ne la rédigerons pas complètement. Nous nous contenterons de souligner les
détails à modifier afin d’obtenir le Théorème 1.1.11.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin d’introduire l’intégrale suivante.
Pour n > 1, V > 0 et f une fonction, nous posons

M2,V (n, f) :=
∫ V

0

∫
R
|∆(n, f, u, v)|2dudv.

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Pour n > 1, V > 0 et χ un caractère de Dirichlet, nous avons

M2,V (n, χ) = V

π

∫
R

(
1− sin(ϑV )

ϑV

) |τ(n, χ, ϑ)|2

ϑ2 dϑ.

où τ(n, χ, ϑ) est défini en (1.16).

Démonstration. La démonstration de ce lemme est identique au début de la démonstration
du lemme 2.3 de [5]. Fixons v ∈ [0, V ] et notons

Q : R → C
u 7→ ∆(n, χ, u, v).
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La fonction Q est intégrable sur R, nous pouvons donc calculer sa transformée de Fourier

Q̂(ϑ) =
∑
d|n

χ(d)
∫ log d

log(d)−v
e−iϑu du

=
∑
d|n

χ(d)d−iϑ eivϑ/2 sin(vϑ/2)
ϑ/2

= τ(n, χ,−ϑ) eivϑ/2 sin(vϑ/2)
ϑ/2 .

Comme Q et Q̂ sont L2, la formule de Plancherel assure que∫
R
Q2(u)du = 1

2π

∫
R
|τ(n, χ, ϑ)|2

(sin(vϑ/2)
ϑ/2

)2
dϑ.

Puisque ∫ V

0
sin2(ϑv/2)dv = V

2
(
1− sin(ϑV )

ϑV

)
.

nous obtenons le résultat souhaité en intégrant sur v entre 0 et V l’égalité précédente.

1.4.2 Démonstration du Théorème 1.1.11

Démonstration. Plaçons-nous dans le cas où V 6 log x. La minoration∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆V (n, χ)2t � x log(x)y−1

découle de la minoration triviale ∆V (n, χ) > 1.
La minoration ∑

n6x

µ2(n)yω(n)∆V (n, χ)2t � x log(x)22ty/r−2t−1V 2t

vient de la minoration ∆V (n, χ) > hχ(n)τ(n)V
1+logn où hχ est la fonction multiplicative qui vaut 1

sur les nombres premiers vérifiant χ(p) = 1 et 0 sur les autres nombres premiers.

Montrons maintenant la minoration∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆V (n, χ)2t � x log(x)2ty−t−1V t.

Du Lemme 1.4.1, nous déduisons l’estimation

M2,V (n, χ) > V 2

6

∫ 1/V

−1/V

(
1− ϑ2V 2

20
)
|τ(n, χ, ϑ)|2dϑ.

Ainsi
∆V (n, χ)2 >

1
7
I(n)
log x

où
I(n) = V 2

∫ 1/V

−1/V
|τ(n, χ, ϑ)|2dϑ.

Posons w = 2t−1y et
St(x, y) =

∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆(n, χ)2t.
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D’après l’inégalité de Hölder et l’inégalité précédente, nous avons

∑
n6x

µ2(n)wω(n)I(n) 6
(∑
n6x

(2ty)ω(n)
)1−1/t(∑

n6x

µ2(n)yω(n)I(n)t
)1/t

� x1−1/t(log x)(2ty−1)(1−1/t)St(x, y)1/t log x.

D’où
St(x, y)� x

(log x)2t(t−1)y+1

(
V 2
∫ 1/V

−1/V
f(x, ϑ)dϑ

)t
,

avec
f(x, ϑ) := 1

x

∑
n6x

µ2(n)wω(n)|τ(n, χ, ϑ)|2.

Si nous notons F (s) la série de Dirichlet associée à f , un développement en produit eulérien
permet d’écrire

F (s) = ζ(s)2wL(s+ iϑ, χ)wL(s− iϑ, χ)wH(s, ϑ)

avec H(s, ϑ) uniformément convergente et bornée dans le demi plan Re(s) > 3
4 et vérifiant

|H(1, ϑ)| � 1 lorsque |ϑ| 6 1. Par ailleurs, nous savons que les fonctions L admettent un
prolongement holomorphe à {Re(s) > 0} et d’après le théorème II.8.18 de [34], nous avons,
pour tout |ϑ| 6 1,

L(s+ iϑ, χ)� log(|Im(s)|+ 1).

Nous pouvons donc appliquer le théorème de Selberg et Delange (voir le théorème II.5.2
de [34]) afin d’obtenir

f(x, ϑ) = L(1 + iϑ, χ)wL(1− iϑ, χ)wH(1, ϑ)
Γ(2w) x(log x)2w−1 +O

(
x(log x)

)2w−1
.

Par ailleurs, la non annulation du produit

L(1 + iϑ, χ)L(1− iϑ, χ)

est assurée par le théorème II.8.19 de [34]. Nous obtenons ainsi

St(x, y)� x(log x)2ty−t−1V t.

Remarque 1.4.2. Dans le cas où le caractère χ est remplacé par la fonction µ, le seul
point de la démonstration qui diffère est que la fonction L(s, χ) est remplacée par l’inverse
de la fonction ζ de Riemann. La méthode de Selberg-Delange s’applique également à ce
cas, ce qui nous permet de démontrer le Théorème 1.1.14.





Chapitre 2

Sur la fonction Delta de Hooley
associée à des caractères

Ce chapitre est la reproduction intégrale de l’article [23], disponible sur Arxiv.

2.1 Introduction

2.1.1 Notations et énoncés des théorèmes

Pour étudier l’ensemble
{log(d); d | n},

la fonction ∆ de Hooley, introduite dans [21] et définie par

∆(n) = max
u∈R

(
∆(n, u)

)
(2.1)

où
∆(n, u) =

∑
d|n

eu<d6eu+1

1, (2.2)

est un outil privilégié. Un résultat remarquable portant sur l’étude de l’ordre moyen de
la fonction ∆ a été apporté par Hall et Tenenbaum dans [17]. Il y est démontré que cet
ordre moyen est log(n)o(1).

Une généralisation de cette fonction est définie de la manière suivante.
Pour r > 2 et n > 1, nous notons

∆r(n) = max
u∈Rr−1

(
∆r(n,u)

)
(2.3)

où, pour u = (u1, . . . , ur−1),

∆r(n,u) =
∑

d1···dr−1|n
eui<di6eui+1

1. (2.4)

Hall et Tenenbaum ([17]) parviennent à étendre la majoration de l’ordre moyen de ∆r(n)
lorsque r > 3. Aussi, l’ordre moyen obtenu est log(n)o(1) pour r > 2.
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Dans [5], La Bretèche et Tenenbaum s’intéressent à une autre généralisation. Ils étu-
dient désormais la fonction Delta associée à un caractère de Dirichlet. Ils définissent donc,
pour n > 1 et χ un caractère de Dirichlet non principal

∆(n, χ) = max
u∈R
v∈[0,1]

|∆(n, χ, u, v)| (2.5)

où
∆(n, χ, u, v) =

∑
d|n

eu<d6eu+v

χ(d). (2.6)

Le caractère χ n’étant pas positif, le maximum en v n’est pas forcément atteint en 1, ce
qui justifie l’apparition de cette nouvelle variable. Ils montrent que les compensations dues
aux oscillations des caractères sont d’ordre statistique, puisque l’ordre moyen de ∆(n, χ)2

est le même que celui de ∆(n) à un facteur (logn)o(1) près.

Dans cet article, nous nous intéressons à la fonction ∆3 lorsqu’elle est associée à deux
caractères de Dirichlet. Pour n ∈ N∗, χ = (χ1, χ2) un couple de deux caractères de
Dirichlet non principaux, u = (u1, u2) ∈ R2 et v = (v1, v2) ∈ [0, 1]2, nous posons

∆3(n,χ,u,v) =
∑
d1d2|n

eui<di6eui+vi

χ1(d1)χ2(d2), (2.7)

∆3(n,χ) = sup
u∈R2

v∈[0,1]2

|∆3(n,χ,u,v)|. (2.8)

Nous introduisons la constante ρ définie par

ρ := 1
2π

∫ π

−π
max

(
1, |1 + eiϑ |2

)
dϑ− 2 =

√
3
π
− 1

3 ≈ 0, 218. (2.9)

et pour y > 0, nous notons

m(y, ρ) :=
{

(ρ+ 2)y si y 6 1
1−ρ ,

3y − 1 sinon, (2.10)

c’est-à-dire m(y, ρ) = max(3y − 1, (ρ+ 2)y).

Pour la suite, lorsque χ1 et χ2 sont deux caractères de Dirichlet, nous notons

χ := (χ1, χ2) (2.11)

le couple constitué de ces deux caractères, et nous notons r1 l’ordre de χ1 et r2 l’ordre
de χ2. Par ailleurs, nous notons également q1 et q2 les conducteurs respectifs de χ1 et χ2.
Pour A > 0, c > 0 et η ∈]0, 1[, nous disons qu’une fonction multiplicative g appartient à
la classeMA(c, η) si les conditions suivantes sont vérifiées

∀n ∈ N∗, g(n) > 0
∀p ∈ P et ∀ν > 1, g(pν) 6 Aν

∀ε > 0 et ∀n > 1, g(n)�ε n
ε∑

p6x

g(p) = y li(x) +O(x e−2c(log x)η) (2.12)
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pour une certaine constante y = y(g) > 0.

Lorsque χ est un caractère de Dirichlet d’ordre r, nous définissonsMA(χ, c, η) la classe
des fonctions multiplicatives g appartenant àMA(c, η) et vérifiant

∀k ∈ Z,
∑
p6x

χ(p)=ζk

g(p) = y

r
li(x) +O(x e−2c(log x)η) (2.13)

où y = y(g) et
ζ := e2iπ/r . (2.14)

Enfin, pour χ = (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet, A > 0, c > 0 et η ∈]0, 1[,
nous définissons la classeMA(χ, c, η) par

MA(χ, c, η) :=MA(χ1, c, η)
⋂
MA(χ2, c, η)

⋂
MA(χ1χ2, c, η).

Lorsque x > 16, nous notons

L(x) := e
√

log2(x) log3(x)

où logk désigne la k-ième itération de la fonction log. Enfin, si g est une fonction arithmé-
tique et χ un couple de caractères de Dirichlet, nous notons

S(x, g,χ) :=
∑
n6x

g(n)∆3(n,χ)2. (2.15)

Théorème 2.1.1. Soit χ défini en (2.11) un couple de caractères de Dirichlet non princi-
paux tel que χ1χ2 ne soit pas principal, A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[
et g appartenant àMA(χ, c, η). Pour y = y(g) > 0, il existe une constante α > 0, dépen-
dant au plus de g, χ, c et η, telle que nous ayons, uniformément pour x > 16

S(x, g,χ)� x(log x)max{y−1,(ρ+2)y−2,3y−3}L(x)α. (2.16)

En particulier, si y(g) = 1, alors il existe une constante α > 0 telle que nous ayons,
uniformément pour x > 16

S(x, g,χ)� x(log x)ρL(x)α, (2.17)

où ρ est défini en (2.9).

Remarque 2.1.2. Actuellement, nous ne savons pas si l’exposant ρ apparaissant dans la
majoration (2.16) traduit réellement le comportement de la fonction ∆3 associée à deux
caractères ou s’il s’agit d’une limitation de la preuve. Nous penchons cependant pour
la seconde hypothèse car certaines majorations établies dans cet article ne semblent pas
optimales.

Remarque 2.1.3. Comme nous le verrons par la suite, la première étape de la démons-
tration du Théorème 2.1.1 consiste à ramener le problème à l’étude d’une somme d’entiers
sans facteur carré, pondérés par un poids 1

n . Pour cela, nous utilisons une propriété de
sous multiplicativité de la fonction ∆. Cette propriété nous permet de supposer également
que g(n) = 0 si (n, q1q2) 6= 1 où q1 et q2 désignent les conducteurs respectifs de χ1 et χ2.

Nous pouvons alors nous demander à quel point le Théorème 2.1.1 est optimal. À cet
effet, nous énonçons le théorème de minoration suivant.



42Chapitre 2. Sur la fonction Delta de Hooley associée à des caractères

Théorème 2.1.4. Soient y > 0 des réels, χ un couple de caractères de Dirichlet non
principaux.

(i) Si χ1χ2 n’est pas principal, alors nous avons lorsque x > 3,∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆2
3(n,χ)� x(log x)max{y−1,3y−3}.

(ii) Si χ1χ2 est principal, alors nous avons lorsque x > 3,∑
n6x

µ2(n)yω(n)∆2
3(n,χ)� x(log x)max{y−1,5y−4}.

Les résultats du Théorème 2.1.1 et du Théorème 2.1.4 nous montrent que l’exposant
max{y−1, (ρ+2)y−2, 3y−3} est optimal lorsque y 6 1/(1+ρ) ou y > 1/(1−ρ). Il est par
ailleurs intéressant de comparer ces résultats avec ceux obtenus par Hall et Tenenbaum.
Dans [17], les auteurs établissent les estimations suivantes.

Théorème 2.1.5 (Hall, Tenenbaum [17]). Pour tout 0 < y < 1, il existe une constante α
pour laquelle nous avons, lorsque x > 16,∑

n6x

yω(n)∆3(n)� x(log x)y−1L(x)α.

Pour tout y > 1, il existe une constante β pour laquelle nous avons, lorsque x > 16,∑
n6x

yω(n)∆3(n)� x(log x)3y−3L(x)β.

Les constantes α et β sont explicites.

Par ailleurs, des minorations triviales montrent que les exposants de log x sont op-
timaux. Nous pouvons donc observer que pour y 6 1/(1 + ρ) et pour y > 1/(1 − ρ),
yω(n)∆3(n, χ1, χ2)2 se comporte en moyenne comme yω(n)∆3(n). Néanmoins pour les autres
valeurs de y, notamment pour y = 1, nous ne savons pas si cela reste vrai.

Pour démontrer le Théorème 2.1.1, nous étudierons les quantités suivantes

C(n,χ) := sup
u2∈R

v1,v2∈[0,1]2

C(n,χ, u2, v1, v2) (2.18)

et
D(n,χ) := sup

u∈R
v1,v2∈[0,1]2

D(n,χ, u, v1, v2) (2.19)

où
C(n,χ, u2,v) :=

∫
R
|∆3(n,χ, u1, u2,v)|2du1 (2.20)

et
D(n,χ, u, v1, v2) :=

∫
R
|∆3(n,χ, u− u1, u1,v)|2du1 (2.21)

avec v = (v1, v2), χ un couple de caractères de Dirichlet et n ∈ N∗.
Comme nous le verrons par la suite, les estimations de C(n,χ) et de D(n,χ) passent

par l’estimation de

∆(k)(n,χ, ϑ) := sup
(u,v1,v2)∈R×[0,1]2

∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2),
∣∣,
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où

∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2) :=
∑
d1d2|n

eu<d16eu+v1

χ1(d1)χ2(d2)diϑ2 (u+ v1 − v2 − log d1)k. (2.22)

Toutes ces quantités sont étudiées dans la partie 3.

2.1.2 Applications

Les résultats que nous obtenons pour l’ordre moyen de ∆3(n, χ1, χ2)2 ne fournissent
pas des compensations statistiques qui nous permettraient de le comparer à l’ordre moyen
de ∆3(n). Le Théorème 2.1.1 est néanmoins utilisé de manière cruciale dans l’article [24]
afin de fournir, dans un cadre particulier, une estimation asymptotique en ξ de la quantité
suivante.

Q(F, ξ,R) :=
∑

x∈Z2∩R(ξ)
r3(F (x)),

où F est une forme binaire de degré 3, r3(n) compte le nombre d’idéaux d’un anneau
d’entiers de corps de nombre de norme n, R est un domaine de R2. Enfin, nous désignons
par R(ξ) le domaine de R2 obtenu en dilatant R par ξ, c’est-à-dire

R(ξ) := {x ∈ R2 : x/ξ ∈ R}.

Dans le cas où le corps de nombre K est une extension cyclique de Q de degré 3, en
notant G := Gal(K/Q) son groupe de Galois et χ un caractère non principal de G, alors
nous pouvons relier la fonction r3 au caractère χ par l’égalité suivante.

r3(n) = (1 ∗ χ ∗ χ2)(n),

où ∗ désigne le produit de convolution entre deux fonctions arithmétiques. Pour f et g
deux telles fonctions , celui-ci est la fonction arithmétique définie par

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
∀n > 1.

Nous formulons quatre hypothèses sur le domaine R et sur la forme binaire F .

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont
la frontière est continuement différentiable.

(H2) ∀x ∈ R, ||x|| 6 σ

(H3) ∀x ∈ R, |F (x)| 6 ϑ3.

(H4) La forme F est irréductible sur K

pour certaines valeurs σ > 0 et ϑ > 0.

Théorème 2.1.6. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, ε > 0, σ > 0, ξ > 0,
F une forme binaire de degré 3 et R un domaine de R2 tels que les hypothèses (H1), (H2),
(H3) et (H4) soient vérifiées. Sous les conditions

1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons
Q(F, ξ,R) = K(F )vol(R)ξ2 +O

( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)0,0034

)
. (2.23)

où ||F || désigne le maximum des coefficients de la forme F et K(F ) est une constante
explicite possédant une interprétation géométrique.
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2.2 Lemmes préliminaires

2.2.1 Majorer une norme infinie par une norme Lq

La démonstration du Théorème 2.1.1 suit la méthode différentielle de [5]. Les lemmes
préliminaires que nous énonçons ici sont analogues à ceux de notre article de référence.
Cependant, comme il s’agit ici essentiellement d’une généralisation à deux variables de ces
lemmes, plusieurs difficultés apparaissent, nous rédigeons donc en détails les démonstra-
tions.

Avant d’énoncer le premier lemme, quelques notations sont nécessaires.

Lorsque n > 1, nous posons

E(n) := min
dd′|n
d<d′

log d
′

d
, E∗(n) := min

(
1, E(n)

)
. (2.24)

Pour n > 1, q > 1, f un couple de deux fonctions arithmétiques, nous posons

M2q(n, f) :=
∫

[0,1]2

∫
R2
|∆3(n, f ,u,v)|2qdudv. (2.25)

Pour x ∈ R2, nous notons
||x||∞ = max(|x1|, |x2|).

Lorsque χ est un caractère de Dirichlet, nous notons

∆∗(n, χ) := max
d|n

(
∆(d, χ)

)
. (2.26)

où ∆(n, χ) est défini en (2.5).

Lemme 2.2.1. Pour n > 1, q > 1, χ défini en (2.11), un couple de deux caractères de
Dirichlet, nous avons

∆3(n,χ)2 6 4E∗(n)−4/qM2q(n,χ)1/q + 128
(
∆∗(n, χ1)2 + ∆∗(n, χ2)2). (2.27)

Les deuxième et troisième membres qui apparaissent dans ce majorant ne peuvent être
trivialement traités par le théorème 1.1 de [5] puisque le maximum sur les diviseurs de
n n’est pas forcément atteint en n, contrairement au cas où χ1 = χ2 = 1. Il nécessite
donc une résolution particulière que nous développons dans la sous-section 4.1. Cet aspect
constitue une des innovations de ce travail.

Remarque 2.2.2. Il est intéressant de constater que ces fonctions ∆∗ apparaissent comme
des minorants de la fonction ∆3 associée à deux caractères. En effet, dans le cas où
(n, q2) = 1, q2 désignant le conducteur de χ2, nous avons

∆(n, χ1, χ2) > max
u1∈R
v1∈[0,1]

sup
d2|n

u2=log d2
v2→0

|∆(n, χ1, χ2, u1, u2, v1, v2)| = ∆∗(n, χ1).

La connaissance d’une minoration de l’ordre moyen des fonctions ∆∗ nous permettrait
d’obtenir plus d’informations sur l’ordre moyen de la fonction ∆3 associée à deux carac-
tères.
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En considérant que pour un entier n sans facteur carré, et un caractère χ d’ordre r, nous
avons

∆∗(n, χ) > ∆(n′, χ)

où
n′ =

∏
p|n

|1+χ(p)|>1

p

nous pouvons montrer que ∑
yω(n)∆∗(n,χ)2

� x(log x)κ(r)y−3,

où κ(r) est défini par la suite en (2.48). En comparant ce résultat avec ceux obtenus par La
Bretèche et Tenenbaum pour une minoration de l’ordre moyen de ∆(n, χ)2, nous pouvons
observer que ce résultat est non trivial dès que y > 1

κ(r)−2 . Néanmoins, il ne fournit aucune
amélioration par rapport au Théorème 2.1.4.

Démonstration. Si ∆3(n,χ) 6 8
(
∆∗(n, χ1) + ∆∗(n, χ2)

)
, le résultat est évident.

Sinon, nous notons u0 et v0 les réels tels que

∆3(n,χ) = |∆3(n,χ,u0,v0)|

avec u0 = (u01, u02) et v0 = (v01, v02). Pour tout u = (u1, u2), v = (v1, v2) tels que

||u + v− u0 − v0||∞ 6 E∗(n),

nous avons

∆3(n,χ,u,v) =
∑

log(d)∈]u1,u1+v1]
d|n

χ1(d)∆
(n
d
, χ2, u2, v2

)

=
∑

log(d)∈]u01,u01+v01]
d|n

χ1(d)∆
(n
d
, χ2, u2, v2

)

+
∑

log(d)∈]u1,u1+v1]
log(d)/∈]u01,u01+v01]

d|n

χ1(d)∆
(n
d
, χ2, u2, v2

)

−
∑

log(d)∈]u01,u01+v01]
log(d)/∈]u1,u1+v1]

d|n

χ1(d)∆
(n
d
, χ2, u2, v2

)
.

Les deux dernières sommes comportent au plus deux termes, elles sont donc majorées
en valeur absolue par 2∆∗(n, χ2). Nous pouvons alors effectuer le même travail avec la
première somme, ce qui nous permet de retrouver ∆3(n,χ,u0,v0) et un reste qui ne
dépassera pas 2∆∗(n, χ1). Ainsi, pour tout u, v tels que ||u + v − u0 − v0||∞ 6 E∗(n),
nous avons

|∆3(n,χ,u,v)| > ∆3(n,χ,u0,v0)− 4
(
∆∗(n, χ1) + ∆∗(n, χ2)

)
.

Puisque ∆3(n,χ,u0,v0) > 8
(
∆∗(n, χ1) + ∆∗(n, χ2)

)
, nous avons

|∆3(n,χ,u,v)| > 1
2∆3(n,χ).
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En élevant cette inégalité à la puissance 2q, en intégrant cette relation sur l’ensemble de
mesure E∗(n)4 sur lequel cette inégalité est valable, puis en prenant la racine q-ième, nous
obtenons le résultat annoncé.

Pour la suite, lorsque χ est un caractère de Dirichlet, nous notons

M †2q(n, χ) :=
∑
d|n

M2q(d, χ) (2.28)

avec
M2q(n, χ) :=

∫ 1

0

∫
R
|∆(n, χ, u, v)|2qdudv. (2.29)

Lemme 2.2.3. Pour n > 1, q > 1, χ un caractère de Dirichlet, nous avons

∆∗(n, χ)2 6 4E∗(n)−2/qM †2q(n, χ)1/q + 4τ(n)1/q. (2.30)

Démonstration. Observons tout d’abord que pour tout n et pour tout χ, nous avons

∆∗(n, χ)2 6
(∑
d|n

∆(d, χ)2q
)1/q

.

Nous utilisons ensuite le lemme 2.1 de [5] sous la forme suivante

∆(d, χ)2q 6 4qE∗(d)−2M2q(d, χ) + 4q

pour obtenir

∆∗(n, χ)2 6
(∑
d|n

4qE∗(d)−2M2q(d, χ) + 4q
)1/q

6
(∑
d|n

4qE∗(n)−2M2q(d, χ) + 4qτ(n)
)1/q

.

Pour conclure, nous utilisons l’inégalité suivante valable pour tout x, y > 0 et q > 1

(x+ y)1/q 6 x1/q + y1/q.

Pour les besoins du prochain lemme, nous notons, pour n ∈ N∗, χ un caractère de
Dirichlet et ϑ ∈ R,

τ(n, χ, ϑ) :=
∑
d|n

χ(d)diϑ. (2.31)

Pour χ un couple de caractères de Dirichlet, q ∈ N et j 6 q, nous notons

M
(j)
2q (n,χ, ϑ) :=

∫
[0,1]2

∫
R
|∆(j)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2qdudv1dv2, (2.32)

où les quantités ∆(j)(n,χ, ϑ, u, v1, v2) sont définies en (2.22). Enfin, pour k ∈ N, nous
posons

Ek(n) := min
( log(3/2)
k + 1 , E(n)

)
.
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Lemme 2.2.4. Pour k ∈ N, n > 1, q > 1, χ un couple de caractères de Dirichlet et
ϑ ∈ R, nous avons

∆(k)(n,χ, ϑ)2 6 16Ek(n)−3/q∑
j6k

M
(j)
2q (n,χ, ϑ)1/q + 256 e2 max

d|n

(
|τ(d, χ2, ϑ)|2

)
.

Démonstration. Pour tout k ∈ N, nous notons jk un entier j 6 k tel que

∆(jk)(n,χ, ϑ) := max
j6k

∆(j)(n,χ, ϑ).

Si ∆(jk)(n,χ, ϑ) 6 16 e max
d|n

(
|τ(d, χ2, ϑ)|2

)
, le résultat est évident.

Sinon, nous notons u0, v01 et v02 les réels tels que

∆(jk)(n,χ, ϑ) = |∆(jk)(n,χ, ϑ, u0, v01, v02)|.

Pour tout u, v1, v2 tels que

|u− u0|+ |v1 − v01|+ |v2 − v02| 6 Ek(n),

nous avons

∆(jk)(n,χ, ϑ, u, v1, v2) =
∑

log(d)∈]u,u+v1]
d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

=
∑

log(d)∈]u0,u0+v01]
d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

+
∑

log(d)∈]u,u+v1]
log(d)/∈]u0,u0+v01]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

−
∑

log(d)∈]u0,u0+v01]
log(d)/∈]u,u+v1]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk .

Les deux dernières sommes comportent au plus deux termes. Par ailleurs, nous avons, pour
tout log(d) ∈]u0, u0 + v01]∪]u, u+ v1]

(u+ v1 − v2 − log d)jk 6 (1 + 1
k + 1)jk 6 e .

Ainsi, ces deux sommes sont majorées par

2 e max
d|n

(
|τ(d, χ2, ϑ)|

)
.



48Chapitre 2. Sur la fonction Delta de Hooley associée à des caractères

Pour la première somme, nous écrivons∑
log(d)∈]u0,u0+v01]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

=
∑

log(d)∈]u0,u0+v01]
d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)(
u0 + v01 − v02 − log d+ (u− u0 + v1 − v01 + v02 − v2)

)jk

=
∑
j6jk

(
jk
j

)
(u− u0 + v1 − v01 + v02 − v2)jk−j

∑
log(d)∈]u0,u0+v0]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ

)
(u0 + v01 − v02 − log d)j .

Nous avons ainsi∣∣∣ ∑
log(d)∈]u0,u0+v01]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ2

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

∣∣∣
>∆(jk)(n,χ, ϑ)−

(
(1 + |u− u0 + v1 − v01 + v02 − v2|)jk − 1

)
∆(jk)(n,χ, ϑ).

Par hypothèse, nous avons

(
(1 + |u− u0 + v1 − v01 + v02 − v2|)jk − 1

)
6

1
2 ,

ce qui fournit ∣∣∣ ∑
log(d)∈]u0,u0+v01]

d|n

χ1(d)τ
(n
d
, χ2, ϑ2

)
(u+ v1 − v2 − log d)jk

∣∣∣
>

1
2∆(jk)(n,χ, ϑ).

Puisque ∆(jk)(n,χ, ϑ) > 16 e max
d|n
|τ(d,χ, ϑ)|, nous avons

|∆(jk)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)| > 1
4∆(jk)(n,χ, ϑ).

En élevant cette inégalité à la puissance 2q, en intégrant cette relation sur l’ensemble de
mesure Ek(n)3 sur lequel cette inégalité est valable, puis en prenant la racine q-ième, nous
obtenons

∆(jk)(n,χ, ϑ)2 6 16Ek(n)−3/qM
(jk)
2q (n,χ, ϑ)1/q + 64 e2 max

d|n

(
|τ(d, χ2, ϑ)|2

)
6 16Ek(n)−3/q∑

j6k

M
(j)
2q (n,χ, ϑ)1/q + 64 e2 max

d|n

(
|τ(d, χ2, ϑ)|2

)
.

L’inégalité ∆(k)(n,χ, ϑ) 6 ∆(jk)(n,χ, ϑ), provenant du choix de jk, nous permet de
conclure.
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2.2.2 Un théorème de Shiu et une formule de Parseval

Le lemme suivant est une adaptation du lemme 2.2 de [5] qui nous permet de négliger
la contribution des entiers n pour lesquels le facteur E(n), défini en (2.24), est trop petit.

Lemme 2.2.5. Soient A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[, g une fonction
deMA(c, η) et Y > 27y où y = y(g) > 0. Nous avons uniformément en σ > 0

∑
n>1

E(n)6σY

µ2(n)g(n)τ3(n)2

n1+σ � 1. (2.33)

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.2 de [5]. Nous supposons ici
que σ 6 σy où σy est une constantes strictement positive dont nous discuterons par la
suite. Le cas complémentaire étant trivial. Pour un tel choix de Y , dire qu’un entier n
vérifie l’inégalité

E(n) 6 σY

implique qu’il possède deux diviseurs premiers entre eux d1, d2 vérifiant d1 < d2 6 eσY d1.
Ainsi, nous avons

σY 6 log d2
d1

= log
(
1 + d2 − d1

d1

)
6
d2 − d1
d1

.

Ce qui implique
d1 > σ−Y .

Par ailleurs, il existe une constante σy > 0 pour laquelle, pour tout σ 6 σy, l’inégalité
suivante est vérifiée

eσY 6 1 + σY−y.

Ainsi, nous avons

∑
n>1

E(n)6σY

µ2(n)g(n)τ3(n)2

n1+σ 6
∑

m,d1,d2
1
σY

6d1<d26(1+σY−y)d1

(d1,d2)=1

τ3(m)2τ3(d1)2τ3(d2)2

(md1d2)1+σ g(m)g(d1)g(d2)

� 1
σ9y

∑
1
σY

6d1

g(d1)τ3(d1)2

d2+σ
1

∑
d1<d26(1+σY−y)d1

(d1,d2)=1

g(d2)τ3(d2)2.

Un théorème de Shiu [31] nous permet de majorer la somme intérieure, ce qui fournit
l’inégalité

∑
n>1

E(n)6σY

µ2(n)g(n)τ3(n)2

n1+σ � σY−10y∑
d

g(d)τ3(d)2

d1+σ log(d)8y

� σY−27y

� 1.

Pour χ = (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet, n ∈ N∗ et (ϑ1, ϑ2) ∈ R2, nous
posons

τ(n,χ, ϑ1, ϑ2) :=
∑
d1d2|n

χ1(d1)diϑ1
1 χ2(d2)diϑ2

2 , (2.34)
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et pour ϑ ∈ R, nous posons

τ̂1(n,χ, ϑ) :=
∫
R2

∣∣τ(n,χ, ϑ1, ϑ)
∣∣2 dϑ1

1 + ϑ2
1
. (2.35)

Lemme 2.2.6. Soient χ1 et χ2 deux caractères de Dirichlet et n > 1 un entier. Nous
avons, uniformément pour k ∈ N et v1, v2 ∈ [0, 1]2∫

R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2du� (k + 1)2τ̂1(n,χ, ϑ)

où ∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2) est défini en (2.22).

Démonstration. Posons
f : u 7→ ∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2).

Il s’agit d’une somme de fonctions portes, nous pouvons donc calculer sa transformée de
Fourier, notée f̂ .

f̂(ϑ1) =
∫
R
f(u) e−iuϑ1 du

=
∑

d1d2|(n)
χ1(d1)χ2(d2)diϑ2

∫ log d1

log d1−v1
(u+ v1 − v2 − log d1)k e−iuϑ1 du

=
∑

d1d2|(n)
χ1(d1)χ2(d2)diϑ2 d

−iϑ1
1

∫ 0

−v1
(u+ v1 − v2)k e−iuϑ1 du

= τ(n,χ, ϑ,−ϑ2)
∫ 0

−v1
(u+ v1 − v2)k e−iuϑ1 du.

Or, pour tout v1, v2 ∈ [0, 1]2 et k ∈ N, nous avons∣∣∣ ∫ 0

−v1
(u+ v1 − v2)k e−iuϑ1 du

∣∣∣ 6 min
(
1, k + 2
|ϑ|

)
.

L’inégalité ∣∣∣ ∫ 0

−v1
(u+ v1 − v2)k e−iuϑ1 du

∣∣∣ 6 1

est triviale puisqu’on intègre sur un intervalle de taille plus petite que 1 une fonction
majorée par 1 en valeur absolue. L’inégalité∣∣∣ ∫ 0

−v1
(u+ v1 − v2)k e−iuϑ1 du

∣∣∣ 6 k + 2
|ϑ|

est fournie par une intégration par partie. La formule de Parseval nous permet de conclure.

2.2.3 Des inégalités de Hölder

Avant d’établir le prochain lemme, quelques notations sont nécessaires.
Pour n > 1, 1 6 j 6 q des entiers, w ∈ R et χ défini en (2.11), un couple de caractères de
Dirichlet, nous posons

N1,j,q(n,χ, w) :=
∫

[0,1]2

∫
R2

∆3(n,χ,u,v)2j∆3(n,χ, u1 − w, u2,v)2(q−j)dudv, (2.36)
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et

N2,j,q(n,χ, w) :=
∫

[0,1]2

∫
R2

∆3(n,χ,u,v)2j∆3(n,χ, u1 − w, u2 + w,v)2(q−j)dudv. (2.37)

De plus, nous posons

τ̂2(n,χ) :=
∫
R2
|τ(n,χ,ϑ)|2

2∏
i=1

1
1 + ϑ2

i

dϑ, (2.38)

où τ(n,χ,ϑ) est défini en (2.34).

Lemme 2.2.7. Soient A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et χ un couple
de caractères de Dirichlet. Pour toute fonction g deMA(c, η), q > 1, 1 6 j 6 q−1, n > 1
et x > 2, nous avons

∑
p>x

g(p) log p
p

N1,j,q(n,χ, log p)�M2q(n,χ)(q−2)/(q−1)C(n,χ)τ̂2(n,χ)1/(q−1)

+R2,q(n, x),

où C(n,χ) est défini en (2.18),

R2,q(n, x)� e−c(log x)η 4qM2q(n)(2q−2)/(2q−1)τ3(n)2q/(2q−1)

et
Mh(n) :=

∫
R2

∆3(n,u)hdu,

avec ∆3(n,u) défini en (2.4).
De plus, si nous remplaçons N1,j,q(n,χ, log p) par N2,j,q(n,χ, log p), alors la majoration
reste valable en remplaçant C(n,χ) par D(n,χ), défini en (2.19).

Démonstration. Nous raisonnons uniquement sur la fonction N1,j,q, la démonstration pour
la fonction N2,j,q étant analogue. Pour tout n > 1, nous avons

∑
p>x

g(p) log p
p

N1,j,q(n,χ, log p) =
∫

[0,1]2

∫
R2

∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣2jS2(q−j)dudv,

où
S2h :=

∑
p>x

g(p) log(p)
p

|∆3(n,χ, u1 − log(p), u2,v)|2h.

Un développement de la somme définissant ∆3 fournit l’égalité suivante

S2h =
∑

d1,...,d2h|n
χ1(d1 · · · dh)χ1(dh+1 · · · d2h)

h∏
i=1

∆
( n
di
, χ2, u2, v2

)
∆
( n

dh+i
, χ2, u2, v2

)
∑

u1−log min dr<log p6u1+v1−log max dr
p>x

g(p) log p
p

.

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas où log(max dr/min dr) 6 v1

y

∫ u1+v1−log max dr

u1−log min dr
1[0,1]

( log x
t

)
dt+O

(
e−c(log x)η )
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où y = y(g). De plus, elle est nulle si l’inégalité n’est pas respectée. En adaptant le
théorème 72 de [17], nous obtenons, pour tout h > 1

∑
d1,...,dh|n

log(max di)−log(min di)6v1

h∏
i=1

∆
( n
di
, u2

)
6 2hMh(n, u2),

où
Mh(n, u2) =

∫
R

∆3(n,u)hdu1.

Ainsi,

S2h = y

∫ +∞

log x
|∆3(n,χ, u1 − t, u2,v)|2hdt+O

(
22hM2h(n, u2) e−c(log x)η )

6 y

∫
R
|∆3(n,χ, u1 − t, u2,v)|2hdt+O

(
22hM2h(n, u2) e−c(log x)η ).

Nous obtenons donc

∑
p>x

g(p) log p
p

N1,j,q(n, log p)

6 yQj +O
(
22(q−j)

∫
R
M2(q−j)(n, u2)M2j(n, u2)du2 e−c(log x)η

)
,

(2.39)

où

Qj :=
∫

[0,1]2

∫
R

(∫
R
|∆3(n,χ,u′,v)|2jdu′1

∫
R
|∆3(n,χ,u,v)|2(q−j)du1

)
du2dv,

avec u′ = (u′1, u2). Nous appliquons alors l’inégalité de Hölder avec les exposants q−1
q−j et

q−1
j−1 à ∫

R
|∆3(n,χ,u,v)|2jdu1

en écrivant j = q j−1
q−1 + q−j

q−1 pour obtenir

∫
R
|∆3(n,χ,u,v)|2jdu1

6
( ∫

R
|∆3(n,χ,u,v)|2qdu1

)(j−1)/(q−1)( ∫
R
|∆3(n,χ,u,v)|2du1

)(q−j)/(q−1)
.

En appliquant le même raisonnement en remplaçant j par q− j, nous obtenons finalement

Qj �M2q(n,χ)(q−2)/(q−1)
( ∫

[0,1]2

∫
R

( ∫
R
|∆3(n,χ,u,v)|2du1

)q
du2dv

)1/(q−1)

�M2q(n,χ)(q−2)/(q−1)C(n,χ)M2(n,χ)1/(q−1).

Une adaptation du lemme 2.3 de [5] fournit

M2(n,χ)� τ̂2(n,χ).
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Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.39), nous effectuons un
raisonnement similaire. Le terme |∆3(n,χ,u,v)| est clairement majoré par ∆3(n,u), puis,
une inégalité de Hölder avec exposants 2q−1

2(q−j) et 2q−1
2j−1 montre l’inégalité∫

R
∆3(n,u)2jdu1

6
( ∫

R
∆3(n,u)2du1

)2(q−j)/(2q−1)( ∫
R

∆3(n,u)2qdu1
)(2h−1)/(2q−1)

.

Le même raisonnement en remplaçant j par q − j fournit∫
R

∫
R

∆3(n,u)2jdu1

∫
R

∆3(n,u)2(q−j)du1du2

6
∫
R

( ∫
R

∆3(n,u)2qdu1
)(2q−2)/(2q−1)( ∫

R
∆3(n,u)du1

)2q/(2q−1)
du2

6M2q(n)(2q−2)/(2q−1)
( ∫

R

( ∫
R

∆3(n,u)du1
)2q

du2
)1/(2q−1)

.

Pour conclure, nous utilisons l’estimation∫
R

( ∫
R

∆3(n,u)du1
)2q

du2 =
∑

d1,...,d2q |n

2q∏
i=1

τ
( n
di

)
max

(
0, 1− log

(max(di)
min(di)

))

6
∑

d1,...,d2q |n

2q∏
i=1

τ
( n
di

)
6 τ3(n)2q.

Pour le prochain lemme, nous notons, lorsque χ est un caractère de Dirichlet non
principal,

N †j,q(n, χ,w) :=
∑
d|n

∫ 1

0

∫
R
|∆(d, χ, u, v)|2j |∆(d, χ, u− w, v)|2(q−j)dudv, (2.40)

et
τ̂0(n, χ) :=

(∑
d|n

( ∫
R
|τ(d, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2

)q)1/q
, (2.41)

où τ(n, χ, ϑ) est défini en (2.31). Enfin, nous définissons

M †h(n) :=
∑
d|n

Mh(d),

où
Mh(d) :=

∫
R

∆(d, u)hdu.

Lemme 2.2.8. Soient A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et χ un caractère
de Dirichlet non principal. Pour toute fonction g deMA(c, η), q > 1, 1 6 j 6 q−1, n > 1
et x > 2, nous avons∑

p>x

g(p) log p
p

N †j,q(n, χ, log p)�M †2q(n, χ)(q−2)/(q−1)τ̂0(n, χ)q/(q−1)

+R†q(n, x),
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où
R†q(n, x)� e−c(log x)η 4qM †2q(n)(2q−2)/(2q−1)τ3(n)2q/(2q−1),

N †j,q(n, χ, log p) est défini en (2.40) et τ̂0(n, χ) est défini en (2.41).

Démonstration. Nous reprenons la démonstration du Lemme 2.2.7. Pour tout n > 1, nous
avons ∑

p>x

g(p) log p
p

N †j,q(n, χ, log p) =
∑
d|n

∫ 1

0

∫
R

∣∣∆(d, χ, u, v)
∣∣2jS∗2(q−j)(d)dudv,

où
S∗2h(d) :=

∑
p>x

g(p) log(p)
p

|∆(d, χ, u− log(p), v)|2h.

Le développement de S∗2h(d) et l’application du théorème des nombres premiers fournissent

S∗2h(d) 6 y

∫
R
|∆(d, χ, u− t, v)|2hdt+O

(
22hM2h(d) e−c(log x)η

)
où y = y(g).

Nous obtenons donc∑
p>x

g(p) log p
p

N †j,q(n, χ, log p)

6 yQ†j +O
(
22(q−j)∑

d|n
M2j(d)M2(q−j)(d) e−c(log x)η

)
,

où
Q†j :=

∑
d|n

∫ 1

0

∫
R
|∆(d, χ, u, v)|2jdu

∫
R
|∆(d, χ, u, v)|2(q−j)dudv.

Des inégalités de Hölder impliquent

Q†j �
∑
d|n

M2q(d, χ)(q−2)/(q−1)τ̂(d, χ)q/(q−1)

�M †2q(n, χ)(q−2)/(q−1)τ̂0(n, χ)q/(q−1),

où
τ̂(n, χ) =

∫
R
|τ(n, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2 .

Le terme d’erreur se traite de manière analogue au Lemme 2.2.7.

Pour le prochain lemme, nous définissons, pour k ∈ N, n > 1, χ un couple de caractères
de Dirichlet, 1 6 j < q et (w, ϑ) ∈ R2

N
(k)
j,q (n,χ, w, ϑ)

:=
∫

[0,1]2

∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2j |∆(k)(n,χ, ϑ, u− w, v1, v2)|2(q−j)dudv1dv2,

(2.42)

où ∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2) est défini en (2.22). Enfin, nous notons

M
(1)
h (n, τ) :=

∫
R

∆(n, τ, u, 1)hdu (2.43)

où ∆(n, τ, u, 1) est défini en (2.6) et τ est la fonction nombre de diviseurs.
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Lemme 2.2.9. Soient A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[, k ∈ N et χ un
couple de caractères de Dirichlet. Pour toute fonction g deMA(c, η), q > 1, 1 6 j 6 q−1,
n > 1, ϑ ∈ R et x > 2, nous avons∑

p>x

g(p) log p
p

N
(k)
j,q (n,χ, ϑ, log p)�(k + 1)2q/(q−1)M

(k)
2q (n,χ, ϑ)q−2/q−1τ̂1(n,χ, ϑ)q/q−1

+Rk,q(n, x),

où M (k)
2q (n,χ, ϑ) est défini en (2.32), τ̂1(n,χ, ϑ) est défini en (2.35), et

Rk,q(n, x)� (k + 1)q e−c(log x)η 4qM (1)
2q (n, τ)(2q−2)/(2q−1)τ3(n)2q/(2q−1).

Démonstration. Pour tout n > 1, nous avons∑
p>x

g(p) log p
p

N
(k)
j,q (n,χ, ϑ, log p) =

∫
[0,1]2

∫
R

∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)
∣∣2jS(k)

2(q−j)dudv1dv2,

où
S

(k)
2h :=

∑
p>x

g(p) log(p)
p

|∆(k)(n,χ, ϑ, u− log(p), v1, v2)|2h.

Un développement de la somme définissant ∆(k) fournit l’égalité suivante

S
(k)
2h =

∑
d1,...,d2h|n

χ1(d1 · · · dh)χ1(dh+1 · · · d2h)
h∏
i=1

τ
( n
di
, χ2, ϑ

)
τ
( n

dh+i
, χ2, ϑ

)
∑

u−log min dr<log p6u+v1−log max dr
p>x

g(p) log p
p

2h∏
i=1

(u+ v1 − v2 − log p− log di)k.

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas où log(max dr/min dr) 6 v1

y

∫ u1+v1−log max dr

u1−log min dr
1[0,1]

( log x
t

) 2h∏
i=1

(u+ v1 − v2 − t− log di)kdt+O
(
(k + 1)h e−c(log x)η )

où y = y(g). Le point important étant que tous les termes

(u+ v1 − v2 − t− log di)k

sont majorés par 1 en valeur absolue dans les intervalles, en t, considérés, ce qui permet
d’obtenir le terme d’erreur ci-dessus.
De plus, elle est nulle si l’inégalité n’est pas respectée. En adaptant le théorème 72 de [17],
nous obtenons, pour tout h > 1

∑
d1,...,dh|n

log(max di)−log(min di)6v1

h∏
i=1

τ
( n
di

)
6 2hM (1)

h (n, τ),

où M (1)
h (n, τ) est défini en (2.43). Ainsi,

S
(k)
2h = y

∫ +∞

log x
|∆(k)(n,χ, ϑ, u− t, v1, v2)|2hdt+O

(
(k + 1)h22hM

(1)
2h (n, τ) e−c(log x)η )

6 y

∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u− t, v1, v2)|2hdt+O

(
(k + 1)h22hM

(1)
2h (n, τ) e−c(log x)η ).
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Nous obtenons donc

∑
p>x

g(p) log p
p

N
(k)
j,q (n, ϑ, log p)

6 yQj +O
(
(k + 1)(q − j)22(q−j)M

(1)
2(q−j)(n, τ)M (1)

2j (n, τ) e−c(log x)η
)
,

(2.44)

où

Qj :=
∫

[0,1]2

(∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u′, v1, v2)|2jdu′

∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2(q−j)du

)
dv1dv2.

Nous appliquons alors l’inégalité de Hölder avec les exposants q−1
q−j et q−1

j−1 à

∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)
∣∣2j

en écrivant j = q j−1
q−1 + q−j

q−1 pour obtenir

∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2jdu

6
( ∫

R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2qdu

)(j−1)/(q−1)( ∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2du

)(q−j)/(q−1)
.

En appliquant le même raisonnement en remplaçant j par q− j, nous obtenons finalement

Qj �M
(k)
2q (n,χ, ϑ)(q−2)/(q−1)

( ∫
[0,1]2

( ∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2du

)q
dv1dv2

)1/(q−1)
.

Le Lemme 2.2.6 fournit la majoration suivante, uniformément pour v1, v2 ∈ [0, 1]2.∫
R
|∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)|2du� (k + 1)2τ̂1(n,χ, ϑ).

Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.44), nous appliquons une
inégalité de Hölder avec exposants 2q−1

2(q−j) et 2q−1
2j−1 afin d’obtenir

∫
R

∆(n, τ, u)2jdu

6
( ∫

R
∆(n, τ, u)2du

)2(q−j)/(2q−1)( ∫
R

∆(n, τ, u)2qdu
)(2j−1)/(2q−1)

.

Le même raisonnement en remplaçant j par q − j fournit

M
(1)
2j (n, τ)M (1)

2(q−j)(n, τ)

6
( ∫

R
∆(n, τ, u)2qdu

)(2q−2)/(2q−1)( ∫
R

∆(n, τ, u)du
)2q/(2q−1)

6M (1)
2q (n, τ)(2q−2)/(2q−1)τ3(n)2q/(2q−1).
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2.2.4 Estimations de sommes sur les nombres premiers

Les lemmes présentés dans cette sous-section sont des lemmes arithmétiques fonda-
mentaux pour les différentes démonstrations de cet article.

Lemme 2.2.10. Soient χ un caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, A, c des
constantes strictement positives et η ∈]0, 1[ . Pour T > 1 et g appartenant àMA(χ, c, η),
nous avons, uniformément pour σ > 0, 1 6 q 6 1

σ et |ϑ| 6 qσ

∑
p>T

max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
g(p) log p

p1+σ 6
3y
σ

+O(1), (2.45)

où y = y(g). Nous avons uniformément pour qσ 6 |ϑ| 6 ec(log T )η

∑
p>T

max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
g(p) log p

p1+σ = (ρ+ 2)y +O(1/q)
σ

, (2.46)

où ρ est défini en (2.9), et uniformément pour |ϑ| > ec(log T )η

∑
p>T

|1 + χ(p)piϑ|2g(p) log p
p1+σ 6

4y
σ

+O(1). (2.47)

Démonstration. Lorsque |ϑ| 6 qσ, nous utilisons l’inégalité suivante

max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
6 1 + |1 + χ(p)piϑ|2,

ce qui fournit∑
p>T

max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
g(p) log p

p1+σ 6
∑
p>T

(
3 + χ(p)piϑ + χ(p)p−iϑ

)
g(p) log p

p1+σ .

D’après (2.12), nous avons d’une part

∑
p>T

3g(p) log p
p1+σ 6

3y
σ

+O(1)

et d’autre part, d’après (2.13)

∑
p>T

χ(p)piϑg(p) log p
p1+σ =

r−1∑
k=0

∑
p>T

χ(p)=ζk

ζkpiϑg(p) log p
p1+σ

= y

r

r−1∑
k=0

ζk
( ∫ +∞

log T
e(−σ+iϑ)u du+O(|ϑ| e−c(log T )η)

)

= y

r

r−1∑
k=0

ζk
T−σ+iϑ

σ − iϑ
+O

(
|ϑ| e−c(log T )η )

= O
(
|ϑ| e−c(log T )η )

ce qui fournit (2.45) puisque |ϑ| 6 ec(log T )η .
Si qσ 6 |ϑ| 6 ec(log T )η , nous observons que la fonction

t 7→ max
(
1, |1 + eit |2

)
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est périodique, de période 2π, et de moyenne ρ+ 2. Une intégration par partie semblable
au lemme III. 4.13 de [32] fournit∑

p>T

max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
g(p) log p

p1+σ = (ρ+ 2)y
σ

+O
( 1
|ϑ|

+ |ϑ|+ 1
ec(log T )η

)
,

ce qui implique (2.46). Dans le dernier cas, nous nous contentons de la majoration triviale

|1 + χ(p)piϑ|2 6 4.

Pour r > 1, nous notons

κ(r) := 1
r

r−1∑
k=0

max
(
1, |1 + ζk|2

)
(2.48)

où ζ est défini en (2.14).

Lemme 2.2.11. Soient χ un caractère de Dirichlet non principal d’ordre r, A, c des
constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et g appartenant à MA(χ, c, η) . Nous avons,
uniformément pour x > 16 et 0 < |ϑ| 6 1 ,

∑
p6x

g(p)
max

(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
p

= yκ(r) log
( log x

1 + |ϑ| log x
)

+ y(ρ+ 2) log
(
1 + |ϑ| log x

)
+O(1),

où y = y(g), et uniformément pour |ϑ| > 1
∑
p6x

g(p)
max

(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
p

6 y(ρ+ 2) log
(
1 + |ϑ| log x

)
+B log2(2 + |ϑ|),

où ρ est défini en (2.9).

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.5 de [5]. La fonction

t 7→ max
(
1, |1 + eit |2

)
est périodique, de moyenne ρ + 2. Ainsi, si nous nous donnons un paramètre w 6 x, une
intégration par partie semblable à celle du lemme III. 4.13 de [32] fournit

∑
w<p6x

g(p) max
(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
p

= y(ρ+ 2) log
( log x

logw
)

+O
( 1
|ϑ| logw + 1 + |ϑ|

ec(logw)η
)
.

Pour les entiers p 6 w, nous nous contentons d’approcher piϑ par 1. L’erreur que nous
commettons est alors O(|ϑ| logw). Ainsi

∑
p6w

g(p)
max

(
1, |1 + χ(p)piϑ|2

)
p

= yκ(r) log2(w) +O(1 + |ϑ| logw).

Il s’agit désormais de choisir le paramètre w afin d’obtenir les formules souhaitées. Ainsi,
pour |ϑ| 6 1

log x , nous choisissons w = x.
Pour 1/ log x 6 |ϑ| 6 1, nous choisissons w = exp

( log x
1+|ϑ| log x

)
.

Pour 1 6 |ϑ| 6 exp
(
c(log x)η

)
− 2, nous choisissons w = exp

(
(2/c)(log(2 + |ϑ|))1/η).

Dans le dernier cas, nous nous contentons d’observer que la somme à majorer est
� log2(x)� log2(2 + |ϑ|).
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Lemme 2.2.12. Soient χ un caractère de Dirichlet d’ordre r > 1 A, c des constantes
strictement positives, η ∈]0, 1[ et g appartenant àMA(χ, c, η). Nous avons uniformément
pour x > 16 et |ϑ| 6 1 ∑

p6x

g(p)χ(p)
p

piϑ = O(1)

et uniformément pour |ϑ| > 1

∑
p6x

g(p)χ(p)
p

piϑ 6 B log2(2 + |ϑ|).

Démonstration. Notant ζ le complexe défini en (2.14), nous avons

∑
p6x

g(p)χ(p)
p

piϑ =
r−1∑
k=0

∑
p6x

χ(p)=ζk

g(p)ζ
k

p
piϑ.

La suite de la démonstration est identique à celle du lemme 2.5 de [5], nous introduisons
un paramètre w, choisi convenablement par la suite. La fonction t 7→ eit est périodique de
période nulle, donc le lemme III.4.13 de [32] permet d’écrire

∑
w<p6x
χ(p)=ζk

g(p)
p
piϑ = O

( 1
|ϑ| logw + 1 + |ϑ|

ec(logw)η
)
.

Par ailleurs, pour p 6 w, nous approchons piϑ par 1, l’erreur que nous commettons étant
O(|ϑ| logw). Nous renvoyons à la démonstration du Lemme 2.2.11 pour savoir comment
choisir w afin que les différents termes d’erreur soient dominés par 1 lorsque |ϑ| 6 1 et

dominés par log2(2+|ϑ|) lorsque |ϑ| > 1. Nous concluons en remarquant que
r−1∑
k=0

ζk = 0.

Lemme 2.2.13. Soit χ un couple de deux caractères de Dirichlet non principaux tels que
χ1χ2 ne soit pas principal. Soient A, c des constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et g
appartenant àMA(χ, c, η). Pour x > 16 et uniformément pour (ϑ1, ϑ2) ∈ R2, nous avons

∑
p6x

g(p) |1 + χ1(p)piϑ1 + χ2(p)piϑ2 |2

p

6 3y log2(x)
+B

(
log2(2 + |ϑ1|)1]1,+∞[(|ϑ1|) + log2(2 + |ϑ2|)1]1,+∞[(|ϑ2|)

)
+O(1),

où y = y(g).

Démonstration. Un développement du carré du module fournit

|1 + χ1(p)piϑ1 + χ2(p)piϑ2 |2 =3 + χ1(p)piϑ1 + χ1(p)p−iϑ1

+ χ2(p)piϑ2 + χ2(p)p−iϑ2

+ χ1(p)χ2(p)pi(ϑ1−ϑ2) + χ2(p)χ1(p)pi(ϑ2−ϑ1).

Nous étudions alors les sommes sur p de chacun de ces termes séparément, en utilisant le
Lemme 2.2.12 pour obtenir le résultat énoncé.
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2.2.5 Lemmes fondamentaux

Le terme κ(r) défini en (2.48) peut facilement être majoré par 3, ce majorant est
suffisant pour la suite, néanmoins, nous pouvons l’améliorer, au moyen de la proposition
suivante.

Lemme 2.2.14. Pour tout entier r > 2, nous avons

κ(r) 6 5
2 ,

où κ(r) est défini en (2.48). Cette inégalité est une égalité lorsque r = 2.

Démonstration. Nous notons Ar = {z ∈ Ur : |1 + z| < 1} où Ur désigne l’ensemble des
racines r-ièmes de l’unité. Ainsi

κ(r) = 1
r

( ∑
z /∈Ar

|1 + z|2 +
∑
z∈Ar

1
)

= 1
r

( ∑
z∈Ur
|1 + z|2 +

∑
z∈Ar

(1− |1 + z|2)
)

= 2 + 1
r

∑
z∈Ar

(
1− |1 + z|2

)
.

Si Ar est non vide, nous pouvons choisir z ∈ Ar, alors arg(z) ∈]2π/3, 4π/3[, ainsi, pour
tout z′ ∈ Ar, arg(zz′) ∈]4π/3, 8π/3[, donc zz′ /∈ Ar, nous avons donc une injection de Ar
dans Ur rAr, ce qui montre que |Ar| 6 r

2 . Ainsi

κ(r) 6 5
2 .

Par la suite, pour T > 1, pour tout n > 1, nous notons

an :=
∏
p|n
p6T

p bn :=
∏
p|n
p>T

p. (2.49)

Lemme 2.2.15. Soient χ un caractère de Dirichlet non principal , T > 1 un réel, A, c des
constantes strictement positives, η ∈]0, 1[ et g ∈ MA(χ, c, η). Nous avons, uniformément
pour 0 < σ 6 1

log T∫
R

∑
n>1

g(n) µ
2(n)

anb
1+σ
n

max
d|n

(
|τ(d, χ, ϑ)|2

) dϑ
1 + ϑ2 �

1
σm(y,ρ) ,

où ρ est défini en (2.9) et m(y, ρ) en (2.10).

Démonstration. Nous ne traitons que l’intégrale sur R+ car celle sur R− se déduit par
symétrie. Notons S(ϑ) la somme à l’intérieur de l’intégrale. Elle admet un développement
en produit eulérien

S(ϑ) =
∏
p6T

(
1 + g(p)max(1, |1 + χ(p)piϑ|2)

p

) ∏
p>T

(
1 + g(p)max(1, |1 + χ(p)piϑ|2)

p1+σ

)
.
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Le Lemme 2.2.11 nous permet alors de majorer uniformément S(ϑ) en fonction de ϑ.
En prenant x = e1/σ, ce qui est possible par hypothèse sur σ, nous obtenons l’inégalité
suivante, pour 0 6 ϑ < 1

S(ϑ)�
( 1
σ + ϑ

)yκ(r)(
1 + ϑ

σ

)(ρ+2)y
,

et pour ϑ > 1
S(ϑ)� 1

σ(ρ+2)y log(2 + ϑ)B.

Nous découpons l’intégrale au point ϑ = 1. Celle portant sur l’ensemble {ϑ > 1} est
convenablement majorée. Pour l’autre intégrale, nous avons∫ 1

0
S(ϑ)dϑ�

∫ 1

0

( 1
σ + ϑ

)κ(r)y(
1 + ϑ

σ

)(ρ+2)y
dϑ

� 1
σκ(r)y

∫ 1

0

( 1
1 + ϑ

σ

)κ(r)y−(ρ+2)y
dϑ.

D’après le Lemme 2.2.14, nous avons κ(r) < 3. Un calcul direct de l’intégrale permet alors
d’obtenir le majorant souhaité, en notant que, uniformément pour σ ∈]0, 1[

1
σκ(r)y−1 log(1/σ)� 1

σ3y−1 .

Lemme 2.2.16. Soient χ un couple de deux caractères de Dirichlet non principaux
tels que χ1χ2 soit non principal, A, c des constantes strictement positives et η ∈]0, 1[,
g ∈ MA(χ, c, η) et T > 1 un réel. Nous avons, uniformément pour σ > 0 et ϑ ∈ R

∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+σ
n

τ̂1(n,χ, ϑ)�
{

1
σ3y si |ϑ| 6 1,
1
σ3y log(2 + |ϑ|)B sinon,

où an et bn sont définis en (2.49) et τ̂1(n,χ, ϑ) en (2.35).

Démonstration. La seule différence par rapport à la démonstration du Lemme 2.2.15 est
l’utilisation du Lemme 2.2.13 pour majorer le produit eulérien.

2.3 Estimation de C(n,χ) et D(n,χ)
Pour 0 < σ 6 1/10, nous notons

L1(σ) := exp
(√

log(1/σ) log2(1/σ)
)
. (2.50)

Pour σ > 0, g une fonction arithmétique et T > 1, nous notons

S1(σ, g,χ) :=
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)C(n,χ),

où C(n,χ) est défini en (2.18) et an et bn sont définis en (2.49). L’objectif de cette partie
est de démontrer le théorème suivant.
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Théorème 2.3.1. Soit χ = (χ1, χ2) un couple de deux caractères de Dirichlet non prin-
cipaux tels que χ1χ2 soit non principal. Soient A, c des constantes strictement positives,
η ∈]0, 1[ et g ∈MA(χ, c, η). Si 0 < y = y(g), il existe une constante α > 0, dépendant au
plus de g, χ, c et η, telle que nous ayons, uniformément pour σ > 0

S1(σ, g,χ)� 1
σmax{y+1,m(y,ρ)}L1(σ)α,

où m(y, ρ) est défini en (2.10), et où nous avons posé

log T :=
(9yq log 1

σ

c

)1/η
(2.51)

et

q :=
√

log(1/σ)
log2(1/σ) . (2.52)

Nous avons le même résultat en remplaçant C(n,χ) par D(n,χ).

2.3.1 Estimation de ∆(k)(n,χ, ϑ)
Pour σ > 0, g une fonction arithmétique et ϑ ∈ R, nous notons

S(k)(σ, g,χ, ϑ) :=
∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+σ
n

∆(k)(n,χ, ϑ)2,

où ∆(k)(n,χ, ϑ) est défini en (2.22) et an et bn sont définis en (2.49) à partir de la valeur
de T déterminée en (2.51).

Proposition 2.3.2. Soient χ = (χ1, χ2) un couple de deux caractères de Dirichlet non
principaux tels que χ1χ2 soit non principal. Soient A, c des constantes strictement posi-
tives, η ∈]0, 1[ et g ∈ MA(χ, c, η). Pour 0 < y = y(g), il existe une constante α > 0,
dépendant au plus de g, χ, c et η, telle que nous ayons, uniformément pour σ > 0,
k 6

√
log 1/σ entier et |ϑ| 6 qσ

S(k)(σ, g,χ, ϑ)� (k + 1)3

σ3y L1(σ)α,

uniformément pour σ > 0, k 6
√

log 1/σ entier et qσ 6 |ϑ| 6 q
log T

S(k)(σ, g,χ, ϑ)� (k + 1)3|ϑ|m(y,ρ)−3y

σm(y,ρ) L1(σ)α,

uniformément pour σ > 0, k 6
√

log 1/σ entier et q
log T 6 |ϑ| 6 ec(log T )η

S(k)(σ, g,χ, ϑ)� (k + 1)3

σm(y,ρ) L1(σ)α log(3 + |ϑ|)B

et uniformément pour σ > 0, k 6
√

log 1/σ entier et |ϑ| > ec(log T )η

S(k)(σ, g,χ, ϑ)� (k + 1)3

σ4y L1(σ)α log(2 + |ϑ|)B,

où ρ est défini en (2.9), L1(σ) est défini en (2.50), et T et q sont définis en (2.51) et
(2.52).
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Démonstration. Cette démonstration s’appuie sur la méthode différentielle de [5].

Nous commençons par utiliser le Lemme 2.2.4 pour majorer ∆(k)(n,χ, ϑ). Le membre
de droite du majorant se traite au moyen du Lemme 2.2.15, qui fournit la majoration

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n) max
d|n
|τ(d, χ1, ϑ)|2 � 1

σm(y,ρ) .

Pour traiter le membre de gauche du majorant, nous utilisons dans un premier temps
le Lemme 2.2.5, qui nous permet de restreindre la somme aux entiers n pour lesquels le
facteur E(n), défini en (2.24) n’est pas trop petit. Pour de tels entiers n, le terme E(n)−4/q,
où q est défini en (2.52), est uniformément majoré par L1(σ)α pour une constante α bien
choisie. Il s’agit donc étudier

L
(k)
ϑ,T,q(σ) :=

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)M (k)
2q (n,χ, ϑ)1/q,

où M (k)
2q (n,χ, ϑ) est défini en en (2.32). Nous énonçons alors le lemme suivant.

Lemme 2.3.3. Soient σ > 0, k 6
√

log 1/σ, ϑ ∈ R, q > 1 et T > 1, nous avons

−
(
L

(k)
ϑ,T,q

)′(s) 6D(s)
s

L
(k)
ϑ,T,q(s)

+ A

s1−1/q

(
L

(k)
ϑ,T,q(s)

)(q−2)/(q−1)(
(k + 1)2 ∑

n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

τ̂1(n,χ, ϑ)
)1/(q−1)

+B1
(k + 1)1/q(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η

où
D(s, ϑ) := s

∑
p>T

g(p)
p1+s

(
max(1, |1 + χ1(p)piϑ|2) +O(1/q)

)
log p,

τ̂1(n,χ, ϑ) est défini en (2.35) et A et B1 sont des constantes absolues.

Démonstration. En dérivant la fonction L(k)
ϑ,T,q(σ), nous obtenons

−
(
L

(k)
ϑ,T,q

)′(s) =
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)M (k)
2q (n,χ, ϑ)1/q log bn

=
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)M (k)
2q (n,χ, ϑ)1/q ∑

p|n
p>T

log p

=
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)
∑

(n,p)=1
p>T

M
(k)
2q (np,χ, ϑ)1/q g(p) log p

p1+s .

Un calcul explicite de la quantité ∆(k)(np,χ, ϑ, u, v1, v2), valable pour tout p premier et
n ∈ N tels que (n, p) = 1, fournit

∆(k)(np,χ, ϑ, u, v1, v2) =
(
1+χ1(p)piϑ

)
∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)+χ2(p)∆(k)(n,χ, ϑ, u−log p, v1, v2).
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En prenant le module à la puissance 2q de cette égalité, et en utilisant des inégalités
classiques, nous obtenons∣∣∆(k)(np,χ, ϑ, u, v1, v2)

∣∣
62
∣∣1 + χ1(p)piϑ

∣∣2q∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)
∣∣2q

+ 3
∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u− log p, v1, v2)

∣∣2q
+ (1 + q)4q

q−1∑
j=1

(
2q
2j

)∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u, v1, v2)
∣∣2j∣∣∆(k)(n,χ, ϑ, u− log p, v1, v2)

∣∣2(q−j)
.

En intégrant cette inégalité sur R× [0, 1]2, nous obtenons

M
(k)
2q (np, χ, ϑ) 6

(
2|1 + χ1(p)piϑ|2q + 3

)
M

(k)
2q (n, χ, ϑ) +W (k)

q (n, p, ϑ),

où

W (k)
q (n, p, ϑ) := (1 + q)4q

q−1∑
j=1

(
2q
2j

)
N

(k)
j,q (n,χ, ϑ, log p),

les N (k)
j,q (n,χ, ϑ, log p) étant définis en (2.42). Des inégalités de Hölder et le Lemme 2.2.9

fournissent

−
(
L

(k)
ϑ,T,q

)′(s) 6D(s, ϑ)
s

L
(k)
ϑ,T,q(s)

+ A

s1−1/q

(
L

(k)
ϑ,T,q(s)

)(q−2)/(q−1)(
(k + 1)2 ∑

n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

τ̂1(n,χ, ϑ)
)1/(q−1)

+B1
(k + 1)1/q(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η

ce qui conclut la démonstration du lemme.

Ce lemme nous permet de considérer L(k)
ϑ,T,q comme sur solution d’une équation différen-

tielle. Il nous faut désormais déterminer une sous solution de cette équation différentielle.
Comme nous allons le voir, cette sous solution va dépendre de ϑ.

Si |ϑ| 6 qσ, le Lemme 2.2.10 fournit D(s) 6 3y + O(1/q) pour tout s > σ. De plus,
par le Lemme 2.2.16, nous avons

−
(
L

(k)
ϑ,T,q

)′(s) 63y + a1/q

s
L

(k)
ϑ,T,q(s) +A

(k + 1)2/(q−1)
(
L

(k)
ϑ,T,q(s)

)(q−2)/(q−1)

s1+3y/(q−1)−1/q

+B1
(log T )9

s9y+1−1/q e−c(log T )η ,

où a1 > 0 est une constante absolue. En posant

ε := B1(log T )9ye−(log T )ηc/q, β := 9y − 1/q,

nous obtenons
−
(
L

(k)
ϑ,T,q

)′(s) 6 φ1
(
s, L

(k)
ϑ,T,q(s)

)
,

avec
φ1(s, x) := 3y + a1/q

s
x+ A(k + 1)2/(q−1)x(q−2)/(q−1)

s1−1/q+3y/(q−1) + ε

sβ+1 .
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Posons
γ1 := 3y + b1

q
, X1(s) := K1

sγ1
+ ε

sβ

où b1 > a1 est une constante. Remarquons dans ce cas l’inégalité suivante

γ1 + 1 > 1− 1
q

+ 3y
q − 1 + q − 2

q − 1γ1.

En supposant les inégalités

γ1 > (3y + a1
q

) +A(k + 1)2/(q−1)K
−1/(q−1)
1 ,

β > 3y + a1
q

+A(k + 1)2/(q−1)K
−1/(q−1)
1 + 1,

nous avons

−X ′1(s) =K1γ1
sγ1+1 + εβ

sβ+1

>
K1(3y + a1/q)

sγ1+1 + ε(3y + a1/q)
sβ+1 + A(k + 1)2/(q−1)K

(q−2)/(q−1)
1

sγ1+1

(
1 + εsγ1

K1sβ

)
+ ε

sβ+1

>
K1(3y + a1/q)

sγ+1 + ε(3y + a1/q)
sβ+1

+ A(k + 1)2/(q−1)K
(q−2)/(q−1)
1

sγ1+1

(
1 + εsγ1

K1sβ

)(q−2)/(q−1)
+ ε

sβ+1

>φ1
(
s,X1(s)

)
.

Remarque 2.3.4. Les hypothèses sur γ1 et β sont vérifiées dès que nous choisissons K
de l’ordre de (k + 1)2(qC2)q pour une constante C2 assez grande.

Comme tout ceci n’est valable que pour s 6 1
log T , nous notons s0 = 1

log T . Remarquons
dans ce cas que

L
(k)
ϑ,T,q(s) 6

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

τ3(n)2 � (log T )9y

s9y .

Ainsi,
L

(k)
ϑ,T,q(s0) 6 X1(s0)

en choisissantK = (k+1)2(qC2)q(log T )18y. Le lemme 70.2 de [17] permet alors de montrer
l’inégalité suivante

L
(k)
ϑ,T,q(s) 6

(k + 1)2(qC2)q(log T )18y

s3y+a1/q
+ B1(log T )9y

e(log T )ηc/q s9y−1/q

dès que σ 6 s 6 s0. Les choix de T (2.51) et de q (2.52) impliquent alors

L
(k)
ϑ,T,q(σ)� (k + 1)2

σ3y L1(σ)α.

Le cas qσ 6 |ϑ| 6 q
log T est le plus délicat, puisque le majorant de D(s) fourni par le

Lemme 2.2.10 change en fonction de la position de s par rapport à |ϑ|q .
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Pour |ϑ|q 6 s 6 1
log T , nous avons toujours D(s) 6 3y + a1/q, la suite de la démonstra-

tion est inchangée, et nous permet d’avoir

L
(k)
ϑ,T,q

( |ϑ|
q

)
� (k + 1)2

|ϑ|3y
L1(σ)α

car |ϑ| > σ et L1 est décroissante. Par ailleurs, le facteur q3y peut être absorbé par le
terme L1(σ)α quitte à augmenter α.

Pour s 6 |ϑ|
q , nous avons cette fois D(s) 6 (ρ+ 2)y + a1/q. Nous modifions donc γ1 et

K1 par rapport à précédemment, nous choisissons

γ1 := m(y, ρ) + b1/q,

de manière à vérifier
γ1 + 1 > 1− 1

q
+ 3y
q − 1 + q − 2

q − 1γ1

et
γ1 > (ρ+ 2)y + a1/q +A(k + 1)2/(q−1)K

−1/(q−1)
1 .

Par ailleurs, pour assurer l’inégalité

L
(k)
ϑ,T,q

( |ϑ|
q

)
6 X1( |ϑ|

q
),

nous choisissons
K1 := (k + 1)2|ϑ|m(y,ρ)−3yL1(σ)α.

Nous obtenons ainsi
L

(k)
ϑ,T,q(σ)� (k + 1)2|ϑ|m(y,ρ)−3y

σm(y,ρ) L1(σ)α.

Si q
log T 6 |ϑ| 6 ec(log T )η , nous avons systématiquement D(s) 6 (ρ+ 2)y + a1/q et le

Lemme 2.2.16 fournit cette fois la majoration∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

τ̂1(n,χ, ϑ)� 1
s3y log(3 + |ϑ|)B.

Nous choisissons ainsi
γ1 := m(y, ρ) + b1

q

et
K1 := (k + 1)2(qC2)q log(3 + |ϑ|)B

pour obtenir

L
(k)
ϑ,T,q(σ)� (k + 1)2

σm(y,ρ) L1(σ)α.

Enfin, si |ϑ| > ec(log T )η , nous avons D1(s) 6 4y + a1
q . Nous choisissons ainsi

γ1 := 4y + b1
q

et
K1 := (k + 1)2(qC2)q log(2 + |ϑ|)B

pour obtenir

L
(k)
ϑ,T,q(σ)� (k + 1)2

σ4y log(2 + |ϑ|)BL1(σ)α.
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2.3.2 Démonstration du Théorème 2.3.1

La Proposition 2.3.2 nous permet de déterminer la majoration du Théorème 2.3.1
pour C(n,χ), défini en (2.18). En effet, d’après le théorème de Parseval, pour tout triplet
(u2, v1, v2) ∈ R× [0, 1], nous avons

C(n,χ, u2, v1, v2)�
∫
R
|∆(0)(n, χ2, χ1, ϑ, u2, v2, v1)|2 dϑ

1 + ϑ2 ,

où ∆(0)(n, χ2, χ1, ϑ, u2, v2, v1) est défini en (2.22). Ainsi,

C(n,χ)�
∫
R
|∆(0)(n, χ2, χ1, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2 .

Remarque 2.3.5. Nous ne savons pas actuellement si cette manière de majorer C(n,χ)
est optimale. Il est raisonnable de penser qu’elle ne l’est pas mais c’est la plus efficace
connue à ce jour.

Elle nous permet également de déterminer la majoration du Théorème 2.3.1 pour
D(n,χ), défini en (2.19). Cependant, les calculs sont plus complexes. Nous commençons
par le lemme suivant, qui représente une formule d’inversion de Fourier.

Lemme 2.3.6. Soient n > 1 et χ = (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet, nous
avons, pour tout (u, u2) sauf un nombre fini

∆3(n,χ, u− u2, u2, v1, v2)

= 1
4π2

∫
R

∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ2) eiϑ1(u−u2) eiϑ2u2 dϑ1dϑ2

= 1
4π2

∫
R

∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ2) eiϑ1u ei(ϑ2−ϑ1)u2 dϑ1dϑ2

= 1
4π2

∫
R

∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2 − ϑ1)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ1 + ϑ2) eiϑ1u eiϑ2u2 dϑ1dϑ2,

(2.53)

où τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2) est défini en (2.34) et

k(v1, v2, ϑ) := ei(v1+v2)ϑ− eiv1ϑ

iϑ
. (2.54)

Démonstration. Calculons, pour tout v1, v2 la transformée de Fourier de la fonction

(u1, u2) 7→ ∆3(n,χ, u1, u2, v1, v2)

que nous noterons
∆̂(n,χ, ϑ1, ϑ2, v1, v2).

Nous avons

∆̂(n,χ, ϑ1, ϑ2, v1, v2) =
∫
R

∫
R

∆3(n,χ, u1, u2, v1, v2) e−iϑ1u1 e−iϑ2u2 du1du2

=
∑
d1d2|n

χ1(d1)χ2(d2)
∫ log d1

log d1−v1

∫ log d2

log d2−v2
e−iϑ1u1 e−iϑ2u2 du1du2

= τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ2),
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Ainsi, pour tout (u1, u2) sauf un nombre fini, nous avons, d’après la formule d’inversion
de Fourier

∆3(n,χ, u1, u2, v1, v2)

= 1
4π2

∫
R

∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ2) eiϑ1u1 eiϑ2u2 dϑ1dϑ2

En remplaçant u1 par u− u2, puis en effectuant le changement de variable ϑ2 = ϑ2 − ϑ1,
nous obtenons le résultat.

Posons

F (n,χ, u, v1, v2, ϑ2)

:=
∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2 − ϑ1)k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ1 + ϑ2) eiϑ1u dϑ1.

(2.55)

Le théorème de Parseval nous permet de relier la valeur de D(n,χ, u, v1, v2) au moment L2

de F (n,χ, u, v1, v2, ϑ2). Nous transformons l’expression de F afin de relier cette fonction
à des fonctions ∆ de type (2.22) et pouvoir utiliser la Proposition 2.3.2 pour estimer
D(n,χ).Pour cela, nous définissons, pour (v1, v2, ϑ1, ϑ2) ∈ [0, 1]2 × R2,

k1(v1, v2, ϑ1, ϑ2) := k(v2, v1, ϑ1) (2.56)
k2(v1, v2, ϑ1, ϑ2) := k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2) (2.57)
k3(v1, v2, ϑ1, ϑ2) := k(v1, v2, ϑ1)− k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2) e−iv1ϑ2 (2.58)
k4(v1, v2, ϑ1, ϑ2) := k(0, v2, ϑ1 + ϑ2) e−iv1ϑ2 −k(0, v2, ϑ1), (2.59)

et pour j = 1, . . . 4, nous posons

Fj(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)

:=
∫
R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2 − ϑ1)kj(v1, v2, ϑ1, ϑ2) eiϑ1u dϑ1.

(2.60)

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant, qui relie D(n,χ) aux fonctions Fj .

Lemme 2.3.7. Soient n > 1 et χ = (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet. Nous
avons

D(n,χ)�
∫
R

1
1 + ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F1(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
1 + ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F2(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F3(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F4(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2.

(2.61)

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous commençons par linéariser en ϑ1 la quan-
tité k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ1 + ϑ2). Nous utilisons à cette fin la décomposition en éléments
simples,

1
ϑ1(ϑ2 + ϑ1) = 1

ϑ1ϑ2
− 1
ϑ2(ϑ2 + ϑ1) . (2.62)
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Par ailleurs, nous avons

(eiv1ϑ1 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
=(eiv1ϑ1 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)− eiv2ϑ1 + eiv2ϑ1 −1)
=(eiv2ϑ2 −1)(ei(v1+v2)ϑ1 − eiv2ϑ1) + (eiv2ϑ1 −1)(eiv1ϑ1 −1)

(2.63)

et

(eiv1ϑ1 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
=(eiv1((ϑ1+ϑ2)−ϑ2)−1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
=(eiv1((ϑ1+ϑ2)−ϑ2)− e−iv1ϑ2 + e−iv1ϑ2 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
= e−iv1ϑ2(eiv1(ϑ1+ϑ2)−1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1) + (e−iv1ϑ2 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)

(2.64)

Ainsi, d’après (2.62), (2.63) et (2.64), nous avons

k(0, v1, ϑ1)k(0, v2, ϑ1 + ϑ2)

= 1
iϑ2

(eiv1ϑ1 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
iϑ1

− 1
iϑ2

(eiv1ϑ1 −1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
i(ϑ1 + ϑ2)

=eiv2ϑ2 −1
iϑ2

(ei(v1+v2)ϑ1 − eiv2ϑ1)
iϑ1

+ 1
iϑ2

(eiv1ϑ1 −1)(eiv2ϑ1 −1)
iϑ1

− e−iv1ϑ2

iϑ2

(eiv1(ϑ1+ϑ2)−1)(eiv2(ϑ1+ϑ2)−1)
i(ϑ1 + ϑ2) − e−iv1ϑ2 −1

iϑ2

eiv2(ϑ1+ϑ2)−1
i(ϑ1 + ϑ2)

=k(0, v2, ϑ2)k(v2, v1, ϑ1) + 1
iϑ2

(
k(v1, v2, ϑ1)− k(0, v2, ϑ1)

)
+ k(−v1, v1, ϑ2)k(0, v2, ϑ1 + ϑ2)− e−iv1ϑ2

iϑ2
(k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2)− k(0, v2, ϑ1 + ϑ2))

=k(0, v2, ϑ2)k(v2, v1, ϑ1) + k(−v1, v1, ϑ2)k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2)

+ 1
iϑ2

(
k(v1, v2, ϑ1)− k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2) e−iv1ϑ2

)
+ 1
iϑ2

(
k(0, v2, ϑ1 + ϑ2) e−iv1ϑ2 −k(0, v2, ϑ1)

)
.

(2.65)

En injectant les équations (2.65) à (2.60) dans (2.55), nous obtenons

F (n,χ, u, v1, v2, ϑ2)
=k(0, v2, ϑ2)F1(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) + k(−v1, v1, ϑ2)F2(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)

+ 1
iϑ2

F3(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) + 1
iϑ2

F4(n,χ, u, v1, v2, ϑ2).

D’après le théorème de Parseval et l’égalité (2.53), nous avons

D(n,χ, u, v1, v2)�
∫
R
|F (n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2,

où D(n,χ, u, v1, v2) est défini en (2.21). En injectant (2.60) dans cette inégalité, nous
obtenons le résultat.
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Nous voyons ainsi que l’estimation de∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ D(n,χ)

se déduit de celle de ∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|Fj(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2 (2.66)

pour j = 1, . . . , 4. Il nous faut maintenant relier les fonctions Fj aux fonctions ∆ de
type (2.22).
Pour cela, nous énonçons le lemme suivant.

Lemme 2.3.8. Soient n > 1, χ = (χ1, χ2) un couple de caractères de Dirichlet, ϑ2 ∈ R
et v1, v2 ∈ [0, 1]2. Nous avons, pour tout u ∈ R sauf un nombre fini

F1(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) =
∑
d1d2|n

eu+v26d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2 (2.67)

F2(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) =
∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)diϑ2
1 e−iuϑ2 (2.68)

F3(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) =
∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2

(
1− (d1d2)iϑ2 e−i(u+v1)ϑ2

)
(2.69)

F4(n,χ, u, v1, v2, ϑ2) =
∑
d1d2|n

eu6d1d2<eu+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2

(
(d1d2)iϑ2 e−i(u+v1)ϑ2 −1

)
. (2.70)

Démonstration. Pour (v1, v2, ϑ2) ∈ [0, 1]2 × R et tout u ∈ R sauf un nombre fini, nous
avons, d’après la formule d’inversion de Fourier,∫

R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2 − ϑ1)k(v1, v2, ϑ1) eiϑ1u dϑ1

=
∫
R

∑
d1d2|n

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2 (d1d2)−iϑ1k(v1, v2, ϑ1) eiϑ1u dϑ1

=
∑
d1d2|n

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2

∫
R

(d1d2)−iϑ1k(v1, v2, ϑ1) eiϑ1u dϑ1

=
∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2 ,

où τ(n,χ, ϑ1, ϑ2) est défini en (2.34) et k(v1, v2, ϑ1) en (2.54). De même, en effectuant le
changement de variable ϑ1 = ϑ1 + ϑ2, nous avons∫

R
τ(n,χ,−ϑ1,−ϑ2 − ϑ1)k(v1, v2, ϑ1 + ϑ2) eiϑ1u dϑ1

=
∫
R
τ(n,χ, ϑ2 − ϑ1,−ϑ1)k(v1, v2, ϑ1) ei(ϑ1−ϑ2)u dϑ1

=
∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)diϑ2
1 e−iuϑ2 .

En injectant les deux dernières égalités, ainsi que la formule (2.65) dans (2.60), nous
obtenons le résultat.
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Dans le cas où u est tel que l’une des égalités ci-dessus n’est pas vérifiée, nous pouvons
approcher D(n,χ, u, v1, v2) par D(n,χ, u + ε, v1, v2) où ε > 0 est suffisamment petit et
tel que les égalités (2.67) à (2.70) soient vérifiées pour u + ε. L’erreur que l’on commet
est alors dominée par log(n)

(
∆∗(n, χ1)2 + ∆∗(n, χ2)2) d’après (2.21), la quantité ∆∗(n, χ)

étant définie en (2.26).
La majoration (2.61) se réécrit donc

D(n,χ)�
∫
R

1
1 + ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F1(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
1 + ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F2(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F3(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+
∫
R

1
ϑ2

2
sup
u∈R

(v1,v2)∈[0,1]2

|F4(n,χ, u, v1, v2, ϑ2)|2dϑ2

+ logn
(
∆∗(n, χ1)2 + ∆∗(n, χ2)2),

(2.71)

où les fonctions Fj sont désormais définies par les équations (2.67) à (2.70).

L’estimation de la somme (2.66) pour j = 1, 2 se déduit alors de la Proposition 2.3.2.
Nous ne traitons ici que le cas j = 1, le cas j = 2 étant identique. Dans ce cas, nous
pouvons utiliser la remarque 2.1.3 afin de ne considérer que les entiers n qui sont premiers
avec q1q2, où qi désigne le conducteur de χi pour i = 1, 2. Nous pouvons donc poser
d3 = n/(d1d2) dans la somme (2.67) afin d’obtenir

∑
d1d2|n

eu+v26d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2 =

∑
d2d3|n

n e−u−v1−v2<d36n e−u−v2

χ1
( n

d2d3

)
χ2(d2)d−iϑ2

2

= χ1(n)
∑
d2d3|n

n e−u−v1−v2<d36n e−u−v2

χ1(d3)χ1χ2(d2)d−iϑ2
2 .

Nous avons donc, uniformément pour u, ϑ2, v1, v2 ∈ R2 × [0, 1]2

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|F1(u, v1, v2, ϑ2)|2 6

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ |∆(0)

1 (n, χ1, χ1χ2,−ϑ2)|2.

La Proposition 2.3.2, appliquée à k = 0, fournit alors

∫
R

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|F1(u, v1, v2, ϑ2)|2 dϑ

1 + ϑ2
2
� 1

σm(y,ρ)L1(σ)α, (2.72)

où m(y, ρ) est défini en (2.10) et L1(σ) en (2.50).
Pour j = 3, 4, une difficulté apparaît, du fait que l’intégrale de 1

ϑ2
2
est divergente en 0.

Nous ne détaillons que le cas j = 3, le cas j = 4 étant identique. Posons ϑ0 := L1(σ)−1.
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Pour |ϑ2| > ϑ0 et j = 3, nous écrivons

∣∣F3(u, v1, v2, ϑ2)
∣∣2 � 1

|ϑ2|2
∣∣∣ ∑

d1d2|n
eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2

∣∣∣2

+ 1
|ϑ2|2

∣∣∣ ∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)diϑ2
1

∣∣∣2.
La Proposition 2.3.2, appliquée à k = 0, fournit alors∫

|ϑ|>ϑ0

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|F1(u, v1, v2, ϑ2)|2 dϑ2

ϑ2
2
� 1

σm(y,ρ)L1(σ)α+1. (2.73)

Il nous reste à traiter le cas |ϑ2| 6 ϑ0. Pour cela, nous effectuons un développement
limité de

1− e−i(u+v1)ϑ2(d1d2)iϑ2

par rapport à ϑ2. Nous obtenons

1− e−i(u+v1)ϑ2(d1d2)iϑ2 = −
k0∑
k=1

ϑk2
k!
(

log(d1d2)− u− v1
)k

+O
( |ϑ2|k0+1

(k0 + 1)!
)
.

Ce qui implique, d’après (2.69),

1
ϑ2

2

∣∣F3(u, v1, v2, ϑ2)
∣∣2

6
1
ϑ2

2

k0∑
k=1

1
k!

k0∑
k=1

ϑ2k
2
k!

∣∣∣ ∑
d1d2|n

eu+v16d1d2<eu+v1+v2

χ1(d1)χ2(d2)d−iϑ2
2

(
log(d1d2)− u− v1

)k∣∣∣2

+O
( ϑ

2(k0−1)
2

(k0 + 1)!2 τ3(n)2
)

6 e
k0∑
k=1

ϑ
2(k−1)
2
k!

∣∣∣ ∑
d2d3|n

n e−u−v1−v2<d36n e−u−v1

χ1(d3)χ1χ2(d2)d−iϑ2
2

(
logn− u− v1 − log d3

)k∣∣∣2

+O
( ϑ

2(k0−1)
2

(k0 + 1)!2 τ3(n)2
)

6 e
k0∑
k=1

ϑ
2(k−1)
2
k!

∣∣∣∆(k)(n, χ1, χ2χ1,−ϑ2)
∣∣∣2 +O

( ϑ
2(k0−1)
2

(k0 + 1)!2 τ3(n)2
)
.

(2.74)

La Proposition 2.3.2 fournit alors , pour tout 1 6 k 6 k0,∫ ϑ0

−ϑ0

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2

∣∣∣∆(k)(n, χ1, χ2χ1,−ϑ2)
∣∣∣2ϑ2(k−1)

2
k! dϑ� (k + 1)3

k!σm(y,ρ)L1(σ)α. (2.75)

Nous choisissons ensuite k0 := [5y
√

log 1/σ
log2 1/σ ] + 2, de sorte que

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ τ3(n)2 1

(k0 + 1)!2
∫ ϑ0

−ϑ0
ϑ2(k0−1)dϑ� 1. (2.76)
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En combinant les majorations (2.75) et (2.76) dans l’inégalité (2.74), nous obtenons∫ ϑ0

−ϑ0

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|F3(u, v1, v2, ϑ2)|2 dϑ2

ϑ2
2
� 1

σm(y,ρ)L1(σ)α+1. (2.77)

Les équations (2.73) et (2.77) fournissent alors∫
R

∑
n>1

µ2(n)g(n)
n1+σ sup

u,v1,v2
|F3(u, v1, v2, ϑ2)|2 dϑ2

ϑ2
2
� 1

σm(y,ρ)L1(σ)α+1. (2.78)

Enfin, le Théorème 2.4.1, qui sera énoncé et démontré dans la section suivante, fournit la
majoration ∑

n>1

µ2(n)
n1+σ g(n) logn∆∗(n, χ)2 � 1

σmax{y+1,m(y,ρ)}L1(σ)α, (2.79)

valable lorsque χ est un caractère de Dirichlet non principal.
En combinant les équations (2.72), (2.78) et (2.79) à l’inégalité (2.71), nous obtenons

∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)D(n,χ)� 1

σmax{y+1,m(y,ρ)}L1(σ)α,

ce qui correspond à l’énoncé du Théorème 2.3.1 pour D(n,χ).

2.4 Démonstration du Théorème 2.1.1

2.4.1 Majoration de ∆∗(n, χ)
L’objectif de cette partie est de démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.4.1. Soient χ un caractère de Dirichlet non principal, A, c des constantes
strictement positives, η ∈]0, 1[ et g ∈MA(χ, c, η). Il existe une constante α > 0, dépendant
au plus de g, χ, c et η, telle que nous ayons, uniformément pour σ ∈]0, 1

10 [

∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)∆∗(n, χ)2 � 1

σmax{y,m(y,ρ)−1}L1(σ)

où y = y(g), ρ est défini en (2.9), L1(σ) en (2.50) et m(y, ρ) en (2.10).

Démonstration. Nous commençons par utiliser la majoration (2.30) du Lemme 2.2.3. Le
membre de droite du majorant ne pose aucune difficulté, puisque nous avons∑

n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)τ(n)1/q � 1

σy21/q = 1
σy+O(1/q) .

Le terme q sera de l’ordre de
√

log(1/σ)
log2(1/σ) , donc

∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)τ(n)1/q � L1(σ)

σy
.

Nous nous intéressons donc au membre de gauche du majorant de (2.30). Le Lemme 2.2.5,
nous permet de considérer uniquement les entiers n pour lesquels le facteur E(n) n’est pas
trop petit, ce qui nous amène à étudier la somme

L†q(σ) =
∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)M †2q(n, χ)1/q
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où M †2q(n, χ) est défini en (2.28). Plus précisément nous étudions

L†T,q(σ) =
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)M †2q(n, χ)1/q

où an et bn sont définis en (2.49) et T un paramètre que nous fixerons par la suite.
Nous employons alors la méthode différentielle de [5] pour majorer cette somme.

Pour cela, nous utilisons l’égalité

∆(np, χ, u, v) = ∆(n, χ, u, v) + χ(p)∆(n, χ, u− log p, v)

valable pour tout (n, p) = 1 si p est premier. Ainsi,

M †2q(np, χ) 6 6M †2q(n, χ) +W †q (n, p)

où

W †q (n, p) := (1 + q)
q−1∑
j=1

(
2q
2j

)
N †j,q(n, χ, log p).

Nous avons donc

− d
dsL

†
T,q(s) =

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)M †2q(n, χ)1/q log bn

6
∑
p>T

g(p) log p
p1+s

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)M †2q(np, χ)1/q

6
∑
p>T

g(p) log p
p1+s

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)
(
6M †2q(n, χ) +W †q (n, p)

)1/q
6
∑
p>T

g(p) log p
p1+s

∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)
((

6M †2q(n, χ)
)1/q +W †q (n, p)1/q

)

6
61/q(y + as)

s
L†T,q(s) +

∑
n>1

g(n) µ
2(n)

anb
1+s
n

∑
p>T

g(p) log p
p1+sW

†
q (n, p)1/q.

où a est une constante absolue. Une inégalité de Hölder fournit

− d
dsL

†
T,q(s) 6

61/q(y + as)
s

L†T,q(s)

+
∑
n>1

g(n) µ
2(n)

anb
1+s
n

( ∑
p>T

g(p) log p
p

W †q (n, p)
)1/q( ∑

p>T

g(p) log p
p1+sq/(q−1)

)(q−1)/q
.

L’application du Lemme 2.2.8 et une inégalité de Hölder permettent ainsi d’avoir

− d
dsL

†
T,q(s) 6

61/q(y + as)
s

LT,q(s)

+ A

s1−1/q

(
L†T,q(s)

)(q−2)/(q−1)(∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)τ̂0(n, χ)
)1/(q−1)

+B1
(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η ,
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où A et B1 sont des constantes absolues. Le Lemme 2.2.15 fournit une majoration du
terme ∑

n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

g(n)τ̂0(n, χ).

En effet

τ̂0(n, χ) =
(∑
d|n

( ∫
R
|τ(d, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2

)q)1/q

6 τ(n)1/q max
d|n

( ∫
R
|τ(d, χ, ϑ)|2 dϑ

1 + ϑ2

)
6 τ(n)1/q

∫
R

max
d|n

(
|τ(d, χ, ϑ)|2

) dϑ
1 + ϑ2 ,

ce qui nous permet d’utiliser ce lemme.

Remarque 2.4.2. Nous ne savons pas actuellement si cette majoration de τ̂0(n, χ) est
optimale. Il semble peu probable qu’elle le soit, cependant, c’est la plus efficace connue à
ce jour.

Nous obtenons donc

− d
dsL

†
T,q(s) 6

61/q(y + as)
s

LT,q(s) +A
(
LT,q(s)

)(q−2)/(q−1) 1
s1+m(y,ρ)/(q−1)−1/q+O(1/q2)

+B1
(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η ,

où m(y, ρ) est défini en (2.10). En posant

ε := B1(log T )9ye−(log T )ηc/q, β := 9y − 1/q,

nous obtenons
−L†′T,q(s) 6 φ

(
s, L†T,q(s)

)
,

avec

φ(s, x) := 61/q y + as

s
x+ Ax(q−2)/(q−1)

s1−1/q+m(y,ρ)/(q−1) + ε

sβ+1 .

Posons
γ := max

(
m(y, ρ)− q − 1

q
+O

(q − 1
q2

)
, y + b

q

)
, X(s) := K

sγ
+ ε

sβ

pour une certaine constante b, de sorte que

γ + 1 > 1− 1
q

+ m(y, ρ)
q − 1 +O( 1

q2 ) + q − 2
q − 1γ,

et
γ > 61/q(y + as0),

où s0 est petit devant 1
q . Pour s0 suffisamment petit devant 1

q , en supposant les inégalités

γ > 61/q(y + as0) +AK−1/(q−1),

β > 61/q(y + as0) +AK−1/(q−1) + 1,
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nous avons

−X ′(s) = Kγ

sγ+1 + εβ

sβ+1

>
61/qK(y + as)

sγ+1 + ε61/q(y + as)
sβ+1 + AK(q−2)/(q−1)

sγ+1

(
1 + εsγ

Ksβ

)
+ ε

sβ+1

>
61/qK(y + as)

sγ+1 + ε61/q(y + as)
sβ+1

+ AK(q−2)/(q−1)

sγ+1

(
1 + εsγ

Ksβ

)(q−2)/(q−1)
+ ε

sβ+1

>φ
(
s,X(s)

)
.

Remarque 2.4.3. Les hypothèses sur γ et β sont vérifiées pour s0 suffisamment petit
devant 1

q dès que nous choisissons K de l’ordre de (qC2)q pour une constante C2 assez
grande.

Comme tout ceci n’est valable que pour s 6 1
log T , nous notons s0 = 1

log T . Le réel T
sera choisi de telle sorte que 1

log T soit petit devant 1
q . Remarquons dans ce cas que

L†T,q(s) 6
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+s
n

τ3(n)2 � (log T )9y

s9y .

Ainsi
L†T,q(s0) 6 X(s0)

en choisissant K = (qC2)q(log T )18. Le lemme 70.2 de [17] permet alors de montrer l’in-
égalité suivante

L†T,q(s) 6
(qC2)q(log T )18

sm(y,ρ)−1+1/q + B(log T )9y

e(log T )ηc/q s9y−1/q .

Nous choisissons T de sorte que

e(log T )ηc/q = σ−9y

ce qui implique (9yq log 1
σ

c

)1/η
= log T.

Dans le cas où q est de l’ordre de
√

log(1/σ)
log2(1/σ) , nous avons bien σ 6 1

log T . De plus, le terme
dominant est celui de gauche, ainsi

L†T,q(σ)� 1
σmax{y,m(y,ρ)−1}L1(σ)α,

où α est une constante strictement positive.

2.4.2 Fin de la démonstration

Dans cette partie, nous utilisons les différents théorèmes et lemmes vus précédemment
afin de démontrer le Théorème 2.1.1. Pour commencer nous appliquons la méthode de
Rankin, ainsi que la formule (25) de [32] pour obtenir la majoration

S(x, g,χ)� x1+σ

log x
∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)∆3(n,χ)2 := S0(σ, g,χ).
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Le Lemme 2.2.1 permet de majorer ∆3(n,χ)2. La contribution des deuxième et troisième
termes du majorant est, selon le Théorème 2.4.1 � 1

σmax{y,m(y,ρ)−1}L1(σ)α. Pour traiter le
premier terme du majorant, nous utilisons le Lemme 2.2.5 pour ne travailler que sur la
somme suivante

Lq(σ) :=
∑
n>1

µ2(n)
n1+σ g(n)M2q(n,χ)1/q,

où Mq(n,χ) est défini en (2.25). Plus précisément, nous étudions

LT,q(σ) :=
∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+σ
n

M2q(n,χ)1/q,

où an et bn sont définis en (2.49). En dérivant par rapport à σ la fonction précédente, nous
obtenons

−L′T,q(σ) =
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)M2q(n,χ)1/q log bn

=
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)M2q(n,χ)1/q ∑
p|n
p>T

log p

=
∑
n>1

µ2(n)
anb

1+σ
n

g(n)
∑
p>T

g(p)
p1+σ log pM2q(np,χ)1/q.

Pour majorer M2q(np,χ), il nous faut dans un premier temps calculer ∆3(np,χ,u,v).
Nous avons

∆3(np,χ,u,v) =∆3(n,χ,u,v) + χ1(p)∆3(n,χ, u1 − log p, u2,v)
+ χ2(p)∆3(n,χ, u1, u2,v).

(2.80)

En prenant le module à la puissance 2q, nous obtenons∣∣∣∆3(np,χ,u,v)
∣∣∣2q

6
∑

i+j+k=2q

(
2q
i, j, k

)∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣i∣∣∣∆3(n,χ, u1 − log p, u2,v)

∣∣∣j∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣k

(2.81)

Si les trois exposants i, j, k sont non nuls, nous considérons le plus grand de ces trois expo-
sants. Nous pouvons supposer sans perdre de généralité qu’il s’agit de k. Nous décomposons
alors k de la manière suivante

k = k1 + k2,

où k1 et k2 vérifient

i+ k1 = q

j + k2 = q.

Nous appliquons alors l’inégalité

ab 6
1
2(a2 + b2)
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à

a =
∣∣∣∆3(n,χ,u,v)

∣∣∣i∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣k1

et

b =
∣∣∣∆3(n,χ, u1 − log p, u2,v)

∣∣∣j∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣k2

afin d’obtenir

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣i∣∣∣∆3(n,χ, u1 − log p, u2,v)

∣∣∣j∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣k

6
1
2

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2i∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2(q−i)

+ 1
2

∣∣∣∆3(n,χ, u1 − log p, u2,v)
∣∣∣2j∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2(q−j)
.

(2.82)

Si l’un des trois exposants est nul, disons k, nous utilisons les majorations suivantes.

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2h+1∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2q−2h−1

6
1
2

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2h∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2q−2h

+ 1
2

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2h+2∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2q−2h−2
(1 6 h 6 q − 2),∣∣∣∆3(n,χ,u,v)

∣∣∣∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣2q−1

6
1
2q

∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣2q

+ q

2

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2q−2
,∣∣∣∆3(n,χ,u,v)

∣∣∣2q−1∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)
∣∣∣

6
q

2

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2(q−1)∣∣∣∆3(n,χ, u1, u2 − log p,v)

∣∣∣2
+ 1

2q

∣∣∣∆3(n,χ,u,v)
∣∣∣2q.

La majoration deM2q(np,χ) fait donc intervenir les quantitésN1,j,q(n,χ, log p) etN2,j,q(n,χ, log p)
définies respectivement en (2.36) et (2.37). Pour la suite, nous définissons

n(y, ρ) := max{y + 1, (ρ+ 2)y, 3y − 1} = max{y + 1,m(y, ρ)}. (2.83)
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Le Lemme 2.2.9 fournit alors

−L′T,q(s) 6
91/q(y + as)

s
LT,q(s)

+ A

s1−1/q

(
LT,q(s)

)(q−2)/(q−1)(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

C(n,χ)
)1/q

(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

τ̂2(n,χ)
)1/q(q−1)

+ A

s1−1/q

(
LT,q(s)

)(q−2)/(q−1)(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

C(n,tχ)
)1/q

(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

τ̂2(n,χ)
)1/q(q−1)

+ A

s1−1/q

(
LT,q(s)

)(q−2)/(q−1)(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

D(n,χ)
)1/q

(∑
n>1

µ2(n)g(n)
anb

1+s
n

τ̂2(n,χ)
)1/q(q−1)

+B1
(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η

où tχ = (χ2, χ1). D’après le Théorème 2.3.1, nous avons

−L′T,q(s) 6
91/q(y + as)

s
LT,q(s) +A

(
LT,q(s)

)(q−2)/(q−1) L1(s)α/(q−1)

s1+(n(y,ρ)/q−1/q+9y/q(q−1)

+B1
(log T )9y

s9y+1−1/q e−c/q(log T )η .

En posant
ε := B1(log T )9ye−(log T )ηc/q, β := 9y − 1/q,

nous obtenons
−L′T,q(s) 6 φ2

(
s, LT,q(s)

)
,

avec

φ2(s, x) := 91/q y + as

s
x+ AL1(σ)α/(q−1)x(q−2)/(q−1)

s1−1/q+n(y,ρ)/(q−1)+9y/q(q−1) + ε

sβ+1 .

Posons
γ2 := max

(
y + b

q
, n(y, ρ)− 1 + 9y

q

)
, X2(s) := K2

sγ2
+ ε

sβ
,

de sorte que nous ayons les inégalités suivantes,

γ2 + 1 > 1− 1
q

+ n(y, ρ)
q − 1 + 9y

q(q − 1) + q − 2
q − 1γ2,

et
γ2 > 91/q(y + as0)

pour s0 suffisamment petit devant 1
q . Pour que X2 vérifie

−X ′2(s) > φ2
(
s,X2(s)

)
,
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il faut choisir K2 de l’ordre de (qC3)qL1(σ)α où C3 est une constante suffisamment grande.
Nous obtenons finalement, pour les choix de T et de q définis en (2.51) et (2.52),

LT,q(σ)� 1
σn(y,ρ)−1L1(σ)α1 ,

où α1 > α. En spécifiant σ = 1/ log x, nous obtenons, d’après (2.83),

S(x, g,χ)� x(log x)max{y−1,(ρ+2)y−2,3y−3}L(x)α1 .

2.5 Démonstration du Théorème 2.1.4
Démonstration. L’inégalité∑

n>x

µ2(n)yω(n)∆3(n,χ)2 � x(log x)y−1

se déduit de la minoration triviale

∆3(n,χ)2 > 1.

La deuxième inégalité est obtenue par application du théorème de Parseval. Comme
la fonction ∆3(n,χ,u,v) est nulle si u1 ou u2 est plus grand que logn en valeurs absolue,
nous pouvons écrire que pour tout n 6 x

∆2
3(n,χ)� 1

(log x)2

∫
R2×[0,1]2

|∆3(n,χ,u,v)|2dudv. (2.84)

La fonction u → ∆3(n,χ,u,v) est intégrable et de carré intégrable, nous pouvons donc
utiliser le théorème de Parseval pour calculer l’intégrale ci-dessus. Nous obtenons∫

R2×[0,1]2
|∆3(n,χ,u,v)|2dudv =

∫
R2×[0,1]2

|τ(n,χ,ϑ)|2
2∏
i=1

sin2(viϑi/2)
(ϑi/2)2 dϑdv,

où τ(n,χ,ϑ) est défini en (2.34).
L’avantage de cette nouvelle fonction est qu’elle est multiplicative, nous savons donc

estimer sa fonction sommatoire. Tout d’abord le calcul de l’intégrale en v1 et v2 montre
que ∫

R2×[0,1]2
|∆3(n,χ,u,v)|2dudv�

∫
[0,1]2

|τ(n,χ,ϑ)|2dϑ. (2.85)

Soit F (s) la série de Dirichlet associée à la fonction

µ2(n)yω(n)|τ(n,χ,ϑ)|2.

Pour Re(s) > 1, cette série de Dirichlet admet le développement en produit eulérien
suivant

F (s) =
∏
p

(
1 + y

ps
|1 + χ1(p)piϑ1 + χ2(p)piϑ2 |2

)
que nous pouvons réécrire sous la forme

F (s) =
∏
p

{
1 + y

ps

(
3 + χ1(p)piϑ1 + χ1(p)p−iϑ1 + χ2(p)piϑ2 + χ2(p)p−iϑ2

+ χ1(p)χ2(p)pi(ϑ1−ϑ2) + χ1(p)χ2(p)pi(ϑ2−ϑ1)
)}
.
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Dans le cas où χ1χ2 n’est pas principal, nous avons

F (s) =ζ(s)3yL(s− iϑ1, χ1)yL(s+ iϑ1, χ1)yL(s− iϑ2, χ2)yL(s+ iϑ2, χ2)y

L(s− i(ϑ1 − ϑ2), χ1χ2)yL(s+ i(ϑ1 − ϑ2), χ1χ2)yF1(s),
(2.86)

où F1(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour <e(s) > 3/4.

La méthode de Selberg-Delange assure alors que lorsque |ϑ1|, |ϑ2| et |ϑ1−ϑ2| sont plus
grands que c/ log(x) pour une certaine constante c, nous avons∑

n6x

µ2(n)yω(n)|τ(n,χ,ϑ)|2 � x log(x)3y−1. (2.87)

Les formules (2.84),(2.85) et (2.87) permettent de conclure dans le cas où χ1χ2 est non
principal.

Dans le cas où χ1 = χ2 = χ, les deux dernières fonctions L qui apparaissaient dans la
formule (2.86) ne sont plus des fonctions L mais des fonctions ζ, cependant le fait que leur
argument ne soit pas s nous empêche d’appliquer la méthode de Selberg-Delange pour
conclure. Afin de contourner cette difficulté, nous constatons que si ϑ1 et ϑ2 sont très
proches, alors ζ

(
s+ i(ϑ1−ϑ2)

)
est proche de ζ(s), ce qui nous conduit à énoncer le lemme

suivant.

Lemme 2.5.1. Pour x > 16, il existe une constante c telle que pour |ϑ1−ϑ2| 6 c/ log x, il
existe une constante B dépendant uniquement de c telle que pour tout n 6 x sans facteur
carré ∣∣∣ log

(f(n)
g(n)

)∣∣∣ 6 B,

où
f(n) = |τ(n, χ, χ, ϑ1, ϑ2)|2

et
g(n) = |τ(n, χ, χ, ϑ1, ϑ1)|2.

Supposons le lemme démontré. Dans ce cas sur la bande |ϑ1 − ϑ2| 6 c/ log x, nous
avons

∑
n6x

µ2(n)yω(n)f(n)�
∑
n6x

µ2(n)yω(n)g(n) (2.88)

et si nous notons G la série de Dirichlet associée à µ2(n)yω(n)g(n), nous pouvons écrire

G(s) = ζ(s)5yL(s− iϑ1, χ)2yL(s+ iϑ1, χ)2yG1(s),

où G1(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour <e(s) > 3/4.

La méthode de Selberg-Delange assure alors que si |ϑ1| > c′/ log x pour une certaine
constante c′ > 0, alors

∑
n6x

µ2(n)yω(n)g(n)� x log(x)5y−1. (2.89)

Les formules (2.50), (2.85), (2.88) (qui n’est valable que sur un ensemble de mesure 1/ log x)
et (2.89) permettent de conclure dans le cas où χ1 = χ2.
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Il nous reste à démontrer le lemme.

Démonstration. Pour p 6 x, nous avons

τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ2)
τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ1) =

1 + χ(p)
(
piϑ1 + piϑ2

)
1 + 2χ(p)piϑ1

.

Par inégalité triangulaire, le module du dénominateur est toujours plus grand que 1, nous
pouvons donc écrire

τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ2)
τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ1) =

1 + 2χ(p)piϑ1 + χ(p)
(
piϑ2 − piϑ1

)
1 + 2χ(p)piϑ1

= 1 +O
(
(ϑ1 − ϑ2) log(p)

)
.

Ainsi, si la différence ϑ1 − ϑ2 est suffisamment petite par rapport à 1/ log x, d’une part la
fraction ne s’annule pas, nous pouvons donc considérer le logarithme du module de cette
fraction, et d’autre part, le développement limité du logarithme nous assure que

log
∣∣∣τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ2)
τ(p, χ, χ, ϑ1, ϑ1)

∣∣∣ = O
(
(ϑ1 − ϑ2) log(p)

)
.

Nous avons donc pour tout n 6 x sans facteur carré

log
(f(n)
g(n)

)
=
∑
p|n

2 log
∣∣∣τ(p, χ, ϑ1, ϑ2)
τ(p, χ, ϑ1, ϑ1)

∣∣∣
=
∑
p|n

O
(
(ϑ1 − ϑ2) log(p)

)
= O

(
(ϑ1 − ϑ2) log(n)

)
= O(1).

D’où le résultat.



Chapitre 3

Sur le nombre d’idéaux dont la
norme est la valeur d’une forme
binaire de degré 3

Ce chapitre est la reproduction intégrale de l’article [24] disponible sur Arxiv.

3.1 Introduction et résultats

Lorsque R désigne un domaine de R2 et ξ ∈ R∗+, nous désignons par R(ξ) le domaine
de R2 obtenu en dilatant R par ξ, c’est-à-dire

R(ξ) := {x ∈ R2 : x/ξ ∈ R}.

Soit K une extension cyclique de Q de degré 3, soit G = Gal(K/Q) son groupe de Galois
et χ un caractère non trivial de G. L’application χ est donc un caractère de Dirichlet non
trivial d’ordre 3 et nous notons par la suite q son conducteur.
Rappelons que pour f et g deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution f ∗ g
est la fonction arithmétique définie par

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
∀n > 1.

Nous définissons pour la suite la fonction arithmétique r3 par

r3(n) := (1 ∗ χ ∗ χ2)(n), (3.1)

où la dépendance en χ est omise. La quantité r3(n) compte le nombre d’idéaux de l’anneau
des entiers du corps de nombre K dont la norme vaut n. Cela provient du théorème 6 de
[19].

Nous désignons par F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire, homogène de degré 3. Nous pro-
posons dans cet article une estimation asymptotique en ξ de la quantité Q(F,R, ξ) définie
de la manière suivante

Q(F, ξ,R) :=
∑

x∈Z2∩R(ξ)
r3(F (x)), (3.2)
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lorsque le domaine R et la forme binaire F vérifient les hypothèses suivantes :

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont
la frontière est continuement différentiable ;

(H2) ∀x ∈ R, ||x|| 6 σ;
(H3) ∀x ∈ R, |F (x)| 6 ϑ3;
(H4) La forme F est irréductible sur K,

pour certaines valeurs σ > 0 et ϑ > 0. Cela peut être vu comme une version analogue de
l’étude de [4] qui étudie la somme de (1 ∗χ)(T (x)) lorsque χ est le caractère non principal
modulo 4 et T une forme binaire quartique.
Nous introduisons les ensembles

E :=
⋃
α∈G1

{n ∈ N∗ : ∃d | q∞, n ≡ αd mod dq} (3.3)

où
G1 := Ker(χ) ⊂ (Z/qZ)×

et pour d | q∞, nous notons Ed la projection de E sur Z/dZ, c’est-à-dire

Ed =
⋃
α∈G1

{n ∈ Z/dZ : ∃d1 | q∞, n ≡ αd mod (d1q, d)}. (3.4)

Enfin, nous définissons l’exposant
η := 0, 0034. (3.5)

Rappelons que pour {s : Re(s) > 0} et χ un caractère de Dirichlet non principal, la
fonction L de Dirichlet est définie par

L(s, χ) =
∑
n>1

χ(n)
ns

.

Théorème 3.1.1. Soient ε > 0, ξ > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, χ un
caractère non principal de G, F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3, R un domaine
de R2. Pour tout ϑ > 0 et σ > 0 tels que les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont
vérifiées et sous les conditions

1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons

Q(F, ξ,R) = K(F )L(1, χ)L(1, χ2)vol(R)ξ2 +O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)η
)

(3.6)

où ||F || désigne le maximum des coefficients de F et

K(F ) := Kq(F )
∏
p-q
Kp(F ) (3.7)

avec
Kp(F ) :=

(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν) (3.8)

pour tout p premier avec q et

Kq(F ) = lim
k→∞

3
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣, (3.9)

où Eqk est défini en (3.4).
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Remarque 3.1.2. Si de plus l’anneau des entiersOK est principal, nous pouvons décompo-
ser K(F ) en produit de facteurs non archimédiens qui possèdent chacun une interprétation
géométrique. Nous étudierons ce cas dans la section 5.

Ce résultat repose sur la méthode utilisée dans [6] et nécessite le Théorème 3.2.9. Ce-
pendant, plusieurs difficultés techniques apparaissent. D’une part, le conducteur q de χ ne
possède pas forcément un unique facteur premier, ce qui complique la paramétrisation de
la section 3.2. D’autre part, l’exposant ρ apparaissant dans le Théorème 3.2.9 n’est pas
suffisamment précis pour adapter directement les calculs menés dans [6].

Nous trouverons dans l’appendice B.4 de [8] une liste de corps K vérifiant les hypothèses
du Théorème 3.1.1. On peut ainsi choisir K = Q[α] où α est une racine d’un des polynômes
suivants : X3 +X2 − 2X − 1, X3 − 3X − 1, X3 −X2 − 4X − 1.

3.2 Rappels

3.2.1 Étude du nombre de solutions locales d’une équation polynomiale

Nous rappelons dans cette section les résultats préliminaires et les notations néces-
saires à la démonstration du Théorème 3.1.1. Lorsque F ∈ Z[X,Y ] est une forme binaire
homogène de degré 3, nous notons D(F ) := disc(F ) son discriminant

D(F (X,Y )) = D(F (X, 1)) = D(F (1, Y )).

Lorsque s ∈ N∗, nous posons

%−F (s) :=
∑

16a6s
F (a,1)≡0 mod s

1, %+
F (s) :=

∑
16a,b6s

F (a,b)≡0 mod s

1.

Nous introduisons ensuite les ensembles

Λ(s, F ) := {(m,n) ∈ Z2 : s | F (m,n)} (3.10)

et
Λ∗(s, F ) := {(m,n) ∈ Λ(s, F ) : (m,n, s) = 1} (3.11)

et nous posons
%∗F (s) := |Λ∗(s, F ) ∩ [0, s[2|.

Lorsque le polynôme F est irréductible sur Q, nous pouvons considérer k un corps de
rupture du polynôme F (X, 1) et la fonction zêta de Dedekind, ζk définie sur le demi-plan
{s ∈ C : <e(s) > 1}. Les résultats suivants sont établis dans [6].

Proposition 3.2.1. Soient F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3 et K une exten-
sion cyclique de Q de degré 3 tels que F soit irréductible sur K. Il existe des fonctions
multiplicatives h−F , h

+
F et h∗F telles que pour tout <e(s) > 1, nous avons

∑
n>1

%−F (n)
ns

= ζk(s)
∑
n>1

h−F (n)
ns

(3.12)

∑
n>1

%+
F (n)
ns+1 = ζk(s)

∑
n>1

h+
F (n)
ns

(3.13)

∑
n>1

%∗F (n)
ns+1 = ζk(s)

∑
n>1

h∗F (n)
ns

. (3.14)
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De plus, ces fonctions multiplicatives vérifient, pour tout κ ∈]0, 1/6[ et pour tout ε > 0

∑
n>1

|h−F (n)|+ |h+
F (n)|+ |h∗F (n)|
n1−κ � ||F ||ε. (3.15)

Le comportement moyen de (χ ∗ χ2)(n)%±F (n) découle des propriétés analytiques des
fonctions Lk(s, χ) et Lk(s, χ2) où nous avons posé

Lk(s, χ) :=
∑

U∈I(Ok)

χ(Nk/Q(U))
Nk/Q(U)s ,

où I(Ok) désigne l’ensemble des idéaux de l’anneau des entiers algébriques de k. Nous
pouvons ainsi énoncer une version analogue de la proposition ci-dessus en prenant en
compte les caractères χ et χ2.

Proposition 3.2.2. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, χ un caractère non
principal de Gal(K/Q) et F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3 irréductible sur K. Il
existe des fonctions multiplicatives h−F ( · ; χ), h+

F ( · ; χ) et h∗F ( · ; χ) telles que pour tout
<e(s) > 1, nous avons

∑
n>1

χ(n)%−F (n)
ns

= Lk(s, χ)
∑
n>1

h−F (n;χ)
ns

(3.16)

∑
n>1

χ(n)%+
F (n)

ns+1 = Lk(s, χ)
∑
n>1

h+
F (n;χ)
ns

(3.17)

∑
n>1

χ(n)%∗F (n)
ns+1 = Lk(s, χ)

∑
n>1

h∗F (n;χ)
ns

. (3.18)

De plus, ces fonctions multiplicatives vérifient, pour tout κ ∈]0, 1/6[ et pour tout ε > 0

∑
n>1

|h−F (n;χ)|+ |h+
F (n;χ)|+ |h∗F (n;χ)|
n1−κ � ||F ||ε. (3.19)

Les mêmes résultats restent valables si l’on remplace χ par χ2.

Rappelons la définition de la fonction logarithme intégral, notée li. Pour tout x > 2,

li(x) :=
∫ x

2

1
log tdt.

Ces deux propositions nous permettent d’énoncer le lemme suivant, établi dans [19].

Lemme 3.2.3. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, χ un caractère non
principal de G = Gal(K/Q) et F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3 irréductible
sur K. Il existe une constante c > 0 telle que, uniformément pour x > 2∑

p6x

%−F (p) = li(x) +O(x e−c
√

log x) (3.20)

∑
p6x

χ(p)%−F (p) = O(x e−c
√

log x) (3.21)

∑
p6x

χ2(p)%−F (p) = O(x e−c
√

log x). (3.22)

Nous avons les mêmes estimations en remplaçant la fonction %−F (p) par %+
F (p)
p ou %∗F (p)

p .
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Lemme 3.2.4. Soient ε > 0, K une extension cyclique de Q de degré 3, χ un caractère
non principal de G = Gal(K/Q) et F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3 irréductible
sur K. Nous avons, uniformément pour y > 2∑

d>y

(χ ∗ χ2)(d)%
∗
F (d)
d2 � ||F ||

ε

log y (3.23)

et ∑
(d1,d2)/∈[1,y]2

χ(d1)χ2(d2)%
∗
F (d1d2)
d2

1d
2
2
� ||F ||

ε

log y . (3.24)

Démonstration. La majoration (3.23) se déduit des équations (3.18) et (3.19) au moyen
d’une formule de Perron. Pour démontrer la majoration (3.24), nous utilisons dans un
premier temps la majoration (3.23) pour majorer∑

d>y2

(χ ∗ χ2)(d)%
∗
F (d)
d2 .

Il nous reste à majorer ∑
(d1,d2)/∈[1,y]2
d1d26y2

χ(d1)χ2(d2)%
∗
F (d1d2)
d2

1d
2
2

.

Majorons la contribution des couples (d1, d2) tels que d1 6 y. La contribution complémen-
taire est majorée de manière identique. Nous posons

fd1(n) := %∗F (d1n)
%∗F (d1) .

Il est facile de voir que la fonction fd1 est multiplicative. De plus, elle coïncide avec %∗F (n)
lorsque n est premier avec d1.

Déterminons une majoration de∑
y<d26y2/d1

χ2(d2)%
∗
F (d1d2)
%∗F (d1)d2

2
. (3.25)

Considérons la série de Dirichlet associée à la fonction χ2(n)fd1(n), que nous noterons
Fd1(s). Si nous notons G(s) la série de Dirichlet associée à la fonction χ2(n)%∗F (n), nous
pouvons déduire l’existence d’une fonction Hd1 admettant une écriture en produit eulérien
absolument convergent sur le demi-plan {s ∈ C : Re(s) > 1} telle que Fd1(s) = Hd1(s)G(s).
De plus, ce produit eulérien s’écrit

Hd1(s) =
∏
p|d1

∑
ν>0

hd1(pν)
pνs

. (3.26)

Nous pouvons déduire une majoration de la somme (3.25) à partir d’une estimation des
termes hd1(p) = χ2(p)

(
%∗F (pn+1)
%∗F (pn) − %

∗
F (p)

)
, où n = vp(d1), pour tout p | d1. Dans le cas où

p ne divise pas F (1, 0)D(F ), qui est non nul car F est irréductible sur K, nous pouvons
utiliser le lemme 3.2 de [6] afin d’obtenir

|hd1(p)| 6 p|1− %−F (p)|+ %−F (p)
6 2p+ 3.
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Cela fournit ∑
y<d26y2/d1

χ2(d2)%
∗
F (d1d2)
%∗F (d1)d2

2
= O

(
||F ||ε d2

1
φ(d1)2

1
(log y)2

)
. (3.27)

Enfin,

∑
16d16y

χ(d1)%
∗
F (d1)
d2

1

∑
y<d26y2/d1

χ2(d2)%
∗
F (d1d2)
%∗F (d1)d2

2
� ||F ||ε

(log y)2

∑
16d16y

%∗F (d1)
φ(d1)2

� ||F ||
2ε

log y ,

ce qui démontre la majoration (3.24).

3.2.2 Estimation de fonctions arithmétiques appliquées à des formes bi-
naires

Avant d’énoncer le prochain résultat, établi dans [4], nous définissons une certaine
classe de fonctions.

Lorsque A1 > 1, A2 > 1, et ε > 0, nous notons M(A1, A2, ε) la classe des fonctions
arithmétiques f positives ou nulles satisfaisant la condition

f(ab) 6 min(AΩ(a)
1 , A2a

ε)f(b)

pour tout (a, b) = 1. Par ailleurs, pour v > 1 et f une fonction arithmétique, nous
définissons

EF (v, f) :=
∏

4<p6v

(
1− %+

F (p)
p2

) ∑
16s6v

f(s)%
+
F (s)
s2 . (3.28)

Lemme 3.2.5. Soit F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire primitive de degré au plus 3 irré-
ductible sur Q. Pour tout δ ∈]0, 1[, A1 > 1, A2 > 1, il existe une constante c0 telle que,
uniformément sous les conditions

0 < ε 6 δ/4000, f ∈M(A1, A2, ε), min(x, y) > c0 max(x, y, ||F ||)δ,

on ait ∑
m6x
n6y

f(|F (m,n)|)� xyEF (x+ y, f). (3.29)

De plus, il existe une constante C = C(A1) > 0 telle que

EF (v, f)�
∏

p|D(F )

(
1 + 1

p

)C
exp

( ∑
p6v

p-D(F )

%−F (p)
p

(f(p)− 1)
)
, (3.30)

où D(F ) désigne le discriminant de F .



3.2. Rappels 89

Lemme 3.2.6. Soient J ∈ Z[X,Y ] une forme binaire irréductible sur Q de degré au plus 3,
A1 > 1, A2 > 1, κ > 0, D ∈ N∗ et M ∈ M2(Z) de déterminant non nul. On suppose que
la forme binaire

F (X,Y ) = J(M(X,Y ))
D

est à coefficients entiers. Il existe alors un réel ε1 > 0 tel que pour tout 0 < ε < ε1, pour
tout f ∈M(A1, A2, ε) et uniformément sous la condition

v > ||M ||κ + eκD

on ait

EF (v, f)� ||F ||εEJ(v, f), EJ(v, f)�
∏
p6v

(
1 + ρ+

J (p)
p

(f(p)− 1)
)
.

3.2.3 Sur les fonctions Delta de Hooley généralisées

Pour n > 1, f = (f1, f2) un couple de fonctions arithmétiques, u = (u1, u2) ∈ R2

et v = (v1, v2) ∈ [0, 1]2 , nous posons

∆3(n, f ,u,v) :=
∑
d1d2|n

eui<di6eui+vi

f1(d1)f2(d2),

∆3(n, f) := sup
u∈R2

v∈[0,1]2

|∆3(n, f ,u,v)|.

Lorsque f = (1, 1), nous obtenons la fonction de Hooley ∆3, étudiée notamment aux
chapitres 6 et 7 de [17]. Pour A1 > 1, nous désignons parM(A1) l’ensemble

∩ε>0 ∪A2>1M(A1, A2, ε).

Pour tout c > 0, nous notonsM(A1, c) le sous-ensemble deM(A1) constitué des fonctions
g vérifiant ∑

p6x

g(p) = li(x) +O(x e−c
√

log x).

Enfin, pour tout χ, caractère de Dirichlet d’ordre 3, nous notons M(A1, χ, c) le sous-
ensemble deM(A1, c) constitué des fonctions arithmétiques g vérifiant∑

p6x

χ(p)g(p)� x e−c
√

log x ,

∑
p6x

χ2(p)g(p)� x e−c
√

log x .

Remarque 3.2.7. La fonction n→ ∆3(n, χ, χ2) appartient àM(3).

Définissons
L(x) := exp

√
log2 x log3 x

et
ρ := 1

2π

∫ 2π

0
max(1, |1 + eit |2)dt− 2 ≈ 0.21800. (3.31)

Nous rappelons dans un premier temps le résultat fondamental obtenu par Hall et Tenen-
baum, correspondant aux théorèmes 70 et 71 de [17].
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Théorème 3.2.8. Soient A1 > 1, c > 0 et g ∈M(A1, c). Pour tout y > 0, lorsque x > 16,
il existe une constante α = α(g, y) > 0 telle que l’on ait∑

n6x

g(n)yω(n)∆3(n)� x(log x)max{y−1,3y−3}L(x)α. (3.32)

Le résultat suivant, correspondant au théorème 1.1 de [23], fournit une estimation des
compensations dues aux oscillations des caractères χ et χ2 dans des intervalles du type
] eu1 , eu1+1]×] eu2 , eu2+1].

Théorème 3.2.9. Soient χ un caractère de Dirichlet d’ordre 3, A1 > 1, c > 0 et g
une fonction appartenant à M(A1, χ, c). Pour tout y > 0, lorsque x > 16, il existe une
constante α = α(g, y) > 0 telle que l’on ait∑

n6x

g(n)yω(n)∆3(n, χ, χ2)2 � x(log x)max{y−1,(ρ+2)y−2,3y−3}L(x)α. (3.33)

Des compensations des oscillations seraient d’ordre statistique si l’exposant de log x
valait max{y − 1, 3y − 3}, autrement dit, si nous avions ρ = 0. La valeur de ρ obtenue
permet néanmoins d’appliquer ce résultat au problème de comptage du Théorème 3.1.1.

3.3 Simplification du problème

3.3.1 Une bonne approximation

Pour estimer Q(F, ξ,R), nous constatons que nous pouvons le réécrire sous la forme
suivante

Q(F, ξ,R) =
∑

(d1,d2)∈(N∗)2

χ(d1)χ2(d2)
∑

x∈Z2∩R(ξ)
d1d2|F (x)

1

=
∑

(d1,d2)∈(N∗)2

χ(d1)χ2(d2)|Λ(d1d2, F ) ∩R(ξ)|,

où Λ(s, F ) est défini en (3.10). Nous aurons donc besoin d’une bonne approximation de la
quantité |Λ(d1d2, F )∩R(ξ)| pour démontrer le Théorème 3.1.1. Pour des raisons techniques
qui apparaitront par la suite, nous remplaçons R(ξ) par Dq ∩R(ξ) où Dq est défini par

Dq := {(m,n) ∈ Z2 : (m, q) = 1}. (3.34)

Pour y1, y2 > 1, σ, ξ, ϑ > 0 et F ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degré 3, nous posons

Φ(ξ, y1, y2, F, σ, ϑ) :=
∑

16d16y1
16d26y2

(q,d1d2)=1

sup
R

∣∣∣|Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)| − vol(R)ξ2ϕ(q)%+
F (d1d2)

qd2
1d

2
2

∣∣∣

où le sup est pris sur l’ensemble des domaines R vérifiant les hypothèses (H1), (H2) et
(H3).

Lemme 3.3.1. Soient κ > 0, ε > 0, σ > 0, ϑ > 0, J une forme binaire de degré 3
irréductible sur Q, F (x) = J(Mx)/D ∈ Z[X,Y ], avec M ∈ M2(Z) de déterminant non
nul et D ∈ N∗. Sous les conditions

y1, y2 > 2, ξ > ||M ||κ + eκD , 1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons
Φ(ξ, y1, y2, F, σ, ϑ)� ||F ||ε

(
σξ
√
y1y2 + y1y2

)
L(σξ)

√
3+ε. (3.35)
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Une majoration analogue à la majoration (3.35) a été démontrée par Daniel au lemme 3.3
de [9]. Nous l’adaptons ici au cas de deux diviseurs (d1, d2) en utilisant les résultats de
Hall et Tenenbaum sur les fonctions ∆.

Démonstration. Le début de la démonstration est identique à celui du lemme 5.2 de [6].
Nous pouvons supposer que la forme F est primitive, la majoration recherchée découle
alors d’une majoration de la quantité suivante

Φ∗ :=
∑

16d16y1
16d26y2

(q,d1d2)=1

sup
R

∣∣∣|Λ∗(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)| − vol(R)ξ2ϕ(q)%∗F (d1d2)
qd2

1d
2
2

∣∣∣, (3.36)

où Λ∗ est défini en (3.11). De même que dans la démonstration du lemme 5.2 de [6], nous
utilisons la formule d’inversion de Möbius et l’approximation du nombre de points d’un
réseau dans un domaine convexe de R2 pour obtenir

Φ∗ � σξΦ∗1 + Φ∗2 (3.37)

où
Φ∗1 :=

∑
b16y1
b26y2

∑
t16y1/b1
t26y2/b2

∑
A∈UF (b1b2t1t2)

1
||vt1t2(A)||

et
Φ∗2 :=

∑
s16y1
s26y2

%∗F (s1s2)
φ(s1s2)

∑
b16y1
b26y2
b1|s1
b2|s2

min
{

1, σ2ξ2

b1b2s1s2

}
.

Dans Φ∗1, pour s ∈ N∗, UF (s) désigne l’ensemble des classes d’équivalence de Λ∗(s, F )
défini par la relation x ∼ y si et seulement si il existe λ ∈ Z tel que x ≡ λy mod s. Cet
ensemble est de cardinal %∗F (s)/φ(s). Pour A ∈ UF (s), t | s et x ∈ A, nous désignons
par At l’ensemble

At := {y ∈ Z2 : ∃λ ∈ Z, y ≡ λx mod t},
puis, nous définissons vt(A) comme un vecteur minimal non nul de At. Ce vecteur vérifie
alors

||vt(A)|| 6
√

2t.
Nous réutilisons la formule (5.29) de [6] pour majorer Φ∗1.
Lorsque ||vt1t2 ||/

√
2y1y2/b1b2 ∈ ]1/2j+1, 1/2j ], nous avons t1t2 > y1y2/(b1b222(j+1)). Nous

pouvons donc écrire

Φ∗1 �
∑
b16y1
b26y2

1
b1b2

∑
j>0

∑
y1/(b122(j+1))<t16y1/b1
y2/(b222(j+1))<t26y2/b2

2j√
y1y2/b1b2

∑
v∈(Z2)∗

||v||6
√

2y1y2/b1b2/2j
t1t2|T (v)

1.

Nous appliquons alors le Lemme 3.2.5 pour obtenir

Φ∗1 �
∑
b16y1
b26y2

1
b1b2

∑
j>0

(j + 1)22j√
y1y2/b1b2

∑
v∈(Z2)∗

||v||6
√

2y1y2/b1b2/2j

∆3(F (v), 1)

� ||F ||ε√y1y2L(σξ)
√

3+ε.

(3.38)
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Majorons à présent Φ∗2. La contribution Φ∗21 à Φ∗2 des entiers s1, s2 tels que b1b2s1s2 > σ2ξ2

vérifie

Φ∗21 6 σ2ξ2 ∑
s6y1y2

%∗F (s)τ(s)
ϕ(s)

∑
b6y1y2
b|s

bs>σ2ξ2

τ(b)
bs

. (3.39)

Cette majoration s’obtient en posant b = b1b2 et s = s1s2 dans la somme définissant Φ∗21.
Nous pouvons alors écrire

Φ∗21 �ε ||F ||ε/3σ2ξ2 ∑
b>(σξ)2/(y1y2)

%∗F (b)τ2(b)
ϕ(b)b2

∑
σ2ξ2/b<t6y1y2/b

%∗F (t)τ(t)
ϕ(t)

Φ∗21 �ε ||F ||2ε/3σ2ξ2 ∑
b>(σξ)2/(y1y2)

%∗F (b)τ2(b)
ϕ(b)b2 log2

(
2 + y1y2b

σ2ξ2

)
Φ∗21 �ε ||F ||ε min(σ2ξ2, y1y2) log2

(
2 + y1y2

σ2ξ2

)
. (3.40)

Par ailleurs, la contribution Φ∗22 à Φ∗2 des entiers s1, s2 tels que b1b2s1s2 6 σ2ξ2 vérifie

Φ∗22 6
∑
b16y1
b26y2

∑
t16y1/b1
t26y2/b2

t1t26σ2ξ2/(b2
1b

2
2)

%∗F (b1b2t1t2)
ϕ(b1b2t1t2)

�ε ||F ||ε/5
∑
b16y1
b26y2

%∗F (b1)%∗F (b2)
ϕ(b1)ϕ(b2)

∑
t16y1/b1

%∗F (t1)
ϕ(t1)

∑
t26min{(y2/b2,σ2ξ2/(b2

1b
2
2t1)}

%∗F (t2)
ϕ(t2)

�ε ||F ||2ε/5
∑
b16y1
b26y2

%∗F (b1)%∗F (b2)
ϕ(b1)ϕ(b2)

∑
t16y1/b1

%∗F (t1)
ϕ(t1)b2

min
( σ2ξ2

t1b21b2
, y2
)

�ε ||F ||2ε/5
∑
b16y1

%∗F (b1)
ϕ(b1)

∑
t16y1/b1

%∗F (t1)
ϕ(t1)

∑
b26y2

%∗F (b2)
ϕ(b2) min

( σ2ξ2

t1b21b2
, y2
)
.

Nous utilisons la majoration de Φ∗22 déterminée dans [6], en remplaçant la quantité σ2ξ2

par σ2ξ2/(t1b21), pour majorer la somme intérieure. Nous obtenons ainsi

Φ∗22 �ε ||F ||3ε/5y2
∑
b16y1

%∗F (b1)
ϕ(b1)

∑
t16y1/b1

%∗F (t1)
ϕ(t1) min

( σ2ξ2

t1b21y2
, 1
)

log
(
2 + σ2ξ2

t1b21y2

)
.

Notons β le majorant de Φ∗22 ci dessus. Nous souhaitons utiliser la majoration de Φ∗2 déter-
minée dans [6], en remplaçant σ2ξ2 par σ2ξ2/y2. Cependant, nous devons tenir compte du
terme log

(
2 + σ2ξ2

t1b2
1y2

)
apparaissant dans la somme. En modifiant légèrement la démons-

tration de cette majoration, nous parvenons néanmoins au résultat souhaité. En effet,
lorsque t1b21 > σ2ξ2/y2, nous avons log

(
2 + σ2ξ2

t1b2
1y2

)
� 1. Ainsi, nous pouvons utiliser la

majoration de Φ∗21 de [6] pour majorer la contribution β1 à β des entiers b1 et t1 tels que
t1b

2
1 > σ2ξ2/y2. Nous obtenons

β1 �ε ||F ||εσξmin(σξ,√y1y2) log
(
2 + y1y2

σ2ξ2

)
. (3.41)
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Pour majorer la contribution β2 à β des entiers b1, t1 tels que t1b21 6 σ2ξ2/y2, nous écrivons

β2 �ε ||F ||3ε/5y2
∑
b16y1

%∗F (b1)
ϕ(b1)

∑
t16min(y1/b1,σ2ξ2/(b2

1y2)

%∗F (t1)
ϕ(t1) log

( σ2ξ2

t1b21y2

)

�ε ||F ||4ε/5y2
∑
b16y1

%∗F (b1)
ϕ(b1)b1

min
(
y1,

σ2ξ2

b1y2

)
log

(
2 + σ2ξ2

y1b1y2

)

�ε ||F ||εy2 min
(
y1,

σ2ξ2

y2

)
log

(
2 + σ2ξ2

y1y2

)
(3.42)

Les inégalités (3.41) et (3.42) fournissent

β �ε ||F ||εσξmin(√y1y2, σξ) log2 ξ. (3.43)

La majoration de Φ∗2 se déduit alors des majorations (3.40) et (3.43).

Φ∗2 �ε ||F ||εσξmin(√y1y2, σξ)
{

log2 ξ + log
(
2 + y1y2

σ2ξ2

)}
. (3.44)

En reportant les équations (3.38) et (3.44) dans la formule (3.37), nous obtenons la majo-
ration (3.35).

Nous énonçons deux corollaires de ce résultat.

Corollaire 3.3.2. Soient y > 2, ε, σ, ξ vérifiant les mêmes conditions que celles du
Lemme 3.3.1. Nous avons uniformément pour u ∈ R+

∑
16d1d26y

eu<d26eu+1

(q,d1d2)=1

sup
R

∣∣∣|Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)| − vol(R)ξ2ϕ(q)%+
F (d1d2)

qd2
1d

2
2

∣∣∣

�ε ||F ||ε
(
(σ + ϑ)ξ√y + y

)
L(σξ)

√
3+ε.

(3.45)

Démonstration. Les conditions d1d2 6 y et eu < d2 6 eu+1 impliquent d2 6 eu+1

et d1 6 y e−u. Il nous suffit d’appliquer le Lemme 3.3.1 avec ces valeurs pour y1 et y2 afin
d’obtenir le résultat.

Pour le second corollaire, nous posons

φ := φ(ξ, y, F, σ, ϑ)

:=
∑

16d1d26y
(q,d1d2)=1

sup
R

∣∣∣|Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)| − vol(R)ξ2ϕ(q)%+
F (d1d2)

qd2
1d

2
2

∣∣∣. (3.46)

Corollaire 3.3.3. Soient A > 0, κ > 0, ε > 0, σ > 0, ϑ > 0, J une forme binaire de degré
3 irréductible sur Q et F (x) = J(Mx)/D ∈ Z[X,Y ], avec M ∈ M2(Z) de déterminant
non nul. Sous les conditions

2 6 y 6 ξA, ξ > ||M ||κ + eκD , 1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons
φ(ξ, y, F, σ, ϑ)�ε,A ||F ||ε

(
σξ
√
y + y

)
L(σξ)

√
2+ε log ξ. (3.47)
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Démonstration. Nous pouvons réécrire φ sous la forme suivante

φ =
[log y]∑
k=0

∑
16d1d26y

ek6d2<ek+1

(q,d1d2)=1

sup
R

∣∣∣|Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)| − vol(R)ξ2ϕ(q)%+
F (d1d2)

qd2
1d

2
2

∣∣∣.

Nous utilisons le Corollaire 3.3.2 pour majorer la somme intérieure uniformément en k,
nous obtenons ainsi

φ�ε

[log y]∑
k=0
||F ||ε

(
(σ + ϑ)ξ√y + y

)
L(σξ)

√
3+ε

�ε ||F ||ε
(
(σ + ϑ)ξ√y + y

)
L(σξ)

√
3+ε log y

�ε,A ||F ||ε
(
(σ + ϑ)ξ√y + y

)
L(σξ)

√
3+ε log ξ.

3.3.2 Paramétrisation de la somme (3.2)
L’objectif dans cette section, est de paramétrer l’ensemble des couples (m,n) pour

lesquels r3
(
F ((m,n))

)
6= 0, où r3 est défini en (3.1).

Notons que pour d | q∞ et n ∈ Z, nous avons

r3(dn) = r3(n)

Nous pouvons, dans un premier temps, nous ramener au cas où (m,n, q) = 1. En effet,
comme le polynôme F est homogène, nous pouvons écrire

Q(F, ξ,R) =
∑
d|q∞

Q1
(
F,
ξ

d
,R
)

(3.48)

où
Q1(F, ξ,R) :=

∑
x∈R(ξ)∩Z2

(q,x)=1

r3
(
F (x)

)
.

Pour x ∈ Z2 tel que (q,x) = 1, si nous posons x := (m,n), il existe un unique entier
d1 | q∞ tel que m = d1m1 et (m1, q) = 1. La condition (q,m, n) = 1 est alors équivalente
à la condition (d1, n) = 1. De plus, si nous notons d2 = (q∞, F (x)) alors r3(F (x)) 6= 0
implique qu’il existe α1 ∈ (Z/qZ)× vérifiant χ(α1) = 1 tel que F (x)/d2 ≡ α1 mod q. Nous
rappelons que G1 = Ker(χ) ⊂ (Z/qZ)× et nous constatons de suite qu’il contient le groupe
des cubes de (Z/qZ)×. En posant α = α1m

−3
1 ∈ (Z/qZ)×, nous avons α ∈ G1

et F (x)/d2 ≡ m3
1α mod q.

Pour α ∈ G1, d1 | q∞ et d2 | q∞, nous notons Wα,d1,d2 l’ensemble des β ∈ Z/d2qZ
premiers avec d1 (Les entiers d1 et d2 étant des diviseurs de q∞, cette condition de pri-
malité est bien définie.), assimilés à un système de représentants dans [1, d2q], vérifiant la
congruence F (d1, β) ≡ αd2 mod d2q. Nous pouvons alors écrire la congruence suivante

x ≡ m1(d1, β) mod d2q.
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Cela signifie qu’il existe un entier n1 ∈ Z2 tel que

x = (d1m1, βm1 + d2qn1) = Uβ,d1,d2(m1, n1)

où nous avons posé

Uβ,d1,d2 :=
(
d1 0
β d2q

)
.

Notons que cette matrice est de déterminant d1d2q.
Ainsi, un couple x contribuant à la somme (3.6) peut être déterminé par cinq paramètres
(d1, β, d2,m1, n1), il se trouve que cette détermination est unique. Nous obtenons ainsi
l’égalité suivante sur Q1

Q1(F, ξ,R) =
∑
d1|q∞

∑
α∈G1

∑
d2|q∞

∑
β∈Wα,d1,d2

Q2(Fβ,d1,d2 , ξ,Rβ,d1,d2), (3.49)

où nous avons posé

Fβ,d1,d2(m,n) := F (Uβ,d1,d2(m,n))
d1

,

Rβ,d1,d2 := {x ∈ R2 : Uβ,d1,d2(x) ∈ R},
Q2(F, ξ,R) :=

∑
(m,n)∈Dq∩R(ξ)

r3(F (m,n))

où Dq est défini en (3.34).

3.3.3 Estimation de la vitesse de convergence des sommes dans la for-
mule (3.49)

Afin d’exploiter la formule (3.49) dans la démonstration du Théorème 3.1.1, nous avons
besoin d’une estimation de la vitesse de convergence des sommes sur d1 et sur d2. Pour
cela, nous énonçons les lemmes suivants.

Lemme 3.3.4. Soient d2 | q∞ et α ∈ G1. Pour tout d1 | q∞, le cardinal de Wα,d1,d2 ne
dépend que de d3 := (d1, d2q).

Démonstration. D’après le théorème chinois, il existe un couple (u, v) ∈ Z2 tel que

d1u+ d2qv = d3.

Il est par ailleurs possible de choisir u tel que (u, d2q) = 1. Un tel u fournit alors une
bijection entre Wα,d1,d2 et Wα,d3,d2 , d’où le résultat.

Lemme 3.3.5. Soit d2 | q∞ et d3 | d2q. Pour tout α > 0, nous avons

∑
d2|q∞

(d2,d1q)=d3

1
dα2
�q,α

1
dα3
.

Lemme 3.3.6. La contribution des entiers d2 > log(ξ)
5 log pω(q)

2 log p1 à la somme (3.49) peut
être incluse dans le terme d’erreur de (3.6).
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Démonstration. Notons dans un premier temps que pour α ∈ G1, d2 | q∞ et d3 | d2q
fixés, pour β ∈ Wα,d3,d2 , il existe ϕ(d2q/d3) éléments x = (d3m1, n) ∈ (Z/(d2q)Z)2 tels
que n ≡ m1β mod (d1q) et (m1, d2q/d3) = 1. Ces éléments vérifient alors la congruence
F (x) ≡ m3

1αd2 mod (d2q), en particulier, ils vérifient F (x) ≡ 0 mod d2. Cela fournit
l’inégalité ∑

d3|d2q

ϕ
(d2q

d3

)
|Wα,d3,d2 | 6 q2%+

F (d2)�F 1.

Ainsi, ∑
d3|d2q

|Wα,d3,d2 |
d3

6
q2%+

F (d2)
φ(q)d2

�F,q 1. (3.50)

Pour conclure la démonstration, nous notons que nous avons nécessairement d2 6 ξO(1), ce
qui permet de dominer toutes les valuations p-adiques de d2 par log ξ. Lorsque ξ/d2 6 ξε/3,
une majoration triviale fournit

∑
x∈Z2∩Rβ,d1,d2 (ξ)

τ3(Fβ,d1,d2(x))� (σξ)1+ε

d1
,

ce qui est un terme d’erreur acceptable pour (3.6) d’après (3.50), le Lemme 3.3.5 et le
Lemme 3.3.4. Dans le cas contraire, nous sommes en mesure d’appliquer le théorème 4
de [20] pour évaluer la sommation relative à m de la somme ci-dessus. Il vient

∑
x∈Z2∩Rβ,d1,d2 (ξ)

τ3(Fβ,d1,d2(x))� ||F ||
εσ2ξ2 log(ξ)2

(d1d2)1−ε .

En reportant dans (3.49), la somme portant sur les entiers d2 > log(ξ)
5 log pω(q)

2 log p1 est

�
∑
d2|q∞

d2>(log ξ)B

∑
α∈G1

∑
d1|q∞

|Wα,d1,d2 |
(d1d2)1−ε .

Nous utilisons ensuite le Lemme 3.3.5 pour majorer la somme sur d1. Ainsi, la somme qui
nous intéresse est

�q

∑
d2|q∞

d2>(log ξ)A

∑
α∈G1

∑
d3|d2q

|Wα,d3,d2 |
(d2d3)1−ε ,

où A := 5 log pω(q)
2 log p1

. Nous majorons alors dε3 par (d2q)ε et nous utilisons la majoration (3.50).
La contribution à la somme (3.49) des entiers d2 > (log ξ)A est donc

�q

∑
d2|q∞

d2>(log ξ)A

1
d1−2ε

1
.

Comme la condition sur d1 implique que l’une des valuations p-adiques de d1 est plus
grande que 5 log2(ξ)

2 log p1
, la contribution à la somme (3.49) des entiers d1 > (log ξ)B est

�q ||F ||εσ2ξ2 log(ξ)−0,4.
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Il nous reste à déterminer la vitesse de convergence de la somme sur d1 dans la for-
mule (3.49). Pour cela, nous travaillons avec la quantité suivante

Q3(F, ξ,R) :=
∑
d1|q∞

∑
d2|q∞

d16(log ξ)A

∑
α∈G1

∑
β∈Wα,d1,d2

Q2(Fβ,d1,d2 , ξ,Rβ,d1,d2) (3.51)

où

A :=
5 log pω(q)
2 log p1

.

Lemme 3.3.7. La contribution des entiers d1 > log(ξ)5 à la somme (3.51) peut être
incluse dans le terme d’erreur de (3.6).

Démonstration. Lorsque ξ/d1 6 ξε, une majoration triviale fournit

∑
x∈Z2∩Rβ,d1,d2 (ξ)

τ3(Fβ,d1,d2(x))� σ2ξ3/2+ε

d
1/2
1

.

Nous verrons qu’il s’agit d’un terme d’erreur acceptable pour (3.6). Dans le cas contraire,
nous appliquons de nouveau le théorème 4 de [20] pour évaluer cette somme. Nous obtenons

∑
x∈Z2∩Rβ,d1,d2 (ξ)

τ3(Fβ,d1,d2(x))� ||F ||
εσ2ξ2(log ξ)2

(d1d2)1−ε .

Nous minorons d1−ε
1 par d1/2

1 (log ξ)B où B := 5/2−5ε. En reportant dans la formule (3.51),
nous obtenons que la contribution recherchée est

�
∑
d1|q∞

d1>(log ξ)2B

∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
α∈G1

∑
β∈Wα,d1,d2

||F ||εσ2ξ2(log ξ)2

(log ξ)Bd1/2
1 d1−ε

2

+
∑
d1|q∞

d1>(log ξ)2B

∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
α∈G1

∑
β∈Wα,d1,d2

||F ||εσ2ξ3/2+ε

d
1/2
1

.

Nous utilisons le Lemme 3.3.5 avec α = 1/2 afin d’obtenir, uniformément pour d2 | q∞ et
pour tout d3 | d2q, ∑

d1|q∞
(d1,d2q)=d3

1
d

1/2
1
�q

1
d

1/2
3

.
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La contribution recherchée est donc

�q
||F ||εσ2ξ2(log ξ)2

(log ξ)B
∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
d3|d2q

∑
α∈G1

|Wα,d3,d2 |
d

1/2
3 d1−ε

2

+ ||F ||εσ2ξ3/2+ε ∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
d3|d2q

∑
α∈G1

|Wα,d3,d2 |
d

1/2
3

�q
||F ||εσ2ξ2(log ξ)2

(log ξ)B
∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
d3|d2q

∑
α∈G1

|Wα,d3,d2 |
d3d

1/2−ε
2

+ ||F ||εσ2ξ3/2+ε ∑
d2|q∞

d26(log ξ)A

∑
d3|d2q

∑
α∈G1

d
1/2
2 |Wα,d3,d2 |

d3

�q
||F ||εσ2ξ2(log ξ)2

(log ξ)B + ||F ||εσ2ξ3/2+ε(log ξ)3A/2,

ce qui est un terme d’erreur acceptable pour (3.6).

La proposition suivante nous permet d’estimer Q2(Fβ,d1,d2 , ξ,Rβ,d1,d2) lorsque d1 et d2
sont de tailles contrôlées.

Proposition 3.3.8. Soient ε > 0, σ > 0, ξ > 0, κ > 0, R un domaine de R2, J une forme
binaire de degré 3 irréductible sur K, F (x) = J(Mx)/D ∈ Z[X,Y ] avec M ∈ M2(Z) de
déterminant non nul, D ∈ N∗ et tel que χ(F (x)) = 1 pour tout x ∈ Dq (défini en (3.34)).
Lorsque les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont vérifiées et sous les conditions

ξ > ||M ||κ + eκD 1/
√
ξ 6 σ 6 ξ3/2, 1/

√
ξ 6 ϑ 6 ξ3/2,

nous avons

Q2(F, ξ,R) = K1(F )L(1, χ)L(1, χ2)vol(R)ξ2 +O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)η
)

(3.52)

où η est défini en (3.5) et

K1(F ) := 3ϕ(q)
q

∏
p-q
Kp(F ).

Les termes Kp(F ) sont définis en (3.8).

3.4 Démonstration de la Proposition 3.3.8 et du Théorème
3.1.1

Démonstration. Nous réécrivons dans un premier temps la formule (3.52) sous la forme
suivante

Q2(F, ξ,R) =
∑
16d1
16d2

χ(d1)χ(d2)
∣∣Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)

∣∣. (3.53)

Pour estimer cette somme, nous mettons à profit la symétrie des couples (d1, d2) tels que
d1d2 | F (x) autour des valeurs d1 = ϑξ et d2 = ϑξ afin d’utiliser les Lemmes 3.3.3 et 3.3.1.
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Cependant, la partition est plus difficile que celle réalisée dans le lemme 7.1 de [6]. Pour
la suite, nous posons

z1 := ϑξ(log ξ)−4,

z2 := ϑξ(log ξ)−2δ,

z3 := ϑξ(log ξ)δ,
z4 := ϑξ(log ξ)3

(3.54)

et nous procédons à la partition suivante.

|

−

z1 z2 z3 z4

z1

z2

z3

z4

D1 D2

D3

D4 D5

D6
D7

D8

Nous notons Cj la contribution à Q2 des couples (d1, d2) appartenant au domaine Dj .
Nous verrons que seuls les termes C1 et C8 contribuent au terme principal. Par ailleurs,
nous verrons que la contribution C5 ne relève pas du Lemme 3.3.1 et de ses corollaires et
nécessite un traitement particulier.

Pour estimer C1, nous utilisons le Lemme 3.3.1 avec y1 = y2 = z2, nous obtenons ainsi

C1 =ϕ(q)
q

vol(R)ξ2 ∑
d16z2
d26z2

χ(d1)χ2(d2)%
+
F (d1d2)
d2

1d
2
2

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

(log ξ)2δ

)
L’estimation (3.24) fournit alors

C1 =ϕ(q)
q

vol(R)ξ2∏
p-q

(∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν)

)

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

(log ξ)4δ

)
.

(3.55)
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Pour estimer C8, nous utilisons un changement de variable et le Corollaire 3.3.3.

C8 =
∑
z4<d1
16d2

χ(d1)χ2(d2)
∣∣Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)

∣∣
+
∑
16d1
z4<d2

χ(d1)χ2(d2)
∣∣Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)

∣∣
−
∑
z4<d1
z4<d2

χ(d1)χ2(d2)
∣∣Λ(d1d2, F ) ∩ Dq ∩R(ξ)

∣∣

Nous exploitons alors l’égalité χ(F (x)) = 1 de la manière suivante : pour la première et
la troisième somme, nous posons d′1 = F (x)

d1d2
, pour la deuxième, nous posons d′2 = F (x)

d1d2
. En

posant
Ri(ξ, d) := {x ∈ R(ξ) : d 6 F (x)/zi}, (3.56)

nous obtenons

C8 =
∑

d′1d2<ϑ3ξ3/z4

χ2(d′1)χ(d2)
∣∣Λ(d′1d2, F ) ∩ Dq ∩R4(ξ, d′1d2)

∣∣
+

∑
d1d′2<ϑ

3ξ3/z4

χ2(d1)χ(d′2)
∣∣Λ(d1d

′
2, F ) ∩ Dq ∩R4(ξ, d1d

′
2)
∣∣

−
∑

d′1d2<ϑ3ξ3/z4
z4<d2

χ2(d′1)χ(d2)
∣∣Λ(d′1d2, F ) ∩ Dq ∩R4(ξ, d′1d2)

∣∣.
Nous utilisons le Corollaire 3.3.3 pour estimer ces différentes sommes en posant y = ϑ3ξ3/z4.

C8 =ϕ(q)
q

( ∑
d′1d2<ϑ3ξ3/z4

vol
(
R4(ξ, d′1d2)

)
χ2(d′1)χ(d2)%

+
F (d′1d2)
d′21 d

2
2

+
∑

d1d′2<ϑ
3ξ3/z4

vol
(
R4(ξ, d1d

′
2)
)
χ2(d1)χ(d′2)%

+
F (d1d

′
2)

d2
1d
′2
2

−
∑

d′1d2<ϑ3ξ3/z4
z46d26ϑ3ξ3/z4

vol
(
R4(ξ, d′1d2)

)
χ2(d′1)χ(d2)%

+
F (d′1d2)
d′21 d

2
2

)

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)1/3

)
.

Notons que
R(ξ)\Ri(ξ, d) = {x ∈ R(ξ) : F (x)/zi < d}. (3.57)

La majoration (3.23) et une adaptation de l’estimation (3.27) fournissent alors

C8 =2ϕ(q)
q

vol(R)ξ2∏
p-q

(∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν)

)

+O
( ∫
R(ξ)

log ξ
log2(F (x)/z2

4 + 2)
dx+ ||F ||

ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)1/3

)
.
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Par ailleurs, nous avons∫
R(ξ)

log ξ
log2(F (x)/z2

4 + 2)
dx� ||F ||εσ2ξ2

log(ξ)dét(M) , (3.58)

ainsi,

C8 =2ϕ(q)
q

vol(R)ξ2∏
p-q

(∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν)

)

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)1/3

)
.

(3.59)

Pour estimer C2, nous faisons appel au Lemme 3.3.1, avec y1 = z3 et y2 = z2 et à la
majoration (3.24) afin obtenir

C2 =ϕ(q)
q

vol(R)ξ2 ∑
z2<d16z3
d26z2

χ(d1)χ2(d2)%
+
F (d1d2)
d2

1d
2
2

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

(log ξ)δ
)

=O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

(log ξ)δ/2
)
. (3.60)

La contribution C4 s’estime de manière analogue, en échangeant simplement les valeurs
de y1 et y2. Ainsi,

C4 = O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

(log ξ)δ/2
)
. (3.61)

Les contributions C3 et C6 s’estiment également de la même manière, en posant sim-
plement y1 = z4 et y2 = z1 pour C3, et l’inverse pour C6. Nous obtenons

C3 + C6 = O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε

√
log ξ

)
. (3.62)

Pour estimer la contribution C7, nous écrivons

C7 =
∑

x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d2|F (x)
z1<d16z4
z3<d26z4

χ(d1)χ2(d2)

+
∑

x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d2|F (x)
z3<d16z4
z1<d26z4

χ(d1)χ2(d2)

−
∑

x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d2|F (x)
z3<d16z4
z3<d26z4

χ(d1)χ2(d2)

:=C71 + C72 − C73,

où z1, z3 et z4 sont définis en (3.54). Les trois sommes C71, C72 et C73 se traitant de la
même manière, nous ne nous intéressons qu’à C71. Nous effectuons alors le changement de
variable d′2 = F (x)/(d1d2) afin d’obtenir
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C71 =
∑

x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d′2|F (x)
z1<d16z4

F (x)/z46d1d′2<F (x)/z3

χ2(d1)χ(d′2)

=
∑

z1<d16z4
d1d′2<ϑ

3ξ3/z3

χ2(d1)χ(d′2)
∣∣Λ(d1d

′
2, F ) ∩ Dq ∩

(
R3(ξ, d1d

′
2)\R4(ξ, d1d

′
2)
)∣∣

=
∑
k∈I

∑
ek<d16ek+1

d1d′2<ϑ
3ξ3/z3

χ2(d1)χ(d′2)
∣∣Λ(d1d

′
2, F ) ∩ Dq ∩

(
R3(ξ, d1d

′
2)\R4(ξ, d1d

′
2)
)∣∣.

où Ri(ξ, d) est défini en (3.56) et I := Z ∩ [log ξ − 4 log2 ξ, log ξ + 3 log2 ξ]. La somme
extérieure comportant O(log2 ξ) termes, la majoration (3.45) et l’égalité (3.57) fournissent

C71 �
∫
R(ξ)

∑
z1<d16z4

F (x)/z46d1d′2

χ2(d1)χ(d′2)%
+
F (d1d

′
2)

d2
1d
′2
2

dx

+ ||F ||
ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε log2 ξ

(log ξ)δ/2
.

Une adaptation de l’estimation (3.27) fournit alors

C71 �
∫
R(ξ)

log2 ξ

log2(F (x)/z2
4 + 2)

dx

+ ||F ||
ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε log2 ξ

(log ξ)δ/2
.

L’intégrale étant majorée par (3.58), nous obtenons

C71 �
||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(σξ)

√
3+ε log2 ξ

(log ξ)δ/2
. (3.63)

Il nous reste à majorer C5. Posons

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b) :=
∑

x∈R(Ξ)
(m,n)=1

∑
d1d2|b3F (x)
(d1,d2)∈D5

χ(d1)χ2(d2),

de sorte que
C5 =

∑
(b,q)=1

Υ(ξ/b, ξ, ϑ, b).

Notons la majoration triviale

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b) 6 τ3(b3)
∑

x∈Z2∩R(Ξ)
τ3(F (x))�ε τ3(b3)||F ||εσ2Ξ2(log Ξ)2

qui résulte des Lemmes 3.2.5 et 3.2.6.
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Cette majoration fournit l’estimation suivante

C5 =
∑
b6L

(b,q)=1

Υ(ξ/b, ξ, ϑ, b) +Oε
( ||F ||εσ2ξ2
√

log ξ

)
, (3.64)

où nous avons posé L := (log ξ)5.
Déterminons une majoration de Υ(Ξ, ξ, ϑ, b) lorsque ξ/L 6 Ξ 6 ξ et b 6 L.

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b) =
∑

x∈Z2∩R(Ξ)
(m,n)=1

∑
d1d2|b3F (x)
z2<d16z3
z2<d26z3

χ(d1)χ2(d2). (3.65)

Nous séparons tout d’abord la somme selon la valeur de Ωz(F (x)), où

Ωz(n) :=
∑
p>z
pν ||n

ν

et où z = z(ε) vérifie log 2/ log z > ε. Ainsi, toute fonction sous multiplicative f vérifiant
f 6 2Ωz vérifie les hypothèses du Lemme 3.2.5 pour la forme F . Nous obtenons donc

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b) =
∑

x∈Z2∩R(Ξ)
(m,n)=1

Ωz(F (x))63a log2 ξ

∑
d1d2|b3F (x)
z2<d16z3
z2<d26z3

χ(d1)χ2(d2)

+
∑

x∈Z2∩R(Ξ)
(m,n)=1

Ωz(F (x))>3a log2 ξ

∑
d1d2|b3F (x)
z2<d16z3
z2<d26z3

χ(d1)χ2(d2)
(3.66)

où a est un paramètre que nous déterminerons par la suite. En observant que la somme
intérieure est� τ3(b3)∆3(F (x), χ)(log2 ξ)2, nous appliquons l’inégalité de Cauchy Schwarz
à chacun des deux membres de droite de (3.66). Il vient

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b)�τ3(b3)(log2 ξ)2B1(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a)1/2
( ∑

x∈Z2∩R(Ξ)
Ωz(F (x))63a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2)

)1/2

+ τ3(b3)(log2 ξ)2B2(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a)1/2
( ∑
x∈Z2∩R(Ξ)

Ωz(F (x))>3a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2)

)1/2

(3.67)

où nous avons posé
B1(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a) :=

∑
x∈Z2∩R(Ξ)

(m,n)=1
∃d1d2|b3F (x)
z2<d1,d26z3

Ωz(F (x))63a log2 ξ

1

et
B2(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a) :=

∑
x∈Z2∩R(Ξ)

(m,n)=1
∃d1d2|b3F (x)
z2<d1,d26z3

Ωz(F (x))>3a log2 ξ

1.
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Nous commençons par majorer la contribution du second terme du membre de droite
de (3.67). Pour cela, nous devons estimer B2(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a). La méthode paramétrique
fournit, pour tout y > 1,

B2(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a) 6
∑

x∈Z2∩R(Ξ)
(m,n)=1

∃d1d2|b3F (x)
z2<d1,d26z3

yΩz(F (x))−3a log2 ξ

6
∑
x∈Z2

||x||6σΞ

yΩz(F (x))−3a log2 ξ.

En choisissant y = 3a, ce qui n’est légitime que si 3a > 1, nous obtenons, en vertu du
Lemme 3.2.5

B2(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a)� ||F ||εσ2Ξ2

(log ξ)Q(3a) (3.68)

où la fonction Q est définie par

Q : R∗+ −→ R

x −→
∫ x

1
log(t)dt.

Ainsi
Q(x) = x log x− x+ 1.

Nous estimons à présent ∑
x∈Z2∩R(Ξ)

Ωz(F (x))>3a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2).

Pour cela, nous utilisons les Lemmes 3.2.5, 3.2.6, ainsi que le Théorème 3.2.9 afin d’obtenir∑
x∈Z2∩R(Ξ)

Ωz(F (x))>3a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2) 6

∑
x∈Z2∩R(Ξ)

∆2
3(F (x), χ, χ2)

� ||F ||εσ2Ξ2(log ξ)ρL(ξ)α
(3.69)

En combinant (3.68) et (3.69), nous obtenons que le second terme du membre de droite
de (3.67) est

� τ3(b3)(log2 ξ)2||F ||εσ2Ξ2(log ξ)ρ−Q(3a)L(ξ)α/2. (3.70)

Nous estimons à présent la contribution du premier terme du membre de droite de
(3.67). Majorons dans un premier temps∑

x∈Z2∩R(Ξ)
Ωz(F (x))63a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2).
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Pour cela, nous utilisons à nouveau la méthode paramétrique.∑
x∈Z2∩R(Ξ)

Ωz(F (x))63a log2 ξ

∆2
3(F (x), χ, χ2) 6

∑
x∈Z2∩R(Ξ)

yΩz(F (x))−3a log2 ξ∆2
3(F (x), χ, χ2)

valable pour tout y 6 1. En appliquant les Lemmes 3.2.5, 3.2.6 et le Théorème 3.2.9 avec
y = 1/(1 + ρ), nous obtenons∑

x∈Z2∩R(Ξ)
Ωz(F (x))63a log2 ξ

� ||F ||εσ2Ξ2(log ξ)3a log(ρ+1)−ρ/(ρ+1)L(ξ)α. (3.71)

Il ne nous reste plus qu’à estimer B1(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a). Nous séparons pour cela la somme
en trois. Nous désignons ainsi par B1j(1 6 j 6 3) les contributions à B1(ξ, δ, a) des vecteurs
x et des diviseurs d1, d2 satisfaisant respectivement les conditions

(B11) Ω(d1d2) 6 2a log2 ξ

(B12) F (x) 6 ϑ3Ξ3/(log ξ)3/(2κ)

(B13) Ω(d1d2) > 2a log2 ξ, F (x) > ϑ3Ξ3/(log ξ)3/(2κ)

Pour estimer B11, observons dans un premier temps que l’existence d’un couple (d1, d2)
tel que d1d2 | b3F (x) avec z2 < di 6 z3 implique l’existence d’un couple (d′1, d′2) tel que
d′1d
′
2 | F (x) avec z2/b

3 6 d′i 6 z3. Dans un second temps, nous utilisons la méthode
paramétrique. Pour y 6 1, nous avons, d’après le lemme 5.1 de [6], les Lemmes 3.2.5 et
3.2.6

B11 6
∑

z2/b3<d1,d26z3

yΩz(d1d2)−2a log2 ξ
∑

x∈Λ(d1d2,F )∩R(Ξ)
(m,n)=1

1

� (log ξ)−2a log y ∑
z2/b3<d1,d26z3

yΩz(d1d2) %
+
F (d1d2)
d1d2

(σ2Ξ2

d1d2
+ 1

)
� ||F ||ε(σ2Ξ2 + z2

3)(log2 ξ)2(log ξ)−2a log y+2y−2

Pour le choix de y = a, qui n’est valable que pour a 6 1, nous obtenons, en reportant dans
la majoration ci-dessus la valeur de z3

B11 � ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2(log2 ξ)2(log ξ)2δ−2Q(a) (3.72)

Le lemme 3.4 de [9] fournit la majoration suivante.

vol{x ∈ R : |F (x)|/ϑ3 6 β} � ϑ2β2/3√D.

En l’appliquant à β = (log ξ)−3/(2κ), nous obtenons

B12 � ||F ||εϑ2Ξ2/
√

log ξ. (3.73)
Il nous reste à estimer B13. Pour cela, nous observons que puisque Ωz(d1d2) > 2a log2 ξ,

l’un des deux, que nous noterons di, vérifie Ωz(di) > a log2 ξ. Notons dj l’autre diviseur et
dk = b3F (x)/didj . Nous avons alors

Ωz(djdk) = Ω(b3F (x)/di) < Ωz(b3) + 2a log2 ξ.

et
ϑ3Ξ3/{z2

3(log ξ)3/(2κ)+2δ} < dk < b3ϑ3Ξ3/z2
2 .
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Nous faisons de nouveau appel au lemme 5.1 de [6], au Lemme 3.2.5 et au Lemme 3.2.6
pour majorer B13, nous obtenons

B13 6
∑

z26d16z3
ϑ3Ξ3/{z2

3(log ξ)3/(2κ)}6d26b3ϑ3Ξ3/z2
2

yΩz(d1d2)−2a log2 ξ−Ωz(b3) ∑
x∈Λ(d1d2,F )∩R(Ξ)

(m,n)=1

1

� y−Ωz(b3)(log ξ)−2a log y ∑
z26d16z3

ϑ3Ξ3/{z2
3(log ξ)3/(2κ)}6d26b3ϑ3Ξ3/z2

2

yΩz(d1d2) %
+
F (d1d2)
d1d2

(σ2Ξ2

d1d2
+ 1

)

� y−Ωz(b3)||F ||ε
(
σ2Ξ2 + ϑ3b3

Ξ3z3
z2

2

)
(log2 ξ)2(log ξ)−2a log y+2y−2.

En choisissant y = a et en reportant les valeurs de z2 et z3, nous obtenons

B13 � a−Ωz(b3)||F ||ε
(
σ2Ξ2 + ϑ2b3

Ξ3

ξ

)
(log2 ξ)2(log ξ)5δ−2Q(a). (3.74)

Les équations (3.72), (3.73) et (3.74) fournissent

B1(Ξ, ξ, ϑ, b, δ, a)� a−Ωz(b3)||F ||ε
(
σ2Ξ2 + ϑ2b3

Ξ3

ξ

)
(log2 ξ)2(log ξ)5δ−2Q(a). (3.75)

Les équations (3.71) et (3.75) montrent alors que le premier terme du membre de droite
de (3.67) est

�τ3(b3)a−Ωz(b3)/2(log2 ξ)3||F ||ε
(
σ2Ξ2 + ϑ2b3

Ξ3

ξ

)1/2

σΞ(log ξ)1/2(3a log(ρ+1)−ρ/(ρ+1)−2Q(a)+5δ)L(ξ)α/2.
(3.76)

En reportant les équations (3.70) et (3.76) dans l’équation (3.67), nous obtenons

Υ(Ξ, ξ, ϑ, b)�τ3(b3)a−Ωz(b3)/2||F ||ε
(
σ2Ξ2 + ϑ2b3

Ξ3

ξ

)1/2

σΞL(ξ)α/2(log2 ξ)3
(
(log ξ)γ1 + (log ξ)γ2

)
.

(3.77)

En reportant dans (3.64), nous obtenons∑
x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d2|F (x)
(d1,d2)∈5

χ(d1)χ2(d2)

�||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(ξ)α/2(log2 ξ)Oa(1)
(
(log ξ)γ1 + (log ξ)γ2

)
.

(3.78)

où nous avons posé

γ1 = 1
2
(
3a log(ρ+ 1)− ρ

ρ+ 1 − 2Q(a) + 5δ
)

et
γ2 = 1

2
(
ρ−Q(3a)

)
.

Pour les choix de a = 1,742
3 , qui est compatible avec les conditions a 6 1 et 3a > 1, et

δ = 0, 0069, nous obtenons∑
x∈Dq∩R(ξ)

∑
d1d2|F (x)
(d1,d2)∈5

χ(d1)χ2(d2)� ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2L(ξ)α/2(log2 ξ)O(1)(log ξ)−η (3.79)

où η est défini en (3.5).
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La proposition 3.3.8 s’obtient en reportant les estimations (3.55), (3.59), (3.60), (3.61),
(3.62), (3.63) et (3.79) dans la formule (3.53) avec le choix δ = 0, 0069.

Nous utilisons la Proposition 3.3.8 pour estimer les termes Q2(Fβ,d1,d2 , ξ,Rβ,d1,d2) dans
la formule (3.49) lorsque d1 et d2 sont majorés par une puissance de log ξ. La contribution
des couples (d1, d2) complémentaires est traitée par le Lemme 3.3.6 et le Lemme 3.3.7. Par
ailleurs, en reprenant les notations de la Proposition 3.3.8, nous utilisons l’égalité suivante

%+
F (p) = %+

J (p),

valable pour tout p tel que (p,Ddét(M)) = 1. Cela fournit

Q1(F, ξ,R) =1
q

vol(R)ξ2L(1, χ)L(1, χ2)K1(F )
∑
d1|q∞

∑
α∈G1

∑
d2|q∞

|Wα,d1,d2 |
d1d2

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)η
)
.

(3.80)

En reportant cette estimation dans l’égalité (3.48), nous obtenons finalement

Q(F, ξ,R) =1
q

vol(R)ξ2L(1, χ)L(1, χ2)K1(F )
∑
d|q∞

1
d2

∑
d1|q∞

∑
α∈G1

∑
d2|q∞

|Wα,d1,d2 |
d1d2

+O
( ||F ||ε(σ2 + ϑ2)ξ2

(log ξ)η
)

Cela achève la démonstration du Théorème 3.1.1 et nous permet de déterminer K(F ).

K(F ) = 3ϕ(q)
q2

∏
p-q

(∑
ν>0

%+
F (pν)
p2ν (χ ∗ χ2)(pν)

) ∑
d|q∞

1
d2

∑
d1|q∞

∑
α∈G1

∑
d2|q∞

|Wα,d1,d2 |
d1d2

=
∏
p-q
Kp(F )Kq(F ),

(3.81)

avec
Kq(F ) := 3ϕ(q)

q2

∑
d|q∞

1
d2

∑
d1|q∞

∑
α∈G1

∑
d2|q∞

|Wα,d1,d2 |
d1d2

. (3.82)

Afin de démontrer l’égalité (3.9) portant sur la constante Kq(F ), nous rappelons la
définition des ensembles suivants

E :=
⋃
α∈G1

{n ∈ N∗ : ∃d | q∞, n ≡ αd mod dq},

où G1 = Ker(χ) et pour d | q∞, nous notons Ed la projection de E sur Z/dZ, c’est-à-dire

Ed =
⋃
α∈G1

{n ∈ Z/dZ : ∃d1 | q∞, n ≡ αd1 mod (d1q, d)}.
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Lemme 3.4.1. Nous avons

Kq(F ) = lim
k→∞

3
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣.

Démonstration. Nous écrivons
1
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= 1
q2k

∑
d|qk

∣∣∣{x ∈ (Z/(qk/d)Z)2 : d3F (x) ∈ Eqk , (x, qk/d) = 1
}∣∣∣.

Lorsque d | q[k/4], la condition (x, qk/d) = 1 est équivalente à (x, q) = 1. Le cas complé-
mentaire peut être aisément vu comme un terme d’erreur. Ainsi

1
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= 1
q2k

∑
d|q[k/4]

∣∣∣{x ∈ (Z/(qk/d)Z)2 : d3F (x) ∈ Eqk , (x, q) = 1
}∣∣∣+ o(1)

= 1
q2k

∑
d|q[k/4]

∑
d1|qk/d

|Ad,d1,k|+ o(1)

où

Ad,d1,k :=
{
x ∈ (Z/(qk/d)Z)2 : d3F (x) ∈ Eqk , m = d1m

′, (m′, qk/dd2) = 1, (d1m
′, n, q) = 1

}
.

Lorsque d2 | qk−1/d, la condition (m′, qk/dd2) = 1 est équivalente à (m′, q) = 1, nous pou-
vons en déduire que la condition (d1m

′, n, q) = 1 est équivalente à la condition (n, d1) = 1.
Le cas complémentaire peut être aisément vu comme un terme d’erreur. Ainsi

1
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= 1
q2k

∑
d|q[k/4]

∑
d1|qk−1/d

|Ad,d1,k|+ o(1),

où nous avons réécrit

Ad,d1,k :=
{
x ∈ (Z/(qk/d)Z)2 : d3F (x) ∈ Eqk , m = d1m

′, (m′, q) = 1, (d1, n) = 1
}
.

Lorsque d | q[k/4], la condition d3F (x) ∈ Eqk est équivalente à l’existence d’un entier d2 | q∞
et d’un α ∈ G1 tel que

F (x) ≡ αd2 mod (d2q, q
k/d3).

La contribution des entiers d2 tels que d2 - qk−1/d3 étant négligeable, nous pouvons écrire
1
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= 1
q2k

∑
d|q[k/4]

∑
d1|qk−1/d

∑
d2|qk−1/d3

|Bd,d1,d2,k|+ o(1)

où

Bd,d1,d2,k :=
{
x ∈ (Z/(qk/d)Z)2 : F (x) ∈ Ed2 , m = d1m

′, (m′, q) = 1, (n, d1) = 1
}

avec
Ed2 :=

⋃
α∈G1

{n ∈ N∗ : , n ≡ αd2 mod d2q}.
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Il existe ϕ(qk/dd1) entiers m dans Z/(qk/d)Z s’écrivant d1m
′ avec (m′, q) = 1, et il

existe qk−1/dd1
∑

α∈G1

|Wα,d1,d2 | éléments β de Z/(qk/d)Z tels que

F (d1, β) ≡ αd2 mod d2q

pour un certain α ∈ G1 avec (d1, β) = 1. La donnée d’un tel couple (m′, β) détermine de
manière unique chaque élément de l’ensemble Bd,d1,d2,k en posant

x = (d1m
′,m′β) ∈ (Z/(qk/d)Z)2.

Cela fournit l’estimation suivante
1
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= 1
q2k

∑
d|q[k/4]

∑
d1|qk−1/d3

∑
d2|qk−1/d

∑
α∈G1

ϕ
( qk
dd2

)qk−1

dd1
|Wα,d1,d2 |+ o(1)

=φ(q)
q2

∑
d|q[k/4]

∑
d1|qk−1/d3

∑
d2|qk−1/d

∑
α∈G

|Wα,d1,d2 |
d2d1d2

+ o(1).

Par passage à la limite, nous obtenons

Kq(F ) = lim
k→∞

3
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣,

ce qui démontre l’égalité (3.9).

3.5 Interprétation géométrique de K(F )
Nous supposons dans toute cette partie que l’anneau des entiers OK est principal. Notre

objectif ici est de démontrer la dernière assertion du Théorème 3.1.1.

3.5.1 Interprétation géométrique de Kq(F )
Nous notons G1 = Ker(χ) qui est un sous groupe de (Z/qZ)× d’indice 3.

Nous utilisons l’égalité du Lemme 3.4.1 portant sur Kq(F ) afin de décomposer cette
quantité en produit de facteurs non archimédiens.

Pour cela, nous devons fixer une Z-base de OK, (ω1, ω2, ω3). Cela nous permet de définir
un polynôme homogène à 3 variables P en posant

P (y, z, t) = NK/Q(yω1 + zω2 + tω3).

Proposition 3.5.1. Soient n > 1 et A > 1 deux entiers tels que pour tout p | q, nous
avons n > 1 + vp(A) et tels que la partie de A qui est première avec q appartienne à G1.
Si OK est principal, nous avons∣∣∣{(y, z, t) ∈ (Z/qnZ)3 : P (y, z, t) = A

}∣∣∣ = 3q2n.
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Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.5.2. Soit n un entier premier à q. Les assertions suivantes sont équivalentes.
— χ(n) = 1,
— Il existe (y, z, t) ∈ Z3 tels que

n ≡ P (y, z, t) mod q.

Démonstration. Ce lemme se démontre facilement en considérant un nombre premier
congru à n modulo q et en notant que la fonction 1 ∗χ ∗χ2(n) compte le nombre d’idéaux
de norme n. L’anneau OK étant principal, cela fournit le résultat.

La seconde assertion est une propriété locale, il suffit de la vérifier pour chaque nombre
premier p divisant q. Ce lemme nous permet donc d’affirmer que G1 s’écrit de la façon
suivante.

G1 =
∏
p|q
Gp,

où Gp est un sous groupe de (Z/pvp(q)Z)×. Nous notons rp son indice. Nous avons dans ce
cas ∏

p|q
rp = 3.

La proposition 3.5.1 peut donc être déduite de la proposition suivante.

Proposition 3.5.3. Soit p un nombre premier divisant q. Soient n > 1 et A > 1 tels que
n > vp(q) + vp(A) et tels que la partie de A qui est première avec p appartienne à Gp.
Sous l’hypothèse que OK est principal, nous avons∣∣∣{(y, z, t) ∈ (Z/pnZ)3 : P (y, z, t) = A

}∣∣∣ = rpp
2n.

Démonstration. Notons E(p, n) l’ensemble

E(p, n) = {(y, z, t) ∈ (Z/pnZ)3 : p - P (y, z, t)}.

La condition p - P (y, z, t) ne dépend que de la congruence de y, z et t modulo p. Par
ailleurs, comme (1 ∗ χ ∗ χ2)(p) = 1, il n’existe qu’un idéal Bp de norme p. Cet idéal est
engendré par un élément βp. La condition p - P (y, z, t) est donc équivalente à la condition
βp - yω1 + zω2 + tω3 dans OK. De plus, le choix d’une base nous permet d’expliciter
l’isomorphisme.

ψ : (Z/pZ)3 −→ OK/pOK

(y, z, t) 7→ yω1 + zω2 + tω3

En notant π la surjection canonique

π : OK/pOK −→ OK/Bp,

l’application π ◦ ψ est un morphisme de groupes surjectif et puisque

OK/Bp ≈ Z/pZ,
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nous avons
|E(p, 1)| = p3 − p2.

donc
|E(p, n)| = p3n−1(p− 1).

Il est par ailleurs possible de munir E(p, n) d’une structure de groupe multiplicatif via
le produit usuel de OK. Cette structure de groupe fait de l’application suivante

φ : E(p, n) 7→ (Z/pnZ)×

(y, z, t) 7→ P (y, z, t)

un morphisme de groupes dont l’image est l’ensemble des éléments dont leur réduction
modulo pvp(q) appartient à Gp. Cet ensemble est de cardinal pn−vp(q)pvp(q)−1(p− 1)/rp. Le
noyau de ce morphisme est donc de cardinal rpp2n, ce qui démontre le résultat dans le cas
où A est premier avec p.

Nous déduisons le cas général en raisonnant par récurrence sur la valuation p-adique
de A, au moyen du diagramme commutatif suivant et des isomorphismes entre les groupes
(Z/pkZ)3 et OK/p

kOK.

OK/B
3n−1
p

πn //

.βp
��

OK/p
n−1OK

NK/Q // (Z/pn−1Z)

.p

��
OK/p

nOK NK/Q
// (Z/pnZ)

où .βp désigne la multiplication par βp dans OK, tandis que πn désigne la surjection
canonique de OK/B

3n−1
p vers OK/p

n−1OK. Les applications .βp et .p sont injectives tandis
que le noyau de πn est de cardinal p2. Enfin, l’hypothèse n > vp(A) + vp(q) montre que si
vp(A) > 1, alors l’unique antécédent de A par la multiplication par p est également bien
défini modulo pvp(q), ce qui nous permet d’appliquer la récurrence.

La proposition 3.5.1 permet alors d’écrire

Kq(F ) = lim
k→∞

3
q2k

∣∣∣{x ∈ (Z/qkZ)2 : F (x) ∈ Eqk
}∣∣∣

= lim
k→∞

3
q2k

( ∑
x∈(Z/qkZ)2

F (x)∈E
qk

∀p|q vp(F (x))6k−1

1 +
∑

x∈(Z/qkZ)2

F (x)∈E
qk

∃p|q vp(F (x))>k−1

1
)

= lim
k→∞

3
q2k

∑
x∈(Z/qkZ)2

F (x)∈E
qk

∀p|q vp(F (x))6k−1

|{(y, z, t) ∈ (Z/qkZ)3 : P (y, z, t) ≡ F (x) mod qk}|
3q2k

+O
(∑
p|q

%+
F (pk)
p2k

)
= lim

k→∞

1
q4k

∣∣∣{(x, y, z, t) ∈ (Z/qkZ)5 : F (x) ≡ P (y, z, t) mod qk
}∣∣∣.

Ainsi,
Kq(F ) =

∏
p|q
Kp(F )
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où
Kp(F ) = lim

k→∞

1
p4k

∣∣∣{(x, y, z, t) ∈ (Z/pkZ)5 : F (x) ≡ P (y, z, t) mod pk
}∣∣∣.

3.5.2 Interprétation géométrique de Kp(F ) lorsque p ne divise pas q

Rappelons la définition de Kp(F ) lorsque p ne divise pas q.

Définition 3.5.4. Nous avons, pour tout p - q

Kp(F ) :=
(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)∑
k>0

%+
F (pk)
p2k (χ ∗ χ2)(pk) (3.83)

où
%+
F (pk) :=

∣∣∣{x ∈ (Z/pkZ)2 : F (x) ≡ 0 mod pk
}∣∣∣.

Définition 3.5.5. Pour tout p premier, nous notons

Kpg(F ) := lim
k→∞

1
p4k

∣∣∣{(x, y, z, t) ∈ (Z/pkZ)5 : F (x) ≡ P (y, z, t) mod pk
}∣∣∣.

Notre objectif dans cette section est de démontrer la proposition suivante

Proposition 3.5.6. Pour tout p - q, nous avons

Kp(F ) = Kpg(F ). (3.84)

Notons également pour la suite, pour A et k deux entiers, et p un nombre premier

S(A, pk) :=
∣∣∣{(y, z, t) ∈ (Z/pkZ)3 : P (y, z, t) ≡ A mod pk

}∣∣∣
où P est défini dans la section précédente à partir d’une Z-base de OK. La démonstration
de la proposition ci dessus passe par un calcul explicite de S(A, pk), analogue aux calculs
menés dans [2], [1] et [18].

Cas χ(p) 6= 1

Dans ce cas, pOK est un idéal premier de OK, nous pouvons alors énoncer le lemme
suivant.

Lemme 3.5.7. Soient A et k deux entiers. Si χ(p) 6= 1, nous avons

S(A, pk) =


p2k
(
1 + 1

p + 1
p2

)
si 3 | vp(A) et vp(A) < k

0 si 3 - vp(A) et vp(A) < k

p3[2k/3] si vp(A) > k

Démonstration. Nous utilisons de nouveau l’isomorphisme

ψ : (Z/pkZ)3 −→ OK/p
kOK.

Si vp(A) = 0 et
NK/Q(yω1 + zω2 + tω3) ≡ A mod pk
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alors yω1 + zω2 + tω3 ∈ (OK/p
kOK)×. L’application NK/Q induit un morphisme surjectif

de groupes multiplicatifs

NK/Q : (OK/p
kOK)× −→ (Z/pkZ)×

ce qui nous permet d’écrire

S(A, pk) = p2k
(
1 + 1

p
+ 1
p2

)
si vp(A) = 0. Nous pouvons raisonner par récurrence sur vp(A) pour conclure dans le cas
où vp(A) < k. En fait, si vp(A) > 3, et

NK/Q(yω1 + zω2 + tω3) ≡ A mod pk

alors p divise y, z et t. Ainsi

S(A, pk) =
∣∣∣{(y′, z′, t′) ∈ (Z/pk−1Z)3 : P (y′, z′, t′) ≡ A

p3 mod pk−3
}∣∣∣

= p6S(A
p3 , p

k−3)

Le cas vp(A) > k se démontre par récurrence sur k au moyen de l’égalité ci-dessus et des
conditions initiales

S(0, 1) = S(0, p) = 1, S(0, p2) = p3.

Nous pouvons donc écrire

Kpg(F ) = lim
ν→∞

1
p2ν

ν−1∑
k=0

∑
x∈(Z/pkZ)2

vp(F (x))=k

1
p2ν S(F (x), pν) + o(1)

=
(
1 + 1

p
+ 1
p2

)
lim
ν→∞

1
p2ν

ν−1∑
k=0
3|k

(
%+
F (pk)p2(ν−k) − %+

F (pk+1)p2(ν−k−1))

=
(
1 + 1

p
+ 1
p2

)∑
k>0
3|k

(%+
F (pk)
p2k − %+

F (pk+1)
p2(k+1)

)
.

Par ailleurs, puisque χ(p) 6= 1 et que χ est d’ordre 3, il est facile de vérifier que

(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)
= 1 + 1

p
+ 1
p2

et

(χ ∗ χ2)(pk) =


1 si k ≡ 0 mod 3
−1 si k ≡ 1 mod 3
0 si k ≡ 2 mod 3

Ainsi, nous avons

Kpg(F ) =
(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)∑
k>0

%+
F (pk)
p2k (χ ∗ χ2)(pk) = Kp(F ).
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Cas χ(p) = 1

Dans ce cas, pOK se décompose en produit de trois idéaux premiers

pOK = B1B2B3.

. Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant.

Lemme 3.5.8. Soient A et k deux entiers. Nous avons

S(A, pk) =


p2k
(
1− 1

p

)2(vp(A)+2
2

)
si vp(A) < k

p2k
{
k(k+1)

2

(
1− 1

p

)2
+ k

(
1− 1

p

)
+ 1

}
si vp(A) > k

Démonstration. Il s’agit de compter les éléments de norme A mod pk dans OK/p
kOK. Nous

considérons l’isomorphisme d’anneaux

OK/p
kOK ≈ OK/B

k
1 ×OK/B

k
2 ×OK/B

k
3.

Si vp(A) = 0, l’application NK/Q induit de nouveau un morphisme de groupes surjectif

NK/Q : (OK/p
kOK)× −→ (Z/pkZ)×,

mais lorsque χ(p) = 1, le cardinal de (OK/p
kOK)× est p3k(1− 1

p)3. Cela démontre l’égalité

S(A, pk) = p2k(1− 1
p

)2

si vp(A) = 0. Dans le cas où vp(A) < k, la condition

NK/Q(yω1 + zω2 + tω3) ≡ A mod pk

implique qu’il existe des exposants (i, j, h) tels que

i+ j + h = vp(A)

et un élément u premier avec p tels que

yω1 + zω2 + tω3 = βi1β
j
2β

h
3u

avec
B` = (β`), ` = 1, 2, 3.

Un tel u est défini de manière unique dans

OK/B
k−i
1 ×OK/B

k−j
2 ×OK/B

k−h
3 .

Une fois fixés les exposants (i, j, h), il est facile de voir que le nombre d’éléments
u ∈ OK/B

k−i
1 ×OK/B

k−j
2 ×OK/B

k−h
3 tels que

NK/Q(u) ≡ A

pvp(A) mod pk−vp(A)

est de cardinal p2k(1 − 1
p)2. Il existe enfin

(vp(A)+2
2

)
choix possibles pour les exposants

(i, j, h). Enfin, dans le cas où vp(A) > k, l’ensemble des solutions correspond à un choix
d’un triplet (i, j, h) tels que i+j+h > k et d’un élément u ∈ OK/B

k−i
1 ×OK/B

k−j
2 ×OK/B

k−h
3

premier avec p.
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Nous pouvons donc écrire

Kpg(F ) = lim
ν→∞

1
p2ν

ν−1∑
k=0

∑
x∈(Z/pkZ)2

vp(F (x))=k

1
p2ν S(F (x), pν) + o(1)

=
(
1− 1

p

)2
lim
ν→∞

1
p2ν

ν−1∑
k=0

(
%+
F (pk)p2(ν−k) − %+

F (pk+1)p2(ν−k−1)
)(k + 2

2

)

=
(
1− 1

p

)2 ∑
k>0

%+
F (pk)
p2k (k + 1).

Par ailleurs, puisque χ(p) = 1, il est facile de vérifier que

(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)
=
(
1− 1

p

)2

et
(χ ∗ χ2)(pk) = k + 1.

Ainsi, nous avons

Kpg(F ) =
(
1− χ(p)

p

)(
1− χ2(p)

p

)∑
k>0

%+
F (pk)
p2k (χ ∗ χ2)(pk) = Kp(F ).
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