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Préface

Version frangaise

L’objet principal de cette thése est d’établir une théorie de Hodge pour les variétés tro-
picales. Cette théorie tire toute sa richesse de ses nombreuses interactions avec différents
domaines des mathématiques allant de la géométrie complexe ou tropicale a la théorie de
Hodge asymptotique en passant par la théorie quantique des champs et la combinatoire des
polytopes, des complexes simpliciaux et des matroides. Tous ces domaines apportent des intui-
tions sur les objets et les phénoménes apparaissant dans la théorie développée, et, en retour,
cette derniére offre de nombreuses perspectives d’applications.

Depuis une vingtaine d’année, la géométrie tropicale s’est révélée étre une théorie trés
féconde en apportant une nouvelle fagon d’aborder des problémes difficiles en mathématiques.
En premiére approximation, elle permet de faire de la géométrie algébrique sur des espaces
linéaires par morceaux, sur lesquels on peut plus facilement faire des calculs et utiliser des
méthodes combinatoires. L’objectif est en général d’en déduire des résultats en géométrie
classique, souvent en géométrie réelle ou complexe. Par exemple, plusieurs résultats montrent
que les courbes tropicales sont trés similaires aux surfaces de Riemann, et la géométrie tropicale
permet de mieux comprendre la dégénérescence de ces surfaces [BN07, GK08,MZ08, Cop16,
CV10,AB15,CDPR12b,BJ16, ABBF16, AN20]|.

Dans cette thése, nous nous intéressons plutot aux variétés tropicales de dimensions quel-
conques. Ces derniéres apparaissent notamment en tant que limites de familles de variétés
complexes qui dégénérent. Plusieurs indices laissent penser que, comme pour le cas de la
dimension un, les variétés tropicales devraient encoder beaucoup d’information sur ces dégé-
nérescences. Les résultats que nous obtenons vont dans ce sens, ’analogie entre une variété
tropicale et une famille de variétés complexes étant sous-jacente & une grande partie de nos
travaux.

Récemment, dans 1'objectif de mieux comprendre cette interaction entre une dégénéres-
cence d’une famille de variétés complexes et sa limite tropicale, Itenberg, Katzarkov, Mikhalkin
et Zharkov ont introduit une homologie tropicale dans [IKIMZ19]. Cette homologie et la co-
homologie associée se sont révélées trés riches et avoir de nombreuses applications [JSS19,
MZ14,JRS18,GS19b, GS19a, AB14, ARS19, Aks19, AP20b, Mik20a, AP20c, AP21|.
A bien des égards, la cohomologie d’une variété tropicale ressemble a celle d’une variété com-
plexe. Une théorie trés importante en géométrie complexe est la théorie de Hodge qui montre
toute la richesse de la structure cohomologique des variétés complexes et dont les applications
sont innombrables. Dans cette thése, nous parvenons a établir une théorie de Hodge tropi-
cale. Nous obtenons ainsi une bien meilleure compréhension de la cohomologie d’une variété
tropicale. Cela ouvre de nombreuses perspectives pour I’étude des dégénérescences de variétés
complexes, ce qui forme la majeure partie des applications que nous envisageons pour notre
théorie.

Comme nous l'avons dit, un des intéréts de la géométrie tropicale est que 'on peut uti-
liser des outils combinatoires. Ainsi, pour établir notre théorie, nous nous inspirons des mé-
thodes développées en théorie de Hodge combinatoire. Cette théorie et celles qui lui sont
associées ont permis de résoudre des conjectures importantes en combinatoire des complexes
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8 PREFACE

simpliciaux, des matroides, etc., avec les travaux précurseurs de Stanley [Sta80]|, ou des tra-
vaux plus récents [McM93, Kar04, AHK18, Adi18 BHM"20a, BHM *20b,BH19]. Cette
thése montre que certains objets combinatoires importants apparaissant dans les articles cités
peuvent étre compris grace a la cohomologie tropicale. Cela, nous donne un nouveau point de
vue pour mieux comprendre et dépasser certains de ces résultats.

Ainsi 'on voit se dessiner deux domaines principaux. D’une part, I’étude des dégénéres-
cences de variétés complexes, et d’autre part, certains champs de la combinatoire. En ajoutant
les outils de la géométrie tropicale, la théorie de Hodge tropicale crée un pont entre ces deux
domaines et ouvre de nouvelles perspectives d’applications dans chacun d’eux, mais aussi dans
d’autres sujets que nous n’avons pas encore évoqués. En plus de présenter le fondement de la
théorie de Hodge tropicale, cette thése propose un apercu de développements et d’applications,
réelles ou potentielles, de cette théorie, dont plusieurs feront I’'objets de nos futurs travaux.

Organisation de la thése. La thése contient cinq chapitres. Les quatre derniers sont
les quatre articles écrits durant la thése, simplement concaténés, avec quelques retouches mi-
neures. Il nous a paru bon d’écrire une présentation détaillée, constituant le premier chapitre,
et qui reprend ’ensemble des résultats de la thése et les met en perspective.

Les chapitres 2, 3, 4 correspondent aux articles [AP21, AP20b, AP20c| . Ils ont été écrits
en collaboration avec Omid Amini. Ils constituent le début d’un programme de recherche que
nous menons ensembles dont le but est d’établir une théorie de Hodge tropicale et d’en déduire
différentes applications.

Le dernier chapitre reprend et complémente un travail effectué par I'auteur de cette thése
au début de celle-ci, [Pig19b|, au sujet de la géométrie de certains polynomes associés a des
complexes simpliciaux. Il s’agit en fait d’un sujet proche de la théorie de Hodge tropicale,
créée a posteriori.

Décrivons briévement ces quatre articles. Nous parlerons ensuite plus en détail du contenu
de la présentation détaillée qui est spécifique & cette thése.

Homologie des éventails tropicaux. Le second chapitre étudie le cas local de la géomé-
trie tropicale, c’est-a-dire le cas des éventails tropicaux. Nous y étendons la notion de lissité
tropicale en allant au-dela de celle utilisée jusqu’a présent qui s’appuie sur les éventails de
Bergman des matroides. En effet, nous pensons que cette nouvelle notion sera utile dans nos
futurs travaux sur les dégénérescences de variétés complexes. Pour nous, une variété tropi-
cale sera lisse si elle vérifie localement la dualité de Poincaré. La lissité tropicale a pour but
de refléter le fait que la limite tropicale se souvient de nombreuses informations concernant
la dégénérescence. Elle est liée a la notion de dégénérescence maximale en géométrie com-
plexe, et nos travaux tendent & montrer qu'une définition purement homologique devrait étre
particuliérement adaptée.

Nous construisons ensuite une famille d’éventails tropicaux, dits tropicalement épluchables,
qui sont lisses. Celle-ci contient notamment les éventails de Bergman, montrant que notre
notion de lissité est plus générale que la précédente.

Par ailleurs, nous étudions les anneaux de Chow des éventails unimodulaires. 11 s’agit d’ob-
jets importants en combinatoire. Dans le chapitre 2, nous montrons que I’anneau de Chow d’un
éventail est inclus dans la cohomologie tropicale de la compactification canonique de 1’éven-
tail. Dans le cas ou I’éventail est lisse, nous obtenons un isomorphisme. Ainsi, cela fournit une
nouvelle interprétation, et une généralisation, de I'article d’Adiprasito, Huh et Katz [AHK 18]

1. Notons que la version de l'article [AP20Db] ici présente s’appuie sur [AP21] bien qu’elle ait été rédigée
auparavant. Aussi mériterait-elle une révision pour harmoniser les notations et améliorer certaines preuves que
nous comprenons désormais mieux. Cela sera fait trés prochainement et 'article révisé sera disponible peu
apres la publication de cette thése.
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sur 'anneau de Chow des éventails de Bergman. Les propriétés qui y sont montrées sont en
fait des propriétés de la cohomologie tropicale de la compactification canonique de ’éventail.

Cette compactification canonique des éventails et des complexes polyédraux joue un roéle
central dans tout notre travail. On peut la voir comme une généralisation d’un analogue
tropical de la théorie des compactifications magnifiques de complémentaires d’arrangements
d’hyperplans introduites par De Concini et Procesi [DP95]. Par la suite, Feichtner et Yuzvinski
ont montré dans [F'Y 04| que la cohomologie de ces compactifications est calculée par 'anneau
de Chow de I’éventail correspondant. Nos travaux permettent de généraliser leur résultat,
notamment grace a 'introduction d’un analogue tropical de la suite spectrale de Deligne dans
le cas spécifique des éventails tropicaux lisses. Nous ’appelons la suite exacte de Deligne
tropicale.

Théorie de Hodge pour les variétés tropicales. Dans le troisiéme chapitre, nous
établissons a proprement parler la théorie de Hodge tropicale. Nous démontrons que la co-
homologie tropicale d’une variété tropicale projective lisse localement kdhlérienne vérifie plu-
sieurs propriétés de symétrie appelées propriétés kahlériennes. Ces propriétés sont la dualité
de Poincaré, le théoréme de Lefschetz difficile, les relations de Hodge-Riemann et la conjecture
monodromie-poids.

Ce résultat est d’abord démontré pour les éventails grace aux outils développés dans le
chapitre 2. Nous généralisons en particulier I'article [AHK18] ou les auteurs établissent les
propriétés kihlériennes pour les éventails de Bergman.

Nous obtenons alors le résultat global. Pour ce faire, nous nous inspirons de [IKMZ19]
et introduisons un analogue tropical de la suite spectrale de Steenbrink. Nous généralisons le
résultat de [IKMZ19| au cas non approximable, résultat qui montre que cette suite spectrale
dégénére vers la cohomologie tropicale. Pour cela nous utilisons de nouveau la suite exacte de
Deligne tropicale.

Nous nous inspirons ensuite du travail de Guillén et Navarro Aznar sur le théoréme des
cycles invariants [GIN90|. Cela nous permet de montrer que la cohomologie tropicale ainsi
calculée est une structure de Hodge-Lefschetz polarisée au sens de Saito [Sai88|, c’est-a-dire
qu’elle vérifie les propriétés kiahlériennes.

Notons qu’en I'absence du contexte géométrique, nous ne pouvons nous appuyer simple-
ment sur les résultats préexistant. Nous devons construire des analogues tropicaux des diffé-
rents objets et redémontrer les résultats directement dans le cadre tropical grace & de nouvelles
techniques de preuve. Certains des outils développés, comme ’analogue tropical des formes de
Kahler, jouent un réle central dans les applications en géométrie complexe sur lesquels nous
travaillons actuellement.

Une derniére étape de la preuve consiste a étendre nos résultats a toutes les variétés tro-
picales concernées. Pour cela nous utilisons un théoréme d’existence de bonnes triangulations
démontré pour 'occasion, ainsi qu’un théoréme de fibré projectif tropical permettant de mon-
trer que, sous certaines conditions, les propriétés souhaitées sont stables lorsque 1’on éclate ou
contracte un diviseur tropical a l'infini.

L’opérateur eigenwave introduit dans [MZ14| par Mikhalkin et Zharkov, aussi appelé
opérateur de monodromie tropical, joue un role central dans ce travail. Notamment nous
résolvons la conjecture monodromie-poids apparaissant dans [MZ14, Liul9| et qui énonce
que 'opérateur induit un isomorphisme entre les parties de bidegrés (p, q) et (¢q,p) pour deux
entiers p et q.

Suite de Clemens et Schmid tropicale et existence de cycles tropicaux. Vient
ensuite une application de la théorie de Hodge tropicale. Dans le chapitre 4, nous résolvons
la conjecture de Hodge tropicale pour les variétés tropicales projectives lisses localement kéah-
lériennes admettant une triangulation rationnelle : les classes de Hodge sont exactement les
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classes de bidegrés (p,p) dans le noyau de la monodromie. Dans [Zha20|, Zharkov présente
une idée de Kontsevich selon laquelle un contre-exemple & la conjecture de Hodge tropicale
pour une variété tropicale abélienne fournirait un contre-exemple & la conjecture de Hodge
classique. Sans pour autant infirmer cette idée, notre résultat va nettement dans le sens inverse.

Pour démontrer notre théoréme, nous introduisons un analogue tropical de la suite exacte
de Clemens et Schmid [Cle77,Sch73|. Nous obtenons ainsi un analogue du théoréme des
cycles invariants, et la preuve consiste ensuite a construire des cycles tropicaux associés a ces
cycles invariants, ce que nous faisons grace aux résultats de [AP20b].

Une généralisation des polyndmes de Symanzik en dimensions supérieures.
Finalement, dans le dernier chapitre, motivé par la description de ’asymptotique de l'ac-
couplement de hauteur de cycles sur une famille de variétés complexes qui dégéneére, nous
généralisons les polyndémes de Symanzik au cas des complexes simpliciaux et au-dela.

En dimension un, les deux polynémes de Symanzik d’'un graphe métrique sont utilisés en
théorie quantique des champs pour calculer les intégrales de Feynman. Ils sont connus pour
avoir de nombreuses propriétés. Il s’agit notamment de spécialisations du polynéme de Tutte
multivarié, aussi connu sous le nom de modéle de Potts en physique. Notre généralisation
conserve la plupart de ses propriétés.

D’autre part, les polynémes que nous définissons sont entre autres liés & un théoréme de
type Kirchhoff pour les complexes simpliciaux découvert récemment [DKMO09|, et a d’autres
travaux sur les probabilités déterminantales et les complexes simpliciaux aléatoires [Lyo03,
Lyo09].

Récemment, Amini, Bloch, Burgos Gil et Fresan ont montré dans [ABBF16| que le rap-
port des deux polynémes de Symanzik sur la limite tropicale peut décrire 'asymptotique de
I’accouplement de hauteur de deux cycles de degré zéro sur une famille de surfaces de Riemann.
Ces polynomes sont aussi reliés & la limite tropicale des mesures canoniques sur les fibres de
la famille. Notre généralisation peut étre vue comme une premiére étape pour étendre ces
résultats en dimensions supérieures.

En particulier, nous généralisons un théoréme de stabilité sur le rapport des deux poly-
nomes de Symanzik vis-a-vis d’une variation bornée de la géométrie du complexe simplicial.
Un cas particulier de ce théoréme en dimension un est étudié dans [Amil9| pour apporter une
nouvelle preuve des résultats de [ABBF16]|. Ce phénomeéne de stabilité doit par ailleurs étre
lié aux théorémes de 'orbite SL2 et de I'orbite nilpotente en théorie de Hodge asymptotique.

Pour démontrer le théoréme de stabilité, nous fournissons une description compléte du
graphe d’échange des paires d’indépendants d’un matroide. Ce résultat est par exemple lié a
une conjecture de White [Whi80] et pourrait avoir un intérét en soi.

Présentation détaillée. Le premier chapitre, écrit en francais, est spécifique a cette
theése et vise plusieurs objectifs.

Tout d’abord, il s’agit d’une présentation détaillée de I'ensemble des quatres articles. Il est
congu pour pouvoir étre lu indépendamment, bien que nous renvoyons réguliérement aux autres
chapitres pour les détails. Nous y esquissons tout de méme une sélection de démonstrations
qui nous ont paru particulierement dignes d’intérét.

Au fur et & mesure de I’élaboration des quatre articles, des liens avec d’autres théories
et des application potentielles sont apparus. Notre travail est par exemple lié & la conjecture
de Hodge tropicale ou & la théorie de Hodge asymptotique. De maniére plus intéressante,
nous mettons en lumiére des liens étroits, jusqu’alors apparemment passés inapergus, entre
le programme que nous développons en théorie de Hodge tropicale et les travaux menés par
exemple par Adiprasito et Huh en théorie de Hodge combinatoire. Cette connexion pourrait
permettre de mieux comprendre voir de dépasser certains travaux dans ce domaine.
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Un second objectif de la présentation détaillée est d’expliciter tous ces liens entretenus
avec la combinatoire mais aussi avec les autres théories mentionnées. Nous ne présenterons pas
toujours ces derniéres de maniére précise, soit parce qu’une telle présentation nous emmeénerait
trop loin de notre sujet, soit parfois parce que 'auteur de cette thése ne maitrise pas forcément
suffisamment bien ces différentes théories. Dans ces cas-la, notre but est plutét de donner une
intuition quitte a perdre en rigueur. Nous espérons que cette simplification de certains concepts
pourra étre utile & des lecteurs peu familier des thémes présentés pour mieux comprendre ou
découvrir de nouvelles notions.

Pour expliciter certains de ces liens, des généralisations attendues de notre travail sont
nécessaires. C’est pourquoi nous proposons un cadre suffisamment général pour donner un
sens précis a ces relations et & certaines questions associées. En plus de généraliser plusieurs
théorémes et d’obtenir une meilleure compréhension des précédents travaux, nous obtenons
aussi quelques résultats originaux intéressants. Un apercu de ces nouvelles contributions est
donné ci-dessous. Pour ne pas trop alourdir la présentation, les preuves de ces résultats sont
simplement esquissées. Si notre cadre généralisé permet en effet d’obtenir les applications
envisagées, ces démonstrations seront de toute fagon complétement rédigées dans de futurs
articles.

Par ailleurs il se trouve que le cadre dans lequel nous travaillons permet de simplifier
significativement certaines preuves, notamment parmi celles utilisées dans la présente version
de [AP20b]. Ces nouvelles idées apparaitront dans une future version de I'article.

Décrivons les principales nouveautés de la présentation détaillée par rapport aux articles.

Liens avec la combinatoire des complexes simpliciaux. Dans le chapitre 1, nous
travaillons avec des structures simpliciales affines, objets créés pour I'occasion, qui sont des
complexes simpliciaux abstraits munis localement d’une structure affine semblable a celle
présente sur les variétés tropicales triangulées. Ces structures ne sont pas forcément localement
plongeables dans R™ car deux faces peuvent se superposer, par exemple si la restriction des
fonctions affines a ces deux faces coincident.

Un des avantages de cette description est de pouvoir généraliser un théoréme de I’ar-
ticle [AP21] aux complexes simpliciaux abstraits. Dans cet article, nous montrons que l’an-
neau de Chow d’un éventail ¥ est isomorphe & la cohomologie tropicale de la compactification
canonique de ¥ restreinte aux parties de bidegrés (p, p) pour 0 < p < dim(X).

Plus généralement, si A est un complexe simplicial de dimension d, on peut regarder ’an-
neau de Stanley-Reisner SR®(A) et choisir d éléments suffisamment génériques dans SR1(A).
Le quotient de SR!(A) par I'idéal © engendré par ces d éléments est I’analogue de 'anneau
de Chow pour I’éventail cone(A) induit par A. On le note A*(A). Par exemple cet anneau
vérifie la dualité de Poincaré si A est une sphére simpliciale.

Les d éléments engendrant © induisent une structure simpliciale linéaire naturelle sur
cone(A). Notons la ¥. Nous montrons que

AP(A) ~ HPP(S),

ou le membre de droite est la cohomologie tropicale de la compactification canonique de X.
Ce résultat pourrait permettre d’introduire des outils cohomologiques ou faisceautiques pour
étudier A®*(A). Par exemple, I'isomorphisme ci-dessus permet de redémontrer la dualité de
Poincaré pour AP(A) lorsque A est une sphére simpliciale.

Nous montrons aussi que le complexe de partition utilisé par Adiprasito dans [Adil8] pour
démontrer la g-conjecture pour les sphéres simpliciales correspond & ce que nous appelons la
suite exacte de Deligne tropicale, que nous utilisons de maniére cruciale & plusieurs reprises
dans nos travaux. Peut-étre que ce lien permettra dans le futur d’apporter un nouveau point
de vue voire de dépasser le travail d’Adiprasito.
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Structures simpliciale rationnelles. Dans [AP20b]| nous travaillons avec des com-
plexes simpliciaux unimodulaires. Or 'unimodularité est une condition qui n’est pas toujours
facile & conserver. Nous avons ainsi besoin de théorémes combinatoires relativement difficiles
a démontrer. Cette condition d’'unimodularité est trés importante lorsque 1'on travaille & co-
efficients entiers, comme on peut le constater dans [AP21]. Mais pour le cas rationnel, on
peut en fait se passer de cette condition d’unimodularité et travailler directement avec des
complexes simpliciaux rationnels quelconques, ou bien des structures simpliciales rationnelles.
Cela permet de simplifier considérablement certaines preuves comme nous le verrons dans le
chapitre 1.

Par ailleurs, nos preuves s’appuient systématiquement sur des triangulations. Comme la
cohomologie est indépendante de la triangulation choisie sur la variété tropicale, il devrait
étre possible de travailler directement avec la variété sans choisir de triangulation. Néanmoins
nous ignorons comment faire pour le moment. Cela entraine une certaine limite & nos résul-
tats car certaines variétés tropicales rationnelles n’admettent pas de triangulation rationnelle.
Notamment notre travail sur la conjecture de Hodge tropicale [AP20c| ne s’applique pas a
ces variétés. Pour tenter de pallier & cette limite, nous définissons les structures simpliciales
faiblement rationnelles qui semblent bien adaptées & ce probléme. Nous autorisons des faces
rationnelles et d’autres non rationnelles & coexister. On peut par exemple définir les classes
de Hodge rationnelles dans ce contexte et ainsi poser précisément la conjecture de Hodge
tropicale. Notamment, nous présentons l'intérét de cette définition pour étudier les variétés
abéliennes tropicales, ce qui nous permet d’inclure le probléme posé par Kontsevich et Zharkov
dans |[Zha20] dans notre théorie.

English version

The main objective of this thesis is to establish a Hodge theory for tropical varieties.
The power of this theory comes from its numerous interactions with various other fields of
mathematics: with algebraic, tropical, and complex geometry, with algebraic topology, with
asymptotic Hodge theory, but also with quantum field theory or the combinatorics of simplicial
complexes, polytopes and matroids. These classical subjects provide a guiding intuition and
principles on the objects and the phenomena that appear in the theory we wish to develop.
As a counterpart, our theory leads to many perspectives of applications.

For two decades, tropical geometry has established itself as a very productive theory which
provides a new approach towards difficult until now resisting problems in mathematics, in dif-
ferent branches. At a first glance, it is a way to do algebraic geometry on piecewise linear
spaces, on which one can more easily do some computations or use powerful combinatorial
methods. Usually, the primary goal is to deduce some results in classical geometry, for in-
stance in real or complex geometry. For example, many results show that tropical curves
are very similar to Riemann surfaces, and tropical geometry leads to a better understanding
of degenerations of these surfaces [BN07, GK08,MZ08, Cop16,CV10,AB15, CDPR12b,
BJ16, ABBF16, AN20|.

In this thesis, we are interested in tropical varieties of any dimension. They appear, for
instance, as tropical limits of degenerating families of complex varieties. Several evidences
let us think that, as in dimension one, tropical varieties should encode much data about the
degenerations. The results we obtain provide new evidences: the analogy between tropical
varieties and family of complex varieties underlies a large part of our work.

Recently, in order to better understand the interactions between a family of complex va-
rieties and its tropical limit, Itenberg, Katzarkov, Mikhalkin et Zharkov introduced a tropical
homology [IKMZ19|. This homology and the corresponding cohomology have been already
studied a lot and have led to many applications [JSS19, MZ14, JRS18, GS19b, GS19a,
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AB14,ARS19, Aks19, AP20b, Mik20a, AP20c, AP21|. The cohomology of a tropical va-
riety mimics that of a complex variety. A theory of great importance in complex geometry is
Hodge theory. It shows numerous interesting properties of cohomologies of complex varieties,
and over the decades it has plenty of applications. In this thesis, we achieve to establish a
tropical Hodge theory, that is a Hodge theory for tropical varieties. This leads to a better
understanding of the cohomology of tropical varieties, and opens up diverse perspectives in
the study of degenerations of complex varieties, which are the main applications we have in
mind for the development of our theory.

One of the interesting features of tropical geometry is that one can use combinatorial tools.
In particular, in our work, we use ideas coming from combinatorial Hodge theory. This theory
has been used to overcome important conjectures concerning the combinatorics of simplicial
complexes, matroids, etc. We can cite in particular the pioneering work of Stanley [Sta80],
or more recent works as [McM93, Kar04, AHK18, Adi18, BHM*20a,BHM"20b, BH19|.
This thesis shows that some combinatorial objects at the heart of these recent papers could
be computed thanks to tropical cohomology. We thus get a new point of view and a bridge to
classical Hodge theory that should lead to a better understanding or generalizations of some
of these results.

We can therefore see two main underlying topics. On the one hand, the study of degenera-
tions of complex varieties. And on the other hand some parts of combinatorics. With the help
of tools coming from tropical geometry, tropical Hodge theory brings a bridge between these
two fields, opening new perspectives of applications to both, and also to other domains we
did not mention yet. Apart from presenting foundations of tropical Hodge theory, this thesis
gives an overview of some developments and some applications, either potential or concrete,
of our theory. Several of them will be part of our future work.

Organization of the thesis. This thesis consists of five chapters. The last four chapters
are actually four concatenated papers, which were written during the thesis, with a few minor
modifications. Moreover, we wrote a detailed presentation in French as a first chapter. It
presents the different results of the thesis and highlights the links they maintain with other
subjects in mathematics.

Chapters 2, 3 and 4 correspond to the papers [AP21, AP20b, AP20c]| 2. These are joint
works with Omid Amini and they are part of our program aiming to establish a tropical Hodge
theory and to deduce diverse applications.

The last chapter takes up, and complements by adding some new materials, a work done at
the beginning of the thesis [Pig19b]| on geometry of polynomials associated to combinatorial
structures. It is in fact about a subject having many relations with tropical Hodge theory,
which was developed later.

In the rest of this introduction, we give brief overview of the four articles. Then we will
describe in more details the content of the first chapter.

Homology of tropical fans. The second chapter studies the local case of tropical geom-
etry, namely that of tropical fans. We extend the notion of tropical smoothness beyond the one
that is currently in use in tropical geometry, which is based on matroids and their Bergman
fans. We believe that this new notion will be useful in our future work about degenerations
of complex varieties. In our work, a tropical variety is smooth if it verifies Poincaré duality
locally. Tropical smoothness aims to reflect the intuitive idea that the tropical limit recalls as

2. The current version of [AP20b] is based on [AP21] though it was written before. That is why it would
deserve further revision in order to harmonize the notations and to improve some of the proofs that we now
understand better. This will be done soon, and the revised article should appear just after the publication of
this thesis.
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much as possible data about the degeneration. This is linked to the notion of maximal degen-
eracy in complex geometry, and our work tends to show that a purely homological definition
suits for our purpose.

We then build a family of tropical fans, called tropically shellable, which are smooth.
Among them one can find Bergman fans. Hence our notion of smoothness generalizes the
previous one.

Furthermore, we study the Chow rings of unimodular fans. These rings are important for
instance because of their applications in combinatorics. In Chapter 2, we show that the Chow
ring of a fan is included in the tropical cohomology of the canonical compactification of the
fan. If the fan is smooth, we even get an isomorphism. This leads to a new interpretation and
a generalization of the work of Adiprasito, Huh and Katz in [AHK18| about Chow rings of
Bergman fans. The results of that article are in fact properties of the tropical cohomology of
the canonical compactifications of fans.

Canonical compactifications of fans and polyhedral complexes play a fundamental role in
our whole work. One can consider them as a generalization of a tropical analog of the theory
of wonderful compactifications, for example that of hyperplane arrangements complements in
the torus introduced by De Concini and Procesi in [DP95|. Later, Feichtner and Yuzvinski
proved in [FY04| that the cohomology of these compactifications in the case of hyperplane
arrangements can be computed thanks to the Chow ring of the corresponding fans. Our work
generalizes their results. To do so, we introduce the tropical Deligne exact sequence for smooth
tropical fans, which is the tropical analog of the Deligne spectral sequence in this specific case.

Hodge theory for tropical varieties. In the third chapter, we establish tropical Hodge
theory. More precisely, we prove that a smooth projective tropical variety that is locally
Kéhler verifies the Kéhler package. Namely, it verifies the Poincaré duality, the hard Lefschetz
theorem, the Hodge-Riemann bilinear relations and the monodromy-weight conjecture.

We first prove the result for fans thanks to the tools developed in Chapter 2. In particular,
we generalize, by providing a new proof, of the work of Adiprasito-Huh-Katz [AHK18| in
which the authors prove the Kéahler package for Bergman fans.

To obtain the global result, we build on [IKMZ19] and introduce an tropical analog
of the Steenbrink spectral sequence. Then we generalize a result of [IKMZ19| to tropical
varieties that are not approximable: we show that the spectral sequence computes the tropical
cohomology. Once again, we use the tropical Deligne exact sequence.

Then, we look at the work of Guillén and Navarro Aznar about invariant cycles theo-
rem [GN90|. We are able to prove that the tropical cohomology computed by the Steenbrink
spectral sequence is a polarized Hodge-Lefschetz structure in the sense of Saito [Sai88], i.e.,
it verifies the Kéahler package.

We note that without the geometric context in background, we cannot simply rely on
preexisting results. We have to construct tropical analogs of the different objects and to do
again the whole proof directly in the tropical world thanks to new technics of proof. Some
of the tools developed, like the tropical analog of K&hler forms, play a central role in the
applications of the results in complex geometry we are currently investigating.

The last step is to extend the theorem to all the suitable tropical varieties. This is done
thanks to theorems that state the existence of good triangulations on these varieties, and to
a tropical projective bundle formula which prove that, under some good assumptions, the
Kahler package is preserved when we perform blow-ups or blow-downs on a tropical divisor
at infinity.

The eigenwave operator introduced in [MZ14| by Mikhalkin and Zharkov, also called
the tropical monodromy operator, plays a major role in our work. In particular we solve
the monodromy-weight conjecture which appears in [MZ14, Liul9| and which states that
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the operator induces an isomorphism between the parts of bidegree (p,q) and (gq,p) for any
integers p and gq.

Tropical Clemens-Schmid sequence and existence of tropical cycles. Chapter 4
is about an application of tropical Hodge theory. We solve the tropical Hodge conjecture
for smooth projective tropical varieties that are locally Kéhler and that admit a rational
triangulation. More precisely, we prove that the Hodge classes are exactly the classes of
bidegree (p, p) that are in the kernel of the monodromy. In |[Zha20]|, Zharkov presents an idea
of Kontsevich, according to which any counter-example of the tropical Hodge conjecture for an
abelian tropical variety would give a counter-example for the classical Hodge conjecture. Our
theorem goes into the opposite direction, even if it does not invalidate the idea of Kontsevich.

In order to prove the theorem, we introduce a tropical analog of the Clemens-Schmid exact
sequence [Cle77,Sch73]. Hence we obtain an analog of the invariant cycle theorem. Then
the proof consists in constructing a tropical cycle associated to these invariant cycles. We
achieve to do this thanks to the results of [AP20b].

A multidimensional generalization of Symanzik polynomials. Finally, in the last
chapter, motivated by describing the asymptotic of height pairing between cycles on degen-
erating families of complex varieties, we provide a generalization of Symanzik polynomials to
simplicial complexes and beyond.

In dimension one, the two Symanzik polynomials of a metric graph are used in quantum
field theory to compute Feynman integrals. Both polynomials have many known properties.
In particular, they are some specializations of the multivariate Tutte polynomial, also known
as Potts model in physics. Most of these properties remain true for our generalization.

Besides, the polynomials we defined are linked to a Kirchhoff matrix-tree theorem on
simplicial complexes that has been discovered recently [DKMO09], and to other works on
determinantal probabilities and random simplicial complexes [Lyo03, Lyo09|.

Recently, Amini, Bloch, Burgos Gil and Fresan proved that the ratio of the two Symanzik
polynomials on the tropical limit of a family of Riemann surfaces can describe the asymptotic
of the height pairing between two degree zero divisors. The polynomials are also linked to the
tropical limit of canonical measures on the fibers of the family. Our generalization could be
regarded a first step to higher dimensional extensions of these results.

In particular, we prove a somehow surprising stability theorem for the ratio of the two
polynomials under some bounded variations of the geometry of the simplical complex. A one-
dimensional specific case of this theorem is studied in [Amil9] in order to give a new proof of
the results in [ABBF16|. This stability phenomenon should also have links to the nilpotent
and SL2 orbit theorems in asymptotic Hodge theory.

In the course of the proof of the stability theorem, we provide a complete description of
the exchange graph of pair of independent sets of a general matroid. This result is linked to
a conjecture of White [Whi80| and might be of independent interest.

Detailed presentation. The first chapter, written in French, is specific to this thesis
and has several objectives.

First, it is a detailed presentation of the four papers. It can be read on its own, though
we often refer to the papers for the details. Nevertheless, we occasionally sketch some notable
proofs.

While we were working on the four papers, some connections to other theories and po-
tential applications appeared. For example it is linked to the tropical Hodge conjecture or
to asymptotic Hodge theory. More interestingly, we highlight some strong links, which has
apparently not been noticed yet, between our program about tropical Hodge theory and the
works undertaken, for instance, by Adiprasito and Huh in combinatorial Hodge theory. These
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connections might give a better understanding or even a generalization of some works in this
domain.

The second objective of this detailed presentation is to make explicit the connections with
combinatorics and with the other theories mentioned above. We do not always present these
theories in detail, either because it would take us too far away from our present subject, or
because the author of this thesis does not have enough understanding of those theories yet.
In these cases, our goal is more to give a general idea of the theories even if the presentation
is not entirely rigorous. We hope that these simplifications of some concepts will be useful to
the readers who are not familiar with these topics, and will help them to better understand
or to discover new concepts.

In order to present some of those links, some generalizations of our work are necessary.
That is why establishing a sufficiently general framework was necessary to give a precise
meaning to some of the connections and to associated questions. We do not only generalize
several theorems but we also obtain some new and interesting results. An overview of these
results could be found below. To not make the presentation too technical, we only sketch the
proof of the results. Anyway, if our generalized framework would actually allow us to get some
of the applications, those proofs would be fully given in future papers.

Moreover, the framework we are working with makes some of the previous proofs much
simpler, especially among those of [AP20b]. The new ideas might be given in a future version
of this paper.

Let us describe the main additions of the detailed presentation compared to the other
chapters.

Links to the combinatorics of simplicial complexes. In chapter 1, we work with
affine simplicial structures. These are abstract simplicial complexes endowed with an affine
structure similar to those that we find on the triangulable tropical varieties. These structures
cannot necessarily be embedded in R™ because two faces might overlap. For example that
might happen if the restrictions of affine forms to two different faces coincide.

One of the benefits of this description is that we can generalize one of the theorems
of [AP21] to abstract simplicial complexes. In this paper, we show that the Chow ring of a
fan ¥ is isomorphic to the tropical cohomology of the canonical compactification of ¥ restricted
to the parts of bidegree (p,p) for 0 < p < dim(X%).

More generally, if A is a simplicial complex of dimension d, we can consider the Stanley-
Reisner ring SR®(A) and choose d sufficiently generic elements in SR!(A). Let © be the ideal
generated by these elements. The quotient of SR'(A) by © is the analogous of the Chow ring
for the fan cone(A) induced by A. We denote it by A®*(A). For example this ring verifies the
Poincaré duality if A is a simplicial sphere.

The d elements generating © induce a natural linear simplicial structure on cone(A). We
denote it by >. We prove that

AP(A) ~ HPP(YD),
where the right hand-side member is the cohomology of the canonical compactification of 3.
This result might let one use cohomological tools or sheaf theory to study A®(A). For instance,
thanks to the above isomorphism, we can give a new proof of the Poincaré duality for AP(A)
when A is a simplicial sphere.

We also prove that the partition complex used by Adiprasito in [Adil8] to prove the
g-conjecture for simplicial spheres corresponds to what we call the tropical Deligne exact
sequence that we use in a critical way throughout our series of work discussed above. This
connection might lead to a new point of view and a better understanding of the work of
Adiprasito.
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Rational simplicial structures. In [AP20b| we work with unimodular simplicial com-
plexes. But the unimodularity condition is not always easy to preserve. Hence we need some
combinatorial theorems rather hard to prove. This unimodularity condition is very important
when we work with integral coefficients, as we can see in [AP21]. But in the rational case, we
do not need this unimodularity condition anymore and we can directly work with any rational
simplicial complex, or with rational simplicial structures. This allows to simplify considerably
some of the proofs, as we will see this in Chapter 1.

Moreover, our proofs in [AP20b, AP20c]| are systematically based on triangulations. As
the cohomology is independent of the chosen triangulation on the tropical variety, it should be
possible to work directly without choosing any triangulation. Nevertheless, we do not know
yet how to do this. This puts some limitations on our results because some rational tropical
varieties do not admit any rational triangulation. In particular, our work on the tropical
Hodge conjecture does not apply to these varieties. In order to overcome this limitation, we
define weakly rational simplicial structures that seem well fitted to this problem. We allow
some rational and non-rational faces to coexist. In this context we can for instance define the
rational Hodge classes and therefore state precisely the tropical Hodge conjecture. We will
present the utility of such a definition for abelian tropical varieties. This allows us to include
the problem stated by Kontsevich and Zharkov in [Zha20] in our theory.
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Chapitre 1

Présentation détaillée du travail de thése

1. Rappels de géomeétrie tropicale

L’objet principal de cette thése est de développer une théorie de Hodge tropicale. A une
exception prés, voir section 9, les résultats de cette thése, bien qu’analogue a des résultats
de la géométrie classique, sont inhérents au monde tropical dans le sens ot ils peuvent étre
établis indépendamment de la géométrie classique. Toutefois nous discuterons abondamment
de l'interprétation géométrique de nos résultats et des applications potentielles de ceux-ci,
par exemple en liant avec la théorie de Hodge classique ou asymptotique, avec la géométrie
torique mais aussi avec d’autres domaines notamment en combinatoire. La présente section
expose entre autre certains objets qui ne sont pas formellement utiles pour nos résultats mais
qui sont liés & ces applications. Plusieurs d’entres elles feront d’ailleurs ’objet de nos futurs
travaux, et nous présentons dors et déja certains résultats partiels et certaines idées dans cette
these.

A dire vrai, dans ce chapitre nous ne travaillerons pas avec des variétés tropicales mais
avec des objets que nous appelons structures simpliciales et qui sont fagonnés spécifiquement
pour pouvoir appliquer notre théorie a certains domaines. Ces objets se comportent globale-
ment comme les variétés tropicales mais sont plus abstraits. Afin d’avoir une bonne intuition
du comportement de ces structures simpliciales, il est bien de connaitre les objets que nous
généralisons. Cette section est 14 pour cela. Nous y définissons des objets dont nous reparle-
rons réguliérement dans la suite, le plus souvent comme des exemples d’application de notre
théorie généralisée.

Ainsi, pour les lecteurs non familiers du sujet, nous faisons ici quelques rappels sur la
géométrie tropicale, sur les variétés tropicales, mais aussi sur les éventails de Bergman d’un
matroide et sur les dégénérescences de familles de variétés complexes, sur leurs limites tropi-
cales et sur les liens entre les deux. Ceci dit, en particulier concernant la géométrie tropicale,
ce court chapitre ne peut valoir la lecture de I'une ou ’autre des nombreuses introductions du
sujet disponibles dans la littérature [BIMS15, Mik06, RGST05, MS15, MR09, IMS09].

Conventions et notations. Dans toute cette thése, nous désignerons par N I’ensemble
des entiers strictement positifs, et par Ry, resp. R_, les nombre réels positifs ou nuls, resp.
négatifs ou nuls. Si n € N, la notation [n] désigne 'ensemble {1,2,...,n}.

Si F est un ensemble et si e € E, nous noterons parfois £ — e ’ensemble E ~ {e}. Si e est
un élément qui n’est pas dans F, nous noterons parfois E + e ’ensemble E U {e}.

Nous aurons souvent affaire & un ensemble ordonné de faces, (X, <). Pour les objets indexés
par les faces §, nous utilisons § en indice pour les objets liés & I’espace tangent de J, par exemple
Cs, et § en exposant pour les objets liés au quotient par I'espace tangent de §, par exemple
C°. Siy < § est une autre face, nous aurons en général des applications de C, dans Cjs, ou
de C7 dans C°, que nous noterons avec l'indice v < §, par exemple iy<s, ou des applications
dans I'autre sens, et nous utiliserons alors 'indice § > +, par exemple i§>7. Si 'on préfere,
on peut voir la description ci-dessus comme des notations pour des foncteurs covariants ou
contravariants de domaine la catégorie induite par (X, <).

Si E est un ensemble et k un corps, on note k¥ := (—Bee ke lespace vectoriel sur k de
dimension card(E) engendré par les éléments de e.

21



22 1. PRESENTATION DETAILLEE DU TRAVAIL DE THESE

FI1GURE 1. Une structure simplicial et son éventail de récession.

Si V est un espace vectoriel, ou un réseau, on note V* son dual. Si U est un sous-ensemble de
V', on note Vect(U) le sous-espace vectoriel engendré par U. On note A°V lalgébre extérieure
sur V, ces éléments sont appelés des multi-vecteurs. Les éléments de A°V* sont appelés des
formes. Si k est un entier, si a € /\kV* est une forme et v un vecteur, on note ¢,(«) la
contraction de a par v, c’est-a-dire ’élément de /\kilv* ~ (/\kil‘/)* défini par

t(a)(V') = a(v A V')

pour tout v’ € /\’Hv. On étend alors la contraction par un vecteur & des contractions par
des multi-vecteurs en posant tyay := Ly O Ly.

De maniére duale, on peut définir la contraction d’un multi-vecteur v € /\kV par une
forme linéaire £ € V*, notée 1y(v), en posant, pour des vecteurs vy, ..., vg,

k
v(r A AR) = DS (=1) T (v o A AT A A g,
i=1

o v; signifie que I'on retire le facteur v; du produit. On étend comme ci-dessus la définition
a la contraction par une forme quelconque.

1.1. Espaces polyédraux. Nous devons d’abord rappeler le vocabulaire des complexes
polyédraux. Des exemples de complexes polyédraux peuvent étre trouvé en figures 1, 5 et 6. No-
tamment la premiére figure représente un complexe simplicial complet et son pseudo-éventail
de récession qui est un éventail simplicial. Les deux autres figures présentent en fait des objets
plus compliqués, mais a premiére vue on peut les considérer comme des complexes polyédraux.

Soit N ~ Z" un réseau de rang n. (Dans ce chapitre, n représentera toujours un élément de
N et généralement ce sera la dimension d’un espace vectoriel ambient.) On pose Ng := N ®Q
et Ng := N®R. On note M := N* le dual de N et on définit Mg et Mr de maniére similaire.

Un polyédre convexe de Ny est par définition une intersection d’un nombre fini de demi-
espaces affines. Un tel polyedre est dit fortement convexe s’il ne contient pas de droite affine.
Dans cette thése nous n’étudierons que des polyédres fortement convexes, que nous appellerons
simplement polyédres. Les polyédres de dimension zéro sont appelés sommets, les polyédres
de dimension un sont appelés arétes s’ils sont compacts et rayons sinon.

Soit § un polyedre. On peut associer a d son espace tangent noté Nsgr qui est par définition
le sous-espace vectoriel de Ng défini par Vect({x —y|xye 6}) On définit Nﬂg comme le
quotient de Ng par Nsr. La dimension de 0 est notée || et est par définition égale & dim(Nsr).
On dit que d est rationnel si Nsg l'est, i.e. si Nsgr n Ng est un Q-espace vectoriel de dimension
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|0]. On pose alors Nsg = Nsr N Ng et Ns = Nsr n IN. On définit de méme N& et N° ainsi
que les espaces duaux M; := Ny, etc.

Si H est un hyperplan affine, on peut définir H_ et H; comme les deux demi-espaces
fermés délimités par H. Si § est inclus dans H_ et si 6 n H # &, alors § n H est un polyédre
~. On dit que 7 est une face de d et 'on note v < §. On considére aussi que  est une face de
lui-méme. Si de plus |y| = |§] — 1, on note v < 4.

Un polytope (convezre) de Ng est un polyédre compact, ou, de maniére équivalente, I’enve-
loppe convexe d’un nombre fini de points. Un céne (fortement convexe) de N est un polyédre
ayant pour seul sommet 1'origine de Ng. Un cone o est dit simplicial si ses rayons sont linéai-
rement indépendants : si 'on note p1, ..., pr les rayons de o et si 'on prend des vecteurs non
nuls v; dans N, g pour chaque i € {1,...,k}, alors o est simplicial si les v; sont linéairement
indépendants. Si de plus ¢ est rationnel, on dit que ¢ est unimodulaire si I'on peut choisir les
v; dans N de sorte qu’ils forment une base de N, .

Considérons l'espace Ng x R, . Dans cet espace, on a les hyperplans Hy := Ng x {0} et
Hy := Ny x {1}. Soit § un polyédre de Ng. Notons d; I'image de 6 dans Hi. On appelle le cone
sur d et 'on note cone(d) 'adhérence de Ry d;. Il s’agit bien entendu d’un coéne. On définit le
cone de récession de & par Oy, := cone(d) N Hy < Ng, qui est aussi la limite limy_,g Ad pour
A>0.

On dit que J est simplicial, resp. unimodulaire, si cone(d) 'est. Un polytope est simplicial
si et seulement si c’est un simplexe. Pour les polyédre généraux, si § est simplicial, alors on
peut montrer que § posséde une unique face compacte maximale, qui est un simplexe, et que
I’on note dr : c’est la partie finie de §. De plus, on peut montrer que 6,.. est simplicial, que
Ns, r et Ng,...,r sont transverses et que

0 =0f+ e :i={x+y| T € YE brec}-

Un compleze polyédral dans Ny est un ensemble X de polyédres tel que si § est dans X,
toutes les faces de § sont dans X et si §’ est une autre face de X, alors § N ¢’ est soit vide, soit
une face commune a ¢ et a §’. Les faces maximales de X sont appelées facettes. On dit que
X est pur de dimension d si toutes les facettes de X sont de dimension d. En général nous ne
considérerons que des complexes polyédraux purs.

Le support de X est noté ‘X’ et est par définition | Js.y 6 S Ng. On dit que X est complet

si ‘X ‘ = Ngr. Un espace polyédral dans Ny est par définition un sous-ensemble de Ng qui est
le support d’un complexe polyédral de Nr. Un complexe polyédral est dit simplicial, resp.
rationnel, resp. unimodulaire, si ses faces le sont. Un éventail est un complexe polyédral dont
toutes les faces sont des cones. On note 0 I'unique sommet d’un éventail. Par exemple, le cone
de X, noté cone(X) et défini par cone(X) = {cone(d) | 6 € X} € Nr x R, est un éventail.

Si X est un complexe polyédral et si v est une face de X, on note X7 et 'on appelle
éventail transverse autour de v I'éventail de Nﬁ induit par les faces § > ~. Plus précisément,
a d > =y on associe le cone

67 = Ri{mo<y(z —y) |z €6,y €7}
ol To< : Ng — Ng est la projection naturelle. X7 est alors 'ensemble {67 | § > ~7}.

Si X est un complexe polyédral, on définit son pseudo-éventail de récession X, comme
I’ensemble des cones 6, pour é € X. Comme son nom l'indique, il ne s’agit pas toujours d’un
éventail car deux polyédres § et §’ peuvent étre disjoints mais vérifier que d,.c M 0., ne soit
pas une face commune des deux cones.

Nous utiliserons parfois le terme assez vague de pseudo-éventail dans la suite. En premiére
approche, on peut voir un pseudo-éventail ¥ comme un multi-ensemble de cones tel que si
o € % alors toutes les faces de ¢ sont dans 3. Si 'on souhaite une définition rigoureuse, la
définition suivante devrait étre raisonnable. Un pseudo-éventail de Ny est un éventail 3 dans
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R™ pour un certain entier m et une projection linéaire 7 : R™ — Np tels que la restriction de
7 & tout cone o de ¥ induit un isomorphisme sur son image (autrement dit, |o| = |7 (o)l). De
plus, on identifie deux pseudo-éventails (X, 7) et (X/,7') de Ny s’il existe une bijection entre
les cones de X et les cones de X/ qui préserve I'ordre des faces et telle que toute paire de cones o
et o/ en bijection vérifie (o) = 7/(¢”). Nous pourrions de méme définir les pseudo-complexes
polyédraux.

1.2. Premiére approche de la géométrie tropicale : les amibes. Il y a plusieurs
fagons d’aborder la géométrie tropicale. Commengons par la tropicalisation des variétés com-
plexes. Soit X une sous-variété complexe de C™. Pour 0 < t < 1 on définit I’amibe en base t
de X par I'image Log,(X) ou

Log, : c* — R",
(21,-.,20) = (logy(l21), ..., log(|zal))-

Comme t < 1, il faut plutét penser a la fonction log; comme a la fonction —log. On définit
alors la tropicalisation de X par

Trop(X) = %1_1}(1) Log,(X).

On peut montrer que cette tropicalisation est toujours le support d’un éventail. Le terme
d’amibe a été introduit dans [GKZ94]|, mais ces objets étaient déja étudiés auparavant. Voir
par exemple [Ber71, EKL06, Mik04b, Mik04a, PR0O4| et les introductions a la géométrie
tropicale sus-citées.

EXEMPLE 1.1. L’exemple ultra-classique de la droite tropicale, obtenue comme la tropica-
lisation de {27 + 22 — 1 = 0} < C?, est donné en figure 2. On peut voir trois branches partant
a linfini, la branche verticale correspond & z1 ~ 1 et zo ~ 0, la branche horizontale a z; ~ 0
et zo ~ 1 et la branche diagonale & |z1],|2z2| » 0. Diminuer ¢ revient & faire une homothétie
de Pamibe par un facteur inférieur a 1. A la limite, on obtient donc un céne pas forcément
convexe. Il s’agit en fait du support d’un éventail. On peut obtenir des espaces tropicaux
plus généraux en regardant des familles de variétés comme cela sera briévement expliqué en
section 1.11.1. o

FIGURE 2. Amibe, tropicalisation et tropicalisation étendue de la droite z; +
zZ9 — 1=0.

(0, )

(90,0)

Un lecteur attentif a pu se rendre compte que la fonction précédente est mal définie. Si
I'une des coordonnées z; est nulle, alors log,(|z;|) n’est pas défini, ou éventuellement vaut
+00. Et en effet, ’élément neutre pour 'addition en géométrie tropicale correspond & l'infini
(voir section 1.6). L’espace affine tropical naturel a considérer dans ce cadre est donc T™ ou
T := R u {+00}. Dans ce cas, la définition de Log, s’étend naturellement en une fonction dans
T™ (voir I’exemple de la droite tropicale figure 2).
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1.3. Eventails de Bergman. Nous verrons plus loin d’autres facons de définir des va-
riétés tropicales qui permettent d’obtenir des espaces polyédraux plus généraux. Ce que nous
avons vu est néanmoins suffisant pour aborder un exemple important d’éventail tropical :
I’éventail de Bergman d’un matroide.

Soient k et n des entiers et £, ...,¢, des formes linéaires non nulles sur C*+1. Pour
i €{0,...,n}, soit H; := ker(¢;) P'hyperplan associé a ¢;. Soit A= CkHL Uiy Hi- On peut
faire agir naturellement C* par multiplication sur A. En quotientant par l’action de cette
multiplication, on obtient A := 71//((:* < CP*. On appelle A un complémentaire d’arrangement
d’hyperplans.

On peut naturellement plonger A dans le tore complexe Tg“ = (C*)"*! (nommé ainsi
car il est homotopiquement équivalent au tore (S')"*1) via application

I N r:[\(?,:+17

2o (Gol2), e la(2)).
En quotientant de nouveau par C*, on obtient plutdt un plongement de A dans T%H JC* ~ TE.
On obtient simplement un espace affine de C" restreint au tore T¢

On peut maintenant tropicaliser A < T¢ et on obtient le support d’un éventail rationnel
dans Ng ou N := Z". Nous appelons ce support un support de Bergman car il a été étudié
par Bergman dans [Ber71].

Nous pouvons décrire explicitement & partir des £; un éventail simplicial unimodulaire 3
qui posséde ce support. Celui-ci a été défini par Ardila et Klivans dans [AKO06], et c’est ce
qu’on appelle la subdivision fine du support de Bergman associée a l’arrangement d’hyperplans.
Dans cette thése, nous ’appellerons simplement 1’ éventail de Bergman associé a l’arrangement
d’hyperplans.

Posons E = {{o,...,¢,} < (CF*1)*. On choisit une base (ei,...,e,) de N € Ng et l'on
pose eg = —e; — -+ — €,. On dit qu'un sous-ensemble F' de E est fermé, ou est un fermé, si

Vect(F) n E = F.

A un fermé F non trivial (F # @ et F' # E) on associe le vecteur

e = Z €;.

i,fiEF
Un drapeau de fermés est un ensemble de fermés {F7, ..., Fs} tel que
Gehchc S F S FE.

On définit alors ’éventail de Bergman associé a E par I’ensemble des cones
Z R+€F

associés aux drapeaux de fermés F de E. Par exemple, I’éventail de Bergman associé & quatre
éléments génériques de (C3)* est représenté en figure 5.

1.4. Matroides. On peut remarquer que 1’éventail de Bergman ne dépend que des rela-
tions de dépendance entre les éléments de F. Les matroides sont justement des objets combina-
toires qui encodent et généralisent les dépendances entre un nombre fini de vecteurs. Ils ont été
introduits indépendamment par Whitney dans [Whi35|, par van der Waerden dans [van37]
et par Nakasawa. Pour un livre de référence, voir [OxI111].

En plus du lien avec I'algébre linéaire, on peut aussi associer un matroide & un graphe. Le
langage des matroides et leurs propriétés héritent de ces deux mondes simultanément. De plus,
il existe de nombreuses définitions intéressantes et non trivialement équivalentes (on dit qu’elles
sont cryptomorphiques) des matroides. Cela fait des matroides des objets combinatoires riches
et présents dans divers domaines des mathématiques, par exemple en combinatoire et physique
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statistique |Tut65, MP67, GGW06,SS14, Pig19b], en topologie [Mac91, GM92|, ou en
géométrie algébrique [Mnég88, Laf03, BB03, BL18, Stu02].

La définition que nous proposons est celle mimant les relations de dépendance dans une
famille de vecteurs.

DEFINITION 1.2. Un matroide M = (E,J) est la donnée d'un ensemble de base fini E et
d’un ensemble d’indépendants J < 2F tel que

— @e],
—sileJet J<S I alors J e 7,
— si [, J € Jet card(J) > card([]) alors il existe un élément j € J tel que (I +5)€J. o

Par exemple, si E est un ensemble de formes linéaires comme ci-dessus, si I'on définit
J comme l'ensemble des sous-familles de F linéairement indépendantes, alors (E,J) est un
matroide.

On peut définir le rang rk(G) d’un sous-ensemble G de E comme étant le cardinal du
plus grand indépendant [ inclus dans G. Une base de E est un élément maximal de J pour
I'inclusion. On peut montrer que toutes les bases ont le méme rang r, que 'on appelle le rang
de M et qui est noté rk(M). Si G < E, la clotire de G, notée cl(G), est le plus grand ensemble
contenant G et de méme rang que G. Enfin, un fermé de 91 est un ensemble F' € E, tel que
cl(F)=F.

Comme auparavant, on peut associer un éventail de Bergman Yoy de dimension rk(9t) — 1
dans Ng, ou N ~ Zard(E)=1 5 tout matroide 9. Dans la suite, nous appellerons éventail de
Bergman 1’éventail de Bergman d’un matroide quelconque. Un support de Bergman désignera
le support de n’importe quel éventail de Bergman. De plus nous définissons un éventail de
Bergman généralisé comme étant n’importe quel éventail isomorphe, via un isomorphisme
préservant le réseau IV, & un éventail dont le support est un support de Bergman.

Ajoutons que la plupart des matroides ne sont pas issus d’une famille de vecteurs, ont dit
qu’ils ne sont pas réalisables. De méme, les support de Bergman ne sont pas tous réalisables,
voir par exemple [Yul7]|, dans le sens ot ils ne sont pas la tropicalisation d’une variété. Nous
reparlerons de réalisabilité des variétés tropicales en remarque 1.10.

REMARQUE 1.3 (Espaces linéaires tropicaux). Les support de Bergman jouent le role des
espaces linéaires en géométrie tropicale. En effet, on a déja vu qu'un espace linéaire de C"
que l'on restreint au tore a pour tropicalisation un support de Bergman. De plus, on peut
définir une notion de degré tropical, et, par un résultat de Fink, on sait que les supports de
Bergman sont exactement les supports des éventails tropicaux de degré un. Entre autre, deux
supports de Bergman de dimensions complémentaires translatés génériquement ont un unique
point d’intersection. Voir [Fin13,Spe08| pour plus de détails. o

1.5. Tropicalisation par valuation. Nous allons maintenant parler d’une autre mé-
thode qui permet de définir la tropicalisation de variétés sur des corps non archimédiens
valués.

Plutot que de définir ce que sont ces corps, nous allons simplement définir un exemple de
tel corps : le corps des séries de Puiseuz sur C, noté C{t}}. Une série de Puiseux sur C est
une somme formelle de la forme

+o0
QT) == ). a7/
i=10
pour des entiers m € N et i € Z et des coefficients a;,,, € C. On peut montrer que C{T'}}
est algébriquement clos. On définit le degré de @, noté deg(Q), comme le plus petit nombre
rationnel ¢ tel que a4 # 0, et 'on pose deg(0) = +o0.
On obtient une valuation : si @ et Q" sont deux séries de Puiseux, alors
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— deg(Q) = +0 <= Q =0,
— deg(QQ') = deg(Q) + deg(Q’),
— deg(Q + Q') = min(deg(Q), deg(Q’)) avec égalité si deg(Q) # deg(Q’).
Maintenant, si V' est une variété algébrique dans C{T}}", par exemple si V est le lieu

d’annulation d’un polynéme P(z1, ..., z,), alors on peut définir la tropicalisation de V', notée
Trop(V) € T"™ comme 'adhérence de 'image de V' par I'application

trop : C{ry» — T,
(Ql) sy Qn) i (deg(Ql)’ s 7deg(Qn))

On peut montrer que Trop(V') restreint & R™ est un espace polyédral rationnel.

EXEMPLE 1.4. Sil'on prend la droite V d’équation z1 + 2o — 1 = 0 dans C{T}}?, Trop(V)
est la droite tropicale de la figure 2. Si I'on regarde plutot Péquation 7% + T %z —1 =0
avec a,b € Q, on obtient la droite tropicale de centre de coordonnées (a,b). o

EXEMPLE 1.5. La figure 6 est la surface tropicale obtenue comme la tropicalisation de la
surface d’équation

14+ Tz + Tz +Tz3 + 29023 + T3zlz3 + T3z122 + T5z% + T5z§ + T5z§ =0.

Il existe en fait une méthode combinatoire élémentaire pour construire des hypersurfaces tro-
picales ayant la forme voulue en utilisant le polytope de Newton du polynéme et un théoréme
de dualité : voir les références sus-cités. o

1.6. Hypercorps tropical. On peut en fait définir directement des polynémes tropicaux
dans T[z1, ..., zy,] et considérer leurs lieux d’annulation. Définissons donc les opérations sur T.
Généralement on définit T comme un semi-corps (I’addition n’a pas d’inverse) en le munissant
des opérations afHb = min(a, b) et aX]b = a+ b. En fait, il est souvent plus utile de considérer
T comme un hypercorps, que ’on notera ']i en posant

{min(a,b)} sia # 0,
[min(a,b),+00] sia=Db.

abz{

Ainsi par exemple,

(1ED@E0=[L+0]@0= (] {a@0}={0}.
a€[1;4w]
On se rend compte que ces opérations miment les propriétés de la valuation.

Nous n’utiliserons pas vraiment la notion d’hypercorps par la suite, et nous n’allons donc
pas entrer dans les détails de la définition (celle-ci est disponible dans [BB19]), mais ¢’est une
définition que I'auteur apprécie et qui permet de comprendre de nombreuses définitions de la
géométrie tropicale, comme la définition du lieu d’annulation des polyndémes tropicaux dont
nous parlons ci-dessous. Pour une jolie application simple de ce point de vue, nous renvoyons
a [BL21]. Pour plus de littérature sur les hypercorps, sur la géomeétrie associée et sur les liens
avec la géométrie tropicale, voir [BB19,BL18, Lor15, Lor19].

Dans T, I’élément neutre pour ’addition est +00 et ’élément neutre pour la multiplication

est 0. Si P(z1, ..., 2) est un polynoéme sur C{7'}}. On peut définir le polynéme tropical associé
trop(P)(x1,...,2x) en remplacant les coefficients par leurs valuations, les produits par [x] et
les sommes par . Le lieu des zéros du polynéme trop(P) est par définition 1’ensemble des
points (x1,...,zx) tels que +00 € trop(P)(z1,...,x). Cest aussi 'ensemble des points tels

qu’au moins deux mondémes de P voient leurs valeurs coincider et étre minimales comparées
aux autres monomes. Le théoréme fondamental de la géométrie tropicale énonce que le lieu
des zéros de trop(P) coincide avec la tropicalisation du lieu des zéros de P. Ce théoréme se
généralise a I'intersection des variétés associée a un idéal sous certaines conditions (voir par
exemple [MS15]).
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1.7. Condition d’équilibre. Un phénoméne important en géométrie tropicale est la
condition d’équilibre [SS03,Spe05, Mik04b] ou les introductions suscités. Si I'on prend une
variété tropicale X dans Np provenant d’une variété algébrique comme ci-dessus, on peut
choisir un complexe polyédral rationnel X de support X. Il y a une maniére naturelle de
mettre des poids w(o) € N sur les facettes o de X qui vérifie la condition suivante.

Soit 7 une face de X de codimension un. X7 est un éventail de dimension un dont les
rayons sont ¢’ pour o > 7. Pour chaque rayon ¢7, on note v le vecteur générateur de N no”.

THEOREME 1.6 (Condition d’équilibre). Awvec les notations ci-dessus, on a

Z w(o)v, = 0.
o>T
Nous verrons en section 3.4 que cette condition d’équilibre est I'analogue de la notion
d’orientabilité en topologie.

1.8. Compactification canonique. Dans cette thése, nous sommes surtout intéressés
par les variétés tropicales compactes qui, comme pour les variétés complexes compactes, ont
généralement de meilleures propriétés que les variétés quelconques. Pour l'instant, les sous-
variétés tropicales que nous avons définies sont rarement compactes. Il va donc falloir com-
pactifier. Pour un éventail, la compactification canonique est la bonne facon de compactifier,
du moins allons-nous essayer de le justifier. Comme c’est un objet central dans ce travail, qui
fournit de nombreux moyens pour étudier non seulement les variétés tropicales mais aussi des
objets apparaissant en théorie de Hodge combinatoire, comme les éventails de Bergman ou
I’anneau de Stanley-Reisner de complexes simpliciaux, il nous semble important de commenter
cette construction et de donner une intuition par des illustrations.

1.8.1. Espace projectif tropical. Nous avons vu dans I'exemple 1.1 & propos de la droite
tropicale que 'on peut partiellement compactifier les sous-variétés de R™ dans ’espace affine
tropical T". Mais comme 'espace affine n’est pas compact, ses sous-variétés ne le sont pas non
plus en général. Cela nous ameéne a définir 'espace projectif tropical TP".

Dans le cas complexe, on a par définition CP" = (C"*1\{(0,...,0)})/C*. La transposition
exacte dans le cadre tropical est donc

TP" = (T"*! \ {(o0,...,0)})/R(1,...,1),

oil le quotient signifie que 1'on identifie deux points de T**! de la forme (ay, ..., ay) et (ag +
A, ...,ap+A) pour tout A € R, ce qui correspond bien & multiplier au sens tropical un point par
le scalaire \. L’espace obtenu est naturellement homéomorphe & un simplexe A a n sommets
dont le bord se situe & l'infini. Les faces de codimension k du simplexe correspondent aux
points ayant au moins k coordonnées infinies (voir figures 4 et 6).

On peut désormais prendre la compactification de n’importe quelle sous-variété tropicale
de R™, et méme de n’importe quel espace polyédral, dans TP" (voir par exemple la Figure 6).
On obtient ce qu’on appelle un espace polyédral étendu ot 'on autorise certains polyédres
a avoir une partie infinie (voir [IKMZ19]| pour une étude précise). Malheureusement, cela
peut mener a des espaces pathologiques comme dans la figure 3 (voir la notion de régularité
dans [IKMZ19|). Il faut donc adapter la compactification a la variété pour obtenir des espaces
suffisamment sympathiques.

1.8.2. Variétés toriques tropicales. Nous voulons donc compactifier un espace polyédral
de R™. Rappelons de plus que R = T* est ’analogue de C*. Donc R est ’analogue du tore
complexe (C*)™, ou plus généralement du tore algébrique G,. La géométrie torique nous
explique comment compactifier, éventuellement partiellement, un tore. L’idée suivante a été
introduite par Demazure dans [Dem70] et développée par la suite, voir par exemple [Dan78,
Ful93|. A chaque éventail simplicial ¥ de R™, on peut associer une compactification (partielle
si ¥ n’est pas complet) du tore que I'on note CPyx. On peut donner un sens a la tropicalisation
étendue de CPy;, et son image est alors une compactification partielle de R™, notée TPy, et
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FIGURE 3. Compactification pathologique dans TP2.

que 'on nomme variété torique tropicale associée a 2. Il se trouve que la compactification de
> dans TPy, est un espace sympathique, facile & décrire. Notamment, si 3 est simplicial, on
retrouve la compactification canonique que nous allons définir dans la section 1.8.4.

Les définitions et les descriptions détaillées de TPy, et de la compactification canonique
de X peuvent étre trouvées en chapitre 2 section 2.2, ou encore dans [Pay09, Kajo8, Thu07,
OR11,MR18|. Nous nous contenterons en section 1.8.3 d’un bref apergu, en insistant sur les
liens entre TPy et CPy; dans le cas simplicial.

Le cas des compactifications canoniques des éventails non simpliciaux serait intéressant a
étudier et a comparer par exemple avec le travail de Karu [Kar04]. Nous en reparlerons plus
en détail avec la question 5.1 et la discussion associée (voir aussi la question 1.9).

Il nous faut maintenant parler des travaux importants qui expliquent en partie pourquoi
les compactifications canoniques sont des espaces si sympathiques (pour ne pas dire magni-
fiques). Dans [DP95|, De Concini et Procesi expliquent comment compactifier de maniére
sympathique un complémentaire d’arrangement d’hyperplans. Ici sympathique signifie que
I’on obtient une compactification lisse en ajoutant un diviseur a croisements normaux. Ces
compactifications sont appelées compactifications magnifiques. La construction s’appuie sur
des objets combinatoires nommés « building sets » et « nested sets ». Ces objets permettent
de trouver des éventails ¥ tels que la compactification X de X dans CPyx, soit magnifique.
Ce qui est particuliérement intéressant est que 'on peut notamment prendre ¥ I’éventail de
Bergman associé a 'arrangement d’hyperplans.

Par la suite, Feichtner et Yuzvinsky ont montré dans [F'Y04] que la cohomologie de X
est calculée par 'anneau de Chow de X, résultat que nous généralisons en section 9. Dans
cette thése, nous montrons que cet anneau de Chow correspond en fait & la cohomologie
de la compactification canonique de ¥, voir théoréme 5.7. Il se trouve que ¥ < TPs; est la
tropicalisation étendue de X < CPsx;. Ainsi, dans ce cas précis, la cohomologie de ¥ est égale
a la cohomologie d’une variété complexe projective lisse et vérifie donc toutes les propriétés
associées (notamment le théoréme de Lefschetz difficile et les relations de Hodge-Riemann).

Dans [Tev07|, Tevelev montre que, plus généralement, la tropicalisation d’une sous-variété
X du tore fournit un support d’éventail intéressant pour compactifier cette variété. Par
exemple, un éventail ¥ ayant ce support va vérifier que I'adhérence de X dans CPyx est com-
pacte. Pour certaines variétés, qualifiées de schdn, les compactifications obtenues ont de bonnes
propriétés similaires & celles des compactifications des complémentaires d’arrangement d’hy-
perplans. Une description plus précise est donnée en chapitre 2 section 9. Le travail de Tevelev
pourrait étre un premier pas pour tenter de répondre a la question suivante : peut-on trouver
des propriétés intéressantes vérifiées par une variété en ne connaissant que sa tropicalisation ?
Voici un exemple de question concréte que I'on peut se poser.

QUESTION 1.7. Quelles sont les sous-variétés du tore dont la tropicalisation est lisse au
sens de la section 3.77 o

On sait par exemple qu’une sous-variété du tore dont la tropicalisation est un support de
Bergman est forcément un complémentaire d’arrangement d’hyperplans (cf. [IKMZ19]).
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FIGURE 4. L’éventail projectif de dimension 2 et les stratifications associées
de TP? et de RP? en tores.

P2
P1
Po

FIGURE 5. L’éventail de Bergman ¥ associé au matroide Uf, sa compactifica-
tion canonique ainsi qu’une partie de la variété torique tropicale TPy.

&8

FIGURE 6. Une surface tropicale triangulée canoniquement compactifié dans
TP3 générée a I'aide de Polymake®P.
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#Logiciel Polymake : https://www.polymake.org
> Animation et code source disponibles ici : http://matthieu.piquerez.fr/partage/tropical_surface.pl
http://matthieu.piquerez.fr/partage/tropical_surface.html
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1.8.3. Comment associer une variété a un éventail ? Nous nous proposons ici d’expliquer
comment obtenir une compactification partielle du tore tropical T = R™ & partir d'un éventail
simplicial de Ng. Nous ferons aussi le lien avec la construction classique pour la compactifica-
tion du tore complexe T¢ = (C*)™ et du tore réel T = (R*)™; c’est surtout le cas complexe
qui nous intéresse ici, mais le cas réel est plus facile a représenter. Nous ne ferons qu’esquis-
ser la maniére de construire les compactifications dans le cas classique. En effet, en général
la définition utilise des concepts de géométrie algébrique. Notre but est de nous passer de
ces concepts afin de rendre cette jolie construction compréhensible par le plus grand nombre,
quitte a perdre en précision et en généralité. Les détails peuvent étre facilement trouver dans
la littérature, voir par exemple [Ful93|.

Nous commengons par décrire la construction dans le cadre tropical. On pose N = Z" et
on considere Ng ~ R"™. D’un autre coté, on a le tore tropical TT. = R™ que 'on va identifier
avec INg. Soit o un cone simplicial dans R™ de dimension k. Soient eq, ..., e, des éléments de
Ng engendrant chacun un rayon de o. On peut compléter ces vecteurs en une base de Ng en
ajoutant des éléments ej1, ..., e,. Notons U, la compactification partielle du tore T associée
a . Tout élément du tore T7 peut s’écrire sous la forme ajeq +- - - +aye,. L’idée est d’autoriser
ai,...,ax a valoir 00. Plus précisément, on utilise I'isomorphisme linéaire T7. = R" qui envoie
(e1,...,en) sur la base standard et celui-ci se prolonge naturellement en un isomorphisme
Uy = TF x R,

On peut facilement voir que si 7 est une face du cone o, alors U, est naturellement un
ouvert de U,. Notamment Uy est le tore lui-méme. Si ¥ est un éventail simplicial, en collant
tous les U, pour ¢ € ¥ en respectant les inclusions U, < U, pour 7 < ¢, on obtient la variété
torique tropicale TPy associée a 3.

De plus, il y a une stratification naturelle sur TPy;. Pour chaque face ¢ € ¥ on obtient
une strate T := U, \ |, _, Ur qui est isomorphe au tore T%fl"l. En outre, I'adhérence de T
dans TPy est isomorphe & TPyo et nous la notons TPS. La figure 5 présente un éventail X,
sa compactification canonique ¥, c’est-a-dire ’adhérence de ¥ dans TPy, ainsi que quelques
strates de TPPy;. De méme, la figure 6, présente la compactification d’'un complexe simplicial
X dans TPy,... Il se trouve qu'ici TPy, est simplement I'espace projectif tropical TP? privé
de ses quatre sommets.

Pour faire le lien avec les variétés toriques réelles et complexes, nous donnons un exemple
dans lequel nous construisons le plan projectif en tant que compactification du tore de dimen-
sion n = 2.

ExeEMPLE 1.8 (Compactification du tore en un plan projectif). Dans cet exemple, nous
montrons comment compactifier le tore réel T2 = (R*)? en le plan projectif réel RP? en
utilisant I’éventail projectif de Ng := R?. Le méme éventail est utilisé pour obtenir le plan
projectif tropical TP2. Les différentes constructions sont représentées en figure 4.

Soit (X1, X2) la base standard de Ng, et notons (z1,z2) les coordonnées correspondantes.
L’ éventail projectif de Ng est 1’éventail rationnel complet ¥ contenant trois rayons p; = Ry X1,
p2 = RiXget pg = Ry (—X1—Xa), et trois cones de dimension deux, 012 = p1+p2, 001 = po+p1
et gp2 = po + p2.

Le point de départ de la construction est le tore T%{ = (R*)2, dont les points ont pour
coordonnées (z1, 22) avec 21 et zo non nuls. Ici on appelle tropicalisation du point (21, 22) le
point trop(z1, 22) = (—log(|z1]), —log(]z2])). Cette fonction définit une surjection de TZ sur
T%, chaque image ayant quatre antécédents en fonction des signes de z; et de zo (dans le cas
complexe, la fibre au-dessus de chaque point est isomorphe a (S!)? en fonction des arguments
de z; et de z9).

Prenons un rayon de X, par exemple p; (en rouge sur la figure 4). Dans le cas tropical,
on autorise x1 & valoir +00. Via la fonction trop, cela revient naturellement dans le cas réel
(ou complexe) a laisser z; valoir zéro. On obtient donc la compactification partielle associée
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au rayon p1, U, = R x R*. La strate T%' correspondant a p; est indiquée en rouge sur le
dessin, vaut par définition R x R* \. T2 et est isomorphe & TIE. En prolongeant par continuité
la fonction trop, c’est ce qu’on appelle la tropicalisation étendue, la strate est naturellement
envoyée sur la strate tropicale correspondante T’i}. Sur cette strate, chaque point de I'image
n’a plus que deux antécédents.

De méme, la compactification partielle associée & ps est celle ot 'on autorise z9 a valoir
zéro. 11 s’agit donc de R* x R et la strate associée est indiquée en vert.

Maintenant passons au dernier rayon pg = RXq avec Xy = (—1,—1). La fonction coordon-
née associée via la fonction trop est z; 1z2_ t—1 /z129. La compactification associée est celle
ou l'on autorise 1/z129 & valoir zéro. Pour étre plus précis, dans le cas tropical, on ajoute les
limites lorsque —z1 — x2 tend vers l'infini & 1 — 22 = a € R fixé. De méme ici, on ajoute un
point pour chaque a € R* a la limite ot 1/z;29 tend vers zéro, & z1/2z9 = a fixé. On obtient la
droite a l'infini moins deux points (en bleu sur le dessin). Précisons que les deux extrémités
d’une droite zo = az; pour a € R* convergent vers le méme point. Jusqu’a présent, nous avons
donc bien obtenu le plan projectif a I’exception de trois points.

Les trois cones de dimensions deux complétent ces points. Le cone o12 autorise z; et
z9 & valoir zéro simultanément, gy autorise 1/z1z9 et zy & valoir zéro simultanément (on
ajoute donc le point a l'extrémité de 1’axe des abscisses [0 : 1 : 0] en coordonnées homogénes
[20 : 21 : 22]), et o1 permet d’ajouter le dernier point [0: 0 : 1].

La construction du plan projectif complexe est similaire. o

De maniére générale et de fagon peu précise (la définition usuelle est plus élégante mais
aussi plus technique), un coéne simplicial 0 € Ngp ~ R™ va participer a la compactification
par une strate Tj, avec k € {R, T,C}, qui est obtenue de la maniére suivante. Si ot désigne
'ensemble des formes linéaires entiéres qui s’annulent sur o, alors a tout £ € o on peut associer
la fonction coordonnée sur T} donnée par fy(z) = zf(xl) x -zfl(x”) pour z = (21,...,2,) € T
La strate T est alors obtenue en ajoutant des points & la limite lorsque les coordonnées
correspondant & o tendent vers 0 tout en gardant fixe les valeurs fy pour £ € o+.

Dans tous les cas la fonction trop étendue respecte la stratification, et donc & chaque
face o de X est associée une strate de codimension |o| dans la variété torique kIPy; correspon-
dante. Cette strate est isomorphe au tore de dimension correspondante, et son adhérence est
isomorphe a la variété torique associée a X7 < IVg.

1.8.4. Compactification canonique. Soit 3 un éventail simplicial. On définit la compactifi-
cation canonique de X, notée 3, comme la compactification de ¥ dans TPs. On peut en fait
décrire ¥ de la maniére suivante.

A chaque cone o € X, on peut associer sa compactification canonique o := o g, T4 oil
T, = [0, +0o0]. Ici, R4 et T4 ne sont pas des anneaux mais des semi-anneaux, mais on peut
définir le produit tensoriel de maniére usuelle. On appelle @ un polyédre étendu. Si T < o, on a

une inclusion 7 € @. Le support de ¥, noté ‘f , est par définition 'union des @ pour o € ¥ ol
I’on identifie les points de 7T et leurs images par 'inclusion dans @ pour toute paire de cones
T<oO.

La figure 5 présente un éventail de Bergman X, sa compactification canonique et une partie
de TPs..

On peut munir ‘i‘ d’une structure de faces de maniére naturelle. Si 7 < o, on pose

0

ri=0onTq, et o, =0 nTPS, désigne I'adhérence de o] dans ’i‘ Par exemple, 02 = ¢? = o.

0’@
L’ensemble des faces &7 forme un complexe polyédral étendu qui est noté . Pour cette
structure de face, 7 devient isomorphe & un hypercube de dimension |o| — |7].

On note X7 l'’ensemble des faces de la forme o] pour ¢ > 7. On obtient un éventail qui

est isomorphe & I’éventail 7. L’adhérence de X7 dans % est isomorphe a & et est notée 3. .

La méme construction est possible lorsque X est un éventail polyédral quelconque, cf. cha-
pitre 2 section 2.2. Cela pose d’ailleurs une question intéressante.
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QUESTION 1.9. Soit ¢ un cone polyédral quelconque. La structure de faces naturelle sur
o est-elle la structure de face d’un polytope ? o

On peut facilement montrer qu’il s’agit du moins d’un polytope abstrait, c¢’est-a-dire que
I’ensemble ordonné des faces obtenues vérifie la propriété diamant, i.e. pour toute paire de
faces v < n avec |n| = |y] + 2, il existe exactement deux faces § et ¢’ telles que v < 6,0’ < 7.

On peut de méme compactifier canoniquement des complexes simpliciaux (voire des com-
plexes polyédraux). Nous avons vu que chaque face § de X est de la forme 0 + 0,c. On définit
alors 0 := 0 + O,ec. Ainsi & devient le produit d'un simplexe et d’un hypercube. En recollant
tous les &, on obtient la compactification canonique de X, notée X. Elle est naturellement
munie d’une structure de faces comme pour le cas des eventalls : les faces sont de la formes
07 =0+ 5rec L, S dpour § € X et 0 < 6. Ce n’est plus un complexe cubique comme dans le
cas des éventails mais plutét une structure hybride simplicial-cubique. Par exemple la figure 6
présente la compactification canonique d’une surface tropicale.

Dans le cas ol le pseudo-éventail X, est un éventail, X est sunplement la compactification
de X dans TPy,... On a alors une stratification de X par les strates X := X N TP%,.. pour
0 € Xiee.

1.9. Variétés tropicales. La définition d’une variété tropicale générale est assez tech-
nique et ne nous sera pas utile dans ce chapitre. Nous donnons des définitions approximatives
afin que le lecteur ait une idée des objets dont nous parlons. Des définitions formelles peuvent
étre trouvées en chapitre 3 section 2 ou dans [JSS19)].

Un espace polyédral étendu est un espace topologique connexe muni d’un atlas de cartes
¢; : Uy — X; ou X; est un ouvert de la compactification dans T™ d’un espace polyédral de
R"™, et les applications de transitions entre deux cartes sont des applications affines étendues.
Un compleze polyédral étendu est un espace polyédral étendu muni d’une structure de faces,
chaque face vivant entiérement dans au moins une carte.

Une variété tropicale pondérée est un complexe polyédral étendu dont chaque facette est
munie d’un poids et qui vérifie la condition d’équilibre. Une telle variété est dite localement
matroidale si elle est localement isomorphe a ‘i‘ x T* ou ¥ est un éventail de Bergman. Etre
localement matroidale et de poids constant égal & un est la définition classique de lissité pour
les variétés tropicales. En section 3.7, nous proposerons une nouvelle définition de lissité plus
générale.

REMARQUE 1.10 (Réalisabilité d’une variété tropicale). En général, toutes les sous-variétés
tropicales de R™ ne sont pas la tropicalisation d’une variété. On dit qu’elles ne sont pas
réalisables. Si I'on souhaite obtenir une variété tropicale comme limite tropicale de variétés
complexes au sens de la section 1.11.1 on parle plutét d’approximabilité.

On peut montrer que les hypersurfaces tropicales sont approximables, voir [Vir01, Rul01,
Mik04b]. Notamment la méthode du « patchwork » de Viro permet de construire des variétés
approximant une hypersurface tropicale et est trés utilisées pour construire des hypersurfaces
réelles intéressantes : voir [Vir80, Vir06| ou la plupart des introductions suscitées.

Pour les variétés tropicales de codimensions supérieures, méme pour le cas des courbes,
la réalisabilité d’une variété tropicale est un probléme difficile : voir [BS15] et les nombreux
travaux qui y sont mentionnés. o

1.10. Espaces de Berkovich. Dans ce chapitre, nous ne ferons que mentionner les
espaces de Berkovich [Ber90,Ber93]. Nous en parlons trés briévement ici, pour plus de détail,
voir par exemple [DFN15|. L’analytifié de Berkovich d’une variété peut étre vu comme la
limite projective de toutes les tropicalisations possibles d’une variété [Pay09, FGP14]|. C’est
un espace trés gros qui contient la variété de départ. Ainsi si ’on a un résultat sur suffisamment
de tropicalisations possibles d’une variété, on peut espérer passer a la limite et obtenir des
résultats sur la variété.
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1.11. Familles de variétés complexes. Dans cette derniére partie sur les rappels, nous
présentons les familles de variétés complexes, leurs limites tropicales et les liens entre les deux.
Une fois de plus nous serons assez imprécis étant donné que nous n’utiliserons ces concepts que
dans des discussions et des exemples. Pour nous il s’agira du passage privilégié pour espérer
obtenir des résultats en théorie de Hodge asymptotique & partir de la géométrie tropicale.

1.11.1. Limite tropicale d’une famille de variétés compleres. Commencons par décrire la
limite tropicale d’une famille de variétés complexes dans un cas simple. Soit A < C le disque
unité complexe, et A* = A~ {0}. On peut considérer par exemple une famille d’hypersurfaces
W pour t € A*, chacune dans le tore T¢ = (C*)", ot la fibre générale Wy est le lieu des zéros
du polynéme Pi(z1,...,z2,) dont les coefficients sont, par exemple, analytiques en ¢. Si l'on
prend n = 2 et Py(z1,22) = 21 +t20 + 2120 + 1223 + 2220 + 2122, une fibre générale de la variété
est une courbe complexe qui pourrait ressembler & la premiére image de la figure 7 (sans
les points bleus). Au lieu de prendre une seule famille de polynémes, on peut en considérer
plusieurs pour obtenir des familles de variétés de codimensions supérieures.

L’amibe associée a t € A* est par définition égale a Log,(W;) ou, on le rappelle,

Logt((zl, ce zn)) = (logt(|zl|), e logt(|zn|)).

On peut alors définir la limite tropicale comme précédemment par lim;_,g Log, (W;). Cette fois-
ci, comme la variété considérée dépend elle aussi de ¢, augmenter ¢ ne revient pas simplement
a faire une homothétie. A la limite, on obtient un espace polyédral, qui est en fait une variété
tropicale, ressemblant & celui de la figure 8. Notons cet espace X. Le cone asymptotique X,.. de
X, c’est-a-dire limy_,g AX, est simplement la tropicalisation de W} pour n’importe quel t € A*.

Ainsi, si 'on subdivise X, en un éventail noté X .., on peut considérer la compactification
de chacune des variétés Wy dans CPy,... Nous noterons cette compactification W;. On peut
de méme regarder la compactification X de X dans TPy,... Sur la figure, la partie ajoutée
en-dehors du tore est indiquée en bleu.

1.11.2. Réduction semi-stable. Un autre point de vue pour la famille de variétés (Wy)eas
est de considérer la variété W* < T¢ x A* qui est le lieu des zéros de P(zq,...,2p,t) =
Pi(z1,...,2,), ainsi que la projection 7 : W* — A*. Les éléments de la famille sont alors
simplement les fibres de la projection : W; = 7~1(¢). On peut aussi voir P comme un polynéme
sur C{{t}}. La variété tropicale associée a ce polyndéme est simplement la limite tropicale de la
famille. Supposons maintenant que W* et toutes les fibres sont lisses.

Nous aimerions compléter W* au-dessus de zéro, c¢’est-a-dire obtenir une compactification
partielle W de W* avec une projection 7 : W — A tel que W* = 7~ }(A*). De plus, nous
aimerions que la fibre centrale Wy = 7 1(0) soit sympathique. Si les coefficients de P; se
prolonge en 0, on peut bien prolonger W* en W. Supposons que W est lisse. Une construction
de Mumford et coauteurs [KKMSO06| nous explique que, quitte & prendre un revétement
étal fini de A*, on peut faire en sorte que Wy soit un diviseur a croisements normaux dans
W, c’est-a-dire une union de composantes irréductibles lisses dont les intersections sont elles-
mémes lisses et de la dimension attendue. La fibre W obtenue est appelée la fibre spéciale ou
la fibre centrale. Notons que toutes les fibres générales sont homéomorphes. Nous considérons
aussi Wy la compactification de Wy dans CPx,... Notons que W se rétracte par déformation
sur Wy.

Géométriquement, ce que ’on voit c’est que lorsque t tend vers 0, certains cycles de W, se
contractent. Dans la figure 7, nous avons ainsi représenté en seconde image une fibre proche,
¢’est-a-dire une variété W, pour t proche de 0. A la limite ¢ = 0, ces cycles ont entiérement
disparus : ce sont les cycles évanescents.

1.11.3. Complexe dual a la fibre spéciale. La construction de Mumford utilise un complexe
simplicial compact inclus dans X. Soit X un complexe simplicial de support X. Supposons que
son éventail de récession soit X, et que sa partie finie nous donne la réduction semi-stable.
On obtient alors une stratification intéressante de la fibre spéciale indexée par les faces de X.
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FIGURE 7. Une fibre générale, une fibre proche et la fibre spéciale d’'une dé-
générescence de courbes complexes, ainsi que les décompositions associées a la
fibration en tores.

FiGURE 8. Une amibe et la limite tropicale associées a la famille ci-dessus.
'Y
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— Les composantes irréductibles de W sont naturellement en bijection avec les sommets
de X. Nous notons WQ,S la composante irréductible associée a un sommet s € Xj.

— Pour un ensemble de sommets S € X, les composantes irréductibles associées s’in-
tersectent si et seulement si les sommets S appartiennent & une méme face de Xr.
Dans ce cas nous notons WO,S =N SeSW(),S la. sous-variété associée.

— Pour un céne o € X, et une face d € X, Wy 45 intersecte la strate CP% < CPx,,.
) - rec
si et seulement si § + o est une face de X. Nous notons Wy 54, la strate associée.

Nous obtenons une stratification de W et 'inclusion des strates correspond a l'inclusion des
faces dans X dans le sens opposé.

Si 'on oublie les faces non compactes de X, on obtient tout de méme une stratification et
X¢ est connu sous le nom de complexe de Clemens, ou complexe dual, de Wy.

Pour chaque strate Wy s, 0 € X, nous notons Uy la partie ouverte correspondante, a

savoir Up 5 := W(m ~ Un>5 -y Wom- Nous obtenons ainsi une partition de Wy,.

1.11.4. Monodromie. Soit tg € A* et soit ag une classe dans Hk(Wto). On peut regarder
le lacet ¢ : [0,1] — A*, s — €%tg, qui tourne autour de 0. Pour tout s, on peut alors choisir
un élément a, € HF(W,) pour que s — ag soit constant dans les trivialisations locales de la
fibration. Dans ce cas, a; € H¥(W},) est a priori différent de ag. On peut représenter cela
schématiquement par la figure 9. On obtient ainsi une application T : H*(Wy,) — H*(W,)
appelé I'opérateur de monodromie. On peut montrer que, quitte & prendre un revétement fini
de A* comme précédemment, T est unipotent, c’est-a-dire que (7" — id)™ est nulle pour m
suffissamment grand. On peut donc définir formellement le logarithme de T';, N := log(T).
Par abus de langage, on appelle aussi N 1'opérateur de monodromie. Cet opérateur induit
un opérateur sur la limite tropicale que 'on appelle 'opérateur « eigenwave » [MZ14]. Ce
dernier joue un réle central dans notre théoréme principal, théoréme 7.6, et nous 'appellerons
simplement ’opérateur de monodromie tropical en suivant notamment [Liul9|.

Une autre fagon de défﬁ\r}ir la monodrom/ive est de considérer le revétement universel A* de
A* et de relever W* en W* au-dessus de A*. L’opérateur de monodromie T est alors induit
par 'action naturelle du générateur du groupe fondamental w1 (A*) ~ Z sur AF, L’opérateur
de monodromie N = —log(7') induit une application N : H’(W) - H‘(W) Notons que
W* se contracte par déformation sur n’importe quelle fibre générale. Nous verrons que la
monodromie définie une filtration intéressante sur la cohomologie de H '()f/\V;)

FIGURE 9. Représentation de 'opérateur de monodromie 7.

2. Structures simpliciales

De nombreux résultats de cette thése ont pu étre obtenus grace au développement de
multiples points de vue pour calculer la cohomologie tropicale de différents espaces fortement
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liés entre eux. Le but de cette section est de définir un cadre général plutédt vaste dans lequel ces
outils peuvent étre appliqués. L’objectif est double. D’abord, dans ce cadre nous ne considérons
pas le réseau entier N inhérent a la géométrie tropicale qui rajoute un peu de technicité aux
preuves, sans que cela soit utile pour les applications que nous proposons. Ensuite, I'oubli de
ce réseau rapproche nos travaux de la théorie de Hodge combinatoire. Nous montrons ainsi
comment la théorie des faisceaux pourrait étre utilisée dans ce domaine en section 5.

2.1. Structures simpliciales linéaires. Soit E un ensemble fini. Un éventail simplicial
abstrait 3 sur E est un ensemble de parties de F contenant notamment les parties de cardinal
au plus un et stable par inclusion : si ¢ € ¥ et 7 € o, alors 7 € Y. Les éléments de X sont
appelés des cones ou des faces de 3. La dimension d’un cone o de ¥ est notée |o| et est égale
au cardinal de o. L’ensemble des faces de dimension k est noté Xj. Le sous-éventail constitué
des faces de dimensions au plus k est appelé le k-squelette de X et noté X¢;. L'unique cone
de dimension zéro est noté 0, et les cones de dimension un sont appelés des rayons. Nous
identifions naturellement ¥ et E. Les cones maximaux pour l'inclusion sont appelés facettes.
La dimension de ¥ est par définition le maximum de |o| pour o € X et ¥ est dit pur de
dimension d si toutes les facettes ont dimension d. Sauf mention contraire, tous les éventails
considérés seront purs.

REMARQUE 2.1. La définition ci-dessus est trés proche de la définition d’'un complexe
simplicial abstrait. Les principales différences sont la définition des dimensions, et le fait que
I’on considére toujours I’ensemble vide comme une face. On peut voir un éventail simplicial
abstrait comme le céne sur un complexe simplicial abstrait. o

Si 7 et o sont deux faces de X, on notera 7 < o si 7 est une face de o, c’est-a-dire si
7 € 0. Cela définit un ordre partiel sur X. On peut prolonger cet ordre & % := ¥ 1 {1} en
posant o < 1 pour tout o € .%;. En notant 0 = 0, on obtient un treillis d’élément minimal O
et d’élément maximal 1. Pour 7,0 € 3, les opérations associées sont données par

— larencontre : T Al:=TetT A0 :=TnNo0,
— et la jointure : 7 v 1:=1et 7 v o vaut 7 U o si cette union est dans X et 1 sinon.

Si o couvre T, c’est-a-dire si o > T est || = |7] + 1, nous utiliserons la notation o > 7. Si
o v T # 1, nous dirons que o et 7 sont comparables. Finalement, nous noterons ¢ ~ 7 si o et
T sont comparables et si o A 7 = 0.

L’éventail étoile de ¥ autour de o, noté St,(X), est le sous-éventail constitué de tous les
cones comparables avec o. L’ éventail transverse de X autour de o est par définition ’éventail
abstrait {n ~ o | n > o} sur £\ 0. On le note 7. La face ) \. o sera alors noté n°.

Si 'on a deux éventails simpliciaux abstraits ¥ sur E et ¥/ sur E’, on peut définir leur
produit ¥ x ¥/ sur £ L E’ dont les faces sont de la forme o L1 o/ pour 0 € ¥ et 0/ € ¥/,

DEFINITION 2.2. Une structure simpliciale linéaire est une paire (3, Lin) on ¥ est un
éventail simplicial abstrait et Lin est ’espace des formes linéaires sur X, c’est-a-dire un sous-
espace linéaire de (RF)* tel que pour tout o € ¥, la projection de Lin sur (R?)* soit surjective.

o

La projection de Lin sur (R7)* est notée Lin, et on 'appelle I'espace des formes linéaires
restreintes o o. Elle est par définition isomorphe a (R?)*. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité,
nous noterons simplement X la structure simpliciale linéaire, et Lin désignera naturellement
les formes linéaires sur X.

EXEMPLE 2.3. L’image & avoir en téte est celle d’'un éventail simplicial dans Ng ~ R™.
Rappelons d’abord qu’un céne simplicial est de la forme Rye; + -+ Ryes ou eq,...,es sont
des vecteurs indépendents de Ng. Les faces de o sont simplement les cones engendrés par
une sous-famille de (e, ..., es). Un éventail simplicial est naturellement muni d’une structure
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d’éventail abstrait aussi noté 3. Pour chaque rayon p de X, on peut choisir un vecteur ¢, € p
que 'on appellera vecteur unitaire de p. Pour chaque forme linéaire ¢ dans Mg, ¢ induit
une fonction ¥; — R, p — {(e,), fonction qui se prolonge naturellement en un élément
de (R¥1)*. En considérant toutes les formes linéaires de Mg, on obtient donc un sous-espace
linéaire Lin de (R¥1)*. La paire (¥, Lin) est alors une structure simpliciale linéaire. Néanmoins,
une structure simpliciale linéaire n’a en général pas de représentation en tant qu’éventail de
R™. o

EXEMPLE 2.4. Soit (3, Lin) une structure simpliciale linéaire. Soit n la dimension de Lin.
On peut choisir une base /1, ...,¢, de Lin. Pour chaque rayon g € 31, on définit le vecteur
unitaire du rayon par e, = (¢1(0),...,4n(0)) € Nr ~ R™. On obtient une représentation de X
en prenant ’ensemble des cones convexes

Z Rye,

Q<O’
€31

pour o € . Ce n’est a priori pas un éventail au sens habituel car deux cones convexes peuvent
avoir une intersection qui n’est pas une face commune. Il s’agit plutét d’'un pseudo-éventail.
L’espace vectoriel Lin est alors induit par Mg. o

Soit (X, Lin) une structure simpliciale linéaire. Si A est un sous-éventail de ¥, i.e. si A est
un éventail abstrait inclus dans X, on note Lin|, la restriction de Lin aux rayons de A. On
obtient alors une structure simpliciale linéaire (A, Lin|, ).

Soit o un cone de ¥. On définit Lin(o) := Lin|Stg(E) Iespace des formes linéaires stellaires

autour de o. L’espace des formes transverses autour de o, noté Lin?, sera le noyau de la pro-
jection Lin(o) — Lin,. Notamment, on obtient une structure linéaire (37, Lin?) sur 1’éventail
transverse. On définit de maniére naturelle Lin, par

Lin? := (Lin"),~ = (Lin,)".
Si (%, Lin) et (¥, Lin’) sont deux structures simpliciales linéaires sur E et E’ respective-

ment, on peut définir le produit X x ¥/ en munissant I’éventail abstrait sous-jacent de ’espace
des formes linéaires produits Lin @ Lin’ < (RFF)*,

DEFINITION 2.5. Une structure simpliciale linéaire faiblement rationnelle est un triplet
(3, Lin, Mg) ot Mg =~ Qdim(Lin) et yn Q-espace vectoriel inclus dans Lin tel que Mg ®R
soit naturellement isomorphe & Lin. On exige de plus que pour toute face o de X, le Q-espace
vectoriel Mg(o) induit par la restriction Lin — Lin(o) vérifie dim(Mg(c)) = dim(Lin(c)).

Dans ce cas, pour 0 € ¥, o est une face rationnelle de X si 'espace M, g induit par Mg
sur Liny, est de dimension |o].

Enfin, ¥ est dite fortement rationnelle, ou simplement rationnelle, si toutes ses faces sont
rationnelles. o

Notons que la condition dim(MQ(a)) = dim(Lin(a)) pour tout o € X est équivalente a
demander la méme égalité uniquement pour les facettes de X.

REMARQUE 2.6. En pratique nous travaillerons surtout avec les structures fortement ra-
tionnelles. Nous définissons les structures faiblement rationnelles principalement pour énoncer
des conjectures et proposer un cadre pour les résoudre, voir en particulier la conjecture 8.2. ¢

EXEMPLE 2.7. Soit & un éventail dans Nr et soit X la structure simpliciale induite. La
définition ci-dessus est cohérente avec les définitions analogues pour Y. Notamment, les faces
rationnelles pour 3 sont les faces rationnelles pour 3. Le fait d’étre faiblement rationnelle
signifie pour X que toutes les facettes sont incluses dans des espaces linéaires rationnels.

Supposons que ¥ soit rationnel. Soit ¥’ une subdivision simpliciale de ¥. A toute face
o’ de ¥’ on peut associer la face minimale de ¥ qui contient ¢’. Remarquons que Mg(o') =
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Mg(o). Donc, méme si la subdivision n’est pas rationnelle, ' est tout de méme une structure
simpliciale linéaire faiblement rationnelle. Cette définition plus souple nous permettra par la
suite de considérer des objets comme le tore affine R/Z x R/07Z, avec 6 un réel générique,
qui est naturellement muni d’une structure faiblement rationnelle mais qui n’admet pas de
triangulation rationnelle (voir section 8.4). o

Par analogie avec la section 1, pour une structure simpliciale ¥ quelconque, on posera
Mg := Lin et Ng := Mg. Si 0 € ¥, M, r désigne Lin, et Ny r est son dual, et I'on définit de
méme Mg (o), Mg, Nr(o) et Ng. Si ¥ est faiblement rationnelle et si o € X, on pose Ng(o)
le dual de Mg(c) & M(o). Si o est rationnel dans ¥, on pose N, g le dual de M, g. Nous
définissons alors Mg comme le noyau de la projection Mg(c) — M, g et N§ comme son dual.

Convention. Dans les prochaines sections, par souci de compatibilité avec les autres chapitres
et pour simplifier, nous utiliserons la notation Mp au lieu de Lin.

2.2. Représentation géométrique. Avec les définitions trés générales précédentes, il
n’est pas tout a fait clair comment donner un sens aux subdivisions d’une structure simpliciale
linéaire Y. Pour définir cette notion, nous allons définir le support de X.

Soit (X, Liny) une structure simpliciale linéaire sur E. On définit la représentation géo-
métrique de ¥ comme étant 1'éventail de R” dont les cones sont {>. . R e | o € ¥}. Nous

notons 3 cet éventail. Le support de ¥ désigne le support de S et est noté ‘E’ On peut aussi

eco

associer a chaque face o € ¥ son support ‘0‘ c Y. N.B,; si la structure simpliciale ¥ provient
d’un éventail, par abus de notation, le support de 3 désignera parfois le support de ’éventail
plutét que le support de S

On peut vérifier que S est bien un éventail, et I’éventail abstrait induit est . Notons
toutefois que la structure linéaire induite par R¥ sur S est a priori trés différente de celle de
Y. Néanmoins, I’ensemble Ling forme naturellement un sous-espace de (RF)*.

Soit A une subdivision simpliciale de S et soit A l'éventail abstrait associé. On peut
choisir un élément dit unitaire ¢, pour chaque rayon p de A. Dans ce cas, par évaluation sur
ces éléments, Liny induit naturellement une structure simpliciale linéaire (A, Lina) sur A. On
dit que (A, Lina) est une subdivision simpliciale, ou une triangulation, de 3.

2.3. Structures simpliciales affines. Nous voulons maintenant généraliser les com-
plexes simpliciaux. Notons que dans [Carl9|, Cartwright définit des complexes tropicaux
qu’il serait intéressant de comparer & nos définitions.

Soit X un complexe simplicial. Rappelons que si § est une face de X, alors § = d¢ + pec
ol 0f € X et brec € Xiee-

Si E est un ensemble fini, une structure simpliciale abstraite X sur E est la donnée d’un
éventail simplicial abstrait sur E ainsi que d’une partition de F en deux ensembles, F =
FE.. U Er, avec Er # &, ou E,.. désigne '’ensemble des rayons asymptotiques de E et Er
I’ensemble des sommets de E.

La structure X restreinte & F,. est un éventail simplicial abstrait noté X,. et appelé
éventail de récession de X. Les faces de X sont les éléments de ’éventail simplicial abstrait
correspondant qui ne sont pas dans X,... Par abus de notations, on écrit § € X si § est une face
de X. Pour désigner n'importe quel élément de X, face ou cone, nous parlerons simplement
d’élément de X. Toute face d de X peut étre séparée en une face df = § N Xr et un coéne de
Xiees Oree := 0 N Xiee. La partie finie de X, notée Xr est la restriction de X & Fr. Les faces de
Xr correspondent aux faces compactes. X¢ peut naturellement étre vue comme un complexe
simplicial abstrait au sens usuel, et nous dirons que X est connexe si Xr l'est. La dimension
d’une face § de X est de nouveau notée |§| mais désigne désormais card(d) — 1. On note de
nouveau X ’ensemble des faces de dimension k, et 'on appelle sommets les faces de Xj.
Les faces de X incluses dans Ef sont appelées des arétes de X, les autres faces de X7 sont
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appelées rayons. On définit comme précédemment la dimension de X, les facettes de X et
I'on dit que X est pure de dimension d si toutes les facettes ont dimensions d, et si tous les
éléments maximaux de X sont des faces, autrement dit, si tous les cones de X,.. sont inclus
dans au moins une face de X.

Dans la suite, sauf mention contraire, nous considérerons uniquement des structures sim-
pliciales abstraites pures et connexes.

A partir d’une structure simpliciale abstraite X sur E, on obtient naturellement un éventail
abstrait £ en oubliant la partition sur £. On note cet éventail cone(X ). Pour toute face ¢ de

X, on définit I'éventail transverse autour de & par X% := cone(X)?.

REMARQUE 2.8 (Eventail en tant que structure affine). Inversement, si ¥ est un éventail
simplicial abstrait sur F, on peut considérer la structure simpliciale abstraite X sur E 1 {O}
dont 'unique sommet est O et dont les faces sont de la forme o + O pour tout o € X. Le plus
souvent, une définition concernant les structures simpliciales affines peut ainsi étre étendue
au cas des structures simpliciales linéaires. Nous nous contenterons donc généralement d’une
définition dans le premier cas. o

EXEMPLE 2.9. Considérons un complexe simplicial X dans R™. Alors cone(X), comme
défini en section 1.1 induit un éventail simplicial abstrait sur I’ensemble des rayons E de
cone(X). Notons Hy ’hyperplan R™ x {0}. Posons F.,.. I'ensemble des rayons inclus dans H
et notons Fr le complémentaire. On obtient alors une structure simpliciale abstraite X sur E.
Les notions de faces et de dimensions pour X coincident avec les notions habituelles sur X.
De plus, X ¢ correspond aux faces compactes, )f?rec est I’éventail abstrait associé & la restriction

~

de cone(X) & Hy, et cone(X) est la version abstraite de cone(X). o

Nous cherchons maintenant & définir les formes affines aux voisinage de §. Pour cela,
remarquons que ces formes affines peuvent étre prolongées comme des formes linéaires sur
Sts(cone(X)). Nous munissons 1'éventail étoile Sts(cone(X)) d’'un espace de formes linéaires,
noté Aff(d), pour obtenir une structure simpliciale linéaire (Sts(cone(X)), Aff(8)). Si I'on ap-
pelle fonctions constantes les fonctions valant une constante a, pour a € R, sur Ef et 0 sur
FE.., on demandera de plus que les restrictions de ces fonctions constantes & Sts appartiennent

a AfF(3).

DEFINITION 2.10. Une structure simpliciale affine est la donnée d’une structure simpliciale
abstraite X et, pour chaque face § € X, d’un espace de fonctions affines au voisinage de § noté
Aff(d) et défini comme ci-dessus. De plus, on demande que pour toute paire de faces 9,9 et
pour tout élément ¢ de X tel que { < d et ( < ¢,

AFF(5) — AFE(S) o

|St((cone(X)) |Stg (cone(X))”

Si X est une structure simpliciale affine, on obtient localement des structures simpliciales
linéaires (X?, Lin®) ou Lin® = Aff(8)° (remarquons que X® = Sts(cone(X))?). On obtient alors
une suite exacte courte

0 —> Lin® — Aff(§) — Affs — 0,
ol Affs = (R%)*. On définit Lin(5) en quotientant Aff(§) par les fonctions constantes, et 1’on
obtient une seconde suite exacte courte

0 — Lin® — Lin(8) — Ling — 0,
ou Ling peut étre identifié a (Lin®)ss pour n’importe quel sommet s € 4.

DEFINITION 2.11. Une structure simpliciale affine faiblement rationnelle est la donnée
d’une structure simpliciale affine X et, pour chaque face § € X, d’'un Q-espace vectoriel
Mg (0) < Lin(0) tel que Mgp(d) ® R = Lin(d). De plus pour chaque paire de faces §, 0’ et pour
tout élément ¢ tel que ¢ < 0 et ¢ < ¢, les Q-espaces vectoriels induits par Mg(d) et Mg(d')
dans Lin(¢) doivent coincider. o
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Une face 0 telle que la restriction de Mg(d) a 6 soit de dimension || est appelée ra-
tionnelle. Dans ce cas, on peut définir Msq, ainsi que M, 0 comme précédemment. Pour les

faces quelconques 6 € X, on peut de méme définir Mg, Mgr(d) et M]g. On définit aussi les
espaces duaux correspondants Nsg, etc. Toutes les définitions précédentes s’étendent a tous
les élément de X. Une structure simpliciale affine faiblement rationnelle est dite (fortement)
rationnelle si toutes ses faces sont rationnelles.

EXEMPLE 2.12 (Eventail en tant que structure affine, suite). Poursuivons la remarque 2.8.
Si (X, Lin) est une structure simpliciale linéaire sur F, alors en prolongeant Lin sur £ 1 {O}
par 0 sur O et en ajoutant la fonction constante qui vaut 1 sur O et 0 ailleurs, on obtient un
espace de fonctions affines Aff sur la structure simpliciale abstraite sur E 1 {O}. On note la
structure simpliciale affine obtenue aff(X).

Convention. Par abus de notation, on identifie 3 et aff(X). Cela nous permet de prendre
en compte les structures simpliciales linéaires dans les définitions concernant les structures
simpliciales affines. Notamment, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, les faces de aff (X) sont notées
o au lieu de 0 + O, X, désigne aff (X)), = 3, etc. Remarquons notamment que les notations
sont cohérentes dans le sens oul Lin(o) dans ¥ est égal a Lin(o + O) dans aff(X), et idem pour
la partie transverse et la partie restreinte. o

EXEMPLE 2.13. Poursuivons ’exemple du complexe simplicial de Ng = R", exemple 2.9.
Pour obtenir une structure affine, il faut d’abord choisir des vecteurs unitaires pour chaque
rayon de cone(X). Pour les rayons g € Ef, on prend naturellement le vecteur e, comme étant
I'unique point de o Hy. Pour les autres rayons o € E,.., on choisit arbitrairement des vecteurs
¢,. Les fonctions affines sur X induisent naturellement des formes linéaires sur cone(X). A
chaque face § de X correspond un cone cone(d) que 'on note o. On définit alors Aff(d) en
restreignant l’espace des formes linéaires de cone(X) a St,(cone(X)). On obtient bien une
structure simpliciale affine. De plus, cette structure a la particularité que chaque fonction
affine locale est la restriction d’une fonction affine globale : elle est issue d’une structure
simpliciale linéaire au sens de la définition 2.14 ci-dessous. Dans I'exemple 2.15, nous verrons
que ce n’est pas toujours le cas.

Si le complexe simplicial X est rationnel, alors Mg induit naturellement une structure

rationnelle sur cone(X) et donc sur X. On obtient méme une structure entiére induite par
M. Les subdivisions simpliciales quelconques de X induiront alors des structures faiblement
rationnelles, ou faiblement entiéres (voir remarque 2.16). o

DEFINITION 2.14. Soit X une structure simpliciale affine. On dit que X est issue d’une
structure simpliciale linéaire si 'on peut munir cone(X) d'un espace de formes linéaires Lin’
tel que Aff(8) soit égal a Lin’(§) pour tout § € X. On demande de plus qu’il existe un élément
de Lin" qui vaut 1 sur les éléments de Ef et 0 sur les éléments de E,. o

Nous verrons en section 7 qu’il est plus facile d’établir une théorie de Hodge sur ces
structures.

EXEMPLE 2.15. Le cercle affine R/27Z est naturellement muni d’une structure affine. Pour
obtenir un complexe simplicial, on peut par exemple le couper en trois sommets, s1 =0, s = 7
et s3 = 37/2, et 'on obtient les trois segments correspondants. La structure affine naturelle
autour de s1, par exemple, est donnée par I'espace Aff(s;) < (R{s1:52:53})* des fonctions f
telles que f(s1) = 2f(s3) + % f(s2). Néanmoins, les seules fonctions affines globales sont les
constantes. Le cercle affine n’est pas issue d’une structure simpliciale linéaire.

Pour chaque i € {1, 2,3}, Lin®* peut étre naturellement identifi¢ avec le dual R* de R. Si
I’on veut obtenir une structure rationnelle, la maniére naturelle de procéder est de considérer
le réseau Mg ~ Q* < Lin%. Notons que les fonctions de Aff(s;) provenant de M#% prennent
des valeurs non rationnelles sur les sommets adjacents (essentiellement parce que les longueurs
des segments sont irrationnelles). o



42 1. PRESENTATION DETAILLEE DU TRAVAIL DE THESE

REMARQUE 2.16 (Structures entiéres). En général, les variétés tropicales triangulées sont
non seulement munies d’une structure faiblement rationnelle, mais aussi d’une structure fai-
blement entiére. Toutefois, il n’est pas clair quelle est la bonne définition pour une structure
simpliciale affine entiére. Pour définir la cohomologie tropicale, il suffit de se donner des ré-
seaux de rang maximaux M (n) < Lin(n) pour chaque facette n de X. La question est alors de
savoir quelles sont les conditions de compatibilité & demander. Il faudrait par exemple que les
Mg(n) := M(n) ® Q soient induits par une structure faiblement rationnelle.

Une premiére définition naturelle qui se rapproche du travail de Gross et Shokrieh [GS19b]
serait de choisir des réseaux M (d) < Lin(d) pour chaque face § de maniére compatible. Cette
fagon de faire, combinée avec une définition légérement différente de la cohomologie tropicale
a coefficients entiers que celle que nous proposons au chapitre 2, permet d’obtenir des résul-
tats plus élégants (voir le commentaire sous le théoréme 1.3 du chapitre 2). Toutefois, cette
définition ne dépend pas uniquement du support de la variété, dans le sens ol connaitre le
réseau Ny = M sur les facettes n ne suffit pas en général pour connaitre la variété.

Si 'on souhaite au contraire une définition qui ne dépend que du support, une possibilité
est de choisir des réseaux de rangs maximaux M (o) pour chaque face o tels que M (o) =
Y=o M(n) et que, pour chaque n > o, M(n) soit la restriction de M (o) a Mg(n).

Dans tous les cas, ces définitions induisent la méme structure faiblement rationnelle, et
généralement I’étude du cadre rationnel, voire réel, suffit pour la plupart des applications.
Dans ce chapitre, pour éviter une gestion délicate de la torsion, nous nous contenterons donc
d’étudier les cas réelles et rationnelles. Toutefois le chapitre 2 propose une étude du cas entier
pour les éventails simpliciaux. o

On étend la notion de représentation géométrique aux structures simpliciales affines de la
facon suivante. On considére la représentation géométrique de cone(X) dans R, Soit (z¢)ecr
le systéme de coordonnées correspondant. Soit Hy I'hyperplan affine défini par ), . By Te =1
Alors la représentation géométrique de X est par définition le complexe simplicial obtenu en
intersectant H; avec cone(X). Notons-la X. Le support de X, noté ’X’, est le support de ce

complexe simplicial. Chaque face 6 € X a son support ’5 ‘ c ‘X ‘

Si ¥ est une subdivision simpliciale de cone(X ), alors ¥ induit un sous-complexe simplicial
Y de X. On note Y la structure simpliciale abstraite associée. Il faut ensuite choisir des vecteurs
unitaires pour chaque rayon de Y. Maintenant, & chaque face d € Y on peut associer une face
minimale n de X telle que le support de ¢ dans Y soit inclus dans ’n‘ Les fonctions affines
Affx(n) induisent alors naturellement un espace de fonctions affines Affy (0) au voisinage de
6. On obtient ainsi une structure simpliciale affine sur Y, et on dit que Y est une subdivision
simpliciale de X.

2.4. Fonctions linéaires par morceaux.
2.4.1. Définition. Commencons par le cas d’un complexe simplicial.

EXEMPLE 2.17. Soit X un complexe simplicial dans R™. On peut étudier les fonctions
continues f : ‘X ‘ — R qui sont affines sur chaque face. Cela revient & se donner une valeur
sur chaque sommet et une pente de maniére cohérente sur chaque rayon infini. En fait, pour
forcer la cohérence et obtenir une fonction intéressante, on va supposer que le pseudo-éventail
de récession X, est un éventail de récession et que f induit naturellement une fonction linéaire
par cone f,.. sur chaque céne de X,... Voir chapitre 3 section 4 pour plus de détail.

Si de plus f.c = 0 alors f s’étend naturellement sur la compactification canonique X. o

Soit X une structure simpliciale affine sur E. Une fonction affine par morceaur sur X
désigne n’importe quelle fonction f: E — R. Dans le cas ou X est de la forme aff(X) avec
Y. une structure simpliciale linéaire, nous parlerons de fonction linéaire par morceaux sur X
si de plus f est nulle sur I'unique sommet de X. Dans les deux cas, ces fonctions forment un
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R-espace vectoriel. La restriction de f & F,. définie une fonction linéaire par morceaux sur
Xiee NOtéE froe. De méme, la restriction de f & Ef induit une fonction affine par morceaux sur
Xr notée fr.

Si f.c est nulle, alors f s’étend naturellement sur la compactification canonique X de X
en une fonction f: X1 — R en envoyant (o + s)? sur f(s) pour tout sommet s € X¢; et tout

cone o € X, comparable a s. Les fonctions de la forme f comme ci-dessus sont appelées les
fonctions affines par morceauz sur X.

2.4.2. Converzité. De nouveau, guidons notre intuition par un exemple.

EXEMPLE 2.18. En général, une fonction g : R™ — R est convexe si pour tout x € R™ il
existe une forme affine £: R” — R telle que f — £ est nulle sur = et positive autour de =x.
L’ensemble des fonctions convexes forme un cone, et les éléments dans I'intérieur relatif de ce
cOne sont appelés strictement convexes. On peut restreindre cette définition & un support plus
petit, par exemple & un espace polyédral. On obtient alors la définition suivante.

Si X est un complexe simplicial, on dit qu’une fonction affine par morceaux f est conveze,
resp. strictement convezxe, si pour toute face § € X, il existe une forme affine ¢ telle que f — ¢

soit nulle sur ‘5 ‘ et positive, resp. strictement positive, sur un voisinage de l'intérieur relatif

de 6 dans ‘X’ o

Soit f est une fonction affine par morceaux sur X. Soit § une face de X. La fonction
f induit naturellement une fonction affine par morceaux sur 1’éventail étoile Sts(X). Notons
cette fonction fs. On peut lui soustraire n’importe quelle fonction affine ¢ € Aff(§). On dit que
f est convexe autour de §, resp. strictement conveze autour de 0, s’il existe £ € Aff(4) telle que
f5 — £ est nulle sur ¢ et positive, resp. strictement positive, sur (Sts(X)); ~ d. On dit que f
est convexe, resp. strictement convexe, si elle ’est autour de chaque face.

On dit que X est quasi-projective si X admet une fonction strictement convexe. La com-
pactification canonique X est alors dite projective.

REMARQUE 2.19. Dans le cas ou X est un éventail simplicial rationnel de R", alors la
structure simpliciale linéaire associée a X est quasi-projective si et seulement si CPxy est
quasi-projectif. L’article [GM12] explicite le lien entre la convexité des fonctions sur ¥ et
les propriétés des diviseurs associés sur CPyx. o

QUESTION 2.20. Soit X un complexe simplicial dans R™ dont la structure simpliciale
affine associée est quasi-projective. Peut-on plonger X dans un espace projectif TP" telle que
I’adhérence de I'image soit isomorphe & X 7 o

2.5. Compactification canonique revisitée. Soit X une structure simpliciale. On note
X et on appelle compactification canonique de X le complexe polyédral abstrait dont les faces
sont les couples (0, d) ot o est un cone de X, et § est une face de X contenant . On note un
tel élément 07, ou parfois 67 pour éviter de confondre avec les éléments de X7 . Un tel couple
est appelé une face de X, et o est appelé la sédentarité de cette face et est noté sed(§7). Par
abus de langage, on appelle aussi sédentarité la dimension de sed(d?). La dimension de §°
est [09] = card(d) — card(o) — 1. Toujours par notre convention, nous utiliserons la notation
n € X pour signifier que 7 est une face de X. En ajoutant un élément minimal 0 et un élément
maximal 1, les faces de X forment un treillis ott 77 < 67 si v < § et o > 7. Notons que X
n’est pas simplicial en général (voir section 1.8).

Pour chaque cone o € X, 'ensemble des faces de X de la forme §° forme naturellement
les faces d’une structure simpliciale que ’on note X9 (notamment XY = X). L’¢ventail de
récession associé X7 . est isomorphe & (X,)?. Sa compactification X’ peut étre vue comme
incluse dans X : les faces correspondantes sont celles de la forme 67 pour 1 > o. Les structures
X7 pour 0 € X, sont appelées les strates divisorielles ouvertes de X et forment une partition

de X. Les éléments X i seront appelés les strates divisorielles fermées. Pour justifier cette
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dénomination, si p € X, est un rayon et si X est associée & une variété tropicale, la strate
<P . . = /1. .. .,
X, est un diviseur tropical de X (lié¢ au diviseur de CPx,.. associé au rayon p).

DEFINITION 2.21. Si X est une structure simpliciale affine, la compactification canonique
X de X est la compactification de la structure simpliciale sous-jacente munie des espaces
affines Aff(07) = Aff(5)°.

La compactification canonique X de X est dite faiblement rationnelle, resp. rationnelle, si
X est faiblement rationnelle, resp. rationnelle, et si X, est rationnelle. o

On aura donc Lin® = Lin’, Lin(67) = Lin(6)?, ou 'on voit o comme un coéne de Stg(X),
et Linge = Lin§.

En particulier, si 7% < §7 sont deux faces de X, on a une fléche naturelle Lin(y7) — Lin(67).
Celle-ci est obtenue en composant l'inclusion Lin(y?) < Lin(y7) et la restriction Lin(y") —»
Lin(07).

A propos de la rationalité, on doit exiger que X, soit fortement rationnelle pour que les
strates a 'infini soient elles-mémes rationnelles. Ainsi, si X est faiblement rationnelle, resp.
rationnelle, alors X~ est faiblement rationnelle, resp. rationnelle, pour tout cone o € X,ec.

EXEMPLE 2.22 (Eventail en tant que structure affine, suite et fin). Par notre convention
de 'exemple 2.13, on peut considérer qu’une structure linéaire 3 est une structure affine. No-
tamment sa compactification canonique X a un sens. Ses faces sont g7 pour 7 < o (ici I'indice
o0 est particuliérement important) et la structure linéaire associée est Lin(o7) = Lin(o)”. N.B.,
lo7| = lo| — I7l, de plus on note parfois o0, au lieu de g7 pour les sommets. o

La représentation géométrique de X est simplement 1’adhérence de la représentation géo-
métrique de X dans REf x TFrec (ou de maniére équivalente dans TE ). La topologie sur T est

celle induite par R et par les voisinages ouverts de 'infini ]a;o0], pour a € R. On munit ‘)? ’

de la topologie induite par la topologie produit sur T, o
Si X’ est une subdivision de X telle que X/, = X,., alors on appelle X’ une subdivision

de X.

EXEMPLE 2.23. Si X est issue d’un complexe polyedral X de R"”, alors il existe un homéo-
morphisme entre le support ‘X ’ de X et le support de X qui est compatible avec le support des
faces. Dans 1.8, nous avons vu comment construire directement la compactification canonique
de X. , et 'homéomorphisme se prolonge alors sur les compactifications respectives. Dans ce
cadre-1a, nous identifierons naturellement le support de X avec celui de X. o

REMARQUE 2.24. Nous considérerons souvent des sous-structures d’une compactifica-
tion canoniques qui ne sont pas & proprement parler des structures simpliciales affines, voir
I’exemple 2.25 ci-dessous. On pourra facilement étendre certaines définitions & ce cadre, par
exemple la cohomologie tropicale fait sens pour ces sous-structures. o

EXEMPLE 2.25. On peut considérer la structure simpliciale affine induite par le complexe
polyédral sur R constitué de trois faces : {0}, R_ et R,. La compactification canonique peut
étre vue comme un complexe polyédral étendu sur [—o0, +00]. On peut alors considérer le sous-
complexe induit sur |—o0, +00], que I'on peut qualifier de structure simpliciale affine naturelle
sur T. o

3. Cohomologie tropicale, dualité de Poincaré et lissité

Rappelons que, par convention, nous remplagons désormais Lin par Mg, et de méme pour
toutes les formes dérivées.

L’homologie tropicale a été introduite par Itenberg, Katzarkov, Mikhalkin et Zharkov
dans [IKMZ19]| pour retrouver les nombres de Hodge d’une fibre générale d’une famille de
variétés complexes & partir de sa limite tropicale. Nous reviendrons en section 3.8 sur les
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résultats de cet article en proposant une justification pour la définition ci-dessous qui est peu
naturelle a priori.

3.1. Eléments canoniques et orientation. Soit X une structure simpliciale affine (ou
linéaire). Si v < §, on note ny,, et on appelle vecteur canonique de 6 normal a -y tout vecteur
de Nsr tel que pour tout £ e Mu;f, la valeur de ¢ sur la projection de ns,, vaut £(67). Dans le
cas ol § est représentée par un simplexe, ng /v peut par exemple étre n’importe quel vecteur
d’origine un point de v et d’extrémité le sommet de § qui n’est pas dans ~.

Si e est une aréte de X et si vy, v sont les extrémités de e, alors n/,, = —n,,,. On choisit
arbitrairement 'un de ces deux vecteurs que l'on note v.. Si p € X; est un rayon, on pose
Vp i= 1, ou v est I'extrémité du rayon. Plus généralement, si § est une face de X et si s est

un sommet de &, on pose v5 € A° (Nsr) égal & + /\_ve o e parcourt les arétes de § contenant
s. Ce multi-vecteur est bien défini modulo un signe, on choisit ce signe arbitrairement. De
plus, si § = s est un sommet, on prend vy =1 € /\ONS’R ~ R. On appelle vs le multi-vecteur

canonique de 0. On note wg € /\WM&R ~ R le dual de v, que 'on appelle la forme canonique
de 9.

REMARQUE 3.1. Dauns les chapitres 2, 3 et 4, vs et n;/, désignent en fait des multiples des
définitions données ci-dessus pour qu’ils deviennent unitaires pour le réseau sous-jacent. Dans
le cas d’une triangulation unimodulaire, les deux définitions coincident. o

En notant sign: R — {—1,0,+1} la fonction associant a chaque nombre son signe, on
peut définir signs := signows. La donnée (signg)scx définie une orientation sur X. Pour toute
paire v < §, on définit alors le signe

sign(7, ) := signg(ng/y A vy).

Ces signes ne dépendent pas du choix précis des vs mais seulement de l'orientation. Dans
la suite, on supposera toujours que les structures simpliciales affines sont munies de multi-
vecteurs canoniques, des formes canoniques correspondantes et de l'orientation correspon-
dante.

On étend ces définitions de maniére naturelle & X, c’est-a-dire que pour tout § € X et
pour toute paire 7 < o dans X, avec o < §, on prend vss égal a la projection de vs., dans
N§g = Nio R, et l'on pose nsr50 égal a la projection de —ns. /5., dans Nsg.

Toutes ces notions induisent des éléments naturels sur les structures transverses. A la face
67 € X7 on associe 1/;’ € /\Ié\—llegR comme la projection de n’importe quel multi-vecteur v
de ¢ tel que v, A v = 5. La définition ne dépend pas du choix de ce multi-vecteur.

REMARQUE 3.2 (Cas rationnel). Soit X est une structure simpliciale rationnelle de di-
mension au moins deux. Supposons que pour toute paire de faces 7,7’ dans X7, il existe une
suite de faces 79,...,7s dans X telle que 1o = 7, 7 = 7’ et 7; v 7,41 € Xo. Clest le cas dans
la plupart des exemples intéressants, par exemple si X est irréductible et orientable comme
définie en section 3.4. Soit 0 € X5 et 7 < ¢. On peut trouver un facteur A non nul tel que Av;
soit rationnel. On peut alors montrer que pour tout 7/ < o, Av,s est rationnel. De proche en
proche, on en déduit que tous les A\v,» pour 77 € X1 sont rationnels. Quitte a effectuer une
homothétie de rapport A, on peut donc supposer que tous les multi-vecteurs canoniques sont
rationnels. o

3.2. Homologie et cohomologie tropicales. Soit Z une structure simpliciale affine de
dimension d ou sa compactification canonique. Soit ¢ une face de Z. Soit k € {R,Q} (pour
k = @Q, on suppose Z faiblement rationnelle). Pour tout p € {0,...,d}, on pose

F,(0,k) = > NNy € N'Ne(5), et FP(5) = Fp(6)".
n>4
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Pour plus d’information sur l'origine de cette définition, nous renvoyons le lecteur a la
section 3.8. Pour toute paire 7 < J, l'inclusion Ng(y) — Ng(0) induit naturellement une
application dss., : F,(8,k) — Fp(7,k) et I'application duale d7< : FP(v,k) — FP(4,k).

On définit, pour toute paire d’entiers p et ¢,

Cpq(Z,k):= P Fpd,k).

6€Zy
¢ compact

Side Zy et siveFy(d, k), nous noterons (9, v) I'élément de Cp, 4(Z,k) qui vaut v sur la face
0 et zéro ailleurs.
On obtient un complexe de chaines

0
Cp,°(Z>k) : pq+1(Z k) —’ C (Z,k) — p,qfl(ZﬂK) —
ou les différentielles sont définies de maniére habituelle en envoyant (6,v), avec § € Zy et
veF,(0,k), sur

Z sign(7,6)(7, 05> V) € Cpg—1(Z, k).
y<6

On obtient alors I’homologie tropicale & coefficients dans k en posant
ker (0 : Cpg(Z,k) — Cpg-1(Z,K))
Im((aqﬂ 1 Cpg1(Z, k) — Cp4(Z, k))

On peut définir de la méme maniére I’homologie de Borel-Moore tropicale de Z a coefficient
dans k, H), BM (Z k), a partir des groupes de chaines suivants :

CoNZ,k) == P Fp(d,k),
0€Zq

Hyo(Z,k) =

ou cette fois-ci 'on n’exige plus la compacité des faces concernées.
On définit ensuite les notions duales. On pose

CPUZ,k) = Cpq(Z,k)* ~ (—D F?(4,k),
0eZq
§ compact

et I'on obtient le complexe de cochaines dual au complexe de chaines Cj, .,

cP(Z,k): - — CPI7L(Z, k)—>CM(Z ]k) CM“(Z k) —

On définit alors la cohomologie tropicale de Z a coefficients dans k, notée HP(Z, k), comme
étant la cohomologie de ce complexe de cochaines. Notamment on obtient HP(Z k) ~
H, 4(Z,k)* car ici k est un corps, donc il n’y a pas de torsion.

De méme, le dual de CES/I(Z, k) est noté CPY(Z, k). La cohomologie associée est appelée
la cohomologie tropicale a support compact de Z a coefficients dans k, et est notée HEY(Z,k).
On obtient un isomorphisme HY?(Z,k) ~ HEE/[(Z, k)*.

On définit de plus le k™€ groupe d’homologie tropicale par

Hy(Z,k):== @ Hpq(Zk),
p+q=Fk
et Pon définit HPM(Z,k), H*(Z,k) et H¥(Z,k) de maniére similaire. Ces derni¢res définitions
améne une question naturelle.

QUESTION 3.3. Existe-t-il une définition intrinséque du k*™° groupe d’homologie tropical
sans passer par I’homologie bigraduée ? o

Notons que si Z est une compactification canonique, alors trivialement HP,I,\/I(Z7 k) ~
Hoo(Z,k) et HO®(Z,k) ~ H**(Z,k).
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REMARQUE 3.4. Si Z est faiblement rationnel, remarquons que, par le théoréme des co-
efficients universels, HP4(Z,R) ~ HP9(Z,Q) ® R, et de méme pour la cohomologie & support
compact et pour les deux versions d’homologie. o

Convention. Dans la suite, nous poserons k égal & R ou Q et nous omettrons de préciser
le corps k utilisé pour calculer la cohomologie. Dans le cas k = QQ, nous supposerons que les
objets concernés sont fortement rationnels. En effet, bien que certaines définitions s’étendent
directement au cas faiblement rationnel, pour d’autres cela est moins évident. Nous ferons
parfois quelques commentaires sur le cas faiblement rationnel.

3.3. Définitions alternatives. Bien que I'on étudie des cohomologies simpliciales dont
les coefficients dépendent de la face, on peut, comme pour la cohomologie classique, calculer
les mémes groupes de cohomologie griace a de nombreuses versions différentes.

Comme expliqué plus tot, ’homologie tropicale, plus précisément la version cellulaire, a
été introduite dans [IKMZ19]. Une étude plus générale de la cohomologie tropicale, notam-
ment 1’équivalence entre la version cellulaire et des versions singuliéres et faisceautiques, a
été décrite par la suite dans [MZ14|. Pour étudier la dualité de Poincaré, les versions com-
pactes et de Borel-Moore sont introduites dans [JSS19] et [JRS18]. Dans [JSS19] est aussi
introduite la cohomologie de Dolbeault tropicale, qui ressemble beaucoup a la cohomologie
de Dolbeault classique, c’est-a-dire & une version complexe de la cohomologie de de Rham.
C’est probablement la version qui peut paraitre la plus naturelle pour une personne familiére
de la théorie de Hodge classique. Elle s’appuie sur une définition similaire pour les espaces de
Berkovich [CLD12,Jel16a,Jel16b, Liu20|.

Nous n’utiliserons que la version cellulaire décrite ci-dessus dans la suite de ce chapitre.
Toutefois, nous décrivons la version faisceautique ci-dessous. Celle-ci a été particulierement
fouillée dans [GS19b|. L’existence d’une version faisceautique nous est utile car elle montre
que la cohomologie ne dépend que du support.

Un ouwvert basique de ‘Z ‘ est un ouvert connexe U tel qu’il existe une face v € Z, appelée
face minimale de U, avec U N M connexe et telle que U inclus dans 'union des intérieurs

(relatifs) des ’n’ pour 7 > . Ces ouverts forment une base pour la topologie sur Z.
On définit le faisceau F7, 7.k €N posant ng(U ) = FP(v) pour n’importe quel ouvert basique
U de face minimale . Cela définit bien de maniére unique un faisceau sur Z.

THEOREME 3.5. Pour tout entier p,q, on a

me(|z), 7,) =~ araz,x) et m(

Fh) ~ HE(Z. ).

DEMONSTRATION. Le faisceau ]-"g]k est un faisceau constructible stratifié par les supports

‘ng‘ pour k£ > 0. On peut calculer sa cohomologie via le faisceau cellulaire correspondant
(voir [She85]), qui est exactement la cohomologie tropicale définie plus haut. Nous renvoyons
a [She85, Curl4| pour la théorie générale des faisceaux cellulaires ou simpliciaux et & [MZ14,
JSS19,JRS18| pour le cas particulier de la cohomologie tropicale. ]

REMARQUE 3.6. Du point de vue de la cohomologie de Dolbeault tropicale, le faisceau
F4 . est Panalogue tropical du faisceau des p-formes holomorphes d’une variété complexes :
c’est le noyau pour les (p, 0)-formes lisses de la différentielle anti—holomorphe tropicale Ainsi,

w(|z],

(, q) o

COROLLAIRE 3.7. Soit X une structure simpliciale affine. Si X' est une subdivision sim-
pliciale de X, alors H**(X,k) ~ H**(X', k) et H>*(X,k) ~ H>*(X',k). De plus, si X!, =

rec

Xieo, alors H*(X,k) ~ H**(X', k). O
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Le cadre des structures simpliciales affines est assez général. Toutefois, il n’est pas clair
qu’il contient par exemple les variétés tropicales lisses au sens de [JSS19|.

QUESTION 3.8. Soit Z un espace polyédral compact au sens de [JSS19] qui est localement
matroidal. Soit X sa partie de sédentarité nulle. Peut-on munir X d’une structure simpliciale
X telle que Z soit le support de X ? o

Il existe aussi une notion de polyédres étendus réguliers, par exemple dans [IKMZ19]|,
qui sont des polyédres respectant la stratification & l'infini. Dans la question précédente, si
I’on suppose de plus que Z est munie d’une structure de faces réguliéres, alors il devrait étre
possible de trouver une triangulation de la partie de sédentarité 0 de Z qui fournirait une
réponse positive a la question.

On devrait aussi pouvoir sans trop de difficulté définir des espaces topologiques enri-
chis d’une structure affine généralisant simultanément les espaces polyédraux étendus et les
structures simpliciales affines. Nous n’avons pas essayé de le faire ici car, de toute facon, les
démonstrations des théorémes principaux de cette thése utilisent des triangulations. En sec-
tion 7.1.3, nous verrons une tentative de preuve pour établir une théorie de Hodge tropicale
sans passer par les triangulations, qui pour 'instant n’a pas aboutie.

3.4. Orientabilité, irréductibilité et classes fondamentales. Soit X une structure
simpliciale affine de dimension d. On dit que X est R-orientable, ou simplement orientable
(& ne pas confondre avec les orientation au sens de la section 3.1), s’il existe un cycle dans
ngg/[ (X,R) de support X, tout entier. On dit que X est R-orientée, ou simplement orientée,
si de plus on a fait le choix d’un tel cycle. Dans ce cas, on note ce cycle [X] et on 'appelle
I’élément canonique de X . La classe correspondante dans HZY (X, R) est elle aussi notée [X]
et est appelée la classe fondamentale de X. ,

Cette notion est trés liée & la notion de condition d’équilibre en géométrie tropicale.
En effet, on a la proposition suivante qui se démontre immédiatement par le calcul (voir
exemple 3.10).

PROPOSITION 3.9. Un élément 3, . w(n)(n,vy) est un cycle si et seulement s’il est
équilibré dans le sens suivant : pour toute face T € Xq_1,

Z w(n)nn/T € N-,-’R. O

n>T

Si X est orientée, alors pour tout § € X la structure transverse X? de X est naturellement
orientée. En effet, si [X] = Znexd w(n)(n,vy), alors on pose

(X = > wn)(’,v)).
neX®
n>4
Si X est orientable et si H 224()( ,R) est de dimension un, nous dirons que X est irréductible.
Dans ce cas, I’élément canonique de X est bien défini & un facteur prés.
Notons que ng/[(X, R) = Cgi\l/{()?, R) = Cyq(X,R). Ainsi, X sera dite orientable, resp.
orientée, resp. irréductible, si X lest. L’élément canonique de X est I'élément induit par [X].
De méme, si X est faiblement rationnelle, on peut définir la Q-orientabilité, etc., mais
par le théoréme des coefficients universels, toutes ses propriétés sont équivalentes au cas réel.
Toutefois, notons qu’une structure simpliciale Q-orientée a un élément canonique rationnel.

Convention. Dans le cas fortement rationnel, si une structure est Q-orientable, nous ferons
automatiquement I’hypothése que les éléments canoniques vg sont rationnels. Dans le cas ot
la structure est de dimension au moins deux, cela peut se faire sans perte de généralité par la
remarque 3.11. Une telle hypothése n’est pas toujours possible pour la dimension un, mais ce
cas-1a peut étre traité a part et nous ne nous en préoccuperons pas ici.
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EXEMPLE 3.10. Soit X une variété tropicale pondérée de dimension d dans R™. Il s’agit
donc du support d’'un complexe simplicial rationnel X de R". De plus, chaque facette o de
X est munie d’un poids w(c). Pour simplifier en évitant d’introduire de nouvelles notations,
supposons que X soit munie d’une triangulation unimodulaire par rapport a N = Z" < R".
Pour chaque face n € 3, le multi-vecteur canonique v, € /\lmNnyQ est alors unitaire pour le
réseau IV,,.

Alors, comme on ’a vu en section 1.7, X vérifie la condition d’équilibre pondérée : pour
toute face 7 € Xg4_1,

> w(o)n,, € Ny
o>T

Pour toute paire o > 7, on a v, = sign(7,0)n,/ A V7. Ainsi, par la condition d’équilibre
ci-dessus, pour toute face 7 de codimension un,

Z sign(r, o)w(o)v, = 0.

o>T

Donc ey,
canonique [X] de X.

Toute variété tropicale pondérée triangulée de R™ est donc naturellement une structure
simpliciale affine orientée faiblement rationnelle. On voit bien le lien ici entre le fait d’étre
tropical, c’est-a-dire équilibré, et 'orientabilité. o

(o, w(0)vy) € CBM(X) est un cycle. C’est méme un choix canonique pour I'élément

3.5. Cup-produit. Soit X une structure simpliciale affine de dimension d sur E. Alors il
existe un cup-produit naturel — : HP94(X)®@H? ¢ (X) — HPP**9(X). On peut I'obtenir en
adaptant le cup-produit simplicial classique sur cone(X), ou bien par exemple via les formes
de Dolbeault comme dans [JSS19].

De méme, nous avons un cup-produit — : HP4(X)® HP¥ (X) — HP+Pa+d(X).

EXEMPLE 3.11 (Cas d’un éventail). Traitons le cas d’une structure simpliciale linéaire 3.
Ce cas est particuliérement simple. En effet, > n’a qu’une seule face compacte : 0. Donc

FP(0) siq=0,

0 sinon.

HPA(S) = CPI(S) = {

On peut alors définir le cup-produit directement sur les cochaines de la fagon suivante. Si
a = (0,0) € CPO() avec a € FP(0) et si b = (0, 3) est un élément de CP9 (%), a — b est
simplement égal & (o, A ().

Pour la compactification canonique, rappelons que ¥ est naturellement un complexe cu-
bique. Il existe une maniére naturelle de définir le cup-produit sur les complexes cubiques. On
peut ainsi donner une formule explicite, ce qui est fait en chapitre 2 section 7.4.

Dans le cas de la compactification canonique d’une structure simpliciale affine X, on peut
calculer le cup-produit en travaillant dans cone(X) quitte & mettre 0 sur les éléments de
cone(X) ne correspondant pas & des faces de X. o

3.6. Dualité de Poincaré. Soit Z une structure simpliciale affine irréductible orientée
ou sa compactification. Alors on note deg € HY ’d(Z)* I'élément dual & [Z] que l'on appelle
Vapplication degré, et que l'on peut aussi interpréter comme l'intégrale sur Z (cf. [JSS19]).
Pour toute paire d’entiers p et ¢, en composant ’application degré et le cup-produit nous
obtenons donc un accouplement

HP(Z)® HEP479(7) - k.

DEFINITION 3.12. On dit que Z vérifie la dualité de Poincaré si I’accouplement ci-dessus
est parfait, c’est-a-dire si HP4(Z) — HZ P*79(Z)* est un isomorphisme. o
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ExXEMPLE 3.13. Poursuivons ’étude de la structure simpliciale linéaire ¥. Dans ce cas,
la dualité de Poincaré revient & montrer que H2Y(X) est nul pour q # d, et que Hf’d(E) ~
Fq_,(0). L’application Hf’d(Z) — Fgq_,(0) peut étre facilement décrite. Elle envoie (1, o) sur
ta(vy). On peut montrer que cette application est toujours surjective. Nous poursuivrons cette
étude en section 4. o

3.7. Lissité. Comment définir la lissité pour un espace polyédral 7 La définition géomé-
trique classique de lissité est difficile & adapter dans ce contexte. En effet, pour deux points
quelconque, les voisinages des deux points peuvent étre trés différents.

Une premiére idée serait de définir la lissité en demandant d’étre localement la tropicalisa-
tion d’une variété lisse. C’est a priori une mauvaise définition car une telle tropicalisation peut
prendre plusieurs formes dont certaines trés singuliéres. De plus, les variétés tropicales ne sont
pas toujours réalisables, méme localement, comme nous ’avons vu dans la remarque 1.10.

Toutefois, les tropicalisations des complémentaires d’arrangement d’hyperplans dans le
tore ont de bonnes propriétés. Il s’agit de support de Bergman comme nous ’avons vu en
section 1.3. Jusqu’a présent, une variété tropicale était dite lisse si elle était localement ma-
troidale, c¢’est-a-dire, nous le rappelons, localement de la forme ‘E‘ x T* avec ’E‘ un support
de Bergman. C’est la définition utilisée dans [IKMZ19] et par la suite dans [JSS19,MZ14,
MR18,JRS18,GS19b, GS19a] par exemple. Les variétés tropicales lisses dans ce sens véri-
fient la dualité de Poincaré [JSS19].

Nous souhaitons proposer une nouvelle définition de lissité, plus large. Nous allons proposer
une définition purement homologique, allant dans le sens de I’étude des variétés homologiques,
cf. [Cec33, Lef33, Beg42, Bor57, Wil65, BFMW96, BFMW 07, Mio00, Wei02]. A priori
la lissité doit étre une notion locale, et une variété lisse doit vérifiée la dualité de Poincaré.
Nous proposons donc la définition informelle suivante. Un espace polyédral muni des faisceaux
tropicaux J* est lisse si tout ouvert connexe de cette variété vérifie la dualité de Poincaré. De
méme, on souhaite dire qu’une structure simpliciale affine X est lisse si ’espace polyédral ‘X ’
est lisse au sens précédent.

Le paragraphe ci-dessus est une justification intuitive de la nouvelle définition de lissité.
Toutefois, d’'un point de vue pragmatique, si une variété tropicale est la limite d’une famille
de variétés, nous souhaiterions que la lissité implique que la variété tropicale se souviennent
de nombreuses informations des fibres proches de la fibre centrale. C’est un réle que rempli
parfaitement la notion d’étre localement matroidal. Avec Amini, nous avons pour projet de
montrer que la nouvelle notion de lissité remplit bien ce roéle, notamment dans la perspec-
tive d’étudier des variétés algébriques proches de la limites tropicales pour des familles plus
générales que celles étudiées par [IKMZ19| (voir section 3.8).

A partir de la définition informelle de lissité ci-dessus, essayons de justifier la définition 3.14.
Des résultats plus précis seront donnés plus tard. Dans les espaces polyédraux raisonnables
(on souhaite entre autre éviter le cas de la figure 3, cf. [IKMZ19,JSS19,Smal7|), chaque
point a un voisinage isomorphe a un espace de la forme ’E‘ x RF x T! ou ’E‘ est le support
d’un éventail. Si le monde est bien fait, R et T devraient étre lisses, et donc devraient vérifier
la dualité de Poincaré. Le point essentiel est donc la dualité de Poincaré pour .

DEFINITION 3.14. Une structure simpliciale affine orientée X est lisse si X9 veérifie la
dualité de Poincaré pour toute face § de X. De plus, X est dite lisse si X est. o

THEOREME 3.15. Si X est une structure simpliciale affine orientée lisse, alors X et X
vérifient la dualité de Poincaré.

Nous n’avons pas encore les outils pour faire la preuve avec la cohomologie cellulaire, ce que
nous ferons dans le cas des structures simpliciales linéaires en théoréme 3.15. Nous donnons
ci-dessous une preuve faisceautique qui, au passage, justifie la définition de la lissité.
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DEMONSTRATION. Montrons le résultat pour X. La preuve est similaire pour X. Soit
5% une face de X. Alors tout ouvert basique de ‘)7 ‘ de face minimale 6% est homéomorphe a

‘X ‘5’ xR s Tlol 1,’homéomorphisme induit des isomorphismes de faisceaux pour les faisceaux
F* associés. On vérifie directement la dualité de Poincaré pour les espaces R et T. De plus, par
hypothese, | X 6‘ vérifie aussi la dualité de Poincaré. Via la formule de Kiinneth (cf. [GS19b],
voir aussi théoréme 6.1), on en déduit que le produit, et donc 'ouvert de base, vérifie la dualité
de Poincaré. Rappelons que les ouverts de base forment une base d’ouverts pour la topologie.
On obtient alors la dualité de Poincaré pour X en utilisant une résolution par des faisceaux
fins comme dans [JSS19]. O

Dans [GS19b], Gross et Shokrieh ont montré que toute variété tropicale localement ma-
troidale vérifie la dualité de Verdier a coeflicients entiers. Plus précisément, si Z est une
variété tropicale localement matroidale de dimension d munie d’une structure entiére, le fais-
ceau F, est dual & ]-"gfp [d] dans la catégorie dérivée des complexes de cochaines bornées de
Zz-modules. Voici une question qui nous a été posée par Shokrieh.

QUESTION 3.16. Peut-on étendre ce résultat aux variétés tropicales lisses ? o
La proposition suivante est immédiate par la définition.

PROPOSITION 3.17. Si X est lisse, alors pour toute face 6 de X, X et X° sont lisses. De
plus, pour toute face o € Xyeo, les strates a Uinfini X° et X° sont lisses. g

EXEMPLE 3.18 (Cas de la dimension 1). Dans cette thése, nous appellerons droite tropicale
une structure simpliciale linéaire ¥ de dimension un orientable et irréductible, c’est-a-dire qu’il
n’y a qu’'une seule relation de dépendance entre les v, pour p € ¥ de la forme ZpeE apvy, =0
et que les coefficients a, sont tous non nuls. Il s’agit exactement des éventails de Bergman de
dimension un.

On se convainc facilement qu’il s’agit des seules structures simpliciales linéaires lisses de
dimension un. o

3.8. Lien avec les variétés complexes. Cette section ne vise qu’a développer une
intuition de certains phénomeénes, souvent conjecturaux, et a suggérer des applications et des
généralisations possibles des résultats de cette thése. Nous ne prétendons pas énoncer des
résultats précis. Ainsi, toute affirmation de cette section doit étre considérée avec précaution,
et nous renvoyons le lecteur & différents articles pour plus de précision.

Pour mieux comprendre la définition de la géométrie tropicale et pourquoi elle posséde de
si bonnes propriétés, il nous semble utile d’expliquer son origine. Le but originel de I’homolo-
gie tropicale, développé dans [IKMZ19], est de retrouver la cohomologie d’une fibre générale
d’une famille de variétés projectives complexes a partir de sa limite tropicale dans des cas spé-
cifiques (voir ci-dessous). Pour cela, les auteurs ont exploité la théorie de Hodge asymptotique.
Nous en reparlerons plus loin.

D’un autre coté, dans le cas des hypersurfaces projectives complexes, il existe une jolie
décomposition en pantalons de la fibre générale, décomposition dont les parties sont indexées
par les faces d'une certaine triangulation sur la limite tropicale [Mik04b]|. En fait, la fibre
générale se projette sur la limite tropicale en des fibres que I'on peut décrire explicitement.
Nous appelons cette fibration une fibration en tores pour une raison qui deviendra bientot
claire. Dans le cas ol la limite tropicale est lisse, le lien entre la cohomologie tropicale de la
limite et la cohomologie de la fibre générale peut étre vu trés naturellement (cf. [Arn20]).

L’existence d’une fibration en tores dans le cas général, notamment dans le cas des variétés
de Calabi-Yau, est un probléme intéressant lié notamment a la conjecture SYZ en symétrie
miroir [SYZ96,Zha00, Li20].

Une fibration similaire apparait dans [Cle69| pour essayer de comprendre I'action de la
monodromie sur une famille de variétés. Rappelons que la monodromie a un équivalent sur la
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limite tropicale, 'opérateur eigenwave, qui est lié aux déformations de la variété tropicale et
a la famille Papproximant [MZ14].

Dans cette section, nous nous placerons dans un cas idéal ou la fibration susmentionnée
existe.

3.8.1. Fibration en tores. En s’inspirant des figures 7 et 8, nous pourrions espérer ’exis-
tence d’une fibration en tores de la forme suivante pour les fibres proches W.

— L’application étendue Log, : W; — TPx,.. se rétracte en une application surjective
continue trop, : W; — X qui respecte les stratifications des variétés toriques CPx,,..
et TPx,..-

— A chaque face 67 de la compactification canonique X et a chaque point = de ‘(5”‘ cXx
on peut associer Fy, 50 < trop{l(az) qui est homéomorphe a Us x (S1)197! ~ Us x T}ga‘,
ou l'on rappelle que Us est la partie ouverte de la composante associée a ¢ dans la
fibre centrale (cf. section 1.11.3).

— On peut choisir ces homéomorphismes tels qu'il existe une application continue Wi —
W qui induit les projections naturelles Us x (S1)!9°! — Us.

— Pour chaque point z, si 7 est la face minimale de X contenant = dans son support,
alors trop; () = Faup = |, rop Fry-

n' sz
— Pour chaque ouvert basique de X de face minimale 67, sa préimage par trop, est
homéomorphe a 67 x Us x (S1)1¥7! x Cl7!| c’est-a-dire a Us x T(‘gal x Clel,

Notons qu'un analogue tropical de cette décomposition est valable sur X. Il faut alors
remplacer Us par un point qui se souvient que son éventail transverse est X 5, remplacer St
par un point et C par T.

EXEMPLE 3.19. Dans les figures 7 et 8, nous obtenons bien cette décomposition. Chaque
aréte de la limite tropicale correspond & un cylindre (en rouge ou gris) homéomorphe & C*. Les
cycles représentés dans ces cylindres représente la préimage de I'un des points. Les sommets
de sédentarité zéro correspondent aux parties ouvertes des composantes irréductibles corres-
pondantes. Enfin les points bleus représentent la partie de la compactification en-dehors du
tore. o

QUESTION 3.20. De maniére générale, dans quel cas la fibration en tores décrite ci-dessus
existe-t-elle 7

Par ailleurs, en fixant une fibre spéciale et une variété tropicale associée, peut-on construire
une famille de variétés qui dégénére vers cette fibre spéciale et dont les fibres générales ad-
mettent une fibration en tores au-dessus de la limite tropicale ? o

Pour la seconde question, on pourrait par exemple tenter de généraliser la méthode du
patchwork en codimension supérieure.

3.8.2. Comparaison des cohomologies. Dans le cas ou la limite tropicale est localement
matroidale, on peut montrer que les strates ouvertes Uy s- de la fibre spéciale sont des com-
plémentaires d’arrangement d’hyperplans dont la tropicalisation est exactement le support de
Bergman ’XO‘ZG ~ ‘X‘S‘ (voir [IKMZ19]). Par un résultat de Zharkov |Zhal3|, le groupe de
cohomologie HP(Uy s-) est isomorphe & FP(040), ot 00 désigne le cone {0} de I'éventail X0,
et donc a HPO(X®") ~ HP(X?"). Notons au passage que le fait que HP(X?") soit concentré
en bidegré (p,0) est li¢ au fait que la structure de Hodge mixte associée a HP (U 5-) est pure
de poids 2p, [Sha93|, nous y reviendrons en section 9.

Supposons que la décomposition en tores est possible. Remarquons de plus que la coho-
mologie du tore HP(TE) est isomorphe a AR, et donc a HP?(TX). Maintenant, si U est
un ouvert basique de X de face minimale §7, alors trop;l(U) ~ Us X T(lgg‘ x Clol et, par la
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formule de Kiinneth,
(3.1)  H*(trop; (U)) ~ H*(Us) ® H*(TE") @ H*(C')) ~ F*(050) @ F* (R¥)) ~ F*(57).

Ainsi, le faisceau F )’? a pour section locale la cohomologie de I'ouvert vivant au-dessus dans

W;. 11 est donc naturel de penser que la cohomologie tropicale de X calcule la cohomologie
de Wy. C'est ce qui est démontré dans [TKMZ19], sans toutefois utiliser la décomposition
ci-dessus, qui est conjecturale méme dans ce cadre, mais en utilisant la théorie de Hodge
asymptotique comme nous le verrons en section 7.1.4.

Dans le cas ou la limite tropicale n’est pas localement matroidale, on peut remplacer le
faisceau F3 par le faisceau G* tel que, pour les ouverts basiques U, G*(U) = H* (trop; *(U)).
Le cofaisceau homologique cellulaire associé est appelé homologie ronde dans [Arn20|. Nous
travaillons actuellement avec Amini pour généraliser les propriétés de la cohomologie tropicale
a d’autres faisceaux similaires a F*°.

Dans le cas o la décomposition en tores d’une fibre générale n’existe pas, nous pouvons
toujours construire un espace topologique W et une application trop : W — X qui vérifie la
décomposition en tores. Dans ce cadre, on peut définir le faisceau G grace a W. La cohomologie
associée calcule alors la deuxiéme page de la suite spectrale de Leray-Serre de la fibration, suite
spectrale qui dégénére vers la cohomologie de W. De 14, on peut tenter de calculer les pages
suivantes directement sur X.

QUESTION 3.21. Le faisceau G permet-il de calculer la cohomologie d’une fibre générale

Wt? <&

En cas de réponse affirmative, cela donnerait plus de légitimité a la question 3.20.

4. Comparaison de H**(X), H:*(X) et H**(X)

Comme nous 'avons déja dit, la plupart des résultats de cette thése ont été obtenus
grace & des outils efficaces pour calculer et lier les deux versions des cohomologies tropicales
d’une variété tropicale, de ses éventails transverses et de leurs compactifications respectives.
Ces outils sont en fait des suites spectrales issues de double complexes, et leurs natures trés
algébriques nous permettent de facilement les généraliser a des structures simpliciales affines
quelconques. Dans cette section nous traitons le cadre des structures simpliciales linéaires.
Nous définirons les différents double complexes dans ce cadre, et nous renverrons aux autres
chapitres pour les preuves. Bien que ces preuves ne s’appliquent a priori qu’a des éventails de
R"™, le lecteur se convaincra facilement qu’elles se généralisent au cas général.

A propos des suites spectrales. « The words “spectral sequence” strike fear into the hearts
of many hardened mathematicians. These notes will attempt to demonstrate that spectral
sequences are not so scary, and also very powerful. » Ce sont les premiéres phrases d’une courte
(et incompléte) introduction aux suites spectrales par Hutchings que l'auteur de cette thése
recommande & toute personne ne connaissant peu ou pas du tout ce domaine et souhaitant en
apprendre plus [Hut|. Pour une référence plus compléte, voir [McCO00].

Pour rendre cette partie relativement lisible pour les lecteurs peu habitués aux suites
spectrales, et pour habituer les autres lecteurs aux notations utilisées, nous allons détailler la
premiére utilisation de suites spectrales, et nous irons plus vite ensuite.

Nous n’étudierons que des suites spectrales bornées et issues de doubles complexes (& une
exception prés), ce qui nous donne un cadre assez simple. Dans les diagrammes, la premier
indice de la suite spectrale augmentera de gauche a droite, et le second indice de haut en bas.

Dans toute cette section, ¥ est une structure simpliciale linéaire orientée de dimension d,
et ¥ est sa compactification canonique.
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4.1. Principaux résultats. Nous énoncons ici les principaux résultats que nous mon-
trons dans la suite de cette section.
Pour commencer, posons pour tout entier p, q,
CPAU(Y) := (—D FP~9(00,),
o€y
ou nous rappelons que o0, désigne le sommet g. Notons que la somme porte bien sur des
faces de ¥ et non de . Nous obtenons le complexe de cochaines suivant

CrrE): o CPI(E) S CP(E) o CPIH(E) —
dont la différentielle d? est donnée par la somme sur les paires de faces 7 < o, 7 € X, des
applications
Fi(c0,;) —> Fi(o0,),
o 7TT<-U,*(LV; (a))
On note HP*(X) la cohomologie associée.

On peut définir un morphisme CP4(¥) — CP4(X) de la maniére suivante. Soit o € ¥,.
Rappelons au passage que @ := ¢ € .. On peut considérer les rayons p1, . . ., pq qui engendrent
o dans un ordre tel que vy = vy, A--- AV, . Le morphisme envoie alors (7, a), pour a € FP(0),
sur (0,4, (a)) € CP4(X). Ce morphisme commute avec les différentielles, et on obtient le
théoréme suivant.

THEOREME 4.1. Le morphisme ci-dessus induit un isomorphisme en cohomologie :

H**(X) > H**(Y).
La preuve utilise une décomposition des faces de ¥ en hypercubes, ce qui justifie I'utilisa-

tion du symbole o en indice.
De ce théoréme, nous déduisons immeédiatement le corollaire suivant.

CORBLLAIRE 4.2. La cohomologie HP1(X) est triviale pour p < q et pour p > q = 0. Si
de plus X2 vérifie la dualité de Poincaré, alors sa cohomologie est concentrée en bidegré (p,p)
pour 0 < p < d.

DEMONSTRATION. Si p < g, alors CP4(X) est trivial. Donc HP4(X) = HP(X) = 0.
Pourg=0et p>0,0na
HPY(Z) = HPY(Z) = ker (FP(0) — P FP" (o).
0€¥n

Une forme o € FP(0) qui est dans ce noyau doit étre nulle lorsqu’on le contracte par v, pour
n’importe quel rayon g € X. Cela implique que « est nulle (voir chapitre 2 section 7.3) et
donc que HPY(X) = 0.

La derniére partie de I’énoncé est triviale. O

Ryota Mikami a démontré un théoréme similaire dans [Mik20a| sur 'analytifié de Berko-
vich d’une variété algébrique lisse pour un analogue de la cohomologie tropicale.

Le double complexe utilisé pour démontrer le théoréme 4.1 nous permet aussi d’obtenir le
résultat suivant.

THEOREME 4.3. Supposons que 3° wvérifie la dualité de Poincaré pour tout cone o € %
différent de 0. Alors 3 vérifie la dualité de Poincaré si et seulement si X vérifie la dualité de
Poincaré.

Voici deux corollaires immédiats, le second se montre par récurrence.
COROLLAIRE 4.4. Si X est lisse, alors ¥ vérifie la dualité de Poincaré. O

En particulier, on retrouve le théoréme 3.15 dans le cas linéaire.
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COROLLAIRE 4.5. ¥ est lisse si et seulement % vérifie la dualité de Poincaré pour tout
o€ . (|

Nous avons vu dans I'exemple 3.13 que si ¥ vérifie la dualité de Poincaré, alors H2Y(3) est
trivial pour ¢ < d. Nous souhaitons citer ici une jolie réciproque trouvée par Edvard Aksnes
dans [Aks21].

On dit que X est normal si pour toute face 7 de codimension un dans ¥, X7 est lisse (i.e.
Y7 est une droite tropicale).

THEOREME 4.6. Si un éventail simplicial tropical rationnel ¥ de dimension d est normal
et vérifie que pour toute face o € ¥ et toute paire d’entiers p,q avec q < d—|o| HEY(X7) =0,
alors 3 est lisse.

Nos méthodes permettent de retrouver une version affaiblie de ce théoréme pour toute
structure linéaire orientée qui nécessite une condition plus forte : on demande en plus de la
normalité que 37 soit lisse pour toute face o € ¥ de codimension deux.

Enfin, une seconde suite spectrale nous permet d’obtenir le théoréme suivant.

THEOREME 4.7. St % est lisse, alors pour tout entier p nous avons la suite exacte suivante.

0 BPP(E) > @ HPE) > @ BPE) > - @ HPE) - Fyy(0) - 0.

oEY OEY2 o€Xq_p
Les différentielles sont obtenues en sommant les applications sign(t,0)i_, pour T < o ou
. T =0 L. L.
i, CPI(X)) — CPUX)) désigne la restriction.

Cette suite exacte est trés importante et nous l'utiliserons & de nombreuses reprises car
elle nous fournit une résolution du (dual du) faisceau F*. De plus, cette résolution est donnée
par la cohomologie tropicale qui est elle-méme calculée par le faisceau. C’est une sorte de
théoréme d’inclusion-exclusion, ce qui sera d’autant plus clair lorsque nous verrons la preuve.
Ce genre de phénomeéne a déja été étudié dans [Pet17].

Nous reviendrons en section 4.6 sur le lien de cette suite exacte avec la théorie de Hodge
classique et avec la suite spectrale de Deligne, et en section 5 sur son lien avec le complexe de
partition concernant la combinatoire des complexes simpliciaux.

REMARQUE 4.8. Les théorémes 4.1 et 4.7 peuvent étre généralisés aux structures simpli-
ciales affines. Nous n’énoncons pas ces généralisations par souci de simplification. o

Dans la suite de cette section, nous allons démontrer en partie les résultats ci-dessus dans
I’objectif d’introduire deux double complexes et de montrer leur importance. Nous éviterons
autant que possible trop de technicité, et renvoyons aux sections 7 et 8 du chapitre 2 pour des
preuves complétes.

4.2. Décomposition cubique de la cohomologie. Nous commencons par introduire
un double complexe qui calcule la cohomologie de 3. Les suites spectrales associées donnent
beaucoup d’information sur X et permettent notamment de démontrer la plupart des résultats
cités ci-dessus.

Rappelons que la cohomologie H?:*(X) est par définition la cohomologie du complexe

rE): e D Pl — @ Fm) — B P —

nESq—1 n€Xq N€Sq+1

A la place de simplement regarder la dimension des faces, on pourrait de plus regarder leurs
sédentarités, ce qui permet de décomposer CP* en un double complexe, c’est-a-dire en un
complexe bigradué. Ainsi, on pose
b3y
pCub™? (%) := C—D FP(n%).
nN€Xq

UEE,b
o<n
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FI1GURE 10. Le double complexe ,Cub®* de la décomposition cubique de H?*(X).

! i

0 3 » P FP(oop) @ FP(»”)

nEX2 nEXq

UEZQ
l o<n

0 —— @D F(0) — D FW) @D F'(n")

i
<
i
<

~

Vv

pPEX] neXa nEXy
pEX] pEX
l p<n p<n
FP(0) —— @ FP(p) —— D F*(n) » P F(n)
pEX neEL2 nEXq

Pour ne pas trop alourdir les notations, nous omettrons de mentionner ¥ dans la suite. Le
double complexe peut étre trouvé en figure 10. Les éléments de pCuba’b sont dits de bidegré
(a,b) et de degré a + b. Ce double complexe est muni de deux différentielles.

— La différentielle verticale vérifie

d; = Ed'f’b : pCub°" — pCub°"Jrl
a,b

ou d‘f’b : pCuba’b — pCuba’bJrl est définie comme la somme des 7y, : FP(n7) —
FP(n™) avec |nl = a, lo| = —b et 7 < 0. Notons que le signe moins devant b a
justement été choisi pour que d| respecte la convention cohomologique d’augmenter

le degré.
— La différentielle horizontale vérifie

do, =) d%: Cub™* — Cub**"*

a,b
ot d%P : pCub“’b — pCub“H’b est définie comme la somme des i¥,_ » : FP(7") —
FP(o") avec |T| = a, Inl = —bet o > T.

L’avantage de ce double complexe cubique est que 'on obtient maintenant un complexe
par rangée et un complexe par colonne de pCub"', et que la cohomologie de chacun de ces

complexes est plus simple a calculer que la cohomologie de CP*(X). Par exemple, a la rangée
numeéro b est associé le complexe pCub"b muni de la différentielle d*?. On notera généralement
d_,, voire simplement d, la différentielle concernée dans la suite.

Le complexe total associé a ,Cub®*®, noté Tot*(,Cub®*®), est par définition

Tot"(,Cub™*) = & ,Cub™’
a+b=k
et est muni de la différentielle induite par d; + d_,.
Reste a savoir comment retrouver la cohomologie de CP*(X) = Tot*(,Cub™®) a partir
de la cohomologie des colonnes par exemple. C’est ce que nous explique la théorie des suites
spectrales. Nous allons tout de suite voir comment appliquer cette théorie.
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4.3. Preuve du théoréme 4.1. Etudions d’abord la suite spectrale éCub:’. induite par
la filtration selon la premiére coordonnée. Cela signifie simplement que ’on va commencer par
calculer la cohomologie des colonnes.

Par définition, la page 0 de la suite spectrale, notée },Cub;’.7 est égale a ,Cub™®. Ensuite

la premiére page },Cubz’. est obtenue en calculant la cohomologie des colonnes :

ol a,b J a,b+1
b ker(dl : pCubO — pCubO )

| @b
pCubl =

a,b—1

Im(di : Zl,(:ub0 — iCubg’b) '

4.3.1. Calcul de la premiére page. La a®™® colonne est donnée par

1 a,e o o o
yCub) " : o — P F()— D F()— D F(7) — -
n€Xq n€Xq n€Xq
O’EE,]]+1 G’GE,b O’GE,{,,l

On peut voir qu’elle se décompose en une somme directe de complexes

‘L a,7. o l ’]77.
pCubO = @pCub0 ,

neXq
ou chaque terme est défini par
n7.
bt D P — @ ) — D )
0EX _pi1 oEX OEY _p_q
o<n o<n o<n

Fixons n € ¥,. L’ensemble des faces de la forme n° pour o < n forme un sous-treillis de
¥ isomorphe au treillis de 'hypercube semi-ouvert T (ot I'on munit T des faces T et {o0}).
De plus, on a une décomposition non canonique

F/(f) > @ F7(o) @F (R,
p1+p2=p

Les détails de cette preuve sont dans la section 7.2.3 du chapitre 2, voir aussi section 7.4.3
concernant la décomposition ci-dessus. Briévement, on obtient

SCubl® = @D FP(o0,) @ CP (T,
p1+p2=p
puis, comme la cohomologie de T* est concentrée en bidegré (k, k) et H*F(T*) ~ k, on obtient
finalement que
Fr—(o0,) sib=0
LCub™? .= HP({Cub?*) = K ’
Pl (Cubg™) 0 sinon.
Finalement la premiére page ]lDCub?. est triviale partout sauf en rangée zéro ou elle est
isomorphe a Cf"(i) ; les isomorphismes de doubles complexes doivent conserver le degré donc
0 =
cela signifie que ]ﬁCub(ll = CP(%).
4.3.2. Calcul de la deuxiéeme page. On peut facilement montrer que la différentielle d_,
oo ot1e R e
induit une différentielle d_, : },Cub1 — Il,Cubl+ sur la premiére page. La deuxiéme page
consiste a calculer la cohomologie selon cette différentielle :
! a,b L ! b
pCub,” = Ha((p(:ub1 ,ds).
Ici, nous pouvons vérifier que la différentielle induite par d—, est bien la différentielle associ¢e
a CP*(X), c’est-a-dire
N0 .=
(5Cubl™,d) =~ (CP*(%),d,).
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Donc la deuxiéme page de la suite spectrale est concentrée en rang 0 et elle est isomorphe a
la cohomologie de CP*(X) :

Leoab  JHPYX) sib=0,
pCub,” = {

0 sinon.

4.3.3. Calcul des pages suivantes. 1l existe une différentielle naturelle dy sur la seconde
page de toute suite spectrale Ey®* de bidegré (2, —1) c’est-a-dire que dy : ES* — E;+2"_1. La
troisiéme page consiste & prendre la cohomologie pour cette différentielle.

k‘éme etkot+l1—Fk

De maniére générale, nous obtenons a la page une différentielle dy, : B,
page E,;J:l est obtenue en prenant la cohomologie pour cette différentielle.

Dans le cas qui nous intéresse ici, comme E5* est concentrée en rang 0, la différentielle
dg est triviale. Donc E3* = E5°. De méme, d3 est triviale et ainsi de suite. Donc E?* = EJ*
pour tout r > 2. On dit que la suite spectrale dégénére en page deux.

Comme nous n’étudions ici que des suites spectrales bornées (c’est-a-dire que Eg’b =0
pour |a| ou |b| grand), les suites spectrales vont forcément dégénérer en une page r fini, et 'on
note E3* la page obtenue, c’est-a-dire E3* = E;’* pour tout k > 7.

et la

4.3.4. Fin de la preuve. Le théoréme fondamental des suites spectrales nous dit que dans
notre cas

Tot®(;Cub ") ~ H*(Tot*(;Cub ")).
Cet isomorphisme est vrai ici car nous travaillons avec des espaces vectoriels, mais méme
. L . NPT . b
dans ce cas, il n’est en général pas canonique. En toute généralité, les parties }l)Cubi avec

a + b = q forment en fait les gradués d’une filtration de HY (Tot'(ll,Cub;’.)). Comme il n'y a
pas forcément d’isomorphisme, on écrit généralement

JCub)"" = H*(Tot*(5Cub_")).

Lo [P ) .
Dans notre cas, comme ,Cub " = pCub2 est concentrée en une seule rangée, le com-
o0

plexe total associé est simplement HP*(3). Chaque groupe du complexe total n’est constitué
que d’une seule partie non triviale, I'isomorphisme est donc canonique. En rappelant que
Tot* (]ﬁCub;’.)) n’est autre que CP*(X), nous obtenons finalement ce que nous souhaitions, a
savoir 1’isomorphisme

H**(3) ~ H** (). 0

4.4. Preuve du théoréme 4.3. Supposons que %7 vérifie la dualité de Poincaré pour
toute face o # 0. Nous voulons montrer que ¥ vérifie la dualité de Poincaré si et seulement si
c’est le cas pour ¥. La preuve peut étre trouvée en chapitre 2 section 7.2.4.

Montrons d’abord le sens direct. Pour cela, nous allons exploiter la seconde suite spectrale
associée a pCub"°, a savoir celle induite par la filtration selon les rangées. Nous la notons
naturellement ~)Cub®*®.

Calculons d’abord la premiére page, ¢’est-a-dire la cohomologie de chaque rangée. On peut
décomposer la rangée b en la somme directe suivante

SCubtt = P Crorh ().
O‘EZ_b

Si o est de dimension —b, par la dualité de Poincaré pour X7, comme nous 'avons déja vu
dans I'exemple 3.13, alors

HPA(50) = {Fd+b_p(ooa> siq=d+b,

0 sinon.
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Donc la premiére page est concentrée en colonne d et vérifie

SCub™ = D Fuppp(o0).

O‘EE,b

On reconnait le dual du complexe de cochaine C4~P*(X). C’est en effet bien le cas car ¥ est
orientée (nous passons les détails ici). En utilisant le dual du théoréme 4.1, on obtient donc
que 'homologie de ce dual est isomorphe & Hy—p +(3).

En prenant en compte le décalage, on en déduit que la deuxiéme page _;Cub;" est concen-

trée en colonne d et est isomorphe & Hy—p 4o (X). De plus, la suite spectrale dégénére en page
deux. Comme précédemment,
Cub?* = HP*(Y).
On en déduit 'isomorphisme Hy_p, 4—o(X) ~ HP*(X). Il s’agit bien de la dualité de Poincaré.
Le sens réciproque est plus délicat a montrer car a priori la rangée zéro de la premiére
page n’est pas triviale. Nous pouvons tout de méme nous en sortir griace & une étude plus
poussée de la suite spectrale. Nous ne la reproduisons pas ici. O

La preuve du théoréme 4.6 affaibli se fait de maniére similaire. L’hypothése que HE?(X%7) =
0 pour ¢ < d—|o| revient a dire que la premiére page _Z;Cu b;" est concentrée en colonne d. Par
récurrence, on peut de plus supposer que tous les éventails X7 vérifient la dualité de Poincaré
pour o # 0. La premiére page est donc isomorphe au dual de C?7P*(X) (avec un décalage),

sauf le dernier terme : ;Cubf’o — H?(X) qui n’est pas forcément isomorphe Fq_,(0). Comme
le début des deux complexes coincident, on peut tout de méme conclure comme précédemment
que HP(X) ~ Hy_pa—q(X), sauf pour ¢ égal a d ou d — 1. Mais dans ces cas-1a, on utilise
simplement le fait que 'on a déja la dualité pour g égal 0 ou 1. Cela ne fonctionne que si

d > 2, d’ou la condition. O

4.5. Preuve du théoréme 4.7. Le double complexe précédent est une facon de décom-
poser la cohomologie de 3 en les cohomologies & support compact des structures simpliciales
7. Cela peut étre interprété comme un analogue cohomologique du fait que ¥ est 1'union
disjointe des 7.

Le théoréme d’inclusion-exclusion nous dit alors que ¥ peut étre décomposée sous la
forme dez(—l)l"lfg. Pour que cela ait un sens, on peut par exemple considérer les fonctions
caractéristiques sur les supports associés. En terme cohomologique, on peut interpréter cela
de la facon suivante. Considérons le double complexe Del®*® définit par

Del®* = @ C.ell(il)?

neXq

ol geu(fZ) désigne le complexe de cochaines cellulaire, ou polyédral, classique. Les dif-

férentielles horizontales sont donnés par les restrictions : on envoie [0]] € Cgen(il) sur

sign(n,n')[o7] € CL (1) o n < < 7 < 7, et ¢ = |o7|. Chaque face ¢ apparait une
fois pour chaque face n < 7. En utilisant un argument similaire & la preuve de la formule
d’inclusion-exclusion, on en déduit que seules les faces de sédentarité 0 survivent & la coho-
mologie :
b S
Ho(Del*?) & | CoeneX) sia=0,
0 sinon.

Ce n’est pas totalement immédiat mais le méme argument fonctionne si ’on remplace le
faisceau constant par le faisceau FP. On peut aussi faire le méme argument avec le faisceau
FP, c’est ce qui est fait en section 7 du chapitre 2 pour démontrer ce méme théoréme 4.7.
Posons

o R¥asUl
pDel®® = @ CP*(X).
neXq
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Etudions d’abord la suite spectrale induite par la filtration selon les rangées. Par argument
ci-dessus, la premiére page ;Delz” est concentrée en colonne 0 et est isomorphe a C2*(3).
Donc la suite spectrale dégénére en deuxiéme page et

“Del®® — HP*(S).

Maintenant on peut étudier Pautre suite spectrale, qui elle aussi va calculer HY®(X). Par
la définition de ,Del®*, la premiére page est donnée par

a,b —
JDel,” = @ HPH(ED)).
S

Si X est lisse, par le corollaire 4.2, },Delz’. est concentré en colonne p et est isomorphe au
complexe
0 — Hp,p (_D Hp,p (_B prp(i") N C_B Hp,p(j") 0.

oEX o€EY 0€Xq_p

Donc },Del:’. dégénére en page deux. On en déduit que la cohomologie du complexe ci-dessus
coincide avec la cohomologie HZ'*(X). Comme ¥ est lisse, cette derniére est triviale sauf en
degré d ot elle est isomorphe a F4_,(0). Dans le complexe ci-dessus, le degré d correspond au

dernier terme. Ceci conclut la preuve de I'exactitude de la suite étudiée et donc le théoréme 4.7.
O

4.6. Lien avec la suite spectrale de Deligne. Nous pouvons maintenant expliquer
le lien entre le théoréme 4.7 et ce qu’on appelle la suite spectrale de Deligne. Une variété
projective lisse complexe W posséde toujours une décomposition naturelle de sa cohomologie
a coefficients complexes de la forme H*(W) = Dreprq HP(W). Clest ce qu'on appelle une
structure de Hodge. Nous souhaiterions avoir une telle décomposition pour toutes les variétés
quasi-projectives lisses (et pour les variétés projectives non lisses), c’est-a-dire lorsque 1'on
ne suppose plus que W est compacte. Une décomposition aussi simple n’est plus possible
en général, mais nous pouvons tout de méme munir H*¥(W) d’une structure légérement plus
compliquée appelée structure de Hodge mixte. C’est ce qu’a montré Deligne dans une série
d’articles [Del71b,Del71a,Del74], pour une courte introduction parmi de nombreuses autres,
voir [Dur81].

Pour assigner une telle structure a une variété non compacte V', I'idée est de trouver une
bonne compactification V' de V', puis d’utiliser la suite spectrale de Deligne qui calcule la
structure de Hodge mixte sur V a partir des structures de Hodge des strates qui, elles, sont
compactes.

Pour voir le lien avec notre travail, supposons que V soit le plongement d'un complé-
mentaire d’arrangement d’hyperplans dans le tore. On peut utiliser la compactification de
V' donnée par I’éventail de Bergman associé. Comme les cohomologies des strates sont trés
simples, la suite spectrale de Deligne est elle-méme trés simple. On obtient finalement le
théoréme suivant, ici donné sous sa forme tropicale.

THEOREME 4.9 (Résolution de Deligne tropicale). Si X est lisse, nous avons la suite exacte

susvante
0->F0) - P H(E)> D HE) > > P H* ) > H*E) >0 O
o€y oEX K1 o€

Cette suite exacte est simplement le dual de Poincaré du théoréme 4.7en posant k = d—p.
Du point de vue de la discussion ci-dessus, si X est I’éventail de Bergman associé & V', on peut
interpréter F¥(0) comme la cohomologie de degré k de V, et H 2k(2 ) comme la cohomologie
la strate fermée associée & o dans la compactification V' € CPyx. En effet, par le travail de
Feichtner et Yuzvinsky [F'Y04|, comme nous le verrons en section 9, la cohomologie de cette
strate est nulle en degrés impairs et est égale & H**(Z DO) en degré 2k.
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QUESTION 4.10. Peut-on établir une théorie des structures de Hodge tropicales mixtes? <

Notamment, pour les structures simpliciales affines lisses, ’analogue du théoréme 4.9 s’ap-
plique & la compactification canonique. Pour le cas non lisse, il s’agirait de développer une
théorie de désingularisation pour les variétés tropicales, voir question 6.14.

5. Théorie de Hodge combinatoire et anneau de Chow d’un éventail

Commencons par donner un bref récapitulatif historique du développement de la théorie de
Hodge combinatoire. Le vocabulaire utilisé ci-dessous sera défini plus loin dans cette section.

Si P est un polytope simple de dimension d, ¢’est-a-dire si tous ses sommets sont adjacents
a d arétes, on peut se demander quelle est la forme de son f-vecteur (fo, ..., fn) ou f; désigne
le nombre de faces de P de dimension . En général, on regarde plutét son h-vecteur qui est

défini par ' '
Z hix' = Z filx—1)"

Par exemple, hy vaut toujours 1, et hg est la caractéristique d’Euler-Poincaré du polytope
donc hy = 1. Plus généralement, Sommerville a montré en 1927 que h; = h,—;. En 1970,
McMullen va plus loin et énonce la g-conjecture dans [McMT71]| qui caractérise entiérement
les h-vecteurs des polytopes simples. Dans [BL81], Billera et Lee montrent la suffisance des
conditions de McMullen. Stanley a finalement résolu la conjecture dans [Sta80] en remarquant
que la nécessité était impliquée par le théoréme de Lefschetz difficile pour 'anneau de Chow
associé a P. Par la suite, la théorie de Hodge combinatoire s’est beaucoup développée. (Ici
on parle de théorie de Hodge dans un sens assez large; on y inclut notamment le théoréme
de Lefschetz difficile.) En particulier, cette théorie a connu d’importants résultats dans ces
derniéres années [Kar04, FK10, AHK18, Adi18 BHM20a, BHM*20b|.

Citons en premier lieu [Adil8] ot Adiprasito généralise le théoréme de Lefschetz difficile,
et donc le g-théoréme, aux sphéres simpliciales. Dans cette section, nous souhaitons présenter
un nouveau point de vue qu’apporte la théorie de Hodge tropicale sur certains outils employés
par Adiprasito, outils qui sont exposés dans [AY 20].

Citons ensuite [AHK18| ou Adiprasito, Huh et Katz montrent que I’anneau de Chow d’un
éventail de Bergman vérifie le théoréme de Lefschetz difficile et les relations de Hodge-Riemann.
Cela a permis de résoudre plusieurs conjectures en combinatoire, comme la log-concavité des
coefficients du polynoéme caractéristique d’'un matroide. Dans cette thése, nous montrons que
ces résultats sur les éventails de Bergman font en fait partie d’un cadre plus général a savoir la
théorie de Hodge tropicale. Entre autre, nous généralisons le résultat de [AHK18] a d’autres
éventails, tout en apportant une nouvelle preuve plus naturelle sur certains points.

Nous souhaitons aussi parler du résultat de Karu dans [Kar04] ou il montre que la coho-
mologie d’intersection de ’éventail dual de n’importe quel polytope P, a priori ni rationnel
ni simple, vérifie le théoréme de Lefschetz difficile et les relations de Hodge-Riemann. Cette
cohomologie d’intersection combinatoire est étudiée dans [BBFKO02]|. Dans le cas rationnel,
Pargument de Stanley donne déja le résultat via la cohomologie d’intersection de la variété to-
rique associée. Notons que les nombres de Betti de la cohomologie ne donnent pas le h-vecteur
du polytope P comme défini ci-dessus : le g-théoréme est faux pour un polytope quelconque.
Dans le cas d’un éventail non simplicial, on peut définir sa compactification canonique comme
dans 2.2 du chapitre 2.

QUESTION 5.1. Y a-t-il un lien entre la cohomologie d’intersection d’un éventail complet

> et la cohomologie tropicale ou une cohomologie similaire sur la compactification canonique
de 27 o

EXEMPLE 5.2. S’il existe, ce lien n’est pas trivial. En effet, soit ¢ un cone tridimensionnel
a quatre rayon. Considérons o sa compactification canonique, et U lintérieur relatif de sa
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compactification canonique. On vérifie facilement que HP4(U) est concentrée en bidegré (0, 0)
alors que HZBQ/I(U) est non trivial. On voit donc qu’en général la compactification canonique
d’un éventail non simplicial ne va pas vérifier pas la dualité de Poincaré localement et ne sera
donc pas lisse. o

Bien que nous ne résolvons pas de nouveaux problémes combinatoires & proprement parler
dans cette thése, il nous semble important de souligner les nombreux points d’intersections
entre la théorie de Hodge combinatoire et la théorie de Hodge tropicale. Dans cette section,
nous énongons les résultats allant dans cette direction, certaines preuves seront toutefois faites
dans les prochaines sections.

5.1. Anneau de Chow.

5.1.1. Définition. Soit 3 une structure simpliciale linéaire de dimension d. Pour k = Q,
on suppose de plus que X est rationnelle. Nous discutons du cas faiblement rationnel en
remarque 5.29. Considérons 1’algebre de polynomes k[x, | ¢ € 31]. Si F' est un sous-ensemble

de X1, typiquement F = o € X, on pose xp = [ | el Xo- On définit un premier idéal

11==(XF'|P’¢ 2).

Le quotient k[x, | 0 € £1]/I1 est appelé I’anneau de Stanley-Reisner de X. Le second idéal est
défini par
Iy = () Llve)xe | L€ My).

0€X1

DEFINITION 5.3. L’anneau de Chow de X, noté A®(X), est I'algébre graduée sur k définie
par

K[x, | p € S)/(11 + I2).
La graduation est celle induite par le degré des polynémes. o

Le nom « anneau de Chow » est justifié par la propriété suivante. Si 3 est un éventail
simplicial rationnel unimodulaire dans R™, alors I'anneau de Chow de X est isomorphe a
I'anneau de Chow de la variété torique CPy, cf. [Dan78, BDP90, Bri96, FS97|. On peut
se poser la question de ’analogue tropical. Les groupes de Chow tropicaux sont par exemple
définis dans [AR10].

QUESTION 5.4. Quel est le lien entre 'anneau de Chow tropical de TPy et A*(X)? o
Venons-en au lien avec 'introduction de cette section.

EXEMPLE 5.5. Soit P un polytope simple. Soit ¥ son éventail dual, supposé rationnel.
C’est un éventail simplicial. On a alors dim(A*(X)) = h; ol h; est le i®™° terme du h-vecteur
de P. Ainsi, par exemple, la dualité de Poincaré pour A*(X) implique que le h-vecteur est
symétrique. o

En choisissant © une base de My, et en considérant 3 comme un complexe simplicial
abstrait plutot que comme un éventail abstrait, ’anneau de Chow de ¥ correspond a ’algébre
graduée notée A(X) dans [AY20].

5.1.2. Lemme de localisation. Nous présentons ici une description alternative importante
de 'anneau de Chow, a comparer avec la proposition 3.1 de [Adil8|, qui renvoie & [Lee96],
et avec la preuve de la proposition 5.6 de [AHK18|.

Soit

ZME) = P kx, > k[x, | 0€ T1].
oEY
Il s’agit donc de la partie sans facteur carré de 'anneau de Stanley-Reisner. On a une applica-
tion naturelle Z*(X) — A*(X). Rappelons la notation o ~ 7 qui signifie que o et 7 sont deux
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faces vérifiant o A 7 =0 et o v 7 # 1. De plus, pour toute face 7 € X1 et toute application
¢ € My qui est nulle sur 7, ce qu’on peut écrire £ € Mj-k, I’élément

D Uvp)xpxs € ZH(T)
0€¥1
o~T

est dans le noyau de Z¥(¥) — A*(X). En effet, modulo un élément de Iy, cette somme est
égale & X7 D ey, (Vo)X € .

LEMME 5.6 (Lemme de localisation). L’application Z*(X) — A¥(X) est surjective et son
noyau est engendré par les éléments de la forme

2 Uvy)XXr
0EX
o~T

pour T € Xy, et L € MTLk.

DEMONSTRATION. Il n’est pas trés difficile de se convaincre de la surjectivité. Considérons
par exemple un élément de la forme X%Xps “+ Xy, AVEC p, p3, . . ., pi, différents. Si I’élément n’est
pas dans Iy, alors les rayons forment un cone 7. Comme M,y est de dimension dim(r), on
peut trouver un élément £ € My qui est nul sur 7 \ {p} et qui vaut un sur v,. Alors, modulo
un élément de Is, notre élément de départ est équivalent a

Z —U(Vp)XgXpXpy - Xp,
0e¥1~{p}

qui n’a pas de facteur carré. En supprimant les termes qui sont dans Iy, on obtient bien un
¢léement de Z¥(X). Cet argument peut facilement se généraliser pour prouver la surjectivité.
Avec plus de travail, on peut aussi trouver une preuve élémentaire du lemme : voir la section 6.8
du chapitre 2. O

Il serait intéressant de définir un anneau de Chow pour les structures simpliciales affines.
Par exemple, dans le cas ot une telle structure est issue de la limite tropicale d’une famille de
variétés, I'idée serait de comprendre la partie combinatoire de 'anneau de Chow de la fibre
spéciale de la famille. Dans [Amil6], Amini étudie un anneau de Chow pour des produits de
graphes et montre un théoréme similaire au lemme de localisation ci-dessus.

5.1.3. Lien avec la cohomologie tropicale. Dans le cas ot X est I’éventail dual d’un poly-
tope qui est rationnel et unimodulaire, I’anneau de Chow de ¥ est isomorphe & 'anneau de
Chow et aussi & la cohomologie de CPy qui est une variété complexe projective lisse. C’est
d’ailleurs comme cela que Stanley en déduit le théoréme de Lefschetz difficile pour A*(Y),
puisque ce théoréme est connu initialement pour les variétés complexes projectives lisses. Mc-
Mullen a généralisé ce résultat au cas ot % est I’éventail dual d’un polytope simple quelconque
dans [McM93].

Dans le cas ou X est un éventail de Bergman réalisable sur C, son support est donc la
tropicalisation d'un complémentaire d’arrangement d’hyperplans W dans le tore. Le travail de
Feichtner et Yuzvinsky [F'Y04] nous explique qu’une fois de plus A*(X) est la cohomologie de
W < CPsx, qui est projective lisse. On en déduit de nouveau le théoréme de Lefschetz difficile
pour X.

Toutefois, lorsque 1’éventail de Bergman n’est plus réalisable, I’argument ci-dessus n’est
plus possible, voir [AHK18, théoréme 5.12|. (A*(X) est tout de méme isomorphe I'anneau de
Chow de CPy, mais cette variété n’est pas compacte.) Le théoréme ci-dessous, combiné avec
le théoréme 6.31, montre qu’il s’agit bien de la cohomologie d’une variété projective lisse mais
au sens tropical.
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THEOREME 5.7. Soit X2 une structure simpliciale linéaire. Alors
HE) — AK(E),
(0,a) — a(Vy)xe
est un isomorphisme. Cet isomorphisme induit un morphisme d’algébres graduées H**(X) —

A*(X) en envoyant HP4(X) sur zéro pour p # q. De plus, si ¥ vérifie la dualité de Poincaré,
alors on obtient un isomorphisme H**(3) = A®*(X).

DEMONSTRATION. Pour les détails, voir la preuve du chapitre 2 théoréme 7.1. Par le
théoréme 4.1,

HM (D) ~ HEF(E) = coker( P Fl(o,) > D F(0, )
TE  L_1 I

Par comparaison avec le lemme de localisation 5.6, on obtient que ce conoyau est simplement
Ak(D).

Le fait que ’on obtient un morphisme d’algébre est montré en chapitre 2 section 7.4, o1 ’on
donne un inverse explicite pour I'application H**(¥) — A¥(X) et ot I'on décrit précisément
le cup-produit sur H**(X).

La derniére partie de la preuve est une simple conséquence du corollaire 4.2. U

5.2. Morphisme de Gysin et restriction. Si o € ¥, il y a un morphisme de restriction
i<, A*(X) — A®*(¥7). C’est un morphisme d’algébres surjectif naturel correspondant a la
restriction if_, : H**(X) —» H **(X7) entiérement décrit par

i (X ) _ X(ovp)e sip~o,
O=<oi%p 0 si p n’est pas comparable & o.

Si p € o, I'image de x, peut étre calculé en ajoutant un élément de I'idéal I>.

Si ¥ est lisse, ou simplement si A*(X) et A®*(X?) vérifie la dualité de Poincaré, alors
o0 AF(Z) — Ak(E") induit un morphisme A%*(%)* — A?-19I=k(27)* Le morphisme dual
est appelé morphisme de Gysin et noté gys,.,: A*(X7) — A**19/(2). C’est un morphisme
linéaire injectif entiérement décrit par

gys0>9(xnv) =Xy
pour tout 1 > o. On note de méme 'application correspondante
¥y HO,.(ZU) N H'+|O‘|,°+‘O’|(E)'

Plus généralement7 si X est lisse, pour toute paire de faces 7 < o, on obtient des ap-
plications i*__ : A*(X7) — A*(X7) et gys,.,: A*(X7) — A*HI=I"I(27) et de méme en
cohomologie. On vérifie alors facilement la proposition suivante.

PROPOSITION 5.8. La composition gys,. . oi*_, : A*(X7) — A*H=IT(S7) correspond a
la multiplication par X, . ]

5.3. Lefschetz difficile et Hodge-Riemann. Nous supposons désormais que X est
orientée. Par le théoréme 5.7, on obtient une application degré naturelle

deg: AYY) — Kk,
Xy = w(n),

ou w(n) désigne le poids de la face n dans I’élément canonique [X].

DEFINITION 5.9 (Dualité de Poincaré). On dit que I'anneau de Chow de X vérifie la dualité
de Poincaré si pour tout entier k, la composition

AR (D) @ A4 (D) — AY(x) LBk

est un accouplement parfait. o
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Voici une conséquence directe du théoréme 5.7.

PROPOSITION 5.10. Si la cohomologie tropicale de ¥ vérifie la dualité de Poincaré alors
A*(X) vérifie la dualité de Poincaré. O

La réciproque est fausse en générale car H?4(3) pour p > g n’est pas forcément nul (voir
exemple 11.1 dans le chapitre 2).

DEFINITION 5.11. Supposons que ¥ vérifie la dualité de Poincaré. Soit £ un élément de
AY(X). On dit que £ est un opérateur de Lefschetz si pour tout entier k < d/2, I'application

paA=2k . Ak(Z) _ Adfk(z)’

a — Ed_Qka

est un isomorphisme. On note cette propriété HL(A®*(X), ¢).
On dit que A*(X) vérifie le théoréme de Lefschetz difficile, noté HL en bref pour « Hard
Lefschetz », si A'(X) contient au moins un opérateur de Lefschetz. o

Soit ¢ un opérateur de Lefschetz pour A®*(X). On peut alors définir les parties primitives
de Y3 associées par
AR (D) = ker (072 AR(E) — AdRHL(E)) € AR (D).

prim

On démontre facilement la proposition suivante.

PROPOSITION 5.12. L’application -£ : A¥(X) — AFL(E) est injective pour k < d/2 et
surjective pour k = d/2. De plus, pour tout k < d/2,

@M’f : O

prlm

DEFINITION 5.13. Soit ¢ un opérateur de Lefschetz pour A*(X). On dit que la paire
(A*(X),4) vérifie les relations de Hodge-Riemann, et 'on note HR(A®(X),£), si pour tout
entier k < d/2, accouplement

AE) ® AME) — Kk
a ® b —>  deg(¢4=2Fab)
est définie positive sur Apnm(E). o

De nombreuses propriétés liant ces trois différentes définitions peuvent étre trouvées en
chapitre 3, proposition 3.5. Les trois propriétés sont appelées dans cette thése les propriétés
kdhlériennes, ce qui est une tentative de traduction pour « Kéhler package ».

EXEMPLE 5.14. Soit V' une variété complexe projective lisse, ou plus généralement une
variété kihlérienne. Alors toute classe ample £ € H%(V), ou plus généralement toute classe de
Kihler, vérifie le théoréme de Lefschetz difficile HL(H?*(V),£) et les relations de Hodge-
Riemann HR(H?*(V),¢) ou les définitions ci-dessus sont adaptées pour 'algébre graduée
H?*(V). Tous les indices doivent étre multipliés par deux ; par exemple, on a un isomorphisme

{d—?k . H2k(v) N H2d_2k(V). o

EXEMPLE 5.15. Soit P un polytope simple de dimension d et soit 3 son éventail dual.
On a vu que A*(X) vérifie HL. On en déduit que A*(X) ~ A*(¥) et que dim(A4*(X)) <
dim(A*+1(X)), pour k < d/2. Ainsi, le h-vecteur de X est symétrique, hy = hg_g, et unimodal,
c’est-a-dire qu’il est croissant puis décroissant. C’est le genre d’application typique de la théorie
de Hodge combinatoire. o
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En section 6, nous construisons toute une famille de structures simpliciales linéaires qui
vérifient les propriétés kdhlériennes. Cette famille contient notamment les éventails duaux aux
éventails des polytopes, ainsi que les éventails de Bergman généralisés, ce qui fournit une
généralisation de [AHK18|. En section 7, nous montrons comment passer du local au global,
c’est-a-dire des structures simpliciales linéaires aux structures simpliciales affines.

Rappelons que nous avons défini la notion de fonctions linéaires par morceaux sur X en
section 2.4. Si f est une telle fonction, on peut naturellement lui associer un élément de A'(X)
défini par Y, oes, J(0)%p. Si f est strictement convexe, alors I'élément obtenu est appelé une
classe ample. C’est I'exemple typique d’élément que 'on va prendre pour tenter d’avoir un
opérateur de Lefschetz. Si de plus on a les propriétés kiahlériennes HL(3, /) et HR(3, ¢), on
appelle ¢ une classe kdihlérienne. Nous verrons en section 6.11 qu’une classe ample n’est pas
forcément une classe kdhlérienne méme si > lisse.

DEFINITION 5.16. Soit X une structure simpliciale linéaire. On dit que X est kdhlérienne
si elle est quasi-projective et si toute classe ample de A'(X) est kihlérienne. o

5.4. Dualité de Poincaré pour les sphéres simpliciales. Dans cette section nous
redémontrons grace a la théorie développée précédemment certains résultats connus en théorie
de Hodge combinatoire qui sont notamment présents dans l'article [AY20].

Soit 3 une structure simpliciale linéaire de dimension d. On dit que X est de dimension
mazimale si dim(X) = dim(My). Notons que, dans ce cas, toutes les structures transverses 37
sont elles aussi de dimensions maximales.

PROPOSITION 5.17. Si ¥ est de dimension mazimale, alors H?Y(X) = Hgingﬂ(Z)@/\pMk.

Ici HS,

Smg(E) désigne I’homologie singuliére classique de X & coefficients dans k

DEMONSTRATION. Comme M est de dimension d, pour toute facette n € ¥g, My, = M.
Donc pour toute face o € X, My(o) = M. La cohomologie tropicale HY*(X) est alors a
coeflicients constants, a savoir a coefficients dans A’ M. Le théoréme des coefficients universels

conclut la démonstration. O

On dit qu'une structure simpliciale linéaire X, ou plus généralement qu’un éventail abstrait
Y, est de Cohen-Macaulay si pour tout cone o € X, la cohomologie classique HS,\o (27) de
I’éventail transverse est concentrée en degré d — |o|.

PROPOSITION 5.18. Soit ¥ une structure simpliciale linéaire de Cohen-Macaulay de di-

mension mazximale. Alors la projection H**(X) — A*(X) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Par la proposition 5.17, comme ¥ est de Cohen-Macaulay, la cohomo-
logie HY®°(X9) est concentrée en degré d — |o| pour tout o € . Comme pour la preuve de
théoréme 4.6, nous en déduisons que la premiére page ;Cubz” de X est concentrée en colonne
d. De plus, _I;Cub:” est concentrée entre les rangées —(d — p) et 0. Ainsi la premiére page est

concentrée entre les degrés p = d + (—(d —p)) et d = d + 0. Comme ~,Cub’® = HP*(X), on

en déduit que HP*(X) est concentrée en degré au moins p. Par le corollaire 4.2, on sait que

le complexe est trivial en degrés plus que p. Donc HP2(X) est trivial pour p # ¢. On conclut
avec le théoréme 5.7. (|

On dit qu'une structure simpliciale linéaire X, ou plus généralement qu’un éventail abstrait
>, est le cone d’une sphére simpliciale si X2 est de Cohen-Macaulay et si de plus, pour tout
: d—lol
o €%, dim(HG % (27)) = 1.
EXEMPLE 5.19. Un éventail complet de R? induit une structure simpliciale linéaire qui est
le cone d’une sphére simpliciale et qui est de dimension maximale. o
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EXEMPLE 5.20 (Revétement double de I’éventail projectif de dimension deux). Considé-
rons la structure simpliciale linéaire ¥ de dimension deux sur {pg, p1, p2, P3, p4, P5} représentée
en figure 11. Ses cones de dimensions deux sont les paires de la forme {p;, pi+1} oi € {0,...,5}
est considéré modulo 6. L’espace des formes sur ¥ est engendré par deux formes dont 1'éva-
luation sur les différents rayons est, dans 'ordre, —1,1,0,—1,1,0 pour la premiére forme et
—1,0,1,—1,0,1 pour la seconde. X est alors le cdone d'une spheére simpliciale qui peut étre
vu comme un revétement d’ordre deux sur 1’éventail projectif complet dans R? décrit dans
Pexemple 1.8 et dans la figure 4.

Cet exemple est intéressant et nous y reviendrons en section 6.11 car X est lisse et quasi-
projectif mais ne vérifie par les relations de Hodge-Riemann. o

FIGURE 11. Double revétement de ’éventail projectif dans R2.

La seconde partie du résultat suivant est connu depuis longtemps. Voire par exemple une
preuve dans [AY 20]. Nous apportons une nouvelle preuve fondée sur la cohomologie de 3.

THEOREME 5.21. Tout cone d’une sphére simpliciale 3 de dimension mazimale est lisse.
Par conséquent, A*(X) vérifie la dualité de Poincaré.

DEMONSTRATION. Par récurrence, il suffit de montrer que X vérifie la dualité de Poincaré.
Par la proposition 5.17, H?(X) ~ H? ~(¥) ® N'Mg. Comme ¥ est le cone d’une sphére

sing,c
simpliciale, on obtient que H2*(X) est concentrée en degré d et

HPY(S) ~ NP My ~ FP(0).

Choisir un élément canonique [X] revient a choisir un élément dans /\dN]k. Cette élément
induit un isomorphisme naturel
FP(0) ~ FP(0) ~ HOPO(x)".

On en déduit la dualité de Poincaré pour 3.
La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de la proposition 5.10 combinée au
corollaire 4.4. |

La réciproque est vraie.

THEOREME 5.22. Toute structure simpliciale linéaire lisse de dimension mazximale est le
cone d’une sphére simpliciale.
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DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € %, 3¢ vérifie la dualité de Poincaré. Notamment, pour
q < d - |U|7
Hq

sing,c

(27) ~ H}(X7) =0,
et pour ¢ = d — |ol,
Hf@—\al(za) ~ Hg,dfla\(za) ~ Fd—lal(ooa> ~ /\d_lglM]k(OOU).

sing,c

Comme X7 est de dimension maximale, dim(Mk(oog)) = d — |o| et le produit extérieur ci-

dessus est isomorphe & k. Donc dim(Hg;g‘;j'cl (E")) = 1. Ainsi, ¥ est le cone d’une spheére

simpliciale. O
On peut améliorer le théoréme précédent de la fagon suivante.

PROPOSITION 5.23. Soit ¥ une structure linéaire orientée de Cohen-Macaulay de dimen-
sion maximale. Supposons que X7 est lisse pour toute face o de codimension deux. Alors X est
le cone d’une sphere simpliciale lisse.

Dans la proposition précédente, on peut probablement affaiblir la condition et demander
simplement que X soit normale. Il suffirait pour le vérifier de généraliser la preuve d’Aksnes
du théoréme 4.6 au cas des structures simpliciales linéaires.

DEMONSTRATION. Par la proposition 5.17, comme ¥ est de Cohen-Macaulay, on sait que
HP4(X7) = 0 pour 0 € ¥ et ¢ < d — |o|. Comme X est orientée, on peut appliquer la
généralisation du théoréme 4.6 pour obtenir que X est lisse. O

Le fait que ’anneau de Chow du cone d’une sphére simpliciale vérifie la dualité de Poincaré
est connu de longue date. Dans [Adi18|, Adiprasito montre que si ¥ est un éventail abstrait
qui est le cone d’une spheére simpliciale, si I’'on prend un espace de fonctions linéaire générique
My tel que (X, Mk) soit une structure linéaire affine de dimension maximale et si l'on prend
un élément générique £ de A'(X), alors £ est un opérateur de Lefschetz pour I’anneau de Chow
de X.

QUESTION 5.24. Peut-on mieux comprendre le théoréme de Lefschetz difficile pour les
sphéres simpliciales en exploitant le lien avec la cohomologie tropicale 7 o

5.5. Complexe de partition. Dans [Adil8, AY20| apparait un complexe intéressant
appelé le compleze de partition :

P ANE) » @ AFEY) - P AFET) » - P AFEO).

9621 o€EYo UEEd

Le morphisme de bord est donné par les restrictions i, avec un signe. Rappelons que par
le théoréme 5.7, A¥(X) ~ HMF(X), et dans le cas lisse H**(X) ~ H?$(X). Ainsi, via ces
isomorphismes, le complexe de partition est isomorphe a la suite du théoréme 4.7 auquel on a
enlevé le dernier terme, c’est-a-dire au dual de Poincaré de la résolution de Deligne tropicale
du théoréme 4.9.

Ce nouveau point de vue permet par exemple d’obtenir une nouvelle preuve du théoréme
de partition de 'unité de [AY20].

THEOREME 5.25. Soit X une structure linéaire de dimension mazimale telle que 39 est de
Cohen-Macaulay pour tout o # 0. Alors,

HI(PP*) ~ HPPTI(Y).
Notamment,

sing,c
p g

dim (HI(PP*)) = <dim(2)> dim (HZ1 ().
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DEMONSTRATION. Reprenons la preuve du théoréme 4.7 écrite en section 4.5. On a une
suite spectrale
iDel”" — HP* (D).
Rappelons de plus que la premiére page est donnée par
! a,b . bSO
;Del " = @ HP'(X).
0EY,

Décrivons la seconde page. Dans le cas qui nous concerne, pour o # 0, 37 est de Cohen-
Macaulay et de dimension maximale. Notamment, par la proposition 5.18, la cohomologie

HP*(X) est concentrée en degré p. De plus, par le corollaire 4.2, HP4(X) est nulle pour

b
q > p. Donc Zl?Delg est non nul seulement pour a = 0 et b < p et pour b = p. Notamment, la
suite spectrale dégénére en page deux et
lDeIO’k sik <
HCPJC(E) ~ {f | —p,p .
pDe 5 sik >
Ajoutons que zl)Delg’p est égale & H*(PP*), ce qui conclut la premiére partie du théoréme. Pour
la seconde partie, il suffit d’utiliser la proposition 5.17. (|

5.6. Poids de Minkowski. Soit ¥ une structure simpliciale linéaire de dimension d. On
suppose toujours X fortement rationnelle si k = Q.

DEFINITION 5.26. Un poids de Minkowski de dimension k de 3 est une fonction w : ¥ — k

telle que

2, w(o)(o,vs)

oEX )
est un cycle dans C,E%(E). On note MWg(X) 'espace vectoriel des poids de Minkowski de
dimension k de X. o

La définition fournit une inclusion naturelle MWy (X) — C’,E%(Z), que ’on peut prolonger

en MW (X) < Cj 1(3). Dans les deux cas, I'image est un cycle. Dans le cadre de la géométrie
tropicale, on peut interpréter la condition d’étre un cycle comme une condition d’équilibre
pondérée par le poids w.

Si w € MWg(X), on obtient naturellement une sous-structure simpliciale linéaire orientée
de dimension k de 3 dont les facettes sont les cones o € 3y, tels que w(o) # 0.

Il y a un accouplement naturel Z*¥(X)@MW(X) — k défini par (x,, w) = w(c) pour tout
o € Y. Cela induit un accouplement A*(X) ® MW (X) qui est bien défini par le théoréme
suivant.

THEOREME 5.27. Le groupe MWy (%) est naturellement isomorphe a A¥(2)*. De plus, cette
dualité est compatible avec la dualité en homologie : Uapplication MW (X) — Hy, ,(X) est duale
a l'isomorphisme HMF(E) 2 AK(X) décrit dans le théoreme 5.7. Notamment, MW(X) —

Hy 1(X) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. La premiére partie découle du lemme de localisation 5.6, cf. [AHK18,
Proposition 5.6]. Le reste du théoréme s’en déduit aisément. O

Si 3 est orientée, I’élément canonique [X] € HE%(Z) fournit un élément canonique dans
MW,(X), noté aussi [X], qui correspond & I'application degré dans A4(X)*.

Dans le cas ou A*(X) vérifie la dualité de Poincaré, la structure d’anneau sur A®(X)
induit un produit d’intersection sur MW, (X). Ce produit d’intersection et son lien avec les
variétés toriques est étudié dans [FS97|. Plus généralement, le produit d’intersection sur les
éventails ou sur les variétés tropicales est un objet trés étudié [RGSTO05, Mik06, AR10,
Shall,Shal3b,0P13,0R11,Kat12, Ham14].
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REMARQUE 5.28 (Conjecture de Hodge locale). Si ¥ vérifie la dualité de Poincaré, la
composition
MWy () — Hy () = HWHE)" = HTRHE)

correspond & 'application classe de cycle. Par le théoréme précédent, cette application est un
isomorphisme. Cela montre la conjecture de Hodge pour les structures simpliciales linéaires
rationnelles. Nous résolvons en section 8 un analogue de la conjecture de Hodge dans le cadre
des structures simpliciales affines rationnelles.

Notons que I'isomorphisme AY™*(X) 2> Hy (%) est facile a décrire. Il suffit d’envoyer x,,
pour € g, sur igsx([Z7]). o

REMARQUE 5.29 (Cas faiblement rationnel). Soit ¥ une structure simpliciale linéaire fai-
blement rationnelle et posons k = Q. Il parait naturel de définir MW (3, Q) comme les poids
w: Yy — Q dont Pimage dans CEM(X) est un cycle et tel que w(o) = 0 si 0 € Xy n'est
pas rationnel. Vue la remarque prééédente, on pourrait alors définir 'anneau de Chow de X
a coefficients rationnels comme l'image de MW, (2,Q) — A?=*(3,R). Une définition plus
explicite devrait exister. Une telle définition pourrait aider & résoudre la conjecture de Hodge
tropicale 8.2 pour les structures simpliciales affines faiblement rationnelles. o

EXEMPLE 5.30. Justifions la dénomination « poids de Minkowski ». Soit P un polytope
de dimension maximale dans R et soit ¥ son éventail dual dans 'espace vectoriel normé R
Pour rester dans notre cadre de travail, supposons P simple, mais ce qui suit est vrai dans le
cas général. Pour tout entier k et a chaque face o de X correspond une face 0¥ de codimension
k dans P. On suppose que les vecteurs canoniques de chaque rayon sont choisis de norme un
dans R%. On peut montrer assez facilement que le poids w qui & ¢ associe le volume de oV est
un élément de MWy (X), c’est ce qu’on appelle la relation de Minkowski, cf. [McM96].

Minkowski a démontré une réciproque : & un élément strictement positif w € MW7 (%), on
peut associer un unique polytope P & translation prés qui est un inverse pour l'application
décrite ci-dessus (cf. [K1a04]). Un tel polytope P fournit en retour un élément a € A'(X)
donné par

a= Z (Vs ug)Xg
€Y
ol u, est nimporte quel point de la facette de P correspondant & p. Si I'on translate P, on
ajoute un élément de 'idéal I1 & a donc a est bien défini. On peut montrer que 1’élément
a obtenu est ample, et que tout élément ample de A'(X) provient d’un polytope de cette

fagon. On obtient donc une bijection entre les éléments strictement positifs de MW (X) et les
éléments amples de A'(X). Cette bijection est donnée par I'application

AL(D) - AH(D) - AY(D)* = MW(2)
qui envoie £ sur le dual de Poincaré de ¢7~1/(d — 1)! [McM96]. Le fait que I'élément obtenu
soit strictement positif deviendra clair aprés la discussion ci-dessous. o

Cet exemple nous améne a énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 5.31. Soit £ un élément ample de AY(X). Alors pour tout élément w €
MW (X) positif non nul, l’accouplement {£* w) est strictement positif.

DEMONSTRATION. Cette proposition découle directement de la proposition suivante. [

PROPOSITION 5.32. Soit £ un élément ample de AY(X) et soit a € A¥(X), k < d, qui
posséde un antécédent dans ZF(X) dont tous les coefficients sont strictement positifs. Alors
0-a e AMY(X) possede un antécédent dans ZF+1(X) dont tous les coefficients sont strictement
positifs.
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DEMONSTRATION. Soit 7 € ¥ un cone de dimension k. Alors par convexité, on peut écrire
¢ sous la forme
Z LoXo

€%y
avec £, =0sipo<Tetl,>0sip~ 7. Donc
{-x; = Z LoXrv o
o~
posséde un antécédent dans Z¥(X) dont tous les coefficients sont positifs et dont les coefficients

correspondant aux faces o > 7 sont strictement positifs. De 1a la preuve se conclut facilement.

O
On peut se poser la question de la réciproque.

QUESTION 5.33 (Critére de Nakai-Moishezon). Un élément de £ € A'(X) est-il ample selon
notre définition si et seulement si pour tout élément positif w de MW(X), (/F w) >0? o

6. Théorie de Hodge pour les structures simpliciales linéaires

Dans cette section, nous construisons une famille de structures simpliciales linéaires, dites
épluchables, qui sont lisses. Ces structures sont construites & partir des cones de sphéres simpli-
ciales en utilisant les opérations suivantes : le produit, la modification tropicale et I’éclatement,
aussi appelé la subdivision étoilée, ainsi que son inverse la contraction, ou soudure étoilée. Si
I’on se restreint aux structures épluchables quasi-projectives construites & partir de cones de
sphéres simpliciales vérifiant HR, on obtient une famille vérifiant HR. Ces familles contiennent
notamment tous les éventails de Bergman généralisés quasi-projectifs.

6.1. Formule de Kiinneth. La cohomologie du produit de deux structures simpliciales
linéaires est trés simple a calculer car la formule de Kiinneth s’applique.

THEOREME 6.1 (Formule de Kiinneth). Soient ¥ et ¥ deux structures simpliciales li-
néaires. Alors on a des isomorphismes d’algébres
H**(Ex YY)~ H"(X)®@ H"* (X)),
HP* (X x ¥) ~ H*(Z) @ HP* (X)),
H*(Sx ) ~ B (5) ® H** (),
A x Y~ A(D)® A°(Y).
De plus, on a un isomorphisme

MW, (2 x &) ~ MW, (Z) ®@ MW, (Y).

DEMONSTRATION. La preuve classique de la formule de Kiinneth peut facilement étre
adaptée a ce cadre pour la cohomologie. Voir aussi [GS19b]. Pour 'anneau de Chow et les
poids de Minkowski, voir chapitre 2 proposition 6.3. ]

6.2. Diviseurs. Soit % une structure simpliciale linéaire orientée de dimension d. Soit
f une fonction linéaire par morceaux sur . Soit 7 une face de codimension un dans ¥. Soit
w: Xg — k le poids associé a 1’élément canonique [X] € MW,4(X). On a alors la condition
d’équilibre
2 w(o)ng/T € NT’]](.
o>T

On définit 1'ordre d’annulation de f sur T, noté ord,(f), par

OrdT(f) == Z w(a)fo.(ng/T) + fT( Z w(g)ncr/'r)a

o>T o>T
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ou pour 0 € X, fs € My est I'élément induit par la restriction de f a o. Cette définition ne
dépend pas des vecteurs n,/; choisis.

PROPOSITION 6.2. La chaine 5., , ord,(f)(T,vr) € CBM (D) est un cycle.

DEMONSTRATION. Voir chapitre 2, proposition 4.2. ([l

Le diviseur de f, noté div(f), désigne la sous-structure simpliciale linéaire de ¥ dont les
facettes sont les faces 7 € ¥4 telles que ord,(f) # 0. Le diviseur est naturellement orienté
par I’élément canonique

[div(f)] = D, ord (f)(r,v).

TEEd,1
On peut aussi voir div(f) comme un poids de Minkowski dans MW _1 ().

Rappelons qu’a f on peut associer un élément de A'(X) défini par oesy f(0)%o. Comme ¥
est orientée, on a une fleche naturelle A'(X) — A%1(X)*, et par le théoréme 5.27, A9~1(0)* ~
MW, _1(3). Si I'on note £P™(X) 'ensemble des fonctions linéaires par morceaux sur X, on
peut donc composer les fléches suivantes

(6.1) LP(Y) —— AYE) —— ATH(E) — MWy (D).
— AR AR
div

On peut montrer que cette composition est égale a 'application div (voir proposition 4.8
du chapitre 2). Mentionnons au passage qu'une forme explicite du cap-product A (X)) ®
MW (X) > MWj_;(X) peut étre trouvée dans [FS97, AHK18].

On appelle diviseur de ¥ tout élément de MW ;_1(3) considéré comme une sous-structure
simpliciale linéaire orientée de 3. On note Div(X) l'espace vectoriel des diviseurs de X.

REMARQUE 6.3. Tentons de donner une intuition pour voir pourquoi il s’agit bien du
diviseur de f. Avertissons néanmoins le lecteur que nous ne savons pas comment formaliser
rigoureusement ce qui suit. Soit 3 un éventail simplicial orienté de R™ et soit f une fonction
linéaire par morceaux sur . Le diviseur de f est censé étre ’ensemble des points ol f s’annule.
Soit 7 une face de codimension un dans Y. Supposons que f est convexe autour de 7. Pour
chaque facette o contenant 7, f |, est linéaire, ce qui correspond & un monoéme tropical. Si
ord;(f) # 0 alors f n’est pas linéaire autour de 7. On peut voir f comme un polyndme
tropical, chaque forme linéaire sur chaque facette correspond & un monéme de f, et la valeur
de f est le minimum des formes linéaires correspondantes. Au moins deux mondmes différents
coincident et sont minimaux sur la face 7. Donc f s’annule sur 7 au sens tropical. o

Un diviseur est dit principal s’il est le diviseur d’une fonction linéaire par morceaux. 3 est
dit principale en 0 si tous les diviseurs de X sont principaux. De plus, X est dit divisoriellement
fidele en 0 si toute fonction f linéaire par morceaux non globalement linéaire a un diviseur
non trivial. En utilisant le diagramme (6.1), on s’apercoit facilement que les deux derniéres
conditions correspondent respectivement & la surjectivité et a l'injectivité de l'application
AY(X) — AY1(X)*. Ainsi, la conjonction des deux correspond & la dualité de Poincaré en
codimension un pour A*(X). Par exemple les structures simpliciales lisses sont principales et
divisoriellement fidéles en 0.

Une étude plus précise de ces propriétés et des éventails les vérifiant est donnée dans
le chapitre 2, voir par exemple le théoréme 4.9 et la série d’exemples et de contre-exemples
donnée en 11.

6.3. Modification tropicale. Commencgons par le cas d’un éventail.
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FIGURE 12. Une modification tropicale de I’éventail projectif sur R2.

o e

EXEMPLE 6.4. Soit ¥ un éventail simplicial orienté de R™. Soit f une fonction linéaire par
morceaux sur . I est naturel de regarder le graphe de la fonction f. On pose

ry: |3 — RxR,
v — (z, f(x))

Le graphe est alors par définition I f(’Z‘) qui est naturellement muni d’une structure d’éventail
que I'on note I'y(X).

Un exemple est donné en figure 12. On peut regarder I’éventail projectif ¥ sur R? et la
fonction linéaire par morceaux qui vaut 0 sur orthant supérieur droit et —1 sur (—1, —1). Le
graphe est représenté dans la deuxiéme image (ici on a de plus coupé chaque facette en deux).
On voit immédiatement que I'¢(X) n’est pas équilibré donc pas orientable.

Pour pallier & ce probléme, il existe une construction naturelle appellée modification tro-
picale de ¥ par rapport a f. Cela consiste a rajouter des faces a I'¢(3). Pour chaque face 7
dans div(f), on ajoute la face 7, := I'f(7) + Rye, ot e, = (0,...,0,1) € R™ x R. On obtient
la modification tropicale ouverte de 3 notée TM;(X). Celle-ci est illustrée par la troisiéme
image dans la figure 12. Si 'on remplace 7, par 7; := I's(7) + Tre, < R™ x T, on obtient la
modification tropicale fermée de 3 notée CTM;(X).

Si 1 € div(f) est une face de codimension un dans ¥ alors 7, est une facette de TM;(X). On
peut lui associer le poids ord¢(7). On obtient alors un élément canonique dans ng}}d (TM;(R)).

On peut voir TM;(3) comme un éclatement tropical de X le long du diviseur div(f).
Bien que cette analogie soit intéressante, voir question 6.14, il semble qu’il faut plutét voir
CTM;(X) comme le graphe tropical de la fonction f, comme nous le verrons dans ’exemple 6.9.
En poursuivant la justification intuitive de la remarque 6.3, le diviseur de f correspond a
I’ensemble des zéros tropicaux de f. Soit 7 € div(f) de codimension un dans X. Si f est concave,
on peut voir f comme le minimum d’une fonction tropicale f a valeur dans ’hypercorps T,
ainsi .]?Z ‘E’ — 2T Dans ce cas, pour tout = € T, fs’annule sur 7, c’est-a-dire que f(x) 3 0.

Donc f(z) est Iintervalle [ f (), 20]. Le graphe de f correspond bien a CTMs(%). o

Soit X une structure simpliciale linéaire orientée de dimension d sur E. Soit f une fonction
linéaire par morceaux sur X.

DEFINITION 6.5. On définit la modification tropicale ouverte de 3 par rapport a f et I'on
note TM;(X) la structure simpliciale linéaire orientée de dimension d sur E, := E U {e,}
définie comme ci-dessous. o

Pour chaque face o € 3, on note o, & E, le sous-ensemble égal & o. Pour chaque face
7 € div(f), on note 7, € E, le sous-ensemble 7 U {p. } ot p, = {e_} désigne le nouveau rayon.
En tant qu’éventail abstrait, TM;(X) est simplement égale &

{oo |oceX}u{r | Tediv(f)}.
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On a une projection naturelle p : k — k¥ qui envoie e, sur zéro. Notons f, € (k*)* la
fonction linéaire telle que, pour e € E,

£.(e) = {f(e) siee B

1 sie=e,.

On définit alors 'espace des fonctions linéaires sur TM;(X), noté M, , comme le sous-espace
de (kE)* engendré par p*(My) U {f.}. On suppose de plus que v, est choisi de sorte que
f.(vy) = 1 et que lorientation sur TM;(X) vérifie sign(7,,7,.) = +1 pour tout 7 € div(f).

Passons a la définition de I’élément canonique [TM;(X)]. Notons w : g — k le poids de
[X] e MW4(X). On pose alors

w, : TMf(Z)d — k
o, — w(o) pour o € Y4,
7, +—— ords(7) pour 7 € div(f) N Xg_1.

PROPOSITION 6.6. L’élément ZaeTMf(Z)d(wL(U)’ Vy) € ng/[ (TM;(X)) est un cycle.

DEMONSTRATION. Soit 7 une face de codimension un dans TMy(X). Soit g € M, j une
forme linéaire qui est nulle sur 7. En décomposant ¢ sous la forme p*h + af,, avec h € My
et a € k, on vérifie facilement que g s’annule sur ), w(7 v 0)v,, et donc que cette somme
est dans N;x, ce qui permet de conclure. Voir aussi chapitre 2 proposition 5.1 dans le cas
particulier ot ords(7) vaut zéro ou un pour toute face 7€ X4_;. O

Le poids w, est donc un poids de Minkowski qui fournit un élément canonique [TM;(X)] €
MW q(TM;(X)). Ceci conclut la définition de TM; (). o

Rappelons que par notre remarque 2.24, nous nous permettons de considérer des sous-
structures de compactifications canoniques qui ne sont pas & proprement parler des structures
simpliciales affines ou linéaires ni des compactifications canoniques de celles-ci.

DEFINITION 6.7. On définit la modification tropicale fermée de ¥ par rapport & f, notée
CTM;(X), comme la restriction de TM;(X) aux faces de sédentarité 0 ou p,.
La modification tropicale fermée étendue de ¥ par rapport & f, notée CTMf(i), désigne

TM;(X). B B
Enfin, la modification tropicale ouverte étendue de ¥ par rapport o f, notée TM(Y),

désigne la sous-structure de TM;(X) contenant les faces ¢ telles que e, ¢ sed(d). o

EXEMPLE 6.8. Soit W une variété sur un corps non archimédien suffisamment gros (voir
les articles cités ci-dessous pour plus de précision). Supposons que 'on peut plonger W dans
une variété torique. On peut alors regarder la tropicalisation pour les coordonnées associées.
Rappelons que I'analytifié de Berkovich W?" de W peut étre vu comme la limite projective
des tropicalisations de W (voir section 1.10).

Si X est une tropicalisation de W et si X’ est une modification tropicale de X, on
peut penser & X’ comme a une nouvelle tropicalisation lorsque 'on ajoute une coordonnée
(voir [Mik06, Mik07| et la section 9.2). Notamment la projection W*" — X se factorise en
wa — X’ — X. On peut donc considérer la modification tropicale comme un moyen de
voir un nouveau bout de Wa" qui ne change pas fondamentalement la variété sous-jacente.
D’ailleurs, dans [Jel19], Jell montre que, si W est normale et admet au moins un plongement
fermé dans une variété torique, alors la cohomologie de Dolbeault a support compact de W2a"
est la limite de la cohomologie tropicale des tropicalisations de W. Ceci est & comparer avec
le théoréme 6.10 ci-dessous, montrant que dans certains cas la modification tropicale préserve
la cohomologie. o
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6.4. Propriétés de la modification tropicale. Nous avons vu que la modification tro-
picale d’une structure simpliciale linéaire doit étre considérée comme le graphe d’une fonction
sur celle-ci. Poursuivons ’analogie.

EXEMPLE 6.9. Soit V' une variété topologique de R"™. Soit f une fonction de V dans
R. Notons I'f(V') le graphe de f dans R™ x R. Alors la cohomologie classique de I'¢(V)
est clairement égale a celle de V. Dans le cadre tropical, on peut donc conjecturer que la
modification tropicale d’un éventail a la méme cohomologie tropicale que cet éventail. Dans
cette section, nous verrons que c’est bien le cas si I’éventail est lisse, mais que ce n’est pas
forcément vrai dans le cas général. o

Si X est une structure simpliciale linéaire et si A est une sous-structure de X, on définit
naturellement I’homologie de Borel-Moore de 3 relative a A par

HPM(S,A) = H, <coker(c§§4(A) - c;f%ﬁ(z))).

THEOREME 6.10. Soit X une structure simpliciale linéaire lisse. Soit f une fonction linéaire
par morceaur sur Y. Alors,

HENTMp(D)) ~ HEM(S,div(f)) et Heo(CTM(E)) ~ Hoo(T).

Les relations analogues que 1’on peut imaginer pour la cohomologie et pour les différentes
modifications tropicales sont aussi vraies : voir le théoréme 10.1 du chapitre 2. Nous nous
placons ici dans le cadre homologique car il nous semble que cela rend les isomorphismes plus
simples & comprendre.

Pour une face 7 € A, on peut considérer 7 comme une face de A ou comme une face de

¥, ce qui peut mener & une ambiguité sur la notation F.(7). Pour lever cette ambiguité, on
differenciera F2 (1) et F2 (7).

REMARQUE 6.11. Décrivons briévement les différents isomorphismes du théoréme. Le pre-
mier isomorphisme est simplement induit par la projection py : Fe(0o,) — F2 (o) pour o € X.
Pour le second isomorphisme, on doit y ajouter les inclusions iy : Fo(7,2) =~ F2(7) < F3(7)
pour 7 € A. o

La preuve s’appuie essentiellement sur le lemme suivant.

LEMME 6.12 (Formule locale pour la modification tropicale). Soit ¥ une structure sim-
pliciale linéaire lisse, et soit A = div(f) avec f une fonction linéaire par morceaux sur X.
Posons % := TMs(E).

Soient o une face de X~ A, T une face de A, et p un entier positif. Alors on a les suites
exactes sutvantes.

0 ——— F¥(o,) = F2(0) —— 0,
0 —— F2 (1) —— FJ(1) 25 FA(r) —— 0,

0 —— F2 (1) —— F3(r,) 2 F2(r) —— 0

ot la premiére fleche de chacune des deux derniéres suites exactes est donnée par v — e Ap*(v)
ot p*(v) désigne n’importe quelle préimage de v par p..

DEMONSTRATION. Voir le lemme 10.3 du chapitre 2. La seconde suite exacte est triviale.
Ce n’est pas le cas des deux autres. Pour la premiére, on peut montrer que cela découle du fait
que X7 est divisoriellement fidéle (voir 'exemple 6.13). Pour la derniére, I'idée est d’utiliser
les résolutions des faisceaux F, données par le théoréme 4.7, c’est-a-dire par le dual de la
résolution de Deligne tropicale. L’une des difficultés est qu’il ne s’agit d’une résolution que

pour F> car ¥ est lisse, mais pas forcément pour F2 et FX. ]
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EXEMPLE 6.13. Soit ¥ la croiz tropicale, c’est-a-dire I'éventail de dimension un dans R?
de rayons p1,...,ps engendrés par e, eg, —e; et —eg respectivement ou (e, eq) est la base
standard de R%. On peut considérer la fonction f linéaire par morceaux qui vaut 1 sur ey, —1
sur ey et 0 sur —e; et —ey. Alors div(f) est trivial. La modification tropicale & := TMs(%)

est isomorphe 4 la droite tropicale dans R3. Notamment F}(0,) n’est pas isomorphe & F}(0).

Cela ne contredit pas le lemme 6.12 car 3 n’est pas lisse. Le probléme ici est essentiellement
que X n’est pas divisoriellement fidéle en 0. Notons que la modification tropicale, elle, est lisse.
Il est donc naturel de se poser la question suivante.

QUESTION 6.14. Existe-t-il une théorie de désingularisation tropicale fondée sur les mo-
difications tropicales ? o

Cette question va dans le sens a considérer la modification tropicale plutét comme un
éclatement que comme le graphe d’une fonction. o

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.10. A partir du lemme 6.12, la preuve est essentiel-
lement déja présente dans [Shal5,JSS19, JRS18|. Nous proposons une nouvelle preuve en
section 10 du chapitre 2 qui consiste & utiliser le lemme 6.12 pour décomposer les complexes
de chaines CP}/I(Z) et C,o(X) et ainsi obtenir pour chacun une suite exacte courte de com-
plexes de chaines. Les suites exactes longues associées en cohomologie permettent de montrer

le théoréme. 0

Le théoréme 6.10 posséde un analogue pour le groupe de Chow qui nécessite moins de
conditions.

THEOREME 6.15. Soit X une structure simpliciale linéaire orientée. Soit f une fonction
linéaire par morceaux sur ¥. Alors on a un morphisme d’anneau surjectif

A*(X) —» A® (’T./\/lf(Z)).
St de plus 3 est divisoriellement fidéle, alors cette application est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. L’application consiste a envoyer x, sur x,, pour tout rayon g € ¥;. On
vérifie facilement que I’application est bien définie, et aussi qu’elle est surjective car la nouvelle
variable x, peut facilement étre exprimée grace aux autres variables. L’injectivité dans le cas
divisoriellement fidéle est plus délicate, voir chapitre 2 section 10.3. U

6.5. Subdivision étoilée. Soit ¥ une structure simpliciale linéaire sur E. Soit n une
face de X. On dit qu'un vecteur v € N, i est a ['intérieur de n si

V= Z Qplp

€,
o<n

ol les a, sont des coefficients strictement positifs.

DEFINITION 6.16. La subdivision étoilée de 3 le long de v est notée X, et est une structure
simpliciale linéaire sur £ U {e,} définie de la maniére suivante. L’ensemble des faces de X,
est

{ceX|otntu{ruie} |7+ n 7 comparable a n}.
L’espace des formes linéaires sur ¥,y est engendré par les formes linéaires £ € My que l'on
prolonge sur (kKPY{eeh)* par £(e,) = Y ayl(v,). o

Notons que X, est bien une subdivision simpliciale de 3 au sens de la section 2.2. Si ¥ est
orientée, alors ¥, est naturellement orientée : chaque facette de ¥, hérite du multi-vecteur
de [X] associé a I'unique facette de ¥ lui correspondant (la face correspondant a 7 v {e,} est

TV N).
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REMARQUE 6.17. La définition ci-dessus est encore valide si v est & ’extérieur de 7. Dans
ce cas nous n’obtenons pas une subdivision de ¥,) mais il est probable que certaines propriétés
de I’éclatement décrites en section 6.6 restent vraies dans ce cadre, ce qui peut permettre de
construire de nouvelles structures simpliciales intéressantes. o

EXEMPLE 6.18. La subdivision étoilée est bien connue en géométrie torique pour la raison
suivante. Soit X un éventail unimodulaire de R"™. Prenons v, unitaire pour tout ¢ € ¥;. Soit
CPyx, la variété torique associée. Soit 1 une face de X et soit

vi= v,

0

o<n
son barycentre. Alors (CIP’EM correspond & ’éclatement de CPyx le long de la strate fermée
associée a 7.

L’étude du lien entre ’éclatement combinatoire et 1’éclatement des variétés toriques est
au coeur du théoréme de factorisation faible dans l'article [AKMWO02| d’Abramovich, Karu,
Matsuki et Wtodarczyk. Ce théoréme énonce que n’importe quelle application birationnelle
entre deux variétés complexes projectives lisses peut étre décomposée en un nombre fini d’écla-
tements et de contractions (I'inverse d’un éclatement) de sous-variétés lisses. Nous utilisons
certains de leurs résultats dans cette thése : voir le théoréme 6.29 et le commentaire en-
dessous. o

Par analogie avec I’exemple précédent, on appelle également 3,y I éclatement de 3 le long
de v. A Tinverse, ¥ est appelé la soudure étoilée, ou la contraction, de Y le long de p, ou
pv = {ey} est le nouveau rayon associé a v.

6.6. Propriétés de ’éclatement. Comme pour les modifications tropicales, 'effet d’un
éclatement sur la cohomologie d’une structure simpliciale est trés bien compris. D’abord,
comme l’éclatement ne modifie pas le support de I’éventail, la cohomologie ne change pas
(cf. corollaire 3.7) :

H**(Z)) ~ H**(X) et HZ*(Z()) ~ HI*(X).

L’éclatement devient plus intéressant lorsque 1'on s’intéresse a I’anneau de Chow de ¥ ou a la
cohomologie de X.

Dans le cas de I'éclatement d’une variété le long d’une sous-variété, le lemme de Keel
(théoréme 1 de 'annexe dans [Kee92|) permet de calculer 'anneau de Chow de I’éclatement
par rapport & 'anneau de Chow de la variété de départ. Voici I’analogue dans notre cadre.

Soient ¥ une structure simpliciale linéaire lisse, n une face de X et v € Ny a l'intérieur
de 7. Soit X, I'éclatement de X le long de v et soit p, le nouveau rayon. On peut écrire

Vp, = Z AoVp,

0€¥1
o<n

pour d’'uniques coefficients a, > 0. Pour différencier les variables de A*(X) des variables de
A*(¥(y)), nous notons xj, les variables du second anneau.

THEOREME 6.19 (Lemme de Keel). Soit J le noyau de la surjection if_, : A*(X) —
A*(XM). Posons
P(T) := [ [ (xo + a,T).

e
o<n

Alors
A* (D) = A(D)[T)/(3T + P(T)),
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et lisomorphisme est donné par l'application
X ACET/QT + P(T)) = A*(Z(w))

qui envoie T sur —x! et qui vérifie

Pu

X, +ayx,  sio=<m,
VoeS, x<xg>={,@ v PO

XQ stnon.

En particulier on obtient une décomposition de A'(Z(U)) en tant qu’espace vectoriel
(6.2) A(B)) ~ A (D) @A ENTe - @AM (zn) 7=t

Le reste de la section 6.6 est consacré & la description des parties importantes de la
preuve de ce théoréme. Nous allons voir que la décomposition 6.2 posséde de bonnes propriétés
notamment vis-a-vis de la dualité de Poincaré. Notons que dans le cas ot X est un éventail
unimodulaire et que v est choisi comme dans I’exemple 6.18, la proposition découle simplement
du lemme de Keel classique. Dans le cas général, on peut établir une preuve élémentaire, que
nous décrivons briévement ici (& comparer avec [AHK18, Section 6] qui traite un probléme
similaire).

Précisons d’abord ce que signifie la derniére décomposition dans ’énoncé du théoréme.
Considérons le complexe simplicial  qui est la restriction de ¥ aux faces de . On peut éclater
7 en v pour obtenir My
Ef ”) ~ A x X", Notamment, par la formule de Kiinneth,

AN (D) = A*(A) @ A*(X7).

Notons A = Qfg) I’éventail transverse autour du nouveau rayon. Alors

On a donc une inclusion naturelle A*(X7) — A'(Ef;)) qui envoie a sur 1®a. On peut montrer
que l'on a le diagramme commutatif

T

AD) T AT AT

lx j T lx
st

i* ° v — .
A*(Z) % A )
)

Le terme A®*(X")T désigne donc I'image de A®*(X") par Papplication -T' définie par le dia-
gramme ci-dessus.

Revenons a la preuve. On vérifie facilement que I'application A®*(¥) — A®(¥,)) est bien
définie et se prolonge en un morphisme surjectif A®(X)[T] — A®*(¥(,)). De plus P(T') est
envoyé sur | [,cy <, Xp qui est nul dans A*(2,)). Ensuite, vu le diagramme ci-dessus, tout
élément a € J vérifie X(aT') = 0.

Il reste & montrer l'injectivité. Pour cela on utilise la dualité de Poincaré. En posant
C = [I,<ya, un calcul (cf. la preuve du théoréme 6.13 du chapitre 2) montre que l'on a le
diagramme commutatif suivant

gYSy>0

A=) T 08 ) 3 AY(E)

(6.3) \ ld /
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On en déduit par exemple le diagramme commutatif suivant

Ad—|77|—k(277) ® Ak(Z") ;Ad_lnl(zn) deg k

iTi i’T‘nl_i %deg

Ad*lnlfk(zn) T ® Ak(zn) Tln\fi Ad(z(v))

En particulier, la dualité de Poincaré pour " implique que les deux applications verticales
doivent étre injectives.

Plus généralement, si on note W, (X7) Paccouplement entre A*(X7) et A==k (L7) on
obtient la matrice de la figure 13, dont I’étude permet de conclure I'injectivité de X et I’existence
de la décomposition dans I’énoncé du théoréme. On peut en fait en déduire la dualité de
Poincaré pour A®*(¥,)). O

FIGURE 13. Décomposition de ’accouplement Ak(E(v)) ® Ad_k(E(v)) — k
donnée par le lemme de Keel.

Adfk(z) AdfkflnHl(En)Tlmfl . Ad*k*I(EW)T
AF(%) U (2) 0
Ak=L(smT 0 —U (37 0
k—Inl+1 Inl—1 *
AR (Em) T 0 =g 41 (27)

6.7. Epluchabilité tropicale. Dans les sections précédentes, nous avons étudié trois
opérations qui se comportent bien vis-a-vis de la cohomologie tropicale et de 'anneau de
Chow. En combinant ces trois opérations, on peut donc obtenir des familles de structures
simpliciales linéaires orientées et montrer des propriétés intéressantes sur ces structures par
récurrence.

DEFINITION 6.20 (Epluchabilité tropicale). Soient ¢ une classe de structures simpliciales
linéaires orientées et . une sous-classe de %. On dit que . est stable par épluchage tropical
dans € si les propriétés suivantes sont vérifiées.

— (Stabilité par produit) Si ¥, ¥ € % et si ¥ x ¥/ € €, alors X x ¥/ € .7

— (Stabilité par modification tropicale le long d’un diviseur tropicalement épluchable)
Si ¥ €. et si f est une fonction linéaire par morceaux sur 3 telle que div(f) € .7,

ou telle que div(f) soit trivial, et si de plus TM(X) € €, alors TM(X) € 7.

— (Stabilité par éclatement ou contraction d’un centre épluchable) Si ¥ € €, pour tout
n € X et tout v € N, dans l'intérieur de 7 tel que X" € 7 et 3,y € €, alors

Eey@E(wey.

Si Z est un sous-ensemble de € appelé ensemble de base, on note Shy(#) le plus petit
sous-ensemble de € contenant % stable par épluchage tropical dans %. o

L’épluchabilité est une notion importante car de nombreuses propriétés sont stables par
épluchage tropical. Une liste est donnée en théoréme 5.9 du chapitre 2. Dans la prochaine
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section, nous nous contenterons d’énoncer les deux propriétés les plus importantes parmi
celles-ci, & savoir la lissité et HR.

En pratique, la restriction & % de ’épluchage évite de faire n’importe quel éclatement
ou contraction. Pour 4 nous prendrons typiquement Orient, & savoir 1’ensemble de toutes les
structures simpliciales linéaires orientées, ou Oqproj, & savoir I’ensemble de celles qui sont
quasi-projectives. Ces deux ensembles sont stables par produits, modifications tropicales et
éclatements (voir le théoréme 5.6 du chapitre 2), mais Oqproj n’est pas stable par contraction.

Un ensemble de base typique est {{Q}, A} ou A = {0,R;,R_} est la droite tropicale dans
R. En section 6.10, nous verrons que Shogproj(%o) contient déja de nombreuses structures
intéressantes, notamment les éventails de Bergman généralisés.

6.8. Théorémes principaux. Citons maintenant les résultats montrant I'importance de
la notion que nous venons d’introduire.

THEOREME 6.21 (Stabilité de la lissité par épluchage). L’ensemble des structures linéaires
simpliciales lisses est stable par épluchage tropical dans Orient. Notamment les éléments de
Shorient(Bo) et de Shorient(SS) sont lisses, ot SS désigne I’ensemble des cones de spheéres
simpliciales de dimensions maximales.

DEMONSTRATION. Voir le théoréme 10.4 dans le chapitre 2. Nous nous contentons d’es-
quisser la preuve ici.

Si X est lisse, alors %7 est lisse pour tout o € X. Par récurrence sur la dimension, on peut
donc se contenter de montrer la stabilité de la dualité de Poincaré par les différentes opérations
(cet argument n’est pas tout a fait trivial, voir le lemme 5.10 du chapitre 2).

— La stabilité par produit est une conséquence directe de la formule de Kiinneth, théo-
reme 6.1.

— Pour la stabilité par modification tropicale, on justifie de la maniére suivante. Soit
> une structure simpliciale linéaire lisse et soit f une fonction linéaire par morceaux
sur ¥ telle que div(f) soit lisse. Posons 3 := TM(E). Si X est lisse, alors ¥ est
lisse par définition, et, par le corollaire 4.4, ¥ vérifie la dualité de Poincaré. Par le
théoréme 6.10, on sait que H**(CTM(X)) ~ H**(X). Donc CTM;(X) vérifie la
dualité de Poincaré. Par récurrence sur la dimension, on sait que pour tout o € 5

avec o # 0, 227 est lisse. Comme de plus & = CTM;(X) vérifie la dualité de Poincaré,
on peut appliquer le théoréme 4.3 pour obtenir la dualité de Poincaré pour X, ce qui
conclut.

— La stabilité par éclatement et contraction est triviale ici car la lissité est stable par
subdivision par le corollaire 3.7.

Pour la seconde partie du théoréme, comme {0} et %y sont lisses et comme les éventails
lisses sont stables par épluchage tropical dans Orient, Shorient(%o) est un sous-ensemble de
I’ensemble des éventails lisses. On utilise le méme argument pour SS. g

THEOREME 6.22 (Stabilité de HR par épluchage). L’ensemble des structures linéaires
simpliciales kdhlériennes est stable par épluchage dans Ogproj. Notamment les éléments de
Shogproj(%o) vérifient cette propricté.

Notons que comme A°®(X) est isomorphe & H**(X) dans le cas lisse, le théoréme précédent
montre les relations de Hodge-Riemann pour la cohomologie de X.

Avant d’esquisser la preuve, faisons quelques remarques importantes sur les classes amples
et les fonctions convexes.

Soit X une structure simpliciale linéaire quasi-projective. Soit f une fonction strictement
convexe sur Y. Pour tout ¢ € ¥, f induit une fonction strictement convexe sur 37, notée
f7, qui est bien définie modulo une forme linéaire. A f on peut associer la classe ample ¢ :=
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Dees, flo)x0 € AY(X). On obtient alors des classes amples £7 sur chaque éventail transverse
3.

Si ¥ est une modification tropicale de ¥ alors la fonction f prolongée par zéro sur le
nouveau rayon p, est une fonction strictement convexe. Donc 5 est quasi-projective et 1’on
obtient une classe ample dans A(3).

Sin € ¥ est une face de X et si v € N, est a 'intérieur de 1 avec

o= ag,

SN
o<n

alors X, est quasi-projective. En effet, la fonction f prolongée sur le nouveau rayon par

—€+ 2 aof(0)

0€¥)
o<n

est strictement convexe pour tout € > 0 suffisamment petit.
Enfin, si ¥/ est une autre structure quasi-projective munie d’'une classe ample ¢/, alors
I’élement
(R1+1@7eA'X)®A(X) @ A'X)® AN (Y) ~ AN (Z x &)

est ample dans ¥ x ¥'. Notamment le produit ¥ x ¥ est quasi-projectif.

DEMONSTRATION. Tous les détails sont dans la section 3 du chapitre 3, voir notamment la
remarque 3.21. La formule de Kiinneth, théoréme 6.1, permet de montrer la stabilité par pro-
duit de HL, et HR.. Le théoréme 6.15 montre que 'anneau de Chow est préservé par modification
tropicale et donc HL: et HR sont aussi préservées. Le point délicat est de démontrer la stabilité
par éclatement et contraction. Pour ce point, on peut s’inspirer de la preuve de [AHK18|. La
preuve est essentiellement en deux étapes.

D’abord, un calcul assez simple montre que si 'on a HR(3¢, £¢) pour tout rayon ¢ de X,
alors on a HL(X,¢). Donc par récurrence sur la dimension, on obtient HL(X, ¢) pour toute
classe ample £ € A'(X). L’ensemble des classes amples forme un cone connexe dans A'(3) noté
K+. De plus, on montre facilement en utilisant la décomposition en parties primitives que la
véracité de HR(2, /) est entiérement déterminée par la signature des formes quadratiques
induites par £ sur A¥(X) pour k < d/2 : voir la définition 3.3 et la propriété (3.3) dans le
chapitre 3. Par le théoréme de Lefschetz difficile, les éléments de K, induisent des formes
quadratiques non dégénérées, donc la signature ne peut pas changer sur K, qui est connexe.
On s’est donc ramené a démontrer HR(3, ¢) pour une unique classe ample.

La deuxieme partie de la preuve consiste a démontrer la propriété suivante. Soit X(,) un
éclatement de X et p le nouveau rayon. Si £ est une classe kihlérienne sur ¥, on a vu que
le := X(£+¢€T) est une classe ample pour tout € > 0 suffisamment petit, o X est application
A*(X)[T] — A*(X(y)) définie dans le lemme de Keel, théoréme 6.19. On veut alors montrer
que

HR(X,() < V0<e«l, HR(E(U),X(ZE)).

Le sens direct, correspondant & 1’éclatement, est appelé I'ascension, et le sens réciproque,
associé & la contraction, est appelé la descente. L’idée pour la preuve de ’ascension est assez
connue : par exemple, elle est utilisée pour déduire la conjecture standard de type Lefschetz
pour un éclatement a partir du méme résultat pour la variété de départ. La descente est
légérement plus compliquée, notamment on utilise HL(X, £), ce qui n’est pas nécessaire pour
I'ascension. Remarquons que dans les deux cas on utilise HR(3"7, £7) ot 7 est la face qui a été
éclatée.

En effet, cette deuxiéme partie de la preuve repose sur une étude précise de l'action de
l'opérateur de Lefschetz sur la décomposition de A*(X(,)) donnée par le lemme de Keel. Les
détails sont présents en section 3.11 du chapitre 3. Ici nous nous contenterons de montrer HR,
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pour A' (¥(v)) en supposant HR pour A*(X). Dans ce cas, HR signifie simplement que la forme
quadratique Q. induite par £, sur Al(E(U)) a pour signature (1, dim (Al(Z(v))) —1). Le lemme
de Keel nous donne une décomposition

AL ) =~ ANZ) @ T A (ST).

La forme quadratique induite par £ sur la partie A*(X) est égale a celle induite par £ plus un
grand O de €, donc pour ¢ petit, sa signature est (1,dim(A*(X)) — 1). Il reste & montrer que
la forme est définie négative sur TAY(X), c’est-a-dire que

deg((¢" + T)**T?) < 0.

d—Inl+1

Lorsque I'on développe, comme (£7) = (, on trouve que ce degré vaut

ghl=2 ( d=2 > <deg(T‘"|(€’7)d_|m) + O(a)).
Inl —2

Comme on a HR(X",¢7), ou simplement parce que ¢7 est ample, le degré de (¢7)%1 ¢
Ad=Il(21) est positif, et donc le degré de T (1)@= est négatif par le diagramme 6.3.
C’est ce que 'on souhaitait. La preuve en degrés supérieurs est essentiellement dans le méme
esprit mais plus technique.

La derniére partie du théoréme découle du fait que les éléments de % vérifient que toutes
leurs classes amples sont kiéhlériennes. ]

Dans la section 7 nous expliquons comment étendre ces résultats aux structures simpliciales
affines.

6.9. Théoréme de factorisation faible. Nous énoncons maintenant un théoréme de
factorisation faible réelle. Ce théoréme est trés utile pour montrer que les familles stables par
épluchage tropical dans Orient ou Oqproj contiennent beaucoup d’éléments, cf. théoréme 5.7 du
chapitre 2. Nous citerons ensuite le théoréme de factorisation faible classique pour les éventails
qui a été mentionné dans I'exemple 6.18.

THEOREME 6.23 (Théoréme de factorisation faible réelle). Soient ¥ et X' deux structures
simpliciales linéaires qui possédent une subdivision commune. Alors il existe une suite de struc-

tures simpliciales lin€aires ¥ = ¥ gy, X(1), -+, (k) = Y/ telle que pour tout 0 < i < k, Y1)
soit obtenue a partir de X;) par un éclatement ou une contraction.
Si de plus X et X' sont quasi-projectives alors on peut supposer que 20)s -y D) sont

quasi-projectives.

Rappelons que dans le cas de deux éventails de R", avoir une subdivision commune est
équivalent & avoir le méme support.

Avant de passer a la preuve, énongons la définition suivante.

DEFINITION 6.24. Soit ¥ une structure simpliciale linéaire et A une subdivision de X. On
dit que A est projective relativement a X s’il existe une fonction linéaire par morceaux f sur
A telle que la restriction de f a la sous-structure A| de A induite par n’importe quelle face
o de X est strictement convexe. Une telle fonction f est dite strictement convexe relativement
a . o

Par exemple, ¥ est toujours projective relativement a elle-méme (on peut prendre la fonc-
tion nulle), et si A est quasi-projective, alors A est projective relativement a . Cette définition
est fort utile car nous avons les deux propositions et les deux exemples suivants.

EXEMPLE 6.25 (Découpe par un hyperplan). Les détails de cette construction sont en
section 4.2.1 du chapitre 3. Soit ¥ un éventail simplicial (ou un complexe simplicial) de R™ et
soit H un hyperplan dans R"™. On peut considérer la découpe hyperplane de ¥ par H notée
Y- H qui est une subdivision (par forcément simpliciale) de ¥ dont toutes les faces sont incluses
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dans 'un des deux demi-espaces délimités par H. On peut considérer la fonction distance a
H. La restriction de cette fonction & X - H est strictement convexe relativement & X.. o

EXEMPLE 6.26 (Eclatement). Soient ¥ une structure simpliciale linéaire, n € ¥ et v &
Uintérieur de 7. Alors X, est projective relativement a 3. En effet, on peut considérer la
fonction f linéaire par morceaux sur X qui vaut zéro sur tous les rayons sauf sur v ou elle vaut
—e pour € > 0 petit. o

PROPOSITION 6.27. La bijection entre les subdivisions d’une structure simpliciale linéaire
Y et les subdivisions de sa représentation géométrique 3 vue comme un éventail de RF induit
une bijection entre les subdivisions projective relatives. O

PROPOSITION 6.28. Soient 3 une structure simpliciale linéaire, A une subdivision simpli-
ciale de X et A" une subdivision simpliciale de /.

— 81 A est projective relativement a X, alors A’ est projective relativement a A.

— Si A est projective relativement a A et A est projective relativement a X, alors A’
est projective relativement a 3.

— Si A est projective relativement G X et si 3 est quasi-projective, alors A est quasi-
projective.

DEMONSTRATION. La preuve est moins immédiate que pour la premiére proposition.
L’idée est simple. Pour la troisiéme partie par exemple, si g est une fonction linéaire par
morceaux strictement convexe sur X et si f est une fonction linéaire par morceaux sur A
strictement convexe relativement a X, alors g 4+ ¢f est strictement convexe sur ¥ pour €
suffisamment petit. Voir 4.3 du chapitre 3 pour plus de détail. ]

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.23. Commencons par la premiére partie ou 1’on ne
suppose pas la quasi-projectivité. Soit A” une subdivision commune de ¥ et >'.

Nous commencons en construisant une subdivision A’ de A” qui est projective relativement
a X et a A”. La premiére étape de cette construction consiste & considérer la subdivision de
Péventail & correspondant & A” et de découper 5 par des hyperplans bien choisis afin qu’aprés
la découpe on obtienne une subdivision (pas forcément simpliciale) de celle induite par A”.
Ensuite on effectue des éclatements des faces non simpliciales pour obtenir une subdivision
simpliciale (voir chapitre 3 proposition 4.4). En utilisant les exemples et les propositions ci-
dessus, on a bien obtenu une subdivision A’ de A” qui est projective relativement a X et a
A,

Comme A’ est une subdivision de ¥/, on peut de méme construire une subdivision A de A’
qui est relativement projective par rapport a X’ et & A’. On obtient finalement une subdivision
commune A de ¥ et ¥/ qui est relativement projective par rapport a chacun.

Maintenant, on s’est ramené au probléme suivant. Soit A une subdivision relativement
projective de . Alors on peut trouver une série d’éclatements et de contractions pour aller
de X & A. Pour faire cela, on peut s’inspirer d’une construction classique, par exemple utilisée
par McMullen dans [McM93|; pour un livre de référence, voir [DRS10].

On va d’abord considérer un cas simple. Soit A un simplexe dans R? et soit Y une subdi-
vision simpliciale relativement projective de AA. Nous voulons montrer que I’on peut obtenir T
a partir de /A par une série d’éclatements et de contractions. Notons vy, .. ., v, les sommets de
T. Soit f : Ty — R une fonction linéaire par morceaux sur Y strictement convexe relativement
a A (donc strictement convexe tout court). Quitte & modifier légérement les valeurs de f en
chaque sommet, on peut supposer f suffisamment générique. On peut considérer le graphe de
la fonction f,

Iy: Yo — RIxR,
v o (0, f)).
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L’enveloppe convexe de I'f(Tg) est un polytope Py. Les faces inférieures de Py sont par défi-
nitions les facettes de Py dont le vecteur normal extérieur a sa derniére coordonnée négative,
ainsi que toutes les faces de ces facettes. On peut projeter ces faces inférieures sur R%, et I'on
retrouve la subdivision T, comme dans la figure 14.

FI1GURE 14. Une triangulation du carré donnée par une fonction convexe, et un flip.

CC BY 4.0 : issue d’une présentation par Jorathan Richard Shewchuk publié par Pranav Kant Gaur
https://www.slideshare.net/PranavKantGaur/shewchuk

Pour mieux visualiser la suite, supposons que f est négative. Maintenant on va descendre

les points un par un. Par exemple, si I’on numérote les sommets de Y par vy, ..., v, on peut
poser
h: RxTy — R,
0 sit <1,
(tvi)) — (=) f(vi) sii<t<i+]1,
f(’U@) sit+1<t.

Ainsi, h(0,-) est la fonction nulle et h(r+1,-) = f. A chaque instant ¢, on regarde ’enveloppe
convexe P, des points (v, h(t,v;)), et I'enveloppe inférieure de P, définit une subdivision Y
de A. Mis & part en un nombre fini d’instants, on est dans un intervalle de temps ouvert
dans lequel la subdivision simpliciale ne change pas. Mais de temps en temps, un sommet
peut apparaitre ou disparaitre, ce qui correspond respectivement & un éclatement ou une
contraction (vu notre construction, la disparition n’est pas possible ici), ou encore, il peut y
avoir & certains instants ¢ une face de dimension s avec s + 2 sommets, qui n’est donc pas un
simplexe. Ce dernier cas est représenté a droite dans la figure 14. (Dans cette figure tous les
points bougent en méme temps, mais I'idée reste la méme.) Soit ¢y un tel instant. Dans ce cas,
juste avant et juste aprés, nous avons bien des triangulations T;,— et T 4 de A. L’opération
pour passer de T¢,— & Ty 4 est connue sous le nom de flip ou d’opération bistellaire, et c’est
la composée d'un éclatement et d’une contraction. Rien d’autre ne peut arriver durant la
descente des différents sommets. Comme Yo = A et T,11 = T, cela montre bien que 'on peut
obtenir T a partir de A par une série d’éclatements et de contractions.

On peut facilement se convaincre que le cas du simplexe peut étre généralisé a tout com-
plexe simplicial, ou éventail simplicial ou méme structure simpliciale linéaire, en traitant les
sommets de la subdivision un par un et en considérant les faces indépendamment mais si-
multanément : on choisit une fonction relativement projective globale, on descend un par un
les sommets comme ci-dessus, mais ’on considére les enveloppes convexes et les subdivisions
induites face par face, en regardant pour chaque face le graphe de la restriction de la fonction
a cette face. Cela conclut la premiére partie de la preuve.


https://www.slideshare.net/PranavKantGaur/shewchuk
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Pour la deuxiéme partie, notons que pour le simplexe, par construction, Y; est projective
relativement & A a tout moment. Donc la construction généralisée aux complexes simpliciaux
donnera & tout moment une triangulation relativement projective, et donc quasi-projective.
Ceci conclut la preuve du théoréme. O

Comme nous 'avons expliqué plus tot, le théoréme de factorisation faible est utilisé en
géométrie birationnelle pour décomposer un morphisme birationnel en série d’éclatements et
de contractions. Nous souhaitons alors que toutes les variétés intermédiaires et que tous les
centres des éclatements soient lisses. Dans le cas des variétés toriques, la lissité est ’analogue
de 'unimodularité pour les éventails. Ainsi, le théoréme de factorisation faible utilisé dans ce
cadre est le suivant.

THEOREME 6.29 (Théoréme de factorisation faible pour les éventails). Soient ¥ et X’
deux éventails unimodulaires ayant le méme support. Alors il existe une suite d’éventails ¥ =
Y0y X1y D(k) = Y tels que tous ces éventails soient unimodulaires et que Y(it1) soit
obtenu depuis ;) par un éclatement ou une contraction.

De plus, si X et X sont quasi-projectifs, on peut supposer que tous les éventails intermé-
diaires le sont aussi.

DEMONSTRATION. Voir section 3.12 du chapitre 3. g

Ce théoréme est nettement plus compliqué & démontrer et les démonstrations utilisent
souvent des résultats non élémentaires, comme le théoréme d’Hironaka dans le cas torique
par exemple. C’est le théoréme 6.29 que nous utilisons dans article original [AP20b], ici le
chapitre 3, ol nous étudions des variétés tropicales munies d’une triangulation unimodulaire.
La nouvelle approche que nous proposons ici permet d’éviter cela. Notons toutefois que la
condition d’unimodularité est trés utile dans le cas de la cohomologie & coefficients entiers
(voir le chapitre 2).

Concluons ce commentaire en citant la conjecture de factorisation forte dans le cas des
éventails, aussi connue sous le nom de conjecture d’Oda. Le lecteur intéressé pourra regar-
der [dSK11] pour un apergu sur I’état d’avancement de la résolution de cette conjecture.

CONJECTURE 6.30 (Conjecture de factorisation forte d’Oda). Soient ¥ et X' deux éventails
unimodulaires ayant le méme support. Alors il existe une série d’éventails X =g, %1,..., 25, =
Y et un entier | entre 0 et k tels que tous ces éventails soient unimodulaires et que ;.1 soit
obtenu depuis X; par un éclatement si i < k et par une contraction si i = k.

Par exemple, si cette conjecture est vraie, si ¥ et ¥’ sont quasi-projectifs, alors tous
les éventails intermédiaires sont automatiquement quasi-projectifs puisque les éclatements
préservent la quasi-projectivité.

6.10. Epluchabilité des éventails de Bergman généralisés. Les résultats des sec-
tions précédentes permettent d’obtenir une grande famille d’éventails lisses : ¢’est la famille des
éventails de Bergman généralisés définies en section 1.3. Rappelons que, traditionnellement,
une variété tropicale est dite lisse si elle est localement modelée par des supports de Bergman.
Le théoréme suivant montre que notre notion de lissité étend celle utilisée précédemment.

THEOREME 6.31. Une structure simpliciale linéaire Y issue d’un éventail de Bergman
généralisé est lisse. De plus, si ¥ est quasi-projective, alors les classes amples dans £ € Al(X)
sont kdhlériennes.

La deuxiéme partie du théoréme généralise le travail de [AHK18|. Cette généralisation
a été prouvée indépendamment dans [ADH20|. Adiprasito nous a également informé qu’il
était au courant de cette généralisation étant donné qu’elle découle de [AHK18| en utilisant
la méthode décrite dans [McM93, FK10|. Ceci dit, le théoréme 6.22 va au-dela de cette
généralisation, cf. exemple 6.34.
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Remarquons que 'ensemble des éventails de Bergman généralisés est clairement stable par
éclatement et par contraction, mais aussi par produit par la proposition 5.14 du chapitre 2.

Si 'on a une famille de vecteurs (vy,...,vy,), on peut considérer la famille privée de vy,
ainsi que la famille obtenue en projetant le long de v,,. Pour un matroide 9% sans boucle (une
boucle correspond au vecteur nul) et un élément e de 9, les opérations correspondantes sont
la suppression M \ {e} et la contraction M/{e}. Dans la suite, on supposera sans perte de
généralité que les matroides considérés n’ont pas de boucle. Notons gy ’éventail de Bergman
associé au matroide 91. En effet, supprimer les boucles ne change pas I’éventail associé.

Si e n’est pas une co-boucle (il ne correspond pas a un vecteur indépendant des autres),
alors I'éventail de Bergman Yy (.} est naturellement un diviseur de codimension un de Yoy, (¢}
Un principe important en théorie des matroides et que I'on peut souvent travailler par récur-
rence en récupérant des propriétés sur 9t a partir des propriétés correspondantes sur 9t~ {e}
et M/{e}. Dans le cadre qui nous concerne, cela se traduit par l'existence d’une fonction f
linéaire par morceaux sur Xgy. (¢} telle que

’Zm‘ = ‘TMf(ZDﬁ\{e}) , et le(f) = Efm/{e}

REMARQUE 6.32. Notons que gy n’est en général pas égal a TMy(Xon. (¢y)- Il faut effec-
tuer un certain nombre d’éclatements pour obtenir gy a partir de la modification tropicale.
Ces éclatements correspondent a des rayons pp (e} associés aux fermés F de 9 qui sont
maximaux dans ce qu’on appelle la coupe modulaire de I'extension 9 au-dessus de 9 /{e}.
On note S 'ensemble de ces fermés.

Par le théoréme 6.31, Xgp. () est lisse. Donc par le théoréme 6.15,

A* (TMf(Efm\{e})) = A.(Efm\{e})'
De la, on peut comprendre I'anneau de Chow aprés les différents éclatements par des élé-
ments pp e} avec I € S griace au lemme de Keel 6.19, et finalement calculer A*(Xgyn). Nous
n’avons pas vérifié les détails mais cela permet probablement de retrouver le résultat de I'ar-
ticle [BHM " 20a] qui montre que 'on peut décomposer A®(Xgy) sous la forme suivante

A*(Zon) = 0(A* (B ie})) @ D Xppo i, (A (Somey))
FeS
ou 6 est une certaine application définie dans ’article. o

PROPOSITION 6.33. Les éventails de Bergman généralisés sont dans Shoyient(%o). De
plus, ceuz qui sont quasi-projectifs sont dans Shogproi(#o)-

DEMONSTRATION. On travaille par récurrence sur la taille des matroides. Soit 9t un
matroide a k éléments.

Une premiére possibilité est que tous les éléments de 9t sont des co-boucles, auquel cas
Yon est un éventail complet de support R™ avec n = rk(91) — 1. Dans ce cas, on sait que A",
ou A est I’éventail de support R, est dans Shorient (%0), et Xon a le méme support. Donc, par
le théoréme 6.23, Yoy est aussi dans Shg, (X).

Sinon, M1 a au moins un éléments e qui n’est pas une co-boucle. Par récurrence, Yoy (¢ €t
Yon/qey sont dans She, (¥). Donc la modification tropicale TMy (Xop fey) avec div(f) = Xon/fe)
est dans Shg,(X). Comme cette modification tropicale a le méme support que gy, de nouveau
par le théoréme 6.23, gy appartient & Shg,(X), et c’est aussi le cas de tous les éventails
simpliciaux qui ont le méme support que Ygy. Ceci montre la premiére partie.

La deuxiéme partie se démontre de la méme fagon car gy est toujours quasi-projectif. [J

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.31. Le théoréme découle directement de la proposi-
tion 6.33 et des théorémes 6.21 et 6.22. O

EXEMPLE 6.34. L’exemple 11.11 du chapitre 2 est un éventail de Shorient(%o) qui n’est
pas un éventail de Bergman généralisé. Cela montre que notre notion de lissité est strictement
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plus large que la notion localement matroidale. Dans la section suivante, nous verrons que la
famille des éventails lisses est bien plus large que Shoyrient(%0)- o

6.11. Un éventail intéressant. Dans cette section, nous nous intéressons a un exemple
découvert par Babaee et Huh dans [BH17|. Il s’agit d’un éventail ¥ dans R* lisse et quasi-
projectif mais dont I’anneau de Chow ne vérifie HR pour aucun élément ample (mais il vérifie
HL). Ceci est une différence majeure avec la théorie de Hodge classique : une variété complexe
projective lisse vérifie toujours les relations de Hodge-Riemann. Nous proposons ici une mé-
thode de construction de X" qui utilise la modification tropicale et qui différe de celle proposée
dans [BH17].

Rappelons que dans I'exemple 5.20 et la figure 11 nous avons introduit une structure
simpliciale linéaire ¥ qui est un revétement double de I’éventail projectif de R2. Cette structure
a six rayons et six facettes. C’est un cone de spheére simpliciale, donc X est lisse. De plus, une
fonction strictement convexe sur I’éventail projectif induit une fonction strictement convexe
sur X, donc X est quasi-projective. Pourtant on vérifie directement que X ne vérifie HR pour
aucun élément. En effet, 'accouplement A'(X) ® A'(X) — k posséde trois valeurs propres
positives alors que les relations de Hodge-Riemann impliquerait qu’elle n’en ait qu’une seule.

On peut considérer la fonction f sur X qui vaut 1 sur pg, —1 sur p; et ps et zéro sur
les autres rayons. Le diviseur div(f) est simplement une droite tropicale, donc il est lisse.
Notamment ¥/ := TM;y(X) est lisse. Sil’on plonge naturellement ¥’ dans R3 grace a une base
de fonctions linéaires sur ', on n’obtient pas un éventail mais presque : seules trois paires
de facettes se rencontrent le long d’un rayon dans leur intérieur, voir figure 15. L’anneau de
Chow de ¥/ est isomorphe a celui de ¥ donc il ne vérifie toujours pas HR.

FI1GURE 15. L’éventail de Babaee-Huh avant la derniére modification tropicale,
générée par Polymake. 2P

#Logiciel Polymake : https://www.polymake.org
> Animation et code source disponibles ici : http://matthieu.piquerez.fr/partage/babaece_huh.pl
http://matthieu.piquerez.fr/partage/babaee_huh.html

Maintenant on peut trouver une subdivision par éclatements de ¥’ puis effecteur une
modification tropicale au-dessus d’'un diviseur qui de nouveau est une droite tropicale pour
obtenir une troisiéme structure linéaire ¥”. Celle-ci est toujours lisse et quasi-projective mais
elle ne vérifie toujours pas HR. Par contre, cette fois-ci, le plongement naturel de X" dans
R* est un éventail : c’est 'exemple de Babaee et Huh. Notamment on remarque que %" est
un éventail lisse qui ne peut pas étre dans Shogproj(%o) (ni dans Shorient(%o) d’ailleurs)
puisqu’il ne vérifie pas HR.

La construction décrite ci-dessus souléve plusieurs questions intéressantes.


https://www.polymake.org
http://matthieu.piquerez.fr/partage/babaee_huh.pl
http://matthieu.piquerez.fr/partage/babaee_huh.html
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QUESTION 6.35 (Plongement dans R™). Soit 3 une structure simpliciale linéaire. Existe-t-
il toujours une structure X’ qui est issue d’un éventail de R" et telle que X’ peut étre obtenue
a partir de 3 par modifications tropicales et éclatements ? o

QUESTION 6.36. Existe-t-il des structures simpliciales projectives lisses qui ne sont pas
dans Shorient (SS) ot SS est 'ensemble des cones de sphéres simpliciales de dimensions maxi-
males ? o

7. Théorie de Hodge pour les structures simpliciales affines

Dans toute cette section, on fixe une structure simpliciale affine lisse X, et ’on note Z = X
sa compactification canonique.

7.1. De la théorie de Hodge classique a la théorie de Hodge tropicale. Nous
avons vu que dans le cas d’une structure simpliciale linéaire lisse, la cohomologie est trés simple
car elle est concentrée en bidegrés (p,p). Ce n’est pas le cas pour les structures simpliciales
affines ou tous les bidegrés sont représentés en général. On se demande donc naturellement
si le théoréme de Lefschetz difficile et les relations de Hodge-Riemann s’étendent & ce cas, et
s’ils respectent le bidegré. Rappelons donc le cas d’une variété complexe projective lisse.

7.1.1. Cas complexe. On poursuit 'exemple 5.14. Soit V' une variété complexe projective
lisse de dimension d. Alors V vérifie les propriétés kdhlériennes suivantes.

— Hodge nous a appris que la cohomologie de V' & coeflicients complexes se décompose
de la maniére suivante

H*v,c)= @ HP(V,C)

pt+q=k
P,q=0

et HP1(V,C) ~ H%P(V,C). Le cup-produit et la dualité de Poincaré respecte le
bidegré :
HP(V,C) ~ HIP4=4(V,C)*.
— Le théoréme de Lefschetz difficile énonce alors que si £ € HY(V,C) n H?(V,R) est

une classe kiéhlérienne, ou plus généralement une classe de Kéhler, alors on a un
isomorphisme

(P Py, C) ~ HE94P(V,C),

pour toute paire d’entiers p et ¢ telle que p + ¢ < d. Cet isomorphisme donne une
décomposition naturelle en parties primitives

HP:Q(V’ (C) _ @ fkpp—k,q—k
k=0
ol
PP = ker(-zd—p—qﬂ . HPA(V,C) — Hé-atld-p+i(y, C)).

— Les relations bilinéaires de Hodge-Riemann s’énoncent de la maniére suivante. Pour
toute paire d’entiers p, g tels que p + g < d, la forme hermitienne

HPY(V,C) ® HPY(V,C) — C ~
a ® b — P9 deg(al?P=9D)
est définie positive sur PP,

On peut résumer une partie de ces propriétés par le diamant de Hodge, figure 16, sur lequel
sont représentés différents isomorphismes vus comme des symétries du diamant.
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FIGURE 16. Les diamants de Hodge complexe et tropical.

conj <—N>
HO’O HO’O
1.0 po.1 ]
HZ’O Hl’l H0,2
» v ‘ . BR-----0 .
. = | | -
' pd | pd |
H™0 (:) HOn d,0 I W 0,d
g ! HEP Y i
- . 0° ' I I o -£°
o-—-f--a
Hn,n—l Hn—l’,n _
Hm™on Hd,cl

7.1.2. Comparaison avec le cas tropical. Soit Z la compactification canonique d’une struc-
ture simpliciale affine quasi-projective lisse. L’existence d’une décomposition

Hz)~ @ HP(Z)
p+q=k

est tautologique. De plus, la dualité de Poincaré est par définition compatible avec cette
décomposition. Contrairement au cas complexe, cette décomposition existe & coefficients réels,
et méme & coefficients entiers si Z est munie d’une structure entiére, ce qui est plutdt étonnant.
A Dlinverse, ce qui manque comme nous 'avons vu en question 3.3, ¢’est une interprétation
naturelle pour H*(Z).

L’isomorphisme donné par la conjugaison complexe n’a pour 'instant pas trouvé d’ana-
logue tropical satisfaisant. La cohomologie de Dolbeault tropicale définit des analogues des
formes holomorphes et antiholomorphes, et ’'on peut naivement définir une involution échan-
geant les uns en les autres, mais cette involution est encore mal comprise.

QUESTION 7.1. Peut-on trouver un analogue tropical de la conjugaison complexe induisant
un isomorphisme HP4(Z) = H%P(Z) pour tout entiers p et g7 o

Dans 'article [AP20b], nous avons montré avec Amini qu’il y a bien un isomorphisme
HP9(Z) =~ H?P(Z) (voir théoréme 7.6), mais cet isomorphisme est plus compliqué que
la simple conjugaison complexe. Il est obtenu par un second opérateur de type Lefschetz
N : H**(Z) — H*~L*+1(Z). Cest Popérateur de monodromie tropical. Cet opérateur vérifie
le théoréme de Lefschetz difficile dans le sens ou, pour p > ¢, NP : HPY(Z) — HYP(Z)
est un isomorphisme. Cet isomorphisme était conjecturé dans [MZ14, Liul9|, conjecture que
nous appelons la conjecture monodromie-poids.

Pour les autres propriétés kdahlériennes, nous obtenons des analogues tropicaux, ce qui,
avec la monodromie, donne une structure encore plus riche que celle du diamant de Hodge
d’une variété complexe projective lisse. Une représentation de cette structure peut étre trouvée
en figure 16, et le théoréme 7.6 décrit précisément cette structure.

7.1.3. Preuve classique de la décomposition de Hodge. Avant de donner les idées principales
de la preuve de l’existence de telles structures, il semble intéressant de parler d’une tentative
que nous avons menée avec Amini et qui pour l'instant n’a pas abouti.

L’idée est de suivre la preuve classique de 'existence d’une décomposition de Hodge sur
les variétés complexes projectives lisses. Rappelons que dans [CLD12,GK17,BH17,JSS19|
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est défini ’analogue tropicale des formes holomorphes et antiholomorphes ainsi que les diffé-
rentielles correspondantes. On note AP(7) I'espace des (p, q)-formes de Dolbeault tropicales
sur Z. On a des différentielles d’ : A**(Z) — A**1*(2) et A" : A**(Z) — A*TH(2).

Pour adapter la preuve classique au cas tropical, il faudrait d’abord obtenir un élément
fermé de A% (Z) qui donne une métrique non dégénérée en tout point. Cela n’est pas possible
avec la définition actuelle des formes de Dolbeault tropicales, mais en modifiant légérement
la définition on peut en trouver. Ensuite on souhaite définir les opérateurs duaux a d’ et
a d”, en utilisant par exemple 1’étoile de Hodge. Le probléme est que cette étoile est trés
irréguliére au niveau des faces de codimension au moins un. Si 'on arrive & passer cette
étape, on peut définir un laplacien A**(Z) — A**(Z) de bidegré (0,0). Le noyau de ce
laplacien donne les formes harmoniques tropicales et chaque classe cohomologique a un unique
représentant harmonique. Le reste de la décomposition découle ensuite naturellement via une
preuve purement algébrique.

QUESTION 7.2. Peut-on définir un laplacien tropical ? Peut-on définir les formes harmo-
niques tropicales ? o

Nous utilisons nous-méme un autre type de laplacien en section 7.7 pour obtenir les pro-
priétés kahlériennes sur la décomposition, mais ce laplacien n’est pas directement défini sur
les formes de Dolbeault ni sur ’espace des cochaines tropicales.

7.1.4. Le cas approrimable. Nous allons maintenant expliquer les idées de la preuve d'un
point de vue géométrique. Dans le cas ou la structure simpliciale est la limite tropicale d’une
famille de variétés complexes, on peut s’inspirer de [IKMZ19|. Reprenons notre discussion
de la section 3.8. Nous avons une famille de variétés complexes projectives lisses Wy, pour
t € A*, une fibre centrale Wy, et la limite tropicale Z. Les composantes irréductibles de W
sont indexées par les sommets de Zr ; on les note Wo,s pour s € Zr o. De plus, les intersections
de k de ces composantes sont naturellement indexées par les faces de Zy .

On a aussi vu que l'on peut relever la famille W* en W* au-dessus du revétement universel
de A*. 11 se trouve que I'on peut mettre une structure de Hodge mixte sur la cohomologie
du relevé W* en utilisant la filtration induite par la monodromie [Sch73|. On l'appelle la
structure de Hodge limite. Les gradués de cette structure de Hodge sont calculés par la suite
spectrale de Steenbrink notée ST;® [Ste76,SP08|. Celle-ci dégénére en page deux. Dans le cas
étudié dans [IKMZ19], ou la limite Z est localement matroidale et vit dans TP", les gradués
de la structure de Hodge limite sont trés simples. En degré k, les parties de poids impairs sont
triviales et la partie de poids 2p, p € Z, est concentrée en bidegré (p,p) et est calculée par
STf;Qp 2P De plus, la dimension de STf;Qp’Qp est égal au nombre de Hodge d’une fibre générale
hPkp = dim (HPEP(TT)).

La premiére page de la suite spectrale ST;® est entiérement décrite a partir de la cohomo-
logie (& coefficients rationnels) des différentes composantes. Or, dans le cas ot les composantes
ouvertes sont des complémentaires d’arrangement d’hyperplans, comme nous le verrons avec
le théoréme 9.1

H** (W) ~ H**(2°).

Donc on peut calculer la suite spectrale de Steenbrink, et donc les nombres de Hodge d’une
fibre générale, directement sur la limite tropicale. Il ne reste plus qu’a montrer que la limite
de la suite spectrale de Steenbrink correspond bien & la cohomologie tropicale, voir section 7.4
a ce propos.

Pour que la structure de Hodge limite soit simple comme ci-dessus, il n’est pas nécessaire
que les composantes Woﬁ de la fibre centrale soient des compactifications lisses de complé-
mentaires d’arrangement d’hyperplans. Il suffit par exemple que la cohomologie de chaque
composante soit concentrée en bidegrés (p, p) pour 0 < p < dim(Wp 5), ou bien que la dégéné-
rescence soit maximale au sens de Deligne.
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QUESTION 7.3. Peut-on étendre les résultats de [IKIMZ19] a ce cadre plus général, quitte
a changer la définition des faisceaux F*®? o

Cette question est reliée a la question 3.21. En collaboration avec Amini, nous avons établi
une conjecture plus précise et travaillons & sa résolution.

Maintenant, pour obtenir les propriétés kihlériennes, on peut s’inspirer de ’article de
Guillén et Navarro Aznar [GN90| qui montre que la premiére page ST{® est une structure de
Hodge-Lefschetz polarisée. Ces structures possédent de nombreuses propriétés de type kihlé-
rien, étudiées notamment par Deligne et Saito [Sai88|. Sous de bonnes conditions, ces pro-
priétés sont préservées sur la cohomologie; donc ici sur ST3® et donc sur H**(Z). Comme
nous 'avons évoqué ci-dessus, en plus de I'opérateur de Lefschetz, induit par une classe kiah-
lérienne, ces structures possédent un second opérateur de type Lefschetz, a savoir 'opérateur
de monodromie tropical.

7.1.5. Cas général. Dans le cas de la compactification canonique d’une structure simpli-
ciale affine quelconque, on peut définir formellement la premiére page de la suite spectrale de
Steenbrink ST}°.

QUESTION 7.4. Peut-on définir une page zéro de la suite spectrale de Steenbrink a partir
de la variété tropicale? Faut-il enrichir la variété tropicale d’informations supplémentaires
concernant une famille de variétés virtuelle ? o

La premiére page ST} posséde une différentielle naturelle qui nous permet d’obtenir la
seconde page. Comme dans le cas géométrique la suite spectrale dégénére en page deux, dans
le cas tropical on impose naturellement que ST®® = ST3*. On montre facilement que ST{"*
est une structure de Hodge-Lefschetz. Ensuite, comme dans [GIN90], la théorie trés générale
des structures de Hodge-Lefschetz polarisées s’applique automatiquement et ’on obtient les
propriétés kihlériennes sur STS°. Il reste a voir sous quelles conditions ST est isomorphe a
H**(Z) (modulo un décalage des degrés, voir théoréme 7.8).

Le fait que la cohomologie tropicale est bigraduée méme & coefficients rationnels, comme
pour la suite spectrale de Steenbrink, et ’existence d’un opérateur de monodromie canonique
sur la variété tropicale tend & montrer que 'on doit considérer une variété tropicale comme
une famille de variétés plutdét que comme une variété seule.

Néanmoins, pour l'instant, on ne sait retrouver que les gradués de la structure de Hodge
limite et non pas la structure de Hodge elle-méme. On peut maintenant reposer la question 3.3
concernant 'existence d’une bonne définition d'un k™€ groupe de cohomologie tropicale.

QUESTION 7.5. Peut-on retrouver tropicalement le groupe H k(%) dans le cas approxi-
mable 7 Faut-il ajouter des informations supplémentaires concernant la famille de variétés? o

Si la réponse a la premiére question est positive, les HP4(Z) pour p + q = k seraient les
gradués de la filtration de H¥(Z) par une structure de poids.

7.2. Enoncé du théoréme principal. Le théoréme 7.6 s’applique a deux types de
structures simpliciales affines définis en section 7.6, a savoir les structures kihlériennes et les
structures asymptotiquement kdhlériennes. Ces deux notions devraient pouvoir étre unifiées
en une seule et méme notion, par exemple en définissant de maniére faisceautique une classe de
Kahler (voir question 7.22). Le probléme dans le cadre des structures simpliciales est qu'une
telle classe de Kéhler sur la représentation géométrique n’aurait pas forcément de représentant
adapté a la structure simpliciale, et cette structure est au coeur de la preuve actuelle du
théoréme. En attendant les définitions précises, nous pouvons dors et déja annoncer que la
compactification canonique d’une structure simpliciale affine quasi-projective est kihlérienne.
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THEOREME 7.6 (Propriétés kithlériennes pour les structures simpliciales affines). Soit Z
la compactification canonique d’une structure simpliciale affine lisse kdhlérienne ou asymp-
totiquement kdahlérienne. Selon notre convention habituelle, st k = Q, on suppose que Z est
fortement rationnelle.

— (Conjecture monodromie poids) Pour toute paire d’entiers p = q, lopérateur de
monodromie tropical induit un isomorphisme
NP9 HP9(Z) =~ HP(Z).
— (Lefschetz difficile) Si p + q < d, la classe de Kdihler £ € HY(Z) induit un isomor-
phisme
pd—pr—aq . HP(Z) = Hd—q,d—p(Z)'

— (Hodge-Riemann) Pour ¢ < p et p+ q < d, l'accouplement

)
HP(Z) ® HPY(Z) — k
a ® b > (—1)? deg(al?—P=9INP~1b)

est définie positif sur la partie primitive PP? de HP(Z).

Ici, pour ¢ < p et p+ q < d, la partie primitive de Hodge-Lefschetz de HP4(Z), notée PP1,
est définie par

ker (zd—i’—q“ . HP9(Z) — Hd_q“’d_p“(Z)) A ker (Np—q“ . HP9(Z) — Hq—LP“(Z)).

Notamment le théoréme précédent implique une décomposition en parties primitives. Pour
g<petp+q<d,ona
HP(Z) = (_D ok N pp—k+la—k=l
k=0
Le théoréme est illustré par la figure 16. Les quatres carrés sont isomorphes, et le carré noir

peut étre décomposé grace aux parties primitives des groupes de la partie grisée dont le degré
a la bonne parité.

Dans [Shal5,Shall]|, Shaw construit une famille de surfaces tropicales dans TP? et se
rend compte par un calcul explicite que l'intersection des courbes tropicale induit une forme
bilinéaire de signature (14 bg, b1t —by —1), ot by = h¥? = dim(H*?(Z)) est le second nombre
de betti de la surface et ht! := dim(H'1(Z)) est le nombre de Hodge de bidegré (1,1). Cette
signature contredit le théoréme de 'indice de Hodge naif qui énoncerait que la signature serait
(1,ht —1). Le théoréme 7.6 permet d’expliquer cette formule.

THEOREME 7.7 (Théoréme de I'indice de Hodge pour les surfaces tropicales). La signature
de HYY(Z)Q@ HYY(Z) — k est égal a (1 + by, B! —1—by) where by is the second Betti number
of X and h'! = dimg HE (%).

trop
DEMONSTRATION. Par le théoréme 7.6, H!(Z) se décompose de la maniére suivante :
HY(Z) = PYY(2) (P (2) NP*°(2)
=P (Z)®(H(Z)® NH*°(Z).

De plus, 'accouplement H%'(Z) ® H%'(Z) — k est défini négatif sur la premiére partie et
défini positif sur les deux derniéres parties. Cela conclut la preuve car

dim(¢H*?(Z) ® NH*?(Z)) = dim(H"°(2)) + dim(H*"(Z)) = 1 + bs. O
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7.3. Suite spectrale de Steenbrink tropicale. Comme nous ’avons dit, le théoréme
principal découle du fait que ’on peut définir une suite spectrale ST3’® qui posséde une structure
riche et qui calcule la cohomologie tropicale.

On définit la premiére page ST® de la suite spectrale de Steenbrink tropicale de la maniére
suivante.

sT¢t= @ STyt
s=|al
s=a (mod 2)
ou
STEb = @ HO ().
(SEZf
[6l=s
Ici Z° désigne la compactification canonique de I’éventail transverse Z° autour de §. Précisons
que 'on note Zr := Xr et Zi. := X,ec.. Rappelons que, comme Z est lisse, pour § € Z et k € Z,

sz(z5) _ Hk,k(Z5) ~ Ak/z(Za) ot H2RHL _ .

Notamment ST®? est trivial pour b impair.
. . b
Nous avons les morphismes suivants sur ST},

sab® | a,b a+1,b ab . a,b a+1,b
i"”* STy — ST et gys®” : ST — ST7 77,

oil, par exemple, i%** est la somme des morphismes sign(7, 6)i§ ~s Ol 7,6 € Z¢ parcourent les

faces appropriées de Z¢ et vérifient v < . On définit alors la différentielle d : ST}® — ST IH"

par d = gys + i*.

En général, définir une différentielle ne suffit pas a définir la suite spectrale. Mais ici, la suite
spectrale est nulle en rangées impaires, donc la différentielle de la seconde page est triviale.
En fait, on impose formellement que la suite spectrale dégénére en page deux : ST® := ST2°.
Voici le théoréme annoncé.

THEOREME 7.8 (Théoréme de comparaison Steenbrink-tropical). Pour toute paire d’en-
tiers p,q il y a un isomorphisme canonique

HPY(Z) ~ S-rqm—pﬁp - Hq_p(S'I'I’2p, d).
De plus, les termes de rang impair ST‘f’QpH, a,p € Z, sont tous triviauz.

Le changement d’indice peut étre visualisé dans la figure 17.

7.4. Schéma de preuve pour le théoréme 7.8. La preuve entiére peut étre trouvée
en section 5 du chapitre 3 et s’appuie sur la derniére section de [IKMZ19|. Elle est assez
technique, mais le schéma de preuve est assez simple et fait apparaitre des objets intéressants,
notamment la filtration par le poids torique du faisceau F*. Fixons un entier p. Nous souhaitons
montrer qu’il existe un isomorphisme canonique

HP9(Z) ~ HI7P(ST}?P, d).
7.4.1. Le double complere ,St**°. Remarquons tout d’abord que 'on peut « déplier » le
complexe STI’ZP en un double complexe ,St** défini par

Sta,b - S-I-a+b—p,2p,p+a—b
» :

ou i* joue le role de la différentiel de bidegré (1,0), et gys celui de la différentielle de bidegré
(0,1). On vérifie facilement que ST} 7% — Tot*(,St**). On peut trouver le diagramme de

pSt>* en figure 3 du chapitre 3.
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FIGURE 17. La suite spectrale de Steenbrink est munie d’une structure de
Hodge-Lefschetz et calcule la cohomologie tropicale.

Sl-d,O S-I-O,O

7o)
.

ST_d’éé :
o % 77777|:|  __-

Hd"? + Ho’d ST0,2d

Hd’d

7.4.2. Extension de Steenbrink a Z. Pour 'instant, la suite spectrale de Steenbrink tropi-
cale est définie sur la partie finie de Z. On peut étendre sa définition, ou la définition de ,St**
ce qui est équivalent, sur Z tout entier. On obtient un double complexe p§"' défini dans le
chapitre 3 en section 5.5 et représenté en 4.

PROPOSITION 7.9. La suite spectrale et son extension ont la méme cohomologie : l'inclusion
pSt®* — St induit un isomorphisme en cohomologie

H* (Tot*(,5t**)) — H* (Tot*(,5t**)).

DEMONSTRATION. Voir chapitre 3 section 5.9. Cette proposition peut étre vue comme
un analogue pour Steenbrink du théoréme 4.1, théoréme que l'on peut généraliser au cas des
structures simpliciales affines. D’ailleurs, au lieu d’étendre Steenbrink, on aurait pu utiliser
la généralisation du théoréme 4.1 pour restreindre C**(Z) a la partie finie ; mais nous avons
choisi de rester le plus proche possible de la démonstration originale du théoréme 7.6. O

Au double complexe p§"', on peut associer la suite spectrale induite par la filtration par

les colonnes
ICTe,0 °o— °2
pStet = H*P(ST} P d).

7.4.3. La filtration par le poids torique sur FP. Nous avons décomposé le complexe STI’ZP
en un double complexe. Maintenant il parait naturel d’essayer de décomposer de méme CP-*(Z7)
en un double complexe. En fait, il ne s’agit pas d’'un double complexe mais de la page zéro
d’une suite spectrale induite par une filtration.

DEFINITION 7.10 (Filtration par le poids torique). Soit d une face de Z. Pour tout entier
a = 0, on définit la filtration par le poids torique de FP(§) en posant

~

W, FP(9) := {a e FP(9) ’ la restriction de o sur A“T' Ny AF,_o_1(8) de Fy(6) est triviale }
o

Pour justifier le nom de la filtration, nous avons vu avec I’équation (3.1) que, moralement,

Fuo(6) ~ A'Nsx @ Fa(05) ~ Ho(TE) ® Ha(Us)
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oil 05 := 6° désigne le cone trivial dans Z° et ot Us est une certaine strate ouverte complexe
associée & 6. Ainsi, on peut définir de maniére analogue W, HP (T(‘éSI x Us) comme ’ensemble
des classes s’annulant sur Ha+1(T(|g‘) ® Hp—q—1(Us), d’ott le nom de la filtration.

En pratique, nous travaillerons plutot avec la filtration décroissante

WOFP(8) 1= W_gp i FP(9).
PROPOSITION 7.11. (1) Pour toute face 8, le a®™° gradué de la filtration vérifie
g FP(8) ~ N° 7 My @ FPH~ %1 (0y).
(2) Pour toute paire de faces v < 0, la restriction FP(y) — FP(5) respecte la filtration
we.
La filtration induit une suite spectrale qui calcule la cohomologie tropicale

Lo = H*(Z,F") = H'2 (X).

trop
La page zéro est donnée par

G0 = g O (2 ) = B N Msx @ FP(0y),
6eZ
[6l=a+b
voir figure 2 du chapitre 3.

7.4.4. Isomorphisme en page un. Pour démontrer le théoréme 7.8, il nous reste donc a

montrer que pC:’° et Iﬁ§:’° calculent la méme cohomologie. Commengons par montrer que

ol ~ ;§Cf’b pour toute paire d’entiers a, b.

p
Pour cela, il suffit de montrer que pour tout entier a
Gt 0> D NMsx®@F(05) > D A Msk®FH(05) — -+
[6l=a [§l=a+1
= @ NMx@F(05) -0
[§l=a+p

est quasi-isomorphe &

l*a-

»Sto 0> @ H'OG)-> @ HO)—-— P H*O) —0.
[0l=p+a |0l=p+a—1 I6l=a
[6recl<a [drecl<a [drecl<a

On introduit alors le double complexe ,D** défini par

DY = B NMse® (@ HY ().
[6l=a+b )
Inl=p+a—d
sed(n)=sed(d)
Les différentielles sont définies en section 5.6 du chapitre 3, la différentielle verticale est induite
par gys. Ce double complexe joue le réle de pont entre les deux cohomologies car il a les
propriétés trés particuliéres suivantes.

PROPOSITION 7.12. Pour tout entier b, la colonne an" est une résolution de ng’b, i.e.
la suite

0 — pcgﬂb N Dbyo N an71 [ an’p_b — 0

a

R . p / p . Ies .
est exacte. De méme, pour tout entier V', la rangée aD"b est une résolution de pStS", e la
suite

—_— / / / / /
0—>]l,5t8’b _)aDO,b _)aDl,b . _)aDp—b Y0

est exacte.
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DEMONSTRATION. Voir chapitre 3 section 5.6. Pour la premiére suite exacte, on peut la
réécrire comme la somme directe

& N M, ® K*

[6l=a+1

ou K* est exactement la suite exacte de Deligne 4.9 associée a FP(0y).
Pour la seconde suite exacte, cette fois-ci on peut factoriser par le second facteur et 1’on
obtient la décomposition

@ L oHY@m

Inl=p+a—b

ot L* est un complexe de cochaines sur les faces de n de sédentarité sed(n). Comme 7 est trés
simple, on peut faire un calcul explicite et vérifier que I’on obtient bien une suite exacte. [

Les inclusions pCS’b — an70 de la proposition 7.12 induisent un morphisme de complexe
ng’° — Tot®*(,D**) bien défini. On peut donc considérer le double complexe obtenu en
insérant ng" au-dessus de ,D** en rangée —1. La proposition 7.12 montre que la cohomologie

de ce double complexe est triviale. Cela implique immédiatement que I'inclusion
ng" — Tot*(,D**)
induit un isomorphisme en cohomologie. (En effet, on a une suite exacte courte
0 — Tot*(,D**) — cone® (ng" — Tot'(aD”')) — ng"H — 0,

voir par exemple [KS90]| pour I’application cone, et la suite exacte longue associée nous donne
'isomorphisme.)
Le méme raisonnement nous montre que l'inclusion

li ,® ° o0
»Sty”* — Tot*(,D**)

est un quasi-isomorphisme. On en déduit ce qu’on souhaitait, a savoir que ,C3* et ;§8" ont
la méme cohomologie et donc pC‘f’b ~ ;§‘f’b pour tout bidegré (a,b).

7.4.5. Fin de la preuve. Le fait que les premiéres pages des deux suites spectrales coin-
cident ne signifie pas que leurs limites soient égales, et encore moins que les complexes ayant
donnés la page zéro aient la méme cohomologie. Pour montrer cela, la preuve que nous fournis-
sons dans le chapitre 3 ne fonctionne pas dans notre cadre, par exemple parce que 1’on choisit
un produit scalaire global sur I’espace ambient ce qui n’est pas possible dans le cas d’une struc-
ture simpliciale affine quelconque. Il faut alors revenir a la preuve originelle de [IKMZ19|.

Dans cet article, les auteurs définissent un double complexe K ('p; et une filtration W* sur

ce double complexe (ce double complexe est défini en homologie dans article mais ici on

considére son dual). Le a®° gradué de K () €St exactement

gerK('I;; = ,D*°.
De plus on a une inclusion CP* — Tot*(K {];;) qui respecte les filtrations respectives. La
discussion ci-dessus montrent que cette inclusion est un quasi-isomorphisme.

o,

De méme, on a une inclusion de Tot*(,St**) dans Tot* (K (p)) qui respecte les filtrations

(on considére toujours la filtration par colonnes sur p§'7'). De nouveau, cette inclusion est un
isomorphisme. Ceci conclut la démonstration du théoréme 7.8. (|
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7.5. Monodromie. Reprenons la preuve du théoréme principal. Nous avons un double
complexe

ab a,b,s ab,s a+b—s 750
ST =@ ST, sTib = @ B2,
s=|al 0€Z¢

s=a (mod 2) [0]=s

On voit que S_I'Cf’b’s ne dépend que de a+ b et de s. On en déduit qu’il y a une inclusion triviale

b 2,b—2 o . b 2,b—2
ST{? < ST{T77% pour a < 0 et une surjection triviale ST{” < STS™**~% pour a > —1.

DEFINITION 7.13. L’opérateur de monodromie sur ST® est défini par 'application
N : SI'I" — S-|_I+2’.72,

induite par les injections et les surjections décrites ci-dessus.
Cet opérateur commute avec la différentielle et induit donc un opérateur noté et appelé
de la méme maniére sur STS* = STS"°. o

Du cété tropical, 'opérateur de monodromie est plus délicat & définir. Il n’est pas défini
de maniére canonique au niveau des cochaines, voir [MZ14].

Pour une face § € Z¢, on choisit arbitrairement un point o5 dans ‘(5 ’ c 7. Si v <0, 05— 0y
correspond naturellement & un élément de Njj. Pour les faces n € Z de sédentarité 0, on pose
oy = oy, et pour les faces n de sédentarité o # 0, on a = 67 pour un certain ¢ € Z de
sédentarité 0 et I'on pose o, égal a la projection de os.

Pour tout bidegré (p, ¢), on obtient une application

N:CPi(Z) — cCrlhatl(z)
(7,) = Z Sign(%é)(&%rw(a))-

S>>y
sed(d)=sed(7)

DEFINITION - PROPOSITION 7.14. L’application N définie ci-dessus induit une applica-
tion N : HP4(Z) — HP~L9%1(Z) qui ne dépend pas des points o5 choisis. On appelle cette
application I’opérateur de monodromie tropical.

PROPOSITION 7.15. L’isomorphisme Steenbrink-tropical du théoréme 7.8 commute avec les
opérateurs de monodromie respectifs.

DEMONSTRATION. Voir le théoréme 6.20 du chapitre 3. g

7.6. Variétés kiihlériennes. Passons 4 la définition d’une forme de Kéhler. Ce doit étre
un cocycle dans C*!(Z), ou dans ST[l)’Q, qui est localement positif. On a par définition

ST~ P HYZ)® @ HUZ).

SEnyo (§€ny2

En rappelant que H?(Z 5) ~ AY(Z?%), si Z*° est kiihlérienne, on peut définir un élément kihlérien
sur s.

DEFINITION 7.16. Une forme de Kdihler dans ST} est par définition un élément

(bs)sezeo € @ H*(Z") < STY?

Ser,O
telle que £, soit kithlérienne dans A'(Z®) et avec la condition de compatibilité suivante. Pour
chaque aréte e € Zr ; d’extrémités sy et s,

i:1<-e(£51) = i:2<~e(652)' &



98 1. PRESENTATION DETAILLEE DU TRAVAIL DE THESE

La condition de compatibilité revient exactement & demander que la forme de Kéahler soit
un cocycle. La définition correspondante dans C*!(Z) est moins satisfaisante. Une forme de
Kihler serait un cocycle ¢ dans C%'(Z) tel que, pour chaque sommet s € Xy, la somme

suivante soit kdhlérienne.
D0, (ve)xes € AY(Z9).

e>s

DEFINITION 7.17. Soit Z la compactification d’une structure simpliciale affine lisse. Alors
Z est dite kdhlérienne si Z posséde une subdivision possédant une forme de Kéhler. o

Rappelons que, par définition, une subdivision de Z doit préserver I’éventail de récession
ZI‘QC'

PROPOSITION 7.18. Si Z est projective et si Z° est kihlérienne pour tout § € Z¢, alors Z
posséde une forme de Kdhler.

DEMONSTRATION. Soit X la structure simpliciale affine telle que X = Z. Soit f une
fonction linéaire par morceaux strictement convexe sur X. Alors pour tout sommet s € Z¢, f
induit une fonction linéaire par morceaux f* strictement convexe sur Z°. Donc f* donne une
classe ample ¢* € A'(Z*). Comme on a supposé que Z° est kithlérienne, on en déduit que £°
est kdhlérienne. La compatibilité des ¢° ainsi construits vient du fait que f induit aussi des
éléments ¢¢ € AY(Z°) pour chaque aréte e = {s1, s2} € Z ¢, et l'on a

iF o o(lsy) =Lle =1k _.(lsy). O

s1<e so<-e
REMARQUE 7.19. Si f est n’importe quelle fonction linéaire par morceaux sur X, on
obtient de méme un cocycle dans ST (1)’27 et donc une classe de H'(Z). De plus, si 'on modifie
la valeur de f sur un sommet, le nouveau cocycle différe de I’ancien d’un cobord, donc cela ne
change pas la classe obtenue dans H'!(Z). Ainsi celle-ci ne dépend que de fie.
Par la dualité de Poincaré, on obtient un élément de Hy—1 4—1(Z). Cet élément correspond
au cycle tropical
>, (@[22 € Cora(2),
0€Xrec
ou, par I'inclusion Cy_1q-1(Z22) — Cy_1,4-1(Z), on peut voir [Z¢] comme un élément de
Ci_1.a-1(Z) (ici ZP désigne X7). o

DEFINITION 7.20. La structure Z est dite asymptotiquement kdahlérienne si
— 79 est kdhlérienne pour tout § € Z,
— Z est issue d’une structure simpliciale linéaire ¥ au sens de la définition 2.14,
— et la structure simpliciale linéaire induite par ¥ sur Z,.. est quasi-projective kihlé-

rienne. o

DEFINITION 7.21. Si Z est kdhlérienne, on appelle classe de Kdhler sur Z tout élément
¢ e HYY(Z) tel qu’il existe une subdivision Z’ de Z et une forme de Kihler ¢ de Z’ dont la
classe dans HY1(Z") ~ H%(Z) correspond 4 /.

Si Z est asymptotiquement kéhlérienne, on appelle classe de Kdihler sur Z tout élément
de HY1(Z) qui est dual de Poincaré¢ d'un élément de la forme

0
S feel0)[22],
0€Zrec
ol fre est une fonction linéaire par morceaux strictement convexe sur Z,.. o

Notons que pour la deuxiéme partie, on peut par exemple prolonger f,.. par zéro sur Z¢
et on obtient la classe de Kihler directement dans H'!(Z) via la remarque 7.19.
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QUESTION 7.22. Peut-on unifier les structures kdhlériennes et les structures asymptoti-
quement kiéhlériennes dans une méme définition ? Par exemple, peut-on donner une version
faisceautique de classe de Kéhler, et dans ce cas peut-on étendre le théoréme 7.6 a ce cadre?

Ou alors peut-on montrer que si Z est asymptotiquement k&hlérienne alors Z est kihlé-
rienne ? o

L’exemple suivant montre que méme si Z est quasi-projective et issue d’une structure
simpliciale linéaire, il n’est pas évident de savoir si Z,.. est quasi-projective.

EXEMPLE 7.23 (Une fonction convexe qui n’est pas convexe sur I’éventail de récession).
Soit X la courbe tropicale suivante.

Considérons la fonction f affine par morceaux sur X qui vaut zéro partout sauf sur p; ou elle
a une pente de 2 et sur ps oil sa pente vaut —1. Alors f est convexe sur X, et f induit une
fonction f. sur ’éventail de récession, mais f,.. n’est pas convexe. o

7.7. Structures de Hodge-Lefschetz. Dans cette section, nous expliquons dans les
grandes lignes la preuve du théoréme 7.6 dans le cas kadhlérien en suivant les sections 6 et 7
du chapitre 3. Supposons que Z est kihlérienne. Quitte & subdiviser, ce qui ne change pas la
cohomologie, on peut supposer que Z posséde une forme de Kéhler £ € ST?’Z.

Pour toute face § € Z¢, la forme de Kéahler induit un élément kdhlérien

0= it s(0%) € HY(Z)
ol s est un sommet de §. Cet élément ne dépend pas du choix du sommet s par la condition de

compatibilité sur £. On a donc une multiplication par ¢ bien définie £ : H?*(Z°) — H?***2(Z9)
pour toute face §. On obtient un morphisme ¢ : ST{"* — SI'IH" en appliquant la multiplication

par ¢ & chaque partie de ST{"*.

On remarque alors que le théoréme de Lefschetz difficile sur chaque partie, & savoir les

isomorphismes ¢¢~101=2k . 2k (70} ~, g2(d-16)=2k(70) induisent des isomorphismes globaux
ed—a—b . S-I_(f’b l) S-I—Cll,2d—2(l—b

pour toute paire d’entiers a,b avec a + b < d.

e,

Par ailleurs, lorsque 'on regarde la définition de ST}®, on remarque que, pour a < 0, S‘I’Lf’b

—a,b+2a S . . . A .
et ST{™ sont trivialement isomorphes car ils sont composés des mémes parties. De plus,
cet isomorphisme est réalisé par 'opérateur de monodromie

N~ STPY 2 ST @b+,

A ce stade, on obtient la décomposition en parties primitives suivante pour a < 0 et
a+b<d:

b k gl pa—2k,b+2k—21
sTeb — P NFdpo2h
1 )
k,1=0

ott P*? désigne la partie primitive de Hodge-Lefschetz de ST®?, ¢’est-a-dire

Pa,b — ker(zd—a—b-i—l . S-l-a,b N S-I-a,2d—2a—b+2> A ker(N—a-‘rl . STa’b N S-I-—a+2,b+2a—2)'

On se retrouve donc avec toutes les symétries du diamant de Hodge, comme illustré en fi-
gure 17.
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Ensuite, les dualités de Poincaré locales H?*(Z9) ~ H?(@=10)=2k( 70)* induisent des dua-
lités de Poincaré globales. Pour toute paire d’entiers a et b, on a un isomorphisme

—ab ,2d—b\ *
ST, ~ (S'I"ll ) .
Cela nous fournit un accouplement global, appelé polarisation, ¢ : STT* ® STT"® — k, ou l'on
impose a ST‘f’b et a ST{ b Qetre orthogonaux si a +a’ # 0 ou si b+ # 2d, et sinon on utilise
l'accouplement ci-dessus (avec un signe qui simplifie la suite de la discussion).

Une étude attentive montre alors que la forme bilinéaire (-, £3=47PN®.) est définie po-
sitive sur chaque partie primitive P*?, avec a < 0 et a + b < d. A ce stade-1a, on a donc
montré le théoréme 7.6 ot 'on a remplacé la cohomologie tropicale par la premiére page de la
suite spectrale de Steenbrink ST Cf’b. Il nous faut alors montrer les mémes propriétés mais sur
la deuxiéme page.

En fait ST a encore plus de structure puisqu’il posséde une différentielle d. Tous ces
opérateurs et la polarisation ont des relations de compatibilité : les opérateurs commutent
(ou anticommutent) entre eux et ils sont autoadjoints (ou antiautoadjoints) par rapport a la
polarisation. On dit alors que ST}"* est une structure de Hodge-Lefschetz polarisée différentielle.

On utilise alors la théorie de structures de Hodge-Lefschetz, voir par exemple [GN90,
SS20,Sai88|, qui nous donne automatiquement que la cohomologie ST5'® est une structure de
Hodge-Lefschetz polarisée, i.e. elle vérifie le théoréme 7.6 ce qui conclut la démonstration.

Commentons rapidement le fonctionnement de cette théorie dans notre cas, car la preuve
partage plusieurs similarités avec la preuve classique de 'existence de la décomposition de
Hodge dans le cas complexe.

On peut définir un opérateur w qui envoie isomorphiquement ST CIL’b sur S‘I'Ia’zel*b pour
toute paire d’entiers (a,b) et qui effectue donc une symétrie centrale sur le diamant de Hodge.
L’opérateur w est entiérement défini grace & N et £. En posant ¢ = (-, w-) on obtient une

forme symétrique définie positive partout sur ST}’*. On peut alors définir adjoint d* : ST
STI_I" de la différentielle d par rapport & ¢. Notamment, on obtient la formule

d* = —w ldw,
donc w joue le role de I’étoile de Hodge. On définit alors le laplacien
A = dd* +d*d.

Une étape délicate dans la preuve est de montrer que £ et N commutent avec le laplacien.
Pour se faire, on peut utiliser le langage de la théorie des représentations. Nous proposons
aussi une preuve élémentaire, mais calculatoire, qui n’utilise pas cette théorie en section 7.6.

Ensuite on peut montrer que chaque classe dans ST3™® posséde un unique représentant
dans le noyau du laplacien, et ’on s’est donc ramené & montrer que le noyau du laplacien dans
ST1* est une structure de Hodge-Lefschetz polarisée, ce qui se fait facilement grace a toutes
les relations de compatibilité entre les différents opérateurs.

7.8. Extension au cas des structures asymptotiquement kihlériennes. Suppo-
sons que Z est asymptotiquement kidhlérienne. Soit X la structure simpliciale affine telle que
X = Z et soit ¥ une structure simpliciale linéaire sur cone(X) qui induit la structure affine
sur X. On veut étendre le théoréme 7.6 & Z. Nous pouvons bien parler d’extension ici car
nous allons partir d’une structure kihlérienne Z(g), qui vérifie donc déja le théoreme, et mon-
trer de proche en proche le théoréme pour des structures intermédiaires Z(yy, Z(2), ..., pour
finalement arriver a Z.

PROPOSITION 7.24. La structure 3 admet une subdivision quasi-projective Y.

DEMONSTRATION. Comme nous 'avons vu dans l'exemple 2.4, si I'on choisit une base
de l'espace des formes linéaires My sur ¥, on obtient une projection 7 : RE — R” ot n =
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dim(My), qui envoie S sur un pseudo-éventail 3 et 7 induit un isomorphisme sur chaque cone
de 3.

Soit A un éventail quasi-projectif complet dans R™. On peut découper A par les hyperplans
supports des faces de f], comme pour la preuve du théoréme de factorisation faible 6.23,
voir aussi chapitre 3 section 4.5. On effectue ensuite des éclatements pour obtenir finalement

une subdivision quasi-projective simpliciale Ay de A. Ces coupes par des hyperplans et ces

éclatements peuvent étre remontés dans S et l'on obtient une subdivision f](o) de f], et la
subdivision correspondante X(g) de X. De plus, 7 induit un morphisme d’éventails : chaque

face de X(g) est envoyée de maniere isomorphe sur une face de Ag).
Maintenant, on peut choisir une fonction linéaire par morceaux strictement convexe f sur
Agy et f induit une fonction strictement convexe sur ¥, ce qui conclut. g

En appliquant la proposition, on obtient une subdivision ¥ de X qui est quasi-projective,
et donc une subdivision X ) de X qui est elle aussi quasi-projective. Rappelons de plus que,

par hypothése, les structures transverses X%, § € Xy, sont kéhlériennes. Comme X (0) est une

)

subdivision de X, on montre facilement que les X (0)’ d € X(g),r sont eux aussi kihlériennes.

0)

Posons Z ) = X (0)- Notons que Z(g) n’est pas nécessairement une subdivision de Z car
I’éventail de récession a pu changer. Cette remarque nous améne a formuler la question sui-
vante. Une réponse affirmative & cette question fournirait automatiquement une réponse affir-
mative a la derniére partie de la question 7.22.

QUESTION 7.25. Existe-t-il toujours une subdivision projective de Z 7 o

Soit f une fonction strictement convexe sur 20 Alors f... est elle aussi strictement
convexe, et par la remarque 7.19 on peut associer une classe de Kahler £ € H 1,1(2(0)) af.
Notons que £ est a la fois une classe de Kéhler pour Z(g) vue comme structure kihlérienne et
pour Z( vue comme structure asymptotiquement kéhlérienne. Notamment, (Z(O),K) vérifie
les propriétés kahlériennes.

Maintenant la démonstration suit essentiellement celle du cas local, section 6.8, voir aussi
les sections 8 et 9 du chapitre 3. Nous reprenons rapidement les différentes étapes.

PROPOSITION 7.26. Si une structure asymptotiquement kdhlérienne vérifie les propriétés
kdhlériennes pour une classe de Kdhler, alors elle les vérifie pour toutes les classes de Kdhler.

DEMONSTRATION. Une classe de Kéahler quelconque ¢ induit des classes de Kéhler ¢¢ €
HYY(Z9) sur chaque diviseur & linfini. Par récurrence, on peut supposer que ¢¢ vérifie les
relations de Hodge-Riemann. Comme dans le cas local, cela implique que £ vérifie le théoréme
de Lefschetz difficile dans Z. Les classes de Kihler de Z forment un céne connexe dans H'!(Z).
Comme le théoréme de Lefschetz difficile est vrai sur ’ensemble de ce cone, on en déduit que
soit tous les éléments de ce cone vérifient les relations de Hodge-Riemann, soit aucun d’entre
eux ne les vérifient. 0

On peut définir un éclatement sur une structure simpliciale affine X comme la subdivision
induite par un éclatement sur cone(X). On définit la contraction comme étant 'opération
inverse.

PROPOSITION 7.27. Il existe un entier k et une suite de structures affines X gy, ..., X(m),
ou X (o) est définie ci-dessus et X,y = X, et telle que X ;1) est obtenue a partir de X
par un éclatement ou une contraction. De plus, on peut supposer que les X ;) sont toutes des
subdivisions relativement projectives de X .

DEMONSTRATION. La preuve est exactement la méme que dans le cas des structures sim-
pliciales linéaires, voir la démonstration du théoréme 6.23. (|
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Comme toutes les structures intermédiaires X(;) sont des subdivisions relativement pro-
jectives de X, X . est relativement projective par rapport a X,... Comme X, est quasi-
projective, on en déduit que X(;) .. est quasi-projective pour tout i, et donc Z;) := X (i) est
asymptotiquement kahlérienne.

Soit Y une structure simpliciale affine lisse, soit v un point & I'intérieur d’un élément de Y
et soit Y/ := Y(,) Véclatement de Y le long de v. Il y a deux cas. Si le centre de I'éclatement v
n’est pas dans un cone de Y, alors Y’ est une subdivision de Y. Notamment les cohomologies
des deux compactifications coincident et donc les propriétés kiahlériennes sont préservées dans
ce cas.

Le cas intéressant est donc lorsque 1’éclatement est le long d’un point v & l'intérieur d’un
cone 1 de I'éventail de récession. Soit p le nouveau rayon. Soient W := Y, W' := Y/ et
T € HYY(Y") le dual de Poincaré de —[W/*] € Hy_1 4-1(Y’). Dans ce cas, on a l’analogue
global du lemme de Keel (théoréme 6.19).

THEOREME 7.28 (Lemme de Keel global). Awvec les notations ci-dessus, on a une décom-
position

Hk(w/) ~ Hk(W) (_B THk*Q(Wg) (_BT2HI€74(WOZ]) (_B .. (_B T|77|*1Hk‘72|77‘+2(wg)'

DEMONSTRATION. Voir chapitre 3 section 8.4. On peut démontrer ce théoréme grace a
ST}*. Dans ce cas, T peut étre vu comme 1'élément de @SGW;O AY W) < ST%’O qui vaut

(T%)sewy, ot T% € AY(W'®) et

s ) X si s est comparable a p
0 sinon.

La décomposition induite par le lemme de Keel sur chaque morceau de ST{* induit une
décomposition globale qui passe & la cohomologie.

On peut aussi voir ce théoréme comme une application de 'analogue tropical de la formule
du fibré projectif, ou de la formule de ’éclatement, ce qui donne une autre preuve intéressante
de ce théoréme, voir la section 8.5 du chapitre 3. U

Si £ est une classe de Kahler sur W, alors £ — €T est une classe de Kéhler sur W’ pour
tout € > 0 suffisamment petit. En utilisant la décomposition ci-dessus et en travaillant par
récurrence comme dans le cas local, on peut montrer que W vérifie les propriétés kiahlériennes
pour £ si et seulement W' vérifie les propriétés kiahlériennes pour ¢ — €T pour tout € > 0
suffisamment petit.

Maintenant, on combine les propositions 7.27 et 7.26. Comme Z vérifie les propriétés
kahlériennes pour une classe kihlérienne, elle les vérifie pour toutes les classes kidhlériennes et
donc le théoreme 7.6 est vrai sur Z(g). Par la discussion ci-dessus, on en déduit de proche en
proche que Z(y, Z(2y, - .., Z(ym) = Z vérifient aussi le théoréme, ce qui conclut. O

7.9. Existence d’une subdivision préservant 1’éventail de récession. La version
du théoréme 7.6 présente dans le chapitre 3 est un peu différente. Elle ne traite que de cer-
taines variétés tropicales X de R”. Plus précisément, dans ce théoréme, on suppose X est
le support d’un complexe simplicial unimodulaire orienté X donc 1’élément canonique dans
[X] e MW4(X) n’a que des poids égaux a un. Rappelons que X,.. = limy_,o AX. Dans ce cas,
par contre, cette version est a priori plus générale que le théoréme 7.6 car elle énonce que, si
X est quasi-projectif et localement kihlérienne, alors pour tout éventail unimodulaire quasi-
projectif ¥ de support X,.., I'adhérence X < TPy, a une cohomologie vérifiant les propriétés
kahlériennes.

Afin de confirmer que le théoréme 7.6 est en effet plus général que la version correspondante
du chapitre 3 (théoréme 1.7), on énonce le théoréme suivant. Ce théoréme affirme que X admet
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une triangulation X telle que X,.. = . Dans ce cas, X € TPy, est isomorphe & ’)7 ‘ Comme
X est asymptotiquement kidhlérienne, on peut appliquer le théoréme 7.6. Le théoréme 7.29
permet aussi de compléter la preuve du théoréme 8.6 dans le chapitre 3.

THEOREME 7.29. Soit X un complexe simplicial de R™. On suppose de plus que [X] €
MW 4(X) n'a que des poids positifs. Soit ¥ un structure simpliciale linéaire de support ’X

rec-

Alors il existe un compleze simplicial X' tel que X!, = X' et telle que ‘X‘ = ‘X”.

rec rec

Une fois de plus, nous ne décrivons que les étapes principales de la preuve. Dans celle-ci,
nous supposerons sans perte de généralité que tous les complexes simpliciaux X’ considérés
vérifient que X/, est un éventail. De plus, nous considérerons X’ comme un complexe simplicial
de R™ et comme une structure simpliciale affine simultanément.

7.9.1. Réduction du probléme. Posons ¥ := X,... Le théoréme de factorisation faible 6.23
implique que l'on peut trouver une suite d’éventails ¥ = Xg), X(1), ..., Ym) = Y/ telle que
Y(i+1) est obtenue a partir de ¥ ;) par un éclatement ou une contraction. Supposons que l'on
a construit une structure simpliciale affine X ;) dont I’éventail de récession est X ;).

Si X(j11) est obtenu en éclatant X ;) le long de v, on peut effectuer le méme éclatement
sur X ;) pour obtenir une subdivision X; 1) dont I'éventail de récession est ;).

Le cas délicat est lorsque X(; 1) est une contraction de ;). Dans ce cas, on peut supposer
sans perte de généralité que la contraction a pour centre un élément v dans une face de
dimension deux de X(;;1). En effet, tout éclatement peut facilement étre décomposé en une
série d’éclatements et de contractions, chacun ayant pour centre un point dans une face de
dimension deux.

On se raméne donc au probléme suivant. Soient ¥ un éventail et ¥’ I’éclatement de X le
long d’un point v a l'intérieur d’une face n € ¥5. Soit p le nouveau rayon. Soit X’ un complexe
simplicial orienté d’élément canonique positif et dont 1’éventail de récession est /. Existe-t-il
un complexe simplicial X de méme support que X’ dont 1’éventail de récession est 3?7

7.9.2. Description des faces contenant p. Soit n un vecteur non nul de N, g transverse a
p. Nous souhaitons montrer que toutes les facettes 6 de X’ avec § > p contiennent n dans
leur espace tangent. De maniére équivalente, on peut montrer que toutes les facettes de X'?
contiennent (la projection de) n.

On peut supposer sans perte de généralité que dim(X'?) < dim(Nf). Par 'absurde, soit &
une facette de X'” telle que n ¢ Nsg. Soit H un espace affine générique de N de codimension
dim(X'?) — 1 qui contient n et qui intersecte d. Posons G intersection de H avec X'?. Cest
un complexe simplicial orienté de dimension 1 tel que [G] € MW;(G) n’a que des poids
strictement positifs.

On choisit une forme linéaire générique ¢ sur H qui est nulle sur n. On part d’un point x
de l’aréte e := G N § et I’on va dans la direction ¢ croissant. A un moment, on va atteindre un
sommet s. Par la condition d’équilibre, comme E(ne/s) < 0, il doit exister une aréte ¢’ incidente
a s telle que £(n./,) > 0. On poursuit notre chemin en empruntant I’aréte €', et ainsi de suite.

Comme la valeur de £ ne cesse de croitre le long de notre chemin, nous allons finalement
arriver & un rayon non compact ¢’ de G' qui n’est pas paralléle a n. Ce rayon correspond a une
facette non compacte ¢’ de X’? qui ne contient pas n dans son espace tangent. De plus, ¢’ est
un rayon infini dans ¢, donc il induit un rayon dans §/,.. Comme H a été choisi générique,
d/.. est nécessairement de dimension dim(X’?). Donc ¢/, est une facette de X/2 dont l’espace
tangent ne contient pas n.

Ceci est impossible. En effet, X! vaut ¥’ qui est par hypothese égal a 'éclatement 2(p)-
Donc toutes les facettes o’ de X' contenant p proviennent d’une facette o de 3 contenant 7 et
Nyr = Nyr 2 Npr 3 0. On en déduit que toutes les facettes de X/ doivent contenir n dans
leur espace tangent. Notamment §/,. et donc ¢’ contiennent n dans leur espace tangent ce qui
est une contradiction.
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Finalement, toutes les facettes & > p dans X’ contiennent n dans leur espace tangent.

Remarquons que nous obtenons aussi que ‘X ' ‘ peut s’écrire comme le produit d’'un espace
polyédral avec Rn.

FIGURE 18. Schéma de preuve pour induire une contraction sur 1’éventail de
récession.

H

7.9.3. Coupe par un hyperplan. Dans la figure 18 on peut voir qu’on ne peut pas direc-
tement retirer les rayons horizontaux sans changer ’éventail de récession. On découpe donc
préalablement partiellement par un hyperplan, sans modifier I’éventail de récession. Pour cela,
prenons H € R” un hyperplan affine générique tel que 7 soit située d’un seul coté de I'hyper-
plan linéaire associé H,.. et tel que tous les sommets de X’ soit dans le demi-espace H +R_v,,.
On effectue alors un éclatement de X’ en chaque point s qui est l'intersection de H avec un
rayon o € X| tel que p > p. On obtient alors un nouveau complexe simplicial X”, qui a le
méme éventail de récession puisque qu’il n’y a pas eu d’éclatement dans X/... De plus, tout
sommet de X comparable a p vit dans H, et donc toute face finie de X” comparable a p est
inclue dans H.

7.9.4. Fin de la preuve. On peut alors s’inspirer de la figure 18 pour conclure la preuve.
Soit p’ un des deux rayons de 7. On définit X de la maniére suivante. On retire tous les
¢léements 0 € X” telles que § > p et on les remplace par les éléments v 4+ R v, oit v parcourt
les faces de X” qui sont comparables & p mais qui ne contiennent ni p ni p’.

Pour vérifier que X est bien un complexe simplicial de méme support que X”, le point
principal est de vérifier que pour tout point x dans une face 6 de X” comparable a p mais ne
contenant pas p', le rayon « + R v, est inclus dans ‘X " ‘ et reste dans des faces contenant p,
tandis ce que le rayon x + R_v, rencontre une unique face 7 telle que 7 ~ p. Nous passons
les détails ici.

De plus, il est clair que X, est la contraction de X/, = X le long de p. Ceci conclut la

rec rec
preuve du théoréme. U

EXEMPLE 7.30 (Contre-exemple avec des poids négatifs). Si 'on autorise des poids né-

gatifs, alors ’X P ‘ n’est plus forcément le produit d’une droite et d’un espace polyédral (voir
figure 19). Dans ce cas, la contraction ne sera clairement pas relevable. o

EXEMPLE 7.31 (Contre-exemple avec des pseudo-éventails). Dans la figure 20, & gauche
est représenté un éventail de récession avec un rayon a contracter, et a droite une structure
simpliciale affine X’ dont tous les poids sont 2 sauf les faces bleues qui ont été dédoublées. On
voit bien que la contraction ne peut pas étre relevée. o

Dans le reste de ce chapitre, nous allons présenter quelques applications de la théorie de
Hodge tropicale développée ci-dessus.
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FIGURE 19. Un exemple de X'? contredisant le théoréme 7.29 pour des poids
négatifs

FiGURE 20. Contre-exemple au théoréme 7.29 pour des pseudo-éventails

8. Conjecture de Hodge pour les structures simpliciales kihlériennes fortement
rationnelles

La limite tropicale d’une famille de variétés devrait donner des informations sur une fibre
générale de la variété. De plus, I’étude de la limite tropicale est potentiellement plus simple
que I’étude directe d’une fibre générale. Il est donc naturel de se demander si I’on pourrait
avancer sur la conjecture de Hodge en regardant le cas tropical.

Ainsi, comme Zharkov I'explique dans [Zha20]|, Kontsevich a eu I'idée qu’il serait possible
de trouver un contre-exemple a la conjecture de Hodge en construisant un contre-exemple a
la conjecture de Hodge tropicale. Plus précisément, certaines familles de variétés abéliennes
ont une limite tropicale de support le tore plat (voir section 8.4), et un contre-exemple a la
conjecture de Hodge sur cette limite tropicale fournirait un contre-exemple a la conjecture de
Hodge sur les variétés abéliennes.

Au contraire, nous montrons dans ce chapitre que la conjecture de Hodge est valide pour
les structures simpliciales kidhlériennes ou asymptotiquement kdhlériennes qui sont fortement
rationnelles. Cela n’infirme pas la suggestion de Kontsevich car, en général, les limites tropi-
cales étudiées ne sont que faiblement rationnelles.

8.1. Théorémes principaux. Enoncons plus précisément le théoréme que nous démon-
trons. D’abord définissons les classes de Hodge. Soit X une structure simpliciale affine orientée
de dimension d. On peut définir de maniére naturelle les poids de Minkowski de dimension k
sur X, que 'on note MW (X), comme étant les poids w : X} — k tels que 1’élément

Z w(0)(d,v5) € Cy 1 (X)
0eXy

soit un cycle. Comme dans le cas local, on peut aussi interpréter un tel poids comme une sous-
structure simpliciale orientée de dimension k de X. Notons de plus que la somme ci-dessus
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est un cycle dans X si et seulement si c’est un cycle dans Z := X car pour toute face & de
sédentarité 0, la projection de vs le long de n’importe quel rayon de ... est nulle.

Soit w un poids de Minkowski de dimension k£ dans X. On peut associer & w sa classe
cl(w) dans H4%4=k(Z) via la composition

MW (X) — Hy(Z) — HERAR (7).

On appelle classe de Hodge de degré d — k tout élément de H%4=%(Z) dans I'image de cl.
On note Hod?™*(Z) I'ensemble des classes de Hodge de degré d — k.

THEOREME 8.1 (Conjecture de Hodge pour les structures kidhlériennes fortement ration-
nelles ou réelles). Soit X une structure simpliciale affine lisse kahlérienne ou asymptotiquement
kdhlérienne. Sik = Q, on suppose que X est fortement rationnelle. Soit Z la compactification
canonique de X . Alors pour tout entier k, Hod*(Z) coincide avec le noyau de la monodromie

ker(N : H*F(Z) — HF1A1(7)).

Nous démontrons le théoréme en section 8.3.

On peut se demander si le méme théoréme est valide dans le cas faiblement rationnelle,
avec k = Q. Dans ce cas on se restreint aux poids de Minkowski supportés sur les faces
rationnelles.

CONJECTURE 8.2 (Conjecture de Hodge pour les structures kihlériennes faiblement ra-
tionnelles). Soit X wune structure simpliciale affine lisse kdhlérienne ou asymptotiquement
kdhlérienne faiblement rationnelle. Soit Z la compactification canonique de X . Existe-t-il une
subdivision de Z telle que, pour tout entier k, Hodk(Z) coincide avec le noyau de la monodro-
mie

ker(N : HMF(Z) — HF1W1 (7)) 2

Dans le cas ou k = d — 1, Jell, Rau et Shaw montrent dans [JRS18| le théoréme (1,1) de
Lefschetz tropical suivant. Soit X une variété tropicale localement matroidale de dimension
d telle que [X] € MWy(X) ait un poids constant égal a 1. Alors I'image des cycles tropi-
caux de dimension un dans X par 'application classe de cycle est exactement le noyau de la
monodromie dans H414=1(X).

QUESTION 8.3. Peut-on étendre le résultat de [JRS18| aux structures simpliciales affines
lisses 7 o

Dans le cas complexe, la conjecture de Hodge implique que 1’équivalence numérique et
I’équivalence algébrique coincident sur les cycles algébriques (conjecture standard D). Dans le
cas tropical, nous obtenons un analogue, qui répond partiellement & une question de Gross et
Shokrieh dans [GS19c].

THEOREME 8.4. Soit Z définie comme dans le théoréme 8.1. Alors I’équivalence numérique
et I’équivalence homologique coincident sur les cycles tropicauz.

DEMONSTRATION. Voir chapitre 4 théoréme 1.3. ]

8.2. Suite exacte de Clemens et Schmid tropicale. La preuve du théoréme 8.1
s’appuie essentiellement sur un analogue de la suite exacte de Clemens et Schmid. En fait,
la partie de la suite exacte qui nous intéresse est celle correspondant au théoréme des cycles
invariants. Pour une famille de variétés W sur le disque A, les cycles d’une fibre W; invariant
par la monodromie 7', et donc dans le noyau de N = —log(T'), proviennent tous de V. Nous
sommes parvenu a traduire cela dans le monde tropical par I'existence de cycles tropicaux
représentant les classes dans le noyau de la monodromie.

Dans le cas classique, cette suite exacte peut étre décrite de la facon suivante. Soit W
une famille de variétés lisses sur le disque unité complexe A comme dans la section 1.11. On
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suppose de plus que la famille est projective. Comme précédemment, la fibre centrale Wy est
un diviseur & croisements normaux qui a été construit par la méthode de [KKMSO06| & partir
d’une triangulation X sur la limite tropicale.

On considére aussi le revétement universel A* de A*, et le relévement W* de W* au-
dessus de A*, ainsi que 'opérateur de monodromie N qui agit sur la cohomologie de W*, et
la structure de Hodge mixte limite sur H*(W*).

En considérant de plus la projection W* W?* on peut montrer que 1’on obtient une
suite exacte longue

(8.1) o HY W) — HY W) 55 B (W) — B L) — -

A propos de cette suite exacte, remarquons simplement que 7" agit trivialement sur les cocycles
de H*(W?*), donc I'image de H*(W?¥) est bien dans le noyau de la monodromie N = —log(T).

D’un autre coté, 'inclusion W* € W permet de définir la cohomologie relative H® (W, W*)
et I'on obtient la suite exacte longue

(8.2) s> H W W) — H*(W) — H*W?*) - H* YW, W) — ...

En combinant ces deux suites exactes, Clemens a construit dans [Cle77| la suite exacte
longue (de période quatre!) de structures de Hodge mixtes suivante

(8.3) s HYOW) - H V) D HO V) — HP2(W, W*) — H* P2 (W) — -

Les groupes H*(W) forment ce qu’on va naturellement appeler la cohomologie survivante. En
effet, W se rétracte par déformation sur Wy, donc on a

H*(Wo) = H*(W) — H*(W"),

et 'image de la composée de ces applications constitue les classes qui survivent sur la fibre
centrale.

Soit X une structure simpliciale affine lisse kidhlérienne, ou asymptotiquement kdhlérienne
et soit Z := X. .

On a vu que H*(W?*) correspond a la structure de Hodge limite. Sil’on cherche un analogue
tropical a la suite (8.3), on peut remplacer H* (W;) par H*(Z).

Reste a savoir comment définir la cohomologie survivante tropicale Hg(Z) et la cohomolo-
gie relative tropicale H? (7). La premiére va étre définie comme la cohomologie du noyau de
la monodromie sur ST}, et la seconde comme la cohomologie du conoyau de la monodromie
sur ST

Plus précisément, soit

Kb . ker(N : S-I—(;,b N S-I—Cll+2,b—2) _ S-I—(ll,b,a.
On définit alors
HPU(Z) := HTP(K*?P).
De plus, soit
Lot = coker(N : Sl"ll_z’bJr2 N 5]"1175) _ gTab—a
On définit alors
HPY(Z) := HTP(L*%).

rel
Remarquons que, contrairement a HP(Z), HYY(Z) et H{(Z) ne sont pas stables par
subdivision en général.
Ces définitions sont justifiées par la proposition suivante qui montre qu’elles fournissent
bien les analogues tropicaux des suites exactes (8.1) et (8.2).
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PROPOSITION 8.5. Pour tout entier p, nous avons deux suites exactes en cohomologie

. — H*(cone® 1 (N)) — HP*1*(2) & HP*+1(7) — H**! (cone® "' (N)) — ---

= HIY(Z) 5 HPYL*(Z) - H'(Cone"l(N)) - er’l'H(Z) o ...

ot cone®(N) désigne le cone de 'opérateur monodromie décalé
—p— 2p+2 2,2
cone®(N) := cone® P 1(N:STI’ P STyt ’p>.

DEMONSTRATION. L’exactitude de la premiére suite est triviale par les propriétés du com-
plexe de cone. Ensuite, comme la monodromie est trés simple sur ST}, on peut tout y calculer
explicitement et montrer que la seconde suite est elle aussi exacte, voir proposition 6.2 dans
le chapitre 4. O

En combinant les deux suites exactes ci-dessus, on obtient le théoréme suivant.

THEOREME 8.6 (Suite exacte de Clemens et Schmid tropicale). Nous avons la suite exacte
sutvante

- HNZ) > H*2) 5 HY(2) > HE2(2) > HE(2) - B2 (2) D BMY2(Z) - -

rel
On trouve en fait deux suites exactes en fonction de la parité de k.

DEMONSTRATION. Nous proposons un apercu ici, voir chapitre 4 section 7 pour les détails.
Pour tout entier p, on a une suite exacte & quatre termes

0 — Ko,Qp _ SI-I,QP L S-I-I+2,2p72 N L.+2’2p_2 0.

De plus, comme N est un opérateur de type Lefschetz sur ST}, K @b est trivial pour a < 0 et
L% est trivial pour a > 0. Donc la suite exacte ci-dessus est une suite exacte courte lorsque
I’on restreint & chaque degré, mais ce n’est pas une suite exacte courte globale.

On peut tout de méme appliquer le lemme du serpent sur les degrés suffisamment positifs
(le cas négatif est similaire) pour obtenir une suite longue qui est exacte en degrés suffisamment
positifs

o HY(K) S'I';’Zp N 5~|—5+272pr — H*FYK*?P) — ...

Mais N est aussi un opérateur de type Lefschetz sur ST5*. Donc la fleche N ci-dessus est
surjective en degrés positifs. La suite exacte longue se coupe donc en suites exactes courtes

Pour les degrés suffisamment négatifs, on trouve de méme des suites exactes courtes

0 — STy &, STy #2202 _, [o(L*+22-2) S 0,

Autour du degré zéro toutefois, on ne peut plus appliquer le lemme du serpent. Une chasse
au diagramme classique nous permet d’obtenir la suite exacte & six termes suivante.

0 — 51—2—2,217 N S-r(2),2p—2 - HO(Lo,Qp—2) N HO(Ko,2p) N S-I—(2),2P N 51—3,217—2 0.

La suite exacte de Clemens et Schmid s’obtient comme la somme directe de toutes ces
contributions. OJ
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8.3. Preuve du théoréme 8.1. On peut réécrire la suite exacte a six termes avec la
cohomologie tropicale.
(8.4)
0— HPP2(2) N gr-tr-t(z) > P72V (2) - HPP(Z) — HPP(Z) 2 grleti(z) S o.

rel

On voit directement que c’est la partie qui va nous étre utile. En effet, le noyau de la monodro-
mie dans HP?(Z) provient de la cohomologie survivante. Il reste a faire le lien entre HY"?(Z)
et les classes de Hodge.

Soit « une classe de HI"P(Z). On veut construire un élément w € MW,_,(Z) tel que
cl(w) = a. Comme K*? est nul en degrés strictement négatifs, on a

HPP(Z) = HO(K*27) = Yer (ST L ST} 2P,
Donc a est simplement un cocycle de
ST(ILZZ%O — @ H2p(ZS)'

SEZf’O

On peut décomposer o en (ozs)sezfyo. Par la conjecture de Hodge locale, théoréme 5.27, pour
chaque sommet s, il existe un poids de Minkowski w, € MW4_,(Z°) tel que o® = cl(wy).
De plus, le fait que « soit un cocycle est équivalent au fait que les ws se recollent en un
poids de Minkowski global w € MW,_,(Z), voir la section 8 du chapitre 4 pour les détails
(cela montre au passage que les classes des poids de Minkowski sont bien dans le noyau de la
monodromie). On vérifie ensuite que 'on a bien cl(w) = «, ce qui conclut la démonstration
du théoréme 8.1. O

8.4. Variétés tropicales abéliennes. Dans [Zha20], Zharkov expose une idée de Kont-
sevich. On peut faire dégénérer des variétés abéliennes complexes vers une variété abélienne
tropicale Z que nous décrivons ci-dessous. Dans ce cas, un contre-exemple & la conjecture
de Hodge tropicale sur Z pourrait étre approximé par un contre-exemple de la conjecture de
Hodge classique.

Décrivons Z. On pose N := Z™. On choisit une forme bilinéaire symétrique définie positive
Q sur Ng. Soit I' € Ny le réseau dual & N pour la forme ). On définit Z comme le tore plat
Ng/T'. Les fonctions affines rationnelles sur Z sont les éléments de M.

Nous travaillons a coefficients rationnels : k := Q. Montrons que Z admet une trian-
gulation induisant une structure simpliciale affine faiblement rationnelle kdhlérienne. Notons
qu’un argument similaire & celui de la remarque 3.2 montre que Z n’admet pas de structure
simpliciale fortement rationnelle pour une forme ) générique.

Soit I' 1= I'/m pour m € N suffisamment grand. Posons la fonction f définie par
f : NR - R?

z > min/Q(z — v,z —v).
vell

Clairement f induit une fonction de Z dans R.

Mis a part les points de I dans Z , les points de non dérivabilité de f forment le diagramme
de Voronoi du réseau I' noté L. Montrons que ’on obtient un cycle tropical rationnel.

D’abord il est connu que les cellules de Voronoi, c’est-a-dire les composantes connexes de
Ng ~\ L, sont des polyédres. Si m est suffisamment grand, ces cellules forment un complexe
polyédral sur Z. On obtient naturellement une structure de complexe polyédral sur L. De plus
L est rationnel car ses facettes sont incluses dans des hyperplans de la forme (v; — vg)L pour
v1, U9 des sommets de I'. Comme v — vy est rationnel par rapport a T', (v — vg)J— est rationnel
par rapport & N par dualité.

Enfin justifions que L vérifie la condition d’équilibre. Soit zg un point de L. Quitte a
translater, on peut voir xyg comme l'origine de Ng. Soit Uy une cellule de Voronoi qui contient
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1o dans son adhérence. Soit vg le sommet de [ dans Up. Posons g = f—+/Q(vo, vo). Maintenant
soit U une autre cellule touchant xg et soit v le sommet dans U. Alors sur U, au premier ordre,
la fonction g ressemble & z — Q(v,z) au voisinage de xg. Notons g le linéariser de g autour
de x¢. Alors § est une fonction linéaire par morceaux et, au voisinage de xg, L est simplement
le diviseur de g.

De plus, si zg est un sommet de L, —g est convexe autour de xg. La fonction induit donc
une classe kithlérienne £%9, qui de plus est rationnelle puisque son dual de Poincaré est L (voir
remarque 5.29). En rassemblant toutes les classes £*° pour les sommets 2y de L, on obtient
une classe de Kahler rationnelle sur Z.

Quitte a effectuer des éclatements on peut obtenir une structure simpliciale affine faible-
ment rationnelle sur Z munie d’une forme de Kéhler. La forme de Kahler n’est plus forcément
rationnelle autour des points d’éclatements, mais sa classe est la méme que précédemment. La
classe associée est donc une classe de Kahler rationnelle.

QUESTION 8.7. La variété abélienne tropicale Z vérifie-t-elle la conjecture de Hodge? <

9. Comparaison des compactifications des sous-variétés du tore complexe et du
tore tropical

Dans la section 1.8.2, nous avons discuté du phénoméne suivant. Si W est une sous-variété
du tore complexe T%, alors pour de bons éventails ¥ dont le support est la tropicalisation
Trop(W) de W, la compactification W de W dans CPyx, vérifie de bonnes propriétés. Notam-
ment, W est toujours compacte, et I'intersection de W avec la strate CPg, o € X, a toujours
pour dimension dim(W) — |o|. Voir la section 9 du chapitre 2 pour plus de détails. La tropi-
calisation étendue de W est alors le support de la compactification canonique de ¥ < TPy. 11
est naturel de se demander le lien entre la cohomologie de W et la cohomologie tropicale de
3. C’est ce dont nous allons discuter dans cette section.

Nous rappelons une partie du résultat de Feichtner et Yuzvinsky [F'Y04]. Soit W un com-
plémentaire d’arrangement d’hyperplans. La tropicalisation de W est le support de Bergman
associé a cet arrangement d’hyperplans, et I’on peut regarder ’éventail de Bergman associé.
C’est un éventail unimodulaire noté .. Alors le théoréme de Feichtner et Yuzvinsky montre
que 'application

A*(X) = A*(TPg) — H** (W)
est un isomorphisme. Notamment, par le théoréme 5.7, A*(X) ~ H**(X) et I'on obtient bien
un isomorphisme
H**(X) ~ H**(W).

En fait le résultat de Feichtner et Yuzvinsky s’applique aux compactifications magnifiques
définies par De Concini et Procesi dans [DP95| qui repose sur des éventails construits a partir
de « building sets » et de « nested sets ». Ces constructions ne permettent pas d’obtenir tous
les éventails de Bergman unimodulaires généralisés.

THEOREME 9.1. Soit W un complémentaire d’arrangement d’hyperplans plongé dans T¢.
Soit ¥ un éventail de Bergman unimodulaire généralisé de support Trop(W). Soit W la com-
pactification de W dans CPyx.. Alors lapplication

H**(Y) = A*(X) > A*(TPg) —» H**(W)
est un isomorphisme.
Nous montrons ce résultat dans la section 9.1 en utilisant la suite exacte de Deligne,
proposition 4.9, qui permet de travailler directement par récurrence sur la dimension. Dans

la section 9.2, nous présentons une idée s’appuyant sur I’épluchabilité tropicale qui pourrait
peut-étre aboutir & une généralisation plus vaste du théoréme de Feichtner-Yuzvinsky.
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9.1. Preuve du théoréme 9.1. Nous présentons briévement la preuve donnée en sec-
tion 9 du chapitre 2.

Les résultats de Tevelev montrent que W ~. W forme un diviseur & croisements normaux.
On peut alors appliquer la suite spectrale de Deligne qui calcule la structure de Hodge mixte de
W & partir des strates de W. Comme W est un complémentaire d’arrangement d’hyperplans,
la cohomologie de W est trés simple [Sha93] : HP(W) est pure de poids (p,p). On a alors
simplement une suite exacte (voir [IKMZ19])

0— H'(W)— P H'W?) - P HXW’) - ... > P H»2(W°) - H*(W) — 0.
o€Xp oEXp_1 oEY

D’un autre coté, nous avons montré l'existence d’une suite exacte de Deligne tropicale
(théoréeme 4.9)

0—F0) > @ H' ()~ @ H(E) - — @ HP?E]) - HP(Z) - 0.
o€y oeXp 1 o€

Notons que, si o € X, alors W7 est un complémentaire d’arrangement d’hyperplans dont la
tropicalisation est ‘E"‘. De plus, W7 est la compactification de W7 dans CPyxo. Par récurrence,
on peut donc supposer que pour toute face o # 0 de &, H*(X)) ~ H*(W").

De plus, par un résultat de Zharkov [Zhal3]| que nous avons déja cité, F*(0) est isomorphe
a la cohomologie de W.

Donc les deux suites exactes ci-dessus sont isomorphes sauf pour le dernier terme. On en
déduit I'isomorphisme pour le dernier terme :

H»(W) ~ H?(%). O

9.2. Schéma de preuve pour une généralisation. Nous souhaiterions généraliser le
théoréme précédent. Avec Amini, nous avons une conjecture plus précise mais globalement la
question est la suivante.

QUESTION 9.2. Soit W une sous-variété du tore. Soit 3 un éventail sur sa tropicalisation.
Supposons que la compactification W < CPyx a de bonnes propriétés. Quitte a changer le
faisceau F*® en un autre faisceau G°, peut-on obtenir un isomorphisme

H*(S,G*) ~ H*(W) ? o

Si les strates ouvertes W7 sont assez simples, par exemple si leur cohomologie de degré p
est pure de poids (p, p), et si W W est un diviseur & croisements normaux, la preuve ci-dessus
devrait fonctionner & condition que le faisceau G* ait des propriétés similaires a celles de F®,
et que G*(00,) soit isomorphe & H*(W?).

Pour des cas plus compliqués, il faudrait potentiellement développer une théorie des struc-
tures de Hodge mixtes tropicales.

Une autre piste pour généraliser le théoréme 9.1 serait d’utiliser la modification tropicale.
Prenons une fonction réguliére g : W — C. Supposons que g corresponde a une fonction f
linéaire par morceaux sur X telle que la tropicalisation de div(g) corresponde a div(f). Dans
ce cas, le graphe I'y (W) < T¢ x C de la fonction g devrait avoir pour tropicalisation le support
de CTM;(X) < Th x T. Clairement, H*(T'y(W)) ~ H*(W). De plus, si X est lisse, on sait par
le théoreme 6.10 que H*(CTM;(X)) est isomorphe a H*(X).

Posons ¥’ := TM;(X). En vérifiant que I'on a une correspondance entre les strates de
[y(W) < TPy et les strates de Y, on doit pouvoir montrer que si H*(X) ~ H*(W), alors

H*(Ty(W)) =~ H*(TM;(%)).

Ainsi on peut envisager le fait que 'isomorphisme entre H*(W) et H®(X) soit stable par
épluchabilité.
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Un tel argument fonctionne dans le cas des éventails de Bergman généralisés et permet de
montrer que

H*(W,Z) ~ H*(3,Z),
ol l'on reprend les notations du théoréme 9.1 pour X et W : voir chapitre 2 remarque 9.5.

Une fois que le cas local sera bien compris, on pourra s’attaquer au cas global et par
exemple tenter de généraliser le théoréme de [IKMZ19| & des dégénérescences de familles de
variétés dont la fibre centrale n’a pas que des composantes ouvertes qui sont des complémen-
taires d’arrangements d’hyperplans, voir question 7.3.

10. Une généralisation des polyndémes de Symanzik

Une question naturelle sous-jacente a cette thése est de savoir si ’étude de la limite tropi-
cale d’une famille de variétés qui dégénérent peut permettre de trouver des informations sur
la famille.

Par exemple, dans [AN20], dans le cas ou les variétés sont de dimension un, Amini et
Nicolussi définissent des espaces hybrides mélant la fibre centrale et la limite tropicale. Ils
définissent des mesures canoniques sur les espaces hybrides ainsi construits. Ils obtiennent
alors que les mesures canoniques sur les fibres générales d’une famille s’étendent de maniére
continue a la fibre centrale hybride de cette famille. Pour définir ces mesures hybrides, les
auteurs s’'inspirent d’un analogue de la mesure canonique, appelé mesure de Zhang [Zha93|,
qui peut étre définie sur la partie finie de limite tropicale. Ici, cette partie finie est simplement
un graphe métrique. L’une des définitions possibles pour la mesure de Zhang fait intervenir le
polynéme de Kirchhoff, c’est-a-dire le dual du polynéme de Symanzik qui nous intéresse ici.

Dans cette section, nous nous intéressons principalement & un autre exemple. Toujours
dans le cas d’une famille de surfaces de Riemann, Amini, Bloch, Burgos Gil et Fresan ont pu
montrer dans [ABBF16] que I'asymptotique de 'accouplement de hauteur de deux diviseurs
de degrés zéro peut étre décrite grace aux rapports des deux polyndémes de Symanzik sur la
limite tropicale, comme nous allons 'expliquer plus en détail en section 10.4.

QUESTION 10.1. Peut-on étendre les résultats ci-dessus en dimensions supérieures ? o

Pour tenter de répondre a cette question, dans [Piq19b], qui correspond au chapitre 5,
nous avons généralisé les polynomes de Symanzik en dimensions supérieures. Ces polynémes
de Symanzik généralisés posseédent des propriétés étonnantes en lien avec différents sujets des
mathématiques. Nous allons énoncer quelques-unes de ces propriétés dans cette section.

10.1. Origine des polyndémes de Symanzik. Les polyndémes de Symanzik sont utili-
sés en théorie quantique des champs pour calculer des intégrales de Feynman, et leur étude a
amené & développer différentes théories intéressantes [BB03, BEK06,Bro15,BS12, BY11].
Une intégrale de Feynman est grossiérement une intégrale sur tous les parcours possibles
de particules qui interagissent. Cette intégrale est assez mal définie a priori, mais on peut
la simplifier pour I'exprimer comme une somme sur des graphes G d’intégrales impliquant
exp(—iSyma,/Syme) ol Sym; et Syma sont respectivement le premier et le second poly-
nome de Symanzik du graphe G.

Soit G un graphe. Notons V l’ensemble des sommets du graphe G et E l’ensemble de
ses arétes. Supposons G connexe. Rappelons qu’un arbre couvrant sur G est un sous-graphe
maximal de G sans cycle. Alors Sym; est un polynéme dans Ry, | e € E] défini par

Symea(y) = Y, v,
TeT

ot T est 'ensemble des arbres couvrants de G et y>7T désigne le produit des y, pour e une
aréte qui n’est pas dans T'. Ici, y est un raccourci pour le E-uplet (ye)eck-
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Nous ne définissons pas le second polynéme de Symanzik ici. Nous définirons directement
sa généralisation plus loin.

Les polynomes de Symanzik ont de nombreuses propriétés, la plupart sont résumées
dans [BW10|. Notamment, le premier polyndéme de Symanzik est une spécialisation du poly-
nome de Tutte multivarié, aussi connu aussi sous le nom de modéle de Potts en physique. Cela
implique déja beaucoup de propriétés. Par exemple, il peut étre calculé par récurrence par
contraction-suppression, voir la section 1.2 du chapitre 5. Citons aussi [Bro15| dans lequel
apparait un théoréme de factorisation pour le polynéme qui fait intervenir les mineurs du
graphe et qui a son importance pour certaines applications en physique, voir la section susci-
tées. Ces propriétés et celles dont nous allons parler dans la suite s’étendent le plus souvent
au cas des polynémes de Symanzik généralisés.

10.2. Polynémes de Kirchhoff et dualité. Le lecteur peut se référer aux sections 2
et 3 pour les détails et les preuves sur cette section et la suivante.
On définit le polynéme de Kirchhoff du graphe G par

Kirg(y) = Z yT.
TeT

Soit U € RV*¥ la matrice d’incidence du graphe, qui est une matrice dont les rangées sont
indexées par V, les colonnes par F, et telle que pour chaque aréte e d’extrémités vy, ve, le
terme Uy, . vaut 1, et le terme U,, . vaut —1 (ou 'inverse, on fait des choix arbitraires ici),
et tous les autres termes U, ., pour v et e qui ne sont pas incidents, valent 0. Choisissons un

sommet vg quelconque et définissons U € RV=vxE 13 matrice U a laquelle on a retiré la
rangée vg. Alors le théoréme suivant est bien connu et peut-étre montré grace a la formule de
Cayley [Cay49].

THEOREME 10.2 (Théoréme de Kirchhoff pondéré). On a
Kirg(y) = det(UYU")
o Y est la matrice diagonale diag((ye)eeE). O

Cela permet notamment de compter le nombre d’arbres couvrants du graphe puisque ce
nombre vaut Kirg(1,...,1).

Le polynéme de Symanzik peut étre vu comme le dual du polynéme de Kirchhoff car si
G est un graphe planaire, le polynéme de Symanzik de G est le polynéme de Kirchhoff du
graphe dual & G.

De plus, on a le dual du théoréme de Kirchhoff ci-dessus.

THEOREME 10.3. Soit K une matrice de rang mazimale, dont les colonnes sont indépen-
dantes et telle que UK = 0. Alors il existe un facteur C' que l'on peut calculer explicitement
tel que

Symg(y) = Cdet(K'YK). O

10.3. Généralisation du premier polynéme de Symanzik. La définition du poly-
noéme de Kirchhoff ne dépend que de la matrice d’incidence. Ainsi, on peut remplacer cette
matrice par n’importe quelle autre matrice (voire, ce qui est en fait assez naturel, par des ma-
troides sur des hypercorps, voir la section 4 du chapitre 5). Soit F un ensemble quelconque.
Soit U une matrice dont les colonnes sont indexées par E. Soit U la méme matrice ot on
a seulement gardé rk(U) rangées indépendantes. Soit enfin K une matrice de rang maximale
dont les colonnes sont indépendantes et telle que UK = 0.

DEFINITION 10.4. On définit le polynome de Kirchhoff de U par
Kir(U;y) = det(UYTU")
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et le polynome de Symanzik de U par
Sym(U;y) = det(K'YK).
Ces polynomes ne sont bien définis qu’a un facteur pres. o

Le fait que les polynémes ne soient définis qu’a un facteur prés ne sera plus un probléme
lorsque I'on étudiera le rapport des deux polynémes de Symanzik. Dans le cas ot la matrice U
est & coefficients entiers, nous donnons une maniére canonique de définir les polynémes dans
le chapitre 5, ce qui léve 'ambiguité.

On peut trouver d’autres formulations pour ces polynémes en utilisant la formule de
Cayley. Toujours & un facteur pres, on a

Kir(Usy) = Y. det(U|,)%",
FcE
Sym(U;y) = 2 det(U\F)ZXE\F,
FCE
ol la somme est sur les sous-ensembles de E de rang rk(U). Notamment, la deuxiéme formule
montre qu’a un facteur prés qui ne dépend pas de F,

det((NJ\F) = idet(KT\E\F).

Dans le cas des graphes, on a vu que le polynéme de Kirchhoff compte le nombre d’arbres
couvrants. Si I'on regarde une structure simpliciale affine X de dimension d, on peut définir
un analogue de la matrice d’incidence pour X en prenant la matrice U € ZXd-1*Xd associée
au morphisme de bord d : ZX¢ — ZXd-1 de I’homologie simpliciale. On pose alors

Kir(X;y) := Kir(U;y) et Sym(X;y):=Sym(U;y).

Dans ce cas, Duval, Klivans et Martin ont montré dans [DKMO09| que Kir(U;1,...,1)
compte le nombre d’arbres couvrants avec multiplicités de X (voir aussi [BK16]). Expliquons-
nous. Par analogie avec le cas des graphes, on peut appeler arbre couvrant de X tout sous-
ensemble maximal acyclique de X4. Par acyclique nous voulons dire que la restriction de X a
ce sous-ensemble a une cohomologie de degré d triviale. La multiplicité correspond aux facteurs
det(ﬁ | F)Q et est due a la torsion ; par exemple un arbre couvrant composé d’un plan projectif
réel et de parties contractiles sera compté 22 fois.

Ce lien entre polynomes de Kirchhoff, déterminants et arbres couvrants est aussi étudié
par Lyons dans son article [Lyo09] & propos des complexes aléatoires. Le fait que le polynome
de Kirchhoff soit défini & partir de déterminants le lie étroitement & la théorie des mesures de
probabilité déterminantales [Lyo03], qui sont des mesures ayant de bonnes propriétés da au
fait qu’elles sont définies & partir de certains déterminants.

Notons aussi que d’autres généralisations des polynémes de Symanzik ont été étudiées
mais dans des objectifs différents : voir [GR07, KRTW10]|.

10.4. Accouplements de hauteur et second polynéme de Symanzik. Prenons
une famille de courbes complexes projectives lisses (W})ieas qui dégénérent en ¢t = 0. Prenons
aussi deux familles de diviseurs de degré zéro (Dy); et (D});. Supposons que sur chaque fibre
générale Wy, t € A*| D, et Dj sont de supports disjoints. On peut alors définir I’accouplement
de hauteur

(D4, D}y = Re(f wD£>,
YDy
ou vp, est une 1l-chaine n’intersectant pas le support de D; et dont le bord est Dy, et wpy
est une certaine forme différentielle logarithmique canonique de résidue Dj. On s’intéresse
maintenant & I'asymptotique de 'accouplement ci-dessus lorsque ¢ tend vers 0. Les auteurs
de [ABBF16] ont montré que, sous de bonnes conditions, I’asymptotique peut étre décrite
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grice & un accouplement de hauteur défini sur la partie finie de la limite tropicale, qui ici est
un graphe. Plus précisément,

(10.1) (Dt, Dty = Dirop, Di,;r0p>z(t) +0(1)

ou le second accouplement est ’accouplement tropical entre les limites tropicales de (Dy); et
(D), et y(t) est une famille de nombre réels tendant vers +00. Cet accouplement tropical est

lui-méme décrit comme le rapport des deux polynémes de Symanzik du graphe. C’est ce que
nous allons expliquer maintenant, en toute dimension.

Soit X une structure simpliciale affine compacte (i.e. X = X¢) de dimension d. Soit D un
bord simplicial, ¢c’est-a-dire un élément dans I'image de la différentielle simpliciale d : R¥Xd —
R¥Xa-1, On peut voir D comme un diviseur tropical, mais aussi comme un vecteur dans R¥d-1.
Soit y = (ys)sex, une famille de variables indexées par les facettes. On peut alors étudier le
rapport des deux polynémes de Symanzik

Sym(X, D;y)
Sym(X;y)

ou le second polynéme de Symanzik est défini en appliquant la définition 10.5 & la matrice
d’incidence U de X et au vecteur associé au diviseur D.

Sym(X, D;y) :=

DEFINITION 10.5. Soient V et E deux ensembles, U € RV*¥ une matrice et y = (Ve)eer
une famille de variables. Soient u un vecteur dans I'image de U et y, une nouvelle va-
riable. Alors on définit le second polynéme de Symanzik associé a la paire (U,u), et 'on note
Sym(U, u;y), le polynéme Sym(U’;y,y,) évalué en y, = 0 ot U’ est la matrice U a laquelle
on a ajouté le vecteur u en derniére colonne. o

On vérifie facilement que %(X ,D;y) est quadratique en D. On peut donc définir sa

forme bilinéaire associée : si D et D’ sont deux bords simpliciaux dans ZX4-1, alors on définit
'accouplement de hauteur tropical de D et D' en 'y par

1, — _ __
i(Sym(X, D + D/;X) — Sym(X, D;y) — Sym(X, D/5X))'

QUESTION 10.6. L’accouplement de hauteur tropical ainsi défini permet-il de décrire
I’asymptotique de I'accouplement de hauteur pour une famille de variétés de dimension quel-
conque ? o

10.5. Invariance par subdivision. Soit X une structure simpliciale affine orientée com-
pacte de dimension d. Dans le rapport des deux polynémes de Symanzik de X, on peut par
exemple interpréter la variable (ys)sex, comme le volume de la facette 6. Dans notre cadre,
cela signifie que 'on obtient un invariant intéressant si I'on pose ys = 1/w(d) ot w € MW 4(X)
est I’élément canonique. Ici 1/w représente bien un volume car si on subdivise une facette &
en des facettes d1,...,ds, pour i € {1,..., s} on souhaite que

Vs Vol(6) '

s, ~ Vol(5;) '

or, comme w(d)vs = w(d;)vs, et
Ue — Vol(éi)y
% Vol(s)

on obtient bien la relation souhaitée en posant ys = 1/w(J).

Par le corollaire 3.22 du chapitre 5, contrairement au polynéme de Kirchhoff, le rapport
des deux polynémes de Symanzik est invariant par subdivision si 'on évalue les ys en 1/w(9).
Cette invariance montre que ’on peut en fait définir les polyndémes de Symanzik sur des espaces
polyédraux mesurés méme sans assigner de triangulation.
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En fait, cette propriété est analogue aux propriétés des réseaux de résistances électriques,
voir [CCK12]. Si X est un graphe, si w(e) représente la conductance d’une aréte e, la dualité
entre les polynomes de Symanzik et les polynémes de Kirchhoff est I’analogue de la dualité
entre résistance et conductance. On peut par exemple calculer la résistance entre deux sommets
avec des sommes sur les arbres couvrants ressemblant beaucoup aux polynémes de Symanzik.
Cela permet aussi de calculer certaines probabilités concernant la marche aléatoire sur le
graphe, ce qui est trés lié aux mesures de probabilités déterminantales et aux mesures de
Zhang dont nous avons déja parlés.

10.6. Stabilité du rapport des deux polyndémes. Reprenons notre discussion de
la section 10.4. Pour montrer que I'asymptotique des accouplements de hauteur sur la fa-
mille vérifie ’équation (10.1), une premiére étape est d’utiliser le théoréme de 'orbite nilpo-
tente. Il faut ensuite controler le rapport /S—;IJH(X , D;y). Pour cela on peut utiliser un résultat
de [BGHAJ18|, comme dans [ABBF16]|. Dans [Amil9], Amini propose une autre démons-
tration par des méthodes élémentaires. On obtient alors le théoréme 10.7 ci-dessous restreint
au cas des graphes. Nous avons nous-méme généralisé ce théoréme dans le cadre des polynoémes
de Symanzik généralisés (et méme un peu au-dela), voir chapitre 5 section 6, ce qui est une
premiére étape pour généraliser le calcul de 'asymptotique de ’accouplement de hauteur en
dimensions supérieures. Ainsi, notre généralisation devrait elle aussi étre reliée aux théorémes
de 'orbite nilpotente et de ’orbite SL2.

Soient V et E deux ensembles, U € RV*¥ une matrice et y = (Ve)eer des variables. Soit
u un vecteur dans I'image de U. B

Pour énoncer le théoréme, nous devons d’abord expliciter la formule déterminantale per-
mettant de calculer le second polynéme de Symanzik. Soit K une matrice de rang maximal
dont les colonnes sont indépendantes et telle que UK = 0. Soit @ un vecteur tel que Ut = u.
Soit enfin K’ la matrice obtenue & partir de K en ajoutant le vecteur % en derniére colonne.
Alors, & un facteur prés,

Sym(U, u;y) = det(K" Y K'),

ot Y est la matrice diagonale diag(y).

THEOREME 10.7 (Stabilité du rapport des deux polynoémes de Symanzik). Soit Z = Z(y)
une matrice bornée fonction des variables y. Avec les notations ci-dessus, la différence

det(K"YK') det(K" (Y + Z)K')
det(K'YK) det(K™(Y + Z)K)
est bornée lorsque les variables de y tendent simultanément vers +00. Autrement dit, il existe

des constantes positives C' et M telles que la différence soit majorée en valeur absolue par M
lorsque y. = C' pour tout e € E.

DEMONSTRATION. Voir la section 6 du chapitre 5. (|

Commentons ce théoréme. Remarquons d’abord que la premiére fraction est égale au
rapport des deux polynémes de Symanzik. Si I'on interpréte les valeurs y comme les volumes
des facettes d’une structure simpliciale que I’on fait diverger, et Z comme une perturbation
bornée de ces volumes, le théoréme ci-dessus peut étre interprété comme le fait que le rapport
des deux polynoémes de Symanzik répond de maniére bornée a une déformation bornée de la
géométrie.

Ensuite, notons que ce théoréme est plutdt surprenant a priori car les numérateurs sont
des polyndémes de degré un de plus que les dénominateurs, et quand bien méme ce ne serait
pas le cas, une variable y. qui n’apparaitrait que dans le numérateur pourrait diverger bien
plus vite que les autres, faisant diverger chaque fraction au passage.

Les polynémes de Symanzik vus comme des fonctions sont donc des polynémes aux proprié-
tés remarquables, rentrant ainsi dans un domaine actif des mathématiques étudiant justement
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les propriétés remarquables de certains polynoémes associés a des structures combinatoires.
D’autres propriétés de ces polyndémes en tant que fonctions étaient déja connues. Par exemple,
on peut vérifier que les polynémes de Symanzik vérifie la propriété du demi-plan : il ne s’annule
pas dans la partie ou toutes les variables y. sont dans le demi-plan complexe supérieur. Les
polynomes vérifiant ce genre de propriétés ont été étudiés dans [COSWO04, Bra07, BBLO7].
Citons aussi le récent article de Brandén et Huh, [BH19|, sur les polynomes lorentzien, qui
ont aussi des propriétés remarquables, notamment des propriétés de type Hodge-Riemann qui
les lient donc par ailleurs avec le reste de cette thése.

10.7. Graphe d’échange d’un matroide. Terminons cette section en citant un joli
théoréme concernant les matroides que ’on peut trouver dans la section 5 du chapitre 5. Bien
qu’a premiére vue ce théoréme n’a pas de lien avec les polynémes de Symanzik, il est en fait
utilisé pour montrer le théoréme 10.7.

Sur un graphe connexe G, il est bien connu qu’a partir d’un arbre couvrant 7', on peut obte-
nir n’importe quel autre arbre couvrant 7 par une suite d’arbres couvrants T'=T¢, 11, ..., Ts =
T’ ou, pour 1 < i < s, T; est obtenu a partir de T;_; en effectuant un flip, ¢’est-a-dire en retirant
une aréte et en en rajoutant une autre. Le méme théoréme est en fait vrai pour tout matroide
M. Pour toutes bases B et B’ de 9N, il existe une suite de bases B = By, By, ..., Bs = B’ telles
que, pour 1 <7 < s, B; est obtenue a partir de B;_1 en retirant un élément et en en rajoutant
un autre.

Nous généralisons ce principe & des paires d’indépendants du matroide.

Ce genre de propriétés peut étre utile par exemple si I'on souhaite générer une base aléa-
toire. On part d’une base arbitraire, puis en faisant un certains nombre de flips aléatoire on
obtient finalement une base aléatoire selon une mesure de probabilités intéressantes [FM92,
ALOGV19], le second utilise d’ailleurs les résultats de [AHK18] a propos la log-concavité
sur les matroides.

Soit 991 un matroide sur 'ensemble F et soit J son ensemble d’indépendants. On définit
le graphe d’échange G de 9 de la maniére suivante. Les sommets de G sont les paires d’indé-
pendants (I, I2) € 32. Deux sommets (I1, Jo) et (J], I) de G sont reliés s’il existe un élément
ielh N Jatel que J{ =11 —iet IL = Jy+i. Sia et bsont deux entiers avec 1 < a < rk(G) et
0 < b <rk(G) — 1, on note G, la restriction du graphe G aux paires d’'indépendants (I1, I2)
avec card(I1) = a et card(I2) = b ou bien card(l;) = a — 1 et card(l2) = b+ 1.

On s’intéresse aux composantes connexes de G. Remarquons d’abord l'existence d’un in-
variant trivial : deux sommets (11, I2) et (11, I}) d’'une méme composante vérifient que 'union
avec multiplicité I} w I est égale a I} w I).

Un autre invariant moins évident est ce qu’on appelle la paire codépendante maximale.
Soit (I1,I2) un sommet de G. Soient A < I et B < I telles que leurs clotures cl(A) et cl(B)
coincident. Alors (A, B) est appelée une paire codépendante de (I, I2). On peut démontrer
que ’ensemble de ces paires posséde un maximum pour l'inclusion. On appelle cette paire la
paire codépendante mazimale de (I, I5). Les éléments de cette paire ne peuvent pas passer de
I’autre coté sans casser I'indépendance : il s’agit bien d’un invariant.

Le théoréme énonce que ces deux invariants forment un systéme complet d’invariants.

THEOREME 10.8. Deux sommets (11, I2) et (I1,1}) de G sont dans la méme composante
conneze si et seulement si Iy w Iy = I1 w1} et les deux sommets ont la méme paire codépendante
mazimale.

Le méme résultat est vrai pour tous les sous-graphes Gg p.

DEMONSTRATION. Voir la section 5 du chapitre 5. O
Citons finalement une conjecture en lien avec le théoréme ci-dessus.

Un ensemble I € F est un coindépendant dans M si B\ I est indépendant dans le dual de
M, autrement dit s’il existe une base B de 9 incluse dans I. On peut alors étendre le graphe
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G en prenant pour sommets les paires (I1, I2) ot I; est un indépendant ou un coindépendant

et de méme pour Is.
CONJECTURE 10.9. Le théoréme 10.8 est vrai sur G, ot r := rk(9M).

Cette conjecture est équivalente a la conjecture 1.8 de [Bla08| qui fait partie de la conjec-
ture de White concernant les idéaux toriques des matroides, voir aussi [Whi80, LM 14].



CHAPTER 2

Homology of tropical fans

Abstract : The aim of this paper is to study homological properties of tropical fans and
to propose a notion of smoothness in tropical geometry, which goes beyond matroids and their
Bergman fans and which leads to an enrichment of the category of smooth tropical varieties.

Among the resulting applications, we prove the Hodge isomorphism theorem which asserts
that the Chow rings of smooth unimodular tropical fans are isomorphic to the tropical coho-
mology rings of their corresponding canonical compactifications, and prove a slightly weaker
statement for any unimodular fan. We furthermore introduce a notion of shellability for tropi-
cal fans and show that shellable tropical fans are smooth and thus enjoy all the nice homological
properties of smooth tropical fans. Several other interesting properties for tropical fans are
shown to be shellable. Finally, we obtain a generalization, both in the tropical and in the
classical setting, of the pioneering work of Feichtner-Yuzvinsky and De Concini-Procesi on the
cohomology ring of wonderful compactifications of complements of hyperplane arrangements.

The results in this paper form the basis for our subsequent works on Hodge theory for
tropical and non-Archimedean varieties.

1. Introduction

The work undertaken in this paper is motivated by the following fundamental questions
in tropical geometry:

QUESTION 1.1. — What it means for a tropical variety to be smooth?

— What are algebraic varieties which admit a smooth tropicalization? o

As in differential topology and algebraic geometry, tropical smoothness should be a local
notion. Since tropical fans and their supports form the building blocks of more general tropical
varieties, the first part of the question will be reduced to the same one for tropical fans. We
precise what we mean by a tropical fan.

Let N ~ Z™ be a lattice of finite rank and denote by Ng the vector space generated by V.
Recall that a fan 3 in Ng is a non-empty collection of strongly convex polyhedral cones which
verify the following two properties. First, for any cone o € 3, any face of o belongs to X.
Moreover, for two cones o and 7 in 3, the intersection o N7 is a common face of both o and 7.
In particular, ¥ always contains the cone 0 := {0}. We denote by |o| the dimension of a face
o. A fan is called rational if any cone in X is rational in the sense that it is generated by rays
which have non-zero intersection with the lattice V. In that case, each cone ¢ in X defines a
sublattice N, of N of the same rank as the dimension of ¢, and given by the integral points of
the vector subspace of Nr generated by o. A fan is pure dimensional if all its maximal cones
have the same dimension. The support of a fan ¥ is denoted by ‘E’

A tropical fan is a pure dimensional rational fan X in Ny as above which in addition verifies
the following foundational principle in tropical geometry called the balancing condition: for
any cone 7 of codimension one in ¥, we have the vanishing in the quotient lattice N / N, of
the following sum

Z e, =0

oDT
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where the sum is over faces ¢ of maximal dimension containing 7 and ¢}, is the vector which
generates the quotient (o N N)/(T N N) ~ Z>p. This might be regarded as a polyhedral
analogue of orientability and leads to the definition of a fundamental class which plays an im-
portant role in the treatment of the duality and other finer geometric properties in polyhedral
geometry.

A special class of tropical fans are the realizable ones which are those arising from (faith-
ful) tropicalizations of subvarieties of algebraic tori over trivially valued fields. Tropical fans
and their supports form the local charts for more general tropical varieties. This includes
in particular the realizable ones which are those coming from (faithful) tropicalizations of
subvarieties of algebraic tori and more general toric varieties over non-Archimedean fields.

As in classical geometry, the natural properties we can expect for a tropical notion of
smoothness are the following:

(1) Tropical smoothness should be a property only of the support.

(2) Smoothness for a tropical fan should be itself a local condition: local star fans which
appear around each point of a smooth tropical fan should be themselves smooth.

(3) Smooth tropical fans should satisfy a polyhedral analogue of the Poincaré duality.

The main objective of this paper is to propose a notion of smoothness in tropical geometry
with the above desired list of properties. On the way to doing this, we establish several other
interesting properties enjoyed by tropical fans in general, and by smooth tropical fans in
particular, which we hope could be of independent interest. We also derive some applications
of our results to algebraic geometry; more in connection with Hodge theory and in the direction
of answering the second part of Question 1.1 will be elaborated in our forthcoming work.

In the remaining of this introduction, we provide a brief discussion of our results.

1.1. Tropical smoothness. The definition of tropical smoothness that we propose in
this work is homological. In this regard, it is in the spirit of the notion of homology mani-
fold [Cec33,Lef33, Beg42, Bor57, Wil65, BFMW96, BFMWO07, Mio00, Wei02] and the
homological characterization of regular local rings [Ser55, AB56, AB57, Ser97|.

Let X be a rational fan. We denote by F,, the sheaf of p-multivectors on ¥ and by F? its
dual. The sheaf F), is simplicial and on each cone o is defined by

Fo(0):= Y, NN, € NN, and FP(0) := Fp(0)*.

nex
n=2o

The dual FP (with real coefficients) can be regarded as the sheaf of tropical holomorphic
p-forms on X, cf [JSS19|.

The above coefficient sheaves lead to the definition of cohomology and homology groups
HP(Y), HPY(Y), Hy4(X), and H;Z (X), with the last one being the tropical analogue of the
Borel-Moore homology. These were introduced in [IKMZ19| and further studied in [JSS19,
MZ14,JRS18, GS19b, GS19a, AB14, ARS19, Aks19, AP20b, Mik20a, AP20c|. We re-

call the relevant definitions in Section 2.
Let 3 be a tropical fan of dimension d. The Borel-Moore homology group H;Z(E) contains
a canonical element 14, the analogue of the fundamental cycle in the tropical setting.

Using the cap product —~, we get a natural map
BM

s~ v HPUYE) — Hy ) g ().
We say that a simplicial tropical fan ¥ verifies the Poincaré duality if the above map is
an isomorphism for any bidegree (p,q). As we will show later, it is easy to see that this is in
fact equivalent to the vanishing of H;lz1 (3) for b # d, and the surjectivity of the natural maps

BM

Fp(Q) - Hd—p,d(2)7 o= LOC(VE)ﬂ
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defined by contraction of multivectors. We will see in Section 3 that this map is always
injective for any tropical fan. The question of classification of tropical fans which verify the
Poincaré duality is an interesting problem, and some results in this direction has been obtained
by Edvard Aksnes in his master thesis [Aks19].

A tropical fan X is called smooth if for any cone o € X, the star fan 37 verifies the Poincaré
duality. In this paper, the star fan > refers to the fan in Ng / N, r induced by the cones 1 in
> which contain o as a face.

The following is a list of properties satisfied in the category of smooth tropical fans.
(1) Smoothness only depends on the support of the tropical fan.

(2) Smoothness is a local condition, namely that, a tropical fan is smooth if it is smooth
around each of its points.

(3) The category of smooth tropical fans is closed under products. In fact, we have the
following stronger property: Let 31,9 be two tropical fans and set ¥ = ¥; x ¥o
(which is again a tropical fan). Then ¥ is smooth if and only if 3; and X9 are both
smooth.

(4) Any complete rational fan, i.e., a fan with support equal to Ng, is tropically smooth.

The current-in-use notion of smoothness in tropical geometry has been so far based on
the notion of matroids and their associated Bergman fans. To any matroid 9 over a base
set E one associates a polyhedral fan gy called the Bergman fan of the matroid in the real
vector space RE/R(I, ...,1). We give the precise definition in Section 5.10. In the case the
matroid is given by an arrangement of hyperplanes, the Bergman fan can be identified with the
tropicalization of the complement of the hyperplane arrangement, for the coordinates given
by the linear functions which define the hyperplane arrangement. From the calculation of
homology groups of Bergman fans, proved in [Shal3b,JSS19,JRS18|, and the observation
that star fans of Bergman fans are themselves Bergman, it follows that

(5) Bergman fans of matroids are tropically smooth in the above sense.

This last property shows that the results we will prove in this paper in particular apply to
those tropical varieties which are locally modeled by the support of Bergman fans of matroids.

The proof of the Poincaré duality for matroids is based on the use of tropical modifica-
tions and the operations of deletion and contraction on matroids, which allow to proceed by
induction [Shal3b|. More generally, we will prove the following result.

(6) The category of smooth tropical fans is stable under tropical modifications along
smooth divisors.

The notions of divisors and tropical modifications along a divisor will be studied in detail
in Sections 4 and 5, and lead to a notion of tropical shellability for fans in tropical geometry
discussed in Section 1.4 below. We prove that

(7) Any shellable tropical fan is smooth.

We will see that Bergman fans are shellable but there exist shellable tropical fans which are
not coming from matroids. This shows that the category of smooth tropical fans introduced
in this paper is strictly larger than the category of generalized Bergman fans which are those
fans having the same support as the Bergman fan of a matroid.

From the above properties, we deduce the following global duality theorem.

THEOREM 1.2 (Poincaré duality for smooth tropical varieties). Let X be a smooth con-

nected tropical variety of dimension d. The cap product with the fundamental class vy €
BM

H, ,(X) leads to the Poincaré duality with integral coefficients

BM

R I/X: Hp,Q(X) — Hd—p,d—q(X)‘
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In particular, we have Hf’d(X7 Q) ~ Q and the natural pairing
HP(X,Q) x H P479(X,Q) — HI(X,Q) ~ Q
1s perfect.

1.2. Chow groups of unimodular fans and Hodge isomorphism theorem. Recall
that for a unimodular fan ¥ in Ng with the set of rays denoted by ¥;, the Chow ring A°*(X)
is defined as the quotient

A.(E) = Z[Xp ‘ pE 21]/(11 + IQ)
where

— I is the ideal generated by the products X,, ---X,,, k € N, such that pq,...,px do
not form a cone in X, and

— I5 is the ideal generated by the elements of the form

2 (m, ep)X,

pEX
for m € M where ¢, is the generator of N n p.

It is well-known that this can be identified with the Chow ring of the toric variety Py
associated to X, see [Dan78, Jur80| for complete unimodular fans and [BDP90, Brig6,
FY04] for the general case.

We prove the following general theorem on the relation between Chow groups of unimod-
ular fans and tropical cohomology groups of their canonical compactifications.

The canonical compactification ¥ of a simplicial fan ¥ in RY is defined as the result
of completing any cone of ¥ to a hypercube, by adding some faces at infinity. So any ray
0 becomes a segment by adding a point o0, at infinity. Any two dimensional cone o with
two rays o1 and ¢ becomes a parallelogram with vertex set the origin, 00,,,0,,, and a
new point o0, associated to o. The higher dimensional cones are completed similarly, see
Section 2 for more details. Alternatively, X is obtained by taking the closure of ¥ in the partial
compactification of Ny given by the tropical toric variety TPy associated to X, obtained by
taking the tropicalization of the toric variety Py.

THEOREM 1.3 (Hodge isomorphism for unimodular fans). Let ¥ be a unimodular fan of
dimension d. Assume that AY(X7) is torsion-free for all o € X. Then, for any non-negative
integer p < d, there is an isomorphism AP(X) = HPP(X). These isomorphisms together
induce an isomorphism of Z-algebras between the Chow ring of % and the tropical cohomology
ring @, HPP(X). Moreover, the cohomology groups HP4(X) for p < q orp > q = 0 are
all vanishing. Finally, the result holds with rational coefficients without the torsion-freeness

assumption.

Torsion-freeness of A'(X) in the statement of the theorem is equivalent to requiring that
the primitive vectors of the rays of ¥ generate the full lattice induced by NV in the vector space
defined by >. If this happens for all star fans 37, we say that the fan ¥ is saturated. Without
this condition, the statement cannot be true. In this case, the map is always surjective but we
might have a torsion kernel. As stated in the theorem, the result holds for rational coefficients
without the torsion-freeness assumption. The same holds with integral coefficients if one works
with the version of tropical cohomology given by Gross and Shokrieh [GS19b].

Note that in the above theorem, we do not assume that the fan is tropical. In the case
¥ is a smooth tropical fan, the canonical compactification 3 is a smooth tropical variety. By
Poincaré duality for 3 stated in Theorem 1.2, and by the vanishing result in Theorem 1.3, we
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get vanishing of the cohomology groups HP?(X) for p > q. This leads to the following refined
theorem in the smooth setting. For each k € Z>g, define
Hk(i) = @ HPI(Y).
p+q=Fk
THEOREM 1.4 (Hodge isomorphism for smooth unimodular tropical fans). Let ¥ be a
saturated unimodular tropical fan in Ng. Suppose in addition that ¥ is tropically smooth.

Then we get an isomorphism of rings A*(¥) = H?*(X). Moreover, all the cohomology groups
H?**1(X) are vanishing.

As we will see later, the Hodge isomorphism property actually leads to an equivalent
formulation of the notion of smoothness in tropical geometry. The precise statement is as
follows.

THEOREM 1.5 (Alternate characterization of tropical smoothness). A unimodular tropical
Jan X is smooth if and only if for any face o of 3, the canonically compactified star fan 27
verifies the Poincaré duality. That is, if any only if, for any o, Hp’q(EU) =0 for p > q and

the ring H*(X°) verifies the Poincaré duality.

More generally, a tropical fan 3 is smooth if any unimodular fan with the same support as 3
verifies the content of Theorem 1.5. This theorem implies that the tropical smoothness studied
in this paper reflects a notion of mazimal degeneracy in the polyhedral setting, consistent with
the work of Deligne [Del97]|. We will elaborate on this in our forthcoming work.

The above results in particular provide on one side a tropical analogue of a generalized
version of a theorem of Feichtner and Yuzvinsky [F'Y04|, which proves a similar in spirit
result for some specific combinatorially defined wonderful compactifications of complements
of hyperplane arrangements, and on the other side shed light on the work of Adiprasito-Huh-
Katz [AHK18] on Hodge theory for matroids:

— Concerning the latter, as it was noted in [AHK18|, in the case where the matroid 91 is
non-realizable over any field, the Chow ring A®(Xgyz) does not correspond to the Chow ring of
any smooth projective variety over any field. So it came somehow as a surprise that in the non-
realizable case, the Chow ring A®(Xgy), which is the Chow ring of a non-complete smooth toric
variety, verifies all the nice properties enjoyed by the cohomology rings of projective complex
manifolds. Our Hodge isomorphism theorem above, combined with the observation that gy
is a smooth projective tropical variety, explains that although 9t is non-realizable, the ring
A*(Xgy) is still the cohomology ring of a smooth projective variety... in the tropical world.
The results in our series of work, starting with this and its companions [AP20b, AP20c],
provide generalizations of the results of [AHK18| to more general classes of tropical varieties.

— Concerning the former, Feichtner and Yuzvinsky proved in [F'Y04] that the Chow ring of the
realizable matroid 9t given by an arrangement of complex hyperplanes becomes isomorphic
to the cohomology ring of a wonderful compactification of the complement of the hyperplane
arrangement. Theorem 1.7 stated below provides a generalization of this result to any smooth
tropical compactification (in the sense of Tevelev [Tev07|, we will recall this later in Section 9)
of the complement of the hyperplane arrangement, by doing away with the combinatorial data
of building and nested sets, assumed usually in the framework of wonderful compactifications
for getting control on cohomology. Since Theorem 1.3 holds for any saturated unimodular fan
and Theorem 1.4 for any smooth saturated tropical fan, which as we mentioned form a richer
class compared to generalized Bergman fans, one can expect that Theorem 1.7 stated below
should also hold for more general classes of tropical compactifications.

A non-Archimedean version of the vanishing statement in Theorem 1.3, with rational co-
efficients, is independently proved in a recent work of Ryota Mikami [Mik20a| where building
on the work of Liu [Liu20|, and using a non-Archimedean analogue of the Gersten resolu-
tion [Mik20b], he proves that the tropical cohomology groups of the Berkovich analytification
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X2 of a smooth variety X over a trivially valued field vanish in bidegrees (p,q) for p < g.
Mikami also establishes an isomorphism between the Chow groups of X and the tropical co-
homology groups in Hodge bidegrees of the analytification X*". By the work of Jell [Jel19],
the cohomology groups of the Berkovich analytification X" for projective X can be obtained
as the limit of its tropicalizations. In this regard, Mikami’s results and our theorem stated
above are complementing each other.

1.3. Tropical Deligne resolution and cohomology of wonderful compactifica-
tions. Let ¥ be a smooth unimodular tropical fan. By definition, for any o € 3, the star fan
%7 is a smooth unimodular tropical fan in Ng. We denote by 37 its canonical compactification
and as before set

H*E7) = (—B HP(E).
ptq=k
By our Theorem 1.4, H* (ig) is non-vanishing only in even degrees in which case it becomes
equal to H¥/2k/2 (ig). In Section 8 we prove the following theorem.

THEOREM 1.6 (Tropical Deligne resolution). Let 3 be a smooth unimodular tropical fan.
Then for any non-negative integer p, we have the following long exact sequence

0->F(0) > P HE)> @ HE)—> > P HP X)) > HPE) - 0.

oeX oey oeX
lol=p lol=p—1 lol=1

In the above sequence, the notation |o| stands for the dimension of the face o, and the
maps between cohomology groups are given by the Gysin maps in tropical geometry, as we
will expand later in the paper.

The above theorem could be regarded as a cohomological version of the inclusion-exclusion
principle in the sense that the cohomology groups are described with the help of coefficient
sheaves and the coefficient sheaves themselves can be recovered from the cohomology groups.

The origin of the name given to the theorem comes from the Deligne spectral sequence in
Hodge theory [Del71a| which puts a mixed Hodge structure on the cohomology of smooth
quasi-projective complex varieties. In the case of a complement of an arrangement of complex
hyperplanes, by the results of Orlik-Solomon [OT13] and Zharkov [Zhal3|, the cohomology
in degree p coincides with FP(0) of the Bergman fan gy, for the matroid 9t associated to the
hyperplane arrangement, and a wonderful compactification of the hyperplanes complement
produces a long exact sequence as above with the cohomology groups of the strata in the
compactification, see [IKMZ19|. This is a consequence of a theorem of Shapiro [Sha93]
which states that the complement of an arrangement of complex hyperplanes has a pure Hodge
structure of Hodge-Tate type, concentrated in bidegree (p, p) for the degree p cohomology. The
above theorem generalizes this to any smooth tropical fan.

Note that the terms appearing in the statement of our theorem above are with integral
coefficients, so even in the case of a complex hyperplane arrangement, we get a refinement
over the proof obtained by using Deligne spectral sequence.

The essence of the above stated theorem is thus the assertion that the coefficient group
F?(0) of any smooth tropical fan ¥ should be regarded as the p-th cohomology group of a
variety Y with a Hodge structure of Hodge-Tate type concentrated in bidegree (p,p). This

variety is precisely the support of the tropical fan Y = ’Z‘ which has cohomology HP(Y) =

HPO(X) = FP(0) for any p. We will elaborate further on the connection to the Hodge theory
of tropical varieties in our upcoming work.

We note here that a similar in spirit sequence dealing with the Stanley-Reisner rings
of simplicial complexes and their quotients by (generic) linear forms play a central role in
the recent works [Adil8, AY 20| on partition complexes, and have found several interesting
applications.
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We provide in Section 9 an application of the above result to the cohomology of compact-
ifications of complements of hyperplane arrangements. (A second application is discussed in
the next section below.) Namely, consider a collection of hyperplanes Hy, Hy, ..., Hy, in CP"
given by linear forms £y, 1, ..., {y. Assume furthermore that the vector space generated by
lo, 01, ..., 4, has maximum rank, i.e., the intersection Hy n Hy n --- n H,, is empty. Let
X be the complement CP" \ U;-":O H; and consider the embedding X < T for the torus
T = Spec(C[M]) with

M = ker(deg: Z™ - 7)), deg(zo,...,%m) = xo + - + Tpm.

The embedding is given by coordinates [{y : ... : ¢;,]. Denote by N the dual lattice to M.

By the theorem of Ardila and Klivans [AKO06]|, the tropicalization of X with respect to
the above embedding coincides with the support of the Bergman fan gy for the matroid 91
associated to the arrangement. We prove the following theorem.

THEOREM 1.7. Let ¥ be a unimodular fan with support Trop(X) = ’Em‘ and denote by
X the corresponding compactification obtained by taking the closure of X in the toric complex
variety CPs. The cohomology ring of X is concentrated in even degrees and it is of Hodge- Tate
type, i.e., the Hodge-decomposition in degree 2p is concentrated in bidegree (p,p). Moreover,
the restriction map

A*(X) ~ A*(CPg) — H?**(X)
s an isomorphism of rings.
Combined with Theorem 1.4, this leads to an isomorphism
H?(Y) ~ H?(X).

As we mentioned previously, the theorem provides a tropical generalization of the results
of Feichtner-Yuzvinsky [F'Y04] and De Concini-Procesi [DP95]|, by doing away with the
combinatorial data of building and nested sets, assumed usually in the theory of wonderful
compactifications. In this regard, it would be interesting to extend the above theorem to the

setting of arrangements of more general subvarieties, for examples those considered in [Li09,
FM94,Kee93,DD15,CD17,CDD"20,DG18,DG19,DS18|.

1.4. Tropical shellability. In order to show the category of smooth tropical fans is large,
we introduce a tropical notion of shellability. This will be based on two types of operations
on tropical fans: star subdivision and tropical modification. Star subdivision corresponds to
the fundamental notion of blow-up in algebraic geometry. And the importance of tropical
modifications in tropical algebraic geometry was pointed out by Mikhalkin [Mik06, Mik07],
and resides in the possibility of producing richer tropicalizations out of the existing ones by
introducing new coordinates. A tropical fan will be called shellable if, broadly speaking, it can
be obtained from a collection of basic tropical fans by only using these two operations.

We give the idea of the definition here and refer to Section 5 for more precisions. Let € be
a class of tropical fans. Let Z be a subset of % that we call the base set. The set of tropically
€ -shellable fans over $ denoted by Shy () is defined as the smallest class of tropical fans
all in ¢ which verifies the following properties.

— (Any element in the base set is tropically @-shellable) Z < Shy (A).

— (Closeness under products) If ¥, ¥ € Shy (%) and the product 3 x ¥’ belongs to €,
then ¥ x ¥/ € Shy(%).

— (Closeness under tropical modifications along a tropically shellable divisor) If ¥ €
Shg(A), then a tropical modification 3 of ¥ along a divisor A which is in Shy (%)
belongs to Shy (%) provided that it remains in %.
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— (Closeness under blow-ups and blow-downs with shellable center) If ¥ € &, for any
cone o € ¥ whose star fan 37 belongs to Shy (%) and such that the star subdivision
of ¥ at o belongs to ¢, we have ¥ € Shy (%) if and only if the star subdivision
belongs to Shy (A).

The main examples of classes € of tropical fans which are of interest to us are all, resp.
simplicial, resp. unimodular, resp. quasi-projective, resp. principal, resp. div-faithful, and resp.
locally irreducible tropical fans. If € is the class of all tropical fans, we just write Sh(Z). The
last three classes and their properties will be introduced and studied later in the paper.

An important example of the base set is the set By = {{0}, A} where A is the complete
fan in R with three cones 0,R>¢, and R¢o. In fact, already in this case, Sh(Z%y) contains
many interesting fans. For example, complete and generalized Bergman fans are all within
this class, but Sh(%) is strictly larger.

DEFINITION 1.8. — If € is a class of tropical fans, a tropical fan X is called shellable
in 6 if ¥ € Shy(RBy). If € = Trop, we simply say that ¥ is shellable.

— If P is a predicate on tropical fans and % is a class of tropical fans, then P is called

shellable in € if the subclass .7 of fans of € verifying P verifies Sh¢ () =.7. o

As we will show later in Sections 5, 6, and 10, several nice properties of tropical fans are
shellable:

(1) Normality, local irreducibility, and div-faithfulness are all shellable.
(2) Principality is shellable in the class of locally irreducible fans.

(3) Poincaré duality for the Chow ring is shellable in the class of div-faithful unimodular
tropical fans.

For the algebraic geometric terminology normal, irreducible, principal, div-faithful for tropical
fans, we refer to Sections 3 and 4.

Most notably, we prove the following result.
THEOREM 1.9. Tropical smoothness is shellable.

The proof of this theorem is based on results we prove on cohomology groups of tropical
modifications, which we hope could be of independent interest, and which we obtain as a
second application of the tropical Deligne resolution theorem.

We will prove in [AP20b]| the following theorem which provides a generalization of the
main result of Adiprasito, Huh, and Katz [AHK18| and its refinement for generalized Bergman
fans, proved independently in [ADH?20| by Ardila, Denham, and Huh, and in an earlier version
of our work [AP20b]. (Further related results on geometry of matroids and their Bergman fans
can be found in [BHM20a, BHM "20b, BES19, BEST21, Eur20,DR21, Ard18,Bak18,
Chalsg].)

THEOREM 1.10. The fact to verify the Hard Lefschetz property and the Hodge-Riemann
relations for the Chow ring is shellable for quasi-projective unimodular fans.

This local result furthermore leads to the development of Hodge theory for smooth pro-
jective tropical varieties, the account of which can be found in our work [AP20b|.

1.5. Reformulation of the tropical smoothness. After finishing the writing of this
paper, we learned from Edvard Aksnes that in his forthcoming paper [Aks21]| he proves the
following theorem.

THEOREM 1.11. Let 3 be a tropical fan of dimension n = 2. Suppose that for any face o of
Y., the Borel-Moore homology groups H:lg(ZU,Q) are vanishing for all pairs a,b with b # |o].

Then ¥ satisfies the Poincaré dualiiy if each of the star-fans X7 for o # 0 satisfies the
Poincaré duality.
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From the above theorem, proceeding by induction, and working with rational coefficients
(instead of integral), one can deduce the following reformulation of the smoothness.

THEOREM 1.12. A tropical fan X is smooth if and only if it is smooth in codimension one
and the vanishing property H:I\; (X7,Q) = 0 holds for any face o of ¥ and any pair of integers
a,b with b # |ol.

1.6. Organization of the paper. In Section 2 we provide necessary background in poly-
hedral geometry, recall the definition of canonical compactifications and give the definitions
of tropical homology and cohomology groups.

Tropical fans are introduced in Section 3. That section introduces the notions of normality,
(local) irreducibility, and smoothness for tropical fans and discuss basic properties enjoyed by
smooth tropical fans.

Divisors on tropical fans and their characteristics are studied in Section 4. In that section
we introduce the class of principal and div-faithful tropical fans and show that smooth tropical
fans are both principal and div-faithful.

In Section 5, we recall the definition of tropical modification along a divisor on tropical fans
and introduce the above mentioned notion of shellability for tropical fans. Basic properties of
shellability are studied in this section.

In Section 6 we define the cycle class map from the Chow groups of a tropical fan to
the tropical homology groups of the canonical compactification, and show the compatibility
of tropical modifications with the cycle class map. Moreover, we show the invariance of the
Chow ring with respect to tropical modifications in the class of div-faithful tropical fans. We
furthermore prove the shellability of principality and div-faithfulness, and use these results
to show the property for the Chow ring of a tropical fan to satisfy the Poincaré duality is
shellable in the class of unimodular div-faithful tropical fans.

In Section 7, we prove the Hodge isomorphism theorem for saturated unimodular fans,
and derive the equivalent formulation of smoothness stated in Theorem 1.5.

Tropical Deligne resolution for smooth tropical fans is proved in Section 8.

The generalization of the theorem of Feichtner and Yuzvinsky on cohomology rings of
tropical compactifications of complements of hyperplane arrangement is presented in Section 9.

Finally, in Section 10 we prove Theorem 1.9 on shellability of tropical smoothness. The
technical part is to show that smoothness is preserved by tropical modifications along smooth
divisors, which we do by using the tropical Deligne resolution.

1.7. Basic notations. The set of natural numbers is denoted by N = {1,2,3,...}. For
any natural number n, we denote by [n] the set {1,...,n}. For a set E, a subset A € FE and
an element a € E, if a € A, we denote by A — a the set A \ {a}; if a ¢ A, we denote by A + a
the set A U {a}.

The set of non-negative real numbers is denoted by R .

We use basic results and constructions in multilinear algebra. In particular, for a lattice
N, we view its dual M = N* as (linear) forms on N and refer to elements of the exterior
algebras A°N and A°M as multivectors and multiforms, respectively. If £ € M is a linear map
on N and if v e APN is a multivector, we denote by ts(v) € A’ N the classical contraction
of v by £. For v1,...,v, € N and v = w1 A --- A vy, this is given by

p
L(Vi A - AYp) = Z(—l)’_lﬁ(vi)vl AN AU A AU E NN,
i=1
where the notation v; indicates, as usual, that the factor v; is removed from the wedge product.

We extend this definition to k-forms, for any k € N, by setting, recursively, ¢y o := tq © t¢ for
any a € A°M and £ € M.
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Given a poset (P, <) and a functor ¢ from P to a category C, if ¢ is covariant (resp.
contravariant), then for a pair of elements 7 < o in P, we denote by ¢,<, (resp. ¢y»r), the
corresponding map ¢(7) — ¢(o) (resp. ¢p(0) — ¢(7)) in C, the idea being that in the subscript
of the map ¢, representing the arrow in C, the first item refers to the source and the second to
the target. This convention will be in particular applied to the poset of faces in a polyhedral
complex.

In this article, unless otherwise stated, we will work with homology and cohomology with
integral coefficients.

2. Preliminaries

The aim of this section is to introduce basic notations and definitions which will be used
all through the paper.

Throughout, N will be a free Z-module of finite rank and M = N* = Hom(N, Z) will be
the dual of N. We denote by Ng and Mg the corresponding real vector spaces, so we have
Mr = Np. For a rational polyhedral cone o in Ng, we use the notation N, g to denote the
real vector subspace of Nr generated by elements of o and set Ng := Ng / Nyr. Since o is
rational, we get natural lattices N7 and N, in Ng and N, R, respectively, which are both of
full rank.

For the ease of reading, we adopt the following convention. We use o (or any other face of
¥) as a superscript where referring to the quotient of some space by N, or to the elements
related to this quotient. In contrast, we use o as a subscript for subspaces of N, or for
elements associated to these subspaces.

We denote by T := R u {00} the extended real line with the topology induced by that of
R and a basis of open neighborhoods of infinity given by intervals (a, o] for a € R. Extending
the addition of R to T in a natural way, by setting o0 + a = o for all a € T, gives T
the structure of a topological monoid called the monoid of tropical numbers. We denote by
T, := Ry U {oo} the submonoid of non-negative tropical numbers with the induced topology.
Both monoids admit a natural scalar multiplication by non-negative real numbers (setting
0-00 = 0). Moreover, the multiplication by any factor is continuous. As such, T and T
can be seen as modules over the semiring R;. Recall that modules over semirings are quite
similar to classical modules over rings except that, instead of being abelian groups, they are
commutative monoids. Another important collection of examples of topological modules over
R, are the cones. We can naturally define the tensor product of two modules over R .

2.1. Fans. Let X be a fan of dimension d in Ng. The dimension of a cone ¢ in X is
denoted by |o|. The set of k-dimensional cones of ¥ is denoted by X, and elements of Xy
are called rays. We denote by 0 the cone {0}. Any k-dimensional cone o in ¥ is determined

by its set of rays in 1. The support of ¥ denoted ’Z‘ is the closed subset of Ny obtained by
taking the union of the cones in X. A facet of X is a cone which is maximal for the inclusion.
Y is pure dimensional if all its facets have the same dimension. The k-skeleton of X is by
definition the subfan of ¥ consisting of all the cones of dimension at most k, and we denote it
by ng.

Let X be a fan in Ng. The set of linear functions on X is defined as the restriction to ‘E‘
of linear functions on Ng; such a linear function is defined by an element of Mg. In the case
Y is rational, a linear function on X is called integral if it is defined by an element of M.

Let f: ‘E’ — R be a continuous function. We say that f is conewise linear on 3 if on each
face o of X, the restriction f|_of f to o is linear. In such a case, we simply write f: ¥ — R,
and denote by f, the linear form on N, g which coincides with f| on o. If the linear forms
fo are all integral, then we say f is conewise integral linear.
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A conewise linear function f: ¥ — R is called convex, resp. strictly conver, if for each face
o of X, there exists a linear function £ on ¥ such that f — ¢ vanishes on ¢ and is non-negative,
resp. strictly positive, on U \ o for an open neighborhood U of the relative interior of ¢ in
=].

A fan ¥ is called quasi-projective if it admits a strictly convex conewise linear function. A
projective fan is a fan which is both projective and complete. In the case ¥ is rational, it is
quasi-projective, resp. projective, if and only if the toric variety Py is quasi-projective, resp.
projective.

A rational fan ¥ is called saturated at o for o € X if the set of integral linear functions
on X7 coincides with the set of linear functions which are conewise integral. This amounts in
asking the lattice generated by 37 n N7 to be saturated in N?. The fan X is called saturated
if it is saturated at all its faces.

We recall that in this paper the star fan 37 refers to the fan in Ng / Ny r induced by
the cones 7 in ¥ which contain o as a face. This is consistent with the terminology used
in |[AHK18| and differs from the one in [Kar04, BBFKO02| where this is called transversal

fan.

For any fan X of pure dimension d, we define the connectivity-through-codimension-one
graph of ¥ as follows. This is the graph G = (X4, E) whose vertex set is equal to the set of
facets ¥4 and has an edge connecting any pair of facets ¢ and n which share a codimension
one face in X. We say X is connected through codimension one if the connectivity-through-
codimension-one graph of 3 is connected.

Convention. In this paper we work with fans modulo isomorphisms. For a rational fan
Y., we denote by Ny the restriction of the ambient lattice to the subspace spanned by 3. Two
rational fans ¥ and X’ are called isomorphic if there exists an integral linear isomorphism
¢: Ny ® R = Nsy ® R inducing an isomorphism between Ny, and Nyv such that for each face
o€, ¢(o) is a face of ¥/ and for each face o’ € ¥/, ¢~ 1(¢’) is a face of X.

Any rational fan is isomorphic to a fan in the space R™ endowed with the lattice Z" for
a sufficiently big n. Hence we can talk about the set of isomorphism classes of rational fans.
In practice, by an abuse of the language, we will make no difference between an isomorphism
class of rational fans and one of its representative.

2.2. Canonical compactification. In this section, we describe canonical compactifica-
tions of fans, and describe their combinatorics. In the case the fan is rational, the compact-
ification is the extended tropicalization of the corresponding toric variety. A more detailed
presentation of the constructions is given in [AP20b, OR11].

Let X be a fan in Ng. We do not need to suppose for now that X is rational.

For any cone o, denote by oV the dual cone defined by

oV = {meMR | {m,a) =0 for allaea}.

The canonical compactification @ of o (called sometimes the extended cone of o) is defined
by
o:=0Q®g, Ty.
Alternatively, & is given by Homg, (0¥, T4 ), i.e., by the set of morphisms o¥ — T,
in the category of Ri-modules. In both definitions, we can naturally identify ¢ with the

corresponding subset of 7.
The topology on @ is the natural one, i.e., the finest one such that the projections

(U X T+)k — O
(i, ai)i<isk > 20 T @i,
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for k € N, are continuous. This makes & a compact topological space whose induced topology
on o coincides with the usual one.

There is a special point o0, in @ defined by x ® oo for any x in the relative interior of o
(equivalently by the map ¢¥ — T which is zero on o+ and o elsewhere). The definition does
not depend on the chosen x. Note that for the cone 0, we have cog = 0.

For an inclusion of cones 7 € o, we get an inclusion map 7 € @. This identifies 7 as the
topological closure of 7 in @.

The canonical compactification 3 is defined as the union of extended cones @, o € ¥, where
for an inclusion of cones 7 € ¢ in X, we identify 7 with the corresponding subspace of @. The
topology of ¥ is the induced quotient topology. Note that each extended cone & naturally
embeds as a subspace of X.

2.3. Partial compactification TPsx. of Ng. The canonical compactification X of a fan
Y naturally lives in a partial compactification TPPy; of Ng defined by the fan 3. Moreover, this
partial compactification allows to enrich the conical stratification of ¥ that we will define in
Section 2.4 into an extended polyhedral structure which will be described in Section 2.7.

We define TPy, as follows. For any cone ¢ in X, we consider the space o defined as the
pushout Nr +, @ in the category of R -modules, for the inclusions Ngr <« o — &, that
we endow with the finest topology for which the sum Ng x @ — & becomes continuous.
Alternatively, one can define & as Homg, (0¥, T). Notice that Homg, (0¥,R) ~ Ng. We set

;;R := Ngr + 0, € 7. Note that with these notations we have NO%R = Ng.

The space & is naturally stratified into a disjoint union of subspaces N7 g each isomorphic
to Ng for 7 running over faces of 0. Moreover, the inclusions 7 < ¢ for pairs of elements
7 C o in X allow to glue these spaces and to define the space TPs.

The partial compactification TPy, of Ng is naturally stratified as the disjoint union of
N;:R ~ Ng for o € 3.

We have a natural inclusion of @ into &. We thus get an embedding ¥ < TPsx which
identifies ¥ as the closure of ¥ in TPs,.

2.4. Conical stratification of Y. The canonical compactification admits a natural
stratification into cones that we will enrich later into an extended polyhedral structure.

Consider a cone 0 € ¥ and a face 7 of 0. Let C] be the subset of & defined by

Cr:={w0,+z|zeoc}
Under the natural isomorphism N7 p ~ Ng, one can see that C7 becomes isomorphic to the
projection of the cone o into the linear space N ~ N g; the isomorphism is given by adding
o0,. We denote by C; the relative interior of C'7. The following proposition gives a precise
description of how these different sets are positioned together in the canonical compactification.

PROPOSITION 2.1. Let ¥ be a fan in Ng.

— The canonical compactification ¥ is a disjoint union of (open) cones C; for pairs
(1,0) of elements of ¥ with T < o. The linear span of the cone C7 is the real vector
space N @, i.e., the projection of Nog into N .

— For any pair (1,0), the closure C, of CT in Y is the union of all the (open) cones

o
C, witht <17 Co' Co.

Note that in order to lighten the notations, we write EZ for the compactification of C7,
instead of the more correct form C7. We use this kind of simplifications all through the paper.

PROOF. The proof is a consequence of the tropical orbit-stratum correspondence theorem
in the tropical toric variety TPy and the observation we made previously that ¥ is the closure
of ¥ in TPy,. We omit the details. O
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The cones C; form the open strata of what we call the conical stratification of ¥2. We refer
to the topological closures C as the closed strata of X.

In the case ¥ is simplicial, closed stratum of dimension k are isomorphic to the hypercube
T% . In this case, we prefer to use the notation o], instead of Cr.

2.5. Stratification of ¥ into fans. There is a second stratification of ¥ into fans that
we describe now.

DEFINITION 2.2 (Fans at infinity). Let 7 be a cone in X. The fan at infinity based at oo,
denoted by X7 is the fan in N7 p which consists of all the cones C7 for o in ¥ with o 2 7.

Note that we have X2 = 3, and more generally, X7 is isomorphic to the star fan 7 of 7. ¢
From the above descriptions, we get the following proposition.

PROPOSITION 2.3. The collection of fans at infinity X7, 7 € X, provides a partition of )
into locally closed subspaces. The closure of X7 in X is naturally isomorphic to the canonical
compactification T of the star fan X7.

PROOF. The proof follows directly from Proposition 2.1. O

2.6. Combinatorics of the conical and fan stratifications of . For a fan ¥, we
denote by %% the face poset of ¥ in which the partial order < is given by the inclusion of faces:
we write 7 < o if 7 € 0. Set 0 := 0. The extended poset L is defined as L5 := L5 u {1}
obtained by adding an element 1 and extending the partial order to c@; by declaring o < 1
for all 0 € %:;.

The join and meet operations v and A on % are defined as follows. For two cones o
and 7 of X, we set 0 A 7 := 0 n 7. To define the operation v, note that the set of cones in X
which contain both ¢ and 7 is either empty or has a minimal element n € X. In the former
case, we set o v 7 := 1, zlrgl in the latter case, o v 7 := n. The two operations are extended
to the augmented poset £5 by 0 A1l =0 and ¢ v 1 =1 for any cone o of 3.

Notations. The above discussion leads to the following notations. Let 7 and ¢ be a pair
of faces in 3. We say o covers T and write 7 < o if 7 < ¢ and |7| = |o| — 1. A family of faces
o1,...,0p are called comparable if 01 v --- v 0, # 1. Moreover, we use the notation o ~ o’
for two faces o and o’ if 6 A0’ =0 and o v ¢’ # 1.

The following proposition is straightforward.

PROPOSITION 2.4. The poset (,,?;, <) with the operations A and v, and minimal and
mazimal elements 0 and 1, respectively, is a lattice.

The term lattice in the proposition is understood in the sense of order theory [MMT18|.

For a poset (.Z, <), and two elements a,b in .Z, the (closed) interval [a,b] is the set of
all elements ¢ with a < ¢ < b. By an abuse of the notation, we denote the empty interval by
0. Note in particular that the interval [0,0] = {0} is different from 0. We denote by .% (%)
the poset of intervals of £ ordered by inclusion.

For a lattice .,/ZT the poset of intervals & (.,?7 becomes a lattice for the join and meet
operations v and A on the intervals defined by

— [al,bl] A [ag,bg] = [a1 \Y ag,bl A\ bg], and
- [al,bl] vV [ag,bg] = [a1 A\ ag,ln \Y b2]

We have the following characterization of the combinatorics of open and closed strata in
the above two stratifications of the canonical compactification of a fan.

THEOREM 2.5. Let ¥ be a fan in Ng and consider its canonical compactification 3.
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(1) There is a bijection between the open strata in the conical stratification of ¥ and
the non-empty elements of the interval lattice F(%5). Under the above bijection,
the poset of closed strata of X (for the partial order given by inclusion) becomes
isomorphic to the poset I (%s) — 0 of non-empty intervals in the lattice £,.

(2) Consider now the fan stratification of 3. The induced poset by closed strata 5 in
this stratification is isomorphic to the opposite poset of L.

PROOF. Both the claims can be proved by straightforward verification. O

QUESTION 2.6. Characterize the interval lattices associate to the face lattices of polyhedra.
In particular, is it true that the interval lattice of the face lattice of a polyhedron is itself the
face lattice of a polyhedron? o

2.7. Extended polyhedral structure. The closed strata U;, for 7 < o a pair of faces
of X, endow ¥ with an extended polyhedral structure. We give a brief description of these
structures here and refer to [JSS19,MZ14,IKMZ19, ACP15, AP20b]| for more details.

Extended polyhedral structures in [JSS19, MZ14| are called polyhedral spaces with a
face structure. In our context, the faces of ¥ are the closed strata in the conical stratification
we defined above. These faces verify the same axioms as those of polyhedral complexes with
the difference that each face is now an extended polyhedron. An extended polyhedron is the
closure of a polyhedron in the partial compactification of the ambient vector space induced
by this polyhedron. For instance, using the notations of Section 2.3, 5; is the closure of the
polyhedron CT < N7 g in the associated partial compactification 5’; of N7 g, where the cone
C7 is seen as a face of X7 ~ 7.

In the rest of this article, all canonical compactifications ¥ are considered as extended
polyhedral structures. We extend to ¥ the notations introduced for simplicial complexes. In

particular, § € ¥ means that § is a face of X, i‘ denotes the support of ¥, and ¥, denotes

the set of faces of dimension k in X..

In the setting considered in this paper, the sedentarity of a face § = 5; denoted by sed(d)
is by definition the element 7 of 3, and refers to the point co, at which the stratum C7 is
based. By an abuse of the terminology, remembering only the dimension of sed(d), we might
say sometimes that 0 has sedentarity k where k is the dimension of 7.

2.8. Canonical elements, unit normal vectors and orientations. Let now X be a
rational fan of pure dimension d. Let o be a cone of ¥ and let 7 be a face of codimension
one in 0. Then, N;r cuts Nyr into two closed half-spaces only one of which contains o.
Denote this half-space by H,. By a unit normal vector to 7 in 0 we mean any vector v of
Ny N H, such that Ny + Zv = N,. We usually denote such an element by n, /. and note that
it induces a well-defined vector in NJ = N, / N that we denote by ¢]. We naturally extend
the definition to similar pair of faces in ¥ having the same sedentarity. In the case o is a ray
(and 7 is a point of the same sedentarity as ), we also use the notation ¢, instead of n, ;.

On each face o of X, we choose a generator of /\IalNo denoted by v_. We call this element

the canonical multivector of o. The dual notion in /\"ﬂN;k is denoted w, and is called the
canonical form on o. In the rest of the article, we assume that 1y = 1 and that v, = ¢, for
any ray p.

From the above discussion, we obtain in particular the canonical element of 3 that we
denote by 14, as

vy i= (y)yes, € D /\dNn‘
nEXq

As we will see later, in the case of tropical fans, this defines an element of the Borel-Moore

BM

homology H,; ;(¥) (defined in Section 2.9 below) that we call the fundamental class of X.
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We extend the above definitions to ¥ by choosing an element vl e NUI_lTlN; for each
polyhedron 62_ (as we see below, for simplicial ¥, there is a natural choice).

These choices define an orientation on . In particular, to any pair of closed faces v < §
of 3, we associate a sign defined as follows. If both faces have the same sedentarity, then
sign(+y, d) is the sign of ws (n5 /v A 1/7) Otherwise, there exists a pair of cones 7/ < 7 and a cone

7_

o in ¥ such that V= CT and § = C . In this case, sign(y, (5) is the sign of —ws(el A7k _ (1))
where m/ .., : Noc — N7 is the natural projection and eT refers; as above, to the primitive
vector of the ray C7 in C7 .

In the case 3 is simplicial, there is a natural choice for extending the orientation of 3 to

3. If 7 < o is a pair of cones, there exists a unique minimal 7/ such that o = 7 v 7. Then we
set 7 to be the image of v, via the projection Ng — N7 p ~ Ng.

2.9. Tropical homology and cohomology groups. Let ¥ be a rational fan. The
extended polyhedral structure on X leads to the definition of tropical homology groups and
cohomology groups introduced in [IKMZ19| and further studied in [JSS19, MZ14,JRS18,
GS19b,GS19a, AB14, ARS19, Aks19, AP20b, Mik20a, AP20c|.

We recall the definition of the multi-tangent and multi-cotangent (integral) spaces F), and
F? for ¥ for the face structure given by the closed strata 5; in the conical stratification of X,
for pairs of faces 7 < ¢ in X, and give a combinatorial complex which calculates the tropical
homology and cohomology groups of ¥. The definitions are naturally adapted to faces in 2.

For any face § = C we set Ng = N7 , ~ O'R/N r. For any non-negative integer p, the
p-th multi-tangent and the p-th multzcotangent space of 3 at § denoted by F,(d) and FP(§),
respectively, are given by

Z NN, € A’N7, and FP(5) := F,(6)*.
sed(n) sed(5)

For an inclusion of faces v <  in X, we get maps ig»~: Fp(d) — F,(v) and ir_s: FP(v) —
F?(0) defined as follows. If v and ¢ have the same sedentarity, the map is. is just an inclusion.

Ity =C

, and 0 = ﬁ; with 7 < 7/ < o, then the map is-~ is induced by the projection

Nig— NT/ In the general case, is. is given by the composition of the projection and the
1nclus1on the map 1 ~5 is the dual of is. ..

Let X be a fan or its compactification. For a pair of non-negative integers p, ¢, define

Cpq(X) = @ F,(9)

0eX
[6l=q
§ compact
and consider the corresponding complexes
Cho s O (X) 2 x) Jt X) —
Do v p.a(X) pg—1(X) pa—2(X) T

where the differential is given by the sum of maps sign(+, ¢) -i5-, with the signs corresponding
to a chosen orientation on X as explained in Section 2.8.

The tropical homology of X is defined by
Hpg(X) := Hg(Cp,).
Similarly, we have a cochain complex

a2

cPe. L OPIY(X) cra—l(X) N CPI(X) — - -
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where

CPUX) 1= Cpg(X)" =~ @ F?(0)

oeX
[6l=q
é compact

and the tropical cohomology of X is defined by
HPY(X) := HI(CP*®).

We can also define the compact-dual versions of tropical homology and cohomology by
allowing non-compact faces. These are called Borel-Moore homology and cohomology with
compact support, and are defined as follows. We define

BM —
Cpq(X) = @ F,(0) and CPYUX):= 6—) F?(9).
oeX 0eX
[61=q [61=¢q
We get the corresponding (co)chain complexes C;N.I and CP*, and the Borel-Moore tropical

homology and the tropical cohomology with compact support are respectively
BM BM

Hy(X) o= Hy(Cpa(X)) and  HP(X) = HY(CD*(X)).

X
If X is compact, then both notions of homology and both notions of cohomology coincide.

Here, we defined the cellular versions of tropical homology and cohomology. As in the
classical setting, there exist other ways of computing the same groups: for instance using
either of singular, cubical, or sheaf cohomologies. We note in particular that the homology
and cohomology only depends on the support. Moreover, when it is more convenient, we
sometimes use one of these alternative versions.

Homology and cohomology in this paper refer to the tropical ones, so we usually omit the
mention of the word tropical.

3. Smoothness in tropical geometry

In this section we study a natural notion of smoothness in tropical geometry. As in
differential topology, the smoothness is a local notion, and we consider therefore local charts
for tropical varieties which are supports of tropical fans.

3.1. Balancing condition and tropical fans. We start by giving the definition of
tropical fans and present some of their basic properties. More results related to algebraic and
complex geometry can be found in [Mik06,Mik07, AR10, GKM09, KM09,Kat12,Bab14,
BH17,Grol18| and [MS15, MR09, BIMS15]|.

A tropical fan Y is a rational fan of pure dimension d, for a natural number d € Z>, which
in addition verifies the so-called balancing condition: namely, for any cone 7 of dimension d—1
in X, we require

Z n, % € NT.
o>T
Equivalently, this means, for any 7 of dimension d — 1, we have
(3.1) dlep=0 inNJ.
o>T

If the above relation between the vectors n,/. is the only one up to multiplication by a
scalar, that is, if for any 7 € ¥;_1 and real numbers a, for o > 7, the relation

2 Aoy /7 € N,

o>T
implies that all the coefficients a, are equal, then we say that 3 is tropically normal, or simply
normal if it is understood that X is a tropical fan, or that X is smooth in codimension one.
This is equivalent to requiring the one-dimensional star fan X7 to be a tropical line (i.e., its
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rays be generated by independent unit vectors eq, . .., ex and a last vector eg = —e; —- -+ —eg),
for any codimension one face 7 of X.

Under the normality condition for a tropical fan 3, we also qualify the canonical compact-
ification 3 as being normal.

REMARK 3.1 (Balancing condition and tropicalization). The balancing condition is ex-
tended naturally to weighted pure dimensional fans (or polyhedral complexes) where each
facet is endowed with an (integral) number called weight of the facet. This is the point of
view taken in [GKMO09, AR10|, for example, for defining tropical fans and studying their
intersection theory. Weighted tropical fans arise naturally in connection with tropicaliza-
tions of subvarieties of algebraic tori. In this regard, tropical fans we consider in this paper,
with weights all equal to one, are the abstract generalization of those which arise from faith-
ful tropicalizations: roughly speaking, if the tropicalization of X < T, for an algebraic tori
T = Spec(k[M]), over a trivially valued field k, is a tropical fan ¥ € Nr with all weights
equal to one, then Y naturally embeds in the Berkovich analytification X?" of X and forms a
skeleton in X" see [GRW17, GRW16] for more precise discussion.

Some of the results of this article extend naturally to the more general setting of tropical
fans in the presence of a nontrivial weight function. Since our primary purpose in this paper is
to discuss the smoothness properties in tropical geometry, in which case all the weights should
be equal to one, in order to simplify the presentation, we restrict ourselves to the reduced case
meaning that we require all the weights to be equal to one on the ambient tropical fan. This
being said, we note that even in this case, the weighted balancing condition appears naturally
when we will talk later about divisors and Minkowski weights. o

As a follow-up to the above remark we make the following definition.

DEFINITION 3.2 (Realizable tropical fan). A tropical fan ¥ which arises as the tropical-
ization of a subvariety X of an algebraic torus 7' = Spec(k[M]) over a trivially valued field
k is called realizable over k. A tropical fan is called realizable if it can be realized over some

field k. ©

REMARK 3.3 (Balancing condition and smoothness). In continuation of the previous re-
mark, we note that the balancing condition is a crucial ingredient for extracting a tropical
notion of smoothness. In fact, it can be seen as a tropical analogue of orientability which
allows to define a fundamental class for the fan. In the foundational works [CLD12, GK17,
BH17,JSS19], this is used to establish a tropical analogue of the Stoke’s formula, ultimately
leading to the Poincaré duality in [JSS19| under the extra condition for the tropical varieties
in question to be matroidal. It plays a central role as well in almost all the results we prove
in this paper. o

3.1.1. Localness of the balancing condition. A property P on rational fans is called local
or stellar-stable if for any fan X verifying P, all the star fans > for o € ¥ also verify P.
A property P is called a property of the support, or we say P only depends on the support,
if a rational fan ¥ inside N verifies P if and only if any rational fan ¥’ considered with a
possibly different lattice N’ such that ‘E’ = ‘Z" and ’E‘ AN = ‘Z" n N’ verifies P.
We have the following proposition which summarizes basic properties of tropical fans.
PRrROPOSITION 3.4. — (Support property) Both the balancing condition and the trop-
ical normality are properties of the support.
— (Localness of the balancing condition) To be tropical, resp. tropically normal, is a
local property.

PRrOOF. The first part can be obtained by direct verification. The second part is obtained
by identifying star fans of cones in a star fan X", for n € X, as appropriate star fans in the
original fan X. O
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3.1.2. Stability under products. We have the following basic result.

PROPOSITION 3.5. The category of tropical fans and their supports is closed under products.
The same holds for the category of normal tropical fans.

PROOF. A codimension one cone in the product ¥ x ¥’ of two fans ¥ and Y’ is of the
form o x 7/ or 7 x ¢’ for facets o and ¢’ of ¥ and ¥/, and codimension one faces 7 and 7’ of
Y and Y, respectively. It follows that the star fan of a codimension one face in the product
fan can be identified with the star fan of a codimension one face in either ¥ or ¥, from which
the result follows. O

3.1.3. The fundamental class of a tropical fan. Recall from Section 2 that to a rational
fan ¥ of pure dimension d, we associate its canonical element 14,

vy = (U )oes, € @ /\dNU.

O'EEd

Here, for each facet o of X, v/ is the canonical multivector of o which is a generator of /\l(’lNg =
F|, (o). We have the following well-known property, see for example [BH17, CLD12].

PROPOSITION 3.6. The fan X is tropical if and only if v, is a cycle of C;E(E)

In this case, by an abuse of the notation, we denote by 15, the corresponding element in
BM

H, ;(¥) and call it the fundamental class of .

3.1.4. Tropical irreducibility. We now present a tropical notion of i¢rreducibility which as
we show below will be directly related to (but slightly stronger than) the normality of tropical
fans introduced in the previous section. This is a property which we will need to assume at
some occasions in the paper.

DEFINITION 3.7 (Tropical irreducibility). A tropical fan ¥ is called irreducible at 7, for a
cone n € %, if the homology group HdBilIn\,dfln\ (X7) is generated by the fundamental cycle v,
A tropical fan irreducible at 0 is simply called irreducible.

The fan ¥ is called locally irreducible if it is irreducible at any cone n € X. o

PROPOSITION 3.8 (Localness of local irreducibility). Being locally irreducible is a local
property of tropical fans.

Proor. This is tautological from the definition. O
The following theorem gives a link between normality and local irreducibility.

THEOREM 3.9 (Characterization of locally irreducible tropical fans). A tropical fan ¥ is
locally irreducible if and only if it is normal and each star fan 3", n € X, is connected through
codimension one.

PROOF. Suppose X is locally irreducible. Consider a cone 7 of codimension one in 3. The
star fan 37 is an irreducible tropical fan of dimension one. Let p1,..., pr be the rays of 7.
Then the balancing condition for ¥7 implies that the vectors e,,,...,¢,, sum up to zero, and
the local irreducibility implies that the canonical cycle 14, is a generator of Hfhll (X7). For

any relation in N7 of the form
k
Z ajepj =0
j=1

for scalars a;, we get an element o € H ikll(ET). Since X7 is irreducible, « is a multiple of 14,

which implies that the scalars a; are all equal. This proves that X is normal.
Consider now a cone 7 € 3. It remains to prove that 3" is connected through codimension
one. Suppose this is not the case. Then we can find a partition of the facets of EZ into a
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disjoint union Sy i --- 11.S;, for some [ > 2, so that S; form the connected components of the
connectivity-through-codimension-one graph of the facets of ¥"7. It follows that each element
aj = (V,)oes; form a cycle in H;E(E") which contradicts the irreducibility of 7.

We now prove the reverse implication. Suppose ¥ is normal and that for each n € 3, 37
is connected through codimension one. Let n be a face of ¥ and let o = Zaezg AoV, be

In
an element in HdBiIhﬂ, d—InI(En)' Applying the normality condition to a codimension one face

7 of ¥ we infer that the scalars a, are all equal for ¢ > 7. Using now the connectivity of
> through codimension one, we conclude that the scalars a, are all equal. This shows « is a
multiple of 1y, and the irreducibility at  follows. Since this holds for any 7, we conclude the
local irreducibility of . O

Theorem 3.9 justifies the following definition via Corollary 3.11.

DEFINITION 3.10 (Irreducible components of a normal tropical fan). Let ¥ be a normal
tropical fan of dimension d. Consider the connectivity-through-codimension-one graph G =
(34, E) of ¥. Any connected component of G with vertex set V' < ¥, defines a subfan of X
which is tropical, normal and connected through codimension one. We refer to these as the
irreducible components of X. o

COROLLARY 3.11. Let X3 be a normal tropical fan of dimension d. The irreducible compo-
nents of 3 are irreducible. Moreover, they induces a partition of the facets ¥g4.

PROOF. This follows from the proof of Theorem 3.9 and from the definition. ]

Note that the statement in the corollary claims the irreducibility only at 0 (this is weaker
than local irreducibility by Example 11.3).

REMARK 3.12. Another natural definition for irreducible components of a tropical fan X

is the following. A subfan A of ¥ is an irreducible component of ¥ if it is the support of a
. BM . . . o . . .

nonzero element in H, ;(¥), and if it is minimal among the subfans with this property. In

the case X is normal, this definition coincides with the one given above. However, for general

tropical fans, irreducible components might not induce a partition of ¥; ( Example 11.13). o

PROPOSITION 3.13. The category of locally irreducible tropical fans is closed under prod-
ucts.

PRrROOF. This follows from Theorem 3.9 and the same property for the category of tropical
normal fans and fans which are connected through codimension one. U

3.2. Poincaré duality and cap product. Recall that the coefficient ring of our homol-
ogy and cohomology groups is Z unless otherwise stated.

Let ¥ be a simplicial tropical fan. Then HSI\C{[(E) contains a canonical element 15,. Using
the cap product —~ 7

BM BM
~: gP 1 (2) x Hpg,qz (E) - Hm*pl,fh*(h <Z)’

that we describe below, we get a natural map

BM

g HPUS) — Hy' 4 (5).

DEFINITION 3.14 (Integral Poincaré duality). We say that a simplicial tropical fan %
verifies the integral Poincaré duality if the above map is an isomorphism for any bidegree

(,q)- ©

Since the homology and cohomology groups of ¥ only depend on the support ‘E
the following.

, we get

PROPOSITION 3.15. The integral Poincaré duality is a property of the support.
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The above notion of duality can be defined in the same way for the compactification of
Y. In this case, H4%(3) still contains a canonical element 1. Since ¥ is simplicial, ¥ is a
cubical complex, and so the cap product can be defined. For unimodular tropical fans, we get
the following theorem. (See Theorem 3.23 for a more general statement.)

THEOREM 3.16. Let ¥ be a unimodular tropical fan. Assume that for any face o of ¥
(including 0), 37 verifies the integral Poincaré duality. Then X verifies the integral Poincaré
duality.

PROOF. There is a natural cover of % by open sets %, where %, is the union of all relative
interior of faces containing c0,. Then %, is isomorphic to a nice open set of 37 x Tl and the
arguments of [JRS18, Section 5| can be applied to prove the Poincaré duality for the %, and
to glue them together. An alternate proof can be obtained from the results we prove later in
Section 7, see Theorem 7.9 and below. ]

3.2.1. Description of the cohomology of fans and of the cap product. Let X be a tropical
fan. The cohomology of ¥ is very simple since the only compact face of X is 0. Thus,

FrP(0) ifg=0,
0 otherwise.

HPA(S) ~ CPI() ~ {

Keeping this in mind, we now describe the cap product on . Recall from Section 1.7 that
for a k-form « € /\kM , we denote by ¢, the contraction of multivectors by a. Contraction
naturally extends to chains by linearity and gives a map

BM BM

ta: Cpa(8) = Gy (D).

P
Identifying now C*0(%) with F¥(0) € A"M, we can view this as the cap product.

3.2.2. Reformulation of the integral Poincaré duality. The discussion from the previous

section leads to a map
BM
FP(0) = Hy oY), a— ().

For any p, this is an injective map. The surjectivity of this map in any degree as well as the
vanishing of H;E (X) for g # d is the essence of the integral Poincaré duality for X.

3.2.3. Stable invariance of the Poincaré duality. A property P of fans which only depends
on the support is called stably invariant if for a fan 3 and a positive integer k, fans supported

on ’E‘ verify P if and only if those supported on ‘Rk X E‘ verify P.
PROPOSITION 3.17. Poincaré duality is stably invariant.
We actually prove the following stronger property.

PROPOSITION 3.18. Let ¥ and X' be two tropical fans and consider the product ¥ x X/
which is a tropical fan. Then X x X' wverifies the Poincaré duality if and only if ¥ and X’
verify the Poincaré duality.

PROOF OF PROPOSITION 3.17. Any fan ¥ supported in R¥ verifies the Poincaré duality.
Applying the above proposition to X, ¥’ and the product ¥ x X’ leads to the result. O

PROOF OF PROPOSITION 3.18. Let d and d’ be the dimensions of ¥ and ', respectively.

We first prove that if both ¥ and ¥’ verify the Poincaré duality, then so does ¥ x Y.

By Kiinneth decomposition [GS19b], since the cohomology groups H**(X) and H**(%')
are torsion-free, and since by Poincaré duality the same holds for the Borel-Moore homology
groups, we get decompositions

HPI(S x Y~ @ H™(E)QHP "15(Y), and

0<r<p
0<s<gq
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H x>~ @ H @Hp rgs(X)).
o<r<p
0<s<gq

The Poincaré duality pairing (the cap product) is compatible with the Kiinneth decomposition.
This leads to the assertion that 3 x ¥/ verifies the Poincaré duality.

For the other direction, assume ¥ x ¥/ verifies the Poincaré duality. We show this holds
as well for ¥, and by symmetry, we get the result for ¥’. The cohomology H**(X x ¥’)
is torsion-free, and the Poincaré duality implies that Hf (X x ¥) is torsion-free. Applying
Kiinneth formula, we get that the cohomology groups and Borel-Moore homology groups of
Y and of Y are torsion-free and that the previous decompositions hold.

Once again, the cap product respects these decompositions. Hence, for any integers p, g,
the isomorphism

BM

HPUS x X) = Hyy g aa—g(E2 x 2

induces an isomorphism on each part: for each pair r,s with 0 <r < pand 0 < s < g,

BM BM

HT’S( )®Hp na S(E/) —)Hd r,d— s( )®Hd’ —p+r,d— q+s(21)

In particular, for r = p and s = ¢, we get the Poincaré duality for X in bidegree (p, q). [l

3.3. Tropical smoothness.

DEFINITION 3.19 (Tropical smoothness). A tropical fan X is called smooth if for any cone
o € %, the star fan > verifies the Poincaré duality. o

THEOREM 3.20. The property of being smooth depends only on the support of the tropical
fan.

PROOF. Let ¥ and ¥’ be two tropical fans with the same support X. Let x be a point
of X and denote by ¢ € ¥ and 7 € X the cones of ¥ and ¥’ which contain z in their
relative interiors. It follows that we have the isomorphism R!?! x $7 ~ RI7l x ¥/7. Applying
Proposition 3.17, we infer that X7 verifies the Poincaré duality if and only if X7 does. Since
this happens for all points of X, the result follows. ]

PROPOSITION 3.21. Let ¥ and X' be two tropical fans. Then X x X' is smooth if and only
if ¥ and X' are smooth. In particular, the category of smooth tropical fans is stable under
products.

PROOF. These follow from Proposition 3.18, and the fact that for any face o x o’ of ¥ x ¥/,
(B x 2)77 ~ %7 x ¥, O

DEFINITION 3.22. — Let X be the support of a tropical fan. We say X is smooth
if one, and so any, tropical fan ¥ with support X is smooth.

— A tropical variety X is called smooth if each point of X has an open neighborhood
which is isomorphic to an open neighborhood of a point in the canonical compactifi-
cation ¥ of a smooth simplicial tropical fan 3. o

A tropical variety in the above definition means a connected topological space with a
compatible atlas of charts each identified with an open subset of a canonically compactified
unimodular tropical fan such that the maps which give transition between the charts are affine
integral linear. We omit the formal definition here and refer to |[AP20b| and [JSS19] for more
details.
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3.4. Integral Poincaré duality for smooth tropical varieties. As in the local set-
sing, BM

ting, a tropical variety X of dimension d comes with its canonical class vy, € H,; ;" (X).
Here, H:r:g’BM refers to singular Borel-Moore tropical homology as defined in [JRS18|. (As

previously mentioned, in the case X = ¥ or %, this coincides with the previously introduced
Borel-Moore tropical homology.)
We say X verifies the Poincaré duality with integral coefficients if the cap product
sing, BM
c I/X: Hg;]qg(X) and Hd—p,d—q(X)
is an isomorphism.
The following is the general form of Theorem 3.16.

THEOREM 3.23 (Poincaré duality for smooth tropical varieties). A smooth tropical variety
verifies the Poincaré duality.

Proor. Combined with the results which preceded, concerning the calculation of the
cohomology and the integral Poincaré duality for tropical fans, the proof is similar to the one
given in [JRS18| for matroidal tropical varieties. We refer as well to [GS19b] for a sheaf-
theoretic approach and to [JSS19] for a proof of the duality for cohomology with rational
coefficients. Both these proofs are presented for tropical varieties which are locally matroidal,
but combined with the results we proved in this section, they can be applied to the general
setting considered in this paper. ]

REMARK 3.24. We will later give Example 11.1 which is a normal unimodular tropical
fan ¥/ with rk(H21(X')) = 2 but rk(H2(X)) = 0. This shows the theorem does not hold in
general only assuming unimodularity, and the smoothness assumption is needed in general to
ensure the Poincaré duality for the canonical compactification X of a tropical fan 3. o

4. Tropical divisors

In this section, we consider a tropical fan ¥ of pure dimension d in Ng ~ R" for some n
and study divisors associated to conewise linear functions.

4.1. Minkowski weights on rational fans. Let p,d be two non-negative integers with
p < d. Let ¥ be a rational fan of dimension d in Ng.

Assume for each cone o of ¥ of dimension d — p we are given a weight which is an integer
denoted by w(c). Let C := (X<q—p,w) be the corresponding weighted fan with the weight
function w on the facets of ¥<4_,. The weight function w is called a Minkowski weight of
dimension d — p on X if the following balancing condition is verified:

V1eXip 1, Z w(o)ng, =0€ NT.
o>T
We denote by MW 4_,,(X) the set of all Minkowski weights of dimension d —p on £. Addition
of weights cell by cell turns MW,_,(3) into a group.
Note that in the case where 3 is a tropical fan, we get a canonical element denoted by [X]
in MWy4(X). This is given by the weight function 1 on facets of X.

4.2. Divisors on tropical fans. Let now X be a tropical fan. A divisor of X is the
data of a pair (A, w) consisting of a (possibly empty) subfan A < ¥ of dimension d — 1 and
a weight function w: Az_; — Z ~ {0} such that the weighted fan A is balanced. This means
for any cone n € A of dimension d — 2, the balancing condition

Z w(T)n,/, € Ny

TGAd,1
T>n

holds. Equivalently, a divisor in ¥ is any element of MW _1(X). In this case, the fan A will
be the support of w, i.e., the subfan of ¥ defined by all 7 € ¥;_1 with w(7) # 0.
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In what follows, we denote by Div(X) the group of divisors on ¥ and note that we have

Div(¥) = MW, ().

4.3. Principal divisor associated to a conewise integral linear function. Let
f:32 — R be a conewise integral linear function on ¥ as defined in Section 2.1, i.e., f is
continuous and it is integral linear on each cone o of ¥. Recall that for each face n of 3, we
denote by f;, the linear form induced by f on N, .

Let 7 be a face of codimension one in X. The order of vanishing of f along T denoted by

ord,(f) is defined as
ord, (f) = = Y folngr) + fT(Z “o/r)

o>T o>T

with the sums running over over all cones o € ¥4 containing 7.

PROPOSITION 4.1. Notations as above, the order of vanishing ord.(f) is well-defined, that
is, it is independent of the choice of normal vectors n,/, € Ny-.

PROOF. For each pair o > 7, two different choices n,/, and n/, /7 of normal vectors differ
by a vector in N,. It follows that

= folng) + fT(Z na/T> + Z fongr) = fT(Z “:f/f)

a>T o>T o>T
- Z fo(ngr _n;'/’r) + fT(Z Ny /r — Z n’O/T)
o>7 o>T o>T
= — Z fT(na/T_n;/T)'i‘fT(Z Ny /7 — Z n;_/T) = 0. 0
o>T7 o>T o>T

The order of vanishing function gives a weight function ord(f): ¥4_1 — Z. We associate
to f the data of the pair (A, w) where A is the fan defined by the support of ord(f), i.e., by
those cones 7 of dimension d — 1 in ¥ for which we have ord,(f) # 0, and the weight function
w: Ag_1 — Z~ {0} is given by w(1) = ord,(f). We have the following well-known result, see
for example [AR10].

PROPOSITION 4.2. Notations as above, the pair (A, w) is a divisor.

PROOF. For the sake of completeness, we provide a proof. We need to prove the balancing
condition around each cone 1 in A of dimension d — 2. It will be enough to work in ¥ and
extend the weight function w by 0 on all cones which are not included in A.

Replacing f with f — f,, and passing to the quotient by N, g, we can assume that X is a
tropical fan of dimension two and n = 0. In this case, we have to show that

> ord.(f)er = 0.
7'621

We choose primitive vectors n, /. in N for any pair of non-zero cones o > 7 in ¥ such that
we have the balancing condition

(4.1) V7el, D, =0
o>T
Consider a pair o > 7 and denote by 7’ the other ray of . We can write
bT,T’ na’/T =e¢ + Qr 7' €1
for a unique pair of integers a, » and b, ». Note that b, . # 0. Equation (4.1) now reads

> ! ew=—<2 a”/)er,

; bT,T’ ’ bT,T’
T'~T T'~T
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where, we recall, the notation 7 ~ 7 means 7" and 7 are the two rays of a two dimensional
cone in Y. To conclude note that

diorde(fler == Y1 > folngr)er + ) fT(Z na/T)er

TEY TEY] O>T TEY o>T

= Z Z fU(nU/T)eT

TEYL O>T

== Z Z fo( & a;’TleT)er (with 0 =7 v 7')

TEE1 7— ~T

= _ Z Z fr ¢rr) B Z Z fT eT CLTT’ ¢ (since fs| = fr for o >17)

TEX T/~T TEXY T/~T
f Qr,7/
_ _ Z Z EAN 2 T+ Z fT(eT)<_ Z bTiT)eT
TEXL T'~T ™ TEY T'~T T
fr(e
-3 B EE S e T e
TEXL T/~T TEY
e e
:_Z Zf’r’r ZZJCTTT’:O-
TEYL T/~T TEXL T/ ~T
To see the last equality, note that b, » = by ,, both terms being equal to the covolume of
the sublattice of N generated by ¢, and e¢,,. Using this and the symmetry, we infer that the
difference of the last sums is zero. O

DEFINITION 4.3 (Principal divisors). Let ¥ be a tropical fan. For any conewise integral
linear function on 3, we denote by div(f) the divisor associated to f. Such divisors are called
principal. Principal divisors form a subgroup of Div(X) that we denote by Prin(X). o

DEFINITION 4.4 (Effective and reduced divisors). A divisor (A, w) on X is called effective
if all the coefficients w(7) for 7 a (d — 1)-dimensional cone in A are positive. An effective
divisor is called reduced if all the weights are equal to one, i.e., w(7) = 1 for any facet 7 of A.
In such a case, we simply omit the mention of the weight function. o

4.4. Principal and div-faithful tropical fans. We now define a class of tropical fans
on which divisors behave nicely.

DEFINITION 4.5. Let ¥ be a tropical fan and let 1 be a cone in 3.

— We say that ¥ is principal at n if any divisor on X7 is principal. We call the tropical
fan X principal if 3 is principal at any cone 1 € X..

— We say that % is divisorially faithful at n or simply div-faithful at 7 if for any conewise
integral linear function f on X7, if div(f) is trivial in Div(X7), then f is a linear
function on »". We call the tropical fan 3 div-faithful if 3 is div-faithful at any cone
neE M. o

The importance of div-faithfulness in our work relies on the fact that tropical modifications
behave very nicely on div-faithful tropical fans, cf Section 5.1.6.

PROPOSITION 4.6. The properties of being principal and div-faithful are both local.
PRrROOF. The statement is tautological. (Il

REMARK 4.7. Examples 11.5 and 11.3 show that being principal, resp. div-faithful, at 0
does not imply the fan is principal, resp. div-faithful. o
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4.5. Characterization of principal and div-faithful saturated unimodular trop-
ical fans. We now provide a characterization of principality and divisorial faithfulness in the
case the tropical fan is saturated and unimodular. This will be given via the map

cl: AY(Z) - Div(Z) ~ MWy_ (%)

that we describe now. Here, as in the introduction, A*(X) refers to the Chow ring of X.
We start by recalling the definition of the above map. First, for any k, we get a natural
isomorphism
MW, (2) ~ A*(2)*.
This is [AHK18, Proposition 5.6], and is a consequence of Localization Lemma 6.1, see
Remark 6.2.
For k = d, this gives the degree map

deg: A4(%) > Z, a—>f a
by

where the notation {, means evaluation at the canonical element [3] of MW(X) given by the
weight function 1 on X4, see Remark 6.2.
The composition of the product map in the Chow ring with the degree

AR(D) x ATR(D) — AYE) — Z,
(a, B) 1 deg(a - ),

gives the map
cf: AF(E) - AR (D) ~ MWy (D).
For k = 1, this gives the map
cl: AY(Z) — Div(%).
Notice also that, since ¥ is unimodular, Z1(X) coincides with the set of conewise integral

linear forms on Y. Moreover, since ¥ is saturated, A'(X) is isomorphic to conewise integral
linear forms modulo globally linear ones.

PROPOSITION 4.8. The map cl is described as follows. Consider an element a € A(Y)
with o = Zpezl apX, for some coefficients a, € Z. Let f be the conewise linear function on X
which takes value a, at ¢,, for any ray p. Then we have cl(a) = —div(f).

PROOF. Notations as above, we need to show that for each 7 € 3;_1, we have the equality
deg(a - X;) = —ord.(f).

Let £ be an integral linear function on N which is equal to f on 7 and let X, = 3 s £(e,)X,.
Since Xy is zero in the Chow ring, replacing o by o — Xy, we can assume that a, = 0 for any
ray p in 7. The proposition now follows by observing that

deg(a - X;) = Z a,deg(X,X,) = Z a, = —ord,(f —¢) = —ord,(f). O
pEX] pPEX
p~T p~T

THEOREM 4.9 (Characterization of principal and div-faithful fans). Let ¥ be a unimodular
tropical fan of dimension d and let n be a cone in 3. Assume X is saturated at n. Consider
the map cl,: A1(Z") — Div(X7). We have

— X 1s principal at 1 if and only if cl, is surjective.
— X is dw-faithful at n if and only if cl,, is injective.
PRrROOF. Both parts follow directly from Proposition 4.8 applied to 7. (|
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REMARK 4.10. Notice that principality and div-faithfulness are independent of the lattice
outside the support of the fan. By this, we mean that a tropical fan ¥ in Ny is principal,
resp. div-faithful, if and only if for any other lattice N’ which verifies ‘E‘ NN = ‘Z‘ NN, X
is principal, resp. div-faithful, when considered equipped with this new lattice.

For such properties, replacing the lattice N by F;(X) if necessary, there is no harm in
assuming that the fan is saturated at 0 (though we cannot assume global saturation by Ex-
ample 11.10). o

THEOREM 4.11. A smooth tropical fan is both principal and div-faithful.

PROOF. Let X be a smooth fan. We first assume that ¥ is saturated and unimodular. By
the Hodge Isomorphism Theorem 7.2 for smooth tropical fans, for any cone n € 3, A*(X") veri-
fies the Poincaré duality. Hence, we get an isomorphism A*(X7) ~ A9=F(X7)* ~ MWy (X7).
This implies that the map cl,: AY(X7) — Div(¥") is bijective. We infer from the previous
theorem that ¥ is both principal and div-faithful at n. This being the case for any n € 3, the
theorem follows.

We now argue that the saturation condition is not needed by Remark 4.10. What is
more, we do not need to require unimodularity, nor even simpliciality: Theorem 5.7 combined
with Theorem 5.9 (3) and (4) imply that div-faithfulness and principality are properties of the
support provided the support is locally irreducible. This finishes the proof of our theorem. [

5. Tropical shellability

As in the previous section, ¥ will be a tropical fan of pure dimension d in Ng ~ R" for
some natural number n. We moreover fix an orientation (Va)geg, and consider the canonical
compactification ¥ of ¥ with a compatible orientation.

5.1. Tropical modifications. We start by recalling the definition of tropical modifica-
tions and introducing some variants of it in context related to canonical compactifications. A
survey of results and references related to the concept can be found in [Kall5|.

Let f: ‘Z‘ — R be a conewise integral linear function on . Assume that the principal
divisor div(f) is reduced. Denote by A the corresponding subfan of ¥.. We allow the case the
divisor div(f) is trivial, in which case, A will be empty. In this section, we will define three
types of tropical modifications defined by A, or more precisely by f, that we call open, closed,
and extended, as described below.

5.1.1. Open tropical modification. We start by defining the open tropical modlﬁcatlon of
> with respect to f. This will be a fan in NR ~ Rl = R™ x R, for the lattice N:= N x Z,
that we will denote by TM;(X).

Consider the graph of f which is the map I'y defined as

r=T;: |[¥ — Ng=DNgxR,
z —  (z,f(2))
For each cone o of 3, we consider the cone o, in ]VR which is the image of o by I'y, ie.,

0, :=Ty(0) NR. Moreover, to each face § of A, we associate the face §, := §,+ R e, , where
= (0,1) € Ng x R. Here 0 in ¢, = (0, 1) refers to the origin in Ng.
The open tropical modification of ¥ along A with respect to f, or simply the tropical
modification of ¥ along A if the other terms are understood from the context, is the fan
TMs(Y) in Nz ~ R™1 defined as

TMs(E) :={o,|oceX}u{d [deA}.

PROPOSITION 5.1. The tropical modification TM(X) is a tropical fan. Moreover, we have
a natural projection map

p: [TMpE)] - 2]
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which is conewise integral linear.

Before going through the proof, we make some remarks and introduce some notations.
First, we observe that the fan TMg(X) is rational with respect to the lattice IV, and that for

each face o € 3, the lattice N,, can be identified with the image I' (N, ). This shows that for
an inclusion of cones 7 < o, we can pick

Noo/70 = (nU/T7fO'(nO'/T)> € ]f\\f: N x Z,

where, as before, f, € NJ denotes the linear form which coincides with f on o. Second, we

observe that for each § € A, the lattice ]m\f(;L can be identified with f]\\f& x Z ~ Ns x Z, and
that we can choose ng /5, = ¢.. Finally, for an inclusion of cones 7 >4 in A, we can set

Nrjo, = (n7/57 0)e N.
PRrROOF OF PROPOSITION 5.1. We need to prove the balancing condition around any codi-

mension one face of TM;(X). These are of two kinds, namely faces of the form 7, for 7€ ¥4
and those of the form §, for § € Ag_s.

First let 7 € ¥4_1, and consider the codimension one face 7, of TM;(X). Two cases
happen:

— Either 7 € A, in which case the d-dimensional faces around 7, are of the form o, for ¢ > 7
in X as well as the face 7,. The balancing condition in this case amounts to showing that
the vector

N /r + Z Noo/mo = & + Z (nO'/T7fO'(nO'/T)) = (07 1) + < Z No/r) Z fa(n0/7)>

o>T o>T o>T o>T
oeY o€EY o€ oeY

belongs to ]f\\f;o. Since ord,(f) = 1, the term on the right hand side of the above equality

becomes equal to
( Z na/rv fT(Z no-/‘r))a

o>T o>T
oEY oEY

which by balancing condition at 7 in 3 belongs to ]’\77-0 =T¢(N;).

— Or we have 7 ¢ A, ie., ord;(f) = 0. In this case, the facets around 7, are of the form o,
for o > 7 in X, and we get

Z Noo /10 = Z (no/rafo(ncr/-r)) = (Z No/rs Z fa(no/r)) = (Z no’/T?f’T(Z na/7)>7

o>T o>T o>T o>T o>T o>T
oY o€ oeY o€ o€ o€EY

which again belongs to f]\\f;o =T (N;).

It remains to check the balancing condition around a codimension one face of the form
9, in TMs(X) with 0 € Ayg_o. Facets around 4, are all the cones 7, for 7 € Ay_; and 7 > 4.
Using the balancing condition in A = div(f) around 0, Proposition 4.2, we see that the sum

2 nga = (X neran0)

T>9 T>0
TEA TEA

belongs to Ng x Z < ],%L, and the assertion follows.

The second statement is straightforward. ([l

We naturally endow TM;(X) with the orientation induced by the one of 3 on faces of the
form o,, for 0 € ¥, and extend it so that sign(d,,d,) = +1 for any 6 € A.
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5.1.2. Closed tropical modification. The closed tropical modification lives in Ng x T, and
is defined as the closure of the open tropical modification.

We still denote by o, the image in ]VR = Nr X R of a cone o of X. For each § € A, we
consider the cone §, = §, + R e, defined in the previous section, and denote by J; the closure
of 4, in R™ x T. Moreover, for any § € A, we denote by d,, the extended polyhedron §,+ 0 -e,,
which is also equal to d; \ (Vg x R).

The closed tropical modification of % with respect to f is the extended polyhedral complex
in Ng x T which consists of faces {0, | c € X} U {d. | 6 € A} U {d, | 6 € A}. We denote it by
CTM;(X). We extend the orientation induced by the one on TM;(X), adding the condition
sign(d,,0,) = —1 for any § € A.

5.1.3. Extended tropical modification. We now define the extended tropical modification.
Let ¥ be the canonical compactification of ¥, and let A be the compactification of A inside X.
Then the closed extended tropical modification of ¥ with respect to f denoted by CTM;(X) is
defined as the canonical compactification of the fan TMg(X). The set of faces of CTM;(X) is
exactly

{o,|ceX}u{d |de A} u{d,|de A},

where 0,6, and J, are defined as above with the map I'y extended by continuity. The
projection p extends to this context.

We also define the open extended tropical modification of 3 with respect to f denoted by
TM;(X) as follows. Let ¥ be the tropical modification TM(E). Then, TM(X) is defined as
the restriction of CTM; () to the space TPg \ TPge . The set of faces of TM(X) is exactly

{o,]ceX}u{d |deA}.

5.1.4. Degenerate tropical modifications. In the case where A is trivial, the tropical mod-
ification of ¥ with respect to f still has a meaning. In this case, the tropical modification is
called degenerate. The closed and the open tropical modifications coincide: they become both
equal to the graph of f. The faces of the tropical modification are in one-to-one correspon-
dance with faces of 3. However, unless f is a linear form on X, the tropical modification is not
isomorphic to 3. We refer to Example 11.4 in Section 11 which explains this phenomenon. On
the contrary, if f is integral linear, then we just obtain the image of 3 by a linear map, and
in this case, the fans ¥ and TM;(X) are isomorphic. In particular, if 3 is div-faithful at 0,
then the vanishing of div(f) implies that f is linear, and in this case, the tropical modification
becomes isomorphic to X.

Unless otherwise stated, in this article we allow tropical modifications to be degenerate.

5.1.5. The case of tropical fans which are both principal and div-faithful at 0. Assume X
is a tropical fan which is principal and div-faithful at the cone 0 € 3. In this case any divisor
A is the divisor of a conewise integral linear function f on 3, and in addition, if g is another
integral conewise linear function on ¥ such that div(g) = A, then f — g is linear. Therefore,
when A is reduced, the two tropical modifications TM;(X) and TMy(X) are isomorphic via
the affine map which sends the point x € R**! to the point = + £(p(z))e. where £ € M is a

linear form restricting to f — g on ‘E’ Hence, working modulo isomorphisms, we can talk
about the open tropical modification of ¥ along A. We denote it by TMa(X). The same
applies to the extended setting and leads for instance to what we call the closed extended
tropical modification of ¥ along A that we denote by CTMx(X).

5.1.6. Star fans of a tropical modification. Let 3 be any fan and let ¢ € 3. Let f be
a conewise linear map on Y. Then f induces a conewise linear map f on the star fan 3¢
defined as follows. Let ¢ € Mg be a linear map that coincide with f on ¢. Then f — ¢ is
zero on o and we set f7 = m.(f —{) where m: Ng — Ng is the natural projection. Then
f? is a conewise linear map on 7. Note that although f? depends on the choice of £, it is
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well-defined up to an element of M, = (Ng)*. This is enough for our purpose. That is why,
abusing the terminology, we sometimes call f? the conewise linear map induced by f on X°.
We also note that in the case ¥ is rational and f is integral, by choosing £ € M we can ensure
that f? is conewise integral linear on 7.

PROPOSITION 5.2. Let X be a tropical fan and let f be a conewise integral linear map on
Y. Assume the divisor div(f) is reduced and denote it by A. Set ¥ = TM(X). Then we have

the following description of the star fans of 3.
— IfSe A, then X% ~ A9,

— Ifo e, then ¥% ~ TM;o (X7) where f is the conewise integral linear map induced
by f on X°.

— If o € ¥ A, then once again we have 300 ~ TMso(£7). However, this time the

tropical modification is degenerate. In particular, if X is div-faithful (at o), then Yoo
1s isomorphic to X°.

PROOF. The proof is a direct verification. O

5.2. Star subdivision. Let ¥ be any rational fan. Let o € X be any cone of ¥ of
dimension at least one. Let p be a rational ray generated by a vector in the relative interior
of 0. The blow-up of X along p, also called the star subdivision of ¥ along p, consists in
replacing any face o v 1/ for n ~ o by the faces of the form 7 v p v 1y’ for any proper subface 7
of 0. We obtain a new fan with the same support which we denote by X(,). On the contrary,
if ¥ is the blow-up of some fan ¥’ along a ray p, then Y’ is called the blow-down of ¥ along
p. By an abuse of the terminology we say a fan 3 is obtained by a blow-up of ¥ along o if
there exists a ray p in the relative interior of ¢ as above so that ¥ coincides with X

If X2 is unimodular, a blow-up of 3 along o is called unimodular if 3, is still unimodular.
Such a blow-up is in fact unique. Indeed, for any face o with rays p1,..., g, there is exactly
one ray p such that the blow-up along p is unimodular. This ray is generated by e,, +---+e¢,, .
Via the link to toric geometry, the unimodular blow-up S of © along o corresponds to the
blow-up of the toric variety Py; along the closure D? of the torus orbit T associated to o.
For this reason, we denote this blow-up by B¢, (X).

5.3. %-shellability. In the previous sections, we defined two types of operations on
tropical fans: tropical modifications and star subdivisions. In this section, we define a notion
of shellability using these operations. Roughly speaking, a tropical fan is shellable if it can be
obtained from a collection of basic tropical fans by only using the above operations.

The idea behind the definition is that if a property P holds for our basic tropical fans and
if, in addition, this property happens to be preserved by the above operations, we then obtain
a wide collection of tropical fans all verifying the property P. This happens in practice for
many examples of properties which will be discussed later in the paper.

Recall that by our convention from Section 2, we work with fans modulo isomorphisms,
so that we can talk about the set of isomorphism classes of rational fans.

DEFINITION 5.3 (Tropical shellability). Let € be a class of tropical fans (or more precisely,
a set of isomorphism classes of tropical fans). Let 2 be a subset of ¢ that we call the base set.
The set of tropically € -shellable fans over % denoted by Shy (%) is defined as the smallest
class of tropical fans all in € which verifies the following properties.

— (Any element in the base set is tropically @-shellable) We have & € Shy (%).

— (Closeness under products) If ¥, ¥/ € Shy(#) and the product ¥ x 3’ belongs to €,
then ¥ x X/ € Shy(2).
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— (Closeness under tropical modifications along a tropically shellable divisor) If ¥ €
Shg(#) and if f is a conewise integral linear function on ¥ such that either the
divisor div(f) is reduced and div(f) € Shg (%), or div(f) is trivial, and if in addition
TMf(E) € €, then TMf(Z) € Shy(A).

— (Closeness under blow-ups and blow-downs with shellable center) If ¥ € &, for any
cone o € ¥ and any ray p in the relative interior of o which verify 37 € Shy (%) and

Y (p) € €, we have

Y e Sh(g(,@) = E(p) € Shcg/(@)
If € is the set of all tropical fans, we just write Sh(%). o

We note that the category of tropical fans is stable by the above list of operations. The
main purpose of restricting the operations to be performed inside % is to forbid arbitrary blow-
ups and blow-downs. The main examples of classes & of tropical fans which are of interest to
us are all, resp. simplicial, resp. unimodular, resp. unimodular quasi-projective, tropical fans
that we denote by Trop, Frop —, Trop , and Trop , respectively. We call them the standard
classes of tropical fans. These classes only constrain blow-ups and blow-downs since they are

all stable by products and by tropical modifications (see Theorem 5.6).

An important example of the base set is the set %y = {{0}, A} where A is the complete
fan in R with three cones 0,R>g, and R¢y. We will later see that Sh(%,) contains many
interesting fans.

DEFINITION 5.4 (Shellable fans). A fan ¥ is called shellable in € if ¥ € Shy(%yp). If
€ = TJrop, we simply say that X is shellable. o

DEFINITION 5.5 (Shellable properties). Let € be a class of tropical fans.
— A subclass . of € is called stable by shellability in € if She () = .7,

— By extension, if P is a predicate on tropical fans of €, then P is called stable by
shellability in €, or simply shellable, if the subclass of fans of € verifying P is stable
by shellability. Equivalently, P is shellable if for any subclass £ of € such that all
elements of A verifies P, then all elements of Shy (%) verifies P. o

5.4. Stellar-stability. A class . of tropical fans is called stellar-stable if for any > € .
and any o € ¥, the star fan 3 also belongs to .. For instance, the four standard classes
Trop, Trop ", Trop, and Trop , as well as %y are stellar-stable (cf Theorem 5.6). Recall that
a predicate P on fans is called local or stellar-stable if P(¥) = P(X9) for any o € X.

There is a natural way to construct a stellar-stable predicate from an arbitrary one. If P
is any predicate on tropical fans, then we denote by P* the predicate

P*(X): Voelx, P(X%).

For instance, local irreducibility, div-faithfulness, and principality are all defined in this way
relative to the corresponding property at 0. The same holds for the smoothness property
where P is the Poincaré duality of the fan at cone 0. As we will see later in Lemma 5.10,
viewing them this way allows to considerably simplify the proofs we give of their shellability.

5.5. Properties of standard classes. The following theorem summarizes several nice
properties enjoyed by the four standard classes of tropical fans that we introduced in the
previous section.

THEOREM 5.6. Let € be one of the four standard classes of tropical fans. Then € wverifies
the following.

— (Closeness under products) If ¥ and X' belong to €, then we have ¥ x ¥/ € €.
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— (Closeness under tropical modifications) If ¥ € € and if f is a conewise integral
linear function on 3 such that either div(f) is reduced, or it is trivial, then TMy(X) €
C.

— (Containment of the basic fans) Both fans of By are in €.
— (Stellar-stability) The class € is stellar-stable.

— (Existence of unimodular quasi-projective subdivisions) Any fan in € has a subdivi-
ston in € which is unimodular and quasi-projective.

— (Weak factorization) Let X and X' be two fans in € with the same support. Then
there exists a sequence of fans ¥ = X0, 21 22 . 5k = 3 in € such that for any
1< k—1, X;11 is obtained from X; by performing a blow-up or a blow-down.

PROOF. We only sketch the proof here.

— (Closeness under products) For Jrop this is stated by Proposition 3.5. Moreover, simpliciality
and unimodularity are preserved by taking products. Let us justify that the product of two
quasi-projective fans ¥ and Y is quasi-projective. Let m: ¥ x ¥ — Y and 7’: ¥ x ¥/ — Y/ be
the two natural projections. Let f and f’ be two convex conewise linear functions on ¥ and
Y, respectively. Then a direct calculation proves that @*(f) + #"*(f’) is convex on 3 x ¥,
and so the product remains quasi-projective.

— (Closeness under tropical modifications) For Jrop, this is Proposition 5.1. The new cones of
the form §, with ¢ in the divisor are simplicial, resp. unimodular, provided ¢ is simplicial, resp.
unimodular. Hence, simpliciality and unimodularity are preserved by tropical modifications.
For quasi-projectivity, if ¢ is a convex conewise linear function on a fan > and if p is the
projection associated to a tropical modification 3 of Y, then we claim that p*(g) is convex on
3. Take § € A and let us prove that p*(g) is convex around d,. By the very definition, we
know that there exists a linear form ¢ such that g — £ is zero on § and is strictly positive on
rays p ~ 6. Moreover, let [, be a linear form which takes values one on ¢, and 0 on §,. Then,
for a small enough positive real number e, p*(g) — p*(¢) + €l_ is zero on §,, takes value € > 0
on ¢, and is strictly positive on rays p, for p ~ §. This proves that p*(g) is convex around J,.
One can prove similarly that g is convex around other faces of 5. Hence 3 is quasi-projective.

— (Containment of the basic fans) This is trivial.

— (Stellar-stability) For Jrop, stellar-stability follows from Proposition 3.4. Simpliciality and
unimodularity are local properties. For quasi-projectivity, a conewise linear convex function
on a fan induces convex functions on the star fans around its faces.

— (Existence of unimodular quasi-projective subdivisions) This is a well-known fact. We refer
to Section 4 of [AP20b]| for more details.

simp

— (Weak factorization) This last property is far from trivial. For Jrop” and Jrép ", this is The-
orem A of [W1097], proved independently by Morelli [Mor96| and expanded by Abramovich-
Matsuki-Rashid, see [AMR99|.

For Jrop”™ , this can be obtained from relevant parts of [W1097, Mor96, AKMWO02] as
discussed and generalized by Abramovich and Temkin in [AT19, Section 3]. O

5.6. Shellability, support and factorization. The following shows that in some cases
of interest, shellability is only a property of the support and of the ambient lattice.

THEOREM 5.7. Let € be a standard class. Let . be subclass of € which is both stellar-
stable and stable by shellability. Then a tropical fan X of € is in . if and only if any tropical
fan of € with the same support |%| and considered with the same lattice is in & .
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Notice that here we remember the ambient lattice. This is weaker than being a property
of the support. For instance, if ¥ is not saturated in Ng and if ¥’ is the same fan considered
with a different lattice N’ = F1(X), then the above theorem does not imply that ¥ € .7 if
and only if ¥’ € ., even though ¥ n N = ¥/ n N’. For many applications, e.g., for properties
depending on ¥ n N in the sense of Remark 4.10, this remark has no importance. However,
for the study of the Chow ring, for instance for the shellability statement in Theorem 5.9 (5)
in the next section, some counter-examples can be easily constructed (see Example 11.8).

PROOF. Let ¥ € . and let ¥’ be another fan of ¢ with the same support and the same
lattice. By the weak factorization property of Theorem 5.6, there exists a sequence of fans
Y =0 sl . 2k 1 vk — 5 all belonging to € such that Y**! is obtained from %! by
performing a blow-up or a blow-down.

Let us prove that X! € .. If ©! is obtained from ¥ by blowing up the face n € 3, then
we have X7 € ¥ by stellar-stability. Hence . is closed by blow-up along 7, and we have
Yl e .. Otherwise, this is ¥ which is obtained from X! by blowing up along a ray p which is
in the relative interior of some face 7/ € £!. In this case, notice that ($)7 = X7V7 where 7 is
any face of codimension one in 7. Once again, (Zl)"/ belongs to . and, by closeness under
blow-downs, we get X! € .7.

Proceeding step by step and using the same argument for the next fans in the sequence,
we obtain that ¥/ = ¥¥ € .7. O

REMARK 5.8. Note that the proof is still valid if we just require .¥ to be stellar-stable
and closed by blow-ups and blow-downs along faces whose star fan belongs to .%. o

5.7. Examples of shellable properties. The following theorem gives important exam-
ples of properties which are shellable in relevant classes of tropical fans.

THEOREM 5.9. We have the following.
1) Normality is shellable.

(
(2)

(3) Div-faithfulness is shellable.
(4)

Local irreducibility is shellable.

4) Principality is shellable in the class of locally irreducible fans. More precisely, the

property of being both principal and locally irreducible is shellable.

(5) Poincaré duality for the Chow ring is shellable in the class of div-faithful unimodular
Jans. More precisely, the set of div-faithful fans whose Chow rings verify the Poincaré
duality is stable by shellability in Trop .

(6) The fact to verify both Hodge-Riemann and Hard Lefschetz for the Chow ring is
shellable in Trop .

(7) Smoothness is shellable.

PROOF. In order to prove this theorem, we will introduce in Section 5.8 a useful tool
called shellability meta lemma which allows to simplify the proofs of the different points in
the definition of shellability. Then, we will be able to prove points (1) and (2) in Section 5.9.

The other points are treated later: (3) and (4) are the contents of Theorems 6.9 and 6.7,
both proved in Section 6. Property (5) is Theorem 6.10, which is also established in the same
section.

Point (6) is proved in [AP20b]. The last point is the content of Theorem 10.4 and will
be proved in Section 10, using tools we will introduce in Section 8. ]

All the properties of Theorem 5.9 are verified by elements of %y. Hence, all these properties
are true in Shq_ waproj ($). In Section 5.10, we prove that this class contains an interesting
Jrop

class of fans, namely generalized Bergman fans.
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5.8. A tool to prove shellability. Checking all the axioms of shellability might be
somehow tedious in general. The following meta lemma helps in practice to simplify the
verification of these different points.

LEMMA 5.10 (Shellability meta lemma). Let € be one of the four standard classes. Let P
be a predicate on elements of €. Assume that the elements of Py verify P.

Let 3 be an arbitrary fan in € such that for any face o # Q in X, the star fan 37 verifies
P*, and such that at least one of the following points is verified.

— X is the product of two unimodular quasi-projective fans verifying P*.

— X is the tropical modification of a unimodular quasi-projective fan verifying P* with
respect to some conewise integral linear function f such that either div(f) vanishes,
or div(f) is reduced, unimodular, quasi-projective, and verifies P*.

— X is the blow-up along some ray of a fan verifying P*.
— X is the blow-down along some ray of a fan verifying P*.

If for any fan X as above, the property P is verified, then P* is shellable in €.

Moreover, if P is a predicate only depending on the support of the fan, we can restrict
ourselves to fans ¥ verifying one of the two first points.

Using this lemma, one can now just focus on the following goal: proving that X verifies P
for each of the four cases. For instance, we have to prove that if 3 is a product of two fans
verifying P*, then X verifies P. To do so, we can assume without loss of generality that the
two factors (and thus ¥ itself) are unimodular and quasi-projective, and that every proper
star fan of ¥ verifies P*. Most of the time, it is not really needed to assume so many properties
to be verified by ¥, and we can proceed in more generality. This being said, we will often
assume 3 is unimodular for instance.

The rest of this section is devoted to the proof of the above lemma. First, notice that the
very last part of the proposition is clear since blow-ups and blow-downs do not change the
support of the fan.

Let . € € be the class of fans verifying P*. Since P* is stellar-shellable, so is .. For
any integer n, we use the notation €<", resp. €<", to denote the subset of € of fans of
dimension less than n, resp. at most n. We define . <" and .#’S" similarly.

Let us prove that, under the assumption of the lemma, .# is stable by shellability. We
prove it by induction on n. Assume that, for some integer n, .#<" is stable by shellability in
¢ <". This is clear for n = 1. We prove that <" is stable by shellability inside €<".

5.8.1. Closeness under blow-ups and blow-downs. We verify that .#<" is closed under
blow-ups and blow-downs. Let ¥ be a fan in €<". Let n € X be a face and let p be the ray
in the relative interior of . Assume that ¥, € €<". We need to show the equivalence

Eeﬂ<"<=>2(p)ey<”.

We first prove if ¥,y € SS™ then ¥ € <™. For this, we compare the star fans of ¥ and

Z(p) as follows. Consider a face o of ¥ different from 0. There are three cases.
— First, assume that o is not comparable with 7. In this case, the two star fans E‘(’p)

and X7 are identical. Since .7 is stellar-stable, the first one is in .% by assumption.
Hence X7 € .7.

— Second, we assume that o > 1. In this case, we have X7 ~ Zzpv)p where 7 is any face
of codimension one in ¢ such that 7 A n < 7. Once again 37 € ..

— Finally, assume that ¢ and 7 are comparable but ¢ ¥} 1. Denote by 17, resp. p?, the
face corresponding to n, resp. to p, in 3. Then p° is a ray in the relative interior 7.

The star fan Z") is then naturally isomorphic to the blow-up star fan (EU) (p7)" By

(p o)
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assumption, E‘(’p) € <", Moreover (E")nU = Y7V which is in <" by the second

point above. Hence, applying the closeness by blow-down of .#<", we deduce that
Y7 is also in <" < ..

In any case, 37 € & for any face o # 0. One can apply the assumption of the lemma to
deduce that ¥ verifies P. Hence, X verifies P*, thus ¥ € .#’S™. This proves the direction <.

To prove the direction =, assume ¥ € .#S". Take a cone ( in ¥y different from 0.
Apart from the faces which already appeared in the above case analysis for which the reversed
argument applies, it remains to consider those faces ( with p < (. Denote by ( — p the face
of ¢ of codimension one which does not contain p. Set o = ({ — p) v 7. Then we get

[, =[] < Y,

where k = |o| — [(] € {0,...,n — 1}. Since <" is stellar-stable and closed by blow-ups
and blow-downs, we can apply Remark 5.8 and Theorem 5.7: Efp) is in <" if and only
if there exists a fan with the same support in <™. This is the case. Indeed, X7 € <",
Moreover, A and {0} belong to . by assumption. Since .#<" is stable by shellability, we
deduce that 37 x A¥ € .#<". This last fan has the same support as 6 Hence, we infer that

(p)
zgp) e.S<nc 7.

We have proved that E%p) € & for any nontrivial face ( € X,). As before, we apply the
assumption of the lemma to deduce that ¥, € <" Hence, .<" is stable by blow-ups and
blow-downs. In particular, we can apply Theorem 5.7 in <" for the rest of this proof.

5.8.2. Closeness under products. We whish to prove that .S <™ is stable by products inside
E<n. Let ¥ € €<" be the product of two fans in S<n_ Let us prove that > € .#<".

Denote this two factors by 1 and 32, Let Y1 resp. ¥2, be a unimodular quasi-projective
subdivision in € of X!, resp. of X2, which exists by Theorem 5.6. Then, clearly X! has the

same support as il, and by Theorem 5.7, we get X! € .#<". In the same way, we obtain
Y2 e . /S Set ¥ = X! x ¥2. Let ¢! x 02 be a nontrivial face of £. Then

Eal><02 ~ (El)al > (22)02

By stellar-stability of .%, both factors belong to <™. Hence, the stability by shellability of
<™ implies that the product belongs to .#<".

Therefore, for any nontrivial face o of 3, we get 37 € .. Applying the assumption of
the lemma, we deduce that ¥ verifies P and thus ¥ € .#<". Since ¥ and 3 have the same
support, we can apply Theorem 5.7 to deduce that 3 € .#<" as well. Thus, .’<" is stable by
products.

5.8.3. Closeness under tropical modifications. Let ¥’ be a fan in .<". Let f be a conewise
integral linear function on ¥’ such that div(f) is reduced. Set ' = TM(X). Set A" = div(f)
and assume that A’ is in .S™ (by convention, we assume in this proof that @ € .#<™). We
wish to prove that 3 is in .#<".

Let X be a unimodular quasi-projective subdivision of ¥/. Then f is still conewise integral
linear on ¥. Moreover, A := div(f), taken in ¥, is a unimodular quasi-projective subdivision
of A’. As for the case of the product, Theorem 5.7 implies that both ¥ and A are in .7S".
Set 3 = TM;(X). A face ¢ of dimension k£ > 0 in S is of two kinds, either it is equal to d, for
6 € Ap_q or it coincides with o, for o € X;. By Proposition 5.2, in the first case, the star fan
o is isomorphic to A? and so belongs to .. So we can now assume that & = o, for a cone
o € 2. Then, 39 is the tropical modification of 37 along A with respect to the function f°.
By convention here we set A7 = & if 0 ¢ A. Note that 37 and A? are in <", Since ./<"
is stable by shellability, TM- (£7) € .<". We infer again that 37 € .7, as desired.
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At this point we have verified that for any nontrivial cone & in i, the star fan 37 is in
. Using the assumption of the lemma, we deduce that X verifies P and so ¥ € .<". By
Theorem 5.7, we deduce that ¥’ € .#<". Therefore, <" is closed by tropical modifications.

5.8.4. End of the proof. Finally, we have proved that .’<" is stable by shellability in €'<™.
By induction, we deduce that .7 is stable by shellability, i.e., P* is shellable in % ([l

5.9. Normality and local irreducibility are shellable. In this section, we prove
Points (1) and (2) of Theorem 5.9, namely that normality and local irreducibility are shellable.
Let us start with normality.

First recall that a tropical fan ¥ is shellable if and only if for any face 1 of codimension one
in ¥, X7 is isomorphic to the tropical line in some R¥, i.e., if ¥" has rays po, . .., pr, then the
only linear relation of dependence between e, ..., ¢,, is (up to a scalar) e,, +---+e¢,, = 0. In
particular, normality is stellar-stable and only depends on the support (see Proposition 3.4).

Denote by P the predicate for a tropical fan to be normal. Hence P = P*. Note that
elements of %y are normal. Let ¥ be a fan verifying the condition of Lemma 5.10. In
particular, if the dimension of ¥ is at least two, then for any face 1 of codimension one in X,
the star fan X" is normal. As a consequence Y verifies P.

It remains to treat the case where ¥ has dimension one. In this special situation, the only
nontrivial case is when ¥ is the tropical modification of a normal fan, i.e., of the tropical line
in R* for some integer k. There are two cases.

— First, assume Y is a non-degenerate tropical modification of the tropical line in R¥.
Let ¢q,...,ex, ¢, be the unit vectors of the rays of ¥ with e, the special one, i.e.,
the one such that p(e.) = 0 for the projection map p associated to the tropical
modification. Let ao,...,ax,a_be some coefficients such that ageg + -+ + a,e, = 0.
Applying p we deduce that agp(eo) + - - - + arp(ex) = 0. The normality implies that
ag = --- = ai. Moreover, by the balancing condition on X, we get ¢g+---+¢ = —e..
Thus, (—ag + a.)e, = 0. Hence, we should have ag = --- = a; = a,, which proves
that X is normal.

— Otherwise, X is a degenerate tropical modification of a tropical line. One can prove
in the same way that X is normal in this case.

We have proved that normality fulfills the conditions of Lemma 5.10. Hence, normality is
shellable.

Denote by @ the property of being connected in codimension one. Recall that a fan 3 is
locally irreducible if and only if it is normal and verifies @* (this is Proposition 3.9). Thanks
to Lemma 5.10, one can easily prove that Q* is shellable. Since normality is also shellable, it
is clear that local irreducibility is shellable. O

5.10. Shellability of the generalized Bergman fans. Recall that we say a tropical
fan X is a generalized Bergman fan if it is isomorphic to a tropical fan with the same support
as the Bergman fan of a matroid. In this section we prove the following theorem.

THEOREM 5.11. The Bergman fan of a matroid is shellable in ﬂng?Wj. More generally,

any unimodular quasi-projective generalized Bergman fan is shellable in T |

Note that the Bergman fan of a matroid is quasi-projective. Indeed, the Bergman fan
of any matroid is a subfan of the Bergman fan of a free matroid, which is projective. This
last observation also implies that any complete fan is a generalized Bergman fan. The above
theorem thus implies that projective fans are shellable.

The rest of this section is devoted to recalling basic definitions and properties regarding
matroids and their Bergman fans, and then giving the proof of this theorem.
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5.10.1. Matroids. We start by recalling basic definitions involving matroids and refer to
relevant part of [Ox106| for more details.

A matroid can be defined in different equivalent ways, for example by specifying what is
called its collection of independent sets, or its collection of bases, or its collection of flats, or its
collection of circuits, or still by giving its rank function. The data of any of these collections
determines all the others. The definition of a matroid with respect to independent sets is the
following.

DEFINITION 5.12 (Matroid: definition with respect to the family of independent sets). A
matroid MM is a pair (E, J) consisting of a finite set E called the ground set and a collection J of
subsets of F called the family of independent sets of 90 which verifies the following axiomatic
properties:

(1) The empty set is an independent set: & € J.
(2) (Hereditary property) J is stable under inclusion: if J < I and I € J, then J € J.

(3) (Augmentation property) for two elements I,.J € 7, if card(J) < card(I), then one
can find an element ¢ in I \ J such that J + i€ 7. o

An example of a such a pair (E,7J) is given by a collection of vectors vy,..., v, in a
finite dimensional vector space H over a field k. The corresponding matroid 99t has ground
set E = [m] and has independent sets J consisting of all subsets I < [m] verifying that the
corresponding vectors v; for ¢ € I are linearly independent. A matroid 91 of this form is said
to be representable (over k). A recent result of Peter Nelson [Nell8] shows that almost any
matroid is non-representable over any field: denoting by €, the proportion of representable
matroids on the ground set [m] among all the matroids on this ground set, the numbers €,
converge to zero when m goes to infinity.

To a given matroid M = (E,J) we can associate the so-called rank function rk: 2F — Z-
which is defined as follows. Consider a subset A € E. The rank of A is then defined by taking
the maximum of card(I) over all independent sets I which are included in A. The rank of I
is then the integer rk(E). The rank function satisfies what is called the submodularity property
which is

VA A CE, tk(An A') +rk(Au A") <1k(A) + rk(4).
The rank function rk determines J as the family of all subsets I < E which verify rk(I) =
card([]).

A basis of M by definition is a maximal independent set. The collection of bases of 97 is
denoted by B(9M). On the contrary, a circuit of 9 is a minimal dependent set, where a set
is dependent if it is not independent. The collection of circuits of 9t is denoted by €(9M).

The closure cl(A) of a subset A in E is defined as

cl(A) := {a € E such that rk(A + a) = rk(A)}.

A flat of M is a subset F' € E with cl(F) = F. Flats are also equally called closed sets and
the collection of flats of the matroid 9t is denoted by C/(9).

For a representable matroid, given by a collection of vectors vy,...,v,, in a vector space
H ~ k", the above definitions coincide with the usual ones from linear algebra. For example,
a flat F' of 91 is a subset of [m] such that {v;};cr is the set of all the vectors in the collection
which live in a vector subspace of H.

An element e in the ground set is a loop if {e} is not in J, that is, if rk({e}) = 0. Two
elements e and ¢’ of E are called parallel if tk({e,e'}) = rk({e}) = rk({¢'}) = 1. A simple
matroid is a one which neither contains a loop nor parallel elements.

An element e € E is called a coloop if tk(E — e) = rk(F) — 1. This is equivalent to F — e
being a flat.

Finally, a proper element in a matroid is an element which is neither a loop nor a coloop.



5. TROPICAL SHELLABILITY 155

5.10.2. Bergman fans. For a simple matroid 9 on a ground set F, the Bergman fan of 9
denoted by gy is defined as follows.

Recall that for a subset A = F, we denote by ¢4 the sum > _, ¢;. Here {¢;}icp is the
standard basis of RF. Let N = ZF / Zep and denote by M the dual of N. By an abuse of
the notation, we denote by the same notation e the projection in Ng of > ._, ¢;. Note in
particular that ex = 0.

The Bergman fan ¥op of 9 is a rational fan in Nr of dimension rk(9t) — 1 defined as
follows. First, a flag of proper flats % of M is a collection

F. oFrhchc -l #FE

consisting of flats Fi, ..., Fy of 9. The number ¢ is called the length of Z.
To such a flag %, we associate the rational cone o0z < Ng generated by the vectors
¢Fy,CFy, .- -, ¢F,, that is

O = {)\191?1 + -+ )\gepe Alyeeay Ap = 0}_

Obviously, the dimension of oz is equal to the length of .Z.
The Bergman fan of 9 is the fan consisting of all the cones oz, % a flag of proper flats
of M, i.e.,

Yom 1= { o ‘ % flag of proper flats of M }

It is straightforward using the properties of matroids to check that gy is a tropical fan of pure
dimension rk(9) — 1. A generalized Bergman fan is any fan isomorphic to a fan of support

’Zm‘ (considered with the same lattice) for some matroid 9.

We now mention some basic properties and examples of generalized Bergman fans. Let
9 be a matroid on the ground set £ = [m] and denote by €(9) the circuits of M. The
support of gy can be described as follows, see [AKO06| for more details. Let f]g;n be the set
of points & = (;);ep € R such that for every circuit C' e €(9t), the minimum of x; for i € C
is achieved at least twice. Note that if x € f)gm, then z + A(1,...,1) € f]gm for all A € R.

PROPOSITION 5.13 (Ardila-Klivans [AKO06]). The support of Yon coincides with the pro-
jection of Xgn in RE/]R(L o).

As we previously said, any complete rational fan ¥ is a generalized Bergman fan. To
see this, let U,41 be the uniform matroid on the ground set E = [r + 1], with collection of
independent sets J = 2I"*1]. In this case, the support of ¥y, ,, is the full space R” ~ R™1 /Rep.

Let now 91 be a realizable matroid on the ground set E = [m] defined by a collection
of non-zero vectors v1,..., v, in a vector space V over the field k. We can view v1,...,v;,
as elements of the dual vector space of V* and in this case, we get a collection of hyper-
planes Hy,...,H, < V* with H; = ker(vj: VY — k), j € [m]. This leads to a hyper-
plane arrangement in the projective space P(V*) again denoted by an abuse of the notation
Hy,...,H, < P(V*).

Let now X be the complement in P(V™*) of the union Hj u---u Hy,. The collection of linear
forms v; gives an embedding of X < T = Spec(k[M]) ~ G /G, with G,, = Spec(k[xT!])
the algebraic torus over k. The quotient G / Gy, here refers to the diagonal action of Gy,
on G'. In this case, the tropicalization of X < T coincides with the Bergman fan gy,
see [AKO06,MS15]| for more details.

As mentioned above, we have the following proposition.

PROPOSITION 5.14. The product of two generalized Bergman fans is again a generalized
Bergman fan.
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More precisely, for two matroids 9t and 9, we have

‘Ezm’ X ’&m/ ~ ‘Ezmvfm'

where M v M’ is any parallel connection of M and M’. We give the definition below and refer
to [Ox106, Chapter 7] for more details.

A pointed matroid is a matroid 9 on a ground set F with a choice of a distinguished
element * = xgy in F. Let now 9 and 9 be two pointed matroids on the ground sets F and
E’ with distinguished elements 9y € F and #gn € E’, respectively. The parallel connection
of M and MM denoted by 9 v M’ is by definition the pointed matroid on the ground set
EvE =Fu E’/(*gm = gy ), the wedge sum of the two pointed sets E and E’, with
distinguished element % = %9y = #gy/, and with the following collection of bases:

BN v ) ={ BUB'| BeB(M),B € B(M') with #m e B and #yy € B’}
v {B U B'\ {xm} | B B(M),B € B(M') with #9n € B and *oy ¢ B'}
U {B U B\ (s} | B B(M), B' € BON) with #m ¢ B and gy € B/}.

We note that the circuits of 9 v M’ are given by
O v ') = (M) u (M)
U {(C U ')\ {x} | C € €(M) with #oq € C and C' € €(M') with #gy € C”}.

A parallel connection of two matroids 9 and 9 is the wedge sum of the form (9, e) v
(M, €’) for choices elements e € M and ¢’ € M’ which make pointed matroids out of them.

The analogous operation for graphs consists in gluing two different graphs along distin-
guished oriented edges as illustrated below. One can check that the relations between the
bases, resp. the circuits, of three matroids involved in a parallel connection mimics the rela-
tions between the spanning trees, resp. the circuits, of the three graphs.

PROOF OF PROPOSITION 5.14. Let 9t and M be two matroids on ground sets E = [m]
and E' = [m/], respectively. We show that the support of ¥gny x Yoy is isomorphic, by an
integral linear isomorphism on the ambient spaces, to Xon. o -

Consider the following maps

REVE 09 pE  RE T, RE/R(1,...,1) x RE/R(L, ..., 1).

Here, 7, 7/, ¢ and ¢’ are the natural projections.

We follow the notations introduced in Proposition 5.13 and consider the subsets Egmvgm/
f]m and Egm/ of REVE' RE and R¥, respectively.

Since €(M v M) contams ¢(M) and €M), it is clear that ¢ x ¢’ restricts to a map ¢ x ¢’

from Egmvgml to ng X Egm/ Let us denote by v: Emvgﬁl — ‘Zm’ X ‘ng/‘ the composition of
this map with the projection m x 7/. It is clear that 1 is a linear map and that ker(y)) =
R(1,...,1). Hence, it remains to prove that v is surjective. But the surjectivity can be
checked directly by using the description of the circuits in 9 v 9 given above and by applying
Proposition 5.13. (|
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5.10.3. Proof of the shellability of quasi-projective Bergman fans. We are now in position
to give the proof.

PrROOF OF THEOREM 5.11. Let 9 be a simple matroid with Bergman fan Ygy. We need
to show that any quasi-projective fan X with ‘E‘ = ‘E;m’ in Jrop  is shellable.

By Theorem 5.7, it will be enough to produce one such fan ¥ and show it is shellable.

First, we observe that since A € %, the product A" is shellable. This implies that complete
fans in Jrop . are all shellable.

It follows that projective fans are shellable. We can therefore assume that 997 is not a free
matroid. We now proceed by induction on the size of 9.

There exists a proper element of 9t that is an element ¢ in the ground set E of M
such that M\ {i} has the same rank as 9. It is well-known that in this case, the tropical
modification of Yoy, (53 along the divisor Xy (;y < Ygp. ;) 18 @ quasi-projective fan of support

[
is quasi-projective, it is itself shellable in Trop”™” and the result follows. U

ugproj

, see [Sha13b|. By induction, both Yon_ (;; and Yoy are shellable in Jrop” ™. Since Yoy

Example 11.11 shows that the property of being a generalized Bergman fan is not shellable,
and at the same time provides an example of a shellable tropical fan which is not a generalized
Bergman fan.

6. Chow rings of tropical fans

In this section, we study Chow rings of tropical fans. We define a natural cycle class
map from the Chow groups to the tropical homology groups of the compactification ¥, and
moreover, study the behavior of Chow groups under tropical modifications and blow-ups.
From this description, we deduce the shellability of local irreducibility and div-faithfulness
stated in Theorem 5.9.

Unless otherwise explicitly stated, 3 will be a simplicial tropical fan; we will assume
unimodularity for the cycle class map and for the Poincaré duality.

6.1. The additive structure of the Chow ring of a simplicial fan. Consider a
rational simplicial fan ¥ in Ng. We do not assume in this subsection that ¥ is tropical.
Recall that the Chow ring A*(X) is defined as the quotient

A*(X) = Z[X, | pe 1] /(11 + )
where
— I is the ideal generated by the products X,,---X,,, for k € N, such that p1,..., ps
do not form a cone in X, and

— I is the ideal generated by the elements of the form
Z £(ep)X,
pEXT
for £ € M where the primitive vector ¢, is the generator of NV n p.

In order to distinguish to which fan we refer, sometimes we denote by Ny and My the lattices

underlying the definition of X, My = Ny, and denote by Ix; and Iy > the ideals used above

in the definition of A*(YX).

In the following, if o is a cone of X, we set

Xp = [ [ X,

pEX]
p<o

Let
zk(®) = @D Zx, — Z[X, | p € 3]

O’EEk
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so that we get a well-defined map Z*(X) — A*(%).

LEMMA 6.1 (Localization Lemma). The map Z¥(X) — A¥(X) is surjective and its kernel
1s generated by elements of the form

2 €(ep)XpXr,

pEY]
T~p

where T € X_1 and £ is an element in M that is zero on T.

PRrOOF. This fact is a special case of a more general result stated in [FMSS95, Theorem
1], which establishes an isomorphism between the Chow groups of a variety coming with an
action of a solvable linear algebraic group with the specific Chow groups defined by cycles and
relations which are all stable under the action of the group. A generalization of that theorem
can be found in [Tot14] and subsequent works [Fra06,Jos01, Pay06|.

We will give an elementary combinatorial proof in Section 6.8. (Il

REMARK 6.2. In the case the fan ¥ is unimodular, the above lemma provides an isomor-
phism MW (X) ~ A*(2)*. Namely, we have a pairing
(0 ZRE) x MWR(E) = Z, K, (Bg,w)) — w(o)

for any o € 3. By the balancing condition for the element (X, w) and Localization Lemma,
the pairing vanishes on the kernel of the map Z¥(X) — AF(X) and we get the desired map
MWg(EX) — A¥(Z)*. A direct application of Localization Lemma shows that this map is
actually an isomorphism, see [AHK18, Proposition 5.6]. However, A*(¥) might have torsion
(see Examples 11.8 and 11.10), in which case A*(¥) is not isomorphic to MW (X)*. We will
discuss torsion-freeness of the Chow ring of tropical fans further in Section 7.

For k = d and if ¥ is tropical, this gives the degree map deg: A%(X) — Z which is
obtained by evaluating at the canonical element [3] € MWy(X). More precisely, the degree
map is obtained by sending the element X, of Z4(X) to 1, for any o € %g. o

PROPOSITION 6.3 (Kiinneth formula). Let ¥ and X' be two simplicial fans. Then
A (T x YY) > A (D)@ A*(Y) and MW,.(Z x ) >~ MW,(Z) @ MW, (¥).
Moreover, the first isomorphism is a ring isomorphism.
In this section, every tensor product is over Z.

PROOF. Notice that for two simplicial fans ¥ and ¥/, we have My sy ~ My, x Msy. Then
one can check that
12,1 @Z[XQ | o€ 2,1] + Z[XQ | o€ El] ®IE/,1 = IEXE’,la and
Is2®@Z[Xp o€ XN] + Z[Xg | 0€ X1] ® I = Iy 2.
The first part of the statement then follows because the tensor product is right-exact.
For Minkowski weights, there is a perfect pairing Z*(2) x W () — Z where W () ~ Z>*
denotes the group of weights of dimension k on ¥. The orthogonal sum of the different degrees

leads to a perfect pairing between Z*(X) and W, (X). Denote by Z¥(X) the subgroup of Z¥(X)
generated by elements of the form
2 g(na'/T)XU ’

o>T
where 7 € ¥;,_1 and £ is an element in My that is zero on 7. From the definition of Minkowski
weights we infer that MWy () is equal to ZF(X)*. One can check that
Z5E)@ 2z X)) + 2°X) @ Z5(X) = Z5(L x ).

Taking the orthogonal of each member in Wo(X) @ W4 (X)) >~ W, (X x ¥), we get the desired
isomorphism MW, (X) @ MW, (X)) ~ MW, (X x X). O
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6.2. The cycle class map from the Chow ring to the tropical homology. Let
now X be a unimodular tropical fan. In this section, we prove the following proposition.

PROPOSITION 6.4. For any integer k, there exists a well-defined map
v: ANE) - Hypa-k(X)
defined by sending X, to the canonical element vso associated to ig.

For any o, the support of V5o is the compactification of a tropical fan. Thus, it is a tropical
cycle of ¥. One can thus think of the image of A*(2) as a part of the homology generated by
tropical Chow groups of >, endowed with the intersection product.

Recall from Section 2 that for simplicial ¥, and 7 < 7, the face éT of 3 is denoted by oy

PROOF. The fact that v is a cycle comes from the balancing condition. By Localization
Lemma 6.1, it remains to check that, for any 7 € ¥3_1 and any £ € M orthogonal to T,
Dot (ep)bpr is a boundary. This then shows the natural map Z¥ — Hy j 4 1(X) passes
to the quotiecflt and defines the map stated in the proposition.

Since { is orthogonal to 7, it induces a linear map on N7 which we also denote by £.
To each facet n > 7, we associate the contraction of v by ¢ denoted t¢(v)) € Fg_g(o7): if

P1,-- -, pi—k+1 are the rays generating oy in N p such that v =ep A+ Aep, ., then
d—k+1
- .
L(vy) = Z (=1)" lep)epy A e A A Ay
i=1
Set tp(vs ) := Y nex, te(vy ). A direct computation shows that
® n>T
b)) = 3 Uepvron

PEXL

pP~T
which proves the claim, and concludes the proof. (|

There is another natural cycle class map. It is given by the following composition.
¢: Ak(E) — Adik(Z)* - MWd,k(E) - dek,dfk(i)'

The first map sends « to (ﬁ — deg(a - B)) and the last map sends a Minkowski weight
(X<d—k,w) to (w(U)VU)JeEd € Ci—k.d—r(X). This last map is studied in detail in Section 7
where we prove that it is an isomorphism.

We claim the above two cycle class maps coincide. Let us briefly justify this fact.

Let o be a face of dimension k in ¥. There is a natural ring morphism i*: A*(3) — A*(X9)
described for instance in [AHK18, AP20b|. This map is entirely determined by the property
that, for a ray p « o, it maps X, to 0 if p is not comparable with ¢, and to X,s if p ~ ¢ where
p° is the corresponding ray of ¥7. Using the arguments in Section 7.4, one can check that the
map AP(X) — AP(X?) commutes with the restriction map i*: HPP(X) — HPP(L). (This is
the reason the map between the Chow rings is denoted i*.) With this in mind, we get the
following commutative diagram.

A(B7) —— ATHRE) —— MWy 1(29) —— Ha pa k(X))

0

l | | [
Ak(E) E— Ad_k(Z)* — de,k(z) — dek,dfk(i)
The second and last vertical maps are the dual of the maps i* described above. The first

vertical map sends 1 to X,. In the first row, 1 is mapped to the Minkowski weight [X7] €
MW (39) and then to 14 . Hence, the last vertical map sends 150 = 9(Xs) to ¢(X,).
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6.3. Chow ring and tropical modifications. In this section, we prove that the Chow
ring and the cycle class map behave well with respect to tropical modifications.

Let ¥ be a simplicial tropical fan of dimension d and let A = div(f) be the principal
divisor associated to a conewise integral linear function on 3. Assume that A is effective

reduced, and let 3 be the fan obtained by the open tropical modification of 3 with respect to
3.

PROPOSITION 6.5. Notations as above, we have a natural surjective ring morphism
A% (D) — A*(D).

PRrROOF. Following the notations of Section 5.1, for any ray ¢ € 31, we denotes by g, the
corresponding ray in ¥;. We assume for now that A is nontrivial and denote by p the only
ray of ¥ that does not come from 3, that is, p = 0, where 0 refers to the zero cone Oy, of 3.

Consider the map 9: Z[X, | o€ 1] = Z[X, | 0 € 531] defined by sending X, to X,,. Let
Is 1, Is g, Is , and Iy, be the ideals appearing in the definition of the Chow rings of 3 and

3. We clearly have ¢ (Is 1) S I5 . Moreover, if £ is a linear form on the ambient space of X

and if p denotes the projection associated to the tropical modification, since p*¢ is zero on the
special ray p, we get that

T/J( Z E(eg)Xg) = Z p*e(eg, )X, = 2 p*e(eo)X,-

9621 geZl 9651

This implies that ¢(Ix2) < I3 5. All together, we thus get a well-defined map ¢ from At (%)
to A*().

To prove the surjectivity, by the definition of v, we just need to find a preimage for
X, € A*(X). For this, take any integral linear form ¢ on N that takes value one on the
primitive vector e, of the special ray p. In the Chow ring A*(X), using ¢, we can express X,

as a linear combination of the X, for p € 3 — p. This linear combination is in the image of v,
and the surjectivity of ¢ follows. In the case A = div(f) is trivial, the proof is similar. O

For the sake of completeness, we state the following proposition and refer to Sections 7
and 10 for the definition of the relevant maps used in the statement.

PROPOSITION 6.6. Let ¥ be a unimodular tropical fan. The morphism A*(X) — A*(S)

~

commutes via the Hodge isomorphism theorem with the map H**(X) — H**(X) studied in
Section 10. Hence, it also commutes with cycle class maps and we get the following diagram.

ARS) —— Hy g i(2)

I |

A’“(E) E— dek,dfk(i)
PrOOF. The proof is straightforward once the different maps have been defined. 0

6.4. Shellability of the principality. In this section we prove the following theorem.

THEOREM 6.7 (Shellability of the principality for locally irreducible tropical fans). The
property for a tropical fan to be both principal and locally irreducible is shellable.

Local irreducibility assumption is needed here as shown by Example 11.7. To prove the
theorem, we need to check the different cases of Lemma 5.10. The fact that elements of %,
are locally irreducible and principal is trivial.
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6.4.1. Closeness under products. Consider two locally irreducible principal tropical fans
Y, Y’ of dimension d and d’, respectively. By Theorem 5.9 (2), local irreducibility is shellable.
Hence ¥ x ¥/ is locally irreducible. Let us prove that ¥ x ¥’ is principal at 0. By Kiinneth
formula for Minkowski weights, we get

MWd+d/_1(E X E/) = MWd(E) ® de/_l(zl) @ MWd_l(E) ®MWd/(E,)

Using the above decomposition, and arguing by symmetry, we only need to verify that divisors
of the form D x C’ for D € MW,_1(X) and C' € MW 4 (X') are principal.

Since ¥’ is locally irreducible, we can suppose that C’ is equal to the element [¥'] in
MW 4 (X') given by /. Since ¥ is principal, we have D = div(f) for a conewise integral linear
function f on 3. Denote by 7: ¥ x ¥ — ¥ the natural projection. We have div(7*f) =
div(f) x [¥'] = D x C’, from which the result follows.

6.4.2. Closeness under tropical modifications. Let X be a locally irreducible principal trop-
ical fan, and let 3 be a tropical modification of 3. Once again S is locally irreducible. By
Lemma 5.10, we can assume without loss of generality that ¥ is unimodular.

By Proposition 6.5, the applications A(X) — AY(E) and A41(2) — A9-1(2) are both
surjective. It follows that the dual map A% 1(E)* — AYL(X)* is injective, and from the
explicit description of the map cl® given in Proposition 4.8, we get the following commutative
diagram

ALD) —— ALY = MWy (3)

I | J

AYE) —— AT " MWy (D)

We now show that ¥ is principal at 0. By Theorem 4.9 this is equivalent to the surjectivity
of the map A'(X) - MW,_;(2) (saturation is not needed for this part of the theorem).
Moreover, since ¥ is principal, A}(3) — MW,_1(X) is surjective. Using the above diagram,
we obtain the surjectivity of A'(£) — MW,4_1(). This in turn implies that 3 is principal at
0, as desired.

6.4.3. Closeness under blow-ups and blow-downs. Once again, closeness of local irreducibil-
ity has already been checked. Consider a tropical fan ¥ of dimension d and let ¢ be a cone of
¥ and p a ray inside 0. Set X' = ¥,). Assume that ¥ and ¥’ are principal at any nontrivial
face. We need to prove X is principal at Oy, if and only if ¥/ is principal at Oyy.

Assume first that ¥ is principal. Let D be a divisor in ¥’. Let D? be the induced divisor
on X'?. We infer the existence of a conewise integral linear function f” on ¥'P such that
div(fP) = DP. Via the projection map Ng — Nf, we view ff as a conewise integral linear
function on the fan X" < ¥’ consisting of the cones 7 comparable with p, and extend it to
a conewise integral linear function on full ¥’. By an abuse of the notation, we denote this
function by fP. The divisor D — div(f?) on X' does not have any of the faces 7 > p with
T € X/, in its support. This means it can be viewed as a divisor in X. Since X is principal,
we can find a conewise integral linear function f on ¥ with div(f) = D — div(f?). We infer
that D is the divisor of the conewise integral linear function f + f* on Y, which shows that
D is principal, as desired.

Assume now that ¥/ is principal. Let D be divisor in X. Viewing D as a divisor in ¥/, we
find a conewise integral linear function f on ¥’ such that div(f) = D. Take a facet n > o in
Y. Denote by ¥’ |77 the fan of support 1 induced by X'. If f is not linear on 7, then one can

find a face 7 of dimension d — 1 in ¥’ |, % such that ord #(7) # 0. This is impossible since D

is supported on faces of 3. Hence f is linear on all the facets of 3 containing . Therefore f
is conewise integral linear on ¥ which proves that D is principal in X.
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6.4.4. Proof of Theorem 6.7. At this point, we have verified all the cases of Lemma 5.10
and this concludes the proof of Theorem 6.7. (|

6.5. Div-faithfulness and stability of the Chow ring under tropical modifica-
tions. The following theorem implies the invariance of the Chow ring under tropical modifi-
cations under the assumption that the underlying tropical fan ¥ is div-faithful.

We follow the preceding notations and denote by 5 the tropical modification of ¥ along
A = div(f).

THEOREM 6.8 (Stability of the Chow ring under tropical modifications). Notations as

above, let Y be the tropical modification of the tropical fan ¥ along A. Assume furthermore
that ¥ is diwv-faithful. Then we get an isomorphism

A*(S) ~ A*(%)

between the Chow rings. Moreover, this isomorphism is compatible with the Poincaré duality
for Chow rings.

PRrROOF. If A is empty, since ¥ is div-faithful, f is linear and 3 ~ ¥ from which the result
follows. Hence, in what follows, we assume A # &, and we denote by p the special ray of 3.
We already know there exists a surjective map ¢: A*(X) — A'(i) given in Proposition 6.5.
We now construct a surjective map ¢: A'(f]) — A*(X) and show that ¢ o1 = id, from which
we get the result.

Consider first the surjective map ¢: Z[X, | ¢ € ] — Z[X, | 0 € 1], which appeared
implicitly in the proof of Proposition 6.5. This is defined on the level of generators as follows.
Take the linear form £ on N that takes value one on the primitive vector e, of the special ray

p and that is zero on N x {0}. For each ray of ¥ of the form g, for g € £y, set d(Xg,) := Xp,
and define

P(Xp) = — Z (eg,)Xo-

0EX

Notice that from the equality e,, = (¢,, f(¢p)), We get £(ep,) = f(ep).

We claim that ¢ passes to the quotient. In this case, it is clear that ¢ induces an inverse
to 1, and the isomorphism between A*(¥) and A®(3) stated in the theorem follows.

Denote by Is 1, Is 2, Ii,l and Ii,Q the ideals appearing in the definition of the Chow rings

of ¥ and 3, as previously.
We show that we have ¢(I5,) S Is 2 and ¢(I5 ;) < Is1 + Is2, which allow to pass to the
quotient and get the above map on the level of Chow rings.

To show that ¢([s,) S Is 2, consider an integral linear form [ on N. Let ! :=1— l(ep)L.
We have I’(e,) = 0 and so I’ gives an integral linear form on N ~ ]V/Zep. We have

o( 25 Uekxo) = 1en)o(x,) + X Uea)olo) = D5 I(eo)Xe

03 0EX 0EX
This shows that ¢(I5 ,) < Is 2.
We now consider the image of I5,,. Consider a collection of distinct rays p, ..., pg of i,

k € N, and suppose they are not comparable so that we have X,, ...X,, € I . Two cases can
happen. 7

(1) Either pq, ..., py are different from p.
(2) Or one of the rays, say pi, is equal to p.
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Consider first the case (1). Then we have p; = (0j), for j = 1,...,k and rays p; in X.
Moreover, the rays g1, ..., or do not form a cone in ¥ and we get ¢(X,, ...Xp, ) = Xg, ... Xg, €
Is 1, as desired.

We now study the case (2). Let as in the previous case, p; = (g;), for j = 2,...,k and
rays ¢; in M. At this point, two cases can happen. Either, these rays do not form a cone in X
in which case we get

D(Xp Xpy - Xpy) = O(Xp)Xgy -+ - Xgp, € I 1.

Or, 09,...,0r form a cone 7 in ¥. Note that 7 ¢ A: otherwise 7, and p would be
comparable which would contradict our assumption. This implies that the divisor induced
by div(f) on X7 is trivial. In particular, taking an integral linear function ! on Ng which
has restriction to 7 equal to f, the difference f™ := f — [ induces a conewise integral linear
function 7y (f7) on X7, where 7: N — N7 is the projection, and div(m.(f7)) = 0. Since ¥ is
div-faithful at 7, this implies that 74 (f) coincides with an integral linear function (" on Nj.
All together, this means f coincides with the restriction of the linear function I := 1+ 7*(I")
on all faces o of ¥ with o > 7. Set f = f—1;. In particular, f is zero on every ray comparable
with 7.

We now observe that

- Z fleg)Xp = — Z Fleo)xo — Z I (eg)Xp,
SN €Y 0€X

and so, using the notation X; = Xy, - - X,

P(Xp1Xpy - - Xpy) = O(Xp) X7 = — Z Fleo)XoXr — (Z I (¢, X9>XT
€Y 0€¥
Since f(eg) is trivial if ¢ is comparable with 7, the first sum is in Iy ;. Since [ € M, the
second term is in Iy o.
In any case, we conclude that ¢(X,,X,, ---X,,) € In;1 + Ix 2, as desired. This finishes the
proof of the theorem. ]

6.6. Shellability of div-faithfulness. In this section we prove the following.
THEOREM 6.9. The property for a tropical fan to be div-faithful is shellable.

Once again, we study the different cases of Lemma 5.10.

6.6.1. Closeness under products. Consider two tropical fans ¥ and ¥/ that are div-faithful.
It will be enough to show that X x ¥’ is div-faithful at 0. We can assume without loss of gen-
erality that 3 and ¥’ are unimodular (by Lemma 5.10) and saturated at 0 (see Remark 4.10).
We use the decomposition

MWa g 1(ZxY) =MWy 1(Z) @MW (2) @ MW4(Z) @ MW g1 (X).
We have injections Z = A%(X) < MWy4(X) and A%(X') < MW (¥'). We have moreover a
decomposition
A Z x YY)~ A(D)A(Y) @ A'(Z)® AL(Y).

The injectivity of the map A'(Ex ¥') — MW g4 @1 (2 x %) now follows from the injectivity
of the corresponding maps for ¥ and Y’ given by Theorem 4.9, which shows that ¥ x ¥’ is
div-faithful at 0, as desired.

6.6.2. Closeness under tropical modifications. Let X be a tropical fan that is div-faithful.
Let 3 be a tropical modification of ¥ and let us prove that 3 is div-faithful at 0. Once again
we assume without loss of generality that % is unimodular and saturated at 0.

By Theorem 6.8, we get isomorphisms AL(E) ~ ANE) and A41(2) ~ A Y(S). The
injectivity of the map A'(X) — MWy_1(3) then follows from the injectivity of A'(X) —
MW _1(X). This implies that 3 is div-faithful at 0.
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6.6.3. Closeness under blow-ups and blow-downs. Consider a fan ¥, and let ¢ be a cone of
¥ and p a ray inside 0. Set X' = ). Assume that ¥ and X’ are div-faithful at any nontrivial
faces. Let us prove that ¥ is div-faithful at 0 if and only if ¥’ is div-faithful at 0.

First assume that Y’ is div-faithful. Let f be a conewise integral linear function on X
such that div(f) = 0. Then f is also a conewise linear function on ', and since its divisor is
trivial, it is linear. This proves the direction <.

In the other direction, assume f is a conewise integral linear function on ¥’ whose divisor is
trivial. Then the induced conewise integral linear function f* on ¥* also verifies div(f*) = 0.
By assumption, 37 is div-faithful. Thus, f? is integral linear, and we deduce that f is integral
linear on each face n > o of ¥. Thus, f is conewise integral linear on . We infer that f is
globally linear which concludes this part of the proof.

6.6.4. Proof of Theorem 6.9. We have studied all the cases of Lemma 5.10. This concludes
the proof of Theorem 6.9. (|

6.7. Shellability of the Poincaré duality for the Chow ring of div-faithful uni-
modular fans. Let ¥ be a unimodular tropical fan of dimension d. In this section, we denote
by PD¢yow(2) the Poincaré duality for the Chow ring of ¥. This is the statement that the map

A(S) x AT(2) - Z,  (a,8) > deg(a- B),

is a perfect pairing. Recall that the degree map deg: A%(X) — Z is given by [£] € MW4(2) ~
A(X)*. In particular, it maps any element X, o a facet of X, to 1.

In case of Poincaré duality for the Chow ring, A%(X) ~ Z has a natural generator of
degree 1 that we denote wy;. We have wy = X, for any facet o € X4, this last element being
independent of the choice of the facet.

THEOREM 6.10. The set of div-faithful fans whose Chow rings verify the Poincaré duality

is stable by shellability in Jrop

As a corollary, we get the following theorem.

THEOREM 6.11. The property PD¥, . is shellable in Trop
Proor. If 3 verifies PDg,.,, then it is div-faithful at 0. Indeed, in this case, we have
AY(X7) ~ MW4_1(X7). Hence PDY,__ implies div-faithfulness. The theorem now follows from

Chow

Theorem 6.10 via Lemma 5.10. U

REMARK 6.12. By Remark 7.6 in the next section, the Poincaré duality for Chow ring is
implied by the cohomological Poincaré duality for . However, the two notions could be a
priori different since the Poincaré duality for Chow groups does not imply the vanishing of
the cohomology groups HP? of canonical compactifications for bidegrees p > ¢. This is for
instance the case for Example 11.1 with rational coefficients. The authors are not aware of
any such example for integral coefficients.

Example 11.3 describes a fan ¥ which verifies PDg,,, and such that ¥ verifies the Poincaré
duality, but ¥ is not smooth and does not verify PD} . This shows that PDg,,, is not a local
property. o

The rest of this section is devoted to the proof of this theorem. This time, we cannot
use Lemma 5.10 since PDg,,, is not local as we discussed in the previous remark. We have
already proved that div-faithfulness is shellable. Hence in what follows we only focus on the
shellability of PDgpe-

6.7.1. Closeness under products. Let ¥ and ¥/ be two unimodular tropical fans of dimen-
sion d and d’, respectively. We know that we have a ring isomorphism

AN(D x D) = A% (D) @ A (D).
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Moreover, the dual isomorphism sends degy,, s to degy, ® degsy. We infer that PD ., (X x X)
holds provided that PDg,,(X) and PDg,,,(X’) both hold.

6.7.2. Closeness under tropical modifications. Let ¥ be a div-faithful tropical fan and let ¥
be a tropical modification of 3. Applying Theorem 6.8, we obtain the Chow stability of tropical
modification, namely that the natural ring morphism A®*(3) — A*(X) is an isomorphism. By

~

compatibility of the degree maps, we conclude that PDg,,, (2) implies PD g, (X).

6.7.3. Closeness under blow-ups and blow-downs. Consider a unimodular fan ¥ of dimen-
sion d and let o be a cone in ¥. Let ¥ = Bl,(X) be the unimodular star subdivision
of 3 obtained by star subdividing the cone o and denote by p the new ray in Y’ that is,
p=R,(e1+---+eg) with eq, ..., e, the primitive vectors of the rays of o. Recall that for any
o € 3, we have a surjective map if_,: A*(X) — A*(X7) described in Section 6.2. We state
the following useful result. -

THEOREM 6.13 (Keel’s lemma). Let J be the kernel of the surjective map if_,: A*(X) —
A*(X9) and let
P(T):= [ [ X+ T).

Q<0’
lol=1

We have
A*(X) ~ A*(D)[T]/ (T + P(T)).
The isomorphism is given by the map
x: A*(D)[T]/@QT + P(T)) = A* ()
which sends T to —X, and which verifies

Xo+X, ifo<o,

Xy otherwise.

VQEEL X(X.Q): {

In particular this gives a vector space decomposition of A*(X') as
(6.1) AN~ A (D)@ AT (ENT @ - @ Ao+ (no)Tlel=L,

PRrROOF. This follows from [Kee92, Theorem 1 in the appendix| for the map of toric
varieties Py — Ps;. Here P(T) is the polynomial in A*(Py) whose restriction in A®(Pxo) is
the Chern polynomial of the normal bundle for the inclusion of toric varieties Pyo <— Py.

For an elementary proof, one can follow the proof of an analogous statement in [AHK18|.

O

Assume now PDgy,, (327). We have to show the equivalence of PD¢,,, (2) and PDgy,, (3').
We follow the proof of an analogue result in [AHK18|.

By Keel’s lemma, we get A%(X) ~ A%(Y'), and under this isomorphism, the canonical
element wy, gets identified with the canonical element wyv.

Let a be a lifting of the canonical element wso in A%719/(2), for the restriction map
ir: A*(X) — A*(X9), so that we have wyo = i(a). We can obtain such a lifting by fixing a
top dimensional cone in 3.7, i.e., a cone of the form 7 for n € X3 and > ¢. Denoting by 7
the face of 1 generated by all the rays of n not included in o, we get

Wyo = Xna = H XC
¢<n?
I¢l=1

and a lifting of wso in A97171(2) is given by

a=X, = ng.

Q<T
lol=1
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We now claim that the canonical element wyy can be identified with the element —7"'7'«

in A*(X') ~ A*(2)[T]/(3T + P(T)). Indeed, using the identity P(T) = 0, we get

lol

_Tla\ Z S T\al J

with S; referring to the j-th symmetric function in the variables X, € A1(Y') for ¢ a ray in o.
Therefore,

lol lol—1
~T =Y 80T = T xp-a+ Y ST,
=1 o<o =1
lol=1
Since wye = i%(a) lives in the top-degree part of A®(37), the products S;a all belong to J.
We infer that the terms of the sum are all vanishing for j = 1,...,lol — 1, and

—Tlole = | | Xp a0 =Xs Xy =Wy = Wyy.
o<o
lol=1

We thus obtain the following commutative diagram.

a1ty 1) agsyy )

e

Let us denote by ¥y (X') the pairing A*(¥) x A9#(X') — Z. We use similar notations for
Y and X?. The above diagram allows us to describe the pairing induced by W (X’) on the
different parts of the decomposition given by the Keel’s lemma.
— Between AF(X) and A%*(X) we get the pairing Uy (%).
— For any integer number i, between A*~#(27)T* and A4~171=F+i(27) T191=7 we get the
pairing —Wy_;(X7).
— For integers i < j, between AF~H(X9)T? and A?~101=k+i(£o) T1o!=7 the pairing is
trivial since A191+I=1(27) is trivial.
— For any integer ¢ < ||, the pairing between AF(X) and AFHR) T is trivial.
Indeed, the product lives in A~#(X7)T* which is trivial since d —i > d — |o|.
We do not need to compute the pairing between the other parts. The bilinear form W (X')
can be written in the form of a block matrix consisting of bilinear maps, as follows.

Adfk(z) Adfkf\oHl(Eo)Tla\fl . Adfkfl(zcr)T
AF(%) V(%) 0
Ak=L(x)T 0 —U, 1(%9) 0
X
Ak7|a|+1(EJ)T\a\fl 0 _\Ilk—\a\-i-l(EU)

The matrix is lower triangular. On the diagonal, all the bilinear maps apart from the first one
are non-degenerate, since we have PDg,, (X7). Thus, Uy (3') is non-degenerate if and only if
U (X)) is non-degenerate. This shows the properties PD¢y,, (2) and PDg,, (X) are equivalent
provided that PDg,, (27) holds.
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6.7.4. Proof of Theorem 6.10. At this point, we have verified all the needed properties for

the shellability of the property PDg,, in ﬂgﬁim, and this concludes the proof of Theorem 6.10.
O

6.8. Elementary proof of Localization Lemma 6.1. In this section, we give a com-
binatorial self-contained proof of Lemma 6.1. Although the proof is somehow technical, we
hope it could be of independent interest for several reasons. First, the result is used by
Adiprasito-Huh-Katz [AHK18| in order to prove the duality between the Chow groups and
the Minkowski weights of unimodular simplicial fans. While almost all the proofs in that pa-
per are written to be accessible to a combinatorial audience, this one refers to a more general
result taken from [FMSS95] on Chow rings of algebraic varieties admitting a solvable group
action. The proof we give is elementary and arguably more transparent. Second, combined
with a similar in spirit theorem proved in [Amil6] for the combinatorial Chow rings of prod-
ucts of graphs, in connection with semi-stable reduction theorem, it suggests a more general
phenomenon concerning the combinatorial part of the Chow rings of algebraic varieties that
certainly merits a further study.

6.8.1. Admissible expansions. Let ¥ be any simplicial rational fan. It will be convenient
in the course of the proof to introduce the following notation. For an element ¢ € M = N*,
let

Let B¥ be the group of homogeneous polynomials of degree k in Z[X, | p € ¥;]. Recall
that I is the ideal generated by the products X,, - --X,,, for s € N, such that p1,..., ps do not
belong to a same cone in Y, and that I» is the ideal generated by the elements X, for £ € M.

Recall that ZF = @UEEk 7Xs, which is thus a subgroup of B¥. We need to show that

Zk - Bk/Bk N (I1 + I2) is surjective and to determine its kernel. We will prove the latter, the
former becomes clear in the course of the proof; one can also find a proof of the surjectivity
in [AHK18].

Let K* be the subgroup of B* generated by elements of the form

Z £(ep)XpXr,

pPEX]

p~T

for 7 € ¥j;_1 and £ an element in M which is orthogonal to 7. Consider an element a of
BF ~ (11 + Ig) which belongs to Z*. We want to prove that a € K.

First, notice that we can write a as an element of I; plus a sum of monomials of the form
X¢Xg, -+ X, for some £ € M = N* and rays 09,..., 0. The first step is to prove the following
result.

CLAIM 6.14. Each element a € B* n (I; + I3) can be written as a sum consisting of an
element in Iy and a sum consisting of elements of the form X¢, Xy, - - - X¢ Xr fors e N, 7 € Xj_g,

and £y, ..., s € M.

An expansion of the form described in the claim for an element a € B¥ n (I + I3) will be
called admissible in the sequel.

PROOF. To prove the above claim, it will be enough to prove the statement for an element
a of the form Xgl---XgSXZle~--Xg: with Kg41 = -+ = Kk, and @s41,...,0r distinct and
comparable, i.e., they form the rays of some cone 7 of dimension r — s. Actually, the case
s = 1 will already give the result, but considering arbitrary values for s allows to proceed by
induction on the lexicographical order of the k-tuples of non-negative integer numbers.

To a term of the form Xy, - - - X Xpo ! - - “Xpr with kg1 = - -+ = K we associate the k-tuple

of integers (Ks4+1,..-,kr,0,...,0). We now show that an element as above with 511 > 1 can
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be rewritten as the sum of an element of I; and a sum of terms of the above form having a
k-tuple with strictly smaller lexicographical order.
So suppose kgy1 > 1. We take a linear form [ which takes the value one on ¢,,,, and 0 on

the other rays gs42, ..., 0. This is doable since 7 is simplicial. Using
Xi = Xoop1 Tt 2 1(ep)Xp,
pEX
pxT
we get

Ks+1 ., xhr — Kst1—lyKst2 | hr
X XZSXQS_H Xgr =Xy XéleX.Qs+1 X.Qs+2 X.Qr

_ Z l(ep)le e XésprHs+l_1XHs+2 . XRT‘

Os+1 O0s+2 Or
pEX]
pxT
Each term in the right hand side is either in I or is of the form described above with a lower
lexicographic order. Proceeding by induction, we get the claim. O

So each element a € B¥ n (I; + I5) is the sum of an element of I; plus a sum of terms of
the form Xy, --- Xy X, with 1 < s < k and for a cone 7 € ¥j_,.

6.8.2. An auzilary filtration. Using admissible expansions, we now introduce an increasing
filtration .%, on Z* N (I + I3) as follows.

First, for each s > 0, denote by %, the group generated by the elements of B* of the form
Xy, - - - Xp, X, for some linear forms ¢4, ...,¢s € M and for some 7 € ¥j_;. Moreover, for s = 0,
define the subgroup % < % as the one generated by the elements of the form X,X, for some
T € X1 and some linear form ¢ orthogonal to 7.

For any t > 0, let 74 := 4 + --- + 9%, and define .%; := ZF n (4 + I1). Note that J#
is the subgroup generated by the elements which admit an admissible expansion having only
terms Xy, Xy, - - - X¢,X; with s < ¢. In this way, we get a filtration

9’029’1g---gﬁk_lgﬁng’“m(Il+Ig).
We now prove that all these inclusions are equalities.
CLAIM 6.15. We have g = F1 =+ = Fp_1 = S = Zk A (Il + _[2).

PROOF. By Claim 6.14, we have .%, = Z*¥ n (I + I3), which proves the last equality. We
prove all the other equalities.

So fix s > 0 and let a be an element of .#; = Z* n (% + I;) admitting an admissible
expansion consisting of an element of I; plus a sum of terms each in 4,...,%_1 or %. We
need to show that a € F#,_1.

We can assume there is a term of a in this admissible expansion which lies in %, i.e.,
of the form Xy, --- Xy, X, with 7 € ¥j_5. Otherwise, the statement a € .#,_; holds trivially.
Consider all the terms in the admissible expansion of @ which are of the form Xg, o Xp Xq with
the same cone 7, but with possibly different linear forms ¢, ..., ¢,. We will prove that the
sum of those terms that we denote by a, belongs to ¥;_1 + I;. Applying this to any 7 € Xj_,
we obtain a € %#,4_1 and the claim follows.

For each ray p of 7, choose a linear form ¢, which takes value one on ¢, and zero on
other rays of 7. This is again possible since ¥ is simplicial. Then ¢, for instance, can be
decomposed as the sum

b=+ ) blep)lpr

p<T
peEXT

with /1 vanishing on 7.
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The observation now is that the term X; Xy, - - Xy, X, belongs to %1 + I: this is by
definition if s = 1, and for s > 1 is obtained by expanding the product

XpyXgy + Xe Xe = 0 li(ep)XpXey -+ Xg, Xy
pEX]
pxT
and by observing that each term in the right hand side is either in I or is in %_;. (Note
that the sum is on rays p € 7 because [; vanishes on 7.) Hence, in proving that a, belongs to
9,1 + I, we can ignore this term.

Decomposing in the same way each Xy, which appear in a term in the initial admissible
expansion of a,, we can rewrite a, as a sum of terms which already belong to 7 _1 + I; plus
a sum of terms of the form
(6.2) [[x0 % mpeZso

p<T

pEXL
These all together give a new admissible expansion of a in which a, (defined as before in the
new admissible expansion) is a sum of the terms of the form in (6.2). We will work from now
on with this admissible expansion of a.

Fix non-negative integers x, for rays p of 7 whose sum is s. Denote by []—[ per XZ” +1]a the

coefficient of this monomial in a written as sum of monomials in B*. Since a belongs to Z¥,
all the monomials of a are square-free. But the product [ ], X" 1 s not square-free since
s > 0. Hence, the corresponding coefficient is zero.
Consider now the monomial [],c, X" "1 and let us see in which terms in the admissible
expansion of a it can occur. Such a monomial cannot appear in a term of the admissible
expansion of a which belongs to /3. It cannot neither be in a term of a of the form Xy, - - X, ,Xo
with 0 € ¥j,_y with s’ < s nor with o0 € ¥_; and o # 7.

It follows that the monomial [ [, XZ" 1 can only appear in the terms of a,. More precisely,
by the definition of £, 7, it can only appear in each term of the form [ | o< XZ)” _X; for the chosen
Kp, and with coefficient one in each term. Hence, the sum of these terms have to cancel out.
This proves that a, is zero in the new admissible expansion, which shows that a € %#_1 and
the claim follows. O

6.8.3. End of the proof. We can now finish the proof of the lemma.

PROOF OF LEMMA 6.1. Recall that K* is the set generated by elements of the form

Z €(ep)XpXr,

pEX]
p~T

where 7 € 31 and £ is orthogonal to 7. The following facts are then clear:
Foc Kk + 1, KFczF and I, n ZF = {0}.

Since %y € Z*, we deduce that .%y < K*. Applying Claim 6.15, we get Z* n (I} + I,) = %
which implies Z* n (I} + I,) € K*. The inclusion K* < Z* ~ (I} + L)) is obvious. So we get
ZF A (I + I;) = K* which concludes the proof. O

7. Hodge isomorphism for unimodular fans

In this section we prove the Hodge isomorphism theorem which relates the Chow group of
unimodular fans to their cohomology groups. As a byproduct of the methods we develop in
this section, we obtain an alternate characterization of tropical smoothness.

Unless otherwise stated, the fans which appear in this section are not assumed to be
tropical.
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7.1. Statement of the main theorems. The main theorem we prove in this section is
the following.

THEOREM 7.1 (Hodge isomorphism for unimodular fans). Let 3 be a saturated unimodular
fan in Ng. For any integer p, there is a well-defined isomorphism

~

U: HPP(Y) — AP (YD)
Q@ — Z as (v )Xo

oEYp

which induces a ring morphism H**(X) — A*(X) by mapping HP1(X) to zero in bidegrees

p # q. Moreover, HP1(X) is trivial in bidegrees p < q and bidegrees (p,0) for p > 0.

As an immediate corollary, we get the following theorem.

THEOREM 7.2 (Hodge isomorphism for smooth unimodular tropical fans). Let ¥ be a
saturated unimodular tropical fan in Ng. Suppose in addition that ¥ is tropically smooth. Then

we get an isomorphism of rings A*(X) = H®**(X). Moreover, A*(X) verifies the Poincaré
duality. In particular, all these groups are torsion-free.

ProoF. This follows from the discussion in Remark 7.6. O

This saturation hypothesis is not always possible to obtain (see Example 11.10). The
following dual version of the above theorem, which does not use the saturation hypothesis, is
sometimes more useful for applications.

THEOREM 7.3. Let ¥ be any unimodular fan in Ng. Then the natural map MW,(X) —
H, () is an isomorphism. Moreover, Hy, ,(X) is trivial in bidegrees p < q and bidegrees (p,0)
forp>0.

PROOF. Once again, this follows from the discussion in Remark 7.6 (and from a direct
computation for the vanishing of HP?(X) for p > 0). O

In the smooth case, we get the following corollary.

THEOREM 7.4 (Hodge conjecture for tropical fans). If X is a smooth unimodular tropical
fan, Hy 4(3) and HP4(X) are trivial for p # q. Moreover, to each element o in HPP(X) one
can associate a tropical cycle whose class in Hd—p,d—p(i) 1s the Poincaré dual of c.

PrROOF. The tropical cycle is obtained via the isomorphism

HPP(S) ~ Hpap(E) ~ MW, (5).
The details can be found in Remark 7.6. O
Before going through the proof of Theorem 7.1, we state some clarifying remarks.

REMARK 7.5 (Non saturated case). The proof of Theorem 7.1 gives as well results in the
case Y is not saturated. In this situation, we still have a surjective ring morphism A*(¥) —
H**(X), but this is never injective. Indeed, the kernel is a nontrivial torsion group. In
particular, we get an isomorphism for rational coefficients, as well as a dual isomorphism for

integral coefficients: A®*(X)* ~ H**(X)*. In any case, the last part of the theorem concerning
the vanishing are still valid. o

REMARK 7.6 (Torsion-freeness and duality for Chow rings). Let ¥ be a unimodular fan.
By the universal coefficient theorem applied to the tropical chain and cochain complexes of
Y., for each pair of non-negative integers p, q, we get the following exact sequences

(7.1) 0 — Ext(HPI(S),Z) — H,o(S) - HPY(E)* -0, and
(7.2) 0 — Ext(Hpq-1(X),Z) > HPY(X) — Hpq(X)* — 0.
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From the first exact sequence, using the vanishing result stated in Theorem 7.1, we obtain an
isomorphism Hp ,(3) ~ HP4(X)* for p < ¢. This shows the vanishing of H) ,(X) for p < ¢

and an isomorphism H,,,(X) ~ HPP(X)*. This in turn implies in particular that Hy ,(X) is
torsion-free.

In the case ¥ is saturated, the dual of the map from HPP(¥) to AP(X) depicted in the state-
ment of Theorem 7.1 is the natural morphism from the group of Minkowski weights MW, (%)
to the tropical homology group Hp,(¥). This map is obtained by sending a Minkowski weight
to its closure in 3, which is a tropical cycle of dimension p, and then taking the corresponding
homology class in Hp,(¥), as described in Section 6.2; for the cycle class map, see for exam-
ple [MZ14,Shall,JRS18,GS19a]. Theorem 7.1 implies that this map is an isomorphism.

By Remark 7.5, this isomorphism still exists in the non saturated case.

In the case X is a smooth saturated unimodular tropical fan, we get an isomorphism
HP9(S) ~ H:;i{p’ d-¢(®) = Hi—pa—q(¥), p.q € Zzo, which implies as well the vanishing of
H, ,(X¥) for p > ¢q. Applying the exact sequence (7.2), we infer the isomorphism HP9(X) ~

H, 4(X)*. This in particular implies that the cohomology groups HPP(X) and so AP(X) are all
torsion-free, we have AP(3) ~ MW, (X)*, and the Chow ring verifies the Poincaré duality. o

REMARK 7.7. The smoothness assumption in the statement of Theorem 7.2 is needed, and
the result is not true, in general, for any saturated unimodular tropical fan. Example 11.1 is
a saturated unimodular tropical fan ¥ with H*!(3) of rank two. o

In order to prove Theorem 7.1, we establish an alternative way of computing the coho-
mology of ¥ by using its decomposition into hypercubes. The proof of the first half then
follows quite directly from this description by using the Localization Lemma 6.1 proved in the
previous section. To show the second half, concerning the products, we provide an explicit

description of the inverse of the map ¥ from AP(X) to HPP(X), a result which might be of
independent interest.

For non-negative integers p, ¢, we define

CPAE) = @ FP (o).

lol=q
We get a cochain complex for each integer p
2= de—2 — det —
Cf": L — Cnp’q_ (2) o Cf,q—1(2> o C?Q(E) ..

where the differential is given by the sum of the following maps for 7 < o
Fh(oo;) — FF (o),
! > Ty (Ler ().
Here m: N™ — N9 is the natural projection.

THEOREM 7.8. The cohomology of (C’f",dn) is HP*(X).

The theorem is obtained by exploiting the decomposition of 3 into hypercubes. This
explains the notation for this new complex. Note that one can also use the dual complex
which compute the homology of ¥.

The proof of Theorem 7.8 uses an interesting double complex. A deeper exploitation of this
double complex leads to the proof of the following alternate characterization of smoothness.

THEOREM 7.9 (Alternate characterization of tropical smoothness). A unimodular tropical
fan ¥ is smooth if and only if, for any face o € X, X7 verifies the Poincaré duality.

Note that, in particular, this theorem gives a new proof of Theorem 3.16 which states that
if ¥ is smooth, then X verifies the Poincaré duality.

The rest of this section is devoted to the proof of the above results.
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7.2. Proof of Theorem 7.8. We start with the proof of Theorem 7.8. We fix a non-
negative integer p.

7.2.1. The fine double complex. The idea behind the proof is quite natural. The original
tropical cochain complex CP*(X) has a finer decomposition. Namely, for a face o7 = C_ of
Y, instead of using a grading just following its dimension |o| — |7|, which is what is done in
CP*(¥), one can remember both |o| and |7|. In this way, the tropical cochain complex CP:*(X)
can be unfolded and identified with the total complex of the following double complex:

= @D FP(ED)

T<O0
lol=a

ITl=—b

where the differentials are given by the ones between the coefficient groups F? of faces of )
which define the differentials of CP*(¥). So we have C*(X) = Tot*(,E**).

The cohomology of CP>*(X) can be calculated by using the spectral sequence associated to
the filtration given by the columns of ,E**. (We will use below the other filtration, the one
given by the rows, in the proof the other stated results.)

We denote by %,EB" the 0-th page of this spectral sequence which has abutment

LEST = HP*(%).

7.2.2. Computation of the first page. The proof of Theorem 7.8 is given by the following
claim.

CLAIM 7.10. On the first page of the spectral sequence, we have
Lpob _ Cg”a(f) forb=0,
p=1 .

0 otherwise.

Moreover, the differential on the first page for b = 0 coincides with the differential d° of
CP*(3).

We prove the claim. Fix an integer a. Then the a-th column in page zero of the spectral
sequence is

o D ) — @ P — @ P —
T<<O0O T<<O0 T<O0
lol=a lol=a lol=a
|Tl=—b+1 [Tl=—b ITl=—b—1

This complex can be decomposed as a direct sum running on the faces o € ¥, of the complexes

— @ PE)— @ FE)— @ P —
T<O0 T<O0 T<O0
ITl==b+1 ITl=—b IT|==b—1
Denote this last complex by :})Eg", o€, and let })E(f" be its cohomology. We thus have
(7.3) JEGt = P JEST, LEDT = P JETS.
0€X, 0€3,
These latter cohomology groups are given by the following lemma.
LEMMA 7.11 (Hypercube vanishing lemma). For any face o of X, the cohomology IL,ET"

of the complex })Eg” s given by

oo JEPTN00,) ifb =0,
pE1T > ‘
0 otherwise.

This isomorphism is moreover induced by the natural map

JESY = Fr(e) — By,
o —  7uln (a))
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with ™ referring to the projection N — N9, extended to the exterior algebra and restricted to
the corresponding subspaces FP.

Let us assume the lemma for the moment and finish the proof of the claim.

PRrROOF OF CLAIM 7.10. By the above lemma, and in view of the decomposition given

in 7.3, the first page of the spectral sequence is concentrated in the 0-th row and is given by
70 -
},E'f = @ FP*(0,),
lol=a

which is exactly CP%(X). It thus remains to check that the differentials coincide. Let 7 < o
and denote by d,~,: FP~"/(c0,) — FP~19!(c0,) the corresponding part of the differential in
IﬁE‘ﬁo. By Lemma 7.11, we have the following commutative diagram.

sign(7,0)i*

F?(7) F?(a)

T o
TeOL TeOL
\L T J/ %

Fp_‘Tl(ooT) df<'0> Fp_|0|(oog)

We infer that the bottom map should be given by 7y o 1z with 7: N7 — N7, i.e., by the
differential of CP*(X). This concludes the proof of the claim. O

7.2.3. Proof of the hypercube vanishing lemma. It remains to prove Lemma 7.11. For faces

T < 0, we have isomorphisms
F(og)~ @B NN @F” ().
pP1+p2=p

These isomorphisms are not canonical, nevertheless, we can choose them in a compatible way.
In fact, the terms appearing in the above decomposition of Fg(ug) correspond to the graded
pieces associated to a natural filtration on F%,(07), that we name the toric weight filtration,
which plays an important role in the results we prove in [AP20b]. In order to simplify the
presentation here, we do not detail this filtration here and refer to the relevant part of [AP20b|
for more information.

We can decompose iEg" as a direct sum of complexes

P
};Eg’.: P (_) @ NN — D /\PIN;'*_).”> ® F2(o0,).
pP1+p2=p T>0 T>0
ITl=—b+1 ITI==b

Since ¢ is unimodular, the cochain complex appearing in the above summand is isomorphic
to Cfl’”rlo‘('ﬂ"”‘) for the natural subdivision {T, o0}
ST @ ortT) @ FR ().
p1+p2=p
Hence, the cohomology is given by
Il)E{IV' ~ (_B Hgn,ﬂrlal (P]I‘|O'|) ® FP2 (OOJ).
p1+p2=p
The cohomology of He'*(TF) is easy to compute: this is only nontrivial in bidegree (k, k)
where it is isomorphic to Z. It follows that }DE’I’b is trivial unless b = 0 in which case it becomes

equal to FP~19/(c0,). The last part of the lemma follows from a cautious study of the different
isomorphisms, that we omit here. This concludes the proof of Lemma 7.11. ]

7.2.4. Proof of Theorem 7.8. This is a direct consequence of Claim 7.10, which shows that
the spectral sequence degenerates at page two, and, moreover, we have

HP(E) ~ B = HI(CP*(T)). 0
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Proof of Theorem 7.9. We have so far used only one of the two spectral sequences
coming from the double complex. The spectral sequence ~ E** given by the filtration by rows
will allow to prove Theorem 7.9. We explain this now before going through the proof of the
hodge isomorphism theorem.

We first prove the forward direction. Assume that 3 is a smooth unimodular tropical fan.
Recall that the b-th row of the double complex is

—peb, T T T
pEO : e, — @ Fp(DU)—> @ Fp(DU)—> @ Fp(l:lo_)—>...
T<0 T<0o T<0
lol=a—1 lol=a lol=a+1
|7l=—b [Tl=—b |Tl=—b

We recognize the cochain complex for the cohomology with compact support of the star fans
of codimension —b:
SET= @ artten).
IT|=—b
All the star fans are smooth by assumption, and so HYY(X7) is trivial unless ¢ = d — (—b),
and for this ¢, we have Hf’der(ET) ~ F4_pip(00r). Hence, the first page is given by

—>Ea,b _ ®|7—|=_b Fd—p+b(oof) if a = d,
Pl 0 otherwise.

Stated differently, _I’,E“’b is trivial unless a = d and
—rd.e o -~
pE = Cd—p,—o(z)a

where C’;_pj.(i) denotes the dual complex of C?~P*(3). Theorem 7.8 combined with the uni-

versal coefficient theorem imply that the homology of C’;_p () computes Hy—, +(X). Hence,
HE®* degenerates at page two, and we have

_I:E". - Hd_de_. (i)

On the other hand, by the definition of the double complex, we know that

CEYt — HP ().
Therefore, we get the isomorphism of the Poincaré duality HP4(Y) ~ Hy p4—q(3); more
precisely, we infer that

3 0 —pdp—d 3
Hp,p(z) = Il)Eg = pEoo7p = Hd—nd—p(z)v
and every other terms of })E;" and “)E%® are trivial. This concludes the forward direction.

REMARK 7.12. In the same way that I{Eg’o is naturally isomorphic to AP(X) (in the satu-
rated case), for any unimodular fan ¥ we have the following isomorphisms

Ha-pa-p(5) = Cp g (%) = ker( D Foer) = @ 1F1<oo7>) = MW, (%),
ol=d—p Tl=d—p—

Moreover, if X is smooth as above, the study of the spectral sequences gives us a new
natural cycle class map HPP(¥) = MW,_,(2). To a cocycle a in CPP(X), one can associate
the Minkowski weight (¥<q_p,w) where w(o) = {a,v5e ) for any o € ¥gq_,,. o

We now prove the other direction. Assume that % verifies the Poincaré duality for any
face o of ¥. By induction, we can assume that ¢ is smooth for any proper face o of X.

We have a natural inclusion of complexes C£*(2) ~ JE* — E**. Denote by ,E**=" the
cokernel. We get a short exact sequence of complexes:

(7.4) 0 — CP*(%) — Tot"(,E"*) —> Tot*(,E**<") — 0.
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We already know the cohomology of the first two terms. For the last one, we can compute the

first page as before (since the proper star fans are smooth) and we get pEcll"<0 = C;fp —e0(D)
where

Cips0(Z) 1= coker (Fy—p(0) = Cy_pa(5)),

and every other terms are trivial. Assume for now that p < d — 1. The case p = d is trivial
and the case p = d — 1 is studied later below. Then we get

 (Hipay(®) ifk=d—p,
Hk(cdfp,o>0(2)> = Fd—p(Q) if k= 17
0 otherwise.

We are now ready to study the long exact sequence associated to (7.4):
e HPU(S) — HPO(S) —> HU(C)p aayog(®) — HPTHE) — -

The two middle terms are trivial unless ¢ = p or ¢ = d — 1. In the case ¢ = p, we get a map
HPP(Y) — Hy pd—p(X). By assumption, this is an isomorphism, and we can just replace
both terms by 0 in the long exact sequence. For ¢ = d — 1, HP4~1(X) = HP4(¥) = 0 and we
get
0— Fy_p(0) — Hg’d(z) — 0.

All the other terms of HEY*(X) vanish. Using the universal coefficient theorem, we get
H) (%) ~ HPY(S)* ~ F4P(S), and H,,(5) = 0 for ¢ # d. This is exactly the Poincaré
duality for (the homology with coefficients in) F,,.

It remains to treat the case p = d — 1. In this case, C’i.>0(2) contains only one nontrivial
term: C’ibo(Z‘) = Dy, Fo(0,). Its cohomology is identical. In the above long exact

sequence, the only interesting part is the first row of the following diagram.

0 —— HI M Y(x) — gi-td-1(3) D pes, Fo(o,) —— HITM(E) — 0

| | [ |

0 —— MW;{(&) — W1(&) — F1(¥) —— 0

Let us describe the second row and the vertical maps. We know that H4~14-1(¥) ~ H; 1(3) ~
MW (). Here, W{(%) := Z>1 ~ @QEEl Fy(o0,) denotes the group of one dimensional weights

of 3. Note also that we have a natural map Hg_l’d(E) — F(X): it is induced by the dual
of the map F}(%) — H;ill’ 4(2). By the definition of the Minkowski weights, the second row
is a short exact sequence. The five lemma implies that the first and the last vertical maps
are isomorphisms. Therefore, HS (X) is trivial for ¢ # d, and HS (%) ~ F{(2). Using
tthuniversal coefficient theorem as above, and dualizing, we get the Poincaré duality for

H, , ,(¥). All together we obtain the Poincaré¢ duality for H, , (¥). O

7.3. Proof of Theorem 7.1. We conclude with the proof of Theorem 7.1, given in this
section and the next one. - B

First, we note that by Theorem 7.8, we have HP4(¥) ~ H9(CP*(X)). Notice as well that
for p < g, CP4() is trivial. Hence HP4(X) is trivial for p < q.

For ¢ = 0 and p > 0, we get

HPO(E) ~ ker(FP(0) — P FP~1(o0,)).
€Y

Let o € FP(0) be an element of the kernel. Then ¢, (o) = 0 for any o € 1. Let V < Ng
be the subspace spanned by ¥. Then a € A’V*. Since the vectors ey, ¢ € X1, span V, any
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element of APV* whose contraction by each e, is trivial must be trivial. Hence, we obtain
a=0and HP'(X) = 0.
For p = ¢q, we get
HPP () ~ coker (CPP~ 1(E) - crr(E)) ~ coker( @ Fl(o0,) - P FO(0,) )
ITl=p—1 lol=p
We have a natural isomorphism &,,_, F%(c0,) ~ ZP(X). Moreover, since ¥ is saturated at
any face 7 € Xp_1, D 1—p_y F!(c0,) is naturally isomorphic to the kernel of ZP(X) — AP(X) as

described in the Localization Lemma 6.1. Hence HP?(X) ~ AP(3). Moreover, by Lemma 7.11,
the isomorphism is induced by the map

CPP(X) — CPP(Z) —— ZP(X)

Q ’ ZO’EEP OZ(VO_)XO-.

It remains to prove that the above isomorphism respects the products. This can be done
by an explicit calculation of the inverse of the map ¥ in the statement of 7.1, given in the
next section, which shows that the cup-product in cohomology corresponds to product in
Chow ring. The theorem thus follows. O

7.4. Explicit description of the inverse U~1: AP(X) — HPP(X). In this section, we
provide an explicit description of the inverse of W.

Before going through the description, let us introduce some new notations which will help
in working with the cohomology of 3. In the following, if a is a cochain in CP4(X) with
q = lo| — |7|, we denote by a] € FP(o]) the part of a which lives on the face o]. If 7 = 0, we
just write a,. Moreover, if § is any face of dimension ¢ in ¥ and « € FP(4), then we denote by
(4, @) the cochain in CP4(X) whose restriction to & is @ and which vanishes everywhere else.

7.4.1. The inverse in cohomology degree one. We consider first the part A'(X). Let p € 1.
We give an element of H!(X) whose image by ¥ coincides with X,. For this, we first define an
element a € C11(X) as follows. For any cone o ~ p in ¥, we choose an element «,, € F!(o

which takes value one on the vector eg,, ,. We then set

a:= Z (55 p» Qo)

o~p

a\/p)

Note that the only part of a which has sedentarity 0 is (o), ), and we have ¥(a) =
ag(e,)X, = X,. So the statement would have followed if a were a cocycle. The idea now is to
find an element b in C11(X) supported only on faces of non-zero sedentarity such that a — b
is a cocycle: in that case, since W(b) = 0, we still get ¥(a — b) = X,, and the inverse image of
X, will be represented by the class of a — b.

Recall that e7, , is the projection of ¢, at infinity into N7. We now describe a := da.
Consider a pair of faces 7 < 7 in ¥ with |n| —[7| = 2. Then, we have a; = 0 if either p ¥ n or
p < 7. In the remaining cases, there must exist a ray p’ such that n =7 v p v o/, and in this

case, we get

~ /
&y = +(al,, — 7*(@V,,) = Har — 7 (ar ),

where 7 is the projection N™ — N7VZ'. In particular, we notice that dy is zero on the
projection of ¢,.

From the above discussion, we obtain a well-defined pushforward £ (a;) € F'(oj,"”) where
mP: NI — NTVP is the natural projection.
Set

bim Lsign(er?,o BICALRACH)
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where the sum is restricted to pairs 7 < n for which the term is well-defined, that is those
with p ¥ 7, p < n and |n| — |7] = 2. The element b has been defined in order to get db = da
on every face which is not in ii. In particular, the coboundary ¢ := d(a — b) of a — b has
support in ii. Since dec = 0, the positive-sedentarity-vanishing lemma 7.13 below implies that
¢ = 0. This shows that a — b is a cocycle. Since b has support only on the faces of non-zero
sedentarity, we get in addition ¥(a — b) = X, as required.

LEMMA 7.13 (Positive-sedentarity-vanishing lemma). Let ¥ be a unimodular fan. Let ¢ be
a non-zero face of ¥ and let c € CP4(X) be a cochain supported in ¥5. Assume that de = 0.
Then we have ¢ = 0.

PROOF. Actually this is a consequence of the vanishing of %}Ei’b for b < 0. Let us give a
more elementary proof here. Since ¢ is supported in 3¢, we need to show the vanishing of cl
for 7,0 in ¥ with |lo| — |7l = g and { < 7.

Let p be a ray of ¢ and set n < 7 so that we get 7 = p v 7. Consider the face § = og
of ¥ and note that J is (a hypercube) of dimension ¢ + 1. The only face of dimension ¢ in §

which lies in ii is of. Since c has support in fi, it follows that the components of ¢ on faces
of ¢ different from o are all zero. Denoting by 7 the projection N — N7 which induces a
surjection 7y : Fp(og) — Fp(o7) and in injection 7*: FP(o7) — FP(o4), we thus get

7 (cl) = £(de)? = 0.

(e

This implies that ¢} = 0, and the lemma follows. u

7.4.2. Cup-product in cubical complexes. To extend the description of the inverse of ¥ to
higher degrees, we need to recall the formula for the cup product in cubical complexes. Let
ae(CPX)and be Cp”ql(Z). Then for any pair of faces 7 < n with Il — |7] = ¢ + ¢/,

(a—bf = D wivar*) - ay A7 (b))
T<O<n
lol—|Tl=q
where, for each 7 < o, m: N™ — N7 is the projection. As usual, this cup product induces a
cup product on cohomology —: HP4(X) x HY' 4 (T) — HP+Pha+d (3).

7.4.3. The inverse in higher cohomological degrees. Let o be a cone of dimension p in X.
By Localization Lemma 6.1, it suffices to find a preimage of X,. Let pi,...,p, be the rays
of 0. For i € {1,...,p}, we denote by ;a the preimage of X,, as defined in Section 7.4.1. In
particular, we note that ;a is supported by faces of the form o] with p; < 0. We claim that
the element

a =10~ 20~ "~ p
is a preimage of X,. We compute a as follows. Consider a face ¢/ € ¥, and denote by
s pp € X1 the rays of o', In the following, for a permutation s € &, of [p] and k € [p],
we set

o'(s, k) = p’s(l) VEERRY; p's(k),
the face of o/ with rays p’s(l), . ,p’s(k).
Expanding the cup product using the formula stated in the previous section, we find
o’ (s,0) o’ (s,1) o'(s,p—1)

o™ Zel Wor (V) A AT ) 181y A 28y A A plgi(
€6,

where for the ease of reading, we omit to precise the pullback by different projections. Each
term in the above sum is nontrivial only if p; < 0’(s, 1), p2 < 0'(s,2), ..., and p, < o/(s, p),
i.e., if and only if ¢’ = ¢ and the permutation s is identity.

Since Tg1(iq,5)(¢p;) = 0 for j > i, we get that

ag(V,) = wolep, Ao Aep) ag(ep A-orAep)
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2 o(id,0 o(id,1 o(id,p—1
= (wo(epy A+ A ep,)) (1aagid 1; A 2%% d,2; A A pd aEldg) ))(em A Aep,)
o(id,0 o(id,p—1
= 1%&(170%,)1(%1) p%gid; 1gvpp (epp)
= 1.

We thus infer that a is a preimage of X,. This achieves the description of the inverse of the
map U.

8. Tropical Deligne resolution

Let X be a smooth unimodular tropical fan. We follow the notations of previous sections.
In particular, for each cone o, we denote by 37 the star fan of ¢ in X, which is a smooth
unimodular tropical fan in Ng, and by 37, we denote its canonical compactification. For the
canonical compactification of a tropical fan X, recall as well that we set

@ HP()

ptq=k

In the case of a smooth unimodular tropical fan 3, by Theorem 7.4, H*(X) is non-vanishing
only in even degrees and in that case it is equal to H*/2k/ 2.

The aim of this section is to prove the following theorem.

THEOREM 8.1 (Tropical Deligne resolution). Notations as above, we have the following
long exact sequence

0->F(0)—> @ H'E) > P HE) - — P HP*E)) - HP(X) — 0.

o€, 0€Xp—1 oeX

The maps between cohomology groups in the above sequence are given by the sum of
Gysin maps. Namely, for a cone o € ¥, using the notations of Section 2, the fan 37 is
based at the point o0, of 3, is naturally isomorphic to X7, and has closure fi in ¥ which
can be identified With the canonical compactification 3° of 7. This means the canonical
compactification E - naturally lives in ¥. Moreover, for an inclusion of cones 7 < o, we get
an inclusion iys,: %, <> %_. This induces a map on cohomology i*_ : H'(E ) — H*(XZ)),
which, by applying the Pomcare duality for the smooth tropical varieties Ew and Ew, leads to
the Gysin map Gys,.,: H* (X)) — H*T2(X2)).

In what follows, in order to simplify the notations, sometimes we drop oo from indices and
identify 37 with ig living naturally in ¥ as the closure of those points which have sedentarity
equal to o.

Apart from the last subsection, where we study what happens is the non-smooth case, the
rest of this section is devoted to the proof of this theorem. As it becomes clear from the above
discussion, using the Poincaré duality for canonical compactifications ¥, it will be enough to
prove the exactness of the following complex for each k (here k = d — p):

(8.1)
0= H¥(S) = @ H¥E) > @ HAE) — o @ H¥E) = Fy4(0) 0.

oEY €Yo O'EEd,k

8.1. The sheaf of tropical holomorphic forms. Let Z be a tropical variety with an
extended polyhedral structure. We will be only interested here in Z = ¥ or %, for a tropical
fan X, so there is no harm in assuming this in what follows in this section.

For the tropical variety Z, we denote by Q’% the sheaf of tropical holomorphic k-forms on
Z. With real coefficients, this can be defined as the kernel of the second differential operator
from Dolbeault (k,0)-forms to Dolbeault (k,1)-forms on Z, as in [JSS19,CLD12, GK17|.
We will give an alternative characterization of this sheaf which shows that it is actually defined
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over Z as the sheafification of the combinatorial sheaf F¥. As we are going to use some results
from [JSS19], it might be helpful to note that this sheaf is denoted £% in loc. cit.

Let Z be a tropical variety with an extended polyhedral structure. If U is an open subset
of Z, we say that U is nice if either U is empty, or there exists a face v of Z intersecting U
such that, for each face 0 of Z, every connected components of U n§ contains U n+y. (Compare
with the basic open sets from [JSS19].) This implies that U is connected, and that for each
face § € Z which intersects U, v is a face of § and the intersection § n U is connected. We call
~ the minimum face of U. We have the following elementary result.

PROPOSITION 8.2. Nice open sets form a basis of open sets on Z.

The sheaf Q’% is the unique sheaf on Z such that for each nice open set U of Z with
minimum face 7, we have

Q3 (U) = F*(7).

Suppose now Z is a compactification of Z and denote by i: Z — Z the inclusion. We
denote by Q]}c the sheaf of holomorphic k-forms on Z with compact support in Z defined on
connected open sets by

% () i {Q’%(U) iU <2,
’ 0 otherwise.
In other words, we have
0f . =0}
that is the direct image with compact support of the sheaf Q’% In particular, in the case

we study here, the cohomology with compact support of Q% is computed by the usual sheaf
cohomology of Q'%c, i.e., we have

H(Z,9%) = H(Z,Q% ).

8.2. Cohomology with coefficients in the sheaf of tropical holomorphic forms.
We now specify the above set-up for Z = 3 and X the canonical compactification of 3.
For each cone o € 3, we get the sheaf Q%a of holomorphic k-forms on EZ — 3 which by

[ee}

extension by zero leads to a sheaf on X. We denote this sheaf by QX. The following proposition
describes the cohomology of these sheaves.

PROPOSITION 8.3. Notations as above, for each pair of non-negative integers m,k, we

have
2 (0N _ 17k k(TN _
H™ (S, 0F) = {H (E7) = H** (") ifm =k,

otherwise.
PRrRoOOF. We have
T Ok) T ok N gms° Ok \  prkm3C
H™(X,Q)) ~ Hm(Ew,Qigo) ~ H™(X ,Qia) ~ HY™(XT).
The result now follows from our Theorem 7.4. O

8.3. The resolution QF of the sheaf Q’g .- For a pair of faces 7 < ¢ in X, from the
inclusion maps %, < % <> 3, we get natural restriction maps of sheaves i*__: Q¥ — QF on
Y. Here as before, the map i<y = iy»r denotes the inclusion ii — f;.

We consider now the following complex of sheaves on &

(8.2) ok d-PA-PA-- > P A

9621 €Yo O'EEd,k
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concentrated in degrees 0,1,...,d — k, given by the dimension of the cones ¢ in ¥, whose
boundary maps are given by

aeQF—da:= Z sign(a, ¢)iy ¢ ().

(>0

We will derive Theorem 8.1 by looking at the hypercohomology groups H*(3,QF) of this
complex and by using the following proposition.

PROPOSITION 8.4. The following sequence of sheaves is exact
O—>Q]§7c—>§2§—> @QZH @ Q];—>—> 6—) Q];—>0.
QEEl DI UEZd,k

Proor. It will be enough to prove that taking sections over nice open sets U give exact
sequences of abelian groups.

If U is included in ¥, clearly by definition we have Qg? JAU) ~ QS (U), and the other sheaves
of the sequence have no nontrivial section over U. Thus, the sequence is exact over U.
It remains to prove that, for every nice open set U having non-empty intersection with
>\ X, the sequence

0—QU)— P UU) - P AUU) - - P AU

QEEl €Yy O'EEd,k

is exact. Let v € X be the minimum face of U. Let o € ¥ be the sedentarity of 7. The closed
jhibe

strata (for the fan stratification) of ¥ which intersect U are exactly those of the form ¥ ~ %
with 7 < 0. Moreover, if 7 is a face of o, we have

QL) = Fh(y).
Thus, the previous sequence can be rewritten in the form

0— Fk(y G—)Fk - P F) - > D Frry) -0
) T r1=ol

This is just the cochain complex of the simplicial cohomology (for the natural simplicial
structure induced by the faces) of the cone ¢ with coefficients in the group F¥(y). This
itself corresponds to the reduced simplicial cohomology of a simplex shifted by 1. This last
cohomology is trivial, thus the sequence is exact. That concludes the proof of the proposition.

0

PROOF OF THEOREM 8.1. We have
Fik(0)* = Fg_x(0) if m =d,

m(i’ QIXCLC) = H?<Z7QI§)> = Héﬁm(z) = :
0 otherwise.

By proposition 8.4, the cohomology of Q’g’c becomes isomorphic to the hypercohomology
H(X, QF). Thus, we get
H(S, Q%) ~ Fq_1(0)[—d],
meaning
m (s, k) = {Fd—k(o) for m = d,
0 otherwise.
On the other hand, using the hypercohomology spectral sequence, combined with Proposi-

tion 8.3, we infer that the hypercohomology of QF is given by the cohomology of the following
complex:

0— H?*X - @ H*E)-k-1]—>-—> @ H*™Z)[-d] 0.

oYX O'EZd k
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We thus conclude the exactness of the sequence

(8.3)
0—H*E) > @ H*E") > @ H*E) > > P H*E") - Fyi(0) -0,
o€ €Yo UEEd_k
and the theorem follows. OJ

8.4. The non-smooth case. In the case where X is not necessarily smooth, we still have
the following proposition that we will use in Section 10.

PROPOSITION 8.5. Let X be any unimodular tropical fan and let k be an integer. Then the
following sequence is exact

® HYE)— @ HME) — HI(E) — 0.
UEEd7k71 Uezd*k
In the smooth case, one can recognize the end of the long exact sequence (8.1): indeed,
when ¥ is smooth, we have HY(2) ~ Fq_1(0).

PROOF. Proposition 8.4 still holds. However, we only get that
H®(3,90) ~ HE (),

with no further simplification.
If we denote by EJ'® the hypercohomology spectral sequence, we get

EfY = P H ().
OEX
By Theorem 7.1 and Remark 7.5, we know that for any o € X, Hk’b(io) is trivial if b > k.
Moreover, H M’(io) is clearly trivial if |o| > d—k. Hence E‘ll’b is nontrivial only for 0 < a < d—k
and 0 < b < k. Computing the further pages, we get that

d—kk _ pd—kk _ d—k—1,k d—k,k
E =E5 = cokelr(E1 — E; )

Since Ei_k’k is the only nontrivial term of degree d, we get
HM(%) ~ Ed=kF — coker< @ HME (ST — P H’“k(ia)),
0EX g k1 0EXg &
which concludes the proof. g

9. Compactifications of complements of hyperplane arrangements

The aim of this section is to discuss an application of the results we proved previously in
the study of cohomology rings of wonderful compactifications.

9.1. Tropical compactifications of subvarieties of tori. Let IV be a lattice of finite
rank n and denote by M the dual lattice. Let T' = Spec(C[M]) be the corresponding complex
torus of dimension n.

Let X — T be a connected closed subvariety of T" and let Trop(X) < Ng be the trop-
icalization of X, which comes with a natural weight function. Any fan with support in
the tropicalization Trop(X) equipped with this weight function verifies the balancing condi-
tion [BIMS15, MR09, MS15|. In particular, if the weight function is equal to one, then
Trop(X) is a tropical fan. That is the assumption we make in this section.

We are interested in compactifications of X obtained by taking the closure in a toric variety
which contains T as open torus. The following theorem summarizes several known properties
of these compactifications.

THEOREM 9.1. Notations as above, let X — T'. Consider a unimodular fan ¥ in Ng and
denote by CPx; the corresponding toric variety. Let X be the closure of X in CPyx.
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— ([Tev07, KKMSO06|) X is proper if and only if ’Z‘ 2 Trop(X).
— (|ST08,Hac08]) The following conditions are equivalent
(1) || = Trop(x).
(2) for any torus orbit T?, o € ¥, the intersection X nT° has pure dimension equal
to m — lol.
— (|Tev07,Hac08]) Assume ‘E‘ = Trop(X). The following conditions are then equiv-
alent
(1) for each o € X, the intersection X n T is smooth.
(2) the multiplication map m: T x X — CPsx; is smooth.

— (|Tev07]) Assume that m: T x X — CPs is smooth. Then for any unimodular fan
Y with support Trop(X), denoting by X' the closure of X in CPysy, the multiplication
map w': T x X — CPsy is smooth.

We have the following definitions introduced by Tevelev [Tev07].

DEFINITION 9.2 (Tropical compactification). Let X be a subvariety of the algebraic torus
T.

— Let ¥ be a unimodular fan with support Trop(X). The compactification X obtained
by taking the closure of X in CPy is called tropical if the multiplication map m: 7' x
X — CPy is faithfully flat.

— The subvariety X of the torus T is called schin if a compactification X < CPsy; with
Y unimodular with support ’E‘ = Trop(X) (and so any such compactification) has
the property that the multiplication map m: T x X — CPy; is smooth. o

Tevelev proved in [Tev07| that any subvariety X of a torus 7' has a tropical compactifi-
cation X. Moreover, a tropical compactification X has the following properties:
(1) The boundary X ~ X is divisorial.
Denote this divisor by D and let Dy, ..., D, be its irreducible components.

(2) The boundary divisor has combinatorial normal crossings: for any collection of r
irreducible divisors D;,, ..., D; in D, the intersection D;, n---n D, is either empty

or it has codimension r in X.

It follows from the properties listed above that in the case X is schén, the tropical com-
pactification X is smooth and the boundary divisor D is strict normal crossing (we assume
the underlying fan ¥ is always unimodular, so the toric varieties we consider are all smooth).

9.2. Compactifications of the complement of a hyperplane arrangement. Con-
sider now a collection of hyperplanes Hy, H1, ..., H,, in CP" given by linear forms £y, {1, ..., {p,.
We assume that the vector space generated by £, {1, . . ., £, has maximum rank, i.e., the inter-
section Hy n Hy n - -+ n Hy, is empty. Let X be the complement CP" ~ U;”:O Hj and consider
the embedding X < T for the torus T' = Spec(C[M]) with

M = ker(deg: Z™ - Z), deg(zq,...,Tm) =20+ - + Tp.
The embedding is given by coordinates [{y : ... : £;,]. Denote by N the dual lattice to M.

THEOREM 9.3. Notations as above, we have the following.
— (Tevelev [Tev07, Theorem 1.5|) The subvariety X «— T is schon.

— (Ardila-Klivans [AKO06|) The tropicalization of X coincides with the support of the
Bergman fan Yoy of the matroid M associated to the hyperplane arrangement.
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Here is the main theorem of this section.

THEOREM 9.4. Let ¥ be a unimodular fan with support Trop(X) = ‘Egm‘ and denote by X
the corresponding compactification. The cohomology ring of X is concentrated in even degrees
and it is of Hodge-Tate type, i.e., the Hodge-decomposition in degree 2p is concentrated in
bidegree (p,p). Moreover, the restriction map

A*(X) ~ A*(CPg) — H**(X)
s an isomorphism of Tings.
Combined with Theorem 7.2, this leads to an isomorphism
H?(Y) ~ H?(X).
The theorem provides a tropical generalization of the results of Feichtner-Yuzvinsky and

De Concini-Procesi [FY04,DP95|, by going beyond the combinatorial data of building and
nested sets, assumed usually in the theory of wonderful compactifications.

PROOF OF THEOREM 9.4. We give the proof with rational coefficients, and sketch an
alternate proof in Remark 9.5 which works with integral coefficients.

Consider a cone o € ¥ and let X7 be the intersection of X with the torus orbit 77 in CPy,
associated to . We have the following properties:

— X9 is itself isomorphic to the complement of a hyperplane arrangement. The embed-
ding X7 < T has tropicalization given by Trop(X?) = ’21‘ — N7.

— The closure of X7 in X coincides with the compactification X° of X7 in the toric
variety CPsg .

Proceeding by induction on the dimension of X, we can thus assume that the theorem holds
for all the strata X for any cone o # 0 in X.

Consider now the smooth compactification X < X with strict normal crossing divisor,
as stated by Tevelev’s theorem. The Deligne spectral sequence, which describes the mixed
Hodge structure on the cohomology of X in terms of the cohomology of the closed strata in
the stratification of X given by the intersection of components of the boundary divisor, gives
the following exact sequence:

0> H(X)> @ H'X)> P H*X)—>- > P H*P*X’) > H?(X) -0,
ey o€ oey
lol=p lol=p—1 lol=1
where the maps between cohomology groups are again given by the Gysin maps for the embed-
dings X < X for pair of faces 7 < 0. This was proved by [IKMZ19| and is a consequence
of a theorem of Shapiro [Sha93] which states that the p-th cohomology of the complement of
a hyperplane arrangement is pure of weight 2p concentrated in bidegree (p, p).

In Section 8 we proved a tropical analogue of the above exact sequence for any smooth

tropical fan, the tropical Deligne resolution:

0—-Fr(0)— P H'E)— P H*E)—-— P H?P2E)) > H*E) >0,
e P o
ol=p ol=p— ol=

where the maps between cohomology groups are given by the Gysin maps for the embeddings
%7 < 5 for pair of faces T < 0.

It was also proved by Zharkov [Zhal3] that the coefficient group FP(0) is naturally iso-
morphic to the cohomology group HP(X). Under this isomorphism and the isomorphism
between H?P(X7) and H?(X"), obtained by combining the isomorphism of Theorem 7.2 and
the restriction maps A*(X%) ~ H?*(CPx») — H?*(X"), for all o # 0, we get that the above
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two Deligne exact sequences are actually isomorphic up to the last piece on the right. This
shows that the natural map
H*(X) - H?(X),
given by the composition of maps H?P(X) ~ AP(X) ~ AP(CPy) — AP(X) — H?!(X), must
be an isomorphism as well, which proves the theorem in even cohomological degrees.
Again, proceeding by induction, the Deligne spectral sequence implies that the cohomol-
ogy groups H?*1(X) are all vanishing. The same statement was proved for H?*1(¥) in

Theorem 7.2, so the isomorphism H*(X) ~ H*(X) holds as well in odd cohomological de-
grees. g

REMARK 9.5. We sketch an alternative argument which allows to get the result with
integral coefficients.

First, the case where the hyperplanes form the uniform matroid, and the fan 3 has the
same support as the Bergman fan Yy, is direct. In this case, the toric variety and the com-
pactification coincide, and the result follows from the isomorphism between the cohomology
ring of the toric variety and the Chow ring of the fan, combined with the Hodge isomorphism
theorem.

Proceeding now by induction, we prove the result for the case of an arbitrary hyperplane
arrangement with ¥ having the same support as gy, for 9t the matroid of the hyperplane
arrangement. Combining Keel’s lemma, the weak factorization theorem, and Theorem 9.3,
it will be enough to produce one specific fan with the same support as gy for which the
result holds. We take the linear form ¢ which defines one of the hyperplanes. We take the
tropicalization Trop(X’) of the complement X’ of all the other hyperplanes with respect to
the embedding given by their linear forms, and take the tropicalization of ¢, viewed as a
rational function defined on X', to obtain a piecewise integral linear function f on Trop(X').
The tropical modification of Trop(X'’) along the divisor div(f) produces a fan ¥ with the
same support as the Bergman fan Ygy. Let ¥ be the fan structure on Trop(X’) and X the
corresponding compactification. Let X be the compactification of X with respect to 3. Then
we get an isomorphism X ~ X' ,, given by the graph of ¢, and an isomorphism between the
Chow rings of ¥ and ¥, given by Theorem 6.8. Combining these isomorphisms and applying
the hypothesis of the induction, we get the theorem for ¥, and thus for any unimodular fan
with the same support as 3. o

10. Homology of tropical modifications and shellability of smoothness

The aim of this section is to study the behavior of homology and cohomology groups under
tropical modifications, and to prove shellability of smoothness for tropical fans.

10.1. Computation of the homology and cohomology of a tropical modification.
This section is devoted to the proof of the following theorem.

THEOREM 10.1 (Tropical modification formula). Let 3 be a smooth tropical fan. Let f be
a conewise integral linear function on X such that div(f) is reduced. Set A = div(f). Then
the following equalities between different homology and cohomology groups hold.

— (Open tropical modifications) We have
HP*(TMy(D)) ~ HP*(2,A)  and  H, ,(TMy(Z)) ~ H, (2, A),

BM

where Ho'*(X,A) and H, ,(%,A) denote the relative cohomology with compact sup-
port and the relative Borel-Moore homology respectively.

— (Closed tropical modifications) We have

BM

HP*(CTM(S)) ~ H*(S)  and  H,,(CTM;(D)) ~ H, (%),

and these isomorphisms are compatible with the Poincaré duality.
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— (Open extended tropical modifications) We have
HY(TMp(E) ~ HY*(5,8)  and  H,,(TM;(X)) ~ H, , (%, A).
— (Closed extended tropical modifications) We have
H*(CTMp() =~ H*(E)  and  H, (CTM;(S)) = H, (%),
and these isomorphisms are compatible with the Poincaré duality.

REMARK 10.2. Let us describe briefly the different isomorphisms. For non-extended trop-
ical modifications, it is simply induced by the maps p.: Fo(0,) — Fi'(0) for o € ¥. For the
extended tropical modification however, one has to add the maps induced by the inclusions
i: Fo(d,) ~ F2(8) — FY(6) for 6 € A. o

Notice that the notation F4(d) is ambiguous for 6 € A. That is why, here and in the rest
of this section, we precise as a superscript in which fan we consider F,(8): either F£(§) or
FJ ().

First note that the theorem is trivial in the case of a degenerate tropical modification, i.e.,
if A = 0. Indeed, since X is smooth, it is div-faithful by Theorem 4.11, and then TM;(X) is
isomorphic to ¥ (see Proposition 5.2) and the theorem follows easily.

In what follows, we assume the tropical modification is non-degenerate. As usual, we use
the notations of Section 5.1. In particular, recall that p is the projection associated to the
tropical modification, and that e, is the unit vector of the special new ray above 0 in the
tropical modification.

The key point in the proof of the theorem above is the following lemma which provides a
description of the coefficient sheaves in the tropical modification.

LEMMA 10.3 (Local tropical modification formula). Let ¥ be a smooth tropical fan, and
let A = div(f) be a reduced divisor associated to a conewise integral linear function on X. Let
3= TMa(D).

Let o be a face in X~ A, § be a face in A, and let p be a non-negative integer. We have
the following short exact sequences.

0 —— F(0,) =% F¥(0) — 0,

0 —— F2 (8) —— F2(0,) —2 FL(0) —— 0,

((6) —— FE(5,) %5 F2(5) —— 0

where the first map in the two last sequences is given by v — e_ A p*(v) with p*(v) denoting
any preimage of v by ps.

Note that the map v — ¢, A p*(v) does not depend on the chosen preimage of v. The
proof of this lemma is based on the tropical Deligne sequence and will be given in Section 10.3.
We now proceed with the proof of the tropical modification formula.

ProOOF OF THEOREM 10.1. It is possible to derive the theorem by using the above local
lemma and by following the proof of Proposition 5.5 in [JRS18|. We present another proof
here using cellular homology.

We first prove the isomorphism stated in the theorem concerning open tropical modifica-
tions. Let & = TMa(X). Summing the short exact sequences of Lemma 10.3 over all faces of
i, we get the following short exact sequence for any pair of integers p, ¢:

M BM , BM

00— Cly 1 (A)@C (A) — Cpu(S) — Cpu 1 (D) T, (X) — 0.
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An inspection of the boundary operators leads to the following short exact sequence of
cochain complexes

(10.1)

0 — Cone, <C’;illy,

(3) — Cone, (CBM(A) -

p7. p7.

id BM BM
(2) e aa) — ¢

e (2)) — 0,
where for two complexes C'* and D*® and a morphism ¢: C* — D*, the complex Cone,(¢) is
the mapping cone defined as follows

0: Ch_1®D, —> Ck—2® Dy,

Coneg(¢) = Cx—1 ® Dg, and a®b —  —da® (¢(a) + db).

We refer to [KS90| for more information about the mapping cones and their basic properties.
As usual, we define the relative chain complex C;f (X, A) as the cokernel of the inclusion
CBI\J (A) N CBI\’I (Z>.

p?' p7.
The homology of the cone of the identity map is always zero. Moreover, the homology of

Cone, (CBM(A) —

p?‘ p7.
From the long exact sequence associated to the short exact sequence (10.1), we get the
following isomorphism

(E)) is isomorphic to the relative homology.

H,.(5) = H. . (S,0),
which is exactly the first isomorphism of the theorem.

BM

We now prove the isomorphism between H flf (CTMg(X)) and H, ,(X). The chain complex
of CTM;(X) can be decomposed into the following short exact sequence

BM id BM BM BM
0 —> Conea (C,"14(8) 25 €11 1(8)) @ G () — G (CTMy(E))
— Cones (C;“j(A) Ja, ;“f(z:)) S

The only new term compared to (10.1) is the one coming from the stratum A, := £¢ (with
p the special ray) which is isomorphic to A. Moreover, when we compare this short exact
sequence with the short exact sequence of relative homology, we get the following commutative
diagram.

BM

0 — Cone,(ida) ® Cp 4 (A) — Cpy (CTM;(E)) — Conea(in) — 0

lﬁz lp* +iag lﬁl

0 ——— Cor(A) —————— CUN(E) —— Cor(S,A) — 0

p’.
Here, mo denotes the projection on the second part, ps is the usual map coming from the
projections p,: F,(0,) — FE(O‘) for o € ¥, ia,, is given by the maps F,(6,,) ~ FpA((S) — F%(é)
for § € A, and m is the natural projection
BM BM BM BM BM
Cre(X)DC,e_1(A) — C, (X)) — Cp7,(2)/0 o (D).
Hence we get a morphism between the associated long exact sequences.

— Hy o (A) — Hyy (CTMy(E)) — Hy(Cones(in)) — Hy\y 1 (A) — -+

H lpis L H

BM BM BM BM
— Hp,q(A) — Hp,q () —— Hp,q(EvA) E— Hp,qfl(A) —r
The maps w2 and 7 induce isomorphisms in homology, and we conclude by using the five

lemma.
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The other isomorphisms in the statement of the theorem can be obtained in similar ways
(using if necessary, for the cohomology, the dual of the local tropical modification formula,
Lemma 10.3). The theorem follows. O

10.2. Shellability of smoothness. As a consequence of Theorem 10.1, we get the fol-
lowing.

THEOREM 10.4. Smoothness is shellable in Trop.

PrROOF. We use Lemma 5.10. It is a trivial fact that elements of %, are smooth. Moreover,
since smoothness only depends on the support (Theorem 3.20), we only have to prove the
closeness by products and the closeness by tropical modifications. Closeness by products is
given by Proposition 3.21. It remains to prove the closeness by tropical modifications.

Let ¥ be a tropical fan. Let f be a conewise integral linear function on 3 such that div(f)
is reduced. Set A = div(f) and let ¥ = TM;(X). Assume moreover that A is smooth (and
non-empty). By Lemma 5.10, we just have to prove the Poincaré duality for 3.

By Theorem 10.1, we know that H]jlf (i) ~ Hflf (X, A). Using the long exact sequence of
relative homology, we get the following exact sequence
BM BM BM o~

= Hyq(B) — Hy g (5) — Hy (%) —

)
Since ¥ (resp. A) verifies the Poincaré duality, its Borel-Moore homology is trivial except for
q = d (resp. ¢ = d — 1). We deduce that H;}f (f]) is trivial except in degree d and that we
have a short exact sequence

BM BM , o~ BM
0— Hp,d(z) - p,d (E) - p,d—l(A) — 0.
The cap products - —~ 14 for " any of the tropical fans ¥, A or 3 induces the following
commutative diagram.

0 —— FIP(2) —— FiP(8) —— FirL(A) —— 0

l? | l@
BM BM , & BM
0 —— prd(E)  — Hp7d(2) — Hp,d—l(A) — 0
We have already seen that the second row is exact. The first row is also a short exact sequence
by the dual of Lemma 10.3. The first and last vertical maps are isomorphisms because ¥ and
A verify the Poincaré duality. Hence, by the five lemma, the second vertical map is an
isomorphism, and therefore, ¥ verifies the Poincaré duality. O

10.3. Proof of Lemma 10.3. In this final section, we prove Lemma 10.3. So let % be
a smooth tropical fan. Let f be a conewise integral linear function on ¥ such that div(f)

is reduced. Let A = div(f) and & = TM;(X). We have to prove the following three exact
sequences for any face o € ¥ . A and any § € A.

0 —— F¥(0,) = F¥(0) —— 0,
0 —— F2 (8) — F2(6) 2= F2(5) —— 0,

0 —— F2 (8) —— Fx(6,) s FY(5) —— 0.

For the first exact sequence, let 0 € X N A. Let £ € M be any integral linear map which
coincides with f on ¢. Denote by 77: N — N¢ the natural projection. Then, f — ¢ induces
a conewise integral linear map f7 = 7(f — ¢) on 3?. Since no codimension one face of ¥
containing o is in div(f), we deduce that div(f?) is trivial. Since X is smooth, it is div-faithful
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at 0. As a consequence, f? must be a linear map on %7. Set [ = w7*(f9) + ¢, and note that
7 is a linear map which coincides with f on the faces containing o. The isomorphism between
F (o) and F3(0,) is now induced by the isomorphism between Ng and Im(?).

The second exact sequence is clear since 1, ~ n x Re, for any cone n > ¢ in A.

It remains to prove the last one. We prove the exactness of the following sequence
A -
0 — F,'(0a) — F;(05) — F,/(0x) — 0.

The statement then follows by applying the same argument to A°, i‘s", and X0 for all § € A,
and by using the compatible isomorphisms
FU(1) ~ NNy @ B (Orn)

for pairs (11,7) equal to (6,A), (0,,%), and (6,%). Notice that the terms of the short exact
sequence only depend on the support of the respective fan. Hence, we can assume without
loss of generality that A, ¥ and > are unimodular.

Combining the sequence given by Proposition 8.5 for A, ¥ and i we get the diagram
depicted in Figure 1 in which the three rows are exact.

0 0

@ HPR) — P HPRA') — HPU(A) — 0
dEA dEA
[§l=d—p—2 [§l=d—p—1

l !

@ HPE ) — @ HPE ) —— HME) —— 0

oes e
lol=d—p—1 lol=d—p

l l

@ HPE) —— P HPE') —— HMYE) —— 0
oEY oY
lol=d—p—1 lol=d—p

l l
0

0 0

FIGURE 1. End of the duals of tropical Deligne sequences for a tropical modification

We describe the vertical maps. Let § € A. Then Y% ~ A%, In the same way, if 0 € XA,
then X% ~ X7 because ¥ is div-faithful at o. In both cases, we get an isomorphism in
cohomology. The last case concerns Y7 with o € A. In this case, 00 ~ TMae(X7). Since
3% is div-faithful, we can combine Theorem 6.8 and Theorem 7.4 to get

O

HPP(S ") = MWy (579) > ATP(E70)* ~ A%P(29)* ~ HPP(S),
Summing all these isomorphisms, we get

=0 =~aL ~O0o P —
C_B HPP(Y ) = @ HPP(Y )@ @ HPP(Y ) ~ (_B Hp’p(A6)® @ HP,P(EU).
Ueik 5€Ak._1 an‘k 66Ak._1 O'EZk

The two first columns of Figure 1 are the split exact sequences obtained via the isomorphism
described above. The last column can be defined in a unique way to make the diagram
commutative. A diagram chasing proves that we obtain an exact sequence.
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HPY(X) | 0 2 HP4Y) | 0 2
0 0] 0 75 0 Z| 0|0
1 0| 0 |Z>x7Z/27Z 1 0|Z°|0
2 0| 7> Z 2 0|7%|7Z

TABLE 1. Cohomology of the fan 3 over the one-skeleton of the cube.

We now observe that we have a second commutative diagram.

HP'NA) ——— HPYS) —— HPYS) —— 0

| ! I

5 p
0 FdA—p—l(QA) — Fg—p<gi) 4*> FdE—p(QZ) — 0

The vertical maps are the dual of the map described in 3.2.2. In the same way that the
map in 3.2.2 is injective, the vertical maps are surjective. Moreover, the last vertical map is
an isomorphism. Indeed, by assumption ¥ is smooth and thus verifies the Poincaré duality.

. . _ BM . . .
Hence, we have an isomorphism FdE P(0y) > H, ;(¥). Moreover, since H*(X) is torsion-free,

the Poincaré duality implies that HEI\:(E) is torsion-free, and we have HP(X) ~ H;E(Z)*.

Since Fdzfp(QE) o~ F%fp(QZ)*, by dualizing,~we get the isomorphism HZ4(X) =~ Fdzfp(QE).
The injectivity of the map FdA_p_1(QA) — Fg_p(Qi) is clear. The rest of the exactness of the
second row then follows from a diagram chasing. This concludes the proof of Lemma 10.3. [

11. Examples and further questions

In this final section, we provide a collection of examples to which we referred in the text,
and complement this with remarks and questions which we hope could clarify the concepts
introduced in the paper.

11.1. The fan over the one-skeleton of the cube. A rich source of examples is given
by the fan defined over the 1-skeleton of a cube. More precisely, consider the standard cube
G0 with vertices (+1,+1,+1), and let ¥ be the two-dimensional fan with rays generated by
vertices and with facets generated by edges of the cube. The fan X is locally irreducible
and tropical but not unimodular. We obtain a unimodular fan changing the lattice: in what
follows, we work with the lattice N := ZQEEI L.

Table 1 summarizes the main cohomological data about the cube. One can compute the
homology via the universal coefficient theorem: the torsion part is shifted by one column
on the left, the rest remains unchanged. Moreover the image of A'(X) inside AY(X)* is a
sublattice of full rank and of index two.

Some general facts on the cohomology of fans. Let us start by making comments on some
relations in these tables that generalize to all fans. First notice that the last rows coincide.
This is a more general phenomenon: for any fan ' of dimension d, H*Y(Y') ~ H® ().
This is due to the vanishing of the sheaf F¢ on faces of positive sedentarity. Moreover,
HPO(%) is trivial and HP'(X) is torsion-free for any p. Indeed, by definition of F,(0), the
map @ ,ex, Fp(0) — Fy(0) is surjective. Hence H;lg (X) is trivial and the universal coefficient
theorem concludes.
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Poincaré duality for fans and classical cohomology. Pursuing our study of the cohomology
of 3, one can notice that the first row is just the reduced classical homology of the one-skeleton
of the cube shifted by one. This is clear because for p = 0 we retrieve the classical homology.
This gives us a precious information: a fan Y’ of dimension d which verifies the Poincaré
duality must verify that ¥’ \ {0} has its classical cohomology concentrated in degree d — 1,

and moreover, Hgl;gl(Z’) ~ 7'%F©) Combined with the fact that rk(F4(0)) < (%), with
n the dimension of the space spanned by >, we deduce that locally irreducible tropical fans

verifying the Poincaré duality are very specific.
On cohomology groups of ¥ for p > q > 0. Notice that by Theorem 7.1, the cohomology

groups HP4(X) are trivial when either p < ¢, or ¢ = 0 and p > 0, and that HP?(X) ~ AP(X).
The theorem however provides no information about H 2’1(2Lfor a general fan. For the fan
Y. consider here, this cohomology group is nontrivial, hence ¥ does not verify the Poincaré
duality.

Other properties of ¥. The fan ¥ can be served in the following examples.

EXAMPLE 11.1 (A Chow-duality tropical fan which does not verify the Poincaré duality).
The cohomology of ¥ does not verify the Poincaré duality. Its Chow ring with integral coef-
ficients neither. On the other hand, its Chow ring with rational coefficients does verify the
Poincaré duality. It also verifies the hard-Lefschetz property and the Hodge-Riemann bilinear
relations. o

EXAMPLE 11.2 (A non-principal locally irreducible unimodular fan). The map A'(¥) —
AY(X)* is not surjective, hence X is not principal at 0 for integral coefficients (though it is
principal for rational coefficients). Indeed, the divisor D = R - (1,1,1) is not principal, but
2D is. In fact, this divisor is not a boundary for integral coefficients, and kall(Z) ~ 727
has torsion. o

11.2. The cross. Consider the cross {zy = 0} in R? with four rays. We denote it by A.
It is the simplest singular tropical fan. It can be used in several constructions to find various
counter-examples. We propose some of them below.

EXAMPLE 11.3 (Poincaré duality for a non normal compactified fan). Recall that A¥ is the
complete fan on R* whose facets are the 2F orthants. Consider ¥ := TMa (A?). Since A2 is div-
faithful, by Theorem 6.8, A*(X) ~ A*(A?). Moreover, since A? is smooth, H**(X) ~ H**(A2).
Hence, despite ¥ being not normal, both the Chow ring of ¥ and the cohomology of ¥ verify
the Poincaré duality. In particular, 3 is irreducible, principal and div-faithful at 0. On the
other hand, it is neither locally irreducible nor div-faithful globally. However, ¥ does not
verify the homological Poincaré duality: H(])gl; (X) ~ Z* but F?(0) is of rank 3. o

EXAMPLE 11.4 (A nontrivial degenerate tropical modification). Let f be the conewise
integral linear function on A given by f = x—y on {x+y > 0} and 0 on the complement. Then
div(f) is trivial. The tropical modification TM;(A) is a smooth tropical line. In particular
it verifies the Poincaré duality, which is not the case of A. This example is quite interesting:
it seems that tropical modifications tend to desingularize tropical varieties as blow-ups do in
algebraic geometry. o

EXAMPLE 11.5 (Two non-principal unimodular tropical fans). Consider the fan ¥ = A x A
of dimension two in R3, i.e., it has the six rays of the axes and support {z = 0} u{y = 0} = R3.
The divisor {y = z = 0} in X is not principal. This means ¥ is not principal at 0.

Following the idea of Example 11.3, one can go further and create a fan which is principal
at 0 but not globally principal: it suffices to take TMsx(A3). o

EXAMPLE 11.6 (Non-irreducible unimodular fans). We can find higher dimensional ana-
logues of the cross in R?. Consider any unimodular fan A’ of support {z; = x5 = 0} U {3 =
r4 = 0} in R*. The fan ¥ is normal, div-faithful and principal, but it is not irreducible. o



11. EXAMPLES AND FURTHER QUESTIONS 191

EXAMPLE 11.7 (A normal div-faithful unimodular fan which is neither irreducible nor
principal). Let A’ be the fan defined in the previous example. Set ¥ = A’ x A. We get
a tropical fan ¥ of dimension three which is still normal and div-faithful but it is neither
irreducible, nor principal: the divisor {z; = x3 = 0} x {0} is not a principal divisor in ¥’. ¢

11.3. Non saturated and non unimodular fans. Let (e;,¢3) be the standard basis
of Z?% and let ¢g = —e; — ¢5. Denote by p; = Ry ¢;, i € {0, 1,2} the corresponding rays. Let N
be the lattice Z(1,0) + Z(—1/3,—1/3). Then the lattice Z? generated by eo, ¢1, e is of index
three in N.

EXAMPLE 11.8. Let ¥ in R? be the one-dimensional fan with rays p;, for i = 0,1,2. Then
¥ is tropical, and tropically smooth, but it is not saturated. Any element of (Z2)* = M
induces an integral linear form on Y. As a consequence, A'(X) has torsion. For instance,
Xy, — Xp, i non-zero, but 3 - (X,, — X,,) is zero in A!(). o

EXAMPLE 11.9. Let ¥ be the complete fan in the plane R?, with N = Z?2, whose rays are
the p;. This time, ¥ is not unimodular. As in example 11.8, A'(X) has torsion. Moreover, the
cohomology group H'(X) ~ Z/3Z is nontrivial even though we are in bidegree (p,q) = (1,2)
with p < q. o

ExAMPLE 11.10. Consider again the complete fan ¥ of the previous Example. Let f be
the conewise integral linear function on ¥ which maps ¢y on —3 and ¢; and ¢ on 0. Then
div(f) is the reduced divisor A with rays p; for i = 0,1, 2.

Let X' be a unimodular subdivision of ¥; for instance one can add the rays along the
vectors e; + 2¢; for distinct 4, j € {0,1,2}. This fan is smooth. Set D TM;(¥) and denote
by p the new ray. Then % is a smooth unimodular fan which is saturated at 0 but not at p-
Even worse, there is no way to change the lattice N to make it saturated without changing
Y AN. N N

Since ¥ is saturated at 0, A'(X) has no torsion. However, the element X,(X,, — X,,) €
A2(3) is an element of order three.

The three previous examples show that the saturation and unimodularity assumptions in
Theorem 7.1 are needed in general.

11.4. Further examples.

ExXAMPLE 11.11 (A shellable tropical fan which is not generalized Bergman). Let ¥ be
the two-dimensional skeleton of the fan of the projective space of dimension three: it has four
rays generated by vectors eq, e9, e3 and ¢y = —ej — eg — e3, where (e1, 2, ¢3) is a basis of N, and
the six facets Rye; + Ryej for 0 < ¢ < j < 3. We have ‘E‘ = ’Egm‘ for the uniform matroid

I = U} of rank three on four elements. Let A be the tropical curve in ‘Z‘ with four rays
p1, P2, p3 and pg with

p1 = Ry(e1 + e2), p2 =Rye, p3 = Ry (eq + 2e3), pa =R (eq +e1).
Then we have A ~ Yy with 9 = U? the uniform matroid of rank two on four elements.

The tropical modification TMa(X) is shellable but does not have the same support as the
Bergman fan of any matroid. It means it is not generalized Bergman. o

EXAMPLE 11.12 (A non-shellable smooth fan). We study here an interesting example
discovered by Babaee and Huh [BH17|. We would like to thank Edvard Aksnes and Kris
Shaw for pointing out the relevance of this example to us.

A full description of the fan is given in [BH17, Aks19]. We just mention its main proper-
ties. It is a normal unimodular tropical fan ¥ of dimension two living in R*. Aksnes computes
its rational homology in [Aks19] and concludes that it is smooth (this remains true with
integral coefficients). However, ¥ does not verify the Hodge-Riemann bilinear relations: it is
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quasi-projective, but the pairing A'(X) x A'(X) — Z has more than one positive eigenvalue.
In particular it is not shellable. Indeed, by Theorem 5.9 (6), any quasi-projective shellable
fan verifies the Hodge-Riemann bilinear relations. o

EXAMPLE 11.13 (Irreducible components of non normal fans). Let ¥ = # be the 1-
skeleton of Us 3 in R2. There are five irreducible components in the sense of minimal support

of an element of H fmf(Z), but they do not induce a partition of ¥;. o

11.5. Questions. We end this section with a list of questions naturally arising in our
study.

— Is the smoothness of a tropical fan ¥ implied by the surjectivity of the map F?(0y,) —
BM

H, ,4(37), 0 € X. In other words, does the vanishing of H;ZI (3) follow from the surjectivity?

— Provide examples of unimodular fans 3 with torsion in HP?(X), for p > q.
— Provide a classification of smooth tropical fans.



CHAPTER 3

Hodge theory for tropical varieties

Abstract : In this paper we prove that the cohomology of smooth projective tropical
varieties verify the tropical analogs of three fundamental theorems which govern the cohomol-
ogy of complex projective varieties: Hard Lefschetz theorem, Hodge-Riemann relations and
monodromy-weight conjecture.

On the way to establish these results, we introduce and prove other results of indepen-
dent interest. This includes a combinatorial study of the tropical version of the Steenbrink
spectral sequence, a treatment of Kéahler forms in tropical geometry and their associated
Hodge-Lefschetz structures, a tropical version of the projective bundle formula, and a re-
sult in polyhedral geometry on the existence of quasi-projective unimodular triangulations of
polyhedral spaces.

Moreover, we provide a generalization with a new proof of the results of Adiprasito, Huh,
and Katz, Hodge theory for combinatorial geometries, Annals of Mathematics 188 (2018), no.
2, 381-452, by showing that being Kéahler for tropical fans is shellable, in the sense of our
work homology of tropical fans. This shows that any quasi-projective shellable tropical fan is
Kahler.

1. Introduction

The aim of this work and its forthcoming companions is to study Hodge theoretic aspects
of tropical and non-archimedean geometry.

Tropical geometry studies degenerations of algebraic varieties by enriching the theory of
semistable models and their dual complexes by polyhedral geometry. This enrichment moti-
vates the development of algebraic geometry for combinatorial and polyhedral spaces [Mik06,
MS15,GS11,MZ14,IKMZ19,Car19,JSS19| and their hybrid counter-parts, which contain
a mixture of algebraic and polyhedral components [Ber09, AB15,BJ17, AN20, Mik06].

In dimension one, it is now well-understood that graphs and metric graphs are in many
ways similar to Riemann surfaces and algebraic curves. For example, the analog of many
classical theorems governing the geometry of Riemann surfaces, Riemann-Roch, Abel-Jacobi,
Clifford and Torelli, are now established for graphs and metric graphs [BN07, GK08, MZ08,
Cop16,CV10,AB15].

This viewpoint and its subsequent extensions and refinements have been quite powerful
in applications in the past decade, and have resulted in several advances ranging from the
study of curves and their moduli spaces (e.g. Brill-Noether theory [CDPR12a|, maximum
rank conjecture [JP16], the Kodaira dimension of the moduli spaces of curves [FJP20]) to
arithmetic geometry of curves (e.g. uniform bounds on the number of rational points on
curves [KRZ16] and equidistribution results [Amil4|). An overview of some of these results
can be found in the survey paper [BJ16].

It is expected that higher dimensional combinatorial and polyhedral analogs of graphs
and metric graphs should fit into the same picture and fundamental theorems of algebraic
geometry should have their combinatorial and polyhedral analogs.

193
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Representative examples of this fresco in higher dimension have emerged in the pioneering
work of McMullen and Karu [McM93, Kar04| on hard Lefschetz theorem for polytopes, and
more recently, in connection with Hodge theory, in the work of Adiprasito-Huh-Katz [AHK18|
in the development of Hodge theory for matroids, in the work of Babaee-Huh [BH17| on
Demailly’s strong reformulation of the Hodge conjecture for currents, in the work of Elias and
Williamson [EW14] on Hodge theory of Soergel bimodules and positivity of Kazhdan-Lustig
polynomials, and in the work of Adiprasito-Bjoner [AB14] and Adiprasito [Adi18] on weak
and combinatorial Lefschetz theorems, respectively.

Our aim here is to show that cohomology of Kéahler tropical varieties verify the tropical
analogs of three fundamental theorems which govern the cohomology of complex projective
varieties: Hard Lefschetz theorem, Hodge-Riemann relations and monodromy-weight conjec-
ture. As we will explain below, this provides a uniform treatment and a generalization of
many of the above mentioned results within the framework of tropical geometry.

In the rest of this introduction, we provide a brief discussion of the results presented in
this article.

1.1. Tropical fans. Tropical fans and their supports form the local charts for more
general tropical varieties. Let N ~ Z" be a lattice of finite rank and denote by Ng the vector
space generated by N. Recall that a fan 3 in Ng is a non-empty collection of strongly convex
polyhedral cones which verify the following two properties. First, for any cone o € 3, any
face of o belongs to 3. Moreover, for two cones ¢ and 7 in X, the intersection o N 7 is a
common face of both ¢ and 7. In particular, ¥ always contains the cone 0 := {0}. We denote
by |o| the dimension of a face o. A fan is called rational if any cone in ¥ is rational in the
sense that it is generated by rays which have non-zero intersection with the lattice N. In that
case, each cone o in Y defines a sublattice N, of N of the same rank as the dimension of o,
and given by the integral points of the vector subspace of Nk generated by o. A cone o is
simplicial if it is of the form Y} R, e; for some family of independent vectors (e;); in Ng. If o
is rational, we say it is unimodular if we can choose a basis of N, for the family (e;);. A fan
Y is called simplicial, resp. unimodular, if all its cone are simplicial, resp. unimodular. A fan
is pure dimensional if all its maximal cones have the same dimension. The support of a fan X
is denoted by ’E‘

A tropical fan is a pure dimensional simplicial rational fan ¥ in Ng as above which in
addition verifies the following foundational principle in tropical geometry called the balancing
condition: for any cone 7 of codimension one in 3, we have the vanishing in the quotient
lattice NV / N of the following sum

Z QU/T =0

oOT
where the sum is over faces o of maximal dimension containing 7 and ¢, /; is the vector which
generates the quotient (o N N)/(r n N) ~ Zxo. This might be regarded as a polyhedral
analogue of orientability and leads to the definition of a fundamental class which plays an im-
portant role in the treatment of the duality and other finer geometric properties in polyhedral
geometry.

1.2. Smoothness in tropical geometry. The smoothness is understood in the sense
of our work [AP21]|. The definition of tropical smoothness that we propose in that work is
homological.

Let ¥ be a rational fan. We denote by F,, the sheaf of p-multivectors on ¥ and by F? its
dual. The sheaf F, is simplicial and on each cone ¢ is defined by

F,(o):= Z NN, < N'N, and FP(o):=F,(0)".
neX
n=2oc
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The dual F? (with real coefficients) can be regarded as the sheaf of tropical holomorphic
p-forms on ¥, cf. [JSS19].

The above coefficient sheaves lead to the definition of cohomology and homology groups
HP(X), HPY(Y), Hp4(X), and H;}; (X), with the last one being the tropical analogue of the
Borel-Moore homology. These were introduced in [IKMZ19| and further studied in [JSS19,
MZ14,JRS18,GS19b, GS19a, AB14, ARS19, Aks19, AP21, Mik20a, AP20c|. We recall

the relevant definitions in Section 2.

Let X be a tropical fan of dimension d, and let vs; be the canonical element in the Borel-
BM
Moore homology group H, ;(X).

Using the cap product —~, we get a natural map
BM

-~ v HPU(Y) — Hy_p, g (5).

We say that a simplicial tropical fan X verifies the Poincaré duality if the above map is an
isomorphism for any bidegree (p,q). A tropical fan ¥ is called smooth if for any cone o € 3,
the star fan 7 verifies the Poincaré duality. In this paper, the star fan X7 refers to the fan
in Ng / Ny r induced by the cones 7 in ¥ which contain o as a face.

In [AP21] we introduced the notion of shellability and class of shellable tropical fans. One
of the main theorems of [AP21] is the following theorem.

THEOREM 1.1. Smoothness is shellable. In particular, any shellable tropical fan is smooth.

1.3. Matroids and their Bergman fans. Central objects underlying our results in
this paper and [AP21| are combinatorial structures called matroids. Discovered by Whit-
ney [Whi35| in his study on classification of graphs with the same cycle structure, and inde-
pendently by van der Waerden [van37] and Nakasawa, matroids provide combinatorial axiom-
atization of central notions of linear algebra. In this way, they lead to a common generalization
of other combinatorial structures such as graphs, simplicial complexes and hyperplane arrange-
ments. They appear naturally in diverse fields of mathematics, e.g., in combinatorics and
statistical physics [Tut65, MP67, GGWO06, SS14, Piq19b]|, optimization theory [Sch03],
topology [Mac91, GM92|, and algebraic geometry [Mné88,Laf03, BB03,BL18,Stu02|. In
tropical geometry, they are combinatorial structures underlying the idea of maximal degener-
ations of algebraic varieties [Del97, KS06], and in this way give rise to a tropical notion of
smoothness. We refer to [Wil73, Kun86,0x111]| for an introduction and a historical account
of the theory of matroids.

To any matroid 9t over a ground set E one associates a fan gy called the Bergman fan of
9t which lives in the real vector space R” / R(1,...,1) and which is rational with respect to the
lattice ZF / Z(1,...,1). In the case the matroid is given by an arrangement of hyperplanes, the
Bergman fan can be identified with the tropicalization of the complement of the hyperplane
arrangement, for the coordinates given by the linear functions which define the hyperplane
arrangement [AKO6].

The fan gy has the following description. First, recall that a flat of 9 is a set F' of
elements of F which is closed with respect to the linear dependency, i.e., an element e € FE
which is linearly dependent to F' already belongs to F'. A non-empty flat ' & FE is called
proper. The Bergman fan gy consists of cones o4 in correspondence with flags of proper flats
of M

F.FLCcFc-- ¢ Iy, ke Nu {0}.
For such a flag .#, the corresponding cone o4 is the one generated by the characteristic vectors
ery, ..oy em of Fi, ... Fp in RE/R(1,...,1). In particular, the rays of Y9y are in bijection with
the proper flats F' of 9.

We call a Bergman support or a tropical linear space any subspace of a real vector space
which is isomorphic via a linear map of real vector spaces to the support of the Bergman fan
of a simple matroid. The terminology comes from [Ber71,Spe08§|.



196 3. HODGE THEORY FOR TROPICAL VARIETIES

By a generalized Bergman fan we mean any fan which is supported on a Bergman support.
In particular, Bergman fan gy of a matroid 9 is an example of a generalized Bergman fan.
Moreover, with this terminology, any complete fan in a real vector space is a generalized
Bergman fan. Indeed, for each integer d, the real vector space R? is the support of the
Bergman fan of the uniform matroid Uy41 of rank d + 1 on ground set [d] := {0,1,...,d}. (In
U, every subset of [d] is an independent set.) Thus, generalized Bergman fans generalize both
complete fans and Bergman fans of matroids. In addition, products of Bergman fans remain
Bergman.

A unimodular generalized Bergman fan in a real vector space V is a generalized Bergman
fans > which is moreover rational with respect to a full rank sublattice N of V' and unimodular
(smooth in the language of toric geometry). This means any cone ¢ in X is simplicial, that

is generated by |ol, the dimension of o, rays. Moreover, denoting o1,..., 0|, the rays of o,
each ray p; is rational, and in addition, if ¢,, denotes the primitive vector of the ray o;, the
set of vectors ¢,,...,¢, , is part of a basis of the lattice N. The product of two unimodular

generalized Bergman fans remains a unimodular generalized Bergman fan.
We proved in [AP21] the following theorem.

THEOREM 1.2. Unimodular Bergman fans are shellable. As a consequence they are smooth.

This shows that our notion of smoothness and the corresponding smooth tropical varieties
include the previous ones modeled by the supports of Bergman fans.

1.4. Chow rings of tropical fans. Let X be a unimodular tropical fan in a vector space
V and let N be the corresponding full rank lattice of V', so V = Ng := N ® R.

The Chow ring of ¥ denoted by A*(X) is defined as the quotient of the polynomial ring
Z[X, | 0 € ¥1], with generators X, associated to the rays o of ¥, by the ideal I + I5 defined
as follows:

— I is the ideal generated by all monomials of the form [ |
which do not form a cone in >; and

oes Xo for any subset S < 3

— I is the ideal generated by the elements of the form

Z (m, e0)X,

€31
for any m in the dual lattice M = N*,

where ¢, denotes the primitive vector of p, and (-,-) is the duality pairing between M and
N.

This ring is known to be the Chow ring of the toric variety Py, defined by ¥, cf. [Dan78,
BDP90, Brig96,FS97|.

In the case ¥ = Ygy is the Bergman fan of a simple matroid 9, by the description of the
fan Yoy, it is easy to see that the ring A®(Xgyn) coincides with the Chow ring A®(9) of the
matroid defined as follows.

To any flat F of 9t one associates a variable Xp. The Chow ring A*(90) is then a quotient
of the polynomial ring Z[Xp : F flat of 9] by the ideal Isyy generated by the polynomials

— XpXg for any two incomparable flats F' and H, i.e., with FF & H and H ¢ F
— Dpae XF — ZFSf Xp for any pair of elements e, f € E.

In the case the matroid 97 is given by an arrangement of hyperplanes, the Chow ring
gets identified with the Chow ring of the wonderful compactification of the complement of the
hyperplane arrangement [DP95, FY04|. We generalized this result to any tropical compact-
ifications of the complement of the hyperplane arrangement in [AP21].
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1.5. Canonical compactifications. The canonical compactification of a simplicial fan
> in a real vector space V' ~ R" is defined as the result of completing any cone of ¥ to a
hypercube, by adding some faces at infinity. This is defined more precisely as follows. The fan
> can be used to define a partial compactification of V' which we denote by TPy. The space
TPy, is the tropical analog of the toric variety associated to . In fact, in the case the fan X is
rational with respect to a full rank lattice N in V', the tropical toric variety TPy coincides with
the tropicalization of the toric variety Py associated to X, see e.g. [Pay09, Thu07|. These
partial compactifications of V' coincide as well with the ones called manifolds with corners
considered in [AMS'10,0da88|.
The canonical compactification of ¥ denoted by X is then defined as the closure of ¥ in the
tropical toric variety TPs;. The space 3 has the following description as the cubical completion
of 33, see Section 2 for a more precise description. Any ray o of 3 becomes a segment by adding
a point o0, at infinity to 0. Any two dimensional cone o with two rays g; and g2 becomes a
parallelogram with vertex set the origin, o0,,, 0,,, and a new point o0, associated to o. The
higher dimensional cones are completed similarly to parallelepipeds.

Canonical compactifications of fans serve as building blocks for the description and the
study of more general tropical varieties, as we will explain below.

1.6. Hodge isomorphism theorem and Poincaré duality. Let > be a unimodular
smooth tropical fan and let ¥ be the canonical compactification of 3. The compactification
Y is a smooth tropical variety in the sense that it is locally modelled by unimodular smooth
tropical fans, see Section 1.8 below and Section 2 for a precise definition of smoothness built
in [AP21].

Denote by Hf;’gp(i) the tropical cohomology group of ¥ of bidegree (p, q) introduced by
Itenberg-Katzarkov-Mikhalkin-Zharkov in [IKMZ19|. We recall the definition of these groups
in Section 2. We proved in [AP21] the following general theorem which allows in particular,
when applied to the Bergman fan gy of a matroid 91, to reinterpret the results of Adiprasito-
Huh-Katz [AHK18| as statements about the cohomology groups of a specific projective trop-

ical variety, the canonical compactification of the Bergman fan of the matroid.

THEOREM 1.3 (Hodge isomorphism for unimodular smooth tropical fans [AP21|). For
any unimodular smooth tropical fan ¥ of dimension d, and for any non-negative integer p < d,
there is an isomorphism

AP(X) = H{E, (B, Z).
These isomorphisms induce an isomorghism of Z-algebras between the Chow ring of X ang the
tropical cohomology ring (—Bg:[) HEP (3,7). Furthermore, the cohomology groups HES (3, 7)

trop trop
for p # q are all trivial.

Saying it differently, the theorem states that the cycle class map from Chow groups to
tropical cohomology is an isomorphism, and in particular, the tropical cohomology groups of
> are generated by Hodge classes.

As a corollary of the above theorem, we obtain the following result [AP21].
THEOREM 1.4 (Poincaré duality). Let ¥ be a unimodular tropical fan of dimension d.

There is a canonical isomorphism deg: A%(X) — Z called the degree map. With respect to this
isomorphism, the Chow ring of ¥ satisfies the Poincaré duality, in the sense that the pairing

AF(D) x ATER(D) — AYY) el

(a,b) > deg(ab)

s non-degenerate.
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For generalized Bergman fans, this can be obtained via the Hodge isomorphism theorem by
the Poincaré duality for matroidal tropical varieties, established by Jell-Shaw-Smacka [JSS19|
for rational coefficients and by Jell-Rau-Shaw [JRS18]| for integral coefficients. In that case,
this was also independently proved by Gross-Shokrieh [GS19a], as well as by Ardila-Denham-
Huh [ADH20].

1.7. Kahler tropical fans and shellability. For a unimodular smooth tropical fan X
of dimension d and an element ¢ € A'(X), we say that the pair (X, ¢) verifies the Hard Lefschetz
property HL(X, £) if the following holds:

(Hard Lefschetz) for any non-negative integer k < %, the multiplication map by ¢4~2* induces
an isomorphism

/L0 >) QT s G ) B — L

We say the pair (X, ¢) verifies Hodge-Riemann relations HR(X, £) if for any non-negative
integer k < %, the following holds:

(Hodge-Riemann relations) for any non-negative integer k < g, the symmetric bilinear form
AF(D) x AR(E) ——— 7, (a,b) ——— (=1)*deg(¢=%* . q - )

is positive definite on the primitive part P*(X) < A*(X), which by definition, is the kernel of
the multiplication by ¢4=2k*1 from AF(X) to ATFT1(%).

A smooth unimodular tropical fan X is called Kdhler if it is quasi-projective and moreover
for an ample element ¢ € AY(X), (X, ¢) verifies Hard Lefschetz and Hodge-Riemann relations.
Here ¢ is called ample if £ can be represented in the form 29621 f(ep)X, for a strictly convex
cone-wise linear function f on the fan X, see Section 2 for the definition of strict convexity. A
fan which admits such a function is called quasi-projective. (Note that the Bergman fan oy
of any matroid 91 is quasi-projective.)

In Section 3 we will show the following theorem.

THEOREM 1.5 (Shellability of Kéhler property). To be Kdhler for quasi-projective unimod-
ular tropical fans is shellable.

Theorem 1.4 generalizes Poincaré duality for matroids proved in [AHK18| to any smooth
tropical fan. As a consequence of the above theorem, we infer that Chow rings of shellable
quasi-projective unimodular tropical fans verify Hard Lefschetz theorem and Hodge-Riemann
relations, thus generalizing results of Adiprasito-Huh-Katz [AHK18] to any shellable quasi-
projective unimodular tropical fan.

THEOREM 1.6 (Ké&hler package for shellable fans). Let X be a shellable quasi-projective
unimodular tropical fan of dimension d. For any ample element £ € AY(X), the pair (X, )
verifies HL(X, £) and HR(X,£). That is X is Kdahler.

To prove the above theorem we proceed by induction by using the shellability meta lemma.
We use tropical modifications to produce a fan structure on the support of a shellable trop-
ical fan for which the theorem holds by the hypothesis of our induction. The main idea in
our approach which allows to proceed by induction, basically by starting from trivial cases
and deducing the theorem in full generality, are the ascent and descent properties proved in
Section 3. We then use the weak factorization theorem for quasi-projective fans and these
properties to get the theorem in its full generality.

We note that an alternate proof of the main result of [AHK18]| for the Chow ring of a
matroid based on semi-simple decomposition of the Chow ring has been obtained recently
by Braden-Huh-Matherne-Proudfoot-Wang [BHM *20a|. Moreover, in an independent work
parallel to ours, Ardila-Denham-Huh [ADH20]| have used weak factorization theorem to get
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the above theorem for any unimodular quasi-projective generalized Bergman fan. We note
that in the case of generalized Bergman fan, Adiprasito informed us that the above theorem
also follows from their theorem |[AHK18| and McMullen’s observation refined by Fleming-
Karu [McM93,FK10]|, stating that a support preserving quasi-projective flip preserves both
Hodge-Riemann and Hard Lefschetz properties.

As a special case of our theorem, we thus get an alternate proof of all these results. To
make a comparison with the above mentioned results, our methods lead to arguably more
transparent proofs of these results, trivializing the proof of the existence of a tropical fan on
a given support which satisfies the Kéhler package. The properties established in the proof
of Theorem 1.6 are also throughly used in the rest of the paper. In particular, the ascent
and descent properties are the final piece of arguments we will need in the global setting to
conclude the proof of the main theorems of this paper for any Kéhler tropical variety. The
possibility of having these nice properties is guaranteed by Keel’s lemma for fans in the local
setting, and by our projective bundle formula for tropical cohomology groups in the global
setting, cf. the discussion below and the corresponding sections for more details.

1.8. Smoothness in tropical geometry revisited. A tropical variety X is an extended
polyhedral space with a choice of an integral affine structure. A polyhedral complex structure
on a tropical variety is a polyhedral complex structure which induces the integral affine struc-
ture. We refer to Section 2 which provides the precise definitions of these terminologies.

A tropical variety is called smooth if it can be locally modeled by supports of smooth
tropical fans [AP21].

The smoothness is meant to reflect in polyhedral geometry the idea of mazimal degeneracy
for varieties defined over non-Archimedean fields. We elaborate on this remark and connection
to the work of Deligne [Del97] in our future work.

Examples of smooth tropical varieties include smooth affine manifolds, canonical compact-
ifications of Bergman fans, and tropicalizations of Mumford curves [Jell8|.

1.9. Hodge-Riemann and Hard Lefschetz for Kahler tropical varieties. In view
of Hodge isomorphism Theorem 1.3 and Kahler package for shellable unimodular quasi-
projective tropical fans, Theorem 1.6, the results in Section 1.7 can be regarded as statements
concerning the tropical cohomology ring of the canonical compactifications 3 of shellable
unimodular quasi-projective tropical fans. Moreover, one can show that when ¥ is quasi-
projective, the canonical compactification is projective |[AP20a]. One of our aim in this paper
is to show that all the results stated above hold more generally for the tropical cohomology

groups of any (compact) Kéahler tropical variety.

Let V = Ng be a vector space of dimension n and N a full rank sublattice in V. For a
fan A in V, we denote by TIPA the corresponding tropical toric variety, which is a partial
compactification of V.

Let now % be a polyhedral subspace of V', and let Y be a unimodular polyhedral complex
structure on % with a quasi-projective unimodular recession fan Y., cf. Section 2 for the
definitions of these terminologies. Let X be the closure of # in TPy,.., equipped with the
induced polyhedral structure that we denote by X. Let £ be a strictly convex cone-wise linear
function on Y. We will show that ¢ defines an element w of H: (TPy..,R), which lives

trop
in Htlgép(TPnec,Q) if ¢ has integral slopes. By restriction, this element gives an element in
Htllj;p(}f, Q) which, by an abuse of the notation, we still denote by w. Multiplication by w

defines a Lefschetz operator on H; v (X, Q) still denoted by w.

rop
We say % is Kahler if it is smooth and the star fan 37 around each face o of % is Kéhler.

In this case, X is also Kéhler, that is the star fans of X are all Kéahler.
Here is the main theorem of this paper.
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THEOREM 1.7 (Kéhler package for compact Kéhler tropical varieties). Notations as above
and working with Q coefficients, let X be Kdhler. Then we have

— (weight-monodromy conjecture) For any pair of non-negative integers p = q, we have
an isomorphism
¢: HPI (X) = HEIP (X).

trop trop
— (Hard Lefschetz) For p + q < d, the Lefschetz operator £ induces an isomorphism

e g (x) S Hi 0P (%).

trop trop
— (Hodge-Riemann) The pairing <‘,£d_/p_q(;5~> induces a positive-definite symmetric

bilinear form on the primitive part PP? of Hf;gp, where <,> denotes the pairing

Q, <a, b> —> (—1)P deg(a U b),

and ¢ is the isomorphism given in the first point.

HPS () @ HED (%) — HibE () —2

trop trop trop

As a consequence of the above theorem we get the following theorem.

THEOREM 1.8 (Kahler package for projective locally shellable tropical varieties). Any
projective tropical variety which is locally shellable verifies the properties (weight-monodromy
conjecture), (Hard Lefschetz), and (Hodge-Riemann) listed above.

In particular, this holds for projective matroidal tropical varieties. The first part of the
theorem answers in positive a conjecture of Mikhalkin and Zharkov from [MZ14| where they
prove the isomorphism of H{;S (X) and H{Y (%) in the approzimable case when X is matroidal.
Recall that a projective tropical variety X is called approzimable if it is the tropical limit of a

family of complex projective manifolds.

Various versions of weak Lefschetz and vanishing theorems for projective matroidal tropical
varieties were previously obtained by Adiprasito and Bjoner in [AB14]|. Our work answers
several questions raised in their work for more general classes of tropical varieties, cf. [AB14,
Section 11], as well as [AB14, Section 9|, and the results presented in the next sections

We mention that an integral version of the weak Lefschetz theorem for hypersurfaces was
obtained recently by Arnal-Renaudineau-Shaw in [ARS19|.

1.10. Hodge index theorem for tropical surfaces. Our main theorem in the case of
smooth tropical surfaces implies the following tropical version of the Hodge index theorem.
Let X be a compact Kahler tropical surface. In particular, we can take X a matroidal pro-
jective tropical surface. By Poincaré duality, we have Hf;gp(f) ~ @, and the cup-product on
cohomology leads to the pairing

<-,->:H1’1

trop

1,1
(%) x Htrop(%) - Q’
which coincides with the intersection pairing on tropical homology group Hj 1(X%).

THEOREM 1.9 (Hodge index theorem for tropical surfaces). The signature of the intersec-
tion pairing on Htlr’ép(f{) is equal to (1 + bg, h"t — 1 — by) where by is the second Betti number

of X and h'! = dimg HE (%).

rop

This theorem was previously known by explicit computations for an infinite family of
surfaces in TP?, that of floor decomposed surfaces of varying degree d in TP, see [Shal3al].
In that case, the second Betti number counts the number of interior points in the standard
simplex of width d, i.e., with vertices (0,0, 0), (d,0,0), (0,d,0), (0,0, d).

1.11. What follows next gives an overview of the materials we need to establish in order
to conclude the proof of Theorem 1.7. A sketch of our strategy appears in Section 1.19 and
could be consulted at this point ahead of going through the details of the next coming sections.
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1.12. Kéahler tropical forms and classes. In this paper we introduce a notion of
Kadhler forms and their corresponding Kdhler classes in tropical geometry. Our definition is
motivated by the study of the tropical Steenbrink sequence and its Hodge-Lefschetz structure,
see below for a succinct presentation. A closely related notion of Kéhler classes in non-
Archimedean geometry has been introduced and studied in an unpublished work of Kontsevich-
Tschinkel [KT02] and in the work of Yu on non-Archimedean Gromov compactness [Yul8|
(see also [Boul9,BFJ15, BGS95b, CLD12, GK17,Zha95| for related work).

Consider a smooth compact tropical variety X equipped with a unimodular polyhedral
complex structure X. The polyhedral structure is naturally stratified according to sedentarity
of its faces, which is a measure of how far and in which direction at infinity a point of X lies.
We denote by X¢ the finite part of X consisting of all the faces which do not touch the part
at infinity, cf. Section 2 for the precise definition. A Kdhler form for X is the data of ample
classes £V in the Chow ring of the local fan around the vertex v, for each vertex v € Xy, such
that for each edge e = {u,v} of Xy, the restriction of the two classes ¢V and ¢* in the Chow
ring of the local fan around the edge e are equal.

We show in Theorem 6.6 that any Kéhler form defines a class in Htlggp(%). We call any class
w induced by a Kéhler form coming from a unimodular triangulation a Kdhler class. A smooth
compact tropical variety is then called Kdhler if it admits a Kéhler class. In particular, our
definition of K&hler requires the variety to admit a unimodular triangulation. This definition
coincides with the definition of Kahler tropical varieties given previously. That is as in the
classical setting, we prove the following theorem.

THEOREM 1.10. A smooth projective tropical variety which admits a quasi-projective tri-
angulation, and has all star fans Kdhler, is Kdhler in the above sense.

We believe that all smooth projective tropical varieties admit quasi-projective triangula-
tions, and plan to come back to this question in a separate publication. In the next section,
we explain a weaker triangulation theorem we will prove in this paper which will be enough
for our purpose.

1.13. Quasi-projective and unimodular triangulations of polyhedral spaces.
Our treatment of projective tropical varieties is based on the existence of what we call rel-
atively projective unimodular triangulations, or reqular unimodular triangulations, of rational
polyhedral spaces in R™. Regular triangulations are fundamental in the study of polytopes and
their applications across different fields in mathematics and computer science, cf. the book by
De Lorea-Rambau-Santos [DRS10| and the book by Gelfand-Kapranov-Zelvinsky [GKZ94],
one of the pioneers to the field of tropical geometry, for the definition and its relevance in
algebraic geometry.

Regularity for triangulations of a polytope is a notion of convexity, and as such, can be de-
fined for any polyhedral subspace of R™. Generalizing the pioneering result of Kemp-Knudson-
Mumford and Saint-Donat [KKMSO06] in the proof of the semistable reduction theorem, as
well as previous variants proved by Itenberg-Kazarkov-Mikhalkin-Zharkov in [IKMZ19| and
Wtodarczyk [W1097|, we obtain the following theorem on the existence of unimodular quasi-
projective triangulations.

THEOREM 1.11 (Triangulation theorem). Let X be a rational polyhedral complex in R™.
There exists a relatively projective triangulation of X which is quasi-projective and unimodular
with respect to the lattice %Z”, for some integer k € N.

We expect stronger versions of the theorem, as well as a theory of secondary structures on
relatively projective triangulations, and plan to come back to these questions in a future work.
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1.14. Canonical compactifications of polyhedral spaces. Let ¢ be a polyhedral
space in V = Ng. The asymptotic cone of % which we denote by %, is defined as the point-
wise limit of the rescaled subsets X/t when t goes to +00. The term asymptotic cone is bor-
rowed from geometric group theory, originating from the pioneering work of Gromov |Gro81,
Gro83|, and exceptionally refers here to non-necessarily convex cones.

Let ¢ be a smooth polyhedral space in V' = Ng. Let A be a unimodular fan structure
on the asymptotic cone of #.. Let X be the closure of % in TPA. The compactification X is
then smooth. We call it the canonical compactification of % with respect to A.

As in the theory of toric varieties, the tropical toric variety TPa has a natural stratification
into tropical toric orbits. For each cone nn € A, we have in particular the corresponding tropical
toric subvariety denoted by ']TIP’"A and defined as the closure of the torus orbit associated to 7.

For the canonical compactification X of # as above, we define for any n € A the closed
stratum D" of X as the intersection X N ’]I'IF’Z. With these definitions, we see that the com-
pactification boundary D := X\% is a simple normal crossing divisor in X, meaning that

— DY = %, where 0 is the zero cone in V consisting of the origin.

— D" are all smooth of dimension d — |n].

— We have
D= () D~

o<n
lol=1

1.15. Projective bundle formula. Notations as in the previous section, let § be a cone
in A, and denote by A’ the fan obtained by the barycentric star subdivision of A. Denote by
X' the closure of % in TPas and 7: X’ — X the projection map. The tropical variety X’ is
smooth again.

Let p be the new ray in A’ obtained after the star subdivision of § € A. Consider the
corresponding tropical divisor D'P < X'| i.e., the closed stratum in X’ associated to p.
(X').
For any smooth compact tropical variety #', and for each integer k, we define the k-th
cohomology of # by

The divisor D’? defines by the tropical cycle class map an element cl(D'?) of Htlggp

HYW):= >, HRL(W).

trop
pt+g=Fk
THEOREM 1.12 (Projective bundle formula). We have an isomorphism
Hk(%/) ~ Hk(:{) @ THk—2(D6) @ TQHk_4(D6) @ .. @ T‘5|_1Hk_2|6‘+2(D5).

Here the map from the right hand side to the left hand side restricts to 7* on H*(X) and
sends T to —cl(D'?). Tt is given on each factor T°H*~25(D?%) by

TskaQS(Dé) N Hk(%/)
Ta — (=1)%(D?)*~1 U ¥ o Gys(a),

where * and Gys are the pull-back and Gysin maps for the tropical cohomology groups, with
respect to the projection 7: ¥’ — X and the inclusion D° < X, respectively.

The decomposition stated in the theorem provides for each pair of non-negative integers
(p,q), a decomposition of the form

Hp,q(%/) ~ HPY(X) @ THp—l,q—l(Dé) @ T2Hp—2,q—2(D5) D@ Tlé\—al—|6|+1,q—|6\+1(DJ).
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REMARK 1.13 (Tropical Chern classes). The theorem describes the cohomology of the
blow-up X' of X along the subvariety D° c X. Our proof actually provides more generally
a projective bundle theorem for the projective bundle associated to a vector bundle E on a
smooth tropical variety X. As in the classical setting, it allows to define Chern classes of
vector bundles in tropical geometry over smooth projective tropical varieties.

In the situation above, we get

T 4 ¢y (Nps)T' "1 4 eo(Nps) T "2 4 -+ + ¢15(Nps) = 0

where ¢; are the Chern classes of the normal bundle Nps in X.
Chern classes of matroids were previously defined and studied by Lopez de Medrano, Rincon,
and Shaw in [LRS20]. o

1.16. Tropical Steenbrink sequence. Let X be a smooth compact tropical variety and
let X be a unimodular polyhedral structure on X. Denote by Xy the set of faces of X whose
closures do not intersect the boundary at infinity of X, i.e., the set of compact faces of Xj.

Inspired by the shape of the first page of the Steenbrink spectral sequence [Ste76|, we
define bigraded groups Sl"fb with a collection of maps between them as follows.

For all pair of integers a, b € Z, we define

ab a,b,s
ST .= @ ST
s=|al
s=a (mod 2)

where
b _s/ =0
ST(IZ’ S @ Ha+b S(Z )
66Xf
[0l=s
Here X? is the star fan of X around ¢ (also called the transversal fan of § in the literature),

and T° = Y9 is the canonical compactification of X°.
The bigraded groups ST‘f’b come with a collection of maps
imb*: S‘r?,b _ S-I-?+Lb and Gysa,b: ST?,b N ST(11+17b.

Both these maps are defined by our sign convention introduced in Section 5 as an alternating
sum of the corresponding maps on the level of cohomology groups appearing in the definition
of ST‘ll’b’s above. In practice, we drop the indices and denote simply by i* and Gys the
corresponding maps.

Using these two maps, we define the differential d: STCf’b — ST‘llJrl’b as the sum d =
i* + Gys. For a unimodular triangulation X of X and for any integer b, we will show that the
differential d makes STI’b into a cochain complex.

For a cochain complex (C*,d), denote by H*(C*®,d) its a-th cohomology group, i.e.,
ker(d: c* — C“H)

e a = Im(d: Ca-1 Ca) '

We prove the following comparison theorem.

THEOREM 1.14 (Steenbrink-Tropical comparison theorem). The cohomology of (STI’b,d)

is described as follows. For b odd, all the terms ST‘ll’b are zero, and the cohomology is vanishing.
For b even, let b= 2p for pe Z. Then for q € Z, we have a canonical isomorphism

HIP(STY™, d) > HEG,(%).

trop
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In the approximable case, i.e., when X arises as the tropicalization of a family of com-
plex projective varieties, this theorem was proved by Itenberg-Katzarkov-Mikhalkin-Zharkov
in [IKMZ19]; see also the work of Gross-Siebert [GS10, GS06| for a similar statement for
the special case where X is an integral affine manifold with singularities.

Our proof is inspired by the one given in the approximable case [IKIMZ19|, as well as
by the use of the sheaf of logarithmic differentials on both Deligne’s construction of a mixed
Hodge structure on the cohomology of a smooth algebraic variety [Del71a] and Steenbrink’s
construction of the limit mixed Hodge structure on the special fiber of a semistable degener-
ation [SteT76|.

In order to prove the theorem in this generality, we will introduce and develop a certain
number of tools which we hope could be of independent interest and which will be used in our
forthcoming work.

As a first ingredient, we will use an analogous result in the tropical setting of the Deligne
resolution which gives a resolution of the coefficient groups F? with cohomology groups of

the canonically compactified fans . (The coefficient group F? is the discrete tropical analog
of the sheaf of holomorphic forms of degree p, and is used to define the tropical cohomology
groups HP4(X) for all non-negative integer ¢.) This was established in our work [AP21].

In the approximable case for matroidal tropical varieties, this resolution is a consequence
of the Deligne spectral sequence in mixed Hodge theory as was observed in [IKMZ19|. The
proof we present in [AP21] for the general setting is entirely within tropical geometry, and is
based on the hypercohomology of a complex of sheaves which provides a resolution of the sheaf
of tropical holomorphic forms of a given order. It uses Poincaré duality as well as our Hodge
isomorphism Theorem 1.3, which provides a description of the tropical cohomology groups of
the canonically compactified fans.

Inspired by the weight filtration on the sheaf of logarithmic differentials, we define a natural
filtration on the coefficient groups FP(-) that we call toric weight filtration, also somehow
explicitly present in [IKMZ19]|, and study the corresponding spectral sequence on the level
of tropical cohomology groups. The resolution of the coefficient groups given by the Deligne
exact sequence gives a double complex which allows to calculate the cohomology of the graded
cochain complex associated to the weight filtration.

We then show that the spectral sequence associated to the double complex corresponding
to the weight filtration which abuts to the tropical cohomology groups, abuts as well to the
cohomology groups of the Steenbrink cochain complex. The proof of this latter fact is based
on an unfolding of the Steenbrink sequence into a double complex, which allows to define new
Steenbrink type spectral sequences on each degree, and on a spectral resolution lemma which
allows to make a bridge between spectral sequences.

While the treatment we give of these constructions might appear quite technical, we would
like to note that this should be merely regarded as a manifestation of the rich combinatorial
structure of the Steenbrink spectral sequence, and the geometric informations it contains. We
hope the effort made to make a surgery of this spectral sequence in this paper should paid off
in further applications and developments, some of them will appear in our forthcoming work.

1.17. Main theorem for triangulated tropical Kéhler varieties. In order to prove
Theorem 1.7, we first establish it for a unimodular triangulation of a smooth tropical variety
which admits a Kéahler form. The advantage of these triangulations is that we can use the
tropical Steenbrink spectral sequence in order to study the tropical cohomology groups. We
show that this spectral sequence can be endowed with a Hodge-Lefschetz structure, where
the monodromy operator is the analog of the one arising in the classical Steenbrink spectral
sequence and the Lefschetz operator corresponds to multiplication with the Kéhler form. This
leads to the following theorem.
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THEOREM 1.15. Let X be a unimodular triangulation of a smooth tropical variety which
admits a Kdhler form given by classes £V € HY'(v) for v vertices of the triangulation. Denote
by £ the corresponding Lefschetz operator and by N the corresponding monodromy operator.

We have
— (Weight-monodromy conjecture) For q¢ > p two non-negative integers, we get an
isomorphism
NP HP (X)) — HP? (X).

trop trop

— (Hard Lefschetz) For p + q < d, the Lefschetz operator £ induces an isomorphism

—p— X d—q,d—
gd P Hg"gp(X) - Htrog p<X)

— (Hodge-Riemann) For p + q¢ < d and p < q, lhe pairing (—1)p< . 4"PmaNTP > is
positive-definite on the primitive part P9P  where <,> 1s the natural pairing

(-,): H?(X)®@ HT%"P(X) » H*(X) ~ Q.

1.18. Hodge-Lefschetz structures. In order to prove the theorem of the previous sec-
tion, we show that ST]** and the tropical cohomology Hy, admit a Hodge-Lefschetz structure.
To define this, we need to introduce the monodromy and Lefschetz operators on ST{*.

The monodromy operator is of bidegree (2, —2) and it is defined in such a way to mimic the
one obtained from the Steenbrink spectral sequence if we had a semistable family of complex

varieties. So it is the data of maps N%?: ST?’b — S.'I"IHQ’IF2 defined as

Na,b _ (_D Na,b,s

s=|al
s=a mod 2

with
(1.1) Nabs _ {id: s'rtlz,b,s - STclz+2,b—2,s if s> |a+2,

0 otherwise.

Moreover, it coincides with the monodromy operator on the level of Dolbeault cohomology
groups defined in [Liul9]|, via our Steenbrink-Tropical comparison Theorem 1.14 and the
comparison theorem between Dolbeault and tropical cohomology groups proved in [JSS19|.

The definition of the Lefschetz operator depends on the choice of the Kéahler form ¢. Recall
that a Kéhler form is the data of ample classes £V at vertices v which are moreover compatible
along edges. This guaranties the compatibility of restrictions to higher dimensional faces
giving an ample element (0 € H2(5) = A'(8) for all faces J € Xr.

The Lefschetz operator £%: ST‘ll’b — ST'f’bH is then defined as the sum

ga,b _ @Ea,b,s: C_B S-I—clz,b,s - C—D ST(11,6+2,3

s=|al s=|al
s=a (mod 2) s=a (mod 2)

where %% is the sum of the contributions of local ample elements

ga,b,s _ @E(S: @ Htl-‘rb—S((S) N (_D Ha+b+2—3(6).

5€Xf 6€Xf
[0]=s [0l=s

In practice, the indices are dropped and this is denoted simply by £.
The Monodromy and Lefschetz operators N and £ verify the following properties
— [¢,N] =0, [¢,i*] = [¢,Gys] = 0, and [N, i*] = [N, Gys] = 0.
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— for a pair of integers a,b with a + b > d, the map
A==t —popo...0f: STClL’b — Sl'(f’2d72a7b
(d—a—D) times
is an isomorphism.
— for a pair of integers a, b with a < 0, the map

N ®=NoNo---oN:ST¢’ — gryebt2e
—_—
(—a) times
is an isomorphism.

These properties show that the tropical Steenbrink spectral sequence with the two oper-
ators £ and N form a Hodge-Lefschetz structure. Moreover, we show that local polarizations
allow to define a polarization on ST}"* leading to a polarized Hodge-Lefschetz structure. From
this, we deduce that the cohomology of the tropical Steenbrink spectral sequence admits a
polarized Hodge-Lefschetz structure. Using this, and combining the corresponding primitive
decomposition with the comparison Theorem 1.14, we can finish the proof of Theorem 1.15.

Differential Hodge-Lefschetz structures are treated in Saito’s work about Hodge mod-
ules [Sai88|, in the paper by Guillén and Navarro Aznar on invariant cycle theorem [GN9O0]
and in the upcoming book by Sabbah and Schnell [SS20| on mixed Hodge modules. We
should however note that the tropical set-up is slightly different, in particular, the differential
operator appearing in our setting is skew-symmetric with respect to the polarization. The
proof we give of these results is elementary and does not make any recourse to representation
theory, although it might be possible to recast in the language of representation theory the
final combinatorial calculations we need to elaborate.

We refer to Sections 6 and 7 for more details.

1.19. Proof of Theorem 1.7. Having explained all the needed ingredients, we now
explain how the proof of the main theorem can be deduced. Starting with the projective
tropical variety X, and the quasi-projective unimodular fan structure A induced on X, by
the compactification we proceed as follows. The choice of the convex piecewise function ¢ on
A gives an element ¢ € H%!'(X). Using the ascent and descent properties, that we extend
naturally from the local situation to the global setting using the projective bundle theorem,
we show that it will be enough to treat the case where X admits a quasi-projective unimodular
triangulation X compatible with A. In this case, we show that the class £ € H'1(X) is Kéhler,
and so we can apply Theorem 1.15 to conclude.

1.20. Organization of the paper. The paper is organized as follows. In the next
section, we provide the relevant background on tropical varieties, introduce canonical com-
pactifications, and recall the definition of cohomology groups associated to them. This section
introduces as well the corresponding terminology in polyhedral geometry we will be using all
through the paper.

In Section 3 we present the proof of the shellability of Hard Lefschetz and Hodge-Riemann
properties, thus proving Theorem 1.6. These local results are the basis for all the materials
which will appear in the upcoming sections. Moreover, the ascent and descent properties used
in the proof of local Hodge-Riemann relations will be again crucial in our proof of the global
Hodge-Riemann relations.

Section 4, which is somehow independent of the rest of the paper, is devoted to the proof
of our triangulation theorem, cf. Theorem 1.11. The results are crucial in that they allow to
introduce a tropical analog to the Steenbrink spectral sequence, which will be the basis for all
the results which come thereby after.
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In Section 5 we study the tropical Steenbrink spectral sequence, introduce the weight
filtration on tropical coefficient groups F?, and prove the tropical Deligne resolution theorem
as well as the comparison theorem between Steenbrink sequence and tropical cohomology
groups, cf. Theorem 1.14. For the ease of reading, few computational points of this section
are treated separately in Appendix.

Kahler tropical varieties are introduced in Section 6. For a unimodular triangulation of a
smooth tropical varieties which admits a Kéhler form, the corresponding tropical Steenbrink
spectral sequence can be endowed with a Hodge-Lefschetz structure, where the monodromy
operator is the analog of the one arising in the classical Steenbrink spectral sequence and the
Lefschetz operator corresponds to multiplication with the Kéhler class. Using an adaptation
of the theory of Hodge-Lefschetz structure to the tropical setting, Sections 6 and 7 are devoted
to the proof of the Kéhler package for triangulated tropical varieties, cf. Theorem 1.15. The
fact that the Hodge-Lefchetz structure will be inherited in the cohomology in the tropical
setting is treated in Section 7.

The last two sections are then devoted to the proof of Theorem 1.7. In Section 8, we
present the proof of the projective bundle theorem, cf. Theorem 1.12. Section 9 then finishes
the proof of the main theorem using the materials developed in the previous sections, ascent-
descent property, projective bundle theorem and Theorem 1.15.

The results presented in Appendix show that a certain triple complex constructed in
Section 5 provides a spectral resolution of the tropical spectral sequence, associated to the
weight filtration on the tropical complex. Due to the calculatory nature of the content of
this section, and necessity of introducing extra notations, we have decided to include it only
as an appendix. It is also written somehow independently of the rest of the paper. This
means we reproduce some of the materials from the paper there, and in few places, we adapt
a terminology slightly different from the one used in the main body. We have found this
more adapted both in terms of rigour and compactness to the purpose of this appendix which
requires through case by case computations. Every time this change of terminology happens,
we make a comment of comparison to the one used in the previous sections.

2. Tropical varieties

The aim of this section is to provide the necessary background on polyhedral spaces and
tropical varieties. It contains a brief review of polyhedral geometry, tropical and Dolbeault
cohomology, as well as a study of canonical compactifications of polyhedral spaces, which will
be all used in the consequent sections. This will be also the occasion to fix the terminology
and notations which will be used all through the text.

2.1. Recollection in polyhedral geometry. A (closed convex) polyhedron of a real
vector space V ~ R™ is a non-empty intersection of a finite number of affine half-spaces. All
through this paper, a polyhedron means a strongly conver one in the sense that we require it
does not contain any affine line.

Let P be a polyhedron. The affine tangent space of P denoted by T, P is by definition the
smallest affine subspace of R™ which contains P; it is precisely the set of all linear combinations
of elements of P whose coefficients sum up to one. The linear tangent space, or simply tangent
space, of P denoted by TP is the linear subspace of R spanned by the differences z — y for
any pair of elements z,y of P.

The dimension of P is denoted by |P|, which is by definition that of its tangent space. A
face of P is either P or any nom-empty intersection P n H for any affine hyperplane H such
that P < HY where H" is one of the two half-spaces delimited by H. Note that a face of a
polyhedron P is itself a polyhedron. We use the notation v < § for two polyhedra if ~ is a
face of 9. If moreover v is of codimension one in 9, i.e., || = [d] — 1, then we write v < §. A
face of dimension zero is called a vertexr of P. A face of dimension one is called an edge. The



208 3. HODGE THEORY FOR TROPICAL VARIETIES

interior of a polyhedron P refers to the relative interior of P in its affine tangent space, which
is by definition the complement in P of all the proper faces of P.

A cone is a polyhedron with a unique vertex which is the origin of R”. (By our assumption,
we only consider strongly convex cones, which means that the cone does not include any line.)
A compact polyhedron is called a polytope; equivalently, a polytope is a polyhedron which is
the convex-hull of a finite number of points.

Suppose now that the vector space V' ~ R™ comes with a full rank lattice N ~ Z™. A
polyhedron P in V is called rational if the half-spaces used to define P can be defined in
Ng ~ Q". We denote by Np the full-rank lattice N n T(P) in T(P).

A polyhedron is called integral with respect to N if it is rational and all its vertices are in
N. In the sequel, we simply omit to mention the underlying lattice IV if this is clear from the
context.

The Minkowski sum of two polyhedra P and @ in V is defined by

P+Q: ={x+y|$eP,yeQ}.

By Minkowski-Weyl theorem, every polyhedron P can be written as the Minkowski sum
Q@ + o of a polytope @) and a cone . Moreover, one can choose () to be the convex-hull of
the vertices of P and the cone ¢ is uniquely characterized by the property that for any point
x € P, o is the maximal cone verifying x + ¢ € P. We denote this cone by P.

It follows that for any polyhedron P, one can choose points v, ..., v, and vectors uy, ..., u;
in V such that

l
P = conv(vg,...,v;) + Z R u;.
i=1

Here and in the whole article, R, denotes the space of non-negative real numbers.
A polyhedron P is called simplicial if we can choose the points v; and the vectors u; in

the above decomposition so that the collection of vectors (vi — vg, ..., vk — Vg, U1, ..., u;) be

independent. In this case, there is a unique choice for points vy, ..., v;, which will be the

vertices of P. (And the vectors uq,...,u; are in bijection with the rays of P...) We define
Pr := conv(vy,...,v),

and we have P = Pr + P,... Furthermore, any point x € P can be decomposed in a unique
way as the sum « = ¢ + T of a point xr € Pr and a point X, € Piec.

A simplicial polyhedron P is called unimodular with respect to the lattice N in V if it is
integral with respect to N and moreover, the points v; and the vectors u; can be chosen in NV
so that (v1 — v, ..., v — Vg, u1,...,u;) is part of a basis of N (or equivalently, if they form a
basis of the lattice Np = N n T(P)).

A polyhedral complex in a real vector space V' ~ R is a finite non-empty set X of polyhedra
in R™ called faces of X such that for any pair of faces 8,0 € X

(7) any face of ¢ belongs to X, and
(7) the intersection & N ¢’ is either empty or is a common face of § and §'.

A finite collection of polyhedra X which only verifies the first condition () is called a polyhedral
pseudo-complex.

If P is a polyhedron, the set of faces of P form a polyhedral complex which we denote
by face(P). A polyhedral complex which has a unique vertex is called a « fan » if the unique
vertex is the origin of V. In this case, all the faces of the complex are cones. The finite part
of X denoted by Xy is the set of all compact faces of X, which is itself again a polyhedral
complex. The support of X denoted by ’X‘ is the union of the faces of X in V. A polyhedral
complex whose support is the entire vector space V is said to be complete.
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A polyhedral complex is called simplicial, rational, integral, or unimodular (with respect
to the lattice V), if all faces of X are simplicial, rational, integral, or unimodular (with respect
to V), respectively.

Let X and Y be two polyhedral complexes in a real vector space V. We say that Y is a
subdivision of X if X and Y have the same support, and each face of Y is included in a face
of X. We say that Y is a triangulation of X if in addition Y is simplicial. We say that Y is a
subcompler of X or that X contains Y if Y < X. In particular, the support of X contains that
of Y. We say that X contains a subdivision of Y if there exists a subdivision Z of Y which
is a subcomplex of X. The same terminology will be used for polyhedral pseudo-complexes.

Let S be a subset of a real vector space V' ~ R”. The set of affine linear functions on S
is defined as the restrictions to S of affine linear functions on V' and is denoted by £(.5). For

a polyhedral complex, we simplify the notation and write £(X) instead of E(’X ‘)

Let f: ‘X ‘ — R be a continuous function. We say that f is piecewise linear on X if on
each face 0 of X, the restriction f|; of f to ¢ is affine linear. The set of piecewise linear
functions on X is denoted by £P™(X). (LP™ reads linéaire par morceaux.)

A function f € LP™(X) is called conver, resp. strictly convez, if for each face § of X, there
exists an affine linear function ¢ € £(V') such that f — ¢ vanishes on ¢ and is non-negative,

resp. strictly positive, on U\d for an open neighborhood U of the relative interior of ¢ in ‘X ‘

We denote by K(X), resp. , K4 (X), the set of convex, resp. strictly convex, functions in
LP™(X). A polyhedral complex X is called quasi-projective if the set (X)) is non-empty.
We will treat this notion of convexity in more detail in Section 4.3.

2.2. Canonical compactifications of fans. Let T = Ru {oo} be the extended real line
with the topology induced by that of R and a basis of open neighborhoods of infinity given
by intervals (a, 0] for a € R. Extending the addition of R to T in a natural way, by setting
0+ a = oo for all a € T, gives T the structure of a topological monoid. We call (T, +) the
monoid of tropical numbers and denote by T, = Ry U {o0} the submonoid of non-negative
tropical numbers with the induced topology.

Both monoids admit a natural scalar multiplication by non-negative real numbers (setting
0- 00 = 0). Moreover, the multiplication by any factor is continuous. As such, T and Ty can
be seen as module over the semiring R;. Recall that modules of semirings are quite similar
to classical modules over rings, except that such modules are commutative monoids instead of
being abelian groups. Another important collection of examples of topological modules over
R, are the cones.

We can consider the tensor product of two modules over R, . In this section, every tensor
product will be over R, thus we will sometimes omit to mention it.

All through, N will be a free Z-module of finite rank and M = N* denotes the dual of
N. We denote by Ng and Mg the corresponding real vectors spaces, so we have Mr = Ng.
For a polyhedron ¢ in Ngr, we use both the notations Nsr or T, depending on the context,
to denote the linear tangent space to § which is the real vector subspace of Ng generated by
differences x — y for pairs of elements z,y in §. Furthermore, we define the normal vector
space of § denoted Nfé by N9 := Ng / Nsr. If the polyhedron § is rational, then we naturally
get lattices of full rank N and Nj in NH% and Nsg, respectively.

By convention, all through this article, we most of the time use ¢ (or any other face) as a
superscript to denote the quotient of some space by T4, or to denote elements related to this
quotient. On the contrary, we use § as a subscript for subspaces of T4 or elements associated
to these subspaces.

For a fan ¥ in Ng, we denote by >, the set of k-dimensional cones of 3J; elements of 31 are
called rays. In the case the fan is rational, for any ray o € ¥, we denote by ¢, the generator
of on N.
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For any cone o, denote by ¢¥ < Mg the dual cone defined by
oV = {me Mg | {m,ay =0 for all aeg}.

The canonical compactification & of a cone o, called as well the extended cone of o, is

defined by
7 =0 QR, T,.
The topology on & is the natural one, i.e., the finest one such that the projections
(cxT ) — &
(Ti,ai)1<i<k = 2, Ti ®ay,
for k € N, are continuous. The space @ is a compact topological space, whose restriction to o
coincides with the usual topology.

REMARK 2.1. One can also define 7 in the following way. If we work in the category of
R -modules whose morphisms are morphisms of R, -modules. Then, by duality, we have

o = Homg, (¢, Ty).

The advantage of this definition is that the link with the compactifications of toric varieties
is more direct (cf. below). However, the description of the topology and of the general shape
of T is easier with the first definition. o

There is a distinguished point o0, in @ defined by x ® oo for any x in the relative interior
of 0. The definition does not depend on the chosen z. Note that for the cone 0, we have
09 = 0.

For an inclusion of cones 7 < o, we get a map 7 € &. This inclusion identifies 7 as the
topological closure of 7 in &.

Let ¥ be a rational fan in Ng. The canonical compactification ¥ is defined as the union of
extended cones & for any cone o € X where we identify 7 with the corresponding subspace of
@ for any inclusion of cones 7 < ¢ in X. The topology of ¥ is the induced quotient topology.
Each extended cone & naturally embeds as a subspace of X.

The canonical compactification 3 of ¥ naturally lives in a partial compactification of Ng
defined by X that we denote by TPy. We define TPy as follows. For any cone ¢ in X,
we consider the space ¢ = homg, (¢¥,T). The topology is defined in a way similar than
for 7. We have a natural inclusion of @ into 5. Notice that homg, (¢¥,R) ~ Nr. We set

N;”R ;= 0, + Ng < 7. Clearly NgR = Ng. Moreover, from the fact that for any z € ¢ and
any A € R, o0, + Ax = 00, we can see the map

NR—>N£7R, Z*—>Z—|—OOU

as a projection along 0 ® R ~ N, g. Indeed, one can prove that NO‘Z’R ~ Ng.

Then, ¢ is naturally stratified into a disjoint union of subspaces N;,R, each isomorphic to
Ng, for 7 running over faces of 0. Because of this isomorphism, we might sometimes omit the
o0, when it is clear from the context that we are considering the stratum at infinity. Moreover,
the inclusions 7 € & for pairs of elements 7 < ¢ in 3 allow to glue these spaces and define the
space TPy.

The partial compactification TPy, of N is naturally stratified as the disjoint union of
N7 g~ Ng for o € X.

For a rational fan ¥, we have TPy, = Trop(Px) the extended tropicalization of the toric
variety Py. In other words, TPPy; can be viewed as the tropical toric variety associated to the
fan X. In particular, the tropical projective space TP" coincides with TPy, for X the standard
fan of the projective space P". We refer to [AP21, BGJK20, Kaj08, Pay09, Thu07| for
more details.
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The canonical compactification 3 of ¥ admits a natural stratification into cones and fans
that we describe now. Moreover, this stratification can be enriched into an extended polyhedral
structure |[AP20a), see Section 2.3 for more details.

Consider a cone o € ¥ and a face 7 of 0. Let C := 00, + 0 € 0. From this description,
one sees that C7 is isomorphic to the projection of the cone ¢ in the linear space N, / Nrgp —
N7 g. We denote by C°7 the relative interior of C7.

One can show that the canonical compactification X is a disjoint union of (open) cones
C°7 for pairs 7 < o of elements of 3.

For a fixed cone 7 € X, the collection of cones C7 for elements o € ¥ with 7 < ¢ form a
fan with origin oo, that we denote by ¥7 < N7 g Note that with this terminology, for the

cone 0 of ¥ we have XY = 3.
The fan ¥7 is canonically isomorphic to the star fan of 7 in ¥ denoted by X7 and defined
by

=T :={7rT(a)‘a>TisaconeinE},

where 7.: Ng — Np. Note that our use of the star fan is consistent with the one used
in [AHK18] and differs from the usual terminology, e.g., in [Kar04, BBFK02| where this is
called transversal fan.

If there is no risk of confusion, we sometimes drop oo and write 37 when referring to the
fan ¥7 based at co-.

For any pair (1,0) with 7 < o, the closure C, of C7 in ¥ is the union of all the cones C’O;’,
with 7 < 7/ < ¢/ < 0. The closure of X7 is indeed canonically isomorphic to the canonical
compactification of X7 < Np.

The stratification of ¥ by cones CT and their closures is called the conical stratification of
3. Note that there is a second stratification of ¥ into fans X7 for 7 € %.

By definition, from the inclusion of spaces & < &, we get an embedding ¥ € TPy. Since
the strata X7 of ¥ lives in N7 g, this embedding is compatible with the stratification of both

spaces. In particular, 3 is the compactification of the fan ¥ in the tropical toric variety TPs,.

2.3. Extended polyhedral structures. We now describe an enrichment of the cate-
gory of polyhedral complexes and polyhedral spaces into extended polyhedral complexes and
extended polyhedral spaces by replacing the ambient spaces V' ~ R"™ with T", or more gener-
ally, with a partial compactification TP, for the fan face(o) associated to a cone o in V', as
described in the previous section. For more details we refer to [JSS19,MZ14,IKMZ19|.

Let n be a natural number and let x = (x1,...,2,) be a point of T™. The sedentarity of
x denoted by sed(x) is the set J of all integers j € [n] with x; = co. The space T" is stratified
into subspaces R’} for J < [n] where R’} consists of all points of  of sedentarity J. Note that
R% ~ R,

More generally, let o be a cone in V. By an abuse of the notation, we denote by o the fan
in V' which consists of o and all its faces. By the construction described in the previous section,
o provides a partial compactification TP, of V', where we get a bijection between strata V|
of TP, and faces 7 of the cone 0. In the context of the previous section, the stratum V| was
denoted N7 .

Generalizing the definition of the sedentarity, for any point x € TP, which lies in the
stratum V7, with 7 < o, the sedentarity of x is by definition sed(z) := 7. For o the positive
quadrant in R™, these definitions coincide with the ones in the preceding paragraph, as we get
TP, = T™ and the subfaces of o can be identified with the subsets [n].

An extended polyhedron § in TP, is by definition the topological closure in TP, of any
polyhedron included in a strata V© for some 7 < 0. A face of J is the topological closure of a
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face of § N V¢ for some ¢ < 0. An extended polyhedral complex in TP, is a finite collection X
of extended polyhedra in TP, such that the two following properties are verified.

— For any § € X, any face v of § is also an element of X.

— For pair of elements d and ¢’, the intersection § N ¢’ is either empty or a common
face of ¢ and ¢'.

The support of the extended polyhedral complex ‘X ‘ is by definition the union of § € X.

The space X = ‘X ‘ is then called an extended polyhedral subspace of TP,, and X is called an
extended polyhedral structure on X.

We now use extended polyhedral subspaces of partial compactifications of vector spaces
of the form TP, as local charts to define more general extended polyhedral spaces.

Let n and m be two natural numbers, and let V; ~ R" and V5 ~ R™ be two vector spaces
with two cones o1 and o3 in V4 and Vs, respectively. Let ¢: Vi — V5 be an affine map between
the two spaces and denote by A be the linear part of ¢. Let I be the set of rays ¢ < o1 such
that Ap lives inside oo. Let 77 be the cone of o1 which is generated by the rays in I. The
affine map ¢ can be then extended to a map | Je<o, Vfw — TP,, denoted by ¢ by an abuse

=y,
of the notation. We call the extension an extended affine map. More generally, for an open

subset U < TP,,, a map ¢: U — TP,, is called an extended affine map if it is the restriction
to U of an extended affine map ¢: TP,, — TP,, as above. (The definition thus requires that

U is a subset of | Je<o, Vf:w.) In the case V; and V5 come with sublattices of full ranks, the
(cT
extended affine map is called integral if the underlying map ¢ is integral, i.e., if the linear part
A is integral with respect to the two lattices.
An extended polyhedral space is a Hausdorff topological space X with a finite atlas of charts

(gbi: W, - U; < %1> - for I a finite set such that

el
— { W; ‘ 1€ I} form an open covering of X;

— X, is an extended polyhedral subspace of TP,, for a finite dimensional real vector
space V; ~ R™ and a cone o; in V;, and U; is an open subset of X;; and

— ¢; are homeomorphisms between W, and U; such that for any pair of indices i, j € I,
the transition map

¢jod; ' ¢i(Win Wy) — TPy,
is an extended affine map.

The extended polyhedral space is called integral if the transition maps are all integral with
respect to the lattices Z™ in R™:.

Let X be an extended polyhedral space with an atlas of charts (gb: W; - U; < %z> ,
€

as above. A face structure on X is the choice of an extended polyhedral complex X; with

’Xi = X, for each ¢ and a finite number of closed sets 61,...,0y, for N € N, called facets
which cover X such that the following two properties are verified.

— Each facet §; is contained in some chart W; for i € I such that ¢;(6;) is the intersection
of the open set U; with a face n;; of the polyhedral complex X;.

— For any subset J < [N], any j € J, and any chart W; which contains 6;, the image
by ¢; of the intersection ﬂjeJ 0; in U; is the intersection of U; with a face of n;;.

A face of the face structure is the preimage by ¢; of a face of n;; for any j € [IN] and for any
i € I such that 6; = W;. Each face is contained in a chart W; and the sedentarity of a face ¢
in the chart W; is defined as the sedentarity of any point in the relative interior of ¢;(d) seen
in XZ
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PROPOSITION 2.2. Let ¥ be a fan in Ngr. The canonical compactification ¥ naturally
admits the structure of an extended polyhedral space, and a face structure given by the closure

6; in % of the cone CT in the conical stratification of 3, for pairs of cones T < o in %. The

extended polyhedral structure is integral if 3 is a rational fan.

PrOOF. This is proved in [AP20a]. O

Note that the sedentarity of the face ar, of the conical stratification of ¥ is the set of rays
of 7.

2.4. Recession fan and canonical compactification of polyhedral complexes. Let
X be a polyhedral complex in a real vector space Ng ~ R™. The recession pseudo-fan of X
denoted by X, is the set of cones {dc. | 0 € X}. In fact the collection of cones 0, do
not necessary form a fan, as depicted in the following example; we will however see later in
Section 4 how to find a subdivision of X whose recession pseudo-fan becomes a fan. In such
a case, we will call X, the recession fan of X. Recession fans are studied in [BS11].

EXAMPLE 2.3. Let V = R3 and denote by (ey, €2, e3) the standard basis of R?. Define

o1 =Rie; +R ey Rg,
oy =Rier + Ry(er + e2) © R?,

X = face(o1) v face (eg + 02) .
Note that X,.. contains the cones o1 and o9 whose intersection is not a face of o;. o

Let X be a polyhedral complex in Ng ~ R” whose recession pseudo-fan X,. is a fan.
Let TPy, be the corresponding tropical toric variety. The canonical compactification of X
denoted by X is by definition the closure of X in TPx_ .

We now describe a natural stratification of X. Let o € Xrec, and consider the corresponding
stratum N7 p of TP,. Define X7 to be the intersection of X with N7, that without risk of

confusion, we simply denote X by dropping co. Note that X% — X, which is the open part
of the compactification X.

Let D = X\X be the boundary at infinity of the canonical compactification of X. For
each non-zero cone o in X,.., we denote by D7 the closure of X in X.

THEOREM 2.4 (Tropical orbit-stratum correspondence). Notations as above, let X be a
polyhedral complex in Ng ~ R™. We have the following.

1) For each cone o € X, the corresponding strata X° is a polyhedral complex in N 1.
o,R

(2) The pseudo-recession fan (X7 ) of X7 is a fan which coincides with the fan (Xiec)?
in N7 g in the stratification of the canonical compactification X, of the fan X, .

(3) The closure D of X7 coincides with the canonical compactification of X7 in N7,
i.e., D7 = X°.

(4) If X has pure dimension d, then each stratum X7 as well as their closures D7 have
pure dimension d — |o|.

In particular, the canonical compactification X is an extended polyhedral structure with a face
structure induced from that of X.

PROOF. The theorem is proved in [AP20a). O
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2.5. Tropical homology and cohomology groups. We recall the definition of tropical
cohomology groups and refer to [IKMZ19,JSS19,MZ14, GS19b]| for more details.

Let X be an extended polyhedral space with a face structure. We start by recalling the
definition of the multi-tangent and multi-cotangent spaces F,(6) and F?(d), respectively, for
the face 6 of X. This leads to the definition of a chain, resp. cochain, complex which calculates
the tropical homology, resp. cohomology, groups of X.

For a face § of X and for any non-negative integer p, the p-th multi-tangent and the p-th
multicotangent space of X at 6 denoted by F,(0) and FP(J) are defined by

F,(5)= >, NTn  and F?(5) =F,()"
n>J
sed(n)=sed(d)
For an inclusion of faces v < ¢ in X, we get maps i5.: Fy(6) = Fy(y) and i5_;: FP(y) —
F?(6).

For a pair of non-negative integers p, ¢, define

Cpqg(X) = @ Fp,(0)
\%(Izi(q

and consider the cellular chain complex, defined by using maps is.~ as above,

trop atrop
Cp,-: cer T 2 p,q+1(X> s p,q<X) — p,q—l(X) —

The tropical homology of X is defined by
H;,f;’p(X) = Hy(Cp.).

Similarly, we have a cochain complex

-1
ores s v (x) D, cragx) S, orarixy

where

CrU(X) = P FP(9).

deX
l6l=¢

The tropical cohomology of X is defined by
HPO (X)) := HI(CP*).

trop

In the case X comes with a rational structure, one can define tropical homology and
cohomology groups with integer coefficients. In this case, for each face §, the tangent space
T¢ has a lattice Ns. One defines then

F,(0,Z2)= > NN, and FP(5,Z) = Fy(6,2)".

n>4
sed(n)=sed ()

Similarly, we get complexes with Z-coefficients Cg, and C%°, and define

H'P(X,Z) = Hq(cﬁ,) HPO (X, 7Z) = HY(CL*).

trop

Similarly, working with the cochain C2* with compact support, one can define tropical
cohomology groups with compact support. We denote them by Hfr’gp,c(X , A) with coefficients
A =7,Q, or R. If the coefficient field is not specified, it means we are working with real
coefficients. We define as well the homology groups H;}; (X, A) the tropical analogue of the

Borel-Moore homology.
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2.6. Dolbeault cohomology and comparison theorem. In this section we briefly
recall the formalism of superforms and their corresponding Dolbeault cohomology on ex-
tended polyhedral complexes. The main references here are [JSS19,JRS18|, see also [Lagl2,
CLD12,GK17|.

Let V' ~ R™ be a real vector space and denote by V* its dual. We denote by AP the sheaf
of differential forms of degree p on V. Note that the sheaf AP is a module over the sheaf of
rings of smooth functions C*. The sheaf of (super)forms of bidegree (p,q) denoted by AP is
defined as the tensor product A? ®c» A9. Choosing a basis 0z, ..., 0z, of V, we choose two
copies of the dual vector space V* with the dual basis d'zq,...,d z, for the first copy and
d"zq,...,d"z, for the second. In the tensor product AP ®.A? the first basis is used to describe
the forms in AP and the second basis for the forms in A?. So for an open set U < V, a section
a € AP is uniquely described in the form

o= Z o, ,dzr nd"zy
I1,J<(n]
[|=p,|J|=q
for smooth functions ay ; € C*(U). Here for a subset I = {i1,... i} < [n] with i1 < iy <
-+ < ip, we denote by d’z; and d”z; the elements of the two copies of /\eV* defined by

/ / / " " n
d'zy =dax; A--- Adua, and d"zr =dzy Ao A dTy,

respectively. Moreover, for subsets I,J < [n], d'z; A d"z; is the element of N'V* @ ATV*
given by d’zy ® d’z;. The usual rules of the wedge product apply. In particular, for any
i,j € [n],

d”acj Ad'z; = —d'z; A d”xj.

Observing that AP ~ A? @g NA'V* and AP ~ NPV* ® A%, the collection of bigraded
sheaves AP come with differential operators d’: AP? — AP+1:4 and d”: AP? — AP+ defined
by d’ = d, ® id and d” = id ® d, where for non-negative integer ¢, d;: A* — A**! is the
differentiation of smooth /-forms. More explicitly, the differential map d” is defined by its
restriction to open sets U < V

Ap,q(U) N Ap,qH(U)
and sends a (p, ¢)-form o = 3}, ; o, ;d'zy A d"z 5 to
n n

d"a = Z Z Ogpty ; d"wyg nd'wp A d"zy = (fl)pZ Z Oy, ; d'xp A (d"xp A d ).

1,70=1 1,76=1

The operator d’ has a similar expression.

Consider now a fan 3 in V| and let TPy, be the corresponding partial compactification of
V. We define the sheaf of bigraded (p, q)-forms AP? on TPy, as follows. For each pair of cones
T < o of ¥, we have a natural projection m,~,: V] — V7. This projection induces a map
i i APUVT) — APY(VT). Let U < TPy be an open set. A section a € AP4(U) is the data
of the collection of (p, ¢)-forms a” € AP49(U n V.7), where U n V7 is viewed as an open subset
of the real vector space V7 ~ V' / To, so that the following compatibility at infinity is verified
among these sections. For each pair of cones 7 < ¢ in X, there exists a neighborhood U’ of
U n V7 in U such that the restriction of a” to U’ is given by the pullback 7%, . (a”) |-

The differential operators d’ and d” naturally extend to TPy, and define operators

d: AP — APTLe gnd 47 APY — APatl
for any pair of non-negative integers (p, q).

Let now X be a closed polyhedral complex in TPy, and denote ¢: X < TPy the inclusion.
The sheaf of (p, g)-forms AY? is defined as a quotient of the restriction L*.A%gz of the sheaf
of (p,q)-forms on TPy to X modulo those sections which vanish on the tangent space of X.
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Thus for an open set U in X, a section a € ARY(U) is locally around each point z given by
a section ay € AP1(U,) for an open subset U, < TPy with U, n X < U, and two sections
a and B in ARY(X) are equivalent if for any point z living in a face o of X, the difference
a(x) — (x) vanishes on any (p, q)-multivector in N'To ® A/'To.

The definition above can be extended to any extended polyhedral complex.

The two differential operators d’ and d” naturally extend to TPx,, and we get d’': ALY —

Ag(—i—l,q and d”: ARY — A];éqﬂ for any pair of non-negative integers (p, q).
The above definition only depends on the support of X and not on the chosen polyhedral

structure on this support. As a consequence, if X is any polyhedral space, the sheaf Aggq is
well-defined.

The Dolbeault cohomology group HE%(X) of bidegree (p,q) is by definition the g-th coho-
mology group of the cochain complex

(AR (X),d"): ARY(X) — ARN(X) - - = ARTTH(X) - ARU(X) — ARTTH(X) - -

Similarly, we define Dolbeault cohomology groups with compact support H]’S’gl (X) as the
g-th cohomology group of the cochain complex

(AR (X),d"): ARD(X) - AR (X) — -
where A’;é?c(X ) is the space of (p, ¢)-forms whose support forms a compact subset of X.

Denote by QF. the kernel of the map d”: .Agéo — Aggl. We call this the sheaf of holomorphic
p-forms on X. By Poincaré lemma for superforms, proved in [Jell6a, JSS19], the complex
(AP*,d”) provides an acyclic resolution of the sheaf Qf . We thus get the isomorphism

HE (X) =~ HI(X, %),
and similarly,
Hg’gl’c(X) ~ HI(X,0F%).

Moreover, we have the following comparison theorem from [JSS19|.

THEOREM 2.5 (Comparison theorem). For any extended polyhedral complex X, we have

Higo(X) = Hpgy(X),  and  HES, (X)) = Hig (X).

2.7. Tropical fans, smoothness and shellability. We recall the definition of tropical
fans and refer to [AP21] for their basic properties. More results related to algebraic and
complex geometry can be found in [Mik06,Mik07, AR10, GKMO09,KM09,Kat12,Bab14,
BH17,Gro18] and [MS15, MR09, BIMS15].

A tropical fan Y is a rational fan of pure dimension d, for a natural number d € Z>(, which
verifies the balancing condition: namely, for any cone 7 of dimension d — 1 in ¥, we require

Z ¢o/r =0€NT.

o>T
Here ¢, /; is the primitive vector of the ray p,/, corresponding to o in Ng.

Let 3 be a tropical fan of dimension d. The Borel-Moore homology group H;E(E) contains
a canonical element vy, the analogue of the fundamental cycle in the tropical setting. Using

the cap product —~, we get a natural map
BM

- ~vy: HPI(Y) — Hd_pjd_q(Z).

We say that a simplicial tropical fan ¥ verifies the Poincaré duality if the above map is an
isomorphism for any bidegree (p,q). A tropical fan 3 is called smooth if for any cone o € ¥,
the star fan X7 verifies the Poincaré duality. In this paper, the star fan X7 refers to the fan
in Np / Ny r induced by the cones 7 in ¥ which contain o as a face.

We have the following list of properties of the category of smooth tropical fans.
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(1) Smoothness only depends on the support of the tropical fan.

(2) Smoothness is a local condition, namely that, a tropical fan is smooth if it is smooth
around each of its points.

(3) The category of smooth tropical fans is closed under products. In fact, we have the
following stronger property: Let 31,39 be two tropical fans and set X = ¥ x X9
(which is again a tropical fan). Then ¥ is smooth if and only if 3 and X9 are both
smooth.

(4) Any complete rational fan, i.e., a fan with support equal to Ng, is tropically smooth.
(5) Bergman fans of matroids are tropically smooth in the above sense.

(6) The category of smooth tropical fans is stable under tropical modifications along
smooth divisors.

We refer to [AP21] for more details.

In order to show the category of smooth tropical fans is large, we introduce in [AP21] a
tropical notion of shellability. This is based on two types of operations on tropical fans, that
of star subdivision and tropical modification. A tropical fan is called shellable if it can be
obtained from a collection of basic tropical fans by only using these two operations. We refer
to [AP21] for the formal definition and basic properties.

We prove the following result in [AP21].

THEOREM 2.6. Any shellable tropical fan is smooth.

2.8. Tropical cycles and divisors. Let V = Ng ~ R" be a real vector space of dimen-
sion n with a full rank lattice N. Let Y be a rational polyhedral complex of pure dimension
d in V. For each facet o of Y, suppose we are given a weight which is an integer w(o). Let
C := (Y,w) be the weighted polyhedral complex Y with the weight function on its facets
w. The weighted polyhedral complex C' is called a tropical cycle if the following balancing
condition is verified:

V7 €Y of dimension d — 1, Z w(o)e,, =0€ N".
o>T
The following is a direct consequence of the definition of a tropical fan given in the previous
section.

PROPOSITION 2.7. The tropical fan ¥ with weights equal to one on facets is a tropical
cycle.

A tropical regular function f on a tropical cycle C is a piecewise affine function with
integral slopes which is the restriction to C' of a concave function on R"™. In other words, it is
a function of the form

f=min{{as, )+ Bi}

for a finite index set I and o; € Z", 5; € Q.

Any tropical regular function induces a subdivision of the tropical cycle C'. On each face
§ of C, the new polyhedral structure consists of set of the form {z € § | f(z) = g(z)} where
g is an affine linear function such that g(x) > f(z) for every z. Keeping the same weight on
facets, this leads to a new tropical cycle that we denote by C7 and note that C' and C; have
the same support and same weight function.

Given a tropical regular function f on C, we can consider the graph I'y of fin V x R ~
R+, with the polyhedral structure obtained by that of the subdivided C;. The graph T 7 s
not necessary a tropical cycle in V' x R anymore, as it might have unbalanced codimension one
faces. In this case, we can add new faces to I'y to obtain a tropical cycle. For this, consider
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a codimension one face ¢ of C'; which turns to be unbalanced in the graph I'y. Consider the
polyhedron Es defined by

Es := {(m,t)‘a:edandt)f(x)}CVXR.

Define C' as the union of T ¢ with the polyhedra Es and there faces, one polyhedron for each
unbalanced codimension one face d of I'y. Note that for each such face d, the primitive vector
eg;/s is the one given by the last vector ¢, in the standard basis of V' x R ~ R+

One verifies there is a unique integer weight w(FEs) which we can associate to new faces Ejs
in order to make C a tropical cycle in V' x R. The new tropical cycle in V' x R is called tropical
modification of C' along dive(f), where dive(f) is the union of the § in C; of codimension
one which happens to be unbalanced when seen in I'f.

2.9. Tropical smoothness of the support. An extended polyhedral complex X is said
to have a tropically smooth, or simply smooth, support if its support ‘X ‘ is locally isomorphic

to a product T x ‘Z‘ for a non-negative integer a and a smooth tropical fan 3.

We prove in [AP21] that the canonical compactification of any unimodular smooth tropical
fan is smooth. In fact, we have the following more general result.

THEOREM 2.8. Let X be a rational polyhedral complex in Nr with smooth support. Suppose
that the recession fan X, s unimodular. Then the canonical compactification X of X has
smooth support. Moreover, if the polyhedral structure on X s unimodular, then the induced
extended polyhedral structure on X, given in Theorem 2./, is unimodular as well.

3. Local Hodge-Riemann and Hard Lefschetz

The aim of this section is to study the local situation and to prove Theorem 1.6.

The results in this section are valid for integral, rational, or real Chow rings of smooth
tropical fans when they are definable. Since our primary objective in this paper is to establish
global versions of these results, and we do not have tried to control the torsion part of the
tropical cohomology for more general tropical varieties, to simplify the presentation, we will
only consider the case of rational fans and we suppose the coefficient ring K be either Q or R.

3.1. Basic definitions and results. In this section, we review some basic results con-
cerning Hodge theory of finite dimensional algebras.

Let A* = @,_, A" be a graded vector space of finite dimension over K such that the graded
pieces of negative degree are all trivial.

DEFINITION 3.1 (Poincaré duality). We say that A® verifies

- weak Poincaré duality for an integer d denoted by WPDd(A') if for any integer k, we
have the equality dimg A¥ = dimyg A9*.

Let ®: A® x A* — K be a symmetric bilinear form on A®. We say that the pair (A°®, ®) verifies

- Poincaré duality for an integer d that we denote by PDd(A‘, ®) if ® is non-degenerate
and for any integer k, A* is orthogonal to A for all [ # d — k. o

Let A® be a graded K-vector space of finite dimension as above, let d be a positive integer,
and let @ be a symmetric bilinear form on the truncation @, _d AF such that A and A7 are
=2

orthogonal for distinct pair of non-negative integers 7, j < §.

DEFINITION 3.2 (Hard Lefschetz). Notations as above, we say that the pair (A®, Q) verifies
- Hard Lefschetz property denoted HLY(A®, Q) if A® verifies WPD?(A®) and @ is non-

degenerate. o
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In the sequel, for any k < d/2, we denote by Q. the restriction of Q to AF.

DEFINITION 3.3 (Hodge-Riemann). We say the pair (A®, Q) verifies

- Hodge-Riemann relations HRY(A®, Q) if A® verifies WPD?(A*) and moreover, for
each non-negative integer k < %, the signature of Q) is given by the sum

k
D U(=1)" (dim(A%) — dim(A™1)). o
i=0
REMARK 3.4. As we will show in Proposition 3.5 below, the above definitions are in fact
equivalent to the ones given in the introduction. o

3.1.1. Bilinear form associated to a degree map. Assume that A® is a unitary graded K-
algebra with unit 14+ and suppose A% = K- 14.. Moreover, suppose that we are given a
linear form deg: A¢ — K called the degree map which we extend to the entire algebra A® by
declaring it to be zero on each graded piece A* for k # d. In this way, we get a bilinear form
on A* denoted by ®g4e, and defined by

Dgeg: A*x A° > K,
(a,b) +— deg(ab).

3.1.2. Lefschetz operator and its associated bilinear form. Notations as in the preceding
paragraph, let now L: A* — A®**! be a morphism of degree one which sends any element a of
A® to the element La € A**!. Let ® be a symmetric bilinear form on A®. For example, if we
have a degree map on A®, we can take ® = ®yq,.

We define a bilinear form Q)1 ¢ on A* by setting
VaeAF be A7, Qr.a(a,b) := O(a, Ldf%b)

for all pairs of integers k,j < d/2. We furthermore require A7 and A* to be orthogonal
for j # k. In the case ® = Pqee, we will have Qr ¢ (a,b) = deg(a - L%72kp) and this latter
requirement will be automatic.

Assuming that L is auto-adjoint with respect to Qr ¢, i.e., ®(a,Lb) = ®(La,b) for all
a,be A®, we get a symmetric bilinear form @ = Q1.4 on A°.

If L is given by multiplication by an element ¢ € A and ® = ®gey, we write ¢ instead of
L for the corresponding map, and write ), for the corresponding bilinear form, which is then
automatically symmetric: in fact, we have

Qe(a,b) = deg(£4* ab)

for any pair of elements a,b € A*. In this case, we write HLY(A®, ¢) and HR%(A®, /) instead
of HLd(A.,Qg@ 4eg) and HRY(A°, Qr,a,,,), respectively. If there is no risk of confusion, we
furthermore omit the mention of the top dimension d in the above notations. Moreover, we
sometimes use deg instead of ®4e, in order to simplify the notation.

3.1.3. Primitive parts induced by a Lefschetz operator. For a Lefschetz operator L: A® —
A**! as in the preceding section, and for a non-negative integer k < g, the primitive part of
AF with respect to L denoted by Agrim 1, is by definition the kernel of the map

L'r‘—2k+1 . Ak Ak:—r+1.

If L is given by an element ¢ € A', we denoted by Agrim,é the primitive part of A* with
respect to £.

If there is no risk of confusion, and L or ¢ are understood from the context, we simply
drop them and write A* . for the primitive part of A*.

prim
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3.1.4. Basic implications and consequences. For future use, we state here basic results
around these notions and some of their consequences.

We start by the following proposition which gathers several useful implications and rela-
tions between the properties introduced above.

We use the notations of the preceding paragraph. We suppose the Lefschetz operator L is
auto-adjoint with respect to ® so that the corresponding bilinear form becomes symmetric.

PROPOSITION 3.5. Notations as above, the following properties are verified.

(3.1) HR?(A®, L, ®) — HL%(A®, L, ®) — PD?(A®, &) — WPD(4°*).
(32) d( pe
Vk<d/2, L AR A 18 an isomorphism.

(3.3)

d/ pe
HRY(A*,L,®) «— {WPD (4%)

k < d/2, the restriction (—1)F

4k s positive definite.
prim

(3.4) For S: A* — A® an automorphism of degree 0,
PD(A®, ) «— PD(A®,® o S),
HL(A®*, Q) < HL(A®*,Qo0Y5),
HR(A®,Q) «— HR(A®,Qo5).
(3.5) For two graded K-algebras A® and B®, we have
WPD(A*) and WPD(B*) «= WPD(A*) and WPD(A* @ B*),
PD(A®, ®4) and PD(B®,®p) <= PD(A®, ®4) and PD(A*® B*,®, @ &),
HL(A®*,Q4) and HL(B®*,Qp) <= HL(A®*,Q4) and HL(A*® B*, QA ® @B),
HR(A*,Q4) and HR(B*,Qp) <= HR(A*,Q4) and HR(A*® B*, Q4 ® QB).
(3.6) For two graded K-algebras A® and B*®, we have
WPD(A*) and WPD(B*) = WPD(A* ® B*),
PD(A*, ®4) and PD(B®, &5) — PD(A* ® B*, 4 ® &),
HL(A®,Q4) and HL(B®,Qp) = HL(A* ® B*,Q4 ® @p),
HR(A*,Q4) and HR(B®,Qp) = HR(A*® B*, Q4 ® Up).
(3.7) For two graded K-algebras A® and B*®
Pheg, ® Paeg,, = Pdeg, @degys and
Qrads DQLp 0 = QLAGLE D105
(3.8) For two graded K-algebras A* and B®, we have
HR(A®, La, ®4) and HR(B®, Ly, ®5) — HR(A* ® B*, L1 ®id + id ® Ly, 4 ® Pp).

Most of these statements are routine. We only give the proof of the first three and the
very last statements.

PROOF OF (3.1). The last implication is trivial. If HLY(A®, L, ®) holds, then the bilinear
form @ = Q1o is non-degenerate. This implies that for each non-negative integer k£ < d/2, the
map L% is injective on A*. By WPDd(A'), this implies that L?~2* induces an isomorphism
between A* and A% %, and so, as A7 and A* are orthogonal for distinct pair of integers j and
k, by our requirement, this implies that ® is non-degenerate and so we have PDd(A°, D).
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It remains to prove the first implication. We prove by induction on k that Qj is non-
degenerate. The case k£ = 0 is immediate by the assumption on the signature and the fact
that A = K- 14.. Assume this holds for K — 1 and k < d/2. Since L is auto-adjoint, we have
for any a,be AF 1,

Qk—l(aa b) = Qk(Laa Lb)
which implies that L: A*=1 — A* is injective, and Qy, restricted to L(A*~1) is non-degenerate
and has signature that of Q;_1. Since the difference between the signature of QJ and that of
Qi1 is (—1)F (dim(A*) — dim(A*1)) = (—1)% (dim(A*) — dim(LA*1)), it follows that Qy is

non-degenerate. O

PROOF OF (3.2). The implication = follows from the proof of (3.1). The reverse impli-
cation is a consequence of our requirement that A7 and A* are orthogonal for ® if j and k are
distinct, which combined with the non-degeneracy of ® and the isomorphism between A* and
A%=F induced by L¢42*_ implies that Qj, is non-degenerate. ]

PROOF OF (3.3). Let Q = Qrs. By (3.1), HRY(A®, L, ®) implies HLY(A®*, L, ®). By
Proposition 3.6 below this leads to an orthogonal decomposition

k
Ak = @ Lk_zA;)rim = A]Srim S LAk_l
=0
where the restriction of Q) to LA*~! coincides with that of Qy_; on A*~!. Proceeding by
induction and using HRd(A’, L, ®) which gives the signature of Qj, we get the implication =.

It remains to prove the reverse implication <. We proceed by induction and show that
the bilinear form Qj, is non-degenerate, that L9=2#: A¥ — A?F is an isomorphism, and
that we have an orthogonal decomposition A% = Agrim@LAk_l. This shows that L is
an isometry with respect to QQr_1 and )i on the source and target, respectively, and the
result on signature follows by the positivity of (—1)*Qj on the primitive part combined with
dim A’;rim = dim(AF) — dim(A*1).

The case k = 0 comes from the assumption on the positivity of @, since A% = Agrim,
which implies L?: A° — A is injective, and the property WPDY(A*). Suppose the property
holds for £ — 1 and that k < d/2. By the assumption of our induction, L: A*~1 — AF is
injective, and in addition, it preserves the bilinear forms Q_1 and Q. Moreover, A’;rim is
orthogonal to LA*~1. We now explain why an element a € A* which is orthogonal to LAF~!

is in the primitive part A’grim: for such an element, and for an element b € A*~!, we have

Qrla, Lb) = ®(a, L2k 1p) = O(L72F g b) = 0.
Since Q_1 is non-degenerate, using WPD?, we infer the bilinear form ® restricted to A% F+1x

AF=1 is non-degenerate. This implies that L9=2k%1q is zero and so a € A’;rim.

We thus get the orthogonal decomposition A% = Agrim @® LA1. We infer that Qy is

non-degenerate, and using WPD?(A*®), we get the isomorphism L4—2k: AF — Ad=k U
PROOF OF (3.8). By (3.1) and Proposition 3.6, we can decompose each graded piece A*
and B! for k < da/2 and | < dp/2 into the orthogonal sum
k l
Ak‘ _ @Lqu—zAz Bl _ @Ll’;ZBZ
1=0 1=0

prim prim

such that Q4 and Q) p; are definite on AF . and B’

prim orim respectively. Taking an orthonormal

basis of the primitive parts Aprim and By i and making a shift in the degree of graded
pieces, by Proposition 3.5, we can reduce to verifying the statement in the case where A® =

K[x]/x"*! and B* = K[v]/y**!, for two non-negative integers r and s, and Ly and Lp
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are multiplications by X and Y, respectively. The proof in this case can be obtained either
by using Hodge-Riemann property for the projective complex variety CP" x CP?, or by the
direct argument given in [BBFKO02, Proposition 5.7|, or still by the combinatorial argument
given in [McD11, Lemma 2.2] and [AHK18, Lemma 7.8| based on the use of Gessel-Viennot-
Lindstrom lemma [GV85,Lin73|. O

PROPOSITION 3.6 (Lefschetz decomposition). Assume that HLE(A®, L, ®) holds. Then for
k< %, we have the orthogonal decomposition

prim»

k
Ak _ @Lk—zAz
=0

where, for each i € {0,...,k}, the map LF: A;rim = L”“_"Af)rim 18 an isomorphism which

preserves respective bilinear forms (Q; on A* and Qy on AF).

~ PROOF. First, we observe that for i < k, the map L*~ induces an isomorphism between
A? and its image L*7*A* in A*. This follows from the fact previously stated that for a,b e A7,

Qj(a, b) = Qj-i—l (La, Lb)

which implies that L: A7 — A7 is injective provided that j + 1 < d/2. Note that Apyim is
orthogonal to LA*~!. Indeed for a € Aprim and b e AF=1 we have

®(a, L2 Lb) = ®(LT2k+1q,b) = 0.

Moreover, an element a € A* orthogonal to LA*~1 is necessarily in the primitive part, cf. the
proof of (3.3). We thus get the orthogonal decomposition

AR = AF @ AR

prim
Proceeding by induction on k, this leads to the orthogonal decomposition

prim prim*

k
Ak _ Ak @LAk—l _ @Lk—zAz 0
1=0

The following proposition is straightforward.

PROPOSITION 3.7. The properties HR and HL are open conditions in @ (and so in ® and
L). The property PD is open in ®. Moreover, HR is a closed condition in QQ when restricted

to the space {Q | HLA(A®*, Q)} consisting of those Q which verify HL.

3.2. Chow rings of fans. For a simplicial fan ¥ of dimension d in a real vector space
V', we denote by A°*(X) its Chow ring with K coefficients. It is defined as follows.

For each ray p € X1, pick a vector ¢, which generates p. If ¥ is a rational fan with respect
to a lattice, a natural choice for the generating vector is the primitive vector in the lattice
which generates the ray.

Consider the polynomial ring K[X,] e, with indeterminate variables X, associated to rays
o in 3. The Chow ring A*(X) is by definition the quotient ring

A*(2) == K[Xolpex, /(I1 + I2)
where

— I is the ideal generated by the products X,,X,, . ..X,, for any positive integer k£ and
rays o1, - .., 0k which do not form a cone in ¥;

— I is the ideal generated by the homogeneous polynomials of degree one of the form
2eex, f(eg)Xo where f € V* is a linear form on the vector space V, and f(o) is the
evaluation of f at the generator ¢, of .
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Note that since the ideal I} + I» is homogeneous, the Chow ring inherits a graded ring
structure. Moreover, the definition is well-posed even in the case of non-rational fans, in
which case K = R, as any two different choices of generating vectors for the rays lead to an
isomorphism of the quotient rings. (This isomorphism sends the generator X, in the Chow ring
defined with respect to the first generator set to ¢,X, in the second, for a constant ¢, € R~q.)

For each ray g of 3, we denote by z, the image of X, in A1(%).
Any cone-wise linear function f on ¥ gives an element of A'(X) defined as

Z feo)z,.

0€¥1

In fact, all elements of A'(X) are of this form, and A'(¥) can be identified with the space of
cone-wise linear functions on ¥ modulo linear functions.

In the case the fan ¥ is rational and unimodular with respect to a lattice N in V, one can
define Chow rings with integral coefficients by choosing e, to be the primitive vector of g, for
each ray g, and by requiring f in the definition of Is to be integral. In this case, we have the
following characterization of the Chow ring, cf. [Dan78 BDP90,Bri96,FS97|.

THEOREM 3.8. Let X be a unimodular fan, and denote by Psx the corresponding toric
variety. The Chow ring A®*(X) is isomorphic to the Chow ring of Px.

In the sequel, unless otherwise stated, we will be only considering tropical fans, which are
thus fans verifying the balancing condition.

3.3. Shellable supports are smooth. We recall the following result from [AP21].

THEOREM 3.9. A shellable tropical fan Y is smooth. Moreover, Y. is connected in codi-
mension one.

3.4. The canonical element and the degree map. The following proposition allows
to define a degree map for the Chow ring of a smooth tropical fan. It is proved in [AP21].

PROPOSITION 3.10. Let X be a smooth unimodular tropical fan of dimension d. For each
cone o € X4, the element

[] 2, 4%%)

o<o
lol=1

does not depend on the choice of o.

We call this element the canonical element of A%(X) and denote it by ws.

We recall the following consequence of the localization lemma from [AP21].

PROPOSITION 3.11. Let ¥ be a simplicial fan. Then, for each k € {0,...,d}, A¥(X) is
generated by square-free monomials.

COROLLARY 3.12. Let 3 be a smooth unimodular tropical fan. Then we have wy, # 0 and
AY(X) is generated by ws.

PROOF. This follows from the fact that A%(X) is generated by square-free monomials
associated to top-dimensional cones, which by Poincaré duality A%(X) ~ A%(X)* and Propo-
sition 3.10 ensures the non-vanishing of wsy. t

Let deg: A%(¥) — K be the linear map which takes value 1 on the canonical element.
This degree map and the corresponding bilinear map @4, is systematically used below, so we
use our convention and omit the mention of ® and deg in HL. and HR.
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3.5. Chow rings of products. Let X and ¥’ be two fans.
We have the following proposition for the Chow ring of the product fan whose proof is
given in [AP21].

PROPOSITION 3.13. Let ¥ and X/ be two fans. There exists a natural isomorphism of rings
A x Y~ A(B)® A (Y).
Moreover, under this isomorphism, one has

Wy = wy @ wsy,
degy sy = degy ® degsy .

3.6. Restriction and Gysin maps. For a pair of cones 7 < ¢ in X, we define the

restriction and Gysin maps i*__ and Gys between the Chow rings of %7 and 7.

T<O0 o>T

The restriction map
i* . A.(ET) — A.(ZG’)

T<O0 *

is a graded K-algebra homomorphism given on generating sets

i*_: AYZT) - AL(%9)

T<O0 *
by
z, if o + p is a cone ¢ > o,
VP ray in ET’ ii<o‘(1“p) = _ZQEE‘I’ f(eg)xé if peECT
0 otherwise,

where in the second equality, f is any linear function on N7, viewed naturally in N*, which
takes value 1 on ¢, and value zero on all the other rays of o, and the sum is over all the rays
o of ¥9. Note that any two such choices of f and f’ differ by a linear function on N9, and so
the element >} csir f(e)z, in A(X7) does not depend on the choice of f.

REMARK 3.14. For a pair of cones 7 < o as above, we get an inclusion of canonical com-
pactifications i: ¥° <> %', The map i*_,: A¥(X7) — A¥(X7) coincides with the restriction
map

. kk ST kk 550
i I{trop(E ) - Htrop(z )
via the isomorphism between the Chow and tropical cohomology groups given in Theorem 1.3.

o
The Gysin map is the K-linear morphism
Gyso>7: AO(ZU) N A--i—\a\—lTl(Zr)
defined as follows. Let » = |o| — |7|, and denote by p1, ..., pr the rays of o which are not in 7.

Consider the K-linear map
K[Xplpezg — K[Xg]gext

defined by multiplication by X, X,, ...X,.. Obviously, it sends an element of the ideal I3 in
the source to an element of the ideal I in the target. Moreover, any linear function on N?
defines a linear function on N7 via the projection

N =N/N, — N°? = N/N,.

This shows that the elements of I; in the source are sent to elements of I; in the target as
well. Passing to the quotient, we get a K-linear map

Gysg>7.: Ak(EU) _)Ak+|a|—|7\(27')‘
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REMARK 3.15. For a pair of cones 7 < ¢ as above, from the inclusion of canonical com-
pactifications i: &~ < %', we get a restriction map

i Hd7|0'|*k,df|0|*k(i7—) N Hd*|0|*k,d*|0|*k(io)

trop trop
which by Poincaré duality on both sides, gives the Gysin map

kk &0 k+lol—=ITlk+lol—=IT] =7
Gysa>‘r: ‘E[trop(E ) - Htropo ! 7 (E )

This map coincides with the Gysin map between Chow groups defined in the preceding para-
graph, via the isomorphism of Chow and tropical cohomology given in Theorem 1.3. o

The following proposition gathers some basic properties of the restriction and Gysin maps.

PROPOSITION 3.16. Let 7 < o be a pair of faces, and let x € A*(X7) and y € A*(X7).
Denote by py/r the unique ray associated to o in X7, and by x, /. the associated element of
AY(XT). The following properties hold.

(3.9) i*

F <o U8 a surjective ring homomorphism.

(310) GySgsr © ii<~a(l‘) =Zg/)r " T.
(311) Gyso->r(ii<-a(m) : y) =T~ Gysa~>7’(y)'

Moreover, if deg.: A%~1(X7) - K and deg, : A4~171(27) — K are the corresponding degrees
maps, then

(3.12) deg, = deg, oGys, ..

Finally, Gys and i¥__ are dual in the sense that

T<0
(313) deg.r(x ) Gyso->7'(y)) = dega( i:<-a(l‘) ) y)
PROOF. In order to simplify the presentation, we drop the indices of Gys and i*. Proper-

ties (3.9) and (3.10) follow directly from the definitions. From Equation (3.10), we can deduce
Equation (3.11) by the following calculation. Let § be a preimage of y by i*. Then,

Gys(i*(z) -y) = Gys(i*(z - §)) = @g/y - - J = - Gys o I*(§) = - Gys(y).
For Equation (3.12), let n be a maximal cone of 7. Let 7 be the corresponding cone containing
Po/r in X7. The cone 7] is maximal in %7. We have the respective corresponding generators
zy € ATT(S7) and z, € A4717/(29). By definition of the degree maps, deg, (z5) = deg, (z).
Using the definition of Gys, we get that x5 = Gys(z,). Thus, we can conclude that

o>T

deg, = deg, oGys.
Finally, we get Equation (3.13):
deg,(z - Gys(y)) = deg,(Gys(i*(z) - y)) = deg,(i"(z) - ). O

3.7. Primitive parts of the Chow ring. Let 3 be a smooth tropical fan of dimension
d. For an element ¢ € A'(X) and any non-negative integer number k < g, the primitive
part A* . (2) of A¥(X) is the kernel of the Lefschetz operator given by multiplication with

prim,¢

pd—2k+1
P2kl AR (s, gdkEL(y),
Let Q be the bilinear form defined on A*, for k < %, by
Va,be A*(X),  Q(a,b) = deg(¢i*ab).
Note that by Propositions 3.5 and 3.6, we have the following properties.
— HL(X,¢) is equivalent to the following: For each k < %, the map
02— AR(S) > ATR(E)

is an isomorphism.
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— HR(X,?) is equivalent to the following: The bilinear form (—1)¥Q(-,-) restricted to
the primitive part A (X) is positive definite.

prim
— Assume that HL(X, ¢) holds. Then for k£ < %, we have the Lefschetz decomposition
k

ARND) = PEETALL(D).
1=0

3.8. Hodge-Riemann for star fans of rays implies Hard Lefschetz. Let £ € A}(X).
We assume that £ has a representative in A'(X) with strictly positive coefficients, i.e.,

= Z CoTp

LN
for scalars ¢, > 0 in K. For each g € X1, define £2 = i§_,(¢) € A(%2).
The following is well-known, see e.g. [dCMO5]| or [AHK18, Proposition 7.15].
PROPOSITION 3.17. If HR(X9, £2) holds for all rays o € X1, then we have HL(3, £).

PROOF. Let k < g be a non-negative integer where d denotes the dimension of ¥. We
need to prove that the bilinear form @, defined by

Va,be AK(X),  Qu(a,b) = deg(t*ab)

is non-degenerate. By Poincaré duality for A®*(X), Theorem 1.4, this is equivalent to showing
the multiplication map

(72 Ak (n) — ATTR(E)
is injective. Let a € A*(X) such that £¢72¥ . ¢ = 0. We have to show that a = 0.

There is nothing to prove if k = d/2, so assume 2k < d. For each p € 3, define a, :=

ij<p(a). It follows that
()17 ap = i, (¢T*a) = 0,

and so a, € A¥ (33¢) for each ray o € X;.

prim,¢e

Using now Proposition 3.16, for each g € 31, we get
degg((ﬁg)d*%*1 Q- ap) = degg(igq,(éd*%*1 ca) - ap) = deg(fdf%*1 ca-z,-a).
We infer that

Z Co degg((fg)d_zk_l “ap - ap) = deg (¢ chm@ -a) = deg(t®?* .q-a) = 0.
€Yy

By HR(X¢,¢9), since a, € Aprlm 0(29), we have (fl)kdegg((ﬁg)d_%_1 “ap - ap) = 0 with
equality if and only if a, = 0. Since ¢, > 0 for all o, we conclude that a, = 0 for all p € ¥;.

Applying Proposition 3.16 once more, we infer that
Toa = Gys,s © ij<,(a) = Gys,so(a,) = 0.

By Poincaré duality for A*(X), and since the elements z, generate the Chow ring, this
implies that a = 0, and the proposition follows. O
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3.9. Isomorphism of Chow groups under tropical modification. We recall the fol-
lowing theorem proved in [AP 21| which states that tropical modifications as defined in [AP21]
preserve the Chow groups. This will be served as the basis to prove that HR and HL properties
are shellable for tropical fans.

We use the notations of [AP21] and denote by ¥ the tropical modification of ¥ along
A = div(f) for a conewise linear function f on X.

THEOREM 3.18 (Stability of the Chow ring under tropical modifications). Let Y be the
tropical modification of the tropical fan ¥ along A. Assume furthermore that X is div-faithful.
Then we get an isomorphism

A*(S) ~ A*(%)
between the Chow rings. Moreover, this isomorphism is compatible with the Poincaré duality
for Chow rings.

3.10. Keel’s lemma. Let ¥ be a unimodular fan and let o be a cone in ¥. Let X/ be
the star subdivision of ¥ obtained by star subdividing . Denote by p the new ray in ¥'. In
this paper we only consider barycentric star subdivisions of rational fans. This means that
p=Ry(eg + -+ ¢g) where e1,..., ¢ are the primitive vectors of the rays of o.

THEOREM 3.19 (Keel’s lemma). Let J be the kernel of the surjective map ij_,: A*(X) —
A*(X9) and let

P(T):= ] (xo+T).

Q<O'
lol=1

We have
A*(X) ~ A*(D)[T]/ (T + P(T)).
The isomorphism is given by the map
X: A*(D)[T]/(IT + P(T)) = A* (%)

which sends T to —x, and which verifies

Tot+x, tfo<o0o
Voe S, x(xg)—{ et T e=<o
Ty otherwise.

In particular this gives a vector space decomposition of A*(X') as
(3.14) A ~AeA (Z)Te @A (gL,
We refer to [AP21] for the proof.

3.11. Ascent and Descent. Situation as in Section 3.10, let ¥ be a unimodular fan and
o a cone in X. Let ¥/ be the star subdivision of ¥ obtained by star subdividing . Denote by
p the new ray in X’. Let £ be an element of A'(X), and denote by £° the restriction of £ to
Y7, i.e., the image of ¢ under the restriction map A*(X) — A*(X7).

THEOREM 3.20. We have the following properties.
— (Ascent) Assume the property HR(X7,£7) holds. Then HR(X, () implies HR(X', ¢/ —

ex,) for any small enough € > 0, where

0= leg)zo + (D Uep))xp.

0eY o<o
lol=1
— (Descent) We have the following partial inverse: if both the properties HR(X7, £7)
and HL(X, ) hold, and if we have the property HR(X', ¢/ 4+ €T') for any small enough
€ > 0, then we have HR(X, ).
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Notice that the definition of ¢ does not depend on the chosen representative of the class
of ¢ as a cone-wise linear function on 3.

REMARK 3.21. One can check in the proof of Theorem 3.20 below that we only use Keel’s
lemma, Poincaré duality and Proposition 3.5. For instance, we do not use that we are dealing
with fans. Therefore, Theorem 3.20 might be useful in other contexts where an analog of
Keel’s lemma holds. In particular, this remark will be useful in Section 9 where we need a
similar ascent-descent theorem in the global case. o

In preparation for the proof, we introduce some preliminaries. Let d be the dimension of
Y. By Keel’s lemma, we have A%(X) ~ A%(X’), and under this isomorphism, the canonical
element wy, corresponds to the canonical element wyy.

Let a be a lifting of wso in A719/(2) for the restriction map A*(X) — A*(%). Such a
lifting can be obtained for example by fixing a maximum dimensional cone 7 in X7; in this

case we have
Wyo = | | Lo
o<T
lol=1

and a lifting a of wye is given by taking the product ||
face of ¥ corresponding to 7.
Using this lifting, the canonical element wsy can be identified with —7''a in A*(%') ~
A*(3)[T]/(IT + P(T)). Indeed, since P(T) = 0, we get
lol—1

_lel _ Z SjTIUI*j

o< To I A%1ol(33) where 7 is the

with §; the j-th symmetric function in the variables X, for ¢ a ray in o, seen as an element
of A*(X’). Therefore we get

lo|

—TlU‘Oz _ Z SjaTlgl_j

j=1
lol—1
= ng o+ 2 SO¢T|"| 7.
Q<U
lol=1
Since wye = i%(a) lives in the top-degree part of A*(X7), the products Sjwse belongs to J.
Thus the terms of the sum are all vanishing for j = 1,...,|o| — 1. Therefore, we get
Tl = H To = H Ty - H Ty = Wy = Wyy.
o<o o<o o<7
lol=1 lol=1 lol=1

We infer that the following commutative diagram holds.

Ad=lol(57) ﬂ)Ad (X)) —— A4x)

it

We are now ready to give the proof of the main theorem of this section.

PROOF OF THEOREM 3.20. (Ascent) The idea for the proof of the ascent property is well-
known, e.g., it is used as a way to derive Grothendieck’s standard conjecture of Lefschetz type
for a blow-up from the result on the base. It is also used in [AHK18|. We give the proof
here. Let € > 0 and define the linear automorphism

S.: A%(T) - A*(Y)
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lo1/2+kid on each

of degree 0 which is the identity map id on A®*(X) and multiplication by €~
A*(X9)T*, in the direct sum decomposition in Theorem 3.19.

We admit for the moment that Q.10 Se admits a limit @ such that the pair (A*(X'), Q),
consisting of a graded vector space and a bilinear form on this vector space, is naturally

isomorphic to the pair
== (A'(E) @ (T - (R[T]/T" ) ® A*(27)), L@ (T ®id + id@ﬁ")).

It follows from the statement (3.8) in Proposition 3.5, the hypothesis of the theorem, and
HP{(R[T]/T“"*l,T)7 that the pair Z verifies HR(Z). Using Keel’s lemma, it follows that we
have HR(A*(Y'), Q). By Proposition 3.7, the property HR(A*(X), Qg1 © Se) holds for any
small enough value of € > 0. Finally, applying Proposition 3.5, we get HR(A*(X'), Qp1er),
which finishes the proof of the ascent part of our theorem.

Before turning to the proof of the existence of the limit, let us explain the proof of the
descent part.

(Descent) We again use Proposition 3.5. By our assumption, we have HL(A®*(X),¢) and
HR(A®(X7,¢9), from which we get the property

HR((T C(R[T]/TY) @ A*(27)), (T ®id + id ®£")).

Defining Z as in the first part of the proof, we deduce HL(Z) by applying Proposition 3.5.
By the statement (3.5) in that proposition, it will be enough to prove HR(Z) in order to get
HR(A*(%),¢).

Note that by the hypothesis in the theorem, we have HR(A*(X'), Qp 1 1) for small enough
values of € > 0. Using Proposition 3.5, we deduce that HR(A*(X'), Qu 41 ©Se) holds for € > 0
small enough. It follows that we have as well HL(A®*(X), Qg e © Se)-

Applying now Proposition 3.7, since HR is a closed condition restricted to the space
of bilinear forms which verify HL, we deduce that HR(Z) holds: indeed, @ is the limit of
Quier © Se and HR(A*(X), Qpyer © Se) and HL(A*(X), Qpier © Se) hold for € > 0 small
enough.

We are thus left to prove the last point, namely the existence of the limit lim¢ g Qg4 70S,.

Consider the decomposition (3.14) given in Keel’s lemma. The decomposition for degree
k part A*(X') of the Chow ring has pieces A¥(X) and A*=(X9)T" for 1 < i < min{k, |o| —1}.
Consider the bilinear form ® 4e(syy given by the degree map of A®*(¥').

For this degree bilinear form, each piece A¥~*(X7)T" is orthogonal to the piece AT* (%)
as well as to the piece A9~F=7(X7)TJ for j < |o| — 4, in the decomposition of A9~*(¥') given
in Keel’s lemma.

We now work out the form of the matrix of the bilinear forms Q.7 oS¢ in degree k with
respect to the decomposition given in (3.14).

First, note that for a,be A*(X), we have

Quer(a,b) = deg(al®=2%b) + O(").

Second, for an element a € A¥(X) and an element b e A¥~(X7)T", we get the existence of
an element ¢ € AY~2F~101+i(%/) such that

Quyer(a,b) = deg(ac(eT)|”|—i€—|0|/2+ib) _ O(€|O'|/2).
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Third, for an element a € A*~/(X?)T" and an element b € A*7(%°)T7, with i + j < |o],
we get
QE’JreT(aa b) _ deg (6—\0\/2+ia(C(ET)|0\—i—j£/d—2k—|0|+i+j + O(elal—i—j-i-l))6—\a|/2+jb)
= C deg ge (5o (a(£7) 717172 F40h) 1+ O(e),
with €' = (\Ud\:fﬁj)'
Finally, if a € A¥=(2°)T% and b e A¥=1(X9)T9, with i 4+ j > |o|, we get
Q€’+5T<a>b) _ deg(e—|o|/2+iao<1)€—|al/2+jb) _ (’)(eHj_lJl).
Doing the same calculation for the bilinear form @); associated to the linear map of degree
one L: A*(X') — A*TL(X) given by the matrix
l

0 ¢ O

T
0

relative to the decomposition (3.14) given in Keel’s lemma, we see that

T

li_I}(l] Quier = Q-

To conclude, we observe that the pair (A*(X’), Q) is isomorphic to the previously introduced
pair,

== (4 ()@ (T RIT)/T") @ A*(27)), L@ (T ®id + id® (),

as claimed. O

3.12. Weak factorization theorem. Two unimodular fans with the same support are
called elementary equivalent if one can be obtained from the other by a barycentric star
subdivision. The weak equivalence between unimodular fans with the same support is then
defined as the transitive closure of the elementary equivalence relation.

THEOREM 3.22 (Weak factorization theorem). Two unimodular fans with the same support
are always weakly equivalent.

PRrROOF. This is Theorem A of [Wl097| proved independently by Morelli [Mor96| and
expanded by Abramovich-Matsuki-Rashid, see [AMR99]. O

We will be interested in the class of quasi-projective unimodular fans on the same support.
In this class, we define the weak equivalence between quasi-projective unimodular fans as the
transitive closure of the elementary equivalence relation between quasi-projective unimodular
fans with the same support. This means all the intermediate fans in the star subdivision and
star assembly are required to remain quasi-projective.

THEOREM 3.23 (Weak factorization theorem for quasi-projective unimodular fans). Two
quasi-projective unimodular fans with the same support are weakly equivalent within the class
of quasi-projective fans.

PROOF. This can be obtained from relevant parts of [W1097, Mor96, AKMWO02| as
discussed and generalized by Abramovich and Temkin in [AT19, Section 3]. O

We thank Kenji Matsuki and Kalle Karu for helpful correspondence and clarification on
this subject.
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3.13. Ample classes. Let ¥ € Nr be a unimodular tropical fan. Let f be a strictly
convex cone-wise linear function on Y. Recall that if ¢ is a ray in 3, we denote by ¢, the
primitive element of ¢ and by x, the corresponding element of A!(X). We denote by £(f) the
element of A!(X) defined by

Uf) = Z feo)zo.

oex!t

PROPOSITION 3.24. Notations as above, let o be a cone of ¥ and let ¢ be a linear form on

Ngr which coincides with f on o. The function f — ¢ induces a cone-wise linear function on
3% which we denote by f°. Then

((f7) = <o (E(F))-

In particular, £(f°) does not depend on the chosen ¢.
Moreover, if f is strictly convexr on %, then f is strictly convex on Y.

PrROOF. We write o ~ ¢ if p is a ray in the link of o, i.e., p ¢ 0 and o + p is a face of X.
Such rays are in one-to-one correspondence with rays of 37. Recall the following facts:

(p) =0, 16<0($g) =0if o 0o and o¢ o, fep) = o(e,) if p < 0.
Then we have
13<0‘(£(f)) = 15<o'(£(f - ¢))
D (=)o) <o (o) = X (f = )(e0) 15«0 (w0)

0¥ 0€31
o~0
= Z fo(eg)zo = L(f7). O
0eX?
lol=1

For the last point, let f be a strictly convex cone-wise linear function on 3. We have to
prove that f? is strictly convex. Let ¢ be a cone of X?. The cone { corresponds to a unique
cone Z in X that contains ¢. Since f is strictly convex, there exists a linear form ¢ on Ny
such that f — 1 is strictly positive around E (in the sense of Section 4.3). Then v — ¢ is zero
on o, thus induces a linear form % on Ng. We get that f7 — 17 is strictly positive around
¢, thus f7 is strictly convex around . We infer that f¢ is strictly convex on 3.7.

DEFINITION 3.25. Let ¥ be a tropical fan. An element £ € A (X) is called an ample class
if there exists a strictly convex cone-wise linear function f on ¥ such that ¢ = £(f). o

3.14. Main Theorem. Here is the main theorem of this section.

THEOREM 3.26. Any shellable quasi-projective unimodular tropical fan ¥ verifies HR(X, ¢)
for any ample class £ € A(X).

The following proposition is the base of our proof. It allows to start with a fan on a support
which verifies the Hodge-Riemann relations, and then use the ascent and descent properties
to propagate the property to any other fan on the same support.

PROPOSITION 3.27. For any shellable tropical fan support, there exists a quasi-projective
unimodular fan ¥ on this support and a strictly convex element £ € AY(X) which verifies
HR(X, 7).

We prove both statements, in the theorem and proposition, by induction on the dimension
of the ambient space. So suppose by induction that the theorem and the proposition hold for
all shellable support of R¥ with k < n, and for any quasi-projective unimodular fan with a
shellable support lying in R¥ for k < n.
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PROOF OF PROPOSITION 3.27. If the support is R™, that is if the tropical fan is complete,
in this case, we can take any projective unimodular fan. For example, the fan of the projective
space P, equivalently of TP", ¥ppr» has Chow ring isomorphic to R[X] / x"*+1. In this case, we
can take ¢ = X, and we have HR(R[x] /x"*1 x).

Otherwise, the support is obtained by one of the operations in the definition of shellability
out of other fans. Consider the case where we have a tropical fan 3 obtained by the tropical
modification of ¥ along the divisor A = div(f) for a conewise linear function f on . By the
induction hypothesis, there exists a quasi-projective unimodular fan ¥’ of support X. Doing
some blow-ups if necessary, we can assume that %’ contains a subdivision A’ of A (cf. Section 4
for more details on this argument). Let ¢ be a strictly convex function on ¥'. Modifying ¢
by adding a linear function if necessary, we can suppose without loss of generality that ¢ is
strictly positive on ‘E/‘\{O}. Let 3’ be the unimodular fan with support ‘i’ obtained as the

tropical modification of A’ in . Using Theorem 3.18, we deduce HR(Y', ) from HR(X/, ¢')
where £ is the cone-wise linear function on ¥ which takes value 0 on the new ray p of ¥ and
which coincides on other rays with 'y (¢) where I': 3/ — 5 is the natural injective map. One
easily verifies that ¢ is strictly convex. So the proposition follows.

For the other operations in the definition of the shellability, we argue similarly. In partic-
ular, for the product, we use property (3.8). O

PROPOSITION 3.28. For any unimodular fan 3 of dimension d, we have the equivalence of
the following statements.

— HR(X, ¢) is true for any strictly convex element £ € A}(X).
— HR(X, ¢) is true for a strictly conver element £ € A'(X).

PROOF. Let £ be a strictly convex piecewise linear function on . For all ¢ € X, we
get a strictly convex function ¢° on 7. By the hypothesis of our induction, we know that
HR(X7,47) holds. By Proposition 3.17 we thus get HL(3, ¢).

By Proposition 3.7 we know that HR(X, ¢) is an open and closed condition on the set of
all ¢ which satisfy HL(X, /). In particular, if there exists ¢y in the cone of strictly convex
elements which verifies HR(X, ¢p), any ¢ in this cone should verify HR(, ¢). O

Let ¥ be a unimodular fan of dimension d, ¢ a strictly convex element on X, and let X’
be the fan obtained from X by star subdividing a cone o € X. Denote by p the new ray in ¥/,
and let

=0+ ()] Ueg))xp.

Q<0'
lol=1

The following is straightforward.

PROPOSITION 3.29. For any small enough € > 0, the element ¢' — ex, of AY(X') is strictly
conver.

ProprosITION 3.30. Notations as above, the following statements are equivalent.
(i) We have HR(X, /).
(i1) The property HR(X', ¢’ — ex,) holds for any small enough € > 0.

PRrROOF. It will be enough to apply Theorem 3.20. A direct application of the theorem, and
the fact that T is identified with —z, via Keel’s lemma, leads to the implication (i) = ().
We now explain the implication (i) = (7). By the hypothesis of our induction, we have
HR(X7,47). Moreover, Proposition 3.17 and our induction hypothesis imply that we have
HL(X,¢). Applying now the descent part of Theorem 3.20 gives the result. (|
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PROOF OF THEOREM 3.26. Let X be a shellable quasi-projective tropical fan. By Propo-
sition 3.27 there exists a quasi-projective unimodular fan g with support ‘E‘ and a strictly
convex element £y € A'(3g) such that HR(2g, {y) holds. By Propositions 3.30 and 3.28, for
any quasi-projective fan X in the quasi-projective weak equivalence class of ¥, so with support
‘E , and any strictly convex element £ € A!(X), we get HR(X, £). The theorem now follows in
dimension n by applying Theorem 3.23 (Il

3.15. Examples. We finish this section with some concrete examples of fans verifying
the Hodge-Riemann relations with respect to ample and non-ample classes.

3.15.1. Let ¥ be the complete Bergman fan associated to the uniform matroid U3 3 on the
ground set {0, 1, 2} as illustrated in Figure 1. The flats of Us 3 are C/(Us 3) := {1,12,2,02,0, 01}

FIGURE 1. The Bergman fan of Us3

P2
P12

P1

P02

Po
Po1

(where ij denote the set {7, j}). The rays of 3 correspond to the flats of Us 3 and are denoted pp
with F € C/(Us3). These rays corresponds to elements of A'(X) denoted zf, for F € C/(Us 3).
We have

dim(AY (X)) = |C(Us 3)| — dim (R*") = 4.
We have a natural degree map deg: A?(X) — R which verifies the following.
-1 if F =G,
deg(zpzg) =<1 if F'# G and F and G are comparable,
0 if F' and G are not comparable.

Let £ := x1+x12+ 29+ 202 +T0+w01 € A (). This element corresponds to a strictly convex
cone-wise linear function on ¥, thus, it must verify the Hodge-Riemann relations HR(X, ).
Let us check that this is the case. We have to check that deg(¢?) > 0 and that

Qr: AY(X) x ALZ) — R,
(z,y) = deg(zy),
has signature —2 = 2dim(A°) — dim(A'). We have
deg(fz1) = deg(af + z1212 + T1701) = 1,

and, by symmetry, deg({zr) = 1 for every F € C/(Us3). Thus, deg(¢?) = 6.
For Q1 we have an orthogonal basis (zg, 71, 22,70 + Zo1 + z1). Moreover deg(x3) =
deg(z?) = deg(x3) = —1 and

deg((zo + o1 + x1)2) = deg(m% + x%l + x% + 2xox01 + 220171) = 1.

Thus, the signature of @)1 is —2 and the Hodge-Riemann relations are verified.
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3.15.2. Let us give another example in the same Chow ring treated in the previous para-
graph. Let ¢/ = x1 + 212 + 22. The cone-wise linear function associated to ¢’ is not convex. It
is even zero around pg, which implies that if_ , (¢') = 0. Nevertheless, ¢’ verifies the Hodge-
Riemann relations HR(X, ). We only have to check that deg(¢?) > 0, since Q; does not
depend on ¢ and we have already checked that Q1 has signature —2. We have

deg((x1 + w12 + 2)?) = deg(2? + 2%y + 235 + 211719 + 2T1029) = 1 > 0.
This gives us an example of a non-ample element verifying the Hodge-Riemann relations.

3.15.3. As a last example, let ¥ be the Bergman fan of the uniform matroid Us 4 on the
ground set {0, 1,2,3}, and let £ = (2 + 2€)x + 22 + 23 + €xo1 + (3 + €) (02 + To3) — w23 € AL(X)
where € is a small positive number. Then £ is not ample, but we have HR(3, ¢). Indeed, we
have something stronger: ¢7 is ample for any o € ¥\{0} where ¢7 = i§__(¢).

4. Quasi-projective unimodular triangulations of polyhedral complexes

In this section we show that any rational polyhedral complex in R™ admits a simplicial
subdivision which is both quasi-projective and unimodular with respect to the lattice %Z”, for
some natural number k, in a sense which we will precise in a moment. Moreover, we will show
this property holds for any tropical compactification of X. The novelty here is in ensuring the
convexity property underlying the definition of quasi-projective triangulations which will be
the crucial property used in what will follow later, as well as in ensuring the unimodularity of
unbounded polyhedra which form the polyhedral subdivision of X. The theorem thus extends
the pioneering result proved in [KKMSO06|, in Mumford’s proof of the semistable reduction
theorem, as well as previous variants proved in [IKMZ19] and [W1097|.

4.1. Statement of the triangulation theorem. This theorem corresponds to Theo-
rem 1.11 stated in the introduction. However, we add a technical result about the existence
of strictly convex functions to the statement which will be needed later.

THEOREM 4.1 (Triangulation theorem). Let X be a rational polyhedral complex in R™.
There exists an integer k and a triangulation X' of X which is quasi-projective and unimodular
with respect to the lattice %Z”.

Moreover we ensure that X!.. is a fan, and that there exists a strictly conver function f
on X' such that f... is well-defined and strictly convexz.

The terminology will be introduced in the next section.

Furthermore, we will prove the following theorem which will be later used in Section 8.

THEOREM 4.2 (Unimodular triangulation preserving the recession fan). Let X be a poly-
hedral complex in R™ such that its pseudo-recession fan X, is a unimodular fan. Then there

exists a positive integer k and a subdivision Y of X which is unimodular with respect to %Z”
and which verifies Yiee = Xiee-

4.2. Preliminary definitions and constructions. This section presents certain con-
structions which will be needed later. While definitions are given here for the case of polyhedral
complexes and fans, we note that the majority of the constructions naturally extend to the
case of polyhedral pseudo-complexes and pseudo-fans.

4.2.1. Restriction, intersection, and hyperplane cut. Let X be a polyhedral complex of R™
and let S be a subset of R". The restriction of X to S denoted by X| is by definition the
polyhedral complex consisting of all the faces of X which are included in S. If S is an affine
hyperplane, an affine half-space, or more generally a polyhedron of R", the intersection of X
with S denoted by X n S is the polyhedral complex whose faces are § n S for any face § of
X, ie.,

XmS:={5rﬁS|5eX}.
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For an affine hyperplane H in R™, the hyperplane cut of X by H denoted by X - H is the
subdivision of X defined by

X -Hi=(XnH)U(XnH,)u(XnH),

where H, et H_ are the two half-spaces of R" defined by H.

4.2.2. Slicing with respect to a pencil of hyperplanes. Let ¥ be a fan of R™. For any
cone o € Y, choose a collection of half-spaces H:’l, R H;k,o for k, € Z~g each defined by

hyperplanes Hy 1,..., Hy, , respectively, such that o is the intersection of these half-spaces.
We call the collection of hyperplanes

P, = {Ha,j loey and j— 1,...,k,,}
a pencil of hyperplanes defined by 3.

Let now A be a complete fan in R™ and let ¥ be a second (arbitrary) fan in R™. The
slicing of A with a pencil of hyperplanes Px, defined by ¥ is the fan denoted by A - #5, and
defined by

A - ,@E =A- Hal,l 'Hal,Z "’Hol,kgl - H,

Omkoy,

i.e., defined by starting from A and successively taking hyperplane cuts by elements H, ; of
the pencil 5.

PROPOSITION 4.3. The slicing of a complete fan with a pencil of hyperplanes s, defined
by a fan X mecessarily contains a subdivision of X.

PROOF. First note that if A is a fan in R™ and H is a hyperplane, all the cones § € A - H
live in one of the two half-spaces H* and H~ defined by H. This property holds as well for
any subdivision of A - H.

Let now A be complete. Let &5 be a pencil of hyperplanes defined by the fan X consisting
of hyperplanes H,, j for 0 € ¥ and j = 1,...,k, as above. Let A’ = A- Z5,. In order to prove
the proposition, we will need to show the following two properties:

1) the support of the restriction A’| . is the entire support |X|; and
=l

(2) any face of A’ | is included in a face of X.

’|2

In order to prove (1), let z be a point in ‘E‘ It will be enough to show the existence of a

face of A’ which contains x and which is entirely in ‘E

Let § be the smallest face of A’ which contains x; § is the face which contains z in its
interior. Let o € X be a face which contains z. We will show that § < o.

By what preceded, for each i € {1,..., ky}, there exists ¢; € {+, —} such that ¢ is included
in Hgfl Recall that by definition, we have o = m?ng;i. We will show that we can take
e; = + for each i, which gives the result. Suppose ¢; = — for an i € {1,...,k,}. In particular,
x belongs to both half-spaces Ha_ﬂ and H;“,i, and so x € H,;. Since 0 N H,; is a non-empty
face of 6 which contains x, by minimality of J, we infer that 6 < H,; which shows that we
can choose ¢; = +. This proves (1).

In order to prove the second assertion, let J be a face of the restriction A’

||Z\ Let x be a

point in the interior of §, so § is the smallest face of A’ which contains z. Let o be a face of
Y which contains z. As we showed in the proof of (1), we have the inclusion § < o, which is
the desired property in (2).

It follows that A’ HE| is a subdivision of ¥ and the proposition follows. O
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4.2.3. Blow-ups and existence of triangulations. Let o be a cone in R™ and let = be a
vector of R™\{0}. The blow-up of o at x is the fan denoted by o(,) and defined by

U{T,T+R+x} if x € o,

T<0
O(g) *= TET

face(o) otherwise.

Note that o(,) is a polyhedral subdivision of face(c). Moreover, the definition depends only
on the half line R x.

More generally, if X is a fan, we define the blow-up of ¥ at x to be the fan denoted by
¥ (z) and defined as the union of blow-ups o(,) for o0 € 3, i.e.,

@ = ow-
oEY

Then ¥, is a subdivision of 3.

For a pair of points z1, z2, we denote by X, )(,) the fan obtained by first blowing-up X
at x1, and then blowing-up the resulting fan at x3. The definition extends to any ordered
sequence of points x1, ...,z in R™.

PROPOSITION 4.4. Let ¥ be a fan. Let o1,...,0 be the minimal faces of ¥ which are not
simplicial. For each such face oy, i € {1,...,k}, pick a vector x; in its interior. Then

%

z1)(z2) (1)

s a triangulation of X.

PROOF. Faces of X,y which were not in ¥ are of the form 7 + Rz, where 7 € ¥ and
x1 ¢ T7. Let 7/ = 7 + Ryx1 be such a new face. Clearly 7’ is simplicial if and only if 7 is
simplicial. By contrapositive, if 7/ is not simplicial, then 7 < 7’ is not simplicial. In any case,
7/ is not a non-simplicial minimal cone of Y (z,)- Therefore, the non-simplicial minimal cones
of ¥(;,) are included in (in fact, equal to) {02, ...,0x}. We concludes the proof by repeating
this argument k-th time. O

4.2.4. Ezternal cone over a polyhedral complex. We now define external cones over poly-
hedral complexes.

First, let ¢: R™ — R™ be an affine linear application and let X be a polyhedral complex
in R". The image of X by ¢ denoted by ¢(X) is the polyhedral pseudo-complex {¢(8) | 6 € X}
of R™. If the restriction qﬁH x| is injective, ¢(X) is a polyhedral complex.

For a subset S of R™, we denote by adh(S) the topological closure of S in R™.

PROPOSITION 4.5 (Coning over a polyhedron). Let § be an arbitrary polyhedron which
does not contain the origin in R™. Let H be any affine hyperplane containing T,gd but not 0,
and denote by Hy the linear hyperplane parallel to H. Let Hy be the half-space defined by Hy
which contains § in its interior. Then

(1) o := adh(R49) is a cone which verifies 6 = 0 N H and ,ec = 0 N Hy.
(2) Moreover, o is the unique cone included in H(T which verifies d = o n H.
(3) In addition, if § is rational, resp. simplicial, then so is o.

Note that by the terminology adapted in this paper, part (1) means o is strongly convex,
i.e., it does not contain any line.

PRrROOF. For part (1), we will show more precisely that if

§ = conv(vg,...,v) + Ryug + -+ + Ry,
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for points vy, ...,v; in R and vectors uq,...,u,, in Hy, then o = ¢’ where
o =Rivg+- - +Ryv+Ryup + - + Rywyy,.

Note that obviously we have § < ¢/, which implies the inclusion ¢ < ¢’. To prove the
inclusion ¢’ € o, since v, ..., v; € o, we need to show uq,...,u,, € 0. Let  be an element of
. For all A > 0, all the points « + Au; are in . Dividing by A, we get /A + u; € 0. Making
A tend to infinity, we get uj € o for all j = 1,...,m. This proves o = o’

We now show that o is a cone, i.e., it does not contain any line. To show this, let
Ay - ooy ALy 1y - -+ 5 fbm € R4 such that Agug + - + Nup + prug + -+ + g = 0. It will be
enough to show all the coefficients \; and p; are zero.

First, if one of the coeflicients \; was non-zero, dividing by the linear combination above
with the sum Z§‘=1 Aj, we would get 0 € §, which would be a contradiction. This shows all the
coefficients \; are zero. Moreover, . is a cone, i.e., it is strongly convex, which proves that
all the coefficients p; are zero as well. (Note that in our definition of polyhedra, we assume
that a polyhedron is strongly convex, that is it does not contain any affine line.)

To finish the proof of part (1), it remains to show 6 = o n H and that d,.. = 0 n H.

Obviously, we have the inclusion § € o N T,g0 < 0 n H. Proceeding by absurd, suppose
there exists y € (o n H)\0. We can write y = vy + -+ + \ug + paug + -+ + fn Uy, with
non-negative coefficients A;, p1;.

We first show that all the coefficients \; are zero. Otherwise, let A = ;. \;, which is
non-zero. Since we are assuming y ¢ J, we get A # 1. The point = y/A belongs to J, and
so both points x,y € § « H. It follows that any linear combination (1 — A)x + Ay for A € R
belongs to H. In particular,

- 1i\A$_ 1—1Ay€H’
which is a contradiction. This shows \g = --- = X\; = 0.

We thus infer that y = pjug + -+ + gmum belongs to Hy. But this is a contradiction
because H n Hy = @. We conclude with the equality 6 = o n H.

We are left to show 0, = 0 n Hy. Take a point y € 0 n Hy, and write y = Agvg + -+ +
AnUn + p1t1 + - - - + Uy, With non-negative coefficients A;, p1;. Then by a similar reasoning as
above, all the coefficients A; should be zero, which implies y € d,... This implies the inclusion
o n Hy € .. The inclusion 6,.. € Hy comes from the inclusion 6, € Td < Hy and the
inclusion 6, C o.

0

We now prove part (2). Let o’ be a cone included in H{ such that ¢/ n H = §. Obviously,
o = adh(R44) € ¢’. To prove the inverse inclusion, let y be a point o’. If y ¢ Hp, then there
exists a scalar A > 0 such that Ay € H. It follows that Ay € § and so y € . If now y € Hy,
then for all points x € § and any real A > 0, the point x + Ay belongs to o n H, which is equal
to § by the first part of the proposition. We infer that y € d,.. = 0. This implies that ¢’ = &
and the unicity follows.

Part (3) follows from the description of the cone o given in the beginning of the proof. [

Let now X be a polyhedral complex in R™. We define the cone over X denoted by R, X
by

R, X := {adh(R+5) [6e X } o {Q}.

In particular, we note that this is not always a pseudo-fan. However, if one assumes that
‘X ’ does not contain 0, then R, X is indeed a pseudo-fan which contains X,..

We define the external cone over X denoted by cone(X) as the pseudo-fan of R"*! defined
as follows. This is also called sometimes the homogenization of X,
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Let (eg,...,ey) be the standard basis of R™*!, and let xg,...,z, be the corresponding
coordinates. Consider the projection 7: R"*! — R" defined by
T(Xoy .y Tpn) = (T1,. .., Tp).
Consider the affine hyperplane H; of R"*! given by the equation 29 = 1. The restriction
of m to Hy gives an isomorphism 71: H; = R", and we define
cone(X) := R m (X).
In particular, for any polyhedron §, we get the external cone
cone(d) := Rym; H(0).
By Proposition 4.5, intersecting with H; gives
m(cone(X) n Hy) = X.
The pseudo-fan cone(X) is included in {xg = 0}. Moreover, denoting by H the linear
hyperplane {z(, = 0}, we get

cone(X)|,, = cone(X) n Hy.

|,
Applying again Proposition 4.5, we deduce that m(cone(X) n Hyp) is the recession pseudo-fan
Xiee of X.

4.2.5. From X, to X and vice-versa. Let X be any polyhedral complex such that X .. is
a fan. Let f be a piecewise linear function on X. The function f naturally induces a function
on Ry (X) n Hy. This function can be extended by linearity to Ry X\Hy. We denote this
extension by f We say that fi.. is well-defined if fcan be extended by continuity to Hy. In
this case, we define f,.. to be the restriction of fto Xiee = cone(X) n Hy.

REMARK 4.6. Notice that if f is strictly convex and if f.. is well-defined, then f,.. is
strictly convex. o

Assume X is simplicial. In this case, recall that for any polyhedron § € X and any point
x in 6, there is a unique decomposition x = ¢ + X, With xr € ¢ and x,.. € d,ec. We define

the projection onto the finite part mr: ‘X‘ — ’Xf‘ as the map x — x¢. Similarly, we define

the projection onto the asymptotic part . : ’X’ — ‘Xm by © — .. If Yr is subdivision of

Xr, we define

7Tf_1(Yf> = U{’y+a ‘ O'<($rec,')/er7’YC(Sf}.
oeX

REMARK 4.7. Setting Z := 7r;1(Y,r), one can show that Z is a polyhedral complex, which
is moreover simplicial if Y is simplicial. In addition, we have Zr = Y et Z,oc = Xiec. o

4.3. Regular subdivisions and convexity. Let now X be a polyhedral complex in
R™, and let § be a face of X. Recall that a function f is called strictly positive around ¢ if
there exists a a neighborhood V' of the relative interior of § such that f vanishes on § and it
is strictly positive on V\d. Recall as well from Section 2 that a function f e LP™(X) is called
strictly convex around ¢ if there exists a function ¢ € £(R"™) such that f — ¢ is strictly positive

around the relative interior of § in ’X ’ We also note that K4 (X) denotes the set of strictly
convex functions on X, i.e., the set of those functions in £P™(X) which are strictly convex
around any face § of X.

REMARK 4.8. For a polyhedral complex X, the set I (X) is an open convex cone in the
real vector space LP™(X), i.e., it is an open set in the natural topology induced on L£P™(X),
and moreover, if f,g € K (X), then we have f+ g€ K, (X) and A\f € K4 (X) for any positive
real number A > 0. In addition, for £ € £(X), we have f + (€ K (X). o
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EXAMPLE 4.9. If P is a polyhedron in R", then we have 0 € K (face(P)). Indeed, for
each face 7 of P, by definition of faces § in a polyhedron, there exists a linear form £ on R"
which is zero on § and which is strictly negative on P\J, so 0 — ¢ = —/ is strictly positive
around 0. o

We call a polyhedral complex X quasi-projective if the set K4 (X) is non-empty. Quasi-
projective polyhedral complexes are sometimes called convex in the literature.

REMARK 4.10. In the case of fans, the notion coincides with the notion of quasi-projectivity
(convexity) used in the previous section. o

We are now going to make a list of operations on a polyhedral complex which preserves
the quasi-projectivity property. To start, we have the following which is straightforward.

PROPOSITION 4.11. Any subcomplex of a quasi-projective polyhedral complex is itself quasi-
projective.

Let now Y be a subdivision of X. For each face 6 of X, recall that the restriction Y|,
consists of all the faces of Y which are included in §.

Let X be a polyhedral complex. A relatively projective subdivision of X is a subdivision
Y such that there exists a function f € £P™(Y') whose restriction to Y|, for any face § € X
is strictly convex. In this case, we say Y is projective relative to X, and that the function f
is strictly convex relative to X. For example, a strictly convex function f on Y is necessary
strictly convex relative to X (but the inverse is not necessarily true).

REMARK 4.12. In the theory of triangulations of polytopes and secondary polytopes
(see |GKZ94, DRS10]), a polyhedral subdivision of a polytope is relatively projective in
our sense if and only it is regular in the sense of [GKZ94]. o

REMARK 4.13. To justify the terminology, we should emphasize that our notion is indeed
a relative notion : the underlying polyhedral complex of a relatively projective subdivision
does not need to be quasi-projective. o

REMARK 4.14. A function f € £P™(Y) which is strictly convex relative to X allows to
recover the subdivision Y as the polyhedral complex whose collection of faces is

U U {$65|€(x)=f(x)} \{@} o
5exi‘e(§;)‘*

PROPOSITION 4.15. A relatively projective subdivision of a quasi-projective polyhedral com-
plex is itself quasi-projective.

PROOF. Let X be a quasi-projective polyhedral complex in R™ and let f € K (X). Let
Y be a relatively projective subdivision of X and let g € £LP™(Y") be strictly convex relative to
X. We show that for any small enough € > 0, the function f + eg € LP™(Y") is strictly convex
on Y, which proves the proposition.

Let v be a face of Y. It will be enough to show that f + eg is strictly convex around ~ for
any sufficiently small value of € > 0.

Let § be the smallest face of X which contains . Let £ € £(X) and ¢' € L(Y|;) be two
affine linear functions such that f—¢ is strictly positive around 4 and g/ — /1 is strictly positive
around . Without loss of generality, we can assume that ¢’ € £(X).

Let V be a small enough neighborhood of the interior of v in ‘X’ Equipping R™ with its
FEuclidean norm, we can in addition choose V' in such a way that for each point x € V, the
closest point of x in § belongs to V.
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Since f and g are piecewise linear, we can find ¢, ¢ > 0 such that for any z € V,
f(x) —€(z) = cdist(x,d) and
o)~ £(x) > min {g(y) ~ £(y)} ~ ¢ dist(z, ) = ¢ disi(x,9),
yeVn

where dist(z, d) denotes the Euclidean distance between the point = and the face 4.

We infer that the function f + eg — (¢ + e/’) is strictly positive around ~ for any value of
e < ¢/c. Tt follows that f + eg is strictly convex around ~ for small enough values of € > 0, as
required. This shows that Y is quasi-projective. ]

As an immediate consequence we get the following.
COROLLARY 4.16. The relation of « being a relatively projective subdivision » is transitive.

PROOF. Let Y be a relatively projective subdivision of a polyhedral complex X with
f € LP™(Y) strictly convex relative to X, and let Z be a relatively projective subdivision of Y’
with g € LP™(Z) strictly convex relative to Y. It follows that for a face § € X, the restriction
[|s is strictly convex on Y|, and the restriction g|;, seen as a function in LP(Z| 5), is strictly
convex relative to Y.

By the previous proposition, more precisely by its proof, for sufficiently small values of
€ > 0, the function f|; + €g|s is strictly convex on Z|,. Taking € > 0 small enough so that this
holds for all faces § of X, we get the result. O

PROPOSITION 4.17. Let % be a fan in R"™ and take a point x € R™\{0}. The blow-up ¥,
of ¥ at x is projective relative to 3.

PROOF. There exists a unique function f € LP™(¥(,)) which vanishes on any face of ¥
that does not contain  and which takes value —1 at . We show that this function is strictly
convex relative to X, which proves the proposition.

Let o € X. If o does not contain x, then o belongs to X(,), and f is zero, therefore convex,
on X(,)|, = face(o). Consider now the case where x € 0. Let 7 be a face of o not containing
x. By the definition of the blow-up, we have to show that f| is convex around 7 and around
T+ Ryx. Let £ € L(R™) be an affine linear function which vanishes on 7 and which is strictly
negative on o\7. Moreover, we can assume without losing generality that ¢(z) = —1. The
function f — ¢ is therefore zero on 7 + Ry z. In addition, if v is a face of ¢ not containing x,
f vanishes on v, so f — £ is strictly positive on v\7. If now y is a point lying in o\(7 + R;z),
there is a face v of o such that y belongs to (v\7) + R4z, so we can write y = Ax + z for some
real number A > 0 and an element z € v\7. Given the definition of f and the choice of ¢, we
see that

(f =0 =A-0+(f = O(2) > 0.
Thus, f — £ is strictly positive around 7 + Ry z in . In the same way, we see that f — 2/

is strictly positive around 7 in 0. So f|_ is strictly convex around 7 + Rz and around 7 in
Y (@), and the proposition follows. O

PROPOSITION 4.18. Let P be a polytope in R™ which contains 0. The fan

% = Reface(P)|g o)

consisting of cones of the form Ryo for o a face of P is quasi-projective.

PrOOF. We omit the proof that ¥ is a fan. In order to prove the quasi-projectivity, let 7
be a face of P which does not contain 0. There exists an affine linear " function on R™ which
takes value 0 on 7 and which takes negative values on P\7. Moreover, we can assume that
¢7(0) = —1. The restrictions €T|R+T glue together to define a piecewise affine linear function

f on 3. One can show that f is strictly convex on 3. O
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PROPOSITION 4.19. Let X be a polyhedral complex and let H be an affine hyperplane in
R™. The hyperplane cut X - H 1is projective relative to X.

PROOF. Let dist(-,-) be the Euclidean distance in R". It is easy to see that the distance
function x — dist(z, H) is strictly convex on X - H relative to X. O

COROLLARY 4.20. Suppose that X is quasi-projective. Then the intersection X n H 1is
quasi-projective as well.

ProOOF. If X is quasi-projective, then combining the preceding proposition with Proposi-
tion 4.15, we infer that the hyperplane cut X - H is quasi-projective as well. Since X n H =
(X - H)|, is a polyhedral subcomplex of X - H, it will be itself quasi-projective by Proposi-
tion 4.11. ]

PROPOSITION 4.21. Let X be a polyhedral complex in R™. If X is simplicial and Yr is a
relatively projective subdivision of X¢, the subdivision Y := Wf_l(Yf) of X 1is projective relative
to X. Moreover, there exists a function f € LP™(Y') which is strictly convex relative to X and
such that free = 0.

PrOOF. By Remark 4.7, the polyhedral complex Y is a subdivision of X whose finite part
coincides with Yr.

Let fr be a piecewise affine linear function on Yy which is strictly convex relative to Xr.
Let f := 7f(fr) = fr o m¢ be the extension of f to ’Y‘ = ‘X’ It is clear that f... = 0. For a
face v € Y, since both the projection 7Tf‘|,y2 v — ¢ and the restriction f,r|W are affine linear,
f |7 is also affine linear. This shows that f € £P™(Y). We now show that f is strictly convex
relative to X, which proves the proposition.

Let 6 be a face of X and let v be a face in Y which is included in §. We need to show that
[|s» as a piecewise linear function on Y|y, is strictly convex around v. By the choice of fr, we
know that fr is strictly convex around 7¢ in Y¢| 5 Let /¢ be an element of £(df) such that
It 5~ Uf is strictly positive around int(v¢) in dr, where int(v¢) denotes the relative interior
of YF -

The function ¢ := 7} (¢f) is an element of £(J). Moreover, the difference f — £ is strictly
positive around int(7f) + d,ec in 0. Notice that the relative interior of v is included in int(y¢) +
Orec. Let £/ € L(J) be an affine linear function which is zero on « and which takes negative
values on ('y,c + 5rec)\'y. Then, for € > 0 small enough, f — ¢ — e/’ is strictly positive around
int(y). Thus, f is strictly convex around =, and the proposition follows. O

4.4. Unimodularity. In this section, we discuss the existence of unimodular subdivisions
of a rational polyhedral complex in R".

PROPOSITION 4.22. Let X be a rational simplicial fan in R™. There exists a subdivision 5
projective relative to ¥ which is in addition unimodular with respect to Z". Moreover, we can
assume that unimodular cones of ¥ are still in X.

PRrROOF. This follows from the results of [W1097, Section 9|, where it is shown how to get
a unimodular subdivision ¥ of ¥ by a sequence of blow-ups on some non-unimodular cones.
By Proposition 4.17 and Corollary 4.16, the resulting fan Yisa projective subdivision of X3,
from which the result follows. (|

For a rational vector subspace W of R™, we denote by py: R® — R" / W the resulting
projection map. We endow the quotient R™ / W by the quotient lattice Z™ / 7" nW.

Let now P be a simplicial polyhedron in R™ and W := T(Pf). We say that P.. is
unimodular relative to Pr if the projection py (Pec) is unimodular in R / w.
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REMARK 4.23. If P, is unimodular relative to Pr, then for any polytope @ included in
T(Ps), for the Minkowski sum R := @Q + P,.. we see that R, is unimodular relative Ry o

PROPOSITION 4.24. Let P be an integral simplicial polyhedron in R™. Then P is unimod-
ular if and only if both the following conditions are verified:

(1) Pr is unimodular; and
(2) P is unimodular relative to Pr.

For a collection of vectors vy,...,v, in a real vector space, we set Vect(vi,...,vn) =
Rvy + - - - + Ru,, the vector subspace generated by the vectors v;.

PROOF. We can write P = conv(vp,...,v;) + Ryviyq + -+ + Ryvy,, as in Section 2.1.
Moreover, we can suppose without loss of generality that vg = 0, that v; is primitive in R v;
forie {l+1,m,....}, and that T(P) = R". The claimed equivalence can be rewritten in the
form: (vi,...,vm) is a basis of Z™ if and only if (vi,...,v;) is a basis of Z" n Vect(v1, ..., Unm)
and (Vi41, - .., Um) is a basis of Z" /Z" ~ Vect(v1, ..., vp,). This is clear. O

COROLLARY 4.25. If a polyhedron P is rational and its coning cone(P) is unimodular in
R 1 with respect to the lattice Z"1, then P, is unimodular relative to Ps.

PROOF. We use the notations used in the definition of cone(P). So let 7: R*™! — R?
be the projection, and let Hy be the hyperplane {z¢y = 0} and 7y := W\HO. Let wy,...,uy,
Ui41s .-+ Um in R™1 be so that cone(P) = Ryuy + -+ + Riuy, and g, ..., u; ¢ Hg while
U1, .-, Um € Hy, and uq, ..., uy, is part of a basis of Z™.

We apply the preceding proposition to P’ := conv(0,u1,...,u;) + Ryujrq + -+ + Ryuypy,
which is clearly unimodular. Setting W’ = T(Pf), we infer that py~(Py,) is a unimodular
cone in R"*! /W’ Note that R**! /W' = Hy /W'~ Hy. Moreover, the linear application
mo: Hg — R™ is an isomorphism which preserves the corresponding lattices, and which sends
P! = cone(P) n Hy onto P, and W' n Hy onto W := T(Pf). Therefore, my induces an

rec

isomorphism from HO/W’mHO to R"/W which sends pyy/(PL.) onto pw (Pe.). This finally

rec

shows that py (Pre) is unimodular. O

THEOREM 4.26. Let X be a compact rational polyhedral complez in R"™ (so X,.. = {0}).
There exists a positive integer k and a subdivision Y projective relative to X such that Y 1is
unimodular with respect to the lattice %Z”,

PRrOOF. This is a consequence of Theorem 4.1 of [KKMSO06, Chapter III]. O
REMARK 4.27. Note that if a fan ¥ in R™ is unimodular with respect to Z", then it is as
well unimodular with respect to any lattice of the form %Z”. o

4.5. Proof of Theorem 4.1. We are now in position to prove the main theorem of this
section. Let Yy := cone(X), which is a pseudo-fan, and define Hy, H; and m: R"*! — R" as
in the definition of the external cone. We thus have X = 7(Xx n Hi) and X,.. = 7(Xx n Hp).

We first prove the existence of a relatively projective subdivision of ¥ x.

Let P be a polytope containing 0 in its interior. Define the fan 3 := R+face(P)|Rn+l\{O}.
This is a complete fan which moreover, by Proposition 4.18, is projective. Define 3o as the
fan obtained by slicing ¥; with respect to a pencil of hyperplanes associated to Yx. (We
defined the slicing with respect to a fan but as mentioned previously, the definition extends
to pseudo-fans.)

By Proposition 4.3, ¥, contains a subdivision of ¥ x. Moreover, since X1 is quasi-
projective, and since by Proposition 4.19, Yo is projective relative to ¥; (being obtained
by a sequence of hyperplane cuts), it follows that 3o is quasi-projective.

Let X3 := X9 - Hy, and note that this is a relatively projective subdivision of X9 by the
same proposition. In particular, 33 itself is quasi-projective. The fan X3 is special in that if



4. QUASI-PROJECTIVE UNIMODULAR TRIANGULATIONS OF POLYHEDRAL COMPLEXES 243

Y if a subdivision of X3, then any cone in Y’ is included in one of the two half-spaces Har or

Hy defined by Hy.

Let 34 be a rational triangulation of X3 obtained from X3 by applying Proposition 4.4.
Note that ¥4 is obtained from 33 by blow-ups, thus, by Proposition 4.17, it is projective
relative to 3. In particular, it is quasi-projective.

Let ¥5 be a unimodular subdivision of 34, which exists by Proposition 4.22. The fan X5
is therefore unimodular and quasi-projective, and it contains moreover a subdivision of X x.

We now use X5 to get a subdivision of X. Let X; := n(X5 n Hy).

Since Y5 is quasi-projective, the intersection X5 n H; is quasi-projective as well. Since X5
contains a subdivision of X x, it follows that Y5 n Hy contains a subdivision of Xx n Hy = X.
Passing now to the projection, we infer that X; is quasi-projective and contains a subdi-
vision of X. More precisely, there exists a strictly convex function f on Xj such that f.. is

well-defined.

Pick ¢ in X3, and let o be a cone in X5 such that 7(0n Hy) = §. Applying Proposition 4.5
to &' := 0 n Hy and to the hyperplane Hi, given that o is included in the half-space defined
by Hp which contains ¢, we infer that ¢ = adh(R40) = cone(d). Since o is unimodular, by
Corollary 4.25 we infer that d,.. is unimodular relative dr.

Let X2 = Xl“X‘

and quasi-projective, and moreover, for any § € Xo, the cone 0, is unimodular relative to dr.

It follows that X is a subdivision of X which is rational, simplicial,

At this moment, we are left to show the existence of a unimodular subdivision Y that is
projective relative to Xo. By Theorem 4.26, there exists an integer £ > 1 and a relatively
projective subdivision Yr of X5 ¢ such that Yz is unimodular with respect to the lattice %Z”.
Define YV := W;l(Yf). By Proposition 4.21, Y is projective relative to Xo, and so by quasi-
projectivity of Xo, it is quasi-projective itself. More precisely, there exists a function f strictly
convex on Y such that Y. is well-defined.

Using Remark 4.23, we infer that for each face € Y, the cone ... is unimodular relative
to dr, with respect to the lattice Z™ of R™. By Remark 4.27, this remains true for the lattice
%Z” as well.

Applying Proposition 4.24, we finally conclude that Y is unimodular with respect to the

lattice %Z”. At present, we have obtained a relatively projective subdivision Y of X which

is moreover quasi-projective and unimodular with respect to the lattice %Z”. Moreover, it is
clear that Y. is a fan. This finishes the proof of Theorem 4.1. O

4.6. Unimodular triangulations preserving the recession fan. We finish this sec-
tion by presenting the proof of Theorem 4.2. We use the same notations as in the previous
section for external cones.

PROOF OF THEOREM 4.2. Let ¥; = cone(X). We know that ;
ular fan. Thus X7 is a fan.

| Hy = Xrec is a unimod-

By Proposition 4.4, we can construct a simplicial subdivision 39 of ;. Moreover, since
faces of 31| H, e already simplicial, the construction described in Proposition 4.4 does not
change this part of the fan, i.e., EQ’HO = Zl’HO'

In the same way, by Proposition 4.22, there exists a unimodular subdivision X3 of .
Moreover, since Y| Ho is unimodular, the same proposition ensures we can assume 3| Ho =
29| Ho'

Set X7 = m(¥3 n Hy). Then X is a triangulation of X with X7 ;ec = Xiec.
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By Theorem 4.26, there exists an integer k > 1 and a subdivision Y¢ of X ¢ such that Yr is
unimodular with respect to the lattice %Z”. Define Y := 7 1(Yf). Clearly, Yiec = X1 rec = Xiec-

Using the same argument as in the final part of the proof of Theorem 4.1 in the previous
section, we infer that Y is unimodular, which concludes the proof. ]

5. Tropical Steenbrink spectral sequence

Let V := R™ be a vector space. Denote by N the lattice Z" < V, thus V = Ng. Let
Y be a unimodular polyhedral complex of dimension d in Ng whose support ‘Y‘ is a smooth
tropical variety. Assume that the recession pseudo-fan of Y is a fan Y,... This fan induces a
partial compactification TPy, of R"™. Denote by X the extended polyhedral complex induced
by Y on the closure of Y in TPy, . Then, is a smooth compact tropical variety. To simplify
the notations, we will denote by X, the recession fan Y. of Y, and by TPy, the partial
compactification TPy, of R™.

Recall from Section 2 that the space TPx, is naturally stratified by open strata INg for
0 € Xiee. If 0 € X,ec, we denote by X the intersection of X with Ng. Notice that X7 is a
unimodular simplicial complex of dimension d — |o|. In particular, X% =Y. If § € X is a
face, we denote by sed(d) € X, its sedentarity: this is the unique cone o € X,.. such that the
relative interior of J is in IVg.

Recall that for a simplicial polyhedron § in R"™, we defined §,.. and d¢ in Section 2. We
extend the definition to faces § of X of higher sedentarity as follows. By d,. (resp. d¢) we mean

(0 n Nsed( ))reC (resp. (6 Nsed( )) ) which belongs to the fun (X3¢4®)), . (resp. (X®4(9));).
The maz-sedentarity of a face § € X that we denote by maxsed(d) is defined as
maxsed(d) := max{sed ) |y < (5}
One verifies directly that we have maxsed(d) = sed(d) + drc and that this is the maximum

cone 0 € X, such that § intersects Ng.

For each § € X, let 9 be the fan in Nsed /T5 induced by the star of § in X. Unimod-

ularity of X implies that the fan %% is unimodular. We denote as before by ¥’ the canonical

compactification of X°.

We define the k-th cohomology H*(5) of ¥ by

_ @ s _ JHIZFPE) ~ AF2(S9)if ks even
ek wrop (& 0 otherwise

where the last equalities follows from Theorem 1.3, proved in [AP21].

5.1. Basic maps. We define some basic maps between the cohomology groups associated
to faces of X.

5.1.1. The sign function. We will need to make the choice of a sign function for X. This
is a function

sign: {(7,6) eEX xX | 'y<~6} — {—1,+1}

which takes a value sign(v,d) € {—1,+1} for a pair of faces 7,6 € X with v < §, and which
verifies the following property that we call the diamond property.

DEFINITION 5.1 (Diamond property for a sign function). Let § be a face of dimension
at least 2 in X and v be a face of codimension 2 in §. The diamond property of polyhedra
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ensures that there exist exactly two different faces 7,7’ € X such that v <+, < §. Then, we
require the sign function to verify the following compatibility

sign(v, v)sign(y, §) = —sign(v, ' )sign(+/, §).
Moreover, if e is an edge in X and if w and v are its extremities, then we require the sign
function to verify
sign(u, e) = —sign(v, e).

O

For the existence, note that such a sign function can be easily defined by choosing an
orientation on each face.
From now on, we assume that a sign function for X has been fixed once for all.

5.1.2. The restriction and Gysin maps. If v and ¢ are two faces with v < §, we have the
Gysin map
Gysé->'y: Hk((s) - Hk+2(’7)7
and the restriction map
i 5t H*(y) — H"(9),
where we define both maps to be zero if v and J do not have the same sedentarity. If v and

6 have the same sedentarity, these maps correspond to the corresponding maps in the level of
Chow groups defined in Section 3.

REMARK 5.2. We recall that if v and § have the same sedentarity, using the isomorphism
of the Chow groups with the tropical cohomology groups, the two maps have the following
equivalent formulation. First, we get an inclusion DRI 3L To see this, note that § gives a

. D S .
ray ps/, in ¥7. The above embedding identifies ¥ with the closure of the part of sedentarity
Ps/ in %", The restriction map il s is then the restriction map H k") — H* (ié) induced
by this inclusion. The Gysin map is the dual of the restriction map i,”; s H 2d=201—k (T
H2d_2l5‘_k(ié), which by Poincaré duality for 3’ and %7, is a map from H* (ia) to H*2(27).

o

In addition to the above two maps, if two faces v and ¢ do not have the same sedentarity,
the projection map s : Nﬂied(g) — Nf;d(ﬂ’) induces an isomorphism 3% ~ 37, which leads
to an isomorphism of the canonical compactifications, and therefore of the corresponding
cohomology groups that we denote by

k ~ k
7t gt HY () 2 HE().

REMARK 5.3. All the three above maps can be defined actually even if v is not of

~

codimension 1 in 4. Note that in this case, the Gysin map is a map Gyss.: H HOE
Hk+2|5|_2|7|(’y). o

Let now S and T be two collections of faces of X. We can naturally define the map
i;’,T: @VES Hk(’)/) - C_DéeT Hk(5)7
by sending, for any v € S, any element 2 of H*() to the element

i§7T<l') = E Slgn(776) i'ﬂ;<-§(w)7
0T
6>y

and extend it by linearity to the direct sum . cq H (y).
In the same way, we define

GySS,T: ®5€S Hk((s) - @yeT Hk+2(7)a
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by setting for = € H*(4), for 6 € S,
Gysgr(z) := Z sign(7, 0)Gysss (7).

~eT
6>y

Similarly, we get
W;,T : @765 Hk(V) - @56T Hk(fs)
In what follows, we will often extend maps in this way. Moreover, we will drop the indices
if they are clear from the context.

5.2. Combinatorial Steenbrink and the main theorem. Denote by X the set of
faces of X whose closures do not intersect the boundary of TPy, i.e., the set of compact faces
of Xg. Note that this was previously denoted by Xy ¢ that we now simplify to Xy for the ease
of presentation.

In what follows, inspired by the shape of the first page of the Steenbrink spectral se-
quence [Ste76], we define bigraded groups ST‘ll’b with a collection of maps between them. In
absence of a geometric framework reminiscent to the framework of degenerating families of
smooth complex projective varieties, the heart of this section is devoted to the study of this
combinatorial shadow in order to obtain interesting information about the geometry of X.

For all pair of integers a,b € Z, we define

ab a,b,s
St @ ST
s=lal

s=a (mod 2)

where
S-I-Cll,b,s _ @ Haerfs(é)'
(SEX,(
[6l=s

The bigraded groups STllz’b come with a collection of maps
iavb*: S‘I‘T;b N S-I—tll-i-l,b and Gysa,b: S‘I—lll,b N S-I—lll-‘rl,b’

where both these maps are defined by our sign convention introduced in the previous section.
In practice, we drop the indices and denote simply by i* and Gys the corresponding maps.

REMARK 5.4. More precisely, we could view the collection of maps i* and Gys bi-indexed
by a,b as maps of bidegree (1,0)

i =@ ivtr. @Sty — PsTLY,
a7b a,b a,b

and
Gys = @ Gys*': @ STCf’b — P ST(lLb. o
ab ab ab
PROPOSITION 5.5. The two collections of maps i* and Gys have the following properties.
i*oi* =0, Gyso Gys = 0, i* o Gys + Gyso i* = 0.
PROOF. Section 5.10 is devoted to the proof of this proposition. O

We now define the differential d: ST?’b — STClLH’b as the sum d = i* + Gys. It follows
from the properties given in the above proposition that we have the following.

PROPOSITION 5.6. For a unimodular triangulation of X and for any integer b, the differ-
ential d makes SFI’b into a cochain complex.
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REMARK 5.7. This proposition suggests ST7"* might be the first page of a spectral sequence
converging to the cohomology of X. We could think that such a spectral sequence could be
defined if we could deform infinitesimally the tropical variety. In the sequel we will only use
the property stated in the proposition, that the lines of ST]"* with the differential d form a
cochain complex, as well as certain combinatorial properties of these cochain complexes. ¢

For a cochain complex (C*,d), denote by H*(C*®,d) its a-th cohomology group, i.e.,
ker(d: g% - C“H)

e a = Im(d: Ca-1 Ca) '

In this section we prove the following theorem, generalizing the main theorem of [IKMZ19]
from approximable setting (when X arises as the tropicalization of a family of complex pro-
jective varieties) to any general smooth tropical variety.

THEOREM 5.8 (Steenbrink-Tropical comparison theorem). The cohomology of (Sl'z’b, d) is
described as follows. For b odd, all the terms ST‘f’b are zero, and the cohomology is vanishing.

For b even, let b= 2p for p € Z, then for q € Z, we have
Hq—p(STI’?P’d) — P4 (X).

trop

The rest of this section is devoted to the proof of Theorem 5.8.

In absence of a geometric framework reminiscent to the framework of degenerating families
of smooth complex projective varieties, the heart of our proof is devoted to introducing and
developing certain tools, constructions, and results about the combinatorial structure of the
Steenbrink spectral sequence.

Broadly speaking, the proof which follows is inspired by the one given in the approx-
imable case [IKMZ19|, as well as by the ingredients in Deligne’s construction of the mixed
Hodge structure on the cohomology of a smooth algebraic variety [Del71a| and by Steen-
brink’s construction of the limit mixed Hodge structure on the special fiber of a semistable
degeneration [Ste76], both based on the use of the sheaf of logarithmic differentials and their
corresponding spectral sequences.

In particular, we are going to prove first an analogous result in the tropical setting of the
Deligne exact sequence which gives a resolution of the coefficient groups F? with cohomology

groups of the canonically compactified fans . The proof here is based on the use of Poincaré
duality and our Theorem 1.3, the tropical analog of Feichtner-Yuzvinsky theorem [FY04],
which provides a description of the tropical cohomology groups of the canonically compactified
fans. We then define a natural filtration that we call the tropical weight filtration or toric
weight filtration on the coefficient groups F?(-), inspired by the weight filtration on the sheaf
of logarithmic differentials, and study the corresponding spectral sequence. The resolution
of the coefficient groups given by the Deligne spectral resolution gives a double complex
which allows to calculate the cohomology of the graded cochain complex associated to the
weight filtration. We then show that the spectral sequence associated to the double complex
corresponding to the weight filtration which abuts to the tropical cohomology groups, abuts as
well to the cohomology groups of the Steenbrink cochain complex, which concludes the proof.
The proof of this last result is based on the use of our Spectral Resolution Lemma 5.25 which
allows to make a bridge between different spectral sequences.

5.3. Tropical Deligne resolution. Let > be a smooth unimodular tropical fan. We
follow the notations of the previous section. In particular, for each cone o, we denote by X7
the induced fan on the star of o in ¥, and by £” its canonical compactification. We proved
in [AP21] the following theorem.
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THEOREM 5.9 (Tropical Deligne resolution). We have the following exact sequence of Q-
vector spaces:

0= F(0) » @ Ho) > @ Ho) -~ @ HY () — H?(0) -0,

ey o€y ey
lol=p lol=p—1 lol=1

where the maps between cohomology groups are given by Gys.
5.4. Toric weight filtration on F”. In this section, we introduce a natural filtration on
the structure sheaf FP. This filtration could be regarded as the analog in polyhedral geometry

of the weight filtration on the sheaf QP (log Xy) of logarithmic differentials around the special
fiber Xg of a semistable degeneration X over the unit disk.

Let ¢ be a face of the triangulation X of the tropical variety X. First we define a filtration
denoted by W, on FP(d), and then define the weight filtration W, by shifting the filtration
induced by W.

The tangent space Td of ¢ is naturally included in F1(0). More generally, for any integer
s, we have an inclusion /N\'Td € F4(d), which in turn gives an inclusion

INTo A Fp_s(6) < Fp(9)
for any non-negative integer s.

DEFINITION 5.10. For any integer s > 0, define WN/SFp(é) as follows
W.F?(5) := {a € FP(8) | restriction of a on subspace NHTOAF,_ s 1(8) of Fp(6) is trivial}.
o
Recall that for a pair of faces 7 < d, we denote by i¥_; the restriction map F*(y) — F?(6).

PROPOSITION 5.11. Let v be a face of codimension one of 6. We have the following two
cases.
— If v and & have the same sedentarity, then the natural map i5_s: FP(v) — FP(4)
sends Ws_lFP(V) into WSFP(é).
— If v and § do not have the same sedentarity, then the natural map 7@«5: FP(v) —
F?(5) sends WsFP(~y) into WFP(9).
PROOF. For the first point, let ns,, be a primitive normal vector to T in Té. The map

F,(0) — F,(7) restricted to the subspace A*T'Td A F,_ 1(8) can be decomposed as the
composition of the following maps

NTITOAF,_ o 1(0) = NTy A N5y A Fps1(0) + NTTy ARy 1(6)
- /\ST'Y A Ng/y A Fp—s—l(')/) + /\SJrlT’Y A Fp—s—l(')/) — /\ST’Y A Fp—s(’)/)‘

An element of W_F? () is thus sent to an element of F?(§) which restricts to zero on
the subspace /\SHT(S A Fp_s_1(8), in other words, to an element of W,F?(J).

For the second point, the projection s, maps Té onto T. Thus, it also maps /\SHT(S
onto A**'T. The image of an element of W, FP(v) thus restricts to zero on AT, i.e., it is
an element of W F?(§). O

We now consider the graded pieces gr’V FP(§) := WSFp(é)/WS,le(é).

For § € X, we denote as before by 0° the zero cone of the fan X% induced by the triangu-
lation X around §. The following proposition gives the description of the graded pieces of the
filtration.
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PROPOSITION 5.12. For each face §, we have
gl FP(5) ~ NT*6 @ FP*(0%).
Here T*¢ is the cotangent space of the face §.

In order to prove this proposition, we introduce some useful maps. Denote by w5 the

natural projection NHS{Cd(é) — Nﬂ‘é. We choose a projection ps: N&Cd(é) — T4. Both projections

naturally extend to exterior algebras, and for any integer p, we get maps
ps: NG — NPT,
T /\pN]Eed(é) — N'Ng.
Furthermore, we get a map
73t Fy(8) — By (0).

We have the corresponding pullback pj and 7§ between the corresponding dual spaces
F?(5) and F(0%). Moreover, if a € FP(J) is zero on T§ A F,_1(d), since Té = ker(rs), we
can define a natural pushforward 7s,(a) of o in F,(0°). This leads to a map (in fact an
isomorphism)

Tsw: Wo(FP(6)) — FP(0°).

PROOF OF PROPOSITION 5.12. Let a be an element of W,F?(§). Let u e A*T4. Recall

that the contraction of o by wu is the multiform 8 := a(u A -) € FP7%(J).

Since a is in W,F?(6), and u A T4 A Fp s 1(6) € NT'T6 A Fp_y_1(9), by definition of
the filtration W., the contracted multiform 3 is zero on To A Fp_s_1(5). Thus, 8 € Wy(9).
Hence, we get a morphism

U: W,FP(5) — Hom( NS, FP_S(Q5)) ~ NT*6 @ FP~*(0%),
a — (ur— 7m5(a(un -))).

Notice that the kernel of ¥ is Ws_l(Fp((S)), i.e., its cokernel is gr;mv/(Fp((S)).

Set
d: NTSRFP4(0%), — FP()

@y — pi(x) A TE(y),
and extended by linearity.

One verifies directly that Im(¥) < W,F?(§), and Wo® is identity on A*T*6QF?~5(0°). In
particular, W is surjective. We thus infer that ¥ induces an isomorphism between its cokernel
and A’T*6 @ FP~%(0%). This concludes the proof as we have seen that its cokernel of ¥ is

gry! (F7(0)). O

DEFINITION 5.13 (Toric weight filtration). For each ¢ € X, we define the tropical weight
filtration or toric weight filtration W, on FP(9) and its opposite filtration W* by

W.EP(6) = Wy 15 FP(8), and
WEFP(5) = W_ o115 F(9),
for each integer s. o
Proposition 5.12 directly translates into the following facts about the filtration W*.

COROLLARY b5.14. The following holds.
(1) For each face 0, we have

e FP(5) ~ NV T s @ BPee o),
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(2) For inclusion of faces v < &, the map FP(y) — FP(§) respects the filtration W*. In
particular, we get an application at each graded piece gry FP(~) — gry, FP(0).

5.4.1. Description of the restriction maps on graded pieces of the weight filtration. We
would now like to explicitly describe the map induced by i* on the level of graded pieces.
In what follows, we identify gry, F?(d) with the decomposition N5 T*s @ FP+s=191(0%) and
also, by duality, with Hom( NOI=ss | Fr+s=1dl gd) ) We call AP =5T*§ and FP+5=19(09) the
parallel part and the transversal part of the graded piece of the filtration, respectively. We use
the notation «y, 8, etc. when referring to the elements of the parallel part, and use o1, 8,

etc. when referring to the elements of the transversal part. In particular, each element of the
graded piece is a sum of elements of the form o, ®@ o .

We denote by ¥y 5: W,FP(5) — grf, FP(0) the projection. As we have seen in the proof of

Proposition 5.12, this map is explicitly described by
Uy WOFI(3) — gri,FP(0)
a — (ur— m(afun ).
We also have a section @ s, which this time depends on the chosen projection ps, and which
is given by
O, 50 gry FP(6) — WOFP(9)
ay@ar — pjlay) A mg(ay).

Consider now two faces v < ¢ in X. We define two maps i and i} between parallel and

transversal parts of the graded pieces as follows. For each non-negative integer ¢, the map

1;!/: . /\tT*'Y N /\t+1T*6
sends an element o, € A'T*7y to the element 8, = i¥(ay) of NTIT*§ defined as follows. The
multiform 3, is the unique element of A'*'T*§ which restricts to zero on A" T~ under the

inclusion map ATy < AT, and which verifies
By(u A mng) =ay(u) forany ue NTy c NT6.

Here ns,, is any primitive normal vector to Ty in T4. In other words,

By = p5())|ps A 05/

where nj I is the form on T¢ which vanishes on Ty and which takes value 1 on ng/,.
For any positive integer ¢, the other map

i F(07) — F'7(0%)
between transversal parts is similarly defined as follows. This is the unique linear map which
sends an element o) of F/(07) to the element 8, = i* (o) which verifies

O‘J_(eé/'y A V) = BJ_(W7<5(V)) for any v € Ft—l(gy)'

Here, as in the previous sections, ¢;/, is the primitive vector of the ray ps/, corresponding to
0 in X7, and 7mys is the projection from T to 0 (along Res/, ), which naturally induces a
surjective map from F;_1(07) — Ft_l(Q‘s). In other words, 3, is the pushforward by 7,5 of
the contraction of o by ¢/, (which is well-defined because ker 7,5 = Re; /7).

PROPOSITION 5.15. Let v < 0 be two faces in X. Notations as above, the induced map
on graded pieces gri, FP(v) — grs FP(9) is zero provided that sed(y) # sed(d). Otherwise, it
coincides with the map

Z;l/‘ ® 1?_ /\|’7|—ST*,Y ® Fp+sf|’y|(g'y) N ' /\|5|—ST*5 ® Fp+sf|5\(95)7
a & ay — sign(v,0) 8, ® Bu,
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where B, = ij(ay) and By = if(aL).

PROOF. If sed(d) # sed(y), then the natural map F¥(y) — F?() is n7_;, and it sends

WSFP(y) onto W**t!FP(5). Thus, it induces the zero map on the graded pieces.

Assume sed(d) = sed(y). Let o = oy ® vy € gry, FP(y). By definition, the map induced
by i* on the graded pieces maps a onto Wy 50 i 50 P, ,(a). To understand this image,

take an element u, ® u; in N Ts ® F,1 s 16(0%). By definition of ¥y, 5 we get

U150 15250 Pay(@) (0 @ur) = i 50 Dsy(a) (w) A fL),
where 11 is any preimage of u; by ®,,. Then,
5260 Psy(@) (u) A UL) = Pyy(a) (uy Al
= (pﬁ(a//) A w:/k(al)) (u// A ﬁi).
Here, u, € /\w*sTé , and we have the decomposition

/\"”‘STé _ /\\7|—s+1T7®/\|7|—5T7 A né/’yv

where ng/, is a primitive normal vector to T~ in T4§. Thus, it suffices to study the following
two cases.

— Assume that u, = u), A ng/, with u) e ATy, Since Ty = ker (), we get

(P3 () A w3 (o)) (W) A ngy ATLL) = 0y (py(w)) - ap (my (g A L))
= 04//(“;/) : Od(ea/w A Ty (TL))
(

= B)(u)) - Br(uy),
since u; = w), A ng/, and uy = 7Ty 5(my(UL)).

— Ifu,e /\W‘_SHT% since pl(ay) € /\l“’l_sNﬂied(V), a part of u, must be evaluated by
75 (a). But this evaluation will be zero since T, = ker(m,). Thus,

0= (Pi(a//) A Wﬁ(ai))(% A gy, ATLL)

= By(ay) - Br(ur).
In any case, the statement of the proposition holds. ]

Using the above proposition, we identify in the sequel the graded pieces of the opposite
weight filtration and the maps between them by A"T*y ® F*(07) and maps between them.

5.5. Yoga of spectral sequences and proof of the main theorem. In this section,
we study the combinatorics behind the Steenbrink spectral sequence, and use this to prove
Theorem 5.8. We introduce two spectral sequences. One of these spectral sequences computes
the tropical cohomology Hfr’;p, and the another one computes the cohomology of the 2p-th
row of the tropical Steenbrink spectral sequence. We show that the two spectral sequences are
isomorphic in page one. Then using a spectral resolution lemma we generalize the isomorphism
in page one to all pages, from which we will deduce that these two cohomologies coincide as

stated by Theorem 5.8.

Consider first the cochain complex C*(X,F?) which calculates the tropical cohomology

groups Hf’r’gp(X ). By Corollary 5.14, the decreasing filtration W* on F? induces a decreasing

filtration on the cochain complex C*(X,F?). By an abuse of the notation, we denote this

filtration by W*. This leads to a spectral sequence
(5.1) Cy* = H*(X,FP) = HI"* (X)

p trop
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FIGURE 2. The zero-th page of the tropical spectral sequence ,C3* over FP.

p
P NToF (%) -ZF @ AT Fr(0) D NTSoF ()
161=0 - 161=1 161=d—p
lly@ﬁ l l
(_B /\1T*(5®Fp_1(96) 77777 N <_D /\IT*(S@Fp—l(Qé) C_D /\IT*6®FP—1(Q<3)

i | i

&) NTS@F°(0°) -——--- » P NT*5 @ F°(0°) @ N'T*5 @ FO(0°)
[8l=p [0l=p+1 |18l=d
where

,CoP = gt OOt (X, FP) (-B NT*s @ FP=(0°)
oeX
[0l=a+b

and the differentials in page zero, which are of bidegree (0, 1), are given by Proposition 5.15.
We call this the tropical spectral sequence. The zero-th page of this spectral sequence is given
in Figure 2. The dashed arrows correspond to the maps of the first page. The explicit form
of all these maps appear later in this section.

Before introducing the second spectral sequence, let us consider the 2p-th row STI’Qp of the
Steenbrink spectral sequence. This row can be decomposed into a double complex as follows.
We define the double complex ,5t** by

D sex; H?*(§) ifa>0andb< p,
St = |61=p+a—b
0 otherwise,

whose differential of bidegree (1,0) is i* and whose differential of bidegree (0,1) is Gys. From
the identification
Sta b S|-a+b p,2p,p+a— b

and the following equivalence
p+a—b=la+b—p|/<a>=0andb<p,

we deduce that
ST = Tot*(,St™*)[p].

The double complex ,5t** is represented in Figure 3.

Finally, we introduce another double complex p§'7', which will play the role of a bridge
between pSt(')" and pC(')’° via Proposition 5.16 and Theorem 5.17 below. Recall that for § € X,
the max-sedentarity of § is defined by

maxsed(§) := max{sed(z) | z € 6} € Xy

The double complex p§"° is defined by

@ p§a,o,o

ceXrec
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FIGURE 3. The p-th unfolded Steenbrink double complex ,St**.

@ HG) —= P H®) @ H()
6eXyg 0eXyg oeXy

[6l=p [8l=p+1 [81=d

| | |

@ H*(6) —— P H*(6) @ H?()
6eXy 0eXyg oeXy
[6l=p—1 [8l=p [0l=d—1

i S i
! L

@ H7(6) —— @ H*() @ =)
6EXf 5EX; 56X;
161=0 [61=1 [8l=d—p

where, for o € X,.., we set

seXx H2b(5) ifb<p,
—oab maxsed(§) =0
pSt7HY = |8l=p+a—b
[Orecl<a

0 otherwise.
On p§""7', the differentials of bidegree (0, 1) are given by Gys, and those of bidegree (1,0) are

given by i* +7*. Note that, on the whole complex p§"', no differentials goes from p§""" to

pg"/"" if o # o’. In other words, the differentials Gys and i* are restricted to those pairs of
faces v < 0 such that maxsed(y) = maxsed(d) and sed(y) = sed(d), or equivalently such that
[Vrecl = 10rec| and sed(y) = sed ().

The total double complex p§°" is represented in Figure 4.

For the cone 0 of X,.., the double complex p§97"' is described as follows. Faces § such
that maxsed(d) = 0 are exactly faces of Xr. Moreover, this implies that [0,..] = 0. Thus,
[0rec| < a is equivalent to a > 0. Hence,

G000 [N}
B

For any non-zero cone o € X,.., we have the following result whose proof will be given at
the end of this section.

PROPOSITION 5.16. Let 0 € X,..\{0}. Then the cohomology of Tot*(,St™**) is zero.

PROOF. Section 5.9 is devoted to the proof of this proposition. O

Filtration by columns of the double complex p§'7' gives a spectral sequence ;§6", which

abuts to the cohomology of the total complex of p§°’°. By the previous discussion and
Proposition 5.16, this cohomology is just the cohomology of Tot*(,St**), i.e.,

(5.2) vSte® = H*(Tot*(,5t**)) = H*(ST}™)[p].

The link between the two spectral sequences pC:’° and ]ﬁ§:’° is summarized by the following
theorem.
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FI1GURE 4. The p-th extended Steenbrink double complex p§°". The filtration

by columns gives the spectral sequence ;§:". Note that here, Gys has to be
restricted to pairs of faces with the same max-sedentarity.

@ HG) S @ H) - D HG)
[8l=p [6l=p+1 16l=d

1000 1<0 [0pl<1 [dool<d—p
o) | |

@ H*@) — @ H*©() @ H*5)

[6l=p—1 [6l=p [6l=d—1

600 1<<0 [0pl<1 [dool<d—p

: S i
! L

® HP(O) — D HT() © H*(O)
|81=0 [81=1 |§l=d—p
1800 1<0 100 l<1 1600l <d—p

THEOREM b5.17. The Tropical Deligne exact sequence induces compatible canonical iso-
morphisms

o ligo
pCre = ot

between the k-th pages for any k = 1.

PROOF. Section 5.6 is devoted to the proof of the isomorphism between first pages, and
Section 5.8 extends the isomorphism to further pages. O

We can now present the proof of the main theorem of this section.

PROOF OF THEOREM 5.8. We recall that we have to prove

H* (ST, d)[—p] = Higp (%)

trop
By Theorem 5.17, we have
(X l*o,o
pCr = St
for any k > 0. In particular, both spectral sequences have the same abutment. This implies
y (5.1) and (5.2) that we have a (non-canonical) isomorphism

H*(STY™,d)[—p] ~ HE3,(%). O

REMARK 5.18. We note that though we cannot expect to have a canonical isomorphism
H'(SFI’2P, d)[-p] ~ HP (X), the isomorphism

trop

griH* (ST, d)[—p] ~ grs, HES (%)

trop
between the graduations is canonical for any s. Here the filtration F'® is the filtration induced

by columns of ,St**. The isomorphism between the two cohomology groups above should
depend on the data of a smooth deformation of X. o

In the remaining of this section, we present the proofs of Theorem 5.17, Proposition 5.16
and Proposition 5.5.
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5.6. From ,C7* to ;§I". In this section and the two following ones, we prove Theo-
rem 5.17, which states that pC;" is canonically isomorphic to p§;€’° for kK > 1. As a warm-up,
in this section, we study the case of the first page k = 1. Some of the results and construc-
tions in this section will be used in the next section to achieve the isomorphism of other
pages. In order to keep the reading flow, a few technical points of this section will be treated
in Appendix 10.

We have to prove that, for every integer a, the cochain complex

pcg,o: 0 — @ /\OT*6®FP(Q5) N @ /\IT*5®FP—1(Q5) O
[6l=a [0l=a+1
= @ NTRF(’) 0
[6l=a+p
is quasi-isomorphic to
L, 0> P H'6)—» P H*6)—-— P H*0O) —0.

[6l=p+a [6l=p+a—1 [0l=a
[6recl<a [6recl<a [drecl<a

Moreover, the induced isomorphisms in cohomology must commute with the differentials of
degree (1,0) on the respective first pages:

a,e a+1,e
pCl } pCl

| |
l* N} i*4mk i* +1,e
pStPt —— St]

In order to calculate the cohomology of the first cochain complex, we use the tropical
Deligne resolution. Applying that exact sequence to the unimodular fan 3% and to any integer
s, we get the exact sequence

0->F ) > @ H() - D HY) =~ @ H* ()~ H*(0) —0.
Cexd Cexd Cexd
I¢l=s [{l=s—1 I¢l1=1

Given the correspondence between cones ¢ € X9, and faces 7 € X which contain 6, with

the same sedentarity, we rewrite the exact sequence above in the form

0-F0)- @ H'GM—- @ Hm— -~ @ H*?*n)—H?@E) 0.

n>0 n>9 n>9
Inl=s+14] Inl=s—1+1dl [nl=1+15]
sed(n) = sed(d) sed(n) = sed(d) sed(n) = sed(d)

Replacing now each F* (Q‘S) in ng" by the resolution given by the tropical Deligne complex,

we get the double complex an’b/ whose total complex has the same cohomology as ,C**. More
precisely, define the double complex ,D** as follows.

DY = @ N (@ HY ().
[6l=a+b n>d

Inl=p+a—b'

sed(n)=sed(d)
The differential d’ of bidegree (0,1) comes from the Deligne sequence and is id ® Gys. The
differential of bidegree (1,0) is defined as follows, thanks to the map i}: N\'T*y — NS
which has been defined right before Proposition 5.15. The differential d of bidegree (1,0) is
chosen to be i} ®id (extended using our sign function as in Section 5.1) on rows with even
indices and to be — i;‘/‘ ® id on rows with odd indices. More concisely, we set

d:=(-1)"i* ®id.
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PROPOSITION 5.19. We have dd’ + d'd = 0. Moreover, the inclusion (,Cq*, i} ® i) —

(,D*,d’) is a morphism of cochain complexes.
PRrROOF. This follows by a simple computation. The details are given in Appendix 10. [

By the exactness of the tropical Deligne sequence that we proved in Proposition 5.9, we
know that the b-th column of ,DY* of ,Df* is a right resolution of ng’b.

We claim the following result.
PROPOSITION 5.20. The b'-th row aDa’b/ of oD¢’* is a right resolution of p§8’b/.

The proof of this proposition is given in Section 5.7. Admitting this result for the moment,
we explain how to finish the proof of the isomorphism between first pages. We will need the
following Lemma, which seems to be folklore, for which we provide a proof.

LEMMA 5.21 (Zigzag isomorphism). Let A** be a double complex of differentials d and d’
of respective degree (1,0) and (0,1). Assume that

— dd'+d'd =0,
— AMY — 0 ifb<0orb <0,
— A% s exact if b > 0,
— A s ezact if b > 0.
Then, there is a canonical isomorphism
H*(A%*) ~ H*(A*).

Moreover, if B**® is another double complex with the same property, and if ®: A*>* — B**
18 a morphism of double complexes, then the following diagram commutes.

(A% KN H*(B%)
L I
He(A) —2, Fe(B*0)
where ® denotes the induced maps on the cohomologies. This also holds if ® anticommutes
with the differentials.
The isomorphism H*(A%*) ~ H*(A*") comes from the inclusions
(A%* d') — (Tot(A**,d + d')) « (A"Y,d)

which are both quasi-isomorphisms. In the following, we give a canonical description of this
isomorphism.

Let b be a non-negative integer and b’ be any integer. Define

be ker(dd’) n A and RBY ker(d) m ker(d’) A AbY'+1
(Im(d) + Im(d’)) n A Im(dd’) n APV +1

We claim the following.

CLAIM 5.22. Notations as in Lemma 5.21, the map d' induces an isomorphism

Lb’b/ ~ Rb’bl )
q

PROOF. Let y be an element of ker(d) n ker(d’) n A»Y+1. By the exactness of the b-
th column, there exists a preimage = of y by d’. Moreover, z € ker(dd’) n ADY Hence,
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d’ is surjective from ker(dd’) n A®Y to ker(d) n ker(d’) n A%Y+1. From the trivial identity
Im(dd") = d'Im(d), we get

d' ! (Im(dd’) A A%*) = (Im(d) + ker(d')) n A% = (Im(d) + Im(d")) n ABY.
This gives the isomorphism d’: L =~ R0'+1, O
PROOF OF LEMMA 5.21. Let b be a non-negative and " be any integer. By the previous

. . . / /
claim, we have an isomorphism d’: L% =~ RBV'+1,

By symmetry, if b’ is non-negative and b is any integer, we get a second isomorphism
d: L5 = RVLY Thus, for any non-negative integer k, we obtain a zigzag of isomorphisms:

e o oo
L Lk,O ~ Rk:,l Piliad Lk*l,l ~ Rk*l,Q ~ . ~ Rl,k s LO,k.
. o—»eo . d —d d’ —d d —d

LO:k »o . .
Notice that we take —d and not d. We refer to Remark 5.23 for an explanation of this choice.
Since d’ is injective on A*" and since Im(d’) n A*? = {0}, we obtain
k0 ker(dd’) n A*O _ ker(d) n AP0

- _ 17k pe0
~ (Im(d) + Im(d’)) A ARO  Tm(d) A ARO HE(A™7).

By a symmetric argument, L0k = {7 k(AO’°). This gives an isomorphism
Hk(Ao,O) o~ Hk(AO,o).
The second part of the lemma is clear from the above claim and the preceding arguments.

(In the case ® anticommutes, the commutative diagram holds for (—1)b+b/<I> which commutes.)
O

REMARK 5.23. We now explain why we choose the isomorphisms d’ and —d in the above
proof. Let a € RF=H+1 The zigzag map sends a to b € L*=%% such that d’b = a, and also to
o = —db e RF*1 Thus, a —a’ = (d + d')b € Im(d + d’). Moreover, by the definition of
R®*, it is clear that a and a’ belong to ker(d + d’). Hence, a and a’ are two representatives of
the same element of

HF Y (Tot(A**,d + d')),

i.e., the zigzag isomorphism is just identity on the cohomology of A®*°. o

PROOF OF THEOREM 5.17 IN PAGE ONE. Define the double complex aAb’b, by shifting
the double complex an7b/ by the vector (1,1) and by inserting the the complexes ng"[—l]
and p§g’°[—1] as the zero-th row and the zero-th column, respectively. More precisely, we set

0 ifb<O0ord <0,
pcg”’j1 if o =0

LSV b =0

DU if b > 0 and ¥ > 0,

bb _
aA -

with the corresponding differentials d and d’ of respective bidegree (1,0) and (0, 1) such that
A0 — pcg,-—l7
A = (ﬁg»”’—l N aD'*Lb’*l) v =1,

A% = p§8’°_1, and

Abe — (pcgv”‘l . an—lv'—l) Vb > 1.

a

a
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One can easily extend Proposition 5.19 to get that d and d’ commute (the details are given
in Appendix 10). Moreover, by the exactness of Deligne sequence and by Proposition 5.20,
all rows but the 0-th one and all columns but the 0-th one are exact. Thus we can apply
Lemma 5.21 to get an isomorphism

H* (,A%0) = H*(,A).
Looking at the definition of ;A®*, up to a shift by 1, this isomorphism is just what we want,
i.e., the following isomorphism in page one.

LCP° = St
It remains to prove the commutativity of the following diagram.

T3 *
a,e 1747 a+1,e
pCl pcl

| |
leza,e i*+7% lerat1,e
St —— Sty

To prove this, we construct two anticommutative morphisms of double complexes.

The first morphism corresponds to 7* and is naturally defined as follows. On pC“’b it
is given by 7* ® id, on p§a7b/ it equals 7*, and on an’bl it is defined by n* ® id. The
anticommutativity properties are easy to check.

The second morphism, which we denote d', corresponds to i* and is defined as follows. To
keep the reading flow, we postpone the proof that d! is indeed a morphism and more details

about the construction to Appendix 10.
For each face § € X, let ps: N]%ed(a) — Ts be a projection as defined just after Proposi-
tion 5.12. Assume moreover that the projections are compatible in the following sense:

— if v < ¢ have not the same sedentarity, then Tyeq(s)<sed(y)Ps = PryTsed(8)<sed(y)s Where
Tsed(5)<sed(y) : Nf;d(é) — Nﬂssd(v) is the natural projection;
— if v < 4, then p,ps = p,.

For instance, we can choose an inner product on Ng and extend it naturally on all the
strata INg for 0 € X,... Then, if the projections ps are chosen to be the orthogonal projections
with respect to this inner product, then they are compatible in the above sense.

With these conventions, we define d' on p§a’b/ by d! := i*. On pC“’b, let a® B €
/\bT*’y Q@ FP~b(07), where § > v is a pair of faces of same sedentarity and |y| = a + b. Then
the part of its image by d! in /\bT*cS @ FP7%(0%) is defined by
(5.3) sign(7, 0)py|1s() ® (u > 5 B(u')),

where, for u € FP°(0%), the multivector u’ denotes the only element of AP~ ker(p) such
that 75(u’) = u (one can check that ue F,_y(7)).

On anvb/, let a®x € /\bT*7®H2b/(17) where 1 > v is a face of dimension |y| +p—b—1V.
Then the part of its image by d' in A°T*6 @ H2Y (1), with > 0, is given by

sign (1, 1)n5., (ps (u))p4 |5 (@) @ i, (),

where u is a vector going from any point of T+ to the vertex of p which is not in 7.

We will prove in Appendix 10 that this map is indeed a morphism, and that the induced
map on the first page pC‘f” is equal to the differential corresponding to i* given by the spectral
sequence. This concludes the proof of the proposition. O
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5.7. Proof of Proposition 5.20. In order to conclude the proof of isomorphism between
the first pages,we are thus left to prove Proposition 5.20. This proposition claims the exactness
of the following sequence for any integer b’:

0> @ H"(m)—> DNTe(@HYm) > @ ANTIe(@HY M) -

Inl=p+a—b l6l=a n>0 [6l=a+1 n>0
Inwl<a Inl=p+a—b’ Inl=p+a—b
sed(n)=sed(d) sed(n)=sed(d)

- @ N (@ M)~ o
[§l=a+p—b n>4
Inl=p+a—t
sed(n)=sed(d)

where we recall that the maps are i} ® id and that the relations 7 > ¢ only concern those
faces which have the same sedentarity sed(n) = sed(d).

As the form of each term suggests, we can decompose this sequence as a direct sum of
sequences over fixed 7 of dimension s := p +a — b’ as follows:

@ (0 — R — @ /\OT*(; — @ /\1T*5 e —» @ /\p*blT*é N O) ®H2b/(77)’

Inl=s 6<n o<n o<n
[0l=a I6l=a+1 16l=s

where

{1 i |Mecl < a,
6,7 =

0 otherwise.

Therefore, the following result clearly implies Proposition 5.20.

PROPOSITION 5.24. For each pair of non-negative integers r < n, and for each (simplicial)
unimodular polyhedron n of dimension n, the cochain complex

crn):0— P NTO[—r] — D ATO[-r—1]—...— P N "T*[-n] — 0,

o<n o<n d<n
[6l=r [§l=r+1 [6l=n

whose maps are given by i, has cohomology

R[_T] Zf |nrec| < r,
0 if Mrecl > 7.

ProOOF. We will reduce the statement to the computation of some appropriate cohomology
groups of the tropical projective spaces.

We begin with the case |9..| = 0, i.e., 7 is a unimodular simplex. Let us study the dual
complex instead, which using the duality between A'T*§ and A°~"T*§ for each simplex 6,
has the following form

0— @ NT*6[—n] — @ NTS[-n+1] — ... — @ N T*6[-r] — 0.

o<n o<n 6<n

[6l=n [6l=n—1 [6l=r
The maps in this complex are induced by restriction map N T*§ — /N T*C for inclusion of
faces ¢ < J, extended with sign according to our convention in Section 5.1.

For the ease of arguments, it will be convenient to choose an inner product {-,-) on T1.
This inner product restricts to T9 for each face § and extends naturally to multivectors. More
precisely, for any collection of vectors uq, ..., ug, v1,..., Vg, We set

Uy Ao AU, UL A e A g = det<(<u,-,vj>)1<i7j<k>.

Let v < ¢ be a pair of faces. We define pss.~: Td — T to be the orthogonal projection
and naturally extend it to multivectors in the exterior algebra.



260 3. HODGE THEORY FOR TROPICAL VARIETIES

Let « € \'T*§. We denote by a* the dual multivector of «, defined by the property
a(u) = (o*, w)

for any ue N\'T9.
Moreover, we denote by oz|7 the restriction of @ on /\'Tv. By adjunction property, we get

the following equality:

p6~>'y(a*) = (0"7)
Indeed, for any ue N'Ty < N T4, we have

al (u) = a(u) = (a*,w) = (ps=y(a’), w).

This implies that the linear map which sends a — o* provides an isomorphism between
the two following complexes: our original complex on one side,

0— P ANT— P AT— -+ — P NTE—0,
|§\<77 |§|(S<77 |g<77
=n =n—1 |=r

and its dual

0— P ANTs— P ATS— - — P NTs— 0.

o<n o<n o<n
[6l=n [l=n—1 [6l=r

Note that the maps of the second complex are given by the orthogonal projections p.

We claim that the second complex above computes H; o (TP"), which leads the result.

trop
Indeed, the only non-trivial cohomology groups of TP" are H{;5 (TP") ~ R for 0 < p < n.
Denote by &g, ..., 0, all the faces of codimension one of 7. For each J;, let £; be the affine

map on 7 which is identically equal to 1 on J; and takes value 0 on the opposite vertex to
8;. Let £9 € T*n be the linear map corresponding to ¢;. It is easy to see that N 29 = 0. Set
u; == (£9)* € Tn. Let (eq,...,en) be the standard basis of R". We get a linear isomorphism
Tn = Ng = R""!/(1,...,1) by mapping the u; to e; seen in Ng. The family (e;); induce a
natural compactification of Ng into TP", and each face ¢ of 1 corresponds to a stratum Nsg
of dimension [§|. Moreover, the linear isomorphism T#n = Ng induces a linear isomorphism
Té = Nsr. The projections 7 on TP" and p on 1 commute with these isomorphisms. Thus
we get an isomorphism between complexes:

0— P ANTs— P AT6— -+ — P NTs —0,

o<n o<n o<n
[6l=n [§l=n—1 [6l=r

0— F'(Ng) — P F(Nsg) — -+ — P F'(Nsg) — 0.
o<mn o<n
[§l=n—1 [8l=r

The second complex is just the tropical simplicial complex of TIP" for the coarsest simplicial

subdivision. Hence, its cohomology is Hy,o,(TP") = R[—r]. These concludes the case |7l =
0.

It remains to generalize to any simplicial polyhedron n. If n = p is a ray, by a direct
computation, the proposition holds: H*(Cj(p)) is trivial and H*(C7(p)) = R[—1]. In general,
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7 is isomorphic to nf X p x -+ - x p, where p is a ray and m := |9,.|. Moreover,
|

m times

Cm)~ @ CLu)eC(p)® - C (p)

T0yeeey'm =0
ro+:F+rm=r
By the Kiinneth formula for cochain complexes of vector spaces, this decomposition also holds
for cohomology. I.e., we have

H(Cm)~ @ HY(C0)® H(CF(0) ® - ® H(CL, (0)).
rod AT
Looking at the cohomology of the rays, all terms are trivial except the term of indices ry =
coo=ry, =1and rg =1 —m if m <r. In this case, we get

H*(Cr(n)) =~ H*(C;_,,(ns)) @ H*(CF (p)®™
~ R[—7r + m] ® R[-1]®™
H*(Cx(n)) = R[-r].

This concludes the proof of the proposition. O

We have so far proved that the first pages of ,C** and of p§"' coincide. Unfortunately,
this is not sufficient in general to conclude that the two spectral sequences have the same
abutment. Thus, we have to extend the isomorphism to further pages. A direct use of the
zigzag lemma on further pages is tedious. Therefore, in the next section, we present a proof
using a kind of generalization of the zigzag lemma.

5.8. Isomorphisms on further pages. In this section, we achieve the proof of The-
orem 5.17. To do so, we start by stating a general lemma about spectral sequences which
we call the spectral resolution lemma. Roughly speaking, this lemma states that, under some
natural assumptions, a resolution of a spectral sequence results in another spectral sequence
which coincides with the first one on any further pages.

To prove Theorem 5.17, we will apply this lemma to the triply indexed differential complex
(,D**,0 = d' + 7* + d + d') introduced above (actually a slight modification obtained by
inserting the Steenbrink and tropical sequences). This triply indexed complex plays the role

of a bridge between the two spectral sequences ,C** and i,§"°. In fact, as we will show below,
it provides a spectral resolution, in a sense which will be made precise in a moment, of both
the spectral sequences at the same time. Thus, applying the spectral resolution lemma allows
to directly conclude the proof of Theorem 5.17.

Though the method presented below gives an alternate proof of the isomorphism in page
one, independent of the one given in the previous section, the intermediate results of the
previous section will be crucial in showing the stated resolution property, and so to verify
the assumption of the spectral resolution lemma. In a sense, this lemma stands upon the
basic case treated in the previous section. Moreover, as the proof of the spectral resolution
lemma shows, this lemma can be regarded as a generalization of the zig-zag lemma used in
the previous section.

5.8.1. Triply indexed differential complexes. Before we state the lemma, we introduce some
conventions. By a triply indexed differential complex (E***,0), we mean

— E®"¢ = (0 unless a, b, ¢ = 0;
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— the map 0: E*** — E*** is of degree one, i.e., it can be decomposed as follows:

o= P *, with
i,5,k€Z
i+j+k=1
VI,j, k = 27 al’]’ — @ 827]7 |Ea,b,c7
a,b,ceZ

where 0%/F|_,, . is a map from E@be to Eotibtictk.

— we have 00 = 0.

With these assumptions, the total complex Tot®(E***) becomes a differential complex.

The filtration induced by the first index on E**°* is by definition the decreasing filtration

E.’.’. _ EZO,.,. - EZL.,. o E>2’.’. = .

where
EZa,o,o _ @ Ea’,.,o.
a’'>a
Notice that the differential ¢ preserves the filtration induced by the first index if and only
if "% = 0 for any i < 0. In such a case, we denote by IEB" the 0-th page of the induced
spectral sequence abutting to the cohomology of the total complex Tot®(E®***). It has the
following shape:

IEYY = Tototb(E»**) = P E*™"
m,n

m+n=>b

1= Z o0t

7,leZ

The k-th page of this spectral is denoted by IE;".

endowed with the differential

We use analogous conventions as above to define bi-indexed differential complexes.

5.8.2. Statement of the spectral resolution lemma. Let (C**,d) be a bi-indexed differential
complex. We assume that d preserves the filtration induced by the first index, i.e., we assume
dv =0ifi<0.

A spectral resolution of (C'**,d) is a triply indexed differential complex (E***, ) which
verifies the following properties enumerated R1-R4:

(R1) There is an inclusion i: C** — E**% < E*** which respects the bi-indices, i.e., such
that id = @i (here 0 is not restricted to E**0).

(R2) The differential ¢ of E*** preserves the filtration induced by the first index, i.e., we
have 0%9% = 0 if i < 0.

(R3) We have 0%9F = 0 if k > 2.

Denote by 03 := %%, From the fact that 0 is a differential and the assumptions above,
we deduce that 0303 = 0. Finally, we assume the following resolution property.

(R4) For any a, b in Z, the differential complex (E***, 03|ga.b,e ) 18 a right resolution of cob,

LEMMA 5.25 (Spectral resolution lemma). Let (C**,d) be a bi-indexed complex such that
the differential d preserves the filtration induced by the first index. Let (E*** 0) be a spectral
resolution of C'**°.
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Denote by 'E** and 'C** the spectral sequences induced by the filtration by the first indices
on E*** and C*°, respectively. Then, the inclusion i: C** — FE®** induces canonical
compatible isomorphisms

I e e ~I o0
Cp" ~'E,
between k-th pages of the two spectral sequences for any values of k > 1.

We assume for the moment this lemma and finish the proof of Theorem 5.17.

5.8.3. Proof of Theorem 5.17. We use the notations of Section 5.6. We will apply the
spectral resolution lemma twice in order to achieve the isomorphism of pages staged in the
theorem.

We start by gathering the double complexes ,D**® together for all a in order to construct
a triply indexed differential complex (D***, 0) as follows. First, set
Da,b,b' o Db,b/
N a

and let the two differentials of multidegrees (0,1,0) and (0,0,1) be equal to the differentials
d and d’ of the double complexes ,D**.

In the course of proving the isomorphism between the first pages of the spectral sequences
in Theorem 5.17, we introduced in Section 5.6 two anticommutative morphisms 7* and d! of
multidegree (1,0,0) from ,D** — . ,D**.

Weset 0 =di+ 7% +d +d.
PROPOSITION 5.26. We have 00 = 0.

PRrROOF. The proof consists of calculating directly all the terms which appear in this de-
composition. This will be explained in Appendix 10. O

Denote by ,C** the bi-indexed complex pC6’° which is endowed with the differential d' +

7* 4+ d, where d*, 7* and d are the maps defined on A*? = Tot*(,C**) in the previous section
that we restrict to its zero-th row.
The inclusion A*? — A®! gives an inclusion of complexes of »C>* into ,D***. Moreover,

for any integers a and b, the complex (Da’b", d’) is the Deligne resolution of ng’b. Thus we
can apply the spectral resolution lemma. This gives canonical isomorphisms

I o, Ine,e
(5.4) VE>1, Iyt ~TDr
A priori, ZI)C,:" could be different from pC;”. So it might appear somehow surprising to

see that they are actually equal thanks to the following proposition.

PROPOSITION 5.27. The natural isomorphism C’fr’;p = Tot'(pC"’) s an isomorphism of

filtered differential complexes. Here C’fr’;p comes with differential Oiop and weight filtration

W*, the differential on Tot®(,C**) is d! + 7 + d and the filtration is induced by the first
indez.

PrOOF. The proof of this proposition is given in Appendix 10. U

In the same way, from Section 5.6, we deduce an inclusion of complexes of ,St**, with
the usual differentials Gys and i* + 7*, into D*%*. Moreover, by Proposition 5.20, proved in
Section 5.7, for any pair of integers a and ', the complex (D"“"’bl7 d) is a resolution of p§g’b .

Thus, by applying again the spectral resolution lemma, we get canonical isomorphisms

(5.5) VE>1, 156 ~'Dr

From (5.4) and (5.5), we infer canonical isomorphisms
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o l*o,o
pCie = ot
between k-th pages for any k = 1 of the two spectral sequences, which concludes the proof of
Theorem 5.17. 0

5.8.4. Proof of the spectral resolution lemma. In this section we prove the resolution
lemma. Assume that i: C** — A®*Y < A®** is a spectral resolution of the bi-indexed
differential complex C*°.

ProoF OoF LEMMA 5.25. Let £ > 1. By construction of the pages of the spectral se-
quences, we have

E>a+1,0,o + aEZakarl,o,o

1 avb —

E, =
(To be more rigorous, we should replace here the denominator by the intersection of the
numerator with the denominator.)

The idea is to prove that one can take a representative of the above quotient in the image
of i. To do so, we use the following induction which can be seen as a generalization of the
zigzag lemma.

CLAIM 5.28. Let a be an integer. The following quotient
{x € Tot®+b(E***) A EZ%** | or € E>“+k"7°}
E>a+k’.’. + aE>a_k+1’.’. + i(cga,,)

18 Zero.

Notice that, in the denominator, we did not use EZ¢+1:%* hut E=2+F:*e

a stronger result which will be needed later.

. Doing so we get

Let x be an element of the numerator of the following quotient. We first explain how to
associate a vector in Z? to any z in the numerator. Endowing Z? with the lexicographic order,
and proceeding by induction on the lexicographical order of vectors associated to the elements
x, we show that x is zero in the quotient.

We decompose x as follows

T = Z Ta B,es Zap,c € gxfe,
a,f3,ceZ
az=a
a+B+c=a+b
Let o be smallest integer such that there exists 3,c € Z with z, 5. # 0. Note that if no such
« exists, then z = 0 and we are done. Having chosen «, let now ¢ be the largest integer such

that x4 . # 0 for f = a+ b — a — c. We associate to = the vector (—c,c).

In order to prove the claim for a fixed value of a, we proceed by induction on the lexico-
graphic order of the associated vectors (—a,¢). Given a vector (—a,c¢), in what follows, we
set B:=a+b—a—c.

Base of the induction: o = a + k. Writing & = Y, @y np fOr Tp pp € E™™P we see by the
choice of a that m > o > a + k for all non-zero terms @, 5, it follows that all these terms

belong to EZ4*%** and so z obviously belongs to the denominator.

first case: o < a+ k and ¢ > 0. Denote by y = > yn g~ the boundary dz of . Then,

since 0z belongs to EZ**5** the element Ya,8,c+1 must be zero. Moreover, since oabhe —
if ¢ > 2 or a’ <0, the part Y, g.c+1 of y must be equal to d3(zq,). Thus 24, is in the
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kernel of d3. Since (Eo"ﬁ", 03) is a resolution, we can take a preimage z of z, g in ExBe—l
for 03. Then

0z € OEZ@%® < gEZO- Rt
Thus, x is equivalent to 2/ = x — 0z, the vector associated to 2’ is strictly smaller than (—a, c),
and we conclude again by the the hypothesis of our induction for .

second case: o < a + k and ¢ = 0. We can follow the arguments used in the second case
above up to the moment z, g0 € ker(ds). Then, x, 50 belongs to i(C**). Since i(CZ**) is
in the denominator, we can subtract z, 50 from x and conclude by induction.

In any case, we have proved z is equal to zero and the claim follows. As a consequence,
we infer that

{:): € Tot b (E®**) N EZ%** | 0z € E>a+k’°"} N Im(1)

(E2a+1,0,- + aEZa—k-i-l,-,o) N Im( i)

Ia,b
(5.6) b —

This has to be compared with

z € Tot®*P(C**) n C>%* | dz e C’>“+k"}
Cza+l,e + dCZakarl,o :

ICZ’b _ {

From id = 01, we get that the induced map i: IEZ’b — ICZ’b is well-defined. Moreover, it is
now clear that this map is surjective. For the injectivity, we have to work a bit more on the
denominator of IEZ’b.

Let x be an element of the intersection of the denominator with the numerator of (5.6).
In particular, we have 2 € EZ%**®. Let z € EZ* *+1:%* he such that  — dz € EZ¢+1**,

Now we show that we can reduce to the case z € Im(i)+E>?*1**_ Notice that 0z € E>%**,
Thus, z belongs to the numerator of IEZ:If+1’b+k_2. If kK = 2, we can apply the induction above
to get that z = 21 + 029 + izg with 2z; € EZ®**, 25 € EZ¢ 26392 and 23 € CZo k+Lhe  Thig
decomposition also holds for k = 1 setting z; = z and 29 = 23 = 0. Since we are only
concerned by 0z, we can assume without loss of generality that zo = 0.

If z; ¢ E>%t1%® let ¢ be the maximum integer such that 2a,8,c # 0for B = b—1—c. Denote

by y = > Yo g, the boundary 0z of z. Since 0iz3 € E*»*0

E>a+l,o,o

, we get that Y, 841 = 03248,
Moreover © —y = x — 0z € Hence, z,43.+1 must be equal to y,gc+1. Since
z e Im(i) < E**0, Zqp,c+1 = 0. From this we get y,8.c4+1 = 03248, = 0. Therefore, z, 3. is

in the kernel of 03. Two cases can occur.

— If ¢ > 0, then we can find w € E*#¢~1 such that 24,8, = O1w. In this case, 2’ := z—dw

has the same boundary as z, and the maximal ¢’ such that z; b1 o 7 0 verifies

¢ < c. Thus, we can apply again the previous argument until we get an element of
E>®** or until we are in the following case.

— If ¢ =0, then 2z, 50 € i(C%P).

We deduce that, up to a cycle, we can assume that z; = 2] + 2} with 2] € i(C**) and
2 € EZatlee e, z e i(CPok+le) f pratles

Therefore,
re (E>a+1,o,- I 6(102‘1””1" n E>a+1,-,o)) A Tm( i)
= (EZTh® 4 idCZ ) A Im(i)
= EZ¢PL0® A Tm(i) + idCZeT R

i(cZaJrl,o + d02a7k+1,o) )
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We can replace Equation (5.6) by

{x € Tota P (E***) A E>4** | oz € E>“+’“"'} A Im(i)
i(g>a+1,o + dcza—kﬂ,o)

Ia:b_
E, =

The injectivity of i: IEZ’b — ICZ’b now follows from the injectivity of i: C** — E**Y which
concludes the proof of the spectral resolution lemma. O

The two remaining section contain the proofs of the two Propositions 5.16 and 5.5.

5.9. Vanishing of the cohomology of Tot'p§”7"' for o # 0. In this section, we prove

C10.0,0

Proposition 5.16, which, we recall, claims that the total cohomology of Sty is trivial for
o # 0, where
@  sex  H?(0) ifb<p,

~—oab maxsed(§)=0
pSt7HY = |6l=p+a—b
[Orecl<a

0 otherwise.
The differential of bidegree (1,0) is i* + 7%, and the differential of bidegree (0,1) is Gys.
This double complex can be unfolded into a triple complex: Tot*(,S5t”**) = Tot®(E***)

where
P sex H?*(§) ifb<pandaz=0,
maxsed(d) =0
|8l=p+a+a’—b
|6rec|:a/

0 otherwise.
where the differentials of multidegree (1,0,0), (0,1,0) and (0,0,1) are respectively i*, Gys
and 7*.
To prove that the total cohomology of E***® is trivial, it suffices to show that (E“’b’°, ™)
is exact for any integers a and b.

gaba’ . _

Let n be a face of sedentarity 0 such that maxsed(n) = o. Notice that sed(n) = 0 implies
maxsed(n) = M. For any cone 7 < o, we denote by 77 the face of 1 of sedentarity 7, which
is given by

;=10 Ng.
Note that each face of X of max-sedentarity o can be written in a unique way in this form.
Notice also that

— 7o induces an isomorphism from nf to (n7)f.

— X" ~ Y%, In particular H*(n7) ~ H*(n).

— 7r3‘_>w is nontrivial if and only if v = 57 and § = 15 for some 7 of sedentarity 0, and
some pair of cones ¢ < 7 which are faces of maxsed(n).

From all these observations, we deduce that the sequence (Ea7b’°, 7m*) can be decomposed
as a direct sum:

(‘B <0 — H2b(ng) s @ H2b(')7;) e s G_) H%(n;) N H2b(77) . 0>.
neXx9 <o =<0

maxsed(n)=0 ITl=lol—1 I7=1

Inl=p+a+lol—b

This sequence can be rewritten as

(—B <0—>R—> 6—) R—>---—><—BR—>R—>O)®H%(77).

0 T<0 T<0
nex= 1 =lol—1 IrI=1
maxsed(n)=c

Inl=p+a+lol—b
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Thus, it just remains to prove that these sequences are exact for every 1. The complex
is clearly isomorphic to the simplicial homology of ¢ with real coefficients. This homology is
trivial since it corresponds to the reduced homology of a simplex.

This concludes the proof of Proposition 5.16 and thus that of Theorem 5.8. O

5.10. Proof of Proposition 5.5. In this final part of this section, we prove Proposi-

tion 5.5 which concerns the three basic relations concerning the composition of maps Gys and

i*.

Let us start by proving that the composition Gys o Gys is vanishing.
Let a,b be a pair of integers, and let s > |a| be an integer with s = a mod 2. Let
x e ST ‘f’b’s. We have to prove that Gys o Gys(z) = 0. By linearity of the Gysin maps, we can

assume that 2 € H20=5(§) for some § € X of dimension s. If s—1 < |a+1], or s—2 < |a+2],
then Gys o Gys(z) = 0. Otherwise,

Gyso Gys(a:) = Z Z Sign(y, V)Sign(’% 5)Gys'y->1/ © GyS5,>,Y(ZC).
,y<.5 v<ry
This sum can be rewritten in the form

GysoGys(z) = Y. > sign(v,7)sign(y,8)Gys, ., o Gysse (2).

v<d <94
lv|=s—2~vy>v

If v is a subface of § of codimension 2, then, by the diamond property, there exist exactly two
faces v and 7/ such that v < 7,9 < §. Moreover, the composition is just the natural Gysin
map from § to v. Thus, we have

GySyr5y © Gy85->'y’(x) = Gys, 5y 0 Gysss, (),
and
sign(v, v)sign(y, §) = —sign(v, v )sign(+/, §).
This shows that the previous sum vanishes, which proves Gys o Gys = 0.

One can prove in the same way that i* o i* = 0, so we omit the details.

We now study the map i* o Gys + Gys o i*. Let a,b,s,6 and = € H*075(§) < STCf’b
be defined as above. If s —1 < |a + 1|, then @ > 0 and s < |a + 2| and the codomain of
i* o Gys + Gys o i* is trivial. Otherwise, as in the previous paragraph, we can decompose

i* o Gys(z) + Gys o i*(z) as a sum
Z (S<,6’ + S>,6’)

6/€Xf
[6'|=s

where
Sy = ), sign(y,d)sign(v,8)i*_ 5 o Gyss,.(x) and

y<-6
y=<¢

Se5 = Y, sign(d',n)sign(s, n)Gys, .. © i3 (),
n>9
n>6'

and the sums are over faces in X¢. We claim that for each ¢’, the sum S- 5 + S, 5 is zero.
This will finish the proof of our proposition.

Four cases can happen.

(i) Suppose ¢’ # 0 and [§ N §'| < s—1.



(ii)
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In this case, both sums S< 5 and S, 5 have no terms, and they are both zero.
Suppose ¢’ # 4§, the face v := § n § is of dimension s — 1, and no face n of dimension s + 1
contains both ¢ and ¢'.

In this case, S, s is a sum with no term. The other sum, S 5, contains only one term
which is ii';«;, o Gy55_>7(m). This term is zero because the ray corresponding to § and the ray
corresponding to ¢’ in the fan 37 are not comparable.

Suppose ¢ # 0, the face v := § n ¢’ is of dimension s — 1, and there exists a face n € X of
dimension s + 1 containing both ¢ and ¢'.

In this case, notice that n = conv(d U §’), thus n € Xr. Moreover the four faces form a
diamond, i.e., we have y < §,0’ < 7. We infer that both sums S 5 and S, 5 contain a unique
term, and the sum is given by

sign(v, 6")sign(y, §) il 5 © Gysgor () + sign(0', n)sign(d, n)Gys, . 5 © 15 ().
This is zero because
il © Gysssr () = Gys, g © 15, (7), and
sign(v, 0')sign(y, 0) = —sign(¢’, n)sign(d, 7).
It remains only the case 6 = ¢’

Suppose § = §’.

This case is more technical. We need some notations. Let v, ..., vs be the vertices of §.
For j € {0,...,s} let 7; < & be the face opposite to v;. Let 7;,...,n, be the compact faces
of dimension s + 1 containing ¢ and 7,41,...,7.+¢ be the non-compact ones. For each i €

{1,...,r} we denote by w; the only vertex of ; which is not in §. For eachi e {r+1,...,r+t},
we define u; to be the primitive vector of the ray ;... We will work with the Chow rings.
For each i € {1,...,r + t}, the face 7; corresponds to a ray p; in X% and to an element x;
in A'(6). Note that every ray of X is of this form. Moreover, for any j € {0,...,s}, each
ray p; corresponds to a ray in 37 which we will also denote by p;. We also denote by x; the
corresponding element in A'(y;). We denote by ps; the ray of £% corresponding to §, and
by x5 ; the associated element in Al(fyj). If £ is a linear form on Ny for some face 1, and if o
is a ray in X", we will write £(p) for the value of £ on the primitive vector of p.

Since Gys and i* are ring homomorphisms, we can assume without loss of generality that
the chosen element in ST**(X) is the unity 1 of A%(X). Then, for any i € {1,...,r},

GySy,6 © 15, (1) = 5.

In this case, S. ;5 is given by the sum over compact faces 7 of dimension s + 1 containing
6 of

Sign((sv 77>2Gysn->6 © 1§<77(1)

s
S>75 - Z Z;.
i=1

Let j € {0,...,s}. We have Gyss,. . (1) = x5 € Al(v;). Choose an affine form ¢; on Ng
that is zero on 7; and —1 on v;. Let E? be the corresponding linear form. It induces a linear

It follows that

form A; on Nﬂgj . Moreover, we have the following properties for A;:
Aj(psg) = L(vj) = =1,
Vie{l,...,r}, N(pi) = {j(w;), and
Vie{r+1,....,r+t}, \(pi) = E?(u,)
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Thus, z5; € A'(7;) is equal to

r r+t
2 Ci(wy)z; + Z K?(uz):cz + 2/,
i=1 i=r+1

where 2’ € A'(v;) is incomparable with x4 ; in the sense that 2’zs; = 0. Hence, the image of
x5; by i:ﬁ,(s is

T r+t

i* 50 Gysson, (1) = Y Li(wi)a; + Y ((u;)z; € A'(S),
i=1 i=r+1

Set £ = £y + -+ + {5 and denote by ¢° the corresponding linear form. Summing over all v;, we
get

r r+t
Ses = Lwzi+ Y O(u)m;.
i=1 i=r+1

Let 1 be the constant function on N which takes value 1 everywhere. We can rewrite

r

S>75 = Z €Tr; = Z 1(wi)x,~.
i=1

i=1

Set ¢/ = ¢ + 1 and let ¢° = (Y be the corresponding linear form. We have

T r+t
S<s+S-5= Z 0 (w;)z; + Z K’O(Ui)azi.
i=1 i=r+1

Since £ equals —1 on each vertex of §, ¢ is zero on ¢. Thus, it induces a linear form X on Ng
which verifies

Vie{l,...,r},N(p;) = ¢'(w;) and
Vie{r+1,...,r+t}, N(p;) = £°u;).

Therefore, S< 5+ S~ 5 =01in AY(8), which is what we wanted to prove.

In each of the four cases above we showed that S. 5 + S, 5 = 0, thus Gyso i*(x) 4+ i* o
Gys(z) = 0.

The proof of Proposition 5.5 is complete. O

6. Kihler tropical varieties

The aim of this section is to show that ST}"* and the tropical cohomology H;;;p admit a
Hodge-Lefschetz structure. The precise meaning will only appear in Section 7 where we give
a precise definition of Hodge-Lefschetz structures and treat the consequences of the materials

introduced in this section in detail.

We introduce the monodromy and Lefschetz operators on ST}"* in this section. The defi-
nition of the latter is based on the definition of Kéahler forms in tropical geometry which are
introduced in this section as well.
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6.1. Monodromy operator N on ST{*. The monodromy operator is the data of maps
Neb: STo —, ST9F2072 Gefined as follows. Writing ST = @ ST¢"* for s > |a| with s = af
mod 2), then N’ is defined by setting its restrictions N*** on ST‘ll’b’S to be

(6.1)

. b, +2b—25 -
e i STEP S STERI2E g s 0 9]
0 otherwise.

If there is no risk of confusion, we drop all the superscripts and denote simply by N the
operator N®® and all its restrictions N5,

REMARK 6.1. More precisely, we could view the collection of maps N%® as a map N of
bidegree (2, —2)
N =@nN: DSty — PsTye.
a,b

a,b a,b
&

We have the following proposition which summaries the main properties of the monodromy
operator.

PROPOSITION 6.2. We have
— [N, i*] = [N,Gys] =0
— for a <0, we have an isomorphism N~ %: ST(ll’b — STI“’HQ“
— fora <0, ker N7¢+1 S‘[“llvb _ STCf’b’_a,

PROOF. For the first point, let a, b, s be three integers with a = s (mod 2). We have the
following commutative diagrams.

Sr?,b,s id S-I—clz+2,b72,s S-I—clz,b,s id Sl-(lz+2,b72,s
5 | J [
S-I-(lerl,b,erl id S-I-(17L+3,b72,s+1 S-I-(lz,bJrQ,s id Sl—(11+2,b,s

To get the commutativity in ST]"*, it remains to check that, in each diagram, if the top-left
and bottom-right pieces appear in ST{®, then the two other pieces appear as well. This comes
from the following facts, which are easy to check.

s=a=a+2(mod2) and s+1l=a+1=a+3 (mod?2), and
szlaland s+1>|a+3|=s>=]a+2|and s+ 1> |a+ 1]

For the second point, for a < 0, s > |a| implies s > |a + 2k| for any k € {0,...,—a}. Thus
N~% induces the isomorphism ST 'f’b’s ~ ST ;a’b+2a’s, which implies the result.
For the last point, for a < 0, we have
ker N™%F1 A STP? = (N7%) "' ker (N« STy ®020 ST o2 b+2a=2)
_ (N—a>—1s-|—1—a,b+2a,—a
= STPhe, O

DEFINITION 6.3 (Primitive parts of the monodromy). For a < 0, the kernel of N=*! on
ST‘ll’b is called the primitive part of bidegree (a,b) for the monodromy operator N. o

6.2. Kahler forms.
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6.2.1. Local ample classes. Let ¥ € Ngr be a smooth unimodular tropical fan. Recall that
an element £ € A'(X) is called an ample class if it corresponds to a strictly convex cone-wise
linear function on 3.

PROPOSITION 6.4. Let 2 be a Kdhler tropical fan. Let £ € AY(X) be an ample class of ¥.
Then

— { verifies the Hodge-Riemann relations HR(X, ),
— for any cone o € X, i*(¢) € AY(X7) is an ample class of ¥.°.

PROOF. The first point is Theorem 3.26. The second point follows from Proposition 3.24
combined with 3.26. O

The proposition in particular applies to unimodular shellable quasi-projective tropical fans.

6.2.2. Kdhler class. Let X be a unimodular polyhedral complex structure on a smooth
compact tropical variety. Assume that all the star fans of X are Kahler.

DEFINITION 6.5. A Kihler class for X is the data of ample classes (¥ € H?(v) for each
vertex v € Xr such that, for each edge e of X¢ of extremities v and v, we have the compatibility

bi<e () = 1< (£%)
in H?(e). o
THEOREM 6.6. Each Kibhler class defines an element w € H'(X).
PRrROOF. Let £ be a Kéhler class. We have
te @ H%*(v) = STV < ST
veEXf
lvl=0

0,2
Thus, ¢ can be seen as an element of ST;"“. Moreover,

dl = Z Z sign(v, e)ij_..(¢7)

veXf eeXf
lv]=0 e>v
= 3 (o, €) i (1) + sign(v, ) -, (1),
eeXf
lel=1
u,v<-e
= 0.
Hence, ¢ is in the kernel of S'I'(l)’2 and thus induces an element w € S'I'g’2 ~ HH(X). O
DEFINITION 6.7. - An element w in H'(X) is called a Kdhler class if there exist

ample elements ¢” € H%(v) as above which define w e H%!(X).

- A smooth compact tropical variety is called Kdhler if it admits a unimodular trian-
gulation X, all the star fans of X are Kéhler and moreover there is a Kahler class
we HYY(X). o

6.2.3. Projective tropical varieties with Kdhler star fans are Kdhler. In this section, we
consider the case of a unimodular polyhedral complex Y € R" and the compactification X of
Y in the tropical toric variety TPy, . In this situation Y = R" is the part of X of sedentarity
0.

We assume that the triangulation Y is quasi-projective. Under this assumption, we will
show that X is Kihler, i.e., that there exists a Kéhler class in H!(X), provided that all the
star fans of X are Kéhler. In particular, if all the star fans are shellable, then X is Ké&hler.

This applies to tropical varieties which are locally matroidal.
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Let f be a strictly convex piecewise linear function on Y. Let § be a face of X¢, and ¢ be
an affine linear form with the same restriction to § as f. Denote by f° the cone-wise linear
function induced by f — ¢ on X°.

DEFINITION - PROPOSITION 6.8. The function f? is strictly convex. Denote by ¢ the
corresponding element ¢(f°) of H?(5). This element £° does not depend on the chosen ¢.
Moreover, if 7 is a face of §, then ¢/ = ii’;«;(ﬁ).

PROOF. For both parts, one can adapt the proof given in Proposition 3.24 in the local
case. (|

It follows that £° is an ample class in A'(6) = H2(0). In particular, this holds for vertices
of X¢, giving an element (£"), vertex of X, € ST(I)’Q. We get the following theorem.

THEOREM 6.9. A strictly convex function f on'Y defines a Kdhler class of X.

PROOF. We just have to notice that, for any edge e € X¢ of extremities v and v,
ee(07) =06 = i (£"). O

The two following results give a better understanding of the link between piecewise linear
functions and elements of H%!(X). The corollary will be useful in Section 9.

Let v be a vertex of Y. We define X, the characteristic function of v to be the unique
piecewise linear function on Y which takes value 1 at v, takes value 0 at any other vertex of
Y, and whose slope along any non-compact one dimensional face of Y is zero.

PROPOSITION 6.10. Let v be a vertex of Y and let X, be the characteristic function of v.
Then the class given by X, in HY1(X) is trivial.

PROOF. Let us also denote by X, the corresponding element of ST(l)’2. Then

Xy = —d Z sign(v, e)l,

eeYr
e>v

where 1, is the natural generator of H%(e) < ST™12. Hence X, is a boundary, and its coho-
mological class is trivial. O

Recall that if f is a piecewise linear function on Y, then we defined the asymptotic part
free: Yiee = R of f in Section 4.2.5. We immediately get the following corollary.

COROLLARY 6.11. Let f be a piecewise linear function on'Y and let £ be the corresponding
class in Hl’l(X). Assume moreover that fi.. is well-defined. Then £ only depends on frec.

Another equivalent description of the class £ is given in Section 8.2.
6.3. The Lefschetz operator. Let ¢ be a Kéhler class of X. For each face § € X¢, we
define £° € H?(5) ~ A'(5) by
0 = i5_5(0),
where v is any vertex of §. This definition does not depend on the choice of v because, if u is
another vertex of J, we have

i:<5(€v) = i:<5 © i:<e(£v) = i:«i © iZ<e(£u> = i:<5(€u)>

where e is the edge of extremities u and v.
Let Qs be the bilinear form defined on H%(5) = A*(3), for k < 452, by

Va,be H*(5),  Qs(a,b) = deg(ab(¢d)?101-2ky,
Every ¢° is ample by Proposition 6.4.
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For each 4, let
P2k((5) — ker((gé)d—l(ﬂ—Qk-&-l: H2kz(5) N H2d—2\5|—2k+2(5)>
be the primitive part of H2¥(§). Note that with the notations of Section 3, we have P?*(§) =
AR s(20).
prim,
The following properties hold.
— (Hard Lefschetz) For each k < d_Twl, the map
(€§)d7|5|72k: H2k(5) - H2d72|5\72k(6)
is an isomorphism.
— (Hodge-Riemann) The bilinear form (—1)¥Qs(-,-) restricted to the primitive part
P?(8) = ker((ﬁ‘s)d*w*%“: H?(8) — H2d*2|5‘*2k+2(5)> is positive definite.

— (Lefschetz decomposition) For k < d_Twl, we have the orthogonal decomposition

k
H2kz(6) _ @Ek—iPQi((s)’
1=0

where, for each i € {0,...,k}, the map £¥=%: P?(§) = (¥=1P2(§) is an isomorphism
preserving Q)s.

We now define the Lefschetz operator £4:0: ST%? — ST%0*2 1y
ea,b _ @ga,b,s: @ ST'f’b’S - @ S'I"f’b+2’5

s=|al s=|al
s=a (mod 2) s=a (mod 2)

and the operator %% is defined by

ga,b,s _ (_DE(S: @ Ha+b75(5) N (_D Ha+b+2fs(6)'
seXy de Xy
[6l=s [0l=s
We usually drop the indices a,b and simply denote by ¢ the operator of bidegree (0, 2).

REMARK 6.12. More precisely, we could view the collection of maps %" as a map ¢

t=Pe: STy — PSS
a,b

a,b a,b

We now recast Lemma 3.16 in the following.

PROPOSITION 6.13. Let v < § be a pair of faces, and let x € A*(7y) and y € A*(J). Denote
by ps/ the ray associated to § in X7, and by x5/, the associated element of A(y).

(6.2) il s is a surjective ring homeomorphism,
(63) Gy85->"/ © ij:<-6($> =Ts)y " T,y
(6.4) GySson (15<5(2) - y) = 2 - Gyss., (y).

Moreover, if deg,: AT L R and degs: A9 — R are the natural degrees map, then
(6.5) degs = deg, oGysg.. .-

Finally, Gyss..., and i:«; are dual in the sense that

(6.6) deg, (2 - Gysgn (1) = degs(is(2) - y).

PROOF. The proof is similar to the one given in the local case. O
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The following proposition summarizes basic properties of the Lefschetz operator /.

ProPoOSITION 6.14. We have
C[LN] =0, [£ 1] = [£,Gys] = 0.
— for a pair of integers a,b with a+b > d, the map £4=97°: ST‘ll’b — ST‘f’Qd_%_b is an

isomorphism.
PrROOF. For the first point, let y<:d be a pair of faces of Xr. We recall that i,";«;: A% () —
A*(0) is a surjective ring homeomorphism. Thus, for any a € A*(7y),
12 (00) = i 5(0) - g(a) = 013 5(a).
By Equation (6.4), for any x € A*(9),
Gys5_>,y(€6.7;) = Gys5_>,y(i:<,5(fﬂf)l‘) = vayS(;_yy(CC).

Let a,b,s be three integers with a = s (mod 2). Multiplying the previous equations
by sign(v,d) and summing over couples v < §, we get that the three following diagrams are
commutative.

S-I—(lz,b,s 4 S-I—zlz,b+2,s S-I—(lz,b,s 4 S-I—clt,b+2,s S-I—clz,b,s l S-I—tlz,b+2,s

lid lid li* li* les les

S‘I’?J”Q,b*z,s i> Srfll+27b75 Sl—il+1,b,8+1 A S—I—?+1,b+2,8+1 S-I-TJrl,b,S*l i> Sl-(llJrl,bJrQ,S*l

To get the commutativity in ST}, it remains to check that, in each diagram, if the top-left
and bottom-right pieces appear in ST{®, then the two other pieces appear as well, which is
immediate.

For the second point, we have

Sl-lll,b _ @ @ Ha+b—s(5)

s=|al 6eX¢
s=a (mod 2) I6l=s

S-I—zlz,2d—2a—b _ @ @ H2d—a—b—s(5)

s=|al 6eXr
s=a (mod 2) I6l=s

and ¢(4—2=b; ST?’b — S‘F?’Zd*za*b can be rewritten as
(_B (_B (ch)d—a—b: Ha+b—s(5) . H2d—a—b—s(5)‘
s=|al 0eX¢
s=a (mod 2) I6l=s
For each ¢ of dimension s, since £° is ample, we get an isomorphism
(€6)d—a—b: Ha+b—3(5) N H2d—a—b—5(5) _ HQ(d—\él)—(a-‘rb—s).
Thus, we conclude that ¢4-¢=: Sl"f’b — S'I"f’zd_%_b is an isomorphism. O
6.4. The Hodge-Lefschetz-primitive part P“’. For a < 0 and b < d — a, define the
Hodge-Lefschetz (or simply HL) primitive part P®" of bidegree (a,b) as
P®Y = ST A ker(N =) A ker(£4-2—b+1),
PROPOSITION 6.15. We have

Pa,b: (_B P2a+b(5)‘
5€Xf
[§l=—a
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FIGURE 5. The tropical Hodge diamond
N

a
N
b / — I\,
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PRroOOF. For b odd, both parts are zero. So suppose b is even. In this case, we have

STYY nker(N~**) = @ H?*(5),
6€Xf
[0l=—a
and thus
Pa,b:ker( @ (Zé)d—a—b-&-lz @ H2a+b(5) N @ H2d_b+2(6)>.
deXr 0eXr e Xy
1dl=—a [0l=—a [0l=—a

To conclude, note that since |0| = —a, we have d —a —b+ 1 =d — |0] — (2a + b) + 1, and
thus

ker<(€§)d—a—b+1: H2ab(5) H2d—b+2(5)) = p2ath(g),
and the proposition follows. ]

6.5. Hodge diamond. By what we proved in the previous sections, ST} forms a Hodge
diamond as illustrated in Figure 5. Let us explain what this means.
We do a change of coordinates (a,b) — (a,d —a — b) to form

a,d—a—b ,__ a,b
HD = ST,

The result of this transformation is that the nonzero terms of HD** now form a rhombus.
The horizontal symmetry maps a piece of HD®® onto an isomorphic piece by applying the
monodromy operator N enough number of times. More precisely, for an integer a > 0, we get

N HD™%® >~ HD**,
Similarly, the vertical symmetry maps a piece of HD*® onto another isomorphic piece by
applying the Lefschetz operator £ enough number of times: for b = 0,

*: HD" ™" =~ HD*’.
In the figure, the four squares in both diagrams, in ST{"* and HD***, represent four isomorphic
pieces. Moreover, the central symmetry corresponds to the Poincaré duality HD™® 0 ~ Hab.
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To justify the name of tropical Hodge diamond, on the bottom of the figure is shown
the tropical Hodge groups to which the Steenbrink diamond degenerates. We show in Theo-
rem 6.23 that the symmetries described above also hold for the tropical Hodge decomposition,
as in the usual Hodge diamond.

Finally, notice that HD, , defined by HD,;, = HD~*% is a HL-structure as defined in
Section 7, cf. Definition 7.1.

6.6. Polarization on ST}*. We now describe a natural polarization on ST}*. We prove
in the next section that it induces a positive definite symmetric bilinear form on the HL-
primitive parts P%" defined above.

We first define a bilinear form v on ST}*® as follows. Let x € ST(ll’b’s and y € Sl'(ll/’b/’sl. Write

r= Y 2

5EXf
[6l=s

with x5 € H**?=5(§), and similarly for y. We define the degree map

Dsex, deg(xs -ys) if s =+,
deg(x - y) := 161=s
0 otherwise.

The bilinear form ) is then defined by
e(a,b)deg(xz-y) ifa+ada =0, b+b =2d, and s’ = s,

0 otherwise,

(6.7)

where for a pair of integers a, b, with b even,
e(a,b) = (—1)"*2,
and otherwise, if b is odd, €(a,b) = 1 (but in this case, we necessarily have z = 0).
The following proposition gathers basic properties of the the bilinear pairing .
PROPOSITION 6.16. We have for all pairs of elements x,y € @a,b ST‘ll’b,
(i) (N, y) + b(z, Ny) = 0.
lz,y) + ¢(x,ly) = 0.

(
(441 (
(i*z,y) + ¥ (z, Gysy) = 0.
(
(

)

)
(iv)
(v) ¥(Gysz,y) + ¢¥(x, i*y) = 0.
(vi) Y(dz,y) + ¢¥(x,dy) = 0.

PROOF. Let z € Sl'cf’b’s andy € Sr‘f/’bl’s/ be two nonzero elements for integers a, b, s, a’, V', s’
with s > |a| and s’ > |a’|. We proceed by verifying the statements point by point.

< & & <

(1) if a+a’ # 0 or b+ # 2d, then both ¢(x,y) and ¥ (y, x) are zero. Otherwise,
(V) = e(—a,2d — b) = (1) 5" = (=1)%(a, b).
Thus, ¥(x,y) = (=1)"(y, 2).

(74) Recall that N is a map of bidegree (2,—2). f a+a’ +2# 0or b+V —2 # 2d or s # &', then
both ¢ (Nz,y) and ¢ (z, Ny) are zero. Otherwise, s = s’ > |a’| = |a + 2|. Thus Nz # 0. By
symmetry, Ny # 0. Since N acts as identity on both = and y, we get deg(Nz-y) = deg(z-Ny).
Moreover, €¢(a + 2,b — 2) = —e(a, b). Hence, we obtain ¥)(Nzx,y) + ¢ (z, Ny) = 0.
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(7i4) Recall that ¢ is a map of bidegree (0,2). If a+a’ # 0 or b+ V' + 2 # 2d or s # &, then both
Y(lx,y) and (x, ly) are zero. Otherwise,

deg(la - y) = > deg(£’ - ws - ys) = deg(w - ty).
56Xf
|6l=s

Moreover, €(a,b + 2) = —e(a,b). Thus, we get ¢ (lz,y) + ¥ (x, ly) = 0.

(w) fa+ad +1#0o0rb+b #2dors+1+# s, then (i*z,y) and ¥(z, Gysy) are both zero.
a' b s’

Otherwise, ' — 1 = s > |a| = |a’ + 1|. Thus, the Gysin map Gys: ST®?*" — G+ =1 54
a codomain belonging to ST}**. This also holds for i*. Moreover, using Equation (6.6), we get

deg(i*(x)-y) = >, ), deg(sign(v,0)i*_s(xy) - ys)
0eXs veXr
[6l=s+1 y<d

3T deg(a - sign(y, 8)Gysssr (vs)

yeXr 5EXf
[yl=s §>~

= deg(z - Gys(v)).
Since €(a + 1,b) = —€(a, b), we get P (i*z,y) + ¥ (z, Gysy) = 0.

(v) The equality ¢(Gysz,y) + ¥ (z, i*y) = 0 follows from the points (i) and (iv).

(vi) Summing up the equalities in (iv) and (v) gives ¥(dz,y) + ¢ (z,dy) = 0 by the definition of
the differential d. U

6.7. Induced polarization on the Hodge-Lefschetz primitive parts. The bilinear
form 1 induces a positive definite symmetric bilinear form on the Hodge-Lefschetz primitive
parts P%" that we now describe.

PROPOSITION 6.17. For integer a < 0 and b < d — a, the bilinear form (-, 04— N~¢.)
is symmetric positive definite on P%®. More precisely, it is the orthogonal sum of polarizations
(=1)*+b2Qs(-,-) for 6 € X¢ on the primitive part P22+°(8), under the identification

Pa,b _ @ P2a+b(5).
6|€Xf
[§l=—a

PROOF. By the properties of the monodromy operator, the isomorphism
N S-I—C1L,2d—2a—b N S-I—l—a,Zd—b

is the identity map on each isomorphic piece H2?*?(§) of Sl"f’2d_2a_b and ST fa’Qd_b, for any
6 € X¢ with |8 = —a.
By definition of 1, for a pair of elements x,y € P2%%%(§), we get

(@, (TN YY) = (e, N7 y)
= ¢(a,b) deg(x - Ed_“_by)
_ (_1)a+b/2 deg(m . gd—a—by)
= (—1)**2Qs(z, y).

This concludes the proof since (—1)“+b/ 2QQ5 is symmetric positive definite by local Hodge-
Riemann relations. O
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6.8. Hodge-Lefschetz decomposition. From the preceding discussion, we get the fol-
lowing theorem. It can be illustrated as in Figure 5: the black square can be decomposed as
the direct sum of primitive parts lying in the grey area.

THEOREM 6.18. For each pair of integers a < 0 and b < d — a, we have the decomposition

ab T ATS Da—25,b+25—2r
ST{" = @ ('N°P :

s,r=0

PROOF. We give here a direct proof based on the definition of ST and using local
Lefschetz decompositions. We however note that this theorem can be proved thanks to the
general theory of HL-structures, cf. Proposition 7.2. We have

b ,b,25—
ST3 = @ STE
520
_ @Ngs-l—tf—Qs,b-‘r%,Qs—a
s=0

@ N$ @ H2a+b—23(5)

520 5€Xf
[6l=25—a QST(IL_ZS’IH'QS

@ NS @ G_) Vi P2a+b—28—27"(5)
—_—

5=0 0eXr r=0

|6‘:287(l gsrazst,bﬁ»Zsz'r
_ @ /" NS @ P2a+b72572r (5)’
r,s=0 deXr
[61=2s—a
S‘rfllvb _ @ fTNSPa_QS’b+2S_2T. 0
r,s=0

6.9. Polarized Hodge-Lefschetz structure on the cohomology of (STI’b, d). In this
section we show that when passing to the cohomology, the operators N, ¢ and the polarization
1 induce a polarized Hodge-Lefschetz structure on the cohomology groups L®? := H*(ST I’b, d).
By this we mean the following.

First, since [d,¢] = 0 and [d, N] = 0, we get induced maps
/- La,b N La,b+2

and
N: @b _, [a+2.0-2

such that [N, ¢] = 0.
Second, since ¥(d-,-) = —¢(-,d-), we get an induced pairing

v: L x L** —> K.
Moreover, we will show that
THEOREM 6.19. We have the following properties.
— Fora <0, the map N~%: L% — L=%b+20 js an isomorphism.
— Fora,b withd—a—0b>0, the map £4=27b: L@b — [@2d=2a=b s o jsomorphism.
— Leta <0 and b < d — a and denote by Lg’b the HL-primitive part of L%" defined by
Lg’b = L% A ker(N~%MY) A ker(¢d-a7b+1),

The polarization v induces a symmetric bilinear form (-, 042" N=%.) which is
., . a,b
positive definite on Ly .
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— For integers a < 0 and b < d — a, we have the decomposition

La,b _ @ ET‘NSLS—QS,I)+2S—2T'

s,r=0
Moreover, this decomposition is orthogonal for the pairing (-, 042" N=a.),

PROOF. We can use the change of coordinates HD_, _(4_q_p) := ST'f’b for any integers a, b.
By the previous discussion, we get that (HD,a7,(d,a,b), N, ¢, ¢,d) is a differential polarized

HL-structure in the sense of Section 7. We can therefore apply Theorem 7.9 to conclude. [

6.10. Singular monodromy operator. We define the singular tropical monodromy op-
erator as follows. For each face § € Xy, let o5 be a point in the affine tangent space T,zd & Ng.
For instance, we can take o5 to be the centroid of §. Let v be a face in Xy of dimension gq.
For other faces of ¢ of sedentarity 0, set o5 := o0s,. For any face § of any sedentarity o, set
o5 = m7(0y), where 7 is the only face of sedentarity 0 such that § = 7. Then we set

N: CPI(X) — Ccr-latl(x),

a€ FP(y) — @  al - Aos —0y)).
§>ny
sed(d)=sed ()

THEOREM 6.20. The singular tropical monodromy operator corresponds to the monodromy
operator on STY® via the isomorphism of Theorem 5.8.

PRroor. This is a direct consequence of Proposition 11.1. ]

COROLLARY 6.21. The operator N: HP9 — HP=L4FL coincides with the eigenwave oper-
ator ¢ constructed in [MZ14].

PROOF. One can show that the singular tropical monodromy operator coincides with the
eigenwave operator. So the statement follows from Theorem 6.20. O

REMARK 6.22. It follows that the monodromy operator NN coincides as well with the
monodromy operator defined on the level of Dolbeault cohomology groups [Liul9|. This is a
consequence of [Jel19] which relates the eigenwave operator to the monodromy on Dolbeault
cohomology. o

6.11. HL, HR and Monodromy for tropical cohomology. From the result in the
previous section, we get the following theorem.

THEOREM 6.23. We have

— (Weight-monodromy conjecture) For ¢ > p two non-negative integers, we get an

isomorphism
NP HE, (X) — Hig (X).

— (Hard Lefschetz) For p + q < d, the Lefschetz operator £ induces an isomorphism
e , d—q,d—
P HESL (X)) — Hipg (X)),
— (Hodge-Riemann) For q > p, the pairing (—1)p< ., mPmaNaP. > induces a positive-

definite pairing on the primitive part P9P, where <,> 1s the natural pairing

(-,): H?(X)®@ HT %" P(X) - H*(X) ~ Q.
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6.12. Hodge index theorem for tropical surfaces. In this final part of this section,
we explain how to deduce the Hodge index theorem for tropical surfaces from Theorem 6.23.

PrROOF OF THEOREM 1.9. The primitive part decomposition theorem implies that we can
decompose the cohomology group Htlr’;p(X ,Q) into the direct sum

Hyt (X,Q) = (HY) (X, Q)@ N HZS (X,Q) ® HYL (X, Q),

trop trop prim
1,1
where H. prim

definite on KHS;EP(X, Q) and NHE;SP(X, Q), and it is negative definite on Hrln;ilm(X, Q).

By Poincare duality, we have Hi’gp (X,Q) ~ H,?;gp(X ,Q). By definition of tropical coho-

mology, since FC is the constant sheaf Q, we have Hg’fp(X ,Q) ~ H%(X,Q). Moreover, we

(X,Q) = ker(¢) n ker(N). Moreover, by Hodge-Riemann, the pairing is positive

have HS;SP(X ,Q) ~ Q. We conclude that the signature of the intersection pairing is given by

(1 + bo, K1t — 1 — by), as stated by the Hodge index theorem. O

7. Hodge-Lefschetz structures

In this section, we prove that the homology of a differential Hodge-Lefschetz structure is
a polarized Hodge-Lefschetz structure, thus finishing the proof of Theorem 6.19 and the main
theorem of the previous section.

The main references for differential Hodge-Lefschetz structures are Saito’s work on Hodge
modules [Sai88|, the paper by Guillén and Navarro Aznar on invariant cycle theorem [GN9O0|
and the upcoming book by Sabbah and Schnell [SS20] on mixed Hodge modules, to which
we refer for more information. We note however that our set-up is slightly different, in partic-
ular, our differential operator is skew-symmetric with respect to the polarization. The proof
in [SS20] is presented also for the case of mono-graded complexes and is based on the use
of representation theory of SLy(R) as in [GN90]|. So we give a complete self-contained proof
of the main theorem. Our proof is direct and does not make any recourse to representation
theory, although it might be possible to recast in the language of representation theory the
final combinatorial calculations we need to elaborate.

In order to simplify the computations, it turns out that it will be more convenient to work
with coordinates different from the ones in the previous section, and that is what we will be
doing here. The new coordinates are compatible with the ones in [SS20].

7.1. Hodge-Lefschetz structure.

DEFINITION 7.1. A (bigraded) Hodge-Lefschetz structure, or more simply an HL-structure,
(H.,., Ny, N) is a bigraded finite dimensional vector space H, . endowed with two endomor-
phisms N and Ny of respective bidegree (—2,0) and (0, —2) such that,

- [Nla N2] = 07
— for any pair of integers a, b with a > 0, we have N{': H,;, — H_, 3 is an isomorphism,
— for any pair of integers a, b with b > 0, we have Ng: H,, — H, _} is an isomorphism.
o
For the rest of this section, we fix a HL-structure (H, o, N1, N2).
We define the primitive parts of H, 4 by
Ya,b>=0, P,p:=Hypn ker(NfH) A ker(Né’H).
We have the following decomposition into primitive parts.
PROPOSITION 7.2. For each pair of integers a,b = 0, we have the decomposition

Ha,b = G_) N{Négpa+2r,b+23~

s,r=0
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Denote by H:f, the bigraded subspace
Hf, = @ Hap.

a,b=0

Define Ni: Hf, — HJ, of bidegree (2,0), by

. a2\ 1 at1
Nl‘Ha,b - ((leszyb) ) <N1‘Ha,b) Ya,b > 0.

It verifies the following properties. Let a,b > 0. Then,

NiMy. ., =idly ,, —and  ker(Ny) n Hyp = ker(N{T) A Hy .

In particular, Ni: Hyq0p — Hgy is injective, and N7: H,p — H, o is surjective.

From this, we can deduce that the map Ny Ny is the projection along ker(NfH) NHgp

|ty
onto N1Hy 2y, i.e., for the decomposition

Hop = N1Hypop ® (ker(Nf“) A H,Lb).

We define N3 in a similar way, and note that it verifies similar properties. In particular,

NoN3 is the projection along ker(Né’H) N Hgyp, onto NoHgpy o for the decomposition

..,

Hap = NoHypio ® (ker(N§+1) A Ha,b).

Moreover, from the commutativity of N; and N», more precisely, from
[N7 72, Ne] = [N1, Ny 7] = [N{*2, N2

)

‘Ha+2,b+2 |Ha+2,b+2 |Ha+2,b+2

we infer that
Ny, N3]

[N, Nally, ., = [N, V3| 0.

Ha+2,b - [ |Ha,b -

In particular,
NiN{yNyNy = NoNyNi Ny = Ny NaNyNJ.

Notice that NiNoN{Ng is a projection onto N1 NoH, o p19.

|m,,
We come back to the proof of the proposition.
PROOF OF PROPOSITION 7.2. Clearly, N1: Hyy2p — H,y is injective for @ > 0. Similarly

for No. Therefore, proceeding by induction, it suffices to prove that for any pair of integers
a,b = 0, we have

Hap = (N1Has2p + NoHapi2) ® Py and  NiHgi0p 0 NoHgpyo = N1NoHaiop40.
This can be deduced from the following lemma applied to N1 N{|, , and NoN3 |, \ and the

corresponding decompositions of H, . (|

LEMMA 7.3. Let V be a finite dimensional vector space. For i € {1,2}, suppose we have
decompositions V. = I D K1 = Ib® Ko for subspaces I, K1,1o, Ko € V. Denote bym;: V —>V
the projection of V onto I; along K;. Then, if m and my commute, we get

V:Ilﬁfg@flﬁKQG-)KlﬁIg@KlﬂKg and IIﬁIQZIm(’]Tloﬂ'Q).

PROOF. Since m and mg commute, mo(l1) € I;. Thus, m2 can be restricted to I;. This
restriction is a projection onto Is n I; along Ko n I;. Thus,

11=Igﬂfl &) KQﬂfl and Ilf\IQZIm(ﬂ'QOTrl).
Applying the same argument to the commuting projections id — 7 and id — 7o, we get that
K1=K2ﬂK1@IgﬁK1.
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Hence,

VZIl@KlzllﬁIQ@IlﬂKg@KlﬁIQ@KlﬁKg. ]
7.2. Polarization i and its corresponding scalar product ¢. A polarization on the
HL-structure H, o is a bilinear form (-, -) such that:

— for any integers a, b, a’,b" and any elements x € H,, and y € Hy jy, the pairing ¢ (z, y)
is zero unless a + a’ = b+ b = 0,

— for any a,b > 0, the pairing ¥( -, NfNé’ -) is symmetric definite positive on P, ,
— Nj and Ny are skew-symmetric for .
For the rest of this section, we assume that H, . is endowed with a polarization .
Denote as in the previous section H, ,+ . the bigraded subspace
Hf . = (—B Hep.
a,b=0

We define the operator w on H, . as follows.
Let a,b > 0 and r,s = 0 be four integers. Let x € F, ;. Then, we set

WNT Nég — {(_1)r+s(ai)!(bi)!N{er§sm ifr<aands<b
14V @ 1=

otherwise.

Using the decomposition into sum of primitive parts from the previous section, one can
verify that w is well-defined.

We will provide some explanations about the choice of the operator w, in particular about
the choice of the renormalization factors, at the beginning of Section 7.6.

Set ¢(+,-) = (-, w-).
PROPOSITION 7.4. We have the following properties.
— The operator w is invertible with its inverse verifying
wINT Nz = (—1)* P wNT Nz,
— The pairing ¢ is symmetric positive definite.

— The decomposition into primitive parts of He o is orthogonal for ¢. More precisely,
let a,b,r,s = 0 and /,b',7",s" = 0 be eight integers and let x € P,p and y € Py y.
Then,

S(NTN3z, N N5'y) =0 unlessr =1',s =s',a=d andb=1.

PRroOF. The first point is an easy computation. For the two other points, take x € P,
and y € Py . We can assume that r < a, s <b, 7’ <a and s’ <. Set
r'ls'

¢= (@ — ) (Y —s)

We have
$(NT N5z, Ny N5'y) = (N{ N5z, wN{ N3'y)
= (~1)"* OY(N N3, {7 Ny ')
_ (—1)“/+b/C@b(NfLTIHNSLS/HSE, y)
_ (_1>r’+s’+r+scw($,N{z’—r'+7’N2b’—s'+sy)'
Suppose the value of the above pairing is nonzero. Then, since x € H,; and

a’ +r—r' Arbl+s5—s'
Nl N2 S Hfa/+2r’f2r,fb’+25’—253
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we should have a — a’ + 21" — 2r = 0. Moreover, since = € ker(N**!) and y € ker(Nf/H), we

get
/ / / / /
a—r+r<a and d-—-r+r<a.

Hence, we get

r—r'<a—d=2(r—7") and r—1' <0,

which in turn implies that r — 7' = a —a’ =0, i.e., r = 1’ and a = a/. By symmetry, we get
s=¢"and b =1. We infer that
¢(N{ N3z, N N5y) = Cip(z, Ni' N3y),

which concludes the proof since (-, N¢NJ -) is symmetric positive definite on Puy. O

7.3. Differential polarized HL-structure. On a polarized HL-structure H, ., a dif-
ferential is an endomorphism d of bidegree (—1, —1) such that

— d* =0,
T [d’Nl] = [daNQ] = Oa
— d is skew-symmetric for 1.

In the r