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Introduction

Soit p un nombre premier et &k un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit R
un anneau de valuation discréte dominant 'anneau des vecteurs de Witt de &, W (k).

Soit C une courbe propre et lisse sur k et G' un groupe de k-automorphismes de C. On
gtudie ici le probléme de la déformation & la caractéristique 0 du couple (C, Q) : il 'agit de
trouver C une courbe propre et lisse sur R, de fibre spéciale C, et une injection ¢ — AutzC
qui induise en réduction G —» AutiC. Ce probléme est de nature locale et se raméne 4 la
question suivante : étant donné G un groupe de k-automorphismes de k[[2]], peut on relever
G en un groupe de R-automotphismes de R[[Z]] (ol Z est un relévement de z) ?

Dans cette thése on étudie particuliérement le cas o0 G = (Z/pZ)®. Lorsque p > 3,
on établit I'existence de nouvelles obstructions (de nature combinatoire et différentielle) au
relévement. Le cas p = 2 est traité & part et on montre qu'il n'y a pas d’obstructions au
relévement lorsque G = (Z/2Z)2

Des obstructions au relévement d’action de (Z/pZ)? sont déja connues. En effet, considé-
rons une extension galoisienne de groupe (Z/pZ)? de Vanneau k[[t]]. Celle-ci est donnée par

les deux équations :
{ -z = fi(})

zh-23 = fa(})
olt fi,f. sont deux polyndmes de degrés respectifs my et my (avec M1 < Mg, et My, Me
premiers 4 p). Une premiére condition nécessaire au relévement est my + 1 € pZ (on renvoie
pour cela & [Gr-Ma 1] ou & [Be]). Dans [Gr-Ma 1] on trouve en outre une condition nécessaire
et suffisante pour déterminer quand ce relévement est possible (ceci sera rappelé dans le
Théoréme 1.4.2).

Considérons un automorphisme ¢ du disque ouvert p-adique Dy :=SpecR[[Z]}. On lui as-
socie naturellement le modéle minimal semi-stable qui déploie les points fixes en des points
lisses et distincts & la fibre spéciale. Cette fibre spéciale est alors un arbre de droites projec-
tives, et des formes différentielles logarithmiques apparaissent sur les composantes terminales
de cet arbre.

Considérons maintenant une action de G 1= (Z/pZ)® sur le disque ouvert p-adique (p >
3). On note Gy, -+ -, G, les sous-groupes d'ordre p de G et Rev; (0 <4 < p) les revétements
intermédiaires SpecR[[Z]]% — SpecR[[Z]]°. Soit F' la réunion des points de branchement
de Rev; et Dy le modéle minimal semi-stable qui déploie les points de F' en des points lisses

5



6 Introduction

et distincts & la fibre spéciale. On montre alors l'existence de [F,-espaces vectoriels de formes
différentielles logarithmiques sur les composantes terminales de la fibre spéciale Dy ,. Plus
précisément, on montre que les espaces qui apparaissent sur les composantes terminales de
Dy, ont trois formes possibles, & savoir : Lyi1.1, Lgp2, Lfmz (ces espaces sont introduits dans
la Définition 2.1.3).

Le chapitre 1 est consacré & quelques rappels concernant le relévement en caractéristique
zéro d’actions de groupes sur les courbes lisses. On rappelle un principe local-global qui
permet de ramener la question au relévement d’actions de k[[z]] & RI[Z]], ainsi que quelques
résultats relatifs aux autorphismes d’ordre p du disque ouvert p-adique. On donne enfin un
critére de relévement dans le cas particulier ot G' = (Z/pZ)%.

L'étude des espaces Lyut1,15 Lyp €t L7, 5 est I'objet du chapitre 2. Un lemme élémentaire
(Lemme 2.2.2) donne une premiére idée sur la répartition des pdles des formes différentielles
non nulles d’un espace Lini1,. Comme il est classique d’exprimer & partir de 'opération de
Cartier le fait qu’une forme différentielle soit logarithmique, nous aboutissons & des conditions
algébriques nécessaires et suffisantes pour l'existence d’espaces Ly, qu'il est cependant
difficile d’exploiter. On g’intéresse de fagon plus particuliére aux espaces L,,+12 et on montre
le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 On considére le cas p > 3.
1. Supposons que m+ 1 = p. Alors il n'existe pas d’espaces vectoriels L1 2.

Supposons que m + 1 = 2p. Alors il existe un espace vectoriel L1z si et seulement si

p =3
3. Supposons que m+ 1 = 3p. Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels Lyy12.

La démonstration de ce théoréme fait appel 4 une analyse algébrigue des équations sur
les résidus aux pdles, ce qui la rend technique. La conclusion dépend d’un lemme (Lemme
2.2.6) dont nous n’avons pas vu trace dans la littérature.

Le chapitre 3 donne des applications directes de I'étude de ces espaces. Nous commencons
par montrer que la donnée d'un espace Ly,y1,, donne naissance 4 une action de (Z/pZ)" sur
le disque ouvert p-adique. Ensuite, comme principale application, nous montrons 'existence
de nouvelles obstructions au relévement. Ceci est I'objet du théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2 Soit p > 3 un nombre premier et G := (Z/pZ)*. On suppose que G est
un groupe de k-automorphismes de k[[#]] et que chacune des sous-extensions de k[[2]]% de
degré p o un conducteur égal & m + 1.
1. §i m+ 1 = p, alors on ne peut pas relever G en un groupe de R-coutomorphismes de
R[[Z]].
2, Supposons gue m-+ 1 = 2p. Alors G se reléve en un groupe de R-outomorphismes de
R|[Z]] st et seulement st la géométrie du liew de branchement du revétement

SpecR|[[Z]] —+ SpecR[[Z]]¢

est équidistante. Il suit que p doit étre égal & 3.
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8. Supposons que m + 1 = 3p. Alors G se reléve en un groupe de R-aultomorphismes de
R[[Z]} st et seulement sip = 3 et la géométrie du lieu de branchement du revétement

SpecR[[Z]] — SpecR[[Z]]¢
a la forme suivante :

Rew

Rewn

La démonstration du Théoréme 0.0.2 repose sur un examen combinatoire de toutes les
géométries possibles. Outre les résultats du Théoréme 0.0.1, cette démonstration met en
ceuvre une analyse des Fy-espaces vectoriels de formes différenticlles exactes qui apparaissent
sur les composantes internes de Dy, ainsi que 'étude de la variation de la différente pour
chacun des revétements Rev,.

Les obstructions exhibées dans le Théoréme 0.0.2 ne sont pas les seules. En effet, lorsque
'on examine le cas ot les conducteurs des extensions intermédiaires ne sont plus égaux,
on obtient de nouvelles conditions pour le relévement. On montre notamment le théoréme

suivant .

Théoréme 0.0.3 Soil p > 5, un nombre premier et G := (Z/pZ)>. On suppose que G est
un groupe de k-automorphismes de k[[2]] et que l'une des sous-extensions de k[[z]]% de degré
p o un conducteur my + 1 égal & p tandis que les p autres sous-extensions ont un conducteur
my+ 1 tel quep+1 < my-+1<2p—1. Alors on ne peut pas relever G en un groupe de
R-automorphismes de R[[Z]].

Dans le chapitre 4, nous donnons des exemples de réalisations de (Z/pZ)"™ comme groupe
d’automorphisimes du disque ouvert p-adique. A la différence de la construction dans ({Ma)),
la géométrie du licu de branchernent est non équidistante et la combinatoire des points de
branchement est un peu plus complexe. Les conducteurs utilisés sont eux aussi différents.
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Enfin dans le chapitre 5, nous traitons le cas particulier ol p= 2 et G = (Z/2Z)% On a
alors ce théoréme :
Théoréme 0.0.4 Soit G = (Z/2Z)? un groupe de k-automorphismes de k[[z]]. Alors on
peut trouver R un anneau de valuation discréte dominant W (k) tel que G se reléve en un
groupe de R-automorphismes de R[[Z]].

Le principe de la démonstration consiste 4 donner des équations explicites du relévernent,

Une partie de ces résultats se trouve dans un article en cours de publication (¢f. [Pa]). Cet article
se concentrait sur les cag oll la géométrie du lieu de branchement est équidistante, ce qui nécéssitait en
particulier 'étude des espaces Lyq1,,. Il nous a semblé préférable, dans la rédaction de la thése, de ne pas
séparer ce cad des autres, et donc de fondre I'article dans le reste de la thése.



—_— s e

Chapitre 1

Déformation de courbes avec groupe
d’automorphismes

Dans ce premier chapitre, nous rappelons quelques résultats qui seront utilisés au cours
des démonstrations & venir. Le résultat le plus utile pour nous sera le Théoréme 1.4.2 qui
donne un critére exploitable pour déterminer si une action de (Z/pZ)? sur k[[z]] se reléve en
caractéristique zéro.

1.1 Un théoréme local-global

Soient k& un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et R un anneau de
valuation discréte dominant 'anneau des vecteurs de Witt W (k) du corps k. On note K le
corps des fractions de R et # une uniformisante de R. On suppose de plus que R contient
une racine p-idéme de PPunité ¢ (que ’on fixe une fois pour toute), et on note A := ¢ — 1,

On note (C, G) le couple formé d'une courbe C propre et lisse sur k, et de &7 un sous-
groupe fini de Autx(C). On se propose d’étudier la déformation en caractéristique 0 de ce
couple.

Définition 1.1.1 (Relévement global) On appelle relévement sur R du couple (C,G) la
donnde d'un couple (C,i : G — Autr(C)) ot C est une courbe propre et lisse sur R telle
que C x g k est isomorphe & C, et tel que i : G — Autg(C) induise en réduction l'inclusion
G -+ Autk(C’).

Des obstructions au relévement global existent : par exemple, si (C,G) ne vérifie pas
I'inégalité de Hurwitz |G| < 84(g(C) — 1), il n’y a pas de relévement possible.

On se propose maintenant d’étudier les obstructions locales au relévement. On se donne
(C,&) un relévement sur R de (C,G) et un point fermé z € C; la courbe C étant lisse, le
complété de Panneau local Og, est isomorphe & R[[Z]] et donne en réduction k[[2]] , ie
le complété de Panneau O¢, (» désigne ici un paramétre uniformisant en ). Soit I, =
{0 € G C Auty(C),o(z) = z}, le groupe d'inertie de G en z qui est alors un groupe de

9



10 Un critére local de bonne réduction

k-automorphismes de &[[2]]. L’existence du relévement (C, @) permet d’écrire I, = {c C G €
Aut{C),o(z) = z} qui est aussi un groupe de R-autornorphismes de R[[Z]]. On est ainsi
amené a considérer la condition de relévement local,

Définition 1.1.2 {(Relévement local) Soit G un groupe fint et f : G — Autgk[[z]] un
morphisme de groupes injectif. Nous dirons que f a la propriété de relévement local st on a
un diagramme commutotif ;

Auty (k[[z]]) =—- Auty(R[[2]])

f]/

G
On peut maintenant énoncer le principe local-global.

Théoréme 1.1.3 (Principe Local-Global) Soit f: Y — X un morphisme séparable
fint entre courbes algébriques sur k, connezes, affines, réduites. Soit x un point fermé de X
et X' l'owvert complémentaire du point . On suppose X' lisse sur k, f étale au-dessus de
X' et Vimage réciproque de x réduite & un point fermé y. On se place dans le cas particulier
oU & (resp. y) est un point lisse de X (resp. V).

Soit X un schéma formel affine normal, plat et topologiquement de type fini sur R, de
fibre spéciale X. On note X' Uouvert de X correspondant & X'. La restriction de [ au-dessus
de X' s’étend de fagon unique (4 isomorphisme prés) en un revétement étale f': Y — X",

On se donne une @X,m-algébre A finie, normale, R-plate et un diagramme commutatif &
lignes ezactes :

0 A A @yly )

D

0 TTOA.’@ OX,::: O,\’)m 0

i) Il eziste alors un revétement fini f : Y — X relevant f tel que Y est normal, fio =1
et [ induit 'extension (5;51-. — A.

i) Si de plus f est galoisien de groupe de Galois G, et si A est munie d’unc action de
G de sorte que A% = (’),“ et gue ["homomorphisme de R-algébres A —» Oyy soit G-
équivariant, le revétement f : Y — A est galoisien , de groupe de Galois G, relevant
laction sur'Y.

Pour la démonstration de ce résultat on renvoie a [He2] (Théoréme 2.8). On peut égale-
ment montrer ce principe local-global par des techniques de géométrie rigide (voir |[Gr-Ma 1])
ou par des méthodes cohomologiques (voir [Be-Me)).
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1.2 Un critére local de bonne réduction

Soit o un automorphisme d'ordre fini n de R{[Z]] qui n’induit pas I'identité résiduellement
(i.e le groupe d'inertie en (7) est différent de < o >). On prouve alors que R[[Z]]” = R[[T]]
avec T = Zg(Z) - o™ }(Z) (cf. Claim 3.1 dans [Gr-Ma 1]). Notons d,, (resp. d,) le degré
de la différente générique (resp. spéciale) de 'extension R[[Z]]/R{[T]]. On a alors d, = d,
(cf. Claim 3.2 dans [Gr-Ma 1]). On peut également énoncer une réciproque :

Théoréme 1.2.1 (Critére de bonne réduction) Soit A := R|[[T]] et B un A-module
fini qui est en méme temps un anneou local intégralement clos. Posons K :=Frac(R),
A = A®r K, By .= B®r K, Ay := A/TA ei. By := B/nB. Supposons que By est
réduit et que ['eztension By/Aq est génériguement étale, Soit By la cléture intégrale de By et
8x(B) :=dimyBo/ By. Soit d,, (resp. dy) le degré de la différente de lextension By [Ag (resp.
Bo/Ay). Alors dy = dy + 264(B) ; de plus si dy, = d, on a 6(B) = 0 et B est de la forme
R[[Z]].
Pour une démonstration de ce résultat, on renvoie a [Gr-Ma 1] (paragraphe 1.3.4).

1.3 Réduction des p,-torseurs et variation de la différente

La proposition qui suit est un outil essentiel pour les démonstrations & venir; nous ren-
voyons & {Hel] pour un exposé plus complet.

Soit 7 un entier strictement positif, on note G, le schéma en groupes SpecR [X, 1/1 + 7" X]
dont la fibre générique est isomorphe au groupe multiplicatif et la fibre spéciale s’identifie
au groupe additif. Pour 0 < n < vg(A), le polynodme ((#"X + 1)? — 1) /7P est & coeflicients
dans R, ce qui permet de considérer ’homomorphisme :

1
: m} — R [X ] !
défini par U, (Y) = (77X + 1)? — 1)/77. Soit H, le noyau de ¥,,. Le schéma H,, est fini,
plat sur R, de degré p. Sa fibre générique est isomorphe au groupe fi, x. 51 0 < n < i (A),
sa fibre spéciale est le groupe radiciel e, et si n = vg(A) , sa fibre spéciale est le groupe
isomorphe 3 Z/pZ.

Proposition 1.3.1 Soit X :=SpecA un schéma affine plat sur R, dont les fibres sont in-
tegres et de dimension 1; on suppose que A est une R-algébre factorielle et compléte pour la
topologie m-adique. Soit Y — X un py-torseur élale non trivial, donné par une équation
yP = f, ot [ est inversible dans Ay, et Y le normalisé de X dans Vi ; on suppose que la
fibre spéciale de Y est intégre. Soit n (resp. 1) le point générique de la fibre spéciale de X
(resp. ). Les anneouz locauz Oy, et Oy, sont alors des anneaus de valuation discréte
d’uniformisanie . Notons & la valuation de lo différente de Oy y/Oxy. On distingue alors
deuz cas suivant la valeur de 6.
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» Si6=uvg(p), V est un y, p-torseur pour la topologie fopf, done J = SpecB, avee B :=
AY1/(YP—u), o4 U est une unité de A, unique & la multiplication d’une puissance p-iéme
d'une unité de A prés.

On dit dans ce cas que le torseur o réduction multiplicative.

e 510 <6 <ug(p), onad =uvg(p)-n(p=1), ot n est un entier tel que 0 < n(p—1) < vk (p),

et Y — X est un torseur sous H, pour la topologie fopf, donc donné par

AW)
(@wilp-1

PR

B =

ot u est un élément de A. De plus, si B est isomorphe &

A[W]
(WAL -1

n

il eziste v € A tel que v’ = u{n™ + 1)? + ((#" + 1)? — 1) /aP".
510 <& < wvglp) (resp. § = 0), on dit que le torseur Y — X a réduction additive
(resp. €tale).

Soit Dy :=SpecR[[Z]] le disque ouvert p-adique et ¢ un automorphisme d’ordre p du
disque. On suppose que les points fixes de ¢ sont rationnels sur K et en nombre supérieur
ou égal & deux. Il existe alors un modéle semi-stable minimal Dy de Dy qui déploie les
spécialisations des points fixes en des points lisses et distincts. La fibre spéciale de ce modéle
est un arbre de droites projectives se croisant en des points doubles ordinaires, relié 4 la
stransformée stricte Py, du point générique de la fibre spéciale de Dy. On oriente cet arbre
& partir de E,, et on montre que les spécialisations des points fixes se situent dans les
composantes terminales de l'arbre. Notons D) := Dy/ < ¢ >; les fibres spéciales Dy, et Dis
sont alors homéomorphes via le morphisme de passage au quotient par ¢ (par la suite, on
parlera de l'arbre D} , pour désigner la fibre spéciale de D).

Soit Zy un point fixe de o. Pour p € R*€, on note v, la valuation de Gauss sur FracR[[Z])
relative au paramétre (Z — Zg)/p et d(v(p)) la valuation de la différente de I’extension
(FracR[[Z]])/(FracR[[Z)])<"> pour la valuation v,. Le graphe de d(uv(p)) est une courbe
affine par morceaux. Considérons un intervalle de la forme [v(p;),v(ps)] sur lequel d(v(p))
est affine; la pente du graphe sur cet intervalle est égale & (p — 1)(u — 1) (o0 u désigne le
nombre de points fixes Z; tels que v(Z; — Zy) > v(pa)).
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av(p))

v(p)

(p—Hu-1)

v(p1)  v(pa) v(p)
F1G. 1.1 - Graphe de la différente

Partons toujours d'un point fixe Zy de o. L'action de o sur I’ espace tangent est donné
par la multiplication par une racine p-iéme de l'unité qui s’écrit ¢ h'. Llentier ho € IF, est
appelé donnée d'Hurwitz en Zp. On peut associer & chaque composante de la fibre spéciale
Dy, des données différentielles. Ceci est I'objet du théoréme suivant (cf. Théoréme II1.2.1 de
[Gr-Ma 2]) :

Théoréme 1.3.2 a) Soit F; une composante terminale de Dpy; et m; + 1 le nombre de
points fizes se spécialisant sur B;. On note t;; ces spécialisations et huy la donnée d’Hur-
witz correspondante. Alors il eziste une fraction rationnelle T; € k(E;), unique a mul-
tiplication par une puissance p-ieme prés, telle que le diviseur de la forme différentielle
w; = dw;/T; soit égal & :

mi+1

(m; — 1){oo] — Z[t i

et le résidu en t;; de w; vaut hyj.

b) Soit P, une composante interne de Df ;. On note o, (1 < n < ng) ses points d’intersec-
tion. A chaque poinit,, on associe( ensemble des composantes terminales E;, indexé par
i € I,, qui sont relides & to, par un chemin positif. On pose Mo -+ 1= D ey (i + 1).
Alors il eriste une fraction rationnelle T, € k(FP,), unique ¢ l'addition d’une puissance
p-iéme pres, telle que le diviseur de la forme différentielle wy = d4, soit égal & :
Na Ty

(D_(ma+1)) = 2){o0 Z[ﬁw]

n=1
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La démonstration de ce théoréme s’effectue en analysant la dégénérescence des p,-torseurs
induits par o sur le disque fermé correspondant 4 chaque composante (on utilise notamment,
la Proposition 1.3.1).

1.4 Un critére de relévement pour les actions de (Z/pZ)?

Considérons une action de G := (Z/pZ)? sur le disque SpecR|[Z]] ; elle induit un (g, % fe,)-
torseur au-dessus du disque ouvert p-adique SpecR[[T]] qui est donné génériquement par deux
équations :

YW = Ui(T)A(T)

Yy = U(T)F(T)
ot Uy, U, sont des unités de R[[T]] et Fi, Fy € R[T] (ceci est une conséquence immédiate du
théoréme de préparation de Weierstrass). Nous allons voir que, dans le cas ol cette action
induit modulo 7 un torseur sous (Z/pZ)? il est possible de "supprimer" les unités Uy, U,
dans les équations (cela sera utilisé dans la démonstration de la Proposition 3.2.7). Une fagon
de procéder est de compactifier 'action de @ sur R[[Z]] en une action de G sur une courbe
propre et lisse sur R, afin d’obtenir des équations globales. Plus précisément :
Proposition 1.4.1 Soit G = (Z/pZ)?, et k[[2]]/k[[2]]® := k[[t]] une eztension galoisienne
de groupe G. Supposons que laction de G se reléve en une action sur R[[Z]] (on note
R[[TY] := R[[Z]|¢). Alors il eziste un G-revétement Y — X = Pk, o0 Y est une courbe
propre et lisse sur R, vérifiant les propriétés suivanies :
s ¥V — X a bonne réduction modulo w. On note Y (resp. X ) la fibre spéciale de Y (resp.

X).
o Le revétement Y — X est étale en dehors de Vinfini, et totalement ramifié o 'infind,
o Le revétement SpecOy o, — SpecOy o est isomorphe & SpecR[[Z]] — SpecR[[T]).
Le revétement Y — XX est alors donné génériguement par des équations :

YP = R(T)
YD = Fy(T)

on ﬁ’l, Fy sont deuzx polynémes.

Démonstration : Soit G; et Gy deux sous-groupes distincts de G d'ordre p. Les exten-
sions R[[Z]]%/R[[Z]]¢ et R{[Z]]/R|[[Z]]® donnent en réduction modulo = les extensions
k[[2]]% /k([t]) et k[[2])¢ /k[{t]]. Posons s := 1/t. L'extension k[{z]|/k[[]] est donnée par deux
équations :

{-’E‘f—ml = qi(s)

zh — T3 = qs)
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oll ¢1,qo sont deux polyndémes tels que deg(g;,p) = 1. Ces équations induisent un G-
revétement de P} (que l'on écrit f : ¥ — X = PL) qui est étale en dehors du point
s = oo et totalement ramifié en ce point. La restriction f 4 X' 1= X — {00} = A} s'étend
donc de fagon unique en un revétement étale f': ) — X’. On peut alors appliquer le Théo-
réme 1.1.3 (avec A := R[[Z]]) et en déduire I'existence d’un revétement f: Y — & =Py
qui vérifie les conditions données dans la proposition.

d

Remarque : Cette proposition reste encore valable si on considére un p-groupe G quelconque.
En effet, en appliquant le Théoréme 2.1.4 dans [Ka], on peut toujours étendre I’action de
G en un revétement galoisien de PL, de groupe de Galois G, pour lequel G est le groupe
d’inertie & V'infini. On conclut ensuite en appliquant le Théoréme 1.1.3.

Nous rappelons maintenant le Théoréme [.5.1 de [Gr-Ma 1| qui fournit une condition
nécessaire et suffisante pour déterminer si une action de (Z/pZ)® sur k[[2]] se reléve en une
action sur R{[Z]}.

Théoréme 1.4.2 Soit G := (Z/pZ)? et G;; 1 <1< p+1, les p+1 sous-groupes d’ordre p
de Q. Supposons que G soit un groupe de k-automorphismes de k([z]]. Quitte & renuméroter
les Gi, on peut supposer que les extensions k[[z]]%/k[[2]]® ont pour conducteur m; avec
my < - < My On note my le conducteur de Ueztension kl[2])/k[[2]]%. Alors si G se
reléve en un groupe de R-automorphismes de R[[Z]], deux cas sont & envisager .

a) Premier cas : On a my < mg. Alorsmy+1 =0 mod p, m| = mop —mi(p—1), My = my,
et mi=my pour2<i<pt+1.
b) Deuzi¢me cas : On a my = mg. Alors m; = m = —1 mod p, et m; =1y pour 1 <1 <
p+1
Dans les deuz cas les deuz revétements R[[Z]19/R[[Z]) et R[[Z]|*/R[[Z]]° ont cxactement
(p ~ 1)(mq + 1)/p points de branchement géoméiriques en commun.
Inversement, si my +1 = 0 mod p, et si on peut relever k[[2]]% /k[[2)]€ et k[[z]]% /k[[2]]°
de telle sorte que les revétements correspondants aient (p — 1)(mq + 1)/p points de branche-
ment géométriques en commaun, alors la normalisation du compositum des deuz extensions

R{Z]J%/R([Z))° et RIZ]|%/R[|Z]|° releve k[[2])/k{[z]]*.

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur le Théoréme 1.2.1, On écrit 'égalité des
degrés des différentes génériques et spéciales {d, et d,), et le calcul de d;, fait alors intervenir
le nombre de points de branchements communs aux revétements Rev, et Rev,.

Ce théoréme est crucial, Dans la suite, on se raménera systématiquement & la condition
du Théoréme 1.4.2 pour relever des actions de {Z/pZ)? ou pour exhiber des obstructions.
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Chapitre 2

Espaces de formes différentielles

logarithmiques Ly, 1, et Lf]p 5

Soit p > 2 un nombre premier et G ;= (Z/pZ)% On suppose que & est un groupe de R-
automorphismes du disque ouvert p-adique Dy := SpecR[[Z]]. Le revétement SpecR[[Z]] —
SpecR[[Z]]“ posséde p+ 1 revétements intermédiaires de degré p. L'objet de cette premiére
partie est de classifier les F,-espaces vectoriels de formes différentielles logarithmiques qui
apparaissent dans les bouts de I'arbre correspondant au modéle semi-stable minimal qui
déploie les points de branchement de chacun de ces revétements.

Le cas p = 2 sera traité a part (cf. chapitre 5) et par d’autres méthodes. En effet, dans
ce cas, certains des résultats énoncés dans cette partie ne sont plus valides (notamment la
Proposition 2.1.2). Néanmoins, nous indiquerons quelques résultats relatifs au cas p = 2 (cf.
Théoréme 2.2.4).

2.1 FEtude des actions de (Z/pZ)? sur le disque ouvert p-
adique

Soit p un nombre premier et G := (Z/pZ)%. On suppose que G est un groupe de R-
automorphismes du disque ouvert p-adique Dy := SpecR[[Z]]. D'aprés ([Gr-Ma 1]}, un des
revétements a m; + 1 points de branchement (my -+ 1 € pZ) et les p autres revétements ont
My - 1 points de branchement (my > mq). Nous allons décrire la combinatoire du lieu de
branchement et montrer que les points de branchement se répartissent en p + 1 paquets de
points. Plus précisément on a le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Supposons que l'un des revétements intermédiaires de degré p a my+1 points
de branchement (my +1 € pZ) et que les p autres revétements ont my + 1 points de branche-
ment (my > my). On éerit my+1 = pg. Alors il y a (p+1)g-+ma—my points de branchement
se répartissant en p paquets de q points (notés Sp, -+, Sp-1) et un paguet de mg —my + ¢

17
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points noté S, de sorte que le liew de branchement du i-éme revétement intermédiaire de
degré p (noté Br;) est :

P
Br,;:HSj pour 0 €1 < p.
J=0
Jt
Démonstration : On prend deux revétements intermédiaires Revy et Rev,, Rev, ayant m;+1
points de branchement. On note m; + 1 — n le nombre de points de branchement communs
4 Revy et Rev,. Les équations de ces deux revétements sont de la forme :

my matn
yP=u(X) [J(X - X)% W =v(X) [] (X -X;)%
jz[) jm’n
mg+n

avec u, v des unités de R[[X]], oy, f; # 0 mod p et 3 72 oy = 3 7™ B; = 0 mod p. On pose
a;=0s1j2mi+1letf;=0sj <n-—1 Lei-éme revétement intermédiaire Rev; s’écrit :

a1

VP =u(X)o(X) J] (X ~ X;)est®

2
7=0
pour 1 < i < p—1, et donc ta; + §; = 0 pour exactement n valeurs de j. Il vient donc
m+l-n={p-Lnien=gq
Notons S; 'ensemble des points en lesquels Rev; n’est pas ramifié. On obtient ainsi la
répartition annoncée.

0

Soit F'la réunion des points de branchement de Rev; et D le modéle minimal semi-stable
qui déploie les points de F' en des points lisses et distincts 4 la {ibre spéciale (la construction
de ce modéle est identique & celle qui déploie les points fixes d’un automorphisme d’ordre p).

Proposition 2.1.2 Sip > 2 les spécialisations des poinis de F' se trouvent dans les bouts
de L'arbre Dy .
Démonstration : On raisonne par 'absurde et on suppose que 'unt des points de branchement

(que I'on note X)) se spécialise sur une composante interne P, de l'arbre. Soient X, et X;
deux points de branchement qui se spécialisent dans une méme composante terminale située

dans le sous-arbre d’origine F, (voir la figure 2.1).

Comme p > 3, d’aprés le lemme précédent, le lieu de branchement se répartit en au
moins quatre paquets de points 5;. Il existe donc un paquet qui ne contient aucun des
X;, e il existe un revétement intermédiaire Revy de degré p dont le lieu de branchement
contient Pensemble { X, X2, X3}, On note Bry le lieu de branchement de Revg. Alors l'arbre
(noté A) qui déploie les spécialisations de Bro est obtenu & partir de Dj ; en contractant
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Fia. 2.1 -

gventuellement quelques composantes, De toute fagon 'arbre A contient la composante P,
car dans A apparait forcément la composante qui correspond au disque fermé de rayon
minimal contenant X et X,. De plus P, n’est pas une composante terminale car on ne peut
pas contracter la composante qui porte X3 et X3. Le point X, est donc la spécialisation d'un
point de branchement de Revy qui ne se trouve pas sur une composante terminale, ce qui
contredit la Proposition 1.2 dans [Gr-Ma 2].

O

Remarque : Pour p = 2 cette proposition n’est ptus valable. On peut construire des exemples
d’actions de (Z/2Z)? dont le lieu de branchement n’a pas toutes ses spécialisations dans les
bouts (voir le Théoréme 5.2.1).

Nous allons maintenant décrire les espaces de formes différentielles logarithmiques exis-
tant sur les composantes terminales de Dy ,, ce qui nécessite quelques définitions préalables.
Soit p un nombre premier, m un entier strictement positif, et & un corps algébriquement
clos de caractéristique p. On fixe nne fois pour toutes un point co de la droite projective Pi.
Définition 2.1.3 On appelle espace Ly, un Fy-espace vectoriel de dimension n > 1 de
formes différentielles logarithmiques sur Py, dont les éléments non nuls ont un seul zéro
d’ordre (m — 1) en oc.
Définition 2.1.4 Soit §,q € N* tels que j < q. On appelle Lq?,2 un F,-espace vectoriel de
dimension deuz engendré par wy ef w,, deus formes différentielles logarzthmzques SUr IP’k,
telles que :
o w, o gp poles distincts et un seul zéro d’ordre gp — 2 en co.
e wy+iw, a gp—J poles distincis et un seul zéro d’ordre gp—j—2 en oo pour 0 <1 < p-1.
Proposition 2.1.5 On suppose p > 2. Soit E; une composante terminale de Dy ;. Alors il
eziste un I, -espace vectoriel de formes différentielles logarithmiques sur la composante E;

qui est un Lqp,g, Lfm ou un Lypy1
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Démonstration : On distingue trois cas :

o Premier cas : Tous les revétements intermédiaires d’ordre p ont le méme nombre de points
de branchement sur la composante B;. Soient Revy et Rev, deux de ces revétements.
On note wp (resp. wp) la forme différentielle logarithmique induite par Revy (resp. Rev,)
sur F;. Ces deux formes différenticlles ont alors le méme nombre de p6les et un unique
zéro & l'infini. De plus pour chaque autre revétement intermédiaire de degré p, la forme
différentielle logarithmique induite sur E; est wp + juw, {pour 1 € j < p— 1} et ces formes
ont toujours le méme nombre de pbles et un unique zéro & 'infini. On a donc un espace
Lpmt1,2 sur E;. De plus, on verra par la suite que si un tel espace existe, alors m+1 € pZ
(voir Lemme 2.2.1). On a donc un espace Ly, 5 sur E; (avec ¢ € N}

e Deuxiéme cas : Tous les revétements intermédiaires d’ordre p font apparaitre la compo-
sante F; dans la fibre spéciale de leur modéle minimal semi-stable, mais n'ont pas le méme
nombre de spécialisations sur cette composante. Soient Revy et Rev, deux revétements
intermédiaires d’ordre p avec respectivement ny + 1 et ny + 1 points de branchement sur
E; (nq < ng). On note ny + 1 —n le nombre de points de branchement communs & Revg et
Rev, sur F; et wy (resp. wy ) la forme différentielle logarithmique sur E; induite par Revg
(resp. Revy). Ces formes différentielles s'écrivent :

wdz vds
LU() 71 61; w:p —_ natn
[1{z — =) [T (z —=zy)
J= j=n

ol u,v € k* Les (p — 1) autres revétements intermédiaires d’ordre p font apparaitre les
formes différentielles wy + fw, (1 <4 < p - 1). Comme n; < ny, ces (p — 1) formes
différentielles ont chacune ny + 1 poles simples. Notons /; (resp. h}) les résidus de wp
(resp. wp) au point ;. Alorssi 0 <4 < p—1ona h;+ik} = 0 pour exactement ny —n; +n
valeurs de j. On a donc :

ng+ 1 = plng —ng +n)
(ng+1(p—-1) = plm+1-n)
n1+1-n

= _ Z.
ng + 1 p( p—1 )Gp

Posons ¢ 1= (n;+1—n)/{(p—1) € Z de sorte que np+1 = gp. On a alors ny+1—n = g(p—1),
Len +1=gqg(p—1)+n avec 0 < n < ¢ (puisque n; < nz). En posant j 1= ¢ —n on voit

apparaltre un espace Lqp gn

¢ Troisiéme cas : L'un des revétements intermédiaire d'ordre p ne fait pas apparaitre la
composante F; dans son modéle semi-stable minimal. A ce moment-la il apparaft des

espaces Lp.y 1.
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2.2 Etude des espaces L4115, €t Lqu

L’objet de cette partic est de donner des résultats de type combinatoire sur ces espaces
ainsi que des théorémes d’existence dans les cas les plus simples (i.e pour n = 2 et pour les
premiéres valeurs de m + 1 et de g).

2.2.1 Espaces Ly

Nous commencons par exhiber quelques exemples d’espaces Liny1,1 (il est en effet légitime
de s’interroger sur ’existence de tels objets avant de considérer des espaces de dimension
supérieure).

Soit F,w un espace L1, et 2z un paramétre de Py — {oo} tel que z = 0 n’est pas pOle
de w. Ainsi '

T

avec
m+1

f= H(z—%)h

et z; € k*, x; # x5, hy € Z — pZ, Em+1 h; = 0 mod p. Remarquons que f est définie & une
multzphcatmn prés par une puissance p-iéme et que h; = resgw mod p.
De plus, w a un seul zéro d’ordre m — 1 en oo, done Ju € k* tel que :
m+1

w—zzfimdzzmﬂu dz.
=1 ' [ (z— @)

i1
Remarquons que les conditions imposées sur w entrainent que m ¢ pZ. En effet, supposons
que m € pZ; vu que deg(f)€ pZ, on aurait deg(f’)= —1 mod p, ce qui est impossible.
Si on exprime la forme w en fonction du nouvean paramétre z := 1/z propice au déve-
loppement formel, on obtient :

-+l m+1 wl
hiz; d ~uz™
0= e S e = T
( T4Z) :cza: T (1 - zia)
1
==l

Ainsi Pexistence d'un Ly.1.1 est équivalente & I'existence d’une solution du systéme :

m+l
3 hawi=0 pour 1<£<m—1
i=1
[1(zi—=;) #0 (2.1)

i<j

z; €k, h; € % — pZ
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Remarque @ Si on fixe les h; € Z — pZ, et st on voit ce systéme comme un systéme en les
inconnues z;, alors ce systéme est invariant par homothétie et translation. Cette remarque est
essentielle : dans la preuve du Théoréme 2.2.5, on sera amené & plusieurs reprises & effectuer
une translation "adéquate” sur les ;.

Par la suite, nous serons amenés a regarder le cas ol m -+ 1 € pZ. Examinons donc le
premier cas m+ 1 = p (p > 2). Si on fixe zy et z;, alors les équations traduisent le fait que
le point (zg,++ ,%,,) appartient & une sous-variété fermée de AE‘I — V(A) de dimension 0
(avec A = []peie(i — 25), cf.{Gr-Ma 2]}. Dans le cas ot une telle variété est non vide on
dit que les h; sont une donnée d’Hurwitz. Dans [Hel] Prop 3.18, Henrio donne un critére
suffisant sur les A, pour étre une donnée d’Hurwitz. Malheureusement, danslecas m+1=1p
(et plus généralement dans le cas m + 1 € pZ), ce critére ne fournit que des (m + 1)-uplets
(h;); ol tous les h; sont égaux (h; = 1,V:). Néanmoins on peut exhiber d’autres exemples de
données d’Hurwitz grice & la remarque suivante :

On écrit p — 1 = dyd, comme produit de deux entiers supérieurs ou égaux & deux ( il
convient de choisir p > 3 pour que cela soit possible). Supposons que 'on connaisse une
donnée d’Hurwitz (f;)o<ica, (donnée par exemple par le critére d’Henrio). On a alors un
polynéme f de la forme :

d
N (R
10
et tel que
_df udz

£ Hfio(z - i)

Aprés translation éventuelle, on peut supposer que g = 0 et donc :

dy
W= ;;;Ez) avec P(z):= H(z — &)

i=1

L'idée est alors de faire un changement de variables z := Q(¢) tel que Q'(¢) divise f(Q(t)).
Nous allons donner deux exemples de tels changement de variables et préciser dans chaque

cas les données d’'Hurwitz obtenues.

Exemple 1 : Prenons le changement de variables z := #%. On obtient alors la forme différen-
tielle logarithmique :

dg‘u dit

tP ()
La détermination des données d'"Hurwitz correspondantes est fournie par le calcul des résidus
de cette forme différentielle. On trouve alors le p-uplet :

TN VR VYRR Y

dy fois dy fois
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Exemple 2 : Posons cette fois-ci z = Q(t) = t%~1(t — @), ot « est choisi tel que

t—dg"la
dy

divise z — z, (i.e Q'(t) divise f{Q(2))). Soit Pi(2) et Py(t) tels que P(z) = (z — z1) P (z) et

2
z— 3y = Pyt) (t - d2d— 104) .
2

On obtient alors la forme suivante :
dgu dt
t(t — a)Pa(t)(t — BLa) Py (¢ (t — o))’

W =

Cette fois-ci, la donnée d'Hurwitz prend la forme :

ho,(dz— 1)hg,h1"'h1 2h1_,h2"'h2,_"' :h’(h"'h'dl .
N et S e N I

dy—2 fois dy fois dy fois

Ces quelques exemples montrent qu’il existe des formes différentielles ayant les propriétés
susdécrites. En fait, des calculs menés sur ordinateur (pour de petites valeurs de p) montrent
que beaucoup de p-uplets sont des données d’"Hurwitz. La question de déterminer quels sont
les p-uplets (h;) convenables est déja en soi un probléme intéressant et difficile,

Remarque : Dans ce qui précéde, on a utilisé soit le paramétre z, soit le paramétre z =1 /z.
En fait, chacune de ces deux écritures a son intérét propre. La premiére est agréable &
manipuler quand il s'agit de faire un développement formel et d’exprimer les équations en
les z;. La seconde est plus appropriée pour des changements de variables, voire des calculs de
résidus. Par la suite, il nous arrivera de privilégier I'une des deux écritures selon les besoins.

2.2.2 Conditions combinatoires pour les Ly11, (n > 2)

En ce qui concerne les espaces Lpmy1,2, 0n & un lemme combinatoire qui précise 'arran-
gement des péles des formes différentielles non nulles -
Lemme 2.2.1 Soit un espace vectoriel Lyy12; alors m+1 € pZ. De plus si on note (wo, wy)
une base de cet espace, alors ces deus formes différentielles ont ezactement (m+1)(p—1)/p
poles en commun.

Démonstration : Soit (wp, w,) une base de I'espace vectoriel en question. On note (m+1-gq)

le nombre de péles communs & wp et wy (on adonc 0 <g<m+ 1). On note g, ++ , Ty, les
poles de wq, et Ag, -+ , Ay, les résidus en ces pdles. De méme pour wy, on les note g, +++ , Tgem
et by, oy, tes résidus correspondants (on convient de poser f; = 0 pour ¢ > met h; =0

pour @ < g).
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Soit ¢ € PY{F,), ¢ = [a,}] (en coordonnées homogenes) ; alors w := awy+-bw, a exactement
m-+1 pbles. Donc, il existe exactement g valeurs de 1 pour lesquelles ah;-+bh; = 0. On a alors
partitionné les (m+1+¢) points x; en p--1 ensembles de ¢ points. Ainsi (m+1+¢) = (p+1)q
et m 4+ 1 = ¢gp. On vérifie aisément que le nombre de péles communs & wy et w, est celui
annoncé.

O

On peut montrer une généralisation dans le cas des espaces vectoriels Lypyin

Lemme 2.2.2 Considérons un espace vectoriel Lyi1y (n > 2), alors m+ 1 € p*~'Z. De
plus, 81 (wy, - ,wy,) est une base, alors ces n formes différentielles ont exactement (m +
D(p— 1)1 /p"* poles en commun.

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur n. On prend donc un F,-
espace vectoriel L1, engendré par n formes différentielles linéairement indépendantes
(wi,++ ywy). L’hypothése de récurrence aux rangs inférieurs dit que pour j formes diffé-
rentielles (j < n) parmi les w;, ces j formes ont exactement (m + 1)(p — 1)7~!/p/~! péles
en commun. Notons 7' le nombre total des p6les apparaissant dans les formes différentielles

Wiyt Wy et g le nombre de péles communs & toutes ces différentielles. On note également
Niyigi, e nombre de poles communs aux formes différentielles w;,, -+ ,w;,. Alors, on a la
relation !

T=> (1" Y Mg,
r=1

i1 <fg < <ip

qui donne aprés simplifications :

et 320) (o (55 - o

On note 1, , & les pbles et h;; le résidu (éventuellement nul) de la forme différentielle
w; au point z;. Soit (a1, ,a,] € P*"1(IF,), alors on a :

aihig+ -+ aphn; =0

pour exactement (T' — (m + 1)) valeurs de 4. D'autre part, si on considére un point zy, il
est pble de toutes les formes différentielles sauf celles de la forme ajwy + -+« a,w,, avec
a1yt + o+ @nhas = 0 (ce qui fait pour chaque 4 un total de (p"~2+p™~3 + ... + 1) formes
différentielles modulo la multiplication par un élément de ]F;) En résumé, ensemble des
pdles x1, -+ , 7y est la réunion de (p"~ +p* 2+ -+ 1) ensembles de (7'~ (m+1)) éléments,
chaque élément étant inclus dans exactement (p"~2 + p*3 + ... 4 1) de ces ensembles. On
a donc la relation :

TE 7 +p "+ + 1) = (T = (m+ )"+ 4+ 1)
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et done :
(m+1)(p" ~ 1)

(10 — 1) pn—l
En comparant avec 'expression de T' déja calculée précédemment, il vient :

T =

(m+1)(p—- 1"
pn—l
Finalement m+ 1 € p" 'Z et g = fp;—,ﬂﬂ;(m +1).

—-q=0.

2.2.3 Conditions algébriques sur les L1,
Soit z un paramétre de P, — {oo}. Nous allens montrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.3 Soit wy, w, deus formes différentielles sur By, Alors Fpwo + Fpwy est un
L1 St et seulement st il eziste deuz polyndmes A el B avec

deg(iA + jB) = ﬁg——l, Vi, 5] € P*(F,),
tels que :
o Ade o Bdz
Wo = ol — A “p= AvB— ABP

et (AP — ABP~ 1P~ 1071 = 1,
(Dans cette derniére expression, 'ezposant entre parenthéses désigne une dérivation et ['ex-
posant sans parenthéses désigne une puissance).

Démonstration : Supposons que Fywy + Fpwy est un Ly, On sait d’aprés le Lemme 2.2.1
que m + 1 = gp et que ’ensemble des péles est partitionné en p+ 1 ensembles de ¢ poles.

Plus précisément, on écrit que :

® wy a ses poles en les points o, -+, Bgp—1

e wy a ses poles en les points 2y, «+ + , Ty(p+1)-1

e quitte & renuméroter, on peut supposer que wy + iw, (pour ¢ variant de 1 4 p — 1) a des
poles en tous les z; sauf pour ¢i < j < q(i+1) — L.

On note P;(z) = Hﬁg_f:;l)‘l(z ~ ), Alors wy et w, s'écrivent :

uly(z)dz _ uB(2)dz

Wy = == —_— e ————

H?:o Py(z)’ “rT H?:o Py(z)

ou u et v sont des constantes non nulles.
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On a alors deux écritures pour wy -+ iwyp :

= (uPy(2) + ivPp(2))dz _ (w; Py(2))dz
“h T 7B, (x) [T Pi(2)

oll w; est une constante non nulle,
On a donc uPy(2) + iwP,(z) = w:P;(2). En identifiant les termes dominants de chaque
expression, on trouve wy = u + v et donc uPy(z) + wh,(2) = (u+ iv)Fi(z).

Le rapport u/v n’est pas dans F,. En effet, si u/v = —i € Iy, alors (u -+ )P, =0 =
u(Fy — P,) et done Py = Py, ce qui implique que les z; ne sont pas distincts.

Posons a = u/v. Alors :

a--3) , v{a? - a)
(aPo + jPp) (aPy)? — aPy P~

ldz

et
Py v(a? — a)

Wy = awpl?p == (aPO)p—].Pp — P}?

Soit & € k tel que oPu(a? —a) = 1 et posons A := aaPy, B:=aP, Vuquea ¢ I, ona:

dz.

1 -
deg(iA+ jB) = —ﬂl;— =q,  V[i,j] e P(F,).

1l reste maintenant & exprimer le fait que les formes différentielles :

Adz ; Bdz
ArB—ABr © APB — ABp

sont logarithmiques. Pour traduire cette condition, on peut utiliser la relation Cw; = wy, on
la lettre C désigne 'opération de Cartier. Rappelons de quoi il ’agit; si on considére une
forme différenticlle w, alors on peut 'écrire :

w= (f§(z) + 2ff(2) + - + 27 [ (2))dz

On définit Cw = f,_;dz. Une condition nécessaire et suffisante pour que w soit logarithmique
est que Cw = w (dans le cas de formes différentielles sur P!, la preuve est élémentaire).
Remarquons qué cette condition de Cartier peut également s’exprimer de la fagon suivante :
sion a w = fdz alors w est logarithmique si et seulement si :

f(pwl) = —f7,

A P'aide de cette opération, on va montrer que les hypothéses "wp est logarithmique” et "w,
est logarithmique" sont équivalentes.
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Supposons en effet que Bdz/(A?B ~ AB?) est logarithmique. En écrivant que :

Bdz  B(APB - AB")""'dz
APB — AB?  (APB — ABP)P

on voit que la condition donnée par Vopération de Cartier s’exprime par 1'égalité :
(B(APB — ABP)P~1)r=1) = _B7,

A partir de cette expression, on en fire :

—APBP (APB(APB — A_Bp)p—l)(p~1)
_APBP = (((APB — ABP) + ABP)(APB — ABP)P~1)(-1)
~APBP = (ABP(APB — ABP)""! + (A’B — ABF)"))le~Y)
~APB? = (ABP(A*B — ABP)P~Hr-1)

—AP (A(APB — ABP)P~1)(p-1)

et la derniére égalité entraine que Adz/(A?B — ABP?) est logarithmique.
On peut donc résumer ces conditions en disant que :

((AP — ABP—l)rJ—l)(p-l) = =1, (2.2)
Inversement si on a :
o = Adz ot . = Bdz
O7 ArB = ABr P AvB — AB?

avec A,B vérifiant les conditions de la proposition, on montre facilement que les formes
i + jw, (pour (3, 7) # (0,0)) sont logarithmiques et n’ont qu'un seul zéro d’ordre (m — 1)
en oo.

O

Remarque 1 : L’équation différentielle (2.2) est difficile & manipuler. En effet, si on la déve-
loppe, 1] apparait des dérivées r-iémes de puissances de A, A étant lui-méme de degré ¢ (la
résolution n’apparait simple que dans le cas ol ¢ = 1 ou p = 2).

On peut donner une autre formulation de la condition (2.2) en termes de congruence :
puisque f = AP — ABP™! € k[2], wy est logarithmique si et seulement si (f’ )#~! = 1 modulo

I

Remarque 2 : On a une formulation similaire du probléme pour les Lyy1n (n > 3). Pour

cola, on reprend les notations du Lemme 2.2,2. On note P un polyndme qui n’a que des

racines simples, ces racines étant les poles des formes différentielles w;. Alors chaque forme
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w; peut s'éerire w; = Q;/Pdz ot @); est un polyndéme avec pour seules racines simples les
points z; ol w; n’a pas de péles. Pour chaque valeur [y, ,a,] € P*7(F,), le polynéme
@@+ + a,Qy 8 exactement (T — (m+ 1)) racines simples (toujours parmi les poles des
formes différentielles ), et chaque point z; est racines d’exactement (p*~? 4 p" 3 4+ ... + 1)
de ces polyndmes. On a donc la relation :

7
P( PRt pn =t 1) 7H H H(Q?’ +- Jz—lQi—l AR o 71@1)

i=1 Ji- F1=0

ol +y est une constante.
Quitte & multiplier P par une constante, on peut supposer v = 1. La condition sur les w;

.pour &tre logarithmique s’exprime en disant que les formes :
g

pro i 0,
?:1 _;;?i—_11:0 31~U(Qz + ]z IQ%—l oo+ lel)

sont logarithmiques. On reconnait au dénominateur le déterminant de Moore des polynémes
@1+ @y (cf. [Go]), ce qui généralise la forme que l'on avait pour n = 2; en effet, APB —~ ABP
est le déterminant de Moore de A et B.

Remarque 3 : On a vu précédemment que lorsqu’on disposait d’un L1z engendré par
deux formes w; et wy, les coefficients u et v "associés" étaient linéairement indépendants
sur If,. On peut généraliser ce résultat aux espaces L,41, : S0it un espace Lp,y1,, engendré
par les formes différentielles wq,- -+ ,wy,. Comme on l'a vu juste au-dessus on peut écrire
w; = @;/Pdz; on choisit de prendre P unitaire et on note u; le terme de plus haut degré de
(;. Montrons que les u; sont linéairement indépendants sur F,.

Soit a = (a1, ,a,) € B} — {0} ; définissons w, := agws + +++ + Gnln. Alors :

amG+ -+ an@y Qa
Wy = dz
P
La forme w, doit avoir le méme nombre de pbles que les w;, donc le polyndéme @, a le méme
degré que les @;. En particulier le coefficient de plus haut degré de @), est non nul. Donc
a1y + 0+ agty # O

Remarque 4 : Soit ® : P, — PL donnée par &(t) = at -+ P(t?) avec a € k* et P € klt]
(i.e ® est un revétement étale de Py — {co}). Si F' est un Ly, engendré par les formes
différentielles wy, -+ ,w, (avec w; = df;/fi) alors ®*F est un Lyniiydegon (00t $*F désigne
le Fy-espace vectoriel engendré par les formes d(f; o ®)/(f; o &)).

2.2.4 Les espaces Lpy19

A défaut de pouvoir exploiter la condition (2.2) décmte ci-dessus, nous allons explorer les
relations algébriques entre poles et résidus.
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Nous allons d’abord régler le cas p = 2. Ce dernier apparalt comme un cas particulier
dans la mesure oii toutes les données d'Hurwitz sont égales 4 1,

Théoréme 2.2.4 Supposons p= 2 et posons m+ 1 = 2n.

Soit 31, ,1n € k deuz ¢ deus distincts, et u # v € k*. Alors il existe fo(2) = iy (2 —
) (2 —y) et fa(2) = [T (2 — 3} (2 — 2) avec my, - Ty, Yry0 v+ 3 Yns 21,70+ 5 2n deud & deus
distincts, tels que les formes différentielles wy := dfo/ fo et wa := dfa/ fo soient de la forme :

wdz vdz
W = et wy=-¢

[l = 2)(z — ) (e —a0)(z - %)

i=1 t==1

Ainsi Fywy + Fows est un Lm+1,2,
Réciproquement, tout espace L1, est de cefte forme.

Démonstration : Vu la forme demandée pour wy, il faut que fJ = v et donc que fy soit de la
forme :

fo = (q2))* + uz (2.3)

ol ¢ = 2"+ 12" 14+« + g, est un polyndme de degré n 4 coefficients dans k. De méme, on a
fo = (r(2))*+vz ol r = 2" +712" 1+ -+ 1, est un polynéme du méme type. Déterminons
donc les polyndémes g et 7.

Remarquons que fo(z;) = (g(%;))* + uz; = 0 ce qui donne le systéme :

A qaT T A g = JuE

gt g = fuTn

Vu que les z; sont distincts, ceci est un systéme de type Vandermonde, ce qui donne une
solution pour les qi, g, (et donc pour les g1, ,¥n). De plus, puisque f3(2) = u, fo n’a
que des racines simples (donc les 21, -+ , %y, Y1, -+ , ¥ sont deux & deux distinets).

On obtient de facon identique que les coefficients du polynéme r sont obtenus par réso-
lution d'un systéme de Vandermonde. Ceci fournit les points 2; (et de méme les zy, -, &p,
21, , 2, sont deux & deux distincts). Il reste & vérifier que les y1,-++ yYn, 21, 2y SONE

distincts deux 3 deux.
Soit @ une racine commune a f; et fo. Alors :

(g(a))? + ue®™ ! = (r(e))? +vo™ = 0.

Done (vg?+ur?)(a) = 0 = (vg+ ur)?(a). Or le polynome (v/vg++/ur) est de degré n et
a donc au plus n racines (qui sont en fait les z;). Finalement les points &1, -, &n, %1, , Yn,
21, , 2, sont digtincts deux & deux.
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d

Dés que p > 2 la situation devient beaucoup plus compliquée. On peut malgré tout
énoncer le théoréme suivant, :

Théoréme 2.2.5 On considére le cas p > 3.

1. Supposons que m + 1 = p. Alors il n’eziste pas d’espaces vectoriels Ly, 9.

2. Supposons que m +1 = 2p. Alors il existe un espace vectoriel Ly,.,12 st et seulement si
p=3

3. Supposons que m+ 1 = 3p. Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels Ly 2.

Démonstration : Dans les trois cas, la démonstration se fait par 'absurde et on considérera

donc & chaque fois un espace vectoriel répondant au probléme. Soit z un paramétre de
P — {00} tel que z = 0 n'est pas péle de wy et w,. On utilise alors dans la démonstration le

paramétre z := 1/z.

|Le cas m+1=p.|

On note toujours (wy, wy) une base d’un espace vectoriel L4120, Ces deux formes s'écrivent :
y v p +1,

d Lo ha .
wo-:%}—:zl-—:c:mdm’ hf)mO,hg#[)su%(},Zh;EOmodp
i=0 i

df P bz .
,,:—Jf:;ljw:xdm, hy =0, hy #0sii#p, ;hiEOmodp

et tous les x; sont distincts.
La forme wy s’écrit aussi :

ugP~?

el avec u # 0.
P (1= zz)

Wy =

En identifiant les termes en z” des développements formels des deux expressions de wy, on
trouve que :

P P ?
Zhgmjf:() sir<p-2 echgmfzuZmi.
i=1 i=1 i=1
Or 370, hia? = 577 | (hix;)P et vu que u # 0, il suit que 3°7_, #; = 0. En appliquant le méme

. ' . -1 f ' . a . N
raisonnement & wp, il vient que Zf:o z; = 0. Ainsi zg = z,, ce qui fournit la contradiction
attendue,

|Supposons maintenant que m -+ 1 = 2p. ]

D’aprés le Lemme 2.2.1 on a 2p+ 2 péles que ’on peut partitionner en p+ 1 couples. On
les note zq, Yo, + , Tp, Yp. Alors, aprés renumérotation éventuelle, on peut supposer que :
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® wo -+ iw, a des pdles en tous les points sauf en z; et y; (i variede 0 4 p— 1),
¢ w, a des pdles en tous les points sauf en z, et 1.

On peut écrire :

]
his kiys , ' !
wu*;(l—xém-l_l-yia: dz avee hy = ky =0

P
iz Ky
) d hy = kp = 0.
- g(lﬁmim—i_l—yw) T avec iy, ;

Etape 1 : Montrons que x; <+ 7; est une constante indépendante de 4.

On pose 8; = z; +¥; et p; = zyyi. Alors Fi(z) = 2% — 8;z + p;; on a donc, d'aprés le
paragraphe 2.2.3, les relations suivantes :

8y = il + %.Sp et m= Iy i ﬂ.pp
o+ a1
et a ¢ I,
Le méme argument que dans le cas m+ 1 = p montre que :
P p-1
Z(.’L‘,ﬂ + yi) ={ et Z(:E,; + 1) = 0.
=1 i={

On en déduit donc que sy = s, puis finalement que s; = cste, au vu de la relation (a+1)s; =
a8y + 18p. 4

On posera s; = s dans la suite et A;(r) = by} + kjy] pour 7 2 0.

Etape 2 :Montrons par récurrence sur £ que :

p—1
S piAi(r)=0 0<r<2p-2-2L
=0

e / = 0: La relation annoncée est vraie, car la condition imposant & w, d’avoir un zéro
d’ordre {2p — 2) en zéro est

S A(r)=0, 0<r<2p-2.



32 Espaces de formes différentielles logarithmiques L,.;, et Lf;p:z

¢ Supposons le résultat vrai au rang £. On part de I’égalité :
p—-1
S OPHAilr +2) = sAi(r + 1) + piAi(r)) =0 ¥r >0,
i=0

Alotspour 2<r+2<2p-2~-2{(i.e0<r<2p—-2~-2(£{+1)),0na

p-1
> piA(r+2)=0
=0
et
Zsp A(r+1)=0

i=0
Donc :

SOpEHALr) =0 Yr < 2p-2-2(0+1).

4
On aboutit donc & :
> pfA(0)=0 pour 1<£<p—1 (2.4)
t=0
p—1
prAz(l) =0 pour 1<f<p-2 (2.5)
{=20

Etape 3 : Montrons que 4;(0) = 0 et qu'il existe £ dans &* tel que A;(1) = B(a +4)"~2 pour
0<i<p—1.

On sait que p; = py+a(po—p,)/(a+1i) = b+c/(a+7) en posant b = Ppetc= a(po—pp) # 0.
Le systéme (2.4) implique en particulier que :
-1
— A(0)
(a+1)*

=0 pour 1 <{f<p—1.

Posons F(X) = f:(} A;(0)/{X +1). Alors a est une racine de F' d’ordre au moins égal a
(p - 1). Puisque 3.2 A;(0) = 0, le numeérateur de F est de degré au plus (p — 2), on en
déduit que F' est nul et donc que A;{0) =0 pour 0 <i<p— 1.

De méme le systéme (2.5) implique que :

Z Ai(1) =0 pour 1<é<p—2.
— (a+1)*
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Posons G(X)} = 2775 Ai(1)/(X +14). Alors a est une racine de G d’ordre au moins égale &
(p — 2). Le numérateur de G étant de degré au plus (p — 2), on a que G est de la forme :

“’i Al) _ BX —a)?

GiX) = «(X+i) Xr-X

ol 3 est une constante non nulle (en effet, 8 = 0 impliquerait que A4;{(1) = 0 et, puisque
A;(0) = 0, on aurait h; = k; = 0). Aprés identification des coeflicients dans cette décompo-
sition en éléments simples, on aboutit & :

Ai(1) = Bla+)~2

En résumé, on a :
o A;(0) = 0 donc k; = —h;.
e 5, = 0, aprés translation éventuelle sur les z;,y;. En particulier x; # 0.
o Ai(1) = 2hyz; = Bi+ a)??
On a donc un systéme ;
{ o = it o)™ ek o<i<p-1

2 <
-z = b+a+i

Remarquons que ce systéme traduit & lui seul les conditions imposées par le probléme consi-
déré, On calcule :

Red _ (GPE+aed  (5PG+aprt

x? b+ % bla +1) + ¢ ‘
donge, 1
L (Byp-1¢s (2p-3) 25~
1:(—1)%—1(2) (i+a) _ 0<i<p-1
(bla+14)+¢c)z
Ainsi si

2
H(X) =0 mod X? — X. En particulier le coefficient de X”~! dans H(X) modulo X? - X

est nul. Or ce coeflicient vaut :
p—1
(g) C%s(a? — a,)P_ﬂi.
2

H(X) = (ﬁ) " ) (1) (X 4 0) +
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(ce résultat s’obtient en appliquant le Lemme 2.2.6 pour n = 2, lemme que nous démontrons
juste aprés). Pour p > 3, on a 034«3/2 # 0 et donc a” = g, ce qui entraine a € F, (ce qui est
impossible}. On a donc ainsi montré l'inexistence des espaces Lo, pour p > 3.

Remarque ; Précisons ce qui se passe dans le cas p = 3.

Posons a; = hyzy = /20 et a3 = hyzy — homg = /2. Alors howe = §/2(a~1) = a; —a,. On
sait enfin que hjzy + hyze + hiz; = 0, donc hyzs = —a, (on utilise le fait que 2] + Ay = 0 et
kY + 2hy = 0). L’ensemble des huit points {=;, 1;} est donc I’ensemble :

{51‘11 + €20, (61)62) € IF%\{(0,0)}}

Il ne reste plus qu’a démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.8 Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et p un nombre premier congru ¢ 1
modulo n. Alors le coefficient de X?~! dans (X + o) =t DE-1/" mod XP — X est

C%(a — a)?

avec ¢ = ((n— L)p+ (n-+1))/n.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que :

)+ (n—l)g|3.+n+1 o

~3) +q.
- p—3)+¢q

(np ~ (n+ 1)) = p(p— 3
On a donc :

(X + @)D = (XP 4 o) (X + )"
= (X +a”)?P X +a)’ mod(X? - X).

Supposons que p — 1 > n, dans ce cas ¢ < p. Notons T le coefficient de X?~! dans I’
expression (X + a?)P=3(X + a)7, alors :

J

7

q
=2

z

q
= ZC'g,Of,’:al"”a(q"j}(a?’)(j"”
j=2
-2 o .
= Z Cg?Lng_aa(” ~B=9)(aP).
=

Regardons le terme C;ﬁ_a modulo p. On a:

o 534 (= +2)

o j+ 1) +2
Gl = ; G+1G+2)

(- L = et
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Donec :

¢d-1){¢-2)---((¢-2)-j+1)
G+ D+

(_1);,-(3 -+ 1)2(3 +2)

_ F g(¢ —1)
= EU'—Q——

(q’"z)"'((q-.'—Q)"j-H)

4!
_\i 2 i
( l)JCq,C(q,__Q).

i+2 g =
civol, =

1l

Finalement ;

(¢-2)
T = Cf.f Zﬂ (_1)30(:;,_2)@(,(@ ~2-1)(gP)?
Jz
= Chla— aP)\a' -2,

Il reste & examiner le cas ol p— 1 =n. Dans ce cas ¢ = p et
(X +a?)P3(X +a)T = (X +a")% mod (X¥ - X).

Le coefficient de XP~! dans l'expression (X + a?)?~3(X + a)7 vaut donc 0, il coincide avec
C'g = Cg mod p, ce qui achéve la démonstration du lemme.
c

Supposons enfin que m+ 1 = 3p.

On généralise les notations du cas précédent en prenant maintenant x;,%;,2; pour les
poles et h;, ks, I; les résidus correspondants. On posera :

e T, + 1y + 2 = s = cste (méme argument que dans le cas m - 1= 2p).
o Tili + Yizi + Ty = My
® LYz = Py
o A;(r) = hxl + Ryl + Li2].
Etape 1 : Montrons que mn; est constant :
On raisonne par l'absurde et on suppose un instant que m; est non constant. Cela permet

aprés une translation sur les &;, 1, 2;, de se ramener & pg = p, puis & p; constant (on notera
po cette constante).
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On a encore cette fois-ci les relations :

p~1
ZAI'(T) =0 powr0<r<3p-2
i=0
amo + 1My apy + ip,
e t j T ——— 0.
my a1 < i o+ Do 7é

Comme précédemment, on part de ’égalité :
Ailr +3) ~ sAi(r + 2) + mAi(r + 1) — ppAi{r) =0 ¥r > 0.

qui en sommant sur tous les ¢ donne :

p—-1
(Ai(r +3) — sAi{r + 2) + miAi(r +1) — poAi(r)) =0 Yr >0
i=0
et donc :
p-1
ZmiAi(r) =0 pourl<r<3p—4 (2.6)

i=0
1l suit de méme pour r > 2:

p—1
Z(mi.ﬂli(r + 2) = mysAi(r + 1) + miAi(r) — pomiAi(r — 1)) = 0 (2.7)

i=0
et donc que :

p—1
mefli('r) =0 pour2<r<3p—6.
=0

Une récurrence comme dans I’étape 2 du cas m-+1 = 2p montre que 'on a plus généralement :

p-1
> “miA(r) =0 pourf<r<3p-2-2L (2.8)

i=(

On a alors en particulier :

p—1
> midilp-~1)=0 si 1<£<p—1

==l

et
p=1

S midilp) =0 si 1<£<p-1.

=0



Etude des espaces L1, €t Lgp'g 37

Sachant que m; = (amg + imy,)/(a + 1), et grice & un argument analogue & celui du cas
m+ 1 = 2p (i.e on exhibe un polyndme de degré au plus p — 2 ayant un zéro d’ordre au
moins p ~ 1), on a:

Ailp—1) = Aip) = 0.

Or Aifp) = A;(1)?, donc A;(1) = 0. L'expression (2.7) évaluée en r = 1 donne alors

P miA;(0) = 0, ie, la relation (2.6) pour 7 = 0. Ceci entraine que la relation (2.8) est

encore vraie pour £—1 <r < 3p—2¢—2. On adone Ef;ol miA(p~2)=0si 1<f<p—1
et donc par la méme construction A;{p — 2) = 0.

Finalement, on a A;(p ~ 2) = Ai{p—1) = Ai(p) = 0, d’o h; = k; = l; = 0 par résolution

du systéme linéaire, ce qui est absurde. 4

On a done m; = cste = mp. La méme manipulation que dans le cas m + 1 = 2p (étape
2) donne les relations :
p—1
ZAi(O)pf =0 pourl<{<p-1
i=0
p—1
> Api=0 pour1<£<p-1

i=0

-1

> A(2)pf=0 pour1<L<p-2

=5
et on en tire de la méme facon que 4;(0) = A;(1) = 0 et A;(2) est de la forme S(i +
a)P~%(Pargument est le méme : on écrit qu'un polyndme de degré au plus p — 2 a une racine
d’ordre p — 1 ou p — 2 selon les cas). On distingue alors deux cas :

lercas :p=3
Puisque A;(0) = h;j + k;+ 5 = 0on a h; = k; = l; = +1 = ¢). On obtient A;(2) =
Bli+a) = ¢(x? +y? -+ 22), et A;(1) =0 =23+ 4+ 2. D'ott:

(2 + 1y +2)° = 2 +y7+22+2myg
0 = B0+ a)+2m

c’est-a-dire ¢;(¢ + o) est une constante. Il existe au moing deux valeurs de ¢; égales ce qui
donne la contradiction attendue.

2¢éme cas: p # 3. On se raméne & s = 0 (par translation). On a:

1 1 1 Ry 0
Ty Yi F Ky = 0
z; oy oz l Bli -+ a)P?

T 1
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et dong,
hi = %fﬁ(zim%)
oo B
by = Mj(%“fci)

oll A désigne le déterminant de Vandermonde de la matrice écrite plus haut. Il suit que :

3y 3(p—2)
ikl = ﬁ_ﬁf..j'z%l.m

et

2(; 2{p-2)
%((Zi — i) (i — ) + (2 — ) (ys — @)

(zq ~ 2) (s = 23))
B3+ a)g(”‘z)

hiks + Rl + kil;

fl

(mo = (2 + 4] + %))

A2
_ Pl Aa;)z“’“” .
ler sous-cas : mp # 0. Alors
hikil; 1

- a2 T,

ek + il TR Bmgt et €

Donc (i/a + 1)P~% € F,. Posons A = 1/a, alors (4i + 1)PP-2 — (A4 4+ 1)P2 = 0 Vi € T,
Posons F(X) = (AX + 1)PP-2) — (AX + 1)P~2, alors :

F(X)=(APX + 1) — (AX + )% = 0 mod (X? - X).
Dot AP = A et donc a € [, ce gui est absurde.

2éme sous-cas : mo = 0. Dans ce cas ? = p; = b+ c/(a + 1), avec b = p, et ¢ = a(py — p,).
On a la méme relation pour y; et z, donc y; = jz;, 2 = j2zy, avec 5% = 1, § # 1 (quitte &
échanger y; et z; on peut supposer que § ne dépend pas de 7).

e Sij ¢ F,, alors

hizy + kyys + Lizg = 0
zilhi + kij = 1+ )} = 0
(hi =)+ gk = ;) = 0.
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Done h; = k; = l;. Comme A;(0) = h; -+ k; + ; = 0 ¢t que p # 3, on obtient une absurdité,
e Donc j € F, et p = 1 mod 3. Des égalités A;(0) = A;(1) = 0, on tire le systéme linéaire
en h,i, ki, l?; :
{ . hz' -+ k)i + = 0
hit gk = (L+ )k = 0

ce qui permet par exemple d’exprimer k; et /; en fonction de h; :

(Dt
rlﬂi = -—2]‘(?%1]12 = 'U;hg
i = gh Ahy

H

#, A € I, (indépendants de 4}, Donc :

hia? + by + Lz? = Bli+a) = A(2)
het? (L4 pg? + 2gY) = Bli+a)?
hizi = Bli+a)?

en posant B’ = B(1 4 uj* + Aj*) 1. Puisque z¥ = b+ ¢/(a + 1), il suit que :

hizd B30 + a)¥e-2) B B + a)’rt .

(bt %) T la+iy+e?
done,
- BN + a)(a.pmél)f’g—l.
(b(a+1) + )T
Posons

GX) = B7H(X + @0 — (X ) + )T

Alors G(X) = 0 mod X? — X. En particulier le coefficient de X7~' dans G(X) modulo

X? — X est nul,
On peut appliquer le Lemme 2.2.6 pour n = 3, (notons que p = 1 mod 3); le coefficient
en X7~ de G(X) modulo X7~ X est

2fp—1
7 Oy (@ — 0) ™55,
3

Or, C1(22?J+4)/3 # 0 donc a? = q, et donc a € I, d’oll la contradiction. 2

Dans tous les cas, il n'y a pas de Lzpo pour p > 2.



40 Espaces de formes différentielles logarithmiques L., et ngz

2.2.5 Exemples d’espaces vectoriels L, 1,

On peut expliquer la construction d’actions de (Z/pZ)™ sur le disque ouvert, p-adique qui
se trouve dans [Ma] par la présence cachée d’espaces Lpm41,,. Dans cette construction, on
utilise le fait que la forme w := (udz)/(2*! — a) (o € k* et v = a/z;, ol z; est une des
racines du polyndme 27! — o) est logarithmique, et la remarque 4 du paragraphe 2.2.3.

On se donne un entier n supérieur ou égal 4 2. Considérons les formes différentielles

guivantes :
u;dz

Wjﬁ

n
(z — 2 €i)
(51;"‘ :En)E{O,“‘ ;}3—1}“ i=1

€570

oll u; est une constante que l'on va montrer pouvoir choisir “convenablement” pour que la
forme w; soit logarithmique.

Ona:
uyde
w = .
(z = ) €iai)
(ﬁly"' ,En)E{O,"' }'p""]-}n i=1
61540
. uydz
—— p_l ) n *
(2= jay -+ 3 €0;)
=1 {ep,+ 16n )E{D, - p—1in i=2
Notons

Adl(Z) = H (2.’ . ZE@G.,;).

(€2, en)€{0, p—1]" =2

Alors Ad; est un polynéme additif; wy s'écrit alors :
uldz

-1
H Adl (Z - jal)
j=1

’U,gdZ
p=1
Hl(Adl(Z) "“* jAd]_ (Gq))
]:

uidz
Adl (Z)p*l — Adl (al)?’*l ’

i =

On peut écrire Ady sous la forme a2 + Py(2?), car Ad; est additif (cf remarque 4 du pa-
ragraphe 2.2.3). En particulier, Ad,'(2) = . Posons Q(2) = Adi(2)P! — Adi(a))?" et
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caleulons Q'(3 1, €a;) pour ¢ € {0, ,p—1}, &1 # 0.

Q> aw) = —arAdi(d Ga)
=1 =
. 1
ft “01(263'Ad1(ag‘))p“2
i=1

= —CE1(ElAd1 (0.1))79_2.

Posons alors u; = —ay Ady(a1)?2. Alors :
1
urdz Q’(i:lzﬁmf)
TR T :
(1 )€ 1} (2 — D €04
€170 i

i=1

eldz
= > i
(e1,+ En) {0y =137 (2 — D €i01;)
€170 =1
ce qui prouve que w; est bien logarithmique. De méme, on peut trouver u; pour que wj soit
logarithmique; la forme différentielle w; s’écrit alors :
€;dz
Wy = n
(e e {0, -1} (2= 30 €ay)
& =1
Des considérations de degré montrent que le déterminant de Moore Afuy, -+ ,up) est un
polynéme en les (di)i<icn Non nul, Ainsi si (a1,-++,a,) € £" — V{A(uy, - ,u,)), alors
(- ,up,) sont Fy-linéairement indépendants (c’est la condition (*) de [Mal).

Sous cette derniére condition, montrons que < wi, ' ,wy > est un Lpi1,. Puisque
A(-Gl, vt 50‘11) = A(a'l_a e :a'n—l)Adn(G'n-) et que U, = '—A(ala e ;an—l)pwlAd'n(a;n)p_z 71: 03
il suit que gy, - ,a, sont F,-linéairement indépendants.

Soit (by, - ,bﬂ) ¢ I — {0} ; alors by -+« - - + bywy & un zéro d'ordre m — 1 & l'infini et
m+1=p" — p**! poles qui sont les :

n
{an’i, avec 5161 + et bnﬁn 7£ 0} .

i=1
En résumé, si (a;,- - ,0,) vérifie la condition (*) de [Ma}, on définit :
waid
Wy = uice

py .
I (z =2 €ai)
{e1, o yen)E{0 - p—1}" fel
€j#
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Alors <wq,+ ,wp, > est un Lypyyp.

Remarque : Si on reprend les arguments de la remarque 4 du paragraphe 2.2.3, on peut
construire par changement de variables d’autres exemples d’espaces Ly,i1 5.

Remarque 2 : Pour chaque exemple d’espaces L1, ainsi construits, on constate que m+ 1
est un multiple de p™~1(p — 1) . 1l est tentant de penser (cf. Théoréme 2.2.5) que cette

condition est nécessaire.

j

2.2.6 Les espaces L,

Nous allons maintenant énoncer quelques résultats relatifs aux espaces Lgp,g qui auront
des applications directes par la suite.

Espaces L,
Nous allons décrire ici les espaces L;,Z. Un tel espace est engendré par deux formes
différentielles wy et wy, qui s’écrivent :

udzx vdx
Wy i= ——— et Wy = —

@:(m _ ) (@ - )

§=0

avec u,v € k* et les z; distincts deux 4 deux (aprés translation éventuelle, on peut se ramener
a prendre zp = 0). Quitte & réindexer les z;, on peut supposer que wy +iw, (0 <i < p~1)
a des poles en tous les z; pour § % 4. On a alors deux écritures pour wy + dw,

. vz +iv)de  ulz — z)dx
Wy + Wy = S?—l ) = p£1 i) ‘
[[z~=z) [l{z~z)
F=0 F=0
En posant o' := v/u et en identifiant les deux termes il vient 2; = —a'i, Vi < p—1. On

calcule les résidus de wy et wp en les x;, et on montre ainsi que wy = dfy/fo et w, :=dfp/fp
avec :

p-1 p=1
fo = H(m —a'i)t et f, = H(a: - /1)
i=1 i=0

et ui= —(a"}P"% v = —(a)P 1,

2
Espaces Lj,,
On démontre ici que de tels espaces n’existent pas.
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On raisonne par 'absurde et on considére un L3, , engendré par deux formes différentielles
wy et w, qui 8'écrivent

.'u,d:c vdax
Wo 1=~ et wy = o
Hl(m —z;){(z — ) Hﬂ(x — ;) (% ~ y3)
jm Jl:

avec u,v € k* et les z;,y; tous distinets. Quitte & réindexer les zy,7;, on peut supposer que
wo + iwy (0 <4 < p—1) ades pdles en tous les z; et tous les y; pour j # ¢. On a alors deux
écritures pour wy + iy

u(@® — sz + po) +wde _ u(z® - six + py)de

wy + dwy =

Me-a)e-y)  Tle-s)e-n
=0 7=0

ol §; := z; + 15 et p; = 231, Aprés translation éventuelle, on se raméne & sy = 0. En posant
a = v/u et en identifiant les deux termes il vient s; = 0 et p; = pp + ai.

On note h; (resp. k;) le résidu de wy en z; (vesp. y;). Posons A;(r) = hix} + kg pour
r>0et0 <i<p~— 1 Alors en reprenant le méme raisonnement que lors de I'étude des
espaces Ly, o, On montre que :

p—-1
prA,;(r) =0 pour 0<r<2p—-2-2
i=0
et que
p—1
>, ifA(0) = 0 0<{f<p—1
L 4=0
p=1
ShifA(l) = 0 0<é<p-2
1=0
La résolution de ce systéme donne A;(0) = 0 et A;(1) =cste. Vu que y; = —a; eb ki = —hy,
on obtient A;(1) = 2h;x; =cste, ce qui est absurde.
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Chapitre 3

Applications au relévement d’actions de
(Z/pZ)" sur K[[2]

Dans ce chapitre nous donnons des applications directes aux résultats du chapitre pré-
cédents. Nous montrons d'abord que chaque espace Lpy,41, permet de construire une action
de (Z/pZ)™ sur le disque ouvert p-adique, Nous verrons ensuite que le Théoréme 2.2.5 im-
plique Iimpossibilité de relever certaines actions de (Z/pZ)* sur k{[2]] et fournit ainsi des
obstructions de nature nouvelle au relévement.

3.1 Construction de (Z/pZ)"-torseurs & partir d’espaces
Lm+].,n

Dans un premier temps , nous allons montrer qu'un espace Ly, 41, donne naissance 4 une
action de (Z/pZ)" sur le disque ouvert p-adique (nous précisons également le (Z/pZ)"torseur
obtenu en réduction modulo 7). Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 On considére un Lyi1, et une base wy, -« ,wy, de cel espace, chaque w;

s*éerivant df;/ fi. Soit ¢ une racine primitive p-iéme de l'unité et R=W(k)[r] ot 7™ = A =
¢ —1, on note K=Frac(R). Alors on peut trouver F; € R[X] relevant f; tels que le produit fibré
des revétements de P donnés par les équations Yy = Fi{(X) induisent aprés normalisation
un revétement de Pk galoisien de groupe (Z/pZ)"™ ayant bonne réduction relativement &
la veluation de Gauss T = w?X. La fibre spéciale du modéle lisse correspondant est un
revétement étale, galoisien de groupe (Z/pZ)" de la droite affine Al,

La démonstration suit les méthodes utilisées dans [Ma]. Nous allons I'adapter au cas qui

nous préoccupe.
Nous montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.1.2 Soit wy, -+ ,wy, une base d'un espace L1y ; s08t (Z3)1<icr la réunion des
pbles de w; pour 1 < j < n et (%;)ier; les poles de w;. Chagque w; 8'éerit df;/f; avec f; =

45
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Hg;l(luxia:)“"ﬂ' et hy; = O pourd ¢ I;. Soit X; € W (k) des relévements de z; pour 1 <1< T.
On pose Fy(X) = []ey(1 — XeX)M5. Alors il eziste Q;(X), B;(X), $;(X) € W(k)[X] et

=

U; € W(k) inversible tels que :
Fy(X) = (14 XQy(X))? + U X™(1 + XRy(X)) + pS;(X) (3.1)

Démonstration : On a:

uzm i
fi= = T[(1 = 2i2)™ = wz™ (1 2r(z))
P L G L0 =

ot u; € k* et r(z) est un polyndéme dans lequel on a regroupé tous les termes de degré
supérieur. Le polynéme f; est donc de la forme :

“ﬂ;’imu + 27()),

fi = (14 2q(x))? -+
Donc Fj, qui est un relévement de g, s’écrit :
Fy=(1+ XQ;(X))? + U; X™(1 4+ X R; (X)) + pS;{X).

[

Démonstration du théoréme : L'approximation (3.1) du Lemime 3.1.2 n'est a priori pas suffi-
sante pour garantir que les F; satisfassent le théoréme. On va améliorer cette approximation
en utilisant 'automorphisme de Frobenius, L'action du Frobenius inverse sur k[t] est définie
de la facon suivante : 8i f := Y a2 € k[t] alors on pose f£7 = Zag/ Pzi. Cette opération
commute avec la dérivation (i.e (fF77) = (f)¥7"). On peut donc étendre cette action aux
formes différentielles que 'on considére. En particulier, si on & un espace Ly, engendré par
les n formes différentielles wy, -+, w, alors on en déduit que le IF,-espace vectoriel engendré
par les formes wf e ,wh ™' est encore un espace Limtin

On choisit une des fonctions f; (que ’on appelle f dans la suite pour ne pas surcharger
les notations; de la méme fagon on notera h; & la place de hy;). Nous allons montrer qu'il
existe des X; relevant 2; tels que la fonction F' définie par F' := 1_[;‘-21(1 — X:X)"% soit de la

forme :

F(X) = (1+ XQUO + UPX™(1+ XR(X)) + pX “F5(X) + PT(X)

avec Q(X), R(X),S(X),T(X) € W(k)[X] et U € W{(k) inversible.
Soit y; € k tels que y? = z;; prenons Y; € W(k) relevant y;. Posons :

F(X) = IT](l - YFX)M,

i=t
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I1 est clair que F' reléve f. Vérifions que F' est de la forme annoncée. On a :
T

F(xry = [Ja-@mx)m™

=1
p-1 T

= [[IIa-¢vx)ys

Fe=0 g1

Or, on a ([TL, (1 —we)™) = f(z)F", donc J]L,(1 — ysw)™ vérifie les hypotheéses du Lemme
3.1.2 et il existe Q(X), R(X), $(X) € W(k)[X] et U € W(k) inversible tels que :
_ITI(l — Y XNWM = (1+ FXQEX)P + U X)™(L + (X R(CPX)) + pS(¢7X)

ce qujll’on peut écrire aussi :

ITI(I —Yi(EX)H = (L4 EXQEX)PA+UETX)™1 + CX R X))

" + pS(¢X))
avec R(X),5(X) € W(k)[[X]]. Ce qui donne :

F(X?) = ﬁ](lﬂfXQ(C"X))”
pi

ﬁ(l +U(IX)Y™(1+ (X R(TX)) + pS(¢7 X)) |
i=0

que nous regardons modulo p%. On a :

p—1
[0+ ¢ XQX))P e 1+ XPW (k) X7]
J=0

at

p-1
[Ta+ux)™1+ c‘fxﬁ(cfX))pé(cfX))
=0
p—1 P

= JJa+UEX)™(1+FXREX)) +p Y (S(E7X)
Jj=0 j=0

[I @+uEx)™1+¢XR(X))) mod p*

re{0, - p—1}

r#]
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Remarquons que la derniére somme appartient a ((—1)W (k) [[¢, X]nW {k)[[X]] = pW (k)[[ X]),
donc :

py (S¢X) [I Q+UEX)™1+XR(X))) = 0mod p?.

b TE{U;';;P“I}
Enfin, on a :
p—1
T[a+U@x)™(1+ FXR(EX))) = (1+ UPXP™(1 + XPRP(X))) mod (¢ — 1)
j=0
é,insi que :
p—1
[Ta+U@x)™1+ X R X))
3=0

€ WE) (X" N (L + X7WRIX]) = 1+ (X7 W k) ][x7]).

Donc F(X) est de la forme annoncée.
Nous allons montrer que ’équation Y? = F(X) définit une courbe ayant bonne réduction
sur R relativement & la valuation de Gauss en 7" := \"P/™ X,
En effet, si on pose Y = AZ + 1+ XQ(X) et T := A~?/™X alors I'équation Y? = F(X)
donne en réduction :
2P —z = ult™

On a I'égalité des genres des fibres géométriques et spéciales, ce qui assure la bonne réduction.

On obtient ainsi n revétements Y7 = Fy(X) (1 €1 < n) de Py qui ont simultanément
bonne réduction pour la méme valuation de Gauss ('équation en réduction est 2/ —z; = u;t™).
On considére le produit fibré de ces revétements; aprés normalisation il induit un revétement
C — P galoisien de groupe (Z/pZ)™ De plus, la fibre spéciale C, est intégre car les u; sont
linéairement indépendants sur F, (cf. remarque 3 du paragraphe 2.2.3). Il reste & voir que
ce revétement a bonne réduction sur K.

On écrit m + 1 == gp™ !, ¢ € N*. Le degré de la différente spéciale du compositum des n
extensions 2l — z; = ut™ est :

dy = (m+DE~-11+p+-p*
@ e~ 1)1 +p+---p™h).

Notons d; le degré de la différente du revétement C, — PL.. Ce revétement n’est ramifié
qu’en les points qui sont des relévements des poles des formes difiérentielles, i.e au plus
T =g(l+ -+ p"!) points (voir la démonstration du Lemme 2.2.2). Les groupes d’inertie
étant cycliques d’ordre p, on obtient :
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dy <P el +p+- - +p" ) - 1) = ds.
On obtient la bonne réduction en appliquant le critére local de bonne réduction du Théoréme
1.2.1.
O

Remarque : Si on regarde cette derniére action en réduction modulo I'idéal maximal de R,
on trouve un (Z/pZ)™-torseur au dessus de k[[t]] donné par les équations :

Az = wt™

. Y
ZE—zn = Unt

olt les u; sont F,-indépendants, car attachés & un espace Ly,+1,n (cf. remarque 3 du paragraphe
2.2.3). :

3.2 Relévement d’actions de (Z/pZ)* sur k[[2]]

On g'intéresse ici au relévement d’action de G = (Z/pZ)* (p > 3) sur k[[2]] en des actions
de G sur R[[Z]). '

3.2.1 Cas de conducteurs égaux

Tout d’abord, examinons le cas od toutes les sous-extensions de k[[2]]¢ de degré p ont le
méme conducteur m 41,
Commencons par le cas p=2:

Théoréme 3.2,1 On considére une action de G= (Z/2Z)* comme groupe d’automer-
phismes de k([t]] dans laquelle chacune des sous-estensions de k[[t]|¢ d’ordre 2 a méme
conducteur (on note m+ 1 = 2n ce conducteur). Alors on peut déformer cette action en une
action de G sur R[[T]], ot R= W {k)[A/@-1)],

La démonstration est die & [to et suit des indications de M.Matignon. Nous la redonnons
avee quelques modifications.
On a tout d’abord begoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.2 Soit X1, , Xn € W(k) deuz & deus distincts et U € W{k)*. Alors il existe
X1y Xon (avee Xy 7 X; dés que1 <1< j<2n) et Q(X),R(X) € W(k)[X] tels que

le polyndéme ;
2n

FX) =] - X:X)

i=1
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soit de la forme :
QX))+ UX*™ ! 4+ 2R(X)

et tels que le revétement de Spec(W (k)[X]) donné par Y2 = F(X) ait bonne réduction.
Démonstration : Notons z; la réduction de X; modulo l'idéal maximal de W (k). D’apres le

Théoréme 2.2.4 (voir ’équation 2.3), on peut trouver z,41, -, Ta, tels que :
2n
f(@) =T - zz) = (g(2))* + va™"
i=1

(o0 u est 1a réduction de U). Choisissons des relévements X; de z; et posons :

2n

FX)=T]a - xx).

i=1
Le polynéme 7 est aussi de la forme :
F(X) = Q*(X)+2R(X) + UX?!

avec @ = I4+a1 X+ +a, X" € W(k)[X], R=0 X+ +by 1 X1 € W(k)[X]. Ecrivons
F en fonction du paramétre T i= (—2)~%/ (-1 X ;

F(T) = Q(=2)5TT) + 2(by(~2) 51T + o+ + bpuy (~2)2T271)
(—-2)2Ue-t,

Posons Y = —2Z + @ ; si le coefficient (b (—2)2@=1T 4 .. 4 by, (—2)2T™) est nul modulo
2, alors on a en réduction :

-7 +Q)*-Q* m
((-2) (M;fz) _ ur
ZP—-Z7Z = Umm

Ceci est suffisant pour avoir la bonne réduction. En effet, le revétement d’équation Y2 =

F(X ) est ramifié en 2n points (nombre de racines de £, donc le genre de la fibre générique

est (2n —2)(2 ~1)/2 (formule d’Hurwitz), c’est-A-dire le méme que celui de la fibre spéciale.
On va donc chercher & modifier 7. On éerit F(X) = [[2%, (1 — X;X). Posons

F(X) _ ﬁ(l —X‘;X— ZG{X)

i=1

olt ; = 0 si ¢ < et (e > n) sont des constantes 8 déterminer pour avoir bonne réduction.
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2n, 2n—1 & X

i=1

2n
(Q* + 2R) ( +2) — E*X )+UX2““1 mod [4, X*", 2X*]

i=1 1'X
in X
_ 249 D) § 2n—1 4. Xen 2n-1
Q* + (Q ;l__.l_XiXJFR) +UX* mod [4, X", 2X*"7]
n
= @+2AQX Y a1+ XX + -+ (XiX)"?) + R)
i=1

+ UX*™ 1 mod [4, X, 2X %),

On va donc s’arranger pour que le terme

2n )
QXD &1+ XX+ 4+ (X:X)") + R)

i=l

soit nul modulo 2. Remarquons tout d’abord que si 7 > n, alors les termes en X* (écrits en
fonction du paramétre T') sont nuls module 2. Il suffit donc de voir que l'on peut choisir les
¢; de telle fagon que les termes en X7 (1 < r < n — 1) de I'expression :

2n—1
Q@*XD G(l+ XX 4+ (XX)"?) + R)

i1
soient nuls. Soit o, le r-iéme terme de la série de Taylor de (—RQ7?) (e (-RQ™?) =
351 0 XT). Alors la condition que I'on vient d’énoncer se raméne au systéme :

2
i &X] =—op pour 0<r<n—2
im=n+1
qui a des solutions puisque ¢’est un systéme de Vandermonde avec des équations en moins.
O
Revenons & la démonstration du théoréme. Considérons une (Z/2Z)*extension k[[2])/k{[t]]

telle que les sous-extensions intermédiaires C; alent le méme conducteur m+1 = 2n. Aprés un
changement de paramétre £, on peut supposer que C1 et G sont données par les équations :

{ Ch: 'y% g = ,32:;&—1

Co:yi+y: = t—%@r
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avec u € k* et p(t) = 1+ prt + -+ + pap—ot™ 7. D’aprés le Théoréme 1.4.2, il faut pouvoir
relever Cy et ¢ de fagon & ce que ces deux revétements aient exactement n points de

branchements en commun.
Posons ¢ = #(p(t)) /=1, Alors les deux extensions intermédiaires sont données par :

Co:yi-+ys = oo

{ C1 :y12 +91 = mer
Soit T un paramétre du disque ouvert relevant ¢ et T := T{(P(T))"Y®~1) un paramétre
relevant ¢’ (et P(T") est un relévement de p(t)). Si on écrit 79 = 7(T), alors 7 définit un
automorphisme du disque ouvert SpecW (k)[{T]]. Notons X = 2¥r-L7-1  Alors 7 induit
un automorphisme sur le disque fermé SpecW (k) {{X ~'}} (rappelons que que les éléments
de W{k){{X~"'}} sont les séries formelles de la forme Y ., a, X" avec lim,_ o a, = 0).
Ce qui donne 7(X~1) = X~1P(2%/@n=1) x~1)~1/(-1) ot 7 est lidentité en réduction. Soit
Cy: Y$ = 1+44/T% 1 un reléevement de Cy que l'on peut récrire en choisissant de nouveaux

paramétres :
2n

(v =1 ()Pt =T - xix)

i=1

Les idéaux {1 — X;X') définissent des points distincts dans SpecW (k){{X~1}}. Posons
(1= X;X) = 77}1 - X!X'). On applique alors le lemme précédent aux points X, - -+ X, ce
qui permet d’obtenir un revétement d’équation :

Cy: (Y])? = A(X)* + 2B(X) + UX* !

qui a bonne réduction et qui a n points de branchement en commun avec Ca. Le relévement
souhaité est alors donné par la normalisation de € xwx) Co-

O

Remarque : Un résultat plus complet (i.e p = 2 et conducteurs quelconques) sera montré par

la suite (cf. Théoréme 5.2.1).

Dans le cas p > 2 une généralisation du Théoréme 3.2.1 est un probléme ouvert. Nous
allons voir que la condition p/(m + 1) n’est plus suffisante et que les questions d’existence
d’espaces L1109 Ou Lgp,z sont cruciales.

On se place donc maintenant dans le cas p > 3. Le cas le plus simple, est m+ 1 = p. On
a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3 Soit G = (Z/pZ)?, p > 3 et R un anneau de valuation discréte dominant

Vanneau des vecteurs de Witt de k. Supposons que G est un groupe d’automorphismes de
k([2]] et que chacune des sous-extensions de k[[z]]¢, d’ordre p o un conducteur égal & p.
Alors, on ne peut pas relever G en un groupe d’automorphismes de R[[Z]].
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Démonstration : Supposons alors que l'action de G se reléve en une action de G sur R[[Z]].
Dans ce cas, on sait d’aprés [Gr-Ma 2] Théoréme 111.3.1 que la géométrie du lieu de branche-
ment de chaque révétement intermédiaire de degré p est équidistante. La fibre spéciale Dy
est alors réduite & une composante. D’aprés 1’étude menée précédemment, il doit apparaftre
un espace L9 sur cette composante, ce qui contredit le Théoréme 2.2.5.

O

Le deuxiéme cas le plus simple qui apparait est le cas m+ 1 = 2p. On peut alors prouver
le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 Soit p > 3 un nombre premier et G = (L/pZ)?. On suppose que G
est un groupe de k-automorphismes de k[[2]] et que chacune des sous-extensions de k[[2]]°
de degré p o un conducteur égal & 2p. Supposons que G se reléve en un groupe de R-
automorphismes de R[[Z]]. Alors la géométrie du lieu de branchement du revétement

SpecR[[Z]] — SpecR{[Z])¢

est équidistante, Il suit que p doit étre égal a 3.

Démonstration : On raisonne par 'absurde et on suppose donc que la géométrie est non
équidistante, Les espaces qui peuvent apparaitre dans les composantes terminales de Dp
sont a priori les suivants :

N S S A R
Lm+1,11 Lp,?) Lp,g: L.2;n,2: L2p,21 sz,z-

En fait parmi ces six espaces, seuls deux peuvent apparaitre car :

e Les espaces Ly, o n'apparaissent pas (cela correspondrait alors & une géométrie du lieu de
branchement équidistante).

e On a déj3 montré que les espaces Ly et L3, n'existaient pas (voir le Théoréme 2.2.5 et
la fin du chapitre 2).

e Sion aun espace L%M sur l'une des composantes terminales, cela veut dire qu’au moins un
des revétements intermédiaires de degré p a 2p—1 points de branchement qui se spécialisent
sur une méme composante terminale. Le dernier point de branchement de ce revétement
se spécialise alors sur une composante interne, ce qui contredit la Proposition 1.2 dans
[Gr-Ma 2]. On n’a donc pas d’espaces Ly, .

e Si un espace Ly,..1; apparalt sur une composante terminale E; alors 'un des revétements
intermédiaires Rev,, de degré p n’est ramifié en aucun des m+-1 points situés sur E;. Soit
S, ’ensemble des points ot Revy, n'est pas ramifié; Sj, contient alors deux éléments (voir
Lemme 2.1.1). Done m+ 1= 2.

Finalement, dans les composantes terminales de Dj , ne peuvent apparaitre que des es-

paces L‘},’B ou Ly ;. Deux cas sont & considérer :
Premier cas : On a au moins un espace L},lg dans une des composantes terminales.
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Alors on a forcément un autre espace L;;,z sur une autre composante terminale. En effet,
supposons que 'on ait une seule composante terminale avec un espace L;,Q. 1] existe alors
un revétement intermédiaire de degré p (noté Revg) qui posséde p points de branchement
sur cette composante. Les autres points de branchement de Revy se spécialisent sur d’autres
composantes terminales sur lesquelles il ne peut exister que des espaces Lg 1, 1.e ces autres
points de branchement sont en nombre pair. Le nombre total de points de branchement de
Revy serait alors impair, ce qui est absurde.

On a done trois composantes terminales dans Ty ; avec sur deux d’entre elles des espaces
L;;,z et sur la troisiéme un espace Ly 1. Ceci donne lieu 4 trois géométries envisageables :

By , By
p points 2 points
" e B
p points P points

— T

/—'—’—\

By p points
2 points

b Arbre 2
E]_ Eg By
p points | ¥ points 2 points
Arbre 3

o Premier arbre : Soit Revy le revétement intermédiaire d’ordre p qui n'est pas ramifié en
les points situés sur Ej, et Rev, un autre revétement intermédiaire d’ordre p. Soit 2,
la spécialisation d’un point de branchement commun 4 Revy et Rev,. Pour chacun des
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revétements Revy et Rev,, tragons les graphes de la valuation de la différente en fonction
du rayon p d'un disque centré en zg :

d{v(p)

u(p)

(p—1)(2p—3) —

p-ne-1 /|

mno P3 u(p)

(le graphe correspondant & Revg est tracé en pointillés et celui de Rev, en traits pleins.)
On voit donc que la valuation de la différente des deux revétements ne s’annule pas pour le
méme rayon, ce qui contredit le fait que ces deux revétement doivent avoir simultanément
bonne réduction par rapport 4 la, méme valuation de Gauss.

e Deuxiéme arbre : Le méme raisonnement reste valide (i.e un argument sur la variation
de la différente), mais on peut conclure ici par un argument plus direct en regardant un
revétement intermédiaire de degré p (que ’'on appelle Revy,) dont le lieu de branchement se
spécialisent en les deux points de Ey et en p— 1 points de Ej et Es. La forme différentielle
induite par Revy, sur P, aurait alors un péle d’ordre 2 et un péle d'ordre p — 1, et ne
pourrait alors &tre exacte.

e Troisiéme arbre : On utilise le m&me argument que pour le premier arbre.

Deuxiéme cas : Il n’y a que des espaces Ly dans les composantes terminales de D} ;. Consi-
dérons donc une composante interne P, qui ne porte que des composantes terminales notées
Ey, -+, E, (il suffit pour cela de partir d’une composante terminale F; & distance maximale
de la racine de l'arbre; la composante interne qui porte E; ne peut alors porter que des
composantes terminales). On appelle D, le disque correspondant & la composante Py,
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Montrons que toutes les composantes E; correspondent & des disques de méme rayon.
Soient 4,§ < r, i # j et Rev; (resp. Rev;) le revétement branché en tous les points sauf ceux
situés sur B; (resp. E;). Soit x; (resp. z;) un point de branchement de Rev; (resp. Rev;)
situé sur By (resp. F;). On trace le graphe de la valuation de la différente pour le revétement
Rev; (resp. Rev;) en fonction du rayon d'un disque centré en x; (resp. xz;). Notons |pq|
(resp. |pi, |p;]) le rayon du disque correspondant & la composante P, (resp. F;, ;). Alors
pour v(p) < v(p,) ces deux graphes coincident (puisque le lieu de branchement de Rev; et
Rev; est le méme en dehors des composantes E; et B;). Pour v(p.) < v(p) < v(p;) (resp.
v(pa) L v(p) < v(p) ) la pente du graphe relatif au revétement Rev; (resp. Rev,) est p — 1.
On a donc d{v{pa)) + (p — D)(v(p:) — v{pa)) = d(v{pa)) + (p — D)(v(p;) — v(pa)) = v(p) et
donc v(g) = v(sy).

Pour chaque revétement intermédiaire de degré p, la valuation de la différente an bord
du disque D, est la méme et vaus d(v(p,)) :=v(p) ~ (p— 1)t avec 0 < £ < v(p)/(p—1) {voir
Proposition 1.3.1).

Soient Revy et Rev, deux revétements intermédiaires d’ordre p donnés respectivement
par les équations Y = Fy(X) et ¥ = Fp(X) ( Fy, F, € R[[X]]). Les équations de ces deux
torseurs par rapport & un paramétre T du disque D, sont de la forme :

yg =1+ 7Tt"U.0
Yo =1+ ntu,

ol ug,u, € R|[T]] (voir Proposition 1.3.1). Soient wy :=d%, et w, :=dT, les deux formes
différentielles exactes {wp et w, n'ont qu’un seul zéro en oc). Tous les autres revétements
intermédiaires sont donnés par les équations Y;; = FgP‘g ce qui donne par rapport au para-
métre du disque Dy, :

yh; = 14wt (iug + Jup).
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La forme différentielle exacte correspondante est donc iwg+ jw, et on voit apparaitre ainsi
des IF,-espaces de formes différentielles exactes analogues aux espaces de formes différentielles
logarithmiques Ly,412. On peut éerire wy et wy, sous la forme :

dz dzx

LU[):*B*}S‘ et wp=D—

ot D, P,Q sont des polynémes n’ayant que des racines doubles (ceci est une conséquence
directe du Théotéme 1.3.2) et (P, @) = 1. En particulier pour tout i, j € I, éP +j@Q n’a pas
de racines simples. Or on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.5 On suppose p > 3. Soit P,Q € k[z], (P,Q) =1 tels que P,Q, P+0Q), et P—()
n'aient pas de racine simple. Alors P' = @' = (.

Démonstration : On peut supposer que degP > deg@®. Le polynéme P n'a pas de racine
simple donc P divise P2 e il existe Py dans k[z] tel que P o= PoP. De méme il existe
Qu, P:, P_ dans k[z] tels que Q@ = Qo@, (P + Q) = (P+Q)Py ot (P — Q)" = (P-Q)P-.
La somme des deux derniéres égalités donne : :

2P + Q%) = P(Py + P_)+ Q(Py - P_)
et donc
P(Py+ P. = 2P) + Q(Pr — P_ —2Qo) =0

Or (P,Q) = 1 donc P divise Py — P- — 2Qy ce qui donne Py — P_ — 2(Q)q = 0 pour des
raisons de degré. Cela entraine aussi que Py + P — 2P, = 0 et donc que Py = By + Gy,
P_ - PO - Qg.

Repartons de Iéquation (P + Q)* = (P + @)P, en remplagant P, par l'expression

trouvée, on obtient :
PI‘Z +Q.'2+ 2P.PQI — (PO +Q0)(P+Q)

2P'Q = RQ + Qo P

D’'on ,
4P*Q" = (PyQ + QoP)?

APyQoPQ = (PQ + QuP)?
Le (PQ—QoP) =0,
Donc By@ = Qo P et Py = Qo = 0 pour des raisons de degré.

Remarque : Une autre démonstration de ce résultat consiste & considérer le morphisme :

e Pt
z +— [P(z): Q)]
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On suppose que (P/@) # 0 et en utilisant la formule de Hurwitz, on montre que le nombre
de points de branchements de ce revétement est strictement inférieur & 4, ce qui apporte la
contradiction attendue.

Revenons & la démonstration du théoréme. Comme P et ¢ n’ont que des racines doubles,
cela impose que ces polyndmes sont constants. Ceci implique en particulier que les formes
différentielles wy + iw, (0 < ¢ < p— 1) et w, ont le méme ensemble de pdles. Tous les
revétements intermédiaires d'ordre p seraient alors branchés en tous les points situés sur les
E; (1 <1i<r),cequi est absurde.

On a donc une géométrie équidistante, i.c une seule composante dans D ,. Sur cette
composante apparait un espace Lo, o qui n’existe que dans le cas p = 3 (cf. Théoréme 2.2.5).

O

Nous donnons un énoncé analogue lorsque m + 1 = 3p. La encore, un seul type de
géométrie peut apparaitre :

Théoréme 3.2.8 Soit p > 3 un nombre premier et G = (Z/pZ)% On suppose que G
est un groupe de k-automorphismes de k[[z]] et que chacune des sous-eztensions de k[[z]]¢
de degré p a un conducteur égal & 3p. Supposons que G se reléve en un groupe de R-
automorphismes de R[(Z]]. Alorsp = 3 et la géoméirie du lieu de branchement du revétement

SpecR([Z]] — SpecR{[Z]|°
est de la forme suivante !

Revy

La démonstration de ce théoréme repose sur une analyse exhaustive de toutes les com-
binaisons d’espaces Ly,112 ou Lfmg qui peuvent exister sur les composantes terminales. Les
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arguments qui permettent d’écarter certaines géométries sont ensuite identiques 4 ceux utili-
sés pour la démonstration du Théoréme 3.2.4 (i.e essentiellement des arguments concernant
la variation de la différente),

Démionstration : Les espaces qui peuvent apparaitre sur les composantes terminales de 'D{),s
sont les suivants :

1 ., r2 , 53 | A O A o S .
LSp,Q? LSp,2! L3p,21 L2P,2'? L2p,21 L;u,Z’ L_g,]., L3|1'

On regarde alors toutes les répartitions possibles (i.e quels sont les ensembles d’espaces
qui peuvent apparaitre dans une géométrie) sachant que les points de branchement doivent
se partitionner en p + 1 paquets de 3 points Sp, -, 5 (cf. Lemme 2.1.1), Cet examen
{(dont nous ne détaillons pas les calculs) donne lieu & sept configurations possibles. Nous
donnons pour chacune de ces configurations les espaces qui apparaissent sur les composantes

terminales ainsi que la répartition des points de branchement dans les ensembles Sy, ++ , Sp.
Sp ! S| S Sy
1) Un espace L3, , et un espace Ly Li,| 1133 3
Toy | 2 00 0

Un petit mot d’explication : ce tableau signifie que F'on a deux composantes terminales
dans l’arbre Dj ,. Sur une premiere composante terminale, on a un espace L, (et done
3p -+ 1 points de branchement sur cette composante se répartissant dans les ensembles 5;,
comme indiqué dans le tableau). Sur la deuxiéme composante, on a un espace Lo, (et
donc 2 points de branchement appartenant au méme ensemble Sg).

So | 51| 5. Sp

2) Un espace L3,, et un espace Lg,) : Li.| 0133 3
L311 3 0 0

So Sl Sg Sp

IT,[1]2]2 )

3} Un espace L}, 4, un espace Ly, et un espace Ly, L£2 T 1
Ioi | 2100 0

So | Si| 82! Ss

L1110

4) Quatre espaces L}, (uniquement dans le cas p = 3) : Li,J]1]1]0]1
Il, [ 10|11

L[0T T[T
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So | S1] 8, Sp
I, 011 1
5) Trois espaces L., et un espace Lg; : L,JoJ1]1 1
L, o171 1
Lyp | 31010 0
So | S1 | Sa Sp
L0 171 1
Lsy | 31010 0
Loy 0210 0
6) Un espace L}J,g, un espace L3 et p espaces La : I, 0] 07 2 0
Lyy | 0100 2
So | 81| Se Sp
Is:| 3]0 0 0
31 | 0] 310 0
7) (p+1) espaces La; : Lyp | 0103 0
Lgy | 01010 3

1}

Examinons chacun des sept cas :

La géométrie du lieu de branchement est donnée par la figure 3.1 :

Soit zp la spécialisation d'un point de branchement commun & Revy et Rev,. Pour chacun
de ces deiix revétements on étudie la variation de la différente en fonction du rayon
d'un disque centré en z ; on s'apercoit alors que ces deux revétements ne peuvent avoir
simultanément bonne réduction pour la méme valuation de Gauss. On a ainsi écarté ce
premier cas.

On exclut ce cas de la méme fagon que le premier.

Pour ce troisiéme cas on a quatre géométries possibles; on montre gue chacune de ces
géométries conduit & une contradiction par le méme argument.

Soit Fy une composante interne qui ne porte que des composantes terminales et Ey,
E» deux de ces composantes terminales. Soit |pgg| le rayon du disque correspondant 4 la
composante Fy. On note Revy (resp. Revy) le revétement intermédiaire de degré p ramifié
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By )

3p -+ 1 points

2 points

Fic. 3.1 -

en les trois points de E; (resp. Fy). Soit z; (resp. z2) un point de branchement commun
a Rev; et Rev, sc spécialisant sur By (resp. Fy) (voir figure 3.2).

B E,

Fig. 3.2 -

Pour chacun des deux revétements, on étudie la variation de la différente en fonction du
rayon d'un disque centré en z;. On note dy(pp) (resp. dz(pe)) les valuations respectives
associés au rayon pg. On trouve alors di(p) < da(pp). St on fait le méme raisonnement
en partant du point z, on trouve dy(pg) < d1(pg). Ce quatriéme cas est done exclu.

5) Comme dans le cas 3), on examine toutes les géométries possibles et on conclut & I'im-
possibilité de ce cas.

6) C'est le cas le plus délicat en raison du grand nombre d’arrangements possibles. Consi-
dérons Ep la composante terminale portant l'espace Lf,,l et Py la composante interne
portant Fy.
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Etape 1 : On commence par regarder quel espace de formes différentielles apparait sur la
composante .

Soit Revg le revétement intermédiaire de degré p tel que tous les points de By soient
des spécialisations de points de branchement de Revy. Soit Rev, un autre revétement
intermédiaire de degré p et xp la spécialisation d’un point de branchement commun & Revyg
et Rev,. On note S un paramétre du disque correspondant & Fy. D’aprés la Proposition
1.3.1, les équations des deux revétements Rev, et Rev, sont alors de la forme :

YE = 1 + nmouy(8) + o)

VP =1+ wtru,(S) + o{r'r)

avec ug, up € k(Ps) et 4o, t, € N*.

L’étude de la variation de la différente en fonction du rayon d’un disque centré en xzg
montre que ¥ > t,. Tout autre revétement intermédiaire de degré p (noté Rev; pour
1 <1< p-—1) s'écrit alors :

YP = 1+ atru,(8) + ofx').

En particulier la forme différentielle exacte induite par Rev; sur P est indépendante de
i et vaut dz, {(pour 1 <4 < p). On note ¢, les poles de di, et my + 1 'ordre du péle en
ta

Etape 2 : Montrons que que la composante Py ne porte que deux composantes : Eg (déja

introduite) et Fj une autre composante sur laquelle vit un espace Lg ;.

On note Lg)l (1 <1 < p) l'espace dont les deux points de branchement correspondant
appartiennent & S;. Soit P une composante (différente de Ey) portée par Fy et £, le
point d’intersection de P et Py On note A l'ensemble des espaces {Ls, ou Lz;) qui
apparaissent dans le sous-arbre d’origine P. Alors A contient tous les espaces Lo ou n’en
contient aucun. En effet, supposons que A contienne Léf)l mais pas Lgf% Soit | Bry| (resp.
| Br;) le nombre de points de branchement de Rev; (resp. Rev;) se spécialisant dans le
sous-arbre d’origine P. Alors |Br;| = |Br;|+2, ce qui contredit le fait que ordre du péle
en t, reste constant.

En fait, on montre que A ne contient que ’espace L;;. On raisonne par ’absurde et on
étudie la variation de la différente en fonction du rayon d'un disque centré en zp. On
montre alors que les deux revétements Revy et Rev, ne peuvent avoir simultanément

bonne réduction par rapport & un méme paramétre,

Etape 3 : On conclut & I'impossibilité de ce sixiéme cas.

On note P; la composante interne qui porte Py et |p1| le rayon du disque correspondant
(cf figure 3.3).
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Ey 3 points

p points

Py

FiGg. 3.3 -

Soit dy la valuation de la différente associée & Revy et correspondant au rayon p;. On
riote de méme d; la valuation associée & Rev; pour 1 <5 <'p (en effet di ne dépend pas
de ¢}. Montrons que dy = di.

On a tout d’abord dy < d,, sinon la valuation de la différente serait dp pour p revétements
parmi les p + 1.

Supposons un instant que dy < d;. Soit P une composante portée par Py, et A l'ensemble
des espaces Lg; qui apparaissent dans le sous-arbre d’origine P, On numérote comme
précédemment les espaces Lg")l Soit g tel que Lg"ﬂ) C A. On étudie la variation de la
différente en fonction du rayon d’un disque centré en zg pour les revétements Revy et
Rev;,. On constate alors que pour v(p) < v(p;) les deux graphes se déduisent l'un de
I*autre par translation verticale de vecteur (0, d, —dyp). Les deux revétements Revy et Revy,
ne peuvent avoir simultanément bonne réduction par rapport & un méme paramétre.
On a donc dy = d; ce qui implique lexistence d'un Fp-espace vectoriel de dimension deux
de formes différenticlles exactes sur Pj. Soit w; la forme différentielle exacte induite par
Rev,. Notons tp, - - - , 1, les poles de wy en convenant d’appeler #y la coordonnée du point
d’intersection de Py et P;. Les formes wy et wy, s’écrivent ;

= udz
P (@ = 10)? [y (@ — t) ™t
vdz
Wy

(@ — o) Ty (o — ti)™
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avec u,v € k*, m; € N* et ml = m,; sauf éventuellement pour un 4y auquel cas on a
-

My, = My — 2.

On peut écrire wy et w, sous la forme :

y dz ot w dz
N == e pz—h—-—
DQ

olt D, P, () sont des polynﬁmes n'ayant que des racines doubles et (P, @) = 1. En particu-
lier pour tout ¢, j € I, 1P + jG) n'a pas de racines simples. Il ne reste plus qu’a appliquer
le Lemme 3.2.5 pour avoir P' = (J' = 0 ce qui apporte la contradiction attendue,

La démonstration est identique & celle effectuée pour le Théoréme 3.2.4 (Deuxiéme cas).
On considére une composante interne F, qui ne porte que des composantes terminales, et
on montre 'existence d'un IF,-espace vectoriel de dimension deux de formes différentielles
exactes sur F,. Cet espace est engendré par deux formes différentielles wy et wy qui
s'écrivent :

o dz ot W = dz
0= B = D

DP
ol D, P, () sont des polyndmes n'ayant que des racines triples et (P, @) = 1. En particulier
pour tout i,j € Iy, iP + j¢} n'a pas de racines simples. L’application du Lemme 3.2.5
montre que P = @' = 0 et donc que p = 3.
On a donc quatre composantes terminales dans I'arbre Dj,. Comme dans le cas 5) on

examine toutes les géométries possibles et on montre (toujours par un argument sur la
variation de la différente) que la seule possible est celle indiquée dans le théoréme.

O

On construira par la suite un exemple de revétement ayant la géométrie indiquée dans le

Théoréme 3.2.6 (c’est un cas particulier du Théordme 4.2.1).

3.2.2 Cas de conducteurs différents

Soit p > 3. Soit G := (Z/pZ)* un groupe de k-automorphismes de &[[z]]. On examine le

cas particulier oti 'extension k[[#]]/&[[2]]¢ est donnée par les équations :

{xf“:ca = fi(3)

Bz = f2(})

avec deg(f1) = my, deg(fo) = mq, m1 + 1 = p, et mg > my (c'est le cas le plus simple qui
peut apparaitre lorsque 'on considére des extensions intermédiaires ayant des conducteurs
différents).

Supposons qu'une telle action se reléve. Notons Rev; et Revy les revétements correspon-

dants. Le premier revétement a un lieu de branchement équidistant (cf. Théoréme 3.1 de
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[Gr-Ma 2]) et le second a exactement p — 1 points de branchement communs avec Reva, Ce
second revétement Revy ne peut avoir une géométrie équidistante car my # mg et puisque
dans le cas équidistant le conducteur détermine le rayon du disque sur lequel se trouve les
points de branchement (voir les rappels sur la variation de la différente de la partie 1.3). Le
lieu de branchement de Rev; et Revy est donc de la forme suivante : '

Ey B Py
p points ? ?
g \ \

Ejy est la composante terminale qui porte les spécialisations des points de branchement
de Rev, et P, est la composante internc liée & Ey. Sur la composante Fy on a forcément un
espace L, (car les espaces Ly n’existent pas).

Soit w, la forme différentielle exacte sur P, relative au revétement Revy. Aprés un choix
convenable de paramétre, on peut supposer que w, a un pole d’ordre p — 1 en 0 et s'écrit :

udx

p
o=t T (2 — ai)net
=1

Wy =

avec n; ¢ pZ, u € k* et les x; distincts deux & deux.

Proposition 3.2.7 On écrit la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
u/(@? ™ [ (@ = 2)™*h)
r - =Qi]1+jz‘ Qi i+1
_ o ZP e (g — )Mt
pp—t H(:C — mi)ﬂﬂl i=1
=)
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ot Qs € klz] avec deg(Qi) < n; et deg(Qo) < p - 2.

Alors le polynéme G}y est constant.

Démonstration : Soit X un paramétre tel que la composante P, corresponde au disque
IX| =1 et tel que X = 0 soit un point de branchement de Rev, mais pas de Revy. Soit |po|
le rayon du disque correspondant & la composante Ey et X’ := X/ps. On note 0,61, -, 8,1
les coordonnées des points de branchement de Revy par rapport au paramétre X’. On sait
que sur Fy on a un espace Lzl,’z, donc d’aprés l'étude menée précédemment (voir paragraphe
2.2.6), on sait que les §; sont proches de ai (pour un a dans R*).

Posons F1(X') := X' TI2C, (X' — @), Fo(X") 1= [T, (X7 — 63)F, t o= NP/P—1) o § o= £ X7
alors Y7 = w(S)STIIZ (S — t6;) (u € R[[S]]*) est une équation du revétement Rev; et
ce revétement a bonne réduction par rapport au parameétre S. Le revétement Revy a une
équation du type ¥ = v(8) [T221(S — t6,)'Q(S) (v € R[[S]]*) ot @ est un polynéme dont
les racines correspondent aux points de branchement de Revg qui se spécialisent, ailleurs que
sur Ey. On peut, quitte & compactifier supposer que u(S) = v(8§) = 1 {voir la Proposition
1.4.1).

Le revétement Revs doit avoir bonne réduction par rapport au paramétre S, ce qui

implique en particulier que

v(p) < w(t). (3.2)

(ceci se voit en regardant le graphe de la différente relatif au revétement Rev,).

Posens

G\(T) :=TPF (%) = ﬁ(l - 6;T)

i=1

et

Go(T) 1= T2 I, (%) = ﬁu — 4;T).

du=]

Alors Gy s'gcrit 1+ 377! 5,7 avec v(s;) > (p— 1 — i)u(t) pour i < p—2 et v(sy_y) =0
car le revétement d’équation Y? = (; a bonne réduction par rapport 4 T'/t. Le polyndme
Gy g'¢crit aussi 1+ §;T 4 -+ §poTP 2 4+ -+,

Nous allons montrer que :

v(&) > (p—2—dv(t) pourl<i<p-~2
Cette démonstration passe par des approximations assez fines des 8; qui font 'objet du
lemme suivant :
Lemme 3.2.8 Il existe des coefficients a;p € R, 0 < j<p~3, 1 <r <j+1, tels que :
-3
g; = Zaijtj mod P2

4=0
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auec
— § : T
Qg = Girt .
r=1

Démonstration : On a ;

§i=_§ 6 _ skt (p- s TP
G']‘ 1-1T6; 1+31T+...+3p“1Tp-—1'

i=1

Aprés identification entre les deux développements de Taylor des deux termes, on aboutit
aux congruences ;

p—1
do6r = 0 modt"'™", 1<n<p-2 (3.3)

=1

On va donner des approximations successives de #; modulo des puissances de ¢, Plus préci-
sément, on montre donc par récurrence sur £ qu'il existe a;, € R tels que :

-1 J+1
g; = ayt!  mod t, 1<6<p—2, avec oy = z Qjrt . (3.4)
j=0 r=1

e {=1:0naG(T)=1+s,.177"! mod t. Soit ap; € R* une racine (p— 1)-éme de —s,-1.
Alors les 8; sont de la forme ag i + 8; avec v(f;) > 0. Done :

p—1
Gilagt) = H(agli —agj — B;) = —B H(agl(i —~7y—8;)=0 mod?
i=1 s

ce qui implique que B; = 0 mod ¢. On a finalement 6; = oy := ané mod ¢.

» Supposons I'hypothése (3.4) vraie au rang ¢, pour { < p— 2. On a alors en reprenant
'équation (3.3} :

p—1
ST =0 mod#*t!, 1<n<p-2-¢

jozl
p-1 ¢ n
5 (Soaw) = 0 moaet t<nsamame
fe=1 F=0

p-1 £
S5 % awan)r = 0 ma 1sngpoa-e

i=1l r=0 \j1+4+fa=r
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Si{g, *,Jnr# {0, -+,0,£}, on peut appliquer I’hypothése de récurrence, ainsi :

j1“|“1 jn+1

— o T :

gy Oy = | D @jped” | [ Y gt | = Py, (6)
r=1

r=1

otl Pj,...;, est un polynéme de degré inférieur ou égal & (j1+1)+ -+ -+ (jn-+1) donc inférieur
ou égal & p— 2. Donc 377! P;,..;, (1) = 0 mod p et a fortiori 370 P;,...;. (1) = 0 mod ¢4+
(car p = 0 mod ¢72).

Il reste finalement les termes tels que {71, ,Ju} = {0,--+,0,£}, ainsi :

p—1
Z”@%—laati = 0 mod¢*!, 1<n<p-2-1¢

i=1

p-1
etdonc » i"'ay = 0 modt, 1<n<p-2-%
i=1

Il reste donc & résoudre le systéme linéaire vérifié par les oy,

Soit vy, ¢, Yp—2-2 € R tels que :

p—1
Zz’"“laazt% 1<n<p—-2-1
Hi=3 1 .
Posons a, '= - Ef;ll P Tay pour 1 <r < L4 1et:
1 1 1
12 (p—-1)
A= :
1 2r? (p—1)p2
et
1 1 1
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On AB = BA = Id mod p. Notre systéme s’écrit alors :

Qg i
A = | et (3.5)
gt
Qp-1¢ —g

et en multipliant (3.5) & gauche par B, il vient :

41
041 =Z%~f modt 1<i<p—1L
r=1
|
Corollaire 3.2.9 On a :
p—1 .
Zwy =0 modt?™, 1<n<p-3.
fanl

Démonstration : Il s’agit d’une simple vérification :

P

1 p=1 p—3—n
Ziﬁ’;’ = Zﬁ ( z Z Qe * Olijn) 'tr) mod %77,

i=1 =1 =0 fLtotdn=r

Jirt1 int1
. . . N
g, g =0 | Y Gyt | | D @l | 1= Qe (9)
=1 r=1

ol Qj,...5, est un polyndme degré < 1+ (j1 +1)+: - {fn+1) < p—2. Donc pour tout n-uplet

(J1s s dn)s o) Qs (4) est nul modulo p donc nul modulo 72, Finalement on trouve :
p—1
> 6 =0 mod 7,
i=]
-

Revenons 4 la démonstration de la proposition. On a les égalités

G_'z..mE i Bt (p— 25T
Gy 1 —T8;,  1+&T+ -+ 80072+

i=1
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et l'identification des développements de Taylor montre que :
v(&)>(p—2-9v(t) pourl<i<p-2

Regardons maintenant la réduction de ’équation de Revs au bord du disque D,. Notons
Q le facteur de @ qui correspond aux points de branchement de Revy se spécialisant dans
le sous-arbre d'origine P,. On peut écrire § de la fagon suivante (en fonction du paramétre
X):
¥ nj+l :
QUx)y=T[ I (X - X;—65)"
Je=1 gl
oit X; est un centre du disque correspondant & Fj, les 6;; sont des éléments de valuation
strictement positive et les h;; des entiers tels que pour tout j, on ait Z:’il hi; = 0 mod p.
On a done ;

F(X)Q(X)

Il

p—1 Ty
TT¢x = potley TT TT (X = X5 = 855)"
i=1

F=1i=1

- r " '1.'___ n_" X-X'._g..)}“f '
= XPERTTx - x.) (i k) ooy =TTy i =8y
X E(X XJ) 1=1 Rig GZ(X')'

H;::l (X - XJ‘).{E:?_—{]. hig)

— = _1_ p—2x _H__l___“ p—2 ‘ o(1) .

= AP (1 + posy X + + Po Sp-2 Xp-z + O(Po )) (1 + ngi(x _ X_-;){E:Z’ hig)
avec AP := XPP-UATTT_ (X — X )ik} et o(pl~?) désigne un terme de valuation stric-
tement plus grande que (p — 2)v(pe). Or v(py) < v(t) {d’aprés 3.2), donc iw(p) + v(&;) >
(p — 2)v(po) pour ¢ < p— 2. On a donc :

PV - 1
RB(X)O(X) = A7 (1 + 05 2sp.«2X—p_—2 + o(ph 2)) (1 + T f(x)j, )(;;;glhﬁ)) :

Mais on sait que cette équation doit étre de la forme :
Fo(X)Q(X) = AP(L+ g6~ + o(pf ™)

avec df = w,. En identifiant les deux expressions, on trouve alors le résultat annoncé dans
la. proposition.

I

Comme corollaire de cette proposition, on a le théoréme suivant qui fournit de nouveaux
exemples d’obstruction au relévement :

Théoréme 3.2.10 Soitp > 5, un nombre premier et G := (Z/pZ)?. On suppose que G est
un groupe de k-outomorphismes de k{[2]] et que ['une des sous-extensions de k[[z]] de degré
p o un conducteur my + 1 égal & p tandis que les p outres sous-extensions ont un conducteur
mo+ 1 tel que p+1 < ma+ 1< 2p—1. Alors on ne peut pas relever G en un groupe de
R-automorphismes de R[[Z]).
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Démonstration : Si le relévement. est possible, d’aprés la Proposition 3.2.7 la forme différen-
tielle exacte sur P, doit s’écrire

udx
g = -
w1 [[ (& — ;)™
i=1
avec .
U & + Z &

= Yl
zp1 ﬁ(m - )it armt o (o)t

i=1
et (o est un polynéme constant. Notons P/Q = Y &. @i/(z — &)™ on obtient par
identification : '
1y — PPt

Qo

On a donec deg(@) > p — 1. Si deg(@) = p — 1, alors P est un polyndme constant et
Q = (u — PzP1)/(Qq) est un polyndme n’ayant que des racines simples ce qui contredit le
fait que w, est exacte. Donc deg(Q) >pet mg+12> 2p—1.

Q@+ 2" 'P=u etdonc Q=

0

Remarque : Pour m; + 1 = p et my + 1 = 2p — 1 de tels relévements sont possibles. En effet,
c’est le théoréme de la troisiéme partie dans [Mal.
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Chapitre 4

Exemples de revétements galoisiens de
groupe (Z/pZ)"

Soit & un corps algébriquement clos de caractéristique p et R un anneau de valuation
discréte dominant I'anneau des vecteurs de Witt W(k). Dans le Théoréme 3.2.6, nous avons
montré que si I'action é&tait relevable, la géométrie du lieu de branchement du revétement
correspondant devait avoir une forme particuliére. Il est alors intéressant de pouvoir exhiber
des exemples de tels revétements. C'est I'un des buts du chapitre 4.

On montre ainsi que des revétements ayant la géométrie décrite au Théoréme 3.2.6 sont
réalisables, et qu'ils appartiennent & une famille plus générale de revétements, On construit
ainsi des réalisations de {Z/pZ)™ comme groupes d’automorphismes de k[[z]} qui se relévent
en un groupe de R-automorphismes de R[[Z]]. Ces réalisations sont différentes de celles
présentées dans [Ma] : les conducteurs utilisés ne sont pas les mémes et la géométrie du lieu
de branchement n'est plus équidistante.

4.1 Lemme préliminaire

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.1 Soit ¢ une racine p-iéme de l'unité et A == { — 1. Soit p € W (k)™ tel
que [NYP=1 < jp| < AV, Soient Ty, -+, T, € R tels que |T; — T3] = 1 pour tout
i # jet Q(X) = [, (X —T,). Soit & € R inversible et by, -+ ,h, € Z — pk. Posons
p; = aP [(h Q' (T;)P). On définit enfin le polynome f : '

r

£ =TT [(x =T+ 97 -mx] "

=1
Alors le revétement d’équation Y? = f(X) a bonne réduction relativement & la valuation

1/(pr—1) -
de Gouss en T = ()J’/p?’g"p) "X, cette réduction étant 77 — 2 = @ (1)), La

73
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géométrie du lieuw de branchement est donnée par la figure 4.1 :

P points

r composantes

Fia. 4.1 - Géométrie du lieu de branchement

De plus, st on change p; en p; + pB; avec B; € R, le lemme reste encore vrai (i.e on ne
modifie pas la géoméirie du lieu de branchement et on a toujours la bonne réduction.)
Démonstration : On pose Qo(X) = ITi; (X — Ty)™ et on écrit O(A\P) pour désigner des
termes de valuation supérieure ou égale & pv(A). On a :

f(X) = f[[(X — Ty o pip” TP X (X — T)PAD 4 O (A7)

i=1

(cette égalité vient du fait que 'on a pris [AYP=D < |p| < |A|V/CE-1)),

FX) = @+ 0" 3 phiX (X = TP 0D [T = Tp)™ 4 O(N)
a1 FED

I

QG +p" X [Zpim [10x - Tj)p] [ [ =Ty + o)
i=1 J# i=1 -
H(X — T)Ph=1) 1 O(AP)

ge=1

2 : 1
— OF L PP-pY P E: ) N,
Q0+p XQ l:?‘:lp%h%(X_]-;‘)p

= QU+ " ParX H(X — ;)P0 L OaP),

iml

On a done :
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(X)) Qo \? - 1 T, p(hi=1)
(X2 hi)p A X Xk +o papor—l H 1- X + O(MP).

g1

1/(pr—1)
) X e Ao(T) 1= Qo/XER | 1l vient :

Posons T := ()\7’ i

X pr—1 7 Sy plhi—1)
oy = acreve (1) T (oon (35)7 7)o

fam]

pr—1
_ AO(T)P+APQP(%) o).

Si on fait les changements de variables Y/ X 2 s= AZ 4 Ag, on trouve en réduction 2? —z =
@ (1/t)" ', On a ainsi I’égalité entre les différentes générique et spéciale du revétement, ce
qui démontre la bonne réduction (cf. Théoréme 1.2.1).

Si on change p; en p; + pf; avec fB; € R, alors on ne fait que rajouter des termes nuls
modulo AP, ce qui ne change pas la démonstration.

O

4.2 Revétements galoisiens de groupe (Z/pZ)*

Nous commencons par donner des exemples de réalisations de {Z/pZ)* pour n = 2.
Supposons que Pon a un revétement galoisien de groupe (Z/pZ)* sur SpecR[[Z]] obtenu &
partir de deux revétements du méme type qu’au Lemme 4.1.1 (donnés par des équations Y{ =
f1(X), YD = fo(X)). Les formes différentielles exactes qui apparaissent sur la composante
interne sont de ia forme !

udx todx
- et g = S

(o -t S (ERR

=1

W =

oll u; et up sont deux éléments F,-indépendants de k. Tout autre revétement intermédiaire
d’ordre p est de la forme Y7 = fiff (pour 1 < 4,7 < p— 1), et on montre que la forme
différentielle exacte correspondante est fw -+ jwy. On doit donc avoir des F,-espaces vectoriels
de formes différentielles exactes (analogues aux Ly, 2). La combinatoire sur les £; est alors
la. méme que pour les Lz, 1.6 ¢
— 7 est. un multiple de p, disons r = ¢p.
~ les t; se répartissent en (p + 1) paquets de g points que I'on renumérote 4, pour
1<r<qgetfijeP(F).
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— on note of; , la r-idéme fonction symétrique des t[ 4 (1 £24<q) Les o p doivent
vérifier les Ielatlons homographiques :

3'”/]_0'[1 0} "I" ju20{0 1]

Of 1=
il = iuy -+ Jug

On va, donc fournir une construction explicite de ces revétements en suivant les observa-
tions faites juste avant, Soient U1, tg € k, Fp-indépendants et Uy, Uy € W (k) des relévements.
Soit ¢ € N, soient ¢, 4, o 1<r< q) 2¢ points distincts de k. Soient Tlo] e Wik)

(resp.Tfy ) € W(k)) des relévements de ], o) (resp. t, ;). Pour tout 7 € {1,-,q} et pour
tout (4, j] € P (IF,) on définis 77 ;) & partir des relations :

ZUlo'[i 0] + jUzO’G [0,]
%l T T, 50,

ol aﬂ-’j] est la r-1éme fonction symétrique des T[z J] {1 <£2£<yq). On pose:

p-1 g -l g
a@ =TT~y @O0 =][]]T-Tw
g=0 r=1 i=0r=1
et 1
pf;.',j! = —-—-—-——1————19- si¢ 7—L- 0
” (T[u])
(] ) : .
ACHE
. (F)P

Pl = By = —7——p
@ (Th)

Posons enfin Ay ) = 1/i € Zj/pZ si i # 0 et hpy) = L.
On peut maintenant énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1 Posons :

p=1 g4

flX) = H H {(X — T{I,j])” o fjpz”ppfl,j]X]

F=0 =1

et
p=1 ¢

= TITT [ - T + 7" P X| e

fe=( p=1
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Notons C; — P! le revétement donné par l'équation ¥y P = f;(X). Alors le produit
fibré de ces dem: revétements induit aprés normalisation un revétement de P galoisien
de groupe (Z/pZ)* ayant bonne réduction relativement & la valuation de G‘auss en T =

()\p JpP P ) X. La fibre spéciale du modéle lisse correspondant est un revétement étale
galoisien de groupe (Z/pZ)* de la drotte affine Al.

Démeonstration : Le premier revétement d’équation Y¥ = f; a bonne réduction pour la
valuation de Gauss en T 1= (z\‘"/ ppa"”) =)

on sait que le revétement d’équation ¥YP = fg ol ;

X (voir Lemme 4.1.1). Par ce méme lemme,

p-1 7

v o\p L pepa hie
=111 [(X —Tin) +p P[i,th]
i=0 r=1
a bonne réduction pour la méme valuation de Gauss. Il suffit donc de montrer les congruences
Pij =Py modp si ij#0

pour conclure que le revétement d’équation Y7 = fy a bonne réduction pour cette valuation
(voir la derniére assertion du Lemme 4.1.1). On calcule :

@ (r,) (%)
% (Ty) }ifl (T~ Tha
> (Tg) (1000
) EZ__Q}D( L) (D00
> (Tg,,,]) _1';;: [ﬁ._jie(iUl*'jU?) “jUWfoTlﬂ

=
il
(=1

q I —
5 (T[;r,ﬂ) (~1)-0 fmﬁ
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d’oll les congruences annoncées.

Les deux revétements du théoréme ont dgonc simultanément bonne réduction pour la
1/{gp*-1)

valuation de Gauss en 7' := (z\?’/ ppz‘f’) X, cette réduction étant donnée par les
équations :

-z = Wp%-_-—;

B -z = (-’1% prrs ey

et ont chacun gp? points de branchement. Le nombre de points de branchement en com-
mun est exactement g(p — 1)p, donc on peut appliquer le Théoréme 1.4.2 ce qui achdve la
démonstration.

O

4.3 Revétements galoisiens de groupe (Z/pZ)"

Nous allong donner une généralisation de ce théoréme pour n quelconque. Pour ne pas
alourdir la démonstration nous ne donnons gu'un exemple ou le nombre de points de bran-
chement de chaque revétement d'ordre p est p™ (on peut en construire avec ¢p™ points de
branchements pour tout ¢ > 1}.

On a d’abord besoin de quelques lemmes. On note I := {0,1,--+,p — 1}" et If =
{(e1,++- ,€,) € I™,€; = & = 0}, On notera également 7 le multi-indice (41, ,iy).

Lemme 4.3.1 Soient uy,-++ ,u, des éléments I, -indépendants de k, (n > 2). On pose pour
ref{2,-.-,n}:

Ady,(z) = H (z+ Zn: €5U;)
=1

eIy,

et v, 1= (Ady(u1))/(Ady,(u.)). Remarquons que deg, (v,) = 0 pourr < n et quedeg, (v,) =
—p"2, Posons

1 1 1
Anltn, s uy) 1= o v
Uy e 'ufl;’*!
Alors la fraction rationnelle An{uy, -+, uy,) n'est pas identiguement nulle.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur 7 :
- n=2: Ag(ug,u2) = (uy/ua)® — (ur/uz) # 0
— Supposons que Ap_1(u1,+ ,Un-1) # 0. Le terme de plus bas degré en u, dans A, est
w7" " f(ug, -+, u,) en posant :
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e 1

v 4
2 W
f(u1,~--,un) s :

LT

Upoy cvr Uy

Or fluy, ++ Upe1,0) = Ap_y(ug, -+, un-1)? # 0, donc le terme de plus bas degré en
uy, dans A,, est non identiquement nul et par conséquent A, aussi.

(]
Par la suite, on dira que (uy,: -+ ,u,) vérifie la condition () si Ap(u1, -+ ,us) # 0.

Lemme 4.3.2 Soient &y, -+ ,t, des éléments distincts de k ef Uy, v, Uy, n Eléments Fy,-
indépendants de k. Alors Elﬁh o Bn €k tels que :

-1 g
ZJ =1 33“3‘ Z:&ml J -1
ie PPH(I,)
EJ 1 5% .
soit de cardinal p*~* + -4+ p+ L
Démonstration ; Soit
¢ PHE,) — Pi(k)
[t 8] [E?..—:l IjUs, ZJ—“ tiUstis ’23 4 tn_l .

L’application & est injective car sa matrice est de type Vandermonde, De plus les u; sont
F,-indépendants, donc Im(®) est en bijection avec ensemble :

L P j= lﬁj‘uitn- 3\ n—1
E = o T il A
Zj:l byty ijl bty :
qui est donc un ensemble & p»~t + ...+ p+ 1 éléments.
Soit

v o =t —s k
(mla e :m'n,--l) — Eg—»]_ ﬁamz
Alors on peut choisir les §; tels que U(E) soit un ensemble & p*' + - -+ p -+ 1 éléments (il

suffit de prendre (B, -+, fu—1) dans le complémentaire de p"~ !+ 4+ p+ 1 hyperplans de
k1),

O
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Soient wy, -+ ,uy € k, Fy-indépendants vérifiant la condition (%) et Uy, .-« U, € W(k)
des relévements. Solent ¢y, ,¢, € k des éléments distincts de k et 77, , T, € W(k) des
relévements correspondants. Soit ¢ € W(k}[X] de degré <mn — 1 tel que les

Yoiy (25

EJ 1 By
solent tous différents pour 7 € P*1(F,) (un tel ¢ existe d’aprés le lemme précédent}. On
pose alors :
’Ii‘i"-ﬁ j= IEJUqﬁ(T).
=1 ty Uj

Pour j € {1, n}, on pose

P, )
520
Pour tout i € P*~1(F,) tel que i; # 0, on définit par récurrence sur J les entiers h;" ;
- hli=1
—~ Soit j > 2

~ Sls',.—(]pouri,out'r<3,onpooseh,-J = 1.
~ Sinon on pose A := i;/i,hl pour tout r < j tel que 4, # 0 (on vérifie facilement que
cette définition ne dépend pas de 7).
Soient V. € W (k) un relévement de v, pour 1 <7 < n ( on rappelle que v, est défini an
Lemme 4.3.1), Posons a; := 1 et @, 1= —V, pour 2 < r < n, On définit enfin pg pour i; # 0:

di=
W@

On a alors le lemme suivant :
Lemme 4.3.3 Soient j,r € {1,---,n} tels que j # r eti € P"~YF,) tel que iji, # 0. Alors
=g modp. '
Démonstration : On note J% = {(¢1, -+ ,€,) € PP} F,),e,=1,6,=0}. On a:

I (-7

vic [1(%-T)
Q3(T) _ eecjf;éo e‘ii’ ) el
Qi(T) [1 &G-1) [l &E-19)
P 1(F,) ey
& 70,84

Posons

P 1= H (G-Te) et Wy 1= H (T - Tz).

EGJ;;.. €EJ"
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Alors

Uj ;.ieUe@(Te) = (1)) + 3 eUeli;Us(¢(Ty) — $(T2)) + 4 Up(6(T) — &(T2))]
4 = ] -2 i#a? '

feTh (ZEgUg) (UJ + z EgUg)
i=1 eAgr
Posons
Aple) =[] (33 + 3 elelisUs(@(T5) — $(T1)) + 6 U ($(T) — ¢(Te))])
eelr, B
Adj(z) = [] (a:—l— Zegvg)
EEI

ot

n pn—ﬂ
M= (EigUg)
f=1
(Ajr et Ad;, sont des polyndmes additifs en réduction modulo p).
Alors

(U > 1eUe(&(Te) — qﬁ(Tg)))
Vir = MAdJT(U-)

et de méme
Ajer (Ur e%: ieUe(¢(Te) — qﬁ(T,-)))
Ui = M Adgy (U,)
Montrons que By, = M (¢, Adj (U )iy + T,bmAdJr( ie) =0 [p].

B,

Il

Ay (Z i UsieUs(9(T2) — 6(T5)) + ZirU}ieUe(Cﬁ(Te) - ‘f’(ﬂ))) [p]

245 Ly

Ajy (Z i UsieUn(d(Te) — $(T3)) + 1 UpieUs((T2) ~ ¢(T1-)))_ [l

g

Agr (szUe(% §($(Te) — ¢(Ty)) + i Un((T2) = (1 )))) (]

b=ty

0 [p.

1l
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On en déduit donc que :

QB Ady(Uy)iy

Si 7 et r sont différents de 1, on note 7% = {(e, -+ ,6,) € ", e; = €; = ¢, = 0} et on
14r J

définit,
Adryp(@) = T o+ ei05)

EEIY, j=1

QiT) _  Ady (Ui, ol

On a alors les identités :
Adj(z) = Adjr(2)? — Aduje(2) Adyge (U1)P 1]

Ady, () Adyjr ()P — Adyje (2} Adye (U7 [p]
Adii(z) Adyje(z)? — Adyjp(2) Adyr (U)7 [p]

I

[l

et done,

AdjT(UT) AleT(U )puAdlgr( ;)AdUT(Ul.)'p"l []
Ad;(U;) Ady o (Us)? — Adjp(Us} Ady o (TP~ p
)
)

Adlﬂ (Ul) Adlr(
4 (0;) Ay (U )

~-0-;; [p.

On obtient donc,
Q’( ) aﬂ'r

oUT) = ari; P

et finalement ;

of of

af
J i .
. =g [p].
RO@ R R
j‘
Dans le cas oi I'un des deux indices 7, v vaut 1, la fin de la démonstration est encore

plus directe.

=8
1Ml

d

Par la suite on notera g A la place de pt: (1 est ainsi défini modulo 'addition d’un multiple
de p}.

En conservant les mémes notations que pour le lemme précédent, on peut énoncer le
théoréme suivant :
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Théoreme 4.3.4 Posons:

8
= T (e orpex]
EE“’”"](FP)
Ej ?"—‘0

Notons C; — P! le revétement donné par équation Y = f;(X). Alors le produit fi-

bré de ces n revétements induit aprés normalisation un revétement de P galoisien de groupe
| (-1}
(Z/pZ)™ ayant bonne réduction relativement & la valuation de Gauss enT = ()\?’ Ve

La fibre spéciale du modéle lisse correspondant est un revétement dlale galoisien de groupe
(Z)pZ)" de la droite affine Al

Démonstration : D'aprés le Lemme 4.1.1, tous les revétements C; — P! ont bonne réduc-
1/(p™-1)
) X, la réduction étant

tion relativement & la valuation de Gauss en T := (AP /o7

2~z =@ (1/8))" 7", Le produit fibré C) Xp1 - -+ xp1 C,, induit aprés normalisation un
revétement ¢ —3 P} galoisien de groupe (Z/pZ)™ Vu que les a; sont Fy-indépendants (cf.
Lemme 4.3.1), on a & la fibre spéciale un revétement galoisien de groupe (Z/pZ)".

Il reste & montrer que le revétement C — P a bonne réduction sur R, i.e, & comparer
les degrés respectifs des différentes spéciales et génériques du revétement (que ’on note d;
et dp).

Onad, = (m+1)(p—1){p" - +p+1) avec m = p*—1, donc d, = p"(p" —1). D'autre
part, le leu de branchement de ¢ — PL est & chercher parmi les racines des polynémes
(X — T5)? + p""~Ppe X pour ¢ € P*{F,), ce qui fait au plus p(p"~' + - -+ p+ 1} points. Vu
que les groupes d'inertie sont cycliques d’ordre p, on en déduit que :

dy <P Hp - Dp(p™ ™ 4+ b p+ 1) =p"(p" — 1) = d,.

On obtient alors la bonne réduction en appliquant le Théoréme 1.2.1.
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Chapitre 5
Relévement d’actions de (Z/27)? sur k[[2]]

Dans ce chapitre nous montrons qu’il n’y a pas d’obstructions au relévement d’actions de
(Z/2Z)? sur k[[t]). On démontre ce résultat en donnant des équations explicites du relévement.
On utilise pour ce faire le Lemme 5.1.2 qui est une variante plus fine du Lemme 4.1.1.

5.1 Deux lemmes

On commence par énoncer les deux lemmes suivants :
Lemme 5.1.1 1. Soient ty, 1, € k distincts deuz & deus.
Posons g(z) = T]_,(z —t;) et

i ~ 1 -
g(z) = Z war H(:c — )P

i=1 j#i
Alors la forme différentielle w := dz/q(z)? est exacte et vaut d(G/g"™'). On a en outre
(Gq)(z) = 1.
2. Soient Ty,---, T, € R distincts deuz & deus.
Posons Q(X) = [[[_,(X - T;) et
,
1 .
P(X) = mmrmee [ [(X — T
i=1 (Q"('I;))P ‘?#1’ '
Alors il existe H € R[X] tel que P(X)Q(X) = X + H(X)? mod p
Démonstration : :
1. On part de la décomposition en éléments simples :

]
=3
—
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ce qui donne en prenant la puissance p-iéme :

ACRY
q(fc Z(q m~t) (fﬂ’“l(m))'

En particulier (§g)'(z) = 1.

2. Le raisonnement effectué juste avant montre que

(%) (X)—-—l——; mod p

ce qui implique le résultat annoncé.

O

Lemme 5.1.2 Soit ¢ une racine p-iéme de Vunité et A .= ¢ — 1. Soit p € W(k}*® tel que
|AMH -1 < ]p| < |AMCE-) Sojent Ty,++- T, € R tels que |T; — Ty = 1 pour tout i # 5 et
QX)) =Tl (X -T;) Soita € R mverszbla et hi, -, hy € Z — pZ. Pour tout ¢ on fait le
choiz d’une racine p-iéme de T; que 'on note T; Y7 Posons

1
of?
h@'(T3)

8 1=

el
P

pii= _——mmhiQ’(ﬂ)P'
On définit enfin le polynéme f :

) =1] (% TP —potsi(X T 4 (X~ )]

=1

Alors le revétement d’équation Y? = f(X) a bonne réduction relativement & la valuation

' 1/(pr—1)
de Gauss en T = (/\P/ppﬂ‘“i" X, cette réduction étant 27 — z = @ (1/)"~". De plus

lo géomélrie du lieu de branchement a la forme donnée par la figure 5.1 :

De plus, si on change s; (resp. p;) en 8; + pfi (resp. pi+ py) avec By, v € R, le lemme
reste encore vrai (1.e on ne modifie pas la géométrie du lieu de branchement et on a toujours
la bonne réduction.)



Deux lemmes . 8

)/‘“ |X = T3] = |pi?

T composantes

Fi1cz. 5.1 — Géométrie du lieu de branchement

Ce lemme est un peu plus fort que le Lemme 4.1.1 dans la mesure ol 'on impose que le
revétement soit branché en les points T;. ‘ '
Démonstration : On pose Qg(X) := [[i,(X — 73" et on écrit O(N) pour désigner des
termes de valuation supérieure ou égale & pv(A). On a :

FX) = TTUX = TP + hapgp™ ~P(X = TP D — ppP~Lhysi(X = T)™7" -+ O(X")]

i=1

(cette égalité vient du fait que l'on a pris [A|V#~1 < |p| < |A]/CE-1D),

F(X) = @+ (X - TP T (X - Ty

i=l J#t

r
—pp" Y sihi(X — TP T [(X ~ Ty)™ + O(M)
i=1 J#

T

H(X_ — Ty)Pthi=1)

i=1

= Qh+p"7"Q [thi [Tx -z

) i

fI(X = T)%=1 4 0 (W),

i=1

—po [Z sihs [ J(X = T3)

i=t i

Or d’apreés le Lemrme 5.1.1 on sait que

@ [ipith(X - Tj)”_ll =aP(X + H(X)") mod p,

i=1 i



88 _ Relévement d’actions de (Z/2Z)? sur k|[[2]]

F(X) = Qb+ PePHXP [[(X - TP 4 2" Pl X [J(X — T)rthiD)

3= =1
—pr” ' Q5 [Z sihy | J(X - Tj)} [Jx - )®b 4+ o)
= i#i i=1
= (@ -+ P laH(X) H(X w T himDyp oy g —pgp X H(X ~ Ty)elhi=1)
g =1
r
“pQg_lpp—laH(X) H(X - Ti)(heml)
i=1

Q! [Z sih [ T( - ﬁ';—)] [ - )% +0(v)

g J#E =1

FX) = & —ppP Q5 ﬁ(x — T;) ) [E sihi | [(X = T3) + aH(X)
| iy 5 |

t=1 i
+p" PP X H(X — T)PA-1) L O(AP)

i=1

avec A 1= Qg + pPtaH (X) [Ti (X — T)™~Y. Or on sait que H(T)P + T = 0 mod p (cf.
Lemme 5.1.1), donc H(T;) = —TJW mod AP~1/? On en déduit que :

3 sih: [[(X = T5) + aH(X) =0 mod A%
i=1 i

il suffit de remarquer que ce polynéme évalué en T; vaut (0 modulo AP~1/#). On obtient
H 81 q q _
alnsi .

F(X) = AP+ PP X T[(X ~ TP 4 O (A7)

i=1

f(X) A N\ 3 1 L/ TP
(Xxh'i)p - thi —|—pp pang)rml ]:I 1= X‘ + O(/\p).
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1/(pr—1)
) "7V X e Ag(T) = A/XSH T vient :

Posons T = ()\"”/p”z"f’

X pr=1 7 A I"'1-1 plhi=1)
8 = aarere ()70 (F)72) v

=1

-1
= Ay(T) + Na? (-;;) +o(A?).

Si on fait les changements de variables Y/X Lhi .= \Z + Ap, on trouve en réduction 2f -z =
@ (1/t)P"!. On a ainsi I'4galité entre les différentes générique et spéciale du revétement, ce
qui démontre la bonne réduction.

Si on change s; (resp. p;) en & + pf; (resp. p; + pyi) avec fi,v; € R, alors on ne fait que
rajouter des termes nuls modulo A?, ce qui ne change pas la. démonstration.

O

52 Le _théoréme

Fnongons le théoréme :

Théoréme 5.2.1 Soit G = (Z/2Z)? un groupe de k-automorphismes de k[[z]]. Alors on
peut trouver R un anneau de valuation discréte dominant W (k) tel que G se reléve en un
groupe de R-automorphismes de R[[Z]].

Ce théoréme a déja été montré dans le cas ot chacune des sous-extensions intermédiaires
de k[[2]]¢ de degré 2 a le méme conducteur (voir le Théoréme 3.2.1). Dans le cas de conduc-
teurs différents il faut alors envisager des géométries non équidistantes,

Démonstration : L'extension k[[z]]/k[[2]]¢ est définie par les équations :

{y?—%yl = f(})
vy = fa(h)

L Ll

On peut choisir ¢ tel que

] 1
2 (z) =
my-1
1 2 Cj
bl (E) - Z prmi—2j

j=0

avec my, my impairs, my < ma, ¢; € k, et ¢g # 0. On pose my -+ 1 = 2m et my + 1=2m+2n
(n > 0). On note également p,, 1= A, py, = ALTZ/EmFI1) gy = AL/ @mer2n—1)
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1 Tm
] Zn
s \
Fig. 5.2 -

Nous allons dans un premier temps exhiber un revétement du disque ouvert p-adique qui
reléve le revétement d'équation y?+y; = fi (1/¢) et dont la géométrie du lieu de branchement
est donnée par la figure 5.2) :

Soient Ty, +«+ - T € W(k) tels que ]T —T;| =1 pour i # j. Soit C; € W(k) relevant
¢j- On applique le Lemme 5.1.2 pour a = Oﬂ hi=1, p=(pm)/? et r = m. Alors il existe
Ty, ,Tm € R (o0 R est une extension fime de W(k)) avec |T; — T3] = |pom| tels que le

revétement d’équation
m

Y= F(X) = [[(X - T)(X - T)
i=1
a bonne réduction par rapport 4 la valuation de Gauss en T = pyX. On a donc Fj de la

forme : _ .
Fi{X) = A(X) + pnCoX + O(4)

od A € R[X] est un polyndme de degré m (on renvoie pour cela & la démonstration du
Lemme 5.1.2). Posons :

m—1
Fi(X) = Fi(X) + pm chpgax'zjﬂ
=

Posons enfin T'= pgX. Alors :

o e )
= AT + praptm! (ZC (1)%_%—1)

j=1

ou A(T) = A(X )/ X™. Or pmpil = A2 donc si on pose Yi/X™ = Ay + AET alors

I’équation Y7 = F donne en réduction 22 + 2 = z;"(] c; /™%, Si on écrit F} sous sa
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forme factorisée, on trouve une expression de la forme :

F(X)= H(X - X)(X - X))

g2l

avec |X;— X;| = 1sii# jet |X; — Xi| = |pm| pour 1 <4< m,

Nous allons maintenant exhiber un revétement du disque ouvert p-adique qui reléve le
revétement d’équation y2 + g, = fo (1/t) et dont la géométrie du lieu de branchement est de
cette forme ;

gy Lmpn
i Em-im
—% \

Solent X1, , Xpam € W(k) tels que |X; — X;| = 1 si ¢ # j. On applique alors le
Lemme 5.1.2 pour e =1, p = (pn)? et r = m +n. Alors il existe X1, , Xpmyn €.R avec
| X; — Xl = |pn| tels que le revétement d’équation

Y = Fy(X) = ﬁ(x ~ X)X - Ry)

dm=]1

a bonne réduction par rapport & la valuation de Gauss en 7' = pp X, cette réduction étant
22 + 75 = 1/t¥t27-1 En outre on peut s’arranger pour que X; # X; pour i < m (car
d’aprés le Lemme 5.1:2, on peut modifier X; par un élément de 2R). Les deux revétements
ainsi construits ont done simultanément bonne réduction par rapport au méme parameétre et
ont exactement m points de branchement en commun. On peut donc appliquer le Théoréme
1.4.2, ce qui achéve la démonstration.

(N
On peut préciser la géométrie des lieux de branchements pour les revétements ainsi
exhibés :

e Si n # 0 le modéle semi-stable minimal qui déploie le lieu de branchement des deux
revétements est :
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Tm41 Tmpn

.'i‘m.|_1 ﬁm-]—n

¢ 51 n =0 alors le modéle semi-stable minimal qui déploie le lieu de branchement des deux
revétements est,

I

21

|

Remarque : Dans le cas ol n = 0, ce théoréme fournit une autre démonstration du Théoréme
3.2.1 avec une géométrie du lieu de branchement différente.

En utilisant le principe local-global énoncé dans le Théoréme 1.1.3, on a comme corollaire
le théoréme suivant :
Théoréme 5.2:2 Soit G un groupe et f : C — C/G i= D un revétement galoisien de
groupe G, avec C et D des courbes lisses et propres sur k (car(k) = 2). Supposons que les
groupes d’inertie en chaque point de C sotent Z/2Z ou (Z/2Z)?. Alors on peut trouver R un
annecu de valuation discréte dominant W (k) tel que f se reléve en un revétement galoisien
de groupe G entre des courbes lisses et propres sur R.
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