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Introduction

Ecriture des nombres en base entiére

On s’intéresse a la représentation des nombres réels dans certains sys-
témes d’écriture. Par exemple, tout nombre réel admet une écriture en base
10. On peut aborder cette écriture en ’étudiant & travers le prisme des sys-
témes dynamiques : considérons a cet effet la fonction f définie sur 'intervalle
[0,1] par f(x) = 10z mod 1. Etant fixé un réel 2 € [0, 1[, on définit alors la
suite récurrente (x,)pen par g = x et pour tout n € N, 2,41 = f(z,). Pour
n > 1, on pose d,, := [10z,—1] € {0,...,9}. Pour tout réel = € [0, 1], on a

alors :
—+o0
dy

v ; 107’ (8)
et la suite (d,,) est une suite de décimales du réel z. Cette écriture est, pour la
grande majorité des nombres réels (tous sauf les nombres décimaux), I'unique
écriture en base 10.

Une autre maniére d’appréhender les décimales (dy,) est de partitionner
I'intervalle [0, 1] en 10 atomes de longueurs égales, numérotés de 0 & 9. On
note P := {[£; &Lk € {0,...,9}} la partition ainsi définie. La n-iéme
décimale d,, du réel x correspond a ’atome dans lequel tombe le réel x,, =

().

Ainsi, I’étude des images successives d’un réel x par f peut permettre
une meilleure compréhension de son développement en base 10. Cependant,
I’approche « déterministe » d’une telle fonction montre ses limites, la suite
() pouvant avoir un comportement « chaotique ». En effet, étant donnés
deux réels x et 2’ arbitrairement proches dans [0, 1[, leurs orbites respectives
sous f finissent par étre complétement différentes aprés un nombre suffisant
d’itérations.
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FIGURE 1 — Courbe de la fonction z — 10z mod 1

On étudie alors cette dynamique d’un point de vue probabiliste : si I'on
tire uniformément au hasard un réel dans l'intervalle, quelle est la loi de la
suite de ses images successives par f 7 En faisant tendre le nombre d’itéra-
tions & 'infini, obtient-on une loi limite 7 On remplace ainsi un regard « point
par point » par un regard d’ensemble sur la dynamique de la fonction f [6].

Notons premiérement que f préserve la mesure de Lebesgue A sur [0, 1],
au sens que pour tout borélien A C [0,1], on a A(f~1(4)) = A(A). Cela
revient & dire que si on tire un réel x uniformément au hasard, les images
successives de x par f suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1[. Le quadruplet
([0,1[, B, A, f), ou B est la tribu borélienne sur [0, 1], est appelé systéme
dynamique mesuré.

On a de plus la propriété suivante, qui donne une description probabiliste
des décimales : si on tire un réel uniformément au hasard dans Iintervalle,
alors ses décimales sont une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, de loi uniforme sur {0,...,9}. De plus, ces dé-
cimales engendrent la tribu borélienne. En fait, faire agir f sur x revient a



décaler les décimales de x vers la gauche. Formellement, & tout réel x de
I'intervalle est associée la suite (P,) de PN telle que pour pour tout n € N,
Zn € P,. On dit que la suite (P,,) est le P-nom du réel z. En I'occurrence, la
partition P est dite génératrice du systéme, car chaque P-nom correspond
a un unique réel = de l'intervalle via la formule (A), ce qui revient a dire
que si deux réels ont la méme suite de décimales, alors ils sont égaux. Un
tel systéme (ou l'on décale vers la gauche une suite de variables aléatoires
i.i.d) est appelé schéma de Bernoulli. On peut déduire de cette propriété les
conséquences suivantes.

Le systéeme ([0, 1[, B, A, f) est ergodique : pour tout mesurable A € B,
si f71(A) = A alors A(A) = 1 ou A(A) = 0. Intuitivement, I'ergodicité est
une forme d’irréductibilité du systéme, au sens qu’on ne peut décomposer
le systéme en deux ensembles de mesures non nulles et invariants par la
transformation.

De plus, le systéme est fortement mélangeant : pour tous A, B € BB, on a

AMAN fT(B)) = MA)A(B).

Cette propriété est une forme d’indépendance asymptotique du systéme :
plus n est grand, plus x,, devient indépendant de =x.

Enfin, si on tire z uniformément au hasard sur [0, 1], les décimales de
x vérifient un théoréme central limite : tirons un réel x uniformément au
hasard et notons (d,,),>1 sa suite de décimales. Notons m 'espérance de d;
et o 'écart-type de d;. Alors on a la convergence en loi suivante :

n d _
L BN, N(O,),

g

Tous les résultats énoncés ci-dessus sont valables dans toutes les bases
entiéres, en particulier en base 2, ol la transformation en jeu est alors
g(x) = 2z mod 1. Le systéme ([0,1[,B,\,g) n’est pas inversible, mais on
peut l’étendre en un systéme inversible qu’on appelle classiquement la trans-
formation du boulanger, définie sur le carré [0, 1[x[0, 1] par

. _ (2x,y/2) si x<1/2,
9(z,y) —{ (2$_17y§2+1/2) sioxz>1/2.



FIGURE 2 — Illustration de la transformation du boulanger

L’action de g sur la premiére coordonnée est exactement celle de g. De
plus, g préserve la mesure de Lebesgue sur le carré, qui se projette sur la me-
sure de Lebesgue unidimensionnelle. On dit alors que g est un facteur de g,
ou de maniére équivalente, g est une extension de g. De surcroit, la transfor-
mation g est la plus « petite » extension de g qui soit inversible : le systéme
([0,1[x[0,1[, B x B,A® X, g) est « I'extension naturelle » du systéme initial.
On formalisera davantage cette notion par la suite (voir Définition 3.1).

Notons dés a present qu’on peut réécrire cette transformation de maniére
« géométrico-symbolique », en remplacant la composante y par son écriture
binaire écrite en ordre inverse, codée ici par une suite de {0, 1}%- :

{ (2z,e-0) si x<1/2,
(2

glw,e) = z—1e-1) si z3>1/2

ol e-€ est la concaténation de la suite e et du bit €. La suite e peut étre vue
comme une suite d’étiquettes : 'étiquette 0 représente la moitié inférieure du
carré, le « rez-de-chaussée », tandis que 1 représente sa moitié supérieure, le
« premier étage ». On décide d’indexer par Z_ car les étiquettes permettent
de retrouver 'orbite passée d’un point donné. On généralisera ce point de
vue dans la suite de la thése.

Les bases non entiéres

Jusqu’ici, on a illustré a quel point I’approche probabiliste des systémes
dynamiques permet de comprendre les écritures des réels en base entiére. 11
est donc légitime d’utiliser les mémes outils pour décrire d’autres systémes de
numérations. Dans cette thése, on se concentrera sur ’écriture des nombres
dans une base non entiére, que ’on notera 5. On se limitera ici au cas ol
1 < B < 2, bien que les résultats classiques énoncés ci-dessous soient valables
pour tout 5 > 1.
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FIGURE 3 — Courbe de Tjg

C’est en 1957 que Rényi [23] introduit la transformation Tz définie sur
[0,1] par Ts(x) = Bz mod 1, permettant d’écrire tout réel = de cet intervalle
sous la forme

avec by, 1= 1[1/571[(Tg_1(x)) pour tout n > 1. La suite (b,,) est une écriture
du réel x en base 8, appelée écriture « greedy » de x. En fait, A-presque tout
réel de [0, 1] admet cette fois une infinité d’écritures possibles en base 3, et
I’écriture greedy est la plus grande de toutes, dans 'ordre lexicographique
[11].

On peut, au méme titre que pour ’écriture décimale, étudier les proprié-
tés de I’écriture dite greedy du point de vue de la théorie ergodique. Dans
son article, Rényi démontre ’existence et 'unicité d’une mesure de probabi-
lité invariante équivalente & la mesure de Lebesgue, et en explicite la densité

1+5

dans le cas ou 3 est égal au nombre d’or ¢ = =572 il s’agit de la fonction :

5+3v5 5++5
10t t g L1l

En 1960, William Parry donne une forme explicite de la densité de cette



mesure pour toute valeur de § [19]. Etant donné un réel 8 > 1, la densité
hg de I'unique mesure de probabilité invariante vg absolument continue par
rapport a A est proportionnelle & la fonction

1
> galomz o

n=0

De plus, Parry établit que le systéme ([0, 1[, B, vg,Tj) est faiblement mélan-
geant, c’est & dire que pour tous boréliens A, B € B, on a

. 1 n—1 .
tim 537 Ia(40 57 (B) — v Aps(B)| =0
Il s’agit d’une notion intermédiaire entre I’ergodicité et le mélange fort. C’est
aussi dans cet article que sont décrites pour la premiére fois les décimales
admissibles dans un développement greedy en base . En effet, contrairement
aux bases entiéres, toute suite de décimales ne constitue pas nécessairement
une écriture greedy possible en base 8. Par exemple, dans la base ¢, I'écriture
greedy d’un réel ne peut pas avoir deux 1 qui se suivent.
Parry prouve le théoréme suivant :

Théoréme. ([19, Theorem 3], voir aussi [9]) Soit 5 > 1 tel que l’écriture
greedy de B — |B] soit infinie et de la forme

ﬁ—sz%
2.3

et posons ag = | B]. Soit (b1, ba, . ..) une suite d’entiers positifs. Alors il existe
un réel x € [0, 1] dont l’écriture greedy est

— -t
r= Z B
i=1
st et seulement si, pour tout entiern > 1, on a

(bn, bn+1, .. ) < (a(), ai, .. .),

ot < désigne l'ordre lexicographique. En particulier, on a, pour tout entier
n>=l1,
(an,an+1, .. ) < (ao, at, .. )



Parry énonce un résultat analogue dans le cas ou S admet une écriture
finie. Nous avons vu que dans le cas des bases entiéres, les décimales d’un
réel tiré uniformément au hasard constituent une suite de variables aléatoires
i.i.d. Dans le cas non entier, Smorodinsky [24] montre en 1973 que si I’écri-
ture greedy de 5 — | 3] en base 3 est finie, et si on tire un réel x selon la loi
vg, alors les décimales de x dans la base $ forment une chaine de Markov
stationnaire d’ordre la longueur du développement greedy de 3. Plus géné-
ralement, il démontre que pour tout 8 > 1, le systéme dynamique associé a
la transformation T est isomorphe a un schéma de Bernoulli.

Enfin, en 1996, Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9] construisent une ex-
tension naturelle de la transformation T}, sous forme d’empilement de rec-
tangles de la forme [0, 7% (1)] x [0, Bi"]’ ce qui peut étre considéré comme
une généralisation de la transformation du boulanger & tout g > 1. On
détaillera cette construction dans le premier chapitre, en introduisant une
version symbolique. On verra comment on obtient, par projection, I’'expres-
sion de la fonction hg a partir de cette extension. Les auteurs démontrent
enfin que 'extension naturelle ainsi construite est isomorphe & un schéma de
Bernoulli, retrouvant ainsi le résultat de Smorodinsky.

Dynamique aléatoire

On peut étendre la transformation T en posant Tg(x) = fx — 1 pour
x € [1, ﬁ] La valeur de 1 < 8 < 2 étant fixée, on notera cette transfor-
mation T}, par la suite, qu'on appellera « transformation greedy ». Comme
précédemment, itérer la transformation 7T permet de définir une écriture en
base # de tout réel x de I'intervalle I3 := [0, ﬁ], qui coincide avec I'écriture
greedy sur [0, 1[. Le réel ﬁ admet pour suite de décimales la suite constante
égale a 1, car ) 7| BL" = ﬁ Enfin, la mesure vg étendue sur I'intervalle
I en posant vg([1, ﬁ]) = 0 est une mesure de probabilité invariante de T},
sur cet intervalle.

Parallélement aux travaux décrits précédemment, des écritures en base
B autres que I'écriture greedy ont été étudiées, en particulier par Erdés, Joo
et Komornik [11], et notamment I’écriture « lazy ». Cette écriture s’obtient
a partir de la fonction notée Ty, appelée « transformation lazy » et définie
par

Tg 1 8 — I 8

Bx siz < m .
Bx —1 sinon

X



Si on fixe un réel x € Ig, alors I'écriture lazy de x est donnée par la suite
(cn) définie pour tout n > 1 par ¢, = 11ﬁ7ﬁ](ﬂ171(m)). L’écriture ainsi
obtenue est la plus petite écriture possible en base 8 dans 'ordre lexicogra-
phique [11].

On a le résultat suivant di a Dajani et Kraaikamp [7] : les systémes
(Ig,B,vg,Ty) et (I3, B,0,T;) sont isomorphes (la mesure g est la mesure
image de v par la symétrie de l'intervalle s(z) := ﬁ — ). On rappellera
dans le premier chapitre les propriétés utiles des transformations greedy et
lazy et des écritures du méme nom.

Ayant & disposition deux transformations permettant d’obtenir la plus
grande et la plus petite écriture d’un réel en base (3, la question naturelle
est de savoir si 'on peut obtenir les autres écritures en base S de maniére
dynamique. C’est en 2003 que Dajani et Kraaikamp introduisent la trans-
formation [ aléatoire [8|. Les transformations Ty et Ty ne différent que sur
I'intervalle [%, m] : les réels de cet intervalle ont une écriture greedy com-
mengant par un 1, tandis que leur écriture lazy commence par un 0. Ainsi,
plutét qu’itérer seulement une des deux transformations, on peut choisir au
hasard la transformation & appliquer a chaque itération : si on fixe p €]0, 1],
on décide d’appliquer T}, avec probabilité p et T, avec probabilité 1 — p. Les
auteurs démontrent qu’on obtient ainsi toutes les écritures possibles d’un
réel en base 8. Dans le cadre de ce systéme dynamique aléatoire, on peut
définir une notion de mesure de probabilité invariante absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue (section 2.1). L’unicité d’une telle me-
sure, notée Ly, est obtenue par Dajani et De Vries en 2007 [5], & I’aide d'un
résultat portant sur les opérateurs de transfert démontré par Pelikan en 1984
[20]. En 2014, Kempton [18] propose une extension naturelle de ce systéme
aléatoire inspirée de celle de Dajani et Kraaikamp [9] dans le cas ou p = %
et obtient 'expression de i1 /5. Cette construction ne semble pas pouvoir se

généraliser directement a toute valeur de p.

Plan de la thése

Le chapitre 1 introduit les transformations greedy et lazy, ainsi que leurs
propriétés ergodiques. On construit I'extension naturelle de la transformation
greedy, qui permet en particulier de retrouver ’expression de I’'unique mesure
de probabilité invariante absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Le chapitre 2 est dédié a la définition du systéme dynamique aléatoire gé-
nérant les écritures en base (3, ainsi qu’a la construction d’une extension sur

10



le modéle de celle de Kempton, mais qui est valable pour toute valeur de p.
Cette extension nous permet en particulier d’obtenir I’expression de I'unique
mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesgue, déja obtenue par Suzuki en 2019 [25] via l'utilisation des
opérateurs de transfert. Cette extension n’est pas inversible, mais posséde un
certain nombre de propriétés fondamentales, qu’on établit dans ce chapitre.
Dans 'esprit de 'article [9], on introduit I’ensemble Ey, (section 2.2.1), ap-
pelée « base greedy », dans I'objectif d’étudier la transformation induite de
I'extension sur cet ensemble (définition en annexe B). Nous définissons aussi
une partition de E,; (Lemme 2.8) dont on démontrera qu’elle possede des
propriétés d’indépendance et de génération. Elle est particuliérement utile
dans le troisiéme chapitre. On cloture le chapitre en démontrant I’ergodicité
de cette extension (Théoréme 2.15).

Enfin, le chapitre 3 est dédié a la construction et a I’étude de I'exten-
sion naturelle du systéme dynamique aléatoire défini dans le deuxiéme cha-
pitre. Pour ce faire, on utilise en particulier la notion de couplages de sys-
témes dynamiques (annexe B). On déduit de cette construction Iergodicité
du systéme dynamique aléatoire initial et 1'unicité de la mesure invariante
construite au chapitre précédent (Corollaire 3.10). Nous retrouvons ainsi de
nombreuses propriétés uniquement a ’aide de cette extension. Enfin, on dé-
montre que, comme dans le cas des bases entiéres, ou le cas de la transfor-
mation greedy, le systéme est isomorphe & un schéma de Bernoulli, en ap-
pliquant un résultat de Ito, Totoki et Murata [15] portant sur les partitions
dénombrables. On s’inspire pour cela des méthodes employées dans 'article
de Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9], et notamment de la transformation
induite sur la base E,.

11



Chapitre 1

Ecriture en base non entiére :
le cas déterministe

Dans la premiére partie du chapitre, on définit les écritures en base
ainsi que les deux dynamiques principales permettant de générer ces écri-
tures : la transformation greedy T, et lazy Tj. Aprés avoir rappelé leurs
propriétés les plus utiles (Théorémes 1.1 et 1.2), on décrit dans la deuxiéme
partie la construction de ’extension naturelle de la transformation greedy
(sections 1.2.1 et 1.2.2). En construisant une mesure invariante de cette ex-
tension (Section 1.2.3), on retrouve l’expression de I'unique mesure de pro-
babilité invariante par T, absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue.

1.1 Transformations greedy et lazy

Soit 1 < < 2unréel, et x € Ig := {0; ﬁ} Une écriture (ou dévelop-
pement) en base [ du réel = est une suite (dy,)nen+ de {0,1} telle que

+oo d
n
n=1
Une maniére d’obtenir une écriture du réel x consiste a itérer la transforma-
tion Ty, appelée transformation greedy, et définie par
Tg 1 J&j — 1 J&j
Bx siz < % .

x .
Bxr —1 sinon

12



Plus précisement, on définit la suite (b,) en posant, pour tout n > 1, b, =
[ (T” 1(x)). Autrement dit, si le réel T;_l(ﬂs) est supérieur ou égale

ad 3 alors la n-iéme décimale vaut 1, sinon elle vaut 0. La suite (b,) est le
développement greedy de x. On peut obtenir une deuxiéme écriture du réel
x en itérant cette fois la transformation Ty, appelée transformation lazy, et
définie par

Tg 1 8 — I 8
Bx siz < m
Bx —1 sinon

X

On obtient alors la suite de décimales (c¢;,) en posant ¢,, = 1[5(; . (T Y(z)).
1 1

La suite (cy) est le développement lazy de z. La transformation Tj; permet
d’obtenir le développement en base (3 le plus grand dans 'ordre lexicogra—
phique tandis que la transformation 7T, permet d’obtenir le développement
en base [ le plus petit dans l'ordre lexicographique [11]. Autrement dit, pour
tout développement (d,) de x, on a

(cn) < (dn) < (bn)

ol < désigne 'ordre lexicographique.

La transformation T} est ici continue & droite et limitée & gauche, tandis
que Ty est continue a gauche et limitée a droite par symétrie. On note L :=
[0, %[, S = [5 B 1)] et R =] 50 1); ﬁ] On définit I’application s sur I3
par s(x) := ,6’ 7 — 2. Elle envoie I'intervalle S sur lui-méme, et I'intervalle R
sur L et réciproquement. On a de plus la relation de conjugaison suivante

solyos=T1y.

En 1960, William Parry obtient une expression de 'unique mesure inva-
riante vg de T, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A
[2]. Sa densité hg est proportionnelle & la fonction

Zﬁn [OT

n=0

Dans la section suivante, on retrouvera cette expression par la construction
d’une extension du systéme (Ig,B,\,Ty). Dans la suite, tous les espaces
considérés seront munis de leur tribu borélienne, sauf précision contraire.
C’est pourquoi on omettera la mention de la tribu lorsqu’on évoquera un
systéme donné.

13



FIGURE 1.1 — Transformations greedy (en rouge) et lazy (en bleu)

14



Notons vg = vg o s~1. La mesure vg est alors I'unique mesure invariante
de Ty absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue [7]. On a le
résultat suivant da & Dajani et Kraaikamp [7] :

Théoréme 1.1. Les systemes (Ig,vg,Ty) et (Ig,g,Ty) sont isomorphes.
On a le résultat suivant da & Smorodinsky [24] :

Théoréme 1.2. Le systeme (Ig,vg,Ty) est isomorphe & un schéma de Ber-
noulli.

En particulier, le systéme est fortement mélangeant (donc ergodique).
Dajani, Kraaikamp et Solomyak retrouvent ce résultat par la construction
de l’extension naturelle du systéme. La partie suivante est dédiée & cette
extension, dont on donne une version symbolique.

1.2 Extension de la transformation greedy

L’extension décrite par Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9] se construit
a l’aide d’une tour. Bruin et Kalle [3] proposent une construction similaire, a
I’aide d’une tour de Hofbauer, généralisable & une classe de transformations
affines par morceaux. Ces deux constructions sont purement géométriques,
nous en donnons ici une nouvelle version « géométrico-symbolique ». Nous
adapterons ensuite dans le chapitre 2 cette construction au cas aléatoire.
Dans cette partie, on notera 1" := Ty, la transformation greedy sur I'intervalle
Ig et T son extension. L’extension 7 permet en particulier de déterminer
une expression de hg. Ici, on ne démontre pas que l'extension construite
est une extension naturelle (voir Définition 3.1), on renvoie a [9] pour une
démonstration compléte.

1.2.1 Description de la tour

On souhaite construire une extension de 7' qui soit inversible. Le dé-
faut d’injectivité de T est di & ses deux branches. L’extension de T' que
I’on explicite ici consiste ainsi & séparer les images des deux branches de T’
dans des « étages » différents d’une tour, tout en conservant le souvenir des
étages parcourus. Ainsi, appliquer la nouvelle dynamique 7 fera passer d’un
étage & un autre. La tour est un empilement d’étages rectangulaires, on peut
considérer que cette extension est une généralisation de la transformation
du boulanger, qui est ’extension naturelle du systéme dynamique associé au
développement en base 2, comme explicité dans I'introduction (p. 5). On a
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proposé une version géométrico-symbolique de la transformation du boulan-
ger, et cette nouvelle extension suit le méme principe.

A chaque étage de la tour est associé un numéro n € N. I y a deux types
de transitions d’un étage a un autre :

— soit on passe de I’étage n a ’étage suivant n + 1.

— soit on passe de ’étage n au « rez-de-chaussée » de la tour, c’est a dire
I’étage 0, ce qui n’est possible que lorsque 77(1) > % On appellera cet
étage la « base » de la tour.

Un élément de cette tour est alors un couple ¢ = (e, z), ou x est la com-
posante réelle, de I'intervalle I3 qui subit la dynamique 7" (plus précisement
x est dans un intervalle inclus dans I, qui sera précisé dans la suite). La
composante e est la suite des étages de la tour qui ont été parcourus dans
orbite passée de ¢ par T. Plus précisément, e = (ex)r<o € NZ~, il s’agit de
la suite d’entiers qui décrit le numéro des étages précédemment visités par
Iorbite passée de c. L’étage ol se situe actuellement le point ¢ est donc eg.

On définit Y € N%- Densemble des suites d’étages admissibles. Dans
toute suite e € Y, les seuls mots de longueur 2 admissibles sont :

— (n,n + 1) pour tout entier n > 0;

— (n,0) pour tout entier n > 0 tel que T7(1) > %

Soit m € N. On définit le cylindre [n]p de ¥ comme étant ’ensemble
des suites d’étages de Y se terminant par n & lindice 0. On peut noter
qu’un élément de ce cylindre est nécessairement de la forme (...,0,1,...,n—
1,n), puisque le seul moyen de parvenir a l’étage n est d’avoir parcouru
tous les étages précédents depuis I'étage 0. On définit de méme, pour une
séquence finie u vérifiant les conditions de compatibilité de Y, le cylindre
[u]o, désignant I’ensemble des suites d’étages de Y se terminant par le mot
u.

On définit pour tout entier n, ’étage n de la tour par :

E, = [n]o x [0,T™(1)].
L’étage Ep = [0]p x [0, 1] est appelé la base de la tour. On définit la tour

elle-méme par
E:=||En

n=0

Dans la figure 1.2, la hauteur des étages est choisie de sorte que la dynamique
introduite dans la section suivante préserve la mesure de Lebesgue.
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FIGURE 1.2 — Représentation de la tour E et graphe de T’
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1.2.2 Description de la dynamique

On définit la dynamique T étage par étage (voir figure 1.3) sur E. On
rappelle que I’étage n a deux composantes : son numéro n et l'intervalle
[0,77(1)]. Sur l'¢tage E,, La dynamique 7 consiste & monter d’'un étage
lorsque T™(1) est inférieure a % (premiére branche de la transformation 7).
Si la longueur de [0,77(1)] excéde %, alors une partie de ’étage sera envoyée
dans l'étage suivant (deuxiéme branche de T'), et autre ira dans la base de
la tour (premiére branche « pleine »).

Pour une suite e de Y (ou un sous-mot fini d’un élément de Y'), on
introduit la notation e - a, qui consiste & concaténer l'entier a a la suite e.
Autrement dit, (e-a) = exy1 81 k <0 et (e-a)p = a. L’opération e - a n’est
valable que lorsque la nouvelle suite obtenue vérifie les conditions citées plus
haut.

L’extension T est ainsi définie :

1. SiT™(1) < %, alors la dynamique sur I’étage n est

En — En+1
(G,CC) = (€(n+1)718x) .

L’image de I'étage E, est alors I’étage suivant E, 1 tout entier (I'image
par T de l'intervalle [0, 77(1)] est bien l'intervalle [0, T""1(1)] dans ce
cas).

2. S1T"(1) > %, la partie E, N {zx < %} est envoyée dans Ej par

E,n{r<§} — Ep
(e, ) —  (e-0,8z)

La partie E, N {z > %} est envoyée sur F, 1 par

Enﬂ{CC} } — En
(e,x) = (e-(n+1),Bz—-1) "

|

L’image par T" de 'intervalle [0, %[ est U'intervalle [0, 1] (on remplit une
« tranche » horizontale de la base de la tour, & un point prés), et 'image
de la partie droite de E, est I'étage E, 1 tout entier.
On notera bien stir que pour tout (e, z) € E, la deuxiéme composante
de T (e, z) est égale & T'(x).
Dans la figure 1.3, la longueur de ’étage 1 excéde %, ainsi la partie gauche
(rouge) est envoyée dans la base de la tour, et la partie droite (bleue) monte
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FIGURE 1.3 — Action de 7 sur la tour
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Images des parties

des étages supérieurs
de la tour qui sont
renvoyées dans la base

™|

FIGURE 1.4 — Action de T sur la base de la tour
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d’un étage. Par ailleurs, I’étage 3 a une longueur inférieure a %, la dynamique
T envoie donc cet étage sur ’étage 4. La figure 1.4 illustre la dynamique sur la
base de la tour. La partie gauche de la base est renvoyée dans la base, tandis
que la partie droite remplit 1’étage suivant. La base regoit aussi toutes les
parties gauches des étages supérieurs dont la longueur dépasse %

1.2.3 Propriétés
Bijectivité de la dynamique ainsi construite

La surjectivité de la dynamique découle de la construction de celle-ci.
En effet, dés lors qu’un étage ou qu’une partie d’un étage monte a ’étage
suivant, celui-ci est complétement rempli. Par ailleurs, les retours & la base
remplissent tout U'intervalle [0, 1[. Dans tous les cas, on explicite ici 'unique
antécédent de chaque point de la tour.

Soit ¢ = (e,x) € E. L’existence et l'unicité de 'antécédent de ¢ par T
se détermine & ’aide de I'étage actuel eg ainsi que de ’étage précédent e_;.
C’est bien la composante en Y qui permet de retrouver cet antécédent.

— Sieg = 0:le point c est donc dans la base Ey de la tour. Puisque eg = 0,
alors T°-1(1) > % (ceci est assuré par les relations de compatibilité
dans Y). Alors ¢! := (d(e), 7) est I'unique antécédent de ¢ par 7 (ot
J est le shift vers la droite). Cet antécédent est donc dans 1'étage e_;.
La suite d(e) est bien un élément de Y (les mots de longueurs 2 dans
§(e) sont bien admissibles). L’image de ¢! par T est bien ¢, car la
longueur de 1'étage dans laquelle se situe ¢! est supérieure & %, et
% < % Cet antécédent est bien unique car un seul point de ’étage e_1
a pour image c.

— Sieg > 0, cela signifie que le point ¢ provient forcément de 1’étage juste
au-dessous de son étage actuelle E,.
— siT1(1) < %, autrement dit si I’étage précédent a une longueur

inférieure a % alors (0(e), 5) est I'unique antécédent de c.

— siT1(1) > %, autrement dit si I’étage précédent a une longueur
supérieure a % alors (0(e), 5 + %) est I'unique antécédent de c
(sauf pour x = 0). L’antécédent de ¢ est dans la partie droite de

I'étage F._, (composante réelle supérieure a %)
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Construction d’une mesure invariante

On cherche & définir une mesure p sur la tour, preservée par la dynamique,
de sorte que sur chaque étage de la tour, la mesure y soit le produit d’une
mesure m sur Y par la mesure de Lebesgue restreinte a 'intervalle que 1'on
considére.

Pour que g soit préservée sur la tour, il faut, pour tout entier n, que la
mesure de ’étage F,, soit égale a la mesure de son image réciproque par 7 :

— Sin>0etsi T (1) < 5 :alors T-1(Ey,) = Ey—1. Ainsi,
(T H(En)) = p(En—1) = m([n — o) x T"}(1).

Par ailleurs, ju(Ey) = mi([nlo) x T"(1) et T%(1) = BT"~1(1) donc on
doit avoir I'égalité

De méme, si 7" (1) > %, alors T 1E,) =E,_1N{x > %} Ainsi,

1
B )
Par ailleurs, u(E,) = m([n]o) x T"(1) et T™(1) = T (1) — 1. Lci
aussi, on doit avoir 1’égalité

(T H(En)) = p(En-1 N {z > ;}) =m([n — 1Jo) x (T"7*(1) —

m([n)o) = ;man — 1)),

En résumé, pour tout n > 0, la mesure m doit vérifier

m([nlo) = ;mqn ~1)o). (1.1)

Cette équation correspond a la préservation des aires bleues et orange
dans la figure 1.3.

— D’autre part, la mesure p doit aussi étre préservée lors des retours a la
base de la tour. Pour tout entier n tel que 77(1) > %, on a

T Y Eyn{eec[n0)o}) = E,N{z <=}

™| =
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On a p(E, N {z < 5}) = m([nfo) x 5. De plus, u(Ep N {e € [n0)o}) =
m([n0]p) x 1. Ainsi, pour tout entier n tel que 7"(1) > %, la mesure
m doit vérifier

1
m([n0]o) = Bm([n]o)- (1.2)
Cette équation correspond & la préservation de 'aire rouge dans la
figure 1.3.
De I'équation (1.1), on déduit que pour tout entier n > 0, on a
1
m([n]o) = @m([()]o)- (1.3)

Les équations (1.2) et (1.3) sont nécessaires pour avoir la préservation
de la mesure p sur la tour. En sommant les mesures de toutes les parties
envoyées dans la base de la tour, on doit nécessairement retrouver la mesure
de la base :

00 . 00 1 .
;munmo) X1 1 (17(1) = ;Bmunm X1 1y (T7(1))

+oo 1 .
=2 e 000) x g 2y (T"(1) = m(0ho)

La derniére égalité découle du développement greedy en base 5 de 1 :

+00 1
n _
> ke I 1y (1) =1. (1.4)
n=0
En appliquant le raisonnement précédent & des « tranches » horizontales
de la base, on déduit des équations 1.2 et 1.3 que pour nq,...,n; des entiers
tels que T™ (1) > %, la mesure m doit vérifier

1 1 1

m([nkO e nk_lo ...0... nlo]o) = Bnk+l ﬁnk—ﬁ'l N Bnﬁrl m([O]O) (15)

De méme, pour toute séquence finie u telle que u - n vérifie les conditions de

compatibilité, on a :
1
m([u - nlo) = Bm([u]o)-
On pose m([0]p) = 1. Soit N :={n € N,T"(1) > %} Le développement en
base B de 1 donné par (1.4) permet de définir une mesure de probabilité p;
sur N, qui associe & chaque entier n € N la probabilité ﬁ
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L’application ¢ définie sur NN par

NN — [0]0

v (nk)keN — (...,nk,O,l,...,nk,l,...,O,l,...,no,O)

est une bijection mesurable de AN vers [0]p. En effet, toute suite de
NN définit bien une unique suite admissible de [0]g, et toute suite e
de lensemble [0]p est caractérisée par une unique suite d’entiers posi-
tifs ou nuls (ng)k>0, vérifiant 77 (1) > % pour tout k et telle que e =
(«.oyng, 0,1, ng—1,...,0,1,...,m0,0). On définit alors m sur [0]p comme
mesure image de p par ¢.

On souhaite maintenant définir m sur les cylindres de la forme [n]o. On
note B, 'ensembles des boréliens de [n]o. Décaler n fois vers la droite un
élément de [n]o est une bijection de [n]o vers [0]p, car tout élément e de [n]o
est de la forme [¢/,1,2,...,n]y, ot € € [0]y est unique. On a donc

3" (By) = Bo,

ou ¢ est le décalage vers la droite.
On peut donc étendre m sur tout cylindre de la forme [n]p :

By — [0,1]
"B — fm(0M(B))
_B_
B-1

On peut alors définir la mesure p sur la tour E : sur chaque étage E,,
p est le produit de la mesure m restreinte a [n]p par la mesure de Lebesgue
restreinte a l'intervalle [0, 7™(1)].

Par construction, la mesure p est préservée par la dynamique sur la tour.
En effet, considérons un pavé D = [u - n]y X [, ] inclus dans 'étage E,,, ou
n > 0, u est une séquence finie admissible d’entiers, et 0 < a < v < T™(1).
On a alors :

W(T1(D)) = m([ulo) x ;(v — ) = fm((u- nlo) X ;w —a) = u(D).

En projetant la mesure p sur la coordonnée réelle, on obtient alors
I’'unique mesure invariante absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue de T'. Sa densité hg est proportionnelle &

Zm 0)lprm(1 ]—Z Lo, m(1

ce qui est la formule obtenue par Parry [19].

oo
1
On obtient donc m[n|o = BL” La masse totale de Y est alors Z 7 =
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Ergodicité et unicité de la mesure

Les méthodes et les arguments développés dans la suite de la thése dans
le cadre aléatoire s’adaptent au cas déterministe et permettent de démontrer
Iergodicité de la transformation greedy et 'unicité de la mesure invariante
absolument continue, & I'aide de I’extension 7. On se contente ici de donner
les étapes importantes du raisonnement, dans un but pédagogique.

Etape 1 : construction d’une partition de Ey

L’objectif premier est de démontrer ’ergodicité de I’extension naturelle
(E,p, T). Pour ce faire, on étudie d’abord la transformation induite de 7T
sur la base Ep, que l'on note 7y (voir la définition en annexe B). Cette
transformation préserve la mesure u conditionnée a la base Ejy, c’est a dire
la mesure (g := myjg), ® A. On souhaite démontrer que le systéme induit sur
Ey est isomorphe a un schéma de Bernoulli. On définit la partition P de Ejy
selon le premier temps de retour & Ej : pour chaque entier n € N, I'atome
P,, contient tous les éléments de la base Fy qui retournent pour la premiére
fois dans Ey aprés exactement n itérations de 7, c’est a dire

P, =Ty Y([n, 0] x [0,1]).

Etape 2 : suite de partitions indépendantes

On démontre ensuite que la suite de partitions (75 *(P))xen est une suite
de partitions indépendantes. Plus précisément, pour tous ng, ni,...,n; € N,
on a

k
0(Pay N T3 (Pay) 1 VT (Pa,)) = [ ol(Pa):
1=0

Etape 3 : P est une partition génératrice

De plus, la partition P est une partition génératrice du systéme induit,
c’est & dire que la partition \/;2, 7, *(P) est la tribu des boréliens de Ey. En
effet, on peut montrer que les atomes de la partition \/f:0 Ty "(P) sont de la
forme

no+...+nr+1
0,1,...,n0,0,1,...,n1,0,...,n4,0];° X g

ot In,,. . n, est un sous-intervalle de [0, 1], dont la mesure de Lebesgue tend
vers 0 quand k tend vers +oo. Cela implique en particulier que pg-presque
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tout point de Ey est uniquement déterminé par son P-nom. On déduit des
étapes 2 et 3 que le systéme induit sur la base Ej est isomorphe & un schéma
de Bernoulli, donc il est ergodique.

Etape 4 : ergodicité du systéme

On démontre que p-presque tout point de E atteint la base Fy en
un nombre fini d’itérations de 7T, ce qui implique l'ergodicité du sys-
téme (E,u,T) (voir Proprosition B.1). Puisque (E,u,T) est lextension
naturelle de ([0, 1], v3, Ty), on en déduit que ce dernier systéme est ergodique.

Etape 5 : unicité de la mesure

Enfin, étant donnée une mesure v invariante par T, et absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue, cette mesure est aussi absolument
continue par rapport a vg (qui est équivalente & la mesure de Lebesgue). Par
ergodicité, on en déduit que v = vg (voir Lemme 3.11), d’ot I'unicité d’'une
telle mesure.

On peut donc constater que la construction d’une extension naturelle
géomeétrico-symbolique permet non seulement d’obtenir l’expression de la
densité hg, mais aussi I’ergodicité du systéme et 1'unicité de la mesure vg en
tant que mesure invariante absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. Elle permet aussi de démontrer que le systéme dynamique associé
est isomorphe & un schéma de Bernoulli [9].

Dans la suite, on définit un systéme dynamique aléatoire permettant
d’obtenir toutes les écritures en base § d’un nombre réel. Les résultats prin-
cipaux de la thése présentés dans les chapitres qui suivent sont obtenus en
suivant le plan général décrit ci-dessus.
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Chapitre 2

Systéme dynamique aléatoire
et extension principale

Dans la section 2.1, on définit la transformation aléatoire Kz permettant
de générer les écritures d’un réel en base 8. C’est le systéme central de cette
thése. La section 2.2 est consacrée a la construction d’'une premiére exten-
sion K de K que I'on nommera « extension principale », qui n’est pas encore
une extension naturelle de K. En particulier, I n’est pas inversible (le cha-
pitre 3 est consacrée a la construction d’une extension naturelle). Dans la
construction du chapitre précédent, l'extension de la transformation greedy
est définie sur une tour. Dans ce chapitre, on définit les deux tours greedy et
lazy (section 2.2.1), puis la dynamique K (section 2.2.2) définie sur ces deux
tours. On construit ensuite une mesure p invariante par K (section 2.2.3).
Dans la section 2.3, on établit des propriétés de cette extension : en parti-
culier, le systéme associé a la transformation induite de K sur la base de la
tour greedy est isomorphe a un schéma de Bernoulli (Proposition 2.12), et
le systéme associé a K est ergodique (Théoréme 2.15).

2.1 Systéme dynamique aléatoire associé au déve-
loppement en base non entiére

On a vu que les transformations Tj et T; permettent d’obtenir respecti-
vement le plus grand et plus petit développement en base 3 de tout réel de
I'intervalle Ig. On peut aussi obtenir les autres développements en « mélan-
geant » ces deux transformations & l’aide d’un systéme dynamique aléatoire.
En effet, les transformations Ty et T; ne différent que sur 'intervalle cen-
tral S : les réels de cet intervalle ont une écriture greedy commencant par
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un 1, tandis que leur écriture lazy commence par un 0. Ainsi, plutot qu’ité-
rer seulement une des deux transformations, on peut choisir au hasard la
transformation & appliquer a chaque itération : si on fixe p €]0, 1], on décide
d’appliquer Tj; avec probabilité p et T, avec probabilité 1 — p. Les dévelop-
pements en base ( aléatoires ont été introduits et étudiés Par Dajani et
Kraaikamp a partir de 2003 [8, 4, 5|. Nous rappelons ici quelques résultats
de ces articles.

Soit 2 := {g, £} I’ensemble des suites d’indices « g » et « £», et o le déca-
lage vers la gauche (appelé aussi shift) sur 2. On définit la S-transformation
aléatoire par :

OxlIg — Qx Ig
(@a) = (o) Tu(@))

On notera par ailleurs Ty, . o, =Ty, 0---0T,,.

Soit & un réel dont on souhaite déterminer un développement en base 3.
Fixer w € ) revient & choisir I'ordre dans lequel on applique les transforma-
tions greedy et lazy a partir du réel z. A chaque itération de K 3, on obtient
une nouvelle « décimale » de x en base . Plus précisément, pour toute suite
w € €, et tout = € Ig, on note 7(w,z) := z la projection sur Iz. A w fixe,
pour n € N* on pose :

Kpg:

} siwp-1=4g

- Tl

]. n—1
= { {r(K5™ (wyz))2

I{W(Kgfl(w,x))>m} sl wp—1 =14

La suite (z%)nen+ est le développement en base § de = « le long de la

suite w », et on a
T = E In
/Bn
n=1

De plus, étant donné un développement (d,,) de x en base [, alors il
existe une suite w € § telle que (d,) = (%) [4].

Enfin, comme dit précédemment, les transformations Ty et Ty ne différent
que sur l'intervalle S. On pourrait donc construire la dynamique aléatoire
légérement différemment, en ne décalant la suite w que lorsque = € S, ce
qui est la dynamique initialement construite par Dajani et Kraaikamp. Les
propriétés ergodiques de ces deux dynamiques étant les mémes, on étudiera
plutot Kz par soucis de simplification.

On fixe un réel p €]0,1[, et on munit ensemble © de la mesure de
Bernoulli m,, de parameétre p : on tire g avec probabilité p et £ avec probabilité
1 —p, les tirages étant tous indépendants. On s’intéresse alors aux questions
suivantes : existe-t-il une mesure p, sur Ig, absolument continue par rapport
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a la mesure de Lebesgue, telle que la mesure produit m, ® u, soit préservée
par Kg? Si oui, est-elle unique? Peut-on expliciter sa densité? Et quelles
sont ses propriétés ergodiques? On peut aborder ces questions d’au moins
deux points vues :

— le point de vue classique avec les opérateurs de Perron-Frobenius |20,
2,5, 14, 1, 25| dont nous rappelons les principaux points en annexe C,

— la construction d’extensions « géométrico-symboliques » comme dans
le chapitre 1 (voir par exemple |9, 18]), qui sera notre point de vue
dans cette these.

2.2 Extension de la dynamique

Afin de construire une telle mesure j,,, on passe par la construction d’une
extension de K. Une forme explicite de cette mesure a été donnée dans le
cas p = % par Kempton en 2014 [18] par la construction d’une extension
puis dans le cas général par Suzuki en 2019 [25] a 'aide des opérateurs de
Perron-Frobenius. Bruin et Kalle [3| proposent aussi une version de cette
extension par une tour de Hofbauer dans le cas ou p = %, explicitée pour 3
égal au nombre d’or.

Pour la suite, on pourra se référer au schéma en annexe E, qui récapitule
les divers facteurs et extensions en jeu.

2.2.1 Premiére présentation des deux tours

On poursuit I'idée exposée dans le premier chapitre en étendant la dyna-
mique Kz sur deux tours, une tour dite « greedy » et I'autre tour « lazy ».
Cette idée a été mise en ceuvre dans [18] par Kempton pour p = %, mais
la méthode proposée ne semble pas s’adapter aux autres valeurs de p. On
montre ici une construction différente, valable pour tout réel 0 < p < 1.

Comme précédemment, les tours sont composées d’étages. Chaque étage
est le produit de I’ensemble €2 et d'un sous-intervalle de Ig, muni en plus
d’une « étiquette », qui est I’analogue du numéro des étages dans la construc-
tion du premier chapitre. On définit dans un premier temps la base de chaque

tour. On note E, la base de la tour greedy G, définie par :
E, = Q x {g} x [0,1].

L’étiquette de la base greedy est donc (g), signifiant qu’il s’agit du premier
étage de la tour greedy. On note de méme FEjy la base de la tour lazy £, définie
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par :

-1
Un étage d’une des deux tours est noté F,, ot e est I’étiquette de ’étage.
Cet étage est de la forme :

Epi= Q% {£} x [3(1), 1] .

E.:=Q x {e} x I,

ot I, est un sous-intervalle de Ig que l'on précisera dans la suite. Un point
dans un étage d’une des deux tours est donc de la forme ¢ = (w, e, x) o :

— w est une suite indexée par N d’éléments dans {g, £}. La suite w déter-
mine la suite des transformations T}, et Ty a appliquer.

— Toute étiquette e est de la forme
e=(h,w_n,W_pil,...,w_1)

et détermine de maniére unique 1’étage ou se situe le point c. L’entier
n est le niveau de I'étage E., il y a donc 2" étages de niveau n dans
chaque tour, les bases étant au niveau 0. La lettre h indique la tour
dans laquelle se situe ’étage : si h = g, il s’agit d’un étage de la tour
greedy, si h = £, de la tour lazy. Enfin, la composante réelle d’un point
de E, a subi les transformations 7, , jusqu’a T, , depuis la base E}, :
les symboles w_,,...,w_1 indique donc la suite des transformations
effectuées depuis le dernier passage dans une des deux bases.

x représente la composante réelle du point ¢, qui subit la dynamique
Too-

On définit alors la tour greedy comme réunion disjointe de tous les étages
dont I'étiquette commence par g, et la tour lazy comme réunion disjointe de
tous les étages dont I’étiquette commence par £ :

g:= I_I Eg-e’a

e'e{g,}*

L= |_| Eyor,
e’'e{g,l}*
ou le point médian - indique la concaténation, et I'ensemble {g, £}* est I'en-
semble des suites finies, dont la suite vide, de g et de £. On note alors
X := G U L la réunion disjointe des deux tours, sur laquelle sera définie
KC. Enfin, étant donné un étage de X, on appelle longueur de cet étage la
mesure de Lebesgue de l'intervalle associé.
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Appliquer la dynamique K & un point d’une des deux tours consiste soit
4 monter d’'un niveau dans cette tour, soit & retourner & la base de cette
tour, soit & aller dans la base de ’autre tour, selon certaines conditions qui
seront explicitées par la suite. Il reste donc & définir de maniére précise les
intervalles I, ainsi que la dynamique sur les deux tours. On va définir ces
intervalles en méme temps que la dynamique K, par induction.

On représente dans la figure 2.1 les deux tours I'une au dessus de 'autre
pour plus de clarté, la tour lazy étant renversée. De méme que dans le cha-
pitre précédent, on choisit de représenter la composante symbolique par la
composante verticale. Dans cette représentation, deux points sur une méme
droite verticale ont la méme composante réelle x.
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FIGURE 2.1 — Tours greedy et lazy
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2.2.2 Dynamique sur les deux tours

Comme l'illustre la figure 2.1, les intervalles Iy, , .
inférieure 0 et les intervalles Iy, , . , ont pour borne supérieure ﬁ

On considére un étage de la tour G dont on note e := (g, w_p,...,w_1),
I’étiquette. L’étage E. est coupé en deux selon la valeur de wy :

_w_; ont pour borne

E.=(E.N{(w,e,x),wp =g}) U (EeN{(w,e,x),wy="L}).

Par souci de simplification, on notera E. N [g]p pour désigner ’ensemble des
points (w,e,z) de E. tels que wy = g, et de méme pour ¢. La dynamique
KC est différente sur chacune de ces parties. De plus, elle dépend de la lon-
gueur de l'intervalle I, : si 'intervalle contient le point de discontinuité de
la transformation 7,,, alors une partie de ’étage sera envoyée dans la base
E,, et le reste sera envoyé dans un étage du niveau suivant. Si I, ne contient
pas le point de discontinuité de la transformation Ty,,, alors toute la partie
E. N [wp]o est envoyée au niveau suivant. Pour simplifier les notations, on
note I, = [0, t].

1. Siwozgetsit<%:

Ee. N glo Ee.q

_ —
K (w,e,z) +— (o(w),e-g,px)"

On pose

Ie.q =0, Tg(t+)]

de telle sorte que K envoie E. N [glo sur Ec.q.
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Eta e
sydvant

1

B—1

=

FIGURE 2.2 —wg=gett < %

2. siwg=getsit> %, la partie gauche de 'étage est renvoyée dans la

base Ej :
K Eeﬂ{wozg,x<%} — B _
(w,e,x) = (o0(w),g,Bx)’
et la partie droite monte d’un étage :
- Eeﬂ{wozg,x>%} = Fey
‘ (w7e7‘,1:) = (U(w)7e'97/8x_1) .

On constate que si t = %, la partie FE. N [g]o est envoyée dans la base a
un point prés. Dans ce cas 'étage suivant .., a une composante réelle
réduite au singleton {0}.

Comme précédemment, on pose

Iy := [0, T,(tT)].
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Bt —1 Retour a la base greedy

Retouy/a la

base/freedy Etage
sydvant

sy

0 " 1 1

@[
A
[y

FIGURE 2.3 —~wg=gett >

@l

. _ . 1 .
3.siwg=Letsit< A=)

Eeﬂ[ﬁ]o — FE.y
(w,e,x) +— (o(w),e-L,pBx)"

Toute la partie E. N [¢]o est envoyée dans 'étage E..,. Comme précé-
demment, on pose

I :=[0,To(th))].
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Eta e

sydvant

T 1
0 t B(B-1) B-1

_ 1
FIGURE 24 —wg=/let t < BT

4. stwg=Lletsit> m, la partie centrale de I'étage est envoyée dans
la base Ey :

Eeﬂ{woze,%<x<m} — E[

o (w,e,x) = (o(w),, fx) ;

et les parties gauche et droite montent d’un étage :
E.N{wy =4z < %} — E.u

K (w, e, x) = (o(w),e- ¢, Bx) ;

Eem{WQ:£,$> m} — Ee.g

K (w, e, ) — (o(w),e-wp,Br—1)
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Etage
sydvant

Envoi a la base lazy

Eta e
sufvant
0 —~— (1) —~ 1% 1

B B(B-1) p—1

— 1
FIGURE 2.5 —wg=/let t > BB=T)

De méme ici, on constate que si t = w, seule la partie gauche de
I’étage est envoyé dans ’étage suivant E,.,.
Dans tous les cas, on pose

I, =0, Tg(t+)].

On peut remarquer que si t = %, on a bien Ty(t") = s(1).
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o

1
B B(B-1) B-1

FIGURE 2.6 — Récapitulatif de la dynamique sur un étage F. de la tour
greedy, en fonction de la longueur de ’étage

Notons t. la borne droite de l'intervalle I.. On a, pour wy € {g, ¢} :
Two((t6)+) = le-wp-

Par ailleurs, la composante réelle de la base E, est l'intervalle [0, 1], et
T, et T, sont strictement croissantes par morceaux. Ainsi, si on note e =
(9,w_n,...,w_1), en composant les limites & droites, on peut donc définir les
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étages F. de la tour greedy par :

Ee:=Qx{e} x[0,T, , . (1)

On définit les étages de la tour £ par symétrie, c’est a dire que pour toute
étiquette e de la forme e = (¢, w_y, ...,w_1), on pose

E.:=Qx{e} x [Ty, .. w(s(1)7), ﬁ]

Sur la tour lazy, la dynamique KC est elle aussi definie de maniére symé-
trique. Pour simplifier les notations, on notera encore I, = [t, ﬁ] On consi-
deére cette fois un étage E, de la tour lazy, d’étiquette e := ({,w_p, ...,w_1).

. _ . 1 .
1. Siwg=/Letsit> FE=T)

Eeﬂ[ﬁ]o — FEoy
(w,e,x) — (o(w),e-L,Bx—1)"

Toute la partie E. N [¢]y est envoyée dans I'étage Ee..

Eta e
sydvant
Bt —1-
s(1)1
Il Q/—’L
0 BB-1) t A1

_ 1
FIGURE 2.7 —wg =/l et t > CE]
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2. siwg=Letsit< A ﬂl_l) : la partie droite de 1’étage est envoyée dans
la base Ey :

IC: Eeﬂ{WO:€,$>m} — E[
(w, e, x) >

et la partie gauche monte d’un étage :

iC Eeﬂ{wO:f,l‘gﬁ(ﬁl_l} — FEey ‘
(w,e,x) = (J(w),e-ﬁ,ﬁx)
, Retouy a la
Etage base/lazy
syvant
5(1)
Bt
Retour a la base lazy
1 1
B(B-1) B—1
— 1
0 t B(B-T) p-1
o — 1
FIGURE 2.8 —wg=fet t < BT

3. siwozgetsit>%:

K - Eeﬁ[g]o — Ee-g .
(w,e,z) +— (o(w),e-g,Bzr—1)

Toute la partie E. N [g]o est envoyée dans I'étage Ee.q.
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Eta e
sydvant
Ee.g
Bt — 14
1- Ee
0 1 L
B B-1

FIGURE 2.9 ~wy =g et t > %

4. siwg=getsit< % : la partie centrale de I’étage est envoyée dans la
base Ej :

- Eeﬂ{wozg,%<x<%} — B
H

(o(w),g, Bz —1)

(w,e,x)

et les parties gauche et droite montent d’'un étage :

. Eeﬂ{wozg,:v>%} — FEey
(wveal‘) = (J(w)ve'gaﬁl‘_l)
K Eeﬁ{wozg,x<%} — FEegq .
(w,e,w) = (O'(W),e-g,,@{l?)
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ft+

Etade
syivant
Eeyg
E.
BEnvor a la
base greedy
Eta 1 2
sufvant | Envoi f 1a s B
base/greedy
r,—/i — 5= — —1
B B B—1

FIGURE 2.10 —wg =g et t <

@l

On note m : X — € x I3 la projection des deux tours sur le produit
2 x Ig. Alors on a bien
moK =Kgom.
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FIGURE 2.11 — Récapitulatif de la dynamique sur un étage E. de la tour lazy
(inversée), en fonction de la longueur de I’étage

2.2.3 Construction d’une mesure invariante

L’objectif de cette partie est de définir une mesure ux invariante par XC
sur X, de sorte que la projection sur Ig de cette mesure soit absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Chaque étage F, s’identifie
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a un produit cartésien de 2 x I, auquel on ajoute une étiquette e. Dans la
suite, on note A la mesure de Lebesgue.

On définit les mesures pg et pp a support dans G et £ respectivement de
la maniére suivante.

Sur chacune des deux bases :

/’L9|Eg =My A[O,l}'
P = M © Ay, 1

Et sur I'étage Ey_,,....w_,, la mesure p, est définie par :

1 -1
Mg‘Eg,w_n,<.<,w,1 = ﬁnflp([(’u_?17 e 7w_1]8 )mp ® )\[Ova—nww“’fl(lJr)]’
ol [W_p,...,w_1]g"" est le cylindre de Q contenant les suites w dont les n
premiers termes sont (w_p,...,w_1).

De méme sur I'étage Fy,, , . . ., la mesure p, est définie par :

1 -1
By = W 0alo )M @ Ny o)) 52

1 noey
Dans tous les cas on notera par la suite simplement A pour la mesure de
Lebesgue.

Le théoréme qui suit décrit la situtation dans un cadre plus abstrait, et
conclut a 'existence de la mesure p souhaitée.

Théoréme 2.1. Soit (X,B) un espace de Borel standard, K une transfor-
mation sur X et G et L deux sous-ensembles disjoints de X tels que :

1. X=6guUuCL
2. Il existe deur ensembles Eq C G et Ey C L tels que

G =K G\ E) UK (By) NG) L (K™ (E)NG)

et
L=K Y L\E)U K E)nL)U (K E)NL).

Autrement dit, sous [’action de IC, un élément de G peut soit étre envoyé
dans G\ Eg, soit étre envoyé dans E, ou Ey. De méme, un élément de
L peut soit étre envoyé dans L\ Ey, soit étre envoyé dans Eg ou Ey.
Pour passer de G a L, on doit nécessairement passer par Ey, et pour
passer de L & G, on doit nécessairement passer par Eg.
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3. Il existe deux mesures finies pg et pe a support dans G et L respective-
ment telles que

pg(Eg) = pe(Ee) = 1
et pour tout borélien A de G\ Ey, ona:
Hg(lc_l(A)) = #g(A)a

et pour tout borélien A de L\ Ey, on a :
pe(K~1(A)) = pe(A),

4. Il existe des constantes strictement positives go, Lo, g1, 1 telles que pour
tout borélien A de X inclus dans Ey, on a

Mg(Kil(A) NG) = gopg(A)

et
pe(K~H(A) N L)) = Lopg(A),

et pour tout borélien A de X inclus dans Ey, on a :
1g(K™HA) N G) = grpue(A)

et
pe(K~1H(A) N L)) = L1pae(A).

Alors il existe une unique mesure de probabilité u sur X, combinaison linéaire
de pg et g, telle que K préserve p.

Démonstration. On cherche une mesure p de la forme

p = Cgpg + Copi,

avec Cy et Cy deux constantes strictement positives. On souhaite déterminer
les valeurs de Cy et C; de sorte que p soit une mesure de probabilité et que

KC préserve p sur X.
Soit A un borélien de X inclus dans G \ E;. On a u(A) = Cyug(A) et
par hypothése, K~1(A4) C G. On a :

M(’C_I(A)) = Cgﬂg(lc_l(A)) = Cypg(A) = pu(A).
De méme, on a, pour tout borélien A de X inclus dans £\ Ej :

(K (A)) = Coue (K™ (A)) = Cope(A) = p(A).
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Soit A un borélien de X inclus dans E,;. On a :
p(K~1(A) = w(K~HA) N G) + u(K~H(A) N L)
= Copg(K™(A) N G) + Cope(KH(A) N L)

= 90Cghg(A) + LoCrprg(A) = (90Cq + loCe) g (A)-
Ainsi p(K~1(A)) = p(A) si et seulement si

go X Cg —{—fo X Cg = Cg. (21)

De méme, pour un borélien A inclus dans Ey, u(K~*(A)) = u(A) si et
seulement si :

g1 X Cyg+ 141 x Cp = Cy. (2.2)

I1 faut donc que les deux équations (2.1) et (2.2) soient vraies en méme
temps. On peut réécrire le systéme plus clairement :

{(90—1)09 e, = 0
glcg + (El—l)Cg = 0

D’apres 'hypothése 2, on a :
19(G) = 11g(K™H(G \ Eg)) + 1g (K™ (Eg) N G) + 114(K™' (Ee) N G),
Or, pg(K~1(G\ Ey)) = 11g(G \ By) dou
1g(Eg) = ng(K™(Eg) N G) + pg(K™(Ee) N G).
Puisque p4(Ey) = 1, on en déduit I'égalité :
go+g1=1.
En effectuant le méme calcul sur £, on obtient
b+ 10 =1

Ainsi, le systéme a un déterminant nul, et se réduit a I’équation

lo
C,=—0Cy.
g g1 ¢

Pour que p soit une mesure de probabilité, on doit aussi avoir :

Cotig(G) + Cope(L) = 1.
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On en déduit les valeurs de Cy et Cy (qui sont bien strictement positives) :
to

Eoﬂg(g) ;‘1 gipe(L)

Copg(G) + g1 (L)

Avec ce choix de constantes, la mesure p est une mesure de probabilité et la
transformation K préserve p sur X. O

Cy

C, =

Montrons que notre systéme vérifie toutes les conditions du théoréme 2.1.
1. Les tours greedy et lazy sont disjointes.

2. Sous l'action de K, tout élément de G peut soit monter dans la tour G,
soit retourner a la base Ej, soit étre envoyé dans la base Fy de la tour
lazy. De méme, tout élément £ peut soit monter dans la tour L, soit
retourner a la base Fy soit étre envoyé dans la base Ej.

3. Les mesures pg4 et pp sont a support dans G et dans £ respectivement.
On a bien pg(Ey) = pe(Ey) = 1. Considérons un pavé A dans l'étage
Egwmw A= [u]‘ou‘*l X {(g,wW—n,...,w_1)} X [a,b], ot u est une
séquence finie d’éléments de {g, ¢}, et |u| dénote la longueur de cette
séquence. Démontrons que A et K !(A) ont méme mesure. Quelles
que soient les valeurs de a et b, la mesure de Lebesgue de la troisiéme
composante de K~1(A) est égale a %(b — a). On obtient alors :

pg(K™H(A)) = ﬂnl—lxmp([wm e ,w2]8_2)><mp([w1-U]E“')X;(b—a)

1 — u|—1
= g Xyl el X my ([ ™) x (b= a).
On en déduit que pour tout borélien de G \ Ey, on a u,(K~1(A)) =
tg(A). Le méme calcul permet d’obtenir que pour tout borélien de

L\ By, on a (K™ (A)) = pe(A).

4. On pose :
o
g0 1= g (ENNG) =3z D mpllv-glo),
n=0 ve{g,l}"
To(1h)>4
>
foi= KN E)NL) =3 g D myllw-glf),
n=0 we{g,l}"

Tu(s(1) 7)<
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“+o0
_ 1 n
g1 =K (EHNNG) =D T > my(lv-4p)
n=0 ve{g, (3"
To(11)2 55

et

“+o00
_ 1 n
hi=pm((K(E)NL) =) Fr > my([w - ).
n=0 we{g,(}"
Tw(s(l)_)gm

Soit A un pavé de la base E, : A = [u]‘ou‘_l x {g}x]a;b[, avec 0 < a <
b< 1. Alorson a:

o= ) senfoe] i)

n20 ve{g 3"
To(17)>5

On en déduit que
pg(K~H(A) N G) =
S X gexmll ) < mylle ) x 50 -a)

n=0 ve{gf}"
T,(1%)>5

= gorg(A).
Par un calcul similaire, on obtient les trois autres égalités. C’est le fait

que les transformations T}, et T} soient affines par morceaux qui permet
d’obtenir ces égalités.

Toutes les hypothéses du théoréme sont vérifiées. On en déduit qu’avec
le choix de Uy et Cy suivant, la mesure p := Cypug + Cppiy est une mesure de
probabilité sur X et la transformation K préserve p :

o
foﬂy(g)égglueﬁﬁ)
bopg(G) + g111e(L)

Sur chaque étage des deux tours, la mesure u est une mesure produit
dont la marginale en w est la mesure de Bernoulli m,. Ainsi, par projection

C, =
Co =
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de la mesure 1 sur €2 x Ig, on obtient la mesure produit m, ® y,, ot la mesure
Hp a pour densité de probabilité

400
1 n—
Pp() 322@ Cy Z myp([w1, -+, Wnlg 1)1[0,Tw1 AAAAA wn(1+)}($)
n=0

W1 ey wn €{g,0}™

+Cl Z mp([wh---vwn]’éfl)l[nl wn(s(l)—);L](%) - (2.3)

w17"'7w7L6{gve}n

Proposition 2.2. Soit m: X — Q x I la projection naturelle. Alors m est
une application facteur entre les systemes (X, 1, KC) et (2 x Ig,my @ pup, Kg).

Démonstration. La projection m est mesurable. Sur les composantes en w et
en z, K se comporte comme Kg, on a bien m o K = Kgom. Par construction
de pp, on a bien po = my @ L. O

2.3 Propriétés de ’extension

Définition 2.3. Soit N € N*. On définit la classe de fonction §n comme
étant ’ensemble des fonctions f vérifiant, a un ensemble fini de points prés :

— 1l existe un nombre fini d’intervalles disjoints I, . .., I, et un intervalle
J anclus dans Ig tel que f: Iy ... U1, — J.

— la fonction f est croissante sur son ensemble de définition.

— Sur chaque intervalle I;, f est une fonction affine de pente B .

— SIUE L) = L2, () = J.
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Y

I I> I3 14

FIGURE 2.12 — Fonction de classe §,

On remarque en particulier que
1

ML U...UTy) = @)\(J). (2.4)
Lemme 2.4. Soit M,N € N* et f € §n, g € Sm telles que 'ensemble de
définition Dy de f soit inclus dans I'image de g. Alors fog‘gq(Df) € SN+M-
Démonstration. Onnote g: LU... UL, = Jet f:JJiU...UJy —> Leth=
fog1-1(p))- Alors g~1(Dy) est la réunion disjointe des intervalles g=*(J;) NI,
(quand cet ensemble n’est pas vide). On a alors h : | |, ; g (J)NI; — L.
Par composition de fonctions croissantes, h est croissante sur son ensemble
de définition. De plus, sur chaque g~1(J;) N I; non vide, h est la composée
d’une fonction affine de pente Y et d’une fonction affine de pente M : c’est
bien une fonction affine de pente SN+, Enfin, pour tout i € {1,...,k}, on
a

| Jola ' (J)n L) = J;
j

d’ou

| |n(g ' () n 1) =L.
i,
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On note £ := {g,¢}* \ {@} 'ensemble des séquences finies non vides de
{g,}, c’est a dire I’ensemble des étiquettes. Pour e € £, on note e(0) le
premier terme de e et e(—1) son dernier terme.

On définit le graphe orienté G sur £, qui décrit I'ensemble des suites
admissibles d’étiquettes. Une étiquette e € £ peut étre suivie de 1’étiquette
¢’ € & (onnote e — ¢') si i(K~Y(E.s)NE,) > 0. Autrement dit, on a e — ¢’ si
la transformation K envoie une partie de mesure non nulle de 1’étage E. dans
I'étage E.r. Les étages réduits a un singleton (voir par exemple la figure 2.3)
ne figurent pas dans ce graphe.

Lemme 2.5. Pour tout réel 1 < B < 2, il existe un étage de la tour greedy
de longueur supérieure ou égale a ﬁ En particulier, on peut toujours
passer de la tour G a la tour L sous %’action de K.

Démonstration. On pose :

b
BB—1)

Un tel ng existe pour tout 8 >1:s11 < m, alors Ty(1) = 8 x 1. Tant
que I'image par Ty est inférieure a m, appliquer Ty revient & multiplier

par le réel 3. Ainsi, I'étage Fyno a une longueur supérieure a m Alors,

a un ensemble de mesure nulle prés, on a :

no = min{n € N, 77(1) >

3

K(Eymo N {wo = £, e]s’(ﬁl), 5(51_1)”) _ £

O

Proposition 2.6. Le graphe des transitions G sur £ est un graphe fortement
connexe.

Démonstration. Soit e, e’ € £. On souhaite démontrer qu'il existe n € N tel
que p(Ee N K~"(Ee)) > 0. Autrement dit, on veut démontrer qu’'on peut
atteindre I'étage F,s a partir de I’étage E., pour tout e, ¢’ € £. Supposons que
e(0) = €'(0) = g (c’est a dire E, et E. sont des étages de la tour greedy).
Montrons dans un premier temps qu’on peut atteindre la base de la tour
greedy & partir de I’étage E,. On note D, la borne droite de F,. Si D, > 4

= Ba
alors KK(E.N{wo = g,z < %}) = [E,. Sinon, il existe un unique k£ € N* tel que
5k1+1 < D < Bik On a alors KK Y E.N{wy = ... =wp = g,7 < ﬂk—lﬂ}) = E,.
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|6n+1 - (g)wl"' 'awnawn-i—l) l

§i Ty, (17) > &
si Ty, (1) = B
5t Ty (5(1)7) < 31
si T, .ow, (5(1)7) < %

® WO e

| en = (g,wl,...,wn)l

@

€2 = (g,wlaw2)

@
©)
(lywyy ... ywy)
(8,&)1, “ee ,wnywn—{—l)

FIGURE 2.13 — Illustration du graphe G des transitions possibles d’étiquettes
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De plus, par construction de C, on a :

le/|-1
Eo =K7Y () K(Eoo),..om):
k=0

avec ﬂ‘ke!al IC_k(Ee/(O)’Me/(k)) C E, : autrement dit, on peut atteindre tout
étage de la tour greedy a partir de sa base, c’est comme cela qu’est construit
la tour G. On peut donc aller de I’étage E. & ’étage E. en passant par la
base E4. Plus précisément, pour n = k + |€/|, on a pu(E. N K~ "(E.)) > 0.
Par symétrie, on obtient le résultat pour e, e’ € £ tels que e(0) = €/(0) = £.

D’aprés le lemme 2.5, on peut toujours passer de la tour G a la tour L.
Ainsi, pour e, e’ € € tels que e(0) = g et €/(0) = ¢, on démontre qu’il existe
un entier n € N tel que u(E. NK~"(E.)) > 0 : il existe une partie de I’étage
E. de mesure strictement positive qui sous 'action de IC, en passant par la
base I, atteint un étage de G de longueur supérieure a m, puis une fois

dans la base Ej, atteint (et remplit) 1'étage E,r. O

Proposition 2.7. Soit C = (eg = e,€1,...,e, =€) (n = 1) une séquence
finie d’étiquettes de € correspondant & un chemin dans le graphe des transi-
tions d’étiquettes. Alors pour tout chemin C de ce type, on a

Eg:= (K "Ep = [er(-1),...,en(-1)]5 " x {e} x Jo
k=0

avec :
1. Jo est une réunion finie d’intervalles disjoints,
2 Tey(-1),cen(-1) y, € S

En particulier, \(Jo) = ﬁ%)\(IeI) et la transformation K" : Ec — E.r est

une bijection.

Démonstration. On démontre chaque point par récurrence sur la longueur
du chemin C. Supposons que C' = (e,e’) est une aréte dans le graphe des
transitions de &£. Notons wy = €'(—1). Sans perte de généralité, on peut
supposer que €(0) = g. Notons enfin I, = [0,t], t € [0, ﬁ[

— Siwp = g, alors Ec = [g]o x {e} x Jo avec
—sit < %, alors Jo = I,
— sit> %, ou bien ¢’ = (g) et alors Jo = [0, %[, ou bien ¢ =e-g et
alors Jo = [%,t].
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— Siwg = ¢, alors Ec = [{]g x {e} x Jo avec
—sit< %, alors Jo = I,

— sit> m, ou bien €’ = (¢) et alors Jo :]571); 5(5171)], ou bien

¢ =e-letalors Jo = [0, ﬂ]IJ]m,ﬂ.
Dans tous les cas, Jo est bien une réunion finie d’intervalles disjoints. De
plus, T,,, : Jo — I appartient a la classe de fonction F.
Supposons maintenant que C' = (e = eqg,€e1,...,en,41 = €'). On pose
C’ = (e1,...,ent1). Le chemin C” est un chemin de longueur n dans le graphe
des transitions de £ tel que E¢r vérifie les conclusions de la proposition, c’est

a dire :

— EBor = [ea(—1),...,enp1(=1)]7 71 x {e1} x Jor oit Jor est une réunion
finie d’intervalles disjoints.

— Ter(-1)enia(-1)) 5, € Sne

On a alors E¢c = E. N K™ 1(E¢r).
La composante dans €2 est bien [e1(—1),ea(—1),...,ent1(—1)]7-

Posons g = T61(_1)|J60’61 et f =1, (~1)srens1 (=), Onag e § et

f € Fn. Sion pose Jo := g (Jor), on a bien que Jo est une réunion finie
d’intervalles disjoints et

Ec =le1(—1),e2(—1),...,ent1(—1)]g x {e} x Jc.

De plus, Tel(—1),62(—1),...,en+1(_1)‘JC = f o g, D’apreés le lemme 2.4, la

fonction T, (_1) est de classe §n+1- O

e2(=1)ment1(=1)|jo

Dans la suite, on souhaite démontrer que le systéme (X, u, ) est ergo-
dique. Pour ce faire, on étudie la transformation induite de K sur la base
E, (voir la définition en annexe B). On note Iy cette transformation in-
duite. La mesure u(.|Ey) est égale a la mesure 4, et est préservée par la
transformation induite 4. Dans la suite, on identifie la base E4 a Q x [0, 1].

On considére I'ensemble € des chemins possibles pour un premier retour
a la base E;. C’est a dire 'ensemble des chemins de la forme C' = (eg =
(9),e1,...,en = (g)) (ou |C| := n est lalongueur du chemin C), avec e, # (g)
pour 1 < k < n—1 tels que

[ixc (ﬂ IC"‘“'(Eek)> > 0.
k=0
On définit alors la partition P de E, par
P :={Ec,C € %}.
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Lemme 2.8. La collection P est une partition dénombrable de Eg4, a un
ensemble de mesure nulle pres.

Démonstration. Si on considére C,C’ € ¥ deux chemins distincts, alors il
est clair par la définition que E¢ et Ecs sont disjoints. Et puisque pg-presque
tout a de £, a un temps de retour fini, il existe C' € € de longueur r(a) tel
que a € F¢. [

Proposition 2.9. La suite de partitions (K;"(P))nen est indépendante pour
la mesure g, c’est a dire que pour tout entier n € N, les partitions ICg_"P
et Vocren—1 ng_kP sont indépendantes.

Démonstration. Considérons un chemin
C: (60 = (9)7617"‘761\7 - (g))

commencant et finissant par I'étiquette de la base greedy. Alors ce chemin
s’écrit de maniére unique comme concaténation de chemins Cy,...,Cy € €,
et

k N
Eo=(\Ky'Ec, = [\ K ' (Ee,) = ler(—1),...,en(=1)] " x Jo
=0 =0

avec A(Jo) = [%N)\(I(g)) = /%N d’aprés la proposition 2.7. Ainsi, on a

g (Ec) = my(Jer(=1), ..., en (-1 1) x ;N

et on a une égalité similaire pour tout Cj, 0 < j < k. Il est donc clair que

k
pg(Ec) = HMQ(ECJ')-
=0

O]

D’aprés la proposition 2.7, chaque atome de P est de la forme [wp, . .., wr—1] X
Jo. De méme, pour chaque N > 0, chaque atome de \/j-\[:0 g7 P est encore
de cette forme.

Définition 2.10. Soit N € N et (w,x) € Ey tel qu’il existe un atome de

\/j-\[:0 IC;jP contenant (w, x). Notons C' le chemin associé a cet atome. Alors
on définit l'ensemble An(w,x) inclus dans lintervalle [0, 1], par

An(w,x) == Je.

95



Lemme 2.11. Pour presque tout (w,x) € Eg4, pour tout n € N, pour tout
[

entier m > 1, il existe N > n et t € [0,1] tels que

Anim(w,x) = An(w,z) N[0, ¢t].

Démonstration. Soit Py = [g]o x [0, %[ L’ensemble Py est un atome de la
partition P, de mesure strictement positive, correspondant & ’ensemble des
points retournant a la base E; en une étape. Le processus qui a un point de
E, associe son P-nom (défini pour presque tout (w,z) € Ey) est un processus
de Bernoulli. Ainsi, pour presque tout (w,z) € Ey, l'orbite de (w, x) sous K,
rencontre infiniment souvent ’atome Py. Méme mieux : pour tout entier
m > 1, Porbite de (w,z) rencontre m fois de suite 'atome Py, infiniment
souvent.
Soit n € N. Pour un tel point (w, x), soit un entier N > n tel que

ICéV(w,x), . ,ICéVer_l(w,:L“) € b.

Notons PV l'atome de \/;-V:O K, 7P contenant (w,z). Alors PN est de la
forme
[wWos -+ -y wr—1 ]t X An(w, ).

Si on note Ay(w,z) =11 U...U I, on a, d’aprés la proposition 2.7,
[07 1] = Tw0:~'~7wT—1‘[1 u...u Two:--~7wr—1lmv

ot Ty, w,_,1; est un intervalle pour tout 1 < ¢ < m, et 'ordre des intervalles
(Top,... o, 1i) est le méme que celui des (I;).
Or, puisque K;V(w,x) € Py, on a

AN-‘rl(wax) = {Z/ € AN(w7x)7Two,...,wT71(y) € [07 ;[}

Ainsi, il existe un réel t1 € [0, 1] tel que Tisy,. o, (An(w,2)N[0,41]) = [0, 5[.
Ce qui implique que

AN—l-l(wv .%') = AN(CU,.I‘) N [Oatl]‘
Enfin, puisque Kév(w,x), e ,K?*mfl(w,x) € Py, on peut appliquer le

méme raisonnement m fois, ce qui implique l'existence d’un réel ¢ € [0, 1] tel
que

ANgm(w,x) = An(w,z) N0, t].
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|
I
1 A
0 5 1
Tw(), yWr—1
| L | | | | Ay (w, )
-~
Ani1(w, )
FIGURE 2.14 — Passage de Ay(w,z) & Ayy1(w,x)
O
Soit la tribu facteur F := ;;08 Ky IP. La partition P fournit un pro-

cessus de Bernoulli, on veut montrer que ce processus est générateur en
démontrant la proposition suivante :

Proposition 2.12. La tribu F est (modulo les négligeables) la tribu boré-
lienne sur Eg.

Lemme 2.13. La tribu F contient la tribu engendrée par la composante w.

Démonstration. Soit N € N*. Comme dit précédemment, tout atome de
\/;V:O Kg?P est de la forme [wo,...,wr—1]5 ' % Jo, avec de plus 7 > N. On
en déduit que, quel que soit N € N*, (wp,...,wn_1) est F-mesurable, ce qui
donne le résultat annoncé.

O]

Pour démontrer la proposition 2.12, il suffit de montrer que quelle que
soit la fonction continue ¢ : E; — Ry, I'espérance conditionnelle E[p|F]
vérifie, p14 presque stirement,

Elp|F] = ¢.
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L’existence d’une version réguliére de la probabilité conditionnelle assure
que pour presque tout (w,z) € Ey, il existe une mesure p, ) sur By telle
que pour toute fonction continue positive ¢ : Fy — R,

ElplFl(w, z) = / i),

On souhaite démontrer que pour presque tout (w,x) € Ey4, la mesure Ho(w,z)
est égale a la mesure de Dirac en (w, x), ce qui donnera le résultat annoncé.
Le lemme 2.13 assure ainsi que, pour presque tout (w,x) € Eg4, la mesure
[ (w,z) est de la forme d, @ fi(, z), OU fi(, ) est une mesure sur [0, 1]. Dans la
suite, on identifie les mesures (i, ;) €t fi(, ). Il reste donc a démontrer que
(w,z) est égale & la mesure de Dirac en z.

Soit ¢ : E; — R4 une fonction continue ne dépendant que de la variable
réelle x, c’est & dire p(w,z) = f(x), ot f est une fonction continue de [0, 1]
dans RT.

Par le théoréme de convergence des martingales, on a la convergence

presque stre :
N

Elpl \/ K,7P] - Elp|F].
§=0

Ainsi, pour presque tout (w,z) € Eg4, on a la convergence
N .
Blel \ K;7P)w.) > [ £ ()
§=0

A N fixé, et pour presque tout (w,z) € Eg4, on a:

1

N .
Elpl \/ Ky Pl(w, z) = AN (@. 7)) /AN(WJ) fy)dy.

J=0

On pose fiay (w,z) = m)‘lfhv(ww) la mesure de Lebesgue renormalisée
sur Ay(w, ).

Ainsi, pour presque tout (w,z) € E, la suite de mesures ({14 (w2))N
converge étroitement vers la mesure i, ;.

On définit I’ensemble de mesure 1 Eg comme étant ’ensemble des points
(w,z) € E, vérifiant :

— Il existe une mesure de probabilité p, ) sur E, telle que pour toute
fonction continue ¢ : E; — R, on a :

Bl Fl(w, z) = / i),
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— Pour toute fonction continue ¢ : F;, — Ry on a la convergence de
Elp| Vi Kg’Pl(w, ) vers Elp|F|(w, ).

— Pour tout entier N, le point (w,x) est dans un atome de la partition
\/évzo K4’ P et vérifie le lemme 2.11.

— Pour tout entier N et pour toute fonction continue ¢ : £, — R4 ne
dépendant que de la variable réelle, on a :

N .
Elgl \/ K;7P)(w,z) = / F@)dhay om (®)-
j=0

Lemme 2.14. Soit (w,z) € Ey. Soit [a,b] C [0,1] tel que i,z [a,b] = 1.
Alors l'une des deux propositions suivantes est vraie :

Z) H(w,x) [CL, aTer] =1,
”’) ,UJ(w,J:)]aT—M7b] =1

Démonstration. Supposons que i) n’est pas vérifie. On pose alors n :=
H(w,z) @5 “—H’] > 0. Soit un entier m assez grand pour que ﬁim < 2. Soit

2
e > 0. Soit f. la fonction continue définie sur [0,1] par f. = 0 sur [a, 2],

fo=1sur [%2% +£,b] et f. est affine sur [%2, 42 4 ¢].

A
14

FIGURE 2.15 — Graphe de la fonction f
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Alors
/fédu(w,x) <l—n

Ainsi, puisque la suite (p An(w@))n converge etroitement vers (i, ., il existe
Ny € N, tel que pour tout n > Ny,

n
/fEdIU‘An(w,a:) <1- 5
On a donc, pour tout n > Ny,

On en déduit que

[ atb [ oL
:uAn(w,z) a, 2 € 6m

Soit n > Ny tel que K;L(w,x),...,K;”m*l(w,m) € Py. Alors d’apres le
lemme 2.11, il existe un réel ¢ € [0, 1] tel que Ay (w,z) = Ap(w,z) N[0, t].
De plus, A(Aptm(w,z)) = B%)\(An(w,x)). On en déduit que A (w,z) C

[a, QTH’ + €[, d’on, pour tout n’ > n+m,

a+b
HA,, (w,x) <[ 9 +s, b}) =0.

Or, on a
/f?sd/'LAn(w,ac) _>/f2€d/'5(w,ac)'

Ainsi, on obtient que pour tout € > 0, ,u(w,x)([‘%b + 2¢,b]) = 0, d’ou

H(w,x) (] %—H)’ b]) =0.
]

Par un argument classique de dichotomie, on en déduit que pour presque
tout (w,z) € Ey, la mesure p, ) est la mesure de Dirac en x, ce qui dé-
montre la proposition 2.12. En particulier, la transformation induite 4 est
isomorphe & un schéma de Bernoulli.

Théoréme 2.15. Le systeme (X, u, K) est ergodique.
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Démonstration. La transformation induite de C sur F, est Bernoulli, donc en
particulier ergodique. D’aprés la proposition B.1, il suffit donc de démontrer
que, & un ensemble de mesure nulle prés,

Uk (&) =X

n=1

Autrement dit, on souhaite démontrer que presque tout point de X atteint
la base F; en un nombre fini d’itérations de K.

Montrons d’abord que presque tout point de X peut-étre atteint & partir
de E,. Par construction de K, tous les étages de la tour greedy sont l'image
d’une partie de E; par une itérée de K. Plus précisément, pour tout e € £
tel que e(0) = g, on a :

le|-1

e|— —k
E. =K () K (EBeo),...em)
k=0

De méme, tous les étages de la tour lazy sont I'image par une itérée de KC
d’une partie de la base Fy. Enfin, d’aprés le lemme 2.5, on peut passer de la
tour greedy a la base de la tour lazy.

Par ailleurs, presque tout point de la base E; retourne dans E; en un
nombre fini d’itérations de K (c’est une application du théoréme de récur-
rence de Poincaré). Notons Ny I'ensemble des points de E, qui ne retournent
pas dans Eg. Alors NV est de mesure nulle. Ainsi, 'ensemble (J,,cn K™ (Ny)
est mesurable, et de mesure nulle. En effet, soit n € N. Alors

K"(Ny) = | K", N Eg).

Cl=n

Pour tout chemin C' de longueur n, la transformation K™ est inversible
sur Ny N E¢ d’aprés la proposition 2.7. Ainsi, u(K"(Ny; N Ec)) = 0 et
n(K"™(Ng)) = 0.

Soit a € X \ U,en K"(Ny). Le point a est atteint a partir de la base
greedy, c’est a dire qu’il existe ag € E4 et n € N tels que K"(ag) = a (voir
la. démonstration de la proposition 2.6). De plus ag ¢ [J,,cn K™ (V) donc il
existe un chemin Cj € € tel que ag € Pea. Ainsi, a retournera dans la base
E4 en un nombre fini d’itérations de KC (en suivant le chemin C).

O
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Chapitre 3

Extension naturelle

Dans la premiére section (3.1), on construit I’extension naturelle de K, en
définissant de nouvelles tours (3.1.1) et une nouvelle dynamique K (3.1.2).
Dans la deuxiéme section (3.2), on démontre que cette extension est aussi
I’extension naturelle du systéme aléatoire de départ. Pour ce faire, on dé-
montre qu’elle est isomorphe a son extension naturelle « canonique » (Théo-
rémes 3.3 et 3.5), en utilisant notamment la notion de couplages de systémes
dynamiques. On retrouve en particulier I'unicité de la mesure y,, (corollaire
3.12). Dans la derniére partie (3.3), on démontre que l'extension naturelle
de K3 est isomorphe a un schéma de Bernoulli, a I'aide de la partition P de
la base Ej; construite dans le chapitre précédent.

3.1 Construction de la nouvelle extension

3.1.1 Définition des nouvelles tours

Tout élément de X qui n’est pas dans une base admet un unique anté-
cédent par K. En revanche, un élément d’une des deux bases peut poten-
tiellement provenir de plusieurs étages, car lorsque ’application K envoie un
élément dans une base, on « oublie » I’étage d’ou provient cet élément. C’est
ce manque d’information qui empéche I'extension K d’étre inversible.

On souhaite construire une extension naturelle de K, que 1'on notera K.
Dans un certain sens, c’est la plus petite extension de K qui soit inversible.
Ainsi, pour construire IC, il faut étendre l’ensemble X de sorte que l'in-
formation des étages traversés dans le passé soit disponible, assurant ainsi
Iinversibilité de K.

On redonne la définition de ce qu’est une extension naturelle d’un systéme
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(voir par exemple [3]).

Définition 3.1. Le systeme (Y,C,v, F') est une extension naturelle du sys-
teme (X,B,u,T) s’l existe des ensembles X* € B et Y* € C tels que
w(X*) =v(Y*) =1 et une application w: Y* — X* telle que :

1. F est inversible v presque partout,

. est bimesurable et surjective,

_ -1
. p=vom -,

2
3
4. moF =Torm et
5 C=\/F'(="'(B)).

n=0

Toutes les extensions naturelles d’un méme systéme sont isomorphes [21].

On construit maintenant extension K de K, puis on montre que c’est
une de ses extensions naturelles. Dans la définition initiale des tours G et L,
chaque étage est muni d’une étiquette e. Plus précisément, une étiquette e
est une séquence finie de g et de £, ou le premier terme de e détermine la
tour dans laquelle on est et les termes suivants de e (s'il y en a) décrivent
quelles transformations ont été appliquées depuis la base. L’étiquette décrit
donc le passé proche d’un point. Ainsi, plutdét que « d’effacer » 'étiquette
a chaque retour a une base, on va conserver toutes les étiquettes de sorte
que ’on puisse déterminer de maniére unique ’orbite passée de presque tout
point d’une des deux tours.

On note Y 'ensemble des suites bi-infinis générées par le graphe G (p.51),
c’est & dire

Y = {(%’)jeZ e &L Vj € Z, ej — €j+1}.

Une suite d’étiquettes dans Y contient I'information de la suite des trans-
formations effectuées dans le passé ainsi que celles & effectuer dans le futur.
Ainsi, & une suite e = (e;)jez de Y, on associe 'unique suite w(e) = (w;)jez
définie par wj = e;41(—1) pour tout j € Z.

Pour e € £, on pose

Y, :={(ej)jez €Y :eq = €}.
On définit donc les bases des deux tours par

Ey =Y, x [0,1]

et



Sie=(g,w_n,...,w_1), n € N*, on pose
Ee =Y, x [O?Tw7n7---7w71(1+)]-

Sie= (lyw_p,...,w_1), n € N* on pose

Eo =Y. x [Tw_n,...,w_xs(l)‘), 1} :

On notera

et

ee&,e(0)=¢

On note X := G LI L. Soit & = (e,z) € X. Alors eq décrit Pétage actuel du
point &, et w(e)o = e1(—1) donne la prochaine transformation a appliquer a
T

3.1.2 La dynamique

Sur Y, on utilise la méme notation o pour le shift vers la gauche. Ainsi,
on définit la dynamique K sur X par :

I@Z X - X

On pose :
- ] - X
(X, X) " (ev x) — ((w(e)j)jGNv €0, .’L')

la projection de X sur X. En effet, & partir de la suite e, on peut « récu-
pérer » la suite des transformations passées et futures w(e). Les transforma-
tions passées ne figurent pas dans ’espace X, c¢’est pourquoi la projection ne
conserve que les indices positifs. La projection T(%,X) est bimesurable et on
a par construction

ICo T(%.x) = T(%,x) ° K.

On note B la tribu des boréliens sur X et B la tribu des boréliens sur X.

Montrons que
=V K75 ) (B):

n=0
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L’inclusion V/, 5 Kr(nd X)(B)) C B est claire, démontrons I'inclusion in-

X7
verse. ( )
Soit k et n deux entiers positifs. On considére un pavé dans B de la forme
A=le_k,...,en|"; x [a,b]. Alors on a :
A= ([e—g,...,e—1])"} x [a,0]) N ([eg, - -, en)f X [a,b]).
On pose A_ = [e_g, .. .,6_1]_,1C X [a, b] et A+ = [eo, ..., enly X [a,b].

Alors A_ € KF(r

On en déduit I egalité

(B)) et Ay € w2  (B) et on en déduit que A €

(X,X) (X X)

B=\/ K= (B).

N
On peut alors définir la mesure ji sur X ainsi : Soit A € \/ IC”(T['(_)% X) (B)).

n=0
On pose

La mesure [i est bien définie, car si A € \/ Kn(r 2

i (_X,X) (B)), alors pour tout
n=

entier n € N, on a

s (RN (A)) = il ) (RN 7(4).

Pour tout B € B,ona iow . _ (B) = pu(B), et la mesure [i est préservée

(X X)
par K. La projection T x) est surjective fi-presque partout (& cause des
étages réduits a un singleton, qui ne sont plus considérés dans l'espace X ).
Enfin, par construction, K est inversible sur X sauf sur un ensemble de
mesure ji nulle. En effet, soit & = (e,z) € X. Si £ n’est pas dans une des deux
bases, I'unique antécédent de & par K se déduit par la construction de K. Si
¢ est dans une des deux bases (excepté sur les bords), on dispose maintenant
de D'étage précédent e_i, qui permet de retrouver 'unique antécédent de §
par K. On en déduit que (X, i, K) est une extension naturelle de (X, 1, K).

Proposition 3.2. Le systeme (X, i, K) est ergodique.

Démonstration. Le systéme (X, fi, K) est ergodique car ¢’est une extension
naturelle d’un systéme ergodique (Proposition 2.15). ]
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3.2 Extension naturelle du systéme de départ

Une extension naturelle de K peut étre construite de maniére canonique
de la fagon suivante. On pose

X = {(w,z) € {g,0}% x IBZ V€ Z, Tz = Ty}

Soit B la tribu engendrée par les cylindres de X. On définit la mesure p
sur tout pavé A de la forme A = |wy, ... ,wn+k]z+k X [Ty oy In+k]2+k, avec
k € Z,n € N*, et pour tout k < i <n+k, w € {g,0} et I; intervalle de Ig,
par

w(A) =mp @ pp ([Wka ceeWntklo X ﬂ T‘AJ_,fH(IkH)) :
i=0

On note K le shift sur X.

Théoréme 3.3. [2] Le systeme dynamique (X, u, K) est une extension na-
turelle du systeme (2 x Ig,my & pp, Kg).

Soit (e,z) € X, on pose w = w(e). Il existe une unique suite z vérifiant
rog=1x et : R
Vk € Z,KF (e, z) = (oF(e), z1).

On définit 'application

X — X
(e,z) — (waz)

o :

Lemme 3.4. L’application ¢ est une application facteur entre les systémes

(X, 1, K) et (X, 1, K).

Démonstration. On a ¢ o K = K o ¢. Montrons que jio ¢~ = |2
Soit k € Z,n € N* et pour k <i < n+k, w; € {g,¢} et I; intervalle de
Ig. Soit A = [w, ... ,wn+k]z+k X [Ig, . . . ,InJrk}Z’Lk un pavé dans B.

Alors on a :

n+k
o H(A) = {(e,x) € X,w(e) € [wyy ., wnnli T 2 € ﬂ Twii(Ii)} )
i=k
Par invariance de [i par K, ona:

o~ H(A) =h <{(e, z) € X,w(e) € [wk, -, wnskl,z € [ ) TW_,:H(Ik-&-i)}) :

=0
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La projection T(%,X) est une application facteur entre les systémes (X ) [, I@)
et (X,u,K). On a alors :

(o H(A) = p <{(w,e,a}) €X,we€ Wk, Wnikl,T € ﬂ T%i+i(lk+i)}> .

=0

De méme, (Q x Ig, my, @ pp, K) est un facteur de (X, i, K) via la projection
naturelle, et on obtient donc :

n

e~ (A)) = mp @ py ([% cswnklt X (T (Ik+i)> = p1(A).

i=0
L’extension naturelle (X, y, K') est donc vue comme facteur du systéme
(X, 7, K). 0
Théoréme 3.5. L’application facteur ¢ est un isomorphisme. Ainsi, le sys-
teme (X, i, K) est une extension naturelle du systéme (2 x Ig,my ® iy, Kg).

Pour démontrer ce théoréme, on utilise la notion de couplages relative-
ment indépendants au-dessus d’un facteur. Les définitions et résultats utiles
sur les couplages sont rassemblés en annexe B.

Soit [P 'autocouplage de fi relativement indépendant au-dessus de X. La
mesure P est portée par I'ensemble {(a,b) € X x X : ¢(a) = ¢(b)}. On sou-
haite démontrer que ¢ est un isomorphisme en appliquant la proposition B.4.
On démontre pour cela que P est portée par la diagonale de X x X.

Soit a = (e,x) et b = (e’,2') deux éléments de X tels que ¢(a) = ¢(b).
On a donc w(e) = w(e’) et & = z’. Autrement dit, a et b décrivent deux
trajectoires dans les tours, partant d’un méme réel x et subissant les mémes
transformations w(e), mais suivant potentiellement des étages différents e et
e’. Démontrer que P est portée par la diagonale de X x X consiste donc a
démontrer que pour P-presque tout a,b € X, les deux suites d’étages e et €’
sont en fait égales.

L’idée de la preuve consiste a prendre deux trajectoires dans X partant
d’un méme réel z, suivant la méme suite de transformations, et de montrer
qu’elles vont finir par coincider, c’est a dire se rejoindre dans un méme étage.
Une fois que ces trajectoires arrivent simultanément dans un méme étage,
elles coincident dans le futur. On travaille sur 'extension K dans un premier
temps.

Lemme 3.6. Pour tout réel 1 < 8 < 2, les intervalles de la tour lazy de X
ne contiennent jamais 0.
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Démonstration. Cette propriété est vraie par construction de I’extension /C.
En effet, pour qu'un intervalle d’'un étage de la tour lazy contienne 0, il
faudrait qu’il soit I'image par la transformation 7, d'un intervalle dont la
borne gauche vaut % Or, si la borne gauche d’un intervalle d’un étage de la

tour lazy vaut %, on est dans le cas ol toute la partie de I'étage vérifiant = €

[%, %[ est envoyée dans la base greedy lorsqu’on applique la transformation
greedy (voir la figure 2.10). O

Pour toute étiquette e € £, on pose Y, :=Q x {e}, et on a E, =Y, X I.
On pose alors Y := |J ¢ Ye, composante représentée verticalement sur la
figure 2.1. On note v la mesure sur Y telle que, pour tout e € &,

HE. = VY. @ A|L,-

Enfin, on note my la projection de X sur Y.

Soit € > 0 suffisamment petit pour que 1 — %5 > 0.5. Soit N € N
tel que la mesure p des étages au-dela du niveau N dans la tour lazy £ soit
inférieure a . Soit £ > 1 un entier suffisamment grand tel qu’aucun étage
de la tour lazy jusqu’au niveau N n’ait un intervalle dont la borne gauche
est inférieure & 2. Un tel entier k existe par le lemme précédent.

Considérons 'ensemble

Cp = {(w,e,x) ceX:z< Blk,wozwl = ... =Wk :g}.
L’ensemble C} décrit les points des deux tours dont la composante réelle
est suffisamment proche de 0, et qui vont subir k fois de suite la transfor-
mation greedy. L’idée est de démontrer qu’étant données deux trajectoires
avec la méme composante réelle et la méme suite de transformations, 1’évé-
nement C} se produit presque siirement et en méme temps pour les deux
trajectoires. Sachant 1’événement C}, réalisé, on démontre alors qu’avec une
grande probabilité, les deux trajectoires sont dans un étage de la tour greedy
dont l'intervalle est suffisamment grand. Ainsi, aprés au plus k itérations de
la transformation 7}, les deux trajectoires passent par la base F; en méme
temps. La définition de C}, ne fait pas intervenir I’étiquette e, I’événement
C}; est mesurable par rapport au facteur B(€2 x Ig).

Soit A la réunion des étages de G dont la longueur est inférieure a BL’“
Soit By, le complémentaire de A; dans G. On a donc :

M(Ck) = M(Ck N ﬁ) + M(Ck N Ak) + M(Ck N Bk) (3.1)

On souhaite estimer chaque terme du membre de droite de ’équation (3.1).

68



. CrL N By,
I . Ce.NL
I:l Cr N Ay
1 1 1
ol s =

Niveaux 0 & N

,:: Niveaux supérieurs
a N de mesure totale

inférieure a ¢

FIGURE 3.1 — Représentation de I’ensemble Cy,

Dans la figure 3.1, on a représenté les ensembles Cyp N L, Cp N Ag et
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C}. N By, sans tenir compte de la composante en w par souci de clarté. Cette
figure est une illustration du fait que les ensembles Cy N L et Cp N A sont
de mesures résiduelles comparés a Cj, N By,.

Lemme 3.7. Pour k suffisamment grand, on a

g—1
Bk
Démonstration. Un étage de la tour lazy ne peut rencontrer Cj que si la
borne gauche de son intervalle est inférieure a 5—1,6 L’entier N est fixé de
sorte que tout étage sous le niveau N n’ait pas un intervalle contenant .
Ainsi, seuls des étages au dela du niveau N peuvent rencontrer Cj. Par
ailleurs, pour tout e € &£, on a, par définition de la mesure p sur chaque

étage :

({3 (e i)

On a donc :

pen =t % wror(nn o)),

e€&,e(0)=L,|e|>N+1

w(Crp N L) < 2p" E.

Pour un étage E. de la tour lazy tel que I, N [0; #] # @, on a

ML) > 51_1 - Blk.
Pour k suffisamment grand, on a donc
1
M= 561
On en déduit
A <I€m [0; ﬁl’“D < Blk < 265_]“1)\([6)
d’otu
p(Cy N L) < 2pkﬁ _ 15.

Bk

Lemme 3.8. Pour k suffisamment grand, on a
k

1(Cr N Ag) < %8.

70



Démonstration.
1

WCenA) = 3 YA <Ie n [o- D .

6657E5CAIQ

Si E, est un étage de Ay, alors A\(I N [0; 4]) < 2. Ainsi,

751@ 51@
ok
1(Cr N Ag) < @V(WY(Ak))-
Or,
m A =2,
k=1
donc

Et puisque l'intersection des Ay est décroissante, on a

ﬂ ﬂ'y(Ak) =J.
k>1
On en déduit que
lim I/(’]Ty(Ak)) =0.
k—o0
On peut prendre k suffisamment grand pour que v(my(Ax)) < e. Ainsi, on

a
k

u(Cr N Ag) < %6.

Proposition 3.9. Pour tout k suffisamment grand, on a
1(Cy. N By)

> 0.5.
w(Cy)

Démonstration. On a :
/L(Ck N Bk) 1 ,u,(Ck N Ak) + M(Ck N E)

M(Ck) B :U(Ck)

Ainsi, d’aprés les lemmes 3.7 et 3.8, on obtient, pour k assez grand :

% _ k _
1(Cy, N By) g—ks + 2pk%5 N g—ks + 2pk%5
p(Cr) 1(Cr) - 1(Cr N G)
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W@ =p" 3 w(r)A (Iem[o;;kD.

ec&,e(0)=g
Pour tout étage E. de G, on a la minoration \(I. N [0, 5%]) > )\(Ie)% d’ont
#(Ck N Br) _5ﬂ+'p5k€_ C12B-1)
wC) T prEEu(g) (B=1)u(G) "~
Or, le réel € est tel que 1 — %6 > 0.5, ce qui donne le résultat
souhaité. 0

Tous ces Calculs sont aussi valables dans l'extension X. En effet,
(X X)(C'k) € TI'(X X)(B) ce qui implique ,u(7r( k. )(Ck)) = p(Cy).

Par ergodicité de IC presque toute trajectoire dans X passe par 7. ( X x) (Ck)-
Ainsi, pour presque tout couple de trajectoires dans X tirés selon I’autocou-
plage P, les deux trajectoires passent simultanément dans 7" C) avec

)(C%)

(X X )(
une fréquence égale a ;1(Cy). Dans la suite on confondra Cj, et 7 (x

On a donc, plus précisément, pour P-presque tout (a,b) € X xX ,

1 & N
& 2 Len (K™ (@) = w(Cy)
n=1

et ' N )
= 216 (K (0) = n(Ch).

De plus, pour tout n € N tel que IC"(a) € Cy,, alors l@”(b) € Cy.

Parmi toutes les occurrences de I’événement C},, I’événement Cj, N By, se
produit avec une fréquence strictement superleure a 0.5 pour les orbites de a
et b sous K. Ainsi, pour P-presque tout a,b € X, il existe des instants dans
les orbites de a et b o I’événement By, se réalise en méme temps pour les
deux orbites. Autrement dit, il existe ng € N tel que IC"O( ) € Cr, N By et
K™ (b) € Ci N By. Ainsi, pour P presque tous (a,b) € X x X, si on note
a=(e,xz)etb= (e, x),il existe un entier M(w(e),z, e,e’) tel que eps = €.

Soit § > 0. Il existe un entier M tel que

P(M(w(e,z,e,e’) > Ms) < 0.

72



Ainsi, on a P(ep; = e?\/l(;) > 1— 4. Par invariance de P par rapport a K x K,
on en déduit que pour tout entier k € Z et tout § > 0,

Plex =€) =>1—0

d’ott € = €’. On en déduit que P est portée par la diagonale de X x X , et
donc que ¢ est un isomorphisme. Ainsi, (X, fi, ) est une extension naturelle
du systéme initial.

Corollaire 3.10. Le systéeme (2 x Ig,my ® pp,, Kg) est ergodique.

Lemme 3.11. [2, Lemme 3.2.5 p.37] Soient py et us deux mesures de proba-
bilité sur un espace Borel standard (X, B), et T : X — X une transformation
mesurable préservant les mesures p1 et po. Si (X, B, u1,T) est ergodique et
Lo est absolument continue par rapport a p1, alors py = pa.

Corollaire 3.12. La mesure i, est ['unique mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue telle que my @ p, soit invariante par Kg.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.5, pour tout 1 < 8 < 2, il existe un
étage de la tour greedy dont la longueur est supérieure a m De maniére
symétrique, il existe aussi un étage de la tour lazy dont la borne gauche
est inférieure & 4. On en déduit que le support de la mesure Hp est égal a
I'intervalle I3 tout entier, donc la mesure m, ® u, est équivalente a la mesure
my @ A

Soit v une mesure absolument continue par rapport a A (c’est a dire
absolument continue par rapport a p,) telle que m, ® v soit invariante par
Kpg. Alors la mesure m, ® v est absolument continue par rapport a m, ® i,
d’ott my, ® v =m, @ p, d’aprés le lemme 3.11, puis v = p,,. O

Dans son article [25], Suzuki démontre que la densité de la mesure y,, est
proportionnelle & la fonction

o 1 .
B(B,p) [ 1o + Z B Z mp(wi, - wnlT) o7, ()]
n=1

wl?"-vwne{gvé}

oo

1 n

+Bo(ﬂal_p) 1[3(1)7ﬁ} +: 1@ : : mp([wlﬂ""wn])ll[Twl """ ""”(8(1))’
n= Wi, wn€{g,L}
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ol

PG =p 1= 5 5 1T GOyl 1, )
n=1

Wiy yWn—1

Par unicité de la mesure pp, on sait que la densité (2.3) et I'expression
obtenue par Suzuki (3.2) sont égales. Ce résultat peut s’obtenir simplement
dans le cas ou § n’est pas racine d’un polyndéme de la forme X™0 — X"t —
... X™ —1 (ce qui est équivalent & dire que 1 n’admet pas de développement
fini en base ().

En effet, dans ce cas on démontre que £y = B°(8,p) : d'une part, on
rappelle que

—+o00

1 n
EOZZW Z myp([w - glp)-
n=0 wel{g,0}"Tw(s(1)7)< 5
Puisque B n’est pas racine d’un polynoéme de la forme X0 — X"t —_ . X"k —1,
alors T, (s(1)7) = Tow(s(1)) pour tout w € {g,£}". De plus, T,,(s(1)7) < %
est équivalent a Ty,(s(1)) < % Ainsi, on a, aprés changement d’indice,
~+00 1
by = Z Bt Z 1r(Tw(1))myp([w - glg)-
n=0 we{g 3
D’autre part, aprés un nouveau changement d’indice dans ¢1, on a :
—+00 1
lo=1—0=1-) F > Lsur(Tw(1)my((w - 4F)
n=0 we{g, e}
+00 1 +o00 1
=1-) Gt > Is(Tw(D)my(fw-d5) = G > 1r(Tw(1)mp([w-)g)
n=0 we{g, }n n=0 we{g,l}"
+oo 1 1— P
= 1= g 2 Is@u(W)my(fw - 45) — —Fo.
n=0 welg,f}n
On obtient bien
00 1
lo=p|1- Z Bt Z Ls(Tw(1))mp([w - 45) | = B°(B, p).
n=0 we{g, 3"
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Par symétrie, on obtient de méme que g; = B%(3,1— p), et on retrouve bien
que les deux densités obtenues sont égales.

Dans le cas ou 1 admet un développement fini en base 3, il existe n € N
et une séquence w € {g,¢}" telle que T3,(1) = 0, et alors la limite & droite
T,(17) et la valeur T, (1) peuvent ne pas coincider, ce qui rend I'identification
des formules plus délicate. On peut aussi vérifier dans le cas particulier du
nombre d’or 8 = 1‘;—‘/5 que les deux expressions de la densité p, sont égales
(les calculs détaillés sont en annexe D). On obtient en effet, dans les deux

cas :
pBS) i zel,

pp(x) = % si zels,

7(1_73)%3[3“) si z € R.

Dans ce cas particulier, on constate d’une part que l'intervalle central .S a une
masse indépendante de p, et d’autre part que les deux tours ont une structure
périodique. Dans la tour G, seuls les intervalles [0, %] et [0, 1] apparaissent,
tandis que seuls les intervalles [%, ﬁ] et [1, ﬁ] apparaissent dans la tour
L.

On remarque enfin que pour p = 1, on retrouve ’expression de la densité
obtenue par Rényi dans [23].
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FIGURE 3.2 — Deux tours dans le cas ou 8 = 1+2‘/5
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3.3 Bernoullicité

L’objectif de cette section est de démontrer la Bernoullicité de I'extension
naturelle K, c’est a dire que le systéme (X s [y I@) est isomorphe & un schéma
de Bernoulli. Pour ce faire, on introduira une partition génératrice des deux
tours, dont on démontrera la faible Bernoullicité, par un argument de Ito,
Totoki et Murata [15]. Dans la suite, on notera ji, := ji(-|E,), et on note K,
la transformation induite de K sur la base Eg.

Lemme 3.13. Le systéeme (Ey, fig,ICq) est une extension naturelle du sys-
teme (Eg, p1g, ICq).

. . . . . ~ -1 .
Démonstration. La projection (%, x) envoie la base E, sur E, et ™% x) (Ey) =

Eg. On note 7 la projection de Eg sur IJ,. La projection 7 est bi-mesurable
et on a bien 7o Ky = Ky o w. Montrons que py = fiy o7 1. Soit A € B(E,).
Alors :

- i(rY(A)NE,) u(ANE,)

figom 1 (A) = i(r 1 (A)|E :,u(7r (~ &= J
o~ (4) = i (A1) = FE— 2 S

Montrons que B(E,) = Voo g(ﬂ_l(B(Eg))). On a clairement 'inclu-
sion \/,,5¢ l@g(ﬂ_l(B(Eg)) C B(E,). Soit A un pavé de B(E,) de la forme

A=le_p,...,en)" X I,

= pg(A).

ou e; € £ pour tout —k < i < n, eg = (g), et I est un sous-intervalle de
[0,1]. Posons A_ :=[e_g,...,e0]% . x I et Ay :=[eq,...,e,|7 x 1. On a alors
A=A_NA; et Ay € 7 Y(B(E)).

On traite les deux cas particuliers suivants :

1. e_x = (g) et il n’y a aucune autre occurrence de I’étiquette (g) entre
e_rete_q.

2. Il n’y aucune occurrence de l'étiquette (g) entre e_j et e_;.

Le cas général se traitera avec le méme raisonnement, en considérant toutes

les occurrences de 1'étiquette (g) dans la séquence (e_g, ..., €p).
Dans le premier cas, on note C' € % le chemin (e_g,...,e_1,¢ep). Alors
on a:
A_=Ky(

~9 ﬂ-il(B)%
avec B=FEcN{z € TC‘}E(I)} € B(Ey).
Dans le deuxiéme cas, notons . _, . . , ¢, I’ensemble des chemins de ¢

finissant par la séquence (e_g,...,e_1,€p). On se raméne en fait au pre-
mier cas en considérant toutes les maniéres de « compléter » le chemin
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(ée_k,...,e—1,€9) en un chemin de €. En effet, presque tout point de A_
rencontre la base greedy dans son orbite passée, par le théoréme de récur-
rence de Poincaré appliqué a K~1. On a alors :

A= |J Ky U BonfzeTop (D))

=Kyon? U Ec N iz e To)l (1)}

(@
Ce geik,“.,efl,eo

L’ensemble (Jocq, , Een {z € TCI_ch (I)} est un ensemble mesurable

ko€ 1,€
de B(Ey) car réunion dénombrable d’ensembles B(Ey)-mesurables. On ob-
tient alors que A_ € /o K7 (7~ (B(Ey))), et donc A aussi, ce qui achéve
la preuve du lemme. ]

Proposition 3.14. La partition P = 7 (P) est génératrice du systéme

(Eg) ,aga K"g)

Démonstration. A fg-presque tout point a € K, est associée une unique
suite (C2) ey de €N telle que pour tout n € N, Ky(a) € Eca : la suite
(CH)pen est le P-nom du point a. Notons ¢p I'application définie presque
partout sur Ey par ¢p(a) = (C2)nen. Notons v la mesure image de p4 par
¢p et o le shift a gauche sur €. L’application ¢p est une application facteur
entre les systémes (Ey, ug, Kg) et (6%, v,0). D’aprés la proposition 2.12, la
partition P est génératrice du systéme (Ey, g, Kqg). Ainsi, I'application ¢p
est un isomorphisme.

On peut construire une extension naturelle du systéme (4%, v, o) de la
méme maniére que pour la construction de K. Par ce procédé, on obtient le
systéme (€%, 7,0), qui est un schéma de Bernoulli sur €. Puisque toutes
les extensions naturelles d’'un méme systéme sont isomorphes, on en déduit
que les systémes (672,7,0) et (Eg, a, lﬁg) sont isomorphes d’aprés le lemme
précédent, d’ou le résultat. O

A partir de cette partition P, on construit la collection
v = {KF(Ee),C e €,0<k<|C]—1}.

Cette collection est construite en « dépliant » la partition P sur les deux
tours : chaque chemin C' de % est décrit non plus par I’atome de départ E¢,
mais par la suite des images successives par K de cette atome.
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Lemme 3.15. La collection Py est une partition de X.

Démonstration. Deux éléments distincts de P¢ sont clairement disjoints.
D’autre part, soit (e,x) € X . Presque strement, il existe k € N tel que
e_r = (g) (en appliquant le théoréme de récurrence de Poincaré a la trans-
formation K~ 1. Soit ko := min{k € N,e_;, = (g)}. L’entier —kq correspond
au dernier passage dans la base greedy dans l'orbite passée de (e, z). Presque
stirement, il existe un unique C' € € tel que K0 (e, z) € E¢. Puisque kg est

minimal, on a 0 < kg < |C| — 1, et (e,z) € K*o(E¢). O
Proposition 3.16. La partition Py est génératrice de X.

Démonstration. Le but est de démontrer que presque tout point de X est
uniquement déterminé par son P -nom.

Soit (e, z) € X. Presque stirement, on peut définir ’entier kg comme dans
la preuve précédente :

ko :=min{k € N,e_j, = (9)}.

On note (eg,z4) := K=o (e, ) € E,. Presque strement, (e,, ;) est carac-
térisé par son P-nom (C),)nez. A chaque chemin C), correspond une unique
séquence de longueur |C,| d’atomes de Py : la séquence (K¥(Ec,),0 <k <
|Cp| —1). Ainsi, I'élément (eg, z4) est caractérisé par 'unique suite (Pp,)nez
d’éléments de Py telle que pour tout entier n € Z,

K"(eg,24) € Pp.

On en déduit que le point (e,z) est uniquement déterminé par la suite
(Prtk)nez O

On définit alors 'isomorphisme ¢, qui a presque tout point de X associe
son Pg-nom. On note v la mesure image de i par ¢ et o le décalage vers
la gauche sur P)ZZ. Alors ¢ est un isomorphisme facteur entre les systémes
(X, i1, K) et (P)ZZ,I/, o).

La mesure v est la mesure de Markov engendrée par la distribution in-
variante (fi(P))pep, et la matrice de transitions définie comme suit :

— Si Py = KF(E¢) pour C € ¢ et 0 < k < |C| — 2, alors le processus
passe & I'atome P; = KFT1(E¢) avec probabilité 1.

— Si Py = ;@CI—I(EC) pour C' € ¢, alors, pour tout C' € €, la probabi-
lité de passer de Py & Ecv est égale a pg(Ecr).
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On peut donc identifier ’extension naturelle (X' ) I, lﬁ) a un décalage mar-
kovien sur P)ZZ. Ce décalage markovien est irréductible et récurrent car K est
ergodique. De plus, il est apériodique (I’atome [g]o % {(g)} X [0, %[ peut ap-
paraitre deux fois de suite par exemple). D’aprés la proposition 2 p.579 de
Iarticle de Ito, Totoki et Murata [15], on en déduit que la partition Py est
faiblement Bernoulli, et donc que le systéme (X, fi, K) est isomorphe a un
schéma de Bernoulli.
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Perspectives

Généralisation a toute valeur de 3

A travers le deuxiéme et le troisiéme chapitre, on a pu constater que
la construction d’une extension géométrico-symbolique permet d’obtenir la
plupart des propriétés ergodiques de la transformation (-aléatoire, au moins
dans le cas oit 1 < 8 < 2. On peut espérer généraliser la construction du
chapitre 2 a toutes valeurs de 8. Dans le cas ou 8 est compris entre 1 et 2, les
retours aux bases ont lieu lorsqu’une branche d’une des transformations est
« pleine » (par exemple lorsque la longueur d’'un étage de G est supérieure
a % et qu’on applique Ty). Pour 8 > 2, il faut tenir compte des différentes
branches lors de la construction de la version géométrico-symbolique de I'ex-
tension naturelle, afin de distinguer par quelle branche un retour & une base
a lieu. La construction de l'extension principale ne devrait pas poser de
probléme a priori, mais il faut réussir a adapter les preuves des différents
résultats obtenus, en particulier ceux sur la partition P de la base E, : quel
est 'analogue de cette partition P 7 Comment tenir compte des différentes
branches 7

Généralisation a d’autres systémes dynamiques

Plus généralement, il est naturel de vouloir appliquer ce type de construc-
tions a d’autres systémes dynamiques (déterministe dans un premier temps,
puis aléatoire). On pense notamment aux systémes associés a certaines frac-
tions continues (par exemple [17] ou [10]). La premiére différence notable
est que ces transformations ne sont pas affines par morceaux et toutes les
constructions de cette thése reposent pleinement sur la linéarité des branches
de Ty et Tj. De plus, les transformations en jeu ont cette fois une infinité de
branches. Janvresse, Rittaud et de la Rue exhibent dans [16] une bijection
entre le paramétre 8 des écritures en base non entiéres et le parameétre A
des A-fractions continues |22]. L’étude approfondie de cette bijection est une
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piste intéressante a poursuivre afin d’essayer de transposer aux A-fractions
continues les résultats obtenus dans cette thése. Cela nécessiterait entre autre
d’identifier les analogues des transformations greedy et lazy dans le cas des
A-fractions continues.

Théorémes limite

Nous avons vu que la description de 'extension (X, B, u, K) permet de
mieux comprendre la dynamique aléatoire initiale sur € x Ig (existence et
unicité d’une mesure invariante absolument continue, ergodicité, etc). On
constate par ailleurs une structure de temps de renouvellement & chaque
passage dans la base greedy, ce qui nous a permis de démontrer que le systéme
est isomorphe & un schéma de Bernoulli. On peut espérer que cette propriété
permette 'obtention de théorémes limite. En effet, Young décrit dans [26]
une certaine classe de systémes dynamiques disposant d’un ensemble dit « de
référence » sur lequel les systémes effectuent des retours avec des propriétés
de renouvellement. Young démontre que la queue des temps de retour a cet
ensemble de référence est directement liée aux vitesses de convergence des
mesures empiriques vers I'unique mesure invariante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, ainsi qu’a l'existence de théoréme limite.

Notre systéme aléatoire semble pleinement entrer dans ce cadre. En effet,
nous avons pu mettre en lumiére des temps de renouvellement du systéme
(X, B, i1, K) sur la base Ej : les retours dans E, sont indépendants les uns des
autres et les points de X sont justement caractérisés par leurs retours dans £,
(voir la section 2.3). Dans notre cas, on conjecture que cette queue de temps
de retour est au plus de Pordre de e~ V™. Pour obtenir un résultat précis, on
a besoin entre autres d’estimations fines sur les longueurs des chemins de €.
Peut-on alors établir un théoréme central limite pour les suites de décimales
en base ( le long d’une suite w? Ou en moyenne sur w?

Changement de mesure sur ()

Dans toute la thése, 'ensemble Q est muni de la mesure de Bernoulli
de paramétre p. La construction d’une mesure invariante sur les deux tours
(p. 47) fonctionne car la mesure de Bernoulli est une mesure produit, et les
propriétés d’indépendance des retours a la base E, (proposition 2.9) reposent
aussi fortement sur ce choix de mesure produit. Peut-on adapter certaines
constructions et certains résultats de la thése lorsque €2 est muni d’autres
mesures stationnaires 7
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Annexe A. Schéma récapitulatif

Extension naturelle 10) Extension a deux tours | ¢p, Décalage markovien
canonique -— avec mémoire -~ ((Pg)%,v,0)
(X, 1 K) (X, i, K) 2
] . Transformation induite
Extension principale sur la base greedy
a deux tours [ > (Eg,pg,Kg)
(X, 1, K) (P générateur indépendant)

—— Extension naturelle
«—> Isomorphisme

......... > Induction

\ Systeme dynamique aléatoire

(2 x Ig,mp ® pp, Kp)
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Annexe B. Définitions et propriétés gé-
nérales

Systéme dynamique mesuré

Soit (X, B, ) un espace probabilisé, ou (X, B) est un espace polonais
muni de sa tribu borélienne, et T': X — X une transformation mesurable
qui préserve la mesure p. Alors le quadruplet (X, B, u, T') est appelé systéme
dynamique mesuré.

Transformation induite

Soit (X, B, i, T) un systéme dynamique mesuré, et A € B un mesurable tel
que pu(A) > 0. D’apreés le théoréme de récurrence de Poincaré, pour p-presque
tout a € A, il existe un entier r(a) € N tel que T7(® (a) € A. L’entier 7(a) est
appelé temps de retour de a dans 'ensemble A. On appelle transformation
induite de T sur 'ensemble A la transformation T4 définie par

Th:ae A T (a) € A

La mesure p conditionnée & A est alors invariante par la transformation
induite T4.

Proposition B.1. /2, Prop. 3.6.3 p.61/

Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré, et A un ensemble de
mesure strictement positive tel que p(lU,>; T"(A)) = 1. Alors le systeme
(X, B, 1, T) est ergodique si et seulement si le systeme induit sur A [’est.

Application facteur et facteurs

Soient (X, A, u, T) et (Y, B,v,S) deux systémes dynamiques. On appelle
application facteur toute application mesurable ¢ : X — Y satisfaisant :

Lopev = p;
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2. poT =8op.

Si ¢ est inversible, on parle alors d’isomorphisme facteur. On dit que S est
un facteur de T' s'il existe une application facteur ¢ : X — Y.

Couplage dynamique
Pour plus de détails sur les couplages dynamiques, on renvoie aux travaux
de Furstenberg et Glasner [12, 13].

Soient (X, A, u, T') et (Y, B, v, S) deux systémes dynamiques. Un couplage
dynamique de ces systémes est une mesure de probabilité A sur le produit
cartésien X x Y dont les marginales sur X et Y sont respectivement p et v,
et qui est invariante par la transformation produit 7'x S : (z,y) — (Tx, Sy).

On parlera de couplage dynamique de deux systémes pour distinguer
du couplage probabiliste de deux mesures. Un couplage probabiliste de deux
mesures p et v est une mesure dont la premiére marginale est i et la deuxiéme
v.

Couplage porté par un graphe

Supposons que S soit un facteur de T', et soit m : X — Y une application
facteur. Alors m permet de construire un couplage dynamique trés particulier
de T et S. Considérons la mesure A, sur X x Y caractérisée par les valeurs
qu’elle prend sur les pavés mesurables de X x Y : pour tout A € A, pour
tout B € B,

Ar(Ax B) = u(AnzY(B)).

La mesure A, est un couplage dynamique de T et S et est portée par le
graphe de 7, au sens que Ar({(z,7(x)),x € X}) = 1. Un tel couplage est
unique. On a le cas particulier suivant :

Proposition B.2. Soit (X, A, u) un espace mesuré. Il existe un unique au-
tocouplage de p portée par la diagonale de X x X. Il s’agit de la mesure A
telle que pour tous mesurables A, B € A,

A(A x B) =u(ANB).
Autocouplage relativement indépendant au dessus d’un facteur
Soient (X, A, u, T') un systéme dynamique inversible ayant comme facteur

un deuxiéme systéme dynamique inversible (Z,C, p, R). Plus précisement,
soit mx : X — Z une application facteur entre T et R. On considére le
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couplage Ay, sur X X Z, porté par le graphe de mx. Puis on désintégre
cette mesure de probabilité par rapport & Z : pour p-presque tout z € Z, il
existe une mesure de probabilité )\f sur X satisfaisant, pour tout A € A,
pour tout C € C,

Bex4x )= [ 3 (A)dp(c).

On peut alors définir une mesure de probabilité, notée u @zu sur X x X en
posant, pour tout D C X x X mesurable,

(h®21)(D) = /Z (X @ XX)(D)dp(2). (B.1)

La mesure p ®zp est un autocouplage dynamique de 7', appelé autocou-
plage relativement indépendant au-dessus du facteur Z (voir [13] p. 126).

Proposition B.3. On a pour (u ®zp)-presque tout x,y € X x X,
mx () = 7x(y)-

Démonstration. On sait par construction de Ay, que cette mesure est portée
par le graphe de mx. Donc pour p-presque tout z, /\f est portée par ’en-
semble des = € X vérifiant mx () = z. On en déduit que pour p-presque tout
z, la mesure produit /\f ® )\f est portée par 'ensemble des (z,y) € X x X
tels que mx(z) = 7x(y) = 2. Si D = {(x,y) € X x X, 7x(z) = nx(y)}, on
en déduit par (B.1) que p®zpu(D) = 1. O

Proposition B.4. Si l'autocouplage p @z p est porté par la diagonale de
X x X, alors Uapplication facteur mx est un isomorphisme.
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Annexe C. Le point de vue analytique :
I’opérateur de Perron-Frobenius

Dans le cas des systémes dynamiques non aléatoires, ’opérateur de Perron-
Frobenius (ou opérateur de transfert) est un outil analytique puissant per-
mettant d’étudier les propriétés ergodiques des systémes & travers I'étude
des propriétés spectrales de cette opérateur [2|. En 2014, Aimino, Nicol
et Vaienti 1] développent des outils afin d’étudier une certaine classe de
systémes dynamiques aléatoires. Ils définissent en particulier 'opérateur de
Perron-Frobenius associé & un systéme dynamique aléatoire. Bien que nous
ne nous en servions pas dans le cadre de la thése, on en redonne ici la défi-
nition.

C.1 Définitions

Définition C.1. Soit f une fonction dans Li(\), et T une transformation
non-singuliere de l'intervalle Ig, c’est a dire telle que pour tout borélien A
de Uintervalle, A\(A) = 0 si et seulement si N(T7'(A)) = 0. On note \s
la mesure définie par d\y = fdX, et T'x Ay la mesure image par T' de Aj.
L’opérateur de Perron-Frobenius associé a la transformation T est défini par :

Li(\) —  Li(\)

d(TxAf) -
o= o

PTZ

Autrement dit, on a, pour tout f € Li(\), pour tout g € Loo(N),

/goT(w)f(x)dA(ﬂf)Z/ 9(x) Pr(f)(z)dA(z).

I3 I3

Dans un certain sens, 'opérateur de Perron-Frobenius Pr est ’adjoint de
lopérateur de Koopman associé & T (qui & g € Loo(A) associe go T).
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Définition C.2. Soit N un ensemble fini muni d’une mesure de probabilité
P. On suppose qu’a chaque élément a € N est associée une transformation
T, : Ig — Ig non-singuliére, de sorte que (a,z) — To(x) soit mesurable. On
définit la transformation aléatoire R par :

NN X I/g — NN X I/B
((ar), ) = (o((ar)), T, (2)) -

L’opérateur de Perron-Frobenius associé a R est l'opérateur défini sur Li(\)

par Pf(x) = [\ Pr, f(z)dP(a).
On a, pour tout f € L1(A), pour tout g € Lo (A),

R:

/ / £(2)g 0 Tu(w)dP(a)dA(x) = / 9(2)P(f)(@)dA(x).
Is JN Is

C.2 Théoréme d’existence et d’unicité d’une me-
sure invariante pour une transformation aléa-
toire

On dit qu'une mesure de probabilité ;o sur Ig est invariante par R si la
mesure PN ® u l'est.

Théoréme C.3. [2, 1] Soit P l'opérateur de Perron-Frobenius associé a une
transformation aléatoire R :

R‘NNXI[; — NN x Zg

- ((ar),z) = (o((ar)), Tae(x)) -
Soit (A, || - ||) un espace de Banach inclus dans Li(X) tel que :
L’application identité 8 — Li(\) est un opérateur compact.
L’espace B contient les fonctions constantes.
Pour tout f € B, on a |f| € B et f € B.
A est stable par P : P(#) C A et P agit continuement sur A.

P satisfait une inégalité de Lasota-Yorke : il existe N > 1, p < 1 et
K >0 tels que pour tout f € B :

IPY A< oI+ K2y oy-

GuA o v o~

6. 1 est une valeur propre simple de P, et il n’y a pas d’autres valeurs
propres de module 1.
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Sous ces hypotheéses, R admet une unique mesure invariante u absolument
continue par rapport a X\, dont la densité appartient a A.

Les hypotheses 1 & 5 impliquent en particulier que le spectre de P est
inclus dans le disque unité, et que les valeurs propres de module 1 sont
en nombre fini et de multiplicités finies (voir [2]). L’hypothése 6 permet de
renforcer ce résultat.

On définit enfin la propriété RC (« random covering »). D’aprés la pro-
position 2.6 de [1], cette propriété implique le point 6 dans le cas particulier
d’une transformation aléatoire « dilatante en moyenne ».

Définition C.4. [1/(Propriété RC) Une transformation aléatoire R vérifie
la propriété RC si et seulement si pour tout intervalle non trivial I C Ig, il
existen > 1, w € N tels que T,,(I) = Ig.

Autrement dit, partant d’un intervalle quelconque, on parvient & remplir
I'intervalle I en appliquant une suite finie de transformation 7,,a € N.

C.3 Application aux développements en base non
entiére : propriété de mélange fort

On rappelle que I’ensemble Q = {g, ¢} est muni de la mesure de Ber-
noulli de parameétre p, notée m,. L’opérateur de Perron-Frobenius associé¢ a
Kp est égal a pPr, + (1 — p)Pr,.

Théoréme C.5. Il existe une unique mesure de probabilité pi, sur Ig, abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesque, telle que my, ® i, est
invariante par Kg. Sa densité p, est a variation bornée. De plus, le systéme
(Q x Ig,mp @ pp, K) est mélangeant.

En effet, les hypotheses du théoréme C.3 sont vérifiées par Kg. L’ensemble
des fonctions & variations bornées sur Ig, noté BV (Ig), muni de la norme
BV est un espace de Banach (la norme BV d’une fonction f est définie
comme étant la somme de la norme L; de f et de sa variation totale sur
Ig). Les points 1,2,3 et 4 du théoréme sont vérifiés sur cet espace. Les
transformations T}, et T} sont de type Lasota-Yorke, et Kz est « dilatant en
moyenne » (proposition 2.3 de [1]), ce qui donne le point 5.

Démontrons que Kg vérifie la propriété RC.

Soit I un intervalle non trivial de Ig. Puisque Ty est dilatante, la longueur
des images T;'/ augmente jusqu’a contenir le point de discontinuité de Ty,

90



c’est & dire % On a:

lim T, =0.
b, g(z) =0
]
0 est un point fixe de T, et I'intervalle [0, m] est envoyé sur tout Iz par

T;. Ainsi, il existe deux entiers N et M tels que
TM o TN (I) = Ip.

Par le théoréme C.3, on déduit I'existence et 'unicité de la mesure .

L’existence et l'unicité de p,, et le fait que p, € BV (I3) ont aussi été
démontrés dans [5] avec des arguments de [20].

Démontrons que le systéme (2 x Ig,my, ® pp, Kpg) est mélangeant.

Soit A := [ag,...,a;]§ X [a,b] et B := [bo,...,bj]g X [e,d] deux pavés de
2 x Ig. On souhaite démontrer que

i iy @ iy (AN K5 (B)) = (my, @ iy (A) % (1 @ iy (B)).

On a
K;"(B) = U (€0, -y €n—1D0.-bj 1077 X (T0, ;0 ... 0 Toy) "L ([e, d]).
607...,En_16{g,€}
On note :

]

mq = my([ag, ..., a;
mp == mp<[b0, ceny bj]

i

0/

J
0/

me = myp([€i41, ... en,l]gﬂ%).

Pour n assez grand, on a :

mp © up(AN K" (B))

= Y memamy % (a8 N (Tepiyens © Tagnay) (e d))
€it1,mr€n—1€{g,(}

=MqaMp Z mE/ Liap) (z)pp(z) x Lic,a) © Teiirenr © Tag,...a; (z)dz
B

€it15--€n—1€{g,0}

a3 me [ Pr e (e @)L ea(o)ds

€it1y€n—1€{g,L}

- / PN (P (L)) (@)1 (2)da



.....

La fonction Pr, , (llaypp) appartient a BV (Ig). Pour f € BV (Ip),
on a la convergence faible de P"f vers ([ f)pp car 1 est une valeur propre
simple de P (voir proposition 7.2.2 dans [2]). Ainsi, quand n tend vers +o0,
my @ pp(ANKg"(B)) tend vers

i, [ Pr, o Qoo @) % [ V@l (o).
8 s
Les opérateurs de Perron-Frobenius préservent l'intégrale, on a donc :

—— / Tnprle)dex / T (Do) = (mppp( ) <my2p )

On conclut que le systéme (Q x Ig, my @ pp,, Kg) est mélangeant. On établit
ici une propriété importante pour la suite.

Lemme C.6. Pour m,® pu, presque tout (w,x) € Qx Ig, pour toute fonction
continue de Q x Ig dans R, on a la convergence

N-1

LN K@) = [ fdmy @ )

N k=0 QX]B

Démonstration. Par ergodicité de Kg, on sait que pour toute fonction f de
C(2 x Ig), pour my & p, presque tout (w,z) €  x I, on a la convergence
précédente. Le “m, ® p,-presque tout” dépend de la fonction f. L’espace
C(£2 x Ig) est séparable, on note donc (f,) une famille dénombrable dense
dans C(Q2x Ig). Pour m,®u, presque tout (w,z) € 2xIg, on a la convergence
précitée pour toute les fonctions f,, (la réunion dénombrable d’un ensemble
de mesure nulle est de mesure nulle).

Soit f € C(S2 x Ig) et € > 0. I existe un entier n tel que ||fn — flleo < .
On a, pour my, ® j, presque tout (w,x) €  x Ig :

N 2 K@)~ [ pdmy o)

k<N QX[ﬁ

<% 3 A, 2) — - 3 Fu(Kh(w )

k<N k<N

+ %Z fn(Klg(w,x)) —/ Jnd(mp @ pp)|+

ng QXIﬂ

/ (f = fn)d(mp ® pp)
QxlIg
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< 3e

pour NN assez grand. O
On peut en déduire la propriété suivante :

Propriété C.7. Pour m, ® X presque tout (w,xz) € Q X Ig, pour toute
fonction continue de Ig dans R, on a la convergence

avec K’g(w,x) =: (oF(w), z1).
N-1
Autrement dit, la mesure N Z 0z, converge étroitement vers [i,.
k=0

Démonstration. Pour f € C(Ig), on pose f:Qx Is — R telle que f(w, x) =
f(x). Alors f € C(2xI3) et le lemme précédent donne la convergence m,®pi
presque stirement, et les mesures m, ® A et m, ® p, sont équivalentes. [
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Annexe D. Cas particulier du nombre
d’or

L’objectif de cette annexe est de calculer explicitement 1’expression de la

densité de la mesure p,, dans le cas ot 5 est égal au nombre d’or ¢ = #

On la calcule de deux maniéres différentes : selon les résultats de Suzuki [25]
et selon les résultats du chapitre 2 de cette thése (voir les formules (3.2)
et (2.3)). On vérifie bien que les résultats coincident.

D.1 Calcul de la mesure invariante selon Suzuki

D.1.1 Calcul du coefficient B°

On redonne I'expression du coefficient B°(3, p) donné par Suzuki :

=1
BGn=p{1-2 5 > lgaTae O)mp(@n . el)
n=1

Wi sWn—1,Wn=g

— 1
=P 1_2@ Z 1[%,1](Tw1,‘..,wn71(3(1)>)mp([wla---awn—lag]?)
n=1

Wi, yWn—1

car l'intervalle central [%, 1] est invariant par la symétrie s et s(T0,, . w, ,(1)) =

Tisy,..on—1(5(1)).
On a donc besoin de répondre a la question suivante : a quelles conditions
sur les w; a-t-on Ty, ., (s(1)) € [%, 1]?7 On a:
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)

— Tig(s(1) = s(1) = §
— Tyu(s(1)) = 52 = 5.

On continuera d’écrire 1 au lieu de 3 — 1 et ﬁ au lieu de [ lorsque ces
valeurs apparaissent dans des intervalles.

Les suites de transformations qui conviennent sont donc les suites (¢),
(4,9), (¢,g,¢), etc, c’est a dire les suites ou £ et g alternent en partant de /.
Ainsi, on a :

B(5.p) =p{1 -5t (Z (=)'t + Y e —p)k“p’f)}
k=0 k=0

zp{l_ 1;]9 <ﬁ+15—jz11—p)p * B+(11—_(]i)€p)p>}

o (6 +1)
0 __ ppt
A E T
On en déduit que
N2
o5y (L=pPE+D

S B+1-(1-pp
On rappelle que selon la formule (3.2), la densité p, est proportionnelle a

+o0
1 n
B°(B,p) <1[O’1]+ZB” > mp(lwr, . wal Do, wn(l)]>
n=1

W1y yWn

+oo
1 n
+B°(3,1-p) <1[s(1),511} + 2:1671 > myp([wi, - wal g, Wn(s(l)),ll]) :
n= w1

yeeesWn

On a donc besoin des images successives de 1 :

7 Tg(l) = %)
— T,(1) =1,
— T44(1) =0,

1
— Ti(1) = 5=(=B).
On constate donc que seuls quelques intervalles interviennent dans la somme

précédente. Dans la premiére somme, chaque intervalle est associé a un type
de suite de transformations :

95



— Tintervalle [0,1] : (g£)*,
— lintervalle [0, %] : (g0)kg
— Ulintervalle complet |0, ﬁ] S(gO)*e ..,

ol k parcourt l’ensemble des entiers naturels. De méme, dans la deuxiéme
somme :

— lintervalle [%, ﬁ] : (Lg)*,
1, 50] ¢ (Lg)*e,
— Ulintervalle complet |0, ﬁ] : (Lg)Fg

— Dlintervalle |

On peut alors calculer précisément les masses des intervalles |0, %], [1,1] et

1 .
D.1.2 Masse de ’'intervalle [0, %]
On obtient l'indicatice de 'intervalle [0, 5] dans les cas suivants :

— Dans la premiére somme, pour les suites de la forme (gf)*, (gf)Fg et
(gO)ke. ..
— Dans la deuxiéme somme, pour les suites de la forme (£g)*g

La masse de 'intervalle est donc :

B%(3,p) [Z +Zﬁzk+1pk+l -p)" Z
k=0

+BO(B’ -

Z 52k+1pk+1 (1- £ x Z Bn

Ce qui donne :

) B+1 Bp (B+1)8(1 —p)
B(@@[ﬁ+1_pu_py+ﬁ+1—pﬂ—pf+5+1—M1—M]
(B+1)Bp
+B%ﬁ1‘”[5+1—ﬂ1—m]
=B ) L2 B P pog y ) O+ Up

B+1—-p(1l—p) B+1—-p(l—p)
p(58+3) —p*(268+1) +p*(268+ 1)
(B+1—-p(1—p))? ‘
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D.1.3 Masse de l’intervalle [%, 1]

On obtient I'indicatice de I'intervalle [%, 1] dans les cas suivants :

— Dans la premiére somme, pour les suites de la forme (gf)* et (gf)*¢ . ..
— Dans la deuxiéme somme, pour les suites de la forme (£g)* et (£g)Fg

La masse de l'intervalle est donc :

B50) |30 et (1 -0 4 Y b - < Y
=07 paril =B

+B%(8,1 - [Z /321#9 1—-p) +Z 52k+1pk+1 (1-p)* x Z 5n] :

Ce qui donne :

B+1-—p(l—p) B+1-p(l-p)

B+1 N (B+1)Bp }
B+1-p(l-p) B+1-p(l-p)
33+2— (28+1)p B+1+ (284 1)p
B+1-p(l-p) B+1-p(l-p)
384+2-p(B+1)+p*(B+1)
(B+1—=p(1—p))? '

+BW&1—p)[

= B%(8,p) +B°(8,1-p)

D.1.4 Masse de l’intervalle 1, ﬁ]
On obtient I'indicatice de I'intervalle [1, 5= -] dans les cas suivants :

— Dans la premiére somme, pour les suites de la forme (gf)*¢. ..

— Dans la deuxiéme somme, pour les suites de la forme (£g)*, (£g)*¢ et
(tg)*g

La masse de 'intervalle est donc :

=1 1
B°(3, p) [Z ka(l —p)t x Z Bn
k=0 n=0

o0

+B%(8,1-p) [2: pf+g:giHﬁﬂ—pf“
=0
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o0

1
+Z 52k+1pk+1 (1-p)" x Z ﬁn] '

Ce qui donne :

(B+1)B(1 —p)
B%@m[ﬁ+1—M1—M]

B+1 B(1 —p) (B+1)Bp
f+1-p(l-p) p+1-p(l-p) B+1-p(1l-p)

+B%&1—p)[

28+1—(28+1)p)
B+1—-p(1-p)

2641+ (B+1)p

. 510
=5 5.p) B+1—p(1—p)

+BO(671 _p)

58 +3—p(7B+4)+p*(48 +2) — (28 + 1)p?
B (B+1—p(l—p))?

D.1.5 Calcul de la masse totale puis des masses renormali-
sées

La masse totale de la mesure ainsi obtenue est donc

4B+3—(B+2)p+ (B +2)p?
(8+1—p(1-p))?
Pour la mesure renormalisée, on obtient alors pour masse de chaque inter-
valle :
38+1
— Masse de [0, %] il B5+ )

— Masse de [£,1] : 2£2

1
EE 5 -
— Masse de [1, %] : (1—;;)(57354&).

Par exemple pour la masse de [0, %], on constate que

(38+1)(48+3— (B+2)p+ (B+2)p°) = 5(56+3 — p(26+1) +p*(26+1)),

ce qui permet d’obtenir le résultat sous sa forme simplifiée.
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D.2 Calcul de la mesure invariante & partir des ré-
sultats du chapitre 2

On rappelle les coefficients en jeu dans I'expression de la densité p,, :
+00 1
lo=puL(K(Eg)nL) =" Gt > my(lw-glp)
n=0

we{g, 3"
Tw(s(1)7)<5

et
—+oo
- 1 .
g = (K™ (Br) NG) :Zﬁnﬂ Y. my(lv-4p)
n=0 ve{g, 3"
To(1)> 5551
Et
c, = fo
I lopc(G) + g1p1(L)
g1
C, =

bopc(G) + g1pn(L)

Et la densité de la mesure invariante est :

+oo
1 .
EDY 7 Cy > mpllwr, - walt Vom0 (@)
n=0

W1 yeenswn €{g,0}"

+Cy > myp([wi, - .. 7wn]8_1)1m1 ,,,,, o (s(1) ) 5211 (2)
wl,...,wne{g,ﬂ}”

On calcule les images successives de 1 (limites a droite) :

— T,(1") =3,
— Toe(17) =1,
09(17) =0,
— Te(1+) 5
Et celles de 3(1) B (limites a gauche) :
— Tu(s(1)7) =
C Ty(s(1)) = %
— Tre(s(1)7) = 5,
(s = 1.
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D.2.1 Calcul des constantes en jeu
Calcul de {4y et g1
Ona:

+0o0
_ 1 n
lo = (K 1(Eg)rw)=zw > my(lw-glp).
n=0 we{g,L}"
Tu(s(1)7)<}

Les suites w € {g, £}" satisaisant T, (s(1)7) < % sont les suites de la forme

wogwig - . . wWg_19g pour tout wg,...,wr_1. On a alors :
P P
k—
BZ mp([w()vgawl’ga"'vwk—la (2] 1 BZ
WO, Wh—1 k=0
d’ott
0 pB
)= ——
B+1-p

La constante g; s’obtient simplement en remplacant p par 1 — p dans l'ex-

pression de ¢y :
_(1-p)B
g1=
B+p

Calcul de pg(G) et prn(L)

On a
1
-1
= Z ﬁ Z mp([wo, - -, wn—1]g )Tw07--~7wn71(1+)'
n=0 WO, Wn—1
— Pour tout wy,...,wg, les suites v de la forme v = (wplws ... lwy)
1
donnent T,(17) = 3.
— Pour tout wo,...,wk_1, les suites v de la forme v = (wplw;...¥)

donnent T, (17) = 1.

— Toutes les autres séquences donnent T, (17) = 0.

On a donc :
<1 oy 1
na(9) = Z 32R+1 Z mp([wo, £, wr—1, £, wilo”) * B
k=0 WO - Wk
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k=0 k=0
do B-8)E+1)
pa(G) = EY
De méme, on obtient I'expression de ur, (L) en remplagant p par 1 —p :
_B-8)B+1)
Calcul de Cy et C
Ona:
c, = o
I bopc(9) & gipr(L)
v = lopa(9) + g1pr(£)
On a
B B=pB+1) (A-pBB-4B+1)
EOMG(Q)+91ML(E)—B+1_p Gty + ity Brl—p
don 36 +1
/ -
ouc(9) + guur (L) (B+1-p)(B+p)
puis
o pB+RB-p)
g 5
o, - 1=p)B+1-p)B-F)
T

)

D.2.2 Calcul des masses de chaque intervalle
Masse de ’intervalle [0, %}

On obtient I'indicatice de I'intervalle [0, %] dans la premiére somme, pour
les suites de la forme (wplwy ... lwy) et (wolwy ... 0).
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La masse de l'intervalle est donc :

1 =1
Cy Zﬁ(l —p)* +Zw(1 —p)F
k=0

k=0

_ 2841 pBA+)
- 7 B+p 5

Masse de l’intervalle [%, 1]

On obtient I'indicatice de l'intervalle [%, 1] dans la premiére somme, pour
les suites de la forme (wolw; ... ¢) et dans la deuxiéme somme pour les suites
de la forme (wogw; - .. g).

La masse de l'intervalle est donc :

oD w1 =p) +Ced op
k=0 k=0

B1l,, B+l _pB+2

=C,
Zﬁ—I—l—p 5

IB+p

Masse de ’intervalle [1, ﬁ]

On obtient l'indicatice de l'intervalle [1, ﬁ] dans la deuxiéme somme,
pour les suites de la forme (wogw; ... gwg) et (wogwi ... g).
La masse de 'intervalle est donc :

1 1

C Z ﬁpk + Z 52k+1pk
k=0 k=0
26+1  (1-p)(38+1)

- eﬁ—i—l—p_ 5

On obtient bien la méme expression de p, dans les deux cas.
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Annexe E. Table des notations

ey L S®

: intervalle [

: réel strictement compris entre 1 et 2 désignant la base de travail
: intervalle [0, ﬁ], réels admettant une écriture en base /3
: intervalle | %[

0,

1 1 ]
B B(B-1)

1 1 ]

: intervalle ]m, -1
: mesure de Lebesgue (sur un intervalle dépendant du contexte)

: transformation greedy définie sur Ig

: transformation lazy définie sur Ig
: symétrie de l'intervalle Ig
vg : unique mesure de probabilité invariante par T, absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue sur I

hs
Q-

T:

: densité de la mesure vg
I'ensemble {g, £}V des suites de g et de £
extension de la transformation 7},

Kpg : transformation 3 aléatoire définie sur €2 x Ig

VI

o : décalage vers la gauche (défini sur un ensemble dépendant du contexte)

0

my
fp : unique mesure de probabilité sur /g absolument continue par rapport a

désigne une projection, dépend du contexte

décalage vers la droite
mesure de Bernoulli de paramétre p sur (2

A telle que my, ® p, soit invariante par Kg

Pp

£
Ee
Eq
Ey
g:
L:

(X?

: densité de la mesure p,

ensemble des étiquettes d’étages

: étage d’une tour, d’étiquette e

: Q2 x{(g)} x[0,1], base de la tour greedy
Q2 x {(0)} x [s(1), ﬁ], base de la tour lazy
tour greedy

tour lazy

B, 1, K) : extension principale de (€2 x Ig, B(2 x Ig), m, ® ,, Kg)
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G : graphe des transitions d’étiquettes

C' : désigne un chemin dans les deux tours

E¢ : ensemble des éléments de X suivant le chemin C

Jo : composante réelle de E¢

K4 : transformation induite de K sur E,

% : ensemble des chemins possibles pour un premier retour a F,

P : partition de E, selon le chemin de ¢ suivi jusqu’au premier retour & K,
Apn(w, ) : composante réelle de 'atome de \/;-V:0 Kq IP contenant (w,z)
I \/;’8 Ky P, tribu sur E,

G et L : respectivement tour greedy et lazy dans I’extension naturelle

(X, B, i, /6) : extension naturelle de (X, B, ux, K)

(X,B,u, K) : extension naturelle canonique de (Q x Ig, B(Q2 x Ig),m, ®
fip; Kg) . B
P : partition de E, selon le chemin de ¢ suivi jusqu’au premier retour & E,
P : partition de X obtenue en « dépliant » la partition P
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Etude ergodique de béta-transformations aléatoires

Mots clefs : écriture en base non entiére, systéme dynamique aléatoire,
extension naturelle, transformation induite, autocouplage, bernoullicité.

Résumé : On s’intéresse aux écritures des réels en base non entiére. Aprés
avoir rappelé la construction de ’extension naturelle du systéme dynamique
associé a la transformation dite « greedy » (Dajani, Kraaikamp et Solomyak),
on construit une version géométrico-symbolique de I’extension naturelle de
la transformation S-aléatoire, introduite par Dajani et Kraaikamp. Cette ex-
tension permet de retrouver l’existence et 1'unicité de la mesure invariante
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, et fournit une
expression de sa densité ainsi que 'ergodicité du systéme aléatoire. On dé-
montre enfin que cette extension naturelle est isomorphe & un schéma de
Bernoulli, généralisant ainsi au cas aléatoire le résultat de Smorodinski sur
la transformation greedy.

Abstract : We work on the expansions of real numbers in non integer
bases. We recall the construction of the natural extension of the greedy
transformation introduced by Dajani, Kraaikamp and Solomyak. We then
construct a geometrico-symbolic version of the natural extension of the ran-
dom (-transformation introduced by Dajani and Kraaikamp. This construc-
tion provides a new proof of the existence and uniqueness of an absolutely
continuous invariant probability measure for the random S-transformation,
an expression for its density and the ergodicity of the random system. We
then prove that this natural extension is a Bernoulli automorphism, gene-
ralising to the random case the result of Smorodinsky about the greedy
transformation.
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