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Introduction

Écriture des nombres en base entière

On s’intéresse à la représentation des nombres réels dans certains sys-
tèmes d’écriture. Par exemple, tout nombre réel admet une écriture en base
10. On peut aborder cette écriture en l’étudiant à travers le prisme des sys-
tèmes dynamiques : considérons à cet effet la fonction f définie sur l’intervalle
[0, 1[ par f(x) = 10x mod 1. Étant fixé un réel x ∈ [0, 1[, on définit alors la
suite récurrente (xn)n∈N par x0 = x et pour tout n ∈ N, xn+1 = f(xn). Pour
n > 1, on pose dn := b10xn−1c ∈ {0, . . . , 9}. Pour tout réel x ∈ [0, 1[, on a
alors :

x =

+∞∑
n=1

dn
10n

, (∆)

et la suite (dn) est une suite de décimales du réel x. Cette écriture est, pour la
grande majorité des nombres réels (tous sauf les nombres décimaux), l’unique
écriture en base 10.

Une autre manière d’appréhender les décimales (dn) est de partitionner
l’intervalle [0, 1[ en 10 atomes de longueurs égales, numérotés de 0 à 9. On
note P := {[ k10 ; k+1

10 [, k ∈ {0, . . . , 9}} la partition ainsi définie. La n-ième
décimale dn du réel x correspond à l’atome dans lequel tombe le réel xn =
fn(x).

Ainsi, l’étude des images successives d’un réel x par f peut permettre
une meilleure compréhension de son développement en base 10. Cependant,
l’approche « déterministe » d’une telle fonction montre ses limites, la suite
(xn) pouvant avoir un comportement « chaotique ». En effet, étant donnés
deux réels x et x′ arbitrairement proches dans [0, 1[, leurs orbites respectives
sous f finissent par être complètement différentes après un nombre suffisant
d’itérations.
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Figure 1 – Courbe de la fonction x 7→ 10x mod 1

On étudie alors cette dynamique d’un point de vue probabiliste : si l’on
tire uniformément au hasard un réel dans l’intervalle, quelle est la loi de la
suite de ses images successives par f ? En faisant tendre le nombre d’itéra-
tions à l’infini, obtient-on une loi limite ? On remplace ainsi un regard « point
par point » par un regard d’ensemble sur la dynamique de la fonction f [6].

Notons premièrement que f préserve la mesure de Lebesgue λ sur [0, 1[,
au sens que pour tout borélien A ⊂ [0, 1[, on a λ(f−1(A)) = λ(A). Cela
revient à dire que si on tire un réel x uniformément au hasard, les images
successives de x par f suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1[. Le quadruplet
([0, 1[,B, λ, f), où B est la tribu borélienne sur [0, 1[, est appelé système
dynamique mesuré.

On a de plus la propriété suivante, qui donne une description probabiliste
des décimales : si on tire un réel uniformément au hasard dans l’intervalle,
alors ses décimales sont une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, de loi uniforme sur {0, . . . , 9}. De plus, ces dé-
cimales engendrent la tribu borélienne. En fait, faire agir f sur x revient à
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décaler les décimales de x vers la gauche. Formellement, à tout réel x de
l’intervalle est associée la suite (Pn) de PN telle que pour pour tout n ∈ N,
xn ∈ Pn. On dit que la suite (Pn) est le P-nom du réel x. En l’occurrence, la
partition P est dite génératrice du système, car chaque P-nom correspond
à un unique réel x de l’intervalle via la formule (∆), ce qui revient à dire
que si deux réels ont la même suite de décimales, alors ils sont égaux. Un
tel système (où l’on décale vers la gauche une suite de variables aléatoires
i.i.d) est appelé schéma de Bernoulli. On peut déduire de cette propriété les
conséquences suivantes.

Le système ([0, 1[,B, λ, f) est ergodique : pour tout mesurable A ∈ B,
si f−1(A) = A alors λ(A) = 1 ou λ(A) = 0. Intuitivement, l’ergodicité est
une forme d’irréductibilité du système, au sens qu’on ne peut décomposer
le système en deux ensembles de mesures non nulles et invariants par la
transformation.

De plus, le système est fortement mélangeant : pour tous A,B ∈ B, on a

λ(A ∩ f−n(B))→ λ(A)λ(B).

Cette propriété est une forme d’indépendance asymptotique du système :
plus n est grand, plus xn devient indépendant de x.

Enfin, si on tire x uniformément au hasard sur [0, 1[, les décimales de
x vérifient un théorème central limite : tirons un réel x uniformément au
hasard et notons (dn)n>1 sa suite de décimales. Notons m l’espérance de d1

et σ l’écart-type de d1. Alors on a la convergence en loi suivante :∑n
k=1 dk − nm
σ
√
n

→n→∞ N (0, 1).

Tous les résultats énoncés ci-dessus sont valables dans toutes les bases
entières, en particulier en base 2, où la transformation en jeu est alors
g(x) = 2x mod 1. Le système ([0, 1[,B, λ, g) n’est pas inversible, mais on
peut l’étendre en un système inversible qu’on appelle classiquement la trans-
formation du boulanger, définie sur le carré [0, 1[×[0, 1[ par

g̃(x, y) =

{
(2x, y/2) si x < 1/2,

(2x− 1, y/2 + 1/2) si x > 1/2.
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Figure 2 – Illustration de la transformation du boulanger

L’action de g̃ sur la première coordonnée est exactement celle de g. De
plus, g̃ préserve la mesure de Lebesgue sur le carré, qui se projette sur la me-
sure de Lebesgue unidimensionnelle. On dit alors que g est un facteur de g̃,
ou de manière équivalente, g̃ est une extension de g. De surcroît, la transfor-
mation g̃ est la plus « petite » extension de g qui soit inversible : le système
([0, 1[×[0, 1[,B × B, λ⊗ λ, g̃) est « l’extension naturelle » du système initial.
On formalisera davantage cette notion par la suite (voir Définition 3.1).

Notons dès à present qu’on peut réécrire cette transformation de manière
« géométrico-symbolique », en remplaçant la composante y par son écriture
binaire écrite en ordre inverse, codée ici par une suite de {0, 1}Z− :

g̃(x, e) =

{
(2x, e · 0) si x < 1/2,

(2x− 1, e · 1) si x > 1/2,

où e · ε est la concaténation de la suite e et du bit ε. La suite e peut être vue
comme une suite d’étiquettes : l’étiquette 0 représente la moitié inférieure du
carré, le « rez-de-chaussée », tandis que 1 représente sa moitié supérieure, le
« premier étage ». On décide d’indexer par Z− car les étiquettes permettent
de retrouver l’orbite passée d’un point donné. On généralisera ce point de
vue dans la suite de la thèse.

Les bases non entières

Jusqu’ici, on a illustré à quel point l’approche probabiliste des systèmes
dynamiques permet de comprendre les écritures des réels en base entière. Il
est donc légitime d’utiliser les mêmes outils pour décrire d’autres systèmes de
numérations. Dans cette thèse, on se concentrera sur l’écriture des nombres
dans une base non entière, que l’on notera β. On se limitera ici au cas où
1 < β < 2, bien que les résultats classiques énoncés ci-dessous soient valables
pour tout β > 1.
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Figure 3 – Courbe de Tβ

C’est en 1957 que Rényi [23] introduit la transformation Tβ définie sur
[0, 1[ par Tβ(x) = βx mod 1, permettant d’écrire tout réel x de cet intervalle
sous la forme

x =
+∞∑
n=1

bn
βn
,

avec bn := 1[1/β,1[(T
n−1
β (x)) pour tout n > 1. La suite (bn) est une écriture

du réel x en base β, appelée écriture « greedy » de x. En fait, λ-presque tout
réel de [0, 1[ admet cette fois une infinité d’écritures possibles en base β, et
l’écriture greedy est la plus grande de toutes, dans l’ordre lexicographique
[11].

On peut, au même titre que pour l’écriture décimale, étudier les proprié-
tés de l’écriture dite greedy du point de vue de la théorie ergodique. Dans
son article, Rényi démontre l’existence et l’unicité d’une mesure de probabi-
lité invariante équivalente à la mesure de Lebesgue, et en explicite la densité
dans le cas où β est égal au nombre d’or ϕ = 1+

√
5

2 , il s’agit de la fonction :

5 + 3
√

5

10
1[0,ϕ−1[ +

5 +
√

5

10
1[ϕ−1,1[.

En 1960, William Parry donne une forme explicite de la densité de cette
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mesure pour toute valeur de β [19]. Étant donné un réel β > 1, la densité
hβ de l’unique mesure de probabilité invariante νβ absolument continue par
rapport à λ est proportionnelle à la fonction∑

n>0

1

βn
1[0,Tnβ (1)].

De plus, Parry établit que le système ([0, 1[,B, νβ, Tβ) est faiblement mélan-
geant, c’est à dire que pour tous boréliens A,B ∈ B, on a

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

|νβ(A ∩ T−nβ (B))− νβ(A)νβ(B)| = 0.

Il s’agit d’une notion intermédiaire entre l’ergodicité et le mélange fort. C’est
aussi dans cet article que sont décrites pour la première fois les décimales
admissibles dans un développement greedy en base β. En effet, contrairement
aux bases entières, toute suite de décimales ne constitue pas nécessairement
une écriture greedy possible en base β. Par exemple, dans la base ϕ, l’écriture
greedy d’un réel ne peut pas avoir deux 1 qui se suivent.

Parry prouve le théorème suivant :

Théorème. ([19, Theorem 3], voir aussi [9]) Soit β > 1 tel que l’écriture
greedy de β − bβc soit infinie et de la forme

β − bβc =
∞∑
i=1

ai
βi
,

et posons a0 = bβc. Soit (b1, b2, . . .) une suite d’entiers positifs. Alors il existe
un réel x ∈ [0, 1[ dont l’écriture greedy est

x =
∞∑
i=1

bi
βi

si et seulement si, pour tout entier n > 1, on a

(bn, bn+1, . . .) < (a0, a1, . . .),

où < désigne l’ordre lexicographique. En particulier, on a, pour tout entier
n > 1,

(an, an+1, . . .) < (a0, a1, . . .).
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Parry énonce un résultat analogue dans le cas où β admet une écriture
finie. Nous avons vu que dans le cas des bases entières, les décimales d’un
réel tiré uniformément au hasard constituent une suite de variables aléatoires
i.i.d. Dans le cas non entier, Smorodinsky [24] montre en 1973 que si l’écri-
ture greedy de β − bβc en base β est finie, et si on tire un réel x selon la loi
νβ , alors les décimales de x dans la base β forment une chaîne de Markov
stationnaire d’ordre la longueur du développement greedy de β. Plus géné-
ralement, il démontre que pour tout β > 1, le système dynamique associé à
la transformation Tβ est isomorphe à un schéma de Bernoulli.

Enfin, en 1996, Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9] construisent une ex-
tension naturelle de la transformation Tβ , sous forme d’empilement de rec-
tangles de la forme [0, Tnβ (1)] × [0, 1

βn ], ce qui peut être considéré comme
une généralisation de la transformation du boulanger à tout β > 1. On
détaillera cette construction dans le premier chapitre, en introduisant une
version symbolique. On verra comment on obtient, par projection, l’expres-
sion de la fonction hβ à partir de cette extension. Les auteurs démontrent
enfin que l’extension naturelle ainsi construite est isomorphe à un schéma de
Bernoulli, retrouvant ainsi le résultat de Smorodinsky.

Dynamique aléatoire

On peut étendre la transformation Tβ en posant Tβ(x) = βx − 1 pour
x ∈ [1, 1

β−1 ]. La valeur de 1 < β < 2 étant fixée, on notera cette transfor-
mation Tg par la suite, qu’on appellera « transformation greedy ». Comme
précédemment, itérer la transformation Tg permet de définir une écriture en
base β de tout réel x de l’intervalle Iβ := [0, 1

β−1 ], qui coïncide avec l’écriture
greedy sur [0, 1[. Le réel 1

β−1 admet pour suite de décimales la suite constante
égale à 1, car

∑∞
n=1

1
βn = 1

β−1 . Enfin, la mesure νβ étendue sur l’intervalle
Iβ en posant νβ([1, 1

β−1 ]) = 0 est une mesure de probabilité invariante de Tg
sur cet intervalle.

Parallèlement aux travaux décrits précédemment, des écritures en base
β autres que l’écriture greedy ont été étudiées, en particulier par Erdős, Joó
et Komornik [11], et notamment l’écriture « lazy ». Cette écriture s’obtient
à partir de la fonction notée T`, appelée « transformation lazy » et définie
par

T` : Iβ → Iβ

x 7→

{
βx si x 6 1

β(β−1)

βx− 1 sinon
.
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Si on fixe un réel x ∈ Iβ , alors l’écriture lazy de x est donnée par la suite
(cn) définie pour tout n > 1 par cn = 1] 1

β(β−1)
, 1
β−1

](T
n−1
` (x)). L’écriture ainsi

obtenue est la plus petite écriture possible en base β dans l’ordre lexicogra-
phique [11].

On a le résultat suivant dû à Dajani et Kraaikamp [7] : les systèmes
(Iβ,B, νβ, Tg) et (Iβ,B, ν̃β, T`) sont isomorphes (la mesure ν̃β est la mesure
image de νβ par la symétrie de l’intervalle s(x) := 1

β−1 − x). On rappellera
dans le premier chapitre les propriétés utiles des transformations greedy et
lazy et des écritures du même nom.

Ayant à disposition deux transformations permettant d’obtenir la plus
grande et la plus petite écriture d’un réel en base β, la question naturelle
est de savoir si l’on peut obtenir les autres écritures en base β de manière
dynamique. C’est en 2003 que Dajani et Kraaikamp introduisent la trans-
formation β aléatoire [8]. Les transformations Tg et T` ne diffèrent que sur
l’intervalle [ 1

β ,
1

β(β−1) ] : les réels de cet intervalle ont une écriture greedy com-
mençant par un 1, tandis que leur écriture lazy commence par un 0. Ainsi,
plutôt qu’itérer seulement une des deux transformations, on peut choisir au
hasard la transformation à appliquer à chaque itération : si on fixe p ∈]0, 1[,
on décide d’appliquer Tg avec probabilité p et T` avec probabilité 1− p. Les
auteurs démontrent qu’on obtient ainsi toutes les écritures possibles d’un
réel en base β. Dans le cadre de ce système dynamique aléatoire, on peut
définir une notion de mesure de probabilité invariante absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue (section 2.1). L’unicité d’une telle me-
sure, notée µp, est obtenue par Dajani et De Vries en 2007 [5], à l’aide d’un
résultat portant sur les opérateurs de transfert démontré par Pelikan en 1984
[20]. En 2014, Kempton [18] propose une extension naturelle de ce système
aléatoire inspirée de celle de Dajani et Kraaikamp [9] dans le cas où p = 1

2
et obtient l’expression de µ1/2. Cette construction ne semble pas pouvoir se
généraliser directement à toute valeur de p.

Plan de la thèse

Le chapitre 1 introduit les transformations greedy et lazy, ainsi que leurs
propriétés ergodiques. On construit l’extension naturelle de la transformation
greedy, qui permet en particulier de retrouver l’expression de l’unique mesure
de probabilité invariante absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue.

Le chapitre 2 est dédié à la définition du système dynamique aléatoire gé-
nérant les écritures en base β, ainsi qu’à la construction d’une extension sur
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le modèle de celle de Kempton, mais qui est valable pour toute valeur de p.
Cette extension nous permet en particulier d’obtenir l’expression de l’unique
mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport à la me-
sure de Lebesgue, déjà obtenue par Suzuki en 2019 [25] via l’utilisation des
opérateurs de transfert. Cette extension n’est pas inversible, mais possède un
certain nombre de propriétés fondamentales, qu’on établit dans ce chapitre.
Dans l’esprit de l’article [9], on introduit l’ensemble Eg, (section 2.2.1), ap-
pelée « base greedy », dans l’objectif d’étudier la transformation induite de
l’extension sur cet ensemble (définition en annexe B). Nous définissons aussi
une partition de Eg (Lemme 2.8) dont on démontrera qu’elle possède des
propriétés d’indépendance et de génération. Elle est particulièrement utile
dans le troisième chapitre. On cloture le chapitre en démontrant l’ergodicité
de cette extension (Théorème 2.15).

Enfin, le chapitre 3 est dédié a la construction et à l’étude de l’exten-
sion naturelle du système dynamique aléatoire défini dans le deuxième cha-
pitre. Pour ce faire, on utilise en particulier la notion de couplages de sys-
tèmes dynamiques (annexe B). On déduit de cette construction l’ergodicité
du système dynamique aléatoire initial et l’unicité de la mesure invariante
construite au chapitre précédent (Corollaire 3.10). Nous retrouvons ainsi de
nombreuses propriétés uniquement à l’aide de cette extension. Enfin, on dé-
montre que, comme dans le cas des bases entières, ou le cas de la transfor-
mation greedy, le système est isomorphe à un schéma de Bernoulli, en ap-
pliquant un résultat de Ito, Totoki et Murata [15] portant sur les partitions
dénombrables. On s’inspire pour cela des méthodes employées dans l’article
de Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9], et notamment de la transformation
induite sur la base Eg.
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Chapitre 1

Écriture en base non entière :
le cas déterministe

Dans la première partie du chapitre, on définit les écritures en base β
ainsi que les deux dynamiques principales permettant de générer ces écri-
tures : la transformation greedy Tg et lazy T`. Après avoir rappelé leurs
propriétés les plus utiles (Théorèmes 1.1 et 1.2), on décrit dans la deuxième
partie la construction de l’extension naturelle de la transformation greedy
(sections 1.2.1 et 1.2.2). En construisant une mesure invariante de cette ex-
tension (Section 1.2.3), on retrouve l’expression de l’unique mesure de pro-
babilité invariante par Tg absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue.

1.1 Transformations greedy et lazy

Soit 1 < β < 2 un réel, et x ∈ Iβ :=
[
0; 1

β−1

]
. Une écriture (ou dévelop-

pement) en base β du réel x est une suite (dn)n∈N∗ de {0, 1} telle que

x =
+∞∑
n=1

dn
βn
.

Une manière d’obtenir une écriture du réel x consiste à itérer la transforma-
tion Tg, appelée transformation greedy, et définie par

Tg : Iβ → Iβ

x 7→

{
βx si x < 1

β

βx− 1 sinon
.

12



Plus précisement, on définit la suite (bn) en posant, pour tout n > 1, bn =
1[ 1
β
, 1
β−1

](T
n−1
g (x)). Autrement dit, si le réel Tn−1

g (x) est supérieur ou égale

à 1
β , alors la n-ième décimale vaut 1, sinon elle vaut 0. La suite (bn) est le

développement greedy de x. On peut obtenir une deuxième écriture du réel
x en itérant cette fois la transformation T`, appelée transformation lazy, et
définie par

T` : Iβ → Iβ

x 7→

{
βx si x 6 1

β(β−1)

βx− 1 sinon
.

On obtient alors la suite de décimales (cn) en posant cn = 1[ 1
β(β−1)

, 1
β−1

](T
n−1
` (x)).

La suite (cn) est le développement lazy de x. La transformation Tg permet
d’obtenir le développement en base β le plus grand dans l’ordre lexicogra-
phique tandis que la transformation T` permet d’obtenir le développement
en base β le plus petit dans l’ordre lexicographique [11]. Autrement dit, pour
tout développement (dn) de x, on a

(cn) 6 (dn) 6 (bn)

où 6 désigne l’ordre lexicographique.
La transformation Tg est ici continue à droite et limitée à gauche, tandis

que T` est continue à gauche et limitée à droite par symétrie. On note L :=
[0, 1

β [, S := [ 1
β ; 1

β(β−1) ] et R :=] 1
β(β−1) ; 1

β−1 ]. On définit l’application s sur Iβ
par s(x) := 1

β−1 − x. Elle envoie l’intervalle S sur lui-même, et l’intervalle R
sur L et réciproquement. On a de plus la relation de conjugaison suivante

s ◦ Tg ◦ s = T`.

En 1960, William Parry obtient une expression de l’unique mesure inva-
riante νβ de Tg absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue λ
[2]. Sa densité hβ est proportionnelle à la fonction∑

n>0

1

βn
1[0,Tnβ (1)].

Dans la section suivante, on retrouvera cette expression par la construction
d’une extension du système (Iβ,B, λ, Tg). Dans la suite, tous les espaces
considérés seront munis de leur tribu borélienne, sauf précision contraire.
C’est pourquoi on omettera la mention de la tribu lorsqu’on évoquera un
système donné.
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Figure 1.1 – Transformations greedy (en rouge) et lazy (en bleu)
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Notons ν̃β = νβ ◦ s−1. La mesure ν̃β est alors l’unique mesure invariante
de T` absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue [7]. On a le
résultat suivant dû à Dajani et Kraaikamp [7] :

Théorème 1.1. Les systèmes (Iβ, νβ, Tg) et (Iβ, ν̃β, T`) sont isomorphes.

On a le résultat suivant dû à Smorodinsky [24] :

Théorème 1.2. Le système (Iβ, νβ, Tg) est isomorphe à un schéma de Ber-
noulli.

En particulier, le système est fortement mélangeant (donc ergodique).
Dajani, Kraaikamp et Solomyak retrouvent ce résultat par la construction
de l’extension naturelle du système. La partie suivante est dédiée à cette
extension, dont on donne une version symbolique.

1.2 Extension de la transformation greedy

L’extension décrite par Dajani, Kraaikamp et Solomyak [9] se construit
à l’aide d’une tour. Bruin et Kalle [3] proposent une construction similaire, à
l’aide d’une tour de Hofbauer, généralisable à une classe de transformations
affines par morceaux. Ces deux constructions sont purement géométriques,
nous en donnons ici une nouvelle version « géométrico-symbolique ». Nous
adapterons ensuite dans le chapitre 2 cette construction au cas aléatoire.
Dans cette partie, on notera T := Tg, la transformation greedy sur l’intervalle
Iβ et T son extension. L’extension T permet en particulier de déterminer
une expression de hβ . Ici, on ne démontre pas que l’extension construite
est une extension naturelle (voir Définition 3.1), on renvoie à [9] pour une
démonstration complète.

1.2.1 Description de la tour

On souhaite construire une extension de T qui soit inversible. Le dé-
faut d’injectivité de T est dû à ses deux branches. L’extension de T que
l’on explicite ici consiste ainsi à séparer les images des deux branches de T
dans des « étages » différents d’une tour, tout en conservant le souvenir des
étages parcourus. Ainsi, appliquer la nouvelle dynamique T fera passer d’un
étage à un autre. La tour est un empilement d’étages rectangulaires, on peut
considérer que cette extension est une généralisation de la transformation
du boulanger, qui est l’extension naturelle du système dynamique associé au
développement en base 2, comme explicité dans l’introduction (p. 5). On a
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proposé une version géométrico-symbolique de la transformation du boulan-
ger, et cette nouvelle extension suit le même principe.

À chaque étage de la tour est associé un numéro n ∈ N. Il y a deux types
de transitions d’un étage à un autre :

— soit on passe de l’étage n à l’étage suivant n+ 1.

— soit on passe de l’étage n au « rez-de-chaussée » de la tour, c’est à dire
l’étage 0, ce qui n’est possible que lorsque Tn(1) > 1

β . On appellera cet
étage la « base » de la tour.

Un élément de cette tour est alors un couple c = (e, x), où x est la com-
posante réelle, de l’intervalle Iβ qui subit la dynamique T (plus précisement
x est dans un intervalle inclus dans Iβ , qui sera précisé dans la suite). La
composante e est la suite des étages de la tour qui ont été parcourus dans
l’orbite passée de c par T . Plus précisément, e = (ek)k60 ∈ NZ− , il s’agit de
la suite d’entiers qui décrit le numéro des étages précédemment visités par
l’orbite passée de c. L’étage où se situe actuellement le point c est donc e0.

On définit Y ⊂ NZ− l’ensemble des suites d’étages admissibles. Dans
toute suite e ∈ Y , les seuls mots de longueur 2 admissibles sont :

— (n, n+ 1) pour tout entier n > 0 ;

— (n, 0) pour tout entier n > 0 tel que Tn(1) > 1
β .

Soit n ∈ N. On définit le cylindre [n]0 de Y comme étant l’ensemble
des suites d’étages de Y se terminant par n à l’indice 0. On peut noter
qu’un élément de ce cylindre est nécessairement de la forme (. . . , 0, 1, . . . , n−
1, n), puisque le seul moyen de parvenir à l’étage n est d’avoir parcouru
tous les étages précédents depuis l’étage 0. On définit de même, pour une
séquence finie u vérifiant les conditions de compatibilité de Y , le cylindre
[u]0, désignant l’ensemble des suites d’étages de Y se terminant par le mot
u.

On définit pour tout entier n, l’étage n de la tour par :

En := [n]0 × [0, Tn(1)].

L’étage E0 = [0]0 × [0, 1] est appelé la base de la tour. On définit la tour
elle-même par

E :=
⊔
n>0

En.

Dans la figure 1.2, la hauteur des étages est choisie de sorte que la dynamique
introduite dans la section suivante préserve la mesure de Lebesgue.
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Figure 1.2 – Représentation de la tour E et graphe de T
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1.2.2 Description de la dynamique

On définit la dynamique T étage par étage (voir figure 1.3) sur E. On
rappelle que l’étage n a deux composantes : son numéro n et l’intervalle
[0, Tn(1)]. Sur l’étage En, La dynamique T consiste à monter d’un étage
lorsque Tn(1) est inférieure à 1

β (première branche de la transformation T ).
Si la longueur de [0, Tn(1)] excède 1

β , alors une partie de l’étage sera envoyée
dans l’étage suivant (deuxième branche de T ), et l’autre ira dans la base de
la tour (première branche « pleine »).

Pour une suite e de Y (ou un sous-mot fini d’un élément de Y ), on
introduit la notation e · a, qui consiste à concaténer l’entier a à la suite e.
Autrement dit, (e · a)k = ek+1 si k < 0 et (e · a)0 = a. L’opération e · a n’est
valable que lorsque la nouvelle suite obtenue vérifie les conditions citées plus
haut.

L’extension T est ainsi définie :
1. Si Tn(1) < 1

β , alors la dynamique sur l’étage n est

En → En+1

(e, x) 7→ (e · (n+ 1), βx)
.

L’image de l’étage En est alors l’étage suivant En+1 tout entier (l’image
par T de l’intervalle [0, Tn(1)] est bien l’intervalle [0, Tn+1(1)] dans ce
cas).

2. Si Tn(1) > 1
β , la partie En ∩ {x < 1

β} est envoyée dans E0 par

En ∩ {x < 1
β} → E0

(e, x) 7→ (e · 0, βx)
.

La partie En ∩ {x > 1
β} est envoyée sur En+1 par

En ∩ {x > 1
β} → En+1

(e, x) 7→ (e · (n+ 1), βx− 1)
.

L’image par T de l’intervalle [0, 1
β [ est l’intervalle [0, 1[ (on remplit une

« tranche » horizontale de la base de la tour, à un point près), et l’image
de la partie droite de En est l’étage En+1 tout entier.
On notera bien sûr que pour tout (e, x) ∈ E, la deuxième composante
de T (e, x) est égale à T (x).

Dans la figure 1.3, la longueur de l’étage 1 excède 1
β , ainsi la partie gauche

(rouge) est envoyée dans la base de la tour, et la partie droite (bleue) monte
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Figure 1.3 – Action de T sur la tour
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Figure 1.4 – Action de T sur la base de la tour
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d’un étage. Par ailleurs, l’étage 3 a une longueur inférieure à 1
β , la dynamique

T envoie donc cet étage sur l’étage 4. La figure 1.4 illustre la dynamique sur la
base de la tour. La partie gauche de la base est renvoyée dans la base, tandis
que la partie droite remplit l’étage suivant. La base reçoit aussi toutes les
parties gauches des étages supérieurs dont la longueur dépasse 1

β .

1.2.3 Propriétés

Bijectivité de la dynamique ainsi construite

La surjectivité de la dynamique découle de la construction de celle-ci.
En effet, dès lors qu’un étage ou qu’une partie d’un étage monte à l’étage
suivant, celui-ci est complètement rempli. Par ailleurs, les retours à la base
remplissent tout l’intervalle [0, 1[. Dans tous les cas, on explicite ici l’unique
antécédent de chaque point de la tour.

Soit c = (e, x) ∈ E. L’existence et l’unicité de l’antécédent de c par T
se détermine à l’aide de l’étage actuel e0 ainsi que de l’étage précédent e−1.
C’est bien la composante en Y qui permet de retrouver cet antécédent.

— Si e0 = 0 : le point c est donc dans la base E0 de la tour. Puisque e0 = 0,
alors T e−1(1) > 1

β (ceci est assuré par les relations de compatibilité
dans Y ). Alors c−1 := (δ(e), xβ ) est l’unique antécédent de c par T (où
δ est le shift vers la droite). Cet antécédent est donc dans l’étage e−1.
La suite δ(e) est bien un élément de Y (les mots de longueurs 2 dans
δ(e) sont bien admissibles). L’image de c−1 par T est bien c, car la
longueur de l’étage dans laquelle se situe c−1 est supérieure à 1

β , et
x
β <

1
β . Cet antécédent est bien unique car un seul point de l’étage e−1

a pour image c.

— Si e0 > 0, cela signifie que le point c provient forcément de l’étage juste
au-dessous de son étage actuelle Ee0 .

— si T e−1(1) < 1
β , autrement dit si l’étage précédent a une longueur

inférieure à 1
β alors (δ(e), xβ ) est l’unique antécédent de c.

— si T e−1(1) > 1
β , autrement dit si l’étage précédent a une longueur

supérieure à 1
β alors (δ(e), xβ + 1

β ) est l’unique antécédent de c
(sauf pour x = 0). L’antécédent de c est dans la partie droite de
l’étage Ee−1 (composante réelle supérieure à 1

β ).
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Construction d’une mesure invariante

On cherche à définir une mesure µ sur la tour, preservée par la dynamique,
de sorte que sur chaque étage de la tour, la mesure µ soit le produit d’une
mesure m sur Y par la mesure de Lebesgue restreinte à l’intervalle que l’on
considère.

Pour que µ soit préservée sur la tour, il faut, pour tout entier n, que la
mesure de l’étage En soit égale à la mesure de son image réciproque par T :

— Si n > 0 et si Tn−1(1) < 1
β : alors T −1(En) = En−1. Ainsi,

µ(T −1(En)) = µ(En−1) = m([n− 1]0)× Tn−1(1).

Par ailleurs, µ(En) = m([n]0) × Tn(1) et Tn(1) = βTn−1(1) donc on
doit avoir l’égalité

m([n]0) =
1

β
m([n− 1]0).

De même, si Tn−1(1) > 1
β , alors T

−1(En) = En−1 ∩ {x > 1
β}. Ainsi,

µ(T −1(En)) = µ(En−1 ∩ {x >
1

β
}) = m([n− 1]0)× (Tn−1(1)− 1

β
).

Par ailleurs, µ(En) = m([n]0) × Tn(1) et Tn(1) = βTn−1(1) − 1. Ici
aussi, on doit avoir l’égalité

m([n]0) =
1

β
m([n− 1]0).

En résumé, pour tout n > 0, la mesure m doit vérifier

m([n]0) =
1

β
m([n− 1]0). (1.1)

Cette équation correspond à la préservation des aires bleues et orange
dans la figure 1.3.

— D’autre part, la mesure µ doit aussi être préservée lors des retours à la
base de la tour. Pour tout entier n tel que Tn(1) > 1

β , on a

T −1(E0 ∩ {e ∈ [n0]0}) = En ∩ {x 6
1

β
}.
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On a µ(En ∩ {x 6 1
β}) = m([n]0)× 1

β . De plus, µ(E0 ∩ {e ∈ [n0]0}) =

m([n0]0) × 1. Ainsi, pour tout entier n tel que Tn(1) > 1
β , la mesure

m doit vérifier
m([n0]0) =

1

β
m([n]0). (1.2)

Cette équation correspond à la préservation de l’aire rouge dans la
figure 1.3.

De l’équation (1.1), on déduit que pour tout entier n > 0, on a

m([n]0) =
1

βn
m([0]0). (1.3)

Les équations (1.2) et (1.3) sont nécessaires pour avoir la préservation
de la mesure µ sur la tour. En sommant les mesures de toutes les parties
envoyées dans la base de la tour, on doit nécessairement retrouver la mesure
de la base :

+∞∑
n=0

m([n0]0)× 1[ 1
β
, 1
β−1

](T
n(1)) =

+∞∑
n=0

1

β
m([n]0)× 1[ 1

β
, 1
β−1

](T
n(1))

=
+∞∑
n=0

1

βn+1
m([0]0)× 1[ 1

β
, 1
β−1

](T
n(1)) = m([0]0).

La dernière égalité découle du développement greedy en base β de 1 :

+∞∑
n=0

1

βn+1
× 1[ 1

β
, 1
β−1

](T
n(1)) = 1. (1.4)

En appliquant le raisonnement précédent à des « tranches » horizontales
de la base, on déduit des équations 1.2 et 1.3 que pour n1, . . . , nk des entiers
tels que Tni(1) > 1

β , la mesure m doit vérifier

m([nk0 . . . nk−10 . . . 0 . . . n10]0) =
1

βnk+1

1

βnk−1+1
· · · 1

βn1+1
m([0]0). (1.5)

De même, pour toute séquence finie u telle que u · n vérifie les conditions de
compatibilité, on a :

m([u · n]0) =
1

β
m([u]0).

On pose m([0]0) = 1. Soit N := {n ∈ N, Tn(1) > 1
β}. Le développement en

base β de 1 donné par (1.4) permet de définir une mesure de probabilité p1

sur N , qui associe à chaque entier n ∈ N la probabilité 1
βn+1 .
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L’application ϕ définie sur NN par

ϕ :
NN → [0]0

(nk)k∈N 7→ (. . . , nk, 0, 1, . . . , nk−1, . . . , 0, 1, . . . , n0, 0)

est une bijection mesurable de NN vers [0]0. En effet, toute suite de
NN définit bien une unique suite admissible de [0]0, et toute suite e
de l’ensemble [0]0 est caractérisée par une unique suite d’entiers posi-
tifs ou nuls (nk)k>0, vérifiant Tnk(1) > 1

β pour tout k et telle que e =
(. . . , nk, 0, 1, . . . , nk−1, . . . , 0, 1, . . . , n0, 0). On définit alors m sur [0]0 comme
mesure image de p⊗N1 par ϕ.

On souhaite maintenant définir m sur les cylindres de la forme [n]0. On
note Bn l’ensembles des boréliens de [n]0. Décaler n fois vers la droite un
élément de [n]0 est une bijection de [n]0 vers [0]0, car tout élément e de [n]0
est de la forme [e′, 1, 2, . . . , n]0, où e′ ∈ [0]0 est unique. On a donc

δn(Bn) = B0,

où δ est le décalage vers la droite.
On peut donc étendre m sur tout cylindre de la forme [n]0 :

m :
Bn → [0, 1]
B 7→ 1

βnm(δn(B))
.

On obtient doncm[n]0 = 1
βn . La masse totale de Y est alors

∞∑
n=0

1

βn
=

β

β − 1
.

On peut alors définir la mesure µ sur la tour E : sur chaque étage En,
µ est le produit de la mesure m restreinte à [n]0 par la mesure de Lebesgue
restreinte à l’intervalle [0, Tn(1)].

Par construction, la mesure µ est préservée par la dynamique sur la tour.
En effet, considérons un pavé D = [u · n]0 × [α, γ] inclus dans l’étage En, où
n > 0, u est une séquence finie admissible d’entiers, et 0 6 α 6 γ < Tn(1).
On a alors :

µ(T −1(D)) = m([u]0)× 1

β
(γ − α) = βm([u · n]0)× 1

β
(γ − α) = µ(D).

En projetant la mesure µ sur la coordonnée réelle, on obtient alors
l’unique mesure invariante absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue de T . Sa densité hβ est proportionnelle à

+∞∑
n=0

m([n]0)1[0,Tn(1)] =

∞∑
n=0

1

βn
1[0,Tn(1)],

ce qui est la formule obtenue par Parry [19].
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Ergodicité et unicité de la mesure

Les méthodes et les arguments développés dans la suite de la thèse dans
le cadre aléatoire s’adaptent au cas déterministe et permettent de démontrer
l’ergodicité de la transformation greedy et l’unicité de la mesure invariante
absolument continue, à l’aide de l’extension T . On se contente ici de donner
les étapes importantes du raisonnement, dans un but pédagogique.

Étape 1 : construction d’une partition de E0

L’objectif premier est de démontrer l’ergodicité de l’extension naturelle
(E,µ, T ). Pour ce faire, on étudie d’abord la transformation induite de T
sur la base E0, que l’on note T0 (voir la définition en annexe B). Cette
transformation préserve la mesure µ conditionnée à la base E0, c’est à dire
la mesure µ0 := m|[0]0 ⊗ λ. On souhaite démontrer que le système induit sur
E0 est isomorphe à un schéma de Bernoulli. On définit la partition P de E0

selon le premier temps de retour à E0 : pour chaque entier n ∈ N , l’atome
Pn contient tous les éléments de la base E0 qui retournent pour la première
fois dans E0 après exactement n itérations de T , c’est à dire

Pn := T −1
0 ([n, 0]0 × [0, 1]).

Étape 2 : suite de partitions indépendantes

On démontre ensuite que la suite de partitions (T −k0 (P))k∈N est une suite
de partitions indépendantes. Plus précisément, pour tous n0, n1, . . . , nk ∈ N ,
on a

µ0(Pn0 ∩ T −1
0 (Pn1) ∩ . . . ∩ T−k0 (Pnk)) =

k∏
i=0

µ0(Pni).

Étape 3 : P est une partition génératrice

De plus, la partition P est une partition génératrice du système induit,
c’est à dire que la partition

∨∞
i=0 T

−i
0 (P) est la tribu des boréliens de E0. En

effet, on peut montrer que les atomes de la partition
∨k
i=0 T

−i
0 (P) sont de la

forme

[0, 1, . . . , n0, 0, 1, . . . , n1, 0, . . . , nk, 0]n0+...+nk+1
0 × In0,...,nk

où In0,...,nk est un sous-intervalle de [0, 1], dont la mesure de Lebesgue tend
vers 0 quand k tend vers +∞. Cela implique en particulier que µ0-presque
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tout point de E0 est uniquement déterminé par son P-nom. On déduit des
étapes 2 et 3 que le système induit sur la base E0 est isomorphe à un schéma
de Bernoulli, donc il est ergodique.

Étape 4 : ergodicité du système

On démontre que µ-presque tout point de E atteint la base E0 en
un nombre fini d’itérations de T , ce qui implique l’ergodicité du sys-
tème (E,µ, T ) (voir Proprosition B.1). Puisque (E,µ, T ) est l’extension
naturelle de ([0, 1], νβ, Tg), on en déduit que ce dernier système est ergodique.

Étape 5 : unicité de la mesure

Enfin, étant donnée une mesure ν invariante par Tg et absolument conti-
nue par rapport à la mesure de Lebesgue, cette mesure est aussi absolument
continue par rapport à νβ (qui est équivalente à la mesure de Lebesgue). Par
ergodicité, on en déduit que ν = νβ (voir Lemme 3.11), d’où l’unicité d’une
telle mesure.

On peut donc constater que la construction d’une extension naturelle
géométrico-symbolique permet non seulement d’obtenir l’expression de la
densité hβ , mais aussi l’ergodicité du système et l’unicité de la mesure νβ en
tant que mesure invariante absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue. Elle permet aussi de démontrer que le système dynamique associé
est isomorphe à un schéma de Bernoulli [9].

Dans la suite, on définit un système dynamique aléatoire permettant
d’obtenir toutes les écritures en base β d’un nombre réel. Les résultats prin-
cipaux de la thèse présentés dans les chapitres qui suivent sont obtenus en
suivant le plan général décrit ci-dessus.
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Chapitre 2

Système dynamique aléatoire
et extension principale

Dans la section 2.1, on définit la transformation aléatoire Kβ permettant
de générer les écritures d’un réel en base β. C’est le système central de cette
thèse. La section 2.2 est consacrée à la construction d’une première exten-
sion K de Kβ que l’on nommera « extension principale », qui n’est pas encore
une extension naturelle de Kβ . En particulier, K n’est pas inversible (le cha-
pitre 3 est consacrée à la construction d’une extension naturelle). Dans la
construction du chapitre précédent, l’extension de la transformation greedy
est définie sur une tour. Dans ce chapitre, on définit les deux tours greedy et
lazy (section 2.2.1), puis la dynamique K (section 2.2.2) définie sur ces deux
tours. On construit ensuite une mesure µ invariante par K (section 2.2.3).
Dans la section 2.3, on établit des propriétés de cette extension : en parti-
culier, le système associé à la transformation induite de K sur la base de la
tour greedy est isomorphe à un schéma de Bernoulli (Proposition 2.12), et
le système associé à K est ergodique (Théorème 2.15).

2.1 Système dynamique aléatoire associé au déve-
loppement en base non entière

On a vu que les transformations Tg et T` permettent d’obtenir respecti-
vement le plus grand et plus petit développement en base β de tout réel de
l’intervalle Iβ . On peut aussi obtenir les autres développements en « mélan-
geant » ces deux transformations à l’aide d’un système dynamique aléatoire.
En effet, les transformations Tg et T` ne diffèrent que sur l’intervalle cen-
tral S : les réels de cet intervalle ont une écriture greedy commençant par
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un 1, tandis que leur écriture lazy commence par un 0. Ainsi, plutôt qu’ité-
rer seulement une des deux transformations, on peut choisir au hasard la
transformation à appliquer à chaque itération : si on fixe p ∈]0, 1[, on décide
d’appliquer Tg avec probabilité p et T` avec probabilité 1 − p. Les dévelop-
pements en base β aléatoires ont été introduits et étudiés Par Dajani et
Kraaikamp à partir de 2003 [8, 4, 5]. Nous rappelons ici quelques résultats
de ces articles.

Soit Ω := {g, `}N l’ensemble des suites d’indices « g » et « ` », et σ le déca-
lage vers la gauche (appelé aussi shift) sur Ω. On définit la β-transformation
aléatoire par :

Kβ :
Ω× Iβ → Ω× Iβ
(ω, x) 7→ (σ(ω), Tω0(x))

.

On notera par ailleurs Tω0,...,ωn := Tωn ◦ · · · ◦ Tω0 .
Soit x un réel dont on souhaite déterminer un développement en base β.

Fixer ω ∈ Ω revient à choisir l’ordre dans lequel on applique les transforma-
tions greedy et lazy à partir du réel x. À chaque itération de Kβ , on obtient
une nouvelle « décimale » de x en base β. Plus précisément, pour toute suite
ω ∈ Ω, et tout x ∈ Iβ , on note π(ω, x) := x la projection sur Iβ . À ω fixé,
pour n ∈ N∗, on pose :

xωn :=

{
1{π(Kn−1

β (ω,x))> 1
β
} si ωn−1 = g

1{π(Kn−1
β (ω,x))> 1

β(β−1)
} si ωn−1 = `

.

La suite (xωn)n∈N∗ est le développement en base β de x « le long de la
suite ω », et on a

x =

+∞∑
n=1

xωn
βn
.

De plus, étant donné un développement (dn) de x en base β, alors il
existe une suite ω ∈ Ω telle que (dn) = (xωn) [4].

Enfin, comme dit précédemment, les transformations Tg et T` ne diffèrent
que sur l’intervalle S. On pourrait donc construire la dynamique aléatoire
légèrement différemment, en ne décalant la suite ω que lorsque x ∈ S, ce
qui est la dynamique initialement construite par Dajani et Kraaikamp. Les
propriétés ergodiques de ces deux dynamiques étant les mêmes, on étudiera
plutôt Kβ par soucis de simplification.

On fixe un réel p ∈]0, 1[, et on munit l’ensemble Ω de la mesure de
Bernoullimp de paramètre p : on tire g avec probabilité p et ` avec probabilité
1− p, les tirages étant tous indépendants. On s’intéresse alors aux questions
suivantes : existe-t-il une mesure µp sur Iβ , absolument continue par rapport
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à la mesure de Lebesgue, telle que la mesure produit mp ⊗ µp soit préservée
par Kβ ? Si oui, est-elle unique ? Peut-on expliciter sa densité ? Et quelles
sont ses propriétés ergodiques ? On peut aborder ces questions d’au moins
deux points vues :

— le point de vue classique avec les opérateurs de Perron-Frobenius [20,
2, 5, 14, 1, 25] dont nous rappelons les principaux points en annexe C,

— la construction d’extensions « géométrico-symboliques » comme dans
le chapitre 1 (voir par exemple [9, 18]), qui sera notre point de vue
dans cette thèse.

2.2 Extension de la dynamique

Afin de construire une telle mesure µp, on passe par la construction d’une
extension de Kβ . Une forme explicite de cette mesure a été donnée dans le
cas p = 1

2 par Kempton en 2014 [18] par la construction d’une extension
puis dans le cas général par Suzuki en 2019 [25] à l’aide des opérateurs de
Perron-Frobenius. Bruin et Kalle [3] proposent aussi une version de cette
extension par une tour de Hofbauer dans le cas où p = 1

2 , explicitée pour β
égal au nombre d’or.

Pour la suite, on pourra se référer au schéma en annexe E, qui récapitule
les divers facteurs et extensions en jeu.

2.2.1 Première présentation des deux tours

On poursuit l’idée exposée dans le premier chapitre en étendant la dyna-
mique Kβ sur deux tours, une tour dite « greedy » et l’autre tour « lazy ».
Cette idée a été mise en œuvre dans [18] par Kempton pour p = 1

2 , mais
la méthode proposée ne semble pas s’adapter aux autres valeurs de p. On
montre ici une construction différente, valable pour tout réel 0 < p < 1.

Comme précédemment, les tours sont composées d’étages. Chaque étage
est le produit de l’ensemble Ω et d’un sous-intervalle de Iβ , muni en plus
d’une « étiquette », qui est l’analogue du numéro des étages dans la construc-
tion du premier chapitre. On définit dans un premier temps la base de chaque
tour. On note Eg la base de la tour greedy G, définie par :

Eg := Ω× {g} × [0, 1].

L’étiquette de la base greedy est donc (g), signifiant qu’il s’agit du premier
étage de la tour greedy. On note de même E` la base de la tour lazy L, définie
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par :

E` := Ω× {`} ×
[
s(1),

1

β − 1

]
.

Un étage d’une des deux tours est noté Ee, où e est l’étiquette de l’étage.
Cet étage est de la forme :

Ee := Ω× {e} × Ie,

où Ie est un sous-intervalle de Iβ que l’on précisera dans la suite. Un point
dans un étage d’une des deux tours est donc de la forme c = (ω, e, x) où :

— ω est une suite indexée par N d’éléments dans {g, `}. La suite ω déter-
mine la suite des transformations Tg et T` à appliquer.

— Toute étiquette e est de la forme

e = (h, ω−n, ω−n+1, . . . , ω−1)

et détermine de manière unique l’étage où se situe le point c. L’entier
n est le niveau de l’étage Ee, il y a donc 2n étages de niveau n dans
chaque tour, les bases étant au niveau 0. La lettre h indique la tour
dans laquelle se situe l’étage : si h = g, il s’agit d’un étage de la tour
greedy, si h = `, de la tour lazy. Enfin, la composante réelle d’un point
de Ee a subi les transformations Tω−n jusqu’à Tω−1 depuis la base Eh :
les symboles ω−n, . . . , ω−1 indique donc la suite des transformations
effectuées depuis le dernier passage dans une des deux bases.

— x représente la composante réelle du point c, qui subit la dynamique
Tω0 .

On définit alors la tour greedy comme réunion disjointe de tous les étages
dont l’étiquette commence par g, et la tour lazy comme réunion disjointe de
tous les étages dont l’étiquette commence par ` :

G :=
⊔

e′∈{g,`}∗
Eg·e′ ,

L :=
⊔

e′∈{g,`}∗
E`·e′ ,

où le point médian · indique la concaténation, et l’ensemble {g, `}∗ est l’en-
semble des suites finies, dont la suite vide, de g et de `. On note alors
X := G t L la réunion disjointe des deux tours, sur laquelle sera définie
K. Enfin, étant donné un étage de X, on appelle longueur de cet étage la
mesure de Lebesgue de l’intervalle associé.
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Appliquer la dynamique K à un point d’une des deux tours consiste soit
à monter d’un niveau dans cette tour, soit à retourner à la base de cette
tour, soit à aller dans la base de l’autre tour, selon certaines conditions qui
seront explicitées par la suite. Il reste donc à définir de manière précise les
intervalles Ie ainsi que la dynamique sur les deux tours. On va définir ces
intervalles en même temps que la dynamique K, par induction.

On représente dans la figure 2.1 les deux tours l’une au dessus de l’autre
pour plus de clarté, la tour lazy étant renversée. De même que dans le cha-
pitre précédent, on choisit de représenter la composante symbolique par la
composante verticale. Dans cette représentation, deux points sur une même
droite verticale ont la même composante réelle x.
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Figure 2.1 – Tours greedy et lazy
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2.2.2 Dynamique sur les deux tours

Comme l’illustre la figure 2.1, les intervalles Ig,ω−n,...,ω−1 ont pour borne
inférieure 0 et les intervalles I`,ω−n,...,ω−1 ont pour borne supérieure 1

β−1 .
On considère un étage de la tour G dont on note e := (g, ω−n, . . . , ω−1),

l’étiquette. L’étage Ee est coupé en deux selon la valeur de ω0 :

Ee = (Ee ∩ {(ω, e, x), ω0 = g}) t (Ee ∩ {(ω, e, x), ω0 = `}).

Par souci de simplification, on notera Ee ∩ [g]0 pour désigner l’ensemble des
points (ω, e, x) de Ee tels que ω0 = g, et de même pour `. La dynamique
K est différente sur chacune de ces parties. De plus, elle dépend de la lon-
gueur de l’intervalle Ie : si l’intervalle contient le point de discontinuité de
la transformation Tω0 , alors une partie de l’étage sera envoyée dans la base
Eω0 et le reste sera envoyé dans un étage du niveau suivant. Si Ie ne contient
pas le point de discontinuité de la transformation Tω0 , alors toute la partie
Ee ∩ [ω0]0 est envoyée au niveau suivant. Pour simplifier les notations, on
note Ie = [0, t].

1. Si ω0 = g et si t < 1
β :

K :
Ee ∩ [g]0 → Ee·g
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · g, βx)

.

On pose

Ie·g := [0, Tg(t
+)]

de telle sorte que K envoie Ee ∩ [g]0 sur Ee·g.
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Figure 2.2 – ω0 = g et t < 1
β

2. si ω0 = g et si t > 1
β , la partie gauche de l’étage est renvoyée dans la

base Eg :

K :
Ee ∩ {ω0 = g, x < 1

β} → Eg
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), g, βx)

;

et la partie droite monte d’un étage :

K :
Ee ∩ {ω0 = g, x > 1

β} → Ee·g
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · g, βx− 1)

.

On constate que si t = 1
β , la partie Ee ∩ [g]0 est envoyée dans la base à

un point près. Dans ce cas l’étage suivant Ee·g a une composante réelle
réduite au singleton {0}.
Comme précédemment, on pose

Ie·g := [0, Tg(t
+)].
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Figure 2.3 – ω0 = g et t > 1
β

3. si ω0 = ` et si t < 1
β(β−1) :

K :
Ee ∩ [`]0 → Ee·`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · `, βx)

.

Toute la partie Ee ∩ [`]0 est envoyée dans l’étage Ee·`. Comme précé-
demment, on pose

Ie·` := [0, T`(t
+)].
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Figure 2.4 – ω0 = ` et t < 1
β(β−1)

4. si ω0 = ` et si t > 1
β(β−1) , la partie centrale de l’étage est envoyée dans

la base E` :

K :
Ee ∩ {ω0 = `, s(1)

β < x 6 1
β(β−1)} → E`

(ω, e, x) 7→ (σ(ω), `, βx)
;

et les parties gauche et droite montent d’un étage :

K :
Ee ∩ {ω0 = `, x 6 s(1)

β } → Ee·`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · `, βx)

;

K :
Ee ∩ {ω0 = `, x > 1

β(β−1)} → Ee·`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · ω0, βx− 1)

.
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Figure 2.5 – ω0 = ` et t > 1
β(β−1)

De même ici, on constate que si t = 1
β(β−1) , seule la partie gauche de

l’étage est envoyé dans l’étage suivant Ee·`.
Dans tous les cas, on pose

Ie·` := [0, T`(t
+)].

On peut remarquer que si t = 1
β(β−1) , on a bien T`(t+) = s(1).
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Figure 2.6 – Récapitulatif de la dynamique sur un étage Ee de la tour
greedy, en fonction de la longueur de l’étage

Notons te la borne droite de l’intervalle Ie. On a, pour ω0 ∈ {g, `} :

Tω0((te)
+) = te·ω0 .

Par ailleurs, la composante réelle de la base Eg est l’intervalle [0, 1], et
Tg et T` sont strictement croissantes par morceaux. Ainsi, si on note e =
(g, ω−n, ..., ω−1), en composant les limites à droites, on peut donc définir les
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étages Ee de la tour greedy par :

Ee := Ω× {e} × [0, Tω−n,...,ω−1(1+)].

On définit les étages de la tour L par symétrie, c’est à dire que pour toute
étiquette e de la forme e = (`, ω−n, ..., ω−1), on pose

Ee := Ω× {e} × [Tω−n,...,ω−1(s(1)−),
1

β − 1
].

Sur la tour lazy, la dynamique K est elle aussi definie de manière symé-
trique. Pour simplifier les notations, on notera encore Ie = [t, 1

β−1 ]. On consi-
dère cette fois un étage Ee de la tour lazy, d’étiquette e := (`, ω−n, ..., ω−1).

1. Si ω0 = ` et si t > 1
β(β−1) :

K :
Ee ∩ [`]0 → Ee·`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · `, βx− 1)

.

Toute la partie Ee ∩ [`]0 est envoyée dans l’étage Ee·`.

Figure 2.7 – ω0 = ` et t > 1
β(β−1)
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2. si ω0 = ` et si t 6 1
β(β−1) : la partie droite de l’étage est envoyée dans

la base E` :

K :
Ee ∩ {ω0 = `, x > 1

β(β−1)} → E`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), `, βx− 1)

;

et la partie gauche monte d’un étage :

K :
Ee ∩ {ω0 = `, x 6 1

β(β−1} → Ee·`
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · `, βx)

.

Figure 2.8 – ω0 = ` et t 6 1
β(β−1)

3. si ω0 = g et si t > 1
β :

K :
Ee ∩ [g]0 → Ee·g
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · g, βx− 1)

.

Toute la partie Ee ∩ [g]0 est envoyée dans l’étage Ee·g.
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Figure 2.9 – ω0 = g et t > 1
β

4. si ω0 = g et si t 6 1
β : la partie centrale de l’étage est envoyée dans la

base Eg :

K :
Ee ∩ {ω0 = g, 1

β 6 x < 2
β} → Eg

(ω, e, x) 7→ (σ(ω), g, βx− 1)
;

et les parties gauche et droite montent d’un étage :

K :
Ee ∩ {ω0 = g, x > 2

β} → Ee·g
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · g, βx− 1)

K :
Ee ∩ {ω0 = g, x < 1

β} → Ee·g
(ω, e, x) 7→ (σ(ω), e · g, βx)

.
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Figure 2.10 – ω0 = g et t 6 1
β

On note π : X → Ω × Iβ la projection des deux tours sur le produit
Ω× Iβ . Alors on a bien

π ◦ K = Kβ ◦ π.
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Figure 2.11 – Récapitulatif de la dynamique sur un étage Ee de la tour lazy
(inversée), en fonction de la longueur de l’étage

2.2.3 Construction d’une mesure invariante

L’objectif de cette partie est de définir une mesure µK invariante par K
sur X, de sorte que la projection sur Iβ de cette mesure soit absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Chaque étage Ee s’identifie
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à un produit cartésien de Ω× Iβ , auquel on ajoute une étiquette e. Dans la
suite, on note λ la mesure de Lebesgue.

On définit les mesures µg et µ` à support dans G et L respectivement de
la manière suivante.

Sur chacune des deux bases :

µg |Eg := mp ⊗ λ[0,1].

µ`|E` := mp ⊗ λ[s(1), 1
β−1

].

Et sur l’étage Eg,ω−n,...,ω−1 , la mesure µg est définie par :

µg |Eg,ω−n,...,ω−1
:=

1

βn
mp([ω−n, . . . , ω−1]n−1

0 )mp ⊗ λ[0,Tω−n,...,ω−1 (1+)],

où [ω−n, . . . , ω−1]n−1
0 est le cylindre de Ω contenant les suites ω dont les n

premiers termes sont (ω−n, . . . , ω−1).
De même sur l’étage E`,ω−n,...,ω−1 , la mesure µ` est définie par :

µ`|E`,ω−n,...,ω−1
:=

1

βn
mp([ω−n, . . . , ω−1]n−1

0 )mp ⊗ λ[Tω−n,...,ω−1 (s(1)−), 1
β−1

].

Dans tous les cas on notera par la suite simplement λ pour la mesure de
Lebesgue.

Le théorème qui suit décrit la situtation dans un cadre plus abstrait, et
conclut à l’existence de la mesure µ souhaitée.

Théorème 2.1. Soit (X,B) un espace de Borel standard, K une transfor-
mation sur X et G et L deux sous-ensembles disjoints de X tels que :

1. X = G t L
2. Il existe deux ensembles Eg ⊂ G et E` ⊂ L tels que

G = K−1(G \ Eg) t (K−1(Eg) ∩ G) t (K−1(E`) ∩ G)

et
L = K−1(L \ E`) t (K−1(E`) ∩ L) t (K−1(Eg) ∩ L).

Autrement dit, sous l’action de K, un élément de G peut soit être envoyé
dans G \Eg, soit être envoyé dans Eg ou E`. De même, un élément de
L peut soit être envoyé dans L \ E`, soit être envoyé dans Eg ou E`.
Pour passer de G à L, on doit nécessairement passer par E`, et pour
passer de L à G, on doit nécessairement passer par Eg.
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3. Il existe deux mesures finies µg et µ` à support dans G et L respective-
ment telles que

µg(Eg) = µ`(E`) = 1

et pour tout borélien A de G \ Eg, on a :

µg(K−1(A)) = µg(A),

et pour tout borélien A de L \ E`, on a :

µ`(K−1(A)) = µ`(A),

4. Il existe des constantes strictement positives g0, `0, g1, `1 telles que pour
tout borélien A de X inclus dans Eg, on a

µg(K−1(A) ∩ G) = g0µg(A)

et
µ`(K−1(A) ∩ L)) = `0µg(A),

et pour tout borélien A de X inclus dans E`, on a :

µg(K−1(A) ∩ G) = g1µ`(A)

et
µ`(K−1(A) ∩ L)) = `1µ`(A).

Alors il existe une unique mesure de probabilité µ sur X, combinaison linéaire
de µg et µ`, telle que K préserve µ.

Démonstration. On cherche une mesure µ de la forme

µ = Cgµg + C`µ`,

avec Cg et C` deux constantes strictement positives. On souhaite déterminer
les valeurs de Cg et C` de sorte que µ soit une mesure de probabilité et que
K préserve µ sur X.

Soit A un borélien de X inclus dans G \ Eg. On a µ(A) = Cgµg(A) et
par hypothèse, K−1(A) ⊂ G. On a :

µ(K−1(A)) = Cgµg(K−1(A)) = Cgµg(A) = µ(A).

De même, on a, pour tout borélien A de X inclus dans L \ E` :

µ(K−1(A)) = C`µ`(K−1(A)) = C`µ`(A) = µ(A).
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Soit A un borélien de X inclus dans Eg. On a :

µ(K−1(A)) = µ(K−1(A) ∩ G) + µ(K−1(A) ∩ L)

= Cgµg(K−1(A) ∩ G) + C`µ`(K−1(A) ∩ L)

= g0Cgµg(A) + `0C`µg(A) = (g0Cg + `0C`)µg(A).

Ainsi µ(K−1(A)) = µ(A) si et seulement si

g0 × Cg + `0 × C` = Cg. (2.1)

De même, pour un borélien A inclus dans E`, µ(K−1(A)) = µ(A) si et
seulement si :

g1 × Cg + `1 × C` = C`. (2.2)

Il faut donc que les deux équations (2.1) et (2.2) soient vraies en même
temps. On peut réécrire le système plus clairement :{

(g0 − 1)Cg + `0C` = 0
g1Cg + (`1 − 1)C` = 0

.

D’après l’hypothèse 2, on a :

µg(G) = µg(K−1(G \ Eg)) + µg(K−1(Eg) ∩ G) + µg(K−1(E`) ∩ G),

Or, µg(K−1(G \ Eg)) = µg(G \ Eg) d’où

µg(Eg) = µg(K−1(Eg) ∩ G) + µg(K−1(E`) ∩ G).

Puisque µg(Eg) = 1, on en déduit l’égalité :

g0 + g1 = 1.

En effectuant le même calcul sur L, on obtient

`0 + `1 = 1.

Ainsi, le système a un déterminant nul, et se réduit à l’équation

Cg =
l0
g1
C`.

Pour que µ soit une mesure de probabilité, on doit aussi avoir :

Cgµg(G) + C`µ`(L) = 1.
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On en déduit les valeurs de Cg et C` (qui sont bien strictement positives) :
Cg =

`0
`0µg(G) + g1µ`(L)

C` =
g1

`0µg(G) + g1µ`(L)

.

Avec ce choix de constantes, la mesure µ est une mesure de probabilité et la
transformation K préserve µ sur X.

Montrons que notre système vérifie toutes les conditions du théorème 2.1.
1. Les tours greedy et lazy sont disjointes.
2. Sous l’action de K, tout élément de G peut soit monter dans la tour G,

soit retourner à la base Eg, soit être envoyé dans la base E` de la tour
lazy. De même, tout élément L peut soit monter dans la tour L, soit
retourner à la base E` soit être envoyé dans la base Eg.

3. Les mesures µg et µ` sont à support dans G et dans L respectivement.
On a bien µg(Eg) = µ`(E`) = 1. Considérons un pavé A dans l’étage
Eg,ω−n,...,ω−1 : A := [u]

|u|−1
0 × {(g, ω−n, . . . , ω−1)} × [a, b], où u est une

séquence finie d’éléments de {g, `}, et |u| dénote la longueur de cette
séquence. Démontrons que A et K−1(A) ont même mesure. Quelles
que soient les valeurs de a et b, la mesure de Lebesgue de la troisième
composante de K−1(A) est égale à 1

β (b− a). On obtient alors :

µg(K−1(A)) =
1

βn−1
×mp([ω−n, . . . , ω−2]n−2

0 )×mp([ω−1·u]
|u|
0 )× 1

β
(b−a)

=
1

βn
×mp([ω−n, . . . , ω−1]n−1

0 )×mp([u]
|u|−1
0 )× (b− a).

On en déduit que pour tout borélien de G \ Eg, on a µg(K−1(A)) =
µg(A). Le même calcul permet d’obtenir que pour tout borélien de
L \ E`, on a µ`(K−1(A)) = µ`(A).

4. On pose :

g0 := µg(K−1(Eg) ∩ G) =
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
v∈{g,`}n
Tv(1+)> 1

β

mp([v · g]n0 ),

`0 := µ`(K−1(Eg) ∩ L) =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

Tw(s(1)−)6 1
β

mp([w · g]n0 ),
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g1 := µg(K−1(E`) ∩ G) =
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
v∈{g,`}n

Tv(1+)> 1
β(β−1)

mp([v · `]n0 )

et

l1 := µ`(K−1(E`) ∩ L) =
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

Tw(s(1)−)6 1
β(β−1)

mp([w · `]n0 ).

Soit A un pavé de la base Eg : A = [u]
|u|−1
0 × {g}×]a; b[, avec 0 6 a 6

b 6 1. Alors on a :

K−1(A) ∩ G =
⊔
n>0

⊔
v∈{g,`}n
Tv(1+)> 1

β

Eg·v ∩
{
x ∈

]
a

β
;
b

β

[
;ω ∈ [g · u]

|u|
0

}

On en déduit que

µg(K−1(A) ∩ G) =∑
n>0

∑
v∈{g,`}n
Tv(1+)> 1

β

1

βn
×mp([v]n−1

0 )×mp([g · u]
|u|
0 )× 1

β
(b− a)

= g0µg(A).

Par un calcul similaire, on obtient les trois autres égalités. C’est le fait
que les transformations Tg et T` soient affines par morceaux qui permet
d’obtenir ces égalités.

Toutes les hypothèses du théorème sont vérifiées. On en déduit qu’avec
le choix de Cg et C` suivant, la mesure µ := Cgµg +C`µ` est une mesure de
probabilité sur X et la transformation K préserve µ :

Cg =
`0

`0µg(G) + g1µ`(L)

C` =
g1

`0µg(G) + g1µ`(L)

.

Sur chaque étage des deux tours, la mesure µ est une mesure produit
dont la marginale en ω est la mesure de Bernoulli mp. Ainsi, par projection
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de la mesure µ sur Ω×Iβ , on obtient la mesure produitmp⊗µp, où la mesure
µp a pour densité de probabilité

ρp(x) :=
+∞∑
n=0

1

βn

Cg ∑
ω1,...,ωn∈{g,`}n

mp([ω1, ..., ωn]n−1
0 )1[0,Tω1,...,ωn (1+)](x)

+C`
∑

ω1,...,ωn∈{g,`}n
mp([ω1, ..., ωn]n−1

0 )1[Tω1,...,ωn (s(1)−); 1
β−1

](x)

 . (2.3)

Proposition 2.2. Soit π : X → Ω × Iβ la projection naturelle. Alors π est
une application facteur entre les systèmes (X,µ,K) et (Ω×Iβ,mp⊗µp,Kβ).

Démonstration. La projection π est mesurable. Sur les composantes en ω et
en x, K se comporte comme Kβ , on a bien π ◦K = Kβ ◦ π. Par construction
de µp, on a bien µ ◦ π−1 = mp ⊗ µp.

2.3 Propriétés de l’extension

Définition 2.3. Soit N ∈ N∗. On définit la classe de fonction FN comme
étant l’ensemble des fonctions f vérifiant, à un ensemble fini de points près :

— Il existe un nombre fini d’intervalles disjoints I1, . . . , Im et un intervalle
J inclus dans Iβ tel que f : I1 t . . . t Im → J .

— la fonction f est croissante sur son ensemble de définition.

— Sur chaque intervalle Ii, f est une fonction affine de pente βN .

— f(
⊔m
i=1 Ii) =

⊔m
i=1 f(Ii) = J .
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Figure 2.12 – Fonction de classe Fn

On remarque en particulier que

λ(I1 t . . . t Im) =
1

βn
λ(J). (2.4)

Lemme 2.4. Soit M,N ∈ N∗ et f ∈ FN , g ∈ FM telles que l’ensemble de
définition Df de f soit inclus dans l’image de g. Alors f ◦g|g−1(Df ) ∈ FN+M .

Démonstration. On note g : I1t . . .t Im → J et f : J1t . . .tJk → L et h =
f ◦g|g−1(Df ). Alors g−1(Df ) est la réunion disjointe des intervalles g−1(Ji)∩Ij
(quand cet ensemble n’est pas vide). On a alors h :

⊔
i,j g

−1(Ji) ∩ Ij → L.
Par composition de fonctions croissantes, h est croissante sur son ensemble
de définition. De plus, sur chaque g−1(Ji) ∩ Ij non vide, h est la composée
d’une fonction affine de pente βN et d’une fonction affine de pente βM : c’est
bien une fonction affine de pente βN+M . Enfin, pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on
a ⊔

j

g(g−1(Ji) ∩ Ij) = Ji

d’où ⊔
i,j

h(g−1(Ji) ∩ Ij) = L.
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On note E := {g, `}∗ \ {∅} l’ensemble des séquences finies non vides de
{g, `}, c’est à dire l’ensemble des étiquettes. Pour e ∈ E , on note e(0) le
premier terme de e et e(−1) son dernier terme.

On définit le graphe orienté G sur E , qui décrit l’ensemble des suites
admissibles d’étiquettes. Une étiquette e ∈ E peut être suivie de l’étiquette
e′ ∈ E (on note e→ e′) si µ̃(K−1(Ee′)∩Ee) > 0. Autrement dit, on a e→ e′ si
la transformation K envoie une partie de mesure non nulle de l’étage Ee dans
l’étage Ee′ . Les étages réduits à un singleton (voir par exemple la figure 2.3)
ne figurent pas dans ce graphe.

Lemme 2.5. Pour tout réel 1 < β < 2, il existe un étage de la tour greedy
de longueur supérieure ou égale à 1

β(β−1) . En particulier, on peut toujours
passer de la tour G à la tour L sous l’action de K.

Démonstration. On pose :

n0 = min{n ∈ N, Tn` (1) >
1

β(β − 1)
.}

Un tel n0 existe pour tout β > 1 : si 1 < 1
β(β−1) , alors T`(1) = β × 1. Tant

que l’image par T` est inférieure à 1
β(β−1) , appliquer T` revient à multiplier

par le réel β. Ainsi, l’étage Eg`n0 a une longueur supérieure à 1
β(β−1) . Alors,

à un ensemble de mesure nulle près, on a :

K(Eg`n0 ∩ {ω0 = `, x ∈]
s(1)

β
,

1

β(β − 1)
]}) = E`.

Proposition 2.6. Le graphe des transitions G sur E est un graphe fortement
connexe.

Démonstration. Soit e, e′ ∈ E . On souhaite démontrer qu’il existe n ∈ N tel
que µ(Ee ∩ K−n(Ee′)) > 0. Autrement dit, on veut démontrer qu’on peut
atteindre l’étage Ee′ à partir de l’étage Ee, pour tout e, e′ ∈ E . Supposons que
e(0) = e′(0) = g (c’est à dire Ee et Ee′ sont des étages de la tour greedy).
Montrons dans un premier temps qu’on peut atteindre la base de la tour
greedy à partir de l’étage Ee. On note De la borne droite de Ee. Si De > 1

β ,
alors K(Ee∩{ω0 = g, x 6 1

β}) = Eg. Sinon, il existe un unique k ∈ N∗ tel que
1

βk+1 6 De 6 1
βk

. On a alors Kk+1(Ee∩{ω0 = . . . = ωk = g, x < 1
βk+1 }) = Eg.
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Figure 2.13 – Illustration du graphe G des transitions possibles d’étiquettes
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De plus, par construction de K, on a :

Ee′ = K|e′|−1(

|e′|−1⋂
k=0

K−k(Ee′(0),...,e′(k))),

avec
⋂|e′|−1
k=0 K

−k(Ee′(0),...,e′(k)) ⊂ Eg : autrement dit, on peut atteindre tout
étage de la tour greedy à partir de sa base, c’est comme cela qu’est construit
la tour G. On peut donc aller de l’étage Ee à l’étage Ee′ en passant par la
base Eg. Plus précisément, pour n = k + |e′|, on a µ(Ee ∩ K−n(Ee′)) > 0.
Par symétrie, on obtient le résultat pour e, e′ ∈ E tels que e(0) = e′(0) = `.

D’après le lemme 2.5, on peut toujours passer de la tour G à la tour L.
Ainsi, pour e, e′ ∈ E tels que e(0) = g et e′(0) = `, on démontre qu’il existe
un entier n ∈ N tel que µ(Ee∩K−n(Ee′)) > 0 : il existe une partie de l’étage
Ee de mesure strictement positive qui sous l’action de K, en passant par la
base Eg, atteint un étage de G de longueur supérieure à 1

β(β−1) , puis une fois
dans la base E`, atteint (et remplit) l’étage Ee′ .

Proposition 2.7. Soit C = (e0 = e, e1, . . . , en = e′) (n > 1) une séquence
finie d’étiquettes de E correspondant à un chemin dans le graphe des transi-
tions d’étiquettes. Alors pour tout chemin C de ce type, on a

EC :=

n⋂
k=0

K−kEk = [e1(−1), . . . , en(−1)]n−1
0 × {e} × JC

avec :

1. JC est une réunion finie d’intervalles disjoints,

2. Te1(−1),...,en(−1)|JC
∈ Fn.

En particulier, λ(JC) = 1
βnλ(Ie′) et la transformation Kn : EC → Ee′ est

une bijection.

Démonstration. On démontre chaque point par récurrence sur la longueur
du chemin C. Supposons que C = (e, e′) est une arête dans le graphe des
transitions de E . Notons ω0 = e′(−1). Sans perte de généralité, on peut
supposer que e(0) = g. Notons enfin Ie = [0, t], t ∈ [0, 1

β−1 [.

— Si ω0 = g, alors EC = [g]0 × {e} × JC avec

— si t < 1
β , alors JC = Ie,

— si t > 1
β , ou bien e′ = (g) et alors JC = [0, 1

β [, ou bien e′ = e · g et
alors JC = [ 1

β , t].
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— Si ω0 = `, alors EC = [`]0 × {e} × JC avec
— si t < 1

β(β−1) , alors JC = Ie,

— si t > 1
β(β−1) , ou bien e′ = (`) et alors JC =] s(1)

β ; 1
β(β−1) ], ou bien

e′ = e · ` et alors JC = [0, s(1)
β ]t] 1

β(β−1) , t].
Dans tous les cas, JC est bien une réunion finie d’intervalles disjoints. De
plus, Tω0 : JC → Ie′ appartient à la classe de fonction F1.

Supposons maintenant que C = (e = e0, e1, . . . , en+1 = e′). On pose
C ′ = (e1, . . . , en+1). Le chemin C ′ est un chemin de longueur n dans le graphe
des transitions de E tel que EC′ vérifie les conclusions de la proposition, c’est
à dire :

— EC′ = [e2(−1), . . . , en+1(−1)]n−1
0 × {e1} × JC′ où JC′ est une réunion

finie d’intervalles disjoints.
— Te2(−1),...,en+1(−1)|JC′

∈ Fn.

On a alors EC = Ee ∩ K−1(EC′).
La composante dans Ω est bien [e1(−1), e2(−1), . . . , en+1(−1)]n0 .
Posons g = Te1(−1)|Je0,e1

et f = Te2(−1),...,en+1(−1)|JC′
. On a g ∈ F1 et

f ∈ Fn. Si on pose JC := g−1(JC′), on a bien que JC est une réunion finie
d’intervalles disjoints et

EC = [e1(−1), e2(−1), . . . , en+1(−1)]n0 × {e} × JC .

De plus, Te1(−1),e2(−1),...,en+1(−1)|JC
= f ◦ g|JC . D’après le lemme 2.4, la

fonction Te1(−1),e2(−1),...,en+1(−1)|JC
est de classe Fn+1.

Dans la suite, on souhaite démontrer que le système (X,µ,K) est ergo-
dique. Pour ce faire, on étudie la transformation induite de K sur la base
Eg (voir la définition en annexe B). On note Kg cette transformation in-
duite. La mesure µ(.|Eg) est égale à la mesure µg, et est préservée par la
transformation induite Kg. Dans la suite, on identifie la base Eg à Ω× [0, 1].

On considère l’ensemble C des chemins possibles pour un premier retour
à la base Eg. C’est à dire l’ensemble des chemins de la forme C = (e0 =
(g), e1, . . . , en = (g)) (où |C| := n est la longueur du chemin C), avec ek 6= (g)
pour 1 6 k 6 n− 1 tels que

µK

(
n⋂
k=0

K−k(Eek)

)
> 0.

On définit alors la partition P de Eg par

P := {EC , C ∈ C }.
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Lemme 2.8. La collection P est une partition dénombrable de Eg, à un
ensemble de mesure nulle près.

Démonstration. Si on considère C,C ′ ∈ C deux chemins distincts, alors il
est clair par la définition que EC et EC′ sont disjoints. Et puisque µg-presque
tout a de Eg a un temps de retour fini, il existe C ∈ C de longueur r(a) tel
que a ∈ EC .

Proposition 2.9. La suite de partitions (K−ng (P))n∈N est indépendante pour
la mesure µg, c’est à dire que pour tout entier n ∈ N, les partitions K−ng P
et
∨

06k6n−1K−kg P sont indépendantes.

Démonstration. Considérons un chemin

C = (e0 = (g), e1, . . . , eN = (g))

commençant et finissant par l’étiquette de la base greedy. Alors ce chemin
s’écrit de manière unique comme concaténation de chemins C0, . . . , Ck ∈ C ,
et

EC =

k⋂
i=0

K−ig ECi =

N⋂
i=0

K−i(Eei) = [e1(−1), . . . , eN (−1)]N−1
0 × JC

avec λ(JC) = 1
βN
λ(I(g)) = 1

βN
d’après la proposition 2.7. Ainsi, on a

µg(EC) = mp([e1(−1), . . . , eN (−1)]N−1
0 )× 1

βN
,

et on a une égalité similaire pour tout Cj , 0 6 j 6 k. Il est donc clair que

µg(EC) =

k∏
j=0

µg(ECj ).

D’après la proposition 2.7, chaque atome de P est de la forme [ω0, . . . , ωr−1]×
JC . De même, pour chaque N > 0, chaque atome de

∨N
j=0K

−j
g P est encore

de cette forme.

Définition 2.10. Soit N ∈ N et (ω, x) ∈ Eg tel qu’il existe un atome de∨N
j=0K

−j
g P contenant (ω, x). Notons C le chemin associé à cet atome. Alors

on définit l’ensemble AN (ω, x) inclus dans l’intervalle [0, 1], par

AN (ω, x) := JC .
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Lemme 2.11. Pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, pour tout n ∈ N, pour tout
entier m > 1, il existe N > n et t ∈ [0, 1] tels que

AN+m(ω, x) = AN (ω, x) ∩ [0, t].

Démonstration. Soit P0 = [g]0 × [0, 1
β [. L’ensemble P0 est un atome de la

partition P, de mesure strictement positive, correspondant à l’ensemble des
points retournant à la base Eg en une étape. Le processus qui à un point de
Eg associe son P-nom (défini pour presque tout (ω, x) ∈ Eg) est un processus
de Bernoulli. Ainsi, pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, l’orbite de (ω, x) sous Kg
rencontre infiniment souvent l’atome P0. Même mieux : pour tout entier
m > 1, l’orbite de (ω, x) rencontre m fois de suite l’atome P0, infiniment
souvent.

Soit n ∈ N. Pour un tel point (ω, x), soit un entier N > n tel que

KNg (ω, x), . . . ,KN+m−1
g (ω, x) ∈ P0.

Notons PN l’atome de
∨N
j=0K

−j
g P contenant (ω, x). Alors PN est de la

forme
[ω0, . . . , ωr−1]r−1

0 ×AN (ω, x).

Si on note AN (ω, x) = I1 t . . . t Im, on a, d’après la proposition 2.7,

[0, 1] = Tω0,...,ωr−1I1 t . . . t Tω0,...,ωr−1Im,

où Tω0,...,ωr−1Ii est un intervalle pour tout 1 6 i 6 m, et l’ordre des intervalles
(Tω0,...,ωr−1Ii) est le même que celui des (Ii).

Or, puisque KNg (ω, x) ∈ P0, on a

AN+1(ω, x) = {y ∈ AN (ω, x), Tω0,...,ωr−1(y) ∈ [0,
1

β
[}.

Ainsi, il existe un réel t1 ∈ [0, 1] tel que Tω0,...,ωr−1(AN (ω, x)∩[0, t1]) = [0, 1
β [.

Ce qui implique que

AN+1(ω, x) = AN (ω, x) ∩ [0, t1].

Enfin, puisque KNg (ω, x), . . . ,KN+m−1
g (ω, x) ∈ P0, on peut appliquer le

même raisonnement m fois, ce qui implique l’existence d’un réel t ∈ [0, 1] tel
que

AN+m(ω, x) = AN (ω, x) ∩ [0, t].
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Ce réel t est tel que λ(AN (ω, x) ∩ [0, t]) = 1
βmλ(AN (ω, x)).

Figure 2.14 – Passage de AN (ω, x) à AN+1(ω, x)

Soit la tribu facteur F :=
∨+∞
j=0 K

−j
g P. La partition P fournit un pro-

cessus de Bernoulli, on veut montrer que ce processus est générateur en
démontrant la proposition suivante :

Proposition 2.12. La tribu F est (modulo les négligeables) la tribu boré-
lienne sur Eg.

Lemme 2.13. La tribu F contient la tribu engendrée par la composante ω.

Démonstration. Soit N ∈ N∗. Comme dit précédemment, tout atome de∨N
j=0K

−j
g P est de la forme [ω0, . . . , ωr−1]r−1

0 × JC , avec de plus r > N . On
en déduit que, quel que soit N ∈ N∗, (ω0, . . . , ωN−1) est F-mesurable, ce qui
donne le résultat annoncé.

Pour démontrer la proposition 2.12, il suffit de montrer que quelle que
soit la fonction continue ϕ : Eg → R+, l’espérance conditionnelle E[ϕ|F ]
vérifie, µg presque sûrement,

E[ϕ|F ] = ϕ.
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L’existence d’une version régulière de la probabilité conditionnelle assure
que pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, il existe une mesure µ(ω,x) sur Eg telle
que pour toute fonction continue positive ϕ : Eg → R+,

E[ϕ|F ](ω, x) =

∫
ϕdµ(ω,x).

On souhaite démontrer que pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, la mesure µ(ω,x)

est égale à la mesure de Dirac en (ω, x), ce qui donnera le résultat annoncé.
Le lemme 2.13 assure ainsi que, pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, la mesure
µ(ω,x) est de la forme δω ⊗ µ̃(ω,x), où µ̃(ω,x) est une mesure sur [0, 1]. Dans la
suite, on identifie les mesures µ(ω,x) et µ̃(ω,x). Il reste donc à démontrer que
µ(ω,x) est égale à la mesure de Dirac en x.

Soit ϕ : Eg → R+ une fonction continue ne dépendant que de la variable
réelle x, c’est à dire ϕ(ω, x) = f(x), où f est une fonction continue de [0, 1]
dans R+.

Par le théorème de convergence des martingales, on a la convergence
presque sûre :

E[ϕ|
N∨
j=0

K−jg P]→ E[ϕ|F ].

Ainsi, pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, on a la convergence

E[ϕ|
N∨
j=0

K−jg P](ω, x)→
∫
f(y)dµ(ω,x)(y).

À N fixé, et pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, on a :

E[ϕ|
N∨
j=0

K−jg P](ω, x) =
1

λ(AN (ω, x))

∫
AN (ω,x)

f(y)dy.

On pose µAN (ω,x) := 1
λ(AN (ω,x))λ|AN (ω,x) la mesure de Lebesgue renormalisée

sur AN (ω, x).
Ainsi, pour presque tout (ω, x) ∈ Eg, la suite de mesures (µAN (ω,x))N

converge étroitement vers la mesure µω,x.
On définit l’ensemble de mesure 1 Ēg comme étant l’ensemble des points

(ω, x) ∈ Eg vérifiant :
— Il existe une mesure de probabilité µ(ω,x) sur Eg telle que pour toute

fonction continue ϕ : Eg → R+, on a :

E[ϕ|F ](ω, x) =

∫
ϕdµ(ω,x).
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— Pour toute fonction continue ϕ : Eg → R+ on a la convergence de
E[ϕ|

∨n
j=0K

−j
g P](ω, x) vers E[ϕ|F ](ω, x).

— Pour tout entier N , le point (ω, x) est dans un atome de la partition∨N
j=0K

−j
g P et vérifie le lemme 2.11.

— Pour tout entier N et pour toute fonction continue ϕ : Eg → R+ ne
dépendant que de la variable réelle, on a :

E[ϕ|
N∨
j=0

K−jg P](ω, x) =

∫
f(y)dµAN (ω,x)(y).

Lemme 2.14. Soit (ω, x) ∈ Ēg. Soit [a, b] ⊂ [0, 1] tel que µ(ω,x)[a, b] = 1.
Alors l’une des deux propositions suivantes est vraie :

i) µ(ω,x)[a,
a+b

2 ] = 1,

ii) µ(ω,x)]
a+b

2 , b] = 1.

Démonstration. Supposons que ii) n’est pas vérifié. On pose alors η :=
µ(ω,x)[a,

a+b
2 ] > 0. Soit un entier m assez grand pour que 1

βm < η
2 . Soit

ε > 0. Soit fε la fonction continue définie sur [0, 1] par fε = 0 sur [a, a+b
2 ],

fε = 1 sur [a+b
2 + ε, b] et fε est affine sur [a+b

2 , a+b
2 + ε].

Figure 2.15 – Graphe de la fonction fε
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Alors ∫
fεdµ(ω,x) 6 1− η.

Ainsi, puisque la suite (µAn(ω,x))n converge etroitement vers µ(ω,x), il existe
N0 ∈ N, tel que pour tout n > N0,∫

fεdµAn(ω,x) 6 1− η

2
.

On a donc, pour tout n > N0,

µAn(ω,x)

(
[
a+ b

2
+ ε, b]

)
6 1− η

2
6 1− 1

βm
.

On en déduit que

µAn(ω,x)

(
[a,

a+ b

2
+ ε[

)
>

1

βm
.

Soit n > N0 tel que Kn
g (ω, x), . . . ,Kn+m−1

g (ω, x) ∈ P0. Alors d’après le
lemme 2.11, il existe un réel t ∈ [0, 1] tel que An+m(ω, x) = An(ω, x)∩ [0, t].
De plus, λ(An+m(ω, x)) = 1

βmλ(An(ω, x)). On en déduit que An+m(ω, x) ⊂
[a, a+b

2 + ε[, d’où, pour tout n′ > n+m,

µAn′ (ω,x)

(
[
a+ b

2
+ ε, b]

)
= 0.

Or, on a ∫
f2εdµAn(ω,x) →

∫
f2εdµ(ω,x).

Ainsi, on obtient que pour tout ε > 0, µ(ω,x)([
a+b

2 + 2ε, b]) = 0, d’où
µ(ω,x)(]

a+b
2 , b]) = 0.

Par un argument classique de dichotomie, on en déduit que pour presque
tout (ω, x) ∈ Eg, la mesure µ(ω,x) est la mesure de Dirac en x, ce qui dé-
montre la proposition 2.12. En particulier, la transformation induite Kg est
isomorphe à un schéma de Bernoulli.

Théorème 2.15. Le système (X,µ,K) est ergodique.
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Démonstration. La transformation induite de K sur Eg est Bernoulli, donc en
particulier ergodique. D’après la proposition B.1, il suffit donc de démontrer
que, à un ensemble de mesure nulle près,⋃

n>1

K−n(Eg) = X.

Autrement dit, on souhaite démontrer que presque tout point de X atteint
la base Eg en un nombre fini d’itérations de K.

Montrons d’abord que presque tout point de X peut-être atteint à partir
de Eg. Par construction de K, tous les étages de la tour greedy sont l’image
d’une partie de Eg par une itérée de K. Plus précisément, pour tout e ∈ E
tel que e(0) = g, on a :

Ee = K|e|−1

|e|−1⋂
k=0

K−k(Ee(0),...,e(k))

 .

De même, tous les étages de la tour lazy sont l’image par une itérée de K
d’une partie de la base E`. Enfin, d’après le lemme 2.5, on peut passer de la
tour greedy à la base de la tour lazy.

Par ailleurs, presque tout point de la base Eg retourne dans Eg en un
nombre fini d’itérations de K (c’est une application du théorème de récur-
rence de Poincaré). Notons Ng l’ensemble des points de Eg qui ne retournent
pas dans Eg. Alors Ng est de mesure nulle. Ainsi, l’ensemble

⋃
n∈NKn(Ng)

est mesurable, et de mesure nulle. En effet, soit n ∈ N. Alors

Kn(Ng) =
⋃
|C|=n

Kn(Ng ∩ EC).

Pour tout chemin C de longueur n, la transformation Kn est inversible
sur Ng ∩ EC d’après la proposition 2.7. Ainsi, µ(Kn(Ng ∩ EC)) = 0 et
µ(Kn(Ng)) = 0.

Soit a ∈ X \
⋃
n∈NKn(Ng). Le point a est atteint à partir de la base

greedy, c’est à dire qu’il existe a0 ∈ Eg et n ∈ N tels que Kn(a0) = a (voir
la démonstration de la proposition 2.6). De plus a0 /∈

⋃
n∈NKn(Ng) donc il

existe un chemin Ca0 ∈ C tel que a0 ∈ PCa0 . Ainsi, a retournera dans la base
Eg en un nombre fini d’itérations de K (en suivant le chemin Ca0 ).
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Chapitre 3

Extension naturelle

Dans la première section (3.1), on construit l’extension naturelle de K, en
définissant de nouvelles tours (3.1.1) et une nouvelle dynamique K̃ (3.1.2).
Dans la deuxième section (3.2), on démontre que cette extension est aussi
l’extension naturelle du système aléatoire de départ. Pour ce faire, on dé-
montre qu’elle est isomorphe à son extension naturelle « canonique » (Théo-
rèmes 3.3 et 3.5), en utilisant notamment la notion de couplages de systèmes
dynamiques. On retrouve en particulier l’unicité de la mesure µp (corollaire
3.12). Dans la dernière partie (3.3), on démontre que l’extension naturelle
de Kβ est isomorphe à un schéma de Bernoulli, à l’aide de la partition P de
la base Eg construite dans le chapitre précédent.

3.1 Construction de la nouvelle extension

3.1.1 Définition des nouvelles tours

Tout élément de X qui n’est pas dans une base admet un unique anté-
cédent par K. En revanche, un élément d’une des deux bases peut poten-
tiellement provenir de plusieurs étages, car lorsque l’application K envoie un
élément dans une base, on « oublie » l’étage d’où provient cet élément. C’est
ce manque d’information qui empêche l’extension K d’être inversible.

On souhaite construire une extension naturelle de K, que l’on notera K̃.
Dans un certain sens, c’est la plus petite extension de K qui soit inversible.
Ainsi, pour construire K̃, il faut étendre l’ensemble X de sorte que l’in-
formation des étages traversés dans le passé soit disponible, assurant ainsi
l’inversibilité de K̃.

On redonne la définition de ce qu’est une extension naturelle d’un système
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(voir par exemple [3]).

Définition 3.1. Le système (Y, C, ν, F ) est une extension naturelle du sys-
tème (X,B, µ, T ) s’il existe des ensembles X∗ ∈ B et Y ∗ ∈ C tels que
µ(X∗) = ν(Y ∗) = 1 et une application π : Y ∗ → X∗ telle que :

1. F est inversible ν presque partout,
2. π est bimesurable et surjective,
3. µ = ν ◦ π−1,
4. π ◦ F = T ◦ π et

5. C =
∨
n>0

Fn(π−1(B)).

Toutes les extensions naturelles d’un même système sont isomorphes [21].
On construit maintenant l’extension K̃ de K, puis on montre que c’est

une de ses extensions naturelles. Dans la définition initiale des tours G et L,
chaque étage est muni d’une étiquette e. Plus précisément, une étiquette e
est une séquence finie de g et de `, où le premier terme de e détermine la
tour dans laquelle on est et les termes suivants de e (s’il y en a) décrivent
quelles transformations ont été appliquées depuis la base. L’étiquette décrit
donc le passé proche d’un point. Ainsi, plutôt que « d’effacer » l’étiquette
à chaque retour à une base, on va conserver toutes les étiquettes de sorte
que l’on puisse déterminer de manière unique l’orbite passée de presque tout
point d’une des deux tours.

On note Ỹ l’ensemble des suites bi-infinis générées par le grapheG (p. 51),
c’est à dire

Ỹ := {(ej)j∈Z ∈ EZ : ∀j ∈ Z, ej → ej+1}.

Une suite d’étiquettes dans Ỹ contient l’information de la suite des trans-
formations effectuées dans le passé ainsi que celles à effectuer dans le futur.
Ainsi, à une suite e = (ej)j∈Z de Ỹ , on associe l’unique suite ω(e) = (ωj)j∈Z
définie par ωj = ej+1(−1) pour tout j ∈ Z.

Pour e ∈ E , on pose

Ỹe := {(ej)j∈Z ∈ Ỹ : e0 = e}.

On définit donc les bases des deux tours par

Ẽg := Ỹ(g) × [0, 1]

et
Ẽ` := Ỹ(`) ×

[
s(1),

1

β − 1

]
.

63



Si e = (g, ω−n, ..., ω−1), n ∈ N∗, on pose

Ẽe := Ỹe × [0, Tω−n,...,ω−1(1+)].

Si e = (`, ω−n, ..., ω−1), n ∈ N∗, on pose

Ẽe := Ỹe ×
[
Tω−n,...,ω−1(s(1)−),

1

β − 1

]
.

On notera
G̃ :=

⊔
e∈E,e(0)=g

Ẽe

et
L̃ :=

⊔
e∈E,e(0)=`

Ẽe.

On note X̃ := G̃ t L̃. Soit ξ = (e, x) ∈ X̃. Alors e0 décrit l’étage actuel du
point ξ, et ω(e)0 = e1(−1) donne la prochaine transformation à appliquer à
x.

3.1.2 La dynamique

Sur Ỹ , on utilise la même notation σ pour le shift vers la gauche. Ainsi,
on définit la dynamique K̃ sur X̃ par :

K̃ :
X̃ → X̃

(e, x) 7→ (σ(e), Tω(e)0(x))

On pose :

π(X̃,X) :
X̃ → X

(e, x) 7→ ((ω(e)j)j∈N, e0, x)

la projection de X̃ sur X. En effet, à partir de la suite e, on peut « récu-
pérer » la suite des transformations passées et futures ω(e). Les transforma-
tions passées ne figurent pas dans l’espace X, c’est pourquoi la projection ne
conserve que les indices positifs. La projection π(X̃,X) est bimesurable et on
a par construction

K ◦ π(X̃,X) = π(X̃,X) ◦ K̃.

On note B la tribu des boréliens sur X et B̃ la tribu des boréliens sur X̃.
Montrons que

B̃ =
∨
n>0

K̃n(π−1
(X̃,X)

(B)).
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L’inclusion
∨
n>0 K̃n(π−1

(X̃,X)
(B)) ⊂ B̃ est claire, démontrons l’inclusion in-

verse.
Soit k et n deux entiers positifs. On considère un pavé dans B̃ de la forme

A = [e−k, . . . , en]n−k × [a, b]. Alors on a :

A = ([e−k, . . . , e−1]−1
−k × [a, b]) ∩ ([e0, . . . , en]n0 × [a, b]).

On pose A− = [e−k, . . . , e−1]−1
−k × [a, b] et A+ = [e0, . . . , en]n0 × [a, b].

Alors A− ∈ K̃k(π−1
(X̃,X)

(B)) et A+ ∈ π−1
(X̃,X)

(B) et on en déduit que A ∈∨
n>0 K̃n(π−1

(X̃,X)
(B)).

On en déduit l’égalité

B̃ =
∨
n>0

K̃n(π−1
(X̃,X)

(B)).

On peut alors définir la mesure µ̃ sur X̃ ainsi : SoitA ∈
N∨
n=0

K̃n(π−1
(X̃,X)

(B)).

On pose
µ̃(A) := µ(π(X̃,X)(K̃

−N (A)).

La mesure µ̃ est bien définie, car si A ∈
N∨
n=0

K̃n(π−1
(X̃,X)

(B)), alors pour tout

entier n ∈ N, on a

µ(π(X̃,X)(K̃
−N (A)) = µ(π(X̃,X)(K̃

−N−n(A)).

Pour tout B ∈ B, on a µ̃ ◦ π−1
(X̃,X)

(B) = µ(B), et la mesure µ̃ est préservée

par K̃. La projection π(X̃,X) est surjective µ̃-presque partout (à cause des
étages réduits à un singleton, qui ne sont plus considérés dans l’espace X̃).

Enfin, par construction, K̃ est inversible sur X̃ sauf sur un ensemble de
mesure µ̃ nulle. En effet, soit ξ = (e, x) ∈ X̃. Si ξ n’est pas dans une des deux
bases, l’unique antécédent de ξ par K̃ se déduit par la construction de K. Si
ξ est dans une des deux bases (excepté sur les bords), on dispose maintenant
de l’étage précédent e−1, qui permet de retrouver l’unique antécédent de ξ
par K̃. On en déduit que (X̃, µ̃, K̃) est une extension naturelle de (X,µ,K).

Proposition 3.2. Le système (X̃, µ̃, K̃) est ergodique.

Démonstration. Le système (X̃, µ̃, K̃) est ergodique car c’est une extension
naturelle d’un système ergodique (Proposition 2.15).
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3.2 Extension naturelle du système de départ

Une extension naturelle de Kβ peut être construite de manière canonique
de la façon suivante. On pose

X := {(ω, x) ∈ {g, `}Z × IZβ : ∀k ∈ Z, Tωkxk = xk+1}.

Soit B la tribu engendrée par les cylindres de X. On définit la mesure µ
sur tout pavé A de la forme A = [ωk, . . . , ωn+k]

n+k
k × [Ik, . . . , In+k]

n+k
k , avec

k ∈ Z, n ∈ N∗, et pour tout k 6 i 6 n+ k, ωi ∈ {g, `} et Ii intervalle de Iβ ,
par

µ(A) = mp ⊗ µp

(
[ωk, . . . , ωn+k]

n
0 ×

n⋂
i=0

T−iωk+i(Ik+i)

)
.

On note K le shift sur X.

Théorème 3.3. [2] Le système dynamique (X,µ,K) est une extension na-
turelle du système (Ω× Iβ,mp ⊗ µp,Kβ).

Soit (e, x) ∈ X̃, on pose ω = ω(e). Il existe une unique suite x vérifiant
x0 = x et :

∀k ∈ Z, K̃k(e, x) = (σk(e), xk).

On définit l’application

φ :
X̃ → X

(e, x) → (ω, x)
.

Lemme 3.4. L’application φ est une application facteur entre les systèmes
(X̃, µ̃, K̃) et (X,µ,K).

Démonstration. On a φ ◦ K̃ = K ◦ φ. Montrons que µ̃ ◦ φ−1 = µ.
Soit k ∈ Z, n ∈ N∗, et pour k 6 i 6 n+ k, ωi ∈ {g, `} et Ii intervalle de

Iβ . Soit A = [ωk, . . . , ωn+k]
n+k
k × [Ik, . . . , In+k]

n+k
k un pavé dans B.

Alors on a :

φ−1(A) =

{
(e, x) ∈ X̃, ω(e) ∈ [ωk, . . . , ωn+k]

n+k
k , x ∈

n+k⋂
i=k

T−iωi (Ii)

}
.

Par invariance de µ̃ par K̃, on a :

µ̃(φ−1(A)) = µ̃

({
(e, x) ∈ X̃, ω(e) ∈ [ωk, . . . , ωn+k]

n
0 , x ∈

n⋂
i=0

T−iωk+i(Ik+i)

})
.
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La projection π(X̃,X) est une application facteur entre les systèmes (X̃, µ̃, K̃)

et (X,µ,K). On a alors :

µ̃(φ−1(A)) = µ

({
(ω, e, x) ∈ X,ω ∈ [ωk, . . . , ωn+k]

n
0 , x ∈

n⋂
i=0

T−iωk+i(Ik+i)

})
.

De même, (Ω× Iβ,mp⊗µp,Kβ) est un facteur de (X,µ,K) via la projection
naturelle, et on obtient donc :

µ̃(φ−1(A)) = mp ⊗ µp

(
[ωk, . . . , ωn+k]

n
0 ×

n⋂
i=0

T−iωk+i(Ik+i)

)
= µ(A).

L’extension naturelle (X,µ,K) est donc vue comme facteur du système
(X̃, µ̃, K̃).

Théorème 3.5. L’application facteur φ est un isomorphisme. Ainsi, le sys-
tème (X̃, µ̃, K̃) est une extension naturelle du système (Ω×Iβ,mp⊗µp,Kβ).

Pour démontrer ce théorème, on utilise la notion de couplages relative-
ment indépendants au-dessus d’un facteur. Les définitions et résultats utiles
sur les couplages sont rassemblés en annexe B.

Soit P l’autocouplage de µ̃ relativement indépendant au-dessus de X. La
mesure P est portée par l’ensemble {(a, b) ∈ X̃ × X̃ : φ(a) = φ(b)}. On sou-
haite démontrer que φ est un isomorphisme en appliquant la proposition B.4.
On démontre pour cela que P est portée par la diagonale de X̃ × X̃.

Soit a = (e, x) et b = (e’, x′) deux éléments de X̃ tels que φ(a) = φ(b).
On a donc ω(e) = ω(e’) et x = x′. Autrement dit, a et b décrivent deux
trajectoires dans les tours, partant d’un même réel x et subissant les mêmes
transformations ω(e), mais suivant potentiellement des étages différents e et
e’. Démontrer que P est portée par la diagonale de X̃ × X̃ consiste donc à
démontrer que pour P-presque tout a, b ∈ X̃, les deux suites d’étages e et e’
sont en fait égales.

L’idée de la preuve consiste à prendre deux trajectoires dans X̃ partant
d’un même réel x, suivant la même suite de transformations, et de montrer
qu’elles vont finir par coïncider, c’est à dire se rejoindre dans un même étage.
Une fois que ces trajectoires arrivent simultanément dans un même étage,
elles coïncident dans le futur. On travaille sur l’extension K dans un premier
temps.

Lemme 3.6. Pour tout réel 1 < β < 2, les intervalles de la tour lazy de X
ne contiennent jamais 0.
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Démonstration. Cette propriété est vraie par construction de l’extension K.
En effet, pour qu’un intervalle d’un étage de la tour lazy contienne 0, il
faudrait qu’il soit l’image par la transformation Tg d’un intervalle dont la
borne gauche vaut 1

β . Or, si la borne gauche d’un intervalle d’un étage de la
tour lazy vaut 1

β , on est dans le cas où toute la partie de l’étage vérifiant x ∈
[ 1
β ,

2
β [ est envoyée dans la base greedy lorsqu’on applique la transformation

greedy (voir la figure 2.10).

Pour toute étiquette e ∈ E , on pose Ye := Ω× {e}, et on a Ee = Ye × Ie.
On pose alors Y :=

⋃
e∈E Ye, composante représentée verticalement sur la

figure 2.1. On note ν la mesure sur Y telle que, pour tout e ∈ E ,

µ|Ee = ν|Ye ⊗ λ|Ie .

Enfin, on note πY la projection de X sur Y .
Soit ε > 0 suffisamment petit pour que 1− 1+2(β−1)

(β−1)µ(G)ε > 0.5. Soit N ∈ N
tel que la mesure µ des étages au-delà du niveau N dans la tour lazy L soit
inférieure à ε. Soit k > 1 un entier suffisamment grand tel qu’aucun étage
de la tour lazy jusqu’au niveau N n’ait un intervalle dont la borne gauche
est inférieure à 1

βk
. Un tel entier k existe par le lemme précédent.

Considérons l’ensemble

Ck :=

{
(ω, e, x) ∈ X : x <

1

βk
, ω0 = ω1 = . . . = ωk−1 = g

}
.

L’ensemble Ck décrit les points des deux tours dont la composante réelle
est suffisamment proche de 0, et qui vont subir k fois de suite la transfor-
mation greedy. L’idée est de démontrer qu’étant données deux trajectoires
avec la même composante réelle et la même suite de transformations, l’évé-
nement Ck se produit presque sûrement et en même temps pour les deux
trajectoires. Sachant l’événement Ck réalisé, on démontre alors qu’avec une
grande probabilité, les deux trajectoires sont dans un étage de la tour greedy
dont l’intervalle est suffisamment grand. Ainsi, après au plus k itérations de
la transformation Tg, les deux trajectoires passent par la base Eg en même
temps. La définition de Ck ne fait pas intervenir l’étiquette e, l’événement
Ck est mesurable par rapport au facteur B(Ω× Iβ).

Soit Ak la réunion des étages de G dont la longueur est inférieure à 1
βk

.
Soit Bk le complémentaire de Ak dans G. On a donc :

µ(Ck) = µ(Ck ∩ L) + µ(Ck ∩Ak) + µ(Ck ∩Bk). (3.1)

On souhaite estimer chaque terme du membre de droite de l’équation (3.1).
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Figure 3.1 – Représentation de l’ensemble Ck

Dans la figure 3.1, on a représenté les ensembles Ck ∩ L, Ck ∩ Ak et
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Ck ∩Bk sans tenir compte de la composante en ω par souci de clarté. Cette
figure est une illustration du fait que les ensembles Ck ∩ L et Ck ∩ Ak sont
de mesures résiduelles comparés à Ck ∩Bk.

Lemme 3.7. Pour k suffisamment grand, on a

µ(Ck ∩ L) 6 2pk
β − 1

βk
ε.

Démonstration. Un étage de la tour lazy ne peut rencontrer Ck que si la
borne gauche de son intervalle est inférieure à 1

βk
. L’entier N est fixé de

sorte que tout étage sous le niveau N n’ait pas un intervalle contenant 1
βk

.
Ainsi, seuls des étages au delà du niveau N peuvent rencontrer Ck. Par
ailleurs, pour tout e ∈ E , on a, par définition de la mesure µ sur chaque
étage :

µ

({
(ω, e, x) ∈ Ee : ω0 = ... = ωk−1 = g, x <

1

βk

})
= pkµ

(
Ee ∩

{
x <

1

βk

})
.

On a donc :

µ(Ck ∩ L) = pk
∑

e∈E,e(0)=`,|e|>N+1

ν(Ye)λ

(
Ie ∩

[
0;

1

βk

])
.

Pour un étage Ee de la tour lazy tel que Ie ∩ [0; 1
βk

] 6= ∅, on a

λ(Ie) >
1

β − 1
− 1

βk
.

Pour k suffisamment grand, on a donc

λ(Ie) >
1

2(β − 1)
.

On en déduit
λ

(
Ie ∩

[
0;

1

βk

])
6

1

βk
6 2

β − 1

βk
λ(Ie)

d’où
µ(Ck ∩ L) 6 2pk

β − 1

βk
ε.

Lemme 3.8. Pour k suffisamment grand, on a

µ(Ck ∩Ak) 6
pk

βk
ε.
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Démonstration.

µ(Ck ∩Ak) = pk
∑

e∈E,Ee⊂Ak

ν(Ye)λ

(
Ie ∩

[
0;

1

βk

])
.

Si Ee est un étage de Ak, alors λ(Ie ∩ [0; 1
βk

]) 6 1
βk

. Ainsi,

µ(Ck ∩Ak) 6
pk

βk
ν(πY (Ak)).

Or, ⋂
k>1

Ak = ∅,

donc

πY

⋂
k>1

Ak

 = ∅.

Et puisque l’intersection des Ak est décroissante, on a⋂
k>1

πY (Ak) = ∅.

On en déduit que
lim
k→∞

ν(πY (Ak)) = 0.

On peut prendre k suffisamment grand pour que ν(πY (Ak)) < ε. Ainsi, on
a :

µ(Ck ∩Ak) 6
pk

βk
ε.

Proposition 3.9. Pour tout k suffisamment grand, on a

µ(Ck ∩Bk)
µ(Ck)

> 0.5.

Démonstration. On a :

µ(Ck ∩Bk)
µ(Ck)

= 1− µ(Ck ∩Ak) + µ(Ck ∩ L)

µ(Ck)
.

Ainsi, d’après les lemmes 3.7 et 3.8, on obtient, pour k assez grand :

µ(Ck ∩Bk)
µ(Ck)

> 1−
pk

βk
ε+ 2pk β−1

βk
ε

µ(Ck)
> 1−

pk

βk
ε+ 2pk β−1

βk
ε

µ(Ck ∩ G)
.
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Or,

µ(Ck ∩ G) = pk
∑

e∈E,e(0)=g

ν(Ye)λ

(
Ie ∩

[
0;

1

βk

])
.

Pour tout étage Ee de G, on a la minoration λ(Ie ∩ [0, 1
βk

]) > λ(Ie)
β−1
βk

d’où

µ(Ck ∩Bk)
µ(Ck)

> 1−
pk

βk
ε+ 2pk β−1

βk
ε

pk β−1
βk
µ(G)

= 1− 1 + 2(β − 1)

(β − 1)µ(G)
ε.

Or, le réel ε est tel que 1 − 1+2(β−1)
(β−1)µ(G)ε > 0.5, ce qui donne le résultat

souhaité.

Tous ces calculs sont aussi valables dans l’extension X̃. En effet,
π−1

(X̃,X)
(Ck) ∈ π−1

(X̃,X)
(B), ce qui implique µ̃(π−1

(X̃,X)
(Ck)) = µ(Ck).

Par ergodicité de K̃, presque toute trajectoire dans X̃ passe par π−1
(X̃,X)

(Ck).

Ainsi, pour presque tout couple de trajectoires dans X̃ tirés selon l’autocou-
plage P, les deux trajectoires passent simultanément dans π−1

(X,X̃)
(Ck) avec

une fréquence égale à µ(Ck). Dans la suite on confondra Ck et π−1
(X,X̃)

(Ck).

On a donc, plus précisément, pour P-presque tout (a, b) ∈ X̃ × X̃,

1

N

N∑
n=1

1Ck(K̃n(a))→ µ(Ck)

et
1

N

N∑
n=1

1Ck(K̃n(b))→ µ(Ck).

De plus, pour tout n ∈ N tel que K̃n(a) ∈ Ck, alors K̃n(b) ∈ Ck.
Parmi toutes les occurrences de l’événement Ck, l’événement Ck ∩Bk se

produit avec une fréquence strictement supérieure à 0.5 pour les orbites de a
et b sous K̃. Ainsi, pour P-presque tout a, b ∈ X̃, il existe des instants dans
les orbites de a et b où l’événement Bk se réalise en même temps pour les
deux orbites. Autrement dit, il existe n0 ∈ N tel que K̃n0(a) ∈ Ck ∩ Bk et
K̃n0(b) ∈ Ck ∩ Bk. Ainsi, pour P presque tous (a, b) ∈ X̃ × X̃, si on note
a = (e, x) et b = (e’, x), il existe un entierM(ω(e), x, e, e’) tel que eM = e′M .

Soit δ > 0. Il existe un entier Mδ tel que

P(M(ω(e, x, e, e’) > Mδ) < δ.
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Ainsi, on a P(eMδ
= e′Mδ

) > 1− δ. Par invariance de P par rapport à K̃ × K̃,
on en déduit que pour tout entier k ∈ Z et tout δ > 0,

P(ek = e′k) > 1− δ

d’où e = e’. On en déduit que P est portée par la diagonale de X̃ × X̃, et
donc que φ est un isomorphisme. Ainsi, (X̃, µ̃, K̃) est une extension naturelle
du système initial.

Corollaire 3.10. Le système (Ω× Iβ,mp ⊗ µp,Kβ) est ergodique.

Lemme 3.11. [2, Lemme 3.2.5 p.37] Soient µ1 et µ2 deux mesures de proba-
bilité sur un espace Borel standard (X,B), et T : X → X une transformation
mesurable préservant les mesures µ1 et µ2. Si (X,B, µ1, T ) est ergodique et
µ2 est absolument continue par rapport à µ1, alors µ1 = µ2.

Corollaire 3.12. La mesure µp est l’unique mesure absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue telle que mp ⊗ µp soit invariante par Kβ.

Démonstration. D’après le lemme 2.5, pour tout 1 < β < 2, il existe un
étage de la tour greedy dont la longueur est supérieure à 1

β(β−1) . De manière
symétrique, il existe aussi un étage de la tour lazy dont la borne gauche
est inférieure à 1

β . On en déduit que le support de la mesure µp est égal à
l’intervalle Iβ tout entier, donc la mesure mp⊗µp est équivalente à la mesure
mp ⊗ λ.

Soit ν une mesure absolument continue par rapport à λ (c’est à dire
absolument continue par rapport à µp) telle que mp ⊗ ν soit invariante par
Kβ . Alors la mesure mp⊗ ν est absolument continue par rapport à mp⊗µp,
d’où mp ⊗ ν = mp ⊗ µp d’après le lemme 3.11, puis ν = µp.

Dans son article [25], Suzuki démontre que la densité de la mesure µp est
proportionnelle à la fonction

B0(β, p)

1[0,1] +
∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn∈{g,`}

mp([ω1, . . . , ωn]n1 )1[0,Tω1,...,ωn (1)]


+B0(β, 1−p)

1[s(1), 1
β−1

] +
∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn∈{g,`}

mp([ω1, . . . , ωn])n1 1[Tω1,...,ωn (s(1)), 1
β−1

]


(3.2)

73



où

B0(β, p) = p

1−
∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn−1

1S(Tω1,...,ωn−1(s(1)))mp([ω1, . . . , ωn−1, `]
n
1 )

.
Par unicité de la mesure µp, on sait que la densité (2.3) et l’expression
obtenue par Suzuki (3.2) sont égales. Ce résultat peut s’obtenir simplement
dans le cas où β n’est pas racine d’un polynôme de la forme Xn0 −Xn1 −
. . . Xnk−1 (ce qui est équivalent à dire que 1 n’admet pas de développement
fini en base β).

En effet, dans ce cas on démontre que `0 = B0(β, p) : d’une part, on
rappelle que

`0 =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n,Tw(s(1)−)6 1

β

mp([w · g]n0 ).

Puisque β n’est pas racine d’un polynôme de la formeXn0−Xn1−. . . Xnk−1,
alors Tw(s(1)−) = Tw(s(1)) pour tout w ∈ {g, `}n. De plus, Tw(s(1)−) 6 1

β

est équivalent à Tw(s(1)) < 1
β . Ainsi, on a, après changement d’indice,

`0 =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1R(Tw(1))mp([w · g]n0 ).

D’autre part, après un nouveau changement d’indice dans `1, on a :

`0 = 1− `1 = 1−
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1S∪R(Tw(1))mp([w · `]n0 )

= 1−
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1S(Tw(1))mp([w·`]n0 )−
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1R(Tw(1))mp([w·`]n0 )

= 1−
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1S(Tw(1))mp([w · `]n0 )− 1− p
p

`0.

On obtient bien

`0 = p

1−
+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

1S(Tw(1))mp([w · `]n0 )

 = B0(β, p).
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Par symétrie, on obtient de même que g1 = B0(β, 1−p), et on retrouve bien
que les deux densités obtenues sont égales.

Dans le cas où 1 admet un développement fini en base β, il existe n ∈ N
et une séquence w ∈ {g, `}n telle que Tw(1) = 0, et alors la limite à droite
Tv(1

+) et la valeur Tv(1) peuvent ne pas coïncider, ce qui rend l’identification
des formules plus délicate. On peut aussi vérifier dans le cas particulier du
nombre d’or β = 1+

√
5

2 que les deux expressions de la densité ρp sont égales
(les calculs détaillés sont en annexe D). On obtient en effet, dans les deux
cas :

ρp(x) =


p(3β+1)

5 si x ∈ L,
β+2

5 si x ∈ S,
(1−p)(3β+1)

5 si x ∈ R.

Dans ce cas particulier, on constate d’une part que l’intervalle central S a une
masse indépendante de p, et d’autre part que les deux tours ont une structure
périodique. Dans la tour G, seuls les intervalles [0, 1

β ] et [0, 1] apparaissent,
tandis que seuls les intervalles [ 1

β ,
1

β−1 ] et [1, 1
β−1 ] apparaissent dans la tour

L.
On remarque enfin que pour p = 1, on retrouve l’expression de la densité

obtenue par Rényi dans [23].
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Figure 3.2 – Deux tours dans le cas où β = 1+
√

5
2
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3.3 Bernoullicité

L’objectif de cette section est de démontrer la Bernoullicité de l’extension
naturelle K̃, c’est à dire que le système (X̃, µ̃, K̃) est isomorphe à un schéma
de Bernoulli. Pour ce faire, on introduira une partition génératrice des deux
tours, dont on démontrera la faible Bernoullicité, par un argument de Ito,
Totoki et Murata [15]. Dans la suite, on notera µ̃g := µ̃(·|Ẽg), et on note K̃g
la transformation induite de K̃ sur la base Ẽg.

Lemme 3.13. Le système (Ẽg, µ̃g, K̃g) est une extension naturelle du sys-
tème (Eg, µg,Kg).

Démonstration. La projection π(X̃,X) envoie la base Ẽg surEg, et π
−1
(X̃,X)

(Eg) =

Ẽg. On note π la projection de Ẽg sur Eg. La projection π est bi-mesurable
et on a bien π ◦ K̃g = Kg ◦ π. Montrons que µg = µ̃g ◦ π−1. Soit A ∈ B(Eg).
Alors :

µ̃g ◦ π−1(A) = µ̃(π−1(A)|Ẽg) =
µ̃(π−1(A) ∩ Ẽg)

µ̃(Ẽg)
=
µ(A ∩ Eg)
µ(Eg)

= µg(A).

Montrons que B(Ẽg) =
∨
n>0 K̃ng (π−1(B(Eg))). On a clairement l’inclu-

sion
∨
n>0 K̃ng (π−1(B(Eg))) ⊂ B(Ẽg). Soit A un pavé de B(Ẽg) de la forme

A := [e−k, . . . , en]n−k × I,

où ei ∈ E pour tout −k 6 i 6 n, e0 = (g), et I est un sous-intervalle de
[0, 1]. Posons A− := [e−k, . . . , e0]0−k× I et A+ := [e1, . . . , en]n1 × I. On a alors
A = A− ∩A+ et A+ ∈ π−1(B(Eg)).

On traite les deux cas particuliers suivants :
1. e−k = (g) et il n’y a aucune autre occurrence de l’étiquette (g) entre
e−k et e−1.

2. Il n’y aucune occurrence de l’étiquette (g) entre e−k et e−1.
Le cas général se traitera avec le même raisonnement, en considérant toutes
les occurrences de l’étiquette (g) dans la séquence (e−k, . . . , e0).

Dans le premier cas, on note C ∈ C le chemin (e−k, . . . , e−1, e0). Alors
on a :

A− = K̃g(π−1(B)),

avec B = EC ∩ {x ∈ TC−1
|JC (I)} ∈ B(Eg).

Dans le deuxième cas, notons Ce−k,...,e−1,e0 l’ensemble des chemins de C
finissant par la séquence (e−k, . . . , e−1, e0). On se ramène en fait au pre-
mier cas en considérant toutes les manières de « compléter » le chemin
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(e−k, . . . , e−1, e0) en un chemin de C . En effet, presque tout point de A−
rencontre la base greedy dans son orbite passée, par le théorème de récur-
rence de Poincaré appliqué à K̃−1. On a alors :

A− =
⋃

C∈Ce−k,...,e−1,e0

K̃g(π−1(EC ∩ {x ∈ TC−1
|JC (I)}))

= K̃g ◦ π−1

 ⋃
C∈Ce−k,...,e−1,e0

EC ∩ {x ∈ TC−1
|JC (I)}

 .

L’ensemble
⋃
C∈Ce−k,...,e−1,e0

EC ∩{x ∈ TC−1
|JC (I)} est un ensemble mesurable

de B(Eg) car réunion dénombrable d’ensembles B(Eg)-mesurables. On ob-
tient alors que A− ∈

∨
n>0 K̃ng (π−1(B(Eg))), et donc A aussi, ce qui achève

la preuve du lemme.

Proposition 3.14. La partition P̃ := π−1(P) est génératrice du système

(Ẽg, µ̃g, K̃g).

Démonstration. À µg-presque tout point a ∈ Eg est associée une unique
suite (Can)n∈N de C N telle que pour tout n ∈ N, Kng (a) ∈ ECan : la suite
(Can)n∈N est le P-nom du point a. Notons φP l’application définie presque
partout sur Eg par φP(a) = (Can)n∈N. Notons ν la mesure image de µg par
φP et σ le shift à gauche sur C N. L’application φP est une application facteur
entre les systèmes (Eg, µg,Kg) et (C N, ν, σ). D’après la proposition 2.12, la
partition P est génératrice du système (Eg, µg,Kg). Ainsi, l’application φP
est un isomorphisme.

On peut construire une extension naturelle du système (C N, ν, σ) de la
même manière que pour la construction de K. Par ce procédé, on obtient le
système (C Z, ν̃, σ), qui est un schéma de Bernoulli sur C Z. Puisque toutes
les extensions naturelles d’un même système sont isomorphes, on en déduit
que les systèmes (C Z, ν̃, σ) et (Ẽg, µ̃G, K̃g) sont isomorphes d’après le lemme
précédent, d’où le résultat.

À partir de cette partition P̃, on construit la collection

PX̃ := {K̃k(ẼC), C ∈ C , 0 6 k 6 |C| − 1}.

Cette collection est construite en « dépliant » la partition P̃ sur les deux
tours : chaque chemin C de C est décrit non plus par l’atome de départ ẼC ,
mais par la suite des images successives par K̃ de cette atome.
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Lemme 3.15. La collection PX̃ est une partition de X̃.

Démonstration. Deux éléments distincts de PX̃ sont clairement disjoints.
D’autre part, soit (e, x) ∈ X̃. Presque sûrement, il existe k ∈ N tel que

e−k = (g) (en appliquant le théorème de récurrence de Poincaré à la trans-
formation K̃−1. Soit k0 := min{k ∈ N, e−k = (g)}. L’entier −k0 correspond
au dernier passage dans la base greedy dans l’orbite passée de (e, x). Presque
sûrement, il existe un unique C ∈ C tel que K̃−k0(e, x) ∈ ẼC . Puisque k0 est
minimal, on a 0 6 k0 6 |C| − 1, et (e, x) ∈ K̃k0(ẼC).

Proposition 3.16. La partition PX̃ est génératrice de X̃.

Démonstration. Le but est de démontrer que presque tout point de X̃ est
uniquement déterminé par son PX̃ -nom.

Soit (e, x) ∈ X̃. Presque sûrement, on peut définir l’entier k0 comme dans
la preuve précédente :

k0 := min{k ∈ N, e−k = (g)}.

On note (eg, xg) := K̃−k0(e, x) ∈ Ẽg. Presque sûrement, (eg, xg) est carac-
térisé par son P̃-nom (Cn)n∈Z. À chaque chemin Cn correspond une unique
séquence de longueur |Cn| d’atomes de PX̃ : la séquence (K̃k(ẼCn), 0 6 k 6
|Cn| − 1). Ainsi, l’élément (eg, xg) est caractérisé par l’unique suite (Pn)n∈Z
d’éléments de PX̃ telle que pour tout entier n ∈ Z,

K̃n(eg, xg) ∈ Pn.

On en déduit que le point (e, x) est uniquement déterminé par la suite
(Pn+k)n∈Z.

On définit alors l’isomorphisme ϕ, qui a presque tout point de X̃ associe
son PX̃ -nom. On note ν la mesure image de µ̃ par ϕ et σ le décalage vers
la gauche sur PZ

X̃
. Alors ϕ est un isomorphisme facteur entre les systèmes

(X̃, µ̃, K̃) et (PZ
X̃
, ν, σ).

La mesure ν est la mesure de Markov engendrée par la distribution in-
variante (µ̃(P ))P∈PX̃ et la matrice de transitions définie comme suit :

— Si P0 = K̃k(ẼC) pour C ∈ C et 0 6 k 6 |C| − 2, alors le processus
passe à l’atome P1 = K̃k+1(ẼC) avec probabilité 1.

— Si P0 = K̃|C|−1(ẼC) pour C ∈ C , alors, pour tout C ′ ∈ C , la probabi-
lité de passer de P0 à ẼC′ est égale à µg(EC′).
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On peut donc identifier l’extension naturelle (X̃, µ̃, K̃) à un décalage mar-
kovien sur PZ

X̃
. Ce décalage markovien est irréductible et récurrent car K̃ est

ergodique. De plus, il est apériodique (l’atome [g]0 × {(g)} × [0, 1
β [ peut ap-

paraître deux fois de suite par exemple). D’après la proposition 2 p.579 de
l’article de Ito, Totoki et Murata [15], on en déduit que la partition PX̃ est
faiblement Bernoulli, et donc que le système (X̃, µ̃, K̃) est isomorphe à un
schéma de Bernoulli.
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Perspectives

Généralisation à toute valeur de β

À travers le deuxième et le troisième chapitre, on a pu constater que
la construction d’une extension géométrico-symbolique permet d’obtenir la
plupart des propriétés ergodiques de la transformation β-aléatoire, au moins
dans le cas où 1 < β < 2. On peut espérer généraliser la construction du
chapitre 2 à toutes valeurs de β. Dans le cas où β est compris entre 1 et 2, les
retours aux bases ont lieu lorsqu’une branche d’une des transformations est
« pleine » (par exemple lorsque la longueur d’un étage de G est supérieure
à 1
β et qu’on applique Tg). Pour β > 2, il faut tenir compte des différentes

branches lors de la construction de la version géométrico-symbolique de l’ex-
tension naturelle, afin de distinguer par quelle branche un retour à une base
a lieu. La construction de l’extension principale ne devrait pas poser de
problème a priori, mais il faut réussir à adapter les preuves des différents
résultats obtenus, en particulier ceux sur la partition P de la base Eg : quel
est l’analogue de cette partition P ? Comment tenir compte des différentes
branches ?

Généralisation à d’autres systèmes dynamiques

Plus généralement, il est naturel de vouloir appliquer ce type de construc-
tions à d’autres systèmes dynamiques (déterministe dans un premier temps,
puis aléatoire). On pense notamment aux systèmes associés à certaines frac-
tions continues (par exemple [17] ou [10]). La première différence notable
est que ces transformations ne sont pas affines par morceaux et toutes les
constructions de cette thèse reposent pleinement sur la linéarité des branches
de Tg et T`. De plus, les transformations en jeu ont cette fois une infinité de
branches. Janvresse, Rittaud et de la Rue exhibent dans [16] une bijection
entre le paramètre β des écritures en base non entières et le paramètre λ
des λ-fractions continues [22]. L’étude approfondie de cette bijection est une
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piste intéressante à poursuivre afin d’essayer de transposer aux λ-fractions
continues les résultats obtenus dans cette thèse. Cela nécessiterait entre autre
d’identifier les analogues des transformations greedy et lazy dans le cas des
λ-fractions continues.

Théorèmes limite

Nous avons vu que la description de l’extension (X,B, µ,K) permet de
mieux comprendre la dynamique aléatoire initiale sur Ω × Iβ (existence et
unicité d’une mesure invariante absolument continue, ergodicité, etc). On
constate par ailleurs une structure de temps de renouvellement à chaque
passage dans la base greedy, ce qui nous a permis de démontrer que le système
est isomorphe à un schéma de Bernoulli. On peut espérer que cette propriété
permette l’obtention de théorèmes limite. En effet, Young décrit dans [26]
une certaine classe de systèmes dynamiques disposant d’un ensemble dit « de
référence » sur lequel les systèmes effectuent des retours avec des propriétés
de renouvellement. Young démontre que la queue des temps de retour à cet
ensemble de référence est directement liée aux vitesses de convergence des
mesures empiriques vers l’unique mesure invariante absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, ainsi qu’à l’existence de théorème limite.

Notre système aléatoire semble pleinement entrer dans ce cadre. En effet,
nous avons pu mettre en lumière des temps de renouvellement du système
(X,B, µ,K) sur la base Eg : les retours dans Eg sont indépendants les uns des
autres et les points deX sont justement caractérisés par leurs retours dans Eg
(voir la section 2.3). Dans notre cas, on conjecture que cette queue de temps
de retour est au plus de l’ordre de e−c

√
n. Pour obtenir un résultat précis, on

a besoin entre autres d’estimations fines sur les longueurs des chemins de C .
Peut-on alors établir un théorème central limite pour les suites de décimales
en base β le long d’une suite ω ? Ou en moyenne sur ω ?

Changement de mesure sur Ω

Dans toute la thèse, l’ensemble Ω est muni de la mesure de Bernoulli
de paramètre p. La construction d’une mesure invariante sur les deux tours
(p. 47) fonctionne car la mesure de Bernoulli est une mesure produit, et les
propriétés d’indépendance des retours à la base Eg (proposition 2.9) reposent
aussi fortement sur ce choix de mesure produit. Peut-on adapter certaines
constructions et certains résultats de la thèse lorsque Ω est muni d’autres
mesures stationnaires ?
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Annexe A. Schéma récapitulatif
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Annexe B. Définitions et propriétés gé-
nérales

Système dynamique mesuré

Soit (X,B, µ) un espace probabilisé, où (X,B) est un espace polonais
muni de sa tribu borélienne, et T : X → X une transformation mesurable
qui préserve la mesure µ. Alors le quadruplet (X,B, µ, T ) est appelé système
dynamique mesuré.

Transformation induite
Soit (X,B, µ, T ) un système dynamique mesuré, et A ∈ B un mesurable tel
que µ(A) > 0. D’après le théorème de récurrence de Poincaré, pour µ-presque
tout a ∈ A, il existe un entier r(a) ∈ N tel que T r(a)(a) ∈ A. L’entier r(a) est
appelé temps de retour de a dans l’ensemble A. On appelle transformation
induite de T sur l’ensemble A la transformation TA définie par

TA : a ∈ A 7→ T r(a)(a) ∈ A.

La mesure µ conditionnée à A est alors invariante par la transformation
induite TA.

Proposition B.1. [2, Prop. 3.6.3 p.61]
Soit (X,B, µ, T ) un système dynamique mesuré, et A un ensemble de

mesure strictement positive tel que µ(
⋃
n>1 T

−n(A)) = 1. Alors le système
(X,B, µ, T ) est ergodique si et seulement si le système induit sur A l’est.

Application facteur et facteurs

Soient (X,A, µ, T ) et (Y,B, ν, S) deux systèmes dynamiques. On appelle
application facteur toute application mesurable ϕ : X → Y satisfaisant :

1. ϕ∗ν = µ ;
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2. ϕ ◦ T = S ◦ ϕ.
Si ϕ est inversible, on parle alors d’isomorphisme facteur. On dit que S est
un facteur de T s’il existe une application facteur ϕ : X → Y .

Couplage dynamique
Pour plus de détails sur les couplages dynamiques, on renvoie aux travaux
de Furstenberg et Glasner [12, 13].

Soient (X,A, µ, T ) et (Y,B, ν, S) deux systèmes dynamiques. Un couplage
dynamique de ces systèmes est une mesure de probabilité λ sur le produit
cartésien X × Y dont les marginales sur X et Y sont respectivement µ et ν,
et qui est invariante par la transformation produit T ×S : (x, y) 7→ (Tx, Sy).

On parlera de couplage dynamique de deux systèmes pour distinguer
du couplage probabiliste de deux mesures. Un couplage probabiliste de deux
mesures µ et ν est une mesure dont la première marginale est µ et la deuxième
ν.

Couplage porté par un graphe

Supposons que S soit un facteur de T , et soit π : X → Y une application
facteur. Alors π permet de construire un couplage dynamique très particulier
de T et S. Considérons la mesure ∆π sur X × Y caractérisée par les valeurs
qu’elle prend sur les pavés mesurables de X × Y : pour tout A ∈ A, pour
tout B ∈ B,

∆π(A×B) = µ(A ∩ π−1(B)).

La mesure ∆π est un couplage dynamique de T et S et est portée par le
graphe de π, au sens que ∆π({(x, π(x)), x ∈ X}) = 1. Un tel couplage est
unique. On a le cas particulier suivant :

Proposition B.2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Il existe un unique au-
tocouplage de µ portée par la diagonale de X ×X. Il s’agit de la mesure ∆
telle que pour tous mesurables A,B ∈ A,

∆(A×B) = µ(A ∩B).

Autocouplage relativement indépendant au dessus d’un facteur

Soient (X,A, µ, T ) un système dynamique inversible ayant comme facteur
un deuxième système dynamique inversible (Z, C, ρ, R). Plus précisement,
soit πX : X → Z une application facteur entre T et R. On considère le
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couplage ∆πX sur X × Z, porté par le graphe de πX . Puis on désintègre
cette mesure de probabilité par rapport à Z : pour ρ-presque tout z ∈ Z, il
existe une mesure de probabilité λXz sur X satisfaisant, pour tout A ∈ A,
pour tout C ∈ C,

∆πX (A× C) =

∫
C
λXz (A)dρ(z).

On peut alors définir une mesure de probabilité, notée µ⊗Zµ sur X ×X en
posant, pour tout D ⊂ X ×X mesurable,

(µ⊗Zµ)(D) =

∫
Z

(λXz ⊗ λXz )(D)dρ(z). (B.1)

La mesure µ⊗Zµ est un autocouplage dynamique de T , appelé autocou-
plage relativement indépendant au-dessus du facteur Z (voir [13] p. 126).

Proposition B.3. On a pour (µ⊗Zµ)-presque tout x, y ∈ X ×X,

πX(x) = πX(y).

Démonstration. On sait par construction de ∆πX que cette mesure est portée
par le graphe de πX . Donc pour ρ-presque tout z, λXz est portée par l’en-
semble des x ∈ X vérifiant πX(x) = z. On en déduit que pour ρ-presque tout
z, la mesure produit λXz ⊗ λXz est portée par l’ensemble des (x, y) ∈ X ×X
tels que πX(x) = πX(y) = z. Si D = {(x, y) ∈ X ×X,πX(x) = πX(y)}, on
en déduit par (B.1) que µ⊗Zµ(D) = 1.

Proposition B.4. Si l’autocouplage µ ⊗Z µ est porté par la diagonale de
X ×X, alors l’application facteur πX est un isomorphisme.
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Annexe C. Le point de vue analytique :
l’opérateur de Perron-Frobenius

Dans le cas des systèmes dynamiques non aléatoires, l’opérateur de Perron-
Frobenius (ou opérateur de transfert) est un outil analytique puissant per-
mettant d’étudier les propriétés ergodiques des systèmes à travers l’étude
des propriétés spectrales de cette opérateur [2]. En 2014, Aimino, Nicol
et Vaienti [1] développent des outils afin d’étudier une certaine classe de
systèmes dynamiques aléatoires. Ils définissent en particulier l’opérateur de
Perron-Frobenius associé à un système dynamique aléatoire. Bien que nous
ne nous en servions pas dans le cadre de la thèse, on en redonne ici la défi-
nition.

C.1 Définitions

Définition C.1. Soit f une fonction dans L1(λ), et T une transformation
non-singulière de l’intervalle Iβ, c’est à dire telle que pour tout borélien A
de l’intervalle, λ(A) = 0 si et seulement si λ(T−1(A)) = 0. On note λf
la mesure définie par dλf = fdλ, et T ? λf la mesure image par T de λf .
L’opérateur de Perron-Frobenius associé à la transformation T est défini par :

PT :
L1(λ) → L1(λ)

f 7→ d(T?λf )
dλ

.

Autrement dit, on a, pour tout f ∈ L1(λ), pour tout g ∈ L∞(λ),∫
Iβ

g ◦ T (x)f(x)dλ(x) =

∫
Iβ

g(x)PT (f)(x)dλ(x).

Dans un certain sens, l’opérateur de Perron-Frobenius PT est l’adjoint de
l’opérateur de Koopman associé à T (qui à g ∈ L∞(λ) associe g ◦ T ).
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Définition C.2. Soit N un ensemble fini muni d’une mesure de probabilité
P. On suppose qu’à chaque élément a ∈ N est associée une transformation
Ta : Iβ → Iβ non-singulière, de sorte que (a, x) 7→ Ta(x) soit mesurable. On
définit la transformation aléatoire R par :

R :
NN × Iβ → NN × Iβ
((ak), x) 7→ (σ((ak)), Ta0(x))

.

L’opérateur de Perron-Frobenius associé à R est l’opérateur défini sur L1(λ)
par Pf(x) =

∫
N PTaf(x)dP(a).

On a, pour tout f ∈ L1(λ), pour tout g ∈ L∞(λ),∫
Iβ

∫
N
f(x)g ◦ Ta(x)dP(a)dλ(x) =

∫
Iβ

g(x)P (f)(x)dλ(x).

C.2 Théorème d’existence et d’unicité d’une me-
sure invariante pour une transformation aléa-
toire

On dit qu’une mesure de probabilité µ sur Iβ est invariante par R si la
mesure PN ⊗ µ l’est.

Théorème C.3. [2, 1] Soit P l’opérateur de Perron-Frobenius associé à une
transformation aléatoire R :

R :
NN × Iβ → NN × Iβ
((ak), x) 7→ (σ((ak)), Ta0(x))

.

Soit (B, || · ||) un espace de Banach inclus dans L1(λ) tel que :
1. L’application identité B → L1(λ) est un opérateur compact.
2. L’espace B contient les fonctions constantes.
3. Pour tout f ∈ B, on a |f | ∈ B et f̄ ∈ B.
4. B est stable par P : P (B) ⊂ B et P agit continuement sur B.
5. P satisfait une inégalité de Lasota-Yorke : il existe N > 1, ρ < 1 et

K > 0 tels que pour tout f ∈ B :

||PNf || 6 ρ||f ||+K||f ||L1(λ).

6. 1 est une valeur propre simple de P , et il n’y a pas d’autres valeurs
propres de module 1.
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Sous ces hypothèses, R admet une unique mesure invariante µ absolument
continue par rapport à λ, dont la densité appartient à B.

Les hypothèses 1 à 5 impliquent en particulier que le spectre de P est
inclus dans le disque unité, et que les valeurs propres de module 1 sont
en nombre fini et de multiplicités finies (voir [2]). L’hypothèse 6 permet de
renforcer ce résultat.

On définit enfin la propriété RC (« random covering »). D’après la pro-
position 2.6 de [1], cette propriété implique le point 6 dans le cas particulier
d’une transformation aléatoire « dilatante en moyenne ».

Définition C.4. [1](Propriété RC) Une transformation aléatoire R vérifie
la propriété RC si et seulement si pour tout intervalle non trivial I ⊂ Iβ, il
existe n > 1, ω ∈ N n tels que Tω(I) = Iβ.

Autrement dit, partant d’un intervalle quelconque, on parvient à remplir
l’intervalle Iβ en appliquant une suite finie de transformation Ta, a ∈ N .

C.3 Application aux développements en base non
entière : propriété de mélange fort

On rappelle que l’ensemble Ω = {g, `}N est muni de la mesure de Ber-
noulli de paramètre p, notée mp. L’opérateur de Perron-Frobenius associé à
Kβ est égal à pPTg + (1− p)PT` .

Théorème C.5. Il existe une unique mesure de probabilité µp sur Iβ, abso-
lument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, telle que mp ⊗ µp est
invariante par Kβ. Sa densité ρp est à variation bornée. De plus, le système
(Ω× Iβ,mp ⊗ µp,Kβ) est mélangeant.

En effet, les hypothèses du théorème C.3 sont vérifiées parKβ . L’ensemble
des fonctions à variations bornées sur Iβ , noté BV (Iβ), muni de la norme
BV est un espace de Banach (la norme BV d’une fonction f est définie
comme étant la somme de la norme L1 de f et de sa variation totale sur
Iβ). Les points 1, 2, 3 et 4 du théorème sont vérifiés sur cet espace. Les
transformations Tg et T` sont de type Lasota-Yorke, et Kβ est « dilatant en
moyenne » (proposition 2.3 de [1]), ce qui donne le point 5.

Démontrons que Kβ vérifie la propriété RC.
Soit I un intervalle non trivial de Iβ . Puisque Tg est dilatante, la longueur

des images Tng I augmente jusqu’à contenir le point de discontinuité de Tg,
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c’est à dire 1
β . On a :

lim
x→ 1

β

+
Tg(x) = 0.

0 est un point fixe de Tl, et l’intervalle [0, 1
β(β−1) ] est envoyé sur tout Iβ par

Tl. Ainsi, il existe deux entiers N et M tels que

TMl ◦ TNg (I) = Iβ.

Par le théorème C.3, on déduit l’existence et l’unicité de la mesure µp.
L’existence et l’unicité de µp, et le fait que ρp ∈ BV (Iβ) ont aussi été

démontrés dans [5] avec des arguments de [20].
Démontrons que le système (Ω× Iβ,mp ⊗ µp,Kβ) est mélangeant.
Soit A := [a0, ..., ai]

i
0 × [a, b] et B := [b0, ..., bj ]

j
0 × [c, d] deux pavés de

Ω× Iβ . On souhaite démontrer que

lim
n→∞

mp ⊗ µp(A ∩K−nβ (B)) = (mp ⊗ µp(A))× (mp ⊗ µp(B)).

On a :

K−nβ (B) =
⋃

ε0,...,εn−1∈{g,`}

[ε0, ..., εn−1b0...bj ]
n+j
0 × (Tεn−1 ◦ ... ◦ Tε0)−1([c, d]).

On note :

ma := mp([a0, ..., ai]
i
0),

mb := mp([b0, ..., bj ]
j
0),

mε := mp([εi+1, ..., εn−1]n−i−2
0 ).

Pour n assez grand, on a :

mp ⊗ µp(A ∩K−nβ (B))

=
∑

εi+1,...,εn−1∈{g,`}

mamεmb × µp([a, b] ∩ (Tεi+1,...,εn−1 ◦ Ta0,...,ai)−1([c, d]))

=mamb

∑
εi+1,...,εn−1∈{g,`}

mε

∫
Iβ

1[a,b](x)ρp(x)× 1[c,d] ◦ Tεi+1,...,εn−1 ◦ Ta0,...,ai(x)dx

=mamb

∑
εi+1,...,εn−1∈{g,`}

mε

∫
Iβ

PTεi+1,...,εn−1◦Ta0,...,ai (1[a,b]ρp)(x)1[c,d](x)dx

=mamb

∫
Iβ

Pn−i−1(PTa0,...,ai (1[a,b]ρp))(x)1[c,d](x)dx.
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La fonction PTa0,...,ai (1[a,b]ρp) appartient à BV (Iβ). Pour f ∈ BV (Iβ),
on a la convergence faible de Pnf vers (

∫
f)ρp car 1 est une valeur propre

simple de P (voir proposition 7.2.2 dans [2]). Ainsi, quand n tend vers +∞,
mp ⊗ µp(A ∩K−nβ (B)) tend vers

l := mamb

∫
Iβ

PTa0,...,ai (1[a,b]ρp)(x)dx×
∫
Iβ

1[c,d](x)ρp(x)dx.

Les opérateurs de Perron-Frobenius préservent l’intégrale, on a donc :

l = mamb

∫
Iβ

1[a,b]ρp(x)dx×
∫
Iβ

1[c,d](x)ρp(x)dx = (mp⊗µp(A))×(mp⊗µp(B)).

On conclut que le système (Ω× Iβ,mp⊗ µp,Kβ) est mélangeant. On établit
ici une propriété importante pour la suite.

Lemme C.6. Pour mp⊗µp presque tout (ω, x) ∈ Ω×Iβ, pour toute fonction
continue de Ω× Iβ dans R, on a la convergence

1

N

N−1∑
k=0

f(Kk
β(ω, x))→

∫
Ω×Iβ

fd(mp ⊗ µp)

Démonstration. Par ergodicité de Kβ , on sait que pour toute fonction f de
C(Ω × Iβ), pour mp ⊗ µp presque tout (ω, x) ∈ Ω × Iβ , on a la convergence
précédente. Le “mp ⊗ µp-presque tout” dépend de la fonction f . L’espace
C(Ω × Iβ) est séparable, on note donc (fn) une famille dénombrable dense
dans C(Ω×Iβ). Pourmp⊗µp presque tout (ω, x) ∈ Ω×Iβ , on a la convergence
précitée pour toute les fonctions fn (la réunion dénombrable d’un ensemble
de mesure nulle est de mesure nulle).

Soit f ∈ C(Ω× Iβ) et ε > 0. Il existe un entier n tel que ||fn − f ||∞ < ε.
On a, pour mp ⊗ µp presque tout (ω, x) ∈ Ω× Iβ :∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
k6N

f(Kk
β(ω, x))−

∫
Ω×Iβ

fd(mp ⊗ µp)

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
k6N

f(Kk
β(ω, x))− 1

N

∑
k6N

fn(Kk
β(ω, x))

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
k6N

fn(Kk
β(ω, x))−

∫
Ω×Iβ

fnd(mp ⊗ µp)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫

Ω×Iβ
(f − fn)d(mp ⊗ µp)

∣∣∣∣∣
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6 3ε

pour N assez grand.

On peut en déduire la propriété suivante :

Propriété C.7. Pour mp ⊗ λ presque tout (ω, x) ∈ Ω × Iβ, pour toute
fonction continue de Iβ dans R, on a la convergence

1

N

N−1∑
k=0

f(xk)→
∫
Iβ

fdµp

avec Kk
β(ω, x) =: (σk(ω), xk).

Autrement dit, la mesure
1

N

N−1∑
k=0

δxk converge étroitement vers µp.

Démonstration. Pour f ∈ C(Iβ), on pose f̃ : Ω× Iβ → R telle que f̃(ω, x) =
f(x). Alors f̃ ∈ C(Ω×Iβ) et le lemme précédent donne la convergencemp⊗µp
presque sûrement, et les mesures mp ⊗ λ et mp ⊗ µp sont équivalentes.
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Annexe D. Cas particulier du nombre
d’or

L’objectif de cette annexe est de calculer explicitement l’expression de la
densité de la mesure µp dans le cas où β est égal au nombre d’or ϕ = 1+

√
5

2 .
On la calcule de deux manières différentes : selon les résultats de Suzuki [25]
et selon les résultats du chapitre 2 de cette thèse (voir les formules (3.2)
et (2.3)). On vérifie bien que les résultats coïncident.

D.1 Calcul de la mesure invariante selon Suzuki

D.1.1 Calcul du coefficient B0

On redonne l’expression du coefficient B0(β, p) donné par Suzuki :

B0(β, p) = p

1−
∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn−1,ωn=g

1[ 1
β
,1](Tω1,...,ωn−1(1))mp([ω̄1, . . . , ω̄n]n1 )



= p

1−
∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn−1

1[ 1
β
,1](Tω1,...,ωn−1(s(1)))mp([ω1, . . . , ωn−1, `]

n
1 )


car l’intervalle central [ 1

β , 1] est invariant par la symétrie s et s(Tω1,...,ωn−1(1)) =
Tω̄1,...,ω̄n−1(s(1)).

On a donc besoin de répondre à la question suivante : à quelles conditions
sur les ωi a-t-on Tω1,...,ωn−1(s(1)) ∈ [ 1

β , 1] ? On a :

— s(1) = 1
β = β − 1,

— Tg(s(1)) = 0,

— T`(s(1)) = 1,
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— T`,g(s(1)) = s(1) = 1
β ,

— T`,`(s(1)) = 1
β−1 = β.

On continuera d’écrire 1
β au lieu de β − 1 et 1

β−1 au lieu de β lorsque ces
valeurs apparaissent dans des intervalles.

Les suites de transformations qui conviennent sont donc les suites (`),
(`, g), (`, g, `), etc, c’est à dire les suites où ` et g alternent en partant de `.
Ainsi, on a :

B0(β, p) = p

{
1− 1− p

β

( ∞∑
k=0

1

β2k
(1− p)kpk +

∞∑
k=0

1

β2k+1
(1− p)k+1pk

)}

= p

{
1− 1− p

β

(
β + 1

β + 1− (1− p)p
+

(1− p)β
β + 1− (1− p)p

)}
d’où

B0(β, p) =
p2(β + 1)

β + 1− (1− p)p
.

On en déduit que

B0(β, 1− p) =
(1− p)2(β + 1)

β + 1− (1− p)p
.

On rappelle que selon la formule (3.2), la densité ρp est proportionnelle à

B0(β, p)

(
1[0,1] +

+∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn

mp([ω1, . . . , ωn]n1 )1[0,Tω1,...,ωn (1)]

)

+B0(β, 1−p)

(
1[s(1), 1

β−1
] +

+∞∑
n=1

1

βn

∑
ω1,...,ωn

mp([ω1, . . . , ωn]n1 )1[Tω1,...,ωn (s(1)), 1
β−1

]

)
.

On a donc besoin des images successives de 1 :

— Tg(1) = 1
β ,

— Tg,`(1) = 1,

— Tg,g(1) = 0,

— T`(1) = 1
β−1(= β).

On constate donc que seuls quelques intervalles interviennent dans la somme
précédente. Dans la première somme, chaque intervalle est associé à un type
de suite de transformations :
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— l’intervalle [0, 1] : (g`)k,

— l’intervalle [0, 1
β ] : (g`)kg,

— l’intervalle complet [0, 1
β−1 ] : (g`)k` . . .,

où k parcourt l’ensemble des entiers naturels. De même, dans la deuxième
somme :

— l’intervalle [ 1
β ,

1
β−1 ] : (`g)k,

— l’intervalle [1, 1
β−1 ] : (`g)k`,

— l’intervalle complet [0, 1
β−1 ] : (`g)kg . . .

On peut alors calculer précisément les masses des intervalles [0, 1
β ], [ 1

β , 1] et
[1, 1

β−1 ].

D.1.2 Masse de l’intervalle [0, 1
β
]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [0, 1
β ] dans les cas suivants :

— Dans la première somme, pour les suites de la forme (g`)k, (g`)kg et
(g`)k` . . .

— Dans la deuxième somme, pour les suites de la forme (`g)kg . . .

La masse de l’intervalle est donc :

B0(β, p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k
pk(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk+1(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk(1− p)k+1 ×

∞∑
n=0

1

βn

]

+B0(β, 1− p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k+1
pk+1(1− p)k ×

∞∑
n=0

1

βn

]
.

Ce qui donne :

B0(β, p)

[
β + 1

β + 1− p(1− p)
+

βp

β + 1− p(1− p)
+

(β + 1)β(1− p)
β + 1− p(1− p)

]

+B0(β, 1− p)
[

(β + 1)βp

β + 1− p(1− p)

]
= B0(β, p)

3β + 2− (β + 1)p

β + 1− p(1− p)
+B0(β, 1− p) (2β + 1)p

β + 1− p(1− p)

=
p(5β + 3)− p2(2β + 1) + p3(2β + 1)

(β + 1− p(1− p))2
.
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D.1.3 Masse de l’intervalle [ 1
β
, 1]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [ 1
β , 1] dans les cas suivants :

— Dans la première somme, pour les suites de la forme (g`)k et (g`)k` . . .

— Dans la deuxième somme, pour les suites de la forme (`g)k et (`g)kg . . .

La masse de l’intervalle est donc :

B0(β, p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k
pk(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk(1− p)k+1 ×

∞∑
n=0

1

βn

]

+B0(β, 1− p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k
pk(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk+1(1− p)k ×

∞∑
n=0

1

βn

]
.

Ce qui donne :

B0(β, p)

[
β + 1

β + 1− p(1− p)
+

(β + 1)β(1− p)
β + 1− p(1− p)

]

+B0(β, 1− p)
[

β + 1

β + 1− p(1− p)
+

(β + 1)βp

β + 1− p(1− p)

]
= B0(β, p)

3β + 2− (2β + 1)p

β + 1− p(1− p)
+B0(β, 1− p)β + 1 + (2β + 1)p

β + 1− p(1− p)

=
3β + 2− p(β + 1) + p2(β + 1)

(β + 1− p(1− p))2
.

D.1.4 Masse de l’intervalle [1, 1
β−1

]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [1, 1
β−1 ] dans les cas suivants :

— Dans la première somme, pour les suites de la forme (g`)k` . . .

— Dans la deuxième somme, pour les suites de la forme (`g)k, (`g)k` et
(`g)kg . . .

La masse de l’intervalle est donc :

B0(β, p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k+1
pk(1− p)k+1 ×

∞∑
n=0

1

βn

]

+B0(β, 1− p)

[ ∞∑
k=0

1

β2k
pk(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk(1− p)k+1
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+
∞∑
k=0

1

β2k+1
pk+1(1− p)k ×

∞∑
n=0

1

βn

]
.

Ce qui donne :

B0(β, p)

[
(β + 1)β(1− p)
β + 1− p(1− p)

]
+B0(β, 1− p)

[
β + 1

β + 1− p(1− p)
+

β(1− p)
β + 1− p(1− p)

+
(β + 1)βp

β + 1− p(1− p)

]

= B0(β, p)
2β + 1− (2β + 1)p)

β + 1− p(1− p)
+B0(β, 1− p)2β + 1 + (β + 1)p

β + 1− p(1− p)

=
5β + 3− p(7β + 4) + p2(4β + 2)− (2β + 1)p3

(β + 1− p(1− p))2
.

D.1.5 Calcul de la masse totale puis des masses renormali-
sées

La masse totale de la mesure ainsi obtenue est donc

4β + 3− (β + 2)p+ (β + 2)p2

(β + 1− p(1− p))2
.

Pour la mesure renormalisée, on obtient alors pour masse de chaque inter-
valle :

— Masse de [0, 1
β ] : p(3β+1)

5 .

— Masse de [ 1
β , 1] : β+2

5 .

— Masse de [1, 1
β−1 ] : (1−p)(3β+1)

5 .

Par exemple pour la masse de [0, 1
β ], on constate que

(3β+ 1)(4β+ 3− (β+ 2)p+ (β+ 2)p2) = 5(5β+ 3− p(2β+ 1) + p2(2β+ 1)),

ce qui permet d’obtenir le résultat sous sa forme simplifiée.
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D.2 Calcul de la mesure invariante à partir des ré-
sultats du chapitre 2

On rappelle les coefficients en jeu dans l’expression de la densité ρp :

`0 = µL(K−1(Eg) ∩ L) =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

Tw(s(1)−)6 1
β

mp([w · g]n0 )

et

g1 = µG(K−1(E`) ∩ G) =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
v∈{g,`}n

Tv(1+)> 1
β(β−1)

mp([v · `]n0 )

Et 
Cg =

`0
`0µG(G) + g1µL(L)

C` =
g1

`0µG(G) + g1µL(L)

.

Et la densité de la mesure invariante est :

ρp(x) =
+∞∑
n=0

1

βn

Cg ∑
ω1,...,ωn∈{g,`}n

mp([ω1, . . . , ωn]n−1
0 )1[0,Tω1,...,ωn (1+)](x)

+C`
∑

ω1,...,ωn∈{g,`}n
mp([ω1, . . . , ωn]n−1

0 )1[Tω1,...,ωn (s(1)−); 1
β−1

](x)

 .

On calcule les images successives de 1 (limites à droite) :
— Tg(1

+) = 1
β ,

— Tg,`(1
+) = 1,

— Tg,g(1
+) = 0,

— T`(1
+) = 1

β .

Et celles de s(1) = 1
β (limites à gauche) :

— T`(s(1)−) = 1,
— T`,g(s(1)−) = 1

β ,

— T`,`(s(1)−) = 1
β−1 ,

— Tg(s(1)−) = 1.
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D.2.1 Calcul des constantes en jeu

Calcul de `0 et g1

On a :

`0 = µL(K−1(Eg) ∩ L) =

+∞∑
n=0

1

βn+1

∑
w∈{g,`}n

Tw(s(1)−)6 1
β

mp([w · g]n0 ).

Les suites w ∈ {g, `}n satisaisant Tw(s(1)−) 6 1
β sont les suites de la forme

ω0gω1g . . . ωk−1g pour tout ω0, . . . , ωk−1. On a alors :

`0 =
p

β

∞∑
k=0

1

β2k

∑
ω0,...,ωk−1

mp([ω0, g, ω1, g, . . . , ωk−1, g]2k−1
0 ) =

p

β

∞∑
k=0

1

β2k
pk

d’où
`0 =

pβ

β + 1− p
.

La constante g1 s’obtient simplement en remplaçant p par 1 − p dans l’ex-
pression de `0 :

g1 =
(1− p)β
β + p

.

Calcul de µG(G) et µL(L)

On a

µG(G) =

∞∑
n=0

1

βn

∑
ω0,...,ωn−1

mp([ω0, . . . , ωn−1]n−1
0 )Tω0,...,ωn−1(1+).

— Pour tout ω0, . . . , ωk, les suites v de la forme v = (ω0`ω1 . . . `ωk)
donnent Tv(1+) = 1

β .

— Pour tout ω0, . . . , ωk−1, les suites v de la forme v = (ω0`ω1 . . . `)
donnent Tv(1+) = 1.

— Toutes les autres séquences donnent Tv(1+) = 0.

On a donc :

µG(G) =
∞∑
k=0

1

β2k+1

∑
ω0,...,ωk

mp([ω0, `, . . . , ωk−1, `, ωk]
2k
0 )× 1

β

100



+
∞∑
k=0

1

β2k

∑
ω0,...,ωk−1

mp([ω0, `, . . . , ωk−1, `]
2k−1
0 )× 1

=
1

β2

∞∑
k=0

1

β2k
(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k
(1− p)k

d’où
µG(G) =

(3− β)(β + 1)

β + p
.

De même, on obtient l’expression de µL(L) en remplaçant p par 1− p :

µL(L) =
(3− β)(β + 1)

β + 1− p
.

Calcul de Cg et C`

On a : 
Cg =

`0
`0µG(G) + g1µL(L)

C` =
g1

`0µG(G) + g1µL(L)

.

On a

`0µG(G) + g1µL(L) =
pβ

β + 1− p
(3− β)(β + 1)

β + p
+

(1− p)β
β + p

(3− β)(β + 1)

β + 1− p

d’où
`0µG(G) + g1µL(L) =

3β + 1

(β + 1− p)(β + p)

puis 
Cg =

p(β + p)(3− β)

5

C` =
(1− p)(β + 1− p)(3− β)

5

.

D.2.2 Calcul des masses de chaque intervalle

Masse de l’intervalle [0, 1
β ]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [0, 1
β ] dans la première somme, pour

les suites de la forme (ω0`ω1 . . . `ωk) et (ω0`ω1 . . . `).
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La masse de l’intervalle est donc :

Cg

[ ∞∑
k=0

1

β2k
(1− p)k +

∞∑
k=0

1

β2k+1
(1− p)k

]

= Cg
2β + 1

β + p
=
p(3β + 1)

5
.

Masse de l’intervalle [ 1
β , 1]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [ 1
β , 1] dans la première somme, pour

les suites de la forme (ω0`ω1 . . . `) et dans la deuxième somme pour les suites
de la forme (ω0gω1 . . . g).

La masse de l’intervalle est donc :

Cg

∞∑
k=0

1

β2k
(1− p)k + C`

∞∑
k=0

1

β2k
pk

= Cg
β + 1

β + p
+ C`

β + 1

β + 1− p
=
β + 2

5
.

Masse de l’intervalle [1, 1
β−1 ]

On obtient l’indicatice de l’intervalle [1, 1
β−1 ] dans la deuxième somme,

pour les suites de la forme (ω0gω1 . . . gωk) et (ω0gω1 . . . g).
La masse de l’intervalle est donc :

C`

[ ∞∑
k=0

1

β2k
pk +

∞∑
k=0

1

β2k+1
pk

]

= C`
2β + 1

β + 1− p
=

(1− p)(3β + 1)

5
.

On obtient bien la même expression de ρp dans les deux cas.
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Annexe E. Table des notations

β : réel strictement compris entre 1 et 2 désignant la base de travail p. 6
Iβ : intervalle [0, 1

β−1 ], réels admettant une écriture en base β p. 9
L : intervalle [0, 1

β [ p. 13
S : intervalle [ 1

β ,
1

β(β−1) ] p. 13
R : intervalle ] 1

β(β−1) ,
1

β−1 ] p. 13
λ : mesure de Lebesgue (sur un intervalle dépendant du contexte) p. 4
Tg : transformation greedy définie sur Iβ p. 9
T` : transformation lazy définie sur Iβ p. 9
s : symétrie de l’intervalle Iβ p. 10
νβ : unique mesure de probabilité invariante par Tg absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue sur Iβ

p. 8

hβ : densité de la mesure νβ p. 8
Ω : l’ensemble {g, `}N des suites de g et de ` p. 28
T : extension de la transformation Tg p. 15
Kβ : transformation β aléatoire définie sur Ω× Iβ p. 28
π : désigne une projection, dépend du contexte p. 28
σ : décalage vers la gauche (défini sur un ensemble dépendant du contexte) p. 28
δ : décalage vers la droite p. 21
mp : mesure de Bernoulli de paramètre p sur Ω p. 28
µp : unique mesure de probabilité sur Iβ absolument continue par rapport à
λ telle que mp ⊗ µp soit invariante par Kβ

p. 28

ρp : densité de la mesure µp p. 49
E : ensemble des étiquettes d’étages p. 51
Ee : étage d’une tour, d’étiquette e p. 30
Eg : Ω× {(g)} × [0, 1], base de la tour greedy p. 29
E` : Ω× {(`)} × [s(1), 1

β−1 ], base de la tour lazy p. 29
G : tour greedy p. 29
L : tour lazy p. 29
(X,B, µ,K) : extension principale de (Ω× Iβ,B(Ω× Iβ),mp ⊗ µp,Kβ) p. 49
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G : graphe des transitions d’étiquettes p. 51
C : désigne un chemin dans les deux tours p. 53
EC : ensemble des éléments de X suivant le chemin C p. 53
JC : composante réelle de EC p. 53
Kg : transformation induite de K sur Eg p. 54
C : ensemble des chemins possibles pour un premier retour à Eg p. 54
P : partition de Eg selon le chemin de C suivi jusqu’au premier retour à Eg p. 54
AN (ω, x) : composante réelle de l’atome de

∨N
j=0K

−j
g P contenant (ω, x) p. 55

F :
∨+∞
j=0 K

−j
g P, tribu sur Eg p. 57

G̃ et L̃ : respectivement tour greedy et lazy dans l’extension naturelle p. 64
(X̃, B̃, µ̃, K̃) : extension naturelle de (X,B, µK,K) p. 65
(X,B, µ,K) : extension naturelle canonique de (Ω × Iβ,B(Ω × Iβ),mp ⊗
µp,Kβ)

p. 66

P̃ : partition de Ẽg selon le chemin de C suivi jusqu’au premier retour à Ẽg p. 78
PX̃ : partition de X̃ obtenue en « dépliant » la partition P̃ p. 78
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Étude ergodique de bêta-transformations aléatoires

Mots clefs : écriture en base non entière, système dynamique aléatoire,
extension naturelle, transformation induite, autocouplage, bernoullicité.

Résumé : On s’intéresse aux écritures des réels en base non entière. Après
avoir rappelé la construction de l’extension naturelle du système dynamique
associé à la transformation dite « greedy »(Dajani, Kraaikamp et Solomyak),
on construit une version géométrico-symbolique de l’extension naturelle de
la transformation β-aléatoire, introduite par Dajani et Kraaikamp. Cette ex-
tension permet de retrouver l’existence et l’unicité de la mesure invariante
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, et fournit une
expression de sa densité ainsi que l’ergodicité du système aléatoire. On dé-
montre enfin que cette extension naturelle est isomorphe à un schéma de
Bernoulli, généralisant ainsi au cas aléatoire le résultat de Smorodinski sur
la transformation greedy.

Abstract : We work on the expansions of real numbers in non integer
bases. We recall the construction of the natural extension of the greedy
transformation introduced by Dajani, Kraaikamp and Solomyak. We then
construct a geometrico-symbolic version of the natural extension of the ran-
dom β-transformation introduced by Dajani and Kraaikamp. This construc-
tion provides a new proof of the existence and uniqueness of an absolutely
continuous invariant probability measure for the random β-transformation,
an expression for its density and the ergodicity of the random system. We
then prove that this natural extension is a Bernoulli automorphism, gene-
ralising to the random case the result of Smorodinsky about the greedy
transformation.
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