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Résumé

Le contexte médical associé aux présents travaux est celui du traitement interventionnel de la ma-
ladie coronarienne, par le déploiement d’une endoprothèse métallique - appelée stent - à l’intérieur d’une
artère coronaire pathologique. L’intervention étant entièrement endovasculaire, il peut être difficile de
s’assurer que le positionnement du stent ne présente pas de risque de complications, particulièrement
dans certains scénarios où la plaque artérielle est complexe à traiter et requiert une adaptation du
cardiologue pendant le déploiement.
L’objectif principal de cette thèse est de proposer une méthode de simulation numérique du déploie-
ment d’un stent à l’intérieur d’une artère coronaire, au moyen d’un modèle de comportement méca-
nique réaliste. Cette simulation est développée dans le but de guider le cardiologue dans la procédure
de déploiement, et pour être, à terme, utilisée en routine clinique. L’intégration per-interventionnelle
implique de fortes contraintes sur la méthode, qui doit respecter un temps de calcul suffisamment
faible pour ne pas ralentir significativement la procédure, tout en garantissant la précision nécessaire
à l’application clinique. Les travaux présentés ici décrivent une méthode de simulation numérique du
déploiement d’un stent dans une artère coronaire, à l’aide d’un ballonet. Ils s’articulent en trois parties,
correspondant chacune à des contributions distinctes.

Dans un premier temps, nous détaillons une méthode générique de représentation d’un stent sous la
forme d’un maillage d’éléments poutres, utilisable dans une simulation par éléments finis. Cette mé-
thode est applicable à tout stent possédant une structure classique (anneaux/connecteurs), et peut être
facilement adaptée à n’importe quel diamètre ou longueur. L’utilisation d’éléments poutres permet de
tirer parti de la structure filiforme du stent pour réduire le nombre de degrés de liberté du problème,
et diminuer le temps de calcul.
Dans un second temps, nous associons aux éléments poutres un modèle mécanique de plasticité, per-
mettant de représenter la déformation subie par le stent lors du gonflement du ballon. Le modèle utilisé
est un modèle plastique de Von Mises-Hill avec écrouissage mixte (isotrope et cinématique), adapté à
la représentation d’alliages métalliques. La résolution plastique est effectuée au moyen d’un algorithme
de retour radial. Une autre de nos contributions consiste à approcher le déploiement du ballon par
un ensemble de ressorts rigides reliant le maillage du stent à une membrane de ballon virtuelle. Cette
représentation du ballon permet de stabiliser la simulation, tout en prenant en compte les tables de
compliance associées aux stents commerciaux.
Dans un troisième temps, nous présentons un protocole de validation expérimentale de la simulation.
Ce protocole repose sur la fabrication de fantômes d’artère coronaire, puis sur la réalisation de dix
déploiements de stents commerciaux sous contrôle microtomographique (micro-CT). Ces déploiements
sont reproduits numériquement par simulation, puis la géométrie finale du stent obtenue par micro-
CT et celle du stent simulé sont comparées par recalage rigide. Les résultats obtenus montrent que la
précision de la simulation est de l’ordre de l’épaisseur des mailles du stent (environ 100 µm).

Cette thèse constitue une première preuve de concept d’une simulation de déploiement de stent
réaliste utilisable en routine clinique. Du point de vue du comportement mécanique du stent, la méthode
proposée est à la fois précise (validée expérimentalement), et plus rapide que les méthodes de simula-
tion classiques (volumiques) de la littérature. Les perspectives vers une application clinique concrète
passent par deux axes principaux. D’une part l’optimisation des aspects de la simulation dont le temps
de calcul est encore prohibitif (notamment la gestion des contacts). D’autre part le développement de
modèles d’artère personnalisés, obtenus à partir de données de tomographie à cohérence optique.
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Abstract

The research work presented here takes its roots in the medical context of an interventional treat-
ment for coronary artery disease, which consists in deploying an endovascular metallic prosthesis -
called stent - inside a pathological artery. As the intervention takes place entirely inside the vessels,
making sure that the stent placement is successful (i.e. unlikely to cause complications) can be a diffi-
cult task, particularly in some scenarios where the artery is complex to treat and requires adaptation
from the cardiologist during stent apposition.
The main objective of this PhD dissertation is to develop a method for numerically simulating the stent
deployment inside a coronary artery, using a realistic model of mechanical behaviour. The simulation
aims at guiding physicians during the apposition procedure, to be, in the long run, integrated into
clinical routine. This purpose strongly constrains the simulation method, which has to be computa-
tionally efficient in order to not slow down significantly the intervention, while sufficiently precise for
clinical use. The present thesis thus describes a numerical method to simulate the deployment of a
balloon-expandable stent inside a coronary artery. Its main contributions can be divided into three
distinctive parts.

At first, we detail a generic method to represent a stent as a mesh of connected beam elements, sui-
table for finite element simulation. This method can be applied to any stent with a common design
(i.e. made of rings and connectors), and easily adapted to any length or diameter. The use of beam
elements allows to take advantage of the wire-like structure of the stent, reducing the number of degrees
of freedom and lowering computational time.
Beam elements are then associated with a model of plastic mechanical behaviour. To correctly simulate
the deformation of the stent metallic alloys, we use a Von Mises-Hill plasticity model with mixed (kine-
matic and isotropic) linear hardening. Solution of plastic equations relies on a radial return algorithm.
We also approximate the balloon inflation by connecting the stent mesh to a virtual balloon membrane
using stiff springs. This additional contribution allows to stabilise the simulation, while taking into
account the compliance tables provided by the stent manufacturers.
Complementing the numerical model, we finally present an experimental validation protocol for the
simulation. This protocol relies on the design and manufacturing of coronary artery phantoms, used
for the deployment of ten commercial stents under micro-computed tomography (micro-CT) supervi-
sion. Each deployment is reproduced numerically using the simulation, and the final geometry of the
simulated stent is compared to the micro-CT acquisition of the real stent, using rigid registration. The
results we obtained show that the simulation precision has the same order of magnitude as the stent
strut thickness (around 100 µm).

This thesis is a first proof of concept for a realistic stent deployment simulation, which aims at being in-
tegrated into clinical routine. From the stent mechanical behaviour point of view, we present a method
which is both accurate (experimentally validated), and faster than classic simulation methods from
literature (using 3D elements). Two main leads are currently investigated to move towards a concrete
clinical application. The first one is the optimisation of simulation features for which the computa-
tional time remains prohibitive (especially collision handling). The second one is the development of
patient-specific artery models, retrieved from optical coherence tomography imaging data.
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Introduction

Les travaux présentés dans ce document sont la synthèse d’une démarche de recherche sur le thème
de la simulation numérique du déploiement de stent coronaire. Le contexte médical associé est celui
de la maladie coronarienne. Cette pathologie se traduit par une diminution de la perfusion du muscle
cardiaque, affectant sa fonction et entrainant, à terme, la nécrose des tissus. Les conséquences de la
maladie dépendent de l’ampleur de cette atteinte myocardique, et se traduisent dans les cas les plus
graves par une crise cardiaque et un pronostic vital compromis à court terme. La cause de la maladie
est une dégénérescence anormale de la paroi des artères coronaires, situées à la surface du cœur et res-
ponsables de la perfusion de l’organe. Elle correspond au développement d’une plaque (essentiellement)
lipidique dans la paroi de l’artère, dont la croissance non régulée conduit à l’obstruction progressive
du vaisseau et donc à la réduction du débit sanguin. Deux possibilités existent pour le traitement des
maladies coronariennes. La première (et plus ancienne) est le recours à une chirurgie cardiaque, qui a
pour objectif de réaliser une dérivation permettant au sang de contourner la partie obstruée de l’artère.
La seconde, plus récente et moins invasive, consiste à introduire un cathéter dans le réseau vasculaire,
à l’extrémité duquel sont fixés un ballon et une endoprothèse cylindrique appelée stent, initialement
repliés. Une fois le cathéter au niveau de la plaque, l’inflation du ballon permet à la fois de la com-
primer et de déployer le stent au contact de la paroi. Cette intervention conduit au rétablissement du
calibre artériel et du débit sanguin originels. Par ailleurs, lorsque le ballon est dégonflé, puis retiré, le
stent conserve sa déformation et reste à l’intérieur de l’artère pour étayer à la paroi. À l’inverse de la
chirurgie, cette procédure ne requiert qu’une incision (à l’aine ou au bras) pour l’insertion du cathéter,
et ne nécessite pas l’anesthésie générale du patient. Le faible impact traumatique et le taux de réussite
comparable à celui de la chirurgie ont fortement contribué à la généralisation de la méthode depuis
son apparition dans les années 1980.
L’âge étant un des principaux facteurs de risque pour les maladies coronariennes, celles-ci constituent
à l’heure actuelle un enjeu de santé publique majeur dans les pays à la population vieillissante. En
2014 en Europe, elles étaient par exemple à l’origine d’un décès sur cinq (1,8 millions), ce qui en faisait
la cause principale de mortalité parmi l’ensemble des maladies cardiovasculaires [1].

Depuis le début des années 2000, le développement de simulations numériques de déploiement de
stents a permis un niveau d’analyse approfondi, complémentaire des informations obtenues dans les
études cliniques sur le sujet. L’observation in vivo du déploiement étant particulièrement complexe,
la simulation constitue un outil précieux pour l’étude des phénomènes liés à la pose de stent, notam-
ment vis-à-vis des cas de complication postinterventionnelle. Cependant, l’utilisation de la simulation
pour l’étude du déploiement intervient principalement en amont du contexte clinique, dans la phase
de conception des modèles de stents. Bien que le développement de techniques d’imagerie récentes per-
mette l’acquisition de données de plus en plus précises pendant l’intervention, seul un faible nombre
d’études sur la simulation de déploiement se positionnent dans le contexte interventionnel, avec l’ob-
jectif de guider la pose de stent en conditions réelles.
Cette carence dans la littérature s’explique par la difficulté de rendre compatibles le coût de calcul
des méthodes de simulation, chronophages, et l’efficacité requise par le contexte de routine clinique.
Une simulation peropératoire apportant des informations précises sur les conséquences du déploiement
d’un stent présente pourtant un intérêt certain, en particulier pour les scénarios complexes où la pose
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d’un stent est plus susceptible d’entraîner des complications. La question se pose donc logiquement de
savoir s’il est possible de mettre en place une méthode de simulation suffisamment précise et rapide
pour être intégrée dans une routine clinique.

Pour étudier ce problème, dont les ramifications sont potentiellement complexes, nous nous limi-
tons en première intention à l’analyse de la représentation du stent dans la simulation de déploiement.
Le principal objectif de nos travaux consiste par conséquent en la conception d’un modèle de déploie-
ment de stent, suffisamment précis et efficace pour être compatible avec l’utilisation clinique mentionnée
ci-dessus. De ce premier enjeu résulte logiquement un second objectif d’évaluation de la fiabilité du
modèle. Cette étape s’appuie sur l’acquisition de données expérimentales de déploiement, pouvant être
confrontées au résultat obtenu par simulation. Ces deux objectifs prennent la forme d’une preuve de
concept, apportée à la problématique générale d’intégration de la simulation dans un contexte clinique.
Ils constituent par conséquent un travail préliminaire au développement concret d’une telle simulation.
Par ailleurs, nous mettons l’accent sur le caractère générique de la simulation, en essayant d’élargir son
application au plus grand nombre de stents possible.
Une limitation notable de notre étude est la restriction à des modèles de stents uniquement métalliques
et déployés par ballon. En particulier, l’utilisation de stents biorésorbables (constitués de polymères
ou d’alliages métalliques dégradables), ou celle de stents auto-expansibles, sort du cadre de nos tra-
vaux. Cette restriction s’explique par la différence de comportement mécanique fondamentale entre
ces différents modèles. Les propriétés mécaniques des stents biorésorbables sont influencées par la dé-
gradation progressive du matériau constitutif, et requièrent la simulation adéquate des phénomènes
physico-chimiques mis en jeu. À l’inverse, les stents auto-expansibles manifestent un comportement
essentiellement élastique, ne conservant pas la déformation comme dans le cas des stents déployés par
ballon. Les modèles spécifiques nécessaires à la simulation de ces cas de figure ne sont pas directement
compatibles avec ceux sur lesquels se concentre notre étude.

L’organisation de ce document peut être décomposée en trois parties. Dans un premier temps,
nous présentons la revue de la littérature du contexte médical et de la simulation de déploiement dans
les chapitres 1 et 2, de façon à souligner les différents aspects de la problématique. Dans un deuxième
temps, nous détaillons toutes les étapes de notre méthode de simulation, incluant : la procédure de
discrétisation du stent dans le chapitre 3, la méthode de résolution basée sur la mécanique des milieux
continus dans le chapitre 4, et le modèle de comportement plastique associé aux matériaux constitutifs
du stent dans le chapitre 5. La fin du chapitre 5 et le chapitre 6 sont finalement dédiés à la validation
expérimentale des résultats, respectivement pour le déploiement libre et le déploiement contraint par
un modèle de paroi.
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Chapitre 1

Contexte médical

La présente étude s’inscrit dans le cadre d’une pathologie cardiovasculaire spécifique : la maladie
coronarienne. La finalité clinique de nos travaux de recherche est de faciliter le traitement de la maladie
par pose de stent, méthode largement utilisée dans sa prise en charge. Plusieurs enjeux et contraintes,
au cœur de ces travaux, dépendent directement du contexte médical qui les entoure.
Nous présentons dans ce chapitre les données épidémiologiques de la maladie coronarienne, ainsi que
quelques éléments d’anatomo-physiopathologie. Nous décrivons ensuite le principe du traitement par
pose de stent, de façon à éclairer les possibilités de faciliter sa mise en œuvre, grâce à la simulation.

1.1 Anatomie des artères coronaires

La maladie coronarienne est une pathologie des artères coronaires. Situées à la surface du muscle
cardiaque (myocarde), celles-ci sont les vaisseaux qui en permettent l’approvisionnement sanguin, et
par conséquent le bon fonctionnement. On distingue généralement deux artères coronaires principales :
l’artère coronaire droite et l’artère coronaire gauche, qui irriguent respectivement en majorité les par-
ties droite et gauche du cœur, en entourant celui-ci. On observe le long de chacune de ces artères de
nombreuses bifurcations, qui donnent naissance à des artères collatérales, le tout formant un arbre
vasculaire dense. Un schéma des artères coronaires est présenté sur la Figure 1.1.
Une particularité des artères coronaires est leur faible diamètre : leur ouverture (ostium) à la base de
l’artère aorte mesure de 3 à 5 mm pour la coronaire gauche, et de 2 à 3 mm pour la coronaire droite,
dans le cas de vaisseaux sains [2]. Ce diamètre se réduit ensuite progressivement en distal, au fur et à
mesure de l’apparition des collatérales. En comparaison, le diamètre initial de l’artère aorte, au niveau
du départ des coronaires, et en moyenne de 30 mm [3].

è 

Artère coronaire
gaucheArtère coronaire 

droite

Aorte

Figure 1.1 – Schéma de la localisation des artères coronaires à la surface du cœur. Deux branches distinctes
partent de l’artère aorte : l’artère coronaire gauche, qui se subdivise ensuite en artère interventriculaire antérieure
(IVA) et en artère circonflexe ; et l’artère coronaire droite. Chacune possède de nombreuses bifurcations, qui
donnent naissance à des artères collatérales, dont le diamètre se réduit progressivement.
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Figure 1.2 – Représentation des trois couches concentriques de la paroi artérielle. La couche la plus interne,
qui délimite la lumière artérielle, est appelée intima ; la couche intermédiaire media ; et la couche externe adven-
tice. Les frontières intima/media et media/adventice sont matérialisées par les membranes élastiques interne et
externe. Les trois couches varient en composition, et leur superposition définit les caractéristiques mécaniques de
l’artère. Source : https://en.wikiversity.org/wiki/File:Blausen_0055_ArteryWallStructure.png, accé-
dée le 07/05/2020. Crédit: Bruce Blaus, sous licence CC BY 3.0.

En tant qu’artères, la paroi des coronaires est composée de trois couches (ou tuniques) distinctes :
l’intima, qui est au contact du sang et qui délimite donc la lumière de l’artère, la media, et l’adventice.
Les séparations intima/media et media/adventice sont matérialisées par des membranes élastiques,
respectivement interne et externe. La superposition des couches est illustrée sur la Figure 1.2. Les
mécanismes physiologiques qui conduisent à la maladie coronarienne sont étroitement liés à cette
configuration en trois couches.

1.2 Maladie coronarienne

1.2.1 Mécanisme

La maladie coronarienne résulte d’un phénomène de dégradation de la paroi artérielle, appelé athé-
rosclérose. Celui-ci correspond à une modification de la structure de la paroi au niveau de l’intima, avec
la formation d’une plaque d’athérome. Cette plaque est généralement constituée d’un cœur lipidique,
de cellules de muscles lisses, et de cellules de réaction inflammatoire (par exemple, des macrophages).
Elle est entourée d’une couche fibreuse plus ou moins fine, faite de cellules endothéliales [4].
La formation de plaques athéromateuses est un phénomène naturel et réversible [5], qui peut n’être à
l’origine d’aucun symptôme. Cependant, lorsque la croissance de la plaque n’est pas régulée, celle-ci a
pour conséquence directe la réduction du diamètre de la lumière artérielle, à travers laquelle circule le
sang. L’artère est alors dite sténosée. Comme les artères sont en charge de l’approvisionnement sanguin
des organes en aval, la réduction de leur diamètre entraîne une réduction du débit sanguin vers les
organes desservis. Cette carence en apport sanguin est désignée par le terme d’ischémie. Un schéma
illustratif est présenté sur la Figure 1.3. En fonction de l’importance de l’obstruction artérielle, on
peut observer le dysfonctionnement ou la défaillance des organes impactés.

Dans le cas des artères coronaires, la croissance pathologique de l’athérome porte donc le nom de
maladie coronarienne. Lorsque l’ischémie est modérée, elle se traduit principalement par une douleur
thoracique stable (par exemple produite systématiquement par le même type d’effort), qui traduit
l’ischémie partielle du muscle cardiaque. On parle d’angine de poitrine, ou angor. Lorsque l’ischémie
est instable et/ou trop importante, on parle de syndrome coronarien aigü. Celui-ci se traduit par une
douleur thoracique inattendue (par exemple qui persiste après un effort) et, s’il n’est pas pris en charge,
conduit rapidement à une nécrose des cellules du myocarde. Cette nécrose entraîne l’arrêt des cellules
concernées (sur une zone plus ou moins importante), et est largement connue sous le nom d’infarctus
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Figure 1.3 – Représentation schématique d’une sténose artérielle, suite à la formation d’une plaque d’athé-
rome au sein de la paroi. Lorsque la plaque devient trop importante, elle obstrue la lumière artérielle, réduisant
son diamètre, ainsi que le débit sanguin. L’apport sanguin insuffisant peut léser les organes en aval, phénomène
appelé ischémie

du myocarde, ou plus couramment : crise cardiaque. Ses conséquences vont de lésions irréversibles qui
impactent l’activité cardiaque, à la mort subite.
L’évolution de la maladie est très variable, et dépend fortement de la taille et de la nature des plaques
athéromateuses. L’aggravation des symptôme peut traduire une augmentation de la taille de l’athérome,
mais aussi une rupture soudaine de l’endothélium au niveau de la plaque, qui conduit à la formation
de caillots sanguins (thrombus). Chaque thrombus est susceptible de migrer dans le flux sanguin, de
causer l’obstruction totale de l’artère en aval (embolie), et par conséquent un infarctus.

1.2.2 Épidémiologie

Comme évoqué précédemment, la maladie coronarienne résulte d’un remaniement naturel de la
paroi artérielle, qui peut n’avoir aucune conséquence. Néanmoins, plusieurs travaux de recherche, basés
notamment sur l’étude de Framingham 1, ont permis à la fois d’identifier des facteurs qui aggravent
le risque de morbidité, et de proposer des outils pour évaluer le risque cardiovasculaire chez les pa-
tients [6], [7]. On trouve principalement parmi les facteurs qui ont ainsi été mis à jour : l’obésité, le
tabagisme, l’hypertension artérielle, et l’hypercholestérolémie. À ces facteurs s’ajoute le vieillissement,
la prévalence de la maladie augmentant avec l’âge [1], [8].

Du fait des facteurs de risque, l’infarctus du myocarde est une des premières causes de mortalité
dans les populations vieillissantes, notamment occidentales. Ainsi les maladies coronariennes étaient
responsables d’1 décès sur 7 aux États-Unis en 2013 [8] (environ 500 000), et 1 décès sur 5 en Europe
en 2014 [1] (environ 1, 8 millions), ce qui en fait la première cause de mortalité parmi les maladies
cardiovasculaires. Pour ces raisons, la prise en charge de la maladie coronarienne est un enjeu majeur
de santé publique.

Devant la sévérité des séquelles laissées par les maladies coronariennes, la stratégie principale
de prise en charge est basée sur la prévention. L’objectif est d’identifier les patients présentant des
facteurs aggravants (en particulier si plusieurs facteurs coexistent) [7], et d’agir sur ces facteurs à
travers un changement des habitudes de vie (régime alimentaire, réduction du tabagisme ou de la
sédentarité) [9]. Comme indiqué dans [1], les taux de mortalités des maladies coronariennes sont en
baisse dans une majorité de pays européens, en particulier pour des populations relativement peu

1. Étude sur le long-terme menée depuis 1948 sur les maladies cardiovasculaires.
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Figure 1.4 – Schéma illustratif du pontage coronarien. L’objectif de l’opération est d’effectuer une déri-
vation autour d’une artère coronaire sténosée. Cette dérivation consiste à créer un "pont" artériel qui part de
l’aorte (ou d’une artère principale qui en est issue, par exemple ici l’artère subclavière gauche) et se termine sur
l’artère coronaire, en aval de l’athérome. La dérivation en elle-même est faite avec un autre vaisseau, prélevé
sur le patient. En fonction du nombre d’artères sténosées, un ou plusieurs pontages peuvent être envisagés.
Source : https://en.wikiversity.org/wiki/File:Blausen_0152_CABG_All.png, accédée le 14/05/2020.
Crédit: Bruce Blaus, sous licence CC BY 3.0.

âgées (< 75 ans). Cette baisse est probablement expliquée par les politiques de prévention évoquées,
mais aussi par l’amélioration de l’efficacité des traitements, complémentaires de la prévention. Ainsi,
bien que Nichols et al. [1] notent une diminution globale de la mortalité sur les années précédentes, le
nombre d’hospitalisations pour motifs cardiovasculaires (tous types confondus) est en hausse dans la
majorité des pays étudiés - d’où l’importance de ces traitements.

1.3 Traitements

Les traitements des maladies coronariennes consistent essentiellement à rétablir une circulation
sanguine normale au niveau d’une artère sténosée (revascularisation). Plusieurs solutions existent, pré-
sentant des avantages et des inconvénients complémentaires, qui doivent être pris en compte de manière
adaptée au cas de chaque patient. Les deux méthodes principales, chirurgicale et interventionnelle, sont
détaillées ci-dessous.

1.3.1 Traitement chirurgical

Historiquement, la méthode de référence est chirurgicale : elle consiste à prélever puis apposer un
autre vaisseau au niveau de l’athérome pour réaliser une dérivation. On parle de pontage coronarien
(en anglais CABG, pour Coronary Artery Bypass Graft) lorsque l’opération est effectuée sur une ar-
tère coronaire. En fonction de la nature du vaisseau utilisé, on parle de pontage veineux (ex : veine
saphène interne), ou de pontage artériel (ex : artères mammaires internes). Lorsque plusieurs artères
sont sténosées simultanément, le pontage peut être multiple (double, triple, etc.). Un schéma illustratif
est donné en Figure 1.4.
La technique du pontage coronarien a été pratiquée pour la première fois dans le cadre d’une étude
en 1967 [10]. Comme l’opération implique la dissection des coronaires, elle est à l’origine réalisée en
arrêtant le cœur et en plaçant les patients sous circulation extracorporelle, ce qui nécessite de procé-
der par sternotomie (ouverture du sternum). C’est donc une méthode particulièrement invasive, pour
laquelle certains patients à risque (par exemple âgés et/ou avec des antécédents de crise cardiaque)
peuvent être déclarés inopérables.
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(a) (b) (c)

Figure 1.5 – Schéma illustratif du principe d’Intervention Coronarienne Percutanée (ICP). (a) Un Cathéter
est inséré dans l’artère sténosée, avec à son extrémité un ballonnet (dégonflé). Le ballonet est positionné au
niveau de la plaque d’athérome. (b) L’inflation du ballonnet permet de compresser la plaque. (c) Après retrait
du dispositif, le diamètre artériel permet de nouveau un apport sanguin correct.
Source : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Angioplasty-scheme.svg, accédée le 16/05/2020.
Crédit: Xander89, sous licence CC BY-SA 3.0.

Depuis les débuts de son utilisation, la technique du pontage coronarien a connu plusieurs évo-
lutions visant à réduire l’aspect invasif et lourd de la chirurgie. En particulier, des méthodes ont été
développées pour opérer respectivement sans circulation extracorporelle, à cœur battant (en anglais
: OPCAB pour Off-Pump Coronary Artery Bypass), et sans ouverture complète du sternum (en an-
glais : MIDCAB pour Minimally Invasive Direct Coronary Artery Bypass). Du fait de la longévité de
ces pratiques, de nombreuses études et méta-études permettent d’évaluer de façon relativement fiable
leurs bénéfices et risques. La chirurgie à cœur battant a par exemple montré une réduction de la mor-
talité et de la morbidité peropératoire et postopératoire à court terme [11], particulièrement chez les
patients à risque [12], du fait de l’absence de circulation extracorporelle. L’opération sans sternotomie
a également montré une efficacité similaire à court et moyen termes [13].
Bien que ces nouvelles méthodes diminuent partiellement le traumatisme opératoire et les conséquences
associées, leur utilisation peut être limitée par des pathologies trop complexes (segments sténosés trop
nombreux, ou à des emplacements critiques), et par les conséquences sur le long terme. Du fait de leur
apparition plus récente, leur évaluation est encore en cours, mais une plus grande mortalité à 5 et à
10 ans serait observée pour la méthode à cœur battant en comparaison à la méthode classique [14],
ainsi qu’un plus grand risque de récidive nécessitant une revascularisation [13] pour la méthode peu
invasive. Les risques opératoires associés à chacune de ces techniques soulignent l’intérêt particulier
d’une méthode non-chirurgicale, différente et complémentaire.

1.3.2 Traitement interventionnel

L’autre traitement principal de la maladie coronarienne est l’Intervention Coronarienne Percu-
tanée (ICP), aussi appelée angioplastie coronaire. Le principe de cette technique interventionnelle est
de revasculariser en utilisant un ballonnet. Par gonflement, celui-ci permet de compresser la plaque
d’athérome, d’augmenter le diamètre artériel, et donc de rétablir un débit sanguin stable. Le ballon
est apposé à l’extrémité d’un cathéter, qui est introduit dans le système circulatoire par une artère
périphérique (fémorale ou radiale), et acheminé jusqu’à la coronaire sténosée. Le procédé est illustré
sur la Figure 1.5.
La méthode a été introduite par Grüntzig en 1977 [15], et a pour avantage principal d’être très peu
invasive. Ne s’agissant pas d’une chirurgie, elle est majoritairement pratiquée en anesthésie locale (pour
l’introduction du cathéter), et n’implique pas de traumatisme opératoire (en comparaison avec le pon-
tage coronarien). Ceci permet d’une part un rétablissement plus rapide des patients, mais surtout,
et principalement, la possibilité de proposer un traitement à des patients jugés inopérables pour la
chirurgie.

En comparaison avec le pontage coronarien, des travaux de recherche ont cependant montré que
malgré des taux de mortalité comparables, les patients bénéficiant d’une angioplastie ont un risque
accru de recours à une nouvelle revascularisation dans les 3 ans [16], [17], [18]. Ce phénomène peut
notamment être expliqué par le redéveloppement de la plaque après angioplastie, conduisant à une
resténose. Une solution a alors été proposée pour stabiliser la plaque, en fixant une endoprothèse mé-
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Figure 1.6 – Illustration du processus de déploiement d’un stent. Sur l’image de gauche, le stent est replié
sur un ballonnet dégonflé. Le dispositif est fixé à l’extrémité d’un cathéter qui est acheminé jusqu’à la sténose,
comme pour une angioplastie classique. Sur l’image de droite, l’inflation du ballonnet permet à la fois la com-
pression de l’athérome et le déploiement du stent, qui est plaqué contre la paroi. Lorsque le ballon est dégonflé,
le stent conserve sa déformation et s’oppose à la croissance de la plaque.
Source : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Angioplasty_-_Balloon_Inflated_with_Stent.
png, accédée le 16/05/2020. Crédit : Bruce Blaus, sous licence CC BY-SA 4.0.

tallique sur le ballonnet, afin qu’elle soit déployée et plaquée contre la paroi lors du gonflement 1.
Lorsque le ballon est dégonflé, l’endoprothèse (déformée) reste au contact de la paroi et bloque une
éventuelle reprogression de la plaque. Il s’agit donc d’un dispositif que les patients conservent à vie.
Le terme adopté pour désigner ce type d’endoprothèse est stent, et la première utilisation rapportée
dans la littérature pour le traitement d’une sténose coronaire date de 1986 [19]. Un schéma illustratif
est présenté en Figure 1.6.

Les stents ont eux-mêmes connu de nombreuses évolutions. Suite à leur apparition, les premières
observations [20], et les méta-analyses qui ont suivi [21], [22], ont montré qu’un traitement par pose de
stent, en comparaison à une angioplastie seule, diminue le risque de recours à une seconde intervention
de revascularisation dans les sept mois. Néanmoins, un des inconvénients des stents est leur composition
entièrement métallique, qui les rend susceptibles de provoquer la formation de thrombus au contact
du sang. Cette spécificité oblige les patients recevant un stent à suivre un traitement anticoagulant
sur le long terme, avec un risque d’hémorragie accru qui contrebalance les bénéfices observés sur le
phénomène de resténose.
Malgré la réduction observée du taux de resténose avec l’utilisation des stents, celle-ci reste présente
dans un nombre important de cas (entre 10 et 60% selon [23]). Le processus qui conduit à la resténose
est toutefois différent de celui observé pour l’angioplastie. Le rôle important du redéveloppement de
la plaque postangioplastie est globalement supprimé par la présence du stent. En revanche, le déploie-
ment du stent, et les contraintes mécaniques induites sur la paroi, conduisent à un traumatisme plus ou
moins important qui déclenche un processus de prolifération au niveau de l’intima [23]. Ce processus
est en partie recherché, car il permet à la paroi de recouvrir progressivement le stent, de façon à ce
que ses mailles ne soient plus en contact direct avec le sang (et ne risquent donc plus de déclencher la
formation de caillots). Toutefois, si la prolifération est trop importante, l’augmentation de l’épaisseur
de la paroi peut conduire à une nouvelle obstruction, correspondant au phénomène de resténose observé.

Pour palier ces problèmes, une nouvelle génération de stents dit couverts (en anglais DES pour
Drug-Eluting Stent) a vu le jour. Par opposition aux stents métalliques nus (bare-metal stents), ceux-ci
possèdent un revêtement médicamenteux qui limite la prolifération intimale, et donc la resténose. Les

1. Il existe également des endoprothèses dites "auto-expensibles", qui ne nécessitent pas de ballon pour être dé-
ployées. Leur comportement mécanique est toutefois très différent, et nos travaux se limitent au déploiement par ballonnet.
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premiers résultats comparant les stents couverts aux stents métalliques nus ont montré leur capacité à
réduire le risque de resténose après une première revascularisation [24], ainsi que leur efficacité comme
traitement d’une resténose apparue après la pose d’un stent nu [25]. Un point clef dans l’élaboration
des stents couverts est que leur capacité à limiter la prolifération intimale ne doit pas empêcher les
mailles du stent d’être recouvertes par la paroi, sous peine de voir le risque de thrombus augmenter.
En ce sens, plusieurs méta-analyses ont permis de montrer l’efficacité des stents couverts par rapport
aux stents nus, à la fois contre le risque de resténose et celui de thrombus [26], [27], [28]. Notons que
dans [26], une légère hausse du risque de thrombus sur le long terme a été observée sur les onze études
analysées, mais que cette différence n’était pas présente dans les données compilées dans [27] et [28].
Par ailleurs, comme mis en évidence dans ces deux dernières publications et dans [29], le type de stent
couvert joue un rôle dans l’efficacité du traitement. D’après ces études, les stents couverts les plus
performants seraient les stents en alliage Cobalt-Chrome (Co-Cr), avec un revêtement d’évérolimus.

Une des dernières évolutions majeures dans la conception de stents coronaires est l’utilisation de
matériaux biorésorbables, sous la forme d’alliages métalliques spécifiques (zinc, magnésium et/ou fer)
ou de polymères (acide polylactique (PLLA)). Contrairement aux stents métalliques classiques, ces
stents ont la particularité d’être dégradés par l’organisme en tissus fibreux, sur une durée de plusieurs
mois. L’objectif en utilisant ce type de matériaux est de diminuer le risque de thrombus lié à la compo-
sition métallique inoxydable des stents classiques, ainsi que les conséquences sur le long terme associés
à la présence de l’endoprothèse. Néanmoins la technologie des stents biorésorbables est encore très ré-
cente, et les premières études disponibles tendent à montrer un risque plus important de thrombus que
pour les stents métalliques couverts classiques [30], [31], en particulier par rapport aux stents en alliage
Co-Cr et à revêtement d’évérolimus [32], [33]. Comme les stents biorésorbables offrent pour l’instant
des résultats mitigés, et que leur développement est encore à l’étude, ils sont exclus du cadre de nos tra-
vaux. Notons toutefois que leur comportement mécanique est potentiellement très différent des stents
métalliques classiques, à la fois du fait de leur composition, et de leur dégradation lente une fois apposés.

1.3.3 Comparaison

Devant le succès et l’efficacité croissante des stents dans le traitement de la maladie coronarienne,
il est légitime de s’interroger sur l’utilité du pontage coronarien, qui, bien qu’efficace, est une méthode
beaucoup plus invasive et traumatisante que l’intervention coronarienne percutanée avec pose de stent.
La question s’est posée relativement tôt dans la littérature scientifique [34], mais elle reste complexe et
débattue aujourd’hui. Le principal obstacle à une réponse unanime est le très grand nombre de facteurs
qui entrent en jeu dans les conséquences d’une opération de revascularisation, à la fois du côté des pa-
tients (localisation de la ou des sténoses sur la coronaire droite ou gauche, comorbidités de diabète ou
d’hypertension, historique d’accidents cardiovasculaires, ...), et du côté des traitements (type et com-
position des stents, avec ou sans revêtement, type de chirurgie pour le pontage coronarien, etc.). Le
manque de données exhaustives rend difficile l’établissement d’un consensus, particulièrement vis-à-vis
des technologies de stent les plus récentes.
Plusieurs méta-analyses sont cependant disponibles, et permettent de dégager des tendances. De nom-
breuses études relèvent ainsi une mortalité comparable à court et long termes entre les méthodes de
chirurgie et la pose de stents, tous types de stent confondus [35]- [45]. En revanche l’utilisation de l’ICP
avec pose de stent est globalement associée à un risque plus important de complication cardiovascu-
laire (principalement accident vasculaire cérébral (AVC), ou infarctus du myocarde) [40], [42], [43]. Ces
complications sont liées au taux de revascularisation postintervention plus important chez les patients
recevant un stent que chez ceux traités par chirurgie. L’infériorité de l’ICP par rapport à la chirur-
gie tend toutefois à se réduire dans les cas de sténoses anatomiquement peu complexes [41], [39] et
à augmenter dans le cas contraire : par exemple lorsque les lésions sont multiples ou que les patients
présentent une comorbidité de diabète [36], [39]. Dans ces cas, l’indication thérapeutique est favorable
au pontage. Par ailleurs, l’étude statistique la plus récente recensée ici [45] tend à montrer que les
types de complications encourues dépendent du traitement adopté. Ainsi, comparée à la chirurgie,
l’ICP présenterait un risque plus faible d’AVC dans les 30 premiers jours suivant la revascularisation,
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mais un risque plus important de nécessiter une nouvelle revascularisation (les risques d’infarctus et la
mortalité étant similaires). À 5 ans les risques de mortalité et d’AVC seraient identiques, mais l’ICP
présenterait un risque supérieur de nouvelle revascularisation ou d’infarctus.

Une limitation dans les résultats présentés ci-dessus est qu’ils prennent en compte toutes les
catégories de stent confondues, y compris des stents métalliques nus, et des stents biorésorbables.
Par exemple, les résultats obtenus sur le plus long terme (5 à 10 ans) sont issus de deux publica-
tions [35], [39] portant sur le même essai clinique multicentre et randomisé SYNTAX (Synergy between
PCI with Taxus and Cardiac Surgery) qui, du fait de sa longévité, met en jeu des stents couverts à
élution de paclitaxel de première génération. Étant donné les premiers résultats qui tendent à montrer
l’efficacité supérieure des stents de deuxième génération à élution d’évérolimus, il serait intéressant
de disposer de méta-analyses comparant les résultats de ce type de stent en particulier, au pontage
coronarien. Cependant, nous n’avons pas mis à jour d’études statistiques correspondant à ce critère, et
celles dont nous disposons montrent donc essentiellement que l’efficacité de l’ICP est très dépendante
du type de stent et de revêtement médicamenteux [43], [44], [45].
Parmi les essais cliniques inclus, seuls deux se limitent aux stents à évérolimus : l’essai BEST [37]
(880 patients, sans condition sur la sténose), et l’essai EXCEL [38] (1905 patients présentant des sté-
noses avec une complexité anatomique faible à moyenne). Les résultats de l’essai EXCEL montrent
que pour les patients présentant une sténose peu complexe, le traitement par stent à évérolimus n’est
pas inférieur à la chirurgie vis-à-vis du risque mixte de décès et de complication cardiovasculaire. En
revanche les résultats de l’essai BEST montrent que le risque de complication cardiovasculaire est plus
important chez les patients ayant subi une pose de stent au lieu d’une chirurgie. Devant la taille limitée
des échantillons, les conclusions de ces essais cliniques sont à prendre avec du recul, en attendant la
publication de résultats supplémentaires et d’une fiabilité statistique supérieure.

Comme nous l’avons expliqué, la multitude d’études trop récentes, et parfois contradictoires, sur
l’efficacité de la pose de stent, rend difficile l’établissement d’un consensus et de recommandations. Le
cas de figure le plus complexe est celui des patients jugés à risque par la localisation de la sténose ou la
présence de comorbidités, chez qui les résultats évoqués ci- dessus prédisent un plus grand risque pour
l’ICP, mais qui peuvent être déclarés inopérables pour un pontage. À l’heure actuelle, les préconisations
pour ces patients sont de prendre une décision collégiale entre chirurgiens cardiaques et cardiologues,
évaluée au cas par cas [46].
Cette situation illustre de façon pertinente l’enjeu que représente la généralisation de la pose de stent en
traitement des maladies coronariennes. La technique s’est largement répandue en pratique grâce à son
faible impact traumatique et son efficacité, mais les mécanismes physiologiques qui lui sont associés,
et qui entraînent des complications, sont encore insuffisamment maîtrisés.

1.4 Améliorer l’efficacité des stents

Une façon directe d’étudier les causes des complications liées aux stents est d’avoir recours à
des techniques d’imagerie intravasculaire : essentiellement par échographie (IVUS, pour IntraVascular
UltraSoud) ou par interférométrie (OCT, pour Optical Coherence Tomography) 1. Dans les deux cas,
la méthode consiste en l’insertion, dans le système vasculaire, d’un cathéter spécifique, qui possède à
son extrémité distale un dispositif d’imagerie miniaturisé. Dans le cas de l’IVUS, il s’agit d’une sonde
échographique, et, dans le cas de l’OCT, d’un système d’interférométrie utilisant généralement un
rayonnement dans le proche infrarouge. Dans un cas comme dans l’autre, la navigation du cathéter
dans le système sanguin permet d’obtenir des images en coupe de l’intérieur des vaisseaux, sur lesquelles
sont visibles la lumière et une épaisseur plus ou moins importante de la paroi. De façon générale, les
signaux utilisés en OCT sont plus limités qu’en IVUS pour la pénétration des tissus mous, mais offrent
une bien meilleure résolution. À titre indicatif, au début de leur utilisation, la profondeur atteignable
dans un tissu mou était de 1 à 3 mm pour l’OCT contre 4 à 8 mm, mais la résolution axiale de l’OCT

1. Du fait de leur usage répandu dans le domaine médical, nous utilisons les acronymes OCT et IVUS bien qu’ils
fassent référence aux appellations anglophones.
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Figure 1.7 – Exemple d’images IVUS (a) et OCT (b), prises à l’intérieur d’une artère coronaire. Les deux
images ne représentent pas la même localisation, mais les dimensions de la lumière sont du même ordre.
Source pour l’image IVUS : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:IVUS_of_CAD.png, accédée le
22/05/2020. Crédit: Ksheka, sous licence CC BY-SA 2.5.

était de 12 à 18 µm contre 150 à 200 µm pour l’IVUS [47]. Des exemples d’images OCT et IVUS sont
donnés en Figure 1.7.
Les deux technologies sont utilisées en clinique, chacune avec des avantages et des inconvénients [48].
Dans ce qui suit, nous nous limitons principalement à l’OCT, à la fois en raison de l’environnement
clinique dans lequel nos travaux ont été effectués 1, et des pistes de recherche futures qu’ils préparent
(sur lesquelles nous reviendrons).

Dans un premier temps, l’utilisation d’une technique d’imagerie en complément du guidage de base
par coronarographie (rayons X) a permis de mieux comprendre les causes des complications observées
après la pose d’un stent. En particulier, des études réalisées dans le cadre de la base de données PESTO
(Morphological Parameters Explaining Stent Thrombosis assessed by OCT ) ont permis de montrer la
capacité de l’OCT à relier l’apparition d’un thrombus au niveau du stent à une malapposition ou une
sous-expansion de celui-ci [49], [50]. Ces résultats s’expliquent par le fait que les mailles d’un stent
malapposé ou en sous-expansion ne sont pas toutes en contact avec la paroi artérielle. Les mailles
"flottant" dans la lumière ne pouvant être recouvertes progressivement par la paroi, leur contact pro-
longé avec le sang explique, sur le long terme, la formation de caillots.
Ce problème est particulièrement critique lorsque la sténose traitée est située au niveau d’une bifurca-
tion artérielle. Les mailles du stent situées au niveau de la bifurcation ne sont alors, par défaut, pas en
contact avec la paroi. Les bifurcations nécessitent donc une technique spécifique pour la pose du stent
(deuxième inflation du ballon pour écarter les mailles flottantes, pose d’un stent supplémentaire sur
la bifurcation...) [51], qui peut s’avérer complexe à réaliser. Le cas est d’autant plus courant avec un
guidage par coronarographie seule, qui ne permet pas de visualiser précisément l’apposition du stent.
La situation est par ailleurs rencontrée souvent en clinique, puisque 15 à 20% des ICP concernent
une sténose au niveau d’une bifurcation [48]. En particulier, la partie proximale de l’artère coronaire
gauche, appelée tronc commun (en anglais LMCA, pour Left Main Coronary Artery), qui comprend
l’ostium aortique et les premières collatérales majeures (l’artère circonflexe et l’artère inter-ventriculaire
antérieure), est une zone complexe à traiter par ICP. Les sténoses du tronc commun sont d’ailleurs
très étudiées et représentées dans la littérature sur la pose de stent, et sont plus facilement sources de
complications ( [35], [41]- [45]).

Dans un second temps, l’imagerie intravasculaire est logiquement apparue comme un moyen de

1. Le CHU de Clermont- Ferrand dispose d’une des bases de données OCT d’artères coronaires les plus importantes
d’Europe, notamment via le registre PESTO (Morphological Parameters Explaining Stent Thrombosis assessed by OCT ).
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guider la pose de stent, en fournissant des images et des informations précises sur une possible mal-
apposition ou sous-expansion. Les études et méta-analyses disponibles montrent une diminution des
risques de complication postICP et une meilleure efficacité lorsque l’intervention et pratiquée avec un
guidage d’imagerie intravasculaire [52], [53], [54], en particulier dans les cas de sténoses complexes [55].
À l’heure actuelle, le support de l’ICP par une technique d’imagerie intravasculaire n’est toutefois pas
encore la norme en routine clinique, est n’est, de fait, pas systématiquement remboursé [48]. On peut
supposer que la raison principale de cette situation, malgré les résultats positifs de la littérature, est
l’apparition récente des techniques d’IVUS et d’OCT en cardiologie. La familiarisation des médecins
avec celles-ci et leur généralisation en pratique sont des processus longs, qui requièrent par ailleurs
un maximum de preuves de leur efficacité. Au vu des premières observations, il est raisonnable de
s’attendre à cette généralisation dans les prochaines années.

1.5 Traitement des données d’imagerie et aide à l’intervention

Les données qui précèdent permettent de mettre en lumière les enjeux importants liés à l’opti-
misation de la pose de stents, notamment pour la prise en charge des patients les plus à risque. Le
guidage par imagerie intravasculaire constitue une première étape vers une meilleure efficacité, et une
réduction des complications postintervention.
Dans un second temps, le fait que les données d’imagerie soient numériques permet d’envisager leur
traitement par informatique, de façon à faciliter et accélérer le travail d’analyse des médecins. Des
travaux récents ont ainsi permis la segmentation semi-automatique d’un stent métallique ou biorésor-
bable, ainsi que de la lumière artérielle, sur des images OCT acquises pendant une ICP [56], [57]. Les
algorithmes correspondants permettent de gagner plusieurs heures par rapport à une segmentation
entièrement manuelle, faite par un médecin.

Une autre manière d’exploiter des données d’imagerie intravasculaire est d’avoir recours à une
modélisation biomécanique du déploiement du stent au sein de l’artère, avec pour objectif final de
prédire l’issue d’un déploiement avant que celui-ci n’ait lieu. L’intérêt des images intravasculaires
est alors double. D’une part, elles permettent de fournir des vérités terrain in vivo qui peuvent être
comparées aux données simulées et servir de validation. Pour des images OCT, ceci est d’autant plus
réalisable grâce aux outils existants, qui permettent la segmentation rapide des mailles du stent et de
la paroi artérielle. D’autre part, elles peuvent fournir des informations sur le comportement mécanique
des stents in situ, ainsi que sur les interactions avec la paroi artérielle et les plaques athéromateuses.
En particulier, l’état de calcification plus ou moins avancé d’une plaque joue un rôle essentiel dans
ses propriétés mécaniques : une plaque densément calcifiée implique un risque plus important de sous-
déploiement du stent, et donc de complications. Dans les cas extrêmes, la seule solution consiste à
utiliser un ballon spécifique pour appliquer une pression intense (jusqu’à 40 atm, pour une pression
nominale généralement autour de 12 atm), avec un risque accru de dissection artérielle. Le rayonnement
utilisé en OCT offrant plusieurs avantages sur l’IVUS pour la détection de calcifications [48], des travaux
très récents ont d’ores et déjà été lancés sur la caractérisation des plaques d’athérome à partir d’images
OCT [58], [59], afin d’anticiper ces scénarios.
Une simulation de déploiement permettant de prédire la qualité de l’apposition et prenant en compte les
caractéristiques mécaniques du stent, de la paroi, et de la plaque aurait donc potentiellement un certain
intérêt interventionnel, particulièrement dans le cas de pathologies complexes. La volonté d’utiliser
une telle simulation en routine clinique impose toutefois des contraintes fortes de temps de calcul, de
précision, et de personnalisation, qui conditionnent les méthodes de modélisation envisageables. Une
revue globale de la littérature sur la simulation du déploiement de stents est présentée dans le chapitre
suivant.
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Chapitre 2

État de l’art général de la simulation de
stents

Dans le chapitre précédent, nous avons donné un aperçu des enjeux liés aux stents coronaires,
ainsi qu’à leur utilisation en routine clinique. Bien qu’offrant une solution plus légère et d’efficacité
comparable à la chirurgie, l’apposition d’un stent présente toutefois un risque de complication à moyen
et long termes, nécessitant une deuxième intervention. Ce type d’évènement est principalement expliqué
par la prolifération intimale qui résulte des contraintes mécaniques importantes imposées par le stent
sur l’artère, ou par une malapposition des mailles du stent (comme mis en évidence par l’imagerie
intravasculaire). Dans ce contexte, la modélisation du déploiement du stent, permettant d’identifier
des sources de resténose ou de thrombose, et d’anticiper d’éventuelles complications, constitue un
outil de guidage pertinent. Pour être viable dans un environnement médical, une telle simulation doit
toutefois respecter des contraintes fortes, qui nécessitent des méthodes de calcul adéquates.
Dans ce chapitre, nous présentons une revue de la littérature sur la modélisation de stent, sur les
différents outils à notre disposition, et sur leur pertinence par rapport au contexte clinique de nos
travaux.

2.1 Prérequis

En premier lieu, il est nécessaire de déterminer quels sont les objectifs que doit atteindre la simu-
lation que nous cherchons à établir. Une des finalités de notre travail est de créer une simulation qui
soit utilisable en routine clinique, c’est-à-dire pendant une intervention coronarienne percutanée avec
pose de stent. Dans ce contexte, la première contrainte forte est donc liée à l’aspect interventionnel de
la simulation : il est nécessaire que le temps de calcul associé soit réduit pour ne pas ralentir exces-
sivement la procédure médicale. Après discussions avec les cardiologues de notre équipe de recherche,
nous avons retenu comme première intention un temps de calcul inférieur à 10 min. Cette valeur seuil
est encore relativement élevée par rapport à la durée d’une ICP (plusieurs dizaines de minutes), mais
apporterait une preuve de concept pour une simulation utilisable en routine clinique.

La deuxième contrainte majeure qui doit être prise en compte est la précision minimale requise.
La modélisation du déploiement ayant pour but d’anticiper les complications possibles, et de guider
l’intervention en conséquence, il est capital de pouvoir garantir une certaine fiabilité sur les résultats
obtenus. Pour la détection de malapposition, à l’heure actuelle, les mesures les plus précises pouvant
être effectuées sont celles obtenues par OCT, dont la résolution permet d’estimer la position du stent
avec une précision de l’ordre de plusieurs dizaines de micromètres [47]. On peut par ailleurs trouver
dans la littérature une définition de la malapposition comme une distance stent-paroi supérieure à
l’épaisseur des mailles du stent [49], typiquement de l’ordre de 100 µm. En première intention, nous
cherchons donc à concevoir une simulation permettant de modéliser le déploiement du stent, avec une
erreur maximale en position de l’ordre de 100 µm.
Un autre facteur principal intervenant dans les mécanismes de resténose intrastent est l’interaction
entre le stent et la paroi, pendant le déploiement. Une simulation biomécanique permet d’évaluer les
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contraintes subies par la paroi au cours de l’apposition, et d’identifier les zones présentant les plus
hauts niveaux de contrainte (susceptibles de rompre, ou de présenter une prolifération néointimale
importante). Il est a priori plus complexe d’établir un seuil minimal de précision pour l’estimation
des contraintes, notamment devant la difficulté d’obtenir des données terrain. Par ailleurs, les indica-
teurs utilisés à ce jour en clinique visent essentiellement à déterminer si un stent est malapposé, et ne
concernent pas directement la plaque athéromateuse ou la paroi artérielle. Néanmoins les applications
cliniques de telles données mécaniques sont nombreuses, et sont discutées plus en détail dans ce qui suit.

Du fait des objectifs cliniques, le compromis nécessaire entre précision et temps de calcul est une
des difficultés principales qui ont guidé notre travail de recherche. La littérature sur le sujet de la
modélisation des stents permet de distinguer des grandes orientations, notamment en fonction du rôle
attendu de la simulation dans les différentes études. Les articles que nous avons recensés peuvent être
ainsi répartis en majorité entre l’aide à la conception de stents, et la conception de simulations temps
réel (par exemple pour la création de simulateurs d’entraînement). Les sections suivantes présentent
une revue de la littérature axée sur cette distinction, et soulignent certains aspects méthodologiques sur
lesquels s’appuient nos travaux. Par ailleurs, plusieurs travaux sur la modélisation du déploiement de
stents s’intéressent à l’aspect personnalisé (patient-specific) de la simulation, en intégrant des géométries
d’artères réalistes, reconstruites à partir de données d’imagerie. Bien que sortant du cadre de cette
thèse, l’utilisation de modèles d’artère personnalisés est étroitement liée à nos objectifs cliniques. Nous
incluons donc cet aspect dans la synthèse de la littérature qui suit, et discutons plus en détail des
enjeux associés dans les perspectives de nos travaux.

2.2 Aide à la conception

La majorité des publications que nous avons recensées sur la simulation du déploiement de stents a
pour objectif de guider et optimiser la conception de ces derniers. Le principe de telles études est d’ana-
lyser de façon précise les phénomènes mécaniques liés au déploiement du stent, de façon à identifier les
sources de complication médicale. Comme mentionné précédemment, les phénomènes de resténose in-
trastent sont étroitement liés aux interactions complexes qui ont lieu entre le stent, le ballon, la plaque,
et le reste de la paroi artérielle, pendant le déploiement. Une complication peut survenir aussi bien d’un
défaut du stent (rupture suite à l’inflation du ballon, ou à une fragilisation liée à la fatigue du maté-
riau), d’une malapposition (expansion inégale du stent avec des mailles flottant dans la lumière), ou du
traumatisme subi par la paroi (prolifération néointimale). Tous ces scénarios dépendent en partie de la
forme et de la composition du stent. Il est par conséquent possible d’optimiser la conception des endo-
prothèses, en cherchant, par simulation, les caractéristiques qui minimisent les facteurs de complication.
Contrairement au cadre de notre étude, de telles simulations s’affranchissent globalement des contraintes
temporelles, et favorisent la précision. Les résultats obtenus interviennent dans la conception de nou-
veaux prototypes de stents, bien avant leur utilisation en routine clinique. Dans ce contexte, fixer une
limite de temps n’est pas nécessaire, d’autant plus que les simulations les plus complètes, incluant si-
multanément des modèles fins du stent, du ballon, de l’artère, et de leurs interactions, peuvent s’avérer
coûteuses.
Une méthode particulièrement indiquée pour ce type d’étude est laMéthode des Éléments Finis (MEF),
qui consiste à subdiviser les objets modélisés en nombreux éléments à géométrie simple, sur lesquels
les équations physiques sont plus faciles à résoudre. La nature des éléments varie en fonction des objets
eux-mêmes (il peut par exemple s’agir de tétraèdres ou d’hexaèdres pour des objets volumiques, et
de triangles ou de quadrilatères pour des objets surfaciques). Des conditions aux limites permettent
ensuite d’associer les solutions trouvées par élément à l’ensemble du domaine simulé. Fondamentale-
ment, la méthode des éléments finis permet de trouver une solution approchée du problème, la qualité
de l’approximation dépendant de la finesse du maillage d’éléments finis. Plus le nombre d’éléments est
élevé, plus la solution approchée sera fiable, mais le temps de calcul élevé. La méthode des éléments
finis est présentée plus en détail dans le chapitre 4.

Étant donné la précision importante qu’elle permet d’obtenir sur des maillages fins, la MEF est
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Figure 2.1 – Illustration extraite de l’article de De Beule et al. [65], montrant les trois types de modèles
étudiés pour la modélisation du ballon, et leurs conséquences sur le déploiement.

utilisée (quasi-)systématiquement dans la majorité des études sur l’optimisation de la conception de
stents par simulation. Les principales caractéristiques qui peuvent varier selon la modélisation considé-
rée sont la densité des maillages (le nombre d’éléments utilisés), les objets simulés (stent, paroi, plaque,
ballon), le type d’élément fini (3D, 2D, 1D), et les lois de comportement mécanique adoptées.

2.2.1 Déploiement libre

Dès les premières publications recensées, le choix est fait dans certaines études de ne simuler que
le déploiement du stent libre, c’est-à-dire sans que ce déploiement ne soit contraint par un modèle
d’artère. Ce type de simulation permet de cibler l’impact de certaines caractéristiques du stent sur
sa configuration pendant, et à la fin du déploiement, en s’affranchissant dans un premier temps des
contraintes liées à l’artère.
Une des premières études de ce type est celle de Migliavacca et al. en 2002 [60], dans laquelle les
auteurs mesurent l’impact de différents paramètres géométriques du stent sur son expansion, à travers
le rétrécissement longitudinal, le recul élastique, ou la non-uniformité du déploiement 1. De façon simi-
laire, Chua et al. [61] reproduisent un modèle de stent standard et en font varier certains paramètres
géométriques pour simuler l’effet sur la déformation, la contrainte mécanique, le rétrécissement longi-
tudinal, et le retour élastique, pendant le déploiement. Dans [62], Petrini et al. simulent la déformation
en flexion de deux modèles commerciaux de stents ayant des géométries différentes, pour étudier leur
flexibilité en configuration repliée, puis déployée. Dans une étude de 2005 [63], Migliavacca et al. com-
parent quantitativement la simulation d’un modèle de stent au déploiement du même stent réalisé sous
contrôle optique, en termes de rayon déployé, de retour élastique, et de zones de déformation plastique.
En 2006, une étude publiée par Hall et Kasper [64] se distingue par l’objectif de comparer l’efficacité
de différents types d’éléments finis (volumiques, surfaciques, ou éléments poutres (beams elements)
unidimensionnels) vis-à-vis de la simulation de déploiement libre. Le ballon est modélisé indirectement
par une surface analytique expansible qui entre en contact avec le stent. Les auteurs concluent que
l’utilisation d’éléments poutres permet une précision très proche de celle d’une simulation volumique,
tout en réduisant significativement le temps de calcul. C’est, à notre connaissance, le premier article
dans lequel un stent (coronaire) est modélisé à partir d’éléments poutres.
Une autre étude de De Beule et al. [65] met en avant l’influence du modèle de ballon sur la simulation
du déploiement d’un stent, en comparant trois représentations plus ou moins réalistes du gonflement
(Figure 2.1). Dans [66], May et al. simulent le déploiement de trois modèles commerciaux de stents,
en faisant varier leurs matériaux constitutifs en plus de certaines caractéristiques géométriques. Dans
leur étude de 2015 [67], Chiastra et al. modélisent le déploiement libre d’un stent dédié aux bifurca-
tions artérielles, et valident leurs résultats en déployant expérimentalement le même stent sous contrôle
microscopique. Dans [68], Bukala et al. simulent l’étape de compression du stent (crimping), qui suit

1. Pour cette dernière, nous utiliserons également l’anglais dogboning, qui fait référence à la forme "d’os de chien"
prise par le stent pendant le gonflement du ballon, lorsque les extrémités sont déployées plus rapidement que la partie
centrale.
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Figure 2.2 – Illustration extraite de l’article de Wiesent et al. [70], faisant figurer côte à côte les étapes du
déploiement simulées, et réalisées expérimentalement.

sa réalisation (le plus souvent par découpe laser), et permet sa fixation sur le ballon en amont du dé-
ploiement. Cette compression est également réalisée expérimentalement pour valider le modèle utilisé.
Plus récemment, une étude publiée par Gomes et al. [69] s’intéresse à l’impact de différentes géométries
(diamètre fixe ou variable), ainsi que de différents comportements mécaniques de ballon (élastique ou
hyperélastique), sur le déploiement. Enfin, l’étude la plus complète que nous ayons recensée impli-
quant le déploiement libre du stent est celle de Wiesent et al. [70]. Dans celle-ci, les auteurs utilisent
la simulation dans le but d’optimiser l’expansion du stent, en fonction de paramètres structurels du
stent et du ballon. Le modèle utilisé reproduit la totalité des étapes du déploiement (pliage du ballon
sur le cathéter, fixation du stent, gonflement du ballon, et retour élastique final), et est validé par
comparaison avec le déploiement expérimental de huit stents (Figure 2.2).

Bien que reposant toutes sur la MEF, il existe des différences notables de méthodologie entre les
études mentionnées ci-dessus.
Le premier facteur de divergence correspond à la façon dont est représenté le ballon. Dans environ la
moitié des articles, le ballon n’est pas modélisé en tant que tel dans la simulation. À la place, celui-ci est
représenté indirectement : soit en appliquant une pression donnée sur la face interne du stent comme
dans [60], [63] et [66], soit en imposant un déplacement à une forme simplifiée du ballon, ou à certains
nœuds du stent, comme dans [62] 1. Cette approximation au niveau du ballon permet de réduire forte-
ment la durée de la simulation, en éliminant à la fois les calculs de déformation de la membrane, et les
contacts entre celle-ci et le stent. À l’inverse, dans les études [61], [67]- [69], le ballon est représenté de
façon réaliste au moyen d’un maillage éléments finis. Le déploiement est simulé par l’application d’une
pression donnée sur la surface interne du ballon, et les contacts stent/ballon sont pris en compte, de
façon très similaire à ce qui se produit dans la réalité. Ces différentes possibilités de représentation
pour le ballon sont l’objet des publications [65] et [70]. Dans [65], De Beule et al. concluent que la
modélisation indirecte du ballon par des conditions aux limites de déplacement est une alternative
satisfaisante à la simulation réaliste par éléments finis, dans la mesure où la position finale du stent,
et donc les contraintes et la déformation engendrées par l’expansion, sont très similaires dans les deux
cas. En revanche l’utilisation de déplacements imposés ne permet pas de reproduire correctement les
phénomènes transitoires du déploiement, notamment le déploiement non uniforme des extrémités (qui
est lié à la façon dont le ballon est replié avant le gonflement). L’application d’une pression positive
directement sur le stent, pour remplacer le ballon, est par ailleurs jugée inadéquate par les auteurs, car
incapable de reproduire fidèlement la configuration finale du stent. Ces conclusions sont identiques à
celles de Wiesent et al. dans [70], où les auteurs concluent aussi qu’une représentation réaliste du ballon
est indispensable pour reproduire les phénomènes transitoires du déploiement, mais qu’une modélisa-
tion par déplacements imposés est suffisante pour reproduire l’état final du déploiement, notamment
en termes de contraintes mécaniques, tout en permettant de diminuer le temps de calcul.
Une autre caractéristique pouvant varier d’une simulation à l’autre est la nature des éléments qui

1. Notons que, dans cette étude de Petrini et al. , le fait d’avoir recours à un déplacement imposé est entièrement
justifié par l’objectif de simuler la flexion du stent plutôt que son déploiement.
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composent le stent, ou le ballon lorsque celui-ci est présent. En particulier, la dimension des éléments
peut varier en fonction de la nature des objets représentés. Dans la totalité des études [60]- [70], le
stent est modélisé avec des éléments volumiques (tétraèdres ou hexaèdres), pour en donner une re-
présentation la plus fidèle possible. En revanche, de nombreux articles (en l’occurrence [65], [67], [68],
et [70]) présentent un modèle éléments finis du ballon maillé au moyen d’éléments surfaciques (triangles
et quadrilatères plans, ou éléments coque (shell elements) tridimensionnels). Cette approximation par
rapport à la vraie nature volumique de la membrane est justifiée dans le cas du ballon, par le fait que
l’épaisseur de celle-ci est très inférieure à ses autres dimensions. Ceci permet par ailleurs de réduire la
dimension du problème - et donc le temps de calcul - par rapport à des études comme [69] où le ballon
est maillé avec des éléments volumiques.
Une manière supplémentaire de réduire la dimension du problème est de tirer profit de la structure
symétrique du stent, pour n’en simuler qu’une partie représentative. Le procédé est particulièrement
adéquat pour les stents récents, qui présentent tous une structure similaire, basée sur deux motifs de
base : l’un répété de façon circulaire et utilisé pour former les anneaux du stent, et l’autre représen-
tant un connecteur qui assure la liaison entre les anneaux. Cette simplification n’est toutefois possible
que dans le cas d’un déploiement libre, ou éventuellement en présence d’un modèle d’artère idéalisé
(lui aussi symétrique). Dans les études citées ci-dessus, cette méthode est utilisée dans [60], [61], [69],
et [62], pour ne simuler respectivement qu’un douzième, un huitième, un dixième, et une seule cellule
du stent.
La dernière spécificité que nous souhaitons souligner est relative au type de solveur utilisé pour ré-
soudre les équations de la MEF, qui peut être implicite ou explicite. De façon générale, l’utilisation
de schémas implicites permet la convergence des algorithmes de résolution avec des pas de temps plus
importants qu’en résolution explicite. Ceci permet notamment d’accélérer les simulations, en rédui-
sant le nombre de pas de temps nécessaires pour calculer une même durée de simulation. Toutefois,
la présence de nombreuses non linéarités dans le déploiement de stents (notamment au niveau des
comportements mécaniques du stent et de la paroi artérielle) remet en cause l’utilisation de méthodes
implicites, en rendant plus difficile la convergence de la résolution. Du fait de l’absence d’artère en
déploiement libre, un nombre relativement important d’études opte néanmoins pour une résolution
implicite ( [62], [63], [68], [69]). À l’inverse les auteurs de [61], [65], [67] et [70] font le choix de schémas
explicites pour la résolution. Notons par ailleurs que la quasi totalité des articles utilise des solveurs
commerciaux (ABAQUS, Dassault Systèmes, Vélizy-Villacoublay, France ; ou LS-DYNA, Ansys, Ca-
nonsburg, Pennsylvania, États-Unis), à l’exception de [69].

L’ensemble des informations relevées ci-dessus pour les simulations de déploiement libre est syn-
thétisé dans la table 2.1.

2.2.2 Déploiement avec modèle d’artère coronaire

L’ajout d’un modèle d’artère limitant l’expansion du stent est une étape logique vers la mise en
place de simulations de déploiement plus réalistes. L’intérêt de contraindre le déploiement du stent est
double, permettant à la fois d’étudier le comportement du stent en interaction avec un modèle de paroi,
mais aussi de simuler les contraintes mécaniques exercées sur l’artère dans le but de prédire les scénarios
où les complications cliniques sont les plus probables (principalement : resténose intrastent, dissection
artérielle, malapposition). Les modèles d’artère utilisés peuvent être plus ou moins complexes, met-
tant en jeu des géométries idéales (cylindriques rectilignes) ou plus réalistes (courbes), ainsi que des
comportements mécaniques spécifiques (isotrope, anisotrope, distinction des couches de la paroi, ...).
Il est également possible de représenter des artères pathologiques en intégrant un modèle de plaque
athéromateuse, lui aussi plus ou moins détaillé.
De façon similaire au déploiement libre, il est possible d’étudier ces différents facteurs en fonction de
paramètres géométriques et/ou mécaniques du stent, de façon à en optimiser la conception. De nouveau
l’accent est mis sur la précision plutôt que sur la rapidité des calculs, afin de guider rigoureusement
la conception de stent en amont du contexte clinique. Notons cependant que l’introduction d’un mo-
dèle d’artère dans la simulation est aussi un prélude à l’utilisation de modèles personnalisés, qui sont,
à l’inverse, étroitement liés à la routine clinique. Ce type de simulation fait l’objet de la section suivante.
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Table 2.1 – Tableau récapitulatif des études sur la simulation du déploiement libre de stent.

Année Auteurs Modèle de ballon Éléments stent Éléments ballon Symétrie Solveur Réf.
2002 Migliavacca et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques

(tétraèdres)
- 1/12e Non précisé

(ABAQUS)
[60]

2004 Chua et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Non précisé Non précisé 1/8e Explicite
(LS-DYNA)

[61]

2004 Petrini et al. Déplacement imposé Volumiques
(tétraèdres)

- Une seule cellule Implicite
(ABAQUS)

[62]

2005 Migliavacca et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(tétraèdres)

- Modèle complet Implicite
(ABAQUS)

[63]

2006 Hall et Kasper Surface analytique + contacts Volumiques (tétraèdres)
ou surfaciques (coques)
ou linéiques (poutres)

- Modèle complet Implicite
(ABAQUS)

[64]

2008 De Beule et al. Comparaison entre trois modèles
(réaliste, déplacement imposé,
pression appliquée sur le stent)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatères)

Modèle complet Explicite
(ABAQUS)

[65]

2012 May et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(tétraèdres)

- Modèle complet Non précisé
(ABAQUS) [66]

2015 Chiastra et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Modèle complet Explicite
(ABAQUS)

[67]

2017 Bukala et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques (coques) et
volumiques (hexaèdres)

Modèle complet Implicite
(LS-DYNA)

[68]

2019 Wiesent et al. Comparaison entre deux modèles
(réaliste, déplacement imposé)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatères)

Modèle complet Explicite
(ABAQUS)

[70]

2020 Gomes et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(tétraèdres)

Volumiques
(tétraèdres)

1/10e Implicite
(code ad hoc)

[69]
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Figure 2.3 – Illustration extraite de l’article de Zahedmanesh et Lally [73], montrant le détail du modèle
d’artère utilisé, sur lequel sont notamment visibles les couches artérielles et la plaque.

Chronologiquement, la première étude de déploiement contraint que nous avons recensée est celle
d’Auricchio et al. , publiée en 2001 [71]. Dans celle-ci, les auteurs analysent l’impact de paramètres
géométriques du stent sur l’apparition de zones à forte contrainte au niveau de la paroi, et sur la qua-
lité de l’apposition. La paroi artérielle et la plaque sont représentées de manière distincte, mais sont
assimilées à des matériaux homogènes et isotropes. Pour réduire le temps de calcul, seule la moitié
(en longitudinal) d’une section de 30◦ est modélisée. Dans [72], Wu et al. introduisent un modèle d’ar-
tère sclérotique courbe, et comparent la simulation du déploiement avec celle réalisée dans un modèle
d’artère semblable mais rectiligne. De nouveau la plaque et la paroi artérielle sont considérées comme
des matériaux homogènes, et seule une partie du modèle est simulée pour des raisons de symétrie :
un huitième pour l’artère courbe, et la moitié pour l’artère droite. Contrairement aux deux études
précédentes, Zahedmanesh et Lally publient en 2009 dans [73] un modèle d’artère dans lequel sont
distinguées les trois couches de la paroi (intima, media, et adventice) et la plaque (Figure 2.3). Un
comportement mécanique spécifique est associé à chacune, en s’appuyant sur des données expérimen-
tales publiées par Holzapfel et al. [74] pour la paroi, et Loree et al. [75] pour la plaque. L’objectif de la
simulation est à la fois d’étudier l’impact de paramètres géométriques du stent sur le traumatisme subi
par la paroi, et de comparer le diamètre du stent déployé à une pression donnée, à celui annoncé par
le constructeur. La pression est directement appliquée au stent, mais des éléments connecteurs sont
ajoutés pour rendre le déploiement plus réaliste. L’artère simulée est à géométrie rectiligne, et seul un
tiers de la géométrie est simulée.

Dans la continuité de [64], plusieurs études ont mis en jeu des éléments à dimension réduite pour
la simulation du stent et/ou de la paroi. Un article de 2012 écrit par Capelli et al. [76] compare l’effi-
cacité de différents éléments (volumiques, surfaciques, linéiques) dans la représentation du stent et de
l’artère. Le contexte clinique est celui du remplacement de valve aortique (et non du traitement d’artère
coronaire), mais les stents correspondants ont des géométries similaires et peuvent être modélisés avec
les mêmes méthodes. La principale différence réside dans le comportement mécanique du stent, qui,
dans [76], est auto-expansible (donc de comportement élastique). En l’occurrence, les auteurs arrivent
à la conclusion qu’en comparaison à une simulation entièrement volumique nécessitant 140h de calcul,
la modélisation du stent par des éléments poutres et de la paroi par des éléments surfaciques permet
de réduire le temps de calcul à moins d’1h, pour des résultats très similaires. Cette étude soutient la
conclusion de Hall et Kasper [64] en faveur des éléments poutres, dans le cas du déploiement libre. De
façon similaire, De Bock et al. [77] simulent le déploiement d’un stent auto-expansible pour anévrismes
aortiques, en modélisant le stent par des éléments poutres et l’artère par des éléments volumiques.
La simulation est par ailleurs validée expérimentalement en déployant un stent dans une reproduction
d’anévrisme en silicone, sous contrôle tomodensitométrique (CT-scan) à haute résolution. Deux autres
études recensées utilisent aussi les éléments poutres, cette fois pour la modélisation de stents coro-
naires. La première est celle d’Arokiaraj et al. [78], dans laquelle les auteurs ont recours à la simulation
pour apporter une preuve de concept d’une nouvelle géométrie de stent, destinée à traiter la sténose
de bifurcations (Figure 2.4). La seconde correspond à l’article d’Iannaccone et al. [79], qui analyse
l’impact de la composition de la plaque athéromateuse et de la géométrie artérielle sur le déploiement
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Figure 2.4 – Illustration extraite de l’article de Arokiaraj et al. [78], représentant le déploiement d’un stent
dédié dans une géométrie de bifurcation artérielle.

du stent, également au niveau d’une bifurcation. L’accent est mis sur le comportement mécanique de la
plaque, avec distinction de quatre scénarios (entièrement lipidique, entièrement fibreuse, et présence de
calcification partielle ou complète). Les résultats mettent en évidence l’importance du comportement
mécanique de la plaque sur le déploiement.

Cette importance du modèle utilisé pour la plaque (lorsque celle-ci est modélisée) est soulignée
dans plusieurs études antérieures. Dans une étude de 2012, Conway et al. [80] mettent en place un banc
de simulation dans lequel un modèle d’artère paramétrique est disponible, permettant d’étudier l’im-
pact de différentes géométries et caractéristiques sur le déploiement d’un même stent (degré de sténose,
courbure, composition de la plaque). Ils concluent sur l’utilité de prendre en compte les spécificités
artérielles dans le choix du stent pour le traitement. Dans [81], les mêmes auteurs mettent l’accent sur
l’influence de la plaque vis-à-vis du déploiement, en proposant un modèle très détaillé permettant de
paramétrer à la fois le comportement mécanique de la plaque (trois modèles testés), et sa composition
(notamment avec la présence de calcifications). Ils concluent que le facteur le plus déterminant dans
la réaction de la paroi est la partie élastique du comportement de la plaque, mais que l’addition de ca-
ractéristiques supplémentaires a un impact non négligeable en termes de résultats. Un troisième article
de Conway et al. [82] met en jeu plusieurs modèles de plaque, pour étudier l’effet de leur composition
sur la prédilatation d’un ballon en amont du déploiement. De façon similaire, l’étude de Schiavone et
al. [83] compare le déploiement de quatre modèles de stents différents, selon trois matériaux constitutifs
(acier inoxydable, alliage chrome-cobalt, alliage magnésium avec revêtement) et deux modèles de com-
portement pour la plaque (modèle d’Ogden, ou de Mooney-Rivlin) (Figure 2.5). Dans [84], Karimi
et al. utilisent eux aussi la simulation pour comparer les effets de trois modèles de plaque (calcifiée,
cellulaire, hypocellulaire) sur les contraintes mécaniques au niveau du stent, de la paroi artérielle, et
de la plaque elle-même. Leur conclusion est que le modèle adopté a une influence importante sur les
contraintes maximales subies par l’artère, mais peu d’influence sur le stent. Plus récemment, Wei et al.
étudient dans [85] l’impact de l’excentricité de la plaque (c’est-à-dire sa répartition dans la direction
radiale) et de quatre compositions différentes, sur les principales caractéristiques du déploiement. Au
vu de leurs résultats, les auteurs suggèrent que des géométries et des compositions réelles de plaques
devraient être prises en compte dans la conception et le développement de stents.

D’autres spécificités de l’artère ont également été étudiées parmi les publications recensées. En
2016, Schiavone et Zhao utilisent dans [86] un modèle de comportement mécanique anisotrope pour la
paroi, et en mesurent l’effet sur le déploiement. L’introduction de l’anisotropie permet de reproduire
plus rigoureusement le comportement réel de la paroi, dont la nature tissulaire est le plus souvent ap-
prochée dans les simulations par des modèles isotropes. Les auteurs recommandent fortement le recours
à ce type de modèle pour simuler les interactions entre stent et paroi artérielle. Ce modèle d’artère
anisotrope est par ailleurs réutilisé par les auteurs dans [87], pour la comparaison du déploiement de
stents métalliques et en polymères biorésorbables. Un autre scénario complexe de pose de stent est
étudié par Chiastra et al. dans [88], où l’objectif est d’analyser l’impact du positionnement d’un stent
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Figure 2.5 – Illustration extraite de l’article de Schiavone et al. [83], représentant le modèle d’artère utilisé
dans la simulation de déploiement, avec un modèle de plaque détaillé.

dédié aux bifurcations sur le déploiement. L’efficacité du stent dédié est comparée à celle d’un stent
classique par modélisation du déploiement au sein d’une bifurcation artérielle.
Parmi les études recensées, deux études récentes se concentrent par ailleurs sur le modèle de ballon,
dans la lignée de [65] et [70]. Bokov et al. [89] utilisent un modèle de pression équivalente pour modéliser
indirectement le ballon, en comparant leur méthode à l’application d’une pression directement sur le
stent, ou à des données de la littérature. Dans [90], Shen et al. comparent l’efficacité de deux types de
ballon (cylindrique à diamètre constant, ou "conique" (tapered) à diamètre variable), en déploiement
libre et à l’intérieur d’un modèle d’artère.

Enfin, nous avons également recensé un certain nombre de publications qui utilisent la simula-
tion du déploiement comme prélude à l’étude des complications sur le long terme. Trois articles se
concentrent par exemple sur les phénomènes de fatigue et de fracture des stents, liés aux efforts mé-
caniques. Dans [91], Morlacchi et al. simulent dans un premier temps le déploiement du stent contre
une plaque calcifiée, et dans un second temps, une fois le stent apposé, la pulsation sanguine et les
mouvements du myocarde de façon cyclique. Le muscle cardiaque est modélisé explicitement, avec des
éléments volumiques (hexaèdres) et un comportement élastique (Figure 2.6). Les auteurs concluent
sur le rôle prédominant des contractions cardiaques sur le risque de fracture, par rapport à la circulation
sanguine. De façon similaire, Xu et al. étudient dans [92] l’impact des mouvements cardiaques (Vascu-
lar Dynamic Bending) sur les contraintes subies par le stent. Contrairement à [91], le myocarde n’est
pas modélisé explicitement, mais reproduit par déplacements imposés à l’artère. Les auteurs couplent
par ailleurs une résolution explicite pour le déploiement, et une résolution implicite pour l’étude de fa-
tigue. Plus récemment, et de façon similaire, Shen et al. étudient dans [93] le comportement d’un stent
déployé, soumis à des mouvements de flexion de la paroi artérielle. Leur objectif est également d’étu-
dier les phénomènes de fatigue, en reproduisant le type d’effort imposé normalement par le myocarde.
Pour une revue plus complète de la littérature axée sur la simulation des phénomènes de fatigue et de
fracture des stents, le lecteur peut se tourner vers les articles d’Auricchio et al. [94], et Conway [95].
La simulation du déploiement est aussi exploitée dans la littérature pour déterminer l’impact du stent
sur la dynamique du flux sanguin. Les études concernées ont recours à des calculs à la fois de méca-
nique des milieux continus (pour le déploiement), et de dynamique des fluides. Une étude publiée en
2009 par Zunino et al. [96] met par exemple en jeu la simulation globale du déploiement du stent, en
incluant l’expansion en elle-même, une analyse de dynamique des fluides une fois le stent déployé (de
façon à identifier les zones où l’apparition de thrombus est la plus probable), et une simulation des
interactions médicamenteuses entre le revêtement du stent et la paroi. Dans [97], Martin et al. réalisent
une analyse hémodynamique dans des géométries d’artères réalistes et déformées par l’apposition d’un
stent. L’aspect réaliste est obtenu par simulation du déploiement d’un stent au sein d’une artère idéale
cylindrique. Les modèles simulés montrent des caractéristiques hémodynamiques fortement modifiées
par la présence du stent et des déformations correspondantes. De façon différente, Lee et al. utilisent
aussi dans [98] la dynamique des fluides, pour étudier l’impact de la prise en compte des interactions
fluide-structure sur la simulation du déploiement. Leur conclusion est que l’ajout d’un modèle de fluide
sanguin a peu d’influence sur le déploiement des stents métalliques, mais n’est pas négligeable pour
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Figure 2.6 – Illustration extraite de l’article de Morlacchi et al. [91], montrant le modèle de myocarde
utilisé pour reproduire les contraintes générées par le cycle cardiaque.

les stents en polymères biorésorbables. L’objectif d’analyse hémodynamique dépasse le cadre de nos
travaux, qui se concentrent sur la simulation du déploiement même, mais le lecteur peut se tourner
vers [99] pour une revue de la littérature détaillée sur le sujet.

Les principales caractéristiques des études sur la simulation contrainte du déploiement de stents
sont résumées dans la table 2.2. Précisons que notre revue de la littérature se concentre principale-
ment sur les études publiées après 2010, et que le lecteur peut compléter cette revue par l’article de
Martin et Boyle [100], qui offre un aperçu très complet de l’état de l’art sur la période précédente.
Cette deuxième partie illustre de manière plus globale les grandes tendances du domaine de la simu-
lation de stents. Contrairement aux premières études citées, la quasi-totalité des publications récentes
met en jeu des modèles complets d’artère et de plaque athéromateuse, représentées par des éléments
finis volumiques. L’objectif est de reproduire le plus fidèlement possible les conditions de déploiement,
afin d’identifier de façon précise les facteurs de complication clinique. Bien que les caractéristiques du
stent jouent évidemment un rôle significatif dans le risque de complication, les études mentionnées
soulignent l’impact non négligeable de la géométrie et du comportement de la paroi artérielle saine et
sclérosée. Il est donc logique d’observer une proportion croissante d’articles intégrant ces facteurs dans
la simulation. Cette tendance est par ailleurs supportée par l’augmentation constante des puissances de
calcul, qui permet d’envisager des simulations de plus en plus complexes, à la fois pour le déploiement,
et pour ses conséquences à moyen et long termes.
Toutefois, et de façon similaire au déploiement libre, les publications mentionnées ici ont principa-
lement pour objectif de guider la conception du stent, loin en amont de son utilisation en routine
clinique. La plupart des conclusions visent à raffiner les normes encadrant la conception des stents, où
à déterminer quelles caractéristiques sont susceptibles de générer le moins de complications. Les études
les plus proches du contexte médical cherchent à déterminer quels types de stents favoriser en fonction
des scénarios cliniques, de façon générale. Il existe cependant une branche importante dans l’étude du
déploiement de stents qui vise à reproduire le plus fidèlement possible le contexte clinique propre à
un patient donné. Ces simulations personnalisées et les méthodes qu’elles utilisent font l’objet de la
section suivante.

2.2.3 Simulation personnalisée

L’utilisation de modèles personnalisés pour la simulation offre la possibilité d’envisager un traite-
ment adapté à chaque patient, directement en fonction du contexte clinique. L’objectif d’une simulation
personnalisée est moins de guider la conception des stents, que de déterminer quel type de stent et/ou
quel traitement est le mieux indiqué pour un patient donné, sur le point d’être traité. Ceci néces-
site d’introduire dans la simulation un modèle tridimensionnel de vaisseau, correspondant aux artères
coronaires du cas clinique considéré. Cette reconstruction peut s’appuyer sur différentes techniques
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Table 2.2 – Tableau récapitulatif des études sur la simulation du déploiement de stent, incluant un modèle d’artère non personnalisé.

Année Auteurs Modèle de ballon Éléments
stent

Éléments
ballon

Éléments
paroi

Éléments
plaque Symétrie Solveur Réf.

2001 Auricchio et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Moitié d’une
section 30◦

Non précisé
(ABAQUS)

[71]

2007 Wu et al. Déplacement imposé au ballon
(ballon rigide)

Volumiques
(hexaèdres)

Rigide Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

1/2 (courbe)
1/8e (droite)

Non précisé
(ANSYS)

[72]

2009 Zahedmanesh
et Lally

Pression appliquée sur le stent
+ connecteurs

Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

1/3 Explicite
(ABAQUS)

[73]

2009 Zunino et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Volumiques
(hexaèdres)

- Une seule
cellule

Explicite
(ABAQUS)

[96]

2012 Conway et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Non précisé Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[80]

2012 Capelli et al. Stent auto-expansible Volumiques
(hexaèdres)
ou linéiques
(poutres)

- Volumiques
(hexaèdres)

ou surfaciques
(coques)

- Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[76]

2012 De Bock et al. Stent auto-expansible Linéiques
(poutres)

- Volumiques
(hexaèdres)

- Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[77]

2014 Conway et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(triangles ou
quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[81]

2014 Schiavone et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

1/4 Explicite
(ABAQUS)

[83]

2014 Karimi et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques Volumiques 1/4 Explicite
(LS-DYNA)

[84]

2014 Morlacchi et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[91]

2014 Martin et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(tétraèdres)

Surfaciques Volumiques
(tétraèdres)

- Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[97]

2016 Arokiaraj et al. Déploiement d’un cylindre
rigide + contacts

Linéiques
(poutres)

- Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[78]
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Table 2.2 – (suite)

Année Auteurs Modèle de ballon Éléments
stent

Éléments
ballon

Éléments
paroi

Éléments
plaque Symétrie Solveur Réf.

2016 Schiavone
et Zhao

Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(coques)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[86]

2016 Xu et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite et
implicite
(ABAQUS)

[92]

2017 Iannaconne et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Linéiques
(poutres)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[79]

2017 Conway et al. Déplacement imposé Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(coques)

Non précisé Non précisé Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[82]

2017 Schiavone et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(coques)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[87]

2018(a) Chiastra et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Volumiques
(hexaèdres)

- Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[88]

2018 Bokov et al. Modèle spécifique
de pression équivalente

Volumiques
(tétraèdres)

Modélisation
indirecte

Modélisation
indirecte

- 1/4 Non précisé
(COMSOL)

[89]

2019 Wei et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

- Modèle
complet

Implicite
(ABAQUS)

[93]

2019 Shen et al. Déplacement imposé au stent Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

- Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[85]

2020 Shen et al. Déplacement imposé au ballon Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatère)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Modèle
complet

Explicite
(ABAQUS)

[90]

2020 Lee et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(tétraèdres)

Modèle
complet

Non précisé
(ANSYS)

[98]
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Figure 2.7 – Illustration extraite de l’article de Zahedmanesh et al. [103], représentant la simulation d’une
étape transitoire du déploiement (obtenue au moyen d’un modèle de ballon réaliste), dans une géométrie d’artère
personnalisée.

d’imagerie, plus ou moins invasives, et permettant d’obtenir plus ou moins de détails en termes d’ana-
tomie. Les principaux facteurs influençant le déploiement (géométries de la lumière et de la plaque
athéromateuse, et composition de la plaque) doivent être mesurés le plus précisément possible, afin
d’obtenir une simulation suffisamment représentative de la réalité. En ceci, cet objectif est similaire à
l’objectif clinique de nos travaux.

Une première catégorie d’articles traitant de simulation personnalisée de déploiement s’intéresse
principalement à la reconstruction de l’artère en elle-même. Une des premières études recensées met-
tant en jeu une géométrie d’artère personnalisée est celle de Holzapfel et al. [101]. Dans celle-ci, les
auteurs reproduisent la géométrie d’une artère iliaque acquise en post mortem au moyen d’images IRM
de haute résolution. Huit types de tissus sont considérés et testés expérimentalement pour caractériser
le comportement de la plaque athéromateuse. La simulation du déploiement d’un stent au sein du
modèle d’artère est réalisée par un solveur développé par les auteurs. Dans [102], Gijsen et al. uti-
lisent la simulation du déploiement pour étudier l’impact de l’épaisseur des mailles du stent sur les
contraintes subies par la paroi, dans une géométrie d’artère réaliste. Le modèle d’artère est obtenu par
reconstruction depuis des images d’angiographie bi-plan et IVUS, et le stent est discrétisé au moyen
d’éléments coques (surfaciques).
Dans la même logique que [65] ou [70], une étude de Zahedmanesh et al. [103] vise à comparer trois
représentations du ballon plus ou moins réalistes, pour la simulation du déploiement dans un modèle
d’artère personnalisé. La reconstruction de la géométrie artérielle est effectuée à l’aide de plusieurs
images d’angiographie monoplan. De façon similaire à [65], les auteurs concluent qu’un modèle sim-
plifié (pression appliquée sur le stent et éléments connecteurs) est insuffisant pour reproduire les états
transitoires du déploiement (Figure 2.7), mais permet d’obtenir une configuration finale proche de
celle d’un modèle de ballon réaliste. Dans [104], Ragkousis et al. comparent également un modèle de
ballon réaliste au déplacement imposé d’une surface déformable représentant le ballon. La simulation
est effectuée dans une géométrie personnalisée de coronaire droite, acquise à partir d’images IVUS et
d’angiographie bi-plan. Les auteurs concluent eux aussi que le modèle de ballon n’a pas d’influence sur
le résultat final du déploiement.
Une étude publiée par Chiastra et al. en 2016 [105] favorise l’imagerie OCT plutôt qu’IVUS, associée
à un scanner coronaire (ou coroscanner), pour la reconstruction de la géométrie artérielle. Ceci permet
d’identifier manuellement plusieurs compositions de plaques athéromateuses, visibles sur les images
OCT (Figure 2.8). Deux simulations personnalisées correspondant à des cas cliniques sont réalisées,
incluant le déploiement du stent et une analyse de dynamique des fluides postdéploiement. Par ailleurs,
les auteurs réalisent une validation expérimentale en comparant la simulation à des images (coroscan-
ner et OCT) acquises a posteriori. He et al. ont également recours dans [106] à l’imagerie OCT pour
reconstruire un modèle d’artère pathologique. La reconstruction ne repose que sur les images OCT
(dans le plan orthogonal à la sonde), ce qui implique la création d’une géométrie rectiligne (Figure
2.9). De même que dans [86], [87], le comportement mécanique associé à l’artère inclut des phénomènes
d’anisotropie. Les auteurs utilisent de nouveau cette méthode de reconstruction dans [107], pour analy-
ser les conséquences de la superposition de plusieurs stents au sein d’une même artère. Le scénario est
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Figure 2.8 – Illustration extraite de l’article de Chiastra et al. [105], représentant la détermination (ma-
nuelle) du comportement mécanique de la plaque athéromateuse en fonction des images OCT.

issu d’un cas clinique où trois stents ont été déployés sur la même sténose. Nous pouvons par ailleurs
noter que les modèles d’artère et de plaque mis en jeu sont particulièrement détaillés (3,6 millions
d’éléments au total), au prix d’un temps de calcul élevé.

D’autres publications récentes sont davantage orientées vers les applications cliniques des simu-
lations personnalisées, notamment pour la prise en charge de scénarios complexes (traitement d’une
bifurcation, du tronc commun, et/ou d’une plaque sévèrement calcifiée), ou pour anticiper l’apparition
de complications hémodynamiques une fois le stent déployé. En 2010, Mortier et al. utilisent dans [108]
un modèle personnalisé de bifurcation coronaire courbe. L’objectif de l’étude est de comparer le com-
portement de trois modèles de stents dans une géométrie d’artère à la fois réaliste et complexe. La
reconstruction du vaisseau est basée sur des images d’angiographie rotationnelle. De façon similaire,
un article publié par Morlacchi et al. [109] met en jeu la simulation du déploiement de deux modèles de
stent, dans l’objectif de reproduire deux cas cliniques de sténose sur des bifurcations de l’artère coro-
naire gauche. La géométrie de bifurcation est obtenue à partir d’images d’angiographie conventionnelle
(invasive) ou de coroscanner (non invasive). De même que dans [105], le résultat de la simulation est va-
lidé expérimentalement pour un des deux cas, par comparaison avec des images angiographiques prises
après le déploiement du stent (immédiatement, et à six mois). Par ailleurs, de même que dans [85],
la simulation inclut la fixation du stent sur un cathéter (crimping). Notons également que les auteurs
recommandent l’utilisation d’éléments poutres pour mailler le stent, et d’éléments coques pour l’artère,
de façon à réduire les temps de calcul.
Dans la suite de leur article de 2014 [104], Ragkousis et al. analysent dans [110] l’impact de deux géomé-
tries de ballons (à diamètre constant ou variable) sur le déploiement, de façon similaire à la publication
de Shen et al. [90]. L’accent est mis sur la prédiction du risque de malapposition. Deux géométries
d’artères sont simulées à partir de cas cliniques complexes (sténose de 5 cm sur l’artère droite, et
sténose du tronc commun sur l’artère coronaire gauche). Celles-ci sont reconstruites au moyen d’une
angiographie bi-plan et d’IVUS, comme dans [104]. Dans [111], Mortier et al. présentent la preuve de
concept d’un banc de simulation générique, capable de reproduire le déploiement d’un stent dans une
géométrie personnalisée de bifurcation. L’article détaille également une revue globale des méthodes
d’imagerie qui permettent de procéder à la reconstruction d’une géométrie artérielle, ainsi que des
applications possibles à ce type de simulation. En l’occurrence, les auteurs utilisent une combinaison
d’images IVUS et de coroscanner pour la reconstruction, et présentent une analyse de dynamique des
fluides postdéploiement comme exemple d’application. La méthode adoptée pour la simulation de dé-
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Figure 2.9 – Illustration extraite de l’article de He et al. [106], représentant une géométrie d’artère person-
nalisée. Le rendu volumique apparaît comme rectiligne, car la reconstruction n’est effectuée qu’à partir d’images
OCT. Les chiffres en légendes représentent des points de repères utilisés dans l’article.

ploiement est la même que celle décrite dans [108], étude à laquelle plusieurs des auteurs ont contribué.
Pour finir, dans [112], Rigatelli et al. étudient l’impact de la position du ballon sur le traitement de
lésions du tronc commun (artère coronaire gauche) par la "technique d’optimisation proximale" (Proxi-
mal Optimisation Technique ou POT ). Cinq simulations sont réalisées dans des géométries d’artère
personnalisées, reconstruites à partir d’images de coroscanner.

Les principales caractéristiques des études citées pour la simulation personnalisée de déploiement
de stents sont récapitulées dans la table 2.3. Par ailleurs, le lecteur peut trouver une synthèse com-
plémentaire de l’état de l’art sur la reconstruction de modèles d’artères personnalisés et ses applications
à l’hémodynamique et au traitement de bifurcations, dans deux publications de Chiastra et al. : [113]
et [114]. De même que pour la partie précédente, notre synthèse de la littérature se concentre sur les
études les plus récentes. Une synthèse complémentaire et détaillée des articles antérieurs, ou traitant
davantage des simulations postdéploiement (hémodynamique, interactions médicamenteuses), a été pu-
bliée par Morlacchi et Migliavacca dans [115].
Malgré l’objectif mis en avant par la plupart des études de simulation personnalisée de prédire les
éventuelles complications en amont d’un déploiement de stent, les temps de calcul, lorsque ceux-ci
sont mentionnés, restent très importants. Parmi les études recensées, on peut citer 56 à 60h dans [109]
pour le déploiement et 13 à 38h pour la fixation du stent et son positionnement (sur deux nœuds d’un
cluster de calcul haute performance), ainsi qu’environ 24h pour le déploiement dans [105] (sur une
machine classique). Ces durées font que les simulations ne peuvent être envisagées que longtemps en
amont d’une intervention, d’autant plus qu’il faut leur ajouter l’acquisition des images nécessaires à la
reconstruction, qui sont souvent obtenues via des modalités plus complètes que celles d’une interven-
tion classique (typiquement angiographie monoplan et éventuellement IVUS ou OCT).
En première intention, la littérature permet d’envisager deux solutions pour réduire ces coûts élevés :
la première consiste à utiliser des éléments de dimensions réduites (poutres ou coques), comme suggéré
dans les études [64], [76]- [79]. Parmi celles-ci, Hall et Kasper [64] mentionnent des temps de calcul 15
ou 7 fois plus longs pour des éléments solides ou coques, en comparaison à des éléments poutres ; et
Capelli et al. un passage d’environ 140h de calculs à moins d’1h, entre une représentation d’éléments
purement volumiques, et une autre d’éléments poutres/coques. La deuxième solution consiste à adopter
des méthodes alternatives à la MEF, souvent plus approximatives, mais permettant de réduire forte-
ment les temps de calcul, sous certaines hypothèses simplificatrices. Ces deux options sont discutées
plus en détail dans la section suivante.

2.3 Réduction du temps de calcul

L’intégration de la simulation dans une routine clinique interventionnelle a pour prérequis majeur
le fait d’être effectuée sous un temps raisonnable, de façon à ne pas ralentir outre mesure la procédure
classique. Comme vu dans les sections précédentes, un nombre élevé d’études sur la simulation de
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Table 2.3 – Tableau récapitulatif des études sur la simulation personnalisée du déploiement de stent.

Année Auteurs Modèle de ballon Éléments
stent

Éléments
ballon

Éléments
paroi

Éléments
plaque Reconstruction Solveur Réf.

2005 Holzapfel et al. Pression appliquée sur le stent Volumiques
(hexaèdres)

- Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

IRM haute
résolution

Non précisé
(ad hoc)

[101]

2008 Gijsen et al. Pression appliquée sur le stent Surfaciques
(coques)

- Volumiques
(tétraèdres)

- Angiographie
bi-plan et
IVUS

Implicite
(ABAQUS)

[102]

2010 Zahedmanesh
et al.

Comparaison de trois modèles
(pression appliquée sur le stent,
avec ou sans connecteurs, et
modèle réaliste de ballon)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(coques)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Angiographie
monoplan

Explicite
(ABAQUS)

[103]

2010 Mortier et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(triangles et
quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

- Angiographie
rotationnelle

Explicite
(ABAQUS)

[108]

2013 Morlacchi et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Angiographie
invasive et
non invasive

Explicite
(ABAQUS)

[109]

2014 Ragkousis et al. Comparaison de deux modèles
(modèle réaliste de ballon,
déplacement imposé)

Volumiques
(hexaèdres)

Non précisé Volumiques
(hexaèdres)

Volumiques
(hexaèdres)

Angiographie
bi-plan et
IVUS

Explicite
(ABAQUS)

[104]

2015 Ragkousis et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Non précisé Surfaciques
(quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

- Angiographie
bi-plan et
IVUS

Explicite
(ABAQUS)

[110]

2015 Mortier et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques
(triangles et
quadrilatères)

Volumiques
(hexaèdres)

- Angiographie
non invasive
et IVUS

Explicite
(ABAQUS)

[111]

2016 Chiastra et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Volumiques
(hexaèdres)

Non précisé Angiographie
non invasive
et OCT

Explicite
(ABAQUS)

[105]

2019 He et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Volumiques
(tétraèdres)

Volumiques
(tétraèdres)

OCT Non précisé
(ABAQUS)

[106]
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Table 2.3 – (suite)

Année Auteurs Modèle de ballon Éléments
stent

Éléments
ballon

Éléments
paroi

Éléments
plaque Reconstruction Solveur Réf.

2020 He et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Volumiques
(hexaèdres)

Surfaciques Volumiques
(tétraèdres)

Volumiques
(tétraèdres)

OCT Explicite
(ABAQUS)

[107]

2020 Rigatelli et al. Pression appliquée au ballon
(représentation réaliste)

Non précisé Non précisé Non précisé Non précisé Angiographie
non invasive

Non précisé
(ANSYS)

[112]
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déploiement de stent opte pour la méthode des éléments finis, avec une discrétisation fine des objets
par des éléments volumiques. Cette méthode permet de favoriser la précision, la finesse des maillages
étant généralement choisie par une analyse de sensibilité (sensitivity analysis), qui détermine le nombre
minimal d’éléments à partir duquel le gain de précision devient négligeable. Les simulations correspon-
dantes nécessitent plusieurs dizaines d’heures de calcul pour reproduire un déploiement complet.
Dans la section précédente, une première solution pour réduire le temps de calcul se dégage, qui a
l’avantage de conserver une précision proche de celle des méthodes de référence : l’utilisation d’élé-
ments poutres pour mailler la structure (filiforme) du stent. Bien que nous ayons déjà cité plusieurs
publications concernées, peu de détails sont donnés quant aux méthodes utilisées pour mailler le stent,
ou aux temps de calcul effectifs. Pour cette raison, nous élargissons dans cette partie notre recherche
bibliographique aux applications médicales des éléments poutres en général.
Il existe par ailleurs dans la littérature certaines études qui utilisent des méthodes différentes pour
simuler le déploiement d’un stent, souvent moins précises, mais également beaucoup moins coûteuses.
Une revue des études correspondant à cette description est proposée ci-dessous.

2.3.1 Utilisation des éléments poutres dans d’autres simulations

Dans notre synthèse de la littérature, nous avons recensé plusieurs applications médicales récentes
de simulation numérique, utilisant une discrétisation par éléments poutres pour modéliser des struc-
tures filiformes.

Une des publications les plus anciennes parmi celles recensées est l’étude de Duriez et al. [116],
dans laquelle les auteurs utilisent des éléments poutres connectés pour simuler la navigation d’un ca-
théter. L’originalité principale de l’article est de proposer une méthode de résolution itérative pour
prendre en compte les non-linéarités géométriques liées aux déformations importantes du cathéter.
Cette méthode se base sur le recalcul du repère local des éléments à chaque pas de temps, en fonction
de la déformation obtenue à l’itération précédente. De cette façon, le problème reste linéaire entre deux
pas de temps, mais peut reproduire les non-linéarités géométriques sur l’ensemble de la simulation. En
contrepartie, il est toutefois possible que la mise à jour du repère local entraîne un comportement in-
élastique (sous forme de déformations irréversibles) : pour l’éviter, une force additionnelle assimilable
à un amortissement est appliquée à chaque élément. La méthode permet aux auteurs de simuler de
façon réaliste (par la théorie de l’élasticité) un cathéter composé de 100 éléments poutres à une vitesse
de 40 Images Par Seconde (IPS), sur une machine de calcul classique (processeur Pentium 4 à 2, 6 GHz).

Des modèles similaires ont été utilisés pour la représentation de coils pour l’embolisation d’ané-
vrismes cérébraux dans [117], [118], et [119]. Les coils en question (qui pourrait être traduit par "fils"
ou "spires") sont des filaments métalliques souples, généralement en platine, appliqués à l’intérieur de
la poche d’un anévrisme pour obstruer celle-ci, et éviter sa rupture sous l’effet de la pression sanguine.
Dans [117], Dequidt et al. adaptent le modèle de [116] pour passer à un problème dynamique. Par
ailleurs, la mise à jour des repères locaux aux éléments (qui permet de modéliser les non-linéarités
géométriques) est effectuée relativement à l’élément précédent, et non plus à l’itération précédente. Les
auteurs obtiennent un temps de calcul de 10 ms par pas de temps (100 IPS, sur un processeur Core2Duo
à 2, 66 GHz), pour un coil composé de 100 éléments poutres connectés. Une validation expérimentale
est également réalisée, mettant en jeu le déploiement d’un coil dans un milieu liquide, sans contact
(Figure 2.10). Les mêmes auteurs réutilisent ce modèle dans [118], pour simuler le déploiement du
coil dans un modèle d’anévrisme personnalisé. Les contacts sont pris en compte à travers deux lois
(de Signorini et de Coulomb) représentant respectivement les forces de contact, et les frottements. La
résolution est divisée à chaque pas de temps en quatre étapes : le calcul du déplacement sans contrainte,
la recherche de points de collision, le calcul des forces résultant de ces éventuels contacts, et enfin la
correction du déplacement avec prise en compte des forces de contact. Notons que le calcul des forces
de contact est effectué de manière itérative par un algorithme de Gauss-Seidel. Avec cette méthode, la
simulation reste rapide lorsque peu de contacts sont détectés (30 ms par pas de temps sur les premières
itérations), mais est ralentie par la multiplication des points de contact (les calculs ne sont plus en
temps réel, sans que la durée ne soit précisée). L’ensemble de la méthodologie (modélisation par les
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Figure 2.10 – Illustration extraite de l’article de Dequidt et al. [117], représentant la validation expérimen-
tale du modèle de coil. Le coil gris correspond à une reconstruction 3D à partir d’images radiographiques du
déploiement expérimental, et le coil rouge au résultat de la simulation.

éléments poutres, et résolution des contacts) est repris en détail par Wei et al. dans [119], mais aussi
complété par une analyse hémodynamique associée au déploiement du coil. Le temps de calcul pour
les déformations du coil est encore amélioré à 2 ms par pas de temps (500 IPS, processeur Intel i7 à
3, 33 GHz), et les auteurs mentionnent une simulation d’embolisation par coil en temps réel pour un
maillage d’anévrisme de moins de 8000 éléments tétraèdriques.

Dans [120], Duriez et al. utilisent le modèle d’éléments poutres connectés pour modéliser l’inser-
tion d’une aiguille flexible dans un tissu mou. La simulation met en jeu des forces spécifiques à ce type
de scénario (forces de perforation, de coupure, de friction), qui sont prises en compte sous la forme
de contraintes. La résolution est similaire aux études [117]- [119], et se décompose en une étape de
mouvement libre, une étape de calcul des forces de contraintes (itérativement, par une méthode de
Gauss-Seidel), et une étape de correction. De nouveau, la simulation est interactive : les auteurs men-
tionnent une vitesse de calcul de 28 ms par pas de temps (soit environ 35 IPS) sur un exemple validé
expérimentalement. Ce modèle est réutilisé par Adagolodjo et al. dans [121], pour le contrôle robotique
automatique de l’insertion d’une aiguille flexible dans un tissu mou. Le contrôle en lui-même est assuré
par une méthode éléments finis inverse. Notons par ailleurs que la prise en compte des non-linéarités
géométriques au niveau de l’aiguille s’effectue au moyen d’un modèle corotationnel (détaillé dans le
chapitre 4), proche des modèles présentés dans [116] ou [117].

Dans [122], Peterlík et al. utilisent les éléments poutres pour modéliser le réseau vasculaire du
foie. Les auteurs montrent que la prise en compte d’un modèle mécanique distinct pour les vaisseaux
sanguins a un impact mesurable sur le comportement mécanique du foie, à la fois au niveau de la si-
mulation et expérimentalement. L’arbre vasculaire est représenté avec des éléments poutres connectés,
et les interactions avec le foie sont modélisées à travers un couplage mécanique (mapping) qui permet
de répercuter à la fois les forces exercées par les vaisseaux sur le parenchyme, et le déplacement du
parenchyme sur les vaisseaux. De même que dans [121], le modèle corotationnel est utilisé pour modé-
liser les non-linéarités géométriques. Les auteurs parviennent à obtenir une vitesse de calcul de 60 IPS
(processeur Intel i7-2630QM à 2, 00 GHz), notamment pour une simulation du foie complet avec deux
arbres vasculaires (au total : 2620 tétraèdres pour le foie, et 314 éléments poutres pour les vaisseaux).
Ce modèle de foie vascularisé est mis en application par Haouchine et al. dans [123], étude dans la-
quelle est présentée une preuve de concept de réalité augmentée pour endoscopie hépatique (Figure
2.11). Malgré l’ajout de méthodes de recalage pour le suivi dynamique du foie lors de l’intervention,
la simulation est aussi calculée en temps réel (25 IPS, sur un processeur Intel i7 M620 à 2, 76 GHz).

Le dernier exemple d’application des éléments poutres que nous avons recensé est la modélisation
de filopodes cellulaires (déformations de la membrane plastique qui peuvent servir de capteurs ou
de moyen de locomotion), comme présenté par Sorokin et al. dans [124]. Dans cette étude, l’objectif
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Figure 2.11 – Illustration extraite de l’article de Haouchine et al. [123], représentant le modèle mécanique
du foie vascularisé. Le maillage du foie est constitué de tétraèdres, et les deux arbres vasculaires représentés,
d’éléments poutres. Les repères tricolores correspondent aux nœuds des éléments poutres (à six degrés de liberté).

est d’utiliser la simulation pour produire des séquences d’images réalistes de cellules présentant des
filopodes. De nouveau, ceux-ci sont modélisés par des éléments poutres connectés, raccordés à la cellule
au moyen de contraintes bilatérales.

2.3.2 Méthodes alternatives aux éléments finis

Pour terminer cette synthèse de la littérature sur la simulation de stent, nous nous intéressons aux
méthodes alternatives à la méthode des éléments finis, telle qu’elle est utilisée dans tous les exemples
précédents. Bien que moins nombreuses, les études correspondantes que nous avons recensées per-
mettent d’élargir l’ensemble des méthodologies possibles. Par ailleurs, à l’inverse de ce qui a été détaillé
jusqu’à présent, la majorité met l’accent sur la rapidité de la simulation, les objectifs principaux étant
la mise en place de simulateurs d’entraînement, ou la planification en temps réel d’une intervention
(de façon similaire à nos travaux).

Le premier modèle alternatif recensé pour la simulation de stents est celui présenté par Čanić et al.
dans [125]. Dans cette étude, les auteurs développent une représentation du stent basée sur un maillage
d’éléments "barres" (1D rods), dont le comportement physique est décrit par un modèle élastique
non linéaire d’Antman–Cosserat. Les extrémités des éléments barres correspondent aux sommets du
maillage global, aussi appelé treillis. La cohérence de l’ensemble est assurée au moyen de conditions
de couplage (continuité des vitesses aux sommets, et équilibre des forces de contact entre les barres
adjacentes), le tout formant un système hyperbolique. Par ailleurs, la simulation vise uniquement à
analyser le comportement du stent, dans un état déployé, face à une charge externe dont l’amplitude
correspond à la contrainte normalement exercée par la paroi. Le faible niveau de déformation attendu
dans un tel scénario permet aux auteurs de résoudre le problème par linéarisation, à travers une
formulation quasi-statique. Pour une description très détaillée du modèle, nous renvoyons le lecteur
vers [126]. Cette résolution approchée est validée in silico par comparaison avec une méthode éléments
finis 3D classique sur un modèle de stent réduit, à deux anneaux (Figure 2.12). L’erreur relative
mesurée atteint un minimum de 6% 1 lorsque le maillage 3D est le plus fin, ce qui permet aux auteurs
de conclure que la représentation 1D offre une estimation fiable du déplacement, pour un temps de
calcul substantiellement inférieur.
Ce modèle est appliqué à plusieurs reprises par les auteurs : dans [127] pour comparer le comportement
de deux modèles de stent commercialisés suite à l’apparition d’une fracture, dans [128] pour formaliser la
relation entre déplacement et modèle de pression sanguine, dans [129] pour comparer le comportement

1. Calculé sur un ensemble de sommets comme le maximum d’écart relatif entre le déplacement d’un sommet de
la représentation 1D, et le point correspondant interpolé sur la représentation 3D. Seules les distances en radial et en
longitudinal sont considérées.

42



Figure 2.12 – Illustration extraite de l’article de Čanić et al. [125], montrant deux représentations du même
modèle de stent : à gauche une représentation éléments finis 3D "classique", et à droite une représentation par
un treillis d’éléments barres 1D.

mécanique de quatre modèles de stent commerciaux, et plus récemment par Grubišić dans [130] 1 où les
conditions de couplages ne sont plus intégrées dans le modèle mais modélisées par des contraintes, et où
la résolution est dynamique. Les temps de calcul mentionnés sont effectivement bien moins élevés que
pour les simulations éléments finis "classiques" : de 0, 3 s (50 sommets) à 5 s (300 sommets) (processeur
Intel Xeon à 3, 00 GHz, 2GB de RAM) pour la simulation statique dans [128] et [129] ; et entre 202 s
et 1717 s (environ 3 et 28min) pour la simulation dynamique dans [130].

Une autre série d’études privilégie la représentation du stent par des géométries simples, sous la
forme de systèmes masses-ressorts ou de simplexes. La première que nous avons recensée est celle de
Larrabide et al. [131], dans laquelle les auteurs simulent le déploiement de stents auto-expansibles pour
anévrismes cérébraux, au moyen d’un maillage simplexe. Les sommets du simplexe correspondent à
des points du stent. La cohérence de la topologie est assurée au moyen de contraintes géométriques.
L’expansion est guidée par la forme du stent déployé, et la simulation est arrêtée lorsque l’équilibre
des forces agissant sur les simplexes est atteint. Le modèle est par ailleurs validé expérimentalement,
avec le déploiement de deux types de stents commerciaux dans un fantôme d’anévrisme en silicone,
reproduit par simulation. Les auteurs réalisent ensuite une analyse de dynamique des fluides postdé-
ploiement sur le modèle simulé, et comparent le résultat à des angiogrammes obtenus sur les fantômes.
La simulation par le modèle de simplexe permet d’obtenir un temps de calcul de respectivement 7 s
et 59 s sur les deux stents testés, ainsi qu’un résultat similaire à l’expérimentation en termes d’hé-
modynamique. Djukic et al. réutilisent partiellement le même modèle dans [132], pour la simulation
de déploiement dans une artère coronaire sténosée. L’expansion est toujours modélisée par les forces
internes qui s’appliquent aux sommets du simplexe, mais le modèle d’artère rigide dans [131] est rem-
placé par un modèle d’artère déformable, dont les interactions avec le stent sont prises en compte dans
les forces externes. Deux simulations personnalisées à partir de cas cliniques sont réalisées, la géométrie
artérielle étant chaque fois extraite d’images obtenues par coroscanner. Pour validation, la surface de
la lumière artérielle obtenue par simulation est comparée aux données d’imagerie postdéploiement. Les
auteurs obtiennent une erreur relative de respectivement 5, 27% et 4, 5% pour les deux cas cliniques,
et mentionnent une vitesse de calcul en temps réel (avec parallélisation sur carte graphique).
De façon similaire, Luboz et al. développent dans [133] un modèle de déploiement de stent par un sys-
tème masse-ressort. La géométrie du stent est approchée avec des sections polygonales (en l’occurrence
hexagonales), dont les arêtes sont représentées par des ressorts. D’autres ressorts, à l’intérieur et entre
les sections, assurent la cohésion de l’ensemble, sans toutefois être représentés visuellement. Le ballon
est simulé par un modèle simple de sphères entrelacées, dont les contacts avec le stent permettent
l’expansion. La paroi artérielle est modélisée par une surface polygonale (composée de triangles). La
géométrie de cette surface est mise à jour pendant le déploiement si suffisamment de particules du
stent entre en contact avec elle. Le calcul de déformation correspondant est par ailleurs facilité par le
précalcul de cinq niveaux de déformation standards en amont. L’objectif est d’intégrer la modélisation
du déploiement dans un simulateur interventionnel d’entraînement (Figure 2.13). Le calcul s’effectue
donc en temps réel (entre 26 et 53 IPS selon la finesse du modèle), et le rendu est évalué comme visuel-
lement satisfaisant par plusieurs cliniciens. Dans un article de 2015 [134], Spranger et al. comparent
l’efficacité d’un modèle masse-ressort à une simulation éléments finis détaillée classique. Le scénario étu-
dié est celui du déploiement d’un stent couvert par un revêtement cylindrique (stent graft), utilisé pour

1. Notons qu’a priori l’étude n’a été publiée que sur arXiv (https://arxiv.org), sans faire l’objet d’un comité de
relecture.
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Figure 2.13 – Illustration extraite de l’article de Luboz et al. [133], montrant plusieurs étapes intermédiaires
de la simulation de déploiement : (a) navigation du dispositif ballon/stent jusqu’à la sténose ; (b) dispositif en
place ; (c) inflation du ballon et expansion du stent ; (d) inflation complète du ballon jusqu’à résorption de la
sténose ; (e) dégonflement du ballon ; (f) position définitive du stent déployé dans l’artère.

le traitement d’anévrismes ou de dissections artérielles. À la différence de [133], le stent est d’abord mo-
délisé dans une configuration déployée, puis est comprimé (crimped), avant d’être positionné et relâché
à l’intérieur de l’artère. L’expansion est donc entièrement le fait de la détente des ressorts, qui ont dans
un premier temps été compressés. La comparaison avec la méthode éléments finis est faite sur des scé-
narios de complexité croissante (déploiement libre, artère cylindrique rectiligne, artère cylindre plus ou
moins courbe, et géométrie personnalisée d’artère aorte). Notons que les auteurs procèdent également
à l’optimisation des paramètres du modèle masse-ressort avec un algorithme génétique, en utilisant
les résultats des simulations éléments finis comme base d’apprentissage. La comparaison montre une
différence dans les déplacement nodaux de 4% en moyenne 1 sur les scénarios testés (minimum à 0%
pour le déploiement libre, maximum à 10, 5% pour la géométrie personnalisée), avec un temps de calcul
compris entre 2, 01 s et 41, 75 s pour le modèle masse-ressort contre 1h33 à 10h15 pour les éléments finis.

Dans [135], Egger et al. simulent le déploiement d’un stent à partir d’images médicales, en uti-
lisant des méthodes de contour actif (Figure 2.14). Les images sont obtenues par coroscanners de
cas cliniques d’anévrismes ou de sténoses, ainsi que par génération de données d’imageries à partir de
modèles virtuels simplifiés d’artère. L’initialisation du contour actif se fait en deux temps : la ligne
médiane du vaisseau est d’abord calculée à partir de deux points extrémités renseignés par l’utilisa-
teur, puis les points de la surface du stent sont obtenus par lancer de rayons (ray casting) depuis la
ligne médiane. La surface correspondante est ensuite modélisée par triangularisation des points. Le
déploiement s’effectue par recherche d’un équilibre entre des forces internes (comportement élastique
du stent et régularité de la surface), et externes (inflation du ballon, contrainte de la paroi artérielle,
éventuellement contacts intrastent si celui-ci est à bifurcation, ou déformation de la paroi dans le cas
du traitement d’une sténose). Le problème revient à une minimisation d’énergie, et prend la forme
d’un système dynamique d’équations différentielles. Notons que les contacts sont par ailleurs calculés
de façon hiérarchique au moyen de boîtes englobantes alignées sur les axes (Axis Aligned Bounding
Boxes, ou AABB). Les auteurs mentionnent un temps de calcul d’environ 1min pour le déploiement
du stent (Processeur Intel Xeon à 3 GHz, 3 GB RAM).
Les méthodes de contour actif font également l’objet d’une étude de Zhong et al. [136] pour la simu-
lation du traitement d’anévrismes cérébraux. Six géométries personnalisées d’anévrisme sont simulées,
ainsi que deux modèles de stents commerciaux. La méthodologie est proche de celle décrite par Egger
et al. dans [135], avec comme différence principale l’utilisation d’un critère basé sur les contacts entre
stent et paroi pour mettre fin à l’expansion. Le temps de calcul mentionné par les auteurs est toutefois
beaucoup plus long : en moyenne 3 h pour le déploiement complet du stent (sur deux processeurs Intel
Xeon à 2, 39 GHz et 2, 40 GHz, 24 GB RAM).

Le dernier exemple de stratégie alternative que nous avons recensé est présenté par Migliavacca et

1. Distance moyenne entre les nœuds associés par paires sur chacun des modèles, calculée relativement au diamètre
des stents.
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Figure 2.14 – Illustration extraite de l’article d’Egger et al. [135], représentant plusieurs étapes intermé-
diaires du déploiement d’un stent dans un anévrisme thoracique de l’aorte. Au fur et à mesure du déploiement,
les zones de contact entre stent et paroi sont colorées en bleu. La simulation est affichée en rendu volumique
sur les images guidant le modèle de contour actif.

al. dans [137]. Dans cette étude, les auteurs ont pour objectif de simuler en temps réel le déploiement de
stents auto-expansibles en nitinol, pour le traitement de l’athérosclérose dans l’artère fémoro-poplitée.
L’accent est mis sur l’analyse de fatigue, sur le long terme, une fois le déploiement terminé. L’aspect
temps réel est recherché à travers le précalcul d’un très grand nombre de solutions, auxquelles un modèle
personnalisé pourrait être ensuite adapté. Néanmoins l’article ne semble pas présenter de preuve de
concept, et les études ayant suivi dans le cadre du même projet ne font, à notre connaissance, pas
mention de méthodes de précalcul.

2.4 Synthèse

La revue de la littérature qui précède illustre bien l’importance des objectifs de la simulation sur
la méthodologie employée. En particulier, le fait d’obtenir une simulation à la fois suffisamment pré-
cise et rapide pour intégrer une planification clinique personnalisée apparaît comme particulièrement
complexe. Les spécificités liées au déploiement d’un stent par ballon, dans une artère sclérosée, sont
nombreuses. Nous pouvons citer, entre autres : les non-linéarités géométriques dues aux déformations
importantes, le comportement mécanique non linéaire du stent (plastique) et du ballon (hyperélas-
tique), la variabilité de composition (et de comportement) de la plaque, les nombreux contacts entre
stent, ballon, et paroi artérielle, ou encore l’influence du flux sanguin. Tous ces aspects compliquent la
convergence de la résolution numérique (approchée) du problème, et expliquent la difficulté des études
à parvenir à un compromis acceptable entre précision et temps de calcul. La balance est d’autant plus
délicate à trouver que le déploiement d’un stent coronaire est associé en pratique à des enjeux graves
de santé, face auxquels une certaine fiabilité est indispensable.
Pour ces raisons, la majorité des publications a recours à la méthode des éléments finis de façon très
détaillée, pour guider la conception des stents en amont. Ce type de simulation permet de garantir la
précision des résultats obtenus, mais peut s’avérer très coûteux : les études qui mentionnent des temps
de calcul font état de simulations allant de plusieurs dizaines d’heures à plusieurs jours. Parmi celles-ci,
de nombreux articles se concentrent sur la simulation personnalisée, et mettent davantage en avant un
objectif clinique : déterminer le modèle de stent optimal pour un cas clinique particulier. Les méthodes
utilisées sont cependant en contradiction avec cet objectif, car basées sur une analyse éléments finis
précise, toujours aussi lourde en calculs. Cette contradiction est régulièrement soulignée en conclusion
des études recensées : l’intérêt de la simulation dans une planification d’intervention personnalisée est
clairement exprimé dans la communauté scientifique et médicale, mais l’utilisation des éléments finis,
qui s’est imposée comme référence méthodologique, conduit à des temps de calcul trop élevés pour
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convenir à cette application. À l’opposé, les simulations de déploiement en temps réel sont contraintes
à des approximations importantes pour réduire les temps de calcul : le comportement mécanique du
stent est exclusivement linéaire élastique (potentiellement adapté aux stents auto-expansibles, mais pas
représentatif de la mécanique complexe du déploiement par ballon), et la déformation de la paroi arté-
rielle, les interactions avec le stent, ainsi que le modèle de ballon, sont souvent simplifiés. Par ailleurs,
lorsqu’une validation est proposée, les écarts avec les résultats de référence sont non négligeables. Ceci
permet par exemple la mise en place de simulateurs d’entraînement, pour lesquels le temps réel est
indispensable, et la précision ne doit être principalement évaluée que selon la capacité à rendre réaliste
le geste simulé. En revanche, les méthodes correspondantes ne permettent pas d’obtenir le niveau de
détail apporté par les simulations éléments finis, notamment sur des aspects comme le comportement
plastique du stent, ou la composition de la plaque athéromateuse.

Bien que peu nombreuses, les études éléments finis ayant pris le parti de réduire la dimension du
problème sont unanimes sur la capacité d’éléments non volumiques (poutres, ou coques) à produire
des résultats très proches des méthodes de référence, tout en réduisant de façon significative le temps
de calcul nécessaire. Le fait que ces publications s’appuient quasi systématiquement sur des logiciels
propriétaires, pour lesquels peu de détails sur la résolution sont disponibles, rend plus compliqué leur
reproduction. Il est toutefois possible de se tourner vers des études mettant en jeu le même type
d’éléments, dans des conditions similaires, et fournissant davantage de détails sur leur mise en œuvre.
En conséquence, nous faisons le choix d’orienter notre méthodologie dans cette direction, et nous
décrivons celle-ci dans les chapitres suivants.
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Chapitre 3

Discrétisation spatiale du stent

La synthèse bibliographique détaillée dans le chapitre précédent souligne la prépondérance des
méthodes éléments finis dans la littérature sur la simulation du déploiement de stents. Les rares al-
ternatives recensées ne permettent pas d’égaler la précision de modèles éléments finis détaillés, et ne
semblent donc pas en adéquation avec l’objectif d’intégrer la simulation dans un contexte clinique pour
guider l’intervention.
Par ailleurs, l’utilisation des éléments finis ne nous semble pas rédhibitoire vis-à-vis de la durée de
simulation, du fait de la possibilité, à de nombreuses étapes de la résolution, de trouver un compromis
entre précision et temps de calcul. Un des principaux facteurs impactant la précision (et la durée)
d’une simulation par éléments finis est la dimension du problème, qui repose à la fois sur la finesse
de la discrétisation, et sur la dimension des éléments utilisés. En l’occurrence, comme mis en évidence
dans la littérature, la discrétisation de la structure filiforme du stent en un maillage d’éléments volu-
miques conduit à une représentation coûteuse, dans laquelle l’épaisseur des mailles du stent ne contient
que quelques éléments, alors que plusieurs milliers peuvent être utilisés sur l’ensemble de la structure.
L’analyse faite dans le chapitre 2 indique sans équivoque que l’utilisation d’éléments poutres est plus
pertinente pour la modélisation de structures semblables aux mailles du stent, dans lesquelles une des
dimensions est significativement supérieure aux deux autres. Pour le stent, le rapport entre la longueur
des mailles et leur épaisseur est typiquement d’un facteur 10 (l’épaisseur étant de l’ordre de 100 µm et
la longueur de 1 mm). Ces dimensions rendent pertinente l’utilisation des éléments poutres, qui per-
mettent de réduire la dimension du système (discrétisé par moins d’éléments) et de diminuer le temps
de calcul, tout en conservant une précision similaire à celle d’une représentation volumique plus fine.
Notons que cette précision repose en grande partie sur une description rigoureuse du comportement
mécanique associé aux éléments poutres, qui fait l’objet des chapitres 4 et 5.
Dans ce chapitre, nous détaillons les différentes étapes par lesquelles nous discrétisons la structure
d’un stent en éléments poutres connectés, de la conception du maillage à son intégration sous forme
d’éléments finis dans un logiciel de simulation. Le logiciel en question (SOFA) est par ailleurs présenté
dans la dernière section.

3.1 Conception d’un modèle géométrique

La première étape dans la discrétisation en éléments poutres consiste à concevoir une topologie,
purement géométrique, reproduisant la structure du modèle de stent considéré. En l’occurrence, l’uti-
lisation des éléments poutres nécessite une topologie linéique, composée d’arêtes (edges) connectées
reproduisant la configuration des mailles du stent. Cette représentation s’appuie sur les dimensions et
la géométrie des modèles de stent considérés, qui peuvent être mesurées expérimentalement lorsque les
données ne sont pas rendues publiques par les constructeurs.

3.1.1 Acquisition des dimensions

Comme mentionné dans le chapitre 2, les modèles de stents récents sont conçus selon le même
schéma : des anneaux identiques alignés dans le sens longitudinal, reliés entre eux par des connecteurs.

47



(a) (b)

Figure 3.1 – Illustration du bruit en étoile obtenu à la reconstruction 3D d’un stent, depuis les images
acquises par micro-CT. (a) Coupe axiale, (b) coupe sagittale.

Chaque anneau est par ailleurs composé d’un unique motif, répété un certain nombre de fois sur la
circonférence. Les géométries de ce motif et des connecteurs varient d’un modèle de stent à l’autre,
mais leurs dimensions suffisent à décrire entièrement la topologie d’un stent. Ces propriétés de symétrie
sont d’ailleurs exploitées par plusieurs études citées dans le chapitre 2 pour justifier la modélisation
d’une partie réduite et représentative du stent (allant jusqu’à 1/24e dans [72]).
En l’occurrence, nous nous appuyons sur la décomposition du stent pour réduire les paramètres de sa
géométrie à quatre données :

— la géométrie du motif de base des anneaux (forme et dimensions) ;

— le nombre de répétition du motif par anneau ;

— la géométrie du connecteur (forme, dimensions et orientation par rapport aux anneaux) ;

— le nombre d’anneaux.

Ces éléments sont suffisants pour reproduire la topologie du stent étudié via un logiciel de Conception
Assistée par Ordinateur (CAO). Pour les mesurer, en particulier pour les dimensions du connecteur
et du motif, nous procédons à une acquisition d’images par microtomodensitométrie à rayons X (ou
micro-CT, de l’anglais : Micro-Computed Tomography) sur le stent, dans sa configuration initiale, replié
sur le ballon et fixé sur le cathéter. Cette méthode est plusieurs fois mentionnée dans la littérature que
nous avons recensée dans le chapitre 2, notamment dans les études de De Beule et al. [65], Mortier et
al. [108], Auricchio et al. [94], ou Wiesent et al. [70]. En l’occurrence, l’intérêt du micro-CT est à la
fois de fournir des données tridimensionnelles sur la géométrie du stent, mais aussi de posséder une
résolution suffisante pour les dimensions mises en jeu (de l’ordre de plusieurs dizaines de micromètres).

Dans nos travaux, nous utilisons un scanner de microtomodensitométrie eXplore CT 120 (GE
Healthcare, Chicago, Illinois, États-Unis) pour réaliser les acquisitions. Sur celui-ci, le paramétrage de
l’acquisition est cependant limité par le choix d’un protocole, parmi ceux prédéfinis par le constructeur.
Cette contrainte ne permet pas une adéquation parfaite des paramètres d’acquisition (voltage et inten-
sité des tubes à rayons X, temps d’exposition, nombre de projections, etc.) à la visualisation du stent,
et ne garantit donc pas une qualité optimale sur les images obtenues. En l’occurrence, une difficulté
supplémentaire vient du fait que nous nous restreignons uniquement à l’étude de stents métalliques,
dont les mailles atténuent fortement les rayons X et apparaissent sur les images sous la formes d’hy-
persignaux. Ceci induit une non-linéarité du signal transmis, qui se traduit à la reconstruction par un
bruit en forme d’étoile (Figure 3.1). Afin de limiter ce type d’artéfacts, nous adoptons un protocole
d’acquisition dans lequel la puissance des tubes à rayons X est suffisamment modérée pour diminuer
le bruit lié aux mailles du stent. D’autre part, pour des raisons pratiques, en raison du nombre impor-
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Voltage du tube à rayons X 50 kVp
Intensité du tube à rayons X 0, 6 mA
Nombre de projections 700
Temps d’exposition 170 ms
Rotation 360◦

Groupement des pixels (binning) 1:1
Espacement des pixels 0, 06893 mm
Épaisseur de coupe 0, 06893 mm

Table 3.1 – Paramètres du protocole prédéfini utilisé pour les acquisitions microtomographiques des stents.

Figure 3.2 – Rendu volumique 3D du stent Presillion Plus (Cordis, Santa Clara, Californie, États-Unis)
par projection d’intensité maximale à partir d’images micro-CT.

tant d’acquisitions réalisées sur les différents stents que nous avons testés, nous limitons le nombre de
projections à 700 par acquisition (sur un maximum de 1200). Ceci permet, au prix d’une légère baisse
de résolution, de diminuer la durée d’une acquisition à une dizaine de minutes (contre plus d’une heure
pour 1200 projections). Les paramètres du protocole finalement retenu sont présentés dans la table
3.1.
La reconstruction 3D des images obtenues implémentée par défaut sur la machine permet d’obtenir
des voxels d’environ 70 µm de côté en dimensions réelles. Cette résolution est proche de l’épaisseur des
mailles du stent, mais permet facilement de mesurer les autres dimensions caractéristiques du motif de
base des anneaux et des connecteurs. Un exemple de reconstruction d’un stent utilisé dans nos travaux,
le Presillion Plus (Cordis, Santa Clara, Californie, États-Unis) de longueur 12 mm et de diamètre no-
minal 2, 5 mm, est présenté sur la Figure 3.2. Cette reconstruction permet dans un premier temps
de déterminer la forme générale des anneaux et des connecteurs. En l’occurrence, le Presillion Plus
possède la particularité de présenter deux types d’anneaux, chacun correspondant à une géométrie de
motif différente. Le premier type d’anneau (Figure 3.3 (a)), qui commence et termine le stent, peut
être décrit comme six répétitions d’un motif sinusoïdal simple. Le deuxième type d’anneau (Figure
3.3 (b)) consiste également en la répétition d’un motif sinusoïdal, plus petit, dont le sommet est
"allongé" un motif sur deux pour être en contact avec l’anneau supérieur ou inférieur. Dans le cas du
Presillion Plus, ce contact répété trois fois entre chaque paire d’anneaux joue le rôle de connecteur.
Une fois les formes des motifs (et des éventuels connecteurs) déterminées, la deuxième étape consiste
à mesurer leurs dimensions directement sur les coupes obtenues par micro-CT. Les mesures sont réa-
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Figure 3.3 – Motifs de base constituant les anneaux du Presillion Plus. (a) Motif sinusoïdal du premier type
d’anneau, répété régulièrement six fois sur la circonférence. (b) Motif sinusoïdal du deuxième type d’anneau,
dont un sommet sur deux est "allongé" pour entrer en contact avec les anneaux adjacents et jouer le rôle de
connecteur.

(a) (b) (c) (d)

Figure 3.4 – Exemple de mesures réalisées sur des coupes sagittales du Presillion Plus. (a) Longueur de
la partie rectiligne sur le motif sinusoïdal du premier type d’anneau. (b) Idem sur le deuxième type d’anneau.
(c) Rayon du cercle coïncidant avec le sommet de la sinusoïdale, sur le premier type d’anneau. (d) Idem sur le
deuxième type d’anneau.

lisées manuellement pour chaque stent, sur le logiciel libre de visualisation MITK 1 (German Cancer
Research Center Division of Medical Image Computing, Heidelberg, Allemagne). Afin de limiter l’er-
reur liée à la variabilité intra-opérateur, nous mesurons les grandeurs d’intérêt sur toutes les coupes qui
le permettent, et utilisons une moyenne pour reproduire la topologie du stent. Dans le cas du Presillion
Plus, les grandeurs mesurées sont la longueur des parties rectilignes des sinusoïdes, ainsi que le rayon
du cercle coïncidant avec la courbure des sommets. Des captures d’écran montrant des exemples de
mesures sont présentées sur la Figure 3.4.
Une fois les grandeurs caractéristiques du stent obtenues, nous utilisons celles-ci pour concevoir un
maillage représentatif de la topologie du stent, comme détaillé dans la section suivante.

3.1.2 Création du maillage

La deuxième étape dans la discrétisation du stent consiste à concevoir un maillage 2D reprodui-
sant la structure du stent mise à plat, à partir des dimensions caractéristiques. Ce maillage plan est
ensuite enroulé autour d’un axe virtuel correspondant à la ligne médiane du stent, pour redonner une
configuration cylindrique.

Géométrie plane

La conception du maillage à plat est effectuée au moyen d’un logiciel de CAO propriétaire : Solid-
Works ou CATIA (Dassault Systèmes, Vélizy-Villacoublay, France). Comme mentionné précédemment,
les éléments poutres destinés à discrétiser le stent peuvent être définis à partir d’une topologie d’arêtes
connectées, dont la direction permet de définir l’orientation des nœuds des éléments poutres, et les ex-
trémités de définir leur position. La reconstitution d’une telle topologie s’effectue en plusieurs étapes.

1. https://www.mitk.org
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Figure 3.5 – Représentation plane de la structure du stent Presillion Plus, obtenue par CAO. La topologie
obtenue est composée d’arêtes connectées, destinées à être converties en éléments poutres pour une simulation
par éléments finis.

— Dans un premier temps, les motifs de base des anneaux et des éventuels connecteurs sont repro-
duits dans les bonnes dimensions, au moyen de primitives géométriques simples (segments, arcs
de cercle), et éventuellement de courbes paramétrées en cas de géométries complexes.

— Les motifs obtenus sont ensuite convertis en lignes brisées, en subdivisant chaque primitive géo-
métrique selon plusieurs intervalles de longueurs égales. Les extrémités de ces intervalles corres-
pondent aux extrémités des arêtes formant la ligne brisée. Notons que le nombre d’intervalles
dans la division de chaque primitive peut varier. Nous utilisons par exemple davantage d’arêtes
sur les parties courbes, pour obtenir une représentation plus fine.

— Une fois le motif de base sous forme de ligne brisée, nous répétons ce motif plusieurs fois dans la
direction de l’axe x (qui correspond à la direction circonférentielle après enroulement), de façon
à reproduire le premier anneau dans son ensemble. Nous procédons de même pour le deuxième
anneau.

— Nous ajoutons ensuite les connecteurs présents entre les deux premiers anneaux. Dans le cas du
Presillion Plus, sur lequel il n’y a pas d’élément connecteur, cette étape consiste à mettre en
contact les deux anneaux de façon à ce que les sommets des sinusoïdes en vis-à-vis aient une
arête commune.

— Si la répartition des connecteurs est uniforme tout au long du stent, l’ensemble des deux anneaux
reliés peut être dupliqué autant de fois que nécessaire dans la direction de l’axe y (direction
longitudinale après enroulement). Dans le cas contraire, les anneaux peuvent être dupliqués un
par un dans cette direction, et connectés au fur et à mesure selon le schéma adéquat.

Ces différentes étapes constituent une méthode générique qui permet de reproduire la topologie de
n’importe quel stent dont les anneaux sont répétés et dont la cohésion est assurée par des connecteurs.
Par ailleurs, pour un même modèle de stent présentant plusieurs versions de longueurs différentes, la
méthode permet d’adapter facilement le maillage à plat en ajoutant ou en supprimant des anneaux. La
structure obtenue, constituée uniquement d’arêtes connectées, peut être directement utilisée pour la
création d’un maillage éléments finis tridimensionnel composé d’éléments poutres. Une illustration du
maillage à plat obtenu pour le Presillion Plus est présentée sur la Figure 3.5. La méthode permettant
de passer de la représentation plane au maillage 3D fait l’objet de la section ci-dessous.

Enroulement

Une procédure d’enroulement basique consiste à projeter la coordonnée x des points du maillage à
plat sur un cercle, dont la circonférence est égale à celle du stent (c’est-à-dire à la largeur du maillage à
plat). Les coordonnées d’un point P ′(x′, y′, z′) obtenu par l’enroulement d’un point P (x, y) du maillage
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Repère monde

xA xB

Orientation nœud A Orientation nœud B

Figure 3.6 – Schéma illustratif des douze degrés de liberté définissant un élément poutre. Pour chaque
nœud, les trois degrés de liberté de position sont représentés par un point de l’espace, et les trois degrés de
liberté d’orientation par un repère local.

à plat sont obtenues par :

x′ = r ∗ cos
(x
r

)
, (3.1)

z′ = r ∗ sin
(x
r

)
, (3.2)

y′ = y, (3.3)

où r représente le rayon du stent. La ligne médiane du maillage cylindrique obtenu est alors rectiligne,
dans l’alignement de l’axe y′ du repère monde.
Dans le cas général, la configuration initiale du stent au début du déploiement n’est a priori pas recti-
ligne. Pour un déploiement libre, par exemple, la configuration du stent est déterminée dans l’ensemble
par la position et la rigidité du cathéter sur lequel celui-ci est fixé. Dans le cas d’un déploiement
contraint, les interactions avec la paroi artérielle impactent également cette configuration. Pour adap-
ter l’enroulement au cas général, nous modifions légèrement la méthode basique présentée ci-dessus,
en remplaçant l’axe y′ par une ligne médiane quelconque, représentée par une courbe B-spline ration-
nelle non uniforme, ou NURBS(Non-Uniform Rational Basis Splines) tridimensionnelle. La difficulté
principale dans ce changement réside dans le calcul d’un repère local à la NURBS, permettant de
calculer la direction orthogonale selon laquelle seront placés les points du maillage à plat. Un repère
géométrique comme le repère de Serret-Frenet n’est pas adapté, car il est susceptible de s’inverser
lorsque la concavité de la courbe change. Nous utilisons la méthode de double réflexion proposée par
Wang et al. dans [138], qui permet de construire une séquence de repères minimisant la torsion, avec
une bonne approximation. Le maillage à plat est positionné dans le repère local obtenu en coordonnées
cylindriques, de façon similaire au cas rectiligne.
Cette variante plus générique peut notamment être utilisée pour reproduire une géométrie réaliste
obtenue à partir d’images micro-CT, dans le cadre d’une validation expérimentale. Cette application
spécifique est détaillé avec un cas d’exemple dans le chapitre 5.

3.2 Discrétisation

Une fois la géométrie cylindrique 3D du stent établie, l’objectif suivant est de convertir la topologie
constituée d’arêtes en éléments poutres, au sein d’une simulation éléments finis. En première inten-
tion, ceci consiste simplement en la création d’éléments poutres connectés à partir des informations
géométriques des arêtes. Un élément poutre est défini à partir de deux nœuds, situés à chacune de ses
extrémités, et chacun décrit par 6 Degrés de Liberté (DL) : 3 DL de position dans l’espace, et 3 DL
d’orientation. Un élément poutre schématique est présenté à titre d’illustration sur la Figure 3.6. Sur
celle-ci, les DL de position des nœuds A et B de l’élément sont représentés par des points dans l’espace
(respectivement xA et xB), et leurs DL d’orientation par des repères locaux, non nécessairement iden-
tiques au repère monde. À partir d’une arête, les nœuds d’un élément poutre peuvent donc directement
être définis par trois degrés de liberté de position correspondant à la position de chaque extrémité de
l’arête dans le repère monde, et par trois degrés de liberté d’orientation permettant l’alignement de
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l’axe x du repère local sur la direction définie par l’arête.
En l’occurrence, nous considérons la conversion d’une succession d’arêtes connectées, dans laquelle
chaque arête (à l’exception de celles commençant et terminant la chaîne) partage sa première extré-
mité avec l’arête qui la précède, et sa deuxième extrémité avec l’arête suivante. Lors du passage aux
éléments poutres, ceci se traduit par un nœud commun (soit 6 degrés de liberté) entre chaque paire
d’éléments. Par défaut, l’orientation donnée à un nœud commun est celle définie à partir de l’arête
suivante, dans l’ordre selon lequel est considérée la chaîne. La notion d’ordre est donc importante dans
le cas d’une succession d’arêtes connectées (ou d’éléments poutre connectés) : le sens dans lequel sont
considérées les arêtes (avec un nœud initial, et un nœud final) ne doit pas être modifié au sein d’une
même chaîne d’éléments. Du point de vue de la topologie et de la discrétisation en éléments poutres,
il n’y a en revanche pas de différence entre les deux sens dans lesquels peut être considérée une telle
chaîne.
Pour garantir la cohérence des éléments poutres connectés, le passage de la topologie d’arêtes aux élé-
ments finis doit donc intégrer la notion d’orientation dans une succession d’arêtes, en plus des données
purement géométriques. Pour obtenir cette information, nous réalisons l’implémentation d’un analy-
seur syntaxique ou parser, dont le rôle est de parcourir la géométrie du maillage afin d’identifier les
différentes chaînes d’éléments connectés, et les nœuds où celles-ci se rejoignent. La donnée d’entrée du
parser est un fichier contenant la géométrie du stent exportée depuis un logiciel de CAO, au format
IGES (Initial Graphics Exchange Specification). Bien que globalement délaissé pour le format STEP
(Standard for the Exchange of Product model data, ISO 10303), plus récent, le format IGES possède
l’avantage de décrire les données géométriques de façon relativement simple, ce qui est particulièrement
adapté au développement d’un parser. Un fichier au format IGES est composé uniquement de lignes de
80 caractères ASCII, réparties en cinq sections : "Début" (Start), "Entête" (Global), "Entités" (Direc-
tory entry), "Paramètres" (Parameter data), et "Fin" (Terminate). En l’occurrence, nous n’exploitons
que la section "Paramètres", dans laquelle sont contenues les coordonnées des extrémités de chaque
arête composant la topologie. Une arête correspond ainsi à une ou deux lignes, ayant pour forme :

110,-0.022252093,-0.097492791,0.,0.022252093,-0.097492791,0.; 13P 7

Sur cet exemple, "110" correspond au code de l’entité géométrique décrite (en l’occurrence 110 pour
une entité "ligne", c’est-à-dire une arête) ; les six réels suivants sont les coordonnées 3D des deux ex-
trémités qui définissent l’arête ; "13" correspond au code de cette entité parmi l’ensemble des entités
décrites dans le fichier IGES ; "P" désigne la section (Parameters data) ; et "7" le numéro de la ligne
dans cette section. Concrètement, nous utilisons la lettre identifiant la section ("P") et le code d’entité
("110") pour ne conserver du fichier IGES que les données géométriques nécessaires à l’analyse de la
topologie du maillage. Pour plus de détails sur la structure globale des fichiers IGES, nous renvoyons
le lecteur vers la norme complète du format, disponible en ligne 1.

À partir des coordonnées des extrémités de chaque arête, le rôle du parser est d’identifier à la fois
les chaînes d’arêtes connectées (selon la bonne orientation), mais aussi les nœuds au niveau desquels
les différentes chaînes se recoupent. Dans le cas d’un stent composé d’anneaux et de connecteurs, ces
points de contact correspondent par exemple à la jonction entre un anneau et un connecteur, chacun
formant une chaîne d’arêtes connectées. Concrètement, pour identifier le rôle de chaque segment, le
parser lit les caractéristiques des arêtes une à une depuis le fichier IGES, et compare les extrémités
de chaque nouvelle entité aux points déjà rencontrés précédemment. Deux points sont alors considérés
comme identiques si la distance euclidienne qui les sépare est inférieure à 0, 5 µm. Une disjonction de
cas est ensuite effectuée selon si les extrémités de la nouvelle arête correspondent à des points connus.
Les différents cas de figure correspondant sont décrits très brièvement ci-dessous.

— Si aucune des deux extrémités n’a déjà été rencontrée, la nouvelle arête n’appartient à aucune
chaîne connue et est donc prise en compte comme le premier élément d’une nouvelle chaîne.

— Si une seule des extrémités a déjà été rencontrée, la façon dont la nouvelle arête est prise en
compte dépend de la situation du point connu : notamment si celui-ci est lui-même situé à

1. https://web.archive.org/web/20120821190122/http://www.uspro.org/documents/IGES5-3_forDownload.
pdf
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l’extrémité d’une chaîne, ou s’il est commun à deux éléments au sein de celle-ci. En fonction,
l’arête peut soit être intégrée à la chaîne existante, soit être identifiée comme point de contact
entre la chaîne existante et une nouvelle chaîne dont elle constitue le premier élément.

— Si ses deux extrémités ont déjà été rencontrées, l’arête peut soit constituer une liaison entre deux
chaînes existantes (qui n’en forment alors plus qu’une), soit compléter une des deux chaînes et
être identifiée comme point de contact avec la deuxième, soit constituer une chaîne indépendante,
d’un seul élément, dont les deux extrémités sont identifiées comme des points de contact avec les
chaînes adjacentes.

Cette disjonction de cas suppose le stockage de deux informations essentielles relatives à chaque point
rencontré : d’une part les éventuels segments connectant celui-ci avec d’autres points, ainsi que leur
orientation (autrement dit, si le point est au début et/ou à la fin d’un élément) ; et d’autre part les
éventuels points contact qui partagent la même position, mais appartiennent à un segment différent.
Implicitement, la procédure suppose également d’associer une orientation par défaut à chaque nouvelle
arête lue par le parser, de façon à déterminer si celle-ci peut être intégrée à une chaîne (elle-même
orientée). Par défaut, nous définissons le point de début du segment comme les trois premières coor-
données lues sur la ligne du fichier IGES, et le point de fin comme les trois coordonnées suivantes.
Pour obtenir un maillage bien conditionné (c’est-à-dire dans lequel les arêtes appartenant à une même
chaîne sont toutes orientées dans le même sens), ceci impose à l’utilisateur qui dessine le maillage par
CAO de veiller à tracer les segments d’une même chaîne toujours selon la même orientation. Cette
contrainte est relativement forte du point de vue de la conception, mais ne demande pas de temps
supplémentaire par rapport à un tracé ne respectant pas nécessairement les orientations des segments.
Par ailleurs, notons que l’étape d’analyse de la topologie est réalisée sur le maillage à plat, avant
enroulement. En réalité ceci a peu d’importance car la topologie à plat et la topologie enroulée sont
rigoureusement identiques, avec comme seule exception les deux points extrémaux de chaque anneau
du maillage plan qui se retrouvent superposés après passage en coordonnées cylindriques. Du fait du
nombre réduit d’anneaux par stent (entre 20 et 30 pour les stents coronaires les plus longs), l’informa-
tion est ajoutée manuellement après analyse par le parser.

Une fois les chaînes d’éléments connectés et les points contact entre celles-ci identifiés, nous
devons prendre en compte ces derniers de manière adéquate, lors de la création des éléments poutres.
En effet, les jonctions entre les chaînes d’éléments jouent un rôle particulier dans la conversion de la
topologie en éléments finis, car elles représentent des nœuds contigus entre au moins trois éléments.
Ce type de configuration est en réalité problématique, dans la mesure où le partage des degrés de
liberté en orientation par strictement plus de deux éléments conduit à un système localement instable.
Pour éviter cette situation, lorsque trois nœuds ou plus se trouvent superposés, nous conservons la
distinction entre chaque, tout en appliquant des contraintes en position qui permettent de garantir la
cohésion du maillage. Pour l’implémentation de ces contraintes, de même que pour la gestion globale de
la méthode éléments finis, nous utilisons le logiciel libre de simulation SOFA, dont le fonctionnement
général est présenté ci-dessous.

3.3 Intégration dans le logiciel libre SOFA

Présentation générale

Le logiciel sur lequel nous nous appuyons pour la gestion globale de la simulation est le logiciel
libre SOFA 1 : Simulation Open Framework Architecture, dont l’article de référence a été publié par
Faure et al. en 2012 [139]. le principe du logiciel est de proposer une plateforme générique de simu-
lation physique, avec en particulier de nombreuses applications dans le domaine médical (simulations
de modèles d’organes déformables, dynamique des fluides appliquée à la simulation du flux sanguin
dans un modèle d’anévrisme, simulateurs chirurgicaux, simulation de cryothérapie...). Parmi les études
recensées dans le chapitre 2, les articles de Haouchine et al. [123] et Sorokin et al. [124] ont par exemple
été implémentés sous SOFA. En plus des avantages évidents en termes de coût et de reproductibilité,

1. https://sofa-framework.org
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Figure 3.7 – Capture d’écran de l’interface graphique principale de SOFA. La partie centrale correspond au
rendu graphique des différents objets simulés. Le menu déroulant sur la gauche de l’image montre l’arborescence
du graphe de scène.

l’utilisation d’un logiciel libre nous permet une plus grande liberté du point de vue de l’implémentation,
à tous les niveaux de la résolution. Cette modularité est essentielle pour contrôler au mieux la précision
de la simulation, et le temps de calcul correspondant.
Brièvement, la simulation sous SOFA est organisée selon un graphe de scène hiérarchisé, dont les dif-
férents nœuds suivent une structure de graphe orienté acyclique (ou DAG : Directed Acyclic Graph).
Chaque nœud correspond typiquement à un objet simulé, et plusieurs représentations de cet objet
peuvent être implémentées simultanément pour des aspects distincts de la résolution (calcul de défor-
mation, collisions, rendu graphique, ...). Les différents maillages sont ensuite associés les uns aux autres
par des mécanismes de mapping, qui relient les degrés de liberté de chaque représentation. L’organisa-
tion du graphe de scène permet par ailleurs une résolution très modulaire, avec la possibilité d’associer
des solveurs spécifiques aux différents nœuds. Au niveau de l’implémentation, la coordination de chaque
élément de la scène est assurée depuis une boucle d’animation, qui utilise le patron de conception du
visiteur : des objets "visiteurs" parcourent le graphe de scène et interagissent avec les objets visités en
fonction de leur nature (degrés de liberté, modèle mécanique, solveur, etc.), de façon à faire remonter
les informations spécifiques à chaque nœud. Ce système permet la réalisation des différentes étapes de
la simulation (construction et résolution du système mécanique, prise en compte des contraintes et des
collisions, mise à jour des degrés de liberté) au niveau de la boucle d’animation, tout en prenant en
compte les spécificités de chaque objet simulé.
Le paramétrage des scènes de simulation peut être effectué directement en C++ (langage dans lequel
est programmé le cœur du logiciel), mais est plus facilement assuré par des fichiers écrits en XML.
Une interface avec le langage Python permet par ailleurs de décrire une simulation sous la forme d’un
script, offrant beaucoup plus de possibilités en termes de paramétrage. Nous privilégions cette forme,
qui permet l’intégration directe du parser dédié à l’analyse topologique du maillage des stents, lui aussi
implémenté en Python. Pour finir, SOFA propose également une interface graphique de visualisation
de la simulation, essentiellement basée sur la bibliothèque OpenGL. Une capture d’écran montrant
l’interface graphique principale, ainsi que l’arborescence du graphe de scène, est présentée en Figure
3.7.
Pour plus de précisions sur le fonctionnement de SOFA, nous renvoyons le lecteur vers la publication
de référence mentionnée ci-dessus [139], ou vers la documentation en ligne très détaillée du logiciel 1.
Nous proposons par ailleurs, dans le chapitre 4, une description des principes de mécanique des milieux
continus utilisés pour la résolution physique. La prise en compte des contraintes, que nous utilisons
pour garantir la cohésion du maillage du stent, est brièvement présentée ci-dessous.

1. https://sofa-framework.org/community/doc/
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Implémentation des contraintes

Comme évoqué précédemment, lorsque des nœuds du maillage du stent se trouvent superposés sans
possibilité d’être fusionnés (par exemple aux jonctions des différentes chaînes d’éléments connectés),
leurs degrés de liberté en position sont associés par l’application d’une contrainte bilatérale. Pour
prendre en compte ces contraintes lors de la résolution, nous utilisons l’implémentation déjà présente
sous SOFA, qui repose sur l’utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Nous décrivons ici brièvement
le principe d’intégration des contraintes dans la résolution.
Les contraintes en position que nous considérons pour lier des nœuds superposés sont des contraintes
holonomes, s’écrivant sous la forme :

Φ(x1,x2) = 0, (3.4)

où les vecteurs x1 et x2 représentent respectivement les 3 coordonnées en position de nœuds 1 et 2
considérés. En l’occurrence, la fonction Φ représentant la contrainte peut être simplement exprimée
par :

Φ(x1,x2) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|, (3.5)

avec x1 = (x1, y1, z1)T et x2 = (x2, y2, z2)T . La prise en compte de cette loi de contrainte est ensuite
réalisée par résolution d’un système de la forme :

A∆v = b + dtHTλ. (3.6)

Dans cette équation, la première partie :
A∆v = b (3.7)

représente un système mécanique classique, décrit par la mécanique des milieux continus. La matrice A
fait typiquement intervenir les grandeurs physiques du système (masse, raideur, amortissement, ...) et
le second membre b les forces appliquées à celui-ci. L’inconnue ∆v représente l’incrément de la dérivée
temporelle des degrés de liberté du système complet. Comme mentionné ci-dessus, une description plus
détaillée de l’obtention du système (3.7) depuis les équations de la mécanique des milieux continus,
et de sa linéarisation sous la forme A∆v = b, est donnée dans le chapitre 4. Le deuxième élément
du second membre de (3.6) : dtHTλ, est celui dans lequel est exprimée la loi de contrainte Φ. Ici, dt
représente le pas de temps du système discrétisé, λ le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, dont
la dimension est égale au nombre de contraintes prises en compte, et H est la matrice contenant les
directions des contraintes :

H =

∂Φ1
∂x1

∂Φ1
∂x2

· · · ∂Φ1
∂xn

...
...

∂Φm
∂x1

∂Φm
∂x2

· · · ∂Φm
∂xn



 . (3.8)

Dans (3.8), n représente le nombre total de points considérés, xi, i ∈ J1, nK les coordonnées de position
associées, etm le nombre de contraintes bilatérales entre ces points (chaque loi de contrainte Φj n’étant
relative qu’à deux points). Notons que nous ne considérons ici que le cas de contraintes bilatérales de
liaison, mais que la définition de la matrice H reste identique si des contraintes non holonomes de
forme :

Ψ(x1, ...,xn) ≥ 0, (3.9)

sont ajoutées, par exemple pour la prise en compte de contacts (comme évoqué dans le chapitre 6).
Par ailleurs, dans le cas le plus simple d’une seule contrainte bilatérale de liaison entre deux points,
l’expression de H est réduite à :

H =
(
∂Φ
∂x1

∂Φ
∂x2

)
. (3.10)

Nous considérons ce dernier cas de figure pour décrire brièvement la méthode de résolution adoptée
dans SOFA, suivant le même raisonnement que pour le cas général. Plutôt que de résoudre directement
le système (3.6), l’idée est de décomposer la résolution en deux étapes : une étape de déplacement libre,
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et une étape de correction avec prise en compte des contraintes. Concrètement, le système est divisé
en sous-systèmes pour chaque objet interagissant :

A1∆v1 = b1 + dtHT
1 λ (3.11)

A2∆v2 = b2 + dtHT
2 λ, (3.12)

avec :
H1 =

(
∂Φ
∂x1

)
, (3.13)

et
H2 =

(
∂Φ
∂x2

)
. (3.14)

Pour la phase de déplacement libre, les interactions entre chaque objet ne sont pas prises en compte,
le système étant résolu avec λ = 0. Les solutions calculées en déplacement libre sont notées ∆vfree

1 et
∆vfree

2 , et permettent d’obtenir de nouvelles valeurs des degrés de liberté (xfree1 et xfree2 ).
Dans un second temps, les contraintes sont prises en compte en fixant b1 = b2 = 0. Par multiplication
matricielle, les équations (3.11) et (3.12) deviennent :

H1∆vcor
1 = dtH1A

−1
1 HT

1 λ (3.15)

H2∆vcor
2 = dtH2A

−1
2 HT

2 λ, (3.16)

où xcor1 et xcor2 , inconnus, désignent les termes correctifs apportés aux solutions du déplacement libre.
Par linéarisation des contraintes sous la forme :

Φ(xt+dt1 ,xt+dt2 )︸ ︷︷ ︸
δ

= Φ(xfree1 ,xfree2 )︸ ︷︷ ︸
δfree

+dtH1∆vcor
1 + dtH2∆vcor

2 , (3.17)

on obtient alors :
δ = δfree + dt2

[
H1A

−1
1 HT

1 + H2A
−1
2 HT

2

]
λ. (3.18)

Les valeurs des multiplicateurs de Lagrange λ sont ensuite obtenues par résolution de (3.18) selon un
algorithme itératif de Gauss-Seidel. Une fois les multiplicateurs déterminés, la mise à jour des degrés
de liberté du système est réalisée à partir des valeurs calculées pour le déplacement libre :

x1 = xfree1 + dt∆vcor
1 avec ∆vcor

1 = dtA−1
1 HT

1 λ, (3.19)

x2 = xfree2 + dt∆vcor
2 avec ∆vcor

2 = dtA−1
2 HT

2 λ. (3.20)

Pour plus de détails concernant la résolution des contraintes lagrangiennes, nous renvoyons le lecteur
une fois de plus vers la documentation dédiée de SOFA 1, ou vers [140] et [141].

Import du maillage du stent

La dernière étape de la discrétisation du stent en un modèle éléments finis consiste en la création
des composants du stent sous SOFA, depuis les données topologiques et les points de contrainte iden-
tifiés. Comme mentionné précédemment, nous nous appuyons pour cette étape sur l’interface Python
disponible sous SOFA, qui permet la description d’une scène de simulation par l’implémentation d’un
script. Ceci nous permet en particulier d’utiliser directement les données acquises par le parser pour
la création des composants de la scène, du point de vue à la fois de la topologie du maillage (degrés de
liberté des éléments, et chaînes d’éléments connectés), et des procédures spécifiques réalisées sur celle-
ci (contraintes bilatérales de liaison, enroulement). Le résultat final est un modèle de stent composé
d’éléments poutres connectés, au sein d’un graphe de scène contenant les différents composants utiles
à la simulation. Une capture d’écran est donnée en exemple pour le Presillion Plus sur la Figure 3.8.

1. https://www.sofa-framework.org/community/doc/simulation-principles/constraint/
lagrange-constraint/
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Figure 3.8 – Capture d’écran montrant l’import de la géométrie du stent Presillion Plus sous SOFA, sous
la forme d’éléments poutres connectés. Les nœuds aux extrémités de chaque élément sont visibles sous la forme
de repères locaux tricolores, et les points rouge représentent des points de Gauss, utilisés pour la résolution.

Notons que la méthode présentée dans ce chapitre, de l’acquisition des dimensions du stent à
l’import du maillage final sous SOFA, n’est pas spécifique aux stents coronaires et peut être utilisée
en théorie avec n’importe quel type de stent métallique. Une fois le modèle de stent créé, le réalisme
de la simulation dépend principalement du comportement mécanique associé à celui-ci, et de la façon
dont ce comportement est pris en compte dans la résolution. Ces différents éléments font l’objet des
deux chapitres suivants.
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Chapitre 4

Simulation des équations de la dynamique
et résolution dans le cas élastique

L’enjeu principal de la simulation est de reproduire, de manière rigoureuse, le comportement
mécanique complexe du stent. Les équations correspondantes sont déduites du Principe des Travaux
Virtuels, et mettent en jeu différents outils mécaniques afin de décrire la façon dont le matériau d’un
solide réagit, lorsqu’il est soumis à une déformation.
Dans ce chapitre, nous présentons les éléments de base du modèle mécanique adopté, dans le cadre
"simple" de l’élasticité linéaire. Ces concepts seront prolongés dans le chapitre suivant par la notion de
plasticité, qui permet de simuler une déformation permanente, nécessaire à la représentation du stent.

4.1 Aspects mécaniques

Identifier le comportement mécanique d’un matériau revient à décrire la façon dont celui-ci résiste
lorsqu’il est soumis à une déformation. Un des exemples les plus basiques est celui d’un ressort, qui,
lorsqu’il est allongé, génère une force de rappel qui tend à le ramener vers sa position d’origine. On
parle dans ce cas d’élasticité linéaire. La Mécanique des Milieux Continus (MMC) donne un cadre
théorique qui permet d’exprimer la relation entre la déformation et les forces internes d’un solide, au
moyen de différents outils mécaniques. Dans ce qui suit, nous présentons brièvement ces outils, ainsi
que la façon dont ils peuvent être utilisés pour modéliser un problème de déformation. Nous noterons
Ω ⊂ R3 l’espace occupé par le solide déformable, et X ∈ Ω un point de ce solide, dans un repère lié au
matériau. De façon équivalente, X représente la configuration initiale du solide.

4.1.1 Déformations

Gradient de déformation

La première étape de calcul consiste à formaliser la notion de déformation au sein d’un matériau
continu (et, par supposition, déformable). Une approche rudimentaire serait de définir la déformation
par le champ de déplacement u(X, t), calculé par la différence entre la position courante x(X, t) et la
position initiale X du solide, soit :

u(X, t) = x(X, t)−X, (4.1)

où t représente le temps. Notons ici que le champ de déplacement, tout comme la position courante,
sont des variables temporelles, ce qui n’est pas le cas des coordonnées matériaux X, correspondant à
la position initiale. L’idée d’utiliser le champ de déplacement pour la déformation repose sur le fait
que u est effectivement à l’origine de toute déformation : si le solide reste immobile (si u = 0), il est
évident que la déformation est également nulle.
Toutefois l’inverse n’est pas vrai, et il est possible, pour un champ de déplacement non nul, de n’ob-
server aucune déformation. L’exemple le plus simple consiste à considérer un solide déformable en
translation rigide : tous les points du solide sont alors soumis au même mouvement, traduit par un
champ de déplacement constant sur Ω, et différent de 0. Dans ce cas, le champ de déplacement ne
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devrait pas produire de forces internes de réaction, dans la mesure où le solide est déplacé sans être
déformé. La question qui se pose alors est : comment déterminer si un champ de déplacement donné
génère, ou non, des contraintes internes ?

La solution est de considérer plutôt la variation du déplacement à l’intérieur du solide, relative-
ment aux coordonnées matériau. Ceci est fait au moyen du gradient de déformation, noté F , et défini
par :

F =
∂x(X, t)

∂X
. (4.2)

Par définition du champ de déplacement, on a donc :

F =
∂u(X, t) +X

∂X
= ∇Xu(X, t) + I. (4.3)

Il est assez direct de voir que dans (4.3), la présence du terme de dérivée ∇Xu rend l’expression du
gradient de déformation invariante aux translations rigides. En revanche, celui-ci reste sensible aux
rotations rigides, dont le gradient sera, dans le cas général, non nul. Le lecteur pourra trouver un
exemple détaillé dans le site Bob McGinty, dédié à l’enseignement de la MMC [142].

La sensibilité aux rotations rigides est finalement prise en compte par la définition d’un dernier
outil : le tenseur des déformations, noté ε.

Tenseur des déformations

On peut trouver dans la littérature différentes définitions du tenseur des déformations, à partir du
gradient de déformation. Pour éliminer la partie liée aux rotations rigides, ces définitions mettent en
jeu des termes d’ordre 2 par rapport au gradient de déformation. Par exemple, dans le cas du tenseur
de Green (ou Green-Lagrange) :

E =
1

2

(
F T ·F − I

)
, (4.4)

où l’opérateur ’ · ’ représente un produit tensoriel d’ordre 2 :

[T ·U ]ij = TikUkj . (4.5)

En l’occurrence, nous faisons pour le tenseur des déformations l’Hypothèse de Petites Perturba-
tions (HPP), qui permet de justifier la linéarisation au premier ordre du tenseur, soit :

ε =
1

2
(F + F T )− I, (4.6)

ou en forme matricielle :

ε =

∂ux
∂X

1
2

(
∂ux
∂Y +

∂uy
∂X

)
1
2

(
∂ux
∂Z + ∂uz

∂X

)
∗ ∂uy

∂Y
1
2

(
∂uy
∂Z + ∂uz

∂Y

)
∗ ∗ ∂uz

∂Z



 . (4.7)

Notons que dans (4.7), nous adoptons les notations par éléments X = (X,Y, Z)T et u = (ux, uy, uz)
T ,

ainsi que le symbole ’∗’ pour représenter la symétrie.
Il est possible de prouver que le tenseur de Green-Lagrange est invariant aux rotations rigides du solide
(pour le détail du calcul, le lecteur peut de nouveau se référer à [142]). En revanche, l’approximation au
premier ordre induite par l’hypothèse de petites perturbations conduit à des différences non-négligeables
au niveau du tenseur, lorsque la part de rotation rigide dans la déformation est importante.
Dans le cas de la simulation du stent, le choix d’utiliser la forme linéarisée du tenseur est motivée
par le gain correspondant en temps de calcul, mais pose le problème de l’approximation commise.
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Figure 4.1 – Illustration schématique du modèle corotationnel. La Figure (a) représente un élément poutre
dans une configuration déformée arbitraire {xA,xB}, comparée à la configuration au repos du même élément
{xA,0,xB,0}. Le principe de la méthode est de calculer deux matrices de rotation, R0 et R, correspondant à
l’orientation du nœud A dans chacune des configurations. Ces matrices permettent de calculer la déformation
dans une configuration de référence, représentée en Figure (b), dans laquelle la partie correspondant à une
rotation rigide a été majoritairement supprimée. Les forces de réactions sont calculées dans cette configuration
de référence, et leur expression dans le repère global est retrouvée par l’utilisation de Rᵀ.

En effet, lors du déploiement, le stent subit une déformation globale considérable (multiplication par
trois du diamètre interne, réduction de 10% en longueur), qui, même ramenée localement, rendrait
abusive l’approximation réalisée. Pour compenser les déformations larges, nous utilisons un modèle dit
corotationnel, pour calculer concrètement la déformation.

Modèle corotationnel

Le modèle corotationnel auquel nous faisons référence est utilisé tel qu’implémenté dans SOFA,
et a déjà fait l’objet de plusieurs publications : par exemple sur des éléments tétraèdriques dans [143]
et [122], ou sur des éléments poutres dans [116], [117], [122], et [124]. Dans ce qui suit, nous nous
concentrons sur l’application du modèle aux éléments poutres, mais les mêmes principes peuvent s’ap-
pliquer à d’autres types d’éléments (tétraèdriques par exemple).

Le modèle corotationnel consiste à indirectement prendre en compte la partie de la déformation
correspondant à une rotation rigide, en calculant le tenseur des déformations ε dans un repère local,
spécifique à chaque élément. Comme mentionné précédemment, l’objectif de cette méthode est de com-
penser les approximations commises par l’hypothèse de petites déformations, dans laquelle ε n’est pas
invariant aux rotations rigides. Le modèle corotationnel consiste ainsi à placer chaque élément fini dans
un repère local de référence, en lui appliquant une matrice de rotation, avant tout calcul de déformation.

En utilisant les notations de la Figure 4.1, le modèle corotationnel peut être exprimé comme suit.
Considérons un seul élément poutre, délimité par un nœud initial A, et un nœud final B. Chaque nœud
est décrit par les six Degrés de Liberté (DL) d’une particule rigide, notés xT = (ux, uy, uz, θx, θy, θz).
Nous nous intéressons à trois configurations données de l’élément fini : x0 fait référence à la configura-
tion au repos, x à une configuration de déformation arbitraire, et xmod à une configuration à laquelle
une rotation a été appliquée.
Face à une déformation arbitraire, comme en Figure 4.1 (a), il est possible d’exprimer dans les re-
pères locaux associés à x0 et x, les coordonnées de points prises dans un repère global. Ceci peut être
réalisé au moyen de matrices de rotations, que nous notons R0 et R (pour désigner respectivement la
rotation permettant de passer du repère global au repère local en x0, et au repère local en x). Une fois
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la déformation et les forces internes correspondantes calculées dans le repère local de référence (associé
à xmod), l’expression des forces internes peut être obtenue dans le repère global par application de la
matrice de rotation inverse RT . Le calcul correspondant peut s’écrire :

f = RᵀKloculoc

= RᵀKloc(xloc − x0,loc)

f = RᵀKloc(Rx−R0x0), (4.8)

où Kloc est la matrice de raideur associée à l’élément fini, exprimée dans le repère local. Le détail du
calcul de Kloc ainsi que de l’équation floc = Kloculoc sera abordé en partie 4.2.
Notons qu’en pratique, la matrice R est recalculée à chaque pas de temps, et manipulée au moyen de
quaternions.

4.1.2 Contraintes

Une fois le tenseur des déformations correctement défini, la deuxième étape de calcul consiste
à exprimer la réaction interne du matériau, en réponse à une déformation donnée. En effet, à partir
du moment où un solide subit une déformation, le changement de structure qui s’ensuit provoque de
nouvelles interactions à l’échelle microscopique, à l’intérieur du matériau. Ces interactions peuvent
être mises en équation au moyen de la notion de contrainte. La quantité mécanique correspondante
est homogène à une pression (c’est-à-dire à une force par unité de surface), et est définie en tout point
d’un matériau continu.
Le problème posé par le fait de définir la contrainte comme une unité de force par unité de surface,
est que la quantité correspondante dépend à la fois de la direction de la force, mais aussi de l’orienta-
tion de la surface considérée. En effet, dans un solide volumique continu, on peut définir une infinité
de surfaces orientées différemment, et une infinité de directions d’effort, en n’importe quel point donné.

Une solution pour rigoureusement caractériser la contrainte locale et de considérer trois surfaces
canoniques, dont les normales sont parallèles aux axes d’un repère global de référence. Cette repré-
sentation est illustrée en Figure 4.2, dans laquelle le cube central représente un volume élémentaire
dont les faces correspondent aux surfaces canoniques. En utilisant les notations de la figure, la ième

face (i ∈ J1, 3K) est orientée de façon à ce que sa normale ei soit alignée sur l’axe xi du repère global de
référence. Si on considère par ailleurs la résultante Tei des forces agissant sur la face i (dans toutes les
directions), il est possible de décomposer Tei dans le repère de référence, donnant ainsi 3 composantes
scalaires homogènes à une force. En divisant ces composantes par l’aire Ai de la face i, on obtient trois
grandeurs scalaires de contrainte : σi1, σi2, et σi3. Ces trois grandeurs caractérisent la contrainte locale
associée à la surface Ai.
La mise en commun de la contrainte sur chacune des surfaces canoniques permet d’obtenir 9 grandeurs
scalaires (σij)i,j∈J1,3K qui caractérisent entièrement l’état de contrainte local du volume élémentaire
considéré. Par construction, ces grandeurs sont symétriques (σij = σji, i 6= j) et obéissent aux mêmes
règles de calcul que les composantes d’un tenseur. On peut dès lors définir le tenseur des contraintes
d’un matériau continu comme :

σ =

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 . (4.9)

Dans la mesure où σ est symétrique, seuls 6 composantes sont en réalité nécessaires pour décrire
entièrement la contrainte locale. On peut donc alternativement utiliser la définition :

σ =

σ11 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ33

 . (4.10)

Lorsqu’on considère la face i, on distingue les composantes de contrainte selon leur direction : la
composante σii, agissant dans la direction de la normale ei, est appelée contrainte normale ; tandis
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Figure 4.2 – Illustration de la définition du tenseur des contraintes, σ. Le cube central représente un volume
élémentaire pris dans un matériau continu, et dont les faces sont orientées de telle manière que leurs normales (e1,
e2 et e3) soient parallèles aux axes (x1, x2 et x3) du repère global de référence. Des forces internes appliquées sur
ces faces, dans des directions arbitraires, sont représentées par les vecteurs Te1 , Te2 et Te3 . Avec ces notations,
toute force T peut être décomposée selon les directions canoniques du repère de référence (xj)j∈J1,3K. Ceci
permet d’obtenir 3 composantes scalaires qui, divisées par l’aire de la ième face, sont notées (σij)j∈J1,3K. Ces
trois ensembles de trois scalaires (un ensemble pour chaque face), sont finalement assemblés sous la forme d’un
tenseur du second ordre, noté σ.
Source de l’image : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Components_stress_tensor_cartesian.
svg, accessed on 18 october 2018. Credit : Sanpaz, under CC BY-SA 3.0 license

que les deux autres composantes σij (i 6= j), parallèles à la surface, correspondent aux contraintes de
cisaillement. Il peut être utile de mentionner que la notation τij est souvent utilisée en lieu et place
de σij pour représenter les composantes de contrainte en cisaillement. De plus, les indices (1, 2, 3)
peuvent être remplacés par (x, y, z) lorsque le problème est posé dans un repère cartésien classique.
Par conséquent, on peut rencontrer deux autres définitions équivalentes du tenseur des contraintes :

σ =

σxx σxy σxz
σxy σyy σyz
σxz σyz σzz

 , (4.11)

et :

σ =

σxx τxy τxz
τxy σyy τyz
τxz τyz σzz

 . (4.12)

Dans ce qui suit, nous utilisons la notation de (4.11) lorsqu’un repère cartésien est explicitement utilisé,
et la notation de (4.10) par défaut.
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L0

L0 + ΔL

Fint Fext

(a)

strain ε

stress σ

k

(b)

Figure 4.3 – Exemple de loi constitutive dans le cas d’un ressort 1D. (a) le schéma montre un ressort
allongé par une force Fext qui est appliquée à son extrémité, alors que l’autre extrémité est fixe. Le problème est
considéré comme unidimensionnel en ne prenant en compte que la direction d’élongation. Étant donné que le
ressort se déforme de manière élastique, la contrainte interne est proportionnelle à la déformation. Le coefficient
de proportionnalité, noté k, est appelé la raideur du ressort. Avec cette notation, la loi constitutive s’écrit :
σ = kε. (b) Courbe de contrainte-déformation, représentant la relation linéaire élastique entre ε et σ pour un
problème de ressort unidimensionnel.

4.1.3 Loi constitutive

Définition

Après avoir défini une représentation rigoureuse des déformations et des contraintes, la dernière
étape de calcul consiste à relier les deux notions. Autrement dit, la question se pose de savoir : quelle
est la relation entre le tenseur des déformations, et le tenseur des contraintes ?
Étant donné que cette relation permet de décrire la réaction d’un milieu continu face à une déformation,
elle met en jeu plusieurs paramètres mécaniques qui caractérisent le matériau et dépendent fortement
du type de ses constituants. La loi correspondante, qui relie ε et σ, est appelée loi constitutive ou loi
de comportement du matériau 1.

De façon générale, le comportement mécanique d’un matériau peut être décomposé en une phase
linéaire élastique, et une phase non-linéaire (par exemple hyperélastique, ou plastique). Pour com-
mencer, nous nous concentrons dans ce chapitre exclusivement à la partie linéaire élastique. La partie
non-linéaire (plastique dans le cas du stent) sera abordée dans le chapitre suivant.
Un comportement linéaire élastique fait en réalité référence à deux phénomènes distincts. Le terme
"élastique", d’une part, fait référence au fait que la déformation est réversible : quelle que soit son
ampleur, les forces internes de réaction tendent systématiquement à replacer l’objet dans sa configu-
ration au repos. D’autre part, la notion de linéarité indique simplement que la relation entre σ et ε est
linéaire. En une dimension, une telle relation peut être facilement illustrée par l’exemple d’un ressort
étiré dans une seule direction, comme en Figure 4.3. Si le ressort est allongé sous l’effet d’une force
externe Fext (dans la direction de l’axe x), la déformation correspondante εxx génère une contrainte
σxx proportionnelle, qui s’exerce dans la direction opposée et se traduit par la force de rappel Fint. La
constante de proportionnalité entre εxx et σxx est appelée raideur du ressort, et caractérise la matière

1. Notons qu’il existe dans la littérature les expressions équivalentes tenseur des modules d’élasticité, tenseur des
constantes élastiques, ou tenseur d’élasticité. En l’occurrence, nous utilisons principalement l’expression "loi de compor-
tement".
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qui le compose. On la note généralement k. La relation correspondante peut donc s’écrire :

σxx = kεxx, (4.13)

toutes les grandeurs étant scalaires dans le cas unidimensionnel. La courbe de contrainte-déformation
associée à cette relation consiste alors simplement en une droite de pente k, comme tracée en Figure
4.3. Bien qu’assez rudimentaire dans un exemple aussi basique, la représentation graphique de la loi
de comportement est particulièrement utile pour aborder la notion de plasticité, qui fait l’objet du
chapitre suivant.

En 3D, une loi constitutive linéaire élastique suit la même logique de relation linéaire entre
contrainte et déformation. Cependant, comme ε et σ sont alors des tenseurs d’ordre 2, la relation
linéaire entre les deux est formulée au moyen d’un tenseur d’ordre 4, que nous notons C. Cette relation
peut alors s’écrire :

σ = C : ε. (4.14)

Dans cette équation, le symbole ’ : ’ est utilisé pour signifier un produit tensoriel. C étant un tenseur
d’ordre 4, il peut être représenté au moyen de 81 (3 × 3 × 3 × 3) composantes : (Cijkl)i,j,k,l∈J1,3K. Le
produit tensoriel peut alors être ré-écrit :

∀i, j ∈ J1, 3K, σij =

3∑
k=1

3∑
l=1

Cijklεkl. (4.15)

Notation matricielle

Dans le cadre d’une implémentation dans une routine éléments finis, il peut être plus efficace de
représenter les tenseurs d’ordre 2, comme σ et ε, sous la forme de vecteurs (de dimension 9× 1), et les
tenseurs d’ordre 4 comme C sous la forme de matrices 9× 9. On obtient ainsi pour ε et σ :

ε =



ε11

ε12

ε13

ε21

ε22

ε23

ε31

ε32

ε33


et σ =



σ11

σ12

σ13

σ21

σ22

σ23

σ31

σ32

σ33


, (4.16)

et de même pour C :

C =

C1111 C1112 C1113 C1121 C1122 C1123 C1131 C1132 C1133

C1211 C1212

C1311 C1313

C2111 C2121

C2211 C2222

C2311 C2323

C3111 C3131

C3211 C3232

C3311 C3333





, (4.17)

où ne sont représentées que la diagonale, la première colonne et la première ligne, pour faciliter la
lecture. Un point important à noter dans les expressions (4.16) et (4.17) est l’utilisation des lettres
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en gras ε, σ et C. Nous utilisons un changement de notation par rapport aux notations tensorielles
ε, σ, et C, pour faire la distinction entre l’objet mécanique (c’est-à-dire le tenseur, d’ordre 2 ou 4),
et l’implémentation de cet objet (un vecteur ou une matrice). L’essentiel est ici de conserver une
équivalence entre les deux notations. Par exemple, le produit tensoriel en (4.15) peut être réécrit sous
la forme d’un produit matriciel avec la notation ci-dessus. En effet :

Cε =

∑3
i=1

∑3
j=1C11ijεij∑3

i=1

∑3
j=1C12ijεij

...∑3
i=1

∑3
j=1C33ijεij




(4.15)

=

σ11

σ12

...
σ33



 = σ.

On a donc bien l’équivalence :
σ = C : ε ⇐⇒ σ = Cε. (4.18)

Dans le cadre de l’élasticité linéaire en 3 dimensions, le tenseur C peut être exprimé à partir de
la loi de Hooke [144] comme :

C =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν 0 0 0 ν 0 0 0 ν

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

ν 0 0 0 1− ν 0 0 0 ν

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

ν 0 0 0 ν 0 0 0 1− ν





, (4.19)

où E désigne le module d’Young (ou module d’élasticité), et ν le coefficient de Poisson (associé à la
compressibilité) du matériau. Ces deux paramètres mécaniques dépendent essentiellement de la com-
position du matériau, et des procédés de fabrication utilisés pour sa conception. On obtient finalement,
pour le calcul du tenseur des contraintes :



σ11
σ12
σ13
σ21
σ22
σ23
σ31
σ32
σ33


=

E

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν 0 0 0 ν 0 0 0 ν

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

ν 0 0 0 1− ν 0 0 0 ν

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

ν 0 0 0 ν 0 0 0 1− ν







ε11
ε12
ε13
ε21
ε22
ε23
ε31
ε32
ε33


(4.20)

On notera que la notation symétrique introduite par (4.10) n’est pas explicitement adoptée dans la
notation matricielle : on distingue en effet σ21, σ31 et σ32 de σ12, σ13 et σ23 (même si dans les faits, les
grandeurs sont égales deux à deux). Cette distinction est motivée par le fait que, du point de vue ma-
thématique, les paramètres σij et σji (j 6= i) sont bien deux variables distinctes. Ceci prend toute son
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importance si on cherche à utiliser une notation réduite pour tirer pleinement parti des composantes sy-
métriques et alléger les calculs. C’est l’objectif de la notation de Voigt, abordée dans la section suivante.

Notation de Voigt

En plus des simplifications précédentes, il est possible d’utiliser les symétries au niveau des tenseurs
pour réduire la dimension des calculs associés. Pour cela, on utilise la notation de Voigt, qui consiste
à ne prendre en compte que les termes indépendants des tenseurs. Ainsi, en notation de Voigt, les
tenseurs des contraintes et des déformations sont exprimés comme des vecteurs de dimension 6 :

σv =



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12

 et εv =



ε11

ε22

ε33

ε23

ε13

ε12

 , (4.21)

où l’indice v indique que la notation de Voigt est utilisée. De la même manière, le tenseur d’ordre 4, C,
peut être représenté sous la forme d’une matrice 6×6 symétrique, avec 21 composantes indépendantes.
Ce qui donne :

Cv =

C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112

C2222 C2233 C2223 C2213 C2212

C3333 C3323 C3313 C3312

C2323 C2313 C2312

C1313 C1312

C1212



 ∗
, (4.22)

où le symbole ’∗’ représente les valeurs symétriques.
En adoptant la loi de Hooke, on obtient :

C =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1− 2ν 0 0
0 0 0 0 1− 2ν 0
0 0 0 0 0 1− 2ν

 , (4.23)

ce qui donne pour le calcul du tenseur des contraintes :

σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12

 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1− 2ν 0 0
0 0 0 0 1− 2ν 0
0 0 0 0 0 1− 2ν





ε11

ε22

ε33

ε23

ε13

ε12

 . (4.24)

Par comparaison avec la notation matricielle (4.20), on peut remarquer que les éléments de C associés
aux termes non diagonaux du tenseur des contraintes sont multipliés par un facteur 2. Ceci est expli-
qué par le fait que la notation de Voigt "supprime" artificiellement la moitié des termes de calcul dans
(4.24). Par exemple le calcul de σ12 dans (4.24) ne fait intervenir que ε12, alors que le même calcul
dans (4.20) utilise ε12 et ε21. La modification sur l’expression de C pour la notation de Voigt permet
donc de retrouver la même expression pour les composantes de σ qu’avec la notation matricielle, tout
en réduisant le nombre d’opérations nécessaires.
En pratique, nous utilisons principalement la notation de Voigt dans l’implémentation, pour accélérer
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∂fΩ

Ω

∂uΩ

f

Figure 4.4 – Schéma illustratif du Principe des Travaux Virtuels. Ω représente le domaine spatial occupé
par un matériau déformable. La frontière ∂Ω de ce domaine est divisée en deux sous-ensembles ∂uΩ et ∂fΩ,
formant une partition, et correspondant chacun à un type de condition aux limites. ∂uΩ représente la partie
sur laquelle le déplacement est imposé (u = ud), et ∂fΩ la partie où la réaction est imposée (t = td). Les forces
internes du matériau sont notées f .

les calculs. Il convient toutefois d’être particulièrement vigilant à compenser l’absence de la moitié des
éléments non-diagonaux, dans les calculs matriciels effectués (comme avec la modification de l’expres-
sion de C). Dans la suite, nous préciserons les cas de figure où de telles adaptations sont à prendre en
compte dans les calculs.

4.1.4 Principe des Travaux Virtuels

De manière classique pour les méthodes éléments finis, les équations de la mécanique utilisées pour
la simulation sont déduites du Principe des Travaux Virtuels. Nous donnons ci-dessous une description
synthétique du principe, en nous appuyant sur [145].

Considérons un matériau déformable occupant un espace Ω ∈ R3, comme illustré en Figure 4.4.
La frontière du matériau, notée ∂Ω, peut être divisée en deux sous-ensembles ∂uΩ et ∂fΩ, vérifiant :

u(x) = ud(x) (x ∈ ∂uΩ), (4.25a)
t(x) = td(x) (x ∈ ∂fΩ), (4.25b)
∂uΩ ∩ ∂fΩ = ∅, (4.25c)
∂uΩ ∪ ∂fΩ = ∂Ω, (4.25d)

où u représente un champ de déplacement sur Ω, et t un effort surfacique. Les équations (4.25a) et
(4.25b) indiquent que les ensembles ∂uΩ et ∂fΩ sont chacun associé à un type de conditions aux limites
du problème. ∂uΩ correspond à la partie de la frontière sur laquelle le déplacement est imposé (condi-
tion cinématique), et ∂fΩ à la partie sur laquelle les efforts surfaciques sont imposés. D’autre part, les
équations (4.25c) et (4.25d) décrivent le fait que les deux sous-ensembles forment une partition de ∂Ω.
Dans ce cas, les conditions aux limites sont dites bien posées, et garantissent des propriétés d’unicité
et d’existence d’une solution lors de la résolution des équations mécaniques.

Dans ces conditions, l’équilibre local dynamique du matériau, soumis à un déplacement ud sur
la partie ∂uΩ de sa frontière, et à une densité surfacique de force td sur ∂fΩ, peut être décrit par les
équations suivantes :
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div σ + f = ρa, (4.26a)
σ = C : ε(u), (4.26b)

ε =
1

2
(F (u) + F ᵀ(u))− I. (4.26c)

L’équation (4.26a) décrit simplement un équilibre dynamique local du matériau déformable : f re-
présente les efforts externes subis par le matériau, ρ la masse volumique, a l’accélération, et σ le tenseur
des contraintes, qui caractérise les efforts internes. Les deux autres équations ont été présentées dans la
section précédente. D’une part, (4.26b) représente la loi constitutive d’un matériau linéaire élastique,
qui permet le calcul du tenseur des contraintes σ à partir du tenseur des déformations ε. L’expression
du tenseur C est donnée par la loi de Hooke, explicitée en (4.20). D’autre part, (4.26c) permet de
calculer ε à partir du déplacement du solide étudié, en utilisant l’hypothèse de petites perturbations
(4.6). Pour simplifier les notations, nous omettons volontairement la variable x ∈ Ω, dont dépendent
toutes les autres grandeurs.

Les équations (4.26a)-(4.26c), associées aux conditions aux limites (4.25a) et (4.25b), constituent
une formulation forte du problème d’équilibre élastique du solide. De manière classique, pour mettre
en place une résolution par la Méthode des Éléments Finis (MEF), nous nous appuyons sur une
formulation faible de ce problème. Au préalable, il convient de définir trois ensembles, liés à la notion
de champ de déplacement admissible. Le premier, noté C, est l’ensemble générique des déplacements
admissibles :

C = {u | u défini, continu et suffisamment régulier sur Ω} . (4.27)

Comme expliqué dans [145], l’hypothèse de continuité sur les déplacements admissibles traduit le fait
que le solide étudié demeure continu une fois déformé. Cette hypothèse est raisonnable dans le cas
d’un déploiement de stent, au cours duquel l’apparition de fractures est très improbable. À noter qu’en
revanche, la fracture du stent suite aux efforts répétés du muscle cardiaque est vraisemblable, mais
sort du cadre de notre étude. Par ailleurs, la notion de "régularité" dans (4.27) est liée à la fois à la
résolution mathématique, et aux exigences physiques du problème. Ici, comme suggéré par Bonnet et
Frangi [145], nous faisons l’hypothèse que u et ∇u sont de carré intégrable sur Ω. Cette hypothèse
n’est pas assez contraignante pour la résolution de la formulation forte du problème, mais est suffisante
dans le cadre de l’approximation par les éléments finis.
En plus de C, nous définissons l’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles :

CAD = {u | u défini, continu et régulier sur Ω, et u = ud sur ∂uΩ} , (4.28)

ainsi que l’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles à zéro :

CAD(0) = {u | u défini, continu et régulier sur Ω, et u = 0 sur ∂uΩ} . (4.29)

L’équation locale d’équilibre peut être exprimée sous une forme intégrale faible après multiplication
avec un champ de déplacement "test" u∗ ∈ C :

∀u∗ ∈ C,
∫

Ω
u∗ · div(σ) dΩ +

∫
Ω
u∗ · f dΩ =

∫
Ω
u∗ · ρa dΩ, (4.30)

où le symbole ’ · ’ représente le produit scalaire entre deux vecteurs : u · v = uᵀv = uivi. On utilise ici la
notation d’Einstein (qui consiste en la sommation sur toutes les valeurs possibles d’un indice, lorsque
cet indice apparaît deux fois dans un terme). À partir de la formulation faible (4.30), il est possible
d’appliquer une intégration par parties à la première intégrale du membre de gauche, pour obtenir :∫

Ω
u∗ · div(σ)dΩ =

∫
∂Ω
u∗ ·σn d∂Ω︸︷︷︸

dS

−
∫

Ω

∂u∗

∂x
σ dΩ, (4.31)
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où n(x) représente la normale unitaire à la frontière en un point x ∈ ∂Ω donné. σn représente donc
simplement l’expression des efforts surfaciques en termes du tenseur des contraintes σ.
Il est également possible de simplifier le deuxième terme, en commençant par utiliser la convention de
sommation d’Einstein: ∫

Ω

∂u∗

∂x
σ dΩ =

∫
Ω

∂ui
∂xj

σij dΩ.

Ensuite, nous pouvons utiliser une astuce de calcul courante qui consiste à séparer le terme de droite
en deux parties : symétrique et anti-symétrique. La partie anti-symétrique disparaît alors, du fait de
l’intégration volumique. En effet :∫

Ω

∂u∗

∂x
σ dΩ =

∫
Ω

∂u∗i
∂xj

σij dΩ

=

∫
Ω

1

2

[(
∂u∗i
∂xj

+
∂u∗j
∂xi

)
+

(
∂u∗i
∂xj
−
∂u∗j
∂xi

)]
σij dΩ

=

∫
Ω

[
ε∗ij +

1

2

(
∂u∗i
∂xj
−
∂u∗j
∂xi

)]
σij dΩ

=

∫
Ω
ε∗ijσij dΩ +

1

2

∫
Ω

(
∂u∗i
∂xj
−
∂u∗j
∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

terme anti-symétrique

σijdΩ

=

∫
Ω
ε∗ijσij dΩ∫

Ω

∂u∗

∂x
σ dΩ =

∫
Ω
ε∗ ·σ dΩ.

Notons que dans le calcul précédent, l’opérateur ’ · ’ est appliqué entre ε∗ et σ, qui sont des tenseurs
d’ordre 2. Dans ce cas, l’opérateur représente le produit scalaire associé (ε ·σ = εijσij). L’équation
(4.31) peut alors être réécrite :∫

Ω
u∗ · div(σ)dΩ =

∫
∂Ω
u∗ ·σn dS −

∫
Ω
ε∗ ·σ dΩ. (4.32)

De plus, en prenant en compte la condition aux limites en efforts (4.25b), on obtient :∫
∂Ω
u∗ ·σn dS =

∫
∂fΩ

u∗ · td dS +

∫
∂uΩ

u∗ ·σn dS,

Ce qui donne pour la forme faible (4.30) :

∀u∗ ∈ C,
∫
∂fΩ

u∗ · td dS +

∫
∂uΩ

u∗ ·σn dS −
∫

Ω
ε∗ ·σ dΩ =

∫
Ω
u∗ · ρa dΩ−

∫
Ω
u∗ · f dΩ, (4.33)

que nous pouvons ré-ordonner en :

∀u∗ ∈ C,
∫

Ω
ε∗ ·σ dΩ︸ ︷︷ ︸

efforts internes

=

∫
Ω
u∗ · f dΩ +

∫
∂fΩ

u∗ · td dS +

∫
∂uΩ

u∗ ·σn dS︸ ︷︷ ︸
efforts externes

−
∫

Ω
u∗ · ρa dΩ. (4.34)

L’équation (4.34) correspond à l’application du Principe des Travaux Virtuels (PTV) à l’équilibre
dynamique du solide. Comme souligné, le membre de gauche représente le travail virtuel des forces
internes, tandis que le membre de droite (excepté le terme dynamique) correspond au travail virtuel des
forces externes. L’espace des fonctions test u∗ peut être vu comme un espace de déplacements virtuels,
sans lien avec le champ de déplacement réel du solide. On exige cependant de ces déplacements virtuels
qu’ils soient plausibles, comme défini en (4.27).
D’autre part, on peut également prendre en compte l’équation du comportement élastique (4.26b) pour
obtenir :

∀u∗ ∈ C,
∫

Ω
ε∗ : C : ε dΩ =

∫
Ω
u∗ · f dΩ +

∫
∂fΩ

u∗ · td dS +

∫
∂uΩ

u∗ ·σn dS −
∫

Ω
u∗ · ρa dΩ. (4.35)
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À ce stade, la formulation faible du problème ne fait pas encore intervenir les conditions aux li-
mites en déplacement (4.25a). En suivant la première possibilité évoquée dans [145], nous modifions la
formulation faible (4.35) en restreignant l’espace des fonctions test aux déplacements cinématiquement
admissibles à zéro, et en prenant en compte la condition aux limites en déplacement pour l’espace dans
lequel les solutions sont cherchées. Ceci permet d’éliminer la réaction (σn), a priori inconnue sur ∂uΩ.
On peut finalement ré-exprimer la formulation faible du problème d’équilibre comme :

trouver u ∈ CAD tel que :

∀u∗ ∈ CAD(0),

∫
Ω
ε∗ : C : ε dΩ =

∫
Ω
u∗ · f dΩ +

∫
∂fΩ

u∗ · td dS −
∫

Ω
u∗ · ρa dΩ. (4.36)

L’équation (4.36) est l’expression que nous résolvons numériquement par la méthode des éléments finis.
Dans la section suivante, nous décrivons la façon dont ce modèle continu est discrétisé en un système
d’équations de dimension finie, et comment la résolution itérative de ce système permet de simuler les
déformations.

4.2 Résolution

Simuler l’équilibre d’un solide déformable en utilisant un modèle théorique continu tel que décrit
par (4.36) est une tâche complexe, car l’espace des champs admissibles CAD est de dimension infinie. Il
est cependant possible de simplifier la résolution en réduisant le nombre de variables à considérer, pour
chercher une approximation raisonnable de la solution. C’est l’objectif fondamental de la méthode des
éléments finis, qui consiste à subdiviser le domaine continu Ω (comme défini en section 4.1.4) en un
ensemble discret de sous-domaines continus, sur lesquels le problème est plus simple à résoudre.
Dans ce qui suit, nous prenons comme exemple la discrétisation du stent en éléments finis poutres
(en anglais : beam elements), mais les principes généraux de la méthode des éléments finis restent les
mêmes, quel que soit le type d’élément étudié. Les deux premières parties de cette section concernent le
passage de (4.36) à un système mécanique discret. La dernière partie détaille la résolution en elle-même,
notamment en insistant sur les approximations commises.

4.2.1 Choix d’une cinématique discrète

Au niveau de la formulation faible (4.36), la discrétisation du problème se traduit par la restriction
de l’espace des solutions CAD et l’espace CAD(0) à une forme cinématique particulière. Au lieu de
chercher les solutions u ∈ CAD du problème 1, on cherche à approcher une solution en cherchant un
champ de déplacement exprimé sous la forme d’une combinaison finie de fonctions :

u(x) =

n∑
k=1

Nk(x)Uk, (4.37)

avec n ∈ N. Les fonctions Nk sont choisies a priori dans CAD(0), et sont par conséquent connues. À
l’inverse, les coefficients scalaires Uk représentent les inconnues du problème. Notons que contrairement
à ce qui précède, nous faisons figurer explicitement la dépendance aux données de positions x ∈ Ω. On
peut alors noter que les fonctions Nk dépendent de la position dans le solide, alors que les coefficients
Uk sont définis indépendamment. La grandeur n désigne la dimension du problème (le nombre d’in-
connues), et dépend du type et du nombre d’éléments finis utilisés.
Concrètement, la méthode des éléments finis utilise la décomposition (4.37) pour représenter une sub-
division de l’espace Ω en un maillage discret. Ce maillage est constitué d’un nombre N fini d’éléments,
notés Ei (i ∈ J1, NK). Dans ce contexte, les coefficients Uk correspondent aux coordonnées des nœuds

1. On se place ici dans le cas général, sans présupposer de l’unicité de la solution. En pratique, si les conditions aux
limites sont bien posées, elles assurent l’existence et l’unicité.
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du maillage, et les fonctions Nk sont appelées les fonctions de forme associées aux éléments. L’idée est
de choisir ces fonctions de forme de façon à ce que leur support soit local, et limité à un seul élément Ei.
Elles permettent alors d’interpoler le milieu continu à l’intérieur de l’élément fini, à partir des degrés
de liberté de ses nœuds. La dimension n du problème est fonction du nombre d’éléments finis N , du
nombre de nœuds par élément, du nombre de degrés de liberté par nœud, et du nombre de nœuds
partagés par plusieurs éléments.

Notons que (4.37) peut être ré-écrite sous forme matricielle :

u(x) = N(x)U, (4.38)

où la matrice N, de taille 3× n est une concaténation des fonctions de forme Nk :

N(x) = N1(x) Nn(x)

)(
(3×n)

,

et U est une concaténation des coefficients Uk sous la forme d’un vecteur n× 1 :

UT = U1 Un

)(
(1×n)

.

Prenons comme exemple illustratif le cas du stent, dans lequel l’espace Ω représente la structure
métallique filiforme de l’endoprothèse. Comme détaillé dans le chapitre précédent, nous discrétisons
cette structure en utilisant des éléments poutres connectés, décrits chacun par 2 nœuds rigides à
6 degrés de liberté (3 degrés pour la position, et 3 pour l’orientation). Ces 12 degrés de liberté peuvent
être représentés sous forme vectorielle par :

Uᵀ = (ux,1, uy,1, uz,1, θx,1, θy,1, θz,1, ux,2, uy,2, uz,2, θx,2, θy,2, θz,2),

où (ux,i, uy,i, uz,i, θx,i, θy,i, θz,i) sont les 6 degrés de liberté du nœud i. Dans ce cas, la matrice N
contenant les fonctions de forme associées à l’élément est une matrice de dimension 3×12, qui interpole
la géométrie continue de la poutre à partir des degrés de liberté U. Autrement dit, N nous permet
d’approcher, plus ou moins fidèlement, la réalité 3D du matériau. Il est donc logique que la qualité de
l’approximation géométrique dépende de l’expression de N, pour laquelle plusieurs possibilités existent
dans la littérature.
La première formulation que nous utilisons correspond au modèle de poutre d’Euler-Bernoulli. La
particularité de ce modèle réside dans le fait que les sections planes des poutres de type Euler-Bernoulli
demeurent planes et perpendiculaires à l’axe neutre, pendant la déformation. En conséquence, les
déformations de cisaillement sont négligées. On utilise l’expression correspondante de N donnée par
Przemieniecki dans [146] :

NT =

1− ξ 0 0

6(ξ − ξ2)η 1− 3ξ2 + 2ξ3 0

6(ξ − ξ2)ζ 0 1− 3ξ2 + 2ξ3

0 −(1− ξ)lζ (1− ξ)lη

(1− 4ξ + 3ξ2)lζ 0 (−ξ + 2ξ2 − ξ3)l

(−1 + 4ξ − 3ξ2)lη (ξ − 2ξ2 + ξ3)l 0

ξ 0 0

6(−ξ + ξ2)η 3ξ2 − 2ξ3 0

6(−ξ + ξ2)ζ 0 3ξ2 − 2ξ3

0 −lξζ lξη

(−2ξ + 3ξ2)lζ 0 (ξ2 − ξ3)l

(2ξ − 3ξ2)lη (−ξ2 + ξ3)l 0





ux uy uz

, (4.39)
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où l désigne la longueur de la poutre (dans la direction x), ξ = x
l , η = y

l , et ζ = z
l .

Notons que les deux éléments en gras dans la dernière colonne de NT diffèrent de la version origi-
nale [146] d’un signe "moins". En effet, avec les conventions de signe adoptées par Przeminiecki, les
éléments des quatrième et neuvième lignes, associés à la torsion, devraient être de signe opposé. Cette
modification est également mentionnée dans l’abstract de [147].
Dans le même article [147], Bazoune et al. étendent l’expression de N donnée par Przemieniecki au
modèle de poutre de Timoshenko. Contrairement au modèle d’Euler-Bernoulli, les éléments poutres de
Timoshenko sont capables de représenter la déformation en cisaillement. Par conséquent, l’orientation
des sections qui sont normales à l’axe longitudinal de la poutre dans sa configuration au repos peut
changer pendant la déformation. La matrice N correspondante est donnée dans [147] :

NT =

1 − ξ 0 0

6Φ̄z(ξ − ξ2)η Φ̄z(1 − 3ξ2 + 2ξ3 + Φz(1 − ξ)) 0

6Φ̄y(ξ − ξ2)ζ 0 Φ̄y(1 − 3ξ2 + 2ξ3 + Φy(1 − ξ))

0 −(1 − ξ)lζ (1 − ξ)lη

lΦ̄y(1 − 4ξ + 3ξ2 + Φy(1 − ξ))ζ 0 −lΦ̄y(ξ − 2ξ2 + ξ3 +
Φy

2
(ξ − ξ2))

−lΦ̄z(1 − 4ξ + 3ξ2 + Φz(1 − ξ))η lΦ̄z(ξ − 2ξ2 + ξ3 + Φz
2

(ξ − ξ2)) 0

ξ 0 0

6Φ̄z(−ξ + ξ2)η Φ̄z(3ξ
2 − 2ξ3 + Φzξ) 0

6Φ̄y(−ξ + ξ2)ζ 0 Φ̄y(3ξ2 − 2ξ3 + Φyξ)

0 −ξlζ lξη

lΦ̄y(−2ξ + 3ξ2 + Φyξ)ζ 0 −lΦ̄y(−ξ2 + ξ3 − Φy

2
(ξ − ξ2))

−lΦ̄z(−2ξ + 3ξ2 + Φzξ)η lΦ̄z(−ξ2 + ξ3 − Φz
2

(ξ − ξ2)) 0





ux uy uz

, (4.40)

où :
Φz =

12EIzz
κyGAl2

, Φy =
12EIyy
κzGAl2

, Φ̄z =
1

1 + Φz
, and Φ̄y =

1

1 + Φy
.

En l’occurrence, E fait référence au module d’Young du matériau simulé, A à la surface de section de
la poutre, et l à sa longueur. G désigne le module de cisaillement du matériau, qui peut être exprimé
à partir du module d’Young et du coefficient de Poisson ν par :

G =
E

2(1 + ν)
. (4.41)

Izz et Iyy sont les moments quadratiques associés à la section de la poutre, par rapport aux axes z et
y, respectivement. Ces moments sont des quantités géométriques, qui décrivent la distribution de la
section transversale relativement à un axe arbitraire (ici y ou z). En l’occurrence, dans le cas d’une
poutre dont l’axe principal est choisi comme étant l’axe x du repère local associé à l’élément, et dont
la section transversale se trouve dans le plan yz, les expressions des moments quadratiques sont :

Izz =

∫∫
A
y2 dy dz and Iyy =

∫∫
A
z2 dy dz. (4.42)

Dans le cas d’une section rectangulaire de base w et de hauteur h, ces quantités sont donc calculées
comme suit : 

Izz =

∫∫
A
y2 dy dz = w

[
y3

3

]h
2

−h
2

= w(
h3

24
+
h3

24
) =

wh3

12

Iyy =

∫∫
A
z2 dy dz = h

[
z3

3

]w
2

−w
2

= h(
w3

24
+
w3

24
) =

hw3

12

(4.43)

Par la suite, nous faisons l’approximation importante que les dimensions de la section ne varient pas,
même dans le cas d’une déformation en cisaillement. La conséquence immédiate de cette hypothèse est
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que les grandeurs ci-dessus Iyy et Izz sont constantes pendant la déformation.
Enfin, κy et κz sont les facteurs de correction de cisaillement.
Dans le cas du déploiement d’un stent par ballon, la structure métallique du stent subit une déforma-
tion globale conséquente : typiquement, le diamètre moyen peut tripler entre la configuration initiale
(repliée), et la configuration une fois le stent déployé. Ces circonstances laissent supposer que les défor-
mations locales sur la structure du stent sont également conséquentes, et mettent potentiellement en
jeu des phénomènes de cisaillement. Par conséquent, nous adoptons dans la suite le modèle de poutre
de Timoshenko, que nous jugeons plus adapté à notre cas d’étude.

4.2.2 Système mécanique

Une fois la cinématique particulière correspondant aux éléments finis choisie, comme dans (4.38),
ou (4.40) dans le cas des poutres, nous pouvons reformuler (4.36) en conséquence, comme :

trouver u = NU ∈ CAD tel que :

∀u∗ = NU∗ ∈ CAD(0),

∫
Ω
ε∗ : C : ε dΩ =

∫
Ω
u∗ · f dΩ +

∫
∂fΩ

u∗ · td dS −
∫

Ω
u∗ · ρa dΩ. (4.44)

Dans un premier temps, nous commençons par développer le membre de gauche, qui correspond au
travail des forces internes. Nous pouvons tout d’abord reformuler l’hypothèse des petites perturbations
(4.6) sous forme matricielle :

ε(x, y, z) = Su(x, y, z), (4.45)

avec S une matrice de dérivées partielles, représentant la somme des gradients dans (4.6), et définie
comme :

ST =

∂
∂x

1
2
∂
∂y

1
2
∂
∂z

1
2
∂
∂y 0 0 1

2
∂
∂z 0 0

0 1
2
∂
∂x 0 1

2
∂
∂x

∂
∂y

1
2
∂
∂z 0 1

2
∂
∂z 0

0 0 1
2
∂
∂x 0 0 1

2
∂
∂y

1
2
∂
∂x

1
2
∂
∂y

∂
∂z



 , (4.46)

et ε la notation vectorielle du tenseur ε avec les conventions décrites précédemment dans la section
4.1.3, ce qui donne :

εT =
(
εxx εxy εxz εyx εyy εyz εzx εzy εzz

)
. (4.47)

Notons que nous utilisons ici la notation (x, y, z), au lieu de (x1, x2, x3) pour désigner les coordonnées
des points. Les coordonnées (x, y, z) sont associées ici à un repère global, de référence, et sont utilisées
pour clarifier les expressions.
Nous pouvons vérifier facilement que le calcul matriciel (4.45) redonne bien l’expression du tenseur ε
selon l’hypothèse des petites déformations :



εxx
εxy
εxz
εyx
εyy
εyz
εzx
εzy
εzz


=

∂
∂x 0 0

1
2
∂
∂y

1
2
∂
∂x 0

1
2
∂
∂z 0 1

2
∂
∂x

1
2
∂
∂y

1
2
∂
∂x 0

0 ∂
∂y 0

0 1
2
∂
∂z

1
2
∂
∂y

1
2
∂
∂z 0 1

2
∂
∂x

0 1
2
∂
∂z

1
2
∂
∂y

0 0 ∂
∂z





uxuy
uz

 =



∂ux
∂x

1
2

(
∂ux
∂y +

∂uy
∂x

)
1
2

(
∂ux
∂z + ∂uz

∂x

)
1
2

(
∂uy
∂x + ∂ux

∂y

)
∂uy
∂y

1
2

(
∂uy
∂z + ∂uz

∂y

)
1
2

(
∂uz
∂x + ∂ux

∂z

)
1
2

(
∂uz
∂y +

∂uy
∂z

)
∂uz
∂z



. (4.48)
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Notons également qu’en théorie, l’expression matricielle de S fait référence à un tenseur d’ordre 3, S,
tel que : εij =

∑
k

Sijkuk.

En combinant (4.45) et la cinématique choisie (4.38), on obtient :

ε(x, y, z) = SN(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
Be(x,y,z)

U, (4.49)

avec :

Be
ᵀ =

−1
l 0 0 0 0 0 0 0 0

Φ̄z6η(1−2ξ)
l − Φ̄zΦz

2l 0 − Φ̄zΦz
2l 0 0 0 0 0

Φ̄y6ζ(1−2ξ)
l 0 − Φ̄yΦy

2l 0 0 0 − Φ̄yΦy
2l 0 0

0 ζ
2 −η

2
ζ
2 0 0 −η

2 0 0

Φ̄yζ(6ξ − 4− Φy) 0
Φ̄yΦy

4 0 0 0
Φ̄yΦy

4 0 0

Φ̄zη(4− 6ξ + Φz) − Φ̄zΦz
4 0 − Φ̄zΦz

4 0 0 0 0 0

1
l 0 0 0 0 0 0 0 0

Φ̄z6η(2ξ−1)
l

Φ̄zΦz
2l 0 Φ̄zΦz

2l 0 0 0 0 0

Φ̄y6ζ(2ξ−1)
l 0

Φ̄yΦy
2l 0 0 0

Φ̄yΦy
2l 0 0

0 − ζ
2

η
2 − ζ

2 0 0 η
2 0 0

Φ̄yζ(6ξ − 2 + Φy) 0
Φ̄yΦy

4 0 0 0
Φ̄yΦy

4 0 0

Φ̄zη(2− 6ξ − Φz) − Φ̄zΦz
4 0 − Φ̄zΦz

4 0 0 0 0 0





. (4.50)

On peut finalement remplacer ε par l’expression matricielle (4.49) dans l’équation du principe des
travaux virtuels (4.36) :∫

Ω
(BeU

∗)TCBeU dΩ =

∫
Ω

(NU∗)T f dΩ +

∫
∂fΩ

(NU∗)T td dS −
∫

Ω
(NU∗)TρNẌ dΩ. (4.51)

Plusieurs points sont à noter concernant l’équation ci-dessus. Le premier est l’utilisation des notations
f et td pour représenter respectivement les forces externes, et les efforts surfaciques prescrits sur ∂fΩ.
Fondamentalement, ce changement de notation n’implique pas de modification des grandeurs, dans la
mesure où les tenseurs d’ordre 1 f et td sont égaux aux vecteurs 3 × 1 que représentent f et td. On
peut donc écrire :

f = f =

fx(x)
fy(x)
fz(x)

 et td = td =

td,x(x)
td,y(x)
td,z(x)

 .

Nous adoptons néanmoins ce changement pour conserver une notation homogène, lorsque les équations
manipulées sont matricielles.
Le deuxième point à noter est le changement des grandeurs tensorielles en leurs équivalents matriciel
et vectoriel transposés. Là encore, ceci ne modifie pas les calculs effectués, mais correspond simplement
au passage d’un produit tensoriel représenté par ’ · ’ ou ’ : ’ à un produit matriciel. En effet :

u∗ · f =

u∗xu∗y
u∗z

 ·

fxfy
fz

 = u∗xfx + u∗yfy + u∗zfz =
(
u∗x u∗y u∗z

)fxfy
fz

 = (u∗)T f .

Le dernier point à relever est l’utilisation de la notation Ẍ, qui désigne en l’occurrence la dérivée
seconde par rapport au temps des degrés de liberté discrets des nœuds du système. L’utilisation de la
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majuscule correspond au fait que la quantité correspondante est discrète (de la même façon que pour
U), et la notation en gras au fait qu’elle est représentée sous forme vectorielle.

La restriction du problème a une cinématique particulière présente l’avantage de travailler avec
des inconnues X discrètes, indépendantes de la position x dans le matériau. Il est alors possible de
simplifier (4.51) en faisant sortir les inconnues des intégrales spatiales :

U∗T
(∫

Ω
Be

TCBe dΩ

)
U = U∗T

∫
Ω
NT f dΩ+U∗T

∫
∂fΩ

NT td dS−ρU∗T
(∫

Ω
NTN dΩ

)
Ẍ, (4.52)

qu’on peut reformuler en :

U∗TKU = U∗T

(∫
Ω
NT f dΩ +

∫
∂fΩ

NT td dS

)
−U∗TMẌ. (4.53)

On définit ainsi la matrice de raideur K et la matrice de masse M du système, respectivement par :

K =

∫
Ω
Be

TCBe dΩ, (4.54)

et
M =

∫
Ω
ρNTN dΩ. (4.55)

Notons que le terme entre parenthèses dans (4.53), correspondant au travail des efforts externes, n’est
pas explicité car il dépend fortement du contexte de la simulation. Dans le cas du déploiement du
stent, les forces externes sont essentiellement générées par le déploiement du ballon, et par les contacts
entre le stent et la paroi artérielle. Les expressions de f et de td sont donc entièrement déterminées
par les modèles employés pour représenter les éléments correspondants. En l’occurrence, nous utilisons
dans notre méthode une représentation approximative du ballon, détaillée dans la section suivante. En
attendant, nous supposons l’expression des efforts externes dans (4.53) connue.

4.2.3 Résolution

La dernière étape dans la construction du système mécanique est la linéarisation temporelle du
système (4.53) au moyen d’un schéma d’intégration numérique. En l’occurrence, nous utilisons un
schéma d’Euler implicite (ou Backwar Euler en anglais), déjà implémenté sous SOFA. De manière
synthétique, ce schéma correspond aux équations :{

Xt+h = Xt + hẊt+h

Ẋt+h = Ẋt + hẌt+h

, (4.56)

où h représente l’incrément temporel, et où l’inconnue est Ẋt+h − Ẋt, notée ∆V. L’application de ce
schéma à (4.53) permet d’obtenir le système discrétisé suivant :

(M− hB− h2K)∆Vt+h = hft(X,V) + h2KVt. (4.57)

Dans cette équation, f représente le vecteur des forces exercées sur le système, M et K respectivement
les matrices de masse et de raideur, et B une matrice d’amortissement (damping) correspondant à la
dérivée partielle des forces f par rapport à la vitesse V. En l’occurrence, cette dernière est exprimée
sous SOFA comme une combinaison linéaire des matrices de masse et de raideur, appelé amortissement
(numérique) de Rayleigh :

B = −rMM + rKK, (4.58)

où rM et rK sont des coefficients réels positifs. Dans notre étude, nous utilisons en première intention
les deux coefficients avec une valeur nulle, impliquant l’absence de la matrice B dans la résolution.
Notons également que les expressions de la matrice de masse, et de la matrice de raideur pour les forces
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internes, sont données respectivement par (4.55) et (4.54). Par ailleurs, il est important de souligner
que les forces externes appliquées au système à t + h ont été linéarisées dans (4.57) pour permettre
la résolution du système selon une méthode de Newton-Raphson. La majorité des modèles de com-
portement mécanique implémentés dans SOFA étant linéaires élastiques, la résolution n’utilise par
défaut qu’une itération de Newton-Raphson pour la résolution du système. Dans le cas d’un modèle
de comportement plsatique non linéaire, la solution ainsi obtenue peut représenter une approximation
plus importante. Cet aspect est discuté dans les perspectives de nos travaux. Pour plus de détails sur
la linéarisation temporelle du système sous SOFA, nous renvoyons le lecteur vers la documentation du
logiciel dédiée au schéma d’Euler implicite 1.
Le système linéarisé final (4.57) est résolu à chaque itération pour mettre à jour les degrés de liberté.
Parmi les différents solveurs implémentés sous SOFA pour la résolution, nous utilisons un solveur par
décomposition LU pour matrices creuses (composant SparseLUSolver). Ce choix est motivé par le fait
que l’utilisation des éléments poutres connectés conduit à une matrice globale (le membre de gauche de
l’équation (4.57)) dans laquelle chaque assemblage de poutres connectées donne lieu à une sous-matrice
tridiagonale par blocs.

Dans le cas d’éléments finis avec un comportement élastique, l’expression de la matrice de rai-
deur (4.54) est constante pendant la résolution, et peut être précalculée au début de la simulation.
En revanche, si le modèle de comportement mécanique des éléments est plastique, la relation entre
contrainte et déformation, symbolisée par C dans le cas élastique, n’est plus linéaire. En conséquence,
la matrice de raideur doit être recalculée à chaque itération, selon une expression adaptée.
Dans ce cas de figure, l’intégrale correspondant à (4.54) n’est pas calculée explicitement, mais est ap-
prochée par intégration réduite au moyen d’une méthode de quadrature de Gauss. Concrètement, la
valeur de Be

TCBe est calculée sur un ensemble fini de N points d’intégration à l’intérieur de chaque
élément poutre, de façon à approcher la valeur de l’intégrale par :

K =

∫
Ω
Be

TCBe dΩ ≈
N∑
i=1

ωiBe
T (Pi)CBe(Pi), (4.59)

où les Pi ∈ R3 représentent les points d’intégration, et les ωi ∈ R les poids associés. En l’occurrence,
nous utilisons une quadrature de Gauss-Legendre, pour laquelle les coordonnées des points d’intégration
et les poids associés sont calculés à partir des polynômes de Legendre. Étant donné que l’expression
intégrée (Be

TCBe) met en jeu des formes polynomiales d’ordre - au plus - 4 en x, y et z, nous
choisissons d’utiliser trois points d’intégration pour chaque direction de l’espace, ce qui représente au
total 27 points de Gauss par élément. Sur l’intervalle [−1, 1], les points d’intégration sont donnés par
les racines (xi)i∈J1,3K du 3ème polynôme de Legendre P3 tel que :

P3(x) =
x(5x2 − 3)

2
, (4.60)

et les poids associés par :

ωi =
2

(1− x2
i )P

′
n(xi)2

, i ∈ J1, 3K, (4.61)

soit :

xi ∈

{
−
√

3

5
, 0,

√
3

5

}
, et ωi ∈

{
5

9
,
8

9
,
5

9

}
. (4.62)

Pour se ramener à un intervalle d’intégration [a, b] (a, b ∈ R) quelconque, il suffit d’effectuer un chan-
gement de variable sur l’intégrale:∫ b

a
f(x)dx =

b− a
2

∫ 1

−1
f

(
b− a

2
x+

a+ b

2

)
dx, (4.63)

avec f : R −→ R définie sur [a, b].

1. https://www.sofa-framework.org/community/doc/components/integrationscheme/eulerimplicitsolver/
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Figure 4.5 – Schéma illustratif des points d’intégration utilisés dans chaque élément poutre pour la quadra-
ture de Gauss-Legendre. Comme précédemment, les nœuds xA et xB représentent les extrémités de la poutre
(où sont localisés les degrés de liberté). Le repère local associé à l’élément est déterminé à partir du nœud A.
Pour plus de lisibilité, les coordonnées des nœuds correspondent à une intégration sur [−1, 1]3, ce qui n’est pas
nécessairement le cas en pratique.

Dans le cas d’un élément poutre, les intervalles d’intégration sont [0, l], [−w
2 ,

w
2 ] et [−h

2 ,
h
2 ] pour les

coordonnées x, y et z respectivement, où l représente la longueur de l’élément, w la largeur de la
section, et h sa hauteur. Le calcul de 4.54 par quadrature est alors exprimé par :

K =

∫ l

0

∫ w
2

−w
2

∫ h
2

−h
2

Be
T (x, y, z)CBe(x, y, z)dxdydz (4.64)

K ≈ l

2

w

2

h

2

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ωiωjωkBe
T

(
l

2
xi +

l

2
,
w

2
yj ,

h

2
zk

)
CBe

(
l

2
xi +

l

2
,
w

2
yj ,

h

2
zk

)
. (4.65)

La localisation des points d’intégration dans un élément poutre est illustrée par la Figure 4.5.
Dans le cas plastique, la matrice C est remplacée dans (4.65) par un opérateur élastoplastique, repré-
sentant la relation nonlinéaire entre contrainte et déformation. Cette résolution particulière fait l’objet
du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Résolution dans le cas plastique

Les notions de mécanique des milieux continus évoquées dans le chapitre précédent permettent
de décrire la réaction d’un matériau continu parfaitement élastique, soumis à une déformation. Dans la
réalité, tout matériau est susceptible de rompre, et connaît donc une limite d’élasticité (plus ou moins
grande), atteinte lorsque le matériau est soumis à des déformations trop importantes. Pour certains
matériaux particulièrement élastiques, ou certains scénarios où la déformation reste faible, l’approxi-
mation d’élasticité parfaite peut s’avérer satisfaisante. En revanche, dans le cas des stents déployés par
ballon, la déformation macroscopique est conséquente (le diamètre du stent pouvant tripler entre ses
configurations repliée, et déployée), et irréversible. Par conséquent, il est impossible de se reposer sur
une approximation purement élastique, et il convient d’adapter le modèle du chapitre précédent pour
prendre en compte ces spécificités. Le phénomène mécanique correspondant, permettant de décrire
la déformation du stent ainsi que la présence d’une déformation résiduelle en fin de déploiement, est
appelé plasticité.
Dans ce chapitre, nous commençons par présenter les éléments de théorie de la plasticité sur lesquels
nous nous sommes appuyés. Nous donnons ensuite l’algorithme complet utilisé pour la résolution, ainsi
que les résultats obtenus pour le déploiement libre d’un stent plastique.

5.1 Théorie de la plasticité

La théorie de la plasticité vise à compléter l’élasticité parfaite des milieux continus, de façon
à pouvoir rendre compte de phénomènes non linéaires et irréversibles. Du point de vue structurel,
une déformation acquiert un caractère irréversible lorsqu’une partie de l’énergie qui en résulte est
dissipée (sous la forme d’altérations dans la structure moléculaire du matériau). Ces altérations étant
permanentes, elles se traduisent par la persistance, dans le matériau, d’une partie de la déformation,
une fois les efforts externes relâchés.
Dans les sections suivantes, nous présentons la théorie de la plasticité essentiellement du point de vue
algorithmique, de façon à présenter ses conséquences sur la simulation. L’enjeu de la théorie est de
donner un cadre rigoureux à la description des déformations plastiques, en répondant notamment aux
questions :

— Comment déterminer le seuil au-delà duquel la déformation devient permanente ?
— Comment décrire l’évolution de la partie plastique de la déformation ?

5.1.1 Limite d’élasticité

Pour commencer, il est nécessaire de déterminer la limite d’élasticité du matériau : c’est-à-dire le
seuil à partir duquel la déformation est trop importante pour être recouvrée par le matériau. En deçà
de ce seuil, le matériau est dit en régime élastique ; au-delà, en régime plastique.

Cas 1D

Comme présenté dans le chapitre précédent, la caractère linéaire du régime élastique peut se
traduire par une relation (tensorielle) linéaire entre la déformation ε et la contrainte σ. En 1D, les
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Figure 5.1 – Courbes de contrainte/déformation, correspondant à un scénario 1D, dans lequel les tenseurs
de contrainte σ et de déformation ε, sont réduits à des grandeurs scalaires σ et ε. La figure (a) correspond à une
déformation élastique, pour laquelle la relation entre contrainte et déformation est linéaire et dépend uniquement
du module d’Young du matériau, noté E. La courbe de la figure (b) représente le comportement d’un matériau
plastique. Cette courbe est similaire au cas élastique pour des valeurs de déformation faibles. En revanche
lorsque la contrainte atteint une valeur critique σ0, le matériau entre dans un régime plastique, caractérisé
par une relation non linéaire entre contrainte et déformation. Cette valeur critique - appelée limite élastique -
dépend des propriétés du matériau. La déformation en régime plastique a pour conséquence la présence d’une
déformation résiduelle, notée εpl

deux tenseurs sont réduits à des grandeurs scalaires (ε et σ), et la relation entre les deux peut être
représentée par une droite linéaire de contrainte/déformation, comme illustré par la Figure 5.1 (a).
Rappelons que le coefficient directeur de cette droite correspond au module d’Young E, et dépend des
propriétés mécaniques du solide.
Sur la Figure 5.1 (b), la courbe de contrainte/déformation, toujours unidimensionnelle, décrit le
comportement d’un matériau plastique. Il est alors possible de distinguer trois phases distinctes :

— une phase élastique, pendant laquelle la relation entre contrainte et déformation est également
linéaire, avec un coefficient de proportionnalité égal à E ;

— une phase plastique, pendant laquelle cette relation devient non linéaire. Cette phase débute
lorsque la contrainte interne dépasse une valeur seuil : la limite d’élasticité (en anglais yield
stress), notée σ0. Celle-ci dépend des propriétés du matériau, mais peut également varier en
fonction de l’historique des déformations ;

— une deuxième phase élastique, qui intervient lorsque les efforts externes responsables de la défor-
mation du solide sont relâchés. Durant cette phase, la contrainte σ décroît linéairement en suivant
la même loi que pour la première partie élastique de la déformation. Un équilibre est atteint pour
σ = 0, dans lequel le solide est au repos tout en présentant une déformation résiduelle. Cette
déformation permanente, notée εpl, résulte de la dissipation plastique d’énergie.

Cas général

L’exemple précédent peut être étendu au cas tridimensionnel, dans lequel la contrainte interne
est représentée par le tenseur d’ordre 2 : σ. En l’occurrence, la comparaison de la contrainte à la limite
élastique (scalaire) n’est plus immédiate, et requiert l’utilisation d’une fonction adéquate. On peut
ainsi définir le critère de plasticité (en anglais, yield criterion), fonction du tenseur des contraintes,
qui permet de déterminer si le matériau entre dans un régime plastique. Sous une forme générale, le
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critère de plasticité peut être exprimé comme suit :

f :

{
R6 −→ R
σ 7−→ f(σ)

, (5.1)

où R6 représente la dimension de l’espace dans lequel est défini le tenseur des contraintes. Rappelons
que, σ étant symétrique, il peut être entièrement décrit par 6 coefficients indépendants (bien que
possédant concrètement 9 composantes).
Le critère de plasticité, qui calcule une valeur scalaire à partir d’un état de contrainte σ, permet de
déterminer localement dans quel régime se trouve le solide. Ainsi :

— si f(σ) < 0, la contrainte σ correspond à un régime élastique. La relation entre σ et ε est alors
linéaire, et la résolution ne diffère pas de celle décrite dans le chapitre précédent ;

— si f(σ) = 0, la contrainte correspond à un régime plastique. La relation entre contrainte et
déformation est alors non linéaire et il est nécessaire d’adapter la résolution des équations ;

— enfin, si f(σ) > 0, la contrainte correspond à un régime irréaliste, dans lequel la capacité élastique
du matériau a été surestimée. Il convient alors de corriger le calcul de σ, de façon à obtenir un
nouvel état de contrainte acceptable, en régime plastique (c’est-à-dire pour lequel f(σ) = 0).

Critère de Von Mises

On trouve dans la littérature plusieurs critères de plasticité, adaptés à la description de différents
matériaux. En l’occurrence, nous utilisons le critère de Von Mises, communément utilisé pour décrire
le comportement d’alliages métalliques, et publié par Richard Von Mises en 1913 [148]. Le critère de
Von Mises peut être exprimé comme :

f :

{
R6 −→ R
σ 7−→ σeq(σ)− σ0

, (5.2)

où :
— σ0 (∈ R) est la limite d’élasticité du matériau ;
— σeq est la contrainte équivalente, définie par :

σeq(σ) =

[
1

2
(σxx − σyy)2 +

1

2
(σyy − σzz)2 +

1

2
(σzz − σxx)2 + 3σ2

yz + 3σ2
zx + 3σ2

xy

] 1
2

. (5.3)

Plusieurs points sont à noter dans la définition de la contrainte équivalente (5.3). Tout d’abord la
partie de l’expression faisant intervenir les termes croisés a ici été simplifiée, en utilisant la symétrie
du tenseur des contraintes. À l’origine, la définition de la contrainte équivalente met en jeu l’ensemble
des éléments non diagonaux de σ, ce qui donne pour l’expression de σeq :[

1

2
(σxx − σyy)2 +

1

2
(σyy − σzz)2 +

1

2
(σzz − σxx)2 +

3

2
(σ2
yz + σ2

zy) +
3

2
(σ2
zx + σ2

xz) +
3

2
(σ2
xy + σ2

yx)

] 1
2

.

D’autre part, la contrainte équivalente est une grandeur scalaire, fonction de l’état de contrainte local
σ du matériau. À l’inverse, la limite élastique ne dépend pas de la contrainte courante, mais peut
éventuellement dépendre de l’historique des déformations. Une définition plus précise de la limite
élastique est donnée dans les sections suivantes.
Notons finalement que la contrainte équivalente σeq peut être définie à partir du tenseur déviatorique
des contraintes, ou déviateur des contraintes, noté s :

σeq =

√
3

2
‖s‖ , (5.4)

où la norme d’un tenseur d’ordre 2, notée ‖t‖, t ∈ R3×3, est définie par extension de la norme usuelle
associée au produit scalaire de deux matrices de R3×3 :

‖t‖ =
√
t · t =

√ ∑
i,j∈J1,3K

tijtij . (5.5)
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Figure 5.2 – (a) Représentation de la surface de charge liée au critère de plasticité de Von Mises f , dans
l’espace des contraintes principales. L’équation f(σ) = 0 correspond à un cylindre, dont l’axe de symétrie est
l’axe hydrostatique, d’équation σ1 = σ2 = σ3. (b) En se plaçant dans le plan π, d’équation σ1 + σ2 + σ3 = 0,
la dimension du problème est diminuée, et la surface de charge est réduite à l’intersection (2D) de la surface
cylindrique tridimensionnelle et du plan π, c’est-à-dire à un cercle.

Le tenseur déviatorique des contraintes est calculé à partir de σ de façon à présenter une trace nulle :

s = σ − 1

3
tr(σ)I. (5.6)

La définition alternative (5.4) de la contrainte équivalente permet une interprétation physique différente
du critère de plasticité de Von Mises, ainsi que la détermination expérimentale de la limite élastique
σ0. Ces considérations sortent toutefois du cadre de ce manuscrit, où notre développement de la théorie
de la plasticité est essentiellement algorithmique. Pour plus de précisions, nous renvoyons le lecteur
vers [149].

Surface de charge

La distinction entre domaine plastique et domaine élastique est généralement représentée par une
hypersurface dans l’espace des contraintes, appelée surface de charge (en anglais : yield surface).
Celle-ci correspond à l’équation :

f(σ) = 0, (5.7)

où f est le critère de plasticité. La visualisation de la surface de charge dans l’espace des contraintes (à
6 dimensions) pouvant s’avérer complexe, l’hypersurface peut également être représentée dans l’espace
des contraintes principales, en trois dimensions. Les contraintes principales sont les valeurs prises par
les éléments diagonaux du tenseur des contraintes (σxx, σyy, et σzz), lorsque celui-ci est exprimé selon
une base dans laquelle les valeurs de contrainte en cisaillement sont nulles. En d’autres termes, les
contraintes principales correspondent aux valeurs propres de σ. Les vecteurs propres unitaires associés
sont logiquement appelés les directions de contrainte principale.
Dans le cas du critère de Von Mises, la contrainte équivalente peut être exprimée en fonction des
contraintes principales σx, σy, σz comme :

σeq(σ) =

[
1

2
(σx − σy)2 +

1

2
(σy − σz)2 +

1

2
(σz − σx)2

] 1
2

. (5.8)

Remarquons au passage que les contraintes principales associées aux directions x, y, et z sont notées
avec un indice unique, pour être différenciées des composantes génériques du tenseur des contraintes
(σxx, σyy, et σzz). En utilisant l’expression (5.8) pour le critère de plasticité f de Von Mises, l’hypersur-
face correspondant à l’équation f(σ) = 0, prend dans l’espace des contraintes principales la forme d’un
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strain ε

stress σ
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ε1 ε2 

Figure 5.3 – Illustration 1D des ambiguïtés liées au régime plastique. En fonction de l’historique de
déformation, plusieurs états de déformation différents (ε1, ε2) peuvent correspondre à un même état de contrainte
σ. Il est donc nécessaire de prendre en compte l’historique de plasticité dans la résolution.

cylindre tridimensionnel, dont l’axe de symétrie est l’axe hydrostatique (d’équation σ1 = σ2 = σ3).
Le scénario correspondant est illustré par la Figure 5.2 (a). Par ailleurs, si on diminue la dimension
du problème en se plaçant dans le plan π (d’équation σ1 + σ2 + σ3 = 0) de l’espace des contraintes
principales, la surface de charge se réduit à l’intersection entre la surface cylindrique est le plan π,
c’est-à-dire à un cercle. Ce cas de figure est illustré sur la Figure 5.2 (b).

La définition des états de contrainte plastiques à partir du critère de plasticité peut être interprétée
de façon graphique, grâce à la surface de charge. Ainsi :

— les contraintes en régime élastique, vérifiant f(σ) < 0, correspondent au sous-ensemble de l’espace
des contraintes situé à l’intérieur de la surface de charge,

— les contraintes en régime plastique, vérifiant f(σ) = 0, correspondent à la frontière de la surface
de charge,

— l’espace des contraintes situé à l’extérieur de la surface de charge, vérifiant f(σ) > 0, représente
des états de contrainte irréalistes.

On peut également traduire au moyen de la surface de charge, le fait que l’écoulement plastique ne se
produit que lorsque la contrainte vérifie la condition f(σ) = 0, pendant toute la durée de la déformation.
Ceci se traduit par le critère de cohérence (ou critère de consistance, de l’anglais consistency
condition), qui s’écrit :

df(σ) = 0. (5.9)

Ce critère implique que l’incrément de contrainte dσ est dans la direction tangentielle à la surface de
charge. Autrement dit, le nouvel état de contrainte σ+ dσ se trouve toujours sur la surface de charge.

5.1.2 Historique plastique

Déformation plastique

Une fois la limite entre régimes élastique et plastique rigoureusement définie, la deuxième étape
de la résolution plastique consiste à modéliser l’historique des déformations passées. En effet, du fait
de la relation non linéaire entre contrainte et déformation en régime plastique, plusieurs déformations
différentes peuvent correspondre à un même état de contrainte, comme illustré sur la Figure 5.3. Par
conséquent, il est nécessaire de prendre en compte l’historique des déformations plastiques pendant la
résolution.
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Pour modéliser la partie plastique des déformations, nous divisons le tenseur des déformations en une
partie plastique, et une partie élastique. Ainsi :

εtot = εel + εpl. (5.10)

Les deux grandeurs associées sont également des tenseurs d’ordre 2. Une fois cette distinction faite, la
déformation élastique εel est toujours liée au tenseur des contraintes par la loi de Hooke. Toutefois on
obtient maintenant :

σ = C : εel = C : (εtot − εpl). (5.11)

Par ailleurs, du fait de la nature non linéaire de la relation contrainte/déformation et de l’ambiguïté
qui en résulte, la résolution des phénomènes de plasticité nécessite de raisonner par incréments. Nous
utilisons donc la forme variationnelle de l’équation précédente :

dσ = C : (dεtot − dεpl). (5.12)

Notons que tant que la déformation n’est pas suffisante pour faire entrer le matériau en régime plas-
tique (c’est-à-dire tant que f(σ) < 0), εpl est égal à 0, et on retrouve l’égalité du cas élastique décrite
dans le chapitre précédent. En revanche, dès que la limite d’élasticité est franchie, la partie plastique
de la déformation n’est plus nulle et doit être prise en compte dans la résolution.

Dans (5.12), l’enjeu se résume donc à calculer le terme de variation de déformation plastique dεpl.
Dans la théorie de la plasticité, celui-ci est exprimé au moyen d’une loi d’écoulement (en anglais : flow
rule), qui dépend du matériau modélisé. Dans le cas général, il est possible d’écrire la loi d’écoulement
comme fonction d’un potentiel plastique, noté g, et dépendant de la contrainte σ. Plus précisément,
dεpl s’exprime proportionnellement au gradient du potentiel plastique :

dεpl = dλ
∂g

∂σ
, (5.13)

où le coefficient de proportionnalité dλ est appelé multiplicateur plastique. Dans le cas de maté-
riaux plastiques simples, comme les métaux, la loi d’écoulement est généralement choisie comme étant
associative. Elle est alors proportionnelle au gradient du critère de plasticité, ce qui revient à adopter
l’hypothèse g = f . Le cas échéant, on peut donc écrire :

dεpl = dλ
∂f

∂σ
. (5.14)

Notons que la notion de la loi d’écoulement associative est empirique, mais a été vérifiée de façon
exhaustive sur les alliages métalliques [149]. En revanche, elle n’est a priori pas adaptée pour décrire
des matériaux plastiques plus complexes, comme l’argile, ou les roches.

Un point important dans le cas d’une loi d’écoulement associative est que la direction de dεpl dans
l’espace des déformations est donnée par la direction du gradient de f dans l’espace des contraintes.
C’est donc la direction de la normale à la surface de charge. Pour cette raison, on peut aussi trouver
la loi (5.14) sous le nom de loi de normalité.
Par ailleurs, on peut également trouver dans la littérature la loi d’écoulement exprimée non pas en
fonction du gradient ∂f

∂σ , mais du gradient normalisé, noté N :

N =

∂f
∂σ∥∥∥ ∂f∂σ∥∥∥ , (5.15)

avec logiquement ‖N‖ = 1, la norme d’un tenseur d’ordre 2 ayant été définie en (5.5). Dans ce cas,
l’équation de la loi d’écoulement prend la forme :

dεpl = dλ

∥∥∥∥∂f∂σ
∥∥∥∥N. (5.16)
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Dans le cas du critère de Von Mises, le calcul du gradient donne :

∂f

∂σ
(σ) =

1

2σeq(σ)

2σxx − σyy − σzz 3σxy 3σxz

3σyx 2σyy − σzz − σxx 3σyz

3σzx 3σzy 2σzz − σxx − σyy


 . (5.17)

On peut alors réécrire cette expression en fonction du tenseur déviatorique des contraintes, s, défini en
(5.6) :

∂f

∂σ
(σ) =

3

2σeq
s. (5.18)

En utilisant l’expression de la norme de s :

‖s‖ =

√
2

3
σeq, (5.19)

on obtient finalement : ∥∥∥∥∂f∂σ
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 3

2σeq
s

∥∥∥∥ =

√
3

2
, (5.20)

et donc

dεpl =

√
3

2
dλN. (5.21)

Notons pour finir qu’on peut trouver dans la littérature une définition alternative de la loi d’écoulement,
pour laquelle le multiplicateur plastique correspond directement au coefficient de proportionnalité entre
dεpl et N :

dεpl = dλ̃N.

Pour le critère de plasticité de Von Mises, le multiplicateur plastique peut alors varier d’un facteur√
3
2 en fonction de la définition adoptée. Dans la suite, nous travaillerons systématiquement avec la

première solution, exprimée en (5.14), dans laquelle le multiplicateur plastique dλ est le coefficient de
proportionnalité entre dεpl et le gradient ∂f

∂σ .

Loi de comportement élasto-plastique

L’utilisation de la loi d’écoulement associative (5.14) dans (5.12), permet d’exprimer la variation
de contrainte en fonction du multiplicateur plastique et de la déformation totale. Soit :

dσ = C : (dεtot −
√

3

2
dλN). (5.22)

Nous cherchons à exprimer la contrainte dσ directement en fonction de la déformation, comme dans
le cas élastique. Pour cela, nous utilisons l’équation du critère de consistance (5.9), de façon à pouvoir
exprimer le multiplicateur plastique (inconnu) en fonction de la contrainte et de la déformation totale.
Notons tout d’abord que l’équivalence entre la notation tensorielle et la notation vectorielle, détaillée
dans le chapitre précédent, permet d’écrire :

df(σ) = 0 ⇐⇒ df(σ) = 0.
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On a donc :

df(σ) = 0 ⇐⇒ ∂f

∂σ

T

dσ = 0,

⇐⇒
√

3

2
NTdσ = 0,

⇐⇒ NTC dεel = 0,

⇐⇒ NTC (dεtot − dεpl) = 0,

⇐⇒ NTC (dεtot −
√

3

2
dλN) = 0,

⇐⇒ NTC dεtot =

√
3

2
dλNTC N,

df(σ) = 0 ⇐⇒ dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N
,

où N représente la notation vectorielle du tenseur N , comme définie précédemment. Notons qu’ici,
toutes les opérations non représentées correspondent à des produits matriciels (les vecteurs étant consi-
dérés comme des matrices à une seule colonne). En utilisant le critère de consistance, on peut finalement
retenir comme expression pour dλ :

dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N
. (5.23)

En réinjectant (5.23) dans l’expression de dσ, on obtient :

dσ = C : (dεtot −
√

3

2
dλN) ⇐⇒ dσ = C (dεtot −

√
3

2
dλN),

⇐⇒ dσ = C

[
dεtot −

(
NTC dεtot

)
N

NTC N

]
, (5.24)

Notons que les parenthèses dans le terme de droite délimitent l’expression du numérateur (scalaire) de
dλ, dont le produit matriciel avec N n’aurait pas de sens. Le dénominateur de dλ ne présentant pas
la même ambiguïté, nous conservons telle quelle sa notation.
Nous cherchons à présent à exprimer la variation de contrainte dσ en fonction de dεtot et d’un opérateur
élasto-plastique Cep similaire à la matrice C, représentant la loi de Hooke. Partant de (5.24), on peut
réécrire l’expression de dσ :

dσ = C dεtot −
C
(
NTC dεtot

)
N

NTC N
.

Nous nous intéressons en particulier au deuxième terme, dont nous cherchons à réécrire le numérateur :

C
(
NTC dεtot

)
N = C N

(
NTC dεtot

)
= C NNTC dεtot.

Notons que la suppression des parenthèses correspond alors à un produit matriciel cohérent en termes
de dimensions. En repassant à l’expression de dσ, on obtient :

dσ = Cdεtot − C NNTC dεtot

NTC N
, (5.25)

et

dσ =

(
C− C NNTC

NTC N

)
dεtot. (5.26)

Nous pouvons alors définir la loi de comportement élasto-plastique Cep qui relie la variation de contrainte
et la variation de déformation :

dσ = Cep dεtot, (5.27)
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Figure 5.4 – Représentations de la relation contrainte/déformation dans le cas 1D, selon différentes hypo-
thèses. Sur la figure (a), la limite d’élasticité σ0 est considérée comme constante, même en passant d’un régime
élastique (point A) à un régime plastique (point B). On parle dans ce cas de plasticité parfaite, ou idéale. Sur
la figure (b), l’hypothèse est faite que la limite d’élasticité dépend de l’historique des déformations plastiques.
Après passage d’un régime élastique (A) à un régime plastique (B), on observe alors que σ0,A 6= σ0,B . Par
conséquent, si le matériau revient dans un état de repos (σ = 0 et εpl 6= 0), et qu’une déformation similaire lui
est appliquée, il ne passera en régime plastique qu’au-delà de sa nouvelle limite d’élasticité σ0,B . Le phénomène
correspondant, appelé écrouissage, est plus réaliste, dans la mesure où il est observé expérimentalement.

avec

Cep = C− C NNTC

NTC N
. (5.28)

Notons que dans la littérature, Cep est majoritairement appelé opérateur tangent local ou tenseur
des modules tangents ( [150], ou [151] en anglais), bien que noté de façon consistante avec la loi de
comportement C. Le terme "tangent" fait référence au fait que Cep est une linéarisation au premier
ordre de la relation entre la variation de contrainte dσ et la variation de déformation dε. Dans un
problème 1D, C est réduite au module d’Young E, coefficient directeur de la droite reliant σ et ε sur la
partie élastique. De façon similaire, Cep correspond à la tangente à la courbe sur la partie non linéaire
plastique. Le terme "local" peut être utilisé pour la même raison, la linéarisation n’étant définie que
localement.
Dans la suite du document, nous utilisons indépendamment les expressions "loi de comportement
élasto-plastique" ou "opérateur tangent (local)" pour désigner Cep. Celui-ci intervient notamment
dans la résolution du système mécanique global, décrite dans la section 5.2.

5.1.3 Écrouissage

Notion d’écrouissage

Dans ce qui précède, nous avons implicitement considéré que la limite d’élasticité σ0, dans la
définition du critère de Von Mises (5.2), était une constante. En revanche, nous avons aussi évoqué
le fait que cette limite dépend, en réalité, de l’historique des déformations plastiques (représenté par
εpl). L’approximation qui consiste à considérer σ0 comme une constante, porte le nom de plasticité
parfaite.
En 1D, cette hypothèse se traduit par une relation contrainte/déformation bilinéaire, comme illustré
par la Figure 5.4 (a). Une façon d’interpréter la courbe correspondante est qu’un matériau parfai-
tement plastique se déformerait indéfiniment (jusqu’à rupture) une fois sa limite élastique dépassée,
sans modification de sa contrainte interne. Cette approximation reste raisonnable si la déformation
plastique reste faible, ou si le matériau est particulièrement peu résistant à la déformation, mais elle
atteint rapidement ses limites dans d’autres circonstances.
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Figure 5.5 – Exemples de modifications de la surface de charge de Von Mises, liées à différents types
d’écrouissage. Comme précédemment, le problème est réduit à 2 dimensions en se plaçant dans le plan π
de l’espace des contraintes principales. La figure (a) représente un écrouissage isotrope, correspondant à une
variation de la limite élastique σ0. Dans cet exemple, le passage d’un état A de limite élastique σ0,A à un état
B, de limite σ0,B vérifiant σ0,B > σ0,A, se traduit par la dilatation de la surface de charge par une homothétie.
La figure(b) correspond à un écrouissage cinématique, caractérisé par la translation de la surface de charge,
sans déformation. Celui-ci se traduit par la variation du centre de la surface de charge : la contrainte de rappel,
notée α.

Dans les faits, lorsqu’un matériau est déformé jusqu’à entrer en régime plastique, la résistance qu’il
oppose à la déformation augmente avec celle-ci. En d’autres termes, plus un matériau est déformé, plus
la force à lui appliquer pour accroître la déformation doit être importante 1. Cette caractéristique est
observée expérimentalement : en déformant des matériaux plastiques au-delà de leur limite d’élasticité,
cette dernière se trouve modifiée, selon un phénomène appelé écrouissage (hardening en anglais). En
1D, ceci se traduit par une relation plus complexe entre contrainte et déformation, comme illustré par
la Figure 5.4 (b). Dans ce cas de figure, la limite d’élasticité est modifiée par la déformation en régime
plastique (dans l’exemple, passant de σ0,A à σ0,B). En particulier, si le matériau revient ensuite à un
état de repos (σ = 0 et εpl 6= 0), une nouvelle déformation dans des conditions semblables ne le fera
alors entrer en régime plastique qu’au-delà de la nouvelle limite d’élasticité σ0,B.

Conséquences sur le critère de plasticité

Au niveau des équations, la modélisation de l’écrouissage se traduit par deux nouveaux facteurs
à prendre en compte. Le premier correspond au fait que la limite élastique σ0 n’est plus considérée
comme une constante, et dépend de la déformation plastique résiduelle εpl, comme évoqué ci-dessus
pour le cas 1D. En généralisant au cas tridimensionnel, il est alors possible de réécrire le critère de
plasticité de Von Mises comme :

f(σ, σ0) = σeq(σ)− σ0, (5.29)

où σ0 est donc incluse dans les variables de f . Du point de vue graphique, la variation de σ0 se traduit
par la dilatation de la surface de charge, par une homothétie, dans l’espace des contraintes. En se
plaçant dans le plan π de l’espace des stress principaux (comme précédemment), le problème est réduit
à deux dimensions, et la variation de σ0 se traduit par la variation du diamètre du cercle représentant
la surface de charge de Von Mises. Ceci est illustré par la Figure 5.5 (a). De façon générale, ce
type d’écrouissage est appelé écrouissage isotrope, dans la mesure où il représente un durcissement
identique du matériau dans toutes les directions de contrainte.

1. /!\ Nous nous limitons ici au cas de déformations unidirectionnelles : par exemple soit en compression, soit
en tension, mais pas les deux. Lorsqu’on observe les réactions d’un matériau à des déformations dans des directions
différentes, on peut en réalité constater un durcissement dans une direction, parallèlement à un adoucissement dans une
autre. Ce phénomène est décrit plus en détail dans les paragraphes suivants.
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Le deuxième facteur à prendre en compte correspond logiquement à la possibilité que le durcissement
du matériau ne soit pas homogène dans toutes les directions d’effort, voire que certaines directions
subissent un durcissement lorsque d’autres connaissent simultanément un adoucissement. Par exemple,
on peut constater expérimentalement que, pour certains matériaux, une augmentation de la limite
d’élasticité en tension conduit à une diminution de la limite d’élasticité en compression. Ce phénomène
a pour nom effet Bauschinger, et peut être représenté par un écrouissage dit cinématique. Dans
l’espace des contraintes, ce type d’écrouissage se traduit par une translation de la surface de charge,
sans que celle-ci ne soit déformée. Ce phénomène est illustré, toujours en deux dimensions, par la
Figure 5.5 (b).
L’ajout de l’écrouissage cinématique dans l’expression du critère de plasticité nécessite l’introduction
d’un état de contrainte particulier, nommé contrainte de rappel (back stress en anglais), et noté
α. Celui-ci désigne le centre de la surface de charge, qui correspond initialement à des composantes
de contrainte nulles (origine) dans le cas du critère de Von Mises. La prise en compte de l’écrouissage
cinématique peut alors être simplement réalisée en soustrayant la contrainte de rappel dans l’expression
de f :

f(σ, α, σ0) = σeq(σ − α)− σ0. (5.30)

Du fait de la nouvelle forme (5.30) du critère de plasticité, il est nécessaire de redéfinir correcte-
ment la normale à la surface de charge N . Contrairement au cas de plasticité parfaite, la contrainte
de rappel α est susceptible de varier au cours de la déformation, en conséquence des phénomènes
d’écrouissage. Dans ces conditions, il est nécessaire de modifier la définition de N , pour prendre en
compte le déplacement du centre de la surface de charge au cours de la déformation. En revanche,
notons que la variation de limite élastique σ0 correspond uniquement à un changement du diamètre de
la surface de charge, et n’a donc pas d’influence sur la définition de la normale.
De même que pour le modèle d’écrouissage (comme décrit plus loin), nous nous référons à la définition
donnée dans [152] et [153] :

N(σ, α) =
ξ∥∥∥ξ∥∥∥ , (5.31)

avec
ξ = D(σ − α), (5.32)

et D l’opérateur déviatorique, défini par

D :

{
R3 × R3 −→ R3 × R3

t 7−→ t− 1
3 tr(t)I

. (5.33)

Notons que contrairement à ce que nous avons présenté en plasticité parfaite, (5.31) utilise la contrainte
déviatorique au lieu de la dérivée partielle de f . Les deux définitions sont toutefois équivalentes, du
fait de la colinéarité entre la contrainte déviatorique et la normale à la surface de charge. En effet,
la relation (5.18) qui relie ∂f

∂σ (σ) à s en plasticité parfaite, peut être étendue à ∂f
∂σ (σ, α, σ0) et ξ en

plasticité avec écrouissage. En partant de la nouvelle définition (5.30) du critère de plasticité, on peut
écrire, en notation matricielle :

f(σ,α, σ0) = σeq(h(σ,α))− σ0, (5.34)

avec :

σeq :

{
R9 −→ R
σ 7−→ σeq(σ)

, (5.35)

et

h :

{
R9 × R9 −→ R9

(σ,α) 7−→ σ −α.
. (5.36)
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On obtient donc pour la dérivée partielle de f par rapport à σ :

∂f

∂σ
=

(
∂σeq

∂σ

)
h(σ,α)

(
∂h

∂σ

)
(σ,α)

, (5.37)

∂f

∂σ
=

(
∂σeq

∂σ

)
σ−α

I9×9, (5.38)

où la notation (v)σ indique que le vecteur v dépend d’une ou plusieurs variables, et est évalué en σ.
Or, nous avons vu en plasticité parfaite que :(

∂σeq

∂σ

)
σ

=
3

2σeq(σ)
D(σ)T . (5.39)

On obtient donc directement que :

∂f

∂σ
=

3

2σeq(σ)
D(σ −α)T =

3

2σeq(σ −α)
ξT . (5.40)

D’autre part, il est toujours possible de considérer la normale à la surface de charge, dans l’espace des
contraintes, comme colinéaire à la dérivée partielle de f par rapport à σ, à α et σ0 fixés. Ainsi on
retrouve pour l’écrouissage la même équation qu’en plasticité parfaite (5.15) :

N =
∂f
∂σ∥∥∥ ∂f∂σ∥∥∥ =

√
2

3

∂f

∂σ
. (5.41)

En combinant (5.40) et (5.41), on retrouve bien la nouvelle définition (5.31) de la normale :

N =
∂f
∂σ∥∥∥ ∂f∂σ∥∥∥ =

ξ

‖ξ‖
.

Un point important à souligner dans les équations (5.37)-(5.40) est le fait que les dérivées partielles
de f et σeq par rapport à σ sont considérées comme des vecteurs lignes 1× 9, selon les règles mathé-
matiques classiques de dérivation. Néanmoins, ceci est en contradiction avec le reste de nos calculs, où
nous considérons ∂f

∂σ comme un vecteur colonne 9×1. La raison de cette ambiguïté est qu’en réalité, la
dérivée partielle de f par rapport à la contrainte est un tenseur d’ordre deux, ∂f∂σ , que nous représentons
selon la convention vecteur/tenseur adoptée dans le chapitre précédent, comme un vecteur colonne.
Toutefois, ceci a peu d’importance car les composantes de ∂f

∂σ et ∂σeq

∂σ restent les mêmes sous forme de
vecteur colonne ou de vecteur ligne, étant égales à celle de la représentation tensorielle. Dans la suite
(et dans ce qui précède), nous utilisons par défaut la représentation sous forme de vecteur colonne, à
l’exception de certains calculs de dérivées comme ici.
Toujours par rapport à la normale, notons enfin que l’équivalence entre (5.31) et (5.41) nous permet
de conserver, pour le modèle avec écrouissage, la plupart des relations mettant en jeu N en plasticité
parfaite, notamment pour la déformation plastique (5.21). La seule différence est que le calcul concret
de la dérivée partielle de f par rapport à σ (et donc de la normale N) prend désormais en compte
la contrainte de rappel. Dans le but d’alléger les calculs qui suivent, nous abandonnons la notation
(N)σ−α pour simplement désigner la normale par N. Néanmoins nous insistons sur le fait que dans
tous les calculs impliquant un phénomène d’écrouissage, la normale N (tout comme les autres gran-
deurs dépendant de la surface de charge) n’est pas évaluée en σ, comme en plasticité parfaite, mais
généralement en σ − α. Autrement, les modifications de la surface de charge dues à l’écrouissage ne
seraient pas correctement prises en compte.

Conséquences sur la résolution

Les modifications introduites dans la résolution par l’expression (5.30) dépendent essentiellement
des modèles adoptés pour l’évolution de la limite élastique σ0 et de la contrainte de rappel α. Dans
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l’absolu, si nous considérons les deux termes constants dans (5.30) (avec α = 0), nous retrouvons la
même résolution que dans le cas de la plasticité parfaite, décrit précédemment.
En l’occurrence, nous adoptons comme modèle la combinaison linéaire d’écrouissage isotrope et d’écrouis-
sage cinématique présentée dans les travaux de Hugues [152], et introduite initialement par Krieg et
Key [154]. Nous adoptons cependant les notations utilisées par Hugues et Simo dans [153], où se trouve
une description plus détaillée du modèle plastique avec écrouissage et de la résolution du problème,
dans le cas général.
Au préalable du modèle en lui-même, nous devons introduire la notion de déformation plastique
équivalente (effective plastic strain en anglais), grandeur scalaire notée dε̄pl et définie à partir de la
déformation plastique par :

dε̄pl =

√
2

3

∥∥∥dεpl
∥∥∥ =

√
2

3
dεplijdε

pl
ij . (5.42)

Notons qu’on peut trouver plusieurs justifications à la définition de la déformation plastique équivalente,
qui dépassent toutefois le cadre de ces travaux. Pour plus de détails sur le sujet, nous référons le lecteur
à [155].
La définition retenue nous permet par ailleurs d’exprimer dε̄pl en fonction du multiplicateur plastique
dλ. En effet, pour la plasticité parfaite, nous avons vu précédemment en (5.21) que :

dεpl =

√
3

2
dλN.

Comme décrit ci-dessus, il s’ensuit logiquement que :

dε̄pl =

√
2

3

∥∥∥dεpl
∥∥∥

=

√
2

3

√
3

2
dλ ‖N‖

dε̄pl = dλ. (5.43)

Le modèle d’écrouissage décrit dans [152] consiste alors à décrire la variation de contrainte de
rappel par :

dα =
2

3
(1− β)H ′dεpl, (5.44)

et la variation de limite élastique par :
dσ0 = βH ′dε̄pl, (5.45)

où β ∈ [0, 1] est un coefficient linéaire reliant les deux équations, et où H ′ désigne lemodule plastique
(plastic modulus en anglais) du matériau, et correspond à la pente de la courbe de contrainte/défor-
mation équivalente, soit :

H ′ =
dσeq

dε̄pl
. (5.46)

Notons qu’il est possible d’interpréter le signe de H ′ comme un adoucissement ou un durcissement du
matériau. Ainsi :

— la condition H ′ > 0 correspond à un durcissement ;

— la condition H ′ < 0 correspond à un adoucissement ;

— la condition H ′ = 0 correspond à l’hypothèse de plasticité parfaite, décrite précédemment.

Les équations (5.44) et (5.45) permettent de représenter respectivement des phénomènes d’écrouissage
cinématique et isotrope. La proportion de chaque type d’écrouissage est déterminée par le paramètre
β, avec comme limites :

— β = 0 décrivant un écrouissage purement cinématique ;

— β = 1 décrivant un écrouissage purement isotrope.
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Comme suggéré par Hughes dans [152], la proportion de chaque type d’écrouissage dépend strictement
du matériau étudié, et il convient donc de déterminer expérimentalement la valeur de β avec un test
mécanique adéquat. Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes contentés de fixer empiriquement
la valeur de β, à partir de données expérimentales non spécifiquement dédiées à sa détermination.
Notons toutefois que la mise en place d’un test cyclique simple prévu à cet effet, comme suggéré par
Hughes, devrait probablement tenir compte des dimensions réduites (de l’ordre de la centaine de mi-
cromètres) des stents. Comme vérifié expérimentalement par Murphy et al. dans [156] pour l’acier
inoxydable 316L, le fait de considérer des matériaux de dimensions comparables à celle des "grains"
de leur structure peut conduire à des variations dans leur comportement mécanique (en comparaison
avec les résultats de tests mécaniques classiques, établis à échelle macroscopique).

La prise en compte de l’écrouissage a pour conséquence directe la modification du critère de
consistance (5.9), à partir duquel nous avons précédemment calculé le multiplicateur plastique dλ
(5.23). En effet :

f(σ, α, σ0) = σeq(σ − α)− σ0 =⇒ df(σ, α, σ0) =
∂f

∂σ
· dσ +

∂f

∂α
· dα+

∂f

∂σ0
· dσ0, (5.47)

où, de même que dans le chapitre précédent, ’ · ’ représente le produit scalaire entre deux tenseurs
d’ordre deux. Ce qui donne, pour le critère de consistance exprimé sous forme matricielle :

df(σ,α, σ0) = 0 ⇐⇒ ∂f

∂σ

T

dσ +
∂f

∂α

T

dα+
∂f

∂σ0
dσ0 = 0. (5.48)

Pour calculer les dérivées partielles du critère de Von Mises, nous reprenons la décomposition de f
(5.34) utilisée précédemment. Pour la première dérivée partielle détaillée en (5.41), on obtient ainsi :

∂f

∂σ
=

√
3

2
NT , (5.49)

où N désigne la normale à la surface de charge avec écrouissage.
De façon similaire, nous obtenons pour la deuxième dérivée partielle :

∂f

∂α
=

(
∂σeq

∂σ

)
h(σ,α)

(
∂h

∂α

)
(σ,α)

=

(
∂σeq

∂σ

)
σ−α

(−I9×9)

∂f

∂α
= −

√
3

2
NT . (5.50)

Notons de nouveau que les dérivées partielles de f par rapport à α dans (5.49) et (5.50) sont consi-
dérées comme des vecteurs lignes pour garantir la cohérence du calcul de dérivée. Comme expliqué
précédemment, nous utilisons par la suite la représentation sous forme de vecteur colonne.
Pour finir, la dernière dérivée partielle de f donne :

∂f

∂σ0
= −1. (5.51)

En utilisant l’expression des dérivées partielles dans (5.48), on obtient :

df(σ,α, σ0) =

√
3

2
NT (dσ − dα)− dσ0. (5.52)

Les expressions de dσ, dα, et dσ0 ayant été exprimées, respectivement en (5.22), (5.44), et (5.45), elles
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peuvent être réinjectées dans (5.52) :

df(σ,α, σ0) =

√
3

2
NT (dσ − dα)− dσ0

=

√
3

2
NTdσ −

√
3

2
NTdα− dσ0

=

√
3

2
NTC(dεtot − dεpl)−

√
3

2
NT

[
2

3
(1− β)H ′dεpl

]
− βH ′dε̄pl

df(σ,α, σ0) =

√
3

2
NTC dεtot −

√
3

2
NTC dεpl −

√
2

3
(1− β)H ′NTdεpl − βH ′dε̄pl.

Nous nous servons ensuite de (5.21) et (5.43) pour respectivement remplacer dεpl et dε̄pl par leurs
expressions équivalentes :

df(σ,α, σ0) =

√
3

2
NTC dεtot −

√
3

2
NTC

(√
3

2
dλN

)
−
√

2

3
(1− β)H ′NT

(√
3

2
dλN

)
− βH ′dλ

=

√
3

2
NTC dεtot − 3

2
dλNTC N− (1− β)H ′dλNTN︸ ︷︷ ︸

‖N‖=1

−βH ′dλ

=

√
3

2
NTC dεtot − dλ

(
3

2
NTC N + (1− β)H ′ + βH ′

)
df(σ,α, σ0) =

√
3

2
NTC dεtot − dλ

(
3

2
NTC N +H ′

)
.

En utilisant cette dernière expression pour df(σ) dans l’équation du critère de consistance (5.9), on
obtient finalement :

df(σ,α, σ0) = 0 ⇐⇒
√

3

2
NTC dεtot − dλ

(
3

2
NTC N +H ′

)
= 0

⇐⇒ dλ

(
3

2
NTC N +H ′

)
=

√
3

2
NTC dεtot

⇐⇒ 3

2
dλ

(
NTC N +

2

3
H ′
)

=

√
3

2
NTC dεtot

⇐⇒ dλ

(
NTC N +

2

3
H ′
)

=

√
2

3
NTC dεtot

df(σ,α, σ0) = 0 ⇐⇒ dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N + 2
3H
′ .

Le critère de consistance permet donc de retenir comme expression pour dλ :

dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N + 2
3H
′ . (5.53)

Notons que cette expression diffère de celle du modèle dont nous nous inspirons [152], pour deux
raisons. La première vient de la définition du multiplicateur plastique : dans [152], Hughes utilise
la définition alternative (5.1.2), dans laquelle figure la normale N au lieu de la dérivée ∂f

∂σ . Comme

expliqué précédemment, cette différence induit un facteur
√

2
3 d’écart par rapport à la définition de

dλ adoptée dans nos travaux, facteur qu’on retrouve dans (5.53).
La deuxième vient du fait que le produit matriciel NTC N est remplacé dans [152] par 2µ, où µ est le
second coefficient de Lamé (ou module de cisaillement), exprimé à partir du module d’Young E et du
coefficient de Poisson ν par :

µ =
E

2(1 + ν)
. (5.54)
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L’égalité NTC N = 2µ découle d’une propriété de la loi de Hooke pour les matériaux isotropes, que
nous détaillons dans la section suivante. Pour l’instant, nous conservons l’équation (5.53) en l’état.

De même que pour la plasticité parfaite, nous pouvons utiliser l’expression de dλ incluant l’écrouis-
sage (5.53) pour calculer une loi de comportement élasto-plastique Cep adaptée à partir de l’expression
de dσ. Soit :

dσ = C (dεtot −
√

3

2
dλN)

= C

[
dεtot − (NTC dεtot)N

NTC N + 2
3H
′

]

= C dεtot − C (NTC dεtot)N

NTC N + 2
3H
′

= C dεtot − C N(NTC dεtot)

NTC N + 2
3H
′

= C dεtot − C NNTC dεtot

NTC N + 2
3H
′

dσ =

(
C − C NNTC

NTC N + 2
3H
′

)
dεtot. (5.55)

Par conséquent, nous pouvons réécrire la relation incrémentale (5.27) entre dσ et dεtot avec une nouvelle
loi élasto-plastique Cep incluant le modèle d’écrouissage, soit :

dσ = Cep dεtot,

avec

Cep = C − C NNTC

NTC N + 2
3H
′ . (5.56)

5.1.4 Synthèse des équations plastiques

Nous regroupons dans cette partie certaines des équations qui ont été décrites dans le début du
présent chapitre. L’idée est de proposer un résumé des équations qui interviennent dans la résolution
du problème, détaillée dans la section suivante (5.2). Comme nous nous focalisons sur les aspects
algorithmiques, nous favorisons la forme matricielle des équations à leur forme tensorielle, les deux
étant équivalentes en termes de calculs. Par ailleurs, nous distinguons toujours la plasticité parfaite de
l’écrouissage, les deux modèles ayant été utilisés pour l’obtention de nos résultats.
Nous insistons sur le fait qu’aucune nouvelle information n’est apportée jusqu’à la section (5.2), et que
cette partie n’a pour objectif que de synthétiser les informations (denses) qui précèdent.

Plasticité parfaite

• L’équation à la base de la formulation du problème plastique est le critère de plasticité de Von Mises,
décrit par (5.2) et (5.3) :

f(σ) = σeq(σ)− σ0,

avec la contrainte équivalente

σeq(σ) =

[
1

2
(σxx − σyy)2 +

1

2
(σyy − σzz)2 +

1

2
(σzz − σxx)2 + 3σ2

yz + 3σ2
zx + 3σ2

xy

] 1
2

.

• La variation de déformation plastique est décrite par la loi d’écoulement associative (5.14) :

dεpl = dλ
∂f

∂σ
,
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qui peut également être exprimée en fonction du gradient normalisé (5.21)

dεpl =

√
3

2
dλN.

• Le multiplicateur plastique dλ est exprimé au moyen du critère de consistance (5.9) :

df(σ) = 0,

qui donne (5.23) :

dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N
.

• Cette dernière équation peut être réinjectée dans l’expression de dσ (5.12) :

dσ = C(dεtot − dεpl),

pour aboutir à la définition d’une loi de comportement élasto-plastique (5.28)

Cep = C− C NNTC

NTC N
,

telle que
dσ = Cep dεtot.

Plasticité avec écrouissage

• La prise en compte de l’écrouissage implique l’introduction de nouvelles variables dans le critère de
plasticité de Von Mises, qui devient (5.30) :

f(σ,α, σ0) = σeq(σ −α)− σ0,

où α est la contrainte de rappel, décrite par (5.44) :

dα =
2

3
(1− β)H ′dεpl,

σ0 est la limite élastique variable du matériau, décrite par (5.45) :

dσ0 = βH ′dε̄pl,

et ε̄pl est la variation de déformation plastique équivalente du matériau, décrite par (5.42) :

dε̄pl =

√
2

3

∥∥∥dεpl
∥∥∥ .

• L’ajout de nouvelles variables dans l’expression de f a pour conséquences la modification du critère
de consistance (5.48) :

df(σ) = 0 ⇐⇒ ∂f

∂σ

T

dσ +
∂f

∂α

T

dα+
∂f

∂σ0
dσ0 = 0,

• du multiplicateur plastique (5.53) :

dλ =

√
2

3

NTC dεtot

NTC N + 2
3H
′ ,

• et de la loi de comportement élasto-plastique (5.56) :

Cep = C − C NNTC

NTC N + 2
3H
′ .
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Figure 5.6 – Représentation de l’accumulation d’erreurs par la méthode explicite, dans le cas 2D. À chaque
itération, l’incrément de contrainte est cherché dans la direction de la tangente à la surface de charge. Le critère
de consistance étant pris en compte explicitement, l’utilisation de pas de temps élevés peut conduire à une
approximation trop grossière, et à l’obtention de contraintes incompatibles avec le régime plastique (f(σ) > 0).

5.2 Algorithme

Dans cette section, nous présentons différents algorithmes qui permettent d’intégrer à la résolution
les modèles de plasticité détaillés ci-dessus. Du point de vue algorithmique, l’objectif reste le même à
chaque pas de temps t→ t+ ∆t, à savoir la résolution du système mécanique linéarisé, présenté dans
le chapitre précédent en élasticité :

(M− hB− h2K)∆vt+h = hft(x,v) + h2Kvt.

L’utilisation d’un modèle plastique intervient dans le calcul des deux membres de l’équation :

— dans le calcul des forces internes présentes dans le membre de droite avec ft ;

— dans le calcul de la matrice de raideur K pour le membre de droite, et le membre de gauche.

Dans les expressions de cette section, nous utilisons l’indice n pour faire référence au pas de
temps courant. Ainsi les variables εn, σn, εn et σn représentent la déformation et la contrainte au
début de l’itération (formes matricielle et tensorielle). À la fin de l’itération, l’objectif est d’avoir
calculé l’incrément de contrainte ∆σn, pour obtenir un nouvel état de contrainte σn+1, en l’occurrence
en régime plastique.

5.2.1 Résolution explicite

La première option consiste à suivre le raisonnement qui a été présenté ci-dessus, pour calculer
l’incrément de contrainte, puis la matrice de raideur tangentielle qui en découle, directement à partir
des relations (5.27) et (5.56).
Plus précisément, l’idée est d’intégrer la relation variationnelle plastique entre contrainte et déforma-
tion, pour calculer l’incrément de contrainte. Ce qui donne :

∆σn =

∫ σn+1

σn

dσ =

∫ εn+1

εn

Cep(σ)dεtot. (5.57)

Comme mis en évidence par la dépendance deCep à l’état de contrainte courant σ, le calcul rigoureux de
l’intégrale en (5.57) à partir de (5.56) est une opération complexe. À la place, il est possible de calculer
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une approximation de l’intégrale, en considérant la loi de comportement élasto-plastique constante sur
l’itération. Soit :

∆σn =

∫ εn+1

εn

Cep(σn)dεtot = Cep(σn)∆εtotn . (5.58)

On peut ensuite calculer la matrice de raideur tangentielle en utilisant la nouvelle valeur trouvée pour
la contrainte :

Kt =

∫
Ω
Be

TCep(σn)BedΩ. (5.59)

Notons qu’avec cette méthode, le fait d’utiliser un modèle de plasticité parfaite ou un modèle avec
écrouissage ne change presque rien à la résolution. La seule différence sera l’expression utilisée pour
la loi de comportement élasto-plastique Cep : (5.28) en plasticité parfaite, et (5.56) avec le modèle
d’écrouissage mixte.
Il est important de souligner qu’en procédant de cette manière, l’approximation faite sur le calcul
de ∆σn résulte d’un calcul explicite, du fait de (5.58). Comme tout algorithme explicite, cette mé-
thode nécessite de travailler avec des pas de temps suffisamment faibles à chaque itération, pour éviter
l’accumulation d’erreurs. En l’occurrence, l’utilisation de pas de temps trop élevés peut conduire au
non-respect du critère de consistance, de telle sorte que l’état de contrainte s’éloigne progressivement
de la surface de charge (f(σ) > 0).
Une interprétation plus graphique consiste à voir la méthode explicite comme la recherche d’un incré-
ment de contrainte dont la direction est donnée par la tangente à la surface de charge. Cette direction
tangentielle est une approximation du premier ordre, qui conduit à l’estimation du nouvel état de
contrainte σn+1, dont l’expression fait directement intervenir le critère de consistance. En l’occurrence,
le fait de raisonner explicitement implique que la tangente est considérée à l’état σn, précédent. Il est
alors facile de voir que σn+1 ne respecte le critère de consistance que pour un incrément de déformation
(i.e. pour un pas de temps) infinitésimal. Si le pas de temps est élevé, l’approximation est grossière.
Cette accumulation d’erreurs, du fait de la résolution explicite, est illustrée dans le cas 2D sur la Figure
5.6.

Dans la mesure où le temps de calcul est une préoccupation principale dans nos travaux (et de
façon générale), il est donc nécessaire de recourir à une méthode implicite pour le calcul de ∆σn. Nous
utilisons la méthode du retour radial, très largement étudiée dans la littérature pour la résolution
algorithmique de déformations plastiques [157], [158], [152], [151].

5.2.2 Méthode du retour radial

Les algorithmes dits "de retour" (en anglais : return mapping algorithms) sont fondés sur une
méthode générique, qui permet de calculer une solution numérique approchée aux équations de la plas-
ticité : critère de plasticité (5.2), critère de consistance (5.9), loi d’écoulement associative (5.14), et
variation de contrainte plastique (5.12). Pour la présente étude, nous nous limitons à l’application de
la méthode au critère de plasticité de Von Mises, adapté à la représentation des métaux non poreux.
Dans ce cas particulier, la régularité du critère présente de nombreux avantages pour la résolution, et
justifie l’addition de l’adjectif "radial" au nom de la méthode, comme détaillé ci-dessous.
Une des premières descriptions de cet algorithme dans la littérature a été publiée par Wilkins en
1963 [157]. Dans ce qui suit, nous nous basons sur l’extension de cet article par Hugues dans [152], et
sur la définition d’un opérateur élasto-plastique tangent compatible, publiée par Simo et Taylor [151].
Nous nous appuyons également sur [159], [160] pour une description synthétique des articles précé-
dents, et sur le rapport technique très détaillé de Brannon [161] sur la justification et l’interprétation
des méthodes de retour.

De même que précédemment, nous commençons par présenter la méthode du retour radial dans
le cadre d’un modèle (simple) de plasticité parfaite. Dans ce contexte, le critère de Von Mises s’écrit
f(σ) = σeq(σ) − σ0, avec σ0 constant, et la surface de charge ne subit aucun changement au cours
de la déformation. Dans un second temps, nous détaillons les modifications à apporter en adoptant le
modèle mixte d’écrouissage. Pour rappel, le critère de plasticité est alors défini comme f(σ,α, σ0) =
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σeq(σ−α)−σ0, et la surface de charge peut être translatée et/ou dilatée dans l’espace des contraintes,
pendant la déformation.

Plasticité parfaite

En régime plastique, le principe de base des méthodes de retour consiste à décomposer l’incrément
de contrainte ∆σn, en deux éléments :

— un incrément de prédiction élastique, noté ∆σeln ,
— et un incrément de correction plastique, noté ∆σpln ,

de telle sorte que :
∆σn = ∆σeln + ∆σpln . (5.60)

Cette décomposition est illustrée par la Figure 5.7. La justification de ce raisonnement se trouve dans
l’équation (5.25), qui, pour rappel, permet d’exprimer dσ en régime plastique sous la forme :

dσ = Cdεtot − C NNTC dεtot

NTC N
.

Un point important est que cette équation ne fait appel à aucune approximation, mais seulement aux
équations de plasticité. Comme détaillé dans [161], (5.25) peut être réécrite sous la forme :

dσ = dσel − C N(NTdσel)

NTC N
, (5.61)

où nous définissons simplement dσel par

dσel = Cdεtot. (5.62)

L’intérêt de l’expression (5.61) est de pouvoir être interprétée dans l’espace des contraintes comme la
projection de dσel, sur la surface de charge, selon une direction donnée par le produit CN. Notons
qu’en réalité, les produits matriciels utilisés ici sont des produits scalaires entre tenseurs de même
ordre, ou des produits tensoriels entre tenseurs d’ordre 4 et d’ordre 2 (comme pour CN par exemple).
D’autre part, nous utilisons la notion de "direction" pour désigner la forme normalisée d’un vecteur
( v
‖v‖ ,v ∈ R9), dans l’espace des contraintes. De façon équivalente, nous évoquons la direction d’un
tenseur σ ∈ R3 × R3 pour faire référence à la direction du vecteur σ associé.
L’interprétation géométrique projective de (5.61) est rigoureusement justifiée dans [161], à la fois dans
les mêmes conditions que celles de nos travaux, mais aussi dans le cas général (critère de plasticité géné-
rique, surface de charge moins régulière, et loi d’écoulement quelconque). En l’occurrence, l’utilisation
du critère de Von Mises et d’une loi d’écoulement associative simplifie considérablement le problème.
En effet, le recours au critère de Von Mises implique que la direction de la normale à la surface de
charge N, qui est celle du gradient ∂f

∂σ , est déviatorique. Autrement dit :

tr(N) = 0. (5.63)

Nous utilisons ensuite la propriété suivante de la loi de Hooke pour les matériaux isotropes:

Propriété 5.1 ∀t ∈ R3 × R3, t déviatorique et symétrique =⇒ C : t = E
1+ν t.

Une démonstration peut être trouvée en annexe A.1, ou sous une forme alternative dans [161]. Notons
que dans la littérature, cette propriété est souvent écrite de façon plus synthétique, à partir du module
de cisaillement µ, comme défini en (5.54) :

C : t = 2µt. (5.64)

Dans le cas du critère de Von Mises, la conséquence est que la direction de retour CN est en fait
celle de la normale à la surface de charge 1 : N. Du fait de la régularité de la surface de Von Mises,

1. En réalité, la direction dépend aussi de l’hypothèse de loi d’écoulement associative, qui implique que dεpl et N
ne sont pas colinéaires. Dans le cas général, la variation de déformation plastique est décrite par un potentiel plastique
(5.13), qui n’est pas nécessairement égal au critère de plasticité (d’où des directions différentes).
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cylindrique dans l’espace des contraintes principales, la direction de projection est donc la direction
radiale, qui donne son nom à l’algorithme.
On peut alors réécrire (5.61) comme :

dσ = P (dσel), (5.65)

où P désigne l’opérateur de projection dans la direction de retour : ici N.

De même que pour la méthode explicite, l’objectif est ensuite d’intégrer (5.65), sur un pas de
temps, pour obtenir une expression de ∆σn. Pour cela, les méthodes de retour se basent sur l’hypothèse
que plusieurs des grandeurs mises en jeu sont constantes pendant l’itération [161], à savoir : la loi de
comportement C, la variation de déformation totale dεtot, la direction du gradient N, et dans le cas
général, la direction de dεpl. En l’occurrence, toutes ces hypothèses sont vérifiées dans le modèle de
comportement que nous adoptons :

— la loi de comportement élastique C est constante ;
— dεtot est supposée constante sur une itération, ce qui permet de considérer l’incrément de défor-

mation ∆εn connu avant calcul de σn+1 ;
— pour le critère de Von Mises, N indique la direction radiale à la surface de charge, et reste

constante pour tout déplacement de contrainte suivant cette direction ;
— l’utilisation d’une loi d’écoulement associative implique que la direction de dεpl est la même que

celle du gradient : N.
Pour l’intégration, nous nous plaçons dans le cas d’une itération de transition entre régime élastique et
régime plastique. Autrement dit, la contrainte en début d’itération, σn, est à l’intérieur de la surface
de charge (f(σn) < 0), et l’application d’un pas de temps purement élastique conduit à une contrainte
de prédiction élastique σeln+1, définie par

σeln+1 = σn + C∆εtot, (5.66)

se trouvant en dehors de la surface de charge (f(σeln+1) > 0). Dans ce cas, σeln+1 est irréaliste, et une
correction doit être apportée pour aboutir à une contrainte finale plastique, ramenée sur la surface
(f(σn+1) = 0). Ce principe d’itération élasto-plastique est illustré sur la Figure 5.7.
En tirant parti des propriétés de l’opérateur linéaire de projection mis en évidence dans (5.61), il est
possible de montrer, par intégration sur le pas de temps, que :

σn+1 = σeln+1 + α(N)σn+1 , (5.67)

avec α ∈ R. En d’autres termes : quelle que soit la part de déformation élastique (avant franchissement
de la surface de charge), la contrainte plastique finale peut être obtenue en projetant la contrainte de
prédiction élastique σeln+1 sur la surface de charge, dans la direction de retour. Notons qu’en l’occur-
rence, nous considérons arbitrairement la direction N en σn+1. En réalité, ceci n’a pas d’importance
pour le critère de Von Mises utilisé avec une loi d’écoulement associative : étant donné que la direction
de retour correspond à la direction radiale, elle ne varie pas entre la contrainte intermédiaire σeln+1 et
la contrainte finale σn+1, car la direction radiale de la surface de charge elle-même ne varie pas. Soit :

(N)σeln+1
= (N)σn+1 . (5.68)

Par ailleurs, toujours dans le cadre du critère de Von Mises, il est utile d’exprimer (5.67) en fonction du
tenseur des contraintes déviatorique s (ou s en notation vectorielle). Dans la mesure où (5.18) établit
la direction de s comme égale à celle de la normale, on peut simplement remplacer (5.67) par :

σn+1 = σeln+1 + βsn+1, (5.69)

où β ∈ R est un nouveau coefficient de proportionnalité. Nous pouvons noter que α et β sont reliés
par ‖s‖, mais ceci n’a aucune influence sur la suite des calculs.
La dernière étape est de calculer le coefficient de proportionnalité β en utilisant le critère de consistance,
exprimé en σn+1 :

f(σn+1) = 0 ⇐⇒ f(σeln+1 + βN) = 0. (5.70)
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σ1'

f(σ)=0
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σ2'

σeln+1Δσeln

Δσpln

σn+1

Figure 5.7 – Illustration de la méthode du retour radial, dans le cas 2D. Le principe de base des méthodes
de retour est de décomposer l’incrément de contrainte ∆σn en deux éléments : une prédiction élastique ∆σeln , et
une correction plastique ∆σpln . ∆σeln fait l’hypothèse que le pas de temps est en régime élastique pur. Lorsque
cette hypothèse n’est pas vérifiée, et que la contrainte σeln+1 obtenue est en dehors de la surface de charge, ∆σpln
permet de projeter σeln+1 sur la surface, selon une direction dépendant des hypothèses adoptées. Dans le cas du
critère de Von Mises et d’une loi d’écoulement associative, illustré ici, cette direction est la direction radiale à
la surface.

Notons qu’en remplaçant N par une direction générique de retour, (5.67) et (5.70) sont vraies, indé-
pendamment du critère de plasticité utilisé. La démonstration rigoureuse de l’obtention de ces deux
équations à partir de (5.61) est donnée par Brannon dans [161].

La principale approximation commise dans les méthodes de retour résulte du calcul de β, repré-
sentant l’amplitude de la projection. En effet, en fonction du critère de plasticité f utilisé, et du fait
que la loi d’écoulement soit, ou non, associative, une solution analytique de (5.70) peut être complexe à
obtenir. Dans le cas général, il convient alors de recourir à des méthodes de calcul implicites, basées sur
(5.70). Nous pouvons par exemple citer la méthode de la sécante, évoquée dans [161], ou la méthode
de Newton utilisée dans [160].
En l’occurrence, l’association du critère de Von Mises et d’une loi d’écoulement associative nous permet
d’obtenir une solution exacte pour β. L’idée est de raisonner séparément sur les parties déviatorique
et isotrope de (5.69). Pour cela, nous définissons l’opérateur isotrope T par :

T :

{
R3 × R3 −→ R3 × R3

t 7−→ 1
3 tr(t)I

. (5.71)

Associé à l’opérateur déviatorique D défini précédemment par (5.33), l’opérateur isotrope permet la
décomposition de tout tenseur d’ordre 2 en une partie déviatorique et une partie isotrope :

∀t ∈ R3 × R3, t = T (t) +D(t). (5.72)

Du fait de la linéarité de la trace, T et D sont des opérateurs linéaires. Ils possèdent par ailleurs les
propriétés suivantes :

∀t ∈ R3 × R3,

{
D ◦ D(t) = D(t),

T ◦ D(t) = 0.

(5.73)
(5.74)

Par ailleurs, il est possible d’étendre la définition de T et D à la forme vectorielle des tenseurs, en
appliquant simplement la notation vectorielle à T (t) et D(t) pour t ∈ R3 × R3. Par exemple :

T (t)T =
(
T (t)11 T (t)12 T (t)13 T (t)21 T (t)22 T (t)23 T (t)31 T (t)32 T (t)33

)T
.
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En commençant par appliquer l’opérateur déviatorique à (5.69), on obtient :

sn+1 = seln+1 + βsn+1. (5.75)

En changeant de coefficient de proportionnalité, on peut réécrire cette équation sous la forme :

sn+1 = ψseln+1, (5.76)

avec ψ ∈ R. Notons que nous laissons de côté la possibilité que β = 1 : dans ce cas de figure, seln+1 = 0,
ce qui implique, en plasticité parfaite, que f(seln+1) < 0, et que l’itération est en réalité en régime
élastique. Nous traitons cette éventualité dans la fin de cette section.
Pour le calcul de ψ, nous utilisons la forme déviatorique de f dans le critère de consistance. En effet,
du fait de la relation entre ‖s‖ et σeq(σ) (5.19), on peut exprimer le critère de plasticité (5.2) comme :

f(σ) =

√
3

2
‖s‖ − σ0. (5.77)

En réinjectant finalement dans l’expression du critère de consistance en σn+1, on obtient :

f(σn+1) = 0 ⇐⇒
√

3

2
‖sn+1‖ − σ0 = 0

⇐⇒
√

3

2
ψ
∥∥∥seln+1

∥∥∥ = σ0

⇐⇒ ψ =

√
2

3

σ0∥∥seln+1

∥∥ . (5.78)

En réinjectant l’expression de ψ dans (5.76), on trouve :

D(σn+1) = sn+1 =

√
2

3

σ0∥∥seln+1

∥∥seln+1. (5.79)

D’autre part, en appliquant l’opérateur isotrope à (5.69), on obtient, de façon similaire :

T (σn+1) = T (σeln+1) + βT (sn+1). (5.80)

Or,
sn+1 = D(σn+1) =⇒ T (sn+1) = T ◦ D(σn+1) = 0.

D’où :
T (σn+1) = T (σeln+1) =

1

3
tr(σeln+1)I. (5.81)

En combinant (5.79) et (5.81), le nouvel état de contrainte peut finalement être exprimé comme :

σn+1 =

√
2

3

σ0∥∥seln+1

∥∥seln+1 +
1

3
tr(σeln+1)I. (5.82)

Un point important à souligner est que (5.82) permet le calcul du nouvel état de contrainte unique-
ment à partir de la prédiction élastique σeln+1 sans approximation. Notons que nous retrouvons (5.82)
dans [152] et [161], sous une forme légèrement différente, mais équivalente. En effet, dans ces deux
études, le critère de plasticité de Von Mises est exprimé en fonction du second invariant du déviateur
des contraintes J2 et d’un paramètre matériau k (relié au rayon de la surface de charge), plutôt qu’en
fonction de la contrainte équivalente σeq et de la limite d’élasticité σ0. Il est toutefois possible de mon-
trer que les deux formes de f sont équivalentes, et conduisent aux mêmes équations, exprimées avec
un couple de variables différent.

Pour finir cette partie sur le calcul de σn+1 en plasticité parfaite, nous devons évoquer les cas où
l’itération n’est pas une transition élasto-plastique (f(σn) < 0 et f(σn+1) = 0), car purement élastique
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(f(σn) < 0 et f(σn+1) < 0) ou purement plastique (f(σn) = 0 et f(σn+1) = 0).
Pour le cas purement plastique, il est rapide de montrer que les équations (5.69) et (5.70), sur lesquelles
est basé le calcul de σn+1, sont toujours valables. De nouveau, la justification est donnée en annexe, et
s’appuie sur le détail des calculs de [161]. Dans ce cas, σn+1 est obtenue de la même façon : par calcul
du prédicteur élastique σeln+1, puis projection selon l’expression (5.82).
Enfin, le cas élastique est encore plus immédiat : le calcul du prédicteur élastique faisant l’hypothèse que
le pas de temps est purement élastique, il convient de vérifier cette affirmation, après avoir déterminé
σeln+1 , en calculant f(σeln+1). Nous avons alors deux possibilités.

— Soit f(σeln+1) ≤ 0, auquel cas l’hypothèse d’itération élastique pure est vérifiée, et on accepte
comme contrainte finale le prédicteur élastique :

σn+1 = σeln+1. (5.83)

— Soit f(σeln+1) > 0, auquel cas la déformation est suffisante pour faire entrer le matériau en régime
plastique, et on retombe dans un des deux scénarios précédemment décrits.

En fonction de la situation, il nous est donc possible de calculer le nouvel état de contrainte σn+1,
à partir de (5.82) ou (5.83). La procédure de retour radial résultant de ces différents cas de figure est
résumée par le pseudo-code de l’Algorithme 1.

Algorithme 1 Retour radial
1: procedure computeNewStress(σn, ∆εn, C, σ0)
2: σeln+1 ← σn + C∆εn . Calcul du prédicteur élastique
3: if f(σeln+1) ≤ 0 then . Régime élastique
4: σn+1 ← σeln+1

5: else . Régime plastique
6: σ ← 1

3 tr(σeln+1)
7: seln+1 ← σeln+1 − σI
8: σn+1 ←

√
2
3

σ0

‖seln+1‖
seln+1 + σI

9: end if
10: return σn+1

11: end procedure

Écrouissage mixte

Prendre en compte un modèle d’écrouissage complique, de façon générale, la résolution. Dans ce
cas de figure, la surface de charge est modifiée par la déformation plastique, et est donc susceptible
de varier au cours d’un pas de temps. Le système d’équations non linéaires qui en résulte est plus
complexe, car il comporte davantage de variables interdépendantes. Cependant, le principe de l’algo-
rithme de retour radial reste le même, et le modèle d’écrouissage mixte que nous adoptons présente,
de nouveau, des avantages au niveau de la résolution numérique.
De même que précédemment, nous utilisons l’algorithme présenté dans les travaux de Hugues [152]
pour le modèle d’écrouissage linéaire mixte, introduit initialement par Krieg et Key [154]. Pour le
détail précis du raisonnement et des équations mises en jeu, nous renvoyons le lecteur vers [153] (qui
traite le problème de façon très complète, y compris dans des cas plus généraux de plasticité).

En l’occurrence, les équations en plasticité parfaite (5.2), (5.9), (5.12) et (5.14), sont complétées
par les équations d’évolutions des variables internes : (5.44) pour la contrainte de rappel, et (5.45) pour
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la limite d’élasticité. Nous obtenons ainsi le système suivant :

f(σ,α, σ0) = σeq(σ −α)− σ0,

dεpl =

√
3

2
dλN,

dα =

√
2

3
(1− β)H ′dλN,

dσ0 = βH ′dλ,

complété par le critère de consistance en déformation plastique (avec écrouissage) :

df(σ,α, σ0) = 0,

et par les équations élasto-plastiques de contrainte/déformation (identiques au cas de plasticité par-
faite) :

σ = Cεel,

εel = εtot − εpl.

Rappelons enfin qu’avec écrouissage, la définition de la normale à la surface de charge prend en compte
la contrainte de rappel α :

N =
ξ

‖ξ‖
,

où ξ est défini par (5.31).
Comme expliqué dans [153], les hypothèses à la base de l’algorithme de retour radial en plasticité
parfaite peuvent être étendues au cas présent. Ceci revient à appliquer un schéma différences finies
d’Euler implicite aux équations du système ci-dessus, pour obtenir :

εpln+1 = εpln +

√
3

2
∆λNn+1, (5.86a)

σn+1 = C(εtotn+1 − ε
pl
n+1), (5.86b)

αn+1 = αn +

√
2

3
(1− β)H ′∆λNn+1, (5.86c)

σ0,n+1 = σ0,n + βH ′∆λ. (5.86d)

De même qu’en plasticité parfaite, les variables de prédiction élastique sont définies par :

σeln+1 = σn + C(εtotn+1 − εtotn ), (5.87)

et :
ξeln+1 = D(σeln+1)−αn. (5.88)

La première étape dans la méthode du retour radial consiste à reformuler (5.86b) pour y faire
figurer le prédicteur élastique σeln+1 :

σn+1 = Cεtotn+1 −Cεpln+1

= Cεtotn −Cεtotn + Cεtotn+1 −Cεpln+1

= Cεeln + Cεpln −Cεtotn + Cεtotn+1 −Cεpln+1

= σn + C(εtotn+1 − εtotn ) + Cεpln −Cεpln+1

= σn + C(εtotn+1 − εtotn )︸ ︷︷ ︸
σeln+1

−C(εpln+1 − ε
pl
n︸ ︷︷ ︸√

3
2

∆λNn+1

),
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soit :

σn+1 = σeln+1 −
√

3

2
∆λCNn+1. (5.89)

L’application de l’opérateur déviatorique de part et d’autre de l’égalité (5.89) donne :

D(σn+1) = D

[
σeln+1 −

√
3

2
∆λCNn+1

]
. (5.90)

Par linéarité de l’opérateur déviatorique, on obtient :

D(σn+1) = D(σeln+1)−
√

3

2
∆λD(CNn+1). (5.91)

De plus, comme la normale N est déviatorique, car colinéaire à la dérivée partielle de f par rapport à
σ, la propriété (5.1) implique que :

D(CNn+1) = 2µD(Nn+1) = 2µNn+1. (5.92)

D’où finalement :

D(σn+1) = D(σeln+1)−
√

3

2
∆λ2µNn+1. (5.93)

En réinjectant (5.93) dans l’expression (5.32) de ξ, on a :

ξn+1 = D(σn+1 −αn+1)

= D(σn+1)−D(αn+1)

ξn+1 = D(σeln+1)−
√

3

2
∆λ2µNn+1 −D(αn+1). (5.94)

En l’occurrence, dans le modèle d’écrouissage que nous adoptons, la loi évolutive de la contrainte de
rappel (5.44) garantit le fait que α est déviatorique, car αt=0 = 0 et α ∝ N avec N déviatorique. Par
conséquent :

D(α) = α. (5.95)

En combinant cette propriété à (5.94), on peut écrire :

ξn+1 = D(σeln+1)−
√

3

2
∆λ2µNn+1 −αn+1

= D(σeln+1)−
√

3

2
∆λ2µNn+1 −

(
αn +

√
2

3
(1− β)H ′∆λNn+1

)

= D(σeln+1)−αn −
√

3

2
∆λ2µNn+1 −

√
2

3
(1− β)H ′∆λNn+1

ξn+1 = ξeln+1 −

[√
3

2
∆λ2µ+

√
2

3
(1− β)H ′∆λ

]
Nn+1. (5.96)

Pour finir, en prenant en compte la définition de N avec écrouissage (5.31), on obtient :

‖ξn+1‖Nn+1 = ξeln+1 −

[√
3

2
∆λ2µ+

√
2

3
(1− β)H ′∆λ

]
Nn+1. (5.97)

L’équation (5.97) joue un rôle déterminant dans la méthode du retour radial, car elle traduit la
colinéarité entre Nn+1 et ξeln+1 :

ξeln+1 ∝ Nn+1, (5.98)

qui peut aussi être exprimée sous la forme :

Nn+1 =
ξeln+1∥∥ξeln+1

∥∥ . (5.99)
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En d’autres termes, et de façon similaire au cas de plasticité parfaite, il est possible, à partir du prédic-
teur élastique ξeln+1, d’évaluer exactement la normale à la surface de charge en fin d’itération. Notons
toutefois que cette propriété est valable dans notre cas d’étude, mais dépend fortement des hypothèses
utilisées (notamment du fait que D(α) = α, grâce à la loi évolutive choisie).

Grâce à l’équation (5.99), le produit scalaire de (5.96) par Nn+1 donne :

‖ξn+1‖ =
∥∥∥ξeln+1

∥∥∥− [√3

2
∆λ2µ+

√
2

3
(1− β)H ′∆λ

]
. (5.100)

Il est ensuite possible d’exprimer ‖ξn+1‖ en fonction de ∆λ, en utilisant le critère de consistance. En
effet :

f(σn+1,αn+1, σ0,n+1) = 0 ⇐⇒ σeq(σn+1 −αn+1)− σ0,n+1 = 0. (5.101)

En plasticité avec écrouissage, l’équation (5.19) en plasticité parfaite devient :

‖ξ‖ =

√
2

3
σeq(σ −α). (5.102)

D’où, pour le critère de consistance :

f(σn+1,αn+1, σ0,n+1) = 0 ⇐⇒
√

3

2
‖ξn+1‖ − σ0,n+1 = 0

⇐⇒ ‖ξn+1‖ =

√
2

3
σ0,n+1

⇐⇒ ‖ξn+1‖ =

√
2

3
(σ0,n + βH ′∆λ). (5.103)

En substituant ‖ξn+1‖ dans (5.100) par son expression en (5.103), on obtient :√
2

3
(σ0,n + βH ′∆λ) =

∥∥∥ξeln+1

∥∥∥−√3

2
∆λ2µ−

√
2

3
(1− β)H ′∆λ,[√

2

3
βH ′ +

√
3

2
2µ+

√
2

3
(1− β)H ′

]
∆λ =

∥∥∥ξeln+1

∥∥∥−√2

3
σ0,n,(

2µ+
2

3
H ′
)√

3

2
∆λ =

∥∥∥ξeln+1

∥∥∥−√2

3
σ0,n,

2µ

(
1 +

H ′

3µ

)√
3

2
∆λ =

∥∥∥ξeln+1

∥∥∥−√2

3
σ0,n.

Nous pouvons finalement exprimer ∆λ comme :

∆λ =

∥∥ξeln+1

∥∥−√2
3σ0,n

µ
√

6
(

1 + H′

3µ

) . (5.104)

Il est donc possible, dans le cas du modèle d’écrouissage mixte linéaire, de calculer de manière exacte
le multiplicateur plastique ∆λ, uniquement à partir des variables connues en début d’itération, et du
prédicteur élastique. Ceci permet ensuite de mettre à jour l’ensemble des variables internes à partir
des équations (5.86a)-(5.86d). L’équation (5.89) peut être préférée à (5.86b) pour la mise à jour de la
contrainte, dans la mesure où le prédicteur élastique est amené à être calculé en amont.
Notons que, dans le cas général, l’utilisation d’un modèle d’écrouissage non linéaire implique que la
forme de l’équation (5.96) est trop complexe pour être résolue directement. Il est alors nécessaire
de calculer ∆λ en utilisant une procédure itérative (par exemple de Newton-Raphson). Pour plus de
détails, le cas de figure correspondant est traité dans [153].

105



L’algorithme de retour radial avec écrouissage suit la même structure que l’Algorithme 1 en
plasticité parfaite. Le calcul du prédicteur élastique permet de déterminer si l’itération en cours est
entièrement élastique, ou post-plastique. Dans le cas élastique, le prédicteur élastique σeln+1 est adopté
comme nouvel état de contrainte, et les variables internes α et σ0 ne sont pas modifiées. Dans le
cas élasto-plastique, les variables sont mises à jour selon les calculs décrits ci-dessus. La procédure
correspondante est résumée par le pseudo-code de l’Algorithme 2.

Algorithme 2 Retour radial avec écrouissage
1: procedure computeHardeningNewStress(σn, αn, σ0,n, ∆εn, C, µ, H ′)
2: σeln+1 ← σn + C∆εn . Calcul du prédicteur élastique
3: if f(σeln+1,αn, σ0,n) ≤ 0 then . Régime élastique
4: σn+1 ← σeln+1

5: αn+1 = αn
6: σ0,n+1 = σ0,n

7: else . Régime plastique
8: ξeln+1 ← D(σeln+1)−αn
9: Nn+1 ←

ξeln+1

‖ξeln+1‖

10: ∆λ← ‖
ξeln+1‖−

√
2
3
σ0,n

µ
√

6
(

1+H′
3µ

)
11: σn+1 ← σeln+1 −

√
3
2∆λ2µNn+1

12: αn+1 ← αn +
√

2
3(1− β)H ′∆λNn+1

13: σ0,n+1 ← σ0,n + βH ′∆λ
14: end if
15: return σn+1, αn+1, σ0,n+1

16: end procedure

5.2.3 Opérateur tangent consistant

Dans la section précédente, nous avons détaillé le principe de retour radial pour le calcul des
incréments de contraintes, et mentionné son efficacité par rapport à d’autres algorithmes. En revanche,
nous n’avons pas apporté de modification sur le calcul de l’opérateur tangent Cep, qui intervient dans
l’expression de la matrice de raideur tangentielle (5.59).
Dans les faits, il est possible de calculer l’opérateur tangent avec (5.28) (ou (5.56) si écrouissage), en
utilisant la nouvelle contrainte σn+1 obtenue par l’algorithme de retour radial. Cependant, il a été
montré par Simo et Taylor [151] que le fait d’adapter l’expression de Cep à l’algorithme de retour
radial permet de conserver le taux de convergence quadratique de la méthode de Newton utilisée pour
la résolution incrémentale des équations de la mécanique. Ce raisonnement permet d’obtenir une ex-
pression modifiée de Cep, notée Cep∗, et appelée opérateur tangent consistant.

Bien que l’expression de Cep∗ soit présentée dans [151], nous nous appuyons davantage sur les
travaux de De Borst et Feenstra [162] ou Krabbenhoft [160], dans lesquels le formalisme adopté est
proche de celui utilisé ici. De même que pour l’algorithme de retour radial, nous distinguons les cas de
la plasticité parfaite et du modèle d’écrouissage mixte.

Plasticité parfaite

L’idée initiale pour l’obtention de Cep∗ est d’interpréter l’algorithme du retour radial comme
l’intégration de l’équation (5.22), qui devient, en notation matricielle :

dσ = C(dεtot −
√

3

2
dλN).
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Par simplicité pour la suite du raisonnement, nous utilisons la dérivée partielle de f par rapport à σ
plutôt que la normale à la surface de charge. Les deux étant liées par (5.15), on obtient pour le critère
de Von Mises :

dσ = C(dεtot − dλ
∂f

∂σ
). (5.105)

L’intégration est similaire à celle présentée pour la méthode explicite, à la différence que l’algorithme
du retour radial intègre directement la définition de dσ en plasticité (5.22) plutôt que l’expression
(5.27) faisant intervenir Cep, soit :∫ σn+1

σn

dσ =

∫ εn+1

εn

Cdεtot −
∫ λn+1

λn

C
∂f

∂σ
dλ,

∆σn = C∆εtotn −
∫ λn+1

λn

C
∂f

∂σ
dλ. (5.106)

On retrouve ainsi la décomposition (5.60) de ∆σn en un prédicteur élastique et un correcteur plastique
avec :

∆σeln = C∆εtotn , (5.107)

et

∆σpln =

∫ λn+1

λn

C
∂f

∂σ
dλ. (5.108)

L’expression du correcteur plastique est généralement approchée, en considérant le gradient de f
constant sur la trajectoire entre le prédicteur élastique σeln+1 et la contrainte finale σn+1 :

∆σpln ≈ ∆λC

(
∂f

∂σ

)
σk

, (5.109)

où σk est un état de contrainte intermédiaire entre σeln+1 et σn+1. Comme vu précédemment, dans
le cas du critère de Von Mises avec loi d’écoulement associative, l’approximation est exacte car la
direction du gradient ne varie pas pendant le retour radial. On a donc bien l’égalité :

∆σn = C∆εtotn −∆λC

(
∂f

∂σ

)
σeln+1

. (5.110)

Notons que l’équation (5.110) est rigoureusement équivalente à (5.67), dans la mesure où les directions
de N et de C ∂f

∂σ sont égales (comme détaillé précédemment). On a donc :

α(N)σeln+1
= ∆λC

(
∂f

∂σ

)
σeln+1

.

Il est par conséquent possible d’obtenir la valeur de ∆λ à partir du calcul de α présenté dans la section
précédente. On peut également, en suivant un autre raisonnement présenté en détail dans [162], obtenir
directement l’expression de ∆λ par utilisation du critère de consistance dans (5.60). On obtient alors :

∆λ =
f(σeln+1)(

∂f
∂σ

)T
σeln+1

C
(
∂f
∂σ

)
σeln+1

. (5.111)

Notons toutefois que (5.111) n’est exacte que dans le cas particulier du critère de Von Mises avec
loi d’écoulement associative. Dans le cas général, il s’agit d’une linéarisation à l’ordre 1 du critère de
plasticité f , en σeln+1. La justification détaillée de cette propriété est donnée dans [162].

Pour le calcul de l’opérateur tangent consistant, nous suivons les raisonnements (similaires) dé-
veloppés dans [162] et [160]. Nous commençons par définir une fonction Π à partir de (5.110) :

Π = −∆σn + C∆εtotn −∆λC

(
∂f

∂σ

)
σeln+1

= 0. (5.112)
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La différenciation de Π donne :

dΠ =

(
∂Π

∂εtot

)
dεtot +

(
∂Π

∂σ

)
dσ +

(
∂Π

∂λ

)
dλ = 0. (5.113)

Notons que les variables considérées dans (5.113) ne sont plus incrémentales (∆σn, ∆εtotn , ∆λ), car les
quantités constantes sur le pas de temps (σn, εtotn ) sont annulées par la différenciation. Par ailleurs,
pour simplifier les notations dans le calcul qui suit, nous abandonnons momentanément la notation(
∂f
∂σ

)
σeln+1

pour indiquer que le gradient de f est évalué en σeln+1. En l’absence de cette notation, nous

considérons implicitement que les quantités dépendant de la contrainte sont évaluées en σeln+1.
Le calcul des dérivées partielles de (5.113) à partir de (5.112) donne :

Cdεtot −
(
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)
dσ −C

∂f

∂σ
dλ = 0, (5.114)(

I9×9 + ∆λC
∂2f

∂σ2

)
dσ = C

(
dεtot − dλ

∂f

∂σ

)
. (5.115)

Un point important pour la suite du raisonnement est l’inversibilité de la matrice dans le terme de
gauche. Cette inversibilité n’est pas discutée dans [160] ou [162] car elle est assez rapide à établir dans
le cas du critère de Von Mises. Le raisonnement correspondant s’appuie sur le fait que la hessienne est
définie positive du fait de la convexité du critère de Von Mises, et sur le fait que ∆λ est strictement
positif.
En multipliant par l’inverse dans (5.115), on obtient :

dσ =

(
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)−1

C

(
dεtot − dλ

∂f

∂σ

)
. (5.116)

En définissant la matrice H par :

H =

(
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)−1

C, (5.117)

on peut réécrire (5.116) en :

dσ = H

(
dεtot − dλ

∂f

∂σ

)
. (5.118)

On retrouve dans (5.118) la même forme que l’expression de la variation de contrainte (5.105), en
remplaçant la matrice C dans (5.105) par H dans (5.118). Grâce à cette similarité, l’expression de
l’opérateur tangent cohérent Cep∗ peut être obtenue en suivant les mêmes étapes de calcul que pour
l’opérateur tangent classique Cep (équations (5.22) à (5.28)). L’application du critère de consistance :

∂f

∂σ

T

dσ = 0,

à partir de la nouvelle expression de dσ permet d’exprimer dλ comme :

dλ =
∂f
∂σ

T
Hdεtot

∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

. (5.119)

En réinjectant (5.119) dans (5.118), et en réordonnant le produit matriciel comme précédemment, on
obtient :

dσ =

(
H−

H ∂f
∂σ

∂f
∂σ

T
H

∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

)
dεtot. (5.120)

L’expression finale retenue pour l’opérateur tangent consistant est donc :

Cep∗ = H−
H ∂f
∂σ

∂f
∂σ

T
H

∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

. (5.121)

Notons au passage que cette expression est presque identique à celle de Cep établie pour la plasticité
parfaite (5.28), toujours à la différence près que la matrice C est remplacée par la matrice H.
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Écrouissage mixte

Le calcul de Cep∗ pour le modèle d’écrouissage mixte est très similaire à celui réalisé en plasticité
parfaite. La raison principale à ceci est que la plupart des équations plastiques sont identiques entre
plasticité parfaite et écrouissage, à partir du moment où les expressions de la normale N et de la dérivée
partielle de f par rapport à σ sont correctement adaptées. Pour rappel, dans le modèle d’écrouissage
mixte :

N =
ξ

‖ξ‖
=

∂f
∂σ∥∥∥ ∂f∂σ∥∥∥ .

Dans la suite de ce calcul, nous précisons les variables dont dépendent les grandeurs par la même
notation que précédemment :

N = (N)σ,α et
∂f

∂σ
=

(
∂f

∂σ

)
σ,α

.

À partir de ces définitions, plusieurs équations utilisées en plasticité parfaite pour le calcul de l’opérateur
tangent consistant peuvent être réutilisées dans le cas présent. La première de ces équations est (5.105),
dans laquelle seule l’expression de la dérivée partielle est à modifier :

dσ = C

[
dεtot − dλ

(
∂f

∂σ

)
σ,α

]
. (5.122)

De même qu’en plasticité parfaite, on peut intégrer cette équation sur l’itération, pour obtenir l’équi-
valent de (5.106) :

∆σn = C∆εtotn −
∫ λn+1

λn

C

(
∂f

∂σ

)
σ,α

dλ, (5.123)

puis approcher le terme intégral en considérant une valeur fixe pour la dérivée partielle, de façon
similaire à (5.109) :

∆σn ≈ C∆εtotn −∆λC

(
∂f

∂σ

)
σk,αk

, (5.124)

où σk est un état de contrainte intermédiaire entre σeln+1 et σn+1, et αk un état intermédiaire de la
contrainte de rappel entre αn et αn+1. Notons que l’état de prédiction élastique pour α est le même
qu’en début d’itération (i.e. αeln+1 = αn) car aucune déformation plastique n’est considérée avant σeln+1.

Le premier point important est que l’utilisation de l’écrouissage linéaire mixte permet de conserver
l’exactitude de l’approximation (5.124). En effet, comme vu précédemment dans l’algorithme du retour
radial, une conséquence de ce modèle d’écrouissage est l’égalité (5.99) :

Nn+1 =
ξeln+1∥∥ξeln+1

∥∥ .
Il est possible, en utilisant les équations (5.19) et (5.40) en écrouissage, de réécrire (5.99) pour faire
apparaître la dérivée partielle de f par rapport à σ. Pour commencer, (5.19) peut être réécrite :

‖D(σ)‖ =

√
2

3
σeq(σ), (5.125)

ce qui donne pour ξ :

‖ξ‖ = ‖D(σ −α)‖ =

√
2

3
σeq(σ −α). (5.126)

En réinjectant ce résultat dans (5.40), on obtient :

∂f

∂σ
=

3

2σeq(σ −α)
ξ =

√
3

2

ξ

‖ξ‖
. (5.127)
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D’après la définition de la normale avec écrouissage (5.31), on en déduit que :

∂f

∂σ
=

√
3

2
N. (5.128)

En s’appuyant sur les équations (5.127) et (5.128), on peut remplacer les termes à gauche et à droite
de l’égalité (5.99), respectivement par :

Nn+1 =

√
2

3

(
∂f

∂σ

)
n+1

=

√
2

3

(
∂f

∂σ

)
σn+1,αn+1

, (5.129)

et
ξeln+1∥∥ξeln+1

∥∥ =

√
2

3

(
∂f

∂σ

)el
n+1

=

√
2

3

(
∂f

∂σ

)
σeln+1,αn

. (5.130)

L’équation (5.99) peut finalement être réécrite :(
∂f

∂σ

)
σeln+1,αn

=

(
∂f

∂σ

)
σn+1,αn+1

. (5.131)

Comme pour (5.68) en plasticité parfaite, (5.131) signifie qu’il est possible, avec le modèle d’écrouissage,
de calculer exactement la dérivée partielle de f par rapport à σ en fin d’itération, à partir des données
de prédiction élastique (σeln+1, αn). Par conséquent, l’approximation (5.124) est exacte si on choisit
comme valeurs de référence celles du prédicteur élastique, soit :

∆σn = C∆εtotn −∆λC

(
∂f

∂σ

)
σeln+1,αn

. (5.132)

Toujours en suivant le même schéma qu’en plasticité parfaite, il est possible de définir une fonction
Π à partir de (5.132) sous la forme :

Π = −∆σn + C∆εtotn −∆λC

(
∂f

∂σ

)
σeln+1,αn

= 0. (5.133)

La contrainte de rappel α étant dépendante des variables déjà considérées (notamment λ), la différen-
ciation de Π reste similaire au cas parfaitement plastique. On a donc :

dΠ =

(
∂Π

∂εtot

)
dεtot +

(
∂Π

∂σ

)
dσ +

(
∂Π

∂λ

)
dλ = 0. (5.134)

De même que précédemment, lorsque ce n’est pas précisé, les quantités sont implicitement évaluées
en fonction des variables de prédiction élastique (σeln+1 et αn). En dehors de ce fait, et étant donnée
l’expression (5.133) de Π avec écrouissage, les dérivées partielles par rapport à εtot, σ, λ sont identiques
au cas de plasticité parfaite. On a donc également :

Cdεtot −
(
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)
dσ −C

∂f

∂σ
dλ = 0, (5.135)

et (
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)
dσ = C

(
dεtot − dλ

∂f

∂σ

)
. (5.136)

Logiquement, la matrice dans le terme de gauche est semblable au cas de plasticité parfaite. Elle est
donc inversible, et nous pouvons définir H comme précédemment :

H =

(
I9×9 + ∆λC

∂2f

∂σ2

)−1

C. (5.137)
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On retrouve ainsi une formule similaire à (5.118),

dσ = H

(
dεtot − dλ

∂f

∂σ

)
, (5.138)

à la seule différence que le calcul des variables prend en compte une contrainte de rappel α non nulle.

Comme en plasticité parfaite, les expressions de dσ dans (5.138) et (5.122) sont identiques en
substituant H à C. On peut donc, de la même manière, reproduire les étapes de calcul de l’opérateur
tangent classique avec écrouissage linéaire mixte (équations (5.47) à (5.56)). Le critère de consistance
avec écrouissage (5.48) :

df(σ,α, σ0) = 0 ⇐⇒ ∂f

∂σ

T

dσ +
∂f

∂α

T

dα+
∂f

∂σ0
dσ0 = 0,

associé à (5.138) permet d’obtenir l’expression suivante de dλ :

dλ =
∂f
∂σ

T
Hdεtot

H ′ + ∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

. (5.139)

En réinjectant (5.139) dans (5.138), et en réorganisant le calcul matriciel, on obtient l’expression finale
de dσ :

dσ =

[
H−

H ∂f
∂σ

∂f
∂σ

T
H

H ′ + ∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

]
dεtot, (5.140)

et celle de l’opérateur tangent consistant :

Cep∗ = H−
H ∂f
∂σ

∂f
∂σ

T
H

H ′ + ∂f
∂σ

T
H ∂f
∂σ

. (5.141)

Notons que contrairement à l’opérateur tangent classique, le facteur 2
3 n’est pas associé à H ′ au dé-

nominateur. Ceci est expliqué par le fait que nous utilisons en l’occurrence la dérivée partielle ∂f
∂σ

plutôt que la normale N, pour nous rapprocher des calculs de la littérature. En réalité, comme pour
la plasticité parfaite, les deux expressions sont identiques, à l’exception des matrices H et C.
Notons enfin que dans la résolution générale du problème mécanique, l’expression (5.121) ou (5.141)
de l’opérateur tangent consistent Cep∗ est mise à jour à chaque itération, puis utilisée à la place de la
loi de Hooke généralisée C dans le calcul de la matrice de raideur K par quadrature de Gauss comme
décrit précédemment par (4.65). La matrice ainsi obtenue, à partir de la linéarisation de la loi de
comportement, est appelée matrice de raideur tangente, et peut être notée Kt.

5.3 Résultats sur déploiement libre

Une fois le modèle de plasticité théorique décrit ci-dessus établi, nous implémentons celui-ci dans
un nouveau composant dédié, implémenté en C++ sous SOFA. La structure de ce composant est glo-
balement similaire à celle du composant décrivant des éléments poutres élastiques déjà présent sur
SOFA (BeamFEMForceField). Nous utilisons le nouveau composant sur la topologie des stents que
nous importons sous SOFA (selon la méthode décrite dans le chapitre 3) pour obtenir un maillage
d’éléments poutres connectés avec un comportement plastique. Dans cette section, nous présentons un
résultat préliminaire obtenu pour la simulation du déploiement libre du stent Presillion Plus (Cordis,
Santa Clara, Californie, États-Unis), de longueur 12 mm et de diamètre nominal 2, 5 mm et men-
tionné dans le chapitre 3. Cette simulation est confrontée à des données de vérités terrain, obtenues
expérimentalement.
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5.3.1 Modèle de ballon

Le dernier élément indispensable à la simulation de déploiement, que nous n’avons jusque là
pas évoqué, est la modélisation du ballon responsable de l’expansion du stent. Dans la revue de la
littérature présentée dans le chapitre 2, nous avons recensé plusieurs stratégies de représentation du
ballon, réparties dans l’ensemble en trois catégories :

— la représentation directe et réaliste du ballon, à travers un maillage éléments finis précis (le plus
souvent constitué d’éléments surfaciques) et un modèle de comportement mécanique spécifique ;

— la représentation indirecte du ballon par un déplacement imposé : soit à certains nœuds du stent,
soit à une surface cylindrique implicite entrant en contact avec le maillage de celui-ci ;

— la représentation indirecte du ballon par application de forces de déploiement sur la surface
interne du stent.

Comme évoqué précédemment, la conclusion des différentes publications recensées désigne la représen-
tation directe du ballon par éléments finis comme étant la seule stratégie suffisamment précise pour
reproduire les configurations transitoires du stent pendant le déploiement. Toutefois, pour les deux
autres méthodes, l’approximation du ballon par l’utilisation d’un déplacement imposé permet d’obte-
nir une déformation finale similaire à celle de la représentation réaliste, au prix d’un coût en calculs
significativement moins élevé. La dernière option, consistant à appliquer des forces de déploiement
directement sur la surface interne du stent, conduit à une approximation trop importante pour repro-
duire de façon fiable la configuration finale.
Bien que les phénomènes transitoires (en particulier le déploiement radial non uniforme, ou dogboning)
puissent influencer l’état final du système, l’objectif de nos travaux, en première intention, est d’obtenir
une estimation valide de la position finale du stent après déploiement. Cette information est en effet
la plus importante pour évaluer le risque d’éventuelles complications liées à la pose de stent : à la
fois du point de vue de la géométrie (en cas de présence de malapposition), et du point de vue de la
mécanique (si les contraintes exercées sur la paroi artérielle sont susceptibles de provoquer une pro-
lifération néointimale). Nous adoptons par conséquent une méthodologie similaire à l’utilisation d’un
déplacement contraint, de façon à limiter le coût de la représentation du ballon, tout en conservant un
certain niveau de précision. Cette dernière est par ailleurs évaluée expérimentalement, comme décrit
dans la section 5.3.2.

L’information à notre disposition pour guider la modélisation du ballon est la table de compliance,
fournie par le constructeur, et indiquant les diamètres (interne et externe) du stent en fonction d’une
pression d’inflation délivrée au ballon. Le diamètre nominal du stent correspond ainsi à une pression
nominale sur la table de compliance (typiquement autour de 11 atm), et peut être légèrement adapté
par augmentation ou diminution de la pression délivrée, en fonction des caractéristiques de l’artère
traitée. En pratique, le diamètre originel de l’artère sténosée est évalué par les cardiologues à partir des
images de coronarographie, afin de déterminer quel diamètre nominal de stent est le plus adapté pour
l’angioplastie. La table de compliance détermine donc directement le choix de la pression d’inflation
délivrée lors du déploiement.
Pendant la phase de gonflement du ballon, la pression appliquée à celui-ci est suffisamment élevée
pour exercer une contrainte forte vis-à-vis des déformations du stent et de l’artère. La configuration du
système {stent, ballon, artère} est donc presque entièrement déterminée par la forme du ballon lorsque
la pression atteint sa valeur nominale. Ceci explique probablement en partie pourquoi un modèle de
déplacement imposé permet de reproduire assez rigoureusement la configuration finale du stent, les
quelques différences avec un modèle réaliste pouvant être expliquées par des phénomènes spécifiques
à la présence de la membrane du ballon (notamment la friction lors des contacts avec le stent, ou la
protrusion de la membrane à travers les mailles).
Pour prendre en compte la table de compliance et la contrainte forte imposée par le ballon pendant
la phase de gonflement, nous choisissons de représenter celui-ci par un ensemble de nœuds constituant
une membrane virtuelle, chacun connecté à un nœud du stent par l’intermédiaire d’un ressort rigide.
Pendant la phase de déploiement, nous simulons une pression d’inflation croissante, et nous imposons
un déplacement radial aux nœuds de la membrane selon le diamètre correspondant sur la table de
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(a) (b)

Figure 5.8 – Illustration de la membrane virtuelle utilisée pour représenter indirectement le ballon. Sur
la figure (a), les nœuds de la membrane sont alignés avec les nœuds du stent dans la direction radiale, à un
diamètre légèrement supérieur déterminé par la pression d’inflation simulée et par la table de compliance du
stent. Sur la figure (b), les ressorts reliant les nœuds de la membrane à ceux du stent sont visualisés sous forme
de segments verts.

compliance. La direction radiale est calculée en chaque nœud du stent comme la direction définie par
le nœud considéré et son projeté sur la ligne médiane du stent. Cette dernière est par ailleurs recalculée
régulièrement pendant la simulation, de façon à être systématiquement conforme aux changements de
configuration du stent. La mise à jour des directions radiales est particulièrement nécessaire lorsque le
déploiement est contraint par un modèle de paroi courbe, imposant une configuration non rectiligne
au maillage. Les méthodes de calcul de la ligne médiane et de projection sont décrites plus en détail
dans la section 5.3.2 ci-dessous, dans le cadre de la validation expérimentale. Une illustration de la
membrane virtuelle est présentée sur la Figure 5.8.

La difficulté principale dans l’utilisation de la table de compliance pour guider la simulation vient
du fait que les constructeurs ne procurent pas de données pour les valeurs faibles de pression, typique-
ment en deçà de 8 ou 9 atm. Ceci s’explique notamment par le fait que le phénomène de déploiement
non uniforme (dogboning) déjà évoqué intervient généralement à des pressions inférieures à 5 atm. On
peut donc distinguer deux phases dans le déploiement : une première phase irrégulière, pendant laquelle
le stent reste initialement replié puis subit brutalement un déploiement non uniforme commençant par
les extrémités et terminant par la partie centrale ; et une phase plus régulière, dans laquelle le diamètre
du stent augmente uniformément et progressivement, permettant à celui-ci de conserver une forme
cylindrique.
Pour extrapoler la table de compliance aux valeurs de pression inférieures à 9 atm, nous choisissons
de reproduire ces deux phases de déploiement sous la forme d’un modèle linéaire par morceaux. Pour
les valeurs de pression renseignées dans la table de compliance (supérieures à 9 atm) la relation entre
pression et diamètre de déploiement est simplement obtenue par une régression linéaire des données
de la table. Notons que pour les modèles de stent utilisés dans nos expérimentations, cette approxima-
tion est raisonnable, les coefficients de détermination (R2) de la régression linéaire étant notamment
toujours supérieurs à 0, 97 pour dix à onze points de données. Une fois le modèle linéaire des pressions
supérieures à 9 atm établi, nous calculons un deuxième modèle linéaire pour les valeurs faibles, à partir
de deux points : le premier point correspond au diamètre du stent replié (lorsque la pression est de
0 atm), et le deuxième point à la valeur du diamètre obtenue pour le premier palier de pression sur
lequel le phénomène de dogboning n’est plus observé (typiquement 4 ou 5 atm, en fonction du modèle
de stent). Cette seconde valeur est calculée à partir de la relation linéaire issue de la table de com-
pliance. Pour finir, une zone de transition lisse est implémentée entre les deux parties linéaires pour
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éviter une discontinuité dans la variation du diamètre. Concrètement, si les deux parties linéaires sont
respectivement exprimées par :

d = a1p+ b1, (5.142)

et
d = a2p+ b2, (5.143)

avec d le diamètre du stent, p la pression d’inflation, et a1, b1, a2, b2 les paramètres des deux modèles
linéaires, alors la relation finale entre diamètre et pression a pour expression :

d =


a1p+ b1, pour p ∈ [0, p1]

kT + a2p+ b2 − k pour p ∈ [p1, p2]

a2p+ b2, pour p > p2

, (5.144)

où k est un paramètre du modèle lié à la courbure de la transition, en l’occurrence choisi égal à
5.10−4 mm, p1 et p2 sont les bornes inférieure et supérieure de la zone de transition lisse calculées par :

p1 = min

(
b1 − b2 + k

a2 − a1
,
b1 − b2 − k
a2 − a1

)
(5.145)

p2 = max

(
b1 − b2 + k

a2 − a1
,
b1 − b2 − k
a2 − a1

)
, (5.146)

et T est exprimé comme :
T = α(1− ω) + βω, (5.147)

avec :

α = tanh

(
[ln(2− daux)− ln(daux)]

[
1− 1√

2

]
[ln(2− daux) + ln(daux)]

)
+ 2daux − 1, (5.148)

β = tanh

(
[ln(1 + daux)− ln(1− daux)]

[
1− 1√

2

]
[ln(1 + daux) + ln(1− daux)]

)
, (5.149)

ω =
1

2

[
tanh

(
ln(1− daux)2 − ln(daux)2

3

)
+ 1

]
, (5.150)

daux =
a1p+ b1 − a2p− b2 + k

2k
. (5.151)

Un exemple du modèle de pression obtenu pour le stent Presillion Plus de diamètre nominal 2, 5 mm
est présenté sur la Figure 5.9, avec un agrandissement de la zone de transition sur la Figure 5.10.

Par rapport au fait d’imposer directement un déplacement aux nœuds du stent, l’utilisation d’une
membrane virtuelle et de ressorts rigides permet à la fois d’intégrer directement les données de la table
de compliance dans la simulation, mais aussi de stabiliser la résolution si l’augmentation de la pression
est accélérée. En première intention, nous ne cherchons pas à reproduire les phénomènes transitoires
de rayon non uniforme, mais ceux-ci pourraient être pris en compte en adaptant les propriétés des
ressorts selon la position longitudinale de chaque nœud.
L’association du modèle de membrane virtuelle pour le ballon et du maillage d’éléments poutres plas-
tiques déjà établi permet de simuler le déploiement libre complet d’un stent, jusqu’au dégonflement du
ballon (simulé par la décroissance progressive de la raideur des ressorts jusqu’à 0). Les résultats obtenus
grâce à ce modèle sont ensuite comparés à des données de vérité terrain obtenues expérimentalement,
comme détaillé ci-dessous.

5.3.2 Dispositif expérimental

La première étape de validation de notre simulation de déploiement de stent consiste à réaliser
expérimentalement le déploiement libre d’un stent, puis à comparer les données obtenues au résultat
d’une simulation reproduisant les mêmes conditions de déploiement. Comme nous l’avons mentionné
dans la revue de la littérature du chapitre 2, le fait de ne pas contraindre le déploiement par un modèle
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Figure 5.9 – Modèle de pression linéaire par morceaux lisse utilisé pour le stent Presillion Plus (longueur
12 mm, diamètre nominal 2, 5 mm). Les droites en vert représentent les deux parties linéaires du modèle. Les
cercles rouges correspondent aux données fournies dans la table de compliance par le constructeur, et les deux
cercles bleus (à 0 et 4 atm) aux données utilisées pour calculer la relation linéaire sur les valeurs de pression
faibles. La zone de transition lisse entre les deux parties est représentée par la courbe rouge, les points de
jonction étant symbolisés par deux cercles noirs.
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Figure 5.10 – Agrandissement de la partie de transition lisse, visible sur la courbe de la Figure 5.9.
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(a) (b)

Figure 5.11 – Photographies du dispositif expérimental utilisé pour l’acquisition des données micro-CT
pendant le déploiement d’un stent. (a) Le cathéter permettant l’inflation est fixé sur le rail du scanner, par
l’intermédiaire d’un bloc de polystyrène et de bande adhésive. Le stent est laissé libre pour ne pas influencer le
déploiement. (b) Inflateuse à manomètre permettant de contrôler la pression du ballon.

de paroi artérielle permet dans un premier temps d’évaluer le modèle de stent seul (notamment du
point de vue des éléments poutres plastiques, et de la représentation du ballon).

De même que pour la mesure des dimensions des stents, l’acquisition de données expérimentales
repose sur l’utilisation d’un scanner de microtomodensitométrie à rayons X (micro-CT), en l’occurrence
de modèle eXplore CT 120 (GE Healthcare, Chicago, Illinois, États-Unis). La manipulation consiste
à déployer un stent à l’intérieur du scanner, afin de réaliser plusieurs acquisitions à différentes étapes
stratégiques du déploiement. Pour limiter les mouvements, le cathéter par lequel se fait l’inflation est
fixé au rail du scanner, au moyen d’un bloc de polystyrène et d’une bande adhésive (approximativement
radio-transparents). Le gonflement du ballon est réalisé avec une inflateuse à manomètre, utilisée en
routine clinique, permettant de contrôler manuellement la pression. Le liquide de contraste normale-
ment injecté dans le ballon est ici remplacé par de l’eau, pour permettre la visualisation du stent y
compris lorsque le ballon est présent. À titre illustratif, des images du dispositif sont présentées sur
la Figure 5.11. De façon à calibrer au mieux le modèle de pression, nous réalisons les acquisitions
micro-CT en deux temps. Dans un premier temps, une acquisition est faite pour chaque incrément de
pression de 1 atm, afin d’identifier le plus précisément possible le palier à partir duquel le rayon du
stent déployé est uniforme (c’est-à-dire le palier de disparition du dogboning). Une dernière acquisition
est ensuite effectuée à la pression nominale du stent, pour être comparée à la simulation.

Dans un second temps, la comparaison des données expérimentales à la simulation est effectuée
grâce à un recalage rigide entre la géométrie des nœuds du maillage simulé et un ensemble de points
du stent segmentés sur les images micro-CT. La principale difficulté de cette comparaison réside dans
l’obtention d’un nuage de points représentant les mailles du stent, à partir des images.
La première étape dans la segmentation du stent consiste à restreindre manuellement le volume CT à
une région d’intérêt limitée au stent, comprenant les marqueurs radio-opaques situés aux extrémités
du ballon. Nous procédons ensuite à la détection automatique de ces deux marqueurs en trois temps,
comme illustré sur la Figure 5.12. Un premier filtrage médian (Figure 5.12, deuxième ligne), dans
un voisinage de dimension 3 dans les 3 directions, est utilisé pour atténuer les fluctuations locales dues
au bruit de reconstruction en étoile (mentionné dans le chapitre 3). Un seuillage adaptatif d’Otsu [163]
(troisième ligne) est ensuite appliqué pour isoler les hypersignaux métalliques des niveaux de gris plus
faibles du fond. La distinction entre les mailles du stent et les repères radio-opaques est simplement
effectuée par application d’une ouverture morphologique binaire avec un élément structurant plus grand
que les dimensions des mailles (quatrième ligne). Un étiquetage des composantes connexes et un tri
par taille permettent de ne conserver que les marqueurs, dont le centre de gravité est calculé pour la
suite de la segmentation. Notons que dans le cas où les marqueurs se sont pas visibles sur les images,

116



Figure 5.12 – Illustration de la détection automatique des marqueurs radio-opaques du stent sur les images
CT. Chaque colonne est associée à un plan d’observation (axial, coronal, sagittal). La première ligne représente
les images initiales. La deuxième ligne montre le résultat du filtrage médian, utilisé pour atténuer le bruit en
étoile provenant du stent. La troisième ligne correspond au résultat du seuillage adaptatif d’Otsu, permettant
d’isoler les hypersignaux des parties métalliques. La dernière ligne représente l’application d’une ouverture
morphologique binaire, permettant d’éliminer les signaux des mailles du stent.

l’utilisateur doit indiquer une position approchée de leurs centres.
L’étape suivante consiste en la détection des mailles du stent et est illustrée sur la Figure 5.13. Le
contraste des mailles est fortement pénalisé par le bruit en étoile mentionné précédemment, et doit donc
être rehaussé préalablement à tout seuillage. Le rehaussement est réalisé par des opérateurs combinant
les valeurs propres de la matrice Hessienne [164] (Figure 5.13, première ligne). Nous ne conservons
ensuite que les niveaux de gris qui sont des maximums locaux sur un voisinage de la dimension des
mailles (deuxième ligne). Ce traitement est réalisé coupe à coupe dans les plans transverses, sur lesquels
la structure de maximum local des mailles s’exprime le mieux. La ligne centrale des maximums est
obtenue en 3D par un simple algorithme d’amincissement binaire séquentiel [165]. On obtient ainsi un
ensemble de points binaires représentatifs des mailles du stent dans le repère du CT. Les dimensions des
voxels (données en entête du fichier DICOM contenant les images) permettent de passer facilement des
coordonnées en voxels aux coordonnées métriques. Un exemple d’illustration est donné sur la Figure
5.14.
La dernière étape consiste à calculer la ligne centrale des points obtenus sous la forme d’une courbe
NURBS 3D. Cette courbe est celle utilisée pour la procédure d’enroulement décrite dans le chapitre
3, mais aussi pour le recalcul des directions radiales dans la mise à jour de la membrane virtuelle.
Cette étape commence par le calcul de l’axe d’inertie des points du stent, permettant de regrouper les
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Figure 5.13 – Illustration de la détection automatique des mailles du stent sur les images CT. Chaque
colonne représente un plan d’observation (axial, coronal, sagittal). La première ligne représente le réhaussement
du signal des mailles par des opérateurs combinant les valeurs propres de la matrice Hessienne. La deuxième
ligne correspond à une sélection des niveaux de gris étant des maximums locaux sur un voisinage de la dimension
des mailles du stent.

Points représentatifs des mailles du stent, segmentés à partir des images CT
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Figure 5.14 – Exemple de points obtenus pour un stent par segmentation des images CT.
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modèle NURBS de la ligne centrale du stent, obtenu à partir des images CT
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Figure 5.15 – Exemple de courbe NURBS modélisant la ligne centrale d’un stent. Cette courbe est obtenue
par interpolation de centres d’inerties locaux du stent (carrés rouges).

points par intervalles équidistants de leurs coordonnées le long de l’axe. Chaque intervalle définit un
tronçon relativement transverse au stent (du fait des courbures globalement faibles) pour lequel il est
possible de calculer un centre d’inertie. La séquence de tous les centres d’inertie sert ensuite de support
au passage de la NURBS modélisant la ligne centrale. Nous envisageons deux types de construction
: par interpolation (avec un nombre de points de contrôle égal au nombre de points support), ou par
approximation (avec un nombre de points de contrôle inférieur au nombre de points support). La
deuxième option permet de régulariser la courbe lorsque les points sont bruités, mais donne lieu à des
simulations moins stables lorsque les directions radiales sont mises à jour pour la membrane virtuelle.
En première intention, nous utilisons donc dans tous les cas étudiés une méthode d’interpolation pour
la construction de la NURBS. Un exemple de courbe NURBS obtenue par interpolation est donné sur
la Figure 5.15.

La méthode décrite ci-dessus permet d’exprimer la ligne médiane des points du stent sous la forme
d’une courbe paramétrée, à la fois sur une acquisition micro-CT, et sur l’ensemble des nœuds du stent
exportés depuis la simulation. La comparaison des données du CT et de la simulation s’effectue ensuite
par un simple recalage rigide basé sur la matrice de passage entre l’axe d’inertie des points du stent sur
le volume CT, et l’axe d’inertie des nœuds simulés. Enfin, pour lever l’ambigüité pouvant apparaître
dans le cas d’un modèle axisymétrique, nous optimisons la distance euclidienne entre les deux nuages
de points en fonction de l’angle autour de l’axe principal d’inertie.
Nous présentons l’application complète de la méthode à un premier cas d’exemple simple dans la
section ci-dessous.

5.3.3 Application au déploiement libre d’un stent

Pour ce premier exemple d’application, nous étudions le déploiement libre du stent évoqué pré-
cédemment : le Presillion Plus (Cordis, Santa Clara, Californie, États-Unis), de longueur 12 mm, de
diamètre nominal 2, 5 mm, et de pression nominale associée 12 atm. En première intention, le maillage
présenté dans le chapitre 3 est utilisé avec le modèle d’élément poutre en plasticité parfaite. Au total,
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Figure 5.16 – Graphe représentant le rayon du stent déployé, calculé depuis les données simulées et le
volume CT, en fonction de la position longitudinale. La courbe correspondant aux données CT est représentée
en bleu et celle correspondant aux données simulées en rouge.

la topologie utilisée est composée de 1956 éléments poutres, associés à 2005 nœuds. Le Presillion Plus
étant composé d’un alliage cobalt-chrome (Co-Cr) L605, nous utilisons les paramètres mécaniques as-
sociés à cet alliage dans [166] : module d’Young E =243 GPa et limite d’élasticité σ0 =547 MPa. Nous
utilisons par ailleurs comme coefficient de Poisson ν = 0, 3. Le pas de temps est fixé à ∆t =1.10−6 s
sur l’ensemble de la simulation.

Le recalage rigide effectué entre la simulation à une pression de 12 atm et l’acquisition CT cor-
respondante permet de calculer plusieurs grandeurs géométriques pour la validation quantitative du
modèle. La comparaison repose sur l’association de chaque point du stent simulé au point le plus
proche sur la segmentation du volume CT. Les paires de points ainsi formées permettent de calculer
des valeurs moyennes de distance sur l’ensemble du stent. La première grandeur calculée est la distance
euclidienne moyenne entre les points de chaque paire : pour le Presillion Plus déployé à 12 atm, nous
obtenons la valeur de 170 µm. Une autre donnée d’intérêt est la distance radiale entre les points de
chaque paire, calculée comme la différence de rayon par rapport aux lignes médianes respectives des
deux représentations, en valeur absolue. Nous obtenons comme valeur moyenne de la distance radiale
80 µm, soit environ deux fois moins que la distance euclidienne moyenne.
Pour compléter l’information apportée par ces premiers indicateurs, nous calculons également le rayon
de déploiement du stent en fonction de la position longitudinale sur la ligne médiane, pour chacune
des deux représentations (CT et simulation). Pour chaque valeur de position longitudinale, le rayon
est estimé à partir des points du stent dont le projeté sur la ligne médiane est dans un voisinage de
la position étudiée. Le graphe de comparaison des deux rayons déployés est présenté sur la Figure
5.16. Les courbes obtenues montrent des oscillation de faible amplitude autour d’une valeur de rayon
d’environ 1, 3 mm, ce qui est cohérent avec le diamètre nominal annoncé par le constructeur (2, 5 mm).

L’analyse du graphe de la Figure 5.16 montre que le rayon du stent estimé sur le volume CT
est dans l’ensemble correctement approché par la simulation. Les oscillations observées sur le rayon du
stent simulé suivent la même tendance que le rayon estimé sur les données d’imagerie. Ceci est cohérent
avec la valeur moyenne d’erreur radiale relativement faible calculée sur l’ensemble du stent (80 µm),
dont l’ordre de grandeur est comparable à l’épaisseur des mailles du stent (50 µm). La distance eucli-
dienne moyenne supérieure (bien que restant sensiblement du même ordre de grandeur) indique que
l’écart entre la simulation et les données terrain est potentiellement plus important dans la dimension
longitudinale. L’analyse longitudinale du rayon renforce par ailleurs cette observation, avec une erreur
radiale plus importante aux extrémités du stent qu’au niveau de la partie centrale.

Les premiers résultats obtenus en déploiement libre pour le Presillion Plus montrent une précision
suffisamment fine par rapport à notre objectif clinique (les médecins disposant rarement en pratique
d’une précision interventionnelle de l’ordre de la dizaine de micromètres). Les écarts observés reflètent
un écart plus important en direction longitudinale qu’en direction radiale, dont l’amplitude reste ce-
pendant tolérable. Par ailleurs, le temps total de calcul est légèrement inférieur à une heure, pour une
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simulation lancée sur un seul fil d’exécution et sans optimisation sur une machine classique (Intel Xeon
E3-1270 v5, 3, 6 GHz, 16 GB RAM). Bien que ce temps de calcul soit environ dix fois supérieur au seuil
fixé pour une intégration en routine clinique, il est probable qu’une optimisation du code, notamment
par la parallélisation de certaines étapes de calcul (typiquement le calcul de la matrice de raideur de
chaque élément, à chaque itération), permettent sa diminution jusqu’aux valeurs recherchées. Dans
tous les cas, le temps de calcul et les résultats obtenus sans optimisation confirment l’efficacité des
éléments poutres pour la représentation du stent telle que mentionnée dans la littérature.
Pour compléter le résultat préliminaire présenté ici et nous rapprocher des conditions réelles de dé-
ploiement, l’étape suivante consiste en l’addition dans la simulation d’un modèle de paroi contraignant
le déploiement, ainsi qu’une validation expérimentale plus importante, en adéquation. La démarche
correspondante est présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6

Simulation de déploiement au contact de
l’artère

Dans les deux chapitres précédents, nous avons détaillé l’ensemble de notre méthodologie concer-
nant la simulation du stent seul, et avons présenté des résultats correspondant aux différents niveaux
de détail du modèle. La simulation du déploiement libre est un premier jalon important, dans la me-
sure où elle permet d’isoler le comportement du stent des autres facteurs (souvent complexes) qui
influencent le résultat final de l’intervention en conditions réelles. Comme nous l’avons mentionné dans
la synthèse du chapitre 2, la présence d’un modèle d’artère (plus ou moins précis), en particulier, a un
fort impact sur le comportement du stent en expansion. L’ajout d’une représentation de la paroi est
par conséquent une étape indispensable vers la mise en place d’une simulation plus réaliste, et plus
proche d’une utilisation en contexte clinique. Un élément important du modèle d’artère est le choix
d’inclure - ou non - une représentation de la plaque athéromateuse. En pratique, tous les déploiements
de stents sont effectués au contact d’une plaque, dont les caractéristiques dépendent de la pathologie
du patient traité. À terme, il est donc indispensable d’utiliser un modèle de plaque pour obtenir une
représentation réaliste du geste interventionnel. Cependant, nous choisissons en première intention de
procéder à une validation expérimentale de notre simulation, basée sur des fantômes d’artères artificiels
sans modèle de plaque. De façon similaire au déploiement libre, ceci permet d’isoler la spécificité la
plus basique de la paroi artérielle (contraindre le déploiement du stent) de ses autres caractéristiques
(anisotropie, interactions avec la plaque). Cette démarche constitue une étape intermédiaire vers une
simulation de déploiement plus réaliste, intégrant un modèle de plaque, et comparable à des données
in vivo. Bien que sortant du cadre immédiat de nos travaux, une telle simulation est étroitement liée à
nos objectifs cliniques. Les éléments correspondants sont développés dans les perspectives du dernier
chapitre.
Dans ce chapitre, nous détaillons l’intégration d’une paroi artérielle contraignant le déploiement du
stent dans notre simulation. Nous commençons par présenter les caractéristiques du modèle adopté,
en termes de dimension, de géométrie, ou de comportement mécanique. Ensuite, de même que pour
le déploiement libre, nous décrivons l’évaluation de la fiabilité de ce modèle par comparaison avec des
résultats expérimentaux. La dernière section est finalement dédiée à la présentation et à l’analyse de
nos résultats, sur une dizaine de déploiements.

6.1 Choix d’un modèle d’artère

6.1.1 Revue de la littérature

Dans le chapitre 2, nous avons recensé les différentes études de simulation de stent faisant interve-
nir un modèle d’artère, sans nous attarder sur les caractéristiques des modèles en question. Toutefois,
plusieurs différences importantes existent entre les stratégies utilisées, notamment pour le compor-
tement mécanique associé à l’artère, la géométrie de la paroi, ou encore les caractéristiques de la
discrétisation en éléments finis. Ces différences permettent une fois encore de favoriser davantage la
précision du modèle, ou le temps de calcul. Nous proposons ici une rapide synthèse des différentes
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Figure 6.1 – Illustration extraite de l’article de Holzapfel et al. [74], montrant des coupes histologiques
des trois couches de la paroi artérielle, séparées pour être chacune testée mécaniquement. De gauche à droite :
intima, média, et adventice.

possibilités, avant de détailler le type de modèle vers lequel nous nous sommes orientés.

Parmi les études recensées dans lesquelles aucun modèle de plaque n’est représenté, le comporte-
ment mécanique adopté pour la paroi est presque systématiquement hyperélastique. La loi de compor-
tement est représentée au moyen d’une fonction de densité d’énergie de déformation, qui peut prendre
plusieurs formes (polynomiale de degré 3 dans [93], de degré 6 dans [88], [85] et [110], modèle d’Ogden
du premier ordre dans [77], Néo-Hookéenne dans [110]). Les paramètres matériau qui la constituent
sont déterminés à partir de données expérimentales, en très large majorité (pour [96], [97], [88], [85],
[102], [108], [110]) issues d’une publication de Holzapfel et al. en 2005 [74]. Dans cette dernière, les
auteurs procèdent à des tests mécaniques exhaustifs en séparant les couches d’artères coronaires ex-vivo
(Figure 6.1) et en favorisant la direction longitudinale ou circonférentielle dans la découpe des éprou-
vettes de test. Lorsque les études qui réutilisent ces données mettent en place la simulation d’une paroi
artérielle isotrope, les résultats des tests de tension dans la direction circonférentielle sont retenus. Ceci
est justifié par le fait que la direction principale de réaction de la paroi face au déploiement (radial)
du ballon et du stent est la direction circonférentielle. Notons que quelques études ( [93], [102], [110])
ne se basent pas (ou pas uniquement) sur les travaux de Holzapfel et al. , mais que celles-ci restent
minoritaires. Par ailleurs, le comportement de la paroi est parfois approché par un modèle linéaire
élastique, comme par exemple dans l’étude de Capelli et al. [76]. Ceci peut être cohérent si la défor-
mation de la paroi reste faible (et donc dans le domaine linéaire), mais n’est plus réaliste dans le cas
de déformations importantes (en particulier si une plaque volumineuse est destinée à être réduite par
le déploiement du stent).
Un autre aspect caractéristique du comportement mécanique est le caractère isotrope ou anisotrope,
du modèle. Dans les faits, la composition de la paroi artérielle (saine) implique un comportement ani-
sotrope, autrement dit : la réaction du tissu pariétal à une déformation n’est pas la même selon la
direction dans laquelle s’effectue cette déformation. En pratique, la quasi-totalité des études recensées
a recours à un modèle isotrope. De nouveau, cette approximation est justifiable par le fait que la dé-
formation a lieu essentiellement dans une seule direction (radiale) lors du déploiement d’un stent.

En termes de composition, on peut noter une différence importante entre les articles dans lesquels
le modèle de paroi est simplifié en une unique couche de tissu, et ceux dans lesquels la distinction est
faite entre les différentes couches artérielles. Parmi ces derniers, on trouve des modèles dans lesquels les
trois couches sont représentées individuellement ( [96], [97], [88], [108]), et d’autres dans lesquels seules
deux couches sont distinguées (fusion intima/media dans [110]). L’approximation en une couche unique
et uniforme est également faite dans un nombre important d’études ( [76], [77], [89], [85], [102]). Nous
n’avons toutefois pas rencontré de publication dans laquelle la comparaison directe entre un modèle à
une couche et un modèle à plusieurs couches est effectuée.

Une autre caractéristique d’intérêt pour la simulation est la dimension des éléments utilisés pour
le maillage du modèle d’artère. De nouveau, on retrouve dans la très grande majorité des études une
discrétisation 3D de la paroi artérielle basée sur des éléments volumiques ( [96], [77], [97], [88], [93],
[85], [102], [108], [110]). Une exception notable est la publication de Capelli et al. [76], dans laquelle les
auteurs comparent l’efficacité d’éléments tétraèdriques et surfaciques (coques). Ils concluent (de façon
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similaire aux éléments poutres pour le stent) que l’utilisation d’éléments coques pour la paroi permet
de réduire significativement le temps de calcul de la simulation, tout en donnant un résultat proche
des éléments volumiques.
Pour finir, dans la littérature recensée, les modèles de paroi présentent une diversité importante en
termes de géométrie artérielle. Ceci inclut des modèles très simples de cylindres rectilignes ( [96],
[76], [97], [88], [93]), des géométries réalistes mais artificielles ( [77]), et des géométries personnali-
sées reconstruites à partir d’images médicales ( [76], [102], [108], [110]). L’intérêt des modèles les plus
complexes est de se rapprocher des conditions réelles de déploiement, celui des modèles plus simples
est d’isoler certaines caractéristiques des parois pour étudier séparément leur impact sur le déploiement.

L’ensemble des caractéristiques des modèles de parois décrits ci-dessus est présenté dans la table
6.1. Notons que cette synthèse ne concerne que les études n’incluant pas de modèle de plaque athéro-
mateuse dans la simulation. Les observations faites sur ces études sont cependant représentatives des
publications où le déploiement du stent est simulé dans une artère sclérosée. La différence principale
réside dans la modélisation de l’intima, qui peut être entièrement remplacée par une plaque d’athé-
rome, ou bien être représentée séparément et interagir avec celle-ci. De façon similaire, nous présentons
les caractéristiques des modèles de paroi pour les études incluant un modèle de plaque dans la table
7.1, disponible en annexe B.1.

6.1.2 Intégration à la simulation

Comme mentionné dans la section précédente, l’ajout d’un modèle de paroi dans la simulation
de déploiement repose principalement sur trois éléments : le choix d’une géométrie artérielle, d’une
méthode de discrétisation, et d’un comportement mécanique adapté. De façon générale, ces éléments
doivent être sélectionnés en adéquation avec le contexte de la simulation. Dans le cas de simulations
personnalisées, basées sur des scénarios réels, il est logique d’observer plus fréquemment l’utilisation de
modèles complexes, décrivant séparément chaque couche de la paroi comme un matériau anisotrope.
Bien que coûteux, ceci permet de reproduire de façon plus rigoureuse la réalité clinique, en particulier
lorsqu’une validation expérimentale est effectuée par comparaison à des images médicales. À l’inverse,
une simulation purement virtuelle peut présenter des objectifs différents et tolérer plus facilement la
présence d’approximations, par exemple en associant à la paroi un comportement linéaire élastique si
la déformation reste faible, ou en homogénéisant les couches artérielles.
Dans le cadre de nos travaux, nous procédons à une validation expérimentale du déploiement en
deux temps : d’abord en procédant au déploiement réel d’un stent sous contrôle tomodensitométrique
(micro-CT), puis en reproduisant les mêmes conditions de déploiement par simulation. Le résultat de la
simulation est ensuite comparé à la géométrie 3D du stent obtenue par imagerie pendant le déploiement.
Par rapport au déploiement libre, la validation d’une simulation avec un modèle d’artère nécessite donc
de contraindre réellement l’expansion du stent pendant le déploiement sous contrôle micro-CT. Dans
nos travaux, cette fonction est assurée par des fantômes d’artère coronaire en silicone (Sylgard 184,
Dow Corning, Midland, Michigan, États-Unis). La description du protocole expérimental de validation,
incluant le choix du silicone, ainsi que la conception et la fabrication des fantômes d’artère, fait l’objet
de la section suivante. L’utilisation du silicone comme matériau constitutif conditionne toutefois les
caractéristiques du modèle d’artère intégré à la simulation. Dans ce qui suit, nous supposons disposer
d’une géométrie artérielle surfacique (dont l’obtention est décrite dans la section suivante). L’objectif
est d’utiliser cette géométrie pour ajouter un modèle éléments finis de paroi artérielle dans la simula-
tion, capable d’interagir avec le stent.

Modèle de paroi

La première étape dans la représentation de la paroi est liée au modèle d’artère en lui-même. Le
fait que le fantôme à reproduire dans la simulation soit constitué de silicone nous permet plusieurs
approximations importantes par rapport à une vraie artère. À l’inverse de la composition complexe
de la paroi artérielle, il est tout d’abord possible de considérer la structure d’un volume de silicone
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Table 6.1 – Synthèse des principales caractéristiques du modèle de paroi artérielle, dans les études sur la simulation du déploiement (contraint) de stents, sans
modèle de plaque athéromateuse.

Année Auteurs Géométrie Dimension
(éléments finis) Couches artérielles Loi de comportement Isotropie Réf.

2008 Gijsen et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(tétraèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
données expérimentales :
[168] et [74])

Isotrope [102]

2009 Zunino et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(même épaisseur)

Hyperélastique (densité
d’énergie de déformation,
données expérimentales : [74])

Isotrope [96]

2010 Mortier et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(même épaisseur)

Fonction d’énergie
de déformation dédiée,
données expérimentales : [74])

Anisotrope [108]

2012 Capelli et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne),
et personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)
ou surfaciques
(coques)

Une couche uniforme Linéaire élastique Isotrope [76]

2012 De Bock et al. Géométrie réaliste
(modèle en silicone)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (modèle
d’Ogden d’ordre 1)

Isotrope [77]

2014 Martin et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(non précisé)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (données
expérimentales : [74])

Isotrope [97]

2015 Ragkousis et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Deux couches :
Intima/media et
adventice

• Intima/media : hyperélastique
Neo-Hookéen (données
expérimentales : [169]
• Adventice : Hyperélastique
(fonction d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 6,
données expérimentales : [74])

Isotrope [110]

2018a Chiastra et al. Géométrie de
bifurcation (ad hoc)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 6,
données expérimentales : [74])

Isotrope [88]
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Table 6.1 – (suite)

Année Auteurs Géométrie Dimension
(éléments finis) Couches artérielles Loi de comportement Isotropie Réf.

2018 Bokov et al. Modèle de pression
équivalente

- Une couche uniforme Linéaire élastique Isotrope [89]

2019 Shen et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 3,
données expérimentales : [170])

Non précisé
(isotrope
dans [170])

[93]

2019 Wei et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme
(intima)

Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 6,
données expérimentales : [74])

Isotrope [85]
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(a) (b)

Figure 6.2 – Courbes de contrainte-déformation correspondant à un test de tension uniaxial. (a) graphe
extrait de l’étude de Holzapfel et al. [74], pour treize échantillons de couche artérielle (media) testés dans la
direction circonférentielle. (b) courbes extraites de l’article de Johnston et al. [167], pour des éprouvettes en
silicone (Sylgard 184, Dow Corning, Midland, Michigan, États-Unis) vulcanisées à différentes températures.
Notons que sur le graphe (a), la déformation (stretch) est exprimée directement comme le ratio des longueurs
de l’échantillon au repos et déformé, alors qu’elle est exprimée sous forme de pourcentage sur le graphe (b).

comme homogène (sous l’hypothèse que la fabrication ait été réalisée avec succès). En conséquence,
nous adoptons un comportement isotrope pour le modèle de paroi simulé.
En termes de comportement, le silicone adopté (Sylgard 184) a fait l’objet d’une étude de caractérisation
mécanique par Johnston et al. dans [167]. Les résultats obtenus au moyen de tests de tension uniaxiaux
permettent de comparer le comportement du silicone aux données relevées par Holzapfel et al. [74] pour
le tissu artériel des différentes couches de la paroi. Un exemple de comparaison entre silicone et média
(dans la direction circonférentielle) est présenté sur la Figure 6.2. En premier lieu, la comparaison met
en évidence le fait que le seuil de déformation au-delà duquel le comportement n’est plus linéaire est plus
élevé pour le silicone (entre 40 et 60% environ) que pour le tissu artériel (entre 20 et 30% environ),
particulièrement lorsque la vulcanisation du silicone s’effectue à température ambiante (25◦). Par
ailleurs, le module d’élasticité correspondant à la partie linéaire des courbes de contrainte-déformation
est en moyenne plus important pour le silicone (∼ 1 MPa) que pour le tissu artériel (∼ 0, 1 MPa).
Ceci implique une résistance plus importante pour le premier, lorsque la déformation est suffisamment
faible pour être dans le domaine linéaire. En raison de ces deux propriétés du silicone, nous adoptons
pour le modèle de paroi simulé un comportement linéaire élastique correspondant aux données de
Johnston et al. [167] pour une vulcanisation à 25◦ (module d’Young E = 1, 32 MPa, coefficient de
poisson ν = 0, 4). Par ailleurs, étant donné l’uniformité et la faible épaisseur du modèle d’artère en
silicone, nous conservons dans la simulation un modèle de paroi purement surfacique. En première
intention, le maillage de ce modèle est constitué de triangles.

Interactions

Le deuxième point important dans l’intégration d’un modèle de paroi à la simulation est la prise
en compte des contacts entre celui-ci et le stent. Pour cette partie, nous nous appuyons entièrement
sur la modélisation des collisions déjà présente dans le logiciel SOFA. Nous en décrivons brièvement
les principes généraux ci-dessous.
La gestion des collisions sous SOFA est effectuée en deux étapes : une première étape de détection,
suivie d’une phase de résolution pour les collisions détectées. Parmi plusieurs méthodes implémentées
pour la phase de détection, nous nous appuyons sur un algorithme de force brute (Brute Force col-
lision detection). Comme son nom l’indique, le principe de cette procédure est de tester la présence
de contacts entre chaque paire d’objets susceptibles d’entrer en collision. La complexité d’une telle
méthode est en O(n2), où n représente le nombre de primitives pouvant entrer en contact. Pour en
améliorer l’efficacité, la détection des collisions dans SOFA est hiérarchique avec deux sous-étapes suc-
cessives : une détection grossière (broad phase), et détection fine (narrow phase). Pendant la première
phase, seules sont prises en compte des boîtes englobantes des différentes primitives, de façon à éli-
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(a) (b) (c)

Figure 6.3 – Illustration des différents aspects de la gestion des collisions sous SOFA. Le mécanisme de
mapping permet d’associer le modèle mécanique (a), à un modèle de collision composé de primitives géomé-
triques (b). La figure (c) montre les boîtes englobantes associées au modèle de collision et utilisées pour la
résolution des contacts. On peut voir par ailleurs que les axes des boîtes sont tous alignés, en l’occurrence sur
les axes du repère global.

miner facilement celles qui n’ont aucune chance d’entrer en contact à l’itération courante (c’est-à-dire
celles dont les boîtes englobantes n’ont pas d’intersection). En l’occurrence, le modèle implémenté sous
SOFA est celui des boîtes englobantes alignées sur les axes (AABB : Axis Aligned Bounding Boxes),
caractérisées par l’alignement de leurs axes sur ceux du repère global. Une hiérarchisation des volumes
englobants est de plus calculée en amont (Bounding Volume Hierarchy), de façon à éliminer directe-
ment les volumes mineurs (au sens de la hiérarchie) lorsque deux volumes majeurs sont écartés par la
phase de détection. Une illustration des boîtes englobantes est présentée sur la Figure 6.3. Une fois
les volumes susceptibles de contenir des collisions isolés, la détection fine consiste à tester les primitives
bas niveau du maillage, pour déterminer la présence éventuelle de contacts. Cette étape nécessite donc
une méthode spécifique, dont le rôle est de vérifier si deux primitives géométriques possèdent une in-
tersection. Parmi ceux disponibles sous SOFA, nous utilisons le composant MinProximityIntersection,
dans lequel sont implémentées les procédures de détection d’intersection triangle/point, ligne/point et
ligne/ligne. La procédure permet par ailleurs de définir une distance seuil, pour anticiper une collision
lorsque deux primitives sont suffisamment proches. Notons que la méthode d’intersection est aussi
utilisée pendant la détection grossière, entre les différents volumes englobants.

Une fois l’ensemble des collisions détectées, la deuxième étape consiste à calculer les réponses cor-
respondantes et appliquer les forces qui en résultent aux différents objets. Pour le calcul des réactions,
nous choisissons de modéliser les forces de contact sous la forme de contraintes basées sur des multi-
plicateurs de Lagrange. Ces contraintes sont prises en compte de la même façon que les contraintes
bilatérales assurant la cohésion du stent et présentées dans le chapitre 3. La principale différence réside
dans le fait que les lois sous-jacentes sont exprimées sous la forme d’inégalités (au lieu d’égalités pour
les contraintes bilatérales). Les contraintes de contact sont donc prises en compte de façon similaire,
avec une décomposition de la résolution en trois temps : déplacement "libre" calculé par résolution
d’un système mécanique classique, calcul des contraintes par résolution itérative d’un système met-
tant en jeu les multiplicateurs de Lagrange, puis correction du déplacement libre par application des
contraintes obtenues.
Pour finir, le lien entre le maillage de collision et le maillage mécanique est assuré par un procédé de
"mapping", également implémenté sous SOFA. le principe du mapping consiste à calculer une fonction
J (sous forme matricielle), permettant de passer des degrés de liberté q d’un objet parent, aux degrés
de liberté p d’un objet enfant :

p = J(q). (6.1)

La forme de la fonction J dépend du type de mapping adopté, dont plusieurs sont implémentés sous
SOFA (identité, barycentrique, linéaire, ...). Le procédé permet à la fois d’appliquer le déplacement du
modèle parent au modèle enfant, mais aussi de répercuter les forces appliquées au modèle enfant sur le
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modèle parent. L’intérêt d’une telle procédure est notamment de pouvoir affiner le niveau de détail de
chaque modèle, par exemple en utilisant un maillage très fin pour une représentation visuelle, qui sera
déformée selon le déplacement d’un maillage mécanique plus grossier, mais dont les déformations sont
physiquement réalistes. En l’occurrence, nous utilisons trois mappings dans notre simulation : un map-
ping identité entre le modèle mécanique du stent et le modèle de collision correspondant, un mapping
identité entre le modèle mécanique de la paroi et le modèle de collision correspondant, et un mapping
barycentrique entre les modèles mécanique et visuel de la paroi. Ces différentes représentations sont
illustrées sur la Figure 6.3.
Pour plus de détail sur la résolution des collisions sous SOFA, nous renvoyons le lecteur vers la do-
cumentation en ligne du logiciel 1, la publication de référence pour celui-ci [139], ou encore vers les
articles [116] et [118], cités dans le chapitre 2, dont l’implémentation est également faite sous SOFA et
met en jeu des procédures de contact similaires.

6.2 Validation expérimentale

Comme la section précédente le laisse envisager, l’introduction d’un modèle de paroi dans la si-
mulation est étroitement liée à la mise en place d’un protocole expérimental de validation pour le
déploiement contraint. L’intention d’une telle expérimentation est de limiter l’expansion du stent de
façon à se rapprocher au maximum des conditions de déploiement rencontrées lors de l’intervention.
Dans l’idéal, les données les plus réalistes auxquelles pourrait être comparée la simulation seraient des
données acquises in vivo, par exemple la position du système stent/paroi ou les contraintes mécaniques
en fin de déploiement. Il est néanmoins particulièrement complexe d’obtenir ce type d’information sur
des procédures intravasculaires comme la pose d’un stent (par définition peu invasives), à la fois en
raison de l’impossibilité d’observer directement l’état final, et de la dimension relativement réduite des
objets concernées (de l’ordre de 100 µm pour l’épaisseur des mailles du stent). Nous avons décrit dans
le chapitre 2 des méthodes d’imagerie intravasculaire (OCT et IVUS), qui permettent d’approcher cet
objectif par l’observation directe de l’intérieur de l’artère, avant et après la pose de stent. Leur utilisa-
tion en pratique pour comparaison à des données simulées est cependant un sujet de recherche actif,
que nous n’avons pas pu intégrer à la présente étude. Nous revenons sur ces éléments dans la partie
dédiée aux perspectives de nos travaux.
Faute d’accès direct aux données in vivo, une alternative consiste à concevoir un modèle d’artère arti-
ficiel, pour lequel, à l’inverse d’une vraie artère, de nombreux paramètres sont contrôlés (composition,
géométrie, comportement mécanique, ...). On désigne généralement ce type de représentation par le
terme de fantôme (en anglais : phantom). En plus d’une possibilité d’observation simplifiée, l’utilisation
d’un fantôme présente également un avantage de reproductibilité (à la fois pour sa conception et pour
les conditions d’expérimentation) par rapport à du tissu biologique in vivo ou ex vivo. En première
intention, nous choisissons donc de procéder à la conception de fantômes d’artère coronaire pour re-
cueillir des vérités terrains sur le déploiement de stents, qui peuvent être comparées aux simulations
correspondantes. Dans cette section, nous détaillons les différentes étapes du protocole expérimental,
de la création des fantômes d’artère à la comparaison avec la simulation.

6.2.1 Conception de fantômes d’artère

Une étape préliminaire à notre protocole expérimental est le choix du type de fantôme représentant
la paroi artérielle. Ce choix est principalement relatif à deux éléments : la géométrie de la lumière,
et le comportement mécanique, qui dépendent à la fois des matériaux utilisés, et de la méthode de
conception. Nous envisageons deux méthodologies de fabrication pour la création des fantômes : la
fabrication additive (impression 3D), et le moulage en silicone. Chacune de ces techniques présente
l’intérêt de pouvoir contrôler facilement la géométrie du modèle d’artère (directement pour l’impression
3D, et indirectement pour le moulage en silicone). Elles posent toutefois la question de la ressemblance à
une artère coronaire, notamment au niveau des matériaux constitutifs. Nous présentons leurs spécificités
respectives ci-dessous.

1. https://www.sofa-framework.org/community/doc/
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Figure 6.4 – Photographie de l’imprimante 3D Ultimaker 2 extended (Ultimaker, Utrecht, Pays-Bas).
Crédit : Yamid Espinel.

Fabrication additive

La fabrication additive, ou plus couramment impression 3D, désigne l’ensemble des procédés qui
permettent la création d’objets volumiques par empilement progressif de couches, selon une trajectoire
prédéfinie. La notion d’impression 3D est très large (avec de nombreuses applications allant jusqu’à
la construction de bâtiments), et peut être mise en œuvre à travers plusieurs technologies distinctes.
Pour une présentation globale des techniques d’impression 3D adaptées à la fabrication de fantômes
d’artères, nous renvoyons le lecteur vers la synthèse publiée par Abudayyeh et al. dans [171]. En l’occur-
rence, nous nous concentrons ici sur la méthode du Dépôt de Fil Fondu (DFF) (en anglais FDM : Fused
Deposition Modelling), qui consiste à extruder un matériau d’impression sous forme de filament solide.
La fusion du filament est réalisée à travers une tête d’impression, permettant le dépôt du matériau sur
un support, sur lequel sont reconstruites les couches constitutives successives de l’objet à fabriquer. Les
imprimantes grand public utilisant cette technologie sont parmi les plus répandues (car notamment
peu onéreuses), et sont dédiées à la fabrication d’objets relativement petits (dont les dimensions sont
typiquement de l’ordre de 1 à 10 cm). Pour nos travaux, nous avons accès à deux imprimantes 3D
fonctionnant par DFF : l’Ultimaker 3 et l’Ultimaker 2 extended (Ultimaker, Utrecht, Pays-Bas), dont
une photo est présentée en Figure 6.4.
L’avantage principal de l’impression 3D est le lien direct entre la conception du modèle 3D de paroi
artérielle, et sa réalisation concrète selon la même géométrie. Ceci permet de contrôler avec beaucoup
de précision la géométrie du fantôme (diamètre, longueur, régularité, courbure, présence d’une bifur-
cation, ...). En revanche, l’impression 3D présente deux limitations importantes : d’une part vis-à-vis
de la précision nécessaire pour l’impression de structures de la taille d’une artère coronaire (longueur
de quelques centimètres, diamètre d’environ 3 mm, épaisseur inférieure à 1 mm) ; et d’autre part au
niveau du comportement mécanique des matériaux imprimables.

Étant donné la généralisation récente de l’impression 3D, la littérature sur la fabrication additive
de fantômes d’artère est pour l’instant fragmentée, notamment au niveau des méthodologies utilisées.
L’objectif le plus courant que nous avons recensé est la réplique d’une intervention spécifique avant
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son déroulement, reposant sur l’impression d’une géométrie vasculaire personnalisée. Comme détaillé
dans [171], la méthode consiste à segmenter une région d’intérêt sur des images médicales tridimen-
sionnelles obtenues au préalable, puis à générer une trajectoire d’impression à partir de la géométrie
3D correspondante. Les matériaux utilisés varient selon la technique utilisée pour l’impression, elle-
même dépendant des moyens disponibles parmi les équipes cliniques s’intéressant à ce domaine. Nous
pouvons citer par exemple l’étude d’Oliveira-Santos et al. [172], dans laquelle les auteurs utilisent une
autre méthode d’impression (stéréolithographique) pour reproduire la géométrie de l’artère coronaire
gauche d’un patient en utilisant un matériau hybride ad hoc ; ou encore le courrier scientifique de
Diéguez et al. [173] dans lequel les auteurs rapportent l’utilisation d’une impression DFF de l’arbre
vasculaire aorto-coronaire, sans toutefois préciser le matériau d’impression mis en jeu. Un article plus
proche de nos travaux en termes d’objectifs est celui de Cloonan et al. [174], publié en 2014. Dans
celui-ci, les auteurs comparent la création de fantômes d’anévrisme de l’aorte abdominale par moulage
à la cire perdue (en anglais lost-wax casting ou investment casting), et par impression 3D. Contrai-
rement aux différents silicones utilisés dans le moulage, dont les caractéristiques sont documentées
dans la littérature, les deux matériaux d’impression propriétaires utilisés sont testés mécaniquement
pour déterminer les paramètres d’un modèle de comportement adéquat (hyperélastique). Ce modèle
est ensuite intégré dans une simulation éléments finis, qui est elle-même reproduite expérimentalement
sur un fantôme imprimé, pour validation. Les deux matériaux d’impression utilisés sont le TangoPlus
FLX930 (Eden Prairie, Minnesota, États-Unis, et Rehovot, Israël) et le HeartPrint Flex (Materialise,
Leuven, Belgique). L’imprimante utilisée pour le premier utilise la technologie Polyjet (décrite briè-
vement dans [171]), et aucune précision relative à l’impression n’est donnée pour le deuxième. Les
résultats expérimentaux indiquent des caractéristiques proches pour le silicone et les matériaux d’im-
pression 3D, et une concordance avec la simulation éléments finis (d’interaction fluide-matière).

Les quelques exemples de la littérature présentés ci-dessus illustrent la grande diversité existant
dans le domaine de l’impression 3D, à la fois au niveau des techniques d’impression, mais aussi des
matériaux utilisés. Comme souligné dans [171], certaines méthodes d’impression, comme la stéréolitho-
graphique, ou la technologie Polyjet, permettent une plus grande précision (notamment dans l’épaisseur
des couches successives). D’autres, comme le DFF, peuvent poser des difficultés à l’impression de ma-
tériaux flexibles, l’extrusion des filaments étant perturbée par leurs propriétés élastiques. Dans tous les
cas, l’utilisation de chaque méthode est conditionnée par son accessibilité, et la grande diversité des
technologies, souvent propriétaires, rend plus complexes les comparaisons.
Dans le cadre de nos travaux, nous réalisons des fantômes d’artère coronaire par FFD, au moyen
d’une imprimante Ultimaker 2 Extended. Deux matériaux propriétaires compatibles avec cette impri-
mante sont utilisés : le Filaflex (Recreus, Elda, Alicante, Espagne), présenté par le constructeur comme
"flexible", et le Flexifil (FormFutura, Nijmegen, Pays-Bas), présenté comme "semi-flexible". En tant
que preuve de faisabilité, nous procédons à la fabrication de fantômes selon deux géométries idéales :
une géométrie cylindrique rectiligne simple, et une géométrie cylindrique avec bifurcation (dont les
dimensions respectent la loi de Finet [175]). L’introduction d’une deuxième branche artérielle permet
notamment de tester la précision de l’impression 3D sur les détails de la bifurcation (en plus de pré-
parer la possibilité d’expérimentations plus avancées). Les dimensions des fantômes sont choisies de
façon cohérente par rapport aux artères coronaires : 5 à 7 cm de hauteur, 3 mm de diamètre, et 1 mm
d’épaisseur. Pour chacun des deux matériaux, un exemple de fantôme avec bifurcation est présenté
en Figure 6.5. Qualitativement, on remarque que l’utilisation de matériaux flexibles dans les dimen-
sions requises produit des irrégularités à l’impression, l’extérieur des fantômes présentant un aspect
"effiloché". Le phénomène est particulièrement marqué pour le Filaflex (plus flexible que le Flexifil).
Nous ne notons en revanche pas de défaut majeur dans la structure, y compris sur la surface interne
de la lumière. Par ailleurs, les deux matériaux sont également évalués de façon quantitative par test
de tension uniaxial, réalisé sur des éprouvettes standardisées. Le protocole de test et les résultats sont
comparés à ceux du silicone, dans la sous-section Comparaison.
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Figure 6.5 – Fantômes d’artère coronaire obtenus par impression 3D (DFF). Deux matériaux différents
sont représentés : un matériau flexible en (a) (Filaflex, Recreus, Elda, Alicante, Espagne) et semi-flexible en
(b) (Flexifil, FormFutura, Nijmegen, Pays-Bas). Les modèles présentés correspondent à une géométrie idéale
cylindrique de bifurcation, dont les dimensions respectent la loi de Finet [175]. Crédit : François Wastable.

Moulage en silicone

En parallèle de l’impression 3D, nous nous intéressons à la conception de fantômes en silicone
Sylgard 184 (Dow Corning, Midland, Michigan, États-Unis), dont l’utilisation pour la création de mo-
dèles d’artère est largement documentée dans la littérature. On trouve par exemple la fabrication de
fantômes d’artère coronaire dans [176] et [177], cérébrale dans [178], carotide dans [179] et [180], et
aortique dans [181]. Dans chacune de ces publications, des fantômes d’artères sont fabriqués à base de
silicone Sylgard 184, selon différentes méthodes et pour différentes applications.
Les études ci-dessus permettent par ailleurs de souligner la difficulté de produire un fantôme en sili-
cone facilement déformable (compliant), dont le comportement mécanique soit suffisamment proche de
celui d’artères réelles pour être utilisé expérimentalement. Ceci n’est pas nécessairement un problème
lorsque les fantômes sont utilisés uniquement à des fins d’imagerie, par exemple pour de la Vélocimé-
trie par Image de Particules (ou PIV : Particle Image Velocimetry) dans [180], ou de l’imagerie OCT
dans [177]. Il est alors généralement possible d’avoir recours à un fantôme dont l’épaisseur n’est pas
limitée, ce qui rend plus facile sa fabrication. En revanche, lorsque l’expérimentation mise en place
requiert un comportement mécanique réaliste de la part du fantôme, il est indispensable de pouvoir
contrôler précisément son épaisseur, de façon à s’approcher d’une vraie structure vasculaire. Ceci peut
s’avérer complexe lorsque l’épaisseur envisagée est particulièrement faible (typiquement inférieure à
1 mm pour une artère coronaire).

Plusieurs méthodes existent pour fabriquer des fantômes artériels présentant de telles dimensions.
Dans [176], Baer et al. immergent à plusieurs reprises une tige d’acier inoxydable dans le silicone sous
forme liquide, de façon à déposer sur celle-ci des couches successives de matériau. Une fois l’épaisseur
visée atteinte, le retrait de la tige permet d’obtenir un cylindre de silicone creux, et d’épaisseur très
faible (150 µm). Cette méthode est cependant limitée par la difficulté de contrôler précisément et
uniformément l’épaisseur de la paroi du fantôme, et par le fait que des géométries plus complexes,
telles que des bifurcations ou des tortuosités vasculaires, posent problème lors du retrait de la tige.
Une autre méthode plus répandue consiste en la réalisation de deux moules distincts : un moule interne,
correspondant à la géométrie de la lumière artérielle, et un moule externe englobant le premier, de façon
à dessiner une cavité dans laquelle le silicone est injecté. L’épaisseur de l’espace entre les deux moules
correspond donc à l’épaisseur souhaitée pour la paroi du fantôme. De façon générale, ce procédé s’appuie
sur la technique de la cire perdue, évoquée dans la section précédente. L’idée de cette méthode est de
réaliser un moule dans un matériau spécifique, dont la fusion s’effectue à température plus faible que
celle du matériau constitutif du moulage. Lorsque l’ensemble {moule, modèle} est stabilisé, une montée
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Figure 6.6 – Illustration extraite de l’article de Yazdi et al. [181], montrant les deux moules utilisés pour la
création d’un fantôme d’artère. Le moule interne, à gauche, est destiné à être encastré dans le moule externe (en
coupe, à droite). Dans cette configuration, la distance entre les deux détermine l’épaisseur finale du fantôme.
Pour récupérer ce dernier, les moules (imprimés en 3D par DFF d’ABS) sont dissouts dans un bain d’acétone.

en température progressive permet de faire fondre le matériau constitutif du moule, ne laissant que
le modèle souhaité. Le nom du procédé vient du fait que la cire était historiquement utilisée comme
matériau pour le moule, mais le développement des connaissances dans le domaine permet aujourd’hui
une plus grande diversité dans le choix des matériaux et des techniques utilisées.
La méthode par cire perdue est utilisée par Yousif et al. dans [180], ainsi que par Chueh et al. dans [178]
et par Yazdi et al. dans [181] (Figure 6.6). Dans les deux dernières études, les moules internes et
externes sont imprimés en 3D par DFF à partir d’un polymère rigide d’acrylonitrile butadiène styrène
(ABS). Après injection et vulcanisation du silicone, l’ensemble {moule, fantôme} est trempé dans un
solvant chimique (xylène dans [178] et acétone dans [181]) pendant plusieurs heures, de façon à dissoudre
l’ABS sans altérer le modèle en silicone (chimiquement neutre). Ceci permet de produire des fantômes à
la géométrie arbitrairement complexe, tout en conservant un comportement mécanique réaliste. Notons
par ailleurs que dans l’article de Okamoto et al. [179], les auteurs utilisent une combinaison des deux
méthodes (cire perdue et couches successives par immersion) de façon à produire un fantôme d’artère
sténosée dans lequel deux silicones différents sont utilisés pour représenter la paroi saine, et la plaque
athéromateuse. Pour une synthèse globale détaillant les méthodes évoquées ci-dessus, nous renvoyons
le lecteur vers l’article de Yazdi et al. [182].

Étant donné son emploi fréquent pour la création de fantômes artérielles, et ses propriétés méca-
niques relativement proches de tissus biologiques ( [167], [174]), nous choisissons d’utiliser également
le silicone Sylgard 184 pour la fabrication de fantômes d’artère coronaire par moulage. Par ailleurs,
nos travaux font partie de ceux dans lequel le comportement du fantôme doit être relativement réaliste
(compliant), du fait de son rôle prépondérant pendant le déploiement d’un stent. Nous adoptons par
conséquent une stratégie proche de celles présentées dans [178] et [181], en concevant un moule en deux
parties : un partie externe correspondant à la surface externe du fantôme et délimitant son épaisseur, et
une partie interne dont la géométrie représente la lumière. Les deux parties sont imprimées en 3D par
DFF (imprimante Ultimaker 2 extended), la partie externe étant fabriquée en ABS, et la partie interne
en alcool polyvinylique (PVA), ce dernier ayant pour propriété d’être soluble dans l’eau. La Figure
6.7 illustre les différentes parties du moule. Les éléments gris correspondent au moule externe, en ABS,
fermé hermétiquement pour l’injection du silicone par un ensemble de cinq vis et écrous. À l’intérieur
est disposée au préalable la partie interne (blanche) en PVA, dont les extrémités sont maintenues par
rétrécissement de la cavité du moule en ABS.
La préparation du silicone est effectuée par mélange d’une base et d’un agent vulcanisant, selon un
ratio 10 : 1 comme recommandé par le fabricant. Cette étape peut causer l’apparition de nombreuses
bulles d’air au sein du composé liquide : celles-ci sont éliminées avant le moulage en plaçant le silicone
liquide sous une cloche à vide. Une fois la préparation terminée, le silicone est injecté au moyen d’une
seringue dans le moule comme présenté sur la Figure 6.7 (c). Ce dernier est positionné à la verticale,
de façon à ce que le silicone soit injecté par le haut. Nous laissons le silicone vulcaniser pendant 2 à 5
jours à température ambiante (24◦). Ceci permet d’éviter un phénomène de durcissement que causerait
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Figure 6.7 – Photographies du moule utilisé pour la fabrication de fantômes d’artère coronaire en sili-
cone. L’exemple présenté est celui d’une bifurcation à géométrie idéale. Le moule est constitué d’une partie
interne (blanche) en PVA, et d’une partie externe (grise) en ABS. L’ensemble est hermétiquement fermé lors de
l’injection du silicone par un ensemble de vis et écrous. Crédit : François Wastable.

Figure 6.8 – Photographie d’un fantôme d’artère coronaire en silicone, à travers lequel est passé un guide
utilisé pour les procédures d’angioplastie (de diamètre 0, 014", soit environ 0, 36 mm). La géométrie du modèle
est celle d’une bifurcation artérielle idéale. Les graduations de l’échelle visible sur la droite correspondent à
1 mm.

une vulcanisation plus rapide effectuée à haute température (comme mis en évidence par Johnston et
al. [167]). Passé ce délai, le moule externe est ouvert, de façon à dégager le fantôme en silicone, à
l’intérieur duquel se trouve encore la tige en PVA. L’ensemble est ensuite immergé dans l’eau pour
permettre la dissolution du PVA. Étant donné que la majeure partie de ce dernier n’est pas en contact
direct avec l’eau (car protégée par le silicone), sa dissolution complète peut requérir plusieurs jours.
Pour accélérer le processus, nous plaçons le fantôme dans un bain à ultrasons, qui accélère mécanique-
ment la dissolution du PVA sans endommager le silicone. Ceci permet d’obtenir un résultat satisfaisant
en quelques heures. La photographie d’un fantôme en silicone obtenu par ce procédé est présentée sur
la Figure 6.8. Les propriétés du Sylgard 184 sont évaluées de la même façon que celles des matériaux
d’impression 3D, de façon à déterminer quelle méthode est la plus pertinente dans le cadre de notre
étude. La comparaison est présentée dans la section suivante.

Comparaison

Plusieurs facteurs sont à considérer dans la comparaison des deux méthodes de fabrication en-
visagées pour les fantômes, principalement en termes de temps d’exécution, de qualité des modèles
obtenus, et de comportement mécanique.
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Figure 6.9 – Dimensions des éprouvettes standard utilisées dans les tests de tension uniaxiaux. (a) Norme
NF EN ISO 20753 pour matériaux plastiques, dimensions du type 1A (en mm) : L = 115± 1, L0 = 50, 0± 0, 5,
L1 = 80 ± 2, 104 ≤ L2 ≤ 113, L3 ≥ 150, b1 = 10, 0 ± 0, 2, b2 = 20, 0 ± 0, 2, h = 4, 0 ± 0, 2, 20 ≤ r ≤ 25. (b)
Norme ISO 37 pour caoutchoucs vulcanisés (dimensions du schéma en mm).

En ce qui concerne le temps nécessaire à la production d’un fantôme, nous ne notons pas de diffé-
rence significative entre les deux procédés. En théorie, l’impression 3D d’un modèle aux dimensions
considérées est relativement rapide (de l’ordre d’une heure), mais l’utilisation de matériaux flexibles
augmente les risques de défaillance pendant l’impression (blocage du filament extrudé, obstruction de
la tête d’impression), et par la même occasion le temps moyen nécessaire à l’obtention d’un fantôme.
Par ailleurs, les impressions de plusieurs fantômes ne peuvent pas être parallélisées, faute de disposer
de plusieurs imprimantes. À l’inverse, la méthode par moulage de silicone est beaucoup plus longue
(48 à 120h de vulcanisation, et plusieurs heures pour la dissolution du PVA), mais peut être facilement
parallélisée (sous réserve d’imprimer au préalable plusieurs moules, qui peuvent ensuite être réutilisés).
La présence d’irrégularités à la fabrication est beaucoup plus rare que pour l’impression 3D, notam-
ment grâce au passage du silicone liquide sous vide et au respect du temps de vulcanisation.
Comme il est possible de voir sur les Figures 6.5 et 6.8, les fantômes en silicone présentent des
surfaces beaucoup plus lisses que les fantômes produits par impression 3D. L’extérieur du matériau
d’impression le plus flexible, en particulier, est particulièrement inégal, ce qui peut altérer l’intégrité
du fantôme. L’aspect des fantômes en silicone est beaucoup plus régulier, le retrait du moule ne créant
aucun dommage sur la structure. On peut toutefois noter la présence de stries régulières sur la surface,
dans le sens longitudinal. Celles-ci correspondent aux couches successives réalisées lors de la fabrication
du moule par impression 3D, caractéristiques de la technologie de DFF. La dimension du motif est
du même ordre que la précision de l’imprimante sur l’épaisseur des couches (en l’occurrence de l’ordre
de 100 µm), et n’a a priori que peu d’influence sur le comportement mécanique du fantôme. Bien que
nous n’ayons pas inclus cet aspect dans nos travaux, il est possible de lisser au préalable la surface du
moule, en réalisant plusieurs rinçages successifs de l’ABS avec un solvant chimique (xylène ou acétone),
comme présenté dans [178]. Le procédé doit toutefois être utilisé avec précaution, au risque d’altérer
la géométrie du moule, et donc du fantôme final.

Pour déterminer si les matériaux utilisés sont compatibles avec la représentation réaliste d’artères
coronaires (en particulier pour les filaments d’impression 3D, peu documentés dans la littérature),
leur comportement mécanique est évalué au moyen de tests de tension uniaxiaux. Nous utilisons pour
ces derniers une machine de test Zmart-PRO (Zwick/Roell, Kennesaw, Géorgie, États-Unis), avec un
capteur de force U2A (HBM, Darmstadt, Germany) de 20 kN. Deux types d’éprouvette standard sont
réalisés, selon les normes d’usage : pour les matériaux plastiques (NF EN ISO 20753, type 1A) dans
le cas du Filaflex et du Flexifil, et pour les caoutchoucs vulcanisés (ISO 37) dans le cas du silicone
Sylgard 184. Un schéma des dimensions de chaque norme est présenté sur la Figure 6.9. Pour les
matériaux d’impression 3D, le modèle d’éprouvette est dessiné par Conception Assistée par Ordina-
teur (CAO), sur le logiciel SolidWorks (Dassault Systèmes, Vélizy-Villacoublay, France), puis traduit
en une trajectoire d’impression au moyen du logiciel Cura (Ultimaker, Utrecht, Pays-Bas). Dans le cas
du silicone, un moule en ABS, aux dimensions de l’éprouvette, est dans un premier temps réalisé par
impression 3D, puis les éprouvettes sont fabriquées en suivant le même procédé que pour les fantômes.
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Figure 6.10 – Fabrication d’éprouvettes en silicone pour la réalisation de tests de tension uniaxiaux. (a)
Moule en ABS fabriqué par impression 3D. (b) Éprouvettes correspondantes en silicone (b). Crédit : François
Wastable.
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Extensomètre 

Éprouvette 

Figure 6.11 – Dispositif de test de tension unixial.

Des photographies du moule et des éprouvettes en silicone sont présentées sur la Figure 6.10.
Le test de tension uniaxial en lui-même est réalisé par allongement progressif de l’éprouvette jusqu’à
rupture. La vitesse de déplacement des mors est fixée à 0, 5 mm/s. Les données enregistrées sont l’al-
longement de l’éprouvette (déduit du déplacement des mors) et la contrainte exercée par la machine
(relevée par le capteur de force). Notons que la longueur plus importante des éprouvettes en matériaux
imprimés permet d’utiliser en plus un extensomètre, de façon à mesurer plus précisément la déforma-
tion. Une photographie du dispositif complet est présentée sur la Figure 6.11.
La courbe de contrainte/déformation obtenue lors du test permet de déterminer principalement trois
grandeurs mécaniques. La première est la résistance à la traction (UTS : Ultimate Tensile Strength),
correspondant à la contrainte maximale subie par le matériau avant rupture, et calculée comme le
rapport de la contrainte maximale exercée sur la section testée. La deuxième est la limite élastique du
matériau (yield stress), correspondant au seuil de contrainte au-delà duquel la relation entre contrainte
et déformation n’est plus linéaire. La détermination expérimentale de cette grandeur étant imprécise,
il existe plusieurs méthodes permettant d’en calculer une estimation. Une méthode classique est celle
de la limite élastique à 0, 2%, qui consiste à considérer comme limite élastique la contrainte subie par
le matériau pour une déformation de 0, 2%. En l’occurrence, nous choisissons d’exclure de la zone de
déformation linéaire les données pour lesquelles le coefficient de détermination d’une régression linéaire
devient inférieur à 0, 99. Cette définition nous semble mieux adaptée à la représentation de la distri-
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Résistance à la traction
(MPa)

Limite d’élasticité
(MPa)

Module d’Young
(MPa) e

Flexifil Moyenne 18, 1 4, 30 89, 8 0, 080
Écart-type 1, 0 0, 80 6, 0 0, 040

Filaflex Moyenne 20, 7 1, 10 14, 8 0, 070
Écart-type 1, 9 0, 30 1, 2 0, 050

Sylgard 184 Moyenne 2, 19 0, 194 1, 01 −
Écart-type 0, 31 0, 023 0, 080 −

Table 6.2 – Grandeurs mécaniques mesurées par test de tension uniaxial sur des éprouvettes imprimées en
Flexifil, en Filaflex, et obtenues par moulage de silicone (Sylgard 184).

bution des données dont nous disposons. La troisième grandeur mesurable est le module d’élasticité
(E) du matériau, calculé comme le coefficient directeur de la droite correspondant à la partie linéaire
de la courbe de contrainte/déformation. Par ailleurs, nous utilisons également les résultats des tests
pour comparer l’allongement à la rupture fourni par le constructeur, à nos résultats. L’erreur relative
obtenue est calculée comme :

e =
allongement expérimental− allongement théorique

allongement théorique
. (6.2)

Suite aux expérimentations, nous obtenons un résultat au test de tension uniaxial exploitable
sur 11 éprouvettes en Flexifil, 16 éprouvettes en Filaflex, et 19 éprouvettes en silicone. Une partie des
résultats a dû être écartée, notamment en cas de glissement des éprouvettes au niveau des mors pendant
la déformation. Notons que sur 23 éprouvettes en silicone réalisées au total, 4 ont été écartées du fait
de résultats significativement différents au niveau du test. Pour ces 4 éprouvettes, le temps accordé à la
vulcanisation du silicone n’a été que de 72h, contre 120h pour les éprouvettes précédemment réalisées.
À la suite de cette observation, la vulcanisation du silicone a systématiquement été réalisée en 120h,
avec peu de variabilité sur les éprouvettes testées. Nous avons déduit de ces observations que le temps
de vulcanisation de 48h à température ambiante préconisé par le constructeur était potentiellement
insuffisant pour une stabilisation complète. Une étude plus approfondie du phénomène serait nécessaire
pour conclure sur ce point. Pour l’ensemble des tests mécaniques retenus, les moyennes et écarts-types
des grandeurs mesurées sont présentés dans la table 6.2.

Bien que focalisés sur la partie linéaire de la déformation, les résultats obtenus montrent une
plus grande proximité aux tissus biologiques pour le silicone, par rapport aux matériaux imprimés. Les
trois grandeurs mesurées (résistance à la traction, limite d’élasticité, module d’Young) indiquent une
résistance significativement plus importante pour le Flexifil - et dans une moindre mesure le Filaflex
- que pour le silicone Sylgard 184. La résistance à la traction, par exemple est environ 10 fois plus
élevée pour le Flexifil (18, 1 MPa) et le Filaflex (20, 7 MPa), que pour le silicone (2, 19 MPa). À titre
de comparaison, la valeur maximale de résistance à la traction relevée pour une des couches artérielle
(l’adventice) par Holzapfel et al. dans [74] est de 1430, 0± 604, 0 kPa. Le module d’Young et la limite
d’élasticité relevées suivent la même tendance.
Par ailleurs, les résultats obtenus pour le silicone Sylgard 184 vulcanisé à température ambiante
sont cohérents avec ceux présentés par Johnston et al. dans [167], bien qu’une différence soit no-
table, notamment pour la résistance à la traction : E = 1, 01± 0, 08 MPa dans notre étude contre
E = 1, 32± 0, 07 MPa dans [167], et UTS = 2, 19± 0, 31 MPa dans notre étude contre UTS =
5, 13± 0, 55 MPa dans [167]. L’écart observé peut probablement être expliqué par des différences dans
les conditions de préparation du silicone (par exemple avec une vulcanisation de 48h dans l’étude de
Johnston et al. ). Les courbes de contrainte/déformation obtenues ont par ailleurs un profil similaire,
comme illustré en Figure 6.12.
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(a) (b)

Figure 6.12 – Comparaison de la courbe de contrainte/déformation d’une éprouvette en silicone réalisée
selon notre protocole (b), et des données correspondantes fournies par Johnston et al. dans [167] (a).

(a) (b) (c)

Figure 6.13 – Illustration des différentes géométries des fantômes artériels utilisés pour les expérimentations
de déploiement contraint. Les captures d’écran présentées correspondent aux modèles d’artères reconstruits dans
la simulation : (a) artère rectiligne, (b) courbure moyenne, (c) courbure forte.

Les résultats expérimentaux obtenus pour les matériaux d’impression 3D à notre disposition (Fila-
flex et Flexifil), et ceux obtenus pour le silicone, similaires aux données de la littérature, indiquent qu’il
est plus pertinent d’utiliser le silicone Sylgard 184 pour la réalisation de fantômes d’artère coronaire.
Bien qu’il soit légèrement plus résistant, le comportement mécanique de ce dernier est suffisamment si-
milaire à celui d’une paroi artérielle pour garantir une approximation raisonnable des conditions réelles
de déploiement. Ce choix est par ailleurs conforté par le recours au même matériau pour la fabrication
de fantômes artériels dans plusieurs études de la littérature.
Dans le cadre de nos travaux, la création de fantômes par impression 3D est fortement limitée par la
technologie d’impression à notre disposition (DFF), qui n’est a priori pas la plus adaptée aux dimen-
sions réduites et au comportement mécanique recherché pour les modèles d’artère coronaire. La revue
des différentes méthodes par Abudayyeh et al. [171] et la propagation rapide de l’impression 3D dans
le domaine médical indiquent un intérêt croissant des équipes de recherche pour le sujet, probablement
amené à continuer d’augmenter dans les prochaines années.

6.2.2 Procédure de déploiement

Suite aux résultats expérimentaux présentés dans la section précédente, nous procédons à la créa-
tion de dix fantômes d’artère coronaire en silicone, dans lesquels sont amenés à être déployés dix stents
commerciaux à notre disposition. Ces dix stents sont issus du même fabricant (Boston Scientific, Marl-
borough, MA, USA), et sont tous de type Promus Premier. Notons que contrairement au Presillion
Plus, les nouveaux stents testés sont composés d’un alliage Platine-Chrome (PtCr). Nous adaptons les
grandeurs mécaniques caractéristiques utilisées dans notre modèle à partir des données de la littéra-
ture [183] pour cet alliage : module d’Young E = 203 GPa, limite d’élasticité σ0 = 480 MPa. Notons
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N◦ Type Diamètre
(mm)

Longueur
(mm) Alliage

Pression
d’inflation
(atm)

Géométrie artère

1 Promus Premier 3,00 12 PtCr 12 rectiligne
2 Promus Premier 3,00 24 PtCr 12 courbure moyenne
3 Promus Premier 3,00 38 PtCr 11 rectiligne
4 Promus Premier 3,50 24 PtCr 11 rectiligne
5 Promus Premier 3,00 16 PtCr 11 courbure moyenne
6 Promus Premier 3,00 28 PtCr 11 courbure moyenne
7 Promus Premier 3,00 32 PtCr 11 courbure forte
8 Promus Premier 3,50 16 PtCr 11 courbure forte
9 Promus Premier 3,50 16 PtCr 11 courbure moyenne
10 Promus Premier 3,50 20 PtCr 11 courbure moyenne

Table 6.3 – Récapitulatif des différents stents utilisés pour les expérimentations de déploiement contraint.

que le coefficient de Poisson est conservé à 0, 3, et que les nouvelles valeurs restent par ailleurs du même
ordre de grandeur que pour le Cobalt-Chrome. En pratique, les deux alliages ont des comportements
mécaniques similaires.
En parallèle, dix fantômes d’artère coronaire en silicone sont fabriqués, selon le protocole décrit dans
la section précédente. En première intention, nous n’envisageons pas de déploiement dans un modèle
de bifurcation artérielle. En revanche trois types de géométrie, correspondant à des déploiements gra-
duellement complexes, sont utilisées : une géométrie rectiligne, peu modifiée par le déploiement, une
géométrie à courbure moyenne, et une géométrie à courbure forte. Des captures d’écran des modèles
d’artères reconstruits pour chaque type de géométrie sont présentés à titre d’illustration sur la Figure
6.13. Notons que les longueurs des fantômes sont adaptées aux longueurs des stents disponibles, de
façon à ce que le stent soit entièrement contenu dans le fantôme au cours du déploiement. De même,
les diamètres des fantômes correspondent aux diamètres indiqués par les constructeurs pour la pression
nominale de chaque stent. Ceci permet qu’un stent déployé à son diamètre nominal soit entièrement en
contact avec la paroi, sans que la déformation de celle-ci ne soit trop importante. Les caractéristiques
et dimensions des stents utilisés (numérotés de 1 à 10), et des artères associées, sont données dans la
table 6.3.

De même que pour le déploiement libre, l’apposition des stents dans les fantômes d’artère est
effectuée sous contrôle micro-CT (eXplore CT 120, GE Healthcare, Chicago, Illinois, États-Unis). La
différence principale dans la procédure réside dans le fait que plusieurs acquisitions sont désormais
réalisées à des paliers de pression fixés régulièrement au cours du déploiement. Au total, sept acqui-
sitions sont effectuées sur chaque stent : à 0, 3, 5, 7, 9 et 11 atm, puis après dégonflement et retrait
du ballon. La première acquisition, lorsque le ballon est encore dégonflé, permet d’obtenir la configu-
ration initiale du stent et du fantôme, utilisée pour l’initialisation de la simulation. Ces sept paliers de
pression ont été retenus après un premier essai effectué sur le stent 2, pour lequel une acquisition a été
réalisée pour chaque incrément de 1 atm, sans révéler de phénomène transitoire brutal. La diminution
du nombre d’acquisitions à sept par déploiement permet donc de diminuer la durée de la procédure,
tout en conservant l’essentiel des données géométriques. Le déploiement est ensuite stoppé lorsque la
pression nominale du stent est atteinte, de façon à ce que celui-ci soit en contact avec la paroi, sans
toutefois trop la déformer. Deux exceptions sont faites avec les stents 1 et 2, pour lesquels l’inflation
du ballon est poursuivie jusqu’à 12 atm, afin que la déformation de la paroi soit plus prononcée.
Les paramètres de l’acquisition, l’export des données CT et la reconstruction 3D qui en découlent, sont
identiques à ce qui a été décrit pour le déploiement libre dans le chapitre 5. La dernière différence avec
les déploiements contraints, correspondant au traitement du fantôme d’artère dans la simulation, est
décrite dans la section suivante.
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Figure 6.14 – Illustration des différentes étapes de la reconstruction d’un modèle de paroi artérielle à partir
des images micro-CT. (a) Segmentation manuelle de la lumière artérielle sur une coupe axiale. (b) Segmentation
manuelle de la lumière sur plusieurs coupes, en vue coronale. (c) Interpolation de la surface de la lumière par
une nappe paramétrée, à partir des quelques surfaces obtenues par segmentation manuelle. (d) Surface 3D
triangulée, reconstruite à partir de la segmentation.

6.2.3 Exploitation des données

De même que pour le déploiement libre, l’intérêt des images micro-CT est double. Dans un pre-
mier temps, l’acquisition réalisée avant le début du gonflement permet d’obtenir la configuration du
stent et du fantôme d’artère, de façon à reproduire dans la simulation des conditions initiales iden-
tiques. Notons que contrairement à ce qui précède, le recalage correspondant est un recalage non rigide
composé de deux étapes : l’enroulement du maillage à plat du stent (dont la génération est décrite
dans le chapitre 3) autour de la ligne centrale obtenue depuis les images CT, puis la minimisation de la
distance euclidienne aux points segmentés sur le CT, en modifiant l’échelle longitudinale et la position
angulaire du maillage.
Dans un second temps, les acquisitions effectuées aux différents paliers de pression permettent l’ex-
traction de géométries 3D du stent en cours de déploiement, qui peuvent être comparées aux données
obtenues par simulation. Pour ce deuxième point, la procédure n’est pas influencée par la présence
d’un fantôme d’artère : seule la géométrie du stent est prise en compte et confrontée aux données
tomodensitométriques. Le signal du silicone étant beaucoup plus faible que celui des mailles du stent,
nous isolons ce dernier sur les images par un simple seuillage manuel sur l’intensité. La comparaison
s’effectue ensuite de manière identique au scénario de déploiement libre, par un recalage rigide entre
micro-CT et données simulées.
L’initialisation de la simulation avec un modèle de paroi conforme aux conditions expérimentales néces-
site, en revanche, la création d’un maillage à partir des images micro-CT acquises avant le déploiement.
La procédure est concrètement décomposée en deux étapes : une étape de segmentation de la lumière
artérielle sur les images micro-CT, et une étape de création d’un maillage de paroi. La segmentation
du fantôme repose sur une représentation binaire de la lumière, obtenue par application d’une méthode
de seuillage. En raison du bruit en étoile causé par les hypersignaux des mailles du stent, et du faible
signal du silicone, il est en l’occurrence particulièrement difficile de trouver un filtrage parfaitement
discriminant. Nous adoptons par conséquent une méthode ad hoc, qui consiste à détourer manuelle-
ment la lumière artérielle sur plusieurs coupes du volume CT, puis à interpoler les surfaces obtenues,
entre les coupes sélectionnées (Figure 6.14). L’interpolation en elle-même est réalisée au moyen d’une
nappe paramétrée dans la direction longitudinale du volume CT. À partir de la lumière binarisée, la
segmentation du fantôme est effectuée par lancer de rayons à partir de la NURBS représentant la ligne
centrale du stent (générée au préalable comme dans le cas du déploiement libre). Les points supports
obtenus sont ensuite approchés par une nouvelle nappe paramétrée, construite par produit tensoriel
entre des NURBS longitudinales et circonférentielles. La nappe est finalement triangulée par simple
échantillonnage des paramètres longitudinal et angulaire. Notons que cette méthode conduit à l’ob-
tention d’un maillage d’éléments triangulaires pour la paroi, utilisé en première intention, mais que
la dernière étape d’échantillonnage peut être adaptée pour générer un maillage de dimension supé-
rieure, par exemple avec des éléments coques. Les résultats du déploiement des dix fantômes évoqués
précédemment sont présentés, et discutés, ci-dessous.
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Figure 6.15 – Illustration du phénomène d’expansion non uniforme (dogboning) observé pendant l’inflation
du ballon, par lequel les extrémités du stent se déploient plus rapidement que la partie centrale. Reconstructions
3D à partir des images micro-CT : (a) Stent 1, à une pression de 5 atm ; (b) Stent 2, à une pression de 5 atm ;
(c) Stent 8, à une pression de 3 atm.

6.3 Résultats

6.3.1 Résultats

Sur la totalité des déploiements présentés dans la table 6.3, seul celui du stent 7 n’a pas pu être
exploité, pour cause de rupture du fantôme pendant l’expansion. Pour les neuf autres expérimentations,
nous obtenons des géométries 3D valides, que nous comparons aux résultats de la simulation. De même
que pour le déploiement libre, les premières acquisitions à 3 et 5 atm montrent un déploiement non
uniforme du stent (dogboning), avec une expansion plus marquée aux extrémités que sur la partie
centrale (Figure 6.15). Ce phénomène n’est pas reproduit par notre représentation approchée du
ballon, reposant sur un ensemble de ressorts raides attachés à une membrane virtuelle en expansion.
La possibilité de reproduire le déploiement non uniforme en modifiant légèrement notre modèle est
discutée dans les perspectives de nos travaux. En première intention, nous ne comparons les résultats
de la simulation qu’au terme du déploiement : sur les acquisitions à 11 atm (ou 12 atm pour les stents
1 et 2), et sur les acquisitions où le ballon a été retiré.

Avant dégonflement du ballon

La mesure de l’écart entre simulation et micro-CT est réalisée de la même manière que pour le
déploiement libre. Le recalage rigide entre la géométrie 3D reconstruite à partir des images CT, et celle
obtenue par simulation, permet la mise en correspondance de paires de points appartenant à chacune
des représentations. Un exemple de recalage est présenté sur la Figure 6.16 pour le stent 8. Des
captures d’écran du recalage pour l’ensemble des stents sont également données en annexe B.2. Par
ailleurs, la ligne médiane du stent est calculée dans chacune des représentations (sous la forme d’une
NURBS, à partir des points du stent, comme précédemment). On distingue donc une ligne médiane
"CT" et une ligne médiane "simulée". À partir de ces données, quatre grandeurs sont calculées :

— la distance euclidienne entre les points de chaque paire, et une distance euclidienne moyenne sur
l’ensemble des paires ;

— la distance radiale de chaque point du stent sur le micro-CT à la ligne médiane (CT), et une
distance radiale moyenne sur l’ensemble des points ;

— la distance radiale de chaque point de la simulation à la ligne médiane (simulée), et une distance
radiale moyenne sur l’ensemble des points ;

— la distance euclidienne entre les points de même coordonnée longitudinale sur chaque ligne mé-
diane.

La quantité de points échantillonnés étant relativement élevée (environ 1500 pour les stents les plus
courts), nous utilisons en première intention les valeurs moyennes, pour obtenir une première vision
d’ensemble de nos résultats. Le graphe de la Figure 6.17 montre la valeur moyenne de la distance
euclidienne entre CT et simulation, calculée sur l’ensemble des points du stent. Pour chaque stent,
le calcul est effectué pour deux simulations, mettant respectivement en jeu un modèle de plasticité
parfaite, et un modèle de plasticité avec écrouissage. Les résultats obtenus montrent une distance
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Figure 6.16 – Recalage rigide entre la simulation du stent 8, et l’acquisition micro-CT correspondante. Les
nœuds du stent extraits de la simulation sont superposés (en rouge) aux images du CT. Le modèle utilisé pour
la simulation est celui d’une plasticité avec écrouissage.
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Figure 6.17 – Moyenne de la distance euclidienne calculée sur chaque paire de points entre CT et simulation,
pour le chargement. Pour chaque stent, la barre bleue (claire) représente le résultat obtenu pour un modèle de
plasticité avec écrouissage, et la barre rouge (sombre) celui obtenu avec un modèle de plasticité parfaite.
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Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
eeucl (%) 0, 454 3, 53 −0, 0628 −0, 272 0, 904 −0, 104 3, 06 −0, 205 0, 455

Table 6.4 – Écart relatif eeucl entre la distance euclidienne moyenne simulation/CT obtenue par plasticité
parfaite, et par plasticité avec écrouissage, à la fin du gonflement du ballon. Le calcul de eeucl est défini par
(6.3).
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Figure 6.18 – Moyenne de l’erreur radiale, calculée sur chaque paire de points entre CT et simulation,
pour le chargement. La grandeur obtenue représente la différence (en valeur absolue) entre le rayon calculé en
un point du CT, et celui calculé au point correspondant sur la simulation. Pour chaque stent, la barre bleue
(claire) représente le résultat obtenu pour un modèle de plasticité avec écrouissage, et la barre rouge (sombre)
celui obtenu avec un modèle de plasticité parfaite.

euclidienne moyenne de l’ordre de 100 µm pour l’ensemble des stents, le minimum étant atteint pour
le stent 1 simulé avec écrouissage (131, 772 µm), et le maximum pour le stent 2 simulé en plasticité
parfaite (347, 961 µm). Par ailleurs, les écarts obtenus entre les modèles de plasticité parfaite et de
plasticité avec écrouissage sont peu significatifs : si on calcule l’écart relatif de distance euclidienne
moyenne obtenue avec ou sans écrouissage comme :

eeucl =
d̄eucl, plasticité parfaite − d̄eucl, écrouissage

d̄eucl, plasticité parfaite
, (6.3)

ce dernier est systématiquement inférieur à 1% en valeur absolue, à l’exception des stents 2 et 8 pour
lesquels il s’élève respectivement à 3, 53% et 3, 06%. Notons que le signe de eeucl indique quel modèle
permet d’obtenir le résultat le plus proche du CT, un signe négatif étant en faveur de la plasticité
parfaite, et un signe positif en faveur de l’écrouissage. Globalement, l’écrouissage permet d’obtenir un
meilleur résultat, en particulier sur les stents 2 et 8 pour lesquels la différence est plus importante.
L’écart le plus marqué pour lequel la plasticité parfaite donne un meilleur résultat est celui obtenu
pour le stent 4 (−0, 272%). Les écarts relatifs de distance euclidienne moyenne CT/simulation entre
plasticité parfaite et écrouissage sont résumés dans la table 6.4.

De façon similaire, le graphe présenté sur la Figure 6.18montre la différence moyenne de distance
radiale entre CT et simulation, exprimée en valeur absolue, et calculée sur l’ensemble des points du
stent. L’erreur relevée est du même ordre que les grandeurs obtenues pour la distance euclidienne
(100 µm), bien que les valeurs en distance radiale soient majoritairement moins élevées. Le maximum
d’erreur radiale moyenne est obtenu pour le stent 2 (140, 662 µm) en plasticité parfaite, et le minimum
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Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
erad (%) −4.60 28, 8 0, 186 −1, 62 0, 424 1, 91 1, 35 −1, 42 0, 00188

Table 6.5 – Écart relatif erad entre l’erreur radiale moyenne CT/ simulation obtenue par plasticité parfaite,
et par plasticité avec écrouissage, à la fin du gonflement du ballon. Le calcul de erad est défini par (6.4).

pour le stent 1 (50, 0432 µm), également en plasticité parfaite. Par ailleurs, on peut également calculer
l’écart de distance radiale moyenne CT/simulation entre le modèle de plasticité parfaite, et le modèle
avec écrouissage :

erad =
d̄rad, plasticité parfaite − d̄rad, écrouissage

d̄rad, plasticité parfaite
. (6.4)

En l’occurrence, les écarts relevés entre plasticité parfaite et écrouissage sont dans l’ensemble légèrement
supérieurs à ceux calculés pour la distance euclidienne (de l’ordre de 1%), de nouveau à l’exception du
stent 2, pour lequel la différence est significativement en faveur de l’écrouissage, avec un écart relatif
de 28, 8%. Seuls trois stents (1, 4 et 9) présentent un meilleur résultat pour le modèle de plasticité
parfaite, l’écart maximal étant de −4, 60% pour le stent 1. Les écarts relatifs d’erreur radiale moyenne
CT/simulation entre plasticité parfaite et écrouissage sont résumés dans la table 6.5.

Pour entrer un peu plus dans le détail des résultats observés, il est possible d’utiliser une autre
représentation des données, en calculant des valeurs moyennes en fonction de la coordonnée longitu-
dinale le long de la ligne médiane du stent. Cette coordonnée varie sur un intervalle [0, L] où L est
la longueur du stent (exprimée en mm). Cette représentation permet de nuancer les valeurs moyennes
obtenues sur l’ensemble du stent, notamment par la possibilité de mettre en évidence des phénomènes
non uniformes dépendant de la topologie du stent (par exemple aux extrémités). Nous calculons deux
grandeurs en fonction de la position longitudinale :

— la différence entre le rayon calculé pour le stent simulé, et celui du stent issu des images CT :
pour chaque coordonnée longitudinale, le rayon est estimé sur la simulation à partir des points du
stent dont le projeté sur la ligne médiane est situé dans un voisinage de la position longitudinale
considérée ;

— la distance euclidienne entre les lignes médianes du stent simulé, et du stent CT.
La Figure 6.19 représente la différence entre rayon simulé et rayon CT en fonction de la position
longitudinale, pour l’ensemble des stents utilisés, et pour le modèle de plasticité avec écrouissage. Les
points de données représentent les paramètres pour lesquels le rayon a été calculé sur la simulation.
La différence est exprimée sans valeur absolue, un signe négatif indiquant que le rayon est sous-estimé
par la simulation, et un signe positif que celui-ci est au contraire surestimé. Pour la majorité des
rayons calculés, la différence de rayon est comprise entre −100 µm et 100 µm. Les valeurs obtenues
sont principalement négatives, ce qui indique une tendance de la simulation à sous-estimer le diamètre
du stent déployé. Par ailleurs, on remarque que les écarts de rayon sont en moyenne plus marqués
aux extrémités du stent, particulièrement sur les stents 2, 8 et 10, pour lesquels la différence atteint
respectivement −357, 16, −463, 25, et 179, 14 µm sur le dernier rayon calculé.
Le graphe présenté sur la Figure 6.20 décrit la distance euclidienne entre les lignes médianes du stent
dans le CT et dans la simulation, de nouveau en fonction de la position longitudinale, pour chaque stent
testé, et pour le modèle de plasticité avec écrouissage. À l’exception du stent 2, pour lequel la distance
maximale relevée est de 996, 692 µm à une des extrémités, la distance entre les lignes médianes CT et
simulation est inférieure à 500 µm pour l’ensemble des stents. On note cependant systématiquement
des oscillations d’amplitude faible dans la distance calculée, indiquant des zones d’éloignement et de
rapprochement alternant le long de la ligne médiane.

Les résultats obtenus avec le modèle de plasticité parfaite sont très similaires à ceux présentés
ci-dessus pour l’écrouissage, et peuvent faire l’objet des mêmes observations. Les graphes équivalents
à ceux des Figures 6.19 et 6.20 pour la plasticité parfaite sont présentés sur la Figure 6.21. Les
deux seules différences notables sont une sous-estimation plus importante du rayon du stent 2, et une
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Figure 6.19 – Différence de rayon du stent déployé entre les données issues de la simulation et les données
CT, en fonction de la position longitudinale. Les points représentés correspondent aux valeurs de la coordonnée
longitudinale pour lesquels le rayon est évalué. La différence est exprimée comme une valeur signée : négative
si le rayon est sous-estimé dans la simulation par rapport au CT, et positive dans le cas contraire. Le modèle
utilisé dans la simulation est celui d’une plasticité avec écrouissage.
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Figure 6.20 – Distance euclidienne entre les lignes médianes du stent simulé, et du stent segmenté sur
le volume CT, en fonction de la position longitudinale. Les points représentés correspondent aux valeurs de la
position longitudinale pour lesquelles la distance euclidienne est calculée. Le modèle utilisé dans la simulation
est celui d’une plasticité avec écrouissage.
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Figure 6.21 – Graphes équivalents aux Figures 6.19 et 6.20 pour le modèle de plasticité parfaite. (a)
Différence de rayon entre le stent simulé et le stent CT, en fonction de la position longitudinale : négative si
le rayon est sous-estimé, et positive s’il est surestimé. (b) Distance euclidienne entre les lignes médianes du
stent simulé et du stent CT, de nouveau en fonction de la position longitudinale. Du fait de la similitude avec
les données obtenues pour le modèle d’écrouissage, nous renvoyons le lecteur vers la description des figures
correspondantes.

Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
eeucl (%) 6, 60 0, 656 −0, 0999 −0, 00286 −0, 163 0, 0735 −4, 66 0, 413 0, 396

Table 6.6 – Écart relatif eeucl entre la distance euclidienne moyenne simulation/CT obtenue par plasticité
parfaite, et par plasticité avec écrouissage, en fin de déploiement. Le calcul de eeucl est défini par (6.3).

amplitude moins importante pour l’erreur radiale commise à l’extrémité distale du stent 8.

La deuxième partie des résultats, concernant la comparaison avec les données CT acquises après
dégonflement et retrait du ballon, est présentée ci-dessous.

Après dégonflement du ballon

Pour la comparaison de la simulation aux données CT de fin de déploiement (après dégonflement
et retrait du ballon), nous procédons de la même manière qu’au chargement : nous présentons dans
un premier temps les grandeurs moyennes calculées sur l’ensemble des nœuds du stent (distance eucli-
dienne et erreur radiale), puis nous détaillons les valeurs obtenues selon la position longitudinale sur le
stent. Des illustrations du recalage pour chaque stent, en plasticité parfaite et avec écrouissage, sont
également disponibles en annexe B.2.

La Figure 6.22 montre la distance euclidienne moyenne calculée pour chaque stent, dans les deux
modèles de plasticité. Les valeurs obtenues sont sensiblement du même ordre que celles calculées à la
fin du gonflement du ballon. Les distances euclidiennes moyennes minimale et maximale sont toujours
associées respectivement aux stents 1 et 2, avec une légère amélioration dans les deux cas : 126, 059 µm
pour le stent 1 avec écrouissage (contre 131, 772 µm en fin de chargement), et 271, 359 µm pour le
stent 2 en plasticité parfaite (contre 347, 961 µm en fin de chargement). Pour chaque stent, nous pré-
sentons l’écart eeucl entre les valeurs obtenues en plasticité parfaite et avec écrouissage, comme défini
précédemment (6.3), dans la table 6.6. De même qu’à la fin du gonflement du ballon, les différences
relatives mesurées entre les deux modèles sont faibles, les maximales étant de 6, 60% pour le stent 1
en faveur de l’écrouissage, et −4, 66% pour le stent 8 en faveur de la plasticité parfaite. L’écart relatif
sur les autres stents est systématiquement inférieur à 1% en valeur absolue.
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Figure 6.22 – Moyenne de la distance euclidienne calculée sur chaque paire de points entre CT et simulation,
après dégonflement et retrait du ballon. Pour chaque stent, la barre bleue (claire) représente le résultat obtenu
pour un modèle de plasticité avec écrouissage, et la barre rouge (sombre) celui obtenu avec un modèle de
plasticité parfaite.

Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
erad (%) 42, 8 −0, 648 −0, 0503 −0, 524 −0, 684 −0, 0826 −15, 9 −3, 14 1, 71

Table 6.7 – Écart relatif erad entre l’erreur radiale moyenne CT/ simulation obtenue par plasticité parfaite,
et par plasticité avec écrouissage, en fin de déploiement. Le calcul de erad est défini par (6.4).

La Figure 6.23 représente l’erreur radiale moyenne en fin de déploiement. Une fois encore, les va-
leurs mesurées sont de l’ordre de 100 µm, l’erreur maximale de 110, 796 µm étant atteinte pour le stent
9 avec écrouissage, et l’erreur minimale de 49, 7319 µm pour le stent 1, également avec écrouissage.
De façon globale, l’erreur radiale est moins importante à la fin du déploiement qu’à la fin du charge-
ment, particulièrement pour le stent 2 pour lequel les valeurs passent de respectivement 100, 137 µm
à 71, 0141 µm pour l’écrouissage, et de 140, 662 µm à 70, 5567 µm pour la plasticité parfaite. La seule
exception notable est le stent 9, pour lequel les erreurs mesurées en fin de déploiement sont sensible-
ment plus importantes que celles mesurées en fin de gonflement : 107, 419 µm contre 95, 8333 µm pour
la plasticité parfaite, et 110, 796 µm contre 97, 1984 µm pour l’écrouissage.
À l’inverse de la distance euclidienne, un écart relatif d’erreur radiale erad (6.4) important est me-
suré pour certains stents, entre le modèle de plasticité parfaite et celui avec écrouissage. Les valeurs
calculées pour erad en fin de déploiement sont présentées dans la table 6.7. Les valeurs maximales
sont en l’occurrence beaucoup plus importantes : 42, 8% pour le stent 1 (en faveur de l’écrouissage),
et −15, 9% pour le stent 8 (en faveur de la plasticité parfaite). Les écarts relatifs pour les stents 9 et
10 sont également notables, avec −3, 14% en faveur de la plasticité parfaite pour le stent 9, et 1, 71%
en faveur de l’écrouissage pour le stent 10. Pour les autres stents testés, la différence relative entre les
deux modèles est inférieure à 1% en valeur absolue.

Les Figures 6.24 et 6.25 présentent la distribution de l’erreur radiale en fonction de la position
longitudinale sur le stent, respectivement avec un modèle d’écrouissage, et de plasticité parfaite. La
comparaison est faite à la fin du déploiement, et, de même que précédemment, la différence entre
les rayons calculés sur la simulation et sur le volume CT est signée : négative si le rayon simulé est
sous-estimé, et positive s’il est surestimé. À la différence des résultats observés à la fin du chargement,
les écarts observés sont davantage centrés autour de 0, indiquant une moindre tendance à la sous-
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Figure 6.23 – Moyenne de l’erreur radiale, calculée sur chaque paire de points entre CT et simulation,
après dégonflement et retrait du ballon. La grandeur obtenue représente la différence (en valeur absolue) entre
le rayon calculé en un point du CT, et celui calculé au point correspondant sur la simulation. Pour chaque stent,
la barre bleue (claire) représente le résultat obtenu pour un modèle de plasticité avec écrouissage, et la barre
rouge (sombre) celui obtenu avec un modèle de plasticité parfaite.

Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
Pl. parfaite 6h04 7h34 7h17 4h33 4h10 6h39 5h23 12h24 11h30
Écrouissage 10h11 9h01 6h56 4h22 4h04 6h28 4h43 11h45 7h34

Table 6.8 – Temps de calcul nécessaire pour simuler le gonflement du ballon jusqu’à la pression nominale.
L’augmentation de la pression correspondant est implémentée dans la simulation sur un total de 5000 itérations.
Les durées présentées sont mesurées en temps réel.

estimation du rayon, particulièrement pour le modèle avec écrouissage. Peu de variations sont notables
entre plasticité parfaite et écrouissage dans l’ensemble, à l’exception du stent 1 sur lequel l’erreur est
bien plus marquée pour les valeurs faibles de coordonnée longitudinale avec la plasticité parfaite, et du
stent 8 dont une extrémité présente une erreur importante avec l’écrouissage (∼ 429 µm à 16, 6 mm).
En dehors de ces exceptions, la majorité des valeurs calculées est comprise entre −0, 1 et 0, 1 mm.
Les Figures 6.26 (pour l’écrouissage) et 6.27 (pour la plasticité parfaite) représentent la distance
euclidienne entre les lignes médianes de la simulation et du CT, de nouveau en fonction de la position
longitudinale et en fin de déploiement. De même qu’en fin de chargement, on observe des variations sur
les valeurs mesurées pour chaque stent, dont l’amplitude reste dans l’ensemble inférieure à 0, 5 mm. Le
profil des courbes est similaire entre la plasticité parfaite et l’écrouissage, avec des valeurs maximales
très légèrement inférieures pour l’écrouissage.

Pour finir, nous présentons les temps de calculs des différentes simulations dans les Tables 6.8
et 6.9. La table 6.8 indique le temps nécessaire pour arriver à la fin du gonflement du ballon.
Dans la simulation, l’augmentation de la pression correspondante est répartie progressivement sur
5000 itérations, quel que soit le stent testé. La table 6.9 présente les temps de calcul totaux de la
simulation, du début du gonflement à la stabilisation du stent, une fois le ballon dégonflé. Le nombre
d’itérations nécessaires pour obtenir la configuration finale (utilisée pour calculer les résultats présentés
ci-dessus) est également indiqué. Dans les deux tables, les durées sont mesurées en temps réel. Notons
que celles-ci sont par ailleurs légèrement surestimées, car elles incluent l’enregistrement d’une capture
d’écran de la simulation à chaque itération.

149



−0.2

0.0

0.2

0.4

 0.0  4.0  8.0 12.0 16.0 20.0 24.0 28.0 32.0 36.0
coordonnée longitudinale (mm)

di
ffé

re
nc

e 
de

 r
ay

on
 (

m
m

)

Stent

Stent1
Stent2
Stent3
Stent4
Stent5
Stent6
Stent8
Stent9
Stent10

Différence de rayon (Rsim − RCT), en fonction de la position longitudinale
(fin de déploiement, écrouissage)

Figure 6.24 – Différence de rayon entre le stent issu de la simulation, et celui segmenté sur le CT, en
fonction de la position longitudinale. La comparaison est effectuée à la fin du déploiement, après dégonflement
et retrait du ballon. Les points représentés correspondent aux valeurs de la coordonnée longitudinale pour
lesquels le rayon est évalué. Un résultat négatif indique que le rayon est sous-estimé dans la simulation par
rapport au CT, et un résultat positif que celui-ci est au contraire surestimé. Le modèle utilisé dans la simulation
est celui d’une plasticité avec écrouissage.
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Figure 6.25 – Représentation identique à celle de la Figure 6.24, pour un modèle de plasticité parfaite.
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Figure 6.26 – Distance euclidienne entre les lignes médianes du stent simulé, et du stent segmenté sur le
volume CT, en fonction de la position longitudinale. La comparaison des deux représentations est effectuée après
dégonflement et retrait du ballon. Les points représentés correspondent aux valeurs de la position longitudinale
pour lesquelles la distance euclidienne est calculée. Le modèle utilisé dans la simulation est celui d’une plasticité
avec écrouissage.
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Figure 6.27 – Représentation identique à celle de la Figure 6.26, pour un modèle de plasticité parfaite.
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Stent 1 2 3 4 5 6 8 9 10
Pl. parfaite 496h57 339h21 147h38 108h47 107h32 161h08 97h01 445h48 496h26
Itérations 87705 80055 70955 75655 75705 77155 76905 89705 81105
Écrouissage 495h54 325h55 147h00 249h27 271h43 162h07 255h19 517h19 520h13
Itérations 89405 80255 70755 74405 76705 76805 77205 92605 81855

Table 6.9 – Temps de calcul de la simulation complète, du début du gonflement, à la stabilisation du
modèle. Le nombre d’itérations indiqué correspond à la configuration du stent pour laquelle les résultats en fin
de déploiement ont été calculés. Les durées présentées sont mesurées en temps réel.

Ces temps de calcul, ainsi que les résultats précédant, sont discutés ci-dessous.

6.3.2 Discussion

Nous distinguons dans cette section les résultats obtenus par comparaison aux données CT, et les
temps de calcul relevés pour les différentes simulations.

En première intention, les écarts observés entre la simulation du stent et les vérités terrain ob-
tenues par micro-CT peuvent être comparés à l’épaisseur des mailles d’un stent, typiquement aux
alentours de 100 µm. En l’occurrence, l’épaisseur exacte des mailles des Promus Premier est proche
de la limite de résolution du micro-CT à notre disposition, ce qui rend une mesure exacte difficile à
obtenir. En fonction des images, nous obtenons entre 50 µm et 150 µm, et nous retenons la valeur de
50 µm pour la simulation. Les deux types d’erreur moyenne calculée par comparaison de la simulation
au CT (distance euclidienne et erreur radiale) ne dépassent jamais cet ordre de grandeur, le cas le plus
extrême étant la distance euclidienne moyenne obtenue pour le stent 2, au chargement, avec plasticité
parfaite : d’environ 7 fois l’épaisseur d’une maille (348 µm). Pour les autres stents, cette distance eucli-
dienne moyenne est entre 100 µm et 300 µm au chargement, et en fin de déploiement (y compris pour
le stent 2). L’erreur radiale moyenne est encore plus faible, de l’ordre de 1 à 3 épaisseurs de maille au
chargement, et de 1 à 2 épaisseurs en fin de déploiement.

Du point de vue de l’objectif clinique, ces marges d’erreurs sont tolérables dans la mesure où les
cliniciens n’ont pas accès à une telle précision au moment de la pose du stent, et où les dimensions de
la plaque, et du diamètre artériel, sont davantage de l’ordre du millimètre. En revanche, elles ne sont
pas négligeables du point de vue de la simulation, dans laquelle la plus petite échelle prise en compte
est justement celle de l’épaisseur des mailles, soit plusieurs dizaines de micromètres. L’examen plus fin
des différentes grandeurs en fonction de la position longitudinale du stent révèle plusieurs irrégularités.
Tout d’abord l’erreur radiale entre simulation et CT est nettement plus marquée sur certains stents au
niveau des extrémités (distale ou proximale). C’est notamment le cas en fin de déploiement pour les
stents 2 et 8, dont une capture d’écran agrandie du recalage est présentée respectivement en Figures
6.28 et 6.29. Sur la Figure 6.28, un phénomène de décalage est visible à l’extrémité supérieure
(sur l’image) du stent : légèrement sur l’image (b) en fin de déploiement, et beaucoup plus nettement
sur l’image (a) à la fin du chargement. Ce décalage prend la forme d’une courbure plus prononcée sur
la simulation, comme si le stent modélisé était plus flexible dans la direction longitudinale, que ce qui
est observé sur le CT. Un écart similaire est également visible au niveau de l’extrémité inférieure du
stent 8 sur la Figure 6.29. Ce décalage entre CT et simulation, moins ou peu visible sur les autres
stents, pourrait expliquer l’aggravation brutale de l’erreur radiale au niveau des extrémités concernées
sur les stents 2 et 8. L’hypothèse principale que nous retenons consiste à attribuer la rigidité supé-
rieure du stent observée sur le CT à la présence du cathéter sur lequel sont en réalité fixé le ballon et le
stent. Bien que globalement flexible, celui-ci conserve en effet une certaine rigidité, pour permettre la
navigation dans le réseau vasculaire. Il est probable que cette rigidité influe sur la position du stent en
longitudinal pendant le déploiement. En l’occurrence, le fait que le cathéter ne soit pas modélisé dans
la simulation expliquerait le décalage observé. Un deuxième facteur allant dans ce sens est la présence
d’une bande adhésive sur le fantôme lors du déploiement expérimental, utilisée pour limiter le mou-
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(a) (b)

Figure 6.28 – Captures d’écran du recalage rigide entre CT et simulation pour le stent 2, en plasticité
parfaite : (a) en fin de chargement, et (b) en fin de déploiement.

Figure 6.29 – Capture d’écran du recalage rigide entre CT et simulation pour le stent 8, avec écrouissage,
en fin de déploiement.
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Stent Déploiement avec artère Déploiement libre
Pl. parfaite Écrouissage Pl. parfaite Écrouissage Élasticité

1 6h04 10h11 1h06 1h07 0h52
3 7h17 6h56 5h22 5h29 3h51
4 4h33 4h22 2h42 2h34 1h52

Table 6.10 – Comparaison du temps de calcul jusqu’à la fin du gonflement, pour une simulation de dé-
ploiement libre et avec un modèle d’artère contraignant l’expansion. Un modèle élastique est également utilisé
à titre de référence. Les stents 1, 3 et 4 sont respectivement de longueur 12, 38, et 24 mm.

vement du dispositif pendant les acquisitions micro-CT. Bien que d’influence probablement moindre
que celle du cathéter, la bande adhésive pourrait également expliquer une rigidité supplémentaire au
niveau de l’artère, s’opposant au déploiement du stent. Pour ce deuxième point, une solution serait
d’imposer des conditions aux limites sur le déplacement d’une partie du maillage de la paroi, dans
la simulation, de façon à reproduire la contrainte correspondant à la bande adhésive. Par ailleurs, la
rigidité liée au cathéter pourrait être prise en compte de manière indirecte en intégrant un terme de
régularisation (lié à une énergie de flexion) dans le calcul de la ligne médiane du stent, pour l’instant
purement géométrique. Cet aspect est discuté plus en détail dans les perspectives de nos travaux.
La deuxième irrégularité soulignée par l’analyse longitudinale des résultats est la présence de nom-
breuses variations dans la distance euclidienne entre la ligne médiane du stent simulé, et celle du stent
segmenté sur le CT. Ces oscillations sont observables sur la totalité des stents, avec des amplitudes
entre 100 µm et 200 µm pour les plus faibles, et entre 400 µm et 500 µm pour les plus élevées. La ré-
gularité de ces variations pourrait correspondre à la méthode d’obtention de la ligne médiane du stent,
basée sur l’interpolation de centres de gravité locaux par une NURBS. Le fait que les points soient
interpolés pourrait expliquer des écarts plus importants localement au niveau de chaque point. Pour
palier ce problème, nous avons mis en place une nouvelle méthode de calcul de la ligne médiane, utili-
sant une approximation plutôt qu’une interpolation. Celle-ci génère cependant des instabilités pendant
la simulation, lorsque la ligne médiane est recalculée, ce qui empêche la comparaison avec l’interpolant.
Des pistes de recherche sur les raisons de cette instabilité sont également présentées dans les perspec-
tives. Notons par ailleurs qu’un pic de distance euclidienne entre lignes médianes (de 1 mm) observé à
l’extrémité distale du stent 2 en plasticité parfaite suggère que le décalage lié à la non-représentation
du cathéter est également un facteur du problème.

À l’inverse de la comparaison aux données expérimentales, qui valide dans l’ensemble la précision
de la simulation, les temps de calculs présentés dans les Tables 6.8 et 6.9 sont très au-delà des
limites tolérables pour l’objectif d’intégration à une routine clinique. Le minimum relevé s’élève à 97h
pour le stent 8 (en plasticité parfaite), soit environ 4 jours. L’écart substantiel avec la durée d’environ
1h enregistrée pour le déploiement libre repose sur deux facteurs principaux. Le premier, qui ne compte
que pour une partie du problème, est lié à la longueur des stents simulés. De façon logique, pour un
même niveau de détail, le nombre d’éléments utilisés pour le maillage du stent augmente proportion-
nellement à la taille de celui-ci : le maillage du Presillion Plus, de longueur 12 mm, contient 1956
éléments poutres (2005 nœuds), alors que le maillage du plus long stent simulé (le stent 3, de longueur
38 mm) nécessite 5186 éléments poutres (5283 nœuds). La dimension du système mécanique à résoudre
à chaque itération étant directement liée au nombre de degrés de liberté, sa résolution est d’autant plus
longue que le nombre d’éléments constituant le maillage du stent est important. Toutefois, en réalisant
une simulation de déploiement libre pour le stent 1 (de longueur 12 mm, comparable au Presillion
Plus), le stent 4 (de longueur 24 mm), et le stent 3, les temps de calculs obtenus au chargement sont
significativement plus faibles. La comparaison des durées de simulation jusqu’à la fin du gonflement
pour les stents 1, 3 et 4, avec modèle d’artère et en déploiement libre, est présentée dans la table
6.10. À titre de référence, la simulation de déploiement libre est également effectuée avec un modèle
d’élément poutre linéaire élastique.
Les résultats obtenus, bien que limités à 5000 itérations (pour le chargement), mettent en évidence
deux points notables. Le premier est le fait que dans le cas d’un déploiement libre, la différence entre
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les modèles de plasticité parfaite et avec écrouissage en termes de temps de calcul est relativement
faible : 1 min pour le stent 1, 7 min pour le stent 3, et 8 min pour le stent 4. Par ailleurs les durées
correspondantes sont comparables à celles obtenues par un modèle purement élastique, avec un écart
relatif de 22%, 30%, et 31% pour les stents 1, 3, et 4 respectivement. Ceci tend à confirmer l’efficacité
du modèle de poutre plastique, permettant de décrire un comportement non linéaire plus réaliste, au
prix d’une augmentation du temps de calcul relativement faible.
Le second point souligné par les durées mesurées est le fait que le temps de calcul pour le déploiement
libre du stent seul est effectivement très inférieur à celui obtenu lorsqu’un modèle d’artère est pris en
compte (jusqu’à 9 fois inférieur pour le stent 1 avec écrouissage). Par extrapolation sur 80 000 itéra-
tions, la durée totale de simulation de déploiement libre pour les stents 1, 3 et 4 serait respectivement
d’environ 18h, 88h, et 43h, soit 2 à 27 fois moins que les valeurs obtenues avec le déploiement contraint.
Notons tout de même que des temps de calcul de plusieurs dizaines d’heures restent rédhibitoires pour
l’introduction de la simulation en routine clinique. Tous nos résultats sont néanmoins établis sans
aucune optimisation numérique (exécution sur un seul thread d’un processeur Intel Xeon E3-1270 v5
(8CPUs) 3, 6 GHz, 16 GB RAM), et de nombreuses pistes sont envisageables pour réduire la durée de
simulation. Celles-ci font l’objet d’une discussion dédiée dans les perspectives de nos travaux.

La raison principale de l’augmentation critique du temps de calcul avec l’introduction d’un modèle
d’artère est la prise en compte des interactions entre le stent et la paroi. Le contexte du déploiement
de stent est un scénario où la gestion des collisions joue un rôle fondamental dans la résolution, dans
la mesure où la quasi-totalité du maillage du stent est systématiquement amenée à entrer en contact
avec l’artère. Or, dans le modèle de collision utilisé, les contacts sont pris en compte sous la forme
de contraintes, dont le calcul nécessite la résolution d’un système mettant en jeu les multiplicateurs
de Lagrange associés. La dimension de ce système est directement liée au nombre de contraintes,
donc au nombre de contacts détectés. En première intention, nous utilisons autant de primitives pour
la détection de collisions que d’éléments constitutifs des maillages du stent et de la paroi artérielle
(typiquement plusieurs milliers). Lorsque des contacts sont détectés sur la totalité des éléments du
stent, le coût de la résolution des contraintes associées devient prohibitif par rapport à la résolution du
système mécanique "libre". Ce scénario de contact total se produit plus ou moins vite dans les différentes
simulations, en fonction de la géométrie de l’artère et de la position initiale du stent dans celle-ci. La
différence de temps de calcul relativement faible pour le stent 3, entre déploiement libre jusqu’au
chargement (environ 5h30) et déploiement contraint (environ 7h), s’explique ainsi par l’apparition
tardive de la majorité des points de contacts. Dans ce cas de figure, seuls quelques éléments du stent
sont effectivement en contact avec la paroi pendant la majeure partie du gonflement. À l’inverse, le stent
1 étant globalement aligné avec la paroi du fantôme, la plus grande partie des éléments du maillage
entre en contact avec l’artère simultanément et relativement tôt dans le déploiement, ce qui explique
une différence de temps de calcul beaucoup plus importante entre les déploiements libre et contraint.
Les travaux présentés ici se concentrent principalement sur le comportement et le modèle du stent,
et nous ne présentons donc pas de modèle plus fin que celui utilisé par défaut pour la gestion des
collisions. Une prise en compte adéquate des interactions entre stent et paroi est toutefois une des
étapes indispensables vers l’accélération de la simulation de déploiement. De nouveau, nous évoquons
les différentes pistes concernant cet aspect dans les perspectives.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous présentons les conclusions émergeant des différentes parties précé-
dentes, en regard des objectifs initialement fixés. Étant donné le caractère préliminaire de notre étude
par rapport à une application clinique concrète sur le long terme, nous accordons également une place
relativement importante aux perspectives que nous avons identifiées pendant ce travail de recherche.

7.1 Conclusion

L’objectif sur le long terme auquel se rattachent nos travaux est l’intégration de la simulation
de pose de stent en routine clinique, dans le but de guider la stratégie de déploiement en parallèle
de l’intervention. Comme mis en évidence dans les deux premiers chapitres, cet objectif est rendu
complexe par de nombreux facteurs : contexte médical grave, contrainte forte d’efficacité et de précision,
difficulté d’obtention de données in vivo, ... Face à cet objectif général, l’étude présentée ici constitue
un travail préliminaire qui répond à deux enjeux principaux : d’une part le développement d’une
méthodologie générique de simulation, rapide et réaliste, applicable à tout modèle de stent métallique
(coronaire) ; et d’autre part la confrontation de cette méthode à des données de vérité terrain obtenues
expérimentalement, permettant la validation du modèle proposé.

Méthode pour la simulation du déploiement

Notre contribution au premier enjeu est la mise en place d’une méthode complète de simulation
de déploiement, incluant la reproduction de modèles de stents commerciaux, la conversion en éléments
finis, et l’utilisation d’un modèle de ballon approché. Les étapes détaillées de la reconstruction du
maillage du stent constituent une procédure générique, permettant de simuler n’importe quel stent
métallique (non couvert) dont la structure est essentiellement filiforme. La discrétisation du maillage
en éléments poutres offre la possibilité de tirer parti des dimensions longilignes des mailles du stent
pour réduire le temps de calcul, tout en garantissant un comportement mécanique réaliste. Nous nous
appuyons pour ce dernier sur un modèle de plasticité de Von Mises-Hill avec écrouissage isotrope et
cinématique, adapté aux alliages métalliques, et implémenté en C++ au sein d’un composant spécifique
dans le logiciel libre SOFA. Le code correspondant aux éléments poutres plastiques a par ailleurs pu
faire l’objet d’une demande d’intégration (pull-request) dans le cœur du logiciel, et est désormais acces-
sible publiquement. Bien que la possibilité soit mentionnée sans plus de détail dans la littérature, nous
n’avons recensé aucune étude décrivant précisément une méthode de représentation d’un stent à partir
d’éléments poutres. L’utilisation de chaînes d’éléments poutres connectés, associée à des contraintes
lagrangiennes garantissant la cohésion du maillage, est donc - à notre connaissance - une contribution
primaire de cette étude.
Un second aspect original de notre méthode réside dans la modélisation de l’inflation du ballon par une
membrane virtuelle, déployée dans la direction radiale, et reliée au stent par un ensemble de ressorts
rigides contraignant le déplacement. Cette spécificité, proche des méthodes de déplacement contraint
recensées dans la littérature, possède l’avantage de stabiliser la simulation lorsque le pas de temps
est augmenté, tout en permettant une plus grande liberté dans le déroulement du déploiement par le
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paramétrage dynamique des propriétés de chaque ressort.

Validation expérimentale

Cette méthodologie de simulation de déploiement n’est pertinente qu’en étant associée à une
procédure de validation rigoureuse, qui constitue la deuxième contribution principale de nos travaux.
Notre protocole de validation repose sur le déploiement de dix modèles de stents (présentant deux
types de structures) sous contrôle micro-CT : un en déploiement libre, et neuf dans des fantômes d’ar-
tère coronaire en silicone. Les moules des fantômes sont construits par impression 3D, permettant un
contrôle précis des modèles. Nous considérons des géométries idéales, dont les dimensions sont réalistes
et représentent différents niveaux de courbure. En reproduisant les conditions expérimentales de dé-
ploiement dans la simulation, nous pouvons, par recalage rigide, comparer la géométrie du stent simulé
aux données CT. L’évaluation quantitative de l’écart entre vérités terrain et simulation montre que
la précision de cette dernière est de l’ordre de la centaine de micromètres, ce qui est comparable à
l’épaisseur des mailles du stent. En première intention, ce seuil d’erreur est suffisamment faible pour
le contexte interventionnel, dans lequel les médecins ne disposent à l’heure actuelle pas d’une telle
précision lors de la pose d’un stent. Par ailleurs, l’utilisation de modèles de comportements mécaniques
devrait permettre, à terme, d’apporter aux cliniciens davantage d’informations que les données pure-
ment géométriques dont ils disposent à l’heure actuelle (par exemple sur le risque de dissection de la
paroi en fonction des contraintes évaluées).
Le temps requis pour le déroulement complet de la simulation varie significativement entre les dé-
ploiements libres et les déploiements contraints. En déploiement libre, le temps de calcul total du
déploiement varie d’environ 1 à 5h, en fonction de la taille du maillage impliqué. Bien que de 6 à 30
fois supérieure au seuil initialement évoquée, cette durée - très inférieure aux valeurs recensées dans la
littérature pour des modèles volumiques - permet de confirmer l’efficacité des éléments poutres connec-
tés pour la modélisation du déploiement du stent. Par ailleurs, les temps de calcul présentés ont été
obtenus par lancement de la simulation sur un seul fil d’exécution, sans aucune forme d’optimisation.
Nous estimons probable la possibilité de diminuer le temps de calcul en deçà du seuil fixé, par la
parallélisation de certaines parties de la résolution éléments finis et par l’utilisation de méthodes de
calcul sur carte graphique (GPU). En revanche, les durées de simulation mesurées pour le déploiement
contraint augmentent significativement (jusqu’à plusieurs centaines d’heures) en raison de la prise
en compte des interactions entre stent et paroi. Cette hausse brutale est expliquée par le modèle de
contrainte lagrangienne utilisé également pour la résolution des contacts, qui devient excessivement
coûteux lorsque la totalité du maillage du stent est en collision avec la paroi. L’accélération de la
gestion des collisions et l’optimisation du modèle de paroi, que nous n’utilisons que dans le contexte
de la validation expérimentale, sortent du cadre de nos travaux.

7.2 Perspectives

7.2.1 Amélioration de la méthode

La première limitation dans nos travaux est liée à la confrontation de notre méthode à l’exis-
tant. Comme mis en évidence dans notre synthèse de la littérature, la méthode très majoritairement
employée pour la simulation du déploiement de stents repose sur une discrétisation en un maillage
dense d’éléments volumiques, mettant l’accent sur la précision. Le protocole expérimental que nous
avons mis en place permet de valider le modèle par rapport à des données terrains, mais ne permet pas
sa comparaison directe aux données de la littérature. La reproduction de nos simulations à l’aide de
maillages fins constitués d’éléments volumiques, sur un logiciel propriétaire de simulation, constitue la
prochaine étape logique pour confirmer la pertinence de nos résultats.
La comparaison avec un code éléments finis propriétaire de référence permettrait aussi d’explorer plus
facilement l’impact de certaines approximations sur les résultats. En particulier, plusieurs approxima-
tions de la simulation n’ont pas été étudiées de façon exhaustive dans le cadre de nos travaux. La loi
de comportement élasto-plastique est par exemple considérée comme uniforme sur chaque section des
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éléments poutres, alors que la déformation plastique de chaque section n’est en réalité pas répartie
uniformément sur celle-ci. Il serait également plus réaliste de simuler l’étape de sertissage du stent sur
le cathéter, qui a lieu en amont du déploiement et donne lieu à un historique de plasticité préalable.
D’autre part, comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 4, la résolution du système mécanique
(4.57) par la méthode de Newton-Raphson dans SOFA ne fait intervenir qu’une itération, ce qui re-
présente une approximation potentiellement importante lorsque la simulation comprend un modèle de
plasticité non linéaire. Il serait rigoureux pour la suite de nos travaux d’analyser l’influence du nombre
d’itérations sur la précision des résultats obtenu et sur le temps de calcul global 1. Dans la même idée,
il pourrait être intéressant de comparer les résultats obtenus avec l’utilisation d’autres schémas numé-
riques d’intégration que le schéma d’Euler implicite utilisé dans cette étude, en ciblant des méthodes
compatibles avec les spécificités du problème (en particulier la non linéarité du comportement méca-
nique).
Du point de vue expérimental, une autre limitation que nous pouvons souligner dans l’évaluation du
modèle est le fait que nous n’avons pas étudié l’influence des paramètres de segmentation des données
CT sur le nuage de points obtenu et sur les résultats de comparaison.

Comme mentionné précédemment, la seconde limitation principale est le temps de calcul prohibi-
tif, qui constitue un obstacle important à l’application de la simulation dans des conditions interven-
tionnelles réalistes. La possibilité de parallélisation, déjà évoquée, est la piste privilégiée incluse dans
le cadre de nos travaux pouvant impacter significativement le temps de calcul. Une autre possibilité,
nécessitant davantage d’investissement, serait d’assurer la cohésion des différentes chaînes d’éléments
poutres par une autre méthode que les contraintes Lagrangiennes actuellement utilisées. Les temps
obtenus pour la simulation du déploiement libre du stent dans la discussion de nos résultats révèlent
d’ailleurs l’impact de ces contraintes sur la résolution : ainsi la simulation de 5000 itérations du stent 1,
avec un comportement purement élastique et un maillage comprenant seulement 2005 nœuds, nécessite
déjà 52 min. Ce temps de calcul relativement élevé pour de telles conditions est principalement expliqué
par la deuxième étape de résolution faisant intervenir les contraintes Lagrangiennes. Une alternative
serait d’utiliser une méthode de décomposition de domaine, en considérant chaque chaîne d’éléments
connectés comme un domaine, dont la frontière avec les domaines adjacents se limite aux deux nœuds
extrémaux. L’autre avantage d’une telle méthode est qu’elle permettrait une implémentation parallèle
beaucoup plus directe.
Étant donné l’impact de la résolution des collisions sur la durée totale de simulation, une réduction
importante du temps de calcul passe également par un changement de stratégie pour la gestion des
contacts. En première intention, ce changement pourrait consister simplement en la réduction des
maillages utilisés pour les collisions (pour l’instant identiques à ceux de la paroi et du stent), dont la
mise en place est relativement facile sous SOFA. Par ailleurs, une possibilité pour diminuer la taille du
maillage de l’artère avec un même niveau de précision serait d’utiliser des éléments coques (quadra-
tiques) en lieu et place des éléments triangulaires (linéaires). Dans un second temps, si ces variations
ne sont pas suffisantes, il sera nécessaire de rechercher un modèle de collision spécifique à la simulation
de déploiement et moins coûteux.
Une autre option relativement peut coûteuse à mettre en œuvre pour réduire le temps de calcul serait
de mener une analyse de sensibilité rigoureuse sur nos modèles, visant à réduire le nombre d’éléments
finis nécessaire pour obtenir une précision satisfaisante. Une telle analyse de sensibilité des maillages
n’a pas été effectuée dans le cadre de nos travaux.

7.2.2 Simulation personnalisée

La deuxième limitation principale dans l’application de notre méthode à un contexte clinique
correspond à la nécessité d’intégrer à la simulation un modèle d’artère personnalisé. Bien que la re-
construction de géométries personnalisées d’artères coronaires soit largement documentée dans la litté-
rature, les méthodes utilisées ne sont pas compatibles avec les équipements d’angiographie monoplan
disponibles la majorité du temps en routine clinique. En parallèle de cette étude, des travaux menés

1. Notons qu’un plugin de SOFA (Caribou) est actuellement en développement pour proposer l’implémentation de
plusieurs itérations dans la méthode de Newton-Raphson.
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au sein de notre équipe de recherche ont pour objectif la reconstruction d’une géométrie personnalisée
d’artère coronaire à partir de données OCT et d’angiographie monoplan. Bien que n’étant pas généra-
lisée en routine clinique à l’heure actuelle, l’utilisation de l’OCT a prouvé une capacité de diagnostic
et une efficacité supérieures à l’utilisation de l’angiographie seule, notamment dans les cas complexes
de déploiement (par exemple au niveau de bifurcations). Son développement ne représente qu’une mo-
dification mineure dans le déroulement de l’intervention, et peut facilement être mise en place, rendant
son utilisation pertinente dans le cadre de la simulation personnalisée. En plus de la reconstruction
de la géométrie artérielle, d’autres travaux de recherche en cours ( [184], [185]) étudient la possibilité
d’identifier les paramètres mécaniques de tissus mous à partir de modalités d’imagerie incluant l’OCT.
Cette deuxième fonctionnalité de l’OCT pourrait être directement utilisée vis-à-vis de la plaque athé-
romateuse, de façon à introduire dans la simulation un modèle de plaque au comportement mécanique
et à la géométrie réalistes.
Pour finir, la finalisation d’une méthode de reconstruction depuis les images OCT et l’angiographie
monoplan permettrait l’exploitation d’une base de données OCT de plus de 1000 patients, avec plu-
sieurs acquisitions par patient, disponible dans le service de cardiologie du CHU Gabriel Montpied
de Clermont-Ferrand, pour la validation du modèle de simulation par confrontation à des données in
vivo. Cette dernière étape de validation, particulièrement complexe à réaliser pour la simulation du dé-
ploiement d’un stent en conditions réelles, représenterait une nouvelle référence en termes de précision.
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Annexes

A Compléments sur la théorie de la plasticité

Nous ajoutons dans cette annexe des éléments de détails complémentaires au raisonnement général
présenté dans le chapitre 5.

A.1 Propriété : C : t ∝ t, pour t déviatorique symétrique

Soient t ∈ R3 × R3 un tenseur d’ordre 2 symétrique et déviatorique (tij = tji, i 6= j, et D(t) = t),
et C le tenseur d’ordre 4 correspondant à la loi de Hooke. Pour plus de lisibilité des calculs, nous
utilisons les notations matricielles équivalentes t ∈ R9 et C ∈ R9 × R9.

Ct =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν 0 0 0 ν 0 0 0 ν

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0 0 0 0 0

ν 0 0 0 1− ν 0 0 0 ν

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

0 0 1−2ν
2 0 0 0 1−2ν

2 0 0

0 0 0 0 0 1−2ν
2 0 1−2ν

2 0

ν 0 0 0 ν 0 0 0 1− ν







t11

t12

t13

t21

t22

t23

t31

t32

t33



Ct =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

(1− ν)t11 + ν(t22 + t33)

1−2ν
2 (t12 + t21)

1−2ν
2 (t13 + t31)

1−2ν
2 (t12 + t21)

(1− ν)t22 + ν(t11 + t33)

1−2ν
2 (t23 + t32)

1−2ν
2 (t13 + t31)

1−2ν
2 (t23 + t32)

(1− ν)t33 + ν(t11 + t22)





.

Une conséquence directe du fait que t soit déviatorique est que sa trace est nulle. En effet :

D(t) = t =⇒ t− 1

3
tr(t)I = t =⇒ 1

3
tr(t)I = 0 =⇒ tr(t) = 0.

On a par conséquent :
t11 + t22 + t33 = 0,
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soit

t22 + t33 = −t11,

t11 + t33 = −t22,

t11 + t22 = −t33.

En remplaçant dans l’expression de Ct, on obtient :

Ct =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

(1− 2ν)t11

1−2ν
2 (t12 + t21)

1−2ν
2 (t13 + t31)

1−2ν
2 (t12 + t21)

(1− 2ν)t22

1−2ν
2 (t23 + t32)

1−2ν
2 (t13 + t31)

1−2ν
2 (t23 + t32)

(1− 2ν)t33





.

De plus, par symétrie de t :

Ct =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

(1− 2ν)t11

(1− 2ν)t12

(1− 2ν)t13

(1− 2ν)t21

(1− 2ν)t22

(1− 2ν)t23

(1− 2ν)t31

(1− 2ν)t32

(1− 2ν)t33





.

On obtient finalement :
Ct =

E

1 + ν
t.

B Compléments à la simulation de déploiement contraint

Cette section est dédiée aux informations complémentaires au chapitre 6, sur la méthode simula-
tion de déploiement contraint, et la présentation de la majorité des résultats obtenus.

B.1 Caractéristiques des modèles de paroi artérielle

En complément de la table 6.1, nous présentons ici un tableau synthétique des propriétés du
modèle de paroi, dans les études sur la simulation du déploiement de stent incluant un modèle de
plaque athéromateuse. Le résumé des principales caractéristiques peut être lu dans le chapitre 6.
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Table 7.1 – Synthèse des principales caractéristiques du modèle de paroi artérielle, dans les études sur la simulation du déploiement (contraint) de stents incluant
un modèle de plaque athéromateuse.

Année Auteurs Géométrie Dimension
(éléments finis) Couches artérielles Loi de comportement Isotropie Réf.

2001 Auricchio et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
données expérimentales : [186])

Isotrope [71]

2007 Wu et al. Géométrie courbe
ad hoc

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (modèle
de Mooney-Rivlin à quatre
paramètres, données
expérimentales : [187])

Isotrope [72]

2009 Zahedmanesh et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(même épaisseur)

Hyperélastique (modèle
d’Ogden d’ordre 3
données expérimentales : [74])

Isotrope [73]

2012 Conway et al. Comparaison de trois
niveaux de courbure
(géométries ad hoc)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (fonction
potentielle d’énergie de
déformation, données
expérimentales : [188])

Anisotrope [80]

2014 Schiavone et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (fonction
potentielle d’énergie de
déformation, modèle d’Ogden,
données expérimentales : [74])

Non précisé [83]

2014 Karimi et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Non précisé Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (densité
d’énergie de déformation,
comparaison modèles d’Ogden
et de Mooney-Rivlin,
données expérimentales : [74])

Isotrope [84]

2014 Morlacchi et al. Géométrie courbe
ad hoc

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (densité
d’énergie de déformation,
données expérimentales : [74])

Isotrope [91]

2016 Arokiaraj et al. Géométrie de
bifurcation (ad hoc)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (données
expérimentales : [74])

Isotrope [78]
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Table 7.1 – (suite)

Année Auteurs Géométrie Dimension
(éléments finis) Couches artérielles Loi de comportement Isotropie Réf.

2016 Schiavone
et Zhao

Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle de
Holzapfel-Gasser-Ogden,
données expérimentales : [74])

Anisotrope [86]

2016 Xu et al. Géométrie courbe
ad hoc

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 6,
données expérimentales : [74])

Isotrope [92]

2017 Iannaccone et al. Géométrie de
bifurcation (modèle
de population)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle
d’Ogden d’ordre 3,
données expérimentales : [74])

Isotrope [79]

2017 Schiavone et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle de
Holzapfel-Gasser-Ogden,
données expérimentales : [74])

Isotrope [87]

2020 Shen et al. Géométrie idéale
(cylindre à diamètre
variable)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
modèle d’Ogden d’ordre 3)

Isotrope [90]

2020 Lee et al. Géométrie idéale
(cylindre rectiligne)

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
modèle de Mooney-Rivlin
à cinq paramètres
données expérimentales : [74])

Isotrope [98]

2005 Holzapfel et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Distinction de huit
tissus artériels

Hyperélastique (huit fonctions
d’énergie de déformation,
données expérimentales : [74])

Anisotrope [101]

2010 Zahedmanesh et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Intima, media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle
d’Ogden d’ordre 3,
données expérimentales : [74])

Isotrope [103]

2014 Ragkousis et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme Hyperélastique (modèle
Néo-Hookéen, données
expérimentales : [189])

Isotrope [104]
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Table 7.1 – (suite)

Année Auteurs Géométrie Dimension
(éléments finis) Couches artérielles Loi de comportement Isotropie Réf.

2016 Chiastra et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(hexaèdres)

Une couche uniforme
(media)

Hyperélastique (fonction
d’énergie de déformation,
polynomiale de degré 6,
données expérimentales : [74])

Isotrope [105]

2019 He et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(tétraèdres)

Media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle de
Holzapfel-Gasser-Ogden
modifié, données
expérimentales : [190] et [191])

Anisotrope [106]

2020 He et al. Géométrie
personnalisée

Volumiques
(tétraèdres)

Media, adventice
(épaisseurs variables)

Hyperélastique (modèle
d’Ogden d’ordre 1, avec
effet de Mullins, données
expérimentales : [190] et [191])

Anisotrope [107]
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B.2 Résultats du recalage entre CT et simulation

Avant dégonflement du ballon

En complément de la section 6.3 dans laquelle sont présentés les résultats des simulations de
déploiement contraint du stent, nous présentons ici des images du recalage entre la simulation et les
données expérimentales (micro-CT), permettant l’évaluation de la première par comparaison avec les
secondes. Les Figures 7.1 et 7.2 illustrent le recalage simulation/CT à la fin du chargement, avant
le dégonflement du ballon, respectivement dans le cas d’une simulation de plasticité parfaite, et de
plasticité avec écrouissage.

Après dégonflement du ballon

De même, en complément de la deuxième partie de la section 6.3 dans laquelle sont présentés les
résultats des comparaisons simulation/CT pour la fin du déploiement (après dégonflement et retrait du
ballon), nous présentons ici les captures d’écran des recalages correspondants. La Figure 7.3 illustre
les simulations de déploiement en plasticité parfaite, et la Figure 7.4 celles avec écrouissage.
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Figure 7.1 – Captures d’écran du recalage rigide entre CT et simulation, pour l’ensemble des stents testés,
permettant de comparer la configuration du stent simulé aux données expérimentales. Le modèle de plasticité
parfaite est utilisé pour la simulation. La comparaison est faite à la fin du chargement, avant le dégonflement
du ballon. Les nœuds du stent extraits de la simulation sont superposés (en rouge) au rendu volumique du CT.
Les stents sont représentés dans l’ordre numérique, soit de gauche à droite, et de haut en bas : 1, 2, 3, 4, 5, 6,
8, 9, 10.
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Figure 7.2 – Captures d’écran du recalage rigide entre CT et simulation, pour l’ensemble des stents
testés, permettant de comparer la configuration du stent simulé aux données expérimentales. Le modèle de
plasticité avec écrouissage est utilisé pour la simulation. La comparaison est faite à la fin du chargement, avant
le dégonflement du ballon. Les nœuds du stent extraits de la simulation sont superposés (en rouge) au rendu
volumique du CT. Les stents sont représentés dans l’ordre numérique, soit de gauche à droite, et de haut en bas
: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.

168



Figure 7.3 – Captures d’écran du recalage rigide entre CT et simulation, pour l’ensemble des stents testés,
permettant de comparer la configuration du stent simulé aux données expérimentales. Le modèle de plasticité
parfaite est utilisé pour la simulation. La comparaison est faite à la fin du déploiement, après dégonflement et
retrait du ballon. Les nœuds du stent extraits de la simulation sont superposés (en rouge) au rendu volumique
du CT. Les stents sont représentés dans l’ordre numérique, soit de gauche à droite, et de haut en bas : 1, 2, 3,
4, 5, 6, 8, 9, 10.
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Figure 7.4 – Captures d’écran du recalage rigide entre CT et simulation, pour l’ensemble des stents
testés, permettant de comparer la configuration du stent simulé aux données expérimentales. Le modèle de
plasticité avec écrouissage est utilisé pour la simulation. La comparaison est faite à la fin du déploiement, après
dégonflement et retrait du ballon. Les nœuds du stent extraits de la simulation sont superposés (en rouge) au
rendu volumique du CT. Les stents sont représentés dans l’ordre numérique, soit de gauche à droite, et de haut
en bas : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.
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