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Résumé

Cette thése porte sur la goniométrie d’émetteurs radioélectriques non coopératifs a par-
tir de signaux regus sur un réseau d’antennes. Les applications visées dans ce travail sont
le scénario aéroporté, caractérisé par un nombre de sources supérieur au nombre de cap-
teurs, et le scénario en environnement urbain, caractérisé par des multi-trajets cohérents.
Les méthodes de goniométrie conventionnelles telles que formation de voies et Capon ou
encore les méthodes a haute résolution telles que MUSIC ne sont pas performantes dans
de tels scénarios. La méthode du maximum de vraisemblance souffre quant & elle d’'une
complexité de calcul incompatible avec les systémes opérationnels actuels.

Pour palier ces limitations, la goniométrie est traitée ici avec un formalisme parcimo-
nieux, parfaitement adapté & 'utilisation de tables de calibration dans les systémes opé-
rationnels. Aprés avoir montré les intéréts d’une approche reposant sur une régularisation
par la norme LO, cette thése s’attaque aux verrous que sont le paramétre de régularisa-
tion et la convergence globale des algorithmes d’optimisation. Pour cela, nous construisons
et étudions statistiquement des représentations parcimonieuses adaptées i) aux scénarios
aéroportés, et ii) aux environnements urbains. L’équivalence avec le maximum de vrai-
semblance donné par une formulation contrainte permet alors de déterminer un intervalle
théorique admissible pour le paramétre de régularisation. Nous étudions également les mi-
nimiseurs et les surfaces d’erreurs de différents critéres d’optimisation. Cela nous permet de
proposer des schémas itératifs de minimisation augmentant la probabilité de convergence
globale et ainsi moins sensibles & l'initialisation. De plus, ’algorithme ainsi proposé permet

de séparer des sources proches.







Abstract

This thesis deals with the direction-of-arrival (DOA) estimation of non-cooperative
radio transmitters from signals received on an antenna array. The applications targeted
in this work are the airborne scenario, characterized by a number of sources higher than
the number of sensors, and the urban environment scenario, characterized by coherent
multipath. Conventional direction-of-arrival estimation methods such as beamforming and
Capon method or high resolution methods such as MUSIC are not efficient in such scena-
rios. As for it, the maximum likelihood method suffers from a computational complexity
incompatible with current operational systems.

In order to overcome these limitations, the problem of direction-of-arrival estimation is
treated here with a sparse formalism, perfectly adapted to the use of calibration tables in
operational systems. After having shown the interests of an approach based on a regulari-
zation by the L0 norm, this thesis tackles the technical issues that are the regularization
parameter and the global convergence of optimization algorithms. To this end, we construct
and statistically study sparse representations adapted to i) airborne scenarios, and ii) ur-
ban environments. The equivalence with the maximum likelihood given by a constrained
formulation then allows us to determine a theoretical admissible interval for the regulariza-
tion parameter. We also study the minimizers and error surfaces of different optimization
criteria. This allows us to propose iterative minimization schemes that increase the proba-
bility of global convergence and thus are less sensitive to initialization. In that respect, the

proposed algorithm enables to separate close sources.
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Notations

Définitions et notations générales

Les lettres latines minuscules en gras représentent des vecteurs, les lettres latines ma-

juscules en gras représentent des matrices.

ensemble des G € N premiers indices Ig = {1,...,G}
cardinalité (i.e. nombre d’éléments) de I'ensemble w
partie réelle de la variable x

partie imaginaire de la variable x

matrice identité carrée de dimension N x N
transposée d’un vecteur ou d’une matrice
transposée conjuguée d’un vecteur ou d’une matrice
conjugué d’un vecteur ou d’une matrice
pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice M
rang de la matrice M

produit scalaire hermitien de ’espace C9

Définitions de fonctions

L . 1 si la condition est respectée
1 fonction indicatrice : Loondition =
0 sinon
. ) . 0 sila condition est respectée
i fonction d’appartenance : lcondition =
400 sinon

(-)+ fonction (u); = max(0,u)
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Notations

Définitions en relation avec ’estimation parcimonieuse

pI'OXﬁf
(I)pen
Dy,
PcELo

J, pen
Je,

JcELo

opérateur proximal de la fonction Sf, défini par I’équation (2.31)
fonction de pénalité générique

fonction de pénalité ¢y définie par ’équation (2.38)

fonction de pénalité CELOQ définie par ’équation (2.45)

fonction coiit régularisée par une fonction de pénalité ®pe,, (2.37)
fonction cofit régularisée par la fonction de pénalité £,

fonction coiit régularisée par la fonction de pénalité CELO
complémentaire de ’ensemble w

sous-matrice de D = [dy,...,dg] | Dy = [dwy, - - ., dgo]
sous-vecteur de u = [ug,...,ug] | Uy = (U, - - - Ugy]

opérateur de complétion de zéros défini dans I’équation (2.10)




Préambule

Cette thése a été proposée par THALES. Elle fait I'objet d’'une convention CIFRE
et s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre cette entreprise et le laboratoire des
Systémes et Applications des Technologies de I'Information et de I'Energie (SATIE), placé
sous la tutelle notamment de I’Université Paris-Saclay, de 'Ecole Normale Supérieure Paris-
Saclay et du CNRS. La thése a démarré en octobre 2018.

Cadre général

La goniométrie est un probléme classique en traitement d’antennes : il s’agit d’esti-
mer les directions d’arrivées ou angles d’arrivées d’une ou plusieurs sources a partir des
signaux regus sur un réseau d’antennes. Ce probléme a de multiples applications a la fois
dans les secteurs civils et militaires. C’est en particulier une étape essentielle pour la loca-
lisation d’émetteurs radio-électriques ou sonores, ce qui en fait un enjeu majeur dans des
domaines tels que le controle du spectre, les télécommunications, la détection sous-marine,
la recherche de victimes enfouies aprés des catastrophes naturelles, le suivi et la protection

d’espéces animales ou encore I'usine 4.0.

Les applications visées par ces travaux relévent de systémes de goniométrie par réseaux
multicapteurs qui fonctionnent en écoute passive, pour des émetteurs non-coopératifs. Dans
le cadre de cette thése, on s’intéresse a des émetteurs radio-électriques, par exemple des
téléphones mobiles, des radars, des stations de télécommunications ou tout autre source
émettant des ondes électromagnétiques dans les gammes hautes fréquences (HF, 1-30 MHz),
trés hautes fréquences (VHF, 30-300 MHz), ultra hautes fréquences (UHF, 300 MHz-3 GHz)
ou supra-hautes fréquences (SHF, 3 GHz-6 GHz). Les méthodes de goniométrie peuvent

cependant aussi étre appliquées & des émetteurs sonores tels que des voix, des sons etc.

Contexte et motivation des travaux

Les premiéres méthodes de goniométrie d’ondes radio-électriques apparaissent dans le
domaine de la navigation, bien avant I’avénement du GPS. Elles permettent par exemple

& des embarcations maritimes de rejoindre un port équipé d’un radiophare : il suffit de
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suivre la direction d’arrivée estimée du signal recu par le radio-goniométre du bateau. Les
premiéres méthodes telles que l'interférométrie ou la formation de voies sont ainsi déve-
loppées pour des cas mono-sources. Capon [15] a ensuite amélioré ces méthodes avec un
filtrage spatial s’adaptant aux interférences dans chaque direction pointée. Cependant, ces
méthodes restent biaisées dans le cas multi-sources, et inefficaces en présence de sources

de faibles puissances.

Les méthodes de goniométrie & haute résolution (HR) telles que MUSIC (pour M Ultiple
SIgnal Classification) |6, 7, 66] ou le maximum de vraisemblance, découvertes a la fin des
années 1970, permettent d’estimer les directions d’arrivées de plusieurs sources incidentes
de maniére plus robuste que Capon.

La méthode MUSIC est une méthode dite & sous-espaces : elle exploite finement la struc-
ture algébrique du modéle d’observation, notamment la propriété d’orthogonalité entre les
sous-espaces signal et bruit. Elle permet ainsi de surmonter les limitations en résolution
des méthodes conventionnelles et super-résolutives comme Capon. La méthode présente
I’avantage d’étre asymptotiquement non biaisée - pour une durée d’observation infinie. Les
bonnes performances de MUSIC reposent en effet sur la bonne estimation de la matrice de
covariance des signaux regus, dont la précision d’estimation est inversement proportionnelle
a la durée d’observation : elle doit donc étre estimée sur un grand nombre de réalisations
indépendantes des signaux regus. Les performances, et par conséquent la résolution, se
détériorent également en présence de faibles rapport signal sur bruit (RSB), d’erreurs de
modéle ou de sources cohérentes - ou elles peuvent méme étre mises en défaut [30, 33, 74].

Les méthodes du maximum de vraisemblance sont sous certaines conditions asympto-
tiquement efficaces et non biaisées, et présentent de plus l'intérét de pouvoir estimer les
directions d’arrivées de sources fortement corrélées ou cohérentes. Mais elles sont cependant
aussi sensibles aux erreurs de modéle. De plus, leur cofit calculatoire est trés important car
toutes les directions doivent étre estimées conjointement, et il est trés rapidement prohibitif
- dés lors que I'on dépasse quelques paramétres a estimer. C’est surtout pour cette raison
que le maximum de vraisemblance a une utilisation limitée.

Il y a donc encore de nombreux obstacles a 'utilisation des méthodes HR dans certains
contextes spécifiques et stratégiques pour Thales. Dans le cadre de cette thése, nous nous
focalisons, pour des applications opérationnelles, sur deux scénarios sensibles d’un point

de vue scientifique car hors du champ d’application des méthodes conventionnelles ou HR.

Le premier contexte applicatif est un scénario aéroporté. Dans ce contexte, le porteur
peut étre un drone ou un avion : il est de dimension nécessairement réduite, avec une charge
utile faible. Les réseaux d’antennes installés sont compacts, & la fois en terme de nombre
d’antennes, de nombre de voies de réception et d’ouverture du réseau. Les algorithmes HR,
offrent alors de faibles résolutions et une faible robustesse aux ambiguités en contexte multi-

sources, d’autant plus préjudiciable que le nombre d’émetteurs augmente avec laltitude
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du porteur : on peut alors avoir un nombre de sources supérieur au nombre d’antennes.
De plus, le temps d’observation des signaux dans ce contexte est réduit, et les rapports
signaux a bruit faibles (émissions distantes).

Ce scénario est équivalent au scénario inverse ot I’on cherche & localiser des essaims de

drones a l’aide d’une station sol fixe.

Le second contexte présentant plusieurs difficultés opérationnelles auquel nous nous
intéressons est le contexte urbain, par exemple pour des systémes de communications GSM,
LTE ou PMR. Le signal émis par un émetteur se réfléchit sur des batiments environnants,
et il est alors regu par le réseau antennaire sous forme de multi-trajets, chacun des trajets
étant vu comme une source par le systéme. La mise en ceuvre d’un algorithme & sous-espaces
comme MUSIC nécessite la connaissance ou la bonne estimation du nombre de sources,
ce qui est rendu compliqué dans ce contexte par la forte corrélation temporelle entre les
multi-trajets. La forte corrélation dégrade trés fortement les performances, et pour des
trajets quasi-cohérents, la méthode MUSIC peut étre mise en défaut car elle sous-estime
le nombre de sources. La faible durée d’observation ou d’émission du signal, par exemple
dans le cas d’émissions en évasion de fréquence, améne également une dégradation des
performances.

Les dégradations de performances dues & des multi-trajets partiellement corrélés se re-
trouvent également dans un contexte de communications ionosphériques HF'| par exemple
pour des communications CW, ot les sources sont de plus proches spatialement en éléva-

tion.

Objectifs de la thése

Les méthodes conventionnelles ne fonctionnent quasiment pas dans les contextes opé-
rationnels multi-sources qui nous intéressent. La méthode MUSIC présente également des
faiblesses majeures dans la résolution des problématiques précédentes puisqu’elle ne peut
traiter le cas de sources cohérentes, ou de ’estimation des directions d’arrivées de plus de
sources que de capteurs dans le cas général. Certes, les méthodes du maximum de vrai-
semblance ont le potentiel théorique pour palier le probléme des sources cohérentes, mais
leur mise en ceuvre s’avére impossible & ’heure actuelle en raison de la charge de calcul
nécessaire en présence de plusieurs trajets. De plus, les contextes opérationnels entrainent
des rapports signal a bruit faibles, un temps d’intégration réduit, et des erreurs de modéles
inhérentes aux systémes. Les performances de MUSIC sont alors dégradées et ne sont pas a
la hauteur de celles attendues pour un cahier des charges donné. Les exigences portant sur

la précision de localisation ou le pouvoir de résolution peuvent en effet ne pas étre atteintes.

De nouvelles approches de goniométrie exploitant des méthodes parcimonieuses ont vu

le jour au début des années 2000. L’intérét pour ces méthodes s’est intensifié ces derniéres
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années devant leur potentiel et les avantages qu’elles apportent par rapport aux méthodes
classiques : estimation des directions d’arrivées avec trés peu d’échantillons voire avec
une unique mesure instantanée, estimation dans des contextes avec plus de sources que
de capteurs... Leurs performances et la résolution atteinte dans des scénarios de rapport

signal & bruit faible sont également largement mises en avant.

Ces méthodes exploitent la parcimonie en angles d’arrivées et reposent sur une dis-
crétisation des directions d’arrivées possibles de ’espace de recherche selon une grille. Ce
formalisme est en totale adéquation avec 'utilisation, dans nos systémes opérationnels,
d’une table de calibration construite a partir d’enregistrements des réponses du réseau
dans les directions du champ d’observation. Cette derniére remarque m’apparait fonda-
mentale pour justifier tous les espoirs que je vais mettre sur les méthodes parcimonieuses

dans ce travail.

11 existe encore plusieurs verrous a 'utilisation de ces méthodes dans des systémes opé-
rationnels : la recherche sur les méthodes parcimonieuses nécessite encore de nombreux
développements scientifiques. Le formalisme mathématique d’estimation parcimonieuse a
notamment été construit autour de la pseudo-norme £y, qui est discontinue, non dérivable,
non convexe... Les difficultés d’optimisation sont ainsi nombreuses concernant la conver-
gence et donc l'initialisation des algorithmes. Les difficultés ont poussé a 'utilisation de
la norme ¢; dans de nombreuses applications parcimonieuses. Cependant, pour les réseaux
a peu de capteurs de nos systémes opérationnels, les résolutions et les performances que
nous attendons ne peuvent pas se satisfaire des méthodes basées sur la norme #; et tra-
ditionnellement rencontrées dans la littérature. De plus, le formalisme parcimonieux fait
appel a des paramétres souvent fixés de maniére empirique, ce dont on ne peut se satisfaire

dans un systéme opérationnel.

Cette thése a pour objectif de lever les verrous actuels des méthodes parcimonieuses
pour proposer des systémes de goniométrie opérationnels fiables et qui correspondent aux
réalités terrain. Les développements passent nécessairement par une approche pluridisci-
plinaire combinant la physique de réception, les statistiques des signaux et l'algorithmie
d’optimisation mise en ceuvre. La thése présentée ici s’appuie sur ces différents champs
pour permettre le développement de nouvelles méthodes parcimonieuses dans des systémes
opérationnels et dans les scénarios décrits ci-dessus : le scénario aéroporté, dans lequel le
nombre de sources peut étre supérieur au nombre d’antennes, et le scénario urbain avec
des sources fortement corrélées ou cohérentes. Il s’agit d’approches en rupture avec les

technologies actuellement utilisées par Thales.

Ce travail est en particulier consacré a la mise en ceuvre d’une méthode régularisée
reposant sur la norme . Il se concentre sur les modéles d’observation, sur la détermination

du paramétre de régularisation et sur la convergence de schémas itératifs.
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Organisation du document

Le premier chapitre est une introduction générale sur la goniométrie. Aprés quelques
éléments sur la propagation des signaux et sur les méthodes conventionnelles et & haute
résolution, j’évoque leurs performances dans les contextes qui nous intéressent. Ce chapitre

justifie I'utilisation de nouvelles méthodes pour un contexte opérationnel difficile.

Le deuxiéme chapitre présente ’état de ’art spécifique & ’estimation des directions
d’arrivées par les méthodes parcimonieuses. Il permet de justifier le choix fait de travailler
dans cette thése sur la minimisation d’un critére des moindres carrés régularisé par la

norme £.

Le troisiéme chapitre présente les deux modéles d’observation introduits pour répondre
a nos problématiques. J’y définis des modéles d’observation spécifiques & nos scénarios afin
d’inscrire ce travail dans le cadre formel de 'estimation des directions d’arrivée par des
méthodes parcimonieuses. Dans le but de simplifier la complexité numérique tout en s’ap-
puyant sur 'existence de preuves de convergence algorithmique, je présente deux modéles
d’observation vectoriels qui utilisent les informations contenues dans la matrice de cova-
riance. Ainsi, dans le contexte aéroporté, j’étudie le modeéle de la matrice de covariance
vectorisée et calcule ses statistiques a la fois dans le cas d’erreurs de modéles et pour un
temps d’intégration fini. Pour le contexte urbain, je propose d’exploiter le premier vecteur
propre de la matrice de covariance et 1’étudie en présence d’erreurs de modéle. Pour des
sources quasi-cohérentes, celui-ci contient en effet toute 'information utile. Ces deux mo-
déles, a la dimension réduite et qui condensent toute 'information utile, peuvent se mettre
sous une forme parcimonieuse grace a un dictionnaire issu de la table de calibration. La
connaissance des statistiques de ces modéles, développées dans ce chapitre, sera exploitée

pour la détermination du paramétre de régularisation dans le quatriéme chapitre.

Le quatriéme chapitre porte sur le paramétre de régularisation. Le paramétre de régu-
larisation détermine le poids relatif entre le terme d’attache aux données et la pénalité, ici
la norme ¢y, dans le critére régularisé qui fait I’objet d’une minimisation pour I’estimation
parcimonieuse. Je propose une extension des travaux de Mila Nikolova dans le cas sto-
chastique, et montre, pour des sources suffisamment éloignées, 1'existence d’un intervalle
éligible pour le paramétre de régularisation qui est indépendant de I'observation. L’analyse
de cet intervalle me permet de définir le domaine de validité opérationnel de la méthode
proposée. En particulier, I’analyse selon 1’écart entre les sources me permet de déterminer
une limite de résolution.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la conception et au développement des algorithmes
qui seront mis en ceuvre. J’étudie d’abord les minimiseurs de la surface Jy, correspondant au
critére régularisé par la norme £y. Le nombre important de minimas locaux est a ’origine de
difficultés de convergence et donc d’initialisation des algorithmes sous-optimaux utilisés,
par exemple l'algorithme IHT (Iterative Hard Thresholding) dont la convergence n’est

garantie que vers un point fixe. J’étudie en comparaison les minimiseurs du critére régularisé
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par la pénalité CELOQ, approximation continue récemment proposée de la norme fy. Cette
étude met en évidence, dans un schéma opérationnel, l'intérét d’utiliser les deux surfaces
d’erreur. Je propose un nouveau schéma adaptatif et montre sa pertinence par rapport a
I’état de 'art et sa supériorité, tant dans les modalités de mise en ceuvre que dans ses
performances statistiques.

Le sixiéme chapitre conclut le travail proposé ici et offre quelques pistes de réflexions

pour de futurs travaux.

Contributions

— Pour le scénario en milieu urbain, j’ai proposé d’utiliser comme observation le pre-
mier vecteur propre de la matrice de covariance car il porte toute 'information en
présence de sources fortement corrélées voir cohérentes. Celui-ci peut s’obtenir tres fa-
cilement par quelques itérations de la méthode des puissances. J’ai utilisé de maniére
originale cet unique vecteur propre pour effectuer la localisation de multi-trajets
en goniométrie parcimonieuse. J’ai calculé les statistiques de cette observation en
présence d’erreurs de modéle.

— Dans le cas aéroporté, j’ai proposé d’utiliser la matrice de covariance vectorisée. Cette
technique permet de localiser plus de sources que de capteurs par la création d’un
réseau virtuel comprenant beaucoup plus de capteurs que de capteurs physiques. J’ai
mené les mémes analyses statistiques que précédemment, et j’ai traité également le
cas du temps d’intégration fini.

— Dans le cadre de ces deux scénarios difficiles, j’ai souligné la nécessité de travailler
dans un cadre parcimonieux avec la norme £y. J’ai de plus montré que ’estimation
des directions d’arrivées par le probléme contraint avec la norme £y correspond &
I’estimation du maximum de vraisemblance déterministe.

— Les deux modéles d’observation proposés m’ont permis d’exploiter la littérature par-
cimonieuse sur les modéles SMV (Single Measurement Vector), qui est plus fournie
que celle sur les modéles MMV (Multi Measurement Vector). En particulier j'ai ex-
ploité la dualité probléme contraint - probléme régularisé, étudié les surfaces d’erreurs
des critéres et j'ai développé des algorithmes robustes & la complexité réduite.

— J’ai étendu les travaux de Mila Nikolova portant sur le paramétre de régularisation,
consacrés a une observation déterministe, au cas d’observations stochastiques. J’ai
ainsi obtenu, a l'aide d’approximations statistiques, un intervalle admissible pour
le paramétre de régularisation et j’ai étudié son existence en fonction des scénarios
rencontrés (RSB, niveau d’erreurs de modéle, écart entre les sources, temps d’inté-
gration, corrélation...). Des simulations intensives ont confirmé le bien fondé de cette
approche.

— J’ai montré que ces travaux sur le paramétre de régularisation permettent de déter-

miner des limites de fonctionnement théoriques des méthodes parcimonieuses consi-
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dérées, par exemple la limite de résolution.

— J’ai analysé les surfaces d’erreurs des critéres régularisés par la norme £y et la pénalité
CELO. J’ai vérifié dans mes simulations que la pénalité CELO supprime certains
minimas locaux du critére £y tout en préservant le minimum global. Ceci explique
I’excellent comportement des algorithmes de minimisation du critére régularisé par
la pénalité CELO quand les sources sont éloignées de plus d’une largeur de lobe. J’ai
aussi mis en évidence, entre les sources, la présence d’un bassin d’attraction dont la
taille augmente pour des sources & l'intérieur du lobe. Cela se traduit par une perte
de résolution des méthodes basées sur la pénalité CELO. Ces études sont essentielles
pour proposer de nouveaux schémas d’optimisation améliorant la convergence globale
pour tous types de scénarios.

— J’ai proposé un nouveau schéma d’optimisation adaptatif reposant sur les surfaces
d’erreurs CELO et £y3. Le comportement adaptatif de cet algorithme est controlé
par des critéres d’arréts évoluant selon les caractéristiques de I'estimée & l’itération
courante. Les simulations intensives effectuées ont montré le grand intérét de cet

algorithme par rapport & I'existant.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Modélisation du signal

1.1.1 Apercgu du systéme

Un systéme de goniométrie comprend trois éléments : un réseau de capteurs, une unité
de traitement permettant d’enregistrer et d’exploiter les signaux provenant d’une ou plu-
sieurs sources avec des angles d’incidence différents, et, dans un systéme opérationnel,
d’une interface homme-machine permettant de visualiser les résultats. Dans notre cas, les
signaux proviennent de sources radio-électriques et les capteurs sont des antennes. La figure

1.1 présente la structure générale d’un tel systéme.

& &

Unité de
@)) traitement Angles d’arrivées

FIGURE 1.1 — Exemple de systéme de goniométrie a 5 antennes, avec 3 sources incidentes.

1.1.2 Modélisation des signaux regus

Une source m émet un signal radioélectrique s,,(t) d’amplitude complexe «,,(t), de

bande B,, et de fréquence centrale f,,. Le signal s’exprime alors sous la forme suivante :

Sm(t) = o (t) /2™ mt (1.1)
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On considére un réseau composé de N antennes. L’expression du signal recu par le n-iéme

capteur est :
Sm(t — ) = am(t — ) /2T m(t=Tn) (1.2)

oll 7, est le temps mis par 'onde pour atteindre le n-iéme élément depuis le centre du
réseau. Notons AT = max,, . |7, — Tpy| le temps de parcours de I'onde a travers le réseau.

Dans I’hypothése bande étroite, on suppose
B,, x AT < 1, (1.3)

ol By, est la largeur de bande du signal s,,(t). Dans ce cas, on vérifie ay, (t — 7,) =~ an(t).
On a alors
m(t —Tn) & s (t) e 2™ mTn (1.4)

Dans I'hypothése de front d’onde plan, le temps de parcours 7, entre le capteur n et le
centre du réseau est fonction de 'angle d’arrivée 6,, de la source sur le réseau et des

coordonnées p,, du n-iéme capteur selon la formule :
_ 1T
™=k (em)p’m (15)

avec k(0p,) le vecteur d’onde. Celui-ci s’écrit, en 2D : k(6,,) = —2 [cos @y, sin O0m]”, avec

c = Ao fm la célérité de 'onde. La figure 1.2 représente les différentes variables introduites.

Sm(t)

b‘A\[(”

FIGURE 1.2 — Exemple de réseau d’antennes & N capteurs et M sources incidentes s, (t)
d’angles d’arrivées 0,,, m = {1,..., M}.

Pour M sources ayant les incidences 01, . . ., 07 sur le réseau d’antennes, le signal mesuré

par le n-iéme capteur est le suivant :

M
}Z e IR P g (1) 4 (1), (1.6)
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avec ny(t) un bruit additif. Le signal x(¢) requ en sortie du réseau se met alors sous la

forme :
M
x(t) = [z1(t) ... an®)]" =) a(lm)sm(t) + n(), (1.7)
m=1
" a(0m) = \/1N [e—ﬂ”fok”@m)m e—ﬂﬂfokTwm)PN}T (1.8)

est la réponse du réseau (ou vecteur directeur) a une source incidente d’angle d’arrivée
0., pour des antennes & gains identiques et sans couplage mutuel entre les capteurs, et
n(t) = [ni(t),...,,ny(t)]" est le vecteur de bruit. On définit 'ensemble @ qui contient les

directions d’arrivées des sources :
O ={01,....0ui}. (1.9)

On introduit Ag = [a(6y),...,a(fy)]” la matrice de mélange des ondes incidentes sur
le réseau et s(t) = [s1(t) ... sy (t)]? le vecteur signal des sources. Le signal recu s'écrit

alors :

x(t) = Ags(t) + n(t). (1.10)

1.2 Estimation paramétrique des directions d’arrivées : table

de calibration et performances

1.2.1 Généralités

La goniométrie a pour objectif d’estimer les directions d’arrivées des sources, représen-
tées par des angles par rapport a un axe de référence. L’estimation de paramétres d’un
modéle constitue une partie importante du traitement du signal. L’estimation se fait a
partir d’un ensemble de données mesurées et d’'un modéle d’observation.

Dans le cadre de la goniométrie, on considére le modéle initial présenté ci-dessus :

M
x(t) = Y a(lm)sm(t) + n(t) = Aes(t) + n(t). (1.11)
m=1
T : .
o x(t) = [x1(t) ... zn(t)]" est le vecteur signal requ par le réseau de N antennes,

xn(t) étant le signal regu par la n-iéme antenne.

e © = {01,...,0p} est 'ensemble constitué des M directions d’arrivées des sources :
c’est le paramétre d’intérét a estimer.

e Ag =a(fy),...,a(fy)] est la matrice de mélange des sources, avec a(f,,) la réponse
du réseau de capteurs ou vecteur directeur pour la direction 6,,, pour m =1... M.

o s(t) =[s1(t) ... sar(t)]" est le vecteur signal des sources, avec sy, (t) le signal de la

m-iéme source. Le vecteur s(t) est inconnu.
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e n(t) = [n1(t) ... ny(t)]” est le vecteur aléatoire modélisant le bruit sur chaque
capteur : il est également inconnu.
L’objectif est donc d’estimer les directions d’arrivées 6,, a partir du signal x(t) recu

par le réseau d’antennes.

L’estimation est rendue possible par la connaissance de la réponse du réseau a(f) a
une direction 6. Notons cependant que les méthodes développées dans cette thése ne né-
cessitent pas de structure particuliére de la fonction a(f). L’expression analytique donnée
par I’équation (1.8) repose sur la connaissance de la position des capteurs p,, et suppose
que les antennes sont identiques et qu’il n’y a pas de couplage mutuel entre capteurs. Or
bien souvent, la position des capteurs peut étre imprécise, et les hypothéses de gain ou de
couplage sur les antennes ne sont pas entiérement vérifiées. Cela introduit ce qu’on appelle
des erreurs de modéle : il y a un écart entre les réponses du réseau a() que 'on considére
pour estimation dans les algorithmes, et les réponses réelles des capteurs a(f). Le mo-
déle analytique peut également étre amélioré pour mieux prendre en compte un éventuel
couplage mutuel ou autres gains d’antennes. La bonne estimation de ces paramétres peut

cependant nécessiter une étape de calibration.

1.2.2 La table de calibration
1.2.2.1 Définition

L’étape de calibration permet de prendre en compte les caractéristiques physiques du
réseau de capteurs et d’obtenir ainsi de meilleurs performances de goniométrie pour les
systémes opérationnels. La calibration s’effectue avec un signal pilote : on mesure la réponse
du réseau de capteurs en fonction de I'incidence d’une source. La mesure peut étre effectuée
par exemple dans une chambre anéchoique mais aussi lors d’essais en vol lorsque le réseau
est sur un aéronef. La calibration nécessite une discrétisation de ’espace de recherche : on
considére un nombre fini G de directions 14, avec 1)y = (g — 1)), pour g = 1...G, et
0 = AdJa, ot A est le champ de vision considéré. On parle de grille de discrétisation.

On note ¥ I'ensemble des directions considérées qui composent la grille :

U= {¢1,...,%q} (1.12)

Les vecteurs directeurs correspondants aux angles de la grille sont regroupés dans la table
de calibration A :

A =[a(),...,a(q)]. (1.13)

La table de calibration peut servir a estimer la matrice de couplage. Elle peut également
étre semi-analytique, ot des interpolations complétent des mesures parcellaires.
Dans le cadre de cette thése, et en particulier parce que l'on s’intéresse aux méthodes

parcimonieuses, on considére que la table de calibration A contient I’ensemble des réponses
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connues du réseau, qu’elles soient analytiques ou mesurées, pour les directions discrétisées
de I'ensemble W. La table agira donc en tant que dictionnaire. Ces caractéristiques algé-
briques sont trés importantes pour les algorithmes de goniométrie.

On considére de plus que les directions d’arrivées 6,, font partie des directions can-
didates v, de la grille : on pose ® C W. La matrice de mélange des sources Ag est
ainsi une sous-matrice de la table de calibration A, qui contient uniquement les colonnes

correspondantes aux angles dans ©.

1.2.2.2 Caractérisation

Corrélation On considére la table de calibration A = [a(¢1),...,a(¢g)]. On définit la
corrélation spatiale ra (1,1;) comme la valeur absolue du produit scalaire normalisé entre
les deux vecteurs directeurs a(1;) et a(v;) :

& (¥i)a(y)]

) - 1.14
AV = atin T (62 0,) o

Elle vérifie 0 < ra (14, 1;) < 1. La corrélation indique la ressemblance entre deux vecteurs

directeurs : plus elle est proche de 1, plus les vecteurs sont colinéaires et donc proches.

Largeur de lobe On utilise la corrélation au carrée pour définir les propriétés d’un
réseau donné, en particulier la largeur de lobe. Un exemple de la courbe ri(wi, ;) pour
un angle donné v; = 180° est représenté sur la figure 1.3 en fonction de ¢; pour un réseau

circulaire uniforme & N = 7 antennes de rayon une demi-longueur d’onde.

0.9
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0.4
0.3
0.2
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1 : 1 1 1 1
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"

FIGURE 1.3 — Corrélation au carré ri(l80°, 1) en fonction de 1 pour un réseau circulaire
uniforme & N = 7 antennes de rayon une demi-longueur d’onde.
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Sont représentées sur cette courbe la largeur de lobe a mi-puissance (HPBW pour
Half-Power Beam Width) et la largeur du lobe entre deux annulations de la corrélation
(FNBW pour First-Null Beam Width). En goniométrie, deux signaux regus dans le méme
lobe principal seront difficilement distinguables. Il est essentiel de connaitre la largeur
de lobe du réseau lorsque 'on étudie les performances d’une méthode de goniométrie en

multi-sources.

Cohérence mutuelle La cohérence mutuelle est une mesure utilisée en estimation par-
cimonieuse pour caractériser un dictionnaire. Elle est définie comme le maximum de la
corrélation entre deux colonnes du dictionnaire et donc, en goniométrie, de la table de

calibration. On la note p(A) :

1(A) = maxra (Yi, ¥)). (1.15)

2y

En goniométrie, le dictionnaire est construit & partir de la discrétisation de ’espace des
angles d’arrivées, alors que la fonction a(f) est en réalité continue en 6. La cohérence
mutuelle, en plus de dépendre de la géométrie du réseau, dépend ainsi notamment du pas
de la grille. Pour un pas de grille de 1°, le réseau précédent donne une cohérence mutuelle
de 0.99925, ce qui est donc trés proche de 1. Un pas de grille de 10° résulte pour le méme

réseau en une cohérence mutuelle p(A) ~ 0.93.

La cohérence mutuelle, en estimation parcimonieuse, permet de déterminer certaines

des conditions ou garanties de convergence des méthodes ou algorithmes.

1.2.3 Sources de perturbations des algorithmes d’estimation et évalua-
tion des performances

L’étude des performances d’un algorithme est une étape essentielle pour déterminer la
qualité d’une estimation. On note e = {él, . ,éM} I’estimée des paramétres de valeur
théorique ® en présence d’une perturbation du modéle. Pour un systéme opérationnel, les
angles 0., estimés par les algorithmes différent des valeurs réelles 6, en raison de plusieurs
sources d’erreurs qui jouent sur les résultats des algorithmes : on étudie en particulier les

erreurs de modéle et le nombre d’échantillons K fini des signaux recgus.

On cherche donc & caractériser statistiquement ’écart entre la valeur estimée du pa-
ramétre et sa valeur réelle. Il s’agit alors dans notre cas de caractériser ’écart entre une
direction estimée ém et la direction d’arrivée correspondante 6,,. Celui-ci se mesure par un
biais, une variance, une Erreur Quadratique Moyenne (EQM) ou Racine de I’Erreur Qua-
dratique Moyenne (REQM). Avant de pouvoir caractériser I’écart entre une valeur estimée
et le parameétre réel, d’autres indicateurs sont nécessaires pour caractériser les performances

d’une méthode ou d’un algorithme : le pourcentage d’erreurs, et le pouvoir de résolution.
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1.2.3.1 Les sources d’incertitudes des algorithmes de goniométrie

Le signal recu en sortie du réseau d’antennes x(t) est bruité (1.11), ce qui entraine donc
des incertitudes dans I'estimation des directions d’arrivées si I’on se base directement sur le
signal. Sous I’hypothése de bruit blanc gaussien, 1'utilisation de la matrice de covariance du
signal R, = E [x(t)xH (t)], lorsqu’elle est parfaitement connue, permet de supprimer les
incertitudes liées au bruit ; beaucoup de méthodes d’estimation reposent sur les propriétés
de la matrice de covariance. Cependant, en pratique, la matrice de covariance exacte n’est
pas connue, elle est estimée par un nombre fini d’échantillons. Celle-ci est généralement

estimée sur K échantillons du signal regu x(¢) par :

. 1 &
Ry = ? E X(tk)XH(tk)a (116)
k=1

avec tp, = kT, ou T, est la période d’échantillonnage. En présence d’une bande de réception
de bruit blanc vérifiant t;11 —tx = 1/B, les échantillons x(¢) et x(tx11) sont indépendants
et ona K = BxT. Les performances des estimateurs dépendent de la variance d’estimation
de Ry, qui dépend de K, encore appelé produit BT. Les performances idéales pour un
temps d’observation infini seront appelées les performances asymptotiques dans ce travail :

en effet, lf{m tend vers R, quand K tend vers l'infini.

L’estimation des directions d’arrivées 0, a partir du signal requ x(¢) nécessite également
la bonne connaissance des vecteurs directeurs a(f). Or les erreurs de modéle inhérentes a un
systéme opérationnel entrainent une méconnaissance des vecteurs directeurs exacts, ce qui
se répercute alors sur la précision de I’estimation. Les vecteurs directeurs a(y) du systéme
de mesure ne correspondent pas exactement aux vecteurs directeurs a(v) utilisés dans les
algorithmes, bien qu’ils puissent étre issus d’une table de calibration expérimentale. Les
erreurs peuvent provenir d’un certain nombre de facteurs, comme les erreurs dues aux
gains des capteurs, & leurs phases ou a leurs positions, aux dérives mais aussi au couplage

mutuel. On considére ainsi un modéle de bruit additif sur les vecteurs directeurs :
A=A+E (1.17)

avec A = [a(¢)1) ... a(1q)] les vecteurs directeurs du systéme de mesure pour les angles
candidats ¥, A = [a(¢1) ... a(¥¢)] la table de calibration considérée dans les algo-
rithmes, et E = [e(¢1) ... e(¢q)] la matrice des erreurs de modeéle. Les vecteurs e(t,)

sont supposés Gaussiens, circulaires, indépendants entre eux et entre capteurs :
E[e(y)] = 0, (1.18)

e(vi)e(y))" _ igéijINa (1.19)

Val (;)a(v;)/al (1;)a(yy) N
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E [e(vi)e(y;)"] = 0. (1.20)

Ce modele de perturbation est couramment utilisé [29, 30, 35] et est en général suffisant
pour obtenir un bon apercu des performances d’une approche. Dans la pratique, le niveau
des erreurs de modéles o, peut étre surestimé pour couvrir toutes sortes d’incertitudes. En

effet, il est toujours préférable de surévaluer une erreur dans un contexte opérationnel.

1.2.3.2 Détection et pourcentage d’erreurs d’un algorithme

Le premier critére d’évaluation d’une méthode d’estimation est sa capacité a détecter
les sources. En présence de M sources, un algorithme doit permettre d’estimer M angles
d’arrivées qui puissent chacun s’associer a une source différente. Si une direction estimée 0
est située a plus d’une demi-largeur de lobe de toute vraie direction 6, on parle de source
fantéme. Il peut s’agir d’'un probléme d’ambiguités, c’est a dire que 'algorithme ne peut
estimer de facon unique les M vraies directions d’arrivées. Si M’ > M directions sont
détectées, le probléme peut aussi venir du mauvais réglage d’un seuil de détection. De
meéme si 'on détecte moins de sources qu’il n’y en a en réalité.

Ces problémes de détection seront considérés dans la suite comme des erreurs, en par-
ticulier pour I’évaluation des méthodes parcimonieuses. Ainsi, le pourcentage d’erreurs
représente le nombre de tirages moyen, pour 100 tirages aléatoires, ott un algorithme dé-
tecte soit le mauvais nombre de sources, soit si I'une des directions détectée ne peut étre

associée a une direction d’arrivée réelle & moins d’une demi-largeur de lobe.

1.2.3.3 Pouvoir ou limite de résolution

Une mauvaise détection et donc la prise en compte d’une erreur peut également étre
due & un probléme de résolution. Le pouvoir de résolution est la capacité d’'une méthode
a détecter et estimer les directions d’arrivées de deux sources proches. La forte corrélation
spatiale pour deux directions d’arrivées situées dans le méme lobe d’antenne entraine en
effet des difficultés de détection pour certains algorithmes, d’autant plus que le niveau de
bruit est élevé.

La limite de résolution d’une méthode est ainsi définie comme le plus petit écart an-
gulaire entre deux sources pour lequel on est stir de pouvoir distinguer les deux directions
d’arrivées, c’est-a-dire le plus petit écart angulaire pour lequel on aura 0% d’erreurs dans

un contexte avec M = 2 sources.

1.2.3.4 Variance, biais, et REQM

Une direction d’arrivée estimée 6 est une variable aléatoire qui dépend en particulier

du bruit de mesure. La variance est une mesure de la dispersion des valeurs de 6. Elle est

var (6) =& | (6 - 2 [3])°| ~£[*] - (2[1])" (121)

définie par :
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Le biais est I’écart entre I'espérance d’une valeur estimée # et la valeur exacte du méme

parameétre :

Biais (9) —E M —9. (1.22)

L’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) caractérise la précision d’un estimateur. Elle

est définie par :
BQM (8) = | (9 6)°| = Var () + Bias (4)”. (1.23)

La Racine de 'Erreur Quandratique Moyenne (REQM) est particuliérement utilisée pour

caractériser les performances d’une méthode :

REQM (0) = /EQM (0) (1.24)

1.3 Méthodes conventionnelles de goniométrie

Les premiéres approches historiques de type interférométrie ou goniométrie d’amplitude

ne seront pas développées dans ce document, car adaptées uniquement au cas mono-source.

1.3.1 Meéthodes basées sur le filtrage spatial

Les méthodes basées sur un filtrage spatial des signaux regus x(t) ont été développées
dans un second temps. Le signal est d’abord filtré dans la direction 1 avec un vecteur de
pondération w(v)) : on note x(t, ) = w (1)x(t) le signal filtré. Ces méthodes mesurent
la puissance rayonnée dans toutes les directions de la zone utile. L’objectif est donc de

maximiser I’énergie P(1)) en sortie du filtre selon la direction ), donnée par :

P(y) = E [|a(t, ¢)|] (1.25)
= w (1)) Ragw (1)) (1.26)

out Ry, = E [x(t)x(t)] est la matrice de covariance des signaux x(t) requs en sortie du
réseau. L’estimateur des directions d’arrivées est donné par les valeurs de 1 maximisant la

puissance P(1)) pour une expression du vecteur de pondération w(1)) donnée.

Le filtre de la formation de voies est défini par :

_a)
wry (1) = AT (0)a(0)’ (1.27)
La fonction cotit & maximiser est ainsi :
al () Rura(y)

Pry(¢) = (1.28)




18 1. Introduction

L’estimateur est non biaisé en mono-source. En revanche, sa résolution multi-sources est
limitée par 'ouverture d’antenne.
Le filtre de Capon [15] correspond au filtre spatial qui maximise le rapport signal a

bruit plus interférences. Le vecteur de pondération est le suivant :

Re,a)
(¥)Rara(y)

wol®) = — (1.20)
a
Il est calculé sous la contrainte w'?(¢))a(v) = 1. La puissance a4 maximiser, appelée critére

de Capon, est alors donnée par :

Po(y) = aH(w)Ii;g}a(w)‘ (1.30)

La méthode a une capacité de résolution supérieure a la formation de voies. Les directions
d’arrivées de deux sources proches resteront néanmoins biaisées, et ce méme lorsque la
covariance R, est parfaitement estimée et en ’absence d’erreurs de modéle.

Les inconvénients de ces méthodes conventionnelles sont ainsi leur pouvoir de résolution

limité et le biais induit en contexte multi-sources.

1.3.2 Meéthodes haute résolution (HR)

Les algorithmes de goniométrie & haute résolution ont été découverts a la fin des an-
nées 70 et exploitent finement la structure du modeéle d’observation. A la différence des
méthodes basées de la filtrage spatial, ces méthodes sont asymptotiquement non biaisées
en multi-sources, c’est-a-dire le pouvoir de résolution est théoriquement infini pour un
nombre d’échantillons K infini [74]. Nous présentons ici quelques-unes des méthodes HR

qui serviront comme références dans nos simulations.

1.3.2.1 La méthode MUSIC (MUltiple SIgnal Classification)

La méthode MUSIC (MUltiple Slgnal Classification) [6, 7, 66] est la méthode de ré-
férence ayant introduit la notion de sous-espaces. On fait I’hypothése que le bruit additif

n(t) est un bruit blanc dont la covariance vérifie :
E [n(t)n” (t)] = o21x. (1.31)

On suppose de plus que le bruit est indépendant du signal s(¢). La matrice de covariance

du signal x(t) vérifie alors :

R.. = E [x(t)x" (1)] (1.32)
= AoR AL + 021y, (1.33)




1.3. Méthodes conventionnelles de goniométrie 19

ot Rys = E [s(t)s” (¢)] est la matrice de covariance des sources. La matrice Ry, se décom-

pose en éléments propres de la fagon suivante :

R, = VYV (1.34)
=V, Y VIl v, 1, VH (1.35)

avec Y = diag(Ys Y,) la matrice diagonale contenant les valeurs propreset V.= [Vg V]
la matrice contenant les vecteurs propres. Les valeurs propres vérifient Y, = diag(p; +
o2 ..., un +02), avec (u1, ..., pp) les valeurs propres de la matrice A@RSSAg classées
par ordre décroissantes avec uys > 0, et X, = 02In_ps. Les sous-espaces propres V et
V,, sont orthogonaux entre eux puisque R, est hermitienne : les vecteurs directeurs a(6,,)
engendrant le sous-espace signal V¢ sont orthogonaux a tous les vecteurs qui composent le

sous-espace bruit V,,. On a alors :
a(6,,)V,VZa(0,,) =0,Yme1,... M. (1.36)

Cette propriété est exploitée dans la méthode MUSIC, ou I'estimation des paramétres 6,,

repose sur la minimisation de la fonction cotit suivante :

af na
Juvsic(¥) = W. (1.37)
I, =V, vl (1.38)

Les paramétres d’intérét 6, correspondent en effet au M zéros de cette fonction coiit selon
I’équation (1.36).

Le projecteur bruit I, est en pratique estimé par :
I, =V,VZ (1.39)

ott V,, est formé des N — M vecteurs propres associés au plus petites valeurs propres de
la matrice de covariance estimée Rm (1.16). Les angles d’arrivées 6, sont estimés par les
M minimas proches de zéro du pseudo-spectre Jyrysro ().

La méthode MUSIC est trés simple & mettre en ceuvre, et ses bonnes performances
dans la plupart des scénarios en ont ainsi fait un algorithme trés utilisé. Cependant, la
méthode voit ses performances fortement dégradées pour des sources fortement corrélées
ou en présence d’erreurs de modele [29, 33, 73]. Pour des sources cohérentes, le sous-espace
signal est de dimension 1 et 'utilisation de MUSIC se heurte & des obstacles majeurs. De
plus, la méthode requiert 1'utilisation d’un certain nombre d’échantillons K pour estimer
la matrice de covariance, sans quoi les performances se dégradent rapidement. La méthode
ne permet pas d’estimer plus de sources que de capteurs dans sa formulation initiale, c’est-

a-dire avec l'utilisation de la matrice de covariance. Des méthodes dérivées telles que 2q-
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MUSIC permettent d’estimer les directions d’arrivées de plus de sources que de capteurs
avec l'utilisation des statistiques d’ordres supérieurs : cela nécessite alors d’augmenter

encore le nombre d’échantillons K pour obtenir de bonnes performances.

1.3.2.2 Le maximum de vraisemblance déterministe

La méthode du maximum de vraisemblance exploite la statistique des signaux x(tx)
regus pour en maximiser la fonction de vraisemblance. Dans notre cas, nous étudierons
uniquement le maximum de vraisemblance déterministe (MVD), qui considére le modele
(1.10) avec des signaux déterministes inconnus et un bruit aléatoire gaussien centré circu-
laire. On suppose ainsi que n(t) = x(t) — Aes(t) suit une loi gaussienne centrée de matrice
de covariance 02Iy. Le nombre de sources M est supposé connu : les inconnues sont les
signaux s(t), les angles © et la covariance du bruit ¢2. On considére K échantillons tempo-
rels tels que les signaux regus x(t) soient indépendants. La vraisemblance de I'observation
x = [xI(t1) ... xT(tK)]T est alors donnée par le produit des densités de chacune des

observations x(ty) :

K H
(@ ar,5, 0m; X H 7 (x(tk)—As ), s(tk)) (x(tk)—AéMS(tk))’ (1.40)
Pt (ro?
avec 8 = [sT(t1) ... sT(tK)]T, et @)y C W tel que card(®ys) = M le nombre de sources.

Ag,, est la sous-matrice de la table de calibration A qui contient les M vecteurs corres-

pondants & 'ensemble ®,,. On en déduit 'opposée de la log-vraisemblance :

K
—L(®p,8,00;X) = NKIn( 7ra %Z —Ag,,s(t ))H(X(tk‘)*AQMS(tk)y (1.41)
k=1

En maximisant la log-vraisemblance par rapport a s, on obtient le filtre spatial suivant :
suv(t) = A% x(1), (1.42)

avec AL = (AY Ag, ) 'AL la pseudo-inverse de Moore-Penrose. De méme, I’estimée
LY SN TPM %, ’

au sens du maximum de vraisemblance de o2 est donnée par :
2 1 e
Tnmy = 3 1T (Hn(‘I’M)Rm> (1.43)

avec IL,(®y) = Iy — As MAﬁM. On obtient finalement 'estimateur des directions d’ar-

rivées au sens du maximum de vraisemblance déterministe :

K

Oy = argmin »_ x (t) T, (®ar)x (1) (1.44)
LR

= argmin tr (Hn(i’M)f{m) . (1.45)

P\
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On note Jyry (®ar) le critére & minimiser :
Tarv (@ar) = tr (Hn(qw)ﬁm) . (1.46)

L’optimisation du critére Jpsy du maximum de vraisemblance (1.46) pour I'estimation des
directions d’arrivées est multi-dimensionnelle : on estime conjointement M paramétres.
L’estimation est extrémement cotiteuse en temps de calcul dés lors que ’on dépasse M = 2
sources en 1D, ou & partir de M = 2 sources en 2D.

Le maximum de vraisemblance permet, contrairement & MUSIC, d’estimer les directions

d’arrivées de sources cohérentes |73].

1.3.3 Performances des méthodes HR et borne de Cramer-Rao

La borne de Cramer Rao (CRB pour Cramer Rao Bound) exprime, pour un modéle
statistique donné, une borne inférieure sur la variance d’un estimateur sans biais. Il s’agit
d’un outil trés employé pour évaluer les performances d’un estimateur en raison de sa
simplicité de calcul. La borne de Cramer-Rao est basée sur 'information de Fisher.

L’inverse de l'information de Fisher Z(®) d’un paramétre ® correspond a la borne de

Cramer-Rao :

_ 711
Olnl(©®,%x)0nl(O, %)

00 00

Var (é) >7(@) ' =E (1.47)

Dans la suite, on écrira CRB(@) = Z(®)~!. Un estimateur qui atteint la borne de Cramer-

Rao est dit efficace.

Sans erreurs de modéle, il a été démontré que :

— L’estimée du maximum de vraisemblance déterministe est asymptotiquement Gaus-
sienne mais non efficace lorsque K tend vers l'infini [72].

— L’estimée du maximum de vraisemblance déterministe est asymptotiquement Gaus-
sienne et efficace lorsque le RSB tend vers 'infini [65].

— MUSIC n’est pas asymptotiquement efficace dans le cas général (matrice de cova-
riance des sources quelconque) [72].

— MUSIC est asymptotiquement équivalent au maximum de vraisemblance détermi-
niste si et seulement si la matrice de covariance des sources est diagonale, c’est-a-dire

lorsque les sources sont décorrélées entre elles [72].

Pour des temps d’intégration fini (BT fini), la borne de Cramer-Rao sert usuellement de
référence pour I'évaluation des méthodes d’estimation. En présence d’erreurs de modéles,
on utilisera les performances théoriques du maximum de vraisemblance déterministe en

présence d’erreurs de modéles telles qu’établies dans article [31].
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1.4 Motivations

Dans ce chapitre, nous avons décrit les méthodes MUSIC et du maximum de vraisem-
blance déterministe. Leurs performances asymptotiques en font des méthodes de référence
pour la goniométrie.

Elles ont cependant chacune des défauts qui les rendent non utilisables dans les contextes
opérationnels qui nous intéressent. La formulation classique de la méthode MUSIC présen-
tée dans ce chapitre ne permet pas d’estimer les directions d’arrivées de plus de sources
que de capteurs. De plus, elle ne fonctionne pas pour I'estimation des directions d’arrivées
de sources cohérentes. Les méthodes du maximum de vraisemblance peuvent fonctionner
dans ce cas, mais leur cotit calculatoire est prohibitif dans un systéme opérationnel actuel.

Les méthodes parcimonieuses présentent un fort potentiel pour ’estimation des direc-
tions d’arrivées dans ces scénarios, et le formalisme parcimonieux est en totale adéquation
avec l'utilisation, dans nos systémes opérationnels, d’une table de calibration. Nous les

présentons dans le prochain chapitre.




23

Chapitre 2

Etat de ’art des méthodes

parcimonieuses en goniomeétrie

Le signal recu par le réseau d’antennes est une combinaison linéaire des vecteurs di-
recteurs a(f,,) correspondants aux directions d’arrivées 6,, des sources (1.11). Dans un
systéme de goniométrie opérationnel, nous utilisons la connaissance d’une table de cali-
bration A qui contient les vecteurs directeurs d’un ensemble W contenant les directions
d’arrivées possibles. Ce cadre correspond donc tout a fait a celui d’un probléme d’estima-

tion parcimonieuse.

2.1 Parcimonie et norme /; : généralités

Nous introduisons ici les notions de parcimonie et les notations utiles dans ce cadre.

Soit Iz I'ensemble des indices ordonnés de 1 4 G :
I ={1,...,G}. (2.1)
Soit w un ensemble tel que w C . Le complément de w dans I est donné par :
w=1Ig\w. (2.2)
Il vérifie également w® C lz. Pour un ensemble w, on note
fw = cardw (2.3)

le nombre d’éléments de ’ensemble w.

On considére un vecteur u € C%, tel que u = [uy, .. .,uG]T. Ce vecteur est dit par-

cimonieux s’il contient un grand nombre de composantes nulles, et seulement quelques
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composantes non nulles. Le support de u est défini par

supp(u) = {1 < g < G | uy #0}. (2.4)

On dira que ce vecteur posséde un degré de parcimonie M si seulement M de ses coefficients
sont non nuls, avec M < @. La cardinalité du support de u est alors M. On introduit

ainsi la norme £y, qui compte le nombre de composantes non nulles du vecteur :

[ullo = card (supp(u)) = #supp(u). (2.5)

Cette norme est la mesure naturelle ou intuitive de la parcimonie d’un vecteur. On notera
que la fonction £y n’est pas une norme par définition, puisqu’elle ne vérifie pas la propriété
d’homogénéité : ||aul|o # |a|||uljo dans le cas général, notamment pour tout « différent
de 0,1 ou —1. L’appellation norme £y est donc un abus de langage que nous conservons

également en concordance avec la littérature sur le sujet.

Certains signaux ne sont pas directement parcimonieux mais peuvent étre exprimeés sous
forme parcimonieuse dans un espace transformé. On considére une observation y € CV', et
on suppose que celle-ci peut étre modélisée comme combinaison linéaire parcimonieuse d’un
dictionnaire donné D = [d4,...,d¢g] € CN'*C par un vecteur u € CC tel que supp(u) = w,

avec w C g et fw = M le nombre d’éléments de I’ensemble w :

G M
y=Du= ngug = Z dwmuwma (2'6)
g:l m=1

On a alors ||ul]jo = M. On note Dy, et u,, la sous-matrice et le sous-vecteur définis par :

D, = [dy,,....dy, ] € CN** (2.7)
et
u, = [uwl, ... vuwuw] € Chw, (2.8)
L’équation (2.6) se réécrit :
y = Du=D_,u,,. (2.9)

On écrira alors u = C,(u,,) avec C. I'opérateur de complétion de zéros défini par :

0 si g¢w.

u=Cu(u,) < Vgela, u,— { (2.10)

Ugy pour l'unique ¢ | wy, =g

m

Dans le cadre de I'estimation parcimonieuse, la matrice D est appelée dictionnaire, et
ses colonnes sont appelées atomes. Dans cette thése, on considére des dictionnaires sur-
complets, ou "saturés", c’est-a-dire qui vérifient N/ < G. Dans la pratique, le modéle

contient un bruit additif w : y = Du+ w.
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Le but de I’estimation parcimonieuse est I’estimation du vecteur u a partir d’une obser-
vation bruitée y : il s’agit ici d’un probléme sous-déterminé qui n’a pas de solution unique.

Les méthodes parcimonieuses visent & utiliser 1’a priori de parcimonie du vecteur u.

2.2 Représentation parcimonieuse du signal en goniométrie

Dans le cadre de 'estimation parcimonieuse en goniométrie, on suppose qu’un diction-
naire D € CN'%C se rapporte & I'ensemble des angles de la grille ¥ dont est issue la table
de calibration A, avec ¥ =G :

D =[dy,...,dg] = [d(¢1),...,d(¥a)]. (2.11)

Pour tout ensemble @ = {Py,...,P,} d’angles tel que P = s et @ C ¥, on note Dg la
sous-matrice de D contenant les s colonnes correspondantes aux angles dans @. De méme,

ug est le sous-vecteur de u contenant uniquement les s composantes u; dont les indices ¢
vérifient : 3k | Y, = Py

Soit u € C¢ parcimonieux tel que supp(u) = w C Ig et fw = 5. Soit & = ¥, =
{uwyy - %0, } C . Dans ce cas, la définition de 'opérateur de complétion de zéros (2.10)

est étendue aux ensembles d’angles dans W :

u=_0C,(u,) =Cs(us). (2.12)

2.2.1 Modéle SMV du signal regu

On considére un réseau de N antennes avec M sources incidentes. Dans I’hypothése ot
les M angles d’arrivées ©® sont inclus dans ’ensemble W des directions d’arrivées candidates
sur la grille de dimension G, avec M < G, la matrice de mélange A g est une sous-matrice

de la table de calibration A. On a alors
Aps(t) = As(t) (2.13)

ou 5(t) = Ce(s(t)). Cette relation est illustrée dans la figure 2.1. Le signal x(¢) requ par

le réseau d’antennes devient alors :
x(t) = As(t) + n(t). (2.14)

On notera également s = s, ol 8@ est le sous-vecteur de § contenant seulement les
composantes dont les indices g vérifient : 3 m | g = 0,,.

Le signal requ x(t) s’exprime comme combinaison linéaire parcimonieuse de la table
de calibration A connue, qui correspond donc a un dictionnaire. Les vecteurs directeurs

des angles candidats a(v¢) correspondent donc a des atomes. Pour M sources, on aura
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s(t) :

01

()

FIGURE 2.1 — Représentation des vecteurs s(t) et §(t) (équation (2.13)), et de 'opérateur
de complétion de zéros §(t) = Ce(s(t)), pour M = 3 sources.

Is(t)|lo = M. Le but de 'estimation parcimonieuse est d’estimer le vecteur s(¢) a partir
du signal regu x(t). En particulier, en goniométrie parcimonieuse, seuls les indices des
composantes non nulles de s(¢) nous suffisent pour estimer les directions d’arrivées 6,, : on

aura en effet
Vg | 5y(6) £0, 3m | 6 =ty (2.15)

L’équation (2.14) correspond, en estimation parcimonieuse, & un modéle SMV (pour Single
Measurement Vector). Les méthodes d’estimation parcimonieuse peuvent alors s’appliquer
directement sur le signal x(¢) en sortie du réseau d’antennes a un unique instant ¢ : c’est
un des avantages mis en avant dans la littérature sur I'application des méthodes pour la
goniométrie |4, 80].

Notons que l'estimation parcimonieuse de §(t) effectuée directement a partir du signal
requ x(t) permet de faire également de la séparation de source : ce n’est cependant pas le

propos de cette thése.

2.2.2 Modéle MMV des signaux regus

Afin de prendre en compte la variabilité des signaux au cours du temps, on considére
plusieurs instants de mesure. Il est possible de considérer chaque instant de mesure sépa-
rément et de résoudre ainsi K problémes d’estimation correspondants & du SMV pour K
instants de mesure. Il faut ensuite combiner les résultats. Cependant, il n’y a ainsi pas
de coopération entre les différents problémes, et cette approche peut étre trés sensible au
RSB. Il est ainsi plus intéressant de considérer K échantillons du signal x(¢) simultanément

pour la résolution du probléme.
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Pour K instants de mesure, la matrice des signaux recus X est donnée par :
X = [x(t1),...,x(tg)] = AS + N, (2.16)

avec S = [8(t1),...,8(tx)] et N = [n(t1),...,n(tx)]. On est alors dans le cadre d'un
modeéle MMV, pour Multi Measurement Vectors. Dans ce cas, la matrice S € CE*X des
inconnues est parcimonieuse par ligne. La parcimonie par ligne se mesure par la norme
2, définie par :

Sllz.0 = card {g | [Sy. |12 # 0} (2.17)

L’estimation de S, et plus particuliérement les indices des lignes dont la norme est non nulle,
permet donc également d’estimer les angles d’arrivées 6,,,. Cependant, la dimension de cette
matrice inconnue est bien supérieure a la dimension d’un unique vecteur de dimension G
la taille de la grille de recherche, ce qui implique un cotit calculatoire bien plus important.
De plus, il est inutile pour 'estimation des directions d’arrivées d’estimer exactement les
composantes des signaux dans S : la finalité de I’estimation, dans le cadre de la goniométrie,
concerne les angles 6,, correspondants & des lignes dont les composantes sont non nulles.
C’est pourquoi il a pu étre proposé des méthodes de réduction de la dimension qui reposent

sur une transformation des signaux recus.

2.2.3 Reéduction de la dimension pour la goniométrie parcimonieuse

Afin de traiter plusieurs instants de mesure de facon conjointe sans accroitre significati-
vement le cotlit de résolution du probléme d’estimation des directions d’arrivées, Malioutov
et al. [48] ont présenté une technique de réduction de la dimension basée sur une décom-
position en éléments propres. L’avantage de cette technique est que la dimension ne croit
pas avec le nombre d’instants de mesure. Elle est applicable pour tous types de signaux :

signaux a moyenne nulle ou non nulle, sources corrélées temporellement ou non.

On considére la matrice des signaux recus X = AS + N. La décomposition en éléments
propres de X s’écrit :
X = UAVH. (2.18)

v . . < v . .. i
Les vecteurs singuliers correspondants aux M plus grandes valeurs singuliéres corres
pondent a l'espace signal plus bruit, tandis que les autres sont uniquement dus au bruit.

Il est ainsi proposé d’utiliser comme observation :
Ysy = UAD,; = XVDy,, (2.19)

ou Dy = [Ty O]T, avec Is la matrice identité de dimension M x M et 0 une matrice de

(CNXM

dimension M x (K — M) contenant des zéros. Ygy € est une matrice d’observation

dont la dimension ne dépend pas du nombre d’échantillons. Soit Sgy = SVD s et Ngy =
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NVD,,. Alors on obtient :
Ysv = ASgy + Ngv. (2.20)

La matrice inconnue Sgy € C&*M est parcimonieuse par ligne. La dimension a ainsi été
réduite de K & M : si le nombre d’instants de mesure K peut parfois étre de plusieurs
centaines, le nombre de sources M est en général faible (de une & une dizaine dans nos
applications, pour des réseaux composés de 4 a 8 antennes). La réduction de dimension est
donc relativement importante. Cette technique a ainsi largement été reprise dans le domaine
de V'estimation des directions d’arrivées [47, 68, 86]. Ce modéle correspond cependant
toujours & un modeéle MMV.

Or il existe encore de nombreux outils d’estimation parcimonieuse qui n’ont pas été
étendus pour des modéles MMV et ne s’appliquent donc qu’a des modéles SMV. Clest
pourquoi on fera dans cette thése le choix de se rapporter & des modéles SMV tout en
utilisant plusieurs instants de mesure. On utilise pour cela des transformations bien choisies
de la matrice de covariance R, par exemple la vectorisation de la matrice de covariance,
plus récemment utilisée [21, 42, 63]. Les transformations choisies dans cette thése sont
adaptées au scénario et font I’'objet d’un chapitre entier de cette thése : nous ne les détaillons
donc pas ici.

On considére par la suite le modéle général suivant :
y =Du+w, (2.21)

oll y est une observation vectorielle issue de la matrice de covariance R, ;, D est un
dictionnaire connu calculé & partir de la table de calibration A pour les G angles candidats
de la grille dans I’ensemble W, u est le vecteur parcimonieux de dimension G & estimer

pour retrouver les directions d’arrivées @, et w est un bruit additif.

2.3 Enoncés des problémes parcimonieux : problémes contraints

et régularisés par la norme ¢

Le but des méthodes parcimonieuses est d’estimer le vecteur u € C¢ & partir d’une
observation y € CV', connaissant le dictionnaire D € CY'*C. Le probléme est mal posé :
il est sous-déterminé puisque N’ < G. C’est pourquoi il est nécessaire d’utiliser le fait que
le vecteur u & estimer est parcimonieux. Les problémes parcimonieux ont une formulation

et des méthodes propres.

Pour un probléme inverse classique d’estimation du vecteur u correspondant & 1’ob-
servation y sous hypothése de bruit blanc gaussien, on minimise un critére des moindres
carrés. Dans le cas ol 'on sait que le vecteur u a estimer posséde un degré de parcimonie

au maximum égal & s, on ajoute une contrainte de parcimonie au probléme des moindres
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carrés :

min |y —Dul|3 s.c. |ullo <s. (Cs)

On l'appellera le probléme contraint par la norme fy. Dans certains contextes, le degré de
parcimonie n’est pas connu, mais ’on a une connaissance portant sur la variance du bruit.

Le probléme contraint est alors mis sous la forme suivante :
i ullo se. |y~ Dul} <« )

Dans le cas ot ’'on n’a aucune connaissance sur la variance du bruit ou la parcimonie,
ou que l'on ne souhaite privilégier ni I'un ni 'autre, le probléme peut également étre formulé

sous forme régularisée :
) 1 2
min Jop (A u) = §Hy—Du||2+)\HuH0 ; (Rx)

ot Jy, (A, -) est le critére régularisé par la norme £y, et A est le paramétre de régularisation
qui permet d’équilibrer le poids relatif entre 'attache aux données (le terme des moindres
carrés 1/2||y —Dul|3) et la pénalité qui favorise la parcimonie (la norme £p). Si le paramétre
de régularisation X\ est nul ou proche de zéro, on se raméne & un probléme des moindres
carrés et la solution obtenue n’est pas parcimonieuse. Si le paramétre de régularisation A
est élevé, les solutions obtenues seront trés parcimonieuses : si A est trop élevé, la solution
peut étre le vecteur nul. A noter que cette formulation, d’un point de vue Bayésien, peut
étre obtenue comme un maximum a posteriori ou 'attache aux données correspond & une
distribution de bruit gaussienne, et la distribution a priori favorisant les signaux parcimo-
nieux est la limite d’une distribution Bernouilli-Gaussienne avec une variance gaussienne

infinie.

2.4 Reésolution des problémes parcimonieux

Les problémes ¢y sous forme contrainte ou régularisée sont non convexes et NP-difficiles
[53] : il n’existe pas d’algorithme optimal permettant de résoudre ces problémes en un temps
polynomial, sauf dans des situations spécifiques. Un algorithme d’optimisation optimal ou
une résolution optimale s’entend comme une méthode qui permet d’obtenir le minimum
global. La résolution optimale nécessite en effet une recherche exhaustive, ce qui est inen-
visageable dans un systéme opérationnel en raison du cotit calculatoire, méme pour une
dimension modérée. Les algorithmes utilisés seront ainsi dits sous-optimaux : ils vont per-
mettre de chercher des solutions proches de la solution optimale, mais rien en général ne
garantit qu’ils trouveront nécessairement le minimum global. Les algorithmes se divisent
en plusieurs catégories. L’état de I’art proposé ici ne regroupe pas de fagon exhaustive tous

les algorithmes proposés dans la littérature, mais vise & en donner un bon apercgu.
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2.4.1 Les algorithmes gloutons

Une premiére famille regroupe les algorithmes gloutons, développés pour résoudre les
problémes contraints (Cs) ou (Ce). Les algorithmes gloutons sont des méthodes itératives
qui mettent a jour a chaque itération le support en ajoutant une nouvelle composante non
nulle. Partant généralement d’un vecteur estimé a©@ nul, on ajoute a chaque itération 1%
un coefficient non nul sur I'une des composantes de @® afin de diminuer le résidu ||y —
Du® 13, jusqu’a atteindre le degré de parcimonie s fixé pour (Cs), ou jusqu’a atteindre le
niveau maximum de bruit e désiré pour (C.). C’est le principe de Matching Pursuit (MP)
[49], ensuite amélioré dans les algorithmes Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [60] [79],
Orthogonal Least Square (OLS) [16] ou CoSaMP [54]. Une revue des algorithmes gloutons
est donnée dans |77]. Appliquées a la goniométrie, ces méthodes permettent d’obtenir de
bons résultats en terme de précision pour une estimation en mono-source [8]. Cependant,
la simplicité de ces algorithmes en fait aussi une faiblesse : une mauvaise détection d’un
élément dans le support ne peut jamais étre compensée ensuite par sa suppression. En
particulier, la condition ERC (pour Ezact Recovery Condition) |78] qui donne la garantie

d’obtenir la solution exacte avec I'algorithme OMP n’est pas respectée dés lors que 1'on

1
2s—1

suffisante pour estimer exactement un vecteur parcimonieux de degré de parcimonie s

est une condition

est dans un cas multi-sources. En effet, il a été montré que (D) <

dans le cas non bruité, avec (D) la cohérence mutuelle (1.15) du dictionnaire D. Pour
M = 2 sources, il faudrait ainsi une cohérence mutuelle inférieure a 1/3 : nous avons vu
précédemment que la cohérence mutuelle de la table de calibration est généralement proche
de 1, en particulier pour des réseaux de faible ouverture, si I’on veut étre assez précis dans
I’estimation angulaire. Bien que les transformations de la table de calibration proposées
dans le chapitre suivant permettent de diminuer la cohérence mutuelle, cela ne sera toujours
pas suffisant pour appliquer ces méthodes et conserver une précision acceptable dans le cas
multi-sources.

Des algorithmes gloutons bidirectionnels comme Single Best Replacement (SBR) [26]
ont par la suite été développés : I'algorithme SBR autorise a chaque itération 1’ajout ou
la suppression d’'un élément du support afin de faire diminuer le critére Jy;, du probléeme
régularisé (R ). L’algorithme est cependant trés coliteux en temps de calcul, puisqu'une
itération de I’algorithme requiert la résolution de G problémes des moindres carrés, GG étant

la taille de la grille de discrétisation.

2.4.2 Les algorithmes de descente a gradient-proximal

Les algorithmes de descente de gradient sont des algorithmes itératifs trés utilisés dans
le domaine de I'optimisation pour la minimisation de fonctions différentiables. Or la norme
o utilisée comme régularisation parcimonieuse dans le critére Jy, est une fonction non-
différentiable. Il est nécessaire d’introduire une nouvelle famille d’algorithme de descente

pour les fonctions non dérivables et parfois méme non continues.
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2.4.2.1 Introduction générale sur les algorithmes de descente i gradient-proximal

Nous introduisons ici la notion de proximal et détaillons les algorithmes de descente &
gradient-proximal développés pour la minimisation de fonctions cotits non dérivables. Nous
détaillons et rappelons en premier lieu plusieurs définitions utiles pour la compréhension
des notions introduites.

Soit f une fonction différentiable. On rappelle que
f est convexe <& V(u,u'), f(u')> f(u)+(Vf(u),u —u). (2.22)

Cela signifie que la tangente est sous la courbe en tous points.

Définition 2.1 (Fonction & gradient lipschitzien). Soit f une fonction convexe et diffé-
rentiable. On dit que f est une fonction & gradient lipschitzien de constante de Lipschitz L
St :

V(u,u') [Vf(u) =V ) < Liu-—u, (2.23)

avec L un réel positif.

On considére maintenant une fonction f continue et convexe mais potentiellement non
différentiable en tout point. On étend alors la notion de gradient pour ces points a 'aide

de la sous-différentielle.

Définition 2.2 (Sous-différentielle). Soit f une fonction convexe. La sous-différentielle de
f, notée Of, est définie par :

of(u)={zeC® | vu'€CY f(u)>f(u)+ (z,u —u)}. (2.24)

Dans le cas non différentiable, Jf(u) est I’ensemble des pentes des droites passant par
(u, f(u)) situées sous la courbe. Par exemple, prenons la fonction valeur absolue f(u) = |u] :
elle n’est pas dérivable en 0. La sous-différentielle de f en 0 est 'ensemble [—1,1] : toutes
les droites de pentes entre —1 et 1 passant par le point de coordonnées (0, f(0) = 0) sont
situées sous la courbe (u, f(u)).
Si f est différentiable en u, alors df(u) = Vf(u).

Définition 2.3 (Fonction semi-continue inférieure). Soit f une fonction de R® dans R. f

est semi-continue inférieure en u si

f(u) < lim inf f(u'). (2.25)

u’—u

Une fonction semi-continue inférieure en tout points est dite fonction semi-continue infé-

rieure.

Définition 2.4 (Fonction propre). Une fonction f est propre si elle ne prend pas la valeur

—o0 et n’est pas identiquement égale a +00.
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Théoréme 2.1 (Condition nécessaire et suffisante pour définir un minimiseur dans le cas
convexe non différentiable). Soit f une fonction convexe, semi-continue inférieure et propre
sur RE. Alors :
u=argmin f(u) < 0€af(a). (2.26)
ueR®
L’objectif est de trouver a1 tel que 0 € df (). On peut appliquer une méthode itérative
de sous-gradient : partant d’une initialisation a(?), on effectue les itérations a(t1) = (@) —

Big;, avec g; € Of ( ) La version implicite de I'algorithme est :

A = a® — gigi 1 avee gig € f (D). (2.27)
On cherche 0D tel que
a® e att 4 gaf@ith) (2.28)
0l € (I+ Bof) (@) (2.29)
al*t e (I+p00) 7" (@Y) = proxg, (a) (2.30)

Définition 2.5 (Opérateur proximal). Soit f une fonction de RS dans R, propre, conveze

et semi-continue inférieure. On définit :

. [1
prox(u) = arg min {QHu/ —ul3+ f(u’)} : (2.31)
u’eRG

Le minimum est atteint en u’ tel que

0edf(w)+u —u (2.32)
ueu +af() (2.33)
w e (I+af) (u) (2.34)

Les éléments de prox;(u) sont les éléments de (I 4 df)~!(u).

Théoréme 2.2 (Condition nécessaire et suffisante pour définir un minimiseur dans le cas
convexe non différentiable). Soit f une fonction convexe, semi-continue inférieure et propre
sur RE. Alors :
G = argmin f(u) < 0= prox,() (2.35)
ueR¢
Autrement dit, un minimiseur de f est un point fixe de prox;. Un algorithme proximal

cherche de fagon itérative une solution & @ = prox,(1).

Algorithme 2.1 Algorithme proximal

e Initialisation 0
e Itérations jusqu’a convergence : it = = prox f( (l))
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Un algorithme proximal correspond donc & un algorithme de gradient pour les fonctions

non différentiables.

Pour les besoins de 'optimisation non convexe, la notion de gradient (ou sous-différentielle)
a été généralisée aux fonctions non-convexes par passage a la limite, dont la définition est
disponible dans [3, 19]. On note df le gradient généralisé (ou sous-différentielle limite)

d’une fonction f non convexe.

Théoréme 2.3 (Condition nécessaire pour les extrema locaux dans le cas non convexe

non différentiable). f atteint un minimum ou mazximum local en u = 0 € df(u)

Les points u € RE qui vérifient 0 € df (u) sont appelés points critiques de f.

L’opérateur proximal défini a I'équation (2.31) est étendu aux cas des fonctions f
propres et semi-continues inférieures non nécessairement convexes. Dans ce cas, si f véri-
fie I'inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz (KL) et que la restriction de f a son domaine est
continue, alors l'algorithme proximal 2.1 converge vers un point critique de f [11, 58].

On considére a présent la minimisation de fonctions cotits composées de deux termes :

J(u) = f(u) + g(u) (2.36)

avec f différentiable a gradient lipschitzien de constante L, qui vérifie I'inégalité KL,
et g semi-continue inférieure. L’algorithme & gradient-proximal, ou algorithme Forward-
Backward Splitting (FBS) est donné par :

Algorithme 2.2 Algorithme & gradient-proximal

Entrée : (5, € ]0, %[
0)

e Initialisation
e Itérations jusqu’a convergence : ulitl e proxﬁkg(u(i) — BV f(u))

L’algorithme & gradient-proximal converge vers un point critique de J [3].

2.4.2.2 Application a la goniométrie parcimonieuse : algorithmes de seuillage

dur pour la norme ¢,

Dans le cadre de la parcimonie, le premier terme f(u) est un terme d’attache aux
données, et le terme g(u) un terme de pénalité qui impose ou favorise la parcimonie. Dans
cette thése, le terme d’attache aux données est exclusivement le résidu des moindres carrés
f(u) = 1/2|ly — Du|3. Le terme de pénalité est soit :

e un terme de régularisation qui favorise la parcimonie ; dans ce cas, on notera g(u) =

®pen (A, u). Le terme de régularisation est usuellement et a minima non dérivable en
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zéro afin de favoriser la parcimonie [28]. Dans ce cas, on note
1 2
Ipen(A 1) = Sy = Dullz + @pen (A, v), (2.37)

la fonction cotlit & minimiser. Dans le cas de la minimisation du critére régularisé par

la norme ¢ (R)), on a ainsi :
Dy, (A, 1) = Al[ulfo; (2.38)

La pénalité £y est représentée sur la figure 2.2(a).
e une fonction qui impose une contrainte sur la solution. En effet, la contrainte de
parcimonie ||ul|p < s dans le probléme contraint (Cs) correspond & une fonction de

pénalité 1 d’appartenance définie comme suit :

+o00 sinon

. 0 si [|ullp<s
B{uflo<s} (@) = { Iu (2.39)

Dans ces cas particuliers de problémes contraints, ’algorithme & gradient-proximal
est appelé algorithme a gradient projeté (PGD pour Projected Gradient Descent).

L’opérateur proximal correspond en effet dans ce cas & une projection.

2
1 - -
' : ©)
® 0s) | A
: -1 1
0 | é | _2 | | |
~9 —1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
u u
(a) Pénalité &y, A = 1. (b) Opérateur proximal Proxy ., A = 1.

FIGURE 2.2 — Pénalité ®,, et opérateur proximal associé, pour A = 1. Sur la figure (b), la
droite pointillée rouge représente la droite y = x.

L’opérateur proximal de la norme ¢y correspond & la fonction de seuillage dur (Hard

Threshold). Le proximal de ®, se calcule en effet composante par composante par :

[PYOXAMOL (W) = tgd g1y, >yax} (2:40)
avec 1 la fonction indicatrice :

1 si la condition est respectée
]lcondition (241)

0 sinon
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Les plus petites composantes sont ainsi mises & zéro, tandis que les autres sont conservées

telles qu’elles. Le proximal est ainsi discontinu. Il est représenté sur la figure 2.2(b).
L’algorithme & gradient-proximal pour la minimisation de Jy, (résolution de (R))) a

été introduit par Blumensath et Davies [9, 10] sous le nom de [terative Hard Thresholding

(IHT).

Algorithme 2.3 Algorithme IHT

Entrée : Dictionnaire D, observation y, 8 < /1, L = | D D||
Initialisation : u(®, i =0
tant que critéres d’arréts non respectés faire
e =17+1
o uld) = ProXgi- o (u(i_l) — D (Dul-b — y))
fin tant que

En raison de la non convexité de la norme ¢y, il n’y a aucune garantie que ’algorithme
converge vers le minimum global du critére Jy,. De plus, le critére Jy, présente de nombreux
minima locaux. Les résultats obtenus avec I'algorithme THT dépendent donc fortement de
I'initialisation.

La deuxiéme version de I'algorithme IHT est dédiée & la résolution du probléme contraint
(Cs). L’opérateur proximal associé a la fonction L{|julo<n} correspond a la projection dans
Pensemble {u € C% | |luljo < M}. L’ensemble n’étant pas convexe, la solution de 'opéra-
teur proximal n’est pas unique. L’étape de projection dans l'algorithme IHT dédié a la
minimisation du probléme contraint ¢y tel que décrit par Blumensath et Davies [9] consiste
alors & ne garder que les M plus grandes composantes. Son application en goniométrie
multi-sources ne peut alors fonctionner a cause de la trop grande corrélation entre co-

lonnes proches du dictionnaire.

2.4.3 Reésolution passant par des relaxations ou approximations de la
norme /,

Devant les difficultés de résolution posées par les problémes £, il a été proposé de

remplacer la norme £y par d’autres fonctions favorisant la parcimonie.

2.4.3.1 Relaxation convexe par la norme /; : programmation linéaire ou qua-

dratique et algorithmes de descente a seuillage doux

Une approche trés commune pour pallier les difficultés de résolution des problémes
parcimonieux £y combinatoires est de remplacer la norme £y par sa relaxation convexe la

norme /1. Pour un vecteur u € C%, elle est définie par :

G
lafly = Jug] (2.42)
g=1
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Bien que non différentiable en zéro, 'utilisation de la norme #; permet de tirer parti de la

littérature bien fournie en optimisation convexe.

Les méthodes Basis Pursuit (BP) ou Basis Pursuit De-Noising (BPDN) [17] permettent
de résoudre les relaxations ¢; des problémes (C¢) et (R)) en utilisant des algorithmes de
programmation linéaire ou quadratique. Plusieurs solveurs ou bibliothéques tels que CVX
[37] ou SeDuMi [75] sont disponibles pour résoudre de tels problémes et leur utilisation est
répandue en goniométrie [34, 48, 81, 84]. Le cott de calcul avec ces solveurs est cependant

trés important.

Les algorithmes itératifs de descente pour la minimisation du probléme sous forme
régularisée sont généralement moins cotliteux. L’algorithme & gradient-proximal pour le
critére régularisé par la norme ¢; est appelé Iterative Soft Thresholding Algorithm (ISTA)
[22]. On parle de seuillage doux, car le proximal de la régularisation @y, (A, u) = Alju/|; est

donné composante par composante par :

A

{prox)\H,Hl]g (u) = max {0, 1-— |u|} Ug Lfju,)£0}- (2.43)
g

Les plus petites composantes sont mises & zéro, tandis que les composantes supérieures a A

en valeur absolue sont biaisées d’un méme facteur A, ce qui assure la continuité du seuillage.

La pénalité ¢; est représentée sur la figure 2.3(a) tandis que son opérateur proximal est

représenté sur la figure 2.3(b).
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(a) Pénalité @4, A = 1. (b) Opérateur proximal PrOXy (.|| A=1.

FIGURE 2.3 — Pénalité ®,, et opérateur proximal associé, pour A = 1. Sur la figure (b), la
droite pointillée rouge représente la droite y = x.

Il existe une version accélérée de I'algorithme ISTA, nommé FISTA (pour Fast ISTA)|5].
Les algorithmes ISTA et FISTA convergent vers le minimum de Jp, puisque la norme
£ est convexe. Ce sont donc des algorithmes trés efficaces, d’autant plus qu’ils sont simples

et peu coiiteux ; ils sont en particulier utilisés en traitement d’image [20].
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Algorithme 2.4 Algorithme FISTA
Entrée : Dictionnaire D, observation y, 5 =1/L, L = [|[D*D||
Initialisation : u(®, Uemp = u® 7O =1 4i=0
tant que critéres d’arréts non respectés faire
o =17+4+1
o uld = proxgy.f, (Wemp — 6D (Duysemp — y))

. T(i) o 1+\/m
- 2

Y utemp — u(Z) + & (u(l) — u(i_l))

T()
fin tant que

La facilité d’optimisation des critéres avec la norme ¢; ne doit cependant pas nous faire
perdre de vue l'objectif principal qui est la minimisation des problémes £y (Cs) ou (R)).
Or la norme #q est bien différente de la norme ¢y initiale. La norme #; n’est d’ailleurs
pas bornée, contrairement a la norme ¢y, ce qui pénalise davantage les coeflicients élevés.
Sous certaines conditions suffisantes portant sur le dictionnaire D, établies par plusieurs
auteurs [12, 13, 23, 24, 78| sous le nom de conditions ERC ou RIP, des signaux suffisamment
parcimonieux peuvent étre estimés de fagon exacte avec une minimisation ¢;. Les conditions
RIP ne sont en pratique souvent pas vérifiables, et on ne peut étre certain de les remplir
que si le dictionnaire D est aléatoire : ce n’est évidemment pas le cas en goniométrie.
La condition ERC, identique a celle de I'algorithme glouton OMP, n’est pas vérifiée. Les
conditions sont en fait toutes liées & une cohérence mutuelle faible du dictionnaire : nous
avons vu que la cohérence mutuelle d’une table de calibration est trés facilement proche de
1 lorsque I'on considére un pas de grille suffisant pour I'estimation des directions d’arrivées
avec une certaine précision. C’est pourquoi nous ne retenons pas les méthodes ¢; dans le

cadre de cette thése.

2.4.3.2 Approximations non convexes de la norme /j et algorithmes adaptés

De nombreuses approximations de la norme £y ont été proposées dans la littérature afin,
d’une part, de se rapprocher davantage de la régularisation £y qu’avec la régularisation ¢y,
et d’autre part, de pallier les difficultés d’optimisation des problémes £y. Ces fonctions sont
en général non convexes et non différentiables mais continues [67], et il a été montré dans
de nombreuses applications qu’elles pouvaient permettre d’obtenir des performances bien
meilleures qu’avec la norme ¢; [82].

On peut ainsi mentionner les normes ¢, pour p € ]0;1[ [32, 64, 76, 83|, ou la pénalité
Log-Sum [14]. Les pénalités bornées comme Capped-¢1 [62], la pénalité Smoothly Clipped
Absolute Deviation (SCAD) [28] ou Minimaz Concave Penalty (MCP) [85] permettent
d’approcher encore davantage la norme ¢y. La pénalité Smoothed L0 (SLO) [44, 51] est
une des seules approximations différentiables proposée : il a cependant été montré que la
non-différentiabilité d’une pénalité en 0 est ce qui permet de favoriser la parcimonie [28|.

La pénalité Continuous Ezact £y (CELO) [69], correspondant a la limite d’une fonction
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MCP, est particuliérement intéressante pour des modéles SMV puisqu’il a été démontré
que le minimum global du critére régularisé Jcgro coincide avec le minimum global de Jy,,

et que la fonction Jegr présente moins de minima locaux que Jy,. La fonction Jgogro est

définie par :
1
JCELO()H u) = §HD11 — y||% + q)CELO()\, u), (2.44)
avec
DcpLo(\u) = > oA i, 1) (2.45)
i€lg
2
(‘UZ| — 1\ 2)\0&1)

et a; = 1/|d,|2, d; étant la i-éme colonne de D. La pénalité ®cpro pour un scalaire est

représentée sur la figure 2.4(a).
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(a) Pénalité ®cgro, A = 1. (b) Opérateur proximal proxge s ., A = 1,8 = 0.6.

FIGURE 2.4 — Pénalité ®cpro et opérateur proximal associé, pour A = 1. Sur la figure (b),
la droite pointillée rouge représente la droite y = x.

L’algorithme & gradient-proximal 2.2 peut étre utilisé pour la minimisation d’un critére
régularisé par la plupart de ces pénalités dés lors que le proximal a une expression simple.
L’optimisation est dans ce cas sous-optimale puisque la convergence vers le minimum global

n’est pas garantie. Pour la pénalité CELO, on a :

0 si ug=20

. _ V53N 2.47
PrOX3d cppo(A, )} 9 (u) =4 min (’ug‘7 W) sinon ( )

ug]

avec (-); = max(0,-). Cet opérateur proximal est représenté sur la figure 2.4(b). L’algo-
rithme & gradient-proximal 2.2 utilisant la pénalité CELO dont le proximal est donné par
léquation (2.47) est nommé FB-CELQ. Il a été utilisé avec succés pour la résolution de
problémes de goniométrie ot il présente des meilleurs performances que MUSIC pour des

RSB faibles, et également de meilleures performances que THT [18].
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Un schéma plus élaboré d’algorithmes itératifs peut également étre utilisé, a partir de
fonctions convexes localement majorantes. En partant d’une initialisation, on calcule une
surface convexe localement majorante a la surface Jpe, a minimiser en ce point. On réalise
plusieurs itérations de descente sur cette surface avec des algorithmes & gradient-proximal,
avant de recalculer une nouvelle surface majorante et de répéter 'opération jusqu’a conver-
gence. Ces algorithmes de majorisation-minimisation spécifiquement appliqués aux fonc-
tions cofits contenant deux termes, dont un convexe et le second non convexe, sont appelés
algorithmes a pondérations itératives. En particulier, pour une fonction Jpe,, on définit
l'algorithme Iterative Reweighted ¢, (IRL1) [59].

Algorithme 2.5 Algorithme IRL1 pour la minimisation de Jpe,

Entrée : Dictionnaire D, observation y, § < 1/, L = | D*D||
Initialisation : u®, i =0
tant que critéres d’arréts non respectés faire
Calcul du vecteur de pondération w en fonction de uf
tant que critéres d’arréts non respectés faire
e Itérations de descente sur le critere Jy. |, = tly — Du|i3 + Aluflwe,
o =17+41
fin tant que
fin tant que

i—1)

Les itérations de descente peuvent étre réalisées par un algorithme & gradient-proximal

simple, ou sa version accélérée comme dans l'algorithme FISTA 2.4. || - ||we, est la norme
{1-pondérée, définie par :
G
[ullwe, = ng’ug‘ (2.48)
g=1
dont le proximal se calcule par :
Awg
{prox)\H_”wélL (u) =max40,1— Taal Ug Lfju,)£0}- (2.49)
g

Pour la pénalité CELO, le vecteur de pondération w est donné composante par composante
par [36] :
wy(ug) = <\/2>\ - |ug|) 1, 1<van) (2.50)

L’algorithme TRL1 utilisant la pondération (2.50) visant & majorer itérativement la surface
JeeLo pour la minimisation du critére sera noté IRL1-CELO. La convergence avec un
algorithme de type IRL1 n’est garantie que vers un point stationnaire de Jpey,.

Enfin des algorithmes optimaux ont été proposés trés récemment [50] pour résoudre le
probléme avec une approximation continue non convexe de la norme £y comme les fonctions
Capped-£,,, SCAD, MCP ou CELO. La méthode a cependant encore un cofit calculatoire
trop élevé et ne permet donc pas de traiter le probléme d’estimation des directions d’arri-

vées.
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2.5 Conclusion

Nous avons montré que la formulation du probléme parcimonieux et le choix d’une
méthode de résolution dépendent de I’application considérée. Dans le cas d’'une goniométrie
parcimonieuse dans des contextes opérationnels multi-sources et en présence de peu de
capteurs, nous avons notamment vu que la cohérence mutuelle du dictionnaire ne permet
pas d’utiliser les méthodes gloutonnes et de relaxation par la norme /1.

Ainsi, notre attention porte dans la suite sur la norme ¢y et sur les algorithmes de
descente & gradient-proximal, qui présentent I'avantage d’étre peu couteux en temps de
calcul. Leur inconvénient majeur est toutefois 'absence de garantie de convergence globale.
En particulier avec I'utilisation de la norme ¢y, le critére Jy, présente de nombreux minima
locaux et les performances de I’algorithme IHT dépendent donc fortement de I'initialisation.
Le critére Jogro régularisé par la pénalité continue non-convexe CELO posséde les mémes
minima globaux que le critére Jy, et présente un moindre nombre de minima locaux. La
pénalité CELO semble alors trés prometteuse, et son utilisation avec les algorithmes FB-
CELO et IRL1-CELO sera donc étudiée et exploitée par la suite.
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Chapitre 3

Modéles d’observation SMV

parcimonieux

3.1 Enjeux

Comme nous l'avons vu précédemment, le signal requ par le réseau d’antennes x(t)
est naturellement parcimonieux quand on considére la table de calibration A, sous ’hypo-
thése que les directions d’arrivées © vérifient @ C W 'ensemble des directions d’arrivées
candidates de la grille. Il est cependant indispensable d’utiliser en goniométrie plusieurs
instants de mesure afin de prendre en compte la variabilité des signaux au cours du temps
et d’améliorer ainsi les performances d’estimation. L’utilisation directe de la matrice des
signaux regus X (2.16) entraine un cofit calculatoire conséquent qu’il n’est pas nécessaire
de supporter lorsque seuls les angles d’arrivées nous intéressent. De plus, de nombreuses
méthodes parcimonieuses sont d’abord développées pour des modéles SMV et n’ont pas

nécessairement d’équivalent - ou du moins les mémes propriétés - pour des modéles MMV.

L’objectif est donc de construire un modéle SMV parcimonieux a partir des signaux
recus sur K instants de mesure indépendants : X = [x(t1),...,x(tx)]. Le modéle construit
dépendra de 'application opérationnelle visée. Le modéle d’observation parcimonieux ob-
tenu est de la forme y = Du + w (2.21). Le vecteur y € CN' est I'observation calculée a
partir des signaux recus, D € CV "G gt un dictionnaire connu issu de la table de calibra-
tion A dont chaque colonne d, correspond a une direction d’arrivée candidate ¢, € ¥, le
vecteur u € CC est le vecteur parcimonieux a estimer, et w € CV est un vecteur de bruit
additif.

L’observation y doit conserver toute l'information utile pour la goniométrie malgré la
réduction de la dimension. Cette observation doit donc s’adapter aux contextes opération-

nels particuliers qui nous intéressent.
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3.2 Modéle SMYV pour le contexte aéroporté

On considére un réseau d’antennes embarqué dans un avion ou un drone, comme re-
présenté sur la figure 3.1. La charge utile est alors limitée, et le réseau est contraint a la
fois sur le nombre d’antennes et sur la dimension du réseau (ouverture). Dans ce contexte,
le nombre de signaux incidents peut étre trés important : le nombre d’émetteurs visibles
augmente avec 'altitude du porteur. De plus, les angles d’arrivées de deux sources peuvent
alors étre proches. Pour un scénario multi-sources avec un réseau de petite ouverture et un
nombre d’antennes réduit, nous savons que les méthodes HR offrent une faible résolution
et une faible robustesse aux ambiguités. De plus, elles ne permettent pas de localiser plus

de sources que de capteurs a partir des statistiques d’ordre 2.

» 2
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&

FIGURE 3.1 — Scénario aéroporté.

3.2.1 Modéle du signal regu

Dans un contexte aéroporté, les signaux regus sont indépendants : il n’y a généralement
que des propagations en trajets directs. On parlera d’émetteurs LOS, pour Line Of Sight.
On note s,,(t) les signaux émis par les M émetteurs LOS. Pour des angles d’arrivée ® =
{01,...,00}, le signal x(¢) = [z1(t),...,zn(t)]" recu en sortie du réseau de N antennes
est alors :

M
x(t) = Y _ a(0m)sm(t) + n(t), (3.1)
m=1
ot E [, (t)s%,(t)] = 0 pour m’ # m. On suppose de plus que n(t) est un bruit blanc

indépendant du signal dont la covariance vérifie :

E [n(t)n” (t)] = o21y. (3.2)
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La matrice de covariance Ry, (1.32) s’écrit selon (1.33) avec, dans le contexte de sources

indépendantes,

R, =E [s(t)s”(t)] (3.3)
= diag(ve,,---, Y0, ) (3.4)

avec, pour m = 1... M, ~p,, = E [|sn(t)[?] la puissance de la m-iéme source de direction

d’arrivée 6,,. On a alors :

M
Riz = Z a(em)aH(em)’Yem + UELIN- (3.5)

m=1

3.2.2 Observation SMYV dans le cas aéroporté : la matrice de covariance

vectorisée

De maniére & augmenter virtuellement le nombre d’antennes du réseau pour accroitre la
capacité de goniométrie en nombre de sources, on utilise la matrice de covariance vectorisée.
Il s’agit des colonnes de la matrice R;, mises bout & bout dans une seule colonne. Pour

une matrice R, la vectorisation est définie par :
vec(R) = [RT; RT,...Ry]", (3.6)

avec R.; la i-éme colonne de la matrice R.

La matrice de covariance vectorisée r = vec(Rgz) est alors de la forme

M
r= Z b(0,n)7e,, + o2vec(Iy) (3.7)
m=1
ou
b(#) = a*(0) ® a(0), (3.8)
a* est le conjugué de a, et ® est le produit de Kronecker. On note Bg = [b(61),...,b(0x)]
et Yo = [V0,5---»70,,)- On a alors :
r = Beve + o-vec(Iy). (3.9)

Le but est de construire une observation parcimonieuse & partir de cette matrice de co-
variance vectorisée. On choisit de soustraire le bruit moyen & la matrice de covariance

vectorisée supposée exacte et sans erreurs de modéles :
y =r — o2vec(Iy) = Bove- (3.10)

Soit B € CN**C un dictionnaire calculé comme le produit de Khatri-Rao par colonnes de
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la table de calibration A conjuguée avec elle-méme :
B = [b(tn), ..., b(Ye)] = A* © A. (3.11)

Sous I’hypothése ® C W, la matrice Bg est une sous-matrice du dictionnaire B. Soit
v =Co(ve). Alors :
Bove — By (3.12)

et l'observation choisie s’écrit :
y =1 — o2vec(Iy) = Bn. (3.13)

L’observation y est de dimension N2, et le vecteur v € RS est parcimonieux, de degré
de parcimonie M, et les composantes non nulles correspondent aux puissances des sources

Ye,,- Cette observation a déja été utilisée avec succeés en goniométrie parcimonieuse [42, 63].

L’augmentation de la dimension de ’observation y par rapport a la dimension initiale
N du signal requ x(t), N correspondant au nombre de capteurs, permet théoriquement
d’estimer davantage de sources que de capteurs. Utiliser la matrice de covariance vectorisée
revient en effet & considérer un réseau virtuel qui contient jusqu’a N2 — N + 1 capteurs
différents. On représente sur la figure 3.2 un réseau circulaire uniforme a N = 7 antennes

et les capteurs virtuels obtenus avec la vectorisation de la matrice de covariance.

FIGURE 3.2 — Réseau circulaire uniforme & N = 7 antennes notées P,, pour N =
{1,..., N}, et les capteurs virtuels obtenus par la vectorisation de la matrice de cova-
riance.

En prenant en compte les sources d’incertitudes telles que décrites dans la section

1.2.3.1, c’est-a-dire soit le nombre d’échantillons K fini, soit les erreurs de modéle, on
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obtient dans la pratique une observation bruitée :
y =By +w. (3.14)

L’observation est donc bien de la forme y = Du + w, avec D = B calculé & partir de la
table de calibration et u = -« correspond a un spectre de puissance. L’expression du bruit

w et ses statistiques sont détaillées dans la suite.

3.2.2.1 Caractéristiques du dictionnaire B par rapport a celles de la table de

calibration A

Le dictionnaire B correspondant & une table de calibration d’'un réseau virtuel &
N2 — N + 1 capteurs, les caractéristiques de celui-ci sont nécessairement différentes des
caractéristiques de A. Sur la figure 3.3, on représente les corrélations ra(180°,v) et
rg(180°,%) en fonction de ¥. On constate que la largeur de lobe & mi-puissance est bien
diminuée avec le nouveau dictionnaire B, et que les lobes secondaires sont nettement atté-
nués. Cette propriété explique le fait que I'utilisation de la matrice de covariance vectorisée
en goniométrie parcimonieuse permet par exemple d’augmenter le pouvoir de résolution
[42]. Pour un pas de grille fin (1° par exemple), la cohérence mutuelle de B reste cependant

trés élevée, puisque dans ce cas pu(B) = 0.9985.
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FI1GURE 3.3 — Fonction de corrélation de la table de calibration A pour un réseau circulaire
uniforme & N = 7 antennes et de rayon une demi-longueur d’onde, et du dictionnaire
B = A* ® A qui correspond au réseau virtuel construit par vectorisation de la matrice de
covariance, en fonction de v, pour un premier vecteur fixe d’angle 180°.
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3.2.3 Statistiques de la matrice de covariance vectorisée en présence
d’erreurs de modéle

On considére dans un premier temps étre en présence d’erreurs de modéles. On utilise
le modéle décrit dans la section 1.2.3.1, avec un bruit additif sur les vecteurs directeurs
donné par I’équation (1.17), et dont les statistiques sont décrites par les équations (1.19) et
(1.20). On suppose par ailleurs que la matrice de covariance R, est parfaitement connue
(K — o0), ainsi que le niveau de bruit o2 : cela permet de se concentrer uniquement
sur la dégradation des performances dues aux erreurs de modéles, sans les mélanger aux
éventuelles erreurs induites par un nombre fini d’échantillons. La matrice R, s’exprime
ainsi par :

M
Roe = Y a(0,0)a8" (6 )70, + o0y (3.15)
m=1
avec a(0,,,) les vecteurs directeurs réels du systéme de goniométrie. La matrice de covariance
vectorisée est donnée par :
r = Beye + 02vec(Iy) (3.16)

avec Bg = [5(91), ...,b(0x)| et b(d) = a*(0) @ a(6). L'observation y € CV* considérée
est ainsi :

y =r —o’vec(Iy) = Beve. (3.17)
La matrice Bg n’est pas connue. Nous pouvons cependant calculer un dictionnaire B =

[b(11),...,b(¢g)] & partir de la table de calibration A connue. Pour B = A* ©® A, et
v =Ceo(ve), on a alors :

y=(A"0A)y+w=By+w, (3.18)

avec w un vecteur de bruit additif issu des erreurs de modeéles. D’apres le modele (1.17),

on a en effet :

b(y) = a*(¢) @ a(y)) (3.184)
= (a(y) +e(¥))" @ (a(y) +e(y)) (3.18Db)
=a'(y)®a(y) +a’(y)®e(y) + e’ (Y) @ay) +e'(¥) ®e(y),  (3.19)

d’out
w=(A"OE+E'0CA+E" 0OE)~. (3.20)

Des calculs dont la seule difficulté est la longueur montrent que I’observation y obtenue peut

étre considérée comme une observation gaussienne multivariée de loi CA(u, T, C), dont les

caractéristiques p = Ely], I' = E [(y —p)(y— u)H] et C = E [(y —p)(y— u)T sont
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calculées, en négligeant les termes en o2, par :

M M
w= Z a’, @ amyp,, + 02 Z vo,,vec(In), (3.21)
m=1 m=1
M
= Z ng( [a:pba,j;b] @Iy + oIy ® [amag] ), (3.22)
m=1
M
C= Z ’ygm( [a;“mIN @ am, .-y Oy IN @ am] + [a:‘nlIN @ am, .-l IN® am]T )O’Z.
=1
" (3.23)

3.2.4 Statistiques de la matrice de covariance vectorisée pour un temps
d’intégration fini

On considére maintenant 'autre source d’erreurs décrite dans la section 1.2.3.1 : les
erreurs dues a 'estimation de la matrice de covariance avec un nombre fini d’échantillons
K, telle que donnée par I'équation (1.16). Notons & = vec(Rq,) I'estimée obtenue de la
matrice de covariance vectorisée. Dans le scénario aéroporté et pour un temps d’intégration

fini (BT fini), Pobservation y utilisée dans les algorithmes est définie par :

y =1 — o2vec(Iy) (3.24)
Or il est connu que
R.. = Rz + ARy, (3.25)

ou KAR,, suit une distribution de Wishart. L’observation s’écrit alors sous la forme :
y = By + r, (3.26)

ot Or est le bruit du au nombre fini d’échantillons. L’observation y (3.26) suit asymptoti-

quement une distribution normale multivariée complexe CN (u, T, C), avec

u = Ely] =r — olvec(Iy), (3.27)
P=E[ly )y - w"] = R @R (3.28)
C=E [(y W)y — u)T} = [sror”] . (3.29)

La matrice de pseudo-covariance C est calculée bloc par bloc :

E [(5ri5r]T] =1/K - rjr;” (3.30)
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otl éry est le i-&me sous-vecteur de dimension (N x 1) du vecteur dr de dimension (N2 x 1),

et rj le i-éme sous-vecteur de dimension (/N x 1) du vecteur r. Notons que I" est hermitienne

et C est symétrique.

3.3 Modéle SMV pour le contexte urbain

Dans un contexte urbain, le signal émis par un émetteur se réfléchit sur les batiments
environnants, ce qui donne lieu & des multi-trajets fortement corrélés vu chacun comme
une source avec des angles d’arrivées différents d’un point de vue récepteur. Un tel scénario

est représenté sur la figure 3.4, ot 'on voit 'exemple d’un émetteur qui donne lieu a 4

trajets incidents sur le réseau d’antennes.
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FIGURE 3.4 — Scénario urbain avec un émetteur et 4 multi-trajets incidents vus comme 4

sources d'un point de vue récepteur.

Dans ce contexte de forte corrélation entre les signaux regus, les performances de la
méthode MUSIC se dégradent fortement. Des trajets cohérents entrainent méme des dys-
fonctionnements de celle-ci. Parmi les méthodes usuelles, la méthode du maximum de
vraisemblance est donc la seule a permettre de traiter théoriquement ce scénario [73]. Sa
complexité en terme de puissance de calcul ne permet cependant pas sa mise en ceuvre

lorsque 'on a plus de deux paramétres & estimer, soit au dela de deux trajets en 1D ou 1

trajet en 2D.
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3.3.1 Modéle du signal regu

On note 5(t) le signal complexe émis par I’émetteur, qui résulte en M multi-trajets. Le

signal incident requ du m-iéme trajet s’écrit alors de la maniére suivante :
Sm(t) = qms(t — dty) (3.31)

ou ¢, est latténuation et §t,, = 9Pm/c le retard du m-iéme trajet du a la différence de

marche 0 D,,. Dans cette thése, on considére le contexte de multi-trajets cohérents, ou les

retards vérifient 0ty & dtg ~ - -+ ~ dtys. Pour des angles d’arrivées {61, ...,0,}, le signal
x(t) = [@1(t),...,zn(t)]" recu en sortie du réseau de N antennes est alors
M
X(t) = Y qm(t — 6tm)a(6m) + nft) (3.32)
m=1

M
R §(t—61) > gma(tm) +n(t). (3.33)

m=1

On note s(t) = [s1(t),. .., sM(t)]T et q=[q1,... ,qM]T. On a alors
s(t) = qs(t — dot). (3.34)

La matrice de covariance des sources Rs = E [s(t)s” (t)] est de rang 1, et elle peut s'écrire
sous la forme :

Rgs = 7aq” (3.35)

avec 7 = E [|5(¢)[?]. Cette propriété nous permet d’utiliser comme observation vectorielle

le premier vecteur propre de la matrice de covariance.

3.3.2 Observation SMV dans le cas de sources cohérentes : le premier

vecteur propre de la matrice de covariance
3.3.2.1 Expression du premier vecteur propre

On note R = A@RSSAg, pour Ag la matrice de mélange des sources. D’aprés (3.35),
on peut écrire
R = pyvvll (3.36)

avec 1] = quAgA@q et
1

-~ Aeq.
\Va'AgAeq

v est le vecteur propre normé associé a la plus grande (et unique non nulle) valeur propre

vV =

(3.37)

w1 de R. Toute 'information des parameétres des multi-trajets est ainsi contenue dans cet

unique vecteur de dimension N le nombre d’antennes. Si l’on suppose que n(t) est un bruit
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blanc indépendant du signal dont la covariance vérifie I'équation (3.2), alors
R.. = R+ Iy. (3.38)

Dans ce cas, le premier vecteur propre v de R est aussi premier vecteur propre de R, :

seule la valeur propre est différente.

On pose
1

po=—F———q
\/a’AZAeq

D’aprés (3.37), le premier vecteur propre v de Ry, est combinaison linéaire des vecteurs

(3.39)

directeurs des sources :
v =Appe- (3.40)

Soit p = Ce(pe) : p est le vecteur parcimonieux dont les composantes non nulles sont
les composantes de pg, aux indices correspondants aux angles de ® dans ¥. Le vecteur v

s’exprime ainsi sous forme parcimonieuse par :
v =Ap. (3.41)

On propose ainsi de prendre comme observation y, dans le cas de trajets cohérents, le
premier vecteur propre v de la matrice de covariance. On a dans ce cas y € CV. L’ob-
servation s’écrit sous forme parcimonieuse avec pour dictionnaire la table de calibration
A, et le vecteur parcimonieux p représente un pseudo-spectre d’amplitudes normalisées.
En prenant en compte les différentes sources d’incertitudes, on obtient par la suite une
observation bruitée :

y=Ap+w. (3.42)

L’observation est donc bien de la forme y = Du + w, avec D = A, soit directement la
table de calibration et u = p le pseudo-spectre en amplitude. L’expression du bruit w et

ses statistiques sont détaillées dans la suite.

3.3.2.2 Calcul du premier vecteur propre par la méthode des puissances

La méthode des puissances est une méthode itérative permettant de calculer de fagon
approchée la valeur propre dominante d’une matrice R et le vecteur propre associé. On
considére une initialisation v(?). Pour une valeur propre dominante strictement positive,

la suite de vecteurs définie par la relation de récurrence :

. 1 4
) = __~ _Rvy0 3.43
VT v Y (3.43)

converge vers le vecteur unitaire de R associé a la valeur propre p;.
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En pratique, on initialise par v(?) = R.; la premiére colonne de la matrice R. On a

alors :
Rv” =R-R.; (3.44)
= (AeR:AQ) - (AoRy[AG].1) (3.45)
=7 (a"[Ag].1) - (a"ABAeq) - Aeq (3.46)
et

IRV =+ (a"[AG].1) - (a"AGAeq) \/a"ABAeq (3.47)

La premiére itération donne alors :

1
MW—=_ = Rv® 3.48
v oY (3.48)

1
———A@gq
\Va'AgAeq

On retrouve ainsi I'expression (3.37) : la méthode des puissances appliquée au cas de

(3.49)

sources cohérentes permet d’obtenir en une seule itération le premier vecteur propre, et
évite ainsi des calculs plus onéreux. Cette méthode est en pratique couramment utilisée

pour déterminer le premier vecteur propre en présence de sources fortement corrélées.

3.3.3 Statistiques du vecteur propre en présence d’erreurs de modéle

On considére dans un premier temps la présence d’erreurs de modéles : les vecteurs
directeurs a(t) du systéme de mesure ne correspondent pas exactement aux vecteurs di-
recteurs a(¢) utilisés dans les algorithmes. On considére le modele de bruit additif donné
par 'équation (1.17), détaillé par ses statistiques (1.19) et (1.20).

On suppose par ailleurs que la matrice de covariance R,, est parfaitement connue :
cela permet de se concentrer uniquement sur la dégradation des performances due aux
erreurs de modéles, sans les mélanger aux éventuelles erreurs induites par le nombre fini
d’échantillons. L’observation y considérée, correspondant au premier vecteur propre de
R, est ainsi :

y = Aepe (3.50)

avec pg = (1 /M) q. La vraie matrice de mélange des sources A g n’est pas connue.
En faisant 'hypothése que les directions d’arrivées © sont incluses dans I’ensemble des di-
rections candidates ¥, et en combinant (3.50) et (1.17), on montre par un développement
limité & 'ordre 1 que 'observation peut s’écrire sous la forme parcimonieuse bruitée sui-
vante :

y=Ap+0v=v+iv, (3.51)
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avec p = Cg(pg) avec C. I'opérateur de complétion de zéros, et

1
ov = 7 (2d0"A8AedFeq - a” (E§Ae + ABEe) aded).  (3.52)
2 (q"A8Aeq)

On établit alors que 'approximation d’ordre 1 de I’observation y est gaussienne, de moyenne
v (3.37), et dont les statistiques du second ordre I' = E [§vovH ] et C = E [§vovT] sont

données par :

__odld [ N - AequAg] (3.53)
29" A Aeq a’AZAeq
27 ASAeq  q7"AZAeq '

3.4 Résumé des observations et statistiques en fonction du

scénario

Les différentes observations SMV proposées se mettent toutes sous la forme y = Du+w.

Nous rappelons pour chacune les expressions du dictionnaire D et du vecteur & estimer u,

et nous renvoyons vers les équations donnant les statistiques de 1’observation.

Scénario aéroporté Scénario urbain
(sources indépendantes) (sources cohérentes)
Observation y = vec(Ryz) — 02vec(Iy) | y = v (ler vecteur propre de R,,)
Dictionnaire D=B=A*0CA D=A
Vecteur & estimer u=" ) u=n .
pseudo-spectre en puissance pseudo-spectre en amplitude
Statistiques en w (3.21) n=v
présence d’erreurs de I' (3.22) I' (3.53)
modele C (3.23) C (3.54)
w (3.27) "
Statistiques & BT fini I' (3.28) nrllorgitraltme -
C (3.29) analytiqueme

TABLE 3.1 — Expression des grandeurs statistiques d’intérét en fonction du scénario.
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Chapitre 4
Paramétre de régularisation

On considére dans ce chapitre la minimisation du probléme régularisé par la norme ¢ tel
que définie par ’équation (R ). Le paramétre de régularisation A vise a équilibrer le poids
relatif entre le terme d’attache aux données 1/2||y —Dul|3 et le terme de régularisation |lul|o
dans le critére Jy,. Le minimum de Jy, dépend donc a la fois du parametre de régularisation
A et de u.

On rappelle que u € C& est le vecteur parcimonieux & estimer, y € CN' est 'obser-
vation issue de la matrice de covariance, et D € CN "G 1e dictionnaire issu de la table de
calibration. Selon le scénario, les expressions des termes u, y et D sont rappelées dans le
tableau 3.1.

4.1 Introduction et interprétation de la littérature existante

pour la goniométrie

Si certains articles de la littérature se contentent de présenter les résultats de simu-
lations avec la valeur d’un paramétre de régularisation A leur permettant d’obtenir les
meilleures performances, certains articles se sont tout de méme penchés davantage sur la
question du réglage du paramétre de régularisation.

Il est cependant important de bien différentier les paramétres selon la formulation du
probléme. Bien que nous nous intéressions au paramétre de régularisation A utilisé dans
la formulation régularisée par la norme ¢y (R, ), nous faisons ici le choix de discuter plus
largement des méthodes employées dans la littérature pour un certain nombre de problémes

parcimonieux.

4.1.1 Reéglage d’un paramétre basé sur le niveau de bruit

La formulation sous contrainte (C.), ot la contrainte porte sur le résidu ||y — Dul|3,
peut étre la plus appropriée dans le cas ot le niveau de bruit est connu ou estimable. Dans
cette formulation, la norme ¢y a souvent été remplacée par sa relaxation convexe (la norme

/7). Dans ce cas, le paramétre € parfois également appelé paramétre de régularisation, est
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réglé par rapport a un niveau de bruit ou d’incertitudes (erreurs de modéles) [42, 81].
Une transformation & I'aide du Lagrangien permet également de régler ce paramétre sur le
niveau de bruit [2].

On notera également qu’une approche bayésienne avec un a priori selon une distribu-
tion laplacienne méne a la minimisation d’un critére régularisé par la norme ¢; avec pour
paramétre de régularisation A\ = o7 /y, avec o2 la variance du bruit et v la puissance des
sources.

Enfin, les algorithmes de descente & gradient-proximal pour la résolution des problémes
régularisés font appel a des étapes de seuillage (avec les proximaux) : le seuillage dur pour
la norme £y, le seuillage doux pour la norme /¢, et des régles de seuillage plus lisses ou
intermédiaires pour les autres normes ou approximations de la norme £y, qui reposent
tous en partie sur la valeur du paramétre de régularisation A. Ainsi, en se basant sur les
propriétés de seuillage et du bruit, il a été proposé la régle du ao, [25] : A est choisi
égal & ao,, avec a un coefficient placé empiriquement entre 2 et 4, et o, I'écart-type
du bruit. D’un point de vue statistique, cela revient donc & conserver uniquement les
composantes supérieures a un niveau de bruit : si 'on considére une distribution gaussienne
des coefficients, un seuil & 20 permet de conserver 5% des plus grands coefficients, et pour
30, 0.3% des plus grands coefficients. Ce critére simple ne s’applique qu’aux problémes
de petite dimension. Pour les problémes en grande dimension, il a été proposé un seuil
universel A = o/2log N’ [25], o N’ est la dimension de l'observation. Cependant, les

hypothéses sur la distribution sont trés restrictives et loin de la réalité.

4.1.2 Relation entre probléme régularisé et probléme contraint : lien

avec le maximum de vraisemblance

La littérature sur le réglage du parameétre A fait apparaitre des liens entre le niveau de
bruit souhaité et le paramétre, a travers la régle de seuillage édictée par [25], ou & travers
la formulation bayésienne. Bien souvent, le réglage fourni est valable pour des problémes
utilisant la norme ¢1, ce qui implique une faible cohérence mutuelle du dictionnaire. Pour un
probléme d’estimation des directions d’arrivées avec un dictionnaire aux colonnes voisines
trés fortement corrélées entre elles, le réglage du paramétre sur le niveau de bruit seul
ne semble pas suffisant pour obtenir un résultat parcimonieux d’ou les angles d’arrivées
pourront étre extraits.

Nikolova [57] a travaillé sur I’équivalence entre le probléme régularisé (R)) et le pro-
bléme contraint (Cs). Le travail proposé par la suite établit de maniére originale un lien
plus étroit que celui la littérature actuelle entre niveau de bruit, degré de parcimonie, et
paramétre de régularisation.

Dans la suite, les termes "valeur optimale" et "solutions optimales" font référence a la
valeur de minima globaux et aux solutions globales. Nous faisons par ailleurs I’hypothése
(CN’ xG

que le dictionnaire D € satisfait rank(D) = N’ < G. On suppose également y # 0.

On considére dans un premier temps le probléme contraint (Cs). Soit ¢s(y) la valeur
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optimale du résidu et U?(y) ensemble des solutions optimales de (C,) pour 'observation

y donnée, correspondant & une réalisation de bruit :
¢s(y) = inf {||Du — y”% ’ uecCq et lullo < s} (4.1)

Uiy)={ueCt|lullo <s | |[Du—y|3=c} (4.2)

On peut montrer que les valeurs optimales ¢ s’écrivent comme les valeurs optimales du
critére du maximum de vraisemblance Jasy (®5) (1.46), considérant une observation y et

s potentielles sources :
cs(y) = IginyHHn(q)s)y = Igin Iy (®Ps) (4.3)

avec @5 = {¢1,...ps} un ensemble de s angles d’arrivées candidats inclus dans ’ensemble

W des directions candidates de la grille, et
IL,(®,) = I - II(&,) (4.4)

—1
II(®,) = Ds, [D Ds,] DE . (4.5)

En présence de M sources incidentes, I’ensemble UCM (y) correspond donc aux solutions du
maximum de vraisemblance déterministe. Cet ensemble doit contenir un seul élément afin
d’estimer u sans ambiguité.

Soit L le plus petit entier tel que ¢y (y) soit nul : on a L < N’, avec N’ la dimension de

I'observation y. Pour M sources et en asymptotique, on vérifie L = M. Pour une obser-

vation bruitée, on aura de fagon générique L = N’. La séquence c,, pour s = {0,..., L},
vérifie

cL(y) =0 < <enr(y) <em(y) <emaly) <--- < coly) (4.6)
avec ¢o(y) = |ly||3. Pour @, € Us(y), avec s < L, on a par ailleurs ||ii|o = s.

Nous nous intéressons maintenant au probléme ¢y régularisé (R, ). Pour un paramétre

A fixé, on définit la fonction Jg\o telle que :

c¢ R
T — (4.7)
u — Jyi(A\u)

Pour A fixé et y donné, ensemble U (y) des solutions optimales de (Ry) est défini par :
OMy) = {uect | Jhw) =n}, (4.8)

avec

ry = inf {Jg\o(u) ‘ ue (CG} : (4.9)

Nous cherchons les valeurs du paramétre A telles que les solutions optimales de (Cs) et
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(Ry) coincident, c’est-a-dire U} (y) = U(y), en particulier pour s = M dans le cas de M
sources incidentes. Pour tout s < L et 0® € US(y), on a :

1
Jo, (A, 0°) = §cs(y) + As. (4.10)

Pour tout u® tel que ||[u’ljp = s, on a alors Jy, (A, 0°) < Jy, (A, u®). Nous pouvons tracer
les différentes fonctions affines Jy, (X, 0°) (4.10) en fonction de A pour ©® € Us(y) et
s ={0...,L}. Elles ont pour ordonnées a 'origine 1/2¢5(y), avec c5(y) décroissant (4.6),

et pour pentes s. Un exemple est représenté sur la figure 4.1.

1/200

Jgo()\, u = fls)

M= M=\ N =X
A

FIGURE 4.1 — Représentation des fonctions Jy, (A, %) en fonction de A pour 4* € U(f(y)

et s = {0...,3} (traits pointillés), pour une réalisation de y. En train plein, la courbe
A — ming Jy, (A, 0%).

Soit aM e [A]cM(y) L’objectif est de trouver A tel que, pour tout s # M et u° € Ug(y),
Jog (A, 0M) < Jy, (A, 0%), soit :

1 1
Vs # M, §cM(y) +AM < §cs(y) + As. (4.11)

Autrement dit, on cherche les valeurs de A pour que le minimum de Jy, soit atteint pour
une valeur de u dont seulement M composantes sont non nulles. L’équation (4.11) nous

permet d’obtenir la relation suivante :

UMy) =UM(y) & Myly) <A<y (4.12)
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avec Ay (¥) = max {W’M <s< L} , (4.13)
A (y) :msin{wjogs<M}. (4.14)

On a également A\ = +o0, et AL =0.

La figure 4.1 représente les fonctions Jg, (A, @°) en fonction de A pour 0 € U(y)
et s = {0...,3}. On notera que, selon les données et le probléme, il peut arriver que
JAs (¥); Ad (y)[ = 95 cela peut notamment arriver dans des cas difficiles tels que faible
RSB, limite de résolution etc. On ne considére ici que les valeurs de s pour lesquelles
A7 (y) < A (y), ce qui résulte en des intervalles non vides, et on a alors A\ (y) = A;_;(y)-
Les valeurs AJ = A;, A\J = A] et A] = A\ ont été représentées en abscisse de la figure 4.1
aux intersections entre les différentes courbes.

L’intervalle | A3, (y); Aj;(y)| donné par I'équivalence (4.12) est d’une importance capi-
tale : si A est choisi dans l'intervalle, alors nous sommes stirs que le minimum global de
Jy, correspond a la solution du maximum de vraisemblance déterministe en présence de

M sources.

4.1.3 Chemin de régularisation et méthodes homotopiques

Un chemin de régularisation consiste en 1’étude des solutions du probléme régularisé
en fonction du paramétre de régularisation A. Le paramétre de régularisation est choisi a

posteriori parmi toutes les solutions obtenues selon différents critéres.

4.1.3.1 La courbeen L

La courbe en L historiquement utilisée dans la littérature [1, 40, 41] est un critére
graphique : elle représente, pour une pénalité basée sur une norme ¢, la norme de la
solution obtenue ||1;]|, en fonction du résidu ||y — D1, |2, pour différentes valeurs de A.
Pour des fonctions de régularisation continues, la courbe obtenue est plus ou moins proche
de la lettre L. Le critére graphique de la courbe en L a été utilisé en particulier pour choisir
le paramétre de régularisation pour une pénalité basée sur la norme £5 ou la norme ¢; : il
s’agit de prendre le paramétre A pour lequel le rayon de courbure est le plus important,
soit dans le coin de la courbe en L. Cependant, ce critére n’est pas applicable quand la
pénalité est basée sur la norme ¢y en raison des discontinuités introduites par celle-ci. De

plus, ce critére est empirique.

4.1.3.2 Meéthodes homotopiques basées sur la courbe £,

Duan et al. [26, 71| ont proposé un algorithme de continuation qui utilise les propriétés
des minimiseurs de Jy, en fonction de A. La courbe A — ming Jy, (A, @®) représentée sur la

figure 4.1 est linéaire par morceaux : I’ensemble des solutions optimales de Jy, par rapport
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a X est donc constant par morceaux, avec un nombre fini d’intervalles ]A;; A\T[. Il est donc
inutile d’effectuer les minimisations de Jy, pour un grand nombre de paramétres de ré-
gularisation A, mais seulement pour quelques valeurs bien choisies qui donneront chacune
une solution @°. La méthode proposée repose sur l'utilisation de 'algorithme SBR glouton

bidirectionnel pour des valeurs décroissantes de .

L’étude compléte des minimiseurs de la fonction Jy, qui sera proposée dans le chapitre 5
justifie, de notre point de vue, que les méthodes homotopiques basées sur une décroissance
du paramétre de régularisation A ne peuvent permettre d’estimer les directions d’arrivées
de deux sources proches. Encore une fois, la cohérence mutuelle trés élevée d’un dictionnaire
basé sur une table de calibration en goniométrie est pénalisante pour un grand nombre de

méthodes parcimonieuses.

4.2 Comportement des algorithmes & gradient-proximal se-

lon A pour une observation donnée

L’é¢tude de Mila Nikolova [57] permet d’établir la relation entre les minimiseurs du
probléme contraint (Cs) et du probléme régularisé (R)). Elle est détaillée dans le chapitre
4.1.2 et nous donne un intervalle théorique |y, (y); A3;(¥)[ tel que la solution globale du
probléme régularisé soit un vecteur avec M composantes non nulles, et qui soit la solution
du maximum de vraisemblance déterministe. Ces M composantes non nulles nous indiquent

donc la position des M sources incidentes.

L’équivalence entre les problémes ne permet cependant pas de dire que le minimum
global sera nécessairement atteint par un algorithme de minimisation. En effet, comme je
I’ai expliqué dans le chapitre 2.4, le critére Jy, est non convexe et présente de nombreux
minimas locaux, et il n’existe pas d’algorithme optimal permettant de trouver la solution
dans un temps polynomial : la seule facon d’obtenir cette solution optimale est de passer
par un algorithme combinatoire, nécessitant un temps de calcul trop important. Les algo-
rithmes de descente a gradient-proximal que nous choisissons d’utiliser pour leur faible cotit
de calcul sont sous-optimaux : il n’ont pas de garantie d’atteindre le minimum global. La
solution peut notamment dépendre de I'initialisation. Afin d’augmenter les chances d’obte-
nir une solution proche du minimum global, on utilise dans ce paragraphe des algorithmes
a gradient-proximal adaptés & la pénalité CELO, qui préserve le minimum global de Jj,

tout en supprimant des minimas locaux [69].

Nous étudions le comportement des algorithmes & gradient-proximal selon A, pour une

observation donnée, afin de valider 'utilité pratique de I'intervalle théorique ] Ay (¥); /\L(y) [
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4.2.1 Scénario de deux sources fortement corrélées & BT fini, avec un

réseau circulaire uniforme & 7 antennes (scénario 1a)

On considére dans un premier temps un réseau circulaire uniforme (UCA pour Uniform
Circular Array) composé de N = 7 antennes, placées sur un cercle de rayon égal a 0.8 fois
la longueur d’onde. On se place dans un scénario avec M = 2 sources fortement corrélées,
et on utilise ainsi le premier vecteur propre de la matrice de covariance estimée comme
observation. Les angles d’arrivées des deux sources sont 1 = 40° et #o = 120°. Le scénario

est représenté sur la figure.

FIGURE 4.2 — Scénario avec un réseau UCA de 7 antennes.

Le coefficient de corrélation temporelle entre les sources est de 0.9, le RSB est égal a
0 dB, et le nombre d’échantillons pour I'estimation de la matrice de covariance est fixé
a K = 100. Pour une réalisation de I'observation y donnée, on calcule A, (y) et A\J (y)
selon les équations (4.13) et (4.14). On représente sur la figure 4.3 les pseudos-spectres
représentant le vecteur 0 obtenus avec 'algorithme FB-CELO selon A. L’algorithme est
initialisé par le pseudo-spectre obtenu d’un filtre adapté de Capon : ?lgim) = wf y, avec
_ 1 R d,
Wy = \/N . de;mldg

(4.15)

Pour A < A5, le pseudo-spectre comporte de larges lobes autour des deux directions d’ar-
rivées, et de multiples lobes secondaires. Pour A = A5, un bon nombre de composantes du
vecteur obtenus sont nulles, et il n’y a plus que des larges lobes autour des vraies direc-
tions d’arrivées. Pour A = )\;, les deux seuls lobes deviennent trés fins. Pour A > )\; , on ne
retrouve plus qu’un seul pic correspondant & une des directions d’arrivées : l'information

sur la deuxiéme direction d’arrivée a disparu.
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FI1GURE 4.3 — Pseudo-spectres du vecteur u obtenus par l'algorithme FB-CELO en fonction

de A, comparés au pseudo-spectre de MUSIC pour un réseau UCA & 7 antennes (scénario
la). Ay = 0.0034. A = 0.16.

4.2.2 Scénario de deux sources fortement corrélées a BT fini, avec un

réseau linéaire uniforme a 10 antennes (scénario 1b)

On considére maintenant un réseau linéaire uniforme (ULA pour Uniform Linear Ar-
ray) composé de N = 10 antennes, espacées chacune de 0.5 longueur d’onde. On se place
dans un scénario avec M = 2 sources fortement corrélées, et on utilise donc le premier
vecteur propre de la matrice de covariance estimée comme observation. Les angles d’arri-
vées des deux sources par rapport a I’axe perpendiculaire aux capteurs sont 61 = —6.9° et
02 = 6.9°. Le coeflicient de corrélation entre les sources est de 0.9, le RSB est égal a —14
dB, et le nombre d’échantillons pour I'estimation de la matrice de covariance est fixé a
K = 1000. A\, (y) et A5 (y) sont calculés pour une réalisation de I'observation y donnée.
La figure 4.4 représente les pseudos-spectres du vecteur 1 obtenus avec ’algorithme FB-
CELO selon A, initialisé selon le filtre adapté spatial donné en (4.15). Les observations sont
similaires par rapport au scénario précédent. On notera pour A = \; la présence d'un

3iéme pic qui ne correspond donc & aucune source : cependant, son amplitude a -40 dB ne
représente aucun risque d’ambiguité.

4.2.3 Intérét de l’intervalle pour la minimisation du critére J,,

L’¢tude présentée ici montre que D'intervalle théorique Ay, (y) et A}, (y) donnant I'équi-
valence entre les problémes régularisé et contraint permet d’obtenir en pratique des résul-
tats trés prometteurs pour le choix du paramétre de régularisation A a utiliser lors de la

minimisation du critére Jy, par des algorithmes sous-optimaux pour estimer les directions
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1b).




62 4. Paramétre de régularisation

d’arrivées des sources incidentes. En particulier, et comme attendu, si A est plus faible que
la borne basse de l'intervalle, la solution obtenue par les algorithmes se rapproche d’une
solution pouvant étre obtenue par les moindres carrés seuls : le vecteur solution n’est pas
parcimonieux, et le pseudo-spectre présente de multiples lobes secondaires qui peuvent gé-
nérer des ambiguités. Une valeur de A située dans l'intervalle | A5 (y); AJ (y)[ en présence
de 2 sources permet d’obtenir deux lobes plus ou moins larges selon ’endroit ot 'on se
situe dans l'intervalle. Pour une valeur de A supérieure a la borne haute de l'intervalle,
le vecteur solution obtenu est tellement parcimonieux que la contribution d’une des deux
sources disparait : on se situe en effet dans lintervalle | A7 (y); A] (y)[, donc la solution
optimale n’a qu’une seule composante non nulle. Pour A supérieur a un certain seuil donné
par A\{ (y) = g (¥), la solution optimale est d’ailleurs le vecteur nul.

La connaissance des paramétres Ay, (y) et A}, (y) apparait donc essentielle. Cependant,
la valeur de ces paramétres dépend d’une réalisation bruitée de ’observation y : ce sont
donc des variables aléatoires. De plus, leur calcul est combinatoire : il nécessite de résoudre
les problémes contraints (C¢) pour chaque degré de parcimonie s jusqu'a avoir ¢(y) = 0.
Calculer les bornes de 'intervalle pour une réalisation donnée avant d’effectuer la minimi-
sation de Jy, serait donc absurde. Comme il n’est pas envisageable de changer A a chaque
réalisation, il est nécessaire d’étudier les statistiques des bornes Ay, (y) et A1, (y). Nous
réalisons cette étude dans le cas M = 2 sources afin de trouver une plage commune, avec

une probabilité élevée, & de multiples réalisations.

4.3 Intervalle pour des observations stochastiques d’un scé-

nario bi-sources donné

4.3.1 Enjeux et motivations

Nous recherchons un intervalle admissible pour le paramétre de régularisation A qui
soit commun & de multiples réalisations. La recherche d’un intervalle commun doit passer
par ’étude des distributions de A\, et )\; De plus, I'utilité pratique d’un tel intervalle doit

étre validée par une étude statistique du comportement des algorithmes en fonction de A.

Dans un premier temps, nous étudions statistiquement le comportement de ’algorithme
IRL1-CELO en fonction de A pour le scénario la décrit précédemment en 4.2.1, pour des
directions d’arrivées fixées #; = 40° et 65 = 100°.

Suite a I’étude du paragraphe 4.2, on note qu’il est difficile d’obtenir exactement deux
uniques composantes non nulles méme dans Uintervalle | A; (y); A5 (y) [ sans doute a cause
de difficultés de convergence des algorithmes sous-optimaux utilisés, d’autant plus que
des colonnes voisines sont fortement corrélées. Dans la suite, I’estimation des directions
d’arrivées de M = 2 sources a partir du vecteur estimé sera effectuée de la maniére suivante :

— on s’intéresse aux différents pics, c’est & dire aux maxima locaux des différents lobes
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dans le pseudo-spectre du vecteur estimé ;

— si le nombre de pics est trop important (on fixe ce nombre a 6 par exemple pour
M = 2 sources), on considére qu’on ne peut décider quels pics correspondent a des
sources et on échoue & détecter les directions d’arrivées ;

— g’il n’y a qu’un seul pic ou que la solution obtenue est le vecteur nul, alors on considére
également que ’algorithme a échoué;

— sinon, on retient les indices des deux maxima les plus élevés, et les directions d’arri-
vées estimées sont les angles correspondants dans W.

Dans la pratique, ce principe simple de détection s’avére suffisant pour les réseaux et les
scénarios bi-sources considérés. Ainsi, les pourcentages d’erreurs et REQM présentés dans
I’ensemble de cette thése utilisent ce post-traitement pour estimer les directions d’arrivées
des sources a partir des vecteurs estimés.

Les performances obtenues pour ’algorithme TRL1-CELO initialisé par le vecteur nul
sont mises en relation avec les histogrammes empiriques de \; et /\3r obtenus pour les 1000
tirages réalisés. Les résultats sont représentés sur la figure 4.5. Les histogrammes de \; et
)\;r se rapprochent quand le RSB diminue, jusqu’a se chevaucher. La REQM obtenue par
I'algorithme IRL1-CELO atteint un minimum sous I'histogramme de A, , et augmente dés

que X\ dépasse des valeurs potentielles de )\;.
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FIGURE 4.5 — Histogrammes empiriques de A5 et )\; pour des observations stochastiques et
REQM de 'algorithme IRL1-CELO (initialisation & 0) en fonction de A pour deux sources
fortement corrélées a BT fini.

Pour un RSB donné, nous choisissons de prendre comme valeur de A a utiliser dans
les algorithmes la valeur médiane des A, obtenus de facon combinatoire. Sur la figure
4.6, nous comparons les performances d’estimation des angles d’arrivées de l'algorithme
IRL1-CELOQ initialisé par le vecteur nul pour cette valeur de A avec les performances de
I’algorithme MUSIC et la borne de Cramer-Rao en fonction du RSB, pour un écart entre
les sources de 60°. Pour les RSB faibles considérés, la REQM obtenue avec 1'algorithme
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MUSIC est éloignée de la borne de Cramer-Rao. Le pourcentage d’erreurs de détection est
d’ailleurs non nul. L’utilisation de I'algorithme IRL1-CELO permet de réduire sensiblement

la REQM, avec un pourcentage d’erreurs qui reste trés faible jusqu’a -10 dB.
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FIGURE 4.6 — Performances de l'algorithme IRL1-CELOQ initialisé par le vecteur nul en
fonction du RSB dans le cadre du scénario la de sources fortement corrélées a BT fini :
comparaison & MUSIC et a la borne de Cramer-Rao.

Cette étude préalable prouve a la fois I'intérét qu’il faut porter aux distributions des
bornes A, et /\; et plus globalement pour les méthodes parcimonieuses, et en particulier

pour les algorithmes a gradient-proximal permettant de minimiser le critére régularisé Jy, .

Cependant, 'obtention de distributions & partir des équations (4.13) et (4.14), de fagon
empirique, est extrémement lourd en temps de calcul, ce qui ne permet pas par exemple
d’étudier 'intervalle stochastique pour n’importe quelles directions d’arrivées. C’est pour-
quoi j'ai étudié les statistiques de A, et )\5r en fonction des statistiques de ’observation y.

Dans un premier temps, I’étude est réalisée pour un scénario de sources donné.

4.3.2 Calcul des statistiques de )\, et \] en fonction des statistiques de
P’observation y pour un scénario donné

4.3.2.1 Expressions approximées de ), (y) et \J (y)

Dans le cas M = 2 sources, les expressions de ), (y) et A\ (y) s’écrivent :

A5 (y) = max { aly) —aly) ) -—aly) b)) } 7 (4.16)

2 ’ 4 T (N —2)

A (y) = min { ca(y) = cy) aly) - cy) } ' (4.17)
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On rappelle que
aly) = rJEIﬁinyHl'In({ng}))h (4.18)
g

ol 14 € W est un point du maillage. On considére, en présence de M = 2 sources incidentes

de directions d’arrivées 67 et 02, que

ca(y) =y, ({61, 62})y. (4.19)
On suppose par ailleurs
. H
~ 11, ({61, 02, . 4.20
c3(y) o,y ({61,602, 94} )y (4.20)

Ces deux hypothéses requiérent de faibles conditions sur le réseau de capteurs utilisé.
L’ajout de composantes supplémentaires dans la projection ne fait pas diminuer significa-
tivement les valeurs ¢4(y), c5(y) etc. puisque l'on se situe au niveau du bruit. En premiére

approximation, on peut donc faire I’hypothése que :

ca(y) —es(y)

A (y) =~ 5 (4.21)
De méme, on fait 'hypothése que :
caly) —aly
M(y) ~ A —el) (4.22)

2

Les deux bornes A, (y) et A\j (y) peuvent alors s’exprimer comme le maximum et le mini-

mum, respectivement, de formes quadratiques hermitiennes :

MRy max Q) (4.23)

A (v) % 5 min Qg (v) (1.2)

@y (v) = y" (T, ({61, 623) ~ T, ({61,629, ))) v (4.25)
Qf (v) =y (T (vpg) — T, ({61, 62})) y- (4.26)

Qy (y) et Q;(y) sont des formes quadratiques hermitiennes de la variable aléatoire y.
On note qu’une forme quadratique hermitienne de vecteurs complexes a une valeur réelle.
Q, (y) et Q; (y) sont donc elles-mémes des variables aléatoires réelles. Afin d’exploiter les
nombreux résultats sur les distributions de formes quadratiques de variables normales, il

faut transformer les formes quadratiques hermitiennes en formes quadratiques réelles.




66 4. Paramétre de régularisation

4.3.2.2 Transformation d’une forme quadratique hermitienne en forme qua-

dratique réelle

Dans le chapitre 3, j’ai détaillé les différents modéles d’observations considérés et les
statistiques associées. Pour chacune des observations y selon le scénario, j’ai montré que y
suit une distribution normale multivariée complexe : y ~ CN(u, T, C).

On considére une forme quadratique hermitienne générique de la variable aléatoire y

notée

Q(y) =y"Py, (4.27)

avec P une matrice hermitienne. On décompose la partie réelle et imaginaire de y, et on

définit ainsi le vecteur réel suivant :

YR = [gR(Y)Tv %(Y)T] ) (4'28)

ou R(y) est la partie réelle et I(y) la partie imaginaire du vecteur y. Poury ~ CN(u, T, C),

des calculs élémentaires montrent que yg suit une loi normale multivariée N (ur, I'r), avec

pr = (R, S’ (4.20)
_1[ RT+C) $(-T+C)
Tr =3 < IC+C) R -C) ) ' (4.30)

La forme quadratique Q(y) s’exprime alors comme

Q(y) =yr'Pryr (4.31)

avec 52|

[ ®+PT)2 i(P-PT)/2
PR = ( i(PT -P)/2 (P+PT)/2 ) ' 432)

Pour P hermitienne de dimension N’ x N’ la matrice Pr de dimension 2N’ x 2N’ est

symétrique.

4.3.2.3 Distribution approchée de la forme quadratique d’une variable nor-

male

On considére une forme quadratique Q(y) = y?Py = yr' PryR, avec yr ~ N(ugr,Tr),
et Pr € R2V' 2N une matrice symétrique. On suppose de plus que Pg est définie non-
négative.

Supposons que I'g est non singuliére. On note alors I' R% la matrice racine carrée telle

que I R%I‘ R% = I'r. Soit M une matrice orthogonale carrée de dimension 2N’ x 2N’ qui




4.3. Intervalle pour des observations stochastiques d’un scénario bi-sources donné 67

diagonalise I‘R%PRI‘R%. On a alors
. 1 17
dlag(ul,.. .,I/QN/) = MFR2PRFR2M (4.33)

1 1 X
avec v1, ..., les valeurs propres de I'r2 PrI'r 2, ou, de facon équivalente, de I'rPRr.

Le vecteur z = MI'g~/ 2yr suit une loi de distribution normale de moyenne p, =
MI‘Rfl/QuR et de variance Iyns. Soit 71 = rank(PrI'r). On peut alors exprimer Q(y)

sous la forme

(y) = Z vixh, (6:) (4.34)
i—1

avec h; = 1, §; = p?, avec ui.; la i-éme composante du vecteur pz, et out X%Li (0;) représente
des variables du x? non centrés indépendantes ayant h; degrés de liberté et un paramétre

de décentralisation 6;.

Le probléme d’estimation de la queue de probabilité de Q(y)

Pr(Q(y) > t) (4.35)

se pose dans de nombreuses applications. Plusieurs approximations basées sur les moments
ont été proposées. Pearson [61] a initialement proposé d’approximer la distribution de Q(y)
en utilisant une distribution du x? centrée en se basant sur les 3 premiers moments. Liu et
al. [46] ont proposé beaucoup plus récemment d’utiliser une distribution du x? non centrée
X7(d), dont le nombre de degrés de liberté [ et le paramétre de décentralisation & sont
déterminés par les quatre premiers moments de Q(y). L’équation (4.34) permet d’obtenir

K (t) la fonction génératrice des moments de Q(y), donnée par [45] :

1
5. .
Zh log(1 — 2t1;) +Z : ’;y (4.36)
- z

Le k-iéme cumulant de Q(y) se calcule par

=2k 1( (Z vER; + k Z vEs; ) (4.37)

Il n’est par ailleurs pas nécessaire de calculer les valeurs propres v; et les paramétres d;,

puisque l'on a [46]

diag(vy, ..., van)F)
(Mr R%PRFR%MT)]C)
(I‘RQPRFR ) )
(PrTR)")

Sty vEh
(4.38)

25883

(
(
(
(
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et
Sitovks, = petdiag(vi,. .. van )P
= H'RTI‘R_I/2MT(MI‘R%PRI‘R%MT)kMI‘R_l/2[J,R
= NRT(FRPR)k_lpRuR.
On note

sko= Y vrhi+ kYL UG
= Tr((PRTR)*) + kur’ (TRPR)" 'PruR.

La moyenne, la variance, 'asymétrie et le kurtosis de Q(y) sont alors donnés par :

/’LQ = /{/1 = 51

oQ = VKo = \/282

K3 S3
br=—5= \/§—3/2 = V/8b

kg 82

K S
By = "5 =127 = 12by
k3 82
avec by = 8*;5;’2 et by = z—%. On approxime ainsi la distribution de queue, par :
2

Pr(Q(y) > t) ~ Pr (XIQ(‘S) “hx T “Q>

Ox 7Q
avec
i =BE{xi(@0)} =1+6
oy = y/var (x?(9)) = V2a
et

a=VI0I+26

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

Les paramétres § et [ sont déterminés de telle sorte que I'asymétrie de Q(y) et x7(8) soit

égale et que la différence entre le kurtosis de Q(y) et x7(6) soit minimale. Les calculs

meénent a [46] :

— si b > by, alors

azl/(bl—\/b%—l@), §=ba®—a®> et l=a>—26

— si b2 < by, alors

a=1/b;, d=ba®—a>=0 et [=0a%>—-20=1/b

(4.49)

(4.50)

On utilise I’équation (4.45) pour calculer les fonctions de densité (marginales) des va-

riables aléatoires Qg (y) et Q;(y), pour g = {1,...,G}. Dans la suite, les fonctions de
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densité sont notées f~ et fg+ , respectivement. Les fonctions de répartition associées sont
notées F, et F.

4.3.2.4 Utilisation de copules pour exprimer la dépendance entre des variables

aléatoires non gaussiennes

Les paragraphes précédents 4.3.2.2 et 4.3.2.3 permettent de calculer les distributions
des variables aléatoires Q, (y) et Q:{(y) des équations (4.23) et (4.24) indépendamment
les unes des autres pour g = {1,...,G}. Or ces variables ne sont pas indépendantes,
puisqu’elles sont issues des mémes vecteurs aléatoires y.

De fagon générique, notons Q;(y) = y P,y et Q;(y) = y'P;y, avec y ~ CN(u, T, C)
et P; et P; des matrices hermitiennes. La covariance entre les variables @); et Q; se calcule

par :
Cou(Qi, Qy) = tr (PiO)(Py)" €)) + tr (P.T)(P,T)) + u/P,T P
+ p P, TP + pf'P,C (P p* + pT (P)T C*Pip. (4.51)

Afin de calculer les distribution de A5 et )\;, il est nécessaire de calculer les distributions

jointes Fy- et Fy+ des variables multivariées q~(y) et q*(y) données par :
_ _ _ _, 1T
a (y)=[QT (), Q; (¥):-- -, Qc(y)]" , gty # 61,0 (4.52)

a (y) = [Qf (),QF (¥),-.-,QE)]" (4.53)

Les copules sont ’outil & ce jour le plus adapté & notre connaissance. Les copules sont des
fonctions qui permettent de relier des fonctions de distribution multivariées aux fonctions
de distributions marginales de leurs variables scalaires [55]|. Elles permettent d’exprimer
la dépendance entre des variables aléatoires de fonctions de distributions marginales va-
riées. Soit ¢ une copule. La fonction de distribution multivari¢e Fy- (respectivement Fg+ )

s’exprime en fonction des fonctions de répartitions F~ (respectivement Fg+ ) par :

Fq*(le-'wQG) :C(Fl_(Ql)w"?Fé(QG)) (4.54)

Fyr(01:---,06) = c(Fy (1), - - Féi (06))- (4.55)

La copule Gaussienne est particuliérement adaptée pour les grandes dimensions. En notant

Fy(o,) = F, (9,4) ou F,f(g,), on a alors :

c(F1(01),- -+, Falog)) =

exp (-igT(z—l _ 1),3) (4.56)

avec

B (4.57)

I
=)
=
©
9
5
O
R
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ott 71 est la fonction quantile réciproque de la fonction de répartition de la loi normale :

T2

1 [* _1p
() e 2" dt. (4.58)
—00

La dépendance entre les variables scalaires est modélisée par la matrice de corrélation

symétrique et définie positive 3, dont la 7j-iéme composante est donnée par :

_ Cov(Qi,Q))

3.
Y 0Q;0Q;

(4.59)

avec 0@, = /Cov(Q;, Q;), et la covariance entre deux variables @Q; et Q; est donnée par
léquation (4.51).

4.3.2.5 Lois de distribution de )\, et )\éIr

A partir des fonctions de répartition Fy- et Fy+ obtenues par les équations (4.54)
et (4.55) et la définition de la copule Gaussienne (4.56), les fonctions de répartition des

variables \; et A\J approximées selon les équations (4.23) et (4.24) s’expriment selon :

Fy.(t) = Pr (A3 (y) <t) (4.60)
= Pr (m;x; Q, (y) < t> (4.61)
P (; Q; (y) <1, | g € {T\ 01,02}) (4.62)
= F -(2t,...,2t) (4.63)
et

Fy(t) = Pr(Af(y) <t) (4.64)
~ Pr (minl QF (y) < t) (4.65)

g 279 ’
= Pr <3 g,y €W | % QF (y) < t) (4.66)
= 1-Pr (; Qi (y)>t|Vg,v,e \p> (4.67)

La figure 4.7 résume les différentes étapes pour I'obtention des distributions.

A noter qu’il n’existe pas d’expression analytique de la fonction de répartition ® de
la loi normale ni de sa fonction quantile réciproque ®~!. Les expressions (4.63) et (4.67)
sont donc semi-analytiques. Il existe cependant de nombreuses méthodes d’approximations

numériques trés précises de ® et ®~!, directement incluses dans les logiciels de calcul [27].
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Distributions de Q¥ (y)
Distribution y ~ CN (g, T, C) approximées par des
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de \J et Ay
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Qi (v) et Q7 (v), Yk,

L J

FIGURE 4.7 — Etapes de calcul des distributions approchées de Ay et )\;

4.3.2.6 Méthode de génération des lois de distribution et validation des ap-

proximations

Dans la pratique, j’ai généré des histogrammes et fonctions de répartition empiriques
a I'aide de tirages aléatoires a partir des fonctions approchées proposées. Je détaille ici la
méthodologie pour )\2+ : la méthodologie pour A, est similaire, a la dimension prés puisque
q~ est de dimension G — 2 et non G.

1. On génére ny, tirages indépendants de chaque variable aléatoire Q; pour g =
{1,...,G} selon des distributions du y? non centrées selon 1’équation (4.45). Ce
tirage nécessite la connaissance des statistiques de y. La figure 4.8 représente les his-
togrammes et le nuage de points 2D de 1000 tirages indépendants de deux variables
QZ* et Q;g_l, donc pour deux directions d’arrivées voisines. La forme du nuage de

points refléte ’absence évidente de corrélation.

80| 1

n
Qi

401 o

20

10 20 30 40 50 60 70 80
QF

FIGURE 4.8 — Nuage de points de 1000 tirages aléatoires indépendants de Q;r et Q;:l selon
des distributions du x? non centrées et histogrammes associés.

2. On génére ny, x G variables aléatoires corrélées en utilisant une copule Gaussienne,
avec une matrice de corrélation X calculée selon 'équation (4.59). On note z, les
G vecteurs aléatoires de dimension ng;,- générés. La figure 4.9 représente les histo-
grammes et le nuage de points de 1000 tirages indépendants de deux variables z; et
zi+1. Les histogrammes sont ceux de variables uniformes. Le nuage de points montre

la forte corrélation entre ces deux variables.
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Zi+1

FIGURE 4.9 — Nuage de points de 1000 tirages aléatoires des variables z; et z; 41 selon une
copule Gaussienne.

3. On trie pour chaque G les variables générées par la copule : on récupére les vecteurs
i, composés des indices 1 a G qui sont triés selon I'ordre croissant des composantes

de z,.

4. Pour chaque g, dans un vecteur de dimension ng,, on place les composantes des
tirages de Q; par ordre croissant aux indices indiqués par i;. On obtient ainsi 7,
tirages aléatoires corrélés des variables Q;, donc du vecteur qT. La figure 4.10 re-
présente les histogrammes des deux variables Q;f et Q;-EH (qui sont identique & ceux

de la figure 4.8) et le nuage de points des 1000 tirages maintenant corrélés.

60 -

i
Q1

40

20

10 20 30 40 50 60 70 80
o+

F1GURE 4.10 — Nuage de points des 1000 tirages aléatoires de Q;-" et Q;CH aprés étape de
corrélation et histogrammes associés.

5. Pour chaque tirage, on retient la valeur minimale selon g, divisée par 2, pour obtenir

N tirages aléatoires de )\; .
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FIGURE 4.11 — Fonctions de répartitions de )\; et A5 . En traits pleins, les courbes obtenues
de facon combinatoire. La ligne en tirets représente les fonctions obtenues en prenant
en compte les premiéres approximations (4.21) et (4.22). La ligne en pointillées est celle
obtenue avec les approximations successives du y? non centré et des copules, selon la
méthodologie proposée.

Cette méthodologie permet d’obtenir des distributions empiriques approchées de A5
et )\;r a partir des statistiques de I’observation y, pour un scénario donné (puissance des
sources et angles d’arrivées). La figure 4.11 représente les fonctions de répartitions empi-
riques de \; et )\2+ obtenues selon trois méthodes différentes :

— la premiére courbe est obtenue de fagon combinatoire selon les équations (4.16) et
(4.17) a partir de tirages aléatoires du signal regu x(¢) (& BT fini), ou de la matrice
de covariance R, (en présence d’erreurs de modéles) ;

— la seconde courbe est obtenue en prenant en compte les approximations (4.21) et
(4.22), a partir des mémes tirages aléatoires du signal re¢u x(t) (a BT fini), ou de la
matrice de covariance R,; (en présence d’erreurs de modéles) ;

— la troisiéme courbe est obtenue selon la méthodologie proposée de tirages aléatoires
de vecteurs corrélés q~ et q7.

Pour 'exemple de la figure 4.11, on utilise un réseau circulaire uniforme & N = 7 antennes
avec M = 2 sources indépendantes d’angles incidents 67 = 32° et 6 = 100°. L’observation
utilisée est la matrice de covariance vectorisée & BT fini, pour K = 50 et un RSB égal a 10
dB. On remarque que les trois courbes pour A\J (figure 4.11(a)) sont presque confondues.
La figure 4.11(b) laisse apparaitre un écart un peu plus prononcé pour les courbes de A,
le principal écart étant du & la premiére approximation (4.21). On explique la différence
entre )\2+ et A, par l'ordre des projections approximeées.

L’avantage certain de la méthode proposée est le cotit calculatoire trés largement réduit
par rapport a l'utilisation de la formule initiale. Le faible cofit calculatoire permet de
générer trés facilement les distributions pour un grand nombre de scénarios (en particulier

d’angles d’arrivées). On peut alors étudier I'existence d’un intervalle pour le paramétre
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de régularisation A qui soit commun a de multiples réalisations, d’abord sur un scénario

d’angles donnés, puis potentiellement pour tous les angles d’arrivées possibles.

4.3.3 Existence d’un intervalle commun pour des observations stochas-
tiques

Afin de montrer ’existence d’un intervalle commun pour des observations stochastiques,
étudions le comportement et les performances des algorithmes en fonction de A, en relation
avec les statistiques de A5 et )\; obtenues pour différents scénarios. Nous décrivons trois
nouveaux scénarios de simulation, en plus des deux précédents décrits en 4.2.1 (scénario
la) et 4.2.2 (scénario 1b). Pour ces scénarios, on s’intéresse en particulier & des réseaux
circulaires uniformes (UCA). Bien que ces réseaux permettraient une estimation en deux
dimensions, nous nous limitons dans le cadre de la thése aux problémes en une dimension
(azimuth uniquement), en faisant I’hypothése que les sources et les capteurs sont copla-
naires. Les propriétés d’invariance des réseaux UCA par rapport aux angles d’arrivées en
mono-trajet nous permettent, pour M = 2 trajets, de nous concentrer sur ’écart entre
les sources plutdt que sur les angles d’arrivées individuellement. Pour des sources d’angles
d’arrivées 01 et 05, nous nous intéressons donc au comportement des algorithmes selon
Pécart |0y — 61].

Pour les scénarios 2 & 4 présentés dans ce paragraphe, on considére un réseau UCA
a N = 7 antennes, de rayon une demi longueur d’onde. La largeur de lobe entre deux
annulations de la corrélation est de 90°. Le champ de vision est U'intervalle [0; 360]°, avec
un pas de grille de 1°. On étudie les performances de différents algorithmes selon A, en
considérant 1000 tirages aléatoires. Les performances sont représentées en terme de REQM

et de pourcentage d’erreurs tels qu’ils sont définis dans le paragraphe 1.2.3.

4.3.3.1 Sources cohérentes en présence d’erreurs de modéle (scénario 2)

On considére un scénario de sources cohérentes de méme puissance : I'observation uti-
lisée est le premier vecteur propre de la matrice de covariance en présence d’erreurs de
modeles. Pour o, = 0.15, les histogrammes de A, et )\; sont mis en relation avec les per-
formances de 'algorithme IRL1-CELO (initialisé par le vecteur nul) sur la figure 4.12 pour
deux écarts différents : sur la sous-figure (a), |62 — 61| = 48° (écart supérieur a une demi-
largeur de lobe, corrélation spatiale 73 ~ 0) et sur la sous-figure (b) |0y — 61| = 28° (écart
inférieur & une demi-largeur de lobe, corrélation spatiale 7"123 ~ 0.25).

Pour un écart entre les sources de 48° - figure 4.12(a) - les histogrammes de AJ et A,
sont bien séparés. Parallélement, la courbe de pourcentage d’erreurs montre qu’il existe
un intervalle pour A, délimité par les traits pointillés verticaux, dans lequel I'estimation
des deux directions d’arrivées est parfaitement réalisée puisqu’avec 0% d’erreurs. Cet in-
tervalle correspond environ a l'intervalle entre les histogrammes : il commence légérement

en dessous de la borne supérieure de A, , et finit dés que l'on atteint la borne inférieure
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FIGURE 4.12 — Performances de I'algorithme IRL1-CELO (initialisé & 0) en fonction de A
pour deux sources cohérentes et avec erreurs de modeéles (0. = 0.15). En haut : histo-

grammes de A, et )\2+ pour des observations stochastiques. Milieu et bas : pourcentage
d’erreurs et REQM.

de AJ. Pour un écart de 28° - figure 4.12(b) - les histogrammes de A\j et A\, commencent
& se chevaucher. Cela signifie qu'on ne peut trouver une unique valeur de X telle que la
solution optimale de Jy, pour tous les tirages corresponde a la solution du maximum de
vraisemblance avec deux sources. Il n’y a en paralléle plus d’intervalle de valeurs de A pour
lequel on a 0% d’erreurs : le trait vertical pointillé correspond au minimum de pourcentage

d’erreurs qui est de 1%. Ce point correspond & la borne inférieure de )\3'.

L’augmentation du pourcentage d’erreurs & partir de la borne inférieure de )\QL corres-
pond par ailleurs tout a fait avec 'allure de I'histogramme de )\2+ . Cela s’explique par le
fait que lorsque A est supérieur a /\3 (¥), le minimum global de Jy, ne correspond plus au
minimum du maximum de vraisemblance considérant M = 2 sources. Le minimiseur global
n’a en effet plus qu'une ou zéro composante non nulle. En revanche, le faible pourcentage
d’erreurs sous 'histogramme de A, s’explique par 'é¢tape d’estimation des angles & partir
du vecteur estimé qui est décrite dans le paragraphe 4.3.1. On peut avoir plus de M = 2
composantes non nulles dans le vecteur solution tout en ayant que deux lobes, dont on
extrait les pics pour estimer les deux directions d’arrivées. Si A est trop faible en revanche,
les lobes secondaires trop nombreux ou trop élevés ne nous permettent plus d’estimer avec

certitude les deux directions d’arrivées.
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4.3.3.2 Sources indépendantes pour un temps d’intégration fini (scénario 3)

Pour ce scénario de simulation, on considére M = 2 sources indépendantes, et on
utilise donc comme observation la matrice de covariance vectorisée, estimée avec K = 50
échantillons du signal regu. L’écart entre les sources est de 68°. On étudie le comportement
de l'algorithme pour différents scénarios de puissance : dans un premier temps, les deux
sources ont la méme puissance avec un RSB = 10 dB. On augmente ensuite le RSB de la
seconde source & 12 dB, 20 dB et 22 dB. Les résultats obtenus avec ’algorithme IRL1-CELO
initialisé par le vecteur nul sont présentés sur la figure 4.13.

Les histogrammes de A, et /\; sont bien disjoints pour les deux sources de méme
puissance sur la sous-figure (a). Quand on augmente la puissance de la seconde source,
I'histogramme de A, se rapproche de celui de )\;, jusqu’a ce que les deux histogrammes
se chevauchent. Sur les figures, on trace en traits noirs pointillés verticaux les limites de
I'intervalle de A pour lequel on a 0% d’erreurs, quand il existe, ou la valeur pour laquelle le
pourcentage d’erreurs est minimal. La relation entre pourcentage d’erreurs et histogrammes
est identique & celle vue précédemment. Pour ce scénario, la valeur minimale de la REQM

est également atteinte dans l'intervalle.

4.3.3.3 Sources indépendantes en présence d’erreurs de modéles (scénario 4)

Pour ce dernier scénario de simulation, on considére M = 2 sources indépendantes, et
on utilise donc comme observation la matrice de covariance vectorisée mais en présence
d’erreurs de modéles. Les deux sources ont la méme puissance. On fixe g, = 0.2. On
étudie le comportement de l'algorithme IRL1-CELOQ, initialisé par le vecteur nul, et de
lalgorithme THT initialisé par la solution de 'algorithme FB-CELO, lui-méme initialisé
par le vecteur nul. En effet, la trop grande vitesse de convergence de 'algorithme IRL1-
CELO en fait un mauvais candidat pour I'initialisation de I'algorithme IHT puisque celui-ci
n’arrive pas a sortir du minimum dans lequel il est alors déja. Les performances obtenues
sont représentées sur la figure 4.14 pour différents écarts entre les sources. Sur la sous-
figure (a), |f2 — 01| = 40°; les histogrammes de A, et A\J sont alors bien séparés. Les
histogrammes se rapprochent quand ’écart entre les sources diminue : sur la sous-figure (b),
|02 — 01| = 30°, et sur la sous-figure (c), |#2 — 61| = 20°. Pour des sources et histogrammes
bien séparés, on retrouve 'intervalle de A pour lequel 'algorithme IRL1-CELO permet
d’obtenir 0% d’erreurs dans la détection et I'estimation des deux sources. Alors que les
histogrammes commencent & peine & se chevaucher pour un écart de 20°, le pourcentage
d’erreurs minimum atteint est de 4.5%. Le comportement de I’algorithme IHT initialisé par
la solution de FB-CELO est moins classique. Il n’y a plus une exacte correspondance entre
I'intervalle entre les histogrammes et le pourcentage d’erreurs nul pour des sources séparées.
En revanche, pour des sources proches, sur la sous-figure 4.14(c), malgré l'intersection
entre les deux histogrammes de A, et A; , on retrouve un intervalle de A pour lequel le

pourcentage d’erreurs est inférieur & 1, avec par ailleurs une REQM trés faible.
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4.3.3.4 Conclusion sur ’existence d’un intervalle commun

Pour chacun des trois scénarios et observations associées, le constat est identique. Si
les sources sont de méme puissance et suffisamment éloignées, les histogrammes de A, et
)\; sont séparés. On constate alors que l'algorithme IRL1-CELO initialisé par le vecteur
nul permet d’obtenir 0% d’erreurs dans I'estimation des deux directions d’arrivées pour A
dans l'intervalle situé entre les deux histogrammes. Quand on rapproche les deux sources,
ou qu’on introduit un écart de puissance entre deux sources éloignées, les histogrammes se
rapprochent jusqu’a se chevaucher. Il n’y a alors plus d’intervalle pour A tel que le pourcen-
tage d’erreurs soit nul. Le minimum du pourcentage d’erreurs est atteint pour A situé au
milieu du recouvrement des histogrammes. Par ailleurs, le comportement de I'algorithme
IHT initialisé par la solution de I'algorithme FB-CELO pour des sources proches semble
intéressant.

On définit un intervalle admissible pour A situé entre les 95 & 98% de la fonction de
répartition de A5 et 2 a4 5% de celle de )\;7 selon un scénario donné. Dans la suite, on étudie
cet intervalle en fonction de ’écart entre les sources afin de permettre la prédétermination

hors-ligne d'une valeur de A & utiliser dans les algorithmes.
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FIGURE 4.13 — Performances de 'algorithme IRL1-CELO (initialisation a 0) en fonction de
A pour deux sources indépendantes & BT fini (K = 50). En haut : histogrammes de \; et
)\; pour des observations stochastiques. Milieu et bas : pourcentage d’erreurs et REQM.
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FIGURE 4.14 — Performances de I’algorithme IRL1-CELO (initialisation a 0) et IHT (ini-
tialisé par la solution de 'algorithme FB-CELO) en fonction de A pour deux sources in-
dépendantes et avec erreurs de modéles (o, = 0.2). En haut : histogrammes de \; et A\J
pour des observations stochastiques. Milieu et bas : pourcentage d’erreurs et REQM.




80 4. Paramétre de régularisation

4.4 Intervalle selon 1’écart entre les sources et choix hors-

ligne d’une valeur de \

Au vu du paragraphe précédent, on choisit d’étudier I'intervalle I situé entre les courbes
F)\_Q_l(l —¢€) et F)&l (€), pour € < 1. Cet intervalle est étudié ici pour deux sources de méme
puissance en fonction de 1’écart entre les sources pour les différents scénarios précédents
basés sur un réseau UCA comprenant N = 7 capteurs et de rayon une demi longueur
d’onde. L’étude pourrait étre étendue de la méme facon aux écarts de puissance entre les

sources pour deux directions d’arrivées fixées.

4.4.1 Intervalle pour différents niveaux d’erreurs de modéles

On représente sur la figure 4.15 les courbes de F;,1(0.95) et F/\}l (0.05) en fonction de
I’écart entre les sources pour le scénario 2 décrit dans le paragraphe 4.3.3.1. L’observation
pour ce scénario est le premier vecteur propre de la matrice de covariance avec erreurs
de modéles. On fixe o0, = 0.15. La courbe représentant F' )\_; 1(0.95) est quasi constante;

F o +1 (0.05) dimimue pour des sources proches dans le lobe, jusqu’a intersecter la courbe
2

F)\__]L (0.95) pour un écart |62 — ;| égal & environ 25°.
2

0.12
0.1~ F,(0.05) ,
A —F 1(0.95
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FIGURE 4.15 — Intervalle I situé entre les courbes F)\__l(l —€) et F)\_f(e) tracées en fonction
2 2

de Iécart |02 — 61|, pour € = 0.05, dans le cadre du scénario 2 avec o, = 0.15.

Sur la figure 4.16 sont représentées les courbes F/\;}(O.98) et F)\}l (0.02) en fonction de
I’écart entre les sources pour le scénario 4 décrit dans le paragraphe 4.3.3.3 : 'observation
est cette fois-ci la matrice de covariance vectorisée, en présence d’erreurs de modéle. Les
courbes sont représentées pour deux valeurs de o, : 0, = 0.2 et 0. = 0.1. L’intersection
entre les deux courbes pour o, = 0.2 a lieu autour de 'écart |62 — 01| = 21°, tandis que
les deux courbes pour g, = 0.1 ne se croisent pas avant le dernier écart de 15° représenté.

On remarque par ailleurs que les courbes pour o, = 0.1 englobent les courbes pour o, =
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0.2 : 1(0.98) et F (0 02) pour o, = 0.2

est également un intervalle admissible pour o, = O 1. Cette remarque prend toute son

ainsi, l'intervalle I délimité par les courbes F

importante lorsque l'on considére un systéme opérationnel ou le niveau des erreurs de
modéles est inconnu. En effet, afin de prévoir les performances du systéme, on établit une
borne supérieure du niveau d’erreurs de modéle o, afin de prendre en compte toutes sortes
d’incertitudes. L’emboitement des courbes pour différentes valeurs de o, nous permet de
nous assurer qu’une valeur de A choisie pour le pire cas fonctionnera également dans un

cas plus favorable.
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FIGURE 4.16 — Intervalle I situé entre les courbes F' (1 —€) et F)\_f(e) tracées en fonction
2

de Iécart |#2 — 01|, pour € = 0.02, dans le cadre du scénario 4 pour différentes valeurs de
Oe.

Cette remarque est également valable pour le scénario de la figure 4.15, mais ou les
différentes courbes en fonction de o, n’ont pas été représentées pour plus de clarté. On

note également que pour les deux scénarios présentés, les courbes F (1 — €) sont propor-
2

tionnelles & o2 : le choix d'une valeur de \ & utiliser dans les algorithmes dépend bien du
niveau du bruit.

Nous nous basons sur 1’étude des performances des algorithmes en fonction du para-
métre A dans le paragraphe 4.3.3 et sur 'existence d’un intervalle I commun & plusieurs
directions d’arrivées et plusieurs niveaux d’erreurs de modéles présentée dans ce paragraphe
pour proposer un choix hors-ligne d’un unique paramétre de régularisation A a utiliser dans
les algorithmes alors que les directions d’arrivées des sources sont inconnues. On estime
préalablement une borne supérieure du niveau d’erreurs de modéle du systéme. On choisit
11— et F;rl (e) pour

la valeur de o, maximale estimée. Par exemple pour le scénario de la figure 4.16, on choisit

d’utiliser la valeur de )\ située a l'intersection entre les courbes F
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le point d’intersection pour o, = 0.2, entouré par un cercle rose en |f2 — 61| ~ 21°, pour
A =0.92.

4.4.2 Intervalle pour différents RSB et normalisation

On représente sur la figure 4.17 les courbes de F)\_}(O.98) et F ¥ "1(0.02) en fonction de
I’écart entre les sources pour le scénario 3 décrit dans le paragraphe 4.3.3.2 utilisant la
matrice de covariance vectorisée a BT fini. Les courbes sont représentées pour 3 niveaux
de RSB, pour deux sources de méme puissance. Dans les simulations, on fixe le niveau
du bruit o2 = 1, et on modifie les puissances des sources pour varier le RSB. Sur cette
figure, nous pouvons faire plusieurs constatations. On voit directement que le niveau des
courbes dépend du RSB : plus celui-ci est élevé, donc plus les puissances des sources sont
élevées, plus les bornes de 'intervalle I entre les courbes ont des valeurs élevées : il faut
un paramétre A plus élevé pour une observation de plus grande norme. Les deux courbes
F/\_;1(0.98) et F (0 02) pour le RSB le plus faible (RSB = 0 dB) se croisent pour un
écart entre les sources situé autour de 20°, alors qu’il n’y a pas d’intersection visible pour
les RSB supérieurs au dessus de 1'écart mlmmal de 18° représenté. Les courbes F 1(0.98)
présentent un motif semblable qui semble étre relié a la corrélation spatiale. Ce motlf est

atténué pour des RSB plus faibles.
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FIGURE 4.17 — Courbes F'- 21 —e)et F;rl(e) tracées en fonction de I’écart |#y — 01| pour
2

différents RSB dans le cadre du scénario 3.

Contrairement aux courbes présentées dans le paragraphe précédent pour différents
niveaux d’erreurs de modéle mais un méme RSB, les courbes de la figure 4.17 ne s’emboitent
pas les unes dans les autres. Un choix de paramétre A dans l'intervalle I admissible pour un

RSB donné ne sera ainsi pas valable pour un autre RSB. Le niveau des courbes F (0 9%)
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et F "1(0.02) semble dépendre de la norme de I'observation.
On propose ainsi de normer les observations y préalablement & la mise en ceuvre des al-
gorithmes d’estimation des directions d’arrivées. La normalisation d’une observation n’aura

en effet pas d’influence sur I'estimation. Posons A = a/|y||3. Alors

. . 1
arg min Jy, (A, u) = arg min {2||y —Dulj3 +ally|3- ||u||0} (4.68)
ueCe ueCe
yllargmin { 5| 2~ ul +alulo}. (109
= |ly|lzargmin{ =||7—— — Du allullo ¢ - .
uece (21l 2

L’étude effectuée pour calculer les statistiques de A5 et )\5r & partir des statistiques
de 'observation y doit étre renouvelée dans le cas d’une observation normée ¥/|y|.. Une
telle étude fait appel aux résultats sur les ratios de formes quadratiques hermitiennes.
Comme dans le paragraphe 4.3.2.2, les ratios peuvent étre mis sous forme de ratios de
formes quadratiques réelles. Les articles portant sur la distribution de ratios de formes
quadratiques sont nombreux ; on peut citer [38, 39, 52]. Malheureusement, le probléme se
corse quand il s’agit de calculer la covariance entre deux ratios de formes quadratiques afin
de pouvoir corréler les différentes distributions obtenues. Nous avons démarré des calculs
fastidieux avec des développements limités a ’ordre 2.

Ceux-ci n’ayant pas encore abouti, en premiére approximation, on s’intéressera donc

aux statistiques de o donné par :

)
E [llylz]’

et on trace sur la figure 4.18 les courbes F’ (0 98) et F - (O 02). Il s’agit des mémes

(4.70)

courbes F'- 1(0.98) et F 1(0.02) que sur la ﬁgure 4.17 mais d1V1sees par 'espérance de
la norme de lobservatlon correspondante. Les intervalles I admissibles situés entre les
courbes F - (0 98) et F- 1(0.02) pour les différents RSB sont chacun emboités les uns dans
les autres, avec un mtervalle plus faible pour le RSB le plus faible, et un intervalle plus
grand pour le RSB le plus élevé.

On choisit un parameétre oy, & l'intersection des courbes F' 11— ¢) et F L(e) de la
figure 4.18 pour le plus petit RSB considéré, et on utilise dans fes algorlthmes la valeur
A = ||y |3 pour paramétre de régularisation. On peut vérifier quun tel choix fonctionne

relativement bien dans les algorithmes.

4.4.3 Performances pour un A donné

L’ensemble de I’étude présentée dans ce chapitre sur le paramétre de régularisation a
permis d’établir un choix théorique d’une valeur de A & utiliser dans les algorithmes. Afin
de valider définitivement le bien fondé de cette étude, nous établissons les performances

obtenues par les algorithmes parcimonieux avec ce choix de paramétre.
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FIGURE 4.18 — Courbes F;}(l —€) et F;_&(ﬁ) faisant apparaitre un intervalle I normalisé
2

en fonction de |02 — 61| pour différents RSB dans le cadre du scénario 3.

Nous considérons le scénario 2 décrit en 4.3.3.1 : il s’agit du scénario de sources cohé-
rentes en présence d’erreurs de modéles. Pour ce scénario, nous comparons les performances
de l'algorithme IRL1-CELO aux performances théoriques du maximum de vraisemblance
déterministe en présence d’erreurs de modele telles qu’établies dans l'article [31]. Sur la
figure 4.19, nous tragons la REQM en fonction de I’écart entre les sources pour un niveau
d’erreurs de modéle fixé & 0. = 0.15 : le paramétre de régularisation est fixé a la valeur de
I'intersection entre les courbes F)\il(l —€) et F;rl(e) de la figure 4.15 correspondante a ce
scénario. Sur la figure 4.20, on représente cette fois la REQM en fonction de I'erreur de mo-
déle pour un écart fixé : on utilise pour chaque o, la valeur de A déterminée pour o, = 0.15
et pondérée par le ratio 02/0.152. Pour ces deux figures, les performances de 1’algorithme
IRL1-CELOQ initialisé par le vecteur nul sont trés proches des performances attendues par
le maximum de vraisemblance déterministe. La méthode parcimonieuse, reposant sur des
étapes itératives de gradient et de seuillage, est alors trés prometteuse puisque trés peu
cotiteuse en temps de calcul par rapport au maximum de vraisemblance, qui nécessite lui

une recherche multi-dimensionnelle.

Nous considérons maintenant le scénario 4 décrit en 4.3.3.3 : il s’agit du scénario de
sources indépendantes en présence d’erreurs de modéle, pour lequel I'intervalle I admissible
est représenté sur la figure 4.16. Le paramétre de régularisation est fixé & A = 0.92, ce qui
correspond a lintersection des bornes de l'intervalle pour o, = 0.2. Nous étudions les
performances des algorithmes IRL1-CELO initialisé par le vecteur nul et IHT initialisé par

la solution de FB-CELO en fonction de I’écart entre les sources. La figure 4.21 représente
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FIGURE 4.19 — Performances de l'algorithme IRL1-CELO initialisé par le vecteur nul en
fonction de I’écart entre les sources dans le cadre du scénario 2 de sources cohérentes en
présence d’erreurs de modéle : comparaison avec les performances théoriques atteignables
par le maximum de vraisemblance. Le niveau d’erreurs de modéle est fixé a o, = 0.15.
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F1GURE 4.20 — Performances de l'algorithme IRL1-CELO initialisé par le vecteur nul en
fonction de o, dans le cadre du scénario 2 de sources cohérentes en présence d’erreurs de
modeéle : comparaison avec les performances théoriques atteignables par le maximum de
vraisemblance. L’écart entre les deux sources est fixé a |y — 01| = 30°.

les performances pour o, = 0.2 tandis que la figure 4.22 représente les performances pour
oe = 0.1. La courbe du pourcentage d’erreurs permet d’établir la limite de résolution
atteinte par les différentes méthodes : c’est le plus petit écart angulaire entre les sources
tel que le pourcentage d’erreurs soit nul. Pour o, = 0.2, on voit sur la figure 4.21 que
la limite de résolution de la méthode MUSIC est d’environ 34°. L’algorithme IRL1-CELO
permet d’obtenir une limite de résolution de 23°, tandis que l'algorithme IHT initialisé
par FB-CELO atteint une résolution autour de 20°. Cette valeur de résolution obtenue
correspond au point d’intersection entre les courbes F;,l(l —€) et F;+1(e) de la figure
4.16, et qui a déterminé le choix de A. Par ailleurs, la courbe de REQM montre que dés
que ’écart angulaire est inférieur & une demi-largeur de lobe, soit 45°, alors la précision
moyenne d’estimation pour les deux algorithmes parcimonieux est meilleure que celle de
la méthode MUSIC.

Sur la figure 4.22, les constatations concernant ’amélioration de la limite de résolution
et de la précision avec les méthodes parcimonieuses sont identiques. La résolution obtenue
avec 'algorithme THT initialisé par FB-CELO est autour de 17°, soit I’abscisse correspon-
dante a l'ordonnée A = 0.92 (valeur utilisée du paramétre de régularisation) de la courbe
Fg
et FA_ ;1(6) données en fonction de I’écart entre les sources détermine une limite de résolution

(e) pour o, = 0.1. Nous en déduisons que le choix de A basé sur les courbes F)\__l(l —€)
2
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FIGURE 4.21 — Performances des algorithmes IRL1-CELO (initialisé par le vecteur nul) et
IHT (initialisé¢ par la solution de FB-CELO) en fonction de ’écart entre les sources dans
le cadre du scénario 4 de sources indépendantes en présence d’erreurs de modéle, pour
e = 0.2 : comparaison & MUSIC.

théorique.

Par ailleurs, bien que ’algorithme IHT initialisé par la solution de FB-CELO permette
d’obtenir la meilleure résolution, la précision pour un écart angulaire inférieur & la demi-
largeur de lobe est un peu inférieure & celle de 'algorithme IRL1-CELO. Sur sa plage de
fonctionnement, la solution obtenue avec ’algorithme TRL1-CELO est donc plus proche
du minimum global qu’avec I’algorithme THT. Malheureusement, ’algorithme IRL1-CELO
ne permet pas d’atteindre la limite de résolution théorique déterminée par le choix du

paramétre de régularisation A.

4.5 Conclusion

Nous avons mené une étude théorique compléte pour déterminer un intervalle I admis-
sible pour le paramétre de régularisation A tel que la solution optimale de la minimisation
du critere Jy, soit celle du maximum de vraisemblance pour M = 2 sources incidentes.
Cette étude a nécessité le calcul des statistiques de A, et /\3' , puis I’étude de leurs bornes
respectivement supérieures et inférieures F Tl—-¢e) et F ) ;(e), pour € < 1.

Nous avons validé par des simulations lutlhté pratique de cet intervalle avec 'utili-
sation d’algorithmes itératifs de descente a gradient-proximal, trés peu cotliteux en temps
de calcul. Les performances de ces algorithmes parcimonieux sont trés encourageantes par
rapport aux performances des méthodes conventionnelles de référence telles que MUSIC ou

le maximum de vraisemblance. Il subsiste cependant des difficultés sur la convergence et
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FIGURE 4.22 — Performances des algorithmes IRL1-CELO (initialisé par le vecteur nul) et
IHT (initialisé¢ par la solution de FB-CELO) en fonction de ’écart entre les sources dans
le cadre du scénario 4 de sources indépendantes en présence d’erreurs de modéle, pour
e = 0.1 : comparaison & MUSIC.

I'initialisation de tels algorithmes parcimonieux, notamment dans le cas de sources proches.
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Chapitre 5

Stratégie d’optimisation adaptative

5.1

Enjeux et démarche

Dans le chapitre précédent, j’ai montré I'existence d’un intervalle pour le paramétre de

régularisation A permettant de s’assurer que le minimum global de Jy, corresponde a la

solution du maximum de vraisemblance déterministe (1.45). Cependant, il est connu que

le critére Jy, présente un grand nombre de minima locaux, et les algorithmes de descente

a gradient-proximal n’ont pas de garantie de convergence vers le minimum global mais

seulement vers un point critique de Jy,. L’étude du comportement des algorithmes en

fonction du paramétre A dans le chapitre précédent a mis en évidence les avantages et

inconvénients des deux pénalités £y et CELO, en lien avec leurs propriétés bien connues.

Le nombre important de minima locaux de Jy, et ’absence de garantie de convergence
des algorithmes de minimisation sous-optimaux utilisés rendent les résultats dépen-
dants de l’initialisation. Dans certains scénarios, nous avons proposé une initialisa-
tion éclairée qui permet d’obtenir des performances encourageantes avec ’algorithme
IHT, mais dans la plupart des cas les résultats restent aléatoires.

Le minimum global de Jy, est préservé dans le critére Jcgro, ce qui n’est pas forcé-
ment le cas pour d’autres critéres régularisés proposés dans la littérature. Nous avons
donc utilisé les algorithmes & gradient-proximal dédiés & la minimisation de Jcgrg
dans le chapitre précédent. Nous avons montré que ceux-ci permettent d’obtenir une
solution proche de la solution globale, qui correspond & la solution du maximum de
vraisemblance lorsque A est choisi dans le bon intervalle.

Il est également connu qu’il y a moins de minima locaux sur Jogro que sur Jy, : c’est
ce qui nous a permis notamment d’initialiser les algorithmes par le vecteur nul pour
obtenir les bonnes performances évoquées ci-dessus.

Néanmoins, 1'utilisation seule de Jogr et des algorithmes associés avec une initiali-
sation par le vecteur nul ne permet pas d’atteindre la limite de résolution théorique

donnée par I’étude sur le paramétre de régularisation .
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Ces premiers résultats sont la preuve que les problémes de convergence et donc d’initiali-
sation dans les algorithmes de minimisation & faible complexité comme ceux & gradient-

proximal ne sont pas entiérement résolus.

L’objectif de ce chapitre est de proposer un schéma d’optimisation avec des algorithmes
& gradient-proximal qui augmente la probabilité d’obtenir la solution globale pour tous
les scénarios et indépendamment de l'initialisation, y compris pour des sources proches.
J’étudie ainsi préalablement en détail les minimiseurs de Jy, et Jogr,o pour comprendre les
phénomeénes qui entrent en jeu.

On rappelle que plusieurs des notations utilisées sont définies au début du chapitre 2.

5.2 Etude des minimiseurs de J,,

5.2.1 Caractérisation des minimiseurs

On considére le probléme (R ) de minimisation de la fonction Jy,. Le minimiseur global
de Jy, (A, ) a déja été étudié dans le chapitre 4. On étudie ici 'ensemble des minimiseurs,
a la fois locaux et globaux, de Jy, (A, -). Une étude a été réalisée par Mila Nikolova [56]
dans le cas de vecteurs et matrices réels. Nous étendons les résultats au cas complexe et

donnons leur interprétation pour la goniométrie.

Commencons par un résultat simple, qui a cependant toute son importance :

Lemme 5.1. Pour tout y € CN' et pour tout X > 0, Jo, @ un minimum (local) strict en

a=0.
En effet, on a :
IDv = y|3 = IDv[3 + [lyl3 — 2R((D"y,v)), (5.1)

et Jfo(/\vo) - HYH%v d’ou

Joo (N, V) = Ty (A, 0) + Ry (N, V) (5.2)

avec
Ry (A, v) = [[Dv]3 = 2R((D"y, v)) + Al[v]o. (5-3)
Pour tout v # 0 tel que ||[v||2 < W, on a Ry (A, v) > 0, d’ou le résultat. Linitia-

lisation par 0 d’algorithmes sous-optimaux de descente pour la minimisation de Jy,, par

exemple 'algorithme THT 2.3, est alors généralement un mauvais choix.

Nous cherchons maintenant a identifier et caractériser les autres minima du critére

Jy, dans le probleme (R,). Soient y € CV', D € CN'*C et un ensemble w C Ig. Nous
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définissons un nouveau probléme contraint (C,) :

min |y —Dul} sc. u, =0, Vg€ " (Cw)
ueC¢q
Siw = 0, alors w® = I, et 'unique solution de (C,) est 1 = 0. Pour w C I tel que fw > 1,
alors les solutions u de (C,,) vérifient supp(l1) = w : ce sont des vecteurs parcimonieux dont
les indices des composantes non nulles sont dans w. On a alors . = C,, (1), en utilisant la

définition de 'opérateur de complétion de zéros (2.10).

Résoudre le probléme (C,) revient a résoudre un probléme quadratique (Q,,) donné
par :
min ||Dwv - Y||%> ﬁw Z 17 (Qw)
veCtv

et qui admet toujours une solution. On a alors :

[ﬁ € CC résout (Cw), fw > 1] & [ﬁw € C™ résout (Qu) et 1= Cw(ﬁw)} (5.4)
&[G, résout DID, v=Dly et u = C.(0y,)] (5.5)

La valeur minimale du probléme quadratique (Q,,) correspond a la valeur du critére du
maximum de vraisemblance Jyry (P,,), avec ¥, = {wwl, e ,wwnw} cCw.

L’étude sur le paramétre de régularisation A du chapitre 4 est basée sur ’équivalence
entre le probléme contraint (Cs), correspondant au maximum de vraisemblance pour M
sources, et le probléme régularisé (R ), c’est-a-dire entre minimiseurs globaux. Nous mon-
trons ici qu'il y a de fortes connexions entre les minimiseurs du probléme contraint (C,,) et

les minimiseurs (locaux) du probléme régularisé (R)).

Proposition 5.1. Soity € CY'. Pour un ensemble w C ¢, soit & une solution de (Cy)-

Alors pour tout A > 0, la fonction Jy, atteint un minimum (local) en a, et supp() C w.

La preuve est similaire a celle du cas réel développée dans [56]. La réciproque, évidente,

est vrale aussi :

Lemme 5.2. Poury € CN' et A\ > 0, soit & un minimiseur (local) de Jy,. Alors @ est

solution de (C,), pour w = supp(Q).
Le théoréme suivant nous indique de plus la condition pour avoir un minimiseur strict.

Théoréme 5.1. Pour y € CN' et A > 0, soit @ un minimiseur (local) de Jyy, avec
w = supp(t). Alors 0 est un minimiseur strict si et seulement si rank(Dg) = fw. Sia est

un minimiseur (local) strict de Jy,, alors on peut écrire :
0= Cy(ty), pour 4, = (DED,) 'Dly, (5.6)

et o = [aflo < N".
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Il est ainsi aisé de vérifier si un algorithme de minimisation a atteint un minimum
(local) strict de Jy,. Notons que les minima @ € Us(y) (4.2) du probléme contraint (Cs)
pour s € Iz, sont inclus dans ’ensemble des minimiseurs stricts de Jy, puisque ¢y défini par
I’équation (4.1) vérifie, Vs > 0 :

¢s(y) = min {min |ID,v — y||§} (5.7)
wClg,fw=s | veCs

— min Jy (). 5.8

poin  Tay (W) (5.8)

Définition 5.1. On considere une matrice D € CN'*G . Pour tout r € Iy:, on définit Q.
comme ’ensemble de tous les supports de taille r qui correspondent a des sous-matrices de

dimension N’ x r de rang plein de D :
Q ={wClg : fw=r=rank(D,)}. (5.9)

On pose Qg = (0. On définit également :
Nl
Qmaz = | - (5.10)
r=0

On peut ainsi facilement calculer un minimiseur (local) strict @ de Jj,, sans méme
connaitre la valeur de A. Tous les supports w € Qnax permettent en effet de calculer un
minimiseur (local) strict de Jy, a partir uniquement de y et D, en utilisant (5.6). On peut
ainsi avoir une idée du grand nombre de minima locaux du critére Jy, : le nombre de
supports w € Qmax qui donnent un minimiseur local strict est borné par 27{\,210 (f) On
remarque alors que plus la grille de discrétisation de la table de calibration est fine, plus

le nombre de minima locaux est important.

Il a également été montré, pour des conditions légéres, que Jy, posséde un unique
minimiseur global strict [56]. Celui-ci dépend de la valeur de A, comme nous ’avons montré

dans le chapitre 4. De plus, nous avons la proposition suivante [56] :

Proposition 5.2. Poury € CN' et A > 0, soit &t un minimiseur global de Jy,- Alors

V22X

. 511
Tl (5:11)

g € supp() = |ig] >

5.2.2 Illustrations de quelques minimiseurs de .Jy,

On considére un réseau circulaire uniforme & N = 7 antennes et de rayon une demi
longueur d’onde, avec M = 2 sources indépendantes. L’observation y est donnée par la
matrice de covariance vectorisée, dans un premier temps a durée d’intégration infinie et sans

erreur de modéle. Les sources sont de méme puissance, avec RSB = 0 dB. On considére
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un pas de grille de 0.5°, pour des angles compris dans une zone utile réduite [2, 100[° : on a
ainsi G = 196. Les directions d’arrivées des sources sont fixées a 61 = 32° et 3 = 62°. On
rappelle que dans ce cas précis asymptotique, il est aisé de calculer précisément l'intervalle
125 (¥); A3 (y)[- En effet, la valeur de cz(y) (4.1) est nulle, d’out A; (y) =0, et

Af (y) = min { aly) aly) } . (5.12)

2 7 4
Pour ce scénario, on calcule )\; (y) =~ 9.99. On fixe le paramétre de régularisation a A = 9.5.

Dans ce scénario, le vecteur inconnu u correspond & un pseudo-spectre en puissance =,
ot le vecteur = est réel. Les composantes de ce vecteur sont ainsi & valeurs réelles : u € R,
Comme il est impossible de représenter le critére multidimensionnel .Jy, selon la dimension
de u, on s’intéresse sur la figure 5.1 a des projections de Jy, pour des vecteurs ayant au
plus deux composantes non nulles : u = C,(u,,) avec fw = 2. Ces composantes non nulles
correspondent & des directions données par les angles 1, et 1,,. On fixe ¢, = 01 = 32°.
La deuxiéme direction 1, varie sur les différentes sous-figures. Pour (a), ), = 47°, ce
qui correspond a 'angle situé entre les deux sources 1/2(6; + 603); sur la sous-figure (d),
Yo, = 02 = 62°. Entre ces deux valeurs, on fixe, pour (b) et (c), ¥, = 52° et 57°. Les
valeurs des deux composantes u,, et u,,, qui sont les seules composantes a pouvoir étre
non nulles, varient selon les deux axes.

Sur chaque sous-figure (a)-(d) de la figure 5.1, on retrouve quatre minima locaux (in-
diqués par les astérisques bleues) : le minimum local en 0, un minimum local sur chaque
axe, correspondant & uniquement une composante non nulle selon I'une des directions 1,
ou y,, et le minimum local correspondant & strictement deux composantes non nulles.
Sachant que A est dans le bon intervalle, I'unique minimiseur global u? € U2(y) = U (y)
(4.2) correspond & 1, = 01, Yy, = 02 et uy, = u,, = 7 : il est représenté par un cercle

noir plein sur la figure 5.1(d). La valeur du critére en ce point est donnée par :
9 1
Joo (A, 0%) = 502 +22=2\=19 (5.13)

dans ce cas précis asymptotique.
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FIGURE 5.1 — Courbes de niveau de la surface Jy (A = 9.5,u), pour u = C,(u,), avec
fw = 2, en fonction des valeurs des composantes u,,, et u,,, correspondant a des directions
d’arrivées 1, et 1,,. Les vraies directions d’arrivées sont 81 = 32°, et f; = 62°. Les minima
locaux sont représentés par les astérisques bleues. Le minimum global est indiqué sur la
sous-figure (d) par un cercle plein noir.
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5.3 Etude des minimiseurs de Jcgrp comparativement a ceux
de Jgo

5.3.1 Caractérisation des minimiseurs de Jcgro

La pénalité CELO est une pénalité continue, non-convexe, approchant la norme ¢y. Son
atout par rapport & bien d’autres pénalités proposées dans la littérature réside dans les
propriétés sur les minimiseurs de la fonctionnelle Jggr,g. Nous donnons ici les principaux

résultats théoriques issus de [69, 70| avant d’illustrer ceux-ci.

Théoréme 5.2 (Minimiseurs globaux de Jegro et Jy,). L’ensemble des minimiseurs glo-

baux de Jy, est inclus dans l'ensemble des minimiseurs globaux de Jcgro :

arg min Jy, (A, u) C arg min Jeogre(A, u) (5.14)
ueCe ueCe

Réciproguement, si G est un minimiseur global de Jogre, alors Up défini par

Vg €la, Urg =tgles > 53)a,0.) (5.15)

est un minimiseur global de Jy,, et
JeeLo(@) = Jepro(ar) = Ji, (Gr). (5.16)
Corolaire 5.3. Si Jy, admet un unique minimiseur global, alors

arg min Jy, (A, u) = argmin Jogro(A, u). (5.17)

ueCe ueCe
Le nom de la pénalité CELO (Continuous Ezact {y) a été donné en relation avec ce
théoréme : il est équivalent de minimiser les fonctions Jcgro et Jy,. Cependant, Jogro est
non-convexe, et les algorithmes itératifs & gradient-proximal utilisés pour l'optimisation
n’ont pas de garantie de convergence globale. Il faut donc également s’intéresser aux minima

locaux.

Théoréme 5.3 (Minimiseurs locaux de Jogro et Jg,). Soit @ un minimiseur local de

JoerLo, alors ar défini par (5.15) est un minimiseur local de Jy, et (5.16) est vérifiée.

En d’autres termes, les deux théorémes précédents nous indiquent que les minimiseurs
globaux de Jy, sont préservés dans Jogro, et que de chaque minimiseur (local) de Jegro,
on peut extraire un minimiseur (local) de Jy,. Notons qu'’il n’y a pas de réciproque a cette
derniére affirmation. Ainsi, et c’est une propriété qui nous intéresse particuliérement, on

observe une diminution du nombre de minima locaux de Jcgro par rapport a Jy,.




96

5. Stratégie d’optimisation adaptative

Lemme 5.4. Soit & un minimiseur local de Jogrg, alors [68]

Vg € Ig, |44 € {0}

U [\/ﬁ, +oo[. (5.18)

Ainsi, si @1 est un minimiseur local de Jy, tel que |i4| € }0, V. 2)\[ pour un certain g € Iz,

alors 11 n’est pas un minimiseur local de Jcgro.
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Jeero(A = 9.5,u), pour u = Cy(uy), avec

fw = 2, en fonction des valeurs des composantes u,,, et u,,, correspondant a des directions
d’arrivées v, et 1,,. Les vraies directions d’arrivées sont 6; = 32°, et 2 = 62°. Les
minima locaux sont représentés par les astérisques bleues. Les losanges bleus clairs sont

des points critiques qui ne sont pas des minima
la sous-figure (d) par un cercle plein noir.

locaux. Le minimum global est indiqué sur

Ce comportement s’observe sur la figure 5.2 ol sont représentées des projections de

Jcogro pour des vecteurs ayant au plus deux composantes non nulles : u = C,(u,,) avec
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flw = 2. On représente exactement le méme scénario que sur la figure 5.1 afin de comparer
certains des minimiseurs locaux de Jcogro et Jy,. On rappelle que la valeur du parameétre de
régularisation A est fixée & A = 9.5. On remarque dans un premier temps que le minimum
local de la surface Jy, situé en 0 n’est plus un minimum local pour ce scénario pour Jcgro :
la suppression de ce minimiseur est particuliérement intéressante pour l'initialisation des
algorithmes. Plusieurs minimiseurs locaux de Jy, sont des points critiques mais pas des
minimiseurs locaux (indiqués par des losanges bleus clairs) de la surface Jeogrg. Enfin,
sur la sous-figure 5.2(a), on observe la suppression du minimum local obtenu dans Jy,

pour strictement deux composantes non nulles : en effet, ce minimiseur de Jy, vérifie
Uy, < V2~ 4.36.

5.3.2 Etude des surfaces Jcgro et Jy, pour des sources proches

La pénalité ®cgro sous-estime la pénalité @y, : en effet, chaque composante de ®cgro
donnée par (2.46) vérifie 0 < ¢crro(A, i, u;) < A, d’ott JegLo < Jy, en tout point. En une
dimension ou pour un dictionnaire orthogonal, la fonction Jcgrg est 'enveloppe convexe
de Jy, [69], c’est-a-dire la plus grande fonction semi-continue inférieure convexe qui est plus
petite que Jy,.

34 34

= Cu(uy)

=9.5u

min J;, (A =9.5,u=C,(u,))
— )
o o

[

u,
<

17

min J('ELO()\
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(b) JcrLo

FIGURE 5.3 — Valeurs minimales des critéres Jg, (A = 9.5,u) et JegrLo(A = 9.5,u), pour

u = C,(uy,), avec fw = 2, en fonction des angles 1, et . Les vraies directions d’arrivées
sont #7 = 32°, et 6y = 62°.

La suppression de minima locaux observée dans le paragraphe précédent est ainsi liée
a I'adoucissement de la discontinuité de la norme ¢y par la pénalité CELQO. Il y a ainsi un
étalement de ces minima, ce qui peut mener a des minima dits "plats" [43] : il s’agit d'une
grande région de la surface d’erreur ou celle-ci est presque constante.

On représente ce phénoméne sur la figure 5.3. On reprend le scénario utilisé en 5.2.2.
On trace les valeurs minimales des critéres Jy,(A = 9.5,u) et Jegro(A = 9.5,u), pour
u = Cy(uy), avec fw < 2, en fonction des angles v, et 1,,. La diagonale correspond a

flw = 1 les surfaces d’erreur sont logiquement symétriques par rapport a cette diagonale, il
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s’agit en fait des mémes points représentés de part et d’autre. Notons que chaque point de
la sous-figure 5.3(a) est un minimum local de Jy, : deux points représentés cote a cote dans
cette représentation ne sont en général pas voisins dans I'espace C%. Pour la sous-figure
5.3(a), le minima global de Jy, apparait dans une large mais profonde cuvette quand le
couple (9, %.,) correspond au couple (01,63). La valeur de ce minimum est donnée par
léquation (5.13).

Pour des sources de méme puissance et dont les directions sont & 'intérieur du méme
lobe d’antenne, on peut montrer que a' € Ucl, correspondant au minimum du probléme
contraint pour une seule composante non nulle, est atteint pour w = {k} tel que ¢y, = %.
Ce point est un minimum local de Jy, d’aprés le théoréme 5.1. Ce minimum local de Jy,
Joip(A=9.5,u =

Cy(uy,). Il apparait sur cette représentation dans une trés fine ligne de minima situés sur la

apparait comme un minimum local sur la surface représentée miny,, .,

diagonale. L’étalement de la pénalité CELO autour de ce point particulier fait apparaitre
une grande vallée sur la surface représentée sur la figure 5.3(b), avec un grand nombre
de points approximativement au méme niveau. Ce phénoméne est d’autant plus génant
dans ce cas particulier o la valeur du minimum pour une seule composante non nulle

01402
2

miny,, Jg, en est proche de la valeur miny,,, ., Ji, correspondant au couple (01,09).

U
C’est le cas pour des sources proches (dont les directions sont & l'intérieur du méme lobe
d’antenne), et pour un paramétre de régularisation A choisi proche de la borne supérieure

Ay : d’apres la figure 4.11, Jg (A, al) = %cl +\ est dans ce cas & peine supérieur a Jy, (\, 02).
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FIGURE 5.4 — Vecteurs solutions estimés au cours des itérations pour les algorithmes IHT
et IRL1-CELO, initialisés par le vecteur nul. Les vraies directions d’arrivées 6, = 32° et
A, = 48° sont indiquées pas les lignes noires pointillées. Les composantes correspondantes
de la solution optimale valent 7, les autres sont toutes nulles.

Placons nous dans un cas encore plus draconien et étudions le comportement des al-
gorithmes de minimisation IHT (algorithme 2.3) et IRL1-CELO (algorithme 2.5 avec une
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pondération calculée selon I’équation (2.50)). On considére un scénario similaire au scéna-
rio utilisé précédemment et décrit en 5.2.2. Les directions d’arrivées des sources sont cette
fois fixées & 1 = 32° et 0y = 48°, et le paramétre de régularisation est fixé & A = 0.78
conformément au choix hors-ligne indépendant des directions d’arrivées dicté dans 4.4. On
vérifie trés rapidement que pour ce scénario asymptotique, )\;(y) ~ 1.09, donc on a bien
A7 (y) <A< A ().

Les deux algorithmes sont initialisés & 0. Sur la figure 5.4, on représente les vecteurs so-

lutions estimés au cours des itérations par les deux algorithmes. On note ﬁg“md) et ﬁgEE”fg les

0
vecteurs estimés finaux obtenus respectivement par IHT et IRL1-CELOQ. L’estimée ﬁgze”d)
contient un grand nombre de composantes non nulles qui forment deux lobes biaisés autour
des vraies directions d’arrivées : on peut vérifier que le vecteur obtenu est un minimiseur
local de Jy, & l’aide de I’équation (5.5). L’algorithme IHT est ainsi rapidement coincé dans
un minimum local de Jy, ; I'ajout de bruit rend les résultats obtenus par IHT encore moins

fiables. L’estimée ﬁgf;ﬁfg contient elle seulement 5 composantes non nulles, formant un lobe

situé au milieu des Yraies directions d’arrivées. De méme, en notant w = supp(ﬁggfg), on
vérifie que DgD@ﬁgi’fg = Dgy et rank(Dyg) = & =5 : il s’agit donc aussi d’un minimi-
seur local de Jy,. Pour des sources proches, ’algorithme IRL1-CELO est ainsi rapidement

attiré dans le large bassin d’attraction du minimum local situé en ' € UJ.

5.4 Exploitation de la complémentarité des surfaces J, et

JceLo dans un algorithme itératif adaptatif

5.4.1 Principe et algorithme

Pour des sources bien séparées, 'algorithme IRL1-CELO peut étre utilisé pour mini-
miser la fonction régularisée Jy, en partant d’'une initialisation par le vecteur nul, ce qui
permet d’obtenir de bien meilleurs résultats statistiques qu’avec 'algorithme IHT. On ex-
ploite dans ce cas 'avantage principal de la surface Jogrg, & savoir la réduction du nombre
de minima locaux par rapport & Jy, et la préservation du minimum global. Pour des sources
proches en revanche, la suppression de minima locaux entraine I’élargissement de mauvais
bassins d’attraction dans Jcgrg, et I'algorithme IRL1-CELO ne permet pas dans ce cas de

séparer les deux sources.

J’ai ainsi proposé un nouveau schéma d’optimisation reposant sur la complémentarité
entre les deux surfaces d’erreurs. La Direction Générale de I’Armement (DGA) ayant in-
terdit la divulgation de celui-ci avec le niveau de protection "Diffusion Restreinte - Spécial
France", ce schéma d’optimisation est détaillé en annexe A et ne peut étre divulgué sur
internet. Dans la suite, les résultats obtenus avec celui-ci seront donc donnés sous le nom

"Algorithme proposé".
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FIGURE 5.5 — Vecteur solution estimé au cours des itérations par l'algorithme proposé
initialisé par le vecteur nul. Les vraies directions d’arrivées 01 = 32° et 5 = 48° sont
indiquées pas les lignes noires pointillées. Les composantes correspondantes de la solution
optimale valent 7, les autres sont toutes nulles. Les paramétres de 'algorithme sont ceux
donnés dans 'annexe A qui ne peut étre divulguée en ligne.

On représente sur la figure 5.5 le vecteur solution estimé au cours des itérations par
I’algorithme proposé pour un scénario similaire a celui décrit en 5.2.2 avec des directions
d’arrivées 61 = 32° et Oy = 48°, avec I'utilisation des paramétres donnés dans I’annexe A.
On peut alors comparer aux solutions obtenues par IHT et IRL1-CELO et présentées dans
la figure 5.4 : pour ce scénario asymptotique, I’algorithme proposé est le seul & atteindre la
solution globale de Jy,, avec deux uniques composantes non nulles dont la valeur est 7. A
noter cependant que la bonne détection des deux directions d’arrivées se fait au détriment
d’un plus grand nombre d’itérations que dans les algorithmes IRL1-CELO et THT. Cette
augmentation du nombre d’itérations s’observe uniquement dans les scénarios les plus dif-
ficiles de sources proches : pour des sources éloignées, le nombre d’itérations effectuées par
I’algorithme proposé est du méme ordre de grandeur que le nombre d’itérations effectuées
par IRL1-CELO ou THT. Précisons également qu’un plus grand nombre d’itérations des al-
gorithmes IRL1-CELO et IHT (en modifiant les critéres d’arréts) ne permet pas d’améliorer

les solutions obtenues présentées sur la figure 5.4.

5.4.2 Evaluation des performances

Etudions maintenant les performances de I’algorithme proposé pour des observations
stochastiques bruitées. Nous nous plagons dans un premier temps dans le scénario 2 décrit
en 4.3.3.1 avec des sources cohérentes en présence d’erreurs de modéle. Le paramétre de
régularisation A est fixé selon le choix effectué dans le paragraphe 4.4 pour ce scénario,
avec 0, = 0.15. Dans ce scénario, les performances des algorithmes parcimonieux sont
comparées aux performances du maximum de vraisemblance déterministe. Sur la figure
5.6, on représente le pourcentage d’erreurs et la REQM obtenue par I'algorithme TRL1-

CELO et l'algorithme proposé tous les deux initialisés par le vecteur nul, comparés aux
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performances d’'une méthode de Gauss-Newton utilisée pour la minimisation du critére
du maximum de vraisemblance et initialisée aux vraies directions d’arrivées. L’algorithme
IRL1-CELO a une limite de résolution d’approximativement 35°, alors que celle du maxi-
mum de vraisemblance est d’environ 25°. La résolution obtenue avec l'algorithme proposé
est de 18°, soit une amélioration de 17° par rapport a l'algorithme IRL1-CELO qui uti-
lise la méme initialisation par le vecteur nul, et une amélioration de 7° par rapport a la
résolution du maximum de vraisemblance par un algorithme de Gauss-Newton initialisé
aux vraies directions d’arrivées. La précision obtenue avec ’algorithme proposé est égale-
ment meilleure que celle obtenue avec I'algorithme IRL1-CELO pour ’ensemble des écarts
angulaires considérés. Pour un écart compris entre 37 et 50°, c’est la méthode de Gauss-
Newton appliquée au maximum de vraisemblance qui présente la meilleure précision : il
faut néanmoins prendre en compte son initialisation, et le fait que I’estimation se fait dans
le domaine continu alors que les angles estimés par les méthodes parcimonieuses utilisées

appartiennent & la grille de discrétisation avec un pas de 1°.
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(b) REQM en fonction de I’écart entre les sources.

FIGURE 5.6 — Performances de 'algorithme proposé initialisé par le vecteur nul en fonc-
tion de I'écart entre les sources, comparées aux performances obtenues par IRL1-CELO
(initialisé & 0) et une méthode de Gauss-Newton appliquée au maximum de vraisemblance
déterministe (initialisée aux vraies directions), dans le cadre du scénario 2 de sources co-
hérentes en présence d’erreurs de modéle.

Nous étudions maintenant les performances de 'algorithme proposé pour le scénario
3 de deux sources indépendantes & BT fini, avec utilisation de la matrice de covariance

vectorisée tel que décrit dans le paragraphe 4.3.3.2. Celles-ci sont comparées sur la figure
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5.7 aux performances de I’algorithme IRL1-CELO, initialisé au vecteur nul, et de la méthode
MUSIC, pour un RSB égal & 0 dB. Le paramétre de régularisation est fixé par la valeur
ayim décrite dans le paragraphe 4.4, en correspondance avec la figure 4.18. Le gain en terme
de résolution avec l'algorithme proposé est de 10° par rapport a l'algorithme IRL1-CELO,
et de 18° par rapport & la méthode MUSIC. La précision en terme de REQM est quasiment

identique pour tous les algorithmes dans leurs plages de fonctionnement.
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(b) REQM en fonction de I’écart entre les sources.

FIGURE 5.7 — Performances de ’algorithme proposé initialisé par le vecteur nul en fonction
de I’écart entre les sources, comparées aux performances obtenues par IRL1-CELO (initialisé
a 0) et par la méthode MUSIC, dans le cadre du scénario 3 de sources indépendantes et a
BT fini.

5.4.3 Perspectives

Les performances obtenues avec 'algorithme proposé & la fois pour un scénario de
sources indépendantes et pour un scénario de sources cohérentes surpassent les perfor-
mances obtenues par l'algorithme TRL1-CELO ou avec les méthodes conventionnelles de
goniométrie utilisées pour ces scénarios, a savoir la méthode MUSIC et une mise en ceuvre
de la méthode du maximum de vraisemblance, respectivement. L’algorithme proposé re-
pose sur des étapes peu cofiteuses en temps de calcul, et pour lesquelles la complexité est
fixe relativement au nombre de sources. Cet avantage est considérable par rapport aux
méthodes optimales du maximum de vraisemblance, d’autant plus cotiteuses en temps de

calcul que le nombre de paramétres a estimer augmente.
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Dans le cas de sources indépendantes, ces bonnes performances laissent envisager 1’es-
timation de directions d’arrivées de plus de sources que de capteurs par 'utilisation de la
matrice de covariance vectorisée. Cette perspective a été testée sur un scénario de M = 10
sources indépendantes, incidentes sur un réseau UCA de N = 5 capteurs et de rayon
une demi-longueur d’onde. La méthode MUSIC ne peut fonctionner dans ce scénario o
le nombre de sources est supérieur au nombre de capteurs. La matrice de covariance est
estimée sur K = 1500 échantillons pour un RSB par source de 20dB. La figure 5.8 repré-
sente un pseudo-spectre représentatif d’une solution obtenue par 'algorithme proposé et
IRL1-CELO, initialisés tous les deux par le vecteur nul. L’algorithme proposé permet de
détecter les 10 sources, alors que I’algorithme IRL1-CELO donne une solution avec seule-
ment 9 composantes non nulles : la contribution de la biéme source n’apparait plus dans
la solution. Cette source posséde par ailleurs le plus petit écart angulaire avec ses voi-
sines. Le pouvoir de résolution de I’algorithme proposé, supérieur a celui d’IRL1-CELO en
bi-sources, semble également étre un avantage pour la détection d’'un grand nombre de
sources. Les performances stochastiques et les limites de fonctionnement de l'algorithme
restent cependant encore a établir pour un tel scénario. Notons que pour cette simulation
(et pour plusieurs autres nombres de sources), la valeur du parameétre de régularisation
A utilisée est aym - [|y||3, pour la valeur oy, déterminée dans le cas bi-sources dans le
paragraphe 4.4, ce qui améne une perspective également trés intéressante pour le réglage

du paramétre de régularisation.
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F1GURE 5.8 — Pseudo-spectre des vecteurs estimés par les algorithmes proposé et IRL1-
CELO pour un scénario de 10 sources indépendantes. K = 1500, RSB = 20 dB.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, j'ai étudié les méthodes parcimonieuses pour la goniométrie et pro-
posé de nouvelles mises en ccuvre dans des contextes opérationnels difficiles dans lesquels
les méthodes de goniométrie usuelles ne fonctionnent pas. Je me suis intéressée a deux
contextes en particulier. Le premier contexte est le contexte aéroporté, ot I'on est en pré-
sence d'un grand nombre de sources indépendantes, nombre qui peut étre supérieur au
nombre de capteurs. Le second contexte est ’environnement urbain, ot le réseau regoit

plusieurs multi-trajets fortement corrélés voir cohérents d’un méme émetteur.

La thése se consacre & la mise en ceuvre d’une méthode parcimonieuse reposant sur
un critére régularisé par la norme ¢y. Les algorithmes considérés dans cette mise en ceuvre

sont des algorithmes & gradient-proximal, dont les opérations sont trés peu cotiiteuses.

Dans le chapitre 3, j’ai proposé et étudié des modeéles d’observation spécifiques & nos
scénarios. L’objectif était de concentrer toute l'information utile de plusieurs instants de
mesure, présente initialement dans la matrice de covariance, dans un unique vecteur qui
s’exprime sous forme parcimonieuse. Pour des sources indépendantes dans un contexte aé-
roporté, I'utilisation de la matrice de covariance vectorisée équivaut & la formation d’un
réseau virtuel comprenant beaucoup plus de capteurs que dans le réseau initial, ce qui
donne la possibilité d’estimer les directions d’arrivées de plus de sources que de capteurs
physiques. Pour des sources cohérentes ou méme fortement corrélées en environnement ur-
bain, le premier vecteur propre de la matrice de covariance est une combinaison linéaire des
contributions des différents multi-trajets et suffit pour I’estimation des directions d’arrivées
de ceux-ci. L’établissement des statistiques de ces observations était un pré-requis pour le

développement du chapitre 4.

Le chapitre 4 est entiérement consacré au paramétre de régularisation, qui controle le
poids relatif entre ’attache aux données et la régularisation par la norme ¢y dans le critére
régularisé¢ Jy,. Ce parameétre est souvent empiriquement réglé dans la littérature, alors que
son choix est pourtant déterminant. J’ai montré que la relation entre le probléme régula-
risé et le probléme contraint donné par Mila Nikolova correspondait a I’équivalence entre
probléme régularisé et critére du maximum de vraisemblance déterministe. Cette relation
permet de déterminer un intervalle pour le paramétre de régularisation tel que le minimiseur
global du critére Jy, corresponde au minimiseur du critére du maximum de vraisemblance,

et donc & la solution recherchée. J'ai étendu cette relation, établie initialement dans le cas
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d’une observation déterministe donnée, & des observations stochastiques. Les approxima-
tions proposées permettent de calculer pour un grand nombre de scénarios un intervalle
dans lequel doit se trouver le paramétre de régularisation pour permettre I’estimation des
M = 2 directions d’arrivées. Les simulations montrent 'importance pratique de cet in-
tervalle théorique : les algorithmes & gradient-proximal tels que FB-CELO, IRL1-CELO ou
IHT permettent, selon leurs initialisations, d’obtenir de bonnes performances d’estimation
pour des valeurs de A\ dans U'intervalle. L’étude des bornes de I'intervalle admissible permet
alors de choisir de fagon hors-ligne et indépendamment du scénario de sources et de bruit
une valeur de A a utiliser dans les algorithmes. Les simulations réalisées en lien avec ce
choix montrent que I'on peut déterminer des limites de fonctionnement théoriques (limite
de résolution par exemple) des algorithmes parcimonieux & gradient-proximal & partir de
I’étude sur le paramétre de régularisation.

Cependant, les algorithmes de descente & gradient-proximal utilisés garantissent au
mieux de trouver un minimum local du critére Jy,. Les performances peuvent alors dépendre
de leur initialisation. L’objectif du chapitre 5 est de proposer un schéma d’optimisation qui
prenne en compte les avantages des critéres Jy, et Jogro et qui permette alors d’utiliser
une initialisation simple comme le vecteur nul dans tous les scénarios considérés. Dans ce
chapitre, j’étudie les minimiseurs locaux du critére régularisé par la norme £y puis par la
pénalité CELO afin de comprendre les mécanismes en jeu. A partir de 'observation des deux
surfaces d’erreurs, je propose un nouveau schéma d’optimisation itératif. L’algorithme mis
en ceuvre permet d’améliorer de fagon significative le pouvoir de résolution des méthodes

parcimonieuses par rapport aux méthodes conventionnelles.

Perspectives

Les approches utilisées dans cette thése méritent encore des approfondissements, qui

pourront faire I'objet de futurs travaux.

— Il reste a déterminer les statistiques du premier vecteur propre & BT fini pour en
déduire les statistiques des bornes de 'intervalle pour A dans ce scénario.

— Nous avons remarqué un lien empirique entre le niveau de bruit, la corrélation spatiale
entre les sources, et la courbe FA;_l(l—e) tracée en fonction de I’écart entre les sources.
Il est nécessaire d’approfondir ’étude sur les bornes de 'intervalle admissible pour A
et de les relier & ces paramétres.

— L’étude statistique des bornes de l'intervalle, effectuée dans cette thése en fonction
de I’écart entre les sources, peut étre étendue a ’écart de puissance entre sources, ce
qui ameénera & d’autres limites de fonctionnement des méthodes parcimonieuses.

— Les statistiques de A}, et )\j\r/[ sont développées dans le chapitre 4 uniquement dans
le cas M = 2 sources. Il est nécessaire d’étendre 1’étude & tout nombre de sources.
La normalisation de l'observation proposée a la fin du chapitre 4 pour normaliser

I'intervalle de X\ semble étre d’aprés les derniéres simulations un bon point de départ
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afin de pouvoir proposer un choix de A valable pour n’importe quel nombre de sources.
— L’algorithme proposé nécessite le réglage de paramétres, pour 'instant sous forme
de critéres d’arréts adaptatifs. Ceux-ci mériteraient une étude plus approfondie, no-

tamment pour permettre de réduire le nombre d’itérations du schéma proposé.

Tous ces points permettraient de finaliser les travaux dans les contextes opérationnels de la
goniométrie 1D en présence de trajets cohérents ou de la goniométrie d’'un grand nombre
de sources en aéroporté. Toutefois, il existe d’autres contextes opérationnels qui pourraient
bénéficier des avantages de ’estimation parcimonieuse, & savoir la goniométrie 2D ou en

diversité de polarisation, ou encore de multi-trajets partiellement corrélés.

— Dans le cadre des communications HF, les ondes se propagent par réflexion sur les
couches ionosphériques : pour un méme émetteur, plusieurs trajets corrélés voir co-
hérents arrivent suivant le méme gisement mais avec des élévations différentes. Les
études présentées dans cette thése peuvent étre étendus aux trajets 2D. Il est né-
cessaire de développer de nouveaux modéles d’observation parcimonieuse dans ce
cas : pour des sources corrélées temporellement, il est nécessaire d’utiliser soit plu-
sieurs vecteurs propres, soit la matrice de covariance vectorisée prenant en compte
les termes croisés.

— En HF et également en V/UHF, les réseaux de goniométrie en diversité de polarisa-
tion sont de plus en plus courants pour mieux exploiter les caractéristiques électroma-
gnétiques des ondes incidentes. Il faut en conséquence estimer la polarisation d’une
onde incidente conjointement & sa direction d’arrivée. Cela met en jeu de nouveaux

modéles d’observation des signaux.

Ces deux nouveaux scénarios évoqués peuvent alors faire appel a des modéles d’observation
MMYV. Les travaux sur le paramétre de régularisation devront alors étre étendus a de telles

observations.







109

Annexe A

Annexe relative au chapitre 5

Cette annexe décrit en détails le schéma d’optimisation proposé dans le chapitre 5 et les
parametres utilisés dans les simulations présentées. La DGA ayant interdit la divulgation de
celui-ci, cette annexe ne peut étre reproduite librement en ligne. Les informations contenues
dans cette annexe ne doivent étre communiquées qu’aux personnes qui ont besoin de les

connaitre pour nécessité du service.
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