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Nomenclature

Dimensions

n dimension de l’état complet
r dimension de l’état réduit
p nombre de capteurs
l nombre d’observations de l’état réduit
m nombre de clichés

Données

u[:,t] état de haute dimension, dimension n
a[:,t] état latent, dimension r
u matrice des clichés, dimension n×m
a matrice des états latents, dimension r ×m
y matrice des clichés mesurés, dimension p×m

Exposants et indices

A[i,j] ligne i et colonne j de la matrice A
train données d’entraînement
test données de test
val données de validation
(R) reconstruction
(P) prédiction
s espace d’état (state)
o espace des observations
b batch

Opérations sur les matrices

AT transposée de la matrice A
A∗ adjoint
A† inverse de Moore Penrose
rg(A) rang
Ker(A) noyau
Col(A) espace des colonnes de A
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10 Nomenclature

Chapitre 2 - Réduction

ε erreur d’auto-encodage d’un cliché
e(.) encodeur, application de Rn dans Rr

d(.) décodeur, application de Rr dans Rn

û[:,t] état complet auto-encodé, dimension n
Φr r premiers modes POD, dimension n× r
We poids d’encodage, dimension n× r
Wd poids de décodage, dimension r × n
h[:,t] état caché, dimension r
aµ,[:,t] moyenne de l’état encodé, dimension r
aσ,[:,t] écart type de l’état encodé, dimension r

Chapitre 3 - Reconstruction

H(.) opérateur de mesure générique
G(.) opérateur de reconstruction générique
f̂r(.) modèle de reconstruction, application de Rp dans Rr

â
(R)
[:,t] reconstruction de a[:,t], dimension 3
C matrice de mesure, dimension p× n
nc nombre de cellules
nv nombre de composantes
x centres des cellules répétés nv fois ; dimension n× nv
Vk cellule de Voronoï numéro k
Kc nombre de clusters (défaut : 500)
µ[k,:] centroïde numéro k, dimension nv
θ bibliothèque de référence en estimation directe, dimension p× r
s[:,t] second membre en estimation directe, dimension p
D ensemble de données étiquetées pour l’apprentissage
E erreur quadratique moyenne d’estimation
β paramètres d’une régression linéaire, dimension p× r
α hyper-paramètre LASSO
CB contrainte de la boîte en SVR
εm taille de la marge en SVR (défaut : 0.1)
ξt, ξ

∗
t écart à la marge en SVR

αt, α
∗
t multiplicateurs de Lagrange en SVR

QSVR matrice de covariance définie par un noyau en SVR
Q données disponibles à un nœud de l’arbre en DT
I(.) fonction d’impureté en DT
X (.) erreur quadratique moyenne en DT
θd seuil de décision en DT
λ taux d’apprentissage en GB
dmax profondeur maximale d’un arbre de décision en GB



Nomenclature 11

Chapitre 4 - Prédiction

fd(.) fonctionnelle de la dynamique
K∆t(.) opérateur de Koopman
F∆t flot de la dynamique
K approximation finie de l’opérateur de Koopman, dimension l × l
B[MC] poids de Koopman approché par moindres carrés, dimension r × l
gi(.) fonction d’observation numéro i, application de Rr dans R
S sous espace généré par les l fonctions d’observations
G(.) toutes les fonctions d’observations, application de Rr dans Rl

G matrice des données observées, dimension l ×m
ϕj fonction propre j de l’opérateur de Koopman
Φ trajectoires des fonctions propres identifiées, dimension l ×m
ξ vecteurs propres gauches de K, dimension l × l
J fonction coût pour EDMD DL
m(h)(.) modèle récursif des observations à l’horizon h, application de Rl dans Rl

mh(.) modèle direct de l’erreur à l’horizon h, application de Rl dans Rl

W paramètres (poids et biais) du réseau de neurones en EDMD DL
H horizon de prédiction maximal (défaut : 16 pas de temps sans dimension)
Ĝ(+h)(a[:,t]) prédiction récursive h pas de temps des observations à t+ h, dimension l
a

(P )
[:,t] prédiction récursive h pas de temps de l’état latent à t+ h, dimension r
Q covariance de l’erreur du modèle dynamique
P covariance de l’erreur sur la condition initiale
R covariance de l’erreur sur la mesure, dimension p× p
Ga gain de Kalman, dimension r × r
F fréquence d’assimilation de données

Chapitre 5 - Écoulements

U∞ vitesse caractéristique
D dimension caractéristique
St nombre de Strouhal
Re nombre de Reynolds
∆t∗ temps sans dimension entre deux clichés (défaut : 1)

Chapitre 6 - Résultats

r0.8 dimension de l’état réduit à 80% d’énergie en POD
p0.8

nombre de capteurs pour que les cellules de Voronoi associées couvrent 80%
de la variance

Iy intensité du bruit sur la mesure
Ia intensité du bruit sur l’état latent
γ ratio erreur normalisée sans bruit sur erreur normalisée avec bruit
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Divers

R corps des réels
C corps des complexes
.̄ moyenne temporelle ou d’ensemble
Λ matrice de valeurs propres
σ activation sigmoïde ou écart type
W paramètres d’un réseau de neurones
(x,y) données étiquetées (pour illustration)
L fonction coût ou vraisemblance
Ψ modes dominants issus d’une SVD
N (µ,Σ) loi normale de moyenne µ et de covariance Σ
B nombre de batchs
η vitesse de descente
R2 Coefficient de détermination

Acronymes

POD Proper Orthogonal Decomposition
PCA Principal Components Analysis
LAE Linear Auto Encoder
LVAE Linear Variational Auto Encoder
VAE Variational Auto Encoder
DR Direct Reconstruction
LM Linear Multitask
LS Linear Singletask
SVR Support Vector Regression
GB Gradient Boosting
NN Neural Network
DMD Dynamical Mode Decomposition
HODMD High Order DMD
EDMD Extended DMD
EDMD RBF EDMD Radial Basis Function
EDMD DL EDMD Dictionnary Learning
ASHA Asynchronous Successive Halving
SINDy Sparse Identification of Nonlinear Dynamics
NMSE Normalized Mean Square Error
AIC Akaike Information Criterion
BIC Bayesian Information Criterion



Introduction

Contexte générale
Au vingt-et-unième siècle, l’apprentissage automatique intègre la vie de tous les

jours. Les grandes avancées en matière d’intelligence artificielle permettent de
réaliser des tâches qui relevaient du rêve le siècle dernier. Par exemple, on peut
automatiquement créer des paréidolies 1 de Van-Gogh, animer Mona Lisa, laisser
un ordinateur générer de nouvelles peintures ou colorer une photo en noir et blanc
d’Albert Einstein (voir figure 1). Si Clarke (1964) écrivait que les technologies
suffisamment avancées seraient indistinguables de la magie, ce n’est pas le cas de
ces applications : les méthodes impliquées sont compréhensibles en termes
d’algèbre linéaire, d’optimisation et de statistiques.

L’utilisation de l’apprentissage automatique ne se limite pas à la science de
l’image. En sciences de l’ingénieur, la richesse des données disponibles a également
révolutionné la manière de modéliser, prédire et contrôler des systèmes
dynamiques tels que la turbulence, l’activité cérébrale, le climat, l’épistémologie 2,
la finance, la robotique et l’autonomie. Ces systèmes complexes peuvent ne pas
être modélisables empiriquement ou par dérivation du second principe de Newton,
principalement à cause de leur caractère non linéaire et de leur comportement
multi-échelles en temps et en espace. Pourtant, dans une optique de mesure, de
prédiction, d’estimation ou de contrôle de ces systèmes, il est essentiel d’en fournir
une caractérisation. En s’inspirant de la biologie, on comprend que la connaissance
du système n’a pas besoin d’être complète : il suffit de penser à l’aigle qui effectue
des manœuvres complexes en environnement perturbé sans connaître les équations
de Navier-Stokes ou le champ de vitesse tri-dimensionnel. En formalisant cet
apprentissage de réflexes à partir d’expériences, les chercheurs ont pu apporter des
éléments de réponses pour le contrôle de la turbulence, le placement optimal de
capteurs et d’actionneurs, l’identification de modèles dynamiques parcimonieux et
la réduction de dimension. Présentée comme le quatrième paradigme de la
découverte scientifique par Hey et al. (2009), cette science des données est motivée
par les innovations en termes de stockage virtuel des données 3, les capacités de
transferts, le matériel de calcul disponible et le faible coût des capteurs.

L’ingénieur d’aujourd’hui dispose d’outils pour calculer des modèles consistants
qui se généralisent quantitativement et/ou qualitativement à des portions non
mesurées de l’espace d’état, d’applications ou de paramètres. Toutefois, le succès

1. Une illusion, de la même manière que l’on reconnaît des formes dans les nuages ou dans
une tâche d’encre.

2. Et la COVID-19 n’y a pas échappé.
3. Quasi-illimité via le cloud.

13



14 Introduction

(a) Autoportrait de Van-Gogh passé dans
deep dream

(b) Animation deep fake de Mona
Lisa

(c) Œuvres générées
par une machine.
Tiré de Elgammal
et al. (2017).

(d) Colorisation d’une photo en noir et blanc d’Einstein

Figure 1 – Applications de l’intelligence artificielle à la science de l’image.

des méthodes n’est avéré que sur des systèmes académiques tels que l’oscillateur de
Duffing, le système de Lorenz 63 ou le sillage d’un cylindre 2D à faible nombre de
Reynolds. Pour une mise à l’échelle sur des systèmes plus complexes, il faut
d’abord réduire le nombre de degrés de libertés et contrer la malédiction de la
dimension. L’objectif est d’extraire des structures cohérentes dans le système, qui
sont des tendances de faible rang. En mécanique des fluides, la nature confirme
l’existence de telles structures, comme illustré par exemple sur la figure 2 avec l’île
Rishiri où l’écoulement de nuages dans le sillage d’un volcan fait le lien avec
l’écoulement derrière un cylindre à bas Reynolds. Le film de l’écoulement peut
alors se réécrire : plutôt que de faire défiler des images définies par des millions
voire des milliards de pixels, il s’agit de faire défiler quelques images propres,
appelés modes, dont la contribution change au cours du temps.

L’existence de structures particulières dans les données est le point d’entrée à
l’utilisation de la science des données. L’extraction de ces modes fait écho aux
efforts des mathématiciens pour simplifier un système par transformation des
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Figure 2 – Écoulement atmosphérique rencontrant le sommet d’un volcan
sur l’île de Rishiri au Japon. La dynamique, pourtant complexe,
fait apparaître des structures semblables à la configuration
beaucoup plus simple de l’écoulement derrière un cylindre à
faible Reynolds.

coordonnées. L’histoire de ces transformations est riche, avec des développements
analytiques tels que la décomposition spectrale 4, la transformation de Fourier 5 ou
les fonctions généralisées 6. La prise en compte de données donne un nouvel élan à
ces méthodes, par exemple avec l’analyse en composantes principales. Cette
méthode non intrusive 7 de réduction permet d’extraire d’un nuage de points les
directions décorrélées de variance maximale. En se limitant aux premières
directions, la majeure partie de la variabilité est restituée tandis que les
contributions peu énergétiques sont oubliées, fournissant ainsi une approximation
de faible rang du système. Un autre exemple concerne l’opérateur de Koopman :
introduit en 1931, cet opérateur permet de reformuler un système non linéaire de
dimension finie en un système linéaire de dimension infinie. Si la propriété de
linéarité est désirable, la dimension infinie de l’espace des observables rend le
traitement applicatif difficile. Aujourd’hui, la richesse des données change la donne
car elle permet la définition d’approximations finies de l’opérateur pour de
nombreuses applications en contrôle. La décomposition en modes dynamique est
un exemple d’approximation, massivement utilisée de nos jours pour le post
traitement de données physiques ou le traitement vidéo.

4. Base privilégiée pour décrire une application linéaire.
5. Écriture du signal dans une base de fonctions trigonométriques.
6. Théorie des distributions.
7. Le travail s’effectue sur les données, pas sur les équations qui les ont générées.
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Avec ces quelques exemples, la science des données montre un haut potentiel.
Cependant, il ne faut pas laisser ces outils devenir des boites noires et garder
un lien constant avec la physique. Les modèles appris doivent être interprétables
et généralisables, à l’image de la seconde loi de Newton. En effet, le modèle de
conservation de la quantité de mouvement F = ma est interprétable car simplement
basé sur la masse, l’accélération et les forces extérieures ; il est aussi généralisable
car découvert avec une pomme tombée d’un arbre et pourtant applicable à de très
nombreux systèmes 8. Mathématiquement, un modèle interprétable et généralisable
se traduit par un modèle parcimonieux 9, de faible dimension et robuste 10. Malgré le
potentiel grandissant de l’apprentissage automatique pour les systèmes dynamiques
complexes, il faut toujours appliquer les outils intelligemment en suivant le conseil
d’Einstein : "rendez les choses aussi simples que possible, mais pas plus simples".

Cadre et objectifs
Cette thèse se consacre à l’étude des méthodes orientés données pour l’estimation

du champ de vitesse d’un écoulement. Cette estimation s’entend au sens de la
reconstruction et de la prédiction. Pour le problème de reconstruction, des
mesures à l’instant courant sont utilisées pour estimer le champ de vitesse au même
instant. Pour le problème de prédiction, le champ de vitesse courant est utilisé
pour estimer le champ de vitesse futur. Toutefois, plutôt que de travailler sur le
champ de vitesse dans l’espace physique de haute dimension, le travail est effectué
dans un espace latent de dimension réduite. La science des données intervient dans
chacune de ces étapes :
→ Pour réduire la dimension de l’écoulement, on utilise un auto encodeur qui

encode le champ de vitesse en un état latent puis le décode. Les données
sont utilisées pour apprendre à maximiser l’information lors de l’encodage
et minimiser l’erreur lors du décodage.

→ Pour reconstruire l’état latent à partir d’un vecteur de mesures, on estime
la relation de passage entre l’espace de mesures et l’espace latent. Plusieurs
formes de modèles sont envisagées, afin d’explorer les outils de l’apprentissage
supervisé et de l’algèbre linéaire.

→ Pour prédire le futur de l’état latent, on identifie un modèle dynamique
à partir des données. Plusieurs méthodes d’approximation de l’opérateur
de Koopman sont étudiées, afin d’avoir un modèle dynamique linéaire fini
interprétable par une décomposition spectrale.

Dans la littérature, ces trois thématiques sont souvent traitées de manière
indépendante, avec des applications sur des écoulements simples. L’objectif de
cette thèse est de rassembler les différents outils pour une estimation orientée
donnée complète (réduction, reconstruction, prédiction) d’un écoulement. Les outils

8. Cette simple équation a permis (entres autres) aux hommes d’aller sur la Lune.
9. C’est-à-dire peu de termes. En anglais, on utilisera le mot sparse.
10. Au bruit, aux perturbations, aux valeurs aberrantes durant l’apprentissage, à de nouveaux

scénarios non étudiés, etc.
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sont appliqués sur quatre écoulements de complexité croissante afin d’évaluer la
scalabilité des méthodes à des écoulements de plus en plus turbulents. Pour ne
pas tomber dans le piège de la boîte noire et gagner en robustesse, les modèles
qui interviennent sont quasi-systématiquement validés. Au niveau de la réduction,
cette robustesse est recherchée au décodage pour limiter l’impact d’une mauvaise
estimation de l’état latent lors du retour dans l’espace physique. Au niveau de la
reconstruction et de la prédiction, la robustesse s’entend au sens de la généralisation :
les modèles appris sur les données d’entraînement doivent être performants sur
des données de test, non utilisées lors de l’apprentissage. Mais attention : la
généralisation se fait pour des paramètres donnés, par exemple Reynolds et intensité
turbulente, et l’apprentissage de modèles couvrant une grille de paramètres sort du
cadre de ce manuscrit.

Description du plan
Cette thèse fait appel à des compétences transverses en mathématiques et en

mécanique des fluides. La stratégie développée étant fondamentalement applicable
à n’importe quel système dynamique où des données sont disponibles, le manuscrit
est divisé en trois parties.

La première partie présente les obstacles à la résolution directe des problèmes
rencontrés en mécanique des fluides. Un état de l’art est proposé, afin de montrer
dans quelle mesure l’apprentissage automatique est mis à contribution pour une
résolution orientée données de ces problèmes. L’application visée étant celle de
l’estimation d’un l’écoulement, une attention particulière est portée sur les
méthodes de reconstruction et de prédiction d’écoulements.

La seconde partie est purement méthodologique. Différentes méthodes issues
de l’apprentissage automatique sont explorées et illustrées. L’objectif est de faire
la synthèse d’une science nouvelle et de discuter le potentiel d’application à la
mécanique des fluides. Trois chapitres sont présentés :
→ Le premier chapitre est consacré à la réduction de dimension. Le problème

d’auto-encodage est formalisé et une méthode importante aux travaux de
cette thèse est introduite : le réseau de neurones. Quatre méthodes de
réduction sont développées : l’analyse en composantes principales, l’auto
encodeur linéaire, l’auto encodeur linéaire variationnel et l’auto encodeur
non linéaire variationnel.

→ Le second chapitre traite du problème de reconstruction. En particulier,
deux des trois approches possibles d’estimation de l’état latent sont
explicitées : l’approche directe et l’approche régressive. Un pan de
l’apprentissage automatique est exploré en profondeur : il s’agit de
l’apprentissage supervisé, permettant d’apprendre une relation entrée -
sortie à partir de données.

→ Le troisième chapitre s’intéresse au problème de prédiction. L’objectif est de
synthétiser les outils pour l’identification d’un modèle dynamique à partir
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de données. Des méthodes d’approximation de l’opérateur de Koopman sont
développées, chacune se différenciant par la manière d’observer l’état latent.
On précise également l’algorithme d’assimilation de données qui permet de
mettre à jour les prédictions du modèle dynamique par les reconstructions.

La troisième partie du manuscrit est une partie de résultats. Elle se concentre
sur l’estimation orientée données de quatre écoulements de complexité croissante :
l’écoulement derrière un cylindre 2D à bas Reynolds, une couche de mélange
spatiale, l’écoulement derrière un cylindre 3D à Reynolds modéré et l’écoulement
derrière une tour plongée dans une couche limite atmosphérique. Trois chapitres
sont proposés :
→ Le premier chapitre présente les écoulements et les données en entrée des

algorithmes de la partie précédente.
→ Le second chapitre détaille les résultats pour la réduction, la reconstruction et

la prédiction des écoulements. La robustesse lors du décodage de l’état latent
et la robustesse des méthodes d’estimation régressives sont étudiées. On
présente également les scores de prédictions pour différentes approximations
finies de l’opérateur de Koopman.

→ Le dernier chapitre fait une synthèse de tous les résultats. On propose
également des pistes d’améliorations et des perspectives pour un pas vers
des modèles physiques et robustes à d’autres configurations.

Liste de communications
— Un article paru dans Physica D et portant sur la prédiction continue du

système chaotique de Lorenz 63 (Dubois et al., 2020). Cet article est
répertorié en annexe G.

— Un article soumis dans Journal of Computational Physics. Les résultats sont
pleinement détaillés dans le manuscrit.

— Un article de conférence pour la 3AF. Cet article est répertorié en annexe H.
— En tant que co-auteur, un journal paru dans Experiments in Fluids. On

utilise des réseaux de neurones pour reconstruire un jet 3D à partir de
mesures fil chaud (Ott et al., 2021).

— Un exercice de vulgarisation scientifique, avec ma thèse en 180 secondes. Le
discours est disponible sur https://webtv.univ-lille.fr/video/10928/.

https://webtv.univ-lille.fr/video/10928/
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1. L’apprentissage automatique au
service de la mécanique des
fluides

Ce chapitre présente les avancées récentes de la science des données appliquée
à la mécanique des fluides. L’objectif est de comprendre dans quelle mesure les
approches orientées données (application de l’apprentissage automatique) peuvent
compléter les approches physiques (application des principes). Cet état de l’art
est effectué selon un fil rouge : l’application visée est l’utilisation du machine
learning pour l’estimation rapide d’un écoulement urbain. Une première partie
présente les tâches principales en mécanique des fluides et les difficultés liées à la
physique complexe des écoulements. La seconde partie s’intéresse à la mécanique
des fluides orientées données, une science tirant partie de la richesse des données
pour résoudre des problèmes d’optimisation. La troisième partie présente plus
spécifiquement l’application ayant motivée cette thèse i.e. l’estimation orientée
données d’un écoulement urbain pour la navigation sécurisée d’un petit drone. La
quatrième partie fait alors la synthèse des méthodes actuelles pour effectuer cette
estimation et la dernière partie précise le travail de la thèse.
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1.1 | Les problématiques en mécanique des
fluides

Dans cette section, on s’intéresse aux missions principales en mécanique des
fluides et à la physique complexe d’un écoulement turbulent. L’objectif est de
comprendre le contexte d’une transition entre les principes de la physique et les
approches orientées données.

1.1.1 | Les missions principales
Les fluides sont présents dans de nombreuses problématiques industrielles telles

que la santé, la défense, le transport et l’énergie. Parmi les missions principales
pour mieux comprendre la mécanique des fluides, on recense :

La modélisation. L’objectif est d’identifier des modèles interprétables (peu
de termes) et généralisables (robuste) pour traduire la physique du système. On
peut citer les efforts dans la modélisation de fluides complexes tels que le sang
(Bessonov et al., 2016) et les efforts pour la modélisation de systèmes complexes
comme le climat où la deuxième loi de Newton n’est pas applicable (Brunton et al.,
2016b).

La fermeture. C’est une application spécifique de la modélisation. Lorsque
l’écoulement est turbulent, les ressources nécessaires pour une résolution directe
des équations de Navier Stokes sont importantes. Deux alternatives de calcul
existent : la simulation des grandes échelles (LES) et la résolution des équations
moyennées (RANS). Dans les deux cas, les équations à résoudre sont ouvertes et il
est nécessaire de modéliser toute ou partie des échelles. Pour la LES, il s’agit de
modéliser les échelles sous maille non résolues par le maillage tandis que pour un
calcul RANS, il s’agit de modéliser l’action de toutes les fluctuations sur le champ
moyen (Duraisamy et al., 2019; Gonzalez et Balajewicz, 2018).

La réduction. Le nombre de degrés de libertés du système peut être élevé.
Pour des écoulements turbulents, les non linéarités imposent de regarder
l’écoulement aux plus petits échelles, augmentant drastiquement la dimension du
système. La réduction cherche à identifier les degrés de libertés pertinents (avec
parcimonie) pour fournir une description basse dimension de l’écoulement (Rowley
et Dawson, 2017). Parmi les résultats fondateurs, on peut citer la dynamique de
l’écoulement laminaire autour d’un cylindre qui peut se réduire à la dynamique de
trois modes bien choisis (Noack et al., 2003). Pour des écoulements turbulents,
l’utilisation d’auto-encodeurs est prometteuse (Xu et Duraisamy, 2020).

Le contrôle. L’objectif est de manipuler l’écoulement pour en tirer profit, par
exemple minimiser la traînée d’un véhicule. Les dispositifs de contrôle peuvent être
passifs ou actifs. Pour la première catégorie, on peut citer des exemples comme les
générateurs de vortex (Fouatih et al., 2016), les surfaces imitant la peau des
requins (Lang et al., 2014) ou les winglets (Mattos et al., 2003). Pour la seconde
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catégorie, on peut s’intéresser à l’injection d’énergie par jet dans une couche limite
afin de limiter les décollements (Ott et al., 2019). L’enjeu consiste alors à
déterminer les lois de contrôle optimales pour interagir avec l’environnement.

Ces quatre tâches ne s’excluent pas mutuellement et s’écrivent sous la forme d’un
problème d’optimisation non linéaire et non convexe. Ces difficultés proviennent de
la physique de l’écoulement, faisant intervenir une composante de transport non
linéaire à l’origine d’interactions complexes en temps et en espace.

1.1.2 | La physique complexe d’un écoulement
Pour comprendre ces interactions, on se place dans le cas d’un écoulement

incompressible de fluide newtonien et sans forces de volumes. La deuxième loi de
Newton permet de dériver une équation pour la quantité de mouvement. En ajoutant
les équations de conservation de la masse, on obtient un système d’équations aux
dérivées partielles (Pope, 2001) :

∇.u = 0
∂u

∂t
+ (u.∇)u = −∇p+ 1

Re ∇2u

où le champ de vitesse est noté u et le champ de pression est noté p. La forme
adimensionnelle de ces équations fait apparaître le nombre de Reynolds Re défini
par :

Re = UD

ν

avec U une vitesse caractéristique 1, D une dimension caractéristique 2 et ν la
viscosité moléculaire cinématique du fluide. Le nombre de Reynolds évalue le
rapport entre les effets d’inertie (terme rouge de l’équation, dit d’advection) et le
terme de diffusion (terme bleu). C’est un paramètre bifurcatif qui pilote
l’importance des non linéarités dans l’écoulement (Sreenivasan et al., 1987).
L’écoulement derrière un cylindre est particulièrement parlant : la figure 1.1a est
reprise d’un cours de Feynman et al. (1965) qui illustre l’influence du nombre de
Reynolds sur la topologie de l’écoulement. En particulier, plus le nombre de
Reynolds est élevé et plus l’écoulement est complexe ou turbulent. Les différences
de topologie ont un effet sur le coefficient de traînée, dont l’évolution est montrée
sur la figure 1.1b.

Lorsque le terme d’advection l’emporte sur le terme de diffusion, l’écoulement est
donc difficile à caractériser : les gradients de vitesse 3 sont à l’origine d’une hiérarchie
d’échelles, appelées fluctuations, qui interagissent entre elles. La figure 1.2a illustre

1. Par exemple la vitesse loin d’une paroi ou la vitesse à l’infini amont.
2. Typiquement celle d’un obstacle, comme le diamètre d’un cylindre.
3. Par exemple imposés par une paroi via la condition d’adhérence ou un obstacle placé dans

l’écoulement
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(a) Topologie de l’écoulement derrière un cylindre 2D. (a) écoulement rampant à Re = 0.01.
(b) Écoulement symétrique à très faible nombre de Reynolds Re = 20. (c) Allée de Von
Karman laminaire à Re = 100. (d) Allée de Von Karman turbulente à Re = 104. (e)
Écoulement pleinement turbulent à Re = 106.

(b) Évolution du coefficient de traînée derrière un cylindre
en fonction du nombre de Reynolds. Selon le régime
d’écoulement, le coefficient de traînée n’a pas la même
évolution. De gauche à droite : stationnaire - périodique
laminaire - périodique turbulent - turbulent.

Figure 1.1 – Visualisations de l’écoulement derrière un cylindre 2D (tirés
du cours de physique de Feynman et al. (1965), volume 2,
chapitre 41)

le principe de cascade énergétique : l’écoulement moyen produit de grosses structures
instables qui, par un processus de rupture, génèrent des harmoniques 4. Les plus

4. Pour s’en convaincre, on peut considérer l’équation de Burgers ∂u
∂t

+u∂u
∂x

= 0 et la condition
initiale u(x, 0) = A cos(kx). La solution à l’instant δt s’exprime sous la forme de la série de Taylor

u(x, δt) = A cos(kx) + δt
A2k

2 sin(2kx) + ... qui fait apparaître des harmoniques du nombre d’onde
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petites structures créées, dites de Kolmogorov, se dissipent par action de la viscosité
moléculaire. Tant que l’écoulement moyen existe, la turbulence s’entretient : les
structures restent organisées en augmentant l’entropie de l’environnement plutôt
que la leur, évoluant ainsi loin de l’équilibre thermodynamique. Ce processus a été
décrit qualitativement par Richardson (1922) et repris par Kolmogorov (1941). Le
mathématicien a publié quatre articles pour caractériser le spectre énergétique (voir
figure 1.2b). En particulier, il précise les quantités dimensionnantes dans chacune
des régions (production, transfert, dissipation) et une analyse dimensionnelle permet
d’écrire dans la région inertielle :

E(k) = CKε
2
3k−

5
3

avec CK une constante, k l’énergie cinétique contenue dans les fluctuations, ε le
taux de dissipation de cette énergie et E(k) la densité de k. Cette relation fait
apparaître l’exposant −5/3, un résultat important en turbulence mais obtenue à
partir de considérations expérimentales et dimensionnelles (Vassilicos, 2015). Du
point de vue analytique, les avancées sont restées maigres et la preuve d’existence
d’une solution régulière aux équations de Navier Stokes est devenue l’un des sept
problèmes du millénaire (Lemarié-Rieusset, 2018). Si manipuler ces équations s’est
avéré fructueux pour certaines missions (notamment la mécanique des fluides
numérique 5), cela reste illusoire pour d’autres (comme la prédiction temps réelle).

1.1.3 | Le Big Data
La mécanique des fluides n’échappe pas à la tendance actuelle du Big Data.

Cette réalité est issue des nombreuses campagnes expérimentales et numériques
de ces dernière années (Pollard et al., 2017). Face à la richesse des données, une
transition se dessine : plutôt que de construire des modèles à partir de la deuxième
loi de Newton, les modèles sont construits à partir de données. C’est ainsi que
les techniques récentes ont permis le post traitement et la compression efficace
d’écoulements turbulents (Perlman et al., 2007; Schmid, 2011), ouvrant la voie à
la mécanique des fluides orientée données. Ce manuscrit s’inscrit dans cette
philosophie, en explorant certaines des méthodes actuelles pour la caractérisation
et la modélisation purement orientée données d’un écoulement.

1.2 | La mécanique des fluides orientée données
Cette section donne une présentation générale de l’apprentissage automatique

appliquée à la mécanique des fluides. En particulier, on précise le contexte historique,
les techniques d’extraction de structures propres (réduction) et les méthodes
d’identification de modèles réduits (modélisation).

de forçage (Bailly et Comte-Bellot, 2015).
5. Par exemple pour dériver les équations de transports de k et ε pour un calcul RANS

k − ε. Les constantes du modèles restent toutefois empiriques. Il y a aussi tout le travail pour la
simulation numérique directe et la simulation des grandes échelles.
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hierarchie de structures
et une cascade d’énergie

(a) Concept de la cascade turbulente. Les grosses structures produisent l’énergie
cinétique turbulente à partir du cisaillement de l’écoulement moyen. Ces structures
sont instables et donnent naissance à des structures de plus en plus petites, jusque
l’échelle de Kolmogorov où l’énergie est dissipée.
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(b) Spectre de l’énergie cinétique turbulente observé en un point d’un écoulement
turbulent. Les quantités entre parenthèses indiquent les dépendances des structures
lors de chaque étape de la cascade.

Figure 1.2 – Une visualisation de la cascade énergétique pour un
écoulement turbulent.
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1.2.1 | L’apprentissage automatique
L’apprentissage automatique ou machine learning est un ensemble d’outils pour

l’optimisation basée sur les données. On distingue trois catégories d’apprentissage
(Brunton et al., 2020) :

— L’apprentissage supervisé : des données étiquetées sont disponibles.
L’objectif est d’apprendre la relation entre l’entrée et la sortie. Lorsque la
sortie est continue, on parle de régression. Pour une sortie discrète, on parle
de classification.

— L’apprentissage non supervisé : on cherche les caractéristiques de données
non étiquetées, notamment pour réduire leur dimension.

— L’apprentissage semi-supervisé : la supervision des données est partielle.
Les algorithmes sont surtout destinés à l’apprentissage de réflexes et à la
génération de nouvelles données.

La figure 1.3 donne une vision générale des algorithmes et illustre
graphiquement la différence entre l’apprentissage supervisé et l’apprentissage non
supervisé. Plusieurs des algorithmes seront étudiés en détail dans ce manuscrit.

1.2.2 | Contexte historique
Les prémisses de l’apprentissage automatique sont nées dans les années 1950,

avec deux développements distincts : d’un côté la cybernétique 6 avec le concept de
rétroaction (Wiener, 1948) et de l’autre l’émulation du cerveau humain avec le
développement du perceptron (Rosenblatt, 1958). Rosenblatt introduit la notion
de neurone formel qui sera à la base des réseaux de neurones actuels. Toutefois,
l’excitation à l’époque est de courte durée : avec une couche de neurones, le
classifieur binaire de Rosenblatt est seulement capable d’apprendre des
séparatrices linéaires, échouant donc sur le problème XOR 7 (Minsky et Papert,
1969). L’engouement pour cette nouvelle technologie qui souffre des limitations
matérielles de l’époque s’effondre au début des années 60, une période qualifiée de
premier hiver de l’intelligence artificielle.

Parallèlement, deux étudiants à Berlin développent un algorithme
d’optimisation de profils aérodynamiques (Rechenberg, 1964). Il s’agit du premier
exemple d’apprentissage automatique en mécanique des fluides expérimentales. Les
étudiants cherchent à diminuer la traînée d’une plaque multi-panneaux en jouant
sur les angles entre chaque panneau (voir figure 1.4). L’optimisation inclut des
aspects stochastiques, les nombres aléatoires étant générés par une planche de
Galton. Cette innovation 8 sera à la base de nombreux algorithmes d’optimisation

6. Science qui étudie les mécanismes d’informations pour des systèmes complexes.
7. On considère deux réels x et y. Si x et y sont de signes opposés, la fonction retourne

1. Si x et y sont de mêmes signes, la fonction retourne 0. Dans le plan, il n’est pas possible
de séparer linéairement les classes 0 et 1. Il faudra attendre le développement des machines à
vecteur supports avec noyau ou les ressources matérielles pour l’implémentation des perceptrons
à plusieurs couches.

8. Ajouter de l’aléatoire dans le processus d’optimisation
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x2

x1

Exemple de partitionnement
x2

x1

Exemple de classification

Travail sur des données (x1, x2)
étiquettées.

Travail sur des données (x1, x2)
non étiquettées.

Figure 1.3 – Vue générale de l’apprentissage automatique et algorithmes
principalement utilisés. Sur l’exemple de classification,
l’objectif est de déterminer une frontière de décision pour
déterminer la classe (ici la couleur) d’un nouveau point. Sur
l’exemple de partitionnement, l’objectif est de séparer les
données. Une partie de la figure est tirée de Brunton et al.
(2020).

(Bottou, 2012) et stratégies d’évolution (Igel et al., 2007).

Un second hiver de l’intelligence artificielle survient dès 1973, avec le rapport
de Lighthill (1973). Selon l’auteur, beaucoup de promesses ont été faites par les
chercheurs mais peu de résultats ont été obtenus. Il s’appuie notamment sur les
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Figure 1.4 – Optimisation d’une plaque multi-panneaux par une stratégie
d’évolution. Le dispositif expérimental est présenté à gauche.
La planche de Galton est utilisée pour générer de nouvelles
configurations. La configuration obtenue après plusieurs
générations n’est pas parfaitement plane et minimise la
traînée. Figure tirée de Brunton et al. (2020).

échecs en traitement automatique du langage 9. Un regain d’intérêt se fait dans les
années 80, avec principalement le développement de l’algorithme de
rétro-propagation (Rumelhart et al., 1986) pour l’apprentissage de réseaux
connexionnistes. Les liens avec la mécanique des fluides deviennent plus forts : les
réseaux de neurones sont reliés à la décomposition en modes propres orthogonaux
(Baldi et Hornik, 1989) ; ils sont également utilisés pour l’analyse de trajectoires
(Teo et al., 1991), l’identification de phases dans des écoulements multi-phasiques
(Bishop et James, 1993), l’interpolation de résultats expérimentaux (Ncrgaard
et al., 1997) et la modélisation de la turbulence en proche paroi (Milano et
Koumoutsakos, 2002). Ce dernier exemple est particulièrement important car il est
le premier à utiliser un auto-encodeur profond pour la compression de données en
mécanique des fluides.

Les motivations pour appliquer l’apprentissage automatique à la mécanique des
fluides se trouvent également dans la nature. De nombreux organismes sont
capables de réagir à des environnement instationnaires par des manœuvres ou des
déformations complexes. Pourtant, ces organismes n’ont pas connaissance des
équations de Navier-Stokes ni du champ de vitesse tri-dimensionnel ; ils ne
disposent que de données partielles. On peut citer deux exemples : l’échappée de
larves de poissons à une poche de vorticité (Gazzola et al., 2012) et l’exploitation
des tourbillons par des poissons pour une nage efficace (Liao et al., 2003).
L’apprentissage de ces réflexes est formalisé dans l’apprentissage par renforcement
où l’on découverte et renforce des lois de contrôles à partir d’expériences (Verma
et al., 2018; Paris et al., 2021; Reddy et al., 2018).

Dans ce qui suit, on se concentre plus spécifiquement sur les avancées en matière
de réduction de dimension, de modélisation, de fermeture et de contrôle.

9. Fait amusant : quarante ans plus tard, on peut retrouver son discours automatiquement
traduit par un ordinateur.
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1.2.3 | L’extraction de structures propres

Même pour des systèmes complexes, il existe des structures dominantes de
rang faible (Lumley, 1967). Sirovich et al. ont publié en 1987 deux articles allant
dans ce sens. Le premier concerne les "visages propres" : à partir de l’analyse en
composantes principales (PCA) d’une bibliothèque de visages, les auteurs ont
déterminé les structures principales présentes dans un visage humain (Sirovich et
Kirby, 1987). Le second article, en trois parties, utilise la même méthode sur un
écoulement fluide, renommée décomposition en modes propres orthogonaux (POD)
(Sirovich, 1987). En sortie de l’algorithme, le film de l’écoulement est réécrit
comme une combinaison linéaire de modes (directions spatiales) classés
hiérarchiquement par la variance des données qu’ils restituent. En ne conservant
que les premiers modes, on dispose ainsi d’une vision réduite des instantannés avec
l’information temporelle d’un côté et l’information spatiale de l’autre. La figure 1.5
illustre les résultats d’une telle décomposition pour l’écoulement autour d’un profil
NACA0012. Les modes 1 et 2 puis 3 et 4 sont semblables ; ils n’apparaissent que
décalés dans la direction d’advection. Ce fonctionnement par paire est
symptomatique de structures advectées, que la POD (basée sur une décomposition
en valeurs singulières) peut difficilement capturer 10 (Taira et al., 2017).

Figure 1.5 – Décomposition en modes propres orthogonaux de
l’écoulement turbulent autour d’un profil NACA0012
à incidence α = 9◦. Le champ instantané est écrit comme la
somme du champ moyen et de modes orthogonaux classés
par énergie restituée. En considérant les quatre premiers
modes, on restitue approximativement 20% de l’énergie
cinétique. Tirée de Taira et al. (2017).

10. On le comprend avec une onde simple : sin(x− ct) qui se décompose selon sin(x) cos(ct)−
sin(ct) cos(x). On fait apparaître les modes sin(x) et cos(x) qui sont la même structure déphasée
de π/2.
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La POD est ainsi devenue un standard pour la réduction de bases de données,
principalement pour la simplicité de son implémentation, l’orthogonalité des
modes, l’optimalité en termes énergétiques et la linéarité de la décomposition 11.
Toutefois, certaines limitations peuvent être soulevées. Premièrement, la POD est
uniquement basée sur les corrélations d’ordre deux, ignorant ainsi les moments
d’ordre plus élevé. Ce problème peut-être résolu avec des alternatives à l’analyse
en composantes principales, comme l’analyse en composantes indépendantes
(Shlens, 2014). Deuxièment, les coefficients temporels ont une dynamique faisant
apparaître un mélange de fréquences (George, 1988). C’est dans ce contexte que la
POD spectrale (SPOD) fut développée, pour exhiber des modes oscillants à une
seule fréquence (Towne et al., 2018). Troisièment, les directions principales sont
rangées par importance énergétique et non par importance dynamique. La POD
équilibrée (BPOD) est une alternative qui détermine deux ensembles de modes
(dits équilibrés et adjoints) classés par contrôlabilité/observabilité. De cette
manière, les perturbations peu énergétiques mais très observables sont capturées
(Rowley, 2005). Quatrièmement, il n’existe pas de règle universelle concernant le
nombre de modes POD à conserver. S’il existe bien des astuces mathématiques
(Gavish et Donoho, 2014), la sélection est souvent heuristique, basée sur un
pourcentage de l’énergie cinétique à restituer. Toutefois, plus l’écoulement est
complexe (myriade d’échelles) et plus le nombre de modes à considérer pour
restituer une partie de la variance est important (voir figure 1.6 et Callaham et al.
(2019)). Enfin, la décomposition POD est sensible aux données corrompues par le
bruit. C’est en ce sens que la POD robuste (RPOD) a été développée, permettant
de détecter les artefacts dans les clichés instantanés (Candès et al., 2011). La
figure 1.7 illustre la stratégie sur un cylindre 2D à bas nombre de Reynolds où du
bruit poivre-sel a été ajouté aux clichés instantanés (Scherl et al., 2020). Une telle
décomposition est prometteuse pour des campagnes expérimentales avec de la
vélocimétrie par images de particules haute résolution et haute cadence. Dans le
même état d’esprit, il existe aussi la méthode Gappy POD (GPOD) qui fonctionne
sur des données masquées 12 (Everson et Sirovich, 1995) et s’applique bien aux
données expérimentales (Murray et Ukeiley, 2007).

Au delà de l’analyse en composantes principales et ses extensions directes,
d’autres techniques de réduction ont été développées. On peut citer les méthodes
de partitionnement (Kaiser et al., 2014) et d’apprentissage de variétés (Tauro
et al., 2014) pour la classification d’écoulements. Il existe aussi des stratégies pour
les problèmes d’ondes progressives (Mendible et al., 2020). L’une des avancées
majeures concerne l’utilisation des réseaux de neurones. Depuis 1989, on sait que
l’analyse en composantes principales est équivalente à un réseau de neurones
linéaire avec une seule couche cachée (Baldi et Hornik, 1989). En complexifiant
l’architecture du réseau (nombre de couches, nombre de neurones, activations), il
est possible d’auto-encoder le champ de vitesse et d’apprendre une variété de
dimension (très) réduite sur laquelle évolue l’état. On parle d’état latent car il

11. La superposition assure que les modes calculés respectent les contraintes linéaires telles que
l’incompressibilité et la condition d’adhérence. La propriété d’orthogonalité facilite les projections
pour la dérivation d’un modèle réduit intrusif.
12. Typiquement des pixels morts
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Lâchés tourbillonnaires Re = 100 Couche de mélange Re = 720

Température de surface des océans Vorticité au Golfe du Mexique
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(a) Les quatre configurations étudiées dans Callaham et al. (2019).
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(b) Nombre de modes POD requis pour restituer un pourcentage de la variance.
Par exemple, il faut considérer 1000 modes pour restituer 50% de la variabilité
des données sur la vorticité dans le Golfe du Mexique.

Figure 1.6 – Variance des données restituée en fonction du nombres de
modes. Plus l’écoulement est complexe, plus le nombre de
modes requis est important pour assurer une stationnarité
statistique et restituer près de 100% de l’énergie. Tiré de
Callaham et al. (2019))

s’agit d’une variable cachée, obtenue par des transformations non linéaires
d’autant plus complexes que le réseau l’est. La première application d’un tel réseau
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(a) Principe de la POD robuste. Les clichés sont décomposés en la somme
d’une matrice L (de faible rang, contenant l’information cohérente) et
d’une matrice S (parcimonieuse, correspondant au bruit). La POD est
ensuite effectuée sur la matrice L.

(b) Résultats obtenus pour des clichés corrompus (1% des signaux de vitesse
est bruité). La POD robuste identifie bien mieux les modes attendus
que la POD classique. Le nombre de cycles correspond au nombre de
périodes de lâchés observés dans la matrice X.

Figure 1.7 – Comparaison de la RPOD et de la POD sur l’écoulement
autour d’un cylindre 2D à Re = 100. Tiré de Scherl et al.
(2020).

remonte à 2002 (Milano et Koumoutsakos, 2002) et les applications plus récentes
font intervenir des structures récurrentes (Gonzalez et Balajewicz, 2018) ou
convolutives (Xu et Duraisamy, 2020) avec respect des lois de conservation (Lee et
Carlberg, 2019).

Finalement, il existe de nombreuses approches pour réduire une base de
données. Plutôt que de travailler avec l’instantané de dimension importante
(nombre de points de maillage), on travaille sur un état réduit évoluant selon des
directions latentes. La dynamique de l’écoulement est alors réduite à la dynamique
de l’état latent et un modèle dynamique de cet état constitue un modèle réduit
(Reduced Order Model ou ROM) de l’écoulement. Dans la suite, on s’intéresse plus
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spécifiquement à cette problématique de modélisation.

Remarque : dans ce manuscrit, on fait le choix de se concentrer sur des réductions
dont le critère est basé sur les moindres carrés. Dans des approches plus systémiques,
des normes différentes 13 peuvent être utilisées (Vuillemin et al., 2013).

1.2.4 | L’identification de modèles réduits
Pour illustrer la stratégie d’identification de modèles réduits, on commence par

un exemple canonique : l’écoulement derrière un cylindre 2D à faible nombre de
Reynolds. En 1987, il est vérifié expérimentalement que cet écoulement subit une
bifurcation supercritique de Hopf 14 au nombre de Reynolds critique Rec = 47
(Zebib, 1987). L’écoulement devient périodique et on observe des lâchés
tourbillonnaires s’organisant en une allée de Karman laminaire. Cette observation
créée une sorte de paradoxe : la forme normale de la bifurcation de Hopf 15 requiert
un terme cubique dans l’équation de la dynamique mais les équations de Navier
Stokes ont des non linéarités au plus quadratiques. Il a fallu une quinzaine
d’années pour trouver la solution et identifier cette bifurcation (Noack et al., 2003).
Les auteurs montrent qu’avec les bonnes mesures du système (deux modes issus
d’une décomposition orthogonale et un mode de transition), on peut avoir une
description de la dynamique sous la forme de trois équations différentielles
ordinaires couplées 16. Obtenues de manière analytique par une approche
intrusive 17, ces équations seront identifiées en 2016 avec une méthode purement
orientées données appelée SINDy pour Sparse Identification of Nonlinear
Dynamics (Brunton et al., 2016b). La figure 1.8 illustre la procédure de cette
régression dite symbolique. Depuis, de nombreuses extensions ont été proposées.
Parmi les plus innovantes, on peut citer le travail de Loiseau et. al qui ajoutent
des contraintes physiques (conservation de l’énergie) et incluent des non linéarités
d’ordre plus élevé pour récupérer l’énergie perdue avec une troncature aux
premiers modes (Loiseau et Brunton, 2018b). La stratégie est testée sur plusieurs
configurations, telles que l’écoulement de cavité et un écoulement qualifié de
pinball (Loiseau et al., 2018). On peut aussi citer le travail de Rudy et al. (2017)
qui étendent la méthode à l’identification d’équations aux dérivées partielles plutôt

13. En l’occurrence H2 et H∞. La première correspond à l’énergie en sortie d’un système lorsque
l’on injecte un Dirac. La seconde mesure le gain maximal de la réponse fréquentielle du système.
14. Un point fixe stable devient instable et un cycle limite stable apparaît.
15. Si z est la variable complexe x+ iy où (x, y) est l’état du système, la forme normale d’une

bifurcation de Hopf est dz
dt

= z(λ+ i+ b|z|2) où λ est un paramètre et b = α+ iβ est un complexe.
Une bifurcation super-critique est obtenue pour α < 0 et λ > 0
16. La solution du paradoxe résidait donc dans la séparation des échelles. Les équations de

Navier Stokes sont des équations aux dérivées partielles non linéaires et pas des équations aux
dérivées ordinaires. Le terme quadratique de l’EDP autorise bien la bifurcation de Hopf mais
pour s’en rendre compte, il fallait projeter les équations sur le sous espace généré par les deux
premiers modes POD et un mode corrigé par le champ moyen, appelé shift mode.
17. Le modèle réduit est obtenu par projection des équations de Navier Stokes sur le sous espace

généré par les trois modes. Un modèle réduit non intrusif serait uniquement construit à partir de
données.
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que de simples équations différentielles ordinaires. Le travail de Champion et al.
(2019) est également innovant : l’auteure apprend simultanément l’opération
d’auto-encodage et la dynamique de l’état latent par SINDy.

Idéalement, on souhaite identifier un modèle dynamique linéaire pour
l’interpréter avec une décomposition spectrale. Toutefois, comme pour
l’écoulement derrière le cylindre à bas nombre de Reynolds, la dynamique de l’état
réduit est très souvent non linéaire. Une des clés pour interpréter la dynamique est
l’opérateur de Koopman (voir (Bagheri, 2013) pour un exemple pertinent).
Introduit en 1931, cet opérateur permet de faire évoluer linéairement toutes les
observations de l’état 18 d’un système (Koopman, 1931). Il y a toutefois un
échange de difficultés : on passe d’un système non linéaire mais de dimension finie
à un système linéaire de dimension infinie. L’objectif consiste alors à déterminer
une approximation finie de l’opérateur, en déterminant un sous ensemble
d’observables invariant par l’opérateur de Koopman (Brunton et al., 2016a). En
choisissant comme observables les composantes de l’état latent, l’approximation de
l’opérateur est connue sous le nom de décomposition en modes dynamiques (DMD)
(Schmid, 2011). Il s’agit du meilleur 19 modèle linéaire "un pas de temps" pour
décrire la dynamique des données (Rowley et Dawson, 2017; Taira et al., 2017;
Loiseau, 2020) et les applications pour le post-traitement d’écoulement de jets
(Semeraro et al., 2012), de cavité (Lusseyran et al., 2011), de sillage (Tu et al.,
2011) et de couche limite (Lee et al., 2012) sont nombreuses. La figure 1.9 illustre
le fonctionnement de l’algorithme et les résultats obtenus sur l’écoulement derrière
un cylindre 2D. En particulier, on observe que la DMD est sensible aux données
corrompues et qu’une réduction robuste est nécessaire pour capter le cycle limite.
Si maintenant on choisit comme observables des fonctions non linéaires des
composantes de l’état, on parle de DMD étendue (EDMD) (Williams et al., 2015).
Tout l’enjeu consiste à bien choisir ces fonctions pour que la dynamique de l’état
observé soit linéaire. Le travail de Lusch et al. (2018) est particulièrement
intéressant : en utilisant l’expressivité des réseaux de neurones, les auteurs
déterminent des transformations de l’état telle que la dynamique des nouvelles
coordonnées est effectivement linéaire. Les transformations sont paramétrées par
un réseau auxiliaire, permettant de couvrir les spectres continus (voir figure 1.10).
Une autre approche consiste à utiliser des signaux retardés pour tirer parti du
théorème de Takens (1981) 20. La méthode, dénommée HAVOK pour Hankel
Alternative View Of Koopman permet d’identifier un système linéaire forcé pour
des systèmes chaotiques tel que Lorenz 1963 (Brunton et al., 2017). Enfin,
l’algorithme SINDy déjà introduit peut aussi être utilisé pour identifier de manière
parcimonieuse des fonctions propres de l’opérateur de Koopman, avec de bons
résultats sur des systèmes académiques (Kaiser et al., 2017).

18. Fonctions à valeurs réelles sélectionnées dans un espace d’Hilbert, par exemple les fonctions
de carrés intégrables.
19. Au sens des moindres carrés
20. Un système chaotique peut être reconstruit à partir d’une séquence d’observations de

son état. Sur l’attracteur de Lorenz, l’histoire d’une seule composante permet de construire un
attracteur topologiquement identique.
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Figure 1.8 – Modélisation du sillage d’un cylindre 2D à Re = 100. Les
données sont d’abord collectées puis réduites selon trois
directions spatiales. Une régression dans une bibliothèque
de candidats permet d’identifier un modèle dynamique de la
même forme que celui dérivé analytiquement par projection
des équations de Navier Stokes (Noack et al. (2003)). L’état
réduit étant (x, y, z), la variable z adhère rapidement à la
variété parabolique définie par x2 + y2 depuis le point fixe
instable (C) avant de se positionner sur le cycle limite. Vu
dans l’espace physique, le point (A) correspond au champ
de vitesse instantanné tandis que le point (B) correspond au
champ de vitesse moyenne. Figure adaptée du livre Brunton
et Kutz (2019) pour une méthode développée dans Brunton
et al. (2016b)
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Figure 1.9 – Illustration de la décomposition en modes dynamiques. Il
s’agit d’une régression linéaire entre les clichés décalés
dans le temps X ′ et les clichés X. Une décomposition
spectrale de la matrice A renseigne sur la dynamique
principale d’évolution en termes de modes Φ et d’évolution
Λ. Pour l’écoulement périodique autour du cylindre, les
valeurs propres doivent théoriquement se positionner sur
le cercle unité (cercle noirs). Avec des données bruitées, il
est nécessaire de faire une réduction robuste pour obtenir
ce résulat et limiter les valeurs propres défectives. Figure
reprenant des éléments de Brunton et Kutz (2019) et Scherl
et al. (2020)

Toutes les méthodes citées permettent d’établir des modèles réduits déterministes
interprétables, utilisables comme modèle de substitution pour de la prédiction et
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(a) Pendule d’équation θ̈ = − sin(ωθ) (b) La fréquence d’oscillation est
différente selon l’amplitude initiale.

(c) Réseau de neurones paramétré pour déterminer
des coordonnées intrinsèques où la dynamique
est linéaire.

(d) Dynamique des fonctions
propres identifiées.

Figure 1.10 – Approximation finie de l’opérateur de Koopman par réseau
de neurones. L’état complet est encodé (transformation
ϕ), avancé linéairement (modèle K(λ)) puis décodé
(transformation ϕ−1). Les valeurs propres du modèle
dynamique linéaire sont paramétrés par un réseau auxiliaire
Λ. Sur l’exemple du pendule, un système à spectre continu,
la dynamique des coordonnées intrinsèques est bien linéaire
car les orbites sont parfaitement circulaires. Tiré de Lusch
et al. (2018).

du contrôle (Proctor et al., 2016; Bieker et al., 2019). La méthode CROM 21 mérite
aussi d’être citée. Cette approche non supervisée permet d’approximer le dual de
l’opérateur de Koopman, nommé opérateur de Perron Frobenius. Cet opérateur
fait évoluer linéairement les densités de probabilité de l’état et son approximation
finie prend la forme d’une chaîne de Markov (Kaiser et al., 2014, 2018). Enfin, les

21. Cluster-based Reduced Order Model
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méthodes de type boîte noire sont également utiles pour la prédiction de l’état
latent, par exemple avec des réseaux de neurones récurrents à cellules de mémoire
(Salehinejad et al., 2017; Hochreiter et Schmidhuber, 1997). Nous avons utilisé ces
réseaux pour apprendre un modèle dynamique de Lorenz 63 (Dubois et al., 2020)
et d’autres auteurs les ont utilisés en mécanique des fluides (Mohan et Gaitonde,
2018; Gonzalez et Balajewicz, 2018; Vlachas et al., 2018).

1.2.5 | Les modèles de fermeture
Une application spécifique des techniques de modélisation concerne la

fermeture en mécanique des fluides numérique. Plutôt que de travailler avec un
maillage très fin capturant toutes les échelles (DNS), le maillage est relâché et
seule une partie des échelles est résolue. L’effet des petites échelles est prise en
compte via un modèle pour les tensions de Reynolds (si approche RANS) ou le
tenseur sous maille (si approche LES). Dans l’ère du Big Data, ces modèles
peuvent maintenant être appris à partir de données, comme largement développée
par Duraisamy et al. (2019). Un exemple fondateur est présenté dans l’article de
Ling et al. (2016) où les auteurs utilisent un réseau de neurones pour construire un
modèle de viscosité turbulente. Le réseau est construit sur une base de dix
tenseurs isotropes particuliers (Pope, 1975) afin de respecter les besoins
d’invariance (voir figure 1.11). S’il s’agit du premier exemple de réseau avec
contraintes physiques, de nombreuses autres études existent pour les fermetures
RANS : utilisation de réseaux artificiels (Singh et al., 2017), de forêts aléatoires
(Kaandorp et Dwight, 2020; Wang et al., 2017) ou de machines à vecteurs supports
(Ling et Templeton, 2015). En ce qui concerne la LES, on peut citer l’aricle de
Maulik et al. (2019) pour de la turbulence 2D et surtout l’article de Novati et al.
(2021) : les auteurs utilisent de l’apprentissage par renforcement profond pour
automatiser l’apprentissage de modèle de turbulence. Illustré sur un écoulement de
turbulence isotrope, la promesse est faite qu’une telle approche semi-supervisée
permettra d’apprendre des modèles de fermeture généralisables.

1.2.6 | Contrôle et renforcement
Dans les sections précédentes, nous avons précisé différents algorithmes parmi

toutes les classes de l’apprentissage automatique. Ici, on s’intéresse spécifiquement
à l’apprentissage par renforcement, une classe qui fait l’interface entre la théorie
du contrôle et la science des données. La figure 1.12 précise le paradigme : un
agent évolue dans un environnement selon une politique π qui lui indique l’action a
à effectuer selon l’état s actuel. Pour apprendre cette politique, l’agent mène une
série d’expériences et renforce sa politique afin de maximiser la récompense sur le
long terme 22. Il s’agit d’un apprentissage semi-supervisé car la récompense peut ne

22. Dans le cadre du Q learning, ce processus se traduit par l’apprentissage d’une fonction de
qualité. Dans l’approche "off-policy" telle que présentée dans la figure 1.12, la politique de mise à
jour est différente de la politique de comportement. En effet, l’action a est choisie de manière
gloutonne tandis que l’action A est choisie selon la politique π, qui peut favoriser l’exploration de
temps à autre en prenant une action aléatoire.
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ENTRÉES
Invariants scalaires et

base de tenseurs
construits à partir
du champ moyen SORTIE

Modèle pour la
partie anisotrope

du tenseur de Reynolds

b =
10∑
n=1

g(n)(λ1, ..., λ5)T (n)

Figure 1.11 – Modèle de fermeture par réseaux de neurones. Les tenseurs
de déformation et de rotation du champ moyen sont utilisés
pour construire des invariants (λ1, ..., λ5) et une base de
tenseurs isotropes (T (1), ..., T (10)) assurant que le modèle
appris respecte les symétries. Le modèle est construit sur
la base de calculs fidèles d’écoulements canoniques. Tiré
de Ling et al. (2016).

survenir qu’à la toute fin d’un épisode et être très parcimonieuse 23.

Si l’apprentissage par renforcement est surtout connu dans le domaine des jeux,
par exemple pour le jeu de Go (Silver et al., 2017) ou les jeux Atari (Mnih et al.,
2015), son utilisation en mécanique des fluides est de plus en plus importante
(Garnier et al., 2019). On peut commencer par citer les travaux de Paris et al.
(2021) et Rabault et al. (2019) sur la réduction de traînée autour d’un cylindre à
bas nombre de Reynolds : un agent utilise de l’information partielle dans le sillage
de l’écoulement pour actionner du soufflage en paroi du cylindre. L’objectif est
similaire pour Fan et al. (2020) qui renforce une loi de contrôle d’écoulement
autour d’obstacles non profilés et obtient une réduction de traînée de l’ordre de
30%. Une autre étude s’intéresse à la manière dont des poissons de queue
exploitent la vorticité générée par la nage d’un poisson de tête (Verma et al.,
2018). Cet exemple issu de la nature illustre parfaitement les motivation d’un

23. Par exemple, une souris (l’agent) qui doit s’échapper d’un labyrinthe (l’environnement). La
souris connaît sa position (l’état) dans le labyrinthe et choisit à chaque carrefour une direction
(l’action). La récompense est un morceau de fromage, dont la saveur diminue avec le nombre de
déplacements. La souris souhaite apprendre une politique de déplacement mais ne pourra statuer
sur la qualité de ses actions qu’à la fin de l’expérience.
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AGENT ENVIRONNEMENT

Récompense r

État (mesure) s

Action a

Politique
π(s, a) = Pr(st = s, at = a)

Qualité
Q(s0, a0) = E [∑t γ

trt|s = s0, a = a0]

Apprentissage par renforcement
Un agent renforce sa politique en apprenant la qualité d’un couple état - action

Pour chaque épisode

Initialisation de l’état S

Pour chaque étape de l’épisode

Prise d’action A selon π, observation de la récompense R et nouvel état S ′

Mise à jour Q(S,A)← Q(S,A) + α [R + γmaxaQ(S ′, a)−Q(S,A)]

S ← S ′

Vitesse
d’apprentissage

Dans le nouvel état, prise d’action
qui maximise la récompense future

Initialisation (arbitraire) de la fonction Q

Algorithme du Q-learning
Apprentissage de la fonction de qualité en réalisant des expériences

Figure 1.12 – Principe de l’apprentissage par renforcement et Q-learning.
Un agent suit une politique π qui donne l’action a à suivre
vraisemblablement pour l’état s. La qualité Q d’une action
a0 prise dans l’état s0 se mesure par la récompense espérée
sur le long terme. L’importance des récompenses futures
est actualisée selon le facteur d’oubli γ. L’agent apprend
la fonction de qualité à partir d’expériences, ici dans une
approche "off-policy". Une étape d’un épisode correspond à
l’obtention d’une récompense et la mise à jour de Q. En
apprentissage profond, la fonction Q prend la forme d’un
réseau de neurones. Pour une revue détaillée des méthodes
existantes, voir Garnier et al. (2019).
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apprentissage par renforcement : les poissons (agents) utilisent des informations
partielles (capteurs épidermiques) pour exploiter la dynamique complexe d’un
environnement dont ils ne connaissent pas les équations. Un autre sujet de
recherche concerne le problème Zermolo pour la navigation optimale dans un
écoulement turbulent (Biferale et al., 2019). Enfin, on peut citer les applications 24

de Ma et al. (2018) pour contrôler une buse et agir sur un corps rigide (voir figure
1.13).

(a) Contrôle de la buse pour
que la croix ne chute pas

(b) Contrôle de la buse pour jouer
de la musique avec la balle

Figure 1.13 – Contrôle par renforcement pour apprendre des lois de
contrôle de solides rigides. L’article explore différentes
applications : équilibre ou mise en rotation d’une croix, jeu
de coopération ou de compétition entre buses, lecture d’une
partition musicale et franchissement d’obstacles 3D. Tiré
de Ma et al. (2018).

L’apprentissage par renforcement est également utilisé en dynamique du vol.
Tedrake et al. (2009) argumentent sur l’utilisation de l’apprentissage automatique
pour imiter la nature et voler comme un oiseau. Les auteurs font une application :
une maquette d’avion de deux mètres d’envergure apprend à se percher sur un
coin, à la manière d’un oiseau se posant sur un câble électrique 25. Concernant les
drones, on peut citer deux travaux importants. Le premier s’intéresse au
renforcement de la loi de contrôle d’un quadrotor pour effectuer des manœuvres
complexes (Hwangbo et al., 2017). Le second s’intéresse à l’apprentissage d’une loi
de contrôle valable pour différentes configurations de drones hybrides 26 (Xu et al.,
2019). Ces méthodes peuvent se révéler très utiles pour la conception de drones

24. À voir via http://gamma.cs.unc.edu/DRL_FluidRigid/video.mp4
25. Ce qui est une manœuvre très complexe impliquant de décrocher - donc de détruire la

portance - en créant une large zone de recirculation.
26. Drones qui peuvent passer d’une configuration hélicoptère à une configuration avion. La

première configuration est plus stable et manoeuvrable. La seconde est plus performante sur de
longues distances. Établir une loi de contrôle pour ces systèmes est très dépendant du design du
drone, ce que le travail de Xu cherche à éviter.

http://gamma.cs.unc.edu/DRL_FluidRigid/video.mp4
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autonomes. Enfin, on peut citer le travail de Reddy et al. (2018) qui optimisent la
politique de vol d’un planeur en écoulement turbulent. La stratégie est déterminée
à partir d’expériences effectuées avec une maquette de planeur pendant plusieurs
jours. La figure 1.14 illustre quelques résultats de cette étude.

Finalement, l’apprentissage par renforcement est une réalité en mécanique des
fluides, avec de nombreuses applications ces dernières années. Cette approche semi-
supervisée permet d’apprendre des lois de contrôle sans connaissance complète 27

de l’environnement, un paradigme inspiré de la nature et prometteur lorsque la
physique nous échappe. Notons toutefois que c’est une approche lente 28 et que
ce n’est pas la seule approche possible pour du contrôle. Beaucoup de méthodes
d’identifications de modèles sont étendues au contrôle. On peut notamment citer
l’identification parcimonieuse avec contrôle (Brunton et al., 2016c), la décomposition
modale dynamique avec contrôle (Proctor et al., 2016) et le cadre plus général
KRONIC (Koopman Reduced Order Nonlinear Identification and Control) qui
utilise la théorie de Koopman pour appliquer les outils de contrôle des systèmes
linéaires (Kaiser et al., 2017).

1.2.7 | Synthèse

La disponibilités des données a ouvert la voie vers une nouvelle façon de penser
la mécanique des fluides. De nombreuses avancées ont été faites grâce à
l’apprentissage automatique pour la modélisation (SINDy et opérateur de
Koopman), la réduction (auto-encodeurs), le contrôle (apprentissage par
renforcement) et la fermeture (réseau de neurones artificiel contraint). Les
méthodes sont toutefois validées sur des cas académiques 29 avec seulement
quelques applications. Dans ce manuscrit, on va s’intéresser à la scalabilité de
certaines des méthodes pour des écoulements de complexité croissante. En
particulier, on se demande dans quelle mesure les méthodes de réduction
et de modélisation peuvent se combiner pour estimer un écoulement
en temps réel. Ce raisonnement est né d’un souhait : fournir une estimation de
la carte du vent instantanée et future à un petit drone évoluant en milieu urbain.
Dans la suite de cet état de l’art, on explicite les difficultés d’une telle tâche, les
clés orientées données disponibles dans la littérature et le travail de thèse.

27. Par exemple, l’algorithme du Q-learning est purement model free et la fonction de qualité
est apprise par expériences, sans connaître l’environnement. Il existe une autre classe de méthodes,
dîte model based, où l’environnement est modélisé de manière déterministe ou probabiliste.
28. Dans une approche model free, il faut énormément de données.
29. Écoulement derrière un cylindre, système chaotique de Lorenz, oscillateur de Van Der Pol,

attracteur de Rössler, oscillateur de Duffing, turbulence 2D, etc.



44 L’apprentissage automatique au service de la mécanique des fluides

(a) Une maquette de planeur (2 mètres d’envergure) évolue au dessus d’un champ. La
figure de gauche illustre l’une des trajectoires. La maquette a accès aux gradients de
vitesse vertical (flèches bleues), l’accélération verticale et le moment de roulis. Les
expériences sont réalisées avec un contrôleur de vol initial permettant de moduler
l’inclinaison et l’assiette pour maximiser la portance.

(b) Apprentissage de la nouvelle politique de vol. À gauche, évolution de la fonction de
qualité en fonction des expériences réalisées (1000 minutes d’expériences, étalées sur
une quinzaine de jours). À droite, politique de vol finale. Chaque symbole correspond
à la meilleure action à prendre selon l’état d’inclinaison µ, l’accélération verticale
az et le moment de roulis ω. Ainsi, le contrôleur final indique un changement
d’inclinaison de −15◦ ou 15◦ pour un planeur dans l’état (az < 0, ω = 0, µ = 0◦).

Figure 1.14 – Q-learning pour améliorer la politique de vol d’un planeur.
Une maquette de planeur équipée réalise des expériences
qui seront utilisées pour apprendre la nouvelle politique.
L’objectif est de déterminer l’action optimale sur l’angle
d’inclinaison pour espérer un gain d’altitude sur le long
terme. Figures tirées de Reddy et al. (2018)

1.3 | Application visée : navigation en
écoulement urbain

Dans le contexte d’une mobilité aérienne urbaine, de nouveaux systèmes de
transport aérien au sein des villes sont en développement. Par exemple, de petits
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drones autonomes pourraient être utilisés pour assurer des missions de livraison 30,
de surveillance et d’inspection de bâtiments. Mais la tâche n’est pas aisée : les
écoulements urbains sont très fluctuants, avec des niveaux de turbulence élevés
(Sheng et al., 2018; Hui et al., 2009; Li et al., 2019). Pour éviter les obstacles
géométriques et fluidiques 31, un drone autonome devrait prendre des décisions
intelligentes en temps réel.

Une première approche consisterait à renforcer le comportement du drone avec
les méthodes présentées dans la section 1.2.6. L’idéal serait d’apprendre la
politique en situation réelle mais cela soulève de nombreuses questions pratiques 32.
Une seconde approche consisterait à définir des lois de commande robustes
(Perozzi et al., 2018) prenant en entrée une estimation de la carte du vent.
Disposant d’une telle carte et d’un modèle dynamique de l’écoulement, il serait
possible de prédire le futur de l’écoulement et présager des zones dangereuses.
Pour des missions autonomes, ce travail ne saurait se faire uniquement offline avec
les équations de Navier Stokes (un travail déjà effectué par Galway et al. (2012) et
basé sur la combinaison de cartes CFD). Le travail devrait se faire online avec un
modèle dynamique réduit dont les conditions initiales seraient séquentiellement
estimées par le drone à partir de mesures de l’environnement 33.

Pour mieux comprendre la difficulté de la tâche, on regarde plus en détail la
physique de l’écoulement. Pour cela, on considère la partie basse de la couche
limite atmosphérique (Kaimal et Finnigan, 1994) qui constitue la couche limite
urbaine (Barlow, 2014). Celle-ci se décompose en une sous couche rugueuse
(proche paroi) et une sous couche inertielle. Dans la sous couche rugueuse,
l’écoulement dépend entièrement des éléments de rugosité et sa structure est
complexe (Kastner-Klein et Rotach, 2004; Blackman et al., 2017). Dans la sous
couche inertielle, les flux turbulents sont constants et le champ de vitesse moyenne
prend la forme d’une loi logarithmique ou puissance (Buschmann et Gad-el Hak,
2003) dont les paramètres sont normés selon le terrain (ESDU, 1982). Pour un
prisme monté dans une telle couche limite, l’écoulement est fortement
instationnaire et dépend de nombreux facteurs 34 (Martinuzzi et Tropea, 1993). La
figure 1.15 illustre la topologie de l’écoulement instantanné derrière un bâtiment
élancé (McClean et Sumner, 2014). On y observe un tourbillon en fer à cheval en
amont du bâtiment et des décollements géométriques qui interagissent pour former
un sillage. Pour un diamètre proche de la hauteur de la tour, le sillage prend la
forme d’un tourbillon en arche transporté vers l’aval. Pour une hauteur au moins

30. Un chemin sur lequel Amazon Prime Air semble bien engagé
31. Comme des rafales de vent, des mouvements ascendants, des bouffées, etc.
32. Le drone pourrait se casser. Il faut aussi disposer d’un environnement urbain sans population

pour éviter les dangers, ou reproduire un tel environnement en soufflerie. La deuxième solution
n’est pas une mince affaire : il faut générer les bonnes statistiques de la turbulence et disposer
d’une soufflerie assez grande pour y faire voler un drone.
33. Des informations représentatives de l’écoulement mais potentiellement bruitées.
34. Dont le rapport d’aspect du prisme, le dérapage de l’écoulement (Becker et al., 2002) et le

nombre de Reynolds. À noter que dans le cas d’une couche limite turbulente, la dépendance au
nombre de Reynolds disparaît au delà d’une valeur critique (Snyder et Castro, 2002).
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deux fois supérieures à la hauteur, la symétrie est rompue et on observe des allées
de Karman (Wang et Zhou, 2009).

Couche limite
urbaine turbulente

Sillage complexe dû
aux interactions du

tourbillon fer à cheval et
des décollements

Figure 1.15 – Topologie de l’écoulement autour d’un bâtiment élancé.
Tiré de McClean et Sumner (2014).

Plusieurs obstacles compliquent donc une estimation online de l’écoulement.
Premièrement, la dynamique est tri-dimensionnelle, fortement instationnaire et
avec évenements rares du fait d’une activité turbulente intense. Il en résulte un
état complet de très haute dimension. Deuxièmement, le sillage est transporté vers
l’aval. Or les méthodes de réduction simples (comme la POD) ne sont pas adaptées
aux problèmes d’ondes progressives. Un travail important est donc requis pour
extraire une variété 35 latente pertinente. Idéalement, il faudrait classifier les zones
de l’écoulement et faire des réductions locales, comme suggérées par les approches
CROM de Kaiser et al. (2014) et NIROM (Non Intrusive Reduced Order Model) de
Xiao et al. (2019). Troisièmement, établir une base de données sur laquelle
apprendre est un travail à part entière, avec des réflexions autour du maillage, des
méthodes numériques (Blocken, 2018) et de la couche limite atmosphérique. De
plus, la base de données doit couvrir différentes conditions d’entrées (nombre de
Reynolds, angle de dérapage, configuration urbaine) pour espérer déployer des
modèles (dynamique et d’estimation) généralisables. Du point de vue de la donnée,
cela augmente drastiquement le coût de calcul et les besoins en termes de stockage.
Du point de vue des modèles, cela augmente la complexité mathématique et les
besoins en mémoire vive 36. Quatrièmement, le modèle d’estimation doit s’appuyer
35. Structure topologique qui ressemble localement à un espace euclidien.
36. Du point de vue mathématique, le modèle doit apprendre à générer des données pertinentes
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sur de la connaissance partielle, par exemple des mesures LIDAR (LIght Detection
And Ranging) du champ de vitesse (Floors et al., 2013). Le choix, le nombre et le
positionnement des capteurs est crucial pour capturer les éléments essentiels de la
dynamique. Enfin, disposer du modèle d’estimation n’est que la première étape du
processus ; le petit drone doit être capable de l’utiliser intelligemment en temps
réel, ce qui passe par la définition de lois de commande.

Les outils présentés dans la section 1.2 apportent quelques éléments de réponses
sur l’étape de réduction (absolument nécessaire) et sur l’identification d’un modèle
dynamique (requise pour estimer la carte de vent future). La section suivante ajoute
de nouvelles clés concernant l’estimation orientées données à partir de mesures
ponctuelles. Le trousseau de clés en main, nous présenterons alors les objectifs de
la thèse et le cadre d’étude.

1.4 | Estimation orientée données d’un
écoulement

Cette section se consacre aux méthodes d’estimation d’un écoulement,
regroupées dans la littérature sous le nom de méthodes de reconstruction.
L’objectif est de retrouver l’état complet du système (par exemple champ de
vitesse) à partir de sa mesure. La reconstruction intervient dans de nombreuses
applications comme le contrôle actif pour la réduction de traînée (Paris et al.,
2021; Pfeiffer, 2016) l’identification de sillages de bateaux (Graziano et al., 2016),
les sciences climatiques (Kalnay, 2003) ou la modélisation du flux cardiaque
(Sankaran et al., 2012). Les méthodes de reconstruction sont également utilisées en
mécanique des fluides numérique : des clichés complets sont récupérés a posteriori
à partir de signaux ponctuels sauvegardés sur le disque pendant la résolution
(Carlberg et al., 2019).

Les méthodes de reconstruction se classent en trois catégories (Callaham et al.,
2019). La première est l’estimation directe où l’état complet est écrit comme
une combinaison linéaire d’éléments de référence. Chaque estimation nécessite de
résoudre un problème d’optimisation basé sur le vecteur de mesures, ce qui limite
l’utilisation à des applications offline. On utilise le terme direct car l’estimation ne
s’appuie sur aucun modèle, juste une matrice de mesures et des éléments de
référence. La seconde est l’estimation régressive où les outils de l’apprentissage
supervisé sont utilisés pour complètement apprendre la relation de passage entre
l’espace des mesures et l’espace d’état. De cette manière, une estimation requiert
simplement l’évaluation du modèle. Tout l’enjeu consiste à choisir une bonne
forme pour le modèle et à ne pas le sur-apprendre. La troisième est l’assimilation
de données. La mesure est utilisée pour mettre à jour la prédiction d’un modèle.

pour de nouvelles configurations (nombre de Reynolds, angle de dérapage, configuration urbaine)
non couverts par la base de données, comme étudié dans Morton et al. (2021) sur l’écoulement
autour d’un cylindre en rotation.). Du point de vue de l’ordinateur, il faut charger en mémoire
des matrices de taille importante.
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La méthode est construite sur le principe d’inférence bayésienne : la distribution a
posteriori de l’état est proportionnelle au produit de la distribution a priori de
l’état et de la vraisemblance de la mesure. Chacune des stratégies est illustrée sur
la figure 1.16.

Les sections suivantes présentent plus en détail chacune des méthodes ainsi que
leur utilisation en mécanique des fluides.

1.4.1 | La reconstruction directe
Avant de formellement introduire le problème, digressons sur la compression

d’images. Écrite dans l’espace des fréquences, une image a une représentation
parcimonieuse car peu de fréquences sont actives parmi toutes les harmoniques
possibles. Si l’on dispose d’une partie des pixels (i.e. une mesure de l’image) et que
l’objectif est de reconstruire l’image, il est donc plus judicieux de reconstruire dans
l’espace des fréquences 37. C’est le principe de l’acquisition comprimée, illustré sur
la figure 1.17.

Dans un cadre plus général, si on note x le signal initial, C la matrice de capteurs,
y = Cx la mesure et Ψ la base (connue) dans laquelle le signal est parcimonieux
(notation s), on doit résoudre le problème d’optimisation :

ŝ = arg min
s
||s||0 tel que y = Cx = CΨs

Ici, ŝ désigne l’estimation du signal compréssé, ensuite utilisé pour estimer le
signal plein x avec x̂ = Ψŝ. La norme l0 représente la cardinalité de s que l’on
souhaite minimiser. C’est toutefois une norme non convexe, requérant une recherche
combinatoire de la solution. Sous certaines conditions, le problème d’optimisation
peut heureusement être relaxé en faisant intervenir la norme l1 qui promeut la
parcimonie dans la solution 38 (Candes et al., 2006; Spielman et al., 2012). Pour
ce qui nous intéresse, le signal est plutôt appelé état tandis que la matrice de
transformation correspond aux éléments de référence. La figure 1.18 montre un
exemple d’utilisation en mécanique des fluides, où cinq capteurs de vorticité sont

37. C’est une représentation obtenue par transformée de Fourier spatiale. Si l’image
contient M × N pixels et que le pixel (m,n) de l’image est noté f [m,n], la transformée

s’écrit F [k, l] = 1√
MN

∑N−1
n=0

∑M−1
m=0 f [m,n] exp

(
−j2π

{
mk

M
+ nl

N

})
. L’inverse est donné par

f [m,n] = 1√
MN

∑N−1
k=0

∑M−1
l=0 F [k, l] exp

(
j2π

{
mk

M
+ nl

N

})
. Intuitivement, on teste dans

chaque direction la présence de cosinus ou sinus spatiaux, la longueur d’onde minimale étant
fixé par la taille d’un pixel. C’est exactement pareil qu’un signal temporel où l’on chercherait la
présence de cosinus ou sinus temporels dont la fréquence minimale serait fixé par la résolution de
l’acquisition.
38. La matrice CΨ doit satisfaire le principe d’isométrie restreinte pour que la solution au

problème l1 converge avec une très forte probabilité vers la solution l0. On rappelle que l0 désigne
le nombre d’éléments non nuls dans le signal tandis que l1 est la somme des valeurs absolues de
toutes les composantes.
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≈

État à
estimer

Éléments
de référence

Coefficients
(inconnue)

Solution d’un problème d’optimisation
construit sur le vecteur de mesure

Une estimation = une optimisation

(a) Estimation directe. L’état est estimé par la combinaison linéaire d’éléments de
référence, par exemple des modes d’écoulements issus d’une décomposition modale.

État

Mesure
Nouvelle
mesure

Estimation
de l’état

Modèle pour expliquer l’état
par le vecteur de mesure

Une fois le modèle appris sur les données
une estimation = une évaluation

(b) Estimation régressive. L’état est estimé par un modèle appris de manière supervisée.
Dans l’illustration, le modèle explique linéairement l’état par les mesures.

État

Distribution de
l’état prédit

Distribution de l’état
sachant la mesure

Distribution
de la mesure
sachant l’état

Deux estimations (prédiction et mesure)
erronnées sont combinées pour

fournir une meilleure estimation de l’état

Nécessite de connaître un
modèle et les incertitudes

(c) Estimation par assimilation de données. La distribution de l’état prédit est mise
à jour grâce à la distribution de la mesure. Ici, la mesure est l’état complet et les
distributions sont normales, facilitant l’application du théorème de Bayes.

Figure 1.16 – Illustration graphique des méthodes d’estimation de l’état
d’un système par sa mesure.
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Estimation du signal
parcimonieux

FFT−1

Mesure Chemin à
éviter

Figure 1.17 – Principe de l’acquisition comprimée. On veut estimer le
signal plein (ici l’image) à partir de sa mesure (ici une
sélection aléatoire de pixels). Lorsque l’on connaît une
base où le signal est parcimonieux (l’image écrite dans
l’espace des fréquences), il est judicieux d’utiliser la mesure
pour estimer la représentation creuse puis repasser dans
l’espace initial (chemin bleu). Cela diminue la complexité
du problème par rapport à une estimation naïve (chemin
rouge). Remarque : FFT est l’acronyme de Fast Fourier
Transform.

utilisés pour estimer le champ de vorticité complet en aval d’un cylindre 39 (Callaham
et al., 2019). Tout l’enjeu consiste à définir les bons éléments de référence Ψ et la
bonne matrice de mesure C.

39. L’article dont est tirée la figure est très formateur. L’auteur présente toutes les variantes du
problème d’optimisation et étudie la robustesse au bruit de la reconstruction parcimonieuse. Il
présente aussi une stratégie de reconstruction locale pour scinder le problème d’optimisation en
plusieurs petits problèmes.
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Figure 1.18 – Reconstruction directe illustrée sur l’écoulement laminaire
autour d’un cylindre. La mesure bruitée du champ de
vorticité (cinq capteurs) est écrite comme la combinaison
linéaire d’éléments de référence, ici les clichés mesurés de
l’écoulement. Le vecteur de coefficients est ensuite utilisé
pour estimer le cliché d’où provient le vecteur de mesure.
Figure tirée de Callaham et al. (2019)

Le choix des éléments référence

Les éléments de référence sont souvent issus d’une décomposition modale
générique (par exemple la transformation de Fourier) ou sont adaptés à la donnée
(Taira et al., 2017). Pour le deuxième cas, il est important de citer l’algorithme
gappy POD proposé par Everson et Sirovich (1995). Dans l’article, les auteurs
reconstruisent une image bardée de pixels morts à partir d’images propres,
obtenues par analyse en composantes principales. En mécanique des fluides,
l’algorithme a été utilisé pour diverses tâches dont la reconstruction directe
d’écoulements instationnaires (Willcox, 2006; Venturi et Karniadakis, 2004) et la
reconstruction d’écoulements 3D à partir de mesures 2D (Podvin et al., 2006;
Murray et Ukeiley, 2007). Le dictionnaire peut également être construit en
imposant le besoin de parcimonie pour le signal compréssé. C’est le cas des
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algorithmes GOBAL 40 et K-SVD 41 qui encodent les données de manière sparse
comparé à une décomposition orthogonale classique. Enfin, on peut citer
l’utilisation des réseaux de neurones pour constuire les éléments de référence.
Al Mamun et al. (2018) utilisent par exemple un réseau ELM 42 pour auto-encoder
l’état d’un écoulement et les modes de références sont les poids du réseau. Les
auteurs montrent qu’une tel dictionnaire, bien que non interprétable, permet une
reconstruction robuste au positionnement des capteurs par rapport à un
dictionnaire POD.

Le placement des capteurs

Dans de nombreuses applications, le placement des capteurs est aléatoire. De
cette manière, la probabilité que le vecteur de mesures y reflète les termes actifs du
signal compressé s est élevée (Candes et Tao, 2006). Mathématiquement, cela se
justifie par le principe d’isométrie restreinte qui assure que la transformation Cψ
agit comme une isométrie. En choisissant aléatoirement les capteurs, les matrices
C et ψ sont vraisemblablement incohérentes 43 et la solution du problème convexe
l1 converge vers la solution du problème non convexe l0 (voir page 90 de Brunton et
Kutz (2019) pour une illustration et Candes et Tao (2006) pour la démonstration).
Parmi les autres méthodes de placement, on peut citer celles qui minimisent le
conditionnement de M = θT θ avec θ = Cψ. L’inversion de la matrice M est requis
lorsque l’utilisation de la norme l2 est plus adéquat (Jayaraman et al., 2019) comme
dans le cas d’une reconstruction par gappy POD (Willcox, 2006; Yildirim et al.,
2009). La minimisation du nombre de condition peut se baser sur une décomposition
QR de la matrice M mais la complexité calculatoire augmente rapidement et la
méthode est finalement peu utilisée (Manohar et al., 2018a). Enfin, il existe des
méthodes de placement physique de capteurs, par exemple aux extrema des modes
dominants d’une décomposition orthogonale (Cohen et al., 2003) ou aux points
dynamiquement intéressants en termes d’observavilité et de contrôlabilité (Manohar
et al., 2018b).

40. Goal-Oriented BAsis Learning
41. Décomposition en valeurs singulières (SVD) pour construire K éléments qui encodent de

manière parcimonieuse les données. C’est une version améliorée de l’algorithme des K-moyennes.
42. Extreme Learning Machine. Il s’agit d’un réseau avec une seule couche cachée, dont les

paramètres tels que les poids peuvent ne pas être mis à jour. Les poids entre la couche d’entrée
et la couche cachée sont initialisés aléatoirement et une régression moindres carrés permet de
déterminer les poids entre la couche cachée et la couche de sortie.
43. La cohérence entre ces deux matrices est définie par µ(C,ψ) =

√
nmaxi,j

[
C[i,:]ψ[:,j]

]
. Dans

cette formule, C[i,:] est la i-ème ligne de la matrice de mesure et ψ[:,j] est le j-ème mode ; la
cohérence est donc le produit scalaire. Plus ce nombre est proche de l’unité (borne inférieure) et
plus les matrices sont incohérentes : les composantes d’un vecteur singulier de Cψ sont semblables.
Plus ce nombre se rapproche de

√
n (borne supérieure) et plus les matrices sont cohérentes : les

vecteurs singuliers sont très parcimonieux. Dans ce deuxième cas, les termes actifs du vrai signal
compressé ne sont pas captés par la mesure et l’estimation du signal par la mesure sera mauvaise.
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1.4.2 | La reconstruction par régression
La reconstruction par régression a été introduite en mécanique des fluides

en 1975 sous le nom d’estimation stochastique (SE). L’objectif était d’analyser
des bases de données pour déterminer les structures cohérentes d’un écoulement
turbulent (Adrian, 1975). Dans cette méthode, la quantité d’intérêt (par exemple
champ de vitesse fluctuante u) est estimée par la moyenne conditionnelle :

E [u|y1, ...,yp]
où yi désigne un événement conditionnel 44 de l’écoulement au point (xi, t). Un
développement de Taylor fournit une approximation linéaire (LSE), quadratique
(QSE) ou d’ordre plus élevé (HOSE) du champ de vitesse fluctuante. Par exemple,
l’estimation quadratique s’écrit :

u(x, t) ≈
p∑
i=1

A(x,xi)yi(t) +
p∑
i=1

p∑
j=1

B(x,xi,xj)yi(t)yj(t)

Mathématiquement, il s’agit d’une régression linéaire multi-variée. Les
coefficients de la régression sont appris en minimisant l’erreur quadratique
moyenne entre les clichés d’entraînement et l’estimation par le modèle. Comme
exemple fondateur, on peut citer Adrian et Moin (1988) où les auteurs utilisent
l’estimation stochastique linéaire sur une DNS d’un écoulement cisaillé et isolent
des structures en épingles à cheveux (voir figure 1.19). À l’époque, l’un des
avantages mis en avant pour l’estimation stochastique était qu’elle repose sur des
statistiques mesurables avec seulement deux sondes.

La méthode a évoluée depuis. En introduisant de la décomposition orthogonale
propre (Berkooz et al., 1993), l’estimation ne porte plus sur le champ de vitesse
mais sur les coefficients de la décomposition (méthode SE-POD, voir Durgesh et
Naughton (2010)). Avec l’utilisation de fenêtres d’observation, l’estimation ne
s’appuie plus sur les mesures au temps courant mais aussi sur leur histoire
(méthode SE-MTD, voir Caraballo et al. (2007)). Parmi les principales
applications, on trouve l’étude de la turbulence isotrope (Adrian, 1979), de couches
limites turbulentes (Guezennec, 1989), de jets axisymétriques (Bonnet et al., 1994),
d’expansions brutales (Cole et Glauser, 1998) et de cavités (Murray et Ukeiley,
2003). On peut également citer l’augmentation a posteriori de données PIV 45 à
partir de signaux résolus en temps (Tu et al., 2013). À noter que pour le placement
de capteurs, les travaux sont moins riches que pour l’acquisition comprimée.
Généralement, les mesures sont prises dans les zones d’intérêt de l’écoulement,
comme pour la couche cisaillée dans Adrian et Moin (1988). Sur des applications
plus élaborées, les capteurs sont choisis de manière à expliquer le champ de vitesse
plus qu’ils ne s’expliquent linéairement entre eux, pour éviter les multi-colinéarités.
Ce principe est formalisé avec le facteur d’inflation de la variance (Variance

44. Une mesure pas nécessairement homogène du champ à estimer. Par exemple, des mesures
de pression pour estimer le champ de vitesse.
45. Vélocimétrie par Images de Particules
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C

A

B

(a) DNS du champ de vorticité et
événéments conditionnels A, B et C.

(b) LSE sur l’événement A.

Figure 1.19 – L’une des premières applications de l’estimation
stochastique. L’auteur identifie une structure en épingle à
cheveux dans un écoulement cisaillé. Figures extraites de
Adrian et Moin (1988)

Inflation Factor ou VIF) que l’on souhaite proche de l’unité (Arnault et al., 2016).

Aujourd’hui, l’estimation ne se limite plus à la régression linéaire. Récemment, les
chercheurs s’intéressent à des méthodes plus flexibles de l’apprentissage automatique.
Le réseau de neurones superficiel Erichson et al. (2020) est un exemple d’estimation
stochastique où la relation entrée - sortie est une boîte noire. La figure 1.20 résume
les résultats de l’article. Pour l’écoulement laminaire autour d’un cylindre, les
auteurs utilisent l’information pariétale pour reconstruire le champ de vorticité.
Pour des écoulements plus complexes tels que de la turbulence homogène isotrope,
le réseau superficiel n’est pas capable d’extrapoler les futurs champs de vitesse.
Le réseau est plutôt adaptée aux tâches d’interpolation et à la super-résolution 46.
Cet article est important car il reformule l’estimation stochastique sous la forme
d’apprentissage supervisé. Depuis, d’autres méthodes régressives telles que les forêts
aléatoires ou les machines à vecteurs supports ont été testé (Fukami et al., 2020;
Carlberg et al., 2019; Matsuo et al., 2021). On peut aussi citer le travail dans la
super-résolution d’écoulements avec des approches semi-supervisées telles que les
réseaux génératifs antagonistes (Generative Adversarial Network ou GAN, voir
Kim et al. (2019)) mais la motivation principale n’est pas la physique 47.

46. Principe du logiciel RAISR de Google.
47. L’objectif est plutôt de faire une animation réaliste. Il y a d’ailleurs un auteur des studios

Pixar.
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(a) Reconstruction régressive par réseau de neurones de l’écoulement laminaire autour
d’un cylindre. Cinq capteurs de pression pariétale sont utilisés pour estimer le champ
de vorticité.

(b) Les deux problèmes d’estimation. Pour un problème d’interpolation, les clichés de
test sont situés entre les clichés d’apprentissage. Pour le problème d’extrapolation,
les clichés de test sont situés après les clichés d’apprentissage.

(c) Exemple d’estimation pour un problème d’interpolation. La mesure du cliché réel
(A) est une image très basse résolution (B). Le réseau de neurones estime l’image de
haute résolution (C).

Figure 1.20 – Estimation stochastique par réseau de neurones superficiel.
Résultats tiré de Erichson et al. (2020), un article
fondateur des méthodes de reconstruction par apprentissage
supervisé.



56 L’apprentissage automatique au service de la mécanique des fluides

1.4.3 | L’estimation par assimilation de données

La dernière méthode de reconstruction est l’assimilation de données. Étant
donné une condition initiale pour le système, un modèle dynamique (déterministe
ou probabiliste) est utilisé pour prédire l’état futur. Selon les incertitudes du
modèle (lié à sa stabilité), les erreurs peuvent s’accumuler et détériorer la qualité
de la prédiction sur le long terme. L’assimilation de données vise à contrer cette
accumulation d’erreurs en assimilant des mesures (potentiellement bruitées) du
système.

L’assimilation de données a principalement été développée en météorologie et
océanographie. En mécanique des fluides, elle donne un cadre mathématique
rigoureux pour combiner des prédictions numériques avec des données
expérimentales. Cela permet notamment de mieux décrire les entrées du solveur
numérique, comme les conditions initiales, les conditions limites et les paramètres
de modèles (Kato et al., 2015; Gronskis et al., 2013; Symon et al., 2020). Deux
approches existent : les approches séquentielles et les approches variationnelles
(Mons et al., 2016).

Dans les approches séquentielles, la densité a priori de l’état est mise à jour
lorsque la mesure est disponible. La densité a posteriori de l’état est calculée avec
le théorème de Bayes (Wikle et Berliner, 2007). La mise-à-jour fait apparaître un
gain, dit de Kalman (Kalman, 1960), qui combine les erreurs de mesure et de
prédiction. Différentes versions du filtre de Kalman existent, selon que le modèle
dynamique est linéaire, différentiable ou non linéaire (Chowdhary et Jategaonkar,
2010). En mécanique des fluides, Suzuki (2012) a implémenté un filtre de Kalman
étendu pour compléter des données PIV d’un écoulement de jet à partir d’une
DNS bidimensionnelle de l’écoulement. Colburn et al. (2011) ont utilisé le filtre de
Kalman ensembliste pour estimer les grandeurs statistiques d’un écoulement
turbulent de canal. Enfin, Sousa et al. (2018) ont utilisé un filtre de Kalman pour
mettre à jour les conditions initiales d’une simulation numérique d’écoulement
urbain (voir figure 1.21). L’assimilation séquentielle des données est prometteuse
pour des applications temps réel. Toutefois, le succès de la méthode repose sur la
connaissance des incertitudes et d’un modèle dynamique. Les approches orientées
données permettent d’aborder ces deux problèmes, comme illustré sur le système
de Lorenz 63 (Dubois et al., 2020).

Dans les approches variationnelles, une fonction coût est minimisée. Toutes
les mesures dans une fenêtre d’observation sont utilisées 48. La stratégie n’est pas
adaptée pour du temps réel et sert plutôt à l’augmentation des données (Le Dimet
et Talagrand, 1986). En mécanique des fluides, les approches variationnelles ont été
appliquées aux équations de Navier Stokes, par exemple avec Gronskis et al. (2013)
qui ont déterminé les conditions limites optimales d’une DNS à partir de mesures
expérimentales. On peut aussi citer les travaux de Symon pour assimiler le terme

48. Donc les observations peuvent être passées et futures. L’assimilation de données
variationnelle est donc plus adaptée à l’augmentation de données, pas à la mise en jour en
temps réelle.
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Figure 1.21 – Assimilation de données par filtre de Kalman pour mettre à
jour la carte de vent en entrée d’une simulation numérique
d’écoulement urbain. Des mesures locales du vent sont
utilisées pour déterminer la distribution a posteriori de la
carte de vent, dont la distribution a priori est fournir par
CFD. Figure tirée de Sousa et al. (2018)

de forçage dans les équations moyennées (Symon et al., 2017) et les travaux de
Mons et al. (2016) pour assimiler des conditions d’entrées instationnaires. À noter
que le filtre de Kalman existe aussi dans une formulation variationnelle, que l’on
appelle lissage de Kalman.

1.4.4 | Synthèse

L’estimation d’un écoulement par des mesures ponctuelles peut se faire de trois
manières. Dans l’approche directe, le champ à estimer est écrit comme une
combinaison linéaire d’éléments de référence. La recherche d’une solution
parcimonieuse s’inscrit dans la théorie de l’acquisition comprimée, qui donne les
clés pour le choix d’une grille de capteurs. Toutefois, une estimation du champ
requiert une optimisation. Dans l’approche régressive, l’opérateur de passage entre
l’espace de mesures et l’espace d’état est complètement appris. Née de l’estimation
stochastique, l’estimation régressive a de belles perspectives grâce aux méthodes
d’apprentissage supervisé. Dans l’approche d’assimilation de données, des mesures
sont utilisées pour mettre à jour les prédictions d’un modèle dynamique. Les filtres
de Kalman permettent une mise à jour séquentielle des prédictions mais
l’algorithme repose sur un modèle dynamique (potentiellement à apprendre, selon
les méthodes de la section 1.2.4) et sur la connaissance des incertitudes. C’est la
méthode la plus adaptée pour faire de la prédiction continue.
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1.5 | Le travail de thèse
Conclusions de l’état de l’art

L’apprentissage automatique est un ensemble d’outils pour l’optimisation à
partir de données. Son utilisation en mécanique des fluides est une réalité et
de nombreux travaux académiques fournissent des réponses aux questions de
réduction de dimension, de contrôle, de fermeture et de modélisation. Toutefois, les
applications restent limitées à des cas d’écoles comme l’écoulement laminaire autour
d’un cylindre. Dans le cadre de la mobilité aérienne urbaine, on se demande si les
méthodes développées peuvent être utilisés pour estimer un écoulement urbain.
C’est un problème complexe car l’écoulement est tridimensionnel et fortement
turbulent. Sur des écoulements plus simples, trois stratégies d’estimation ont déjà
été testées : l’estimation directe, l’estimation par régression et l’estimation par
assimilation de données.

Objectifs du manuscrit

Dans tout le manuscrit, on distingue le problème de reconstruction du
problème de prédiction. Dans le premier cas, il s’agit d’estimer l’état courant du
système à partir de mesures courantes. Dans le second cas, il s’agit d’estimer le
futur de l’état à partir des états courant et passé. L’objectif du manuscrit est de
formuler une stratégie complète d’estimation d’un écoulement, basé sur les trois
briques de réduction, reconstruction et prédiction. De cette manière, les différents
outils parsemés dans la littérature seront unifiés et reformulés dans un contexte
purement orienté données.

Différentes combinaisons de méthodes seront testées sur quatre écoulements de
complexité croissante. La première configuration testée est l’écoulement laminaire
autour d’un cylindre. Il s’agit du cas de référence pour la validation des méthodes
implémentées. La seconde configuration est une couche de mélange spatiale laminaire
dont l’intérêt réside dans l’instabilité de Kelvin-Helmotz. La troisième configuration
est un écoulement pleinement turbulent autour d’un cylindre rectangulaire. La
dernière configuration est un écoulement urbain, qui sera estimé dans différents
plans.

Innovations

Plusieurs innovations sont proposées dans le manuscrit. Elles résultent de
questionnements qui n’ont pas trouvé de réponse dans la littérature. Les innovations
principales sont listées ci-dessous :

1. Pour la réduction, on s’intéresse aux auto-encodeurs variationnels. L’objectif
est de régulariser l’espace latent pour gagner en robustesse lors du décodage
d’états latents bruités ou mal estimés.

2. Pour la reconstruction, on étudie différentes formes de modèles de
l’apprentissage supervisé. Les hyper-paramètres sont systématiquement
validés et la robustesse au bruit de mesures est étudiée.
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3. Pour la prédiction, on compare différentes approximations de l’opérateur
de Koopman. On propose aussi un algorithme pour l’apprentissage des
observables.

Deux travaux supplémentaires sont présentés en annexes G et H. Ils seront
rapidement référés dans le manuscrit. Il s’agit :

1. D’un article publié dans Physica D qui traite de la prédiction continue
du système de Lorenz 63. On y apprend un modèle dynamique par réseau
de neurones récurent et on met à jour les prédictions par assimilation de
données régressive (par opposition à une approche générique comme le filtre
de Kalman).

2. D’un article de conférence pour la 3AF. On y explique comment des modèles
de reconstruction et de prédiction purement orientés données sont utilisés
dans le cadre de l’assimilation de données.

Avant de commencer

Cet état de l’art montre que la thèse est pluridisciplinaire avec un besoin de
connaissances en mathématiques appliquées et en mécanique des fluides. Pour cette
raison, la seconde partie du manuscrit est purement basée sur des développements
mathématiques. Le lien avec la mécanique des fluides n’est pas explicite car
les méthodes sont potentiellement applicables à n’importe quel système.
La troisième partie du manuscrit présente les quatre écoulements de travail et les
résultats. De nombreux tableaux de valeurs sont donnés en annexe C et D car ils
sont peu interprétables tels quel. L’exposé présente les tendances générales et suit
la logique de la partie méthodologique. Il faut aussi préciser que tout le travail
s’effectue à des paramètres fixés. Les méthodes génératives pour couvrir différents
paramètres (nombre de Reynolds, intensité turbulente, etc.) sortent du cadre de ce
manuscrit. La robustesse s’entend comme généralisation des méthodes aux données
de test, non observés durant l’apprentissage, mais issus du même calcul numérique.
L’ajout de contraintes physiques n’est également pas au programme.

Outils de programmation

Pour produire ce travail, environ 15000 lignes de code sous python 3 ont été
écrites. L’apprentissage de tous les modèles a nécessité environ 400 heures CPU.
Une utilisation extensive des bibliothèques suivantes a été faite :

— numpy. Pour l’algèbre linéaire et la gestion des données.
— sklearn. Pour la majeure partie des algorithmes d’apprentissage automatique.
— keras. Pour les réseaux de neurones.
— cvxpy. Pour les problèmes d’optimisation en reconstruction directe.
— matplotlib. Pour les tracés.
— sherpa. Pour l’optimisation massive d’hyper-paramètres.
— scipy. Pour l’interpolation d’une grille non ordonnée à une grille ordonnée.
— pickle. Pour la sérialisation des résultats.
— torch. Pour l’algorithme EDMD DL.
— subprocess. Pour séquencer les exécutions.
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— statsmodel. Pour des calculs statistiques.
Concernant les simulations numériques, elles ont été réalisés avec le code volumes

finis OpenFOAM.

Quelques sources

Les lecteurs qui ne sont pas des mathématiciens appliqués pourront trouver de
très bonnes explications sur les chaînes youtube suivantes :

— 3B1B. De très bonnes explications sur l’algèbre linéaire. Très utile pour
comprendre la décomposition spectrale et la dualité entre une application
linéaire et sa représentation matricielle. Également un cours sur les réseaux
de neurones.

— Stat Quest. Une excellente chaîne pour l’apprentissage automatique 49.
— Steve Brunton. De bonnes explications sur les sujets de recherche évoqués

dans cet état de l’art.
— Fluid mechanics 101. De bonnes explications pour comprendre la mécanique

des fluides numériques.

49. Triple BAM !
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2. Les auto-encodeurs pour réduire
la dimension du problème

Dans ce chapitre, on s’intéresse à des méthodes de réduction non intrusives
pour réduire la dimension d’une base de données. L’objectif est de réécrire l’état de
haute dimension à partir de structures pertinentes et de rang faible extraites des
données. La première section s’intéresse à formaliser ce problème d’auto-encodage.
La deuxième section présente l’analyse en composantes principales pour réduire
une base de données selon des directions orthogonales. La troisième section est
consacrée aux méthodes de réduction par auto-encodeurs neuronaux. On y introduit
le réseau de neurones et différentes formes d’auto-encodeurs, dont l’auto-encodeur
variationnel. Enfin, on fait la synthèse des méthodes qui seront utilisées dans la
troisième partie du manuscrit et on précise les métriques pour quantifier la qualité
d’un auto-encodage.
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2.1 | Le problème de réduction de dimension

Dans cette section, on introduit la problématique d’auto-encodage et on précise
les notations pour le reste du chapitre.

2.1.1 | La compressibilité des signaux

Avant de formaliser le problème de réduction, on essaye de comprendre pourquoi
les signaux sont compressibles. Pour cela, on considère une image de 20 × 20
pixels noirs et blancs. Au total, il y a 2400 images possibles, ce qui est plus
grand que le nombre de nucléons dans l’univers observable 1. Dans l’espace des
images d’un mégapixel et sans limite de couleurs, le nombre d’images possibles
est encore plus grand. La dimension est n = 106 car une image quelconque est
canoniquement reconstruite en superposant un million d’images constituées chacune
d’un seul pixel coloré différent. À la fin d’une superposition aléatoire, les chances
que l’image constituée soit naturelle sont minces : on observe vraisemblablement du
bruit 2. Autrement dit, beaucoup de directions sont redondantes et pour construire
une image naturelle, il aurait été plus judicieux de superposer quelques images
principales non définies par un seul pixel. Si l’on transpose à la physique, l’état
du système est décrit par un vecteur de Rn. Plutôt que d’écrire l’état sous la
forme ∑n

i=1 xiei avec ei la i-ième direction canonique de Rn, on approxime l’état
par ∑r

i=1 aiφi où les modes φi sont r � n vecteurs de Rn décrivant optimalement
l’espace. Définir cette optimalité et calculer les directions propres, c’est l’objectif
de la réduction.

2.1.2 | Formalisation de la réduction

Soit un état de haute dimension x ∈ Rn. On cherche à auto-encoder cet état
c’est-à-dire l’encoder puis le décoder. Soit une famille d’encodeurs E et une famille
de décodeurs D. L’auto-encodeur optimal est défini par la paire :

(e, d) = arg min
(e,d)∈E×D

ε [x, d ◦ e(x)]

où ε est une fonction coût qui mesure l’écart entre l’état réel et l’état auto-encodé.
Tout l’enjeu consiste à bien choisir les candidats (familles E et D) et la fonction
coût ε pour maximiser l’information lors de l’encodage et minimiser l’erreur lors
du décodage.

1. Grâce à des calculs de masse, on estime qu’il y a 1080 nucléons dans l’univers observable.
2. Cette idée était déjà introduite en 1944 avec la nouvelle La Bibliothèque de Babel de Borges.

L’auteur décrit une bibliothèque immense avec tous les livres de 410 pages possibles, chaque page
étant formée de 40 lignes d’environ 80 caractères. Une partie infime de la bibliothèque contient
tous les ouvrages déjà écrits et ceux à venir. Les autres sont complètement illisibles.
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2.1.3 | Notations
Dans le contexte de l’apprentissage automatique, le problème d’optimisation

est résolu à partir de données non étiquetées (procédure non supervisée). Suite à
des observations, on dispose d’une matrice de clichés u ∈ Rn×m avec n la
dimension de l’état et m le nombre d’échantillons. Les clichés sont rangés par
colonnes et on les suppose ordonnés dans le cas d’un système dynamique. La
matrice est également centrée c’est-à-dire que la moyenne de tous les clichés
donne le vecteur nul.

L’encodeur et le décodeur sont appris avec une première partie des données que
l’on qualifie d’apprentissage ou d’entraînement. L’autre partie forme l’ensemble de
test et sert à vérifier que l’auto-encodeur se généralise à de nouvelles données. Pour
un découpage 70/30, on définit les matrices utrain ∈ Rn×mtrain et utest ∈ Rn×mtest

avec mtrain = 0.7m et mtest = 0.3m. Un état quelconque est noté u[:,t] ∈ Rn où
l’indice [:, t] précise que l’on travaille avec toutes les composantes d’un seul cliché.

Dans la suite, on présente deux approches classiques : l’analyse en composantes
principales et les auto-encodeurs neuronaux. On profitera de la seconde approche
pour donner une présentation générale des réseaux connexionnistes.

2.2 | L’analyse en composantes principales
Dans cette section, on présente l’analyse en composantes principales (PCA).

L’objectif est de déterminer une base orthogonale dans laquelle les données sont
décorrélées. En se concentrant sur les directions de variance maximale, on sacrifie
une partie de l’énergie mais on dispose d’une vision de faible rang des données.
Ici, trois approches sont présentées : la décomposition spectrale de la matrice de
covariance, les quotients de Rayleigh et la décomposition en valeurs singulières
(SVD) de la matrice des clichés.

2.2.1 | Décomposition spectrale de la matrice de
covariance

Décorréler les données d’entraînement revient à diagonaliser la matrice de
covariance (Taira et al., 2017). Il s’agit d’une matrice n× n dont le coefficient (i, j)
indique la covariance 3 entre le signal i et le signal j. Elle est définie par :

Ctrain = utrain[utrain]T

La matrice de covariance est vraisemblablement pleine dans la base canonique
de Rn. La décomposition spectrale supprime les moments croisés d’ordre deux et
s’écrit :

3. Une covariance positive indique qu’une augmentation du premier signal est synonyme d’une
augmentation du deuxième signal en moyenne. Une covariance négative indique que les tendances
sont opposées.
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CtrainΦ = ΦΛ

avec Φ ∈ Rn×n la matrice des vecteurs propres et Λ ∈ Rn×n la matrice diagonale
des valeurs propres. La matrice de covariance étant définie positive, le théorème
spectral indique que les valeurs propres sont positives et que les vecteurs propres
sont orthogonaux 4. On décide de classer les valeurs propres par ordre décroissant
c’est-à-dire :

Λ11 ≥ Λ22 ≥ ... ≥ Λnn

Les vecteurs propres forment une base de Rn. Dans cette base dite principale, les
données sont décorrélées et la variance dans la direction Φ[:,i] est Λii. Un nouvel
état u[:,t] s’écrit u′[:,t] avec u[:,t] = Φu′[:,t]. La matrice Φ étant unitaire, son inverse est
son adjoint donc on a u′[:,t] = ΦTu[:,t].

On tronque la transformation aux r premières directions. On définit la matrice Φr ∈
Rn×r à partir des r premières directions principales. Les r premières composantes
de u′[:,t] forment l’état latent que l’on note a[:,t] ∈ Rr. Cela définit l’opération
d’encodage :

Encodage→ a[:,t] = e
(
u[:,t]

)
= [Φr]Tu[:,t]

En écrivant l’état latent dans l’espace de dimension n, on obtient une approximation
de rang r de l’état. Cela définit l’opération de décodage :

Décodage→ û[:,t] = d
(
a[:,t]

)
= Φra[:,t] = Φr[Φr]Tu[:,t]

avec û[:,t] l’approximation de rang r de l’état u[:,t]. En considérant r = n, la condition
d’orthogonalité permet d’écrire Φr[Φr]T = In×n et l’on retrouve û[:,t] = u[:,t]. Dans
le cas r ≤ n, seule la condition ΦT

r [Φr] = Ir×r est acquise. L’énergie cumulative
restituée par les r directions est calculée avec :

E(r) =
∑r
i=1 Λii∑n
i=1 Λii

ce qui permet de quantifier l’information perdue par l’approximation de rang r.
La figure 2.1 donne un exemple d’analyse en composantes principales dans le cas
n = 2.

4. Soit S une matrice rectangulaire. Alors SST est une matrice carrée symétrique, comme
la matrice de covariance. On note v un vecteur propre de SST associé à la valeur propre λ.
On a SST v = λv donc vTSST v = λvT v d’où ||ST v||22 = λ||v||22 donc λ ≥ 0. Si maintenant on
considère les couples (λi, vi) et (λj , vj), on peut écrire vTj SST vi = vTj λivi donc (λj − λi)vTj vi = 0.
Cela indique que des valeurs propres différentes impliquent des vecteurs propres orthogonaux.
Cette démonstration fait apparaître les termes du quotient de Rayleigh, que l’on retrouve dans la
formulation historique de la PCA.
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u[1,:]

u[2,:]

Données utrain

Première direction et a[1,:]
80% de la variabilité

Deuxième direction et a[2,:]
20% de la variabilité

Figure 2.1 – Illustration de l’analyse en composantes principales. Plutôt
que de travailler avec les directions canoniques, on travaille
avec la base orthonormée qui restitue hiérarchiquement la
variance. La première composante principale représente 80%
de la variabilité totale. La seconde composante principale
restitue la variabilité résiduelle.

2.2.2 | Lien avec les quotients de Rayleigh

Historiquement, la PCA a été introduite en lien avec des quotients de Rayleigh
(Hotelling, 1933). Ici, les directions sont construites hiérarchiquement selon un
critère énergétique. La première direction doit maximiser la variance des données
projetées sur cette direction. Mathématiquement, il faut résoudre le problème
d’optimisation :

Φ[:,1] = arg max
φ∈Rn

{
φTCtrainφ

φTφ

}

Les autres directions doivent maximiser la variance des données résiduelles. À
l’étape k du processus, on retire la covariance déjà résolue et on construit la
matrice :

Ctrain
k = X −

k−1∑
ir=1

Φ[:,ir]
[
Φ[:,ir]

]T
X

On cherche alors la direction qui maximise la variance des données résiduelles
projetées :

Φ[:,k] = arg max
φ∈Rn

{
φTCtrain

k φ

φTφ

}
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Pour la direction k, la valeur maximale du quotient est Λkk et on l’obtient avec le
vecteur propre unitaire associé.

2.2.3 | Décomposition en valeurs singulières
La matrice des clichés d’entraînement admet une décomposition unique (dite

en valeurs singulières) sous la forme :

SVD→ utrain = UΣV ∗

avec U ∈ Cn×n, Σ ∈ Cn×m et V ∈ Cm×m. Les matrices U et V sont des matrices
unitaires 5. Dans le cas classique où la dimension est plus grande que le nombre de
données, la décomposition se réécrit :

utrain =
[
Û Û⊥

] [ Σ̂
0(n−m)×m

]
V ∗

avec Û ∈ Cn×m, Û⊥ ∈ Cn×(n−m) et Σ̂ ∈ Cm×m. Les colonnes de Û⊥ décrivent un
espace orthogonal et supplémentaire aux colonnes de Û . La matrice Σ̂ est diagonale
et ses composantes sont appelées valeurs singulières. Selon Eckart et Young (1936),
l’approximation optimale de rang r (au sens des moindres carrés) de utrain est la
troncature au rang r de sa décomposition en valeurs singulières. Autrement dit :

ŨΣ̃Ṽ ∗ = arg min
L tel que
rg(L)=r

||utrain − L||2F

où ||.||2F est le carré de la norme de Frobenius 6 et permet le calcul de la somme
quadratique des résidus. Les matrices Ũ ∈ Cn×r, Σ̃ ∈ Cr×r et Ṽ ∈ Cr×m sont
respectivement les r premières colonnes de Û , les r premières valeurs singulières et
les r premières lignes de V .

La décomposition en valeurs singulières permet de retrouver la décomposition
spectrale de la matrice de covariance. Pour les corrélations temporelles, on peut
écrire :

utrain
[
utrain

]∗
= U

[
Σ̂2 0m×(n−m)

0(n−m)×m 0(n−m)×(n−m)

]
U∗

Cela permet d’identifier U aux directions principales Φ et Σ̂2 aux valeurs propres
Λ. Si le but final est de construire une approximation de rang r de la matrice
des clichés, faire la décomposition spectrale n’est pas idéal : le coût de calcul
pour diagonaliser la matrice n × n est important. La méthode des clichés (ou

5. UU∗ = U∗U = In×n. De telles matrices sont appréciées car elles agissent comme des
isométries linéaires et conservent les produits scalaires. Les matrices de rotation sont des matrices
unitaires.

6. Pour la matrice M , on a ||M ||F =
√∑

i,jM
2
[i,j]
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des snapshots en anglais) est plus adaptée : on calcule la matrice de covariance
spatiale [utrain]∗ utrain, on effectue la décomposition spectrale pour avoir les valeurs
propres Σ̂2 et les vecteurs propres V puis on récupère les r premières directions
principales via Ũ = utrainṼ Σ̂−1 (Sirovich, 1987). À noter qu’un critère numérique
pour déterminer r existe mais nous ne rentrons pas dans les détails (Gavish et
Donoho, 2014)

Interprétation

Les colonnes de U forment une base orthonormale pour l’espace des colonnes de
utrain. Les colonnes de V forment une base orthonormale pour l’espace des lignes
de utrain. Autrement dit, les colonnes de U représentent les directions spatiales
dominantes des clichés d’entraînement et les colonnes de V représentent les
directions temporelles dominantes. Supposons que utrain soit la représentation
matricielle d’une application linéaire de Rm dans Rn munis de leurs bases canoniques.
La décomposition en valeurs singulières permet d’écrire cette transformation comme
la composée d’une rotation (via V ∗) avec des étirements/compressions (via Σ) et
une nouvelle rotation (via U). Pour une interprétation en mécanique des fluides,
on renvoie à la note de bas de page 7.

2.2.4 | Synthèse
Dans l’analyse en composantes principales, le décodeur est une matrice

rectangulaire dont les colonnes (appelés modes) sont orthogonales. L’encodeur se
déduit en transposant cette matrice. Les modes peuvent être construits par
décomposition spectrale de la matrice de covariance, par maximisation de
quotients de Rayleigh ou par décomposition en valeurs singulières de la matrice

7. Supposons que la matrice des clichés corresponde à des champs de vitesse. D’un point de
vue application linéaire, l’espace de départ est Rm de sorte qu’une direction canonique est un
instant donné. L’espace d’arrivée est Rn de sorte qu’une direction canonique est un champ de
vitesse nul partout sauf en un point. La j-ième colonne de utrain indique comment combiner
les champs de vitesse canoniques (définis par un pixel) pour retrouver l’observation du champ
de vitesse à l’instant j. L’opération est linéaire : le cliché complet est une superposition de
calques plus ou moins colorés des champs canoniques, les couleurs étant les composantes lues
dans le vecteur colonne. Procéder ainsi pour refaire le film de l’écoulement n’est pas judicieux :
les images sont reconstruites dans l’ordre et chaque image requiert de superposer n calques peu
interprétables pour visualiser le cliché. La SVD rend la tâche moins fastidieuse. Les colonnes
de V indiquent les combinaisons de clichés à reconstruire pour ne pas reconstruire des clichés
redondants. Par exemple, il faut reconstruire simultanément la superposition des clichés 7, 12 et
14. Dans le nouveau système de temps, les variations spatiales d’un cliché ne sont pas corrélées
avec les variations spatiales des autres clichés. La matrice U indique les calques à utiliser pour les
reconstructions. Il ne s’agit plus de superposer pixels par pixels mais plutôt de superposer des
structures cohérentes qui permettront de visualiser rapidement le cliché. Plus on ajoute de calques,
plus la résolution est meilleure mais quelques calques suffisent pour restituer une grande partie
de l’énergie. Dans le nouveau système d’espace, les variations temporelles d’un calque ne sont pas
corrélées avec les variations temporelles d’un autre calque. Finalement, les clichés intéressants
utrainV sont reconstruits selon UΣ. Mais dans un monde où le temps est fléché, reconstruire les
clichés utrainV a peu de sens. On reconstruit plutôt les clichés dans le sens normal du temps, en
conservant toutefois l’idée des calques. Mathématiquement, on effectue utrain = UΣV ∗. Dans ce
cas, ΣV ∗ contient les couleurs à utiliser pour chaque calque afin de reconstruire les données utrain.
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des clichés. Dans tous les cas, les directions principales sont des directions de
variance maximale et la troncature au rang r est la meilleure approximation
possible au sens des moindres carrés. De par la simplicité de son implémentation 8,
c’est généralement la première méthode de réduction testée.

Remarque 1 : dans le cadre de la mécanique des fluides, la méthode sera plutôt
appelée POD pour Proper Orthogonal Decomposition.

Remarque 2 : il existe une formulation continue de l’analyse en composantes
principales, souvent appelée décomposition de Karhunen Loève. Cette approche
est surtout utile pour construire des modèles réduits intrusifs (Rowley et Dawson,
2017; Noack et al., 2003).

2.3 | Réduction par réseau de neurones

L’analyse en composantes principales est une méthode de réduction linéaire
et orthogonale. Elle n’est donc pas adaptée à certaines bases de données où les
tendances principales sont non linéaires 9 comme illustré sur la figure 2.2. Ici,
on s’intéresse aux auto-encodeurs neuronaux qui permettent une réduction aussi
flexible que souhaitée en jouant sur l’architecture des réseaux de neurones. Dans
la suite, on donne une présentation générale des réseaux connexionnistes et on
illustre le théorème d’universalité. Ensuite, on fait le lien entre l’auto-encodeur
linéaire et l’analyse en composantes principales puis on développe les auto-encodeurs
variationnels.

2.3.1 | Présentation générale des réseaux connexionnistes

Un réseau de neurones est un ensemble d’unités interconnectés. Chaque unité,
appelée neurone formel, réagit à un stimulus via une fonction d’activation comme
illustré sur la figure 2.3. Les neurones sont regroupés en couches et on distingue la
couche d’entrée (excitation initiale), les couches cachées (traitement) et la couche de
sortie (réponse). Selon l’organisation des couches et le type d’activation, le réseau de
neurones prend un nom différent et peut répondre à des tâches spécifiques (voir page
222 de Brunton et Kutz (2019) pour des détails pédagogiques). Dans ce manuscrit,
on travaillera uniquement avec des réseaux de neurones à propagation avant
où l’information est propagée de la couche d’entrée vers la couche de sortie sans
retour possible. Avec un nombre important de couches (une dizaine), le réseau
est qualifié de profond. Cette technologie est à la base de l’intelligence artificielle
(LeCun et al., 2015).

8. Une ligne de code en python : u, s, vh = numpy.linalg.svd(utrain)
9. On renvoit au tutoriel Shlens (2014) pour toutes les limitations de l’analyse en composantes

principales.
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u[2,:]

u[1,:]

PCA 3

u[2,:]

u[1,:]

PCA 7

u[2,:]

u[1,:]

PCA 7

u[2,:]

u[1,:]

PCA 7

Figure 2.2 – Exemples prototypes où l’analyse en composantes principales
est adaptée ou échoue.

Le théorème d’approximation universelle

Un réseau de neurones à propagation avant avec une seule couche cachée et un
nombre suffisant de neurones sigmoïdaux peut approximer n’importe quelle
fonction. C’est le théorème d’approximation universel dit de Cybenko (1989) et
généralisé à d’autres fonctions d’activations par Hornik et al. (1989). Ce résultat
est assez intuitif pour une fonction de R dans R. Sur la figure 2.4, on considère un
réseau à propagation avant avec un neurone dans la couche d’entrée, deux
neurones dans la couche cachée et un neurone dans la couche de sortie. Les
neurones cachés s’activent selon une sigmoïde tandis que le neurone de sortie
s’active linéairement. La sortie est une combinaison linéaire des deux sigmoïdes
dont les positions sont déterminées par les paramètres (poids et biais) du réseau.
En augmentant le nombre de neurones cachés (donc le nombre de paramètres), on
augmente le nombre de sigmoïdes et les non linéarités dans la sortie. Le théorème
généralise cette observation aux entrées et sorties multi-dimensionnelles.

Le théorème d’approximation universelle fait des réseaux à propagation avant
les candidats idéaux pour les problèmes d’apprentissage supervisé. Dans ce qui suit,
on utilise les notations classiques pour ce type de problèmes ; on reviendra aux
notations standards du manuscrit dans les sections suivantes. Ici, on dispose d’un
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Σ n

b

w1u[1,t]

w2u[2,t]

w3u[3,t]

Poids

n
( 3∑
i=1

wiu[i,t] + b
)

Neurone formel
activation n(.)

biais b

Sortie

Entrée

(a) Exemple de neurone formel. L’unité effectue pondère une
somme d’entrées (Σ) et s’active plus ou moins en fonction de
l’excitation.
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tanh(x) = ex − e−x

ex + e−x
σ(x) = 1

1 + e−x
relu(x) = max (0, x)

(b) Exemples classiques de fonction d’activation. De gauche à droite :
tangente hyperbolique, sigmoïde, fonction linéaire rectifiée

Figure 2.3 – Illustration du neurone formel et exemples d’activations.

ensemble dem données étiquetées {xk,yk}k∈[1..m] où xk et yk sont respectivement le
k-ième vecteur d’excitation et le k-ième vecteur de sortie. L’objectif est d’apprendre
les poids et biais d’un réseau pour estimer le champ f tel que y = f(x). Les
paramètres W sont optimisés en minimisant un coût L qui évalue l’écart entre les
sorties d’apprentissage et les estimations par le réseau. Traditionnellement, le coût
est l’erreur quadratique et se calcule selon :

L
(
W, {xk,yk}[1..m]

)
=

n∑
k=1
||yk − ŷk||22

où ||.||2 est la norme l2 (somme des composantes au carré) et ŷk est la sortie
calculée avec xk en entrée et les paramètres courants. Pour minimiser le coût,
une descente de gradient est utilisée. Celle-ci nécessite de calculer le gradient de
L par rapport aux poids et au biais. Pour des réseaux de neurones profonds où
l’expression analytique du coût est complexe, le calcul des gradients n’est pas trivial.
Heureusement, l’algorithme de rétro-propagation fut développé par Rumelhart et al.
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Figure 2.4 – Illustration d’un réseau de neurones simple. La branche
haute positionne une sigmoïde d’amplitude 2 en x = −5.
La branche basse positionne une sigmoïde d’amplitude 3 en
x = 1.5. La sortie est la somme de ces sigmoïdes. Avec
plus de neurones cachés, on peut reconstruire n’importe quel
fonction.

(1986).

Algorithme de rétro-propagation

Soit un réseau de neurones à propagation avant. Un échantillon d’entraînement
est noté (xk,yk). Au niveau de la couche l, le vecteur d’entrées [il]k est traité par
les neurones cachés selon l’activation nl identique pour chaque neurone. Le vecteur
traité est noté [ol]k. À la dernière couche L, le coût pour l’échantillon est L(xk,yk)
que l’on note Lk. La contribution du neurone j de la couche l à l’erreur Lk est
notée [δlj ]k. La matrice des poids entre la couche l − 1 et l est notée wl. Le vecteur
des biais des neurones de la couche l est noté bl. L’algorithme de rétro-propagation
permet de calculer le gradient de Lk par rapport aux paramètres wl et bl. En
utilisant extensivement la règle de dérivation en chaîne, on établit l’algorithme
suivant :

Algorithme de rétro-propagation

1. Activation linéaire pour la couche d’entrée :

[ol]k = xk
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2. Propagation avant :

∀l : 1→ L calcul de [ol]k = nl
(
[il]k

)
= nl

(
wl[ol−1]k + bl

)
3. Calcul des erreurs dans la dernière couche :

[δL]k = ∂Lk
∂ [iL] = ∇oLk � n′L

(
[iL]k

)
L’opérateur � est le produit d’Hadamard, ∇o est le gradient par
rapport à la sortie oL et n′L est la dérivée de l’activation de sortie.

4. Rétro-propagation de l’erreur :

∀l : L− 1→ 1 calcul de [δl]k =
([
wl+1

]T
[δl+1]k

)
� n′l

(
[il]k

)
5. Calcul des gradients :

∂Lk
∂wlji

= [oi]l−1
k [δlj]k et ∂Lk

∂blj
= [δlj]k

avec wlji le poids entre le neurone i de la couche l − 1 et le neurone j
de la couche l et [oi]l−1

k le traitement de [i]l−1
k par le neurone i de la

couche l − 1.

Une fois les gradients calculé, la mise à jour des paramètres W = {wl, bl}l∈[1..L]
s’écrit synthétiquement :

W ← W − η∂Lk
∂W

avec η la vitesse d’apprentissage 10. Dans ce cas précis où une descente est
effectuée pour chaque nouvel échantillon, la descente est dite stochastique. Pour
gagner en stabilité, la fonction coût est plutôt évaluée sur des groupes de données
appelés batch. Traditionnellement, on choisit des batchs dont la taille est une
puissance de deux car certaines expériences ont montré que ça pouvait accélérer le
calcul, à l’image de la transformée de Fourier rapide. Lorsque tous les batchs ont
été utilisés, on dit qu’un epoch d’apprentissage a été effectué (Ruder, 2016).

Remarque 1 → pour un coût quadratique Lk = 1
2 ||yk − [oL]k||22, l’étape 3 de

l’algorithme se réécrit [δL]k =
(
yk − [oL]k

)
� n′L

(
[iL]k

)
.

Remarque 2 → les paramètres wl sont souvent initialisés par un schéma de

10. Si η est élevé, la descente est brutale et il y a risque de divergence. Si η est petit, la descente
est lente mais plus stable.
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Glorot i.e. ils sont échantillonnés d’une gaussienne de moyenne nulle et de variance
fonction du nombre de liaisons entre la couche l et la couche l + 1 (Glorot et
Bengio, 2010).

Remarque 3 → pour des réseaux plus complexes que les réseaux à propagation
avant, la rétro-propagation est reformulée. Pour les réseaux récurrents, on parle de
rétro-propagation dans le temps (Salehinejad et al., 2017).

Remarque 4 → pour des réseaux profonds, le gradient peut exploser ou
disparaître avec les fonctions d’activations classiques. C’est ce qui explique le
développement de la fonction linéaire rectifiée ou des cellules mémoire pour les
réseaux récurrents (Hochreiter, 1998).

Remarque 5 → d’un point de vue machine, l’architecture du réseau ne doit pas
être définie avec des objets statiques comme des tableaux dont la dimension est
fixée. En travaillant avec des objets dynamiques (taille fantôme), on s’autorise à
ne pas charger toutes les données en mémoire. Dans la communauté d’intelligence
artificielle, ces objets sont appelés tenseurs, d’où le nom des bibliothèques classiques
TensorFlow et pyTorch.

Quelques précisions

Dans le manuscrit, on applique les réseaux de neurones pour auto-encoder l’état
u[:,t] de haute dimension. Pour les descentes de gradient, on utilisera l’agorithme
ADAptive Momentum (Kingma et Ba, 2014) qui met à jour η en fonction des
changements de direction du gradient 11. Concernant l’arrêt de l’apprentissage,
on introduit l’ensemble de validation. Il correspond aux vingt derniers pourcents
de l’ensemble d’entraînement et sert à estimer l’erreur de test. Lorsque le coût
de validation raugmente ou évolue peu pendant plusieurs epochs, l’apprentissage
est stoppé. On aura l’occasion de reparler de cet ensemble lors de la validation
croisée des méthodes de reconstruction. Pour ce chapitre, les hyper-paramètres
des réseaux ne seront pas validés et l’ensemble de validation ne sert qu’à contrôler
l’apprentissage.

2.3.2 | L’auto encodeur linéaire

L’auto-encodeur linéaire est un réseau de neurones avec une seule couche cachée
(r neurones) et dont toutes les fonctions d’activations sont linéaires. On appelle ce
réseau LAE pour Linear Auto Encoder.

11. Tant que le gradient est dans la même direction que ceux précédents, on accélère la vitesse
d’apprentissage. Cela fonctionne comme un rocher dans la pente d’une montagne : sa vitesse
augmente s’il roule dans la même direction mais s’annule lorsqu’il rebrousse chemin. C’est la
notion de quantité de mouvement ou momentum.
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Fonction coût

Les poids d’encodage et de décodage sont respectivement notés We ∈ Rn×r

et Wd ∈ Rr×n. Les neurones cachés sont biaisés avec le vecteur bh ∈ Rr tandis
que les neurones de sortie sont biaisés avec le vecteur bo ∈ Rn. L’ensemble de ces
paramètres permet de définir les opérations :

Encodage→ a[:,t] = e
(
u[:,t]

)
= Weu[:,t] + bh

Décodage→ û[:,t] = d
(
a[:,t]

)
= Wda[:,t] + bo

Les poids et les biais sont obtenus par calcul itératif, en minimisant l’erreur
quadratique entre les états réels utrain et leur auto-encodage ûtrain. Le coût pour un
échantillon est définie par :

ε = ||u[:,t] − û[:,t]||22 =
n∑

in=1

(
u[in,t] − û[in,t]

)2

Avec ce choix de fonction coût, un lien fort existe avec l’analyse en composantes
principales. On résume les résultats ci-dessous.

Lien avec l’analyse en composantes principales

Supposons que les biais soient nuls. Dans ce cas, l’objectif est de trouver les
poids We et Wd pour que le coût total soit minimal. En introduisant la norme de
Frobenius, on peut compacter la notation :

L(We,Wd) = ||utrain −WdWeu
train||2F

On suppose la matrice Wd connue. On peut alors montrer que les poids d’encodage
satisfont :

We = [Wd]† =
[
W T
d Wd

]−1
W T
d

où l’opération † est l’inverse généralisé de Moore Penrose. Elle traduit que pour un
nouvel état u[:,t], l’auto-encodage optimal est obtenu par projection orthogonale
sur le sous espace des colonnes de Wd :

û[:,t] = Wd

[
W T
d Wd

]−1
W T
d u[:,t]

Dans le cas où les colonnes du décodeur sont orthogonales
(
W T
d Wd = In×n

)
, on

retombe sur la formulation de l’analyse en composantes principales. Ces résultats
restent valides en ajoutant les biais des neurones dans le problème d’optimisation
(Plaut, 2018).
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2.3.3 | L’auto-encodeur variationnel

Pour estimer l’état de haute dimension, une stratégie possible est 1) estimer
l’état latent de dimension réduite et 2) utiliser le décodeur. On parle d’approche
générative car on essaye de générer l’estimation û[:,t] à partir d’un point de l’espace
latent. Le décodeur étant appris à partir de données, deux configurations sont
possibles.

1. L’estimation de l’état latent est exactement identique à un état rencontré
lors de l’apprentissage de l’auto-encodeur. Dans ce cas, il suffit de répéter
l’exemple pour avoir une estimation pertinente de l’état de haute dimension.

2. L’estimation de l’état latent est différente de tous les états rencontrés lors
de l’apprentissage de l’auto-encodeur. Dans ce cas, l’estimation de l’état de
haute dimension sera vraisemblablement étrange si le décodeur n’est pas
robuste.

Pour améliorer la robustesse du décodeur, il faut régulariser l’apprentissage de
l’auto-encodeur et structurer l’espace latent. Mathématiquement, on doit s’assurer
que l’espace appris soit continu et complet. La première propriété traduit que deux
états proches dans l’espace latent doivent être décodés de manière similaire. La
seconde propriété traduit qu’un échantillon de l’espace latent doit être décodé en
une donnée qui fait sens pour le système considéré. Une stratégie possible que nous
allons étudier est l’auto-encodeur variationnel où l’encodeur et le décodeur sont
des objets probabilistes. Les détails mathématiques sont donnés dans l’annexe A.

Intuition de l’auto-encodeur variationnel

Pour structurer l’espace latent, les états d’apprentissage sont encodées en
distributions plutôt qu’en points. Les distributions sont encouragées à se superposer
afin de créer un gradient de l’information dans l’espace latent. De cette manière, on
pourra générer des données pertinentes en décodant des points différents de ceux
rencontrés lors de l’apprentissage. Cette intuition est schématisée sur la figure 2.5.
Pour faciliter le calcul de la contrainte de régularité 12, on impose que la distribution
d’un point encodé soit normale. L’architecture d’un réseau de neurones variationnel
se définit donc par :

1. Un encodeur constitué de deux sous réseaux. Le premier traite l’état de haute
dimension u[:,t] ∈ Rn et détermine la moyenne de l’état latent aµ[:,t] ∈ Rr.
Le second traite l’état de haute dimension et détermine l’écart type de
l’état latent aσ[:,t] ∈ Rr. Le vecteur aσ[:,t] est de dimension r car on impose
l’indépendance des composantes de l’état latent ; cela réduit le nombre de
paramètres et revient à dire que l’état latent suit une gaussienne multivariée
de covariance diagonale.

2. Un décodeur qui est un réseau de neurones. En entrée, il reçoit un échantillon
de la distribution normale N

(
aµ,[:,t], a

2
σ,[:,t]

)
. L’état décodé est û[:,t].

12. Elle est précisée plus loin et aussi détaillée dans l’annexe A.
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•
• ?

Données d’entraînement bien décodées
Mais comment décoder le

nouveau point ?

(a) Espace latent non structuré.

•

•

•
• ?

Données encodées en distributions
Continuité localement améliorée

Espace incomplet

(b) Espace latent non complet.

•
•
••

Distributions qui se superposent
On génère une forme géométrique

pertinente (triangle arrondi)

(c) Espace latent structuré.

Figure 2.5 – Pour structurer l’espace latent, les données d’entraînement
(trois formes géométriques) sont encodées en distributions
plutôt qu’en points. Les distributions sont encouragées à se
superposer pour créer un gradient de l’information. Cela
permet de générer de nouvelles données pertinentes (triangle
arrondi).

Fonction coût

L’enjeu consiste à définir un coût ε qui fasse le compromis entre la qualité de
l’auto-encodage et la régularité de l’espace latent. Afin d’assurer la complétion et
la continuité de l’espace, les distributions sont encouragées à se superposer, comme
illustré sur la figure 2.5. Pour ce faire, chaque état encodé est contraint à suivre
une loi normale centrée réduite. En rajoutant la contrainte d’auto-encodage, la
fonction coût pour un échantillon s’écrit :

ε = ||u[:,t] − û[:,t]||22 +DKL
(
N
[
aµ[:,t], a

2
σ[:,t]

]
|| N [0r, Ir×r]

)
où DKL est la divergence de Kullback-Leibler et mesure les similarités entre les
deux lois normales. Ce terme est développée dans Odaibo (2019) et donne :
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ε = ||u[:,t] − û[:,t]||22 −
1
2

r∑
ir=1

[
1 + log

(
a2
σ[ir,t]

)
− a2

σ[ir,t] − a
2
µ[ir,t]

]

Les réseaux LVAE et VAE

On considère deux auto-encodeurs variationnels. Le premier est appelée LVAE
pour Linear Variational Auto Encoder : toutes les activations sont linéaires sauf
pour le calcul de l’écart type qui utilise une sigmoïde. Le second est juste appelé
VAE pour Variational Auto Encoder. Il s’agit du LVAE mais certaines activations
linéaires sont remplacées par des tangente hyperbolique. La figure 2.6 résume les
architectures retenues, pensées comme de simples extensions de l’analyse en
composantes principales.

W1

W2

W3

W4

u[:,t] ∈ Rn
h[:,t] ∈ Rr
↗ ou tanh

aµ[:,t] ∈ Rr
↗

û[:,t] ∈ Rn
↗ ou tanh

aσ[:,t] ∈ Rr
sigmoïde a[:,t] ∼ N

(
aµ[:,t], a

2
σ[:,t]

)
∈ Rr

Figure 2.6 – Réseaux de neurones variationnels étudiés. L’état complet
est encodé en une distribution normale. Avant de calculer
ses paramètres, une transformation linéaire (LVAE) ou non
linéaire (VAE) est effectuée. L’état latent est échantillonné
de la distribution puis décodé linéairement (LVAE) ou non
linéairement (VAE). Pour ne pas alourdir la figure, les biais
ne sont pas indiqués. ↗ signifie linéaire.

Précisons les équations pour le VAE. La première étape est de transformer l’état
de haute dimension u[:,t] en un état caché h[:,t] avec :

h[:,t] = tanh
(
W1u[:,t] + bh

)
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La deuxième étape consiste à calculer les paramètres de la distribution :

Moyenne→ aµ[:,t] = W2h[:,t] + b2

Écart type→ aσ[:,t] = W3h[:,t] + b3

Pour la troisième étape, on échantillonne une loi normale centrée réduite et on
forme l’état latent :

a[:,t] = z � aσ[:,t] + aµ[:,t] avec z ∼ N (0r, Ir×r)
Pour la dernière étape, on décode l’état latent avec une tangente hyperbolique :

Décodage→ û[:,t] = tanh
(
W4a[:,t] + b4

)
On remarquera que l’état latent est calculé à partir d’une loi N (0, Ir×r) plutôt
qu’une loi N

(
aµ[:,t], a

2
σ[:,t]

)
. Dans la littérature, on parle d’astuce de

reparamétrisation pour faciliter la rétro-propagation lors de l’apprentissage
(Kingma et al., 2015).

Remarque : a[:,t] ∼ N
(
aµ[:,t], a

2
σ[:,t]

)
n’est effectuée que pendant l’apprentissage.

Lorsque le modèle est déployé on utilise indépendamment l’encodeur ou le décodeur.
Dans le premier cas, l’état latent moyen est la donnée la plus intéressante. Dans
le second cas, l’état latent est une donnée utilisateur mise en entrée d’un réseau
déterministe.

Structures dominantes

Les poids entre la couche latente et la couche de sortie sont les directions de
décodage. Ces modes sont non ordonnés (contrairement à l’analyse en composantes
principales) et peu interprétables pour la réduction non linéaire.

Dans le cas de l’auto-encodeur variationnel, on effectue une décomposition en
valeurs singulières sur les poids W4 pour visualiser des modes. On parle de modes
dominants rangés dans les colonnes de ΨW4 ∈ Rn×r tel que :

W4 = ΨW4ΣW4V
∗
W4

Où les matrices ΣW4 et VW4 sont telles que définies dans la section 2.2.3.

2.3.4 | Synthèse
Les réseaux de neurones permettent de construire des auto-encodeurs aussi

flexibles que l’on souhaite. Pour ce travail, les réseaux considérés sont relativement
simples et construits sur la base de l’analyse en composantes principales. Le LAE
est une extension non orthogonale de la PCA. Le LVAE permet de régulariser
l’espace latent. Le VAE permet de régulariser l’espace latent et d’auto-encoder non



Les auto-encodeurs pour réduire la dimension du problème 81

linéairement. Dans l’idéal, il faudrait optimiser les hyper-paramètres du réseau au
risque d’augmenter drastiquement le nombre de paramètres. On a fait le choix de
rester humble pour comprendre la structure des équations.

2.4 | Qualité de l’auto-encodage
Les différentes méthodes d’auto-encodage étant implémentées, on souhaite

comparer leur qualité. Dans ce manuscrit, différents outils sont utilisés.

2.4.1 | L’erreur normalisée moyenne
L’erreur moyenne normalisée permet de quantifier la qualité de l’auto-encodage

sur les données d’entraînement et les données de test. Elle est définie par une
version locale et une version globale.

Erreur locale

Si on désigne par ub ∈ Rn×mb un batch de données, l’erreur normalisée moyenne
est le vecteur NMSE ∈ Rn tel que :

∀in ∈ [1..n], NMSEin =

mb∑
t=1

(
ub[in,t] − û

b
[in,t]

)2

mb∑
t=1

(
ub[in,t] − u

b
[in,:]

)2 ∈ [0, 1]

où ub ∈ Rn est la moyenne d’ensemble des données, calculée sur tous les clichés du
batch. La formule fait apparaître l’erreur quadratique moyenne au numérateur et
la variance totale au dénominateur. Si NMSEin → 0, l’erreur moyenne est faible
par rapport à la variabilité des données et peu d’informations sont perdues lors
de l’auto-encodage du signal in. Si NMSEin → 1, beaucoup d’informations sont
perdues lors de l’auto-encodage. C’est le cas lorsque le signal in varie peu mais que
son encodage puis décodage restitue (relativement) de grandes variations.

Erreur globale

En effectuant une moyenne sur toutes les composantes de l’état, on obtient une
erreur moyenne :

NMSE = 1
n

n∑
in=1

NMSEin

Une bonne méthode d’auto-encodage assure des erreurs similaires pour les données
d’entraînement et les données de test. Dans le cas contraire, il y a deux possibilités.
Soit l’auto-encodeur est sur-appris. Dans ce cas, les modes représentent plus les
données d’entraînement qu’ils ne représentent les données de test et
NMSEtest � NMSEtrain. Pour les réductions neuronales, on peut diminuer l’écart
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en modifiant les hyper-paramètres du réseau et en neutralisant certains neurones
durant l’apprentissage. Soit il y a fuite des données. Les données de test sont une
redite de bons échantillons des données d’entraînement. Cette mauvaise
préparation des données se réflète dans NMSEtest � NMSEtrain.

Cas particulier de la mécanique des fluides

En mécanique des fluides, la dimension du système n est le nombre de points
de maillage multiplié par le nombre de composantes de vitesse. Les cartes d’erreur
locale sont tracées par composantes.

2.4.2 | Les réductions linéaires

Pour vérifier que les sous espaces des réductions linéaires PCA et LAE coïncident,
on compare les covariances des états latents dans les bases principales. Pour l’analyse
en composantes principales, on a :

PCA→ atrain = [Φr]T utrain =⇒ atrain
[
atrain

]T
= ΦT

r

[
utrain

{
utrain

}T ]
Φr

Cette matrice est diagonale par construction. Concernant la réduction linéaire non
orthogonale et sans considérer les biais, la covariance de l’état latent est telle que :

LAE→ atrain = Weu
train =⇒ atrain

[
atrain

]T
= We

[
utrain

{
utrain

}T ]
W T
e

Ici, la matrice est vraisemblablement pleine. La base principale du décodeur Wd est
déterminée par décomposition en valeurs singulières, selon Wd = ΨdΣdV

T
d . Or les

poids du décodeur sont reliés aux poids d’encodage par l’inverse de Moore Penrose
donc 13 We = W †

d = VdΣ−1
d ΨT

d . Cela permet de récrire la matrice de covariance :

LAE→ atrain
[
atrain

]T
= VdΣ−1

d

{
ΨT
d

[
utrain

{
utrain

}T ]
Ψd

}
Σ−1
d V T

d

La matrice entre accolades est la covariance de l’état latent écrite dans la base
principale du décodeur. C’est une matrice approximativement 14 diagonale dont
les composantes doivent tendre vers celles de la matrice PCA. Dans la troisième
partie de ce manuscrit, le même travail sera effectué sur les composantes LVAE
pour vérifier que le sous espace appris est aussi le même que pour la PCA.

13. We =
[
WT
d Wd

]−1
WT
d =

[
VdΣdΨT

d ΨdΣdV Td
]−1

VdΣdΨT
d . Or les matrices Ψd et Vd sont

unitaires et l’inverse d’un produit de matrices carrés est le produit (dans le sens contraire) des
inverses. Donc We = Vd

[
Σ2
d

]−1 ΣdΨT
d = VdΣdΨT

d

14. Les poids du réseau de neurones peuvent ne pas être totalement convergés.
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2.4.3 | Visualisation de l’espace latent
La promesse de l’auto-encodeur variationnel est de rendre complet l’espace

latent. Pour cela, les distributions calculées par l’encodeur sont encouragées à se
superposer. C’est ce que l’on souhaite vérifier.

Pour avoir une visualisation 2D de l’espace, on commence par une décomposition
en valeurs singulières des états latents d’entraînement. On écrit :

atrain = ΨaΣaV
T
a

Puis on tronque Ψa aux deux premières colonnes pour avoir Ψ2D,a ∈ Rr×2. Les
deux premières composantes principales de l’état a[:,t] sont :

a2D[:,t] = [Ψ2D,a]T a[:,t]

Pour les réductions variationnelles, la projection de l’écart type est obtenue de la
même façon, selon :

a2D,σ[:,t] = [Ψ2D,a]T aσ[:,t]

L’ellipse de confiance à 95% autour de l’état moyen est ensuite tracé selon :(
x− a2D[1,t]

a2D,σ[1,t]

)2

+
(
y − a2D[2,t]

a2D,σ[2,t]

)2

= 5.991

Le nombre 5.991 permet d’avoir une ellipse de confiance à 95%, comme détaillé
dans la note de bas de page 15. Bien évidemment, la visualisation 2D d’un espace de
dimension r fait perdre de l’information. La décomposition en valeurs singulières
nous assure toutefois que la visualisation est optimale en termes d’énergie. D’autres
méthodes de visualisation, dites de manifold learning pourraient être utilisées
(Tauro et al., 2014).

2.4.4 | La comparaison des spectres
De l’énergie est perdue lors de l’auto-encodage des données. Pour quantifier

cette perte, on compare les valeurs singulières de la matrice des clichés ub ∈ Rn×mb

aux valeurs singulières de la matrice des clichés auto-encodés ûb = d ◦ e (ub). Pour
les réductions linéaires, on s’attend à ce que seules les r premiers niveaux d’énergie

15. Soit une ellipse 2D d’échelle s centrée en (0, 0) dont les axes sont de longueurs σx et

σy. L’équation cartésienne est
(
x

σx

)2
+
(
y

σy

)2
= s. Ici, les données x et y sont issues de

distributions normales indépendantes, hypothèse faite pour faciliter l’apprentissage des auto-
encodeurs variationnels. On se pose la question : comment choisir s pour que l’ellipse représente
un intervalle de confiance à 1−α ? Le membre de gauche suit une loi χ2 à deux degrés de libertés
car on calcule la somme des carrés d’échantillons issues de gaussiennes indépendantes. Connaissant
la densité de probabilité de cette loi, on peut calculer la vraisemblance de tirer aléatoirement s.
On cherche le quantile su tel que P (s < su) = 1− α. De cette manière, on dispose de la plage
[0, su] pour laquelle la somme des carrés a 1− α de chance d’être tirée aléatoirement. Pour une
confiance de 95%, on trouve su = 5.991, d’où la valeur.
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soient restitués, l’approximation de rang faible étant construite sur les structures
les plus énergétiques. Pour les réductions variationnelles, l’ajout de la pénalité
empêche de présager du résultat.

2.5 | Conclusion du chapitre
Les auto-encodeurs permettent d’encoder puis de décoder un état de haute

dimension. L’état caché, aussi appelé latent, est une représentation basse
dimension de l’état complet. Pour déterminer cette représentation, différentes
méthodes sont étudiées. La première est l’analyse en composantes principales.
Elle consiste à diagonaliser la matrice de covariance des données pour trouver des
directions non corrélées (orthogonales) rangées par importance énergétique. En se
concentrant sur les r premières directions, on dispose de la meilleure représentation
de rang r (au sens moindres carrés) des données. La seconde méthode est
l’auto-encodeur neuronal. En utilisant des réseaux de neurones, la méthode de
réduction peut être aussi flexible que souhaitée. L’auto-encodeur linéaire a un lien
fort avec l’analyse en composantes principales à ceci près qu’aucune contrainte
d’orthogonalité n’est imposée. En encodant les données en distributions plutôt
qu’en points, on parle d’auto-encodeur variationnel. Ces auto-encodeurs, dans
leurs versions linéaires ou non linéaires, font la promesse de régulariser l’espace
latent pour assurer un décodage robuste de nouveaux états latents.

Les architectures des auto-encodeurs neurones ne sont pas optimisées afin de
faciliter l’écriture de leur équations et garder un lien avec l’analyse en composantes
principales. Les quatre méthodes de réduction retenues pour ce travail sont
résumées dans le tableau 2.1.

Finalement, on dispose de structures latentes selon lesquelles le système de
haute dimension évolue. On souhaite approximer l’état de ces structures à un
instant donné à partir d’informations partielles au même instant. Cela permettra
d’estimer l’état de haute dimension à partir d’une estimation de l’état de basse
dimension. C’est l’objectif de la reconstruction qui est abordée au chapitre 3.
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POD LAE LVAE VAE

Objectif Φr ∈ Rn×r We ∈ Rn×r et bh ∈ Rr

Wd ∈ Rr×n et bo ∈ Rn

W1 ∈ Rn×r et b1 ∈ Rr

W2 ∈ Rr×r et b2 ∈ Rr

W3 ∈ Rr×r et b3 ∈ Rr

W4 ∈ Rr×n et b4 ∈ Rn

Idem LVAE

Encodage a[:,t] = ΦT
r u[:,t] a[:,t] = Weu[:,t] + bh


h[:,t] = W1u[:,t] + b1

aµ[:,t] = W2h[:,t] + b2

aσ [:,t] = σ
[
W3h[:,t] + b3

]

h[:,t] = tanh

[
W1u[:,t] + b1

]
aµ[:,t] = W2h[:,t] + b2

aσ [:,t] = σ
[
W3h[:,t] + b3

]

Décodage û[:,t] = Φra[:,t] û[:,t] = Wda[:,t] + bo

a[:,t] ∼ N
(
aµ[:,t], aσ [:,t]

)
û[:,t] = W4a[:,t] + b4

a[:,t] ∼ N
(
aµ[:,t], aσ [:,t]

)
û[:,t] = tanh

[
W4a[:,t] + b4

]

À noter Modes orthogonaux
ΦT
r Φr = Ir×r

Modes non orthogonaux
We = W †

d

- Réduction non linéaire

Modes Φr Wd W4 Extraits par SVD sur W4

Méthode SVD Minimisation de l’erreur
ε = ||utrain − ûtrain||22

Minimisation de l’erreur et régularisation
ε = ||utrain − ûtrain||2 +DKL

[
N (aµtrain

[:,t] , aσ
train
[:,t] ) || N (0, Ir×r)

]

Tableau 2.1 – Résumé des méthodes de réduction étudiées.
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3. Reconstruction de l’état latent
à partir de mesures limitées

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’estimation de l’état latent du système à
partir d’une mesure de l’état de haute dimension. Tout d’abord, on formalise le
problème de reconstruction tel que présenté dans l’état de l’art. Puis, on présente
l’algorithme non supervisé retenu pour la placement systématique des capteurs.
Ensuite, on développe la méthode d’estimation directe, purement basée sur l’algèbre
linéaire. Enfin, on présente la méthode d’estimation régressive qui couvre un large
pan de l’apprentissage supervisé. L’objectif est surtout d’introduire les outils qui
seront extensivement utilisés dans la dernière partie du manuscrit.
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3.1 | Le problème de reconstruction
En reprenant les notations du chapitre précédent, l’état de haute dimension est

noté u[:,t] ∈ Rn. En appliquant l’opérateur de mesure H, on dispose de sa mesure
y[:,t] = H

[
u[:,t]

]
∈ Rp avec p le nombre de capteurs. Le problème de reconstruction

consiste à trouver l’opérateur G tel que u[:,t] = G
[
y[:,t]

]
. Dans le cas où H est bien

conditionné, trouver cette relation ne poserait pas de problèmes. Dans le cas où
les mesures sont limitées 1, c’est une autre affaire : l’opérateur H est difficilement
inversible et il faut réfléchir à d’autres stratégies. Dans l’état de l’art, on a présenté
trois approches possibles. Celles-ci sont résumées dans le tableau 3.1.

Méthode Idée Description Formulation

Reconstruction
directe Évaluer G

[
y[:,t]

] Résolution d’un
problème d’optimisation P û

(R)
[:,t] = minuP

[
y[:,t]

]
Reconstruction

régressive Estimer G Apprendre l’opérateur G
Estimation Ĝ û

(R)
[:,t] = Ĝ

[
y[:,t]

]

Assimilation de
données

Mise à jour des
prédictions
avec y[:,t]

Propagation
(modèle dynamique fd)

et Analyse
(gain de Kalman Gt+1)

û
(P )
[:,t] = fd

[
û

(A)
[:,t−1]

]
û

(A)
[:,t] = û

(P )
[:,t] +Gt

{
y[:,t] −H

[
û

(P )
[:,t]

]}

Tableau 3.1 – Rappel des différentes stratégies de reconstruction. Pour
la méthode directe, une estimation requiert de résoudre
un problème d’optimisation. Pour la méthode régressive,
G est estimé par Ĝ en utilisant l’apprentissage supervisé.
Pour l’assimilation de données, on a besoin d’un modèle
dynamique fd pour propager l’état (exposant P) et ensuite
le corriger (exposant A). L’exposant R est réservé aux
deux premières méthodes de reconstruction.

L’état latent entre en jeu

Avec l’étape de réduction, le problème de reconstruction peut-être reformulé.
On dispose du décodeur d et de l’encodeur e tels que :

u[:,t] ≈ û[:,t] = d ◦ e
(
u[:,t]

)
= d

(
a[:,t]

)
avec a[:,t] ∈ Rr�n l’état latent du système. Plutôt que d’estimer l’état de haute
dimension, on estime cet état réduit. En notant fr l’application de reconstruction
telle que a[:,t] = fr

[
y[:,t]

]
, on peut écrire :

1. Dans le sens très ponctuelles. C’est généralement le cas pour des applications pratiques
avec des raisons évidentes de coût ou de technologie. En mécanique des fluides, on imagine aussi
que les mesures sont potentiellement intrusives, ce que l’on cherche à limiter.
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u[:,t] = G
[
y[:,t]

]
= d ◦ fr

[
y[:,t]

]
En supposant le décodeur d connu, l’estimation de u[:,t] à partir de sa mesure y[:,t]
repose sur l’application fr : Rp → Rr plutôt que l’application G : Rp → Rn. La
figure 3.1 schématise cette stratégie.

Mesures
y[:,t] ∈ Rp

État réduit
a[:,t] ∈ Rr

État complet
u[:,t] ∈ Rn

d

e

fr

H

Si méthode directe
â

(R)
[:,t] = minaP

[
y[:,t]

]

Si méthode régressive
apprendre complétement fr

puis â(R)
[:,t] = f̂r

[
y[:,t]

]

Figure 3.1 – Schéma du problème de reconstruction : l’état latent est
estimé par des mesures courantes via la fonction fr avant
d’être décodé.

Avant de commencer

Dans la suite, on se concentre sur les méthodes de reconstruction directe et
régressive. L’assimilation de données séquentielle (filtre de Kalman) nécessitant
un modèle dynamique, cette méthode sera discutée dans le chapitre suivant. Pour
indiquer une estimation par reconstruction, on utilisera la notation (R) de sorte
qu’un état latent reconstruit est â(R)

[:,t] . Les mesures utilisées pour l’estimation sont
des composantes connues de l’état complet. Ainsi, l’opérateur de mesure est une
matrice C ∈ Rp×n telle que :

y[:,t] = Cu[:,t]

Si le capteur i mesure la composante j de l’état, la ligne C[i,:] est remplie de zéros
sauf en colonne j où C[i,j] = 1. On définit alors ytrain = Cutrain et ytest = Cutest

les mesures d’apprentissage et de test. Dans le cadre de la mécanique des fluides,
cela revient à dire qu’on reconstruit l’état latent du champ de vitesse fluctuante
en ayant connaissance de quelques signaux de vitesse fluctuante 2. Pour avoir une
estimation du champ instantané, on rajoute le champ moyen calculé sur les données
d’entraînement.

2. Par exemple, des fils chauds permettent de mesurer des signaux de vitesse instationnaire.
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Dans la suite du chapitre, on propose une méthode systématique pour placer
les capteurs et on donne les détails mathématiques des reconstructions directes et
régressives.

3.2 | Choix non supervisé d’une grille de capteurs

Attention

Cette section est spécifique aux systèmes définis en temps et en espace. À
un instant donné, l’état u[:,t] est une écriture discrète de l’état aux n points
du maillage spatial.

La méthode est adaptée à un cas mécanique des fluides car u[:,t] ∈ Rn est
le champ de vitesse fluctuante à un instant donné avec n représentant le
nombre de cellules (nc) multipliée par le nombre de composantes de vitesse
(nv) à estimer.

Pour construire la matrice de mesures C, on utilise un algorithme de clustering
amélioré adapté de Jayaraman et al. (2019). C’est une stratégie en trois temps :

1. Les n = nc × nv points de maillage sont regroupés en Kc groupes par un
algorithme de partitionnement. L’objectif est de déterminer des grappes bien
différenciées et les plus homogènes possibles.

2. On calcule la variance des données d’entraînement recouvrée par chaque
partition. Les partitions sont ensuite classés par ordre décroissant d’énergie.

3. Les centres des p partitions les plus énergétiques sont définis comme capteurs.
Si un centroïde ne coïncide pas avec un point de maillage, le capteur est
placé au point de maillage le plus proche.

Fonction coût

Les centres des nc cellules sont répétés nv fois. Ainsi, l’état du système au
point de maillage x[in,:] ∈ Rnv est u[in,t]. Partitionner l’ensemble {x[in,:]}in∈[1..n] en
Kc grappes revient à déterminer les cellules de Voronoï {Vk}k∈[1..Kc] de centroïdes
{µ[k,:] ∈ Rnv}k∈[1..Kc] solutions du problème d’optimisation (Likas et al., 2003) :

V1, ..., VKc = arg min
V1,...,VKc

Kc∑
k=1

∑
xin∈Vk

||x[in,:] − µ[k,:]||22

La fonction coût ainsi définie est une mesure de l’inertie totale, aussi appelée
variabilité intra-classe 3. Ici, Kc est un hyper-paramètre qui détermine le nombre
de classes. En minimisant l’inertie, on maximise l’homogénéité des Kc partitions.

3. within-cluster variance en anglais
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Avec Kc = 1, une seule partition est définie et l’inertie est la somme quadratique
des distances au centroïde. Cette somme est minimisée en choisissant :

µ[1,:] = 1
n


n∑

in=1
x[in,1]

...
n∑

in=1
x[in,v]


Dans le cas où Kc > 1, chaque point de maillage est attribué au cluster dont la
distance au centroïde associé est minimal. Cela permet de définir des règles de
classification pour des données qui n’étaient pas étiquetées. La figure 3.2 illustre le
partitionnement d’un maillage cartésien avec Kc = 6 et nv = 2.

(a) Maillage (b) Partitions pour Kc = 6

Figure 3.2 – Exemple de partitionnement en six grappes d’un maillage
cartésien. Les points rouges représentent les centres des
partitions de Voronoï.

Remarque : dans Jayaraman et al. (2019), le partitionnement amélioré définit des
points d’interpolation pour ensuite construire un processus gaussien de l’écoulement
autour d’un cylindre.

Algorithme

Pour déterminer la position des centroïdes {µ[k,:] ∈ Rnv}k∈[1..Kc], on choisit
d’utiliser l’algorithme des k-moyennes. C’est une procédure qui consiste à 1)
initialiser les centres ; 2) attribuer les points de maillage aux partitions ; 3)
recalculer les centres ; 4) reprendre à la deuxième étape 4. La procédure de
placement des capteurs est donc la suivante :

4. Il existe des approches plus élaborées dites spectrales et par agglomération. La première
méthode est utilisée dans Hadjighasem et al. (2016) pour déterminer les structures Lagrangiennes
d’un écoulement. La seconde méthode est utilisée dans Costa et al. (2019) pour segmenter l’espace
de phase de Lorenz 63 et construire des modèles dynamiques locaux.
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Algorithme de partitionnement amélioré

1. Définir Kc centres initiaux :

{µ(0)
[k,:]}k∈[1,..Kc]

2. Tant que les centres ne sont pas convergés (indice l) :

(a) Déterminer les cellules de Voronoï :

V
(l)
k =

x[in,:] ∈ Rnv :
∣∣∣∣∣∣x[in,:] − µ

(l)
[k,:]

∣∣∣∣∣∣2
2
≤
∣∣∣∣∣∣x[in,:] − µ

(l)
[k∗,:]

∣∣∣∣∣∣2
2

∀k∗ ∈ [1..Kc]


Cette étape permet de définir la région de l’espace où les points
x[in,:] sont plus proches du centre k que les centres voisins k∗.

(b) Calculer les nouveaux centres :

µ
(l+1)
[k,:] = 1

|V (l)
k |

∑
in tel que
x[in,:]∈Vk

x[in,:]

Où |V (l)
k | désigne la cardinalité de la partition k à l’étape l.

3. Dans chaque partition, calculer la variance recouvrée :

σ2
Vk

= 1
mtrain

mtrain∑
t=1

∑
in tel que
x[in,:]∈Vk

[
utrain

[in,t]

]2

Pas besoin de retrancher la moyenne de l’état car les données pour
l’apprentissage sont centrées (voir chapitre 2 ; en mécanique des fluides,
on travaille avec le champ de vitesse fluctuante).

4. Sélectionner les p capteurs tels que :

σ2
V1 ≥ ... ≥ σ2

Vp

Si on dénote σ2 la variance totale des données d’entraînement, on vérifie la relation :

σ2 =
Kc∑
k=1

σ2
Vk

En choisissant p capteurs parmi lesKc centres disponibles, une partie de la variabilité
des données n’est pas mesurée. Toute la difficulté consiste à choisir l’hyper-paramètre
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Kc pour avoir un nombre raisonnable de candidats 5 Dans la troisième partie du
manuscrit, on fixera Kc = 500 sans chercher à l’optimiser 6.

Critiques du placement

La méthode proposée permet un placement systématique de capteurs et fait le
compromis entre une approche naïve (grille aléatoire) et une approche coûteuse
(placement QR, voir Manohar et al. (2018a) pour un exposé didactique). La méthode
est appelée partitionnement amélioré car elle combine une approche non supervisée
(k-moyennes) avec de la connaissance (calcul de variance). Trois inconvénients sont
à soulever :

→ Les capteurs sont placés en fonction de la variance recouvrée des données
d’entraînement. Cela n’empêche pas les multi-colinéarités qui pourraient
nuire aux méthodes d’estimation régressive. Arnault et al. (2016) mesurent
cet impact en estimation stochastique linéaire via le facteur d’inflation de la
variance.

→ L’observabilité et la controllabilité des capteurs n’est pas attestée. Pour des
applications pratiques, c’est ce vers quoi il faudrait tendre. Les approches
de troncature équilibrée sont prometteuses mais sortent du cadre de ce
manuscrit (Manohar et al., 2018b).

→ Le placement n’exploite pas les structures spatiales déterminées lors de
l’étape de réduction. Si un capteur est placé sur le zéro d’un mode, on est
certain que le capteur ne donnera aucune information sur ce mode. Il est plus
judicieux de placer les capteurs là où chaque mode fournit de l’information
(Cohen et al., 2003).

Maintenant que l’on dispose des mesures de l’état complet, on souhaite utiliser
ces informations pour estimer l’état latent du système.

3.3 | Estimation directe de l’état latent
L’estimation directe consiste à écrire l’état latent comme une combinaison

linéaire d’éléments de référence. Les coefficients de la combinaison changent à
chaque estimation et sont déterminés en résolvant un problème d’optimisation
construit sur le vecteur de mesure.

5. Si Kc est trop petit, le maillage est décrit par de grosses partitions très variables. Synthétiser
la variabilité d’une telle partition par l’information au niveau du centroïde n’est pas pertinent,
surtout si la source de variabilité en est éloignée. Si Kc est trop grand, on prend le risque de
construire des petites partitions trop homogènes et on se retrouve à définir des capteurs très
proches les uns des autres.

6. Une des méthodes possibles est le critère du coude. Le nombre de clusters optimal correspond
au coude de la courbe d’inertie en fonction du nombre de clusters. Au delà de ce coude, l’ajout
de partitions ne vaut plus le gain en inertie (Kodinariya et Makwana, 2013). On reparlera de ce
critère dans le chapitre suivant. À noter que dans un contexte opérationnel (non numérique), ce
nombre maximal de capteurs est déjà très élevé voir inatteignable.
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Problème général

L’état complet u[:,t] ∈ Rn est mesuré en utilisant la matrice C ∈ Rp×n selon
y[:,t] = Cu[:,t] ∈ Rp. Avec l’état latent a[:,t] ∈ Rr et le décodeur d : Rr → Rn, l’état
complet est approximé par û[:,t]. Sa mesure est donnée par :

ŷ[:,t] = Cû[:,t] = Cd
(
a[:,t]

)
L’objectif est de trouver l’état latent qui minimise l’erreur entre la mesure réelle
y[:,t] et son approximation ŷ[:,t]. Pour les auto-encodeurs linéaires, ce problème
d’optimisation est un problème d’algèbre linéaire. Pour des décodeurs non linéaires,
la recherche d’une solution est beaucoup plus complexe. Dans le suite, on ne se
concentre que sur les réductions linéaires.

Cas des réductions linéaires

Pour l’analyse en composante principales et les auto-encodeurs linéaires, la
forme générale du décodage est :

d
(
a[:,t]

)
= Wa[:,t] + b

où les colonnes de W ∈ Rn×r sont les modes et b ∈ Rn contient les biais. En
utilisant l’opérateur de mesure, l’état mesuré est approché par :

ŷ[:,t] = CWa[:,t] + Cb

Minimiser l’erreur entre ŷ[:,t] et y[:,t] revient à résoudre le système linéaire de p
équations et r inconnues :

CWa[:,t] + Cb = y[:,t] ↔ θa[:,t] = s[:,t]

Dans cette écriture, θ = CW ∈ Rp×r contient les modes mesurés, a[:,t] ∈ Rr est
l’inconnue et s[:,t] = y[:,t] − Cb ∈ Rp est le second membre. Deux configurations
sont possibles (Al Mamun et al., 2018).

Dans le premier cas, le rang de la matrice augmentée
[
θ | s[:,t]

]
est identique

au rang de la matrice θ. Le vecteur s[:,t] est une combinaison linéaire des colonnes
de θ et il existe au moins une solution au problème.

Dans le cas rg
[
θ | s[:,t]

]
= rg [θ]

Il y a deux possibilités :
→ Si rg(θ) = r alors il existe une solution unique, déterminée en inversant

le système.
→ Si rg(θ) < r, il y a plus d’inconnues que de contraintes libres. Il existe

une infinité de solutions mais on choisit celle de norme minimale. On
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résout donc :

â
(R)
[:,t] =

{min
a
||a||1

tel que θa = s[:,t]

L’utilisation de la norme l1 promeut la parcimonie dans la solution.
La robustesse de la méthode pour une application en mécanique des
fluides est étudiée dans Callaham et al. (2019) sous le nom de Sparse
Reconstruction.

Dans le second cas, le rang de la matrice augmentée
[
θ | s[:,t]

]
est plus grand

que le rang de θ. Les colonnes de θ et le second membre s[:,t] forment une famille
libre et il n’y a aucune solution au problème. On cherche une solution approchée.

Dans le cas rg
[
θ | s[:,t]

]
> rg [θ]

On cherche une solution approchée pour que la somme quadratique des
carrées soit minimale. Cette pseudo-solution s’écrit :

â
(R)
[:,t] = arg min

a
||θa− s[:,t]||22

Pour obtenir la solution, on projette orthogonalement s[:,t] dans l’espace des
colonnes Col(θ) et on cherche â[:,t] permettant d’atterrir sur le projeté. On
suit les étapes suivantes :

Étape 1 → On écrit s[:,t] = s = s⊥ + s‖. Le vecteur s⊥ appartient à
l’espace Col(θ) tandis que s‖ appartient à l’espace orthogonal Ker(θT ).

Étape 2 → La condition d’appartenance à l’orthogonal (donc au noyau)
s’écrit θT s‖ = 0Rp , ce que l’on traduit par θT s = θT s⊥

Étape 3 → Le vecteur s⊥ vit dans Col(θ) donc rg [θ | s⊥] = rg [θ].
L’étude de cas de la première configuration assure l’existence d’une
solution aR telle que s⊥ = θaR.

Étape 4 → Le système de l’étape 2 se réécrit θT s = θT θaR. Il s’agit
d’un nouveau système linéaire dont la solution unique est :

â
(R)
[:,t] = aR =

[
θT θ

]−1
θs = θ†s

La pseudo-solution est donc obtenue avec l’inverse de Moore Penrose
de θ.
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Sous-déterminé et sur-déterminé

La matrice θ ∈ Rp×r représente une application linéaire de Rr dans Rp. Le rang
d’une application étant invariant par transposition, on a la condition :

rg(θ) ≤ min(p, r)

Dans le cas où il y a plus de capteurs que de modes (r < p), la condition sur le
rang s’écrit rg(θ) ≤ r. Si la matrice est de rang plein (rg(θ) = r), ce sont p − r
contraintes qui ne seront pas satisfaites. Le système est dit sur-déterminé et on se
retrouve dans la deuxième classe de problèmes.

Dans le cas où il y a moins de capteurs que de modes (p < r), la condition sur le
rang s’écrit rg(θ) ≤ p. Si la matrice est de rang plein (rg(θ) = p), il manque r − p
contraintes. Le système est dit sous-déterminé et on se retrouve dans la première
classe de problèmes, deuxième configuration.

Conclusion

Dans la méthode directe, l’état latent est estimé comme une combinaison linéaire
d’éléments de référence. Les coefficients de la combinaison sont déterminés par le
vecteur de mesure, en résolvant un système linéaire dans le cas d’un décodeur linéaire
et d’une matrice de mesures. Une estimation requérant une optimisation, la méthode
ne semble pas adaptée pour du temps réel bien que l’on puisse potentiellement
changer la position de capteurs à chaque nouvelle estimation. Il semble plus judicieux
d’apprendre complètement la relation de passage entre l’espace de mesures et
l’espace latent, ce qui constitue l’objectif de l’approche régressive.

3.4 | Estimation de l’état latent par régression
Dans l’approche régressive, on utilise les techniques de l’apprentissage supervisé

pour apprendre la fonction fr. Tout l’enjeu consiste à choisir un bon modèle qui
fasse le compromis entre le biais et la variance. Dans la suite, on détaille l’intérêt de
ce compromis puis quelques formes de modèles. On présente également la procédure
de validation croisée pour la sélection des hyper-paramètres.

3.4.1 | Compromis biais-variance

Dans la section 3.1, on a écrit la relation a[:,t] = fr
[
y[:,t]

]
. Dans les faits, l’état

latent peut ne pas être déterministe et il convient d’ajouter un terme d’erreur
irréductible. On écrit alors :

a[:,t] = fr
[
y[:,t]

]
+ ε avec ε ∼ N (0,Σ2)
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où Σ2 est la matrice de covariance de l’erreur, supposée diagonale et donc définie
par r composantes. L’objectif est d’apprendre une approximation de fr qui se
généralise à d’autres points que (ytrain, atrain). La procédure d’apprentissage est en
deux temps :

Étape 1 → on choisit une forme de modèle pour fr. Le modèle peut expliquer
les r composantes de l’état latent indépendamment (méthode mono-tâche)
ou simultanément (méthode multi-tâches) à partir d’une combinaison des
mesures (méthode paramétrique) ou d’une prise de décision (méthode non
paramétrique).

Étape 2 → le modèle choisi est optimisé en minimisant un coût évalué sur les
données d’entraînement. Si on désigne par D l’ensemble d’apprentissage et
f̂r le modèle appris, une reconstruction s’écrit :

â
(R)
[:,t] = f̂r

[
y[:,t] ; D

]
Pour que f̂r se généralise à de nouvelles données, il faut assurer un compromis
entre le biais du modèle et sa variance. Ces termes apparaissent en décomposant
l’erreur quadratique moyenne pour un nouveau point. Les formules 7 sont indiquées
dans l’encadré ci-dessous.

Décomposition de l’erreur d’estimation

En utilisant une nouvelle mesure y[:,t], l’erreur quadratique moyenne pour la
reconstruction de a[ir,t] s’écrit :

E = ED
[(
a[ir,t] −

{
f̂r
[
y[:,t] ; D

]}
ir

)2
]

L’espérance est indexée par D car le calcul doit considérer différents choix
pour l’ensemble d’entraînement a. L’indice ir renvoie à la composante ir de
l’estimation. L’erreur peut être décomposée selon :

E = BiaisD
[{
f̂r
[
y[:,t] ; D

]}
ir

]2
+ VarD

[{
f̂r
[
y[:,t] ; D

]}
ir

]
+ Σ2

ir

Chacun de ces termes a une interprétation :
→ Le biais de la méthode d’apprentissage indique si le modèle choisi est

un bon candidat pour approximer la fonction réelle. Plus la méthode est
flexible (i.e. hyper-paramétrable) et plus son biais peut être diminué b.
Le biais se calcule selon :

7. Volontairement écrites avec les notations complètes. Compacter comme dans certains sources
peut provoquer des contre-sens. Ici, on insiste sur le fait que l’erreur d’estimation d’un nouveau
point est calculée pour tous les choix possibles de l’ensemble d’entraînement.
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ED
{(
f̂r
[
y[:,t] ; D

])
ir
−
(
fr
[
y[:,t] ; D

])
ir

}
→ La variance de la méthode d’apprentissage indique comment varie

l’erreur en changeant l’ensemble d’apprentissage. Une variance élevée
signifie que le modèle est trop spécifique aux données utilisées c. On
la calcule selon :

ED
{[(

f̂r
[
y[:,t] ; D

])
ir
− ED

{(
fr
[
y[:,t] ; D

])
ir

}]2
}

→ L’erreur irréductible est liée au bruit de l’état latent, qu’aucun
modèle ne peut capturer.

a. C’est pourquoi la décomposition a surtout un intérêt théorique et que l’erreur E est
très peu calculée en pratique

b. Si la fonction réelle est non linéaire, un modèle linéaire est nécessairement biaisé.
Un réseau de neurones est plus pertinent et on peut diminuer le biais en augmentant la
complexité du réseau

c. Ce que l’on souhaite éviter à tout prix si l’objectif est de déployer le modèle et
l’utiliser sur de nouvelles données.

Le compromis entre le biais et la variance est illustré de façon prototype sur la
figure 3.3. En complexifiant le modèle, on diminue son biais mais on augmente
sa variance. On risque le sur-apprentissage c’est-à-dire une bonne performance sur
les données d’entraînement mais une mauvaise performance sur des données de
test. En simplifiant le modèle, on augmente son biais mais on diminue sa
variance. On risque le sous-apprentissage c’est-à-dire d’apprendre un modèle
généraliste mais trop peu précis. Le modèle idéal équilibre le biais et la variance,
permettant des performances similaires et raisonnables sur les données
d’entraînement et de test. Pour une forme de modèle, ce compromis est atteint en
régularisant l’apprentissage par diverses méthodes (Belkin et al., 2018).

Dans la suite, on présente des formes de modèles pour l’apprentissage supervisé
et quelques méthodes de régularisation. L’objectif est de fournir une carte d’identité
pour les différentes fonctions de reconstruction qui seront utilisées dans le manuscrit.

3.4.2 | Estimation paramétrique

On considère différentes formes paramétriques pour la fonction f̂r. Celles-ci sont
la régression linéaire, la régression par vecteurs supports et la régression par réseau
de neurones. Les paramètres optimaux sont déterminés en minimisant l’erreur entre
les données étiquetées (ytrain, atrain) et les données reconstruites (ytrain, f̂r [ytrain]).
Dans cette sous-section, on détaille les trois formes de modèle.
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Erreur

Complexité du modèle

Underfit Overfit

Variance

Bruit
Biais

Total

Modèle
optimal

(a) Évolution prototype des
courbes d’erreurs

(b) Modèle qui fait un compromis
entre le biais et la variance.

(c) Modèle de biais important mais
avec une variance faible.

(d) Modèle de biais faible mais avec
une variance importante.

Figure 3.3 – Illustration du compromis entre le biais et la variance. Pour
les figures b,c et d, les points bleus représentent les données
d’apprentissage et les points oranges sont les points de test.
Le modèle en c) est robuste mais trop peu précis. Le modèle
en d) est flexible mais peu performant sur les nouvelles
données.

Régression linéaire

La régression linéaire est la méthode la plus simple à implémenter. On la propose
en version mono-tâche et en version multi-tâche.

→ Version mono-tâche

Chaque composante de l’état latent est modélisée indépendamment. Pour la
composante ir, le modèle explique la sortie a[ir,t] par une combinaison linéaire des
composantes de la mesure. La formule de reconstruction est donc :
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∀ir ∈ [1..r]→ â
(R)
[ir,t] = βTiry[:,t]

où le vecteur βir ∈ Rp×1 est spécifique à la reconstruction de la composante ir de
l’état latent. La fonction coût est la somme quadratique des erreurs d’entraînement
que l’on pénalise avec une norme l1. On écrit :

∀ir ∈ [1..r]→ L(βir) = 1
2mtrain

||Rir(βir)||2F + αir ||βir ||1

où l’expression du résidu, de la norme de Frobenius et de la norme l1 sont :


Rir(βir) =
{
atrain

[ir,:]

}T
−
{
ytrain

}T
βir

||Rir(βir)||F =
∑

i,j

[Rir(βir)]2[i,j]

 1
2

||βir ||1 =
p∑

ip=1
| [βir ]ip |

La norme l1 exprime un besoin de parcimonie dans la solution. C’est un moyen de
régularisation (dit du LASSO 8) qui permet de sélectionner les variables. Le degré
de sélection est contrôlé par l’hyper-paramètre αir . Plus ce scalaire est élevé, plus
le nombre de variables explicatives (c’est-à-dire de capteurs) neutralisées est
important. À noter que l’on aurait pu pénaliser le coût quadratique par une norme
l2 (régression forte pente 9). On aurait alors encouragé les solutions de faible
variance. La figure 3.4 illustre la différence entre les deux régularisations mais dans
le manuscrit, on se concentre uniquement sur la régression LASSO.

L’ajout de la norme l1 empêche d’appliquer une descente de gradient classique
car la norme n’est pas différentiable au vecteur nul. Il faut effectuer une descente
de gradient implicite à l’aide de l’opérateur proximal. On renvoit le lecteur à la
référence Zheng et al. (2018) pour plus de détails 10.

8. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator, inventé en 1996 (Tibshirani, 1996). On
parle de sélection car la norme l1 a des bords aigus qui vont donc promouvoir la parcimonie dans
une solution moindres carrés. Pour l’anecdote : la norme l1 est appelée distance de Manhattan
car dans cette ville, un taxi se déplace toujours sur des rues perpendiculaires.

9. Ridge regression en anglais (Hoerl et Kennard, 1970). On parle aussi de régularisation de
Tikhonov.
10. La descente de gradient s’écrit βir ← proj|.| (βir − η∇MSE). L’argument correspond à une

descente moindres carrés classique et proj|.| permet de prendre en compte la norme l1. Les calculs
montrent que cet opérateur est un soft-thresholding, ce qui est cohérent avec l’action de sélection
de la norme l1.



Reconstruction de l’état latent à partir de mesures limitées 101

[βir ][2,:]

[βir ][1,:]

min pénalité l1

contours MSE
[βir ][2,:]

[βir ][1,:]

min MSE

min pénalité l2

min
MSE + pénalité

Figure 3.4 – Principe de la régularisation de forte pente (norme l2) ou
lasso (norme l1). Les moindres carrés donnent la solution
rouge. Les normes l1 ou l2 sont minimales au point bleu.
L’erreur quadratique pénalisée conduit à la solution noire.
Les bords aigus de la norme l1 favorisent une intersection
des contours MSE et de la norme sur les axes et donc
la neutralisation d’autres variables. La neutralisation est
d’autant plus importante que la boule unité est de rayon
importante, ce qui est contrôlé par l’hyper-paramètre αir

→ Version multi-tâche

Dans sa version multi-tâche, toutes les composantes de a[:,t] sont expliquées
simultanément par une combinaison linéaire des composantes de y[:,t]. La formule
de reconstruction est donc :

â
(R)
[:,t] = βTy[:,t]

avec β ∈ Rp×r. Pendant l’apprentissage, le coût est évalué selon :

L(β) = 1
2mtrain

||R(β)||2F + α||β||21

où le résidu est calculé pour toutes les composantes de l’état latent et le paramètre
de régularisation α est unique pour tous les modes. Les expressions détaillées
sont : 

R(β) =
{
atrain

}T
−
{
ytrain

}T
β

||R(β)||F =
∑

i,j

[R(β)]2[i,j]

 1
2

||β||21 =
p∑

ip=1

 r∑
ir=1

β[ip,ir]

 1
2
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La norme l21 fut introduite par Li et al. (2018b). L’avantage de la formulation
multi-tâche est qu’elle sélectionne les mêmes mesures pour expliquer toutes les
composantes de l’état latent. Pour des reconstructions pratiques comme évoquées
dans l’état de l’art, c’est une approche privilégiée.

Remarque : en mécanique des fluides, la formulation mono-tâche sans terme de
pénalisation constitue la méthode d’estimation stochastique linéaire. D’un point
de vue historique, la méthode a été pensée comme un développement au premier
ordre d’une moyenne conditionnelle (voir chapitre 1 et Adrian (1975)).

Machines à vecteurs supports

Les machines à vecteurs supports (SVM) furent initialement introduits pour
des problèmes de classification binaire. L’objectif était de trouver la meilleure
séparatrice linéaire entre deux classes. Ce cadre d’application très restrictif a été
étendu grâce à l’astuce du noyau (Vapnik, 1999) : si les données ne sont pas
linéairement séparables dans l’espace latent, il suffit de passer dans un espace de
dimension supérieure où une séparation linéaire des données est pertinente (voir
la figure 3.5). Ce principe de base est la clé des régressions par vecteur supports
(SVR), que l’on explicite dans un cas linéaire et non linéaire.

x

y

(a) Dans l’espace initial, les données ne
sont pas séparables linéairement.

e−(x2+y2)

x y

Hyperplan
séparateur

(b) En ajoutant une nouvelle dimension,
on peut définir une règle de décision
linéaire.

Figure 3.5 – Illustration de l’astuce du noyau pour les machines à vecteur
supports. Pour décider de la classe d’un nouveau point, la
décision est prise dans l’espace de haute dimension puis on
repasse dans l’espace initial.

→ Formulation linéaire

Chaque composante de l’état latent est expliqué indépendamment (mono-tâche)
par une combinaison linéaire des mesures. Ainsi, la formule de reconstruction est :



Reconstruction de l’état latent à partir de mesures limitées 103

∀ir ∈ [1..r]→ â
(R)
[ir,t] = βTiry[:,t]

Dans le cas de la régression linéaire classique, les paramètres βir ∈ Rp×1 étaient
déterminés en minimisant la somme des résidus quadratiques. Ici, l’objectif est
de déterminer l’hyperplan qui assure une déviation d’au plus εm par rapport aux
étiquettes réelles. La formulation primale 11 du problème est donc la suivante :



min
βir ,ξ,ξ

∗

1
2β

T
irβir + CB

mtrain∑
t=1

(ξt + ξ∗t )

atrain
[ir,t] − β

T
iry

train
[:,t] ≤ εm + ξt ∀t

βTiry
train
[:,t] − atrain

[ir,t] ≤ εm + ξ∗t ∀t
ξt, ξ

∗
t ≥ 0 ∀t

ξ

ξ∗

εm
εm

â[ir,t] = βTiry[:,t]

Les variables ξ ∈ Rmtrain et ξ∗ ∈ Rmtrain pénalisent les observations qui sont hors
du tube εm. Cette pénalisation est contrôlée par l’hyper-paramètre CB appelée
contrainte de la boîte 12. En introduisant les multiplicateurs de Lagrange α ∈ Rmtrain

(associé à ξ) et α∗ ∈ Rmtrain (associé à ξ∗), on obtient la formulation duale 13 du
problème :


min
α,α∗
L(α, α∗)

tel que
mtrain∑
t=1

(αt − α∗t ) = 0 avec 0 ≤ (αt, α∗t ) ≤ C

où la fonction coût est donnée par :

L(α, α∗) = 1
2(α− α∗)TQSVR(α− α∗) + εme

T (α + α∗)− atrain
[ir,:] (α− α

∗)

Dans cette formule, e ∈ Rmtrain est un vecteur ne contenant que des uns et
QSVR ∈ Rmtrain×mtrain est définie par QSVR = [ytrain]T ytrain. C’est une matrice
définie positive qui calcule les covariances entre les mesures d’entraînement dans
l’espace des mesures.

11. Première forme du problème, où les contraintes sont explicites.
12. Ou box constraint en anglais. On comprend ce terme en regardant la formulation duale où

les multiplicateurs sont contraints dans une boîte de taille CB .
13. Autre formulation du problème où les contraintes sont prises implicitement. La fonction

duale de Lagrange a l’avantage d’être concave, indépendamment de la convexité du problème
primal. Le maximum de la fonction de Lagrange donne une borne inférieure à la solution du
problème primal.
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Dans le cadre d’une dualité forte 14, les conditions de Kuhn et Tucker (1951) qui
sont nécessaires à l’optimalité de la solution s’écrivent :

∀t ∈ [1..mtrain]



αt

(
εm + ξt − atrain

[ir,t] +
[
â

(R)
[ir,t]

]train
)

= 0

α∗t

(
εm + ξ∗t + atrain

[ir,t] −
[
â

(R)
[ir,t]

]train
)

= 0

ξt(CB − αt) = 0
ξ∗t (CB − α∗t ) = 0

Ces conditions indiquent que les observations strictement à l’intérieur du tube
ont un multiplicateur nul tandis que les observations à l’extérieur du tube sont
pénalisées. Si αt ou α∗t ne sont pas nuls, on dit que l’observation associée est un
vecteur support. Lorsque tous les multiplicateurs de Lagrange ont été calculés (par
descente de gradient), on peut calculer le vecteur de paramètres selon :

∀ir ∈ [1..r]→ βir =
mtrain∑
j=1

(
α∗j − αj

)
ytrain

[:,j]

De sorte que la reconstruction d’un nouveau point s’écrit :

∀ir ∈ [1..r]→ â
(R)
[ir,t] =

mtrain∑
j=1

(
α∗j − αj

) [
ytrain

[:,j]

]T
y[:,t]

→ Formulation non linéaire

Dans le cas où une régression linéaire n’est pas pertinente dans l’espace initial,
elle peut être pertinente dans un espace de dimension plus élevé. Pour ne pas
calculer explicitement les transformations, on utilise une fonction noyau N qui
permet de calculer les relations entre les mesures dans le nouvel espace 15. La
reconstruction de la composante ir de l’état s’écrit alors :

∀ir ∈ [1..r]→ â
(R)
[ir,t] =

mtrain∑
j=1

(
α∗j − αj

)
N
(
ytrain

[:,j] , y[:,t]
)

Pour déterminer les multiplicateurs de Lagrange, il suffit de modifier la matrice de
covariance dans la fonction coût, en considérant :

QSVR,[t1,t2] = N
(
ytrain

[:,t1] , y
train
[:,t2]

)
Dans le cas d’un noyau polynomial de degré q, la régression non linéaire dans
l’espace de dimension p correspond à une régression linéaire dans l’espace de

14. La solution du problème primal est égal à la solution du problème dual. C’est bien le cas
ici car le problème primal est convexe et que les contraintes sont affines (condition suffisante de
Slater).
15. C’est le théorème de Mercer (1909). Une fonction noyau continue, symétrique et semi-définie

positive peut s’exprimer comme un produit scalaire dans un espace de grande dimension.
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dimension q × p. La covariance se calcule selon :

QSVR,[t1,t2] =
(

1 +
{
ytrain

[:,t1]

}T
ytrain

[:,t2]

)q
Dans le cas d’un noyau gaussien d’échelle γ, la régression linéaire est effectué dans
un espace de dimension infini 16 et la covariance se calcule selon :

QSVR,[t1,t2] = exp
(
−γ||ytrain

[:,t1] − ytrain
[:,t2] ||2

)
Remarque : le lecteur pourra trouver la dérivation complète des équations dans
le tutoriel de Smola et Schölkopf (2004).

Réseau de neurones

Dans le chapitre précédent, on a introduit les réseaux de neurones et présenté
le théorème d’universalité. Le pouvoir expressif des réseaux de neurones permet de
réaliser des régressions non linéaires aussi complexes que souhaitées en jouant sur
le nombre de couches, les fonctions d’activations et le nombre de neurones. Pour le
problème de reconstruction, la fonction coût utilisée est la somme quadratique des
résidus :

L(W ) = ||atrain − NNW (ytrain)||2F

où W désigne l’ensemble des
paramètres (poids et biais) du réseau

et NNW est l’opérateur de
propagation avant

Couche
cachéeCouche

d’entrée Couche
de sortie

â
(R)
[:,t] = NNW

[
y[:,t]

]σ
tanh
etc.

Lorsque l’ensemble de données est très riche, un réseau de neurones bien
architecturé est un excellent interpolateur (Ott et al., 2021). Pour éviter le
sur-apprentissage, on peut utiliser la technique du dropout (Srivastava et al., 2014)
illustrée sur la figure 3.6. En se fixant un taux d’oubli, certains neurones sont
désactivés aléatoirement durant l’apprentissage, ce qui améliore la généralisation 17.

Remarque 1 : la formulation du réseau de neurones est implicitement
multi-tâche, avec p neurones d’entrées et r neurones de sortie.

Remarque 2 : dans ce manuscrit, seules des architectures superficielles seront
considérées. Concernant les hyper-paramètres, nous n’optimiserons pas la taille du

16. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire la décomposition de Taylor de l’exponentielle.
17. Dis très simplement, le réseau apprend à utiliser tous ses neurones.
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×
×

×

×

Avec dropout Sans dropout

Figure 3.6 – Illustration de la régularisation par oubli pour un réseau de
neurones. Pendant l’apprentissage, une portion des neurones
est aléatoirement neutralisée à chaque nouvelle descente de
gradient.

batch ni la vitesse d’apprentissage, qui seront les paramètres par défaut de Keras.

Remarque 3 : Erichson et al. (2020) utilise des réseaux de neurones superficiels
pour reconstruire un écoulement. Sur l’écoulement laminaire autour d’un cylindre,
les auteurs utilisent des mesures de pression pariétale pour reconstruire le champ
de vorticité. Sur un écoulement turbulent homogène isotrope, le réseau effectue
une tâche de super-résolution i.e. le champ de vitesse sur un maillage fin est
estimée à partir du champ de vitesse sur un maillage très lâche. Les performances
pour de l’extrapolation en temps (clichés de test après clichés d’entraînement) sont
mauvaises.

Remarque 4 : dans Ott et al. (2021), nous avons utilisé des réseaux de neurones
pour reconstituer un écoulement de jet à partir de mesures fils chauds. Pour une
entrée (x, y, z, t), on dispose en sortie de la vitesse moyenne (de phase) et la vitesse
RMS (de phase).

Synthèse

Dans cette sous-section, on a présenté trois formes de modèles paramétriques
pour la reconstruction de l’état latent. L’objectif est d’apprendre les paramètres
d’un modèle pour combiner linéairement ou non linéairement les composantes de
la mesure et expliquer l’état latent.

3.4.3 | Estimation par prise de décision
L’apprentissage supervisé ne se limite pas aux formes paramétriques. Une autre

possibilité est de reconstruire l’état latent à partir de décisions sur le vecteur mesure.
Tout l’enjeu consiste à définir les bonnes règles de décision et à bien les utiliser.
Dans la suite, on explicite ce qu’est un arbre de décision et comment on peut
combiner des arbres dans le contexte de reconstruction. On précise que l’approche
retenue est mono-tâche.
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Arbre de décision

Dans le contexte de reconstruction, un arbre de décision régressif (Breiman
et al., 1984) estime a[:,t] à partir de règles simples appliquées sur les composantes
de mesure y[:,t]. Un tel arbre est défini par :

→ Des feuilles terminales. Une feuille terminale correspond à une estimation â(R)
[:,t]

possible. Les feuilles étant en nombre fini, les estimations possibles forment
un ensemble de cardinal fini (à la différence d’une estimation paramétrique).

→ Des feuilles de décision. Au niveau d’une de ces feuilles, un choix binaire sur
les composantes de y[:,t] permet d’aboutir sur une nouvelle feuille de décision
ou une feuille terminale.

À titre d’exemple prototype, la figure 3.7 illustre un arbre de décision régressif
avec une seule décision et deux feuilles terminales.

Décision

Feuille
terminale

Feuille
terminale seuil

Qgauche(θd) Qgauche(θd)

Figure 3.7 – Arbre de décision prototype avec une seule décision. L’espace
d’entrée est découpée en une partie gauche et une partie
droite. Les feuilles terminales correspondent à la moyenne
des données dans chaque région. Les notations sont précisées
dans l’algorithme.

On veut construire un arbre de décision ayant une profondeur d’au plus dmax.
L’espace d’entrée (donc de mesure) est découpé récursivement tant que la
profondeur maximale n’est pas atteinte ou qu’il n’y ait plus d’échantillons
disponibles 18. Les seuils de décision sont optimisés en minimisant une fonction
d’impureté qui évalue l’inhomogénéité des découpages. Plus l’impureté est faible,
plus la répartition des points d’entraînement dans les régions gauche et droite est
homogène. L’algorithme est le suivant :

Apprentissage d’un arbre de décision pour â(R)
[ir,t]

→ Au nœud k de l’arbre :

— Représenter les mk données disponibles par l’ensemble Qk.

18. Pour créer une feuille terminale, il faut au moins un échantillon d’apprentissage.
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C’est un sous ensemble des données d’entraînement (ytrain, atrain
[ir,:] ).

— Construire la fonction d’impureté I.
Elle est définie par :

I(Qk, θd) = mgauche

mk

X (Qgauche(θd)) + mdroite

mk

X (Qdroite(θd))

La variable θd contient un seuil de décision et le capteur sur
lequel l’appliquer a. Suivant la décision, les données sont séparées
en Qgauche(θd) et en Qdroite(θd). La somme des entiers mgauche et
mdroite donne mk.

La fonction X est l’erreur quadratique moyenne dans la région.
Son expression, par exemple dans la région gauche, est :

X (Qgauche(θd)) =
∑

a∈Qgauche(θd)
(a− āgauche)2

où āgauche est la moyenne des étiquettes dans la région. C’est la
valeur que l’on choisirait pour â(R)

[:,t] si Qgauche(θd) ne pouvait plus
être découpé (feuille terminale)

— Sélectionner les paramètres qui minimisent l’impureté.
Il faut résoudre un problème d’optimisation avec une variable
discrète (capteur ?) et une variable continue (seuil ?). On cherche :

θ∗d = arg min
θd

(Qk, θd)

→ Récursion sur les ensembles Qgauche(θ∗d) et Qdroite(θ∗d).
1. Les ensembles qui contiennent strictement moins d’échantillons

qu’un nombre minimal b définissent des feuilles terminales. La
valeur est donnée par la moyenne des étiquettes dans la région.

2. Les autres ensembles sont utilisés pour construire des décisions au
nœud k + 1 de l’arbre.

3. L’algorithme s’arrête s’il n’y a que des feuilles terminales. Si l’on
atteint la profondeur maximale, tous les échantillons restants sont
utilisés pour construire une feuille terminale.

a. Ce sont des paramètres. Le lecteur pourrait être perdu avec ce mot, sachant que
les arbres de décision sont dit non paramétriques. Quand on parle de reconstruction
paramétrique, on signifie que la sortie est expliquée par une combinaison paramétrique
des entrées. Pour l’arbre de décision, la sortie est expliquée par décisions successives de
mesures non paramétrées. Mais bien sûr, les seuils des décisions sont des paramètres.



Reconstruction de l’état latent à partir de mesures limitées 109

b. On peut choisir 2, mais ça n’a pas grand intérêt.

Remarque 1 : l’algorithme de construction est glouton puisqu’un partage optimal
est recherché à chaque nœud. Mais il n’y a aucune garantie que l’arbre final est
globalement optimal 19.

Remarque 2 : un arbre de décision peut bien évidemment sur-apprendre. Pour
éviter cela, on l’élague (pruning en anglais) en retirant certaines feuilles terminales
et en remplaçant des décisions par des feuilles terminales.

Remarque 3 : un arbre de décision est souvent qualifié d’instable car un petit
changement du vecteur d’entrée peut résulter en une succession de décisions bien
différentes.

Remarque 4 : un arbre de décision est une boîte blanche car on peut remonter
l’arbre pour comprendre une décision. Cela contraste avec le réseau de neurones
qui est une boîte noire. Toutefois, on préfère souvent les réseaux de neurones car
ils sont beaucoup plus rapides à évaluer.

Combinaison d’arbres

Un arbre de décision est rarement utilisé seul. Pour améliorer la décision, il est
plus sage de combiner les avis de plusieurs arbres. Deux stratégies existent :
→ Les forêts aléatoires. On effectue un boostrap des données d’apprentissage

c’est-à-dire que l’on crée plusieurs sous ensembles avec replacement possible.
Sur chacun des sous ensembles, un arbre de décision est appris. Pour une
nouvelle entrée y[:,t], chaque arbre de décision est évalué. La sortie qui reçoit
le plus de votes est la sortie finale. On parle d’ensachage ou de bagging
car les arbres de décision sont agrégés 20. Les forêts aléatoires réduisent le
sur-apprentissage en diminuant la variance de l’estimateur (Biau et Scornet,
2016). Pour une application en mécanique des fluides, on peut citer les
travaux de Fukami et al. (2020) qui estiment les coefficients de forces et le
champ de vorticité d’un cylindre à bas Reynolds.

→ Adaboost. Dans une forêt aléatoire, chaque arbre est créé indépendamment
et n’a pas de profondeur prédéfinie. Dans adaboost, chaque arbre est composé
d’un nœud et de deux feuilles (stump en anglais, pour dire souche) et se
construit en prenant en compte les erreurs de l’arbre précédent. Chaque
souche a une importance différente dans le vote final. Le terme adaboost

19. Considérons le problème de rendu de monnaie. L’objectif est de payer une somme en utilisant
le moins de pièces possibles. L’algorithme glouton nous dit de prendre la pièce de valeur maximale
possible à chaque étape. Si la somme à payer est de 6 et que le système de pièces est (1, 3, 4),
l’algorithme glouton nous dit de faire 4 + 1 + 1 et donc d’utiliser trois pièces. Pourtant, il aurait
été optimal de faire 3 + 3. L’arbre de décision est construit sur un algorithme glouton car il
minimise l’impureté à chaque étape, sans une vision globale. À noter : dans le système des pièces
européens, on montre que l’algorithme glouton est toujours une solution optimale.
20. Bagging est la contraction de boostraping et de aggregating.
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vient de adaptative boosting et renvoie au fait que des étiquettes mal
reconstruites par un apprenant faible (une souche) sont boostés lors de la
construction du prochain apprenant 21 (Freund et Schapire, 1997).

Pour le problème de reconstruction, on ne considérera pas ces deux méthodes
d’ensemble. On se concentre sur une extension plus récente : les arbres de décision
boostés par gradient.

Arbres de décisions boostés par gradient

Attention

Pour éviter les noms à rallonge, on parlera simplement d’arbres boostés même
si ce nom est restrictif. On utilisera aussi l’acronyme GB pour Gradient
Boosting

Comme pour adaboost, l’objectif est de construire séquentiellement des arbres
en prenant en compte les erreurs des arbres précédents. Tous les arbres ont la
même profondeur mais ne sont pas nécessairement des souches. Chaque arbre
permet de corriger une reconstruction initiale représentée par une simple feuille
terminale (Chen et Guestrin, 2016). La figure 3.8 donne un schéma prototype pour
les arbres GB.

+ λ + λ + ...

Première
estimation

â
(R)−(0)
[ir,:]

Décision du résidu
r(1) et estimation

â
(R)−(1)
[ir,:] = â

(R)−(0)
[ir,:] + λr(1)

Décision du résidu
r(2) et estimation

â
(R)−(2)
[ir,:] = â

(R)−(1)
[ir,:] + λr(2)

Taux d’apprentissage
Contribution de chaque arbre

Feuille
terminale

Question
posée

Figure 3.8 – Principe des arbres de décisions boostés (par le gradient).
Des arbres de décision permettent de corriger l’estimation
fournie par une seule feuille. Les arbres sont construits
séquentiellement et mis à l’échelle selon le même facteur.

21. Pour la petite anecdote, les auteurs d’adaboost ont reçu le prestigieux prix Gödel en 2003
pour leur découverte.
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Chaque arbre prend la décision d’un résidu pour améliorer l’estimation courante.
Les résidus pour apprendre l’arbre sont calculés via le gradient d’une fonction coût,
d’où le nom de la méthode. Si on note la fonction coût différentiable utilisée L et
(ytrain, atrain

[ir,:] ) l’ensemble d’apprentissage, l’algorithme est le suivant :

Algorithme du boosting par gradient

1. Initialiser la fonction de reconstruction :

â
(R)−(0)
[:,t] = F0(y[:,t]) = arg min

γ

mtrain∑
j=1
L
[
atrain

[ir,j], γ
]

La solution de ce problème d’optimisation définit la feuille de base.

2. Pour chaque arbre de décision (indice m) :

(a) Calculer le gradient de l’erreur pour chaque échantillon
d’apprentissage :

∀t ∈ [1,mtrain]→ rt,m = −

∂L
[
atrain

[ir,t] , F (y)
]

∂F (y)


F (y)=Fm−1

(
ytrain

[:,t]

)
(b) Apprendre l’arbre de décision pour décider du résidu rt,m

à partir de y[:,t].
Il suffit d’appliquer l’algorithme récursif précédemment explicité.

(c) Créer les régions terminales Rj,m pour j = [1, Jm].
Ce sont les régions de l’espace de mesure qui ne seront plus
découpées car le nombre minimal d’échantillons d’apprentissage
est atteint ou la profondeur maximal de l’arbre est atteint.

(d) Synthétiser l’information dans les régions terminales :

∀j ∈ [1, Jm]→ γj,m = arg min
γ

∑
ytrain

[:,t] ∈Rj,m

L
[
atrain

[ir,t] , Fm−1(ytrain
[:,t] ) + γ

]

La valeur γ est un scalaire qu’il faut ajouter à la reconstruction
actuelle Fm−1 pour l’améliorer.
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(e) Mettre à jour la fonction de reconstruction :

â
(R)−(m)
[:,t] = Fm(y[:,t]) = Fm−1(y[:,t]) + λ

Jm∑
j=1

γj,mI(y[:,t] ∈ Rj,m)

Ici, I désigne la fonction indicatrice et renvoie 1 si y[:,t] est dans la
région Rj,m et 0 sinon.

Cet algorithme fait peur dans le cadre général. Pour ce qui nous concerne, on
utilisera comme coût l’erreur quadratique moyenne. On a donc :

L
[
a[ir,t], F (y[:,t])

]
= 1

2
(
a[ir,t] − F

[
y[:,t]

])2

Dans ce cas, F0 est la valeur moyenne de atrain
[ir,:] , ce qui est une estimation certes naïve

mais somme toute logique pour une nouvelle mesure y[:,t]. Lors de la construction
de l’arbre m, les résidus sont calculés selon :

∀t ∈ [1..mtrain]→ rt,m = Fm−1
[
ytrain

[:,t]

]
− atrain

[ir,t]

Les valeurs terminales dans les régions terminales correspondent au résidu moyen.
Une fois les M arbres appris, la fonction d’estimation est donnée par FM . La valeur
λ est un hyper-paramètre appelé vitesse d’apprentissage. Des preuves empiriques
suggèrent qu’une petite valeur de λ (beaucoup de petits pas mais dans la bonne
direction) diminue la variance du modèle. C’est donc un paramètre de régularisation.

Synthèse

Les arbres de décision boostés permettent de combiner des arbres experts pour
prendre une décision d’ensemble. C’est une approche non paramétrique qui peut
être utilisée dans le cadre de la reconstruction. L’objectif est d’apprendre les règles
de décisions pour décider de l’état latent à partir du vecteur de mesure.

3.4.4 | La validation croisée des modèles pour gagner en
robustesse

Les méthodes paramétriques (régression linéaire, par vecteurs supports ou par
réseau de neurones) et non paramétrique (arbres boostés) présentées sont construites
avec des hyper-paramètres. Il s’agit de degrés de libertés qui contrôlent la flexibilité
de la méthode. Il est essentiel pour l’utilisateur de bien régler cette liberté afin
d’assurer un compromis entre le biais et la variance du modèle qui sera appris.
Classiquement, on choisit des combinaisons de candidats, on apprend autant de
modèles que de combinaisons puis on sélectionne la combinaison qui mène à l’erreur
de généralisation la plus faible. Mais il y a un problème : l’erreur de généralisation
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est l’erreur sur de nouvelles données, non utilisées pendant l’apprentissage. Cela
ne peut pas être des données de test car par définition, ces données interviennent
uniquement dans le déploiement du modèle et certainement pas dans sa conception.
Il faut donc introduire un nouvel ensemble, que l’on appelle ensemble de validation.

La validation par blocs

Pour estimer l’erreur de généralisation sans utiliser les données de test,
l’approche naïve consiste à diviser le set d’entraînement en un nouveau set
d’entraînement et un set de validation. Le découpage classique 80/20 et sans
mélange est illustré sur le diagramme de la figure 3.9. En pratique, estimer l’erreur
de généralisation avec un seul bloc n’est pas idéal. Si la structure temporelle des
données n’importe pas 22, on peut définir plusieurs blocs de validation et estimer
l’erreur de généralisation comme l’erreur de validation moyenne. On parle de
validation croisée par blocs (Fushiki, 2011) dont l’algorithme est le suivant :

Données disponibles

Entraînement Test

Entraînement Validation

Architecture fixée
Apprentissage et déploiement

Architecture à concevoir
Estimation de l’erreur de test

Figure 3.9 – Stratégie naïve de conception d’un modèle. Pour évaluer
la qualité d’un hyper-paramètre, l’erreur de généralisation
est estimée sur un ensemble de validation. Si l’erreur sied,
l’architecture du modèle est fixée, le modèle est appris sur
tout l’ensemble d’entraînement puis il est déployé. On peut
alors calculer l’erreur de test.

Validation croisée par blocs

Pré-requis : les données disponibles ont été divisées en données
d’entraînement et données de test. Une forme de modèle a été choisie et
on souhaite régler ses hyper-paramètres. Pour une combinaison d’hyper-
paramètres, on calcule l’erreur de validation selon :

22. Ce qui est le cas dans le problème de reconstruction, vu qu’on cherche à apprendre la
relation entre une mesure à un instant donné et l’état latent au même instant. On peut donc
mélanger l’ensemble des données, ça n’aura que peu d’influence. En revanche, on ne pourra pas le
faire dans le problème de prédiction.
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1. Diviser les données d’entraînement en Kv blocs de taille
égale.

2. Définir Kv partitions différentes entraînement - validation.

Pour K = 3 (défaut), on
dispose de trois partitions
différentes. L’ensemble de
validation contient 33% des
données.

3. Pour chaque partition disponible (indice k) :

(a) Apprendre le k-ième modèle.
On utilise les données d’entraînement i.e. la partie bleue.

(b) Évaluer le k-ième modèle.
On utilise les données de validation i.e. la partie verte. On peut
avoir une vision erreur et dans ce cas, on utilise l’erreur quadratique
moyenne. On peut aussi avoir une vision score et dans ce cas, on
utilise le coefficient de détermination.

4. Évaluer la qualité de généralisation. Il suffit de moyenner
les erreurs (ou les scores) de validation. Ce résultat reflète la
qualité de généralisation du modèle construit avec la combinaison
d’hyper-paramètres choisie.

Conclusion : lors de la conception, on évalue la qualité de généralisation
pour différentes combinaisons d’hyper-paramètres. L’erreur minimale (ou
le score maximal) est obtenue pour les hyper-paramètres optimaux. C’est
ceux qu’on utilisera pour apprendre le modèle final avec toutes les données
d’entraînement.

On dispose donc d’un moyen de valider les hyper-paramètres. Encore faut-il
savoir quelles combinaisons candidates considérer initialement.

Le choix des hyper-paramètres candidats

Selon la méthode de reconstruction, le choix des hyper-paramètres candidats
n’est pas effectuée de la même manière. Pour les méthodes de reconstruction, on
considère trois approches.
→ Recherche par grille. Les candidats sont choisis dans une grille définie

par l’utilisateur. C’est la méthode utilisée pour la régression linéaire, où le
seul hyper-paramètre à valider est la contribution LASSO α.

→ Recherche aléatoire. Les candidats sont échantillonnés aléatoirement dans
l’espace des hyper-paramètres. C’est la méthode utilisée pour la régression
par vecteurs supports et pour les arbres boostés.
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• Pour la régression par vecteurs supports, il faut optimiser la taille de la
boîte (CB, échantillonné d’une distribution exponentielle 23 d’échelle 15)
et le noyau (polynomial de degré 2 à 10 ou gaussien d’échelle échantillonné
d’une distribution exponentielle d’échelle 0.01). La taille de la marge εm
est égale à 0.1 (valeur par défaut).

• Pour les arbres boostés, il faut optimiser la vitesse d’apprentissage (λ,
échantillonné d’une distribution uniforme [0, 1]), le nombre d’estimateurs
(entier aléatoire entre 10 et 50), le nombre minimal de données dans une
feuille (entier aléatoire entre 5 et 15) et la profondeur maximal (entier
entre 0.1p et 0.8p).

Au total, 25 combinaisons aléatoires sont testées. Cela permet de trouver la
région optimale des hyper-paramètres (±5%) avec une probabilité de 70%
(voir la figure 3.10 et Bergstra et Bengio (2012))

→ Optimisation génétique. Une population initiale de modèles (construits
avec des hyper-paramètres aléatoires) est évoluée sur plusieurs générations.
À la génération g, les modèles ayant l’erreur de généralisation la plus faible
survivent et deviennent des parents. Les autres modèles ne survivent pas.
La population de la génération g + 1 est complétée de modèles enfants,
construits avec les hyper-paramètres de deux modèles parents. Des mutations
peuvent aussi avoir lieu. Une optimisation génétique 24 est utilisée pour la
reconstruction par réseau de neurones. On considère sept générations de
quinze réseaux de neurones. Il faut optimiser le nombre de couches cachées
(1, 2 ou 3 pour rester superficiel), le nombre de neurones dans chaque
couche (r, 2r, p, p/2 ou r + p, des choix purement empiriques), les fonctions
d’activation (relu, tanh, sigmoïde ou linéaire), le taux d’oubli (0.0, 0.1, 0.2
ou 0.3) et la vitesse d’apprentissage (10−4, 10−3, 10−2 ou 0.1).

Quelques remarques

On a présenté un moyen de valider les hyper-paramètres. Quatre remarques
importantes doivent être faites.

Remarque 1 : la validation croisée présentée est non-imbriquée. Le découpage
initial des données est arbitraire donc la performance du modèle (estimée sur les
données de test) sera biaisée. Il faudrait plusieurs découpages entraînement - test
pour avoir une estimation non biaisée. On parlerait de validation imbriquée mais

23. Densité de probabilité définie par d(t) = 0 si t < 0 et d(t) = s exp(−st) sinon. Le réel s est
appelée échelle. Il n’y a pas de raison particulière pour échantillonner les hyper-paramètres selon
cette loi ; on souhaite simplement des hyper-paramètres positifs pas trop grand.
24. Précisons les paramètres par défaut. Lorsqu’une population est apprise, 40% des meilleures

combinaisons d’hyper-paramètres sont retenues et 60% sont détruites (étape de sélection). Il
y a toutefois 10% de chance qu’un mauvais modèle survive. Pour compléter la population, les
modèles enfants sont construits sur la base de deux survivants, sélectionnés aléatoirement. Pour
chaque degré de liberté, l’enfant hérite aléatoirement de l’attribut du père ou de la mère (étape
de reproduction. Les enfants peuvent subir dans 20% des cas une modification aléatoire de ses
hyper-paramètres (étape de mutation).
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Espace des
hyper-paramètres

N échantillons aléatoires •
La probabilité de manquer

l’intervalle bleu est (1− 0.05)N

Intervalle de 5% autour de la
configuration optimale. La
probabilité d’échantillonner

ici est 1− (1− 0.05)N

Succès ≥ 70%
⇐⇒ N ≥ ln (1− 0.7)

ln (1− 0.05) ≈ 23.5

Figure 3.10 – Recherche aléatoire dans une grille. N combinaisons
d’hyper-paramètres sont tirés aléatoirement. Avec N = 25,
la probabilité d’échantillonner dans la région optimale (à
plus ou moins 5%) est supérieure à 70%.

c’est un procédé très long et coûteux (Varoquaux et al., 2017).

Remarque 2 : l’apprentissage n’est pas effectué sur les données brutes. Pour
faciliter la convergence et accélérer l’apprentissage, les modèles sont appris sur les
données normalisées (variance unitaire, moyenne nulle). La variance et la moyenne
à utiliser pour la reconstruction de nouvelles données sont celles des données
d’entraînement.

Remarque 3 : la méthode quasi-systématiquement utilisée dans la littérature
pour le choix des hyper-paramètres est l’optimisation bayésienne (Brochu et al.,
2010). Il s’agit d’approximer par un processus gaussien le coût de validation en
fonction des hyper-paramètres. À l’étape k, l’hyper-paramètre le plus incertain est
exploré (évaluation du coût) et le processus (moyenne et écart type) est mis à jour.
La méthode a fait ces preuves pour les modèles à beaucoup de degrés de libertés
mais le procédé est très long. Par exemple pour un réseau de neurones, une
évaluation de la fonction coût requiert trois apprentissages (approche trois blocs).
De plus, les modèles peuvent être instables comme observés par (Lui et Wolf, 2019)
pour un problème de décrochage dynamique.

Remarque 4 : notre approche de l’optimisation génétique est très basique, avec
des candidats pris dans des ensembles discrets. Il faudrait utiliser des algorithmes
évolutionnaires plus élaborés, par exemple avec adaptation selon la covariance
(Igel et al., 2007).

Une fois les hyper-paramètres optimisés et le modèle final appris, on peut le
déployer. Il est toutefois important de pouvoir estimer les incertitudes de
reconstruction.
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3.4.5 | Quantifier l’incertitude de reconstruction

Attention

Ce que l’on présente dans cette partie est à titre informatif. Cela sera très
rapidement traité dans la partie résultats du manuscrit.

Dans le cadre d’une régression linéaire moindres carrés, on sait estimer
l’incertitude sur les paramètres et l’incertitude sur la reconstruction d’un nouveau
point. Ce travail est purement statistique, basé sur la construction de tests. Avec
des modèles plus exotiques (pénalisation LASSO ou autre forme de modèle), il
n’existe pas de méthode universelle. Ici, on propose une méthode applicable à
n’importe quel modèle régressif et une méthode spécifiquement applicable aux
réseaux de neurones.

Méthode générale

Cette méthode est inspirée de Qiu et al. (2019). Pour chaque composante de
l’état latent (méthode mono-tâche), un processus gaussien permet d’estimer le
résidu de reconstruction à partir de la reconstruction, comme illustrée sur la figure
3.11.

Reconstruction par la mesure â(R)
[:,t]

Résidu de
reconstruction

r[ir,t] = a[ir,t] − âR[ir,t] intervalle de confiance
basé sur la covariance

du processus

points d’entraînement

résidu moyen sur de nouveaux points

Figure 3.11 – Pour chaque composante de l’état latent, un processus
gaussien permet d’estimer le résidu de reconstruction. Les
points rouges sont des couples d’entraînement utilisés pour
calculer la moyenne (courbe bleu) et la variance (intervalles
gris) a posteriori du processus.

Par définition, un processus gaussien est un processus stochastique telle que
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toute collection des étiquettes suit une loi normale multivariée 25. Si on modélise le
résidu r[ir,t] = a[ir,t] − â

(R)
[ir,t] par un processus gaussien de moyenne nulle, on peut

donc écrire pour N points quelconques :r[ir,t1]
...

r[ir,tN ]

 ∼ N (
0RN ; k

[
â

(R)
[:,ti], â

(R)
[:,tj ]

]
(i,j)∈[1..N ]2

)

La fonction k est appelée noyau et mesure les similarités entre les reconstructions
aux temps ti et tj . Pour le choix classique du noyau gaussien de paramètres σ et γ,
l’expression est :

k[ti,tj ] = k
[
â

(R)
[:,ti], â

(R)
[:,tj ]

]
= σ2 exp

[
−γ

∣∣∣∣∣∣â(R)
[:,ti] − â

(R)
[:,tj ]

∣∣∣∣∣∣2
2

]
Le premier objectif est de déterminer les paramètres du noyau. Pour cela, on
observe les données (â(R),train ∈ Rr×mtrain , rtrain

[ir,:] ∈ Rmtrain) et on construit la fonction
de vraisemblance des paramètres sachant les données :

L(ktrain | rtrain
[ir,:] ) = 1

(2π)
mtrain

2 |ktrain| 12
exp

[
−1

2
{
rtrain

[ir,:]

}T {
ktrain

}−1 {
rtrain

[ir,:]

}]

Ici, ktrain ∈ Rmtrain×mtrain est la variable (variance paramétrée calculée sur â(R),train)
et |.| est l’opération du déterminant. Les paramètres optimaux sont ceux qui
maximisent cette vraisemblance et on peut les calculer par descente de gradient. Le
second objectif consiste à calculer la distribution a posteriori d’un nouveau point.
Par application de la règle de Bayes, on démontre 26 que pour un nouveau point
â

(R)
[:,t] :

25. On considère deux variables aléatoires X et Y telle que Y = f(X). On suppose que f est
un processus gaussien. Dans ce cas, pour xi donné, l’étiquette yi est échantillonné selon une loi
normale. Pour une collection quelconque x1, ...xn, la collection des étiquettes y1, ..., yN suit une
loi gaussienne multivariée de dimension N . Le processus est défini par une fonction moyenne et
une fonction variance, que l’on cherche à apprendre à partir de couples d’entraînement (xi, yi)
donnés.
26. Donnons les idées principales de la démonstration. Par hypothèse du processus gaussien, la

collection de N points (r∗, r) suit une gaussienne multivariée. En supposant la moyenne nulle,

on peut donc écrire
[
r∗

r

]
∼ N

([
0
0

]
;
[
Σ[r∗,r∗] Σ[r∗,r]
Σ[r,r∗] Σ[r,r]

])
. La distribution a priori (jointe) des

étiquettes est p(r∗, r∗) = 1
(2π)n/2|Σ|2

exp
(
−1

2

[
r∗

r

]T [Σ[r∗,r∗] Σ[r∗,r]
Σ[r,r∗] Σ[r,r]

]−1 [
r∗

r

])
. L’inverse de la

matrice de covariance est appelée matrice de précision, que l’on définit par les blocs Γ. Lorsque
les points r sont observés, on peut calculer la distribution conditionnelle sur les points r∗ sachant
r = rtrain = r0. Sans se préoccuper du terme marginal et du terme constant selon Γr,r, on

peut écrire p(r∗ | r0) ∝ exp
(
−1

2 [r∗]TΓ[r∗,r∗]r
∗ − rTΓ[r∗,r]r0

)
. La suite repose sur des astuces

calculatoires. D’abord, on écrit Γ[r∗,r] = Γ[r,r]Γ−1
[r,r]Γ[r∗,r]. Puis, on factorise l’exponentielle par



Reconstruction de l’état latent à partir de mesures limitées 119


r̄[ir,t] = kt−train

[
ktrain

]−1
rtrain

[ir,:]

cov
(
r[ir,t]

)
= kt−t − kt−train

[
ktrain

]−1
ktrain−t

avec les dimensions kt−train ∈ R1×mtrain et kt−t ∈ R1×1. La première covariance
indique les similitudes entre le nouveau point et toutes les observations
d’entraînement, de sorte que des points proches (covariance maximale) auront des
résidus proches.

Finalement, on dispose d’une méthode générale pour estimer les incertitudes de
reconstruction pour n’importe quelle méthode régressive. Plusieurs remarques
importantes doivent être faites.

Remarque 1 : les processus gaussiens utilisés sont multi-caractéristiques mais
mono-tâche. Il existe des méthodes pour étendre aux cas multi-tâches (et donc
expliquer les r résidus simultanément) mais cela impose de définir des matrices de
co-régionalisation pour modéliser la dépendance des résidus.

Remarque 2 : en géo-statistiques, on utilise le terme de krigeage pour parler
d’une modélisation par processus gaussien. Dans les approches multi-tâches, on
parle de co-kirgeage.

Remarque 3 : dans l’article de Qiu et al. (2019), le noyau est construit sur les
similitudes en entrée (les reconstructions) et les similitudes en sortie (le résidu sur
la composante ir). Ils parlent de noyau in/out.

Remarque 4 : Les processus gaussien ont une complexité en O([mtrain]3) à cause
de l’inversion de ktrain. On utilisera seulement et aléatoirement 20% des données
d’entraînement pour accélérer le calcul.

Remarque 5 : la moyenne du résidu permet de mettre à jour la reconstruction selon
â

(R),màj
[:,t] = â

(R)
[ir,t] + r̄[ir,t]. L’intervalle de confiance à 95% autour de la reconstruction

améliorée est â(R),màj
[:,t] ± 1.96

√
cov

(
r[ir,t]

)
.

exp
(

1
2r0Σ[r,r∗]Γ−1

[r∗,r∗]Γ[r∗,r∗]Γ−1
[r∗,r∗]Γ[r∗,r]r0

)
. Ce facteur ne faisant pas apparaître r∗, c’est juste

un terme de proportionnalité. L’exponentielle restante traduit que r∗|r = r0 suit une loi normale
de moyenne Γ−1

[r∗,r∗]Γ[r∗,r]r0 et de variance Γ[r∗,r∗]. Avec de l’algèbre linéaire, on peut facilement
expliciter les blocs Γ en fonction des blocs Σ. La moyenne se réécrit alors r̄∗ = Σ[r∗,r]Σ−1

[r,r]r0 et la
covariance Σ[r∗,r∗] − Σ[r∗,r]Σ−1

[r,r]Σ[r,r∗]. Cette seconde matrice est appelée complément de Schur
de Σ[r,r] dans la matrice de covariance complète.
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Intervalles par dropout

Lorsque l’on apprend un réseau de neurones, on évite le sur-apprentissage en
ajoutant des couches de dropout. De cette manière, une fraction des neurones est
aléatoirement neutralisée à chaque descente de gradient. Lorsque le modèle est
déployé, les couches d’oubli sont classiquement désactivées. C’est bien dommage
car en laissant le dropout actif pour la reconstruction d’un nouvel état latent, on
peut construire un ensemble de reconstructions. Les premiers et derniers des
40-quantiles définissent (pour chaque composante de l’état latent) un intervalle de
confiance à 95% autour de la reconstruction moyenne 27. Ce principe est illustré
sur la figure 3.12.

y[:,t]
Réseau de neurones

oubli activé

Plusieurs propagations avant

Histogramme de â(R)
[:,t]

Ensemble de reconstructions

Intervalle contenant
95% des reconstructions
et défini par les premier
et dernier 40-quantiles

Figure 3.12 – Estimation de l’incertitude de reconstruction à partir d’un
ensemble de reconstructions.

La difficulté de la méthode consiste à utiliser le bon taux d’oubli. Un taux
important (proche de 100%) mènerait à des reconstructions très diverses et donc
un large intervalle de confiance. Un taux faible (proche de 0%) mènerait à des
reconstructions très similaires et donc de petits intervalles de confiance. Pour
optimiser le taux, on suit l’argument heuristique suivant : sur les données
d’entraînement, l’intervalle de confiance à ci% doit contenir ci% des valeurs de
atrain. L’algorithme d’optimisation du taux est donc :

Optimisation du taux d’oubli

1. Définir des taux d’oubli.
Il s’agit d’une grille de valeurs entre 0 et 0.6. Au delà de 60% d’oubli, les

27. Toutes les reconstructions sont triées. Un q quantile est chacune des q−1 valeurs qui divisent
les reconstructions en q parts égales, de sorte que chaque partie représente 1/q de l’échantillon.
Pour construire un intervalle de confiance à 95%, on calcule les 40 quantiles, de sorte que chaque
partie représente 2.5% des données. Entre le premier et le dernier quantiles, on dispose de 95%
des données.
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performances du modèle seraient trop mauvaises (sous-apprentissage).
2. Définir des niveaux de confiance.

Il s’agit d’une grille de valeurs entre 0% et 100%.
3. Pour chaque taux d’oubli :

(a) Pour chaque niveau de confiance ci% :
i. Pour chaque mesure d’entraînement ytrain[:,t] :

A. Faire un ensemble de reconstructions.
On effectue 250 reconstructions. Propager un vecteur de
mesure dans un réseau de neurones étant rapide, l’obtention
de l’ensemble a un faible coût calculatoire.

B. Déterminer les q-quantiles.
Chaque région doit contenir (50− 0.5ci)% des données.

C. Construire l’intervalle de confiance à ci%.
On utilise les premier et dernier q-quantiles.

ii. Évaluer les intervalles de confiance :
On dispose de mtrain intervalles de confiance, un pour chaque
reconstruction. On compte le nombre de clichés réels atrain

effectivement à l’intérieur de l’intervalle de confiance associé.
(b) Évaluer la qualité du taux d’oubli :

On trace le pourcentage de clichés d’entraînement à l’intérieur des
intervalles des confiance, en fonction du niveau de confiance.

4. Sélectionner le taux d’oubli :
On choisit celui dont la courbe obtenue en 3.b) est la plus proche
d’une droite passant par (0,0) et (1,1).

Cette méthode est potentiellement applicable à d’autres formes de modèles que
le réseau de neurones. Il faudrait simplement étendre le concept de dropout.

Finalement, on dispose de plusieurs méthodes pour estimer un état latent à
partir de sa mesure. Il ne reste plus qu’à quantifier la qualité des reconstructions.

3.5 | Qualité des reconstructions
La qualité des reconstructions est quantifiée à la fois dans l’espace latent et

dans l’espace physique. On désigne par ab ∈ Rr×mb un batch de données et â(R)−b

sa reconstruction.

Dans l’espace latent

Dans l’espace latent, on utilise le coefficient de détermination. Il s’agit d’un
score défini pour chaque composante de l’état latent. Le vecteur R2 ∈ Rr est tel
que :
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∀ir ∈ [1..r], R2
ir = 1−

mb∑
t=1

[
ab[ir,t] − â

(R)−b
[ir,t]

]2
mb∑
t=1

[
ab[ir,t] − ā

b
ir

]2
Ici, āb ∈ Rr désigne la moyenne empirique des clichés de l’état latent. Lorsque R2

ir
est proche de l’unité, la reconstruction de la contribution du mode ir est bonne
en moyenne : la variabilité du batch reconstruit est semblable à la variabilité
attendue. Le score moyen informe de la qualité globale (i.e. pour tous les modes)
de reconstruction dans l’espace latent.

Dans l’espace physique

D’un point de vue pratique, c’est l’erreur d’estimation de l’état complet qui est
intéressante. On utilise l’erreur quadratique moyenne normalisée telle qu’introduite
dans le chapitre de réduction. Ainsi, on définit NMSE ∈ Rn tel que :

∀in ∈ [1..n],NMSEin =

mb∑
t=1

(
ub[in,t] − d

[
â

(R)−b
[ir,t]

])2

mb∑
t=1

(
ub[in,t] − ū

b
in

)2

Comme pour le coefficient de détermination, l’erreur globale correspond à une
moyenne sur toutes les composantes de l’état. Cette erreur est comprise entre 0 et
1, la borne inférieure étant celle souhaitée.

3.6 | Conclusion du chapitre
Le problème de reconstruction consiste à estimer l’état de haute dimension du

système à partir de sa mesure. En supposant le décodeur connu, l’estimation peut
porter uniquement sur l’état latent.

La première question concerne la placement des capteurs. On suppose que ce
sont des signaux connus de l’état complet. Pour optimiser la position de ces
signaux, on utilise un algorithme de partitionnement amélioré en deux étapes.
D’abord on détermine les cellules de Voronoï du maillage puis on définit les centres
des partitions les plus énergétiques comme capteurs. Cette méthode
semi-supervisée a l’avantage d’être systématique mais elle reste critiquable. En
particulier, le nombre de partitions n’est pas optimisé et on n’évite pas les
multi-colinéarités. De plus, aucune information dynamique n’est prise en compte.
Des approches plus élaborées faisant intervenir les méthodes de troncature
équilibrée (Manohar et al., 2018b) pourraient être envisagées.

La seconde question concerne la méthode d’estimation de l’état latent. Deux
solutions ont été proposées. La première est l’estimation directe où l’état latent
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est reconstruit par une combinaison linéaire des modes de décodage. Une telle
estimation requiert la résolution d’un problème d’optimisation, construit sur des
considérations d’algèbre linéaire. Conceptuellement, cela revient à estimer l’état
latent pour la mesure donnée, sans chercher à apprendre l’opération de passage
complète. Les coefficients de la combinaison linéaire étant différents pour chaque
nouvelle estimation, ce n’est pas une méthode adaptée pour des reconstructions
rapides. La seconde méthode est l’estimation régressive où les outils de
l’apprentissage supervisé sont extensivement utilisés. L’objectif est d’apprendre
complétement le passage entre l’espace de mesure et l’espace latent. De cette
manière, une nouvelle estimation ne nécessite que l’évaluation du modèle. Afin
d’assurer un compromis biais-variance, différentes formes de modèles
hyper-paramétrables sont utilisées. Le tableau 3.2 donne la carte d’identité de
chacune de ces méthodes.

Finalement, on dispose d’un moyen pour estimer l’état latent courant à partir
de la mesure de l’état complet au même instant. Or dans une application pratique,
les mesures peuvent ne pas être disponibles à chaque instant. Pour une estimation
en temps réel, il est donc nécessaire de prédire l’état entre deux reconstructions.
Apprendre un modèle dynamique pour l’état latent, c’est l’objectif de la prédiction
que l’on traite au chapitre 4.
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Méthode Régression linéaire Vecteurs supports Réseau de neurones Arbres boostés

Description

Les mesures
expliquent linéairement
les composantes de

l’état latent

Régression linéaire
dans un espace de

dimension plus élevé

Neurones interconnectés
avec des activations

non linéaires

Arbres de décisions
entraînés séquentiellement
sur la base des erreurs
des arbres précédents

Multi-tâches ? Oui et non Non Oui Non
Paramètres β α poids et biais Seuils de décision

Régularisation LASSO Contrainte de la boîte Dropout Vitesse d’apprentissage

Hyper-paramètres Coefficient Lasso Noyau
Taille de la boîte

Taux d’oubli
Nombre de couches cachées
Fonctions d’activations
Taux d’apprentissage

Nombre d’arbres
Profondeur maximale d’un arbre

Vitesse d’apprentissage

Optimisation
des hyper-paramètres Recherche dans une grille Recherche aléatoire Algorithme génétique Recherche aléatoire

Avantages Méthode simple
Multi-tâche possible Astuce du noyau Flexibilité Partition de l’espace de mesures

Désavantages Trop simple ? r régressions Boîte noire très (trop)
hyper-paramétrable

r regressions
Instabilité

Tableau 3.2 – Carte d’identité des méthodes d’estimation régressives.



4. Prédiction de l’état latent par
l’opérateur de Koopman

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la prédiction du futur de l’état latent du
système. Tout d’abord, on introduit les problématiques générales liées aux
systèmes dynamiques et on formalise le problème de prédiction. Puis, on présente
les aspects théoriques de l’opérateur de Koopman, un outil permettant de décrire
un système dynamique fini non linéaire sous la forme d’un système dynamique
linéaire de dimension infinie. Ensuite, on propose différents algorithmes pour
obtenir une approximation finie de l’opérateur de Koopman. De cette manière, on
disposera d’un modèle linéaire fini (i.e. une matrice) interprétable via une
décomposition spectrale pour prédire le futur état latent du système. Enfin, on
présente la stratégie d’assimilation de données pour mettre à jour les prédictions
du modèle dynamique à partir de reconstructions ponctuelles.
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4.1 | Formalisation de la prédiction

Attention

La science des systèmes dynamiques est extrêmement riche et complexe,
avec des raisonnements mathématiques qui sortent du cadre de ce manuscrit.
Ce chapitre donne quelques éléments de compréhension pour introduire ce
qui nous intéresse : l’opérateur de Koopman.

Par ailleurs, tout le travail est effectué sur l’état latent du système, pas l’état
de haute dimension. Comme pour le problème de reconstruction, il suffit
d’appliquer le décodeur pour repasser dans l’espace de haute dimension.

Formulation générale

L’état latent du système est noté a ∈M avecM une variété inclue dans Rr.
La dynamique de l’état latent s’écrit de manière très générale :

d

dt
a(t) = fd(a(t), t; µ)

avec fd un champ de vecteurs qui dépend de l’état courant, du temps et d’un
ensemble de paramètres µ. Un exemple est donné en note de bas de page 1. Une
représentation si générique cache de nombreuses problématiques résumées
ci-dessous :
→ Les équations du système peuvent être inconnues 2. En mêlant les techniques

d’apprentissage automatique avec des approches parcimonieuses, on sait
aujourd’hui identifier des modèles interprétables et généralisables mais les
applications restent assez académiques (Brunton et al., 2016b).

→ Le système peut être non linéaire et la solution peut évoluer sur une variété
topologiquement complexe. Ne pas pouvoir écrire la solution comme une
combinaison de fonctions de référence est un frein dans certaines applications,

1. Pour le système de Lorenz 63, l’état est a = (x, y, z) et les paramètres sont µ = (σ, ρ, β).
Le modèle dynamique est défini par 

ẋ = σ(y − x)
ẏ = x(ρ− z)− y
ż = xy − βz

C’est un modèle très simplifié de l’atmosphère, basé sur le phénomène de convection de Rayleigh
Bénard. La dynamique est bifurcative car elle change en fonction des paramètres. Pour σ = 10,
ρ = 28, β = 8/3, une particule évolue sur un attracteur dont la forme ressemble aux ailes d’un
papillon. Cette forme particulière est une variété, obtenue en continuant dans le domaine non
linéaire les vecteurs propres de la dynamique linéarisée aux points d’équilibres.

2. C’est par exemple le cas du cerveau ou du climat pour lesquels on ne sait pas appliquer la
deuxième loi de Newton. De manière générale, on manque de lois physiques pour les systèmes
modernes.
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notamment pour du contrôle (Kaiser et al., 2018). Bien que le théorème
d’Hartman-Grobman 3 établit quand et où une dynamique non linéaire peut
être approximée par une dynamique linéaire, l’analyse globale d’un système
non linéaire est souvent qualitative. L’analyse spectrale de Koopman est
une piste prometteuse pour comprendre les systèmes non linéaires avec une
vision linéaire (Bagheri, 2013). C’est ce que l’on étudie principalement dans
ce chapitre.

→ Le système peut être chaotique 4 et intermittent 5. Des opérateurs simples
ne permettent pas de représenter de tels phénomènes. Des coordonnées
retardées (Brunton et al., 2017) ou des décompositions multi-résolutions
sont prometteuses (Kutz et al., 2016b).

→ La dynamique peut être multi-échelles. Le placement optimal de capteurs
pour ces systèmes est un sujet actif de recherche, le travail se faisant très
souvent de manière heuristique ou par force brute (toutes les possibilités
sont testées une par une). Certaines techniques de l’acquisition comprimée
(état de l’art, section 1.4.1) sont prometteuses (Manohar et al., 2018a).

Flot de la dynamique

Supposons que le système soit autonome 6. On s’intéresse à l’évolution d’une
condition initiale a(t0) sur un horizon de temps ∆t. Pour obtenir cette trajectoire,
il faut intégrer la condition initiale en utilisant le flot de la dynamique. Le flot est
défini formellement par F∆t tel que :

F∆t [a(t0)] = a(t0) +
∫ t0+∆t

t0
fd [a(τ)] dτ

Très souvent, l’intégration de la fonctionnelle fd (lorsqu’elle est connue) est faite
numériquement.

Vision discrète

Le flot de la dynamique permet de définir le système dynamique discret :

ak+1 = F∆t [ak]
où l’indice k indique la solution à l’instant k∆t. En choisissant un pas de temps ∆t

3. Autour d’un point d’équilibre hyperbolique, le système non linéaire se comporte comme
le système linéarisé. Un point hyperbolique est un point d’équilibre dont les parties réelles des
valeurs propres du jacobien ne sont pas nulles.

4. La configuration papillon de Lorenz 63 est un exemple de système chaotique. En effet, deux
conditions initiales très proches peuvent avoir des trajectoires bien différentes. D’où le fameux
effet papillon.

5. Comme en turbulence. Par exemple, la fumée d’une cigarette présente des zones laminaires
et turbulentes intermittentes. Un écoulement de vent est aussi intermittent, ce qui se traduit par
les rafales.

6. Le système s’écrit ȧ(t) = fd[a(t)] i.e. dépendance uniquement à l’état courant.
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tel que le pas de temps sans dimension ∆t∗ vaut l’unité 7, on construit le système :

a[:,t∗+1] = F∆t∗
[
a[:,t∗]

]
Pour ne pas alourdir les notations, les astérisques ne seront plus indiquées. Les
clichés a[:,t] ∈ Rr introduits dans les chapitres précédents correspondent à la
réalisation de ce système discret.

Problème de prédiction

Le problème de prédiction consiste à approximer le flot F∆t à partir des clichés
atrain. Deux approches sont possibles. La première approche se base sur les
techniques de prédiction de séries temporelles. Les outils privilégiés sont les modèles
auto-régressifs ou les modèles boîte noire du type réseau de neurones récurrents.
Pour cette seconde méthode, des fonctions d’activations élaborées utilisent l’histoire
de l’état pour prédire le futur de l’état. Un travail complet s’appuyant sur cette
technique est proposé dans l’annexe G avec le système chaotique de Lorenz 63. La
seconde approche est basée sur l’opérateur de Koopman dont on cherche une
approximation. On dispose alors d’un modèle linéaire fini pour avancer dans le
temps l’état du système. La suite du chapitre se consacre à cette approche.

4.2 | L’opérateur de Koopman : aspects
théoriques

En 1931, Bernard Koopman a démontré l’existence d’un opérateur linéaire de
dimension infinie permettant d’avancer avec le flot de la dynamique toutes les
mesures de l’état du système associé (Koopman, 1931). Pour le système discret qui
nous intéresse, cet opérateur se note K∆t et se définit par :

∀g : Rr → R, K∆tg = g ◦ F∆t

où g est une fonction d’observation prise dans un espace de Hilbert, par exemple celui
de toutes les fonctions de carré intégrable. Pour une telle fonction, la dynamique
s’écrit :

g
(
a[:,t+1]

)
= K∆tg

(
a[:,t]

)
Il y a un échange de difficultés, illustré avec le schéma 4.1. La dynamique initiale
était certes non linéaire mais elle était de dimension finie. Dans l’espace de tous les
observables, la dynamique est maintenant linéaire mais de dimension infinie, ce qui

7. La définition dépend du système. Dans le cas d’un écoulement, on considère ∆t∗ = U∆t
L

où
∆t est le pas de temps entre deux clichés, U est la vitesse caractéristique (par exemple la vitesse
free-stream) et L est la longueur caractéristique (par exemple la dimension d’un obstacle). ∆t∗
est un temps sans dimension qui caractérise l’instationnarité de l’écoulement. Pour construire les
clichés, on choisit ∆t tel que ∆t∗ = 1.
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facilite l’interprétation (utilisation des fonctions propres) mais pas la
représentativité. Tout l’enjeu consiste à définir une approximation finie de
l’opérateur pour pouvoir le représenter par une matrice.

a[:,t] a[:,t+1]

g
(
a[:,t]

)
g
(
a[:,t+1]

)

F∆t

K∆t

g g−1

Flot non linéaire
mais fini

Opérateur linéaire
mais de dimension infinie

N’importe quel
observable dans un

espace d’Hilbert

Figure 4.1 – Vision initiale (trait pointillé) et vision de Koopman (trait
plein) d’un système dynamique.

Remarque : d’un point de vue continu, si la variété M est lisse et que fd est
différentiable en tout point, on peut faire tendre ∆t vers 0. On définit le générateur
infinitésimal de la famille des opérateurs de Koopman et il existe le système continu
ġ = Kg (Klus et al., 2020).

4.2.1 | Décomposition spectrale
L’opérateur K∆t étant linéaire, on peut effectuer une décomposition spectrale.

La fonction propre ϕj associée à la valeur propre λj satisfait :

K∆tϕj
[
a[:,t]

]
= λjϕj

[
a[:,t]

]
En partant d’une condition initiale, on peut donc écrire :

∀k ∈ N, ϕj
[
a[:,t+k]

]
= λkjϕj

[
a[:,t]

]
D’un point de vue continu, la fonction propre est associée à la valeur propre ωj
telle que :

d

dt
ϕj
[
a[:,t]

]
= ωjϕj

[
a[:,t]

]
Ce qui permet d’avoir la trajectoire :
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∀k ∈ N, ϕj
[
a[:,t+k]

]
= ϕ

[
a[:,t]

]
exp(ωj × k × 1)

où on indique explicitement ×1 pour rappeler la présence du pas temps, choisi
égal à l’unité vaut l’unité. On peut donc relier la valeur propre discrète à la valeur
propre réelle selon :

ωj = ln λj
1

Les fonctions propres de l’opérateur de Koopman définissent une base privilégiée
pour décrire l’évolution de n’importe quel observable g. On peut écrire :

∀g : Rr → R, ∀k ∈ N, g
(
a[:,t]

)
=
∞∑
j=0

λkjϕj
[
a[:,t]

]
(ϕj|g)

où la dernière quantité représente le produit scalaire canonique 8 dans l’espace
d’Hilbert des observables. Cette décomposition, introduite soixante dix ans après
l’opérateur 9, permet de caractériser globalement le système dynamique (Mezić et
Banaszuk, 2004; Bagheri, 2013).

Remarque : en appliquant une dérivation à la chaîne, on observe que les fonctions
propres vérifient l’équation aux dérivées partielles ∇ϕj(a).fd(a) = λjϕj(a).

4.2.2 | Espace d’observables invariant
Si on souhaite capturer l’évolution de toutes les observations possibles de l’état

latent (dans un espace d’Hilbert), il faut considérer toutes les fonctions propres
de l’opérateur de Koopman. D’un point de vue pratique, cela pose naturellement
des problèmes de représentativité et de calcul numérique. L’idée consiste alors à
approximer l’évolution de quelques observables seulement. Ceux-ci vivent dans un
espace de dimension fini décrit par un sous ensemble de l fonctions g1, ..., gl. Deux
cas de figure sont possibles :

Cas 1 → Le sous espace S = Vect(g1, ..., gl) est invariant par l’opérateur de
Koopman. Ainsi, ∀g ∈ S, K∆tg ∈ S. La restriction de K∆t à l’espace S est
une représentation finie de l’opérateur de Koopman mais uniquement valide
sur les fonctions dans S. Un sous ensemble de fonctions propres est invariant
par construction, mais leur détermination n’est pas triviale.

Cas 2 → Le sous espace S n’est pas invariant par l’opérateur de Koopman.
Dans ce cas, le meilleur modèle linéaire (au sens moindres carrés) pour décrire
linéairement la dynamique des observables est une approximation finie de
l’opérateur de Koopman. Les vecteurs propres de la matrice permettent

8. Par exemple pour les fonctions de carrés intégrables, le produit scalaire canonique est
(g1|g2) =

∫
M g1(a)g2(a)da

9. L’opérateur n’a suscité que peu d’intérêts après son introduction en 1931. Les applications
pratiques voient le jour avec la science des données, où les méthodes régressives permettent enfin
d’identifier des fonctions propres (Lusch et al., 2018).
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d’identifier des fonctions propres mais celles-ci sont fallacieuses (i.e. erronées)
et ne vérifient pas l’équation aux dérivées partielles des fonctions propres de
Koopman.

Dans la sous-section suivante, on donne trois exemples pour illustrer ces deux cas.
Ensuite, on présentera différentes méthodes d’approximation de l’opérateur de
Koopman.

Remarque : le premier cas est idéal d’un point de vue théorique mais pas d’un
point de vue pratique. En effet, c’est surtout la dynamique dans l’espace latent qui
est intéressante pour avoir des prédictions interprétables. Si on connaît un sous
espace d’observables invariants mais que le passage vers l’espace latent est difficile,
ce n’est pas idéal.

4.2.3 | Trois exemples formateurs
Les aspects théoriques de l’opérateur de Koopman sont illustrés sur des

systèmes dynamiques simples. Le traitement est ici analytique et sert à motiver
l’utilisation d’approches orientées données pour l’approximation finie de K∆t.

Le premier exemple illustre la configuration souhaitée : on connaît un sous
espace invariant par Koopman. On dira que l’approximation est fermée.

Exemple 1 - ce que l’on souhaite

On considère le système dynamique non linéaire suivant :

d

dt

[
a1
a2

]
=
[

µa1
λ(a2 − a2

1)
]

Pour λ < µ < 0, une condition initiale finit par atterrir sur la variabilité
parabolique a définie par a2 = a2

1. Avec les cinq fonctions d’observations
(g1, g2, g3, g4, g5) = (a1, a2, a

2
1, a1a2, a

3
1), le système est augmenté b selon :

d

dt


g1
g2
g3
g4
g5

 =


µ 0 0 0 0
0 λ −λ 0 0
0 0 2µ 0 0
0 0 0 µ+ λ −λ
0 0 0 0 3µ


︸ ︷︷ ︸

K


g1
g2
g3
g4
g5



La matrice K est la restriction de l’opérateur de Koopman au sous espace
généré par les cinq observables considérés. On peut faire la prédiction dans
ce sous espace et repasser sans problèmes dans l’espace initial car a1 et a2
font partis des observables. C’est un cas idéal.

a. Le système dynamique a pour seul point fixe (0, 0). Le jacobien du système en (0, 0)

est donné par J(0, 0) =
[
µ 0
0 λ

]
. Un vecteur propre associé à la valeur propre µ est (1, 0)
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et un vecteur propre associé à la valeur propre λ est (0, 1). Si la valeur propre λ est plus
rapide que la valeur propre µ (i.e. λ < µ < 0 donc eλt tend plus vite vers 0 que eµt), l’état
adhère rapidement (via a2) à la variabilité parabolique a2 = a2

1 puis évolue lentement (via
a1) vers le point fixe.

b. Par exemple avec l’observable g5, on peut écrire ġ5 = ȧ3
1 = 3a2

1ȧ1 = 3a2
1 × µa1 =

3µa3
1 = 3µg5. C’est une simple application de la dérivation en chaîne.

Le second exemple illustre ce qui arrive lorsque l’on considère trop d’observables
et que le système augmenté est toujours non linéaire. On dira que l’approximation
est ouverte.

Exemple 2 - ce qu’il peut arriver

On reprend le même système dynamique que précédemment
mais avec les neuf observables (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8, g9) =
(a1, a2, a

2
1, a1a2, a

2
2, a

3
1, a

2
1a2, a1a

2
2, a

3
2). Dans ce cas, le système dynamique

augmenté s’écrit :

d

dt



g1
g2
g3
g4
g5
g6
g7
g8
g9


=



µ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 λ −λ 0 0 0 0 0 0
0 0 2µ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 µ+ λ −λ 0 0 0 0
0 0 0 0 2λ 0 −2λ 0 0
0 0 0 0 3µ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 λ+ 2µ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2λ+ µ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 3λ





g1
g2
g3
g4
g5
g6
g7
g8
g9


+



0
0
0
0
0
0
−λa4

1
−2λa3

1a2
−3λa2

1a
2
2


Le sous espace généré par les neufs observables n’est pas invariant par
l’opérateur de Koopman. Le système dynamique augmenté est toujours non
linéaire. Dans une approche orientée données (formalisée dans la section
suivante), on ferait une régression linéaire entre les données à t et les données
à t+ 1. Bien évidemment, le modèle appris serait erroné et correspondrait
à la matrice tri-bande aliasée par le terme bleu. Il faudrait identifier les
observables responsables de l’ouverture, par exemple avec des approches
parcimonieuses (voir Kaiser et al. (2017) qui traite cet exemple en détail).

Le troisième exemple montre que des observables polynomiaux ne sont pas
toujours le meilleur choix d’observables.

Exemple 3 - Un exemple non trivial

On considère le système dynamique ẋ = x2. Avec les observations g1 = x et
g2 = x2, le système augmenté s’écrit :
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d

dt

[
g1
g2

]
=
[0 1
0 0

] [
g1
g2

]
+
[ 0
2x3

]
On tente donc d’ajouter l’observation g3 = x3 mais le résultat est identique :
on continue d’ouvrir le système avec un degré supérieur. Il n’y a donc
aucune série de Taylor qui puisse être une fonction propre de
l’opérateur.

Si maintenant on considère l’observation g = exp(−1/x), le système se
réécrit ġ = g. La dynamique est représentée linéairement mais l’intuition
pour trouver l’observable n’est pas triviale. De plus, le passage vers l’espace
initial n’est connu que par un traitement analytique.

Remarque : on peut montrer que toutes les fonctions propres de l’opérateur
pour ce système dynamiques sont des séries de Laurent. Pour la valeur propre
λ ∈ C, les fonctions propres associées sont proportionnelles à :

ϕ(x) = 1− λx−1 + λ2

2 x
−2 − λ3

3 x
−3 + ... = exp(−λ/x)

Ces trois exemples permettent de mieux définir le travail d’approximation finie
de l’opérateur de Koopman. Soit il faut déterminer automatiquement les bonnes
observations de l’état en assurant un retour dans l’espace latent. Soit il faut partir
d’une bibliothèque d’observables et éliminer ceux susceptibles d’ouvrir
l’approximation. Dans tous les cas, une fois les observations fixées, l’opérateur de
Koopman est approximé par une régression linéaire entre les observations à t et les
observations à t+ 1. Dans la suite, on formalise ce travail et on étudie différents
choix d’observables.

Remarque : pour des systèmes dynamiques non linéaires qui possèdent plusieurs
points fixes, il est impossible d’avoir une approximation finie de l’opérateur de
Koopman incluant les composantes de l’état comme observables (Brunton et al.,
2016a).

4.3 | Approximation finie de l’opérateur

Dans cette partie, on formalise l’approximation finie de l’opérateur de Koopman
puis on propose une vision orientée données. On propose alors différents algorithmes
pour aboutir à différentes approximations de l’opérateur.

Cadre général

On considère l fonctions d’observations g1, ..., gl et on note S = Vect(g1, ..., gl)
le sous espace généré par ces fonctions. On peut donc écrire :
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∀i ∈ [1..l], gi
(
a[:,t]

)
=

l∑
j=1

δji gj
(
a[:,t]

)
=

l∑
j=1

gj
(
a[:,t]

)
[ej]i

où δji est le symbole de Kronecker et [ej ] est le j-ième vecteur de la base canonique de
Rp. Cette écriture indique que la fonction d’observation gi : Rr → R est identifiable
au vecteur ei. Le sous espace S n’étant pas nécessairement invariant, l’avancement
par le flot introduit un résidu ri tel que :

K∆tgi
(
a[:,t]

)
=

l∑
j=1

α[i,j]gj
(
a[:,t]

)
+ ri

(
a[:,t]

)

avec ri 6∈ S. En considérant les l fonctions d’observation, on peut écrire la relation
matricielle :

G(+1)(a[:,t]) = KG(a[:,t]) +R(a[:,t])

avec K ∈ Rl×l la matrice telle que K[i,j] = α[i,j], G(a[:,t]) ∈ Rl les observations
courantes, G(+1)(a[:,t]) = G(a[:,t+1]) les observations un pas de temps dans le futur
et R(a[:,t]) ∈ Rl les résidus. La matrice K est une approximation finie de l’opérateur
de Koopman. Les vecteurs propres gauche 10 permettent d’identifier l fonctions
propres de l’opérateur de Koopman :

Décomposition spectrale→ ξK = Λξ =⇒ Φ(a[:,t]) = ξG(a[:,t])

où Λ ∈ Cl×l contient les valeurs propres de K et ξ ∈ Cl×l contient les vecteurs
propres unitaires associés (rangés par ligne). La matrice Φ(a[:,t]) ∈ Rl est l’évaluation
des fonctions propres identifiées pour l’état a[:,t]. Deux cas de figure sont possibles.

Cas 1 → Le résidu R vaut 0Rl quel que soit l’état a[:,t]. Dans ce cas, la matrice
K est la restriction de K∆t au sous espace S. Les fonctions propres identifiées
sont des fonctions propres exactes de l’opérateur.

Cas 2 → Le résidu n’est pas nul. Dans ce cas, les fonctions propres identifiées
sont fallacieuses i.e. erronées 11 et ne vérifient pas l’équation aux dérivées
partielles des fonctions propres. Autrement dit, les fonctions identifiées n’ont
pas la même évolution que celle prédite par les valeurs propres associées et
il existe un horizon de prédiction h tel que Φ(a[:,t+h]) 6= ΛhΦ(a[:,t])

10. Attention à ne pas se tromper ! Certains articles utilisent directement les vecteurs propres
droits mais c’est parce que les clichés qui serviront à apprendre K sont rangés par lignes ; c’est
notamment le cas de Williams et al. (2015) qui introduisent la décomposition modale dynamique
étendue en mécanique des fluides. Dans ce manuscrit, les clichés seront toujours rangés par
colonne.
11. On rencontre le mot spurious en anglais.
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Apprentissage de K

On suppose que les l fonctions d’observations sont fixées. Dans ce cas, on peut
estimer la matrice K par une régression linéaire. L’algorithme est le suivant :

Approximation orientée données de K∆t

1. Considérer une trajectoire de l’état et sa version décalée.

On dispose de mtrain clichés organisés dans la matrice atrain. La tranche
[1→ mtrain− 1] donne la matrice A tandis que la tranche [2→ mtrain]
donne la matrice A(+1). Ces deux matrices contiennent chacune
mtrain−1 clichés de r composantes. Les clichés sont rangés par colonnes.

2. Observer les clichés contenus dans A et A(+1).

On crée les matrices G = G[A] et G(+1) = G[A(+1)]. Chaque matrice
contient mtrain − 1 clichés de l composantes.

3. Trouver K tel que G(+1) ≈ KG.

La solution moindres carrés utilise l’inverse de Moore Penrose et
s’écrit :

K = G(+1)G† = G(+1)GT
[
GGT

]−1

En utilisant des méthodes parcimonieuses du type LASSO, on limite
la corruption de la matrice K par le résidu.

Remarque : si on ne fait pas attention au sur-apprentissage, le modèle
linéaire peut parfaitement décrire la dynamique des observations
d’entraînement. Cela ne signifie pas que les fonctions d’observations
forment un sous espace invariant. Il faut tester le modèle sur une
nouvelle trajectoire pour statuer de la qualité des observables.

Prédiction récursive

La matrice K peut être utilisée pour prédire les observations plusieurs pas
de temps dans le futur. Il suffit d’écrire la décomposition spectrale K = ξ−1Λξ puis
d’itérer sur l’horizon h. On parle de prédiction récursive telle que :

Prédiction observables→ Ĝ(+h)
(
a[:,t]

)
= KhG

(
a[:,t]

)
= ξ−1ΛhξG

(
a[:,t]

)
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Ainsi, Ĝ(+h)
(
a[:,t]

)
est une approximation des observations au temps t+ h. Dans le

cas où S est invariant, les fonctions propres identifiées sont exactes et quelque soit
l’horizon, on a ξĜ(+h)

(
a[:,t]

)
= ξG

(
a[:,t+h]

)
. Dans le cas contraire, les fonctions

identifiées sont fallacieuses car la dynamique réelle des observables est non linéaire.
Cette remarque est illustrée avec la figure 4.2 où l’on reprend le deuxième exemple
de la section 4.2.3.

Pour une prédiction de l’état, il faut estimer les poids de passage entre l’espace
des observables et l’espace latent. En reprenant les notations de l’algorithme, on
cherche la matrice B ∈ Rr×l telle que A = BG. Avec une régression linéaire
classique, on obtient

B ≈ B[MC] = AG†

où l’acronyme MC signifie moindres carrés. La prédiction récursive dans l’espace
d’état s’écrit alors :

Prédiction état→ â
(P )
[:,t+h] = B[MC]Ĝ

(+h)
(
a[:,t]

)
= B[MC]ξ

−1ΛhξG
(
a[:,t]

)
où la notation (P) fait référence au terme prédiction comme la notation (R)
faisait référence à la reconstruction dans le chapitre précédent. La terminologie est
importante :
→ Λ est une matrice diagonale qui contient les valeurs propres de la matrice K.

Dans le cas général, ce sont des complexes qui viennent en paires conjuguées
car K est à coefficient réels 12.

→ ξ−1 est une matrice (l, l) dont les colonnes sont appelées modes dynamiques.
Ce sont les directions principales du mouvement (linéaire) dans l’espace des
observables 13.

→ B[MC]ξ
−1 est une matrice (r, l) dont les colonnes sont appelées modes de

Koopman. Ce sont les directions principales du mouvement dans l’espace
12. Si v est un vecteur propre associé à la valeur propre λ alors Kv = λv. Le passage au

conjugué donne K̄v̄ = λ̄v̄ mais K est à coefficients réels donc K̄ = K. Ainsi, v̄ est un vecteur
propre associé à la valeur propre λ̄.
13. Le vecteur des observations évolue selon des directions principales (associées aux valeurs

propres réelles) et des rotations (fixées par les valeurs propres complexes). Dans le cas général,
si v = vr + ivi est un vecteur propre associé à la valeur propre λ = λr + iλi, on peut écrire
Kv = λv et identifier les parties réelles et imaginaires. On parvient à :{

Kvr = λrvr − λivi
Kvi = λivr + λrvi

En notant V la matrice de deux colonnes (vr,vi), la vision réelle est KV = VE où E est la matrice

de rotation
[
λr λi
−λi λr

]
. Avec une représentation polaire de la valeur propre, on fait apparaître

l’angle de rotation et la vitesse de rotation autour du vecteur nul. Si le module |λ| est plus grand
que l’unité, le mouvement est amplifié. S’il est plus petit que l’unité, le mouvement est amorti.
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Étape 1
Intégration numérique

de deux conditions initiales
pour le système dynamique

d

dt

[
a1
a2

]
=
[
−0.1a1
−(a2 − a2

1)

]
-1.0 0.0 1.0

-1.0

0.0

1.0

a1

a2

Apprentissage

Test

Étape 2
Observation de la

trajectoire d’entraînement
et régression G(+1) = KG

Neuf observations
a1, a2, a

2
1, a1a2, a

2
2

a3
1, a

2
1a2, a1a

2
2, a

3
2

Matrice K
Le résidu corrompt

la tri-bande

Étape 3
Décomposition spectrale et
comparaison de ξG(atest

[:,h])
avec ξĜ(+h)(atest

[:,0])

Neuf fonctions propres
identifiées 0 50 100 150

-1.0

0.0

1.0

horizon h

Évolutions réelles (en rouge) et
évolutions prédites par les

valeurs propres (en pointillés)

Figure 4.2 – Approximation de l’opérateur de Koopman par approche
orientée données. Les fonctions propres identifiées sont pour
la plupart fallacieuses, synonyme que certaines observations
ouvrent le système augmenté. Pour une étude détaillée sur ce
système, le lecteur intéressé est encouragé à lire les articles
de Kaiser et al. (2017) et Brunton et al. (2016a).
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latent.

Le cœur du problème

L’objectif est de trouver la meilleure approximation finie de l’opérateur de
Koopman. On peut agir :

— Lors du choix des observables. Soit on considére des éléments de référence
canoniques (série de Taylor, de Laurent, de Fourier, etc.) soit on cherche
à identifier des fonctions propres. Les approches basées sur les réseaux
de neurones ou SINDy implicite sont prometteuses pour déterminer des
observables qui ont une dynamique linéaire (Brunton et Kutz, 2019).

— Lors de la régression pour déterminer K. On peut limiter la corruption
de mauvais observables en promouvant la parcimonie dans la solution (e.g.
LASSO ou LARS 14).

Ces deux approches ne s’excluent pas l’une de l’autre. Dans les sous-sections qui
suivent, on présente les différentes stratégies qui seront implémentées. Pour faciliter
la lecture, on résume dans le tableau 4.1 les éléments clés qui distinguent chaque
sous-section.

Section Description Innovation

DMD - 4.3.1 Les observations sont les
composantes de l’état

Utilisation de modèles
directs

HODMD - 4.3.2 Les observations sont les
composantes de l’état retardé

Optimisation du retard
Erreur de validation

EDMD - 4.3.3 Les observations sont les
monômes au plus quadratiques Erreur de validation

EDMD RBF - 4.3.3 Les observations sont des
fonctions radiales

Optimisation des partitions
Erreur de validation

EDMD DL - 4.3.4 Les observations sont les
sorties d’un réseau de neurones Procédure ASHA

Tableau 4.1 – Description succincte des approximations de l’opérateur
de Koopman qui sont développées dans les sections qui
suivent.

4.3.1 | Décomposition modale dynamique
L’algorithme de décomposition modale dynamique (DMD) a été introduit

en mécanique des fluides par (Schmid, 2011). Les observations considérées sont
directement les composantes de l’état. L’approximation finie de l’opérateur est donc
le meilleur modèle dynamique linéaire pour décrire l’évolution des données.
Il s’obtient en résolvant :
14. Least Angle RegreSsion. La tendance linéaire est apprise en étudiant les corrélations entre

chaque prédicteur (ici les observables à t) et les sorties (ici les observables à t+ 1).



Prédiction de l’état latent par l’opérateur de Koopman 139

K = arg min
K

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

atrain

[1,1] . . . atrain
[1,mtrain−1]

... ... ...
atrain

[r,1] . . . atrain
[r,mtrain−1]

−K

atrain

[1,2] . . . atrain
[1,mtrain]

... ... ...
atrain

[r,2] . . . atrain
[r,mtrain]


∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

F

où ||.||F est la norme de Frobenius. On fait le choix de ne pas ajouter de pénalité
(comme dans la présentation classique de la méthode) donc la solution s’obtient
avec une pseudo-inverse. La matrice des poids de Koopman est l’identité. Pour le
lecteur habitué à la DMD dans le cadre de la mécanique des fluides, on renvoie à
la note de bas de page 15.

Correction par modèles directs

Dans le cas où la dynamique de l’état latent n’est pas linéaire, le sous espace
généré par les observables DMD n’est pas invariant. Les fonctions propres
identifiées sont fallacieuses et les erreurs s’accumulent lors d’une prédiction
récursive. Pour corriger la prédiction à un horizon donné, on peut utiliser des
modèles directs.

On note m(h) l’opérateur qui permet de faire une prédiction récursive h pas de
temps dans le futur à partir d’une condition initiale. Ainsi, on peut écrire :

m(h)
(
a[:,t]

)
= â

(P )
[:,t+h] = Kha[:,t]

Le modèle direct mh permet d’estimer le résidu de prédiction à l’horizon h, selon :

mh
(
a[:,t]

)
≈ a[:,t+h] −m(h)

(
a[:,t]

)
On peut donc mettre à jour la prédiction récursive à l’horizon h :

â
(P ),UP
[:,t+h] = m(h)

(
a[:,t]

)
+mh

(
a[:,t]

)
où le sigle UP fait référence au mot updated. Le modèle direct mh est établi par
l’algorithme ci-dessous :

15. La décomposition modale dynamique introduite dans l’article de Schmid (2011) a surtout
vocation à post traiter en mécanique des fluides. En partant du cliché initial de haute dimension
u1 = utrain

[:,1] , on construit le sous espace de Krylov Vect
(
u1,Ku1, ...,K

m−1u1
)
où m = mtrain.

Les itérations d’Arnoldi (Gram-Schmidt modifié) déterminent une base orthogonale dont les
vecteurs sont approximativement les m vecteurs propres dominants de K. Ces vecteurs propres
définissent les directions principales d’évolution du meilleur modèle dynamique linéaire un pas de
temps. Aujourd’hui, on utilise plutôt l’algorithme DMD qui 1) réduit les clichés par décomposition
orthogonale propre ; 2) effectue une régression linéaire ; 3) effectue la décomposition spectrale
sur l’approximation de faible rang de la dynamique (Kutz et al., 2016a). Dans cette thèse, on
reprend l’algorithme DMD mais la réduction est déjà faite et elle peut être LAE, LVAE ou VAE.
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Correction par modèle direct

1. Choisir l’horizon h

2. Apprendre le modèle direct mh :

(a) Créer l’ensemble d’apprentissage

On dispose de mtrain − h données étiquetées. La donnée t est telle
que : Entrée→ atrain

[:,t]

Sortie→ atrain
[:,t+h] −m(h)

(
atrain

[:,t+h]

)
(b) Faire une régression

On utilise les outils de l’apprentissage supervisé. L’objectif est
d’expliquer la sortie par l’entrée. On rappelle les éléments clés :
choix d’une forme de modèle pour mh, validation croisée des hyper-
paramètres, apprentissage sur tout le set de données et déploiement.

Remarque : pour l’application qui nous intéresse, on apprendra seize modèles
directs, un pour chaque horizon de prédiction de h = 1 à h = 16. Les modèles
seront des arbres de décision boostés. On comparera des modèles validés et non
validés 16.

4.3.2 | Décomposition modale dynamique d’ordre élevé

La décomposition modale dynamique d’ordre élevé (HODMD) utilise l’état
courant et les états passés comme observables (Le Clainche et Vega, 2017). Une
décomposition d’ordre 0 est une DMD classique. Pour une décomposition d’ordre
d > 1, le problème à résoudre est

K = arg min
K

||ã[train,(+1)] −Kãtrain||2F + α||K||21

Les matrices ã[train,(+1)] et ãtrain possèdent [(d + 1) × r] lignes et [mtrain − d − 1]
colonnes. La notation tilda est reprise de l’article original et traduit :

16. Si l’on doit apprendre plusieurs modèles directs mono-tâche, une longue validation croisée
peut ne pas valoir le gain en robustesse.
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ã[:,t] =


a[:,t−d]

a[:,t−(d−1)]
...

a[:,t−1]
a[:,t]

 et ã
(+1)
[:,t] =


a[:,t−(d−1)]
a[:,t−(d−2)]

...
a[:,t]
a[:,t+1]


Étant donné la structure de ces vecteurs, l’approximation finie de l’opérateur
de Koopman devrait (s’il n’y a pas de problèmes numériques) prendre la forme
suivante :

K =


0r×r Ir×r 0r×r . . . 0r×r
0r×r 0r×r Ir×r . . . 0r×r
... ... ... . . . ...

0r×r 0r×r 0r×r . . . Ir×r
K1 K2 K3 . . . Kd+1


où les sous matrices Kj sont des blocs [r× r] qui permettent d’expliquer l’état futur
a[:,t+1] par les composantes des états a[:,t−(d−1)] à a[:,t]. Le terme de régularisation
||K||21 contrôle la parcimonie 17. Il reste deux points à aborder : 1) comment choisir
le nombre de retards d et 2) comment valider l’hyper-paramètre α ?

Nombre de retards

Dans le chapitre sur les méthodes de reconstruction, les hyper-paramètres
contrôlaient la structure du modèle sans changer le nombre d’entrées ni de
sorties. Les différentes architectures pouvaient donc être comparées, via le score de
validation et notamment le coefficient de détermination. Pour le modèle HODMD,
le nombre de retards fixe le nombre de variables explicatives et donc les modèles
ne sont pas directement comparables 18. Dans la théorie de l’information, le critère
d’information d’Akaike permet de pénaliser les modèles en fonction du nombre de
paramètres (donc implicitement de retards) utilisés. Il se calcule par :

AIC = 2T − 2 ln(L)
où T est le nombre total de paramètres 19 et L est le maximum de vraisemblance
du modèle 20. Le critère d’information Bayésien est une variante qui pénalise aussi
le modèle par la taille de l’échantillon. Il se calcule par :

BIC = T ln(mtrain)− 2 ln(L)

17. Pour une prédiction robuste, il vaut mieux ne pas considérer toutes les [(d+ 1)× r] variables
explicatives.
18. C’est d’ailleurs l’un des plus grands défauts du coefficient de détermination : sa valeur

augmente nécessairement avec le nombre de prédicteurs. Il existe une version ajustée qui pénalise
l’ajout de variables explicatives, mais on préfère utiliser des critères d’informations (plus classique).
19. Il faut déterminer d+ 1 sous blocs Kj de taille r× r donc (d+ 1)× r2 paramètres au total.
20. Bien formalisé dans une approche bayésienne de la régression linéaire, où chaque étiquette

est échantillonné d’une loi normale. Voir Bishop et Tipping (2003).
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où ln(mtrain) remplace le 2 du critère AIC. Le nombre optimal de retards est celui
qui maximise un critère d’information.

Régularisation LASSO

Pour gagner en robustesse, on sélectionne les variables explicatives en utilisant
LASSO. L’hyper-paramètre α est choisi par validation croisée de type hold-out 21

avec une erreur de validation modifiée :

E(α) = 1
mval

mval∑
t=1
||ãval

[:,t+1] −K(α)ãval
[:,t]||22 + 1

mval

mval∑
h=1
||ãval

[:,h+1] − [K(α)]hãval
[:,1]||22

Le premier terme est l’erreur quadratique moyenne classique. Le second évalue
l’erreur de prédiction récursive moyenne de toute la trajectoire de validation. On
indique explicitement K(α) car l’approximation de l’opérateur de Koopman dépend
naturellement du niveau de parcimonie imposé.

Quelques remarques

L’algorithme HODMD est une extension assez naturelle de l’algorithme DMD.
Quelques remarques de contexte doivent être faites.

Remarque 1 : pour de nombreux systèmes dynamiques, la complexité spectrale 22

est plus grande que la complexité spatiale 23. Une décomposition modale classique
n’est pas consistante pour ces systèmes car le spectre recouvrable est limité par la
dimension de l’état. Avec une décomposition modale d’ordre plus élevée, on peut
jouer sur le nombre de retards pour augmenter le spectre recouvrable et donc
trouver autant de modes que la complexité spectrale. La HODMD peut donc être
appliquée à des systèmes dynamiques très généraux, comme démontré et illustré
dans l’article ayant introduit la méthode (Le Clainche et Vega, 2017).

Remarque 2 : la version purement statistique de l’algorithme HODMD est VAR
(pour Vector Auto Regression). La bibliothèque statsmodel propose ce modèle avec
d’autres outils : étude de la stationnarité (test de Dickey-Fuller), de la
cointégration (test de Johansen) et de la causalité (test de Granger). Ces études
détaillées sont surtout effectuées dans des problèmes économétriques et sortent du
cadre de ce manuscrit 24 (Toda et Phillips, 1994).

21. Celle que l’on avait appelée naïve dans le chapitre précédent. Comme on travaille avec des
séries temporelles, ça n’aurait pas de sens de faire une validation par trois blocs et de placer un
ensemble de test avant un ensemble d’entraînement.
22. Nombre de modes dynamiques requis pour écrire l’état comme une superposition de ces

modes. Pour le système de Lorenz chaotique, la complexité spectrale est infinie.
23. Dimension du sous espace généré par les modes dynamiques. Pour le système de Lorenz

chaotique, la complexité spatiale est 3.
24. On a quand même vérifié que toutes les séries temporelles étudiées dans les chapitres 5 et 6

étaient stationnaires.
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Remarque 3 : les critères d’informations sont bien détaillées à la page 151 de
Brunton et Kutz (2019). En maximisant un critère, on détermine le nombre de
retards optimal pour expliquer toutes les composantes de l’état. Si on cherche un
modèle auto-régressif pour une seule composante, on étudie plutôt
l’auto-corrélation et l’auto-corrélation partielle. L’auto-corrélation est une fonction
de d, définie pour la composante ir par Et

[
a[ir,t] × a[ir,t+d]

]
et estimée sur les

données d’entraînement. Si l’auto-corrélation est significative 25 jusqu’à un retard
d > 1, il existe un terme auto-régressif. Le nombre de retards est diagnostiqué avec
l’auto-corrélation partielle qui calcule l’auto-corrélation du signal en ayant retiré
les dépendances linéaires des variables a[ir,t+1] à a[ir,t+d−1].

Remarque 4 : pour l’algorithme HODMD, la matrice des poids de Koopman est
une matrice rectangulaire r × [(d+ 1)× r] nulle sauf pour les r dernières colonnes
qui forment l’identité.

4.3.3 | Décomposition modale dynamique étendue
La décomposition modale dynamique étendue a été introduite en 2015 (Williams

et al., 2015). C’est le cadre le plus général pour approximer l’opérateur de Koopman,
les observables étant des fonctions non linéaires choisies par l’utilisateur. Le
problème à résoudre s’écrit génériquement :

K = arg min
K

||G[train,(+1)] −KGtrain||2F + α||K||21

La validation croisée du paramètre α utilise la même erreur que la décomposition
d’ordre élevé. Ici, on s’intéresse à deux choix de fonctions candidats : des monômes
au plus quadratique ou des fonctions de base radiales.

Observations quadratiques (EDMD)

Les observables sont les monômes au plus quadratiques que l’on peut construire
avec les composantes de l’état. Le nombre de combinaisons possibles 26 est :(

r + 2
2

)
− 1 = (r + 2)!

2r! − 1 = (r + 1)(r + 2)
2 − 1

Le vecteur des observations à l’instant t s’écrit typiquement :

25. On effectue le test Z. Les limites de significativité haute et basse pour un risque α sont
données par B = ±z1−α/2SE(rd) où rd est l’auto-corrélation estimée au retard d. Si rd est en
dehors des limites, la corrélation est statistiquement significative i.e. on peut rejeter l’hypothèse
nulle "la corrélation de la population au retard d est nulle". Le terme z1−α/2 est le quantile d’ordre
1− α/2 de la distribution normale centrée réduite et SE est l’erreur standard, calculée par la
formule de Bartlett.
26. La théorie s’appuie sur les polynômes symétriques homogènes complets. Si on a r variables

et que l’on veut les degrés 1 à n, le nombre de monômes possibles est n parmi r + n auquel on
retranche 1 (pour ne pas avoir le monôme 1).
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G[:,t] =



a[1,t]
a[1,t]a[2,t]
a[1,t]a[3,t]

...
a[r,t]a[r−1,t]

a2
[r,t]


et G

(+1)
[:,t] = G[:,t+1]

où il faut faire attention à ne pas considérer de monômes doublons.

Observations plaque minces (EDMD RBF)

On commence par partitionner les états d’entraînement atrain avec l’algorithme
des k-moyennes. Les l centroïdes déterminés sont utilisés pour construire les
fonctions d’observations :

∀il ∈ [1..l], G[il,t] = ||a[:,t] − µil ||22 log
[
a[:,t] − µil

]
où µil ∈ Rr est le centroïde de la partition l et ||.||2 est la norme l2. Le nombre de
partitions est choisi dans le coude de la courbe d’inertie en fonction du nombre de
partitions 27. On vérifie a posteriori que les partitions sont homogènes en évaluant
le coefficient de silhouette (Lletí et al., 2004) pour chaque échantillon. Il est défini
par :

s
(
atrain

[:,t]

)
=

din(atrain
[:,t] )− dout(atrain

[:,t] )
max(din(atrain

[:,t] ), dout(atrain
[:,t] ))

où din est la distance moyenne du point à son groupe et dout est la distance
moyenne au groupe voisin le plus proche 28. Un bon partitionnement 29 se traduit
par un coefficient de silhouette moyen (sur tous les échantillons) proche de +1.

Remarque 1 : l’acronyme RBF signifie Radial Basis Function. Les fonctions
d’observations sont en fait des fonctions de base qui peuvent être utilisées pour
faire de l’interpolation dite de plaque mince. C’est pourquoi certains articles
parlent d’observations TPS pour thin plate splines.

Remarque 2 : pour les observations quadratiques, la matrice des poids de Koopman
est triviale. Pour les observations radiales, une pseudo-inverse pour estimer le retour
vers l’espace d’état n’est sans doute pas suffisant.

27. Critère heuristique : au delà du coude, ajouter des partitions ne vaut plus le gain en inertie.
28. Les formules complètes n’ont pas grand intérêt et ne sont pas indiquées.
29. Sur un axe vertical, on définit l intervalles. Dans l’intervalle il, on trace autant de barres

horizontales que d’échantillons dans la partition il. La taille d’une barre est fixée par le coefficient
de silhouette de l’échantillon. À la fin, on dispose de l silhouettes. Un partitionnement est bon
si les silhouettes ont une épaisseur semblable et si chaque silhouette est homogène (barres de
longueur semblables).
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4.3.4 | Apprentissage du dictionnaire d’observables
Toutes les méthodes précédentes sont basées sur des observations fixées par

l’utilisateur (avec une sélection LASSO possible). Dans cette section, les observations
sont les sorties à optimiser d’un réseau de neurones. Le problème d’optimisation
général s’écrit (Li et al., 2017) :

(K,W ) = arg min
(K,W )

||G[train,(+1)](W )−KGtrain(W )||2F + α||K||2F

où W désigne les paramètres (poids et biais) du réseau de neurones, G(W ) est la
couche de sortie calculée après propagation de a[:,t] et K est l’approximation finie
de l’opérateur de Koopman. La variance de K est pénalisée grâce au terme ||K||2F .
Pour être plus concis, on désigne le coût par J(W,K). Deux questions se posent :
1) comment résout-on le problème pour des hyper-paramètres fixés et 2) comment
optimiser les hyper-paramètres du réseau ?

Hyper-paramètres fixés

On suppose que l’architecture du réseau est fixée. L’objectif est d’apprendre les
paramètres W tels que les observables appris fournissent une bonne approximation
K de l’opérateur de Koopman. Pour résoudre le problème d’optimisation, on
utilise une méthode alternée résumée dans l’encadrée ci-dessous.

Apprentissage des observables

Requis : les hyper-paramètres du réseau sont fixés. Le réseau possède r
neurones d’entrées et l neurones de sortie, un neurone étant une fonction
d’observation.

Tant que le coût J n’est pas convergé (itération k) :

— Créer les observables G = [Gfixe|GNN(W (k))]

La partie gauche contient deux observables fixes a, que l’on choisit
comme étant des fonctions radiales. La partie droite contient les
observables du réseau de neurones à l’itération k.

— Fixer W (k), apprendre K

C’est la régression linéaire classique :

K∗ = arg min
K

J(W (k), K)

La pénalité α est optimisée par validation croisée de type hold-out.
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— Fixer K, apprendre W (k+1)

C’est l’apprentissage classique d’un réseau de neurones. Il s’agit d’un
processus itératif :

1. Initialisation des paramètres pour le dictionnaire k + 1 :

W [(k+1),(0)] = W (k)

2. Descente de gradient sur plusieurs epochs (itération e) :

W [(k+1),(e+1)] ← W [(k+1),(e)] − η∇J̄[K∗]
(
W [(k+1),(e)]

)
Cette notation est synthétique. Comme pour l’apprentissage des
auto-encodeurs, la descente s’effectue par batchs de données.
Lorsque le coût évalué sur les batchs de validation (non utilisés
pour la descente) évolue peu ou raugmente, la descente est arrêtée.

3. Conclure au dernier epoch d’entraînement, noté E :

W (k+1) = W [(k+1),(E)]

La fonction coût J̄ est une version modifiée de J composée de trois
termes. Pour le batch b composé de mb données et pour les paramètres
W , elle s’écrit :

J̄[K∗](W ) =
mb∑
t=1
||Gb

[:,t+1] −K∗Gb
[:,t]||22

+
mb∑
h=1
||Gb

[:,h+1] − [K∗]hGb
[:,1]||22

+
mb∑
t=1
||ab[:,t] − ab

[
Gb
]†
Gb

[:,t]||22

Les paramètres W définissent les observations Gb ∈ Rl×mb , obtenues
par propagation avant du batch ab ∈ Rr×mb . Le premier terme est
l’erreur de prédiction un pas de temps, déjà présent dans le coût J .
Le second terme est l’erreur de prédiction récursive sur tout le batch.
Le troisième terme impose d’apprendre des observables facilement
inversibles par moindres carrés.

À la fin des itérations, on dispose d’un réseau de neurones optimisé
pour construire des observables qui évoluent linéairement. On peut
alors approximer l’opérateur de Koopman.
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a. Ils sont ajoutés pour ne pas apprendre la solution triviale J(θ,K) = 0 obtenue avec
des observations nulles.

La procédure d’apprentissage est plutôt longue car une itération est constituée
d’une régression forte pente (avec validation croisée de α) et l’apprentissage d’un
réseau de neurones. Si on veut optimiser les hyper-paramètres du réseau, une
recherche par grille n’est donc pas envisageable.

Optimisation des hyper-paramètres

Pour optimiser les hyper-paramètres du réseau de neurones, on utilise la version
asynchrone d’un algorithme dit SHA pour Sucessive Halving Algorithm (Jamieson et
Talwalkar, 2016). Il s’agit d’une recherche aléatoire par grille avec arrêt prématuré 30.
Supposons que l’on veuille tester 64 combinaisons aléatoires d’hyper-paramètres.
Plutôt que de dérouler complètement l’encadré bleu sur toutes les combinaisons
et choisir celle au coût de validation J minimal, on teste les combinaisons sur
peu d’itérations et on élimine les moins prometteuses. Avec un taux d’élimination
de 4, on se retrouve avec le schéma du tableau 4.2. Ainsi, les 64 combinaisons
d’hyper-paramètres sont testées sur une seule itération (encadré bleu avec k = 1).
Le quart des combinaisons les plus prometteuses est promu au palier suivant et
entraîné sur trois itérations supplémentaires (encadré bleu jusque k = 4). Le quart
des meilleures combinaisons est encore promu et ainsi de suite.

Palier Nombre de combinaisons Nombre itérations

0 64 1
1 16 4
2 4 16
3 1 64

Tableau 4.2 – Brassage des hyper-paramètres testés dans une approche
de halving synchrone. Ici, on part de 64 combinaisons
aléatoires d’hyper-paramètres et on promeut le quart
des combinaisons les plus prometteuses sur la première
itération (i.e. un apprentissage de K et une optimisation
des paramètres du réseau d’observables). On continu
jusqu’à n’avoir qu’une seule combinaison d’hyper-
paramètres.

Dans cette version synchrone de l’algorithme, toutes les combinaisons d’un palier
(aussi appelé rung) sont entraînées avant de faire les promotions et de passer au

30. Même principe que le early stopping dans l’apprentissage d’un réseau de neurones : on
arrête l’entraînement lorsque le coût de validation raugmente ou évolue peu sur plusieurs epochs.
Pour l’optimisation des hyper-paramètres, on sélectionnera donc aléatoirement des candidats puis
on arrête prématurément les combinaisons qui augmentent l’erreur de validation.
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palier suivant. Dans la version asynchrone que l’on utilise, les configurations sont
promues dès que possible. Cela permet une optimisation massive (et parallèle) des
hyper-paramètres. L’algorithme complet nécessitant un bon niveau d’abstraction,
il n’est pas indiqué ici. Le lecteur intéressé peut se référer à l’article original (Li
et al., 2018a) et tester l’algorithme avec la bibliothèque python sherpa.

Quelques remarques

L’algorithme EDMD DL est assez complexe à implémenter. On donne ici
quelques remarques de contexte.

Remarque 1 : la méthode EDMD DL est inspirée de l’article de Li et al. (2017).
Toutefois, les hyper-paramètres n’étaient pas optimisés et les applications étaient
purement académiques.

Remarque 2 : on choisit une régularisation de Tikhonov plutôt qu’une
régularisation LASSO pour accélérer le calcul. Une pénalité l2 pose moins de
problèmes d’un point de vue calcul car la norme est différentiable partout.

Remarque 3 : les résultats seront peu probants sur nos écoulements. Plusieurs
pistes sont à envisager. 1) il faudrait améliorer l’exploration des hyper-paramètres et
ne pas faire un brassage aussi brutal dès la première itération 31 ; 2) il faudrait avoir
un œil de mathématicien (pas uniquement appliqué) sur l’algorithme d’optimisation
alternée ; 3) il faudrait complexifier la définition de l’architecture du réseau et ne
pas se contenter des même activations et même nombre de neurones dans chaque
couche.

4.4 | Quantification de la qualité des prédictions
Dans la section précédente, on a présenté différents choix d’observables pour

approximer l’opérateur de Koopman du système. Chaque approximation fournit
un modèle dynamique pour prédire récursivement l’état du système ou ses
observations. Pour des systèmes complexes, un mauvais choix d’observables mène
vraisemblablement à des fonctions propres fallacieuses et donc un pouvoir prédictif
limité. Dans cette section, on présente les métriques utilisées pour quantifier cette
erreur.

Stratégie de découpage

Le modèle prédictif étant vraisemblablement erroné, il serait décourageant de
comparer une seule longue trajectoire avec sa prédiction à partir de la condition
initiale : on aurait une erreur de 100%. L’idée est plutôt de découper la trajectoire
d’entraînement ou de test en plusieurs petites trajectoires d’horizon raisonnable. Si

31. L’algorithme complet définit d’ailleurs des paramètres. On peut choisir le nombre minimal
d’itérations avant promotion et attendre d’avoir plusieurs configurations dans le dernier palier.
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on note H l’horizon maximal 32 et m le nombre de données disponibles, on peut
définir B = m−H − 1 sous trajectoires ou batchs de taille H + 1. En notant G la
matrice des clichés observés (d’entraînement ou de test), la b-ième sous trajectoire
(avec b = 1 à b = B) est donnée par G[:,b] → G[:,b+H].

Erreur à un horizon fixé

L’erreur quadratique moyenne pour la prédiction récursive à h ∈ [1..H] fixé est
calculée suivant :

∀h ∈ [1..H], Eobs(h) =
B∑
b=1
||G[:,b+h] −KhG[:,b]||2F

L’erreur dans l’espace d’état s’écrit de la même manière :

∀h ∈ [1..H], Eétat(h) =
B∑
b=1
||a[:,b+h] −B[MC]K

hG[:,b]||2F

Où a est la matrice de tous les clichés. Dans la troisième partie du manuscrit, on
présentera cette erreur sous sa forme normalisée, comme dans le chapitre 2. On
parlera d’erreur de prédiction par récursion.

Erreur de prédiction moyenne

L’erreur pour toutes les sous trajectoires et tout l’horizon est obtenue en
moyennant sur l’horizon maximalH. Dans l’espace d’état ou l’espace des observables,
on écrit donc :

E = 1
H

H∑
h=1
E(h)

On parlera d’erreur de prédiction. Encore une fois, on présentera plutôt sous la
forme normalisée, en divisant par la variance totale des données.

Qualité locale d’une fonction propre

Parmi les fonctions propres identifiées à partir des vecteurs propres gauches de
l’opérateur de Koopman, il y en a qui sont plus fallacieuses que d’autres. Si on

32. Pour nos écoulements, on considérera H = 16∆t∗ où le pas de temps sans dimension vaut
∆t∗ = 1. Ce temps est caractérisque de l’instationnarité macroscopique de l’écoulement et sert
(souvent) à définir l’espacement des clichés (Kaiser et al., 2014). Le choix de seize pas de temps
est arbitraire mais pourrait être optimisé, en utilisant par exemple l’exposant de Hurst (voir
l’article de Mohan et Gaitonde (2018) qui utilise des réseaux de neurones récurrents pour prédire
des écoulements turbulents). Dans une approche plus rigoureuse, on pourrait calculer l’échelle de
temps intégrale ou l’inverse de l’exposant maximal de Lyapunov (Mohan et al., 2017). Toutefois,
peu d’articles fonctionnent dans ce sens et la plupart font une étude paramétrique de l’influence
de l’horizon (Wang et al., 2020).
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note Φ ∈ Rl×b la trajectoire des fonctions propres et Λ ∈ Rl×l les valeurs propres
associées, la qualité h ∈ [1..H] pas de temps dans le futur de la fonction j ∈ [1..l]
est estimée par :

∀h ∈ [1..H],∀j ∈ [1..l], R2
j (h) = 1.0−

B∑
b=1

(
Φ[j,b+h] − λhjΦ[j,b]

)2

B∑
b=1

(
Φ[j,b+h] −

1
B

B∑
b=1

Φ[j,b+h]

)2

Ce qui représente l’écart à l’unité de la variance résiduelle par rapport à la
variance totale.

Remarque 1 : dans la dernière partie du manuscrit, on présentera deux types de
graphiques. Le premier superpose l’erreur de prédiction par récursion (barres
bleues) et les qualités locales de chaque fonction propre (courbes vertes). Si les
barres ne sont pas nulles et que les courbes ne sont pas égales à l’unité, c’est que
les observables choisis ne forment pas un sous espace invariant par l’opérateur de
Koopman.

Remarque 2 : l’erreur E(1) est l’erreur DMD que l’on rencontre dans beaucoup
d’articles. Elle renseigne sur la qualité de prédiction un pas de temps en supposant
à chaque fois la bonne condition initiale.

Remarque 3 : avec le score R2
j , on pourrait potentiellement identifier un sous

ensemble de bonnes fonctions propres pour construire l’approximation de l’opérateur
de Koopman (Kaiser et al., 2018).

4.5 | Prédiction long terme par assimilation de
données

Attention

Cette section est à titre informatif. L’algorithme ne sera pas appliqué dans la
troisième partie de ce manuscrit, sauf dans une version simplifiée présentée
en conférence et répertoriée en annexe H.

Pour une introduction didactique à l’assimilation de données, on renvoie au
chapitre 21 de Kutz (2013).

Dans le chapitre sur les méthodes de reconstruction, nous avions présenté trois
méthodes d’estimation de l’état du système. Seules deux (estimations directe et
régressive) avaient été détaillées. La méthode d’assimilation de données requérait
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un modèle dynamique et n’avait donc pas été discutée. Grâce au travail des sections
précédentes, on est maintenant en mesure de prédire l’état et donc d’envisager
l’assimilation de données. L’idée est de mélanger deux types d’estimation :
→ Par reconstruction. On se place dans le cas d’une reconstruction régressive.

Disposant de la mesure y[:,t] et d’un modèle de reconstruction f̂r, on peut
écrire :

â
(R)
[:,t] = f̂r

(
y[:,t]

)
Cette estimation est bien sûre erronée. De plus, les mesures qui servent à la
reconstruction peuvent être bruitées.

→ Par prédiction. Disposant d’une condition initiale a[:,t−1], d’un choix
d’observables G et d’une approximation finie de l’opérateur de Koopman
(B[MC], K), on peut écrire :

â
(P )
[:,t] = B[MC]KG

(
a[:,t]

)
Cette estimation est aussi erronée. De plus, la condition initiale peut être
bruitée.

Pour une estimation continue de l’état, faire uniquement de la reconstruction
n’est pas envisageable car les mesures peuvent ne pas être disponibles à tout
instant. Faire uniquement de la prédiction récursive est aussi inenvisageable car
les erreurs finiraient par trop s’accumuler. L’assimilation de données utilise les
reconstructions ponctuelles comme garde fou pour mettre à jour les
conditions initiales au cours de l’estimation. On reprend donc les idées du
filtre de Kalman mais les modèles mis en jeu sont purement orientés donnés.

4.5.1 | Les sources d’erreur
Supposons que l’on assimile les données y[:,t] toutes les F prédictions. Pour

mettre en place le filtre de Kalman, on a besoin de connaître les informations
suivantes :

1. Matrice de covariance Q des erreurs de prédiction sur un horizon F dans
l’espace des observables. Cette matrice est telle que :

G
(
a[:,t+F ]

)
∼ N

(
KFG

[
a[:,t]

]
, Q
)

On estime la matrice Q sur les données d’apprentissage, en calculant l’erreur
quadratique moyenne empirique Eobs(F ).

2. Matrice de covariance R des erreurs de mesure. Les capteurs sont bruités
indépendamment avec :

∀ip ∈ [1..p], y[ip,t] ∼ N
(
ȳ[ip,t], R[ip,ip] =

[
Iy max[ytrain

[ip,:] ]
]2)
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Chaque mesure à t est donc bruitée d’un niveau Iy (entre 0 et 1) de la
contribution maximale possible, ici celle observée sur le set d’apprentissage.
Attention ! L’opération .̄ est une moyenne d’ensemble obtenue à partir de
plusieurs réalisations à l’instant t.

3. Matrice de covariance P0 des erreurs de condition initiale. Le tout premier
état à partir duquel l’estimation longue durée débute est bruité selon :

∀ir ∈ [1..r], a[ir,t] ∼ N
(
ā[:,t], P0,[ir,ir] =

[
Ia max[atrain

[ir,:] ]
]2)

Même remarque sur l’opération .̄ qui indique la moyenne d’ensemble de l’état
latent au temps t, calculée à partir de plusieurs réalisations à cet instant.

4.5.2 | L’algorithme
On indique ci-dessous l’algorithme d’assimilation de données. La démonstration

des équations est très largement accessible dans la littérature (Mons et al., 2016).

Assimilation de données

Requis : horizon de prédiction F , covariance de prédiction Q, covariance de
mesure R, covariance de condition initiale sur l’état P s

t , taille des ensembles
S, condition initiale āt, opérateur de Koopman K et poids de Koopman B,
mesures espacées de F pas de temps, modèle de reconstruction f̂r.

1. Créer un ensemble d’états initiaux.

On tire S échantillons de N (āt, P s
t ).

2. Observer l’ensemble des états initiaux.

L’ensemble des observations a pour moyenne empirique ḡt et pour
matrice de covariance empirique P o

t .

3. Propager les observations et leur covariance.

Comme la dynamique des observations est linéaire, on peut utiliser
les équations du filtre de Kalman classique. On a donc :

ḡt donne ḡ
(P )
t+F = KF ḡt

P o
t donne P

[o-(P)]
t+F = KTP o

t [KF ]T +Q

La première ligne décrit le transport de l’observation moyenne sur F
pas de temps. La deuxième ligne décrit le transport de la covariance
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des observables par le modèle linéaire.

4. Créer un ensemble d’états transportées.

(a) Tirer S échantillons de N
(
ḡ

(P )
t+F , P

[o-(P)]
t+F

)
.

(b) Utiliser les poids de Koopman pour repasser dans l’espace d’état.
(c) Calculer l’état moyen et la covariance d’état empiriques. On note

respectivement ā(P )
t+F et P [s−(P )]

t+F .

5. Créer un ensemble de reconstructions à t+ F .

(a) Tirer S mesures aléatoires de N (ȳt+F , R).
(b) Mesurer l’ensemble via f̂r.
(c) Calculer l’état reconstruit moyen et la covariance de reconstruction

empiriques. On note respectivement ā(R)
t+F et P [s−(R)]

t+F .

6. Calculer l’incertitude puis le gain de Kalman.

Ces quantités sont notées respectivement St+F et Gat+F et se calculent
selon :

St+F = P
[s−(P )]
t+F + P

[s−(R)]
t+F

Gat+F = P
[s−(P )]
t+F [St+F ]−1

7. Conclure par l’étape d’assimilation.

Connaissant l’état moyen prédit, l’état moyen reconstruit et le gain
de Kalman, on peut mettre à jour et calculer :

āt+F = ā
(P )
t+F + Gat+F

[
ā

(R)
t+F − ā

(P )
t+F

]
Pt+F = (I −Gat+F )P [s−(P )]

t+F

Ces deux équations font écho au schéma prototype de l’état de
l’art (figure 1.16). L’état analysé est vu comme un curseur se
déplaçant entre l’état prédit et l’état reconstruit. Pour un gain nul,
on fait aveuglément confiance à la prédiction tandis que pour un
gain valant l’identité, on fait aveuglément confiance à la reconstruction.

8. Refaire l’algorithme avec t→ t+ F .

Remarque 1 : la difficulté de l’algorithme est liée au fait que le modèle
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dynamique est appris dans l’espace des observables. Avec l’algorithme DMD, on
s’affranchit de cette difficulté. C’est ce qui est présenté en annexe H.

Remarque 2 : les étapes 2 et 5 sont critiquables. Une distribution gaussienne
reste gaussienne lorsque l’on applique des transformations affines. Or dans les
étapes 2 et 5, on utilise des fonctions observations et un modèle de reconstruction
potentiellement non linéaires.

Remarque 3 : on peut envisager de l’assimilation régressive, comme présentée en
annexe G sur l’attracteur de Lorenz.

Remarque 4 : pour être consistant avec les notations de reconstruction et de
prédiction, on pourrait noter â(A)

[:,t] l’état moyen analysé plutôt que āt.

4.6 | Synthèse du chapitre
Dans ce chapitre méthodologique, on a présenté l’opérateur de Koopman et

différentes stratégies pour l’approximer. L’idée est de trouver des observations de
l’état qui évoluent linéairement plutôt que d’apprendre un modèle dynamique non
linéaire boîte noire de l’état. Tout l’enjeu consiste à choisir les observations pour 1)
faire une prédiction linéaire dans l’espace des observables et 2) repasser dans
l’espace d’état.

La méthode la plus simple est la décomposition modale dynamique où les
observations sont directement les composantes de l’état latent. L’approximation de
l’opérateur de Koopman est donc le meilleur modèle dynamique linéaire un pas de
temps pour les données. Si la dynamique réelle est non linéaire, le modèle DMD est
naturellement erroné. D’autres stratégies sont donc envisagées :

— La décomposition modale dynamique d’ordre élevé. On rajoute l’histoire
de l’état latent. Plus le nombre de retards est important, plus le spectre
recouvrable est grand. On peut potentiellement prédire n’importe quel
système dynamique.

— La décomposition modale dynamique étendue. Les observations sont des
fonctions non linéaires de l’état comme des monômes au plus quadratiques
ou des fonctions radiales.

— La décomposition modale dynamique avec apprentissage des observables.
Les observations sont les sorties d’un réseau de neurones qu’il faut optimiser.

Une fois les observations décidées, il suffit de faire une régression linéaire pour
approximer l’opérateur de Koopman. Si les observations ne forment pas un sous
espace invariant, les fonctions propres identifiées seront fallacieuses. Il est essentiel
de régulariser la régression et de faire une validation croisée pour apprendre un
modèle robuste sur de nouvelles trajectoires. Pour une prédiction dans l’espace
d’état, il faut inverser les observables, une étape faite naïvement par moindres
carrés mais qui peut ne pas être suffisante pour des observations complexes.
Toujours est-il qu’avec cette procédure, on peut rapidement disposer d’un modèle
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dynamique pour prédire le futur de l’état. En adjoignant un modèle de
reconstruction, on peut même faire de l’assimilation de données.

Finalement, à l’issu des trois chapitres méthodologiques de ce chapitre, on sait
1) réduire une base de données ; 2) estimer l’état latent du système à partir de
mesures ponctuelles ; 3) prédire le futur de l’état latent. On s’intéresse maintenant
à l’application de ces outils pour estimer un système de haute dimension : un
écoulement. Pour tester la scalabilité des outils, on considère quatre écoulements
de complexité croissante dont les données brutes sont présentées dans le chapitre 5.
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5. Présentation des quatre
écoulements retenus

Dans ce chapitre, on présente les différentes bases de données sur lesquelles on
effectuera l’apprentissage des auto-encodeurs, des méthodes de reconstruction et
des approximations de l’opérateur de Koopman. On considère quatre écoulements
de complexité croissante : 1) un écoulement laminaire autour d’un cylindre 2D ; 2)
un écoulement de couche de mélange spatiale ; 3) un écoulement turbulent autour
d’un cylindre 3D ; 4) un écoulement autour d’une tour plongée dans une couche
limite atmosphérique. L’objectif étant de présenter les données en entrée des
algorithmes d’apprentissage automatique, on ne se concentre pas sur les méthodes
numériques.

Attention

Les simulations sont effectuées sous OpenFOAM, un code volume finis
open source pour résoudre des équations aux dérivées partielles. Des détails
numériques sont fournis en annexe B.
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5.1 | Principe de résolution des équations
En écoulement incompressible, les équations à résoudre sont la conservation de

la masse et la conservation de la quantité de mouvement. Ces équations, dites de
Navier-Stokes, s’écrivent pour un fluide newtonien :


∇.U = 0

∂U

∂t
+ ∇.(ρUU ) = −∇p+ µ∇2U + ρg

où U est le champ de vitesse, p est la pression, µ est la viscosité dynamique,
ρ est la masse volumique et g est l’accélération de la pesanteur. Pour résoudre
numériquement ces équations, une possibilité est d’utiliser la méthode des volumes
finis qui consiste à 1) discrétiser le domaine en volumes élémentaires ; 2) écrire la
conservation des flux d’advection et de diffusion au niveau de chaque volume ; 3)
traduire ces équations sous la forme d’un système linéaire ; 4) résoudre le système et
avancer dans le temps (Eymard et al., 2000). C’est la méthode implémentée dans le
solveur OpenFOAM pour Open Field Operations And Manipulations 1 et explicitée
en annexe B. Lorsque le nombre de Reynolds est important, la résolution directe
des équations (DNS pour Direct Numerical Simulation) devient très coûteuse car
la physique impose de regarder l’écoulement sur une myriade d’échelles spatiales
et temporelles. Pour limiter cette complexité, on sacrifie le maillage et change
de philosophie de modélisation. Les deux approches classiques consistent soit à
résoudre les équations de Navier Stokes moyennées (URANS pour Unsteady
Reynolds Average Navier Stokes) soit à résoudre les équations de Navier Stokes
filtrées (LES pour Large Eddy Simulation).

Résolution des équations moyennées

Le champ de vitesse est décomposé en un champ moyen Ū et un champ de
fluctuations u selon U (x, t) = Ū (x, t) + u(x, t). Ici, x désigne la variable spatiale,
t désigne la variable temporelle et .̄ est une moyenne d’ensemble 2. L’équation de
quantité de mouvement pour le champ de vitesse moyen fait intervenir les tensions
de Reynolds qui ouvrent le système. Ce tenseur τRe représente l’action de toutes les
fluctuations sur le champ moyen de sorte que l’équation de quantité de mouvement
s’écrit :

∂ρŪ

∂t
+ ∇.(ρŪŪ) = −∇p̄+ µ∇2Ū + ∇.τRe + ρg

1. Il existe d’autres méthodes pour la mécanique des fluides numériques e.g les différences
finies, les éléments finis, les méthodes spectrales, Lattice Boltzmann, méthode de Galerkin, etc.
On renvoie à l’article de Hosain et Fdhila (2015) pour une classification des méthodes. Pour une
présentation plus scolaire des méthodes classiques, on renvoie au livre Tu et al. (2018).

2. Avec une moyenne temporelle classique, on retire l’information en temps et on calculerait
une solution stationnaire. Dans une approche instationnaire, l’opérateur moyenne doit être vu
comme un lissage des fluctuations à un instant donné et il faudrait donc disposer d’un ensemble
de réalisations à cet instant.
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En modélisant le tenseur τRe par une viscosité turbulente µt(x, t), on ferme les
équations. Pour calculer cette viscosité supplémentaire, l’approche classique consiste
à résoudre les équations de transport de quantités turbulentes, par exemple l’énergie
cinétique turbulente k et son taux de dissipation spécifique ω (Menter, 1994).

Simulation des grandes échelles

Résoudre les équations moyennées (en l’occurrence instationnaires ici) permet
uniquement de modéliser les effets de la turbulence. Aucune partie du spectre
d’énergie turbulente n’est résolue. Dans la simulation des grandes échelles, on
reproduit une partie du spectre en résolvant le champ de vitesse filtré. On travaille
sur un maillage plus lâche que celui requis pour une simulation numérique directe
et on modélise par un tenseur sous maille l’effet des échelles non résolues sur celles
résolues. L’équation de quantité de mouvement s’écrit (Sagaut et Deck, 2009) :

∂ρŨ

∂t
+ ∇.(ρŨŨ) = −∇p̃+ µ∇2Ũ + ∇.τsgs + ρg

où .̃ est l’opération de filtrage qui ne conserve qu’une partie des échelles jusqu’à un
certain nombre d’onde de coupure. Tout l’enjeu consiste à définir le tenseur sous
maille τsgs. Classiquement, le tenseur est modélisé via une viscosité sous maille 3

qu’il faut calculer par exemple avec un modèle de Smagorinski (Zhiyin, 2015).

Remarques

La simulation numérique directe est la plus coûteuse numériquement mais c’est
aussi la plus simple à résoudre. Les équations moyennées sont moins coûteuses à
résoudre mais demandent un grand effort de modélisation. La simulation des grandes
échelles est un compromis entre la fidélité du résultat et le coût de calcul. Avec
le développement des techniques d’intelligence artificielle, on cherche aujourd’hui
à apprendre des modèles de fermeture. On peut citer les travaux de Ling et al.
(2016) qui utilisent un réseau de neurones contraint par la physique pour apprendre
les coefficients d’un modèle de viscosité turbulente. On peut également citer les
travaux de Novati et al. (2021) qui utilisent l’apprentissage par renforcement pour
la simulation des grandes échelles. L’article de Duraisamy et al. (2019) expose les
limitations et promesses de telles approches.

5.2 | Le cylindre 2D : écoulement périodique

Le premier écoulement étudié est le sillage laminaire d’un cylindre. C’est le cas
de validation le plus utilisé dans la littérature. Dans ce qui suit, on présente la

3. On écrit τsgs = 2ρνsgsS̃ −
2
3ρksgsI où S̃ est le tenseur de déformations du champ filtré et

ksgs est la part d’énergie cinétique modélisée. Si on filtre toutes les échelles i.e. on modélise toute
l’énergie cinétique k, on retombe sur la formulation RANS et la viscosité supplémentaire est νt.
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physique de l’écoulement et les conditions d’obtention de la base de données. À
noter que la configuration est reprise d’un tutoriel OpenFOAM 4.

5.2.1 | Physique de l’écoulement
Dans l’état de l’art, on a présenté la topologie de l’écoulement autour d’un

cylindre à partir d’un cours de Feynman et al. (1965). À très bas nombre de
Reynolds, l’écoulement est rampant car les forces de viscosité l’emportent sur les
forces d’inertie. En augmentant légèrement le nombre de Reynolds, on observe
la formation de deux tourbillons contra-rotatifs stables. À partir du nombre de
Reynolds critique Rec1 ≈ 47, ce champ de base se déstabilise et on observe des
lâchés tourbillonnaires alternés, comme illustré sur la figure 5.1 (Zebib, 1987). Le
caractère périodique de l’écoulement est associé au cycle limite d’une bifurcation
supercritique de Hopf, identifiée en 2003 par un modèle réduit empirique 5 (Noack
et al., 2003).

Écoulement amont
uniforme

Cylindre qui oscille
à cause des perturbations
qui remontent vers l’amont

Déficit de vitesse et points d’inflexion
Couches de mélange convectivement instables.

Allée de Von Karman
Tourbillons lâchés alternativement
Profil de vitesse absolument instable

Figure 5.1 – Topologie prototype de l’écoulement laminaire autour d’un
cylindre bidimensionnel à bas Reynolds. À noter que les
oscillations du cylindre ne sont visibles que s’il n’est pas
contraint.

4. https://wiki.openfoam.com/Vortex_shedding_by_Joel_Guerrero_2D
5. Le champ de vitesse u est décomposé selon u ≈ a1u1 + a2u2 + a∆u∆. Les vecteurs u1 et

u2 sont les modes les plus énergétiques d’une décomposition modale propre. Le vecteur u∆ est
construit sur la différence entre le champ moyen et le champ obtenu par moyenne empirique
des données disponibles. La dynamique des coefficients (a1, a2, a∆) reproduit complètement la
bifurcation de Hopf.

https://wiki.openfoam.com/Vortex_shedding_by_Joel_Guerrero_2D


Présentation des quatre écoulements retenus 163

La forme particulière du sillage vient de l’interaction des deux couches cisaillées
formées par le champ de vitesse moyen. Chaque couche est convectivement instable
car les perturbations sont amplifiées et advectées vers l’aval. Le profil de vitesse
complet est absolument instable car les perturbations peuvent se propager vers
l’amont. Elles viennent d’ailleurs impacter le cylindre qui se met à osciller (s’il le
peut) à la fréquence des lâchés tourbillonnaires, avec un nombre de Strouhal
d’environ 0.12 (Kumar et Mittal, 2006). L’écoulement commence à se
tridimensionnaliser à partir du nombre de Reynolds Rec2 ≈ 180 et subit une suite
de bifurcations (Noack et Eckelmann, 1994; Zhang et al., 1995).

Remarque : l’article de Bagheri (2013) donne une décomposition analytique du
sillage laminaire d’un cylindre. C’est un exemple d’application de la théorie de
Koopman.

5.2.2 | Configuration calculée

On place un cylindre 2D (fixe) de section circulaire dans un écoulement
uniforme. Le diamètre est D = 2m et la vitesse de référence est U∞ = 1m.s−1. Le
nombre de Reynolds basé sur (D,U∞) est Re = 200. Le domaine de calcul est
défini par x ∈ [−10D, 15D] et z ∈ [−10D, 10D] où x est la direction longitudinale
et z est la verticale. Le domaine est discrétisé en 9200 cellules et les conditions
limites sont telles qu’indiquées sur la figure 5.2.

Le code de calcul résout les équations de Navier-Stokes sans modèle de turbulence
(DNS). La solution est calculée sur 450s avec un pas de temps ∆t = 0.05s. Pour
atteindre le régime périodique des lâchés tourbillonnaires, environ 200s sont requises.
Les 250s restantes sont gardées pour construire les ensembles d’entraînement et
de test. La solution est échantillonnée tous les ∆t∗ = 1 où t∗ est le temps sans
dimension défini par :

t∗ = tU∞
D

Ainsi, ∆t∗ = 1 correspond à une solution échantillonnée tous les 2∆t et les 250
secondes de calcul permettent de définir 125 clichés. Sur la figure 5.3, on trace la
densité spectrale de puissance 6 pour le coefficient de portance et le coefficient de
traînée. Le coefficient de portance oscille à la fréquence f = 0.0955Hz et permet de
calculer le nombre de Strouhal :

6. Pour un signal temporel s(t) de transformée de Fourier ŝ(f), la densité spectrale d’énergie
est |ŝ(f)|2. La densité spectrale de puissance fait en plus intervenir une moyenne temporelle
et se définit par limT→∞

1
T
|ŝT (f)|2df où |ŝT (f)|2 est la transformée de Fourier du produit de

convolution de s∗T (−t) avec sT (t), l’indice T indiquant que l’on observe le signal sur une période T .
Pour estimer cette densité spectrale de puissance, on calcule le périodogramme avec la bibliothèque
scipy de python.
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z

x6D

7D

Entrée
p gradient nul
U = (10, 0)

Partie haute
p gradient nul
U glissement

Partie basse
p gradient nul
U glissement

Sortie
p gradient nul
U entrée - sortie

Paroi cylindre
p gradient nul
U adhérence

Lignes
principales
du maillage

Figure 5.2 – Conditions limites pour l’écoulement laminaire autour du
cylindre. La condition gradient nul reprend la quantité
de la cellule la plus proche. La condition entrée - sortie
agit comme un gradient nul pour les écoulements dans la
direction d’advection ; elle agit comme valeur fixe pour des
écoulements retour. Les conditions glissement et adhérence
imposent respectivement U .n = 0 et U = 0 où n est la
normale à la paroi. La vitesse dans le domaine est initialisé
à (10 m.s−1, 0). La pression de référence est 0 N.m−2 mais
cela importe peu car OpenFOAM calcule des différences de
pression.

St = fD

U∞
= 0.191

Cette valeur est cohérente avec les résultats rencontrés dans la littérature (Braza
et al., 1986). Le coefficient de traînée oscille deux fois plus rapidement que le
coefficient de portance car la traînée n’est pas sensible au signe de la vorticité. Un
cycle de lâché correspond à un temps sans dimension T ∗ = 5.23 donc 24 cycles
sont approximativement observés avec les clichés disponibles. Avec un découpage
70/30 des données, on apprend sur 16 lâchés et teste sur les 8 restants.

Les outils de réduction, reconstruction et prédiction ne seront pas testées sur tout
le domaine de calcul. On se focalise sur la région centrée autour du cylindre et
définie par x ∈ [−5D, 15D] et z ∈ [−3.75D, 3.75D]. Cela fait un total de 5840
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(a) Champ de vitesse instantané coloré par le
module de vitesse. Les valeurs s’étendent de
0 m.s−1 (en bleu) à 15 m.s−1 (en rouge)
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(b) Coefficients de traînée Cx et de
portance Cz.
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(c) Densité spectrale de puissance
(PSD) des coefficients de force.

Figure 5.3 – Résultats du calcul numérique de l’écoulement laminaire
autour d’un cylindre.

cellules. Comme on résout deux composantes de la vitesse, la dimension de l’état
s’élève à n = 11680.

5.3 | Couche de mélange spatiale : écoulement
large bande

Le second écoulement étudié est une couche de mélange spatiale. C’est une
configuration observée lorsque deux couches de fluide ayant une vitesse différente
se rencontrent (voir figure 5.4). Ce cas de validation est inspiré de deux articles qui
appliquent la science des données en mécanique des fluides. Le premier propose
une méthode non supervisée pour réduire un écoulement et notamment une couche
de mélange à une chaîne de Markov (Kaiser et al., 2014). Le second étudie la
robustesse des méthodes d’estimation directe pour reconstruire, entre autres, le
champ de vorticité d’une couche de mélange (Callaham et al., 2019).
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Tourbillons issus d’une instabilité primaire
Appariement possible par instabilité sous-harmonique

Épaisseur de vorticité qui augmente linéairement
avec l’abscisse longitudinale. Le fluide extérieur

est entraîné par les vortex

Figure 5.4 – Topologie d’un écoulement de couche mélange spatiale.

5.3.1 | Physique de l’écoulement
Le champ de vitesse d’une couche de mélange est convectivement instable

car toute perturbation de la vitesse est amplifiée en étant convectée vers l’aval.
On parle d’instabilité de Kelvin-Helmhotz, interprétable en termes d’induction
mutuelle 7 (voir figure 5.5) et compréhensible par une analyse de stabilité linéaire
(Michalke, 1964). Pour une perturbation de longueur d’onde λ de la nappe de
vorticité initiale, on finit par observer une allée de tourbillons discrets espacés de
λ. Cette répartition est également instable et les tourbillons peuvent s’apparier
pour donner une nouvelle allée de tourbillons espacés de 2λ. Ce processus peut
continuer et on parle d’instabilités sous harmoniques (Winant et Browand, 1974).
Contrairement à l’écoulement laminaire autour du cylindre où une seule fréquence
de l’écoulement était amplifiée, la couche de mélange a un spectre large bande car
toute une gamme de fréquences est amplifiée (Mansour et al., 1988). Dans la région
développée d’une couche de mélange de mélange, le profil de vitesse moyenne est
autosimilaire et l’épaisseur de vorticité augmente linéairement avec la distance
(Brown et Roshko, 1974).

5.3.2 | Configuration calculée
On effectue une DNS 2D d’une couche de mélange spatiale. L’écoulement haut

(rapide) et l’écoulement bas (lent) ont pour vitesses respectives U1 = 30 m.s−1 et
U2 = 10 m.s−1. En entrée du domaine, on impose le profil de vitesse :

U(x = 0, z) = Uc + 1
2∆U tanh

(
2z
δω,0

)

où ∆U = U1 − U2 = 20 m.s−1 est la différence de vitesse, Uc est la vitesse de

7. D’après la loi de Biot-Savart, une poche de vorticité induit un champ de vitesse. La vitesse
est inversement proportionnelle au cœur de la poche.
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la vorticité de B
est convectée vers C

vitesse induite par C en B

vitesse induite par C en A

A CB

Configuration initiale

Perturbation

Zones de concentration et
de déplétion de vorticité

Non linéarités

Déferlement

Figure 5.5 – Mécanisme d’instabilité primaire d’une couche de mélange
spatiale. Une perturbation initiale de la nappe de vorticité
est amplifiée par induction mutuelle. On observe des zones
de concentration et de déplétion de vorticité. La nappe
finit par se rompre et on observe une allée de tourbillons
discrets. Figure inspirée d’un cours de Laurent Jacquin à
Polytechnique.
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convection (vitesse moyenne) et δω,0 = 1 m est l’épaisseur de vorticité initiale 8. Le
nombre de Reynolds basé sur δω,0 et ∆U est fixé à 500. Pour déclencher
l’instabilité de Kelvin-Helmotz, on ajoute des perturbations stochastiques au profil
de vitesse : à chaque pas de temps et dans la région z ∈ [−2δω,0; 2δω,0], la vitesse
en entrée du domaine est perturbée de ε échantillonné d’une loi normale
N (0, [0.01Uc]2). Ce choix n’a pas de justification physique particulière 9.

Le domaine de calcul est défini par x ∈ [0, 180δω;0] et z ∈ [−28δω,0; 28δω,0]. Dans la
direction longitudinale, les mailles sont de longueur δω0 . Dans la direction z, les
mailles sont géométriquement étirées de δω,0/4 à δω,0/2 jusque z = ±10δω,0. Au
delà, les mailles sont géométriquement étirées pour atteindre δω,0 aux extrémités
hautes et basses du domaine. Au total, le maillage est composé de 13680 cellules.
Les conditions limites sont indiquées sur la figure 5.6.

z

x 20δω,056δω,0
180δω,0

Entrée
p gradient nul

U tanh perturbé

Partie haute
p gradient nul
U glissement

Partie basse
p gradient nul
U glissement

Sortie
p gradient nul
U entrée - sortie

Figure 5.6 – Conditions aux limites pour la DNS 2D de la couche de
mélange.

L’écoulement est simulé avec un pas de temps ∆t = 0.01 s. La solution est d’abord
calculée sur 250s pour assurer la convergence des statistiques (champ moyen et
écart type). En repartant du dernier champ, on simule 135s de nouvelles données
qui serviront à construire la matrice des clichés. Pour valider le calcul, l’épaisseur
de quantité de mouvement 10 δθ adimensionnalisée par l’épaisseur de vorticité

8. Définie par δω = ∆U(
∂U

∂z

)
max

.

9. À noter qu’en jouant sur les perturbations, on pourrait contrôler l’appariement des vortex
(Ko et al., 2008). On peut comprendre comment l’excitation principale impacte l’instabilité grâce
au concept de réceptivité (Balsa, 1988) mais ce n’est pas l’objectif ici.

10. Définie par δθ(x) =
∫∞
−∞

U(x, z)
Uc

(
1− U(x, z)

Uc

)
dz.
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initiale δω,0 est tracée en fonction de la position longitudinale sans dimension
x/δω,0. Avec une régression linéaire moindres carrés, on calcule dδθ(x)/dx ≈ 0.020
dans la portion linéaire, une valeur cohérente avec les résultats de la littérature
(Attili et Bisetti, 2012). On trace également U∗ = (Ū(x, z∗) − Uc)/∆U pour
plusieurs stations x où z∗ est la variable sans dimension z/δθ(x) et Ū est la vitesse
longitudinale moyenne. Les profils se superposent, signe que le champ de vitesse
moyen est bien autosimilaire (Yoder et al., 2015).

(a) Module de la vorticité (s−1) pour un instantané.

0 50 100 150
x/ 0 [-]

0.5
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1.5
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/
0 [
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Moindres carrés
DNS

(b) Évolution de l’épaisseur δθ en
fonction de la position x. Une
régression linéaire dans x ∈
[120δω,0, 180δω,0] indique une
croissance de coefficient directeur
≈ 0.0201.
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(c) Vitesse moyenne adimensionnée
U∗ à plusieurs stations x dans
la région linéaire. Les profils se
superposent, signe que la solution
est auto-similaire.

Figure 5.7 – Résultats du calcul numérique de la couche de mélange
spatiale.

Le temps sans dimension est défini par t∗ = t∆U/δω,0. La solution est
échantillonnée tout les ∆t∗ = 1, ce qui permet d’obtenir 2700 clichés. La
convection d’un tourbillon prend au plus L/Uc = 9s où L est la longueur totale du
domaine, ce qui correspond à une période sans dimension T ∗ = 180. Ainsi, les
clichés disponibles couvrent au moins 15 cycles de convection, avec appariement de
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vortex possible.

Remarque : pour déterminer les lignes principales du maillage, on a supposé
que l’épaisseur de vorticité évoluait linéairement dans tout le domaine. Selon la
référence Yoder et al. (2015), le taux de croissance est d’environ 0.161λ avec λ
le taux d’étalement calculé par (1 − r)/(1 + r) où r = 0.33 est le rapport de
vitesse. Ainsi, on estime a priori que l’épaisseur de vorticité au bout du domaine
est δω,L ≈ δω,0 + 0.5 × 0.161 × 180δω,0 = 15.49δω0 . C’est donc dans la portion
z = ±10δω,0 que l’on met les mailles les plus fines.

5.4 | Cylindre 3D : écoulement turbulent
Le troisième écoulement étudié est le sillage turbulent d’un cylindre de section

carrée. Ce cas est reproduit à partir d’un tutoriel OpenFOAM 11.

5.4.1 | Physique de l’écoulement
Comme pour l’écoulement de sillage en aval d’un cylindre de section circulaire,

l’écoulement autour d’un cylindre de section carrée subit une suite de bifurcations.
En reprenant l’étude de (Bai et Alam, 2018), on distingue différents régimes :

→ Lorsque le nombre de Reynolds dépasse 50, des tourbillons sont lâchés de
manière alternée du cylindre et forment une allée de Von Karman laminaire.
L’écoulement décolle aux bords avals pour Re < 120 tandis qu’il décolle
aux bords amonts pour Re > 120. Le fait que les décollements soient
géométriques (imposés par les bords aigus) est une distinction forte par
rapport au cylindre circulaire où les décollements se font par gradient de
pression adverse.

→ Le sillage se tridimensionnalise dans la plage 150 < Re < 200. Les
tourbillons se disloquent en envergure avec une longueur d’onde de l’ordre
5.2D. On observe des boucles tourbillonnaires (rotation autour de la
direction d’advection) (Luo et al., 2003). On parle de mode d’instabilité A.

→ Dans la plage Re ∈ [190, 250], la longueur d’onde de dislocation est plus
petite (environ 1.2D). On parle de mode d’instabilité B.

→ Aux alentours de Re = 200, on observe un troisième mode (dit S) dont la
longueur d’onde est d’environ 2.8D. Les structures associées sont lâchés à une
fréquence deux fois plus importante que la fréquence de lâché fondamentale.

→ Après l’apparition du mode d’instabilité B, l’allée de Von Karman est
turbulente. Les coefficients des forces exercées sur le cylindre varient en
fonction du nombre de Reynolds jusque Re = 2 × 104. Au delà de cette
valeur, les coefficients (et le Strouhal) sont indépendants du nombre de
Reynolds (Sohankar, 2006).

11. https://wiki.openfoam.com/Vortex_shedding_by_Joel_Guerrero_3D

https://wiki.openfoam.com/Vortex_shedding_by_Joel_Guerrero_3D
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5.4.2 | Configuration calculée
Un cylindre de diamètre D = 0.04 m est plongé dans un écoulement uniforme

de vitesse U∞ = 0.5 m.s−1. Le nombre de Reynolds basé sur D et U∞ vaut
Re = 20000 et l’écoulement est pleinement turbulent. La solution est initialisée
avec un calcul RANS k − ω SST sur 1000 secondes Menter et al. (2003). On
effectue alors une simulation des grandes échelles (LES) avec un modèle de
Smagorinsky (Smagorinsky, 1963).

Le domaine de calcul est défini par x ∈ [−4.5D+D/2, 15D+D/2], y ∈ [−5D, 5D]
et z ∈ [−7D, 7D]. Le nombre total de cellules est 271 040 et les conditions limites
sont précisées sur la figure 5.8. Le pas de temps est fixé à ∆t = 5× 10−4 s et 120
secondes sont calculées. Seulement les 105 dernières secondes sont conservées pour
construire les clichés. La solution est échantillonné tous les ∆t∗ = 1 où le temps
sans dimension est t∗ = tU∞/D. On peut donc construire 1312 clichés.

Entrée
p gradient nul
U = (1, 0, 0)

Parties haute et basse
p gradient nul
U glissement

Sortie
p gradient nul
U entrée - sortie

Avant et arrière
conditions périodiques

Cylindre
p gradient nul
U adhérence

Figure 5.8 – Conditions aux limites pour la LES de l’écoulement turbulent
autour d’un cylindre rectangulaire. On utilise des conditions
périodiques sur les faces avant et arrière car les structures
de l’écoulement se répètent en envergure. Une coupe permet
de visualiser le module de vitesse d’un cliché, avec les zones
de survitesse (en rouge) et de déficit de vitesse (en bleu).

Le calcul est validé grâce aux coefficients de force. Sur la figure 5.9, on trace la
densité spectrale de puissance pour le coefficient de portance et le coefficient de
traînée. Le Strouhal basé sur la fréquence dominante f = 1.65 Hz vaut St = 0.132.
Cette valeur est cohérente avec celles rencontrées dans la littérature (Sohankar,
2006). On en déduit qu’un cycle de lâché a une période sans dimension T ∗ = 7.58
donc environ 173 cycles sont observés dans les clichés. Sur la même figure, on trace
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également les isosurfaces de Q = 50 pour un cliché 12.

(a) Isosurfaces Q = 50 d’un cliché.
Les isosurfaces sont colorées par
le module de la vitesse (m.s−1).
Un tourbillon en envergure est
disloqué.
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(b) Densité spectrale de puissance
(PSD) des coefficients de force.
Le coefficient de portance oscille
à la fréquence dominante f =
1.65 Hz.

Figure 5.9 – Résultats pour l’écoulement turbulent autour d’un cylindre
rectangulaire.

Les outils présentés dans la deuxième partie du manuscrit seront testés dans le
domaine défini par les points (−1.25D,−1.25D,−3D) et (12.5D, 1.25D, 3D). Cette
boîte contient 48 023 cellules et on s’intéresse aux trois composantes de vitesse,
d’où une dimension n = 144 069.

5.5 | Écoulement urbain idéalisé : configuration
réelle

Pour le dernier écoulement, on considère une tour isolée dans une couche limite
atmosphérique. C’est une configuration simplifiée d’écoulement urbain.

5.5.1 | Contexte
Le calcul a été réalisé par la post doctorante H. Toubin. Le travail consistait à

utiliser des données expérimentales (Sheng et al., 2018) pour générer

12. Le critère Q permet d’identifier les structures tourbillonnaires (Haller, 2005). Pour Q >
0, les rotations sont localement plus grandes que les déformations. Formellement, on a Q =
1
2 (Ω : Ω− S : S) où S et Ω sont respectivement les matrices de déformation et de rotation définies
à partir du gradient du vecteur vitesse. L’opération : désigne la double contraction
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numériquement les bons taux de turbulence. Ces travaux sont actuellement
continués par le post doctorant M. Diop. Dans la suite, on présente surtout la
création de la matrice des clichés.

Attention

Pour cette configuration, on est simplement utilisateur.

5.5.2 | Physique de l’écoulement
La couche limite atmosphérique est une couche limite turbulente se développant

sur paroi rugueuse. Dans la sous couche inertielle, le profil de vitesse moyenne suit
une loi logarithmique (Buschmann et Gad-el Hak, 2003). Le spectre des fluctuations
fait quant à lui apparaître de nombreuses échelles spatiales et temporelles, ce qui
rend le vent incertain et difficile à prédire (Li et al., 2019). Lorsque qu’un prisme
à base carré est plongée dans cet écoulement, on observe la topologie moyenne
suivante (McClean et Sumner, 2014) :
→ À l’amont du prisme, on observe un tourbillon fer à cheval qui résulte de la

déviation de l’écoulement par l’obstacle (Martinuzzi et Tropea, 1993).
→ Sur les faces latérales et supérieures, il se forme des couches limites qui

décollent. Pour des bords aigus, les décollements sont géométriques.
→ Les trois couches limites décollées interagissent et forment un sillage complexe.

Selon le rapport hauteur/largeur du prisme, on observe soit la formation
d’un tourbillon en arche soit la formation d’une allée de Von Karman. Ces
structures sont convectées vers l’aval (Sakamoto et Arie, 1983).

La norme européenne Eurocode 1 (partie 1-4) permet de caractériser l’action du
vent sur un bâtiment et fournit des modèles pour la vitesse moyenne et l’intensité
turbulente en fonction du terrain.

5.5.3 | Configuration calculée
La configuration étudiée correspond aux essais réalisés à la soufflerie NSA du

CSTB (Sheng et al., 2018). Les données expérimentales, en accord avec les profils
de l’Eurocode, sont utilisées pour générer à chaque instant des tourbillons en
entrée du domaine de calcul (Mathey et al., 2006). Des détails sur la méthode de
génération des vortex sont donnés en annexe C.

On considère une tour de diamètre D = 10 cm et de hauteur H = 49 cm
plongée dans un écoulement de couche limite atmosphérique avec U∞ = 10 m.s−1.
On définit la hauteur de demi-veine Hv = 50 cm. Le maillage est identique à
celui décrit dans la thèse Sheng (2017). Le domaine s’étend sur 8Hv dans le sens
longitudinal, 2Hv dans le sens transversal et 2Hv en hauteur. La tour est placée au
centre du domaine. La discrétisation spatiale compte 109× 28× 28 cellules (voir
figure 5.10). Concernant les conditions limites :
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— au niveau des parois de la tour et du sol, on impose une condition d’adhérence
pour la vitesse et une condition de gradient nulle pour la pression.

— au niveau des parois latérales et supérieures, on utilise une condition de
glissement pour la vitesse et un gradient nul pour la pression.

— au niveau de la sortie, on impose une condition entrée - sortie pour la vitesse
et gradient nul pour la pression.

— au niveau de l’entrée, on utilise la vortex method pour générer la turbulence
(voir annexe C).

Figure 5.10 – Maillage pour l’écoulement autour de la tour isolée. La tour
est définie par la boîte (−D/2,−D/2, 0) à (D/2, D/2, H).
Plusieurs niveaux de raffinement sont considérés.

On réalise une simulation des grandes échelles avec un modèle de Smagorinski
standard pour la viscosité sous maille (Gousseau et al., 2013). La simulation est
effectuée sur 126 secondes, avec un pas de temps ∆t = 2.5 × 10−4 s. On ne
conserve que les 16 dernières secondes pour construire la matrice des clichés. La
solution est échantillonnée tous les ∆t∗ = 1 où le temps sans dimension est
t∗ = tU∞/D. On travaille donc avec 1600 clichés. D’après les résultats
expérimentaux 13, on peut s’attendre à un strouhal de l’ordre de 0.1 donc une
période sans dimension T ∗ = 10. Ainsi, les données contiennent environ 160 cycles
de lâchés.

Avec les figures 5.11 à 5.13, on vérifie qualitativement que les champs de vitesse
moyenne concordent avec les images expérimentales. Les outils de réduction et de
reconstruction ne seront pas testées dans le domaine tridimensionnel car la matrice
de clichés est très lourde à charger en mémoire 14. On teste donc les outils dans
différents plans, définis dans le tableau 5.1.

13. Le calcul n’a pas été validé quantitativement pendant le post doctorat. Les capteurs n’ayant
pas été complètement définis, les spectres de pression sur les parois de la tour n’ont pas pu être



Présentation des quatre écoulements retenus 175

(a) Résultats numériques (b) Résultats expérimentaux
(PIV)

Figure 5.11 – Contours de la vitesse longitudinale moyenne (dans un
plan perpendiculaire au sol et dans l’axe de la tour).

(a) Résultats numériques (b) Résultats expérimentaux (PIV)

Figure 5.12 – Contours de la vitesse verticale moyenne (dans un plan
perpendiculaire au sol et dans l’axe de la tour).

comparés.
14. Environ 50 Go. Il faut des machines avec une grande mémoire vive pour effectuer directement

des calculs comme la décomposition en valeurs singulières. C’est un problème opérationnel : dans
le cas d’écoulements réalistes, le volume des données pour mettre en œuvre les méthodes exposées
devient prohibitif.
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(a) Résultats numériques (b) Résultats expérimentaux (PIV)

Figure 5.13 – Contours de la vitesse longitudinale moyenne (dans un
plan parallèle au sol, à mi-hauteur de la tour).

5.6 | Synthèse du chapitre
Dans ce chapitre, on a présenté quatre écoulements de complexité croissante sur

lesquels les outils développés dans la deuxième partie du manuscrit seront testés.
On dispose de données pour :

— L’écoulement laminaire autour d’un cylindre. C’est le cas de validation le
plus classique utilisé dans la littérature.

— Un écoulement de couche de mélange. C’est une configuration 2D.
— L’écoulement turbulent autour d’un cylindre rectangulaire. C’est un cas 3D.
— L’écoulement autour d’une tour isolée. On ne testera que les méthodes de

réduction et de reconstruction dans des petits volumes tridimensionnels.
Dans l’idéal, il faudrait reprendre cette simulation et interpoler sur un
maillage régulier et plus lâche 15.

Le nombre de données à utiliser est défini à partir d’un pas de temps sans
dimension. Disposant maintenant de la matrice de clichés u et donc de utrain

et utest pour quatre écoulements, on peut appliquer les méthodes de réduction,
reconstruction et prédiction. Les résultats sont présentés dans le chapitre 6.

15. Si on reprend le problème initial de navigation sécurisée d’un drone, une partie des échelles
est filtrée. On n’a donc pas besoin d’estimer l’écoulement en tous les points de maillage qui étaient
requis pour calculer un écoulement physique.
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Nom du plan (xmin, ymin, zmin) (xmax, ymax, zmax) Nombre cellules

11 (−0.3,−0.3, 0.09) (1.0, 0.3, 0.11) 24 414
12 (−0.3,−0.3, 0.19) (1.0, 0.3, 0.21) 31 446
13 (−0.3,−0.3, 0.29) (1.0, 0.3, 0.31) 31 454
14 (−0.3,−0.3, 0.39) (1.0, 0.3, 0.41) 24 414
21 (−0.3,−0.01, 0.0) (1.0, 0.01, 0.65) 28 432
31 (0.14,−0.15, 0.0) (0.16, 0.15, 0.65) 4 964
32 (0.34,−0.2, 0.0) (0.36, 0.2, 0.65) 6 424

(a) Définitions numériques des plans.

(b) Visualisation des plans dans le volume.

Tableau 5.1 – Définition des petits volumes 3D (que l’on appelle plans)
sur lesquels on testera les méthodes de réduction et de
reconstruction.
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6. Estimation orientée données des
quatre écoulements

Ce chapitre présente les résultats obtenus suite à l’application des méthodes
d’estimation aux différents écoulements. Pour ne pas noyer le lecteur avec des
tableaux de valeurs, la majeure partie des scores/erreurs d’estimation est en annexe.
L’objectif du chapitre est plutôt de caractériser les différentes méthodes orientées
données pour estimer un écoulement. La première partie est consacrée à la réduction
des écoulements. On étudie en particulier les spectres des champs auto-encodés et la
robustesse des différents décodeurs. La seconde partie est focalisée sur les méthodes
de reconstruction. En plus de présenter les grilles de capteurs et des exemples
d’estimation, on étudie la robustesse des méthodes régressives aux mesures bruitées.
La troisième section traite du problème de prédiction. On y présente des modèles
dynamiques de l’état latent construits par approximation finie de l’opérateur de
Koopman.
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6.1 | Réduction des écoulements
Cette section compare quatre méthodes orientées données pour la réduction

du champ de vitesse fluctuante. On rappelle que les outils impliqués sont la
décomposition orthogonale propre, l’auto-encodeur linéaire, l’auto-encodeur linéaire
variationnel et l’auto-encodeur non linéaire variationnel.

6.1.1 | Décomposition en modes propres orthogonaux
La décomposition en modes propres orthogonaux (POD) détermine une base

de Rn dans laquelle les champs de vitesse fluctuante d’entraînement sont
décorrélés. Les directions sont construites hiérarchiquement pour restituer la
variance 1 et la troncature aux r premiers modes donne une approximation de
faible rang des clichés. Cette idée est illustrée sur la figure 6.1 avec le champ de
vitesse dans le plan vertical de la tour. Pour de nombreuses applications, le choix
du rang est empirique, basé sur un pourcentage de l’énergie à conserver. Dans la
suite, on considère plusieurs niveaux de réduction. Pour l’écoulement laminaire
autour d’un cylindre, le nombre de modes doit restituer 40%, 80% ou 99% de
l’énergie cinétique. Pour la couche de mélange spatiale et l’écoulement turbulent
autour du cylindre rectangulaire, les niveaux sont de 40%, 80% ou 95% de la
variance. Pour tous les plans de l’écoulement autour du bâtiment, seule une
réduction à 80% d’énergie est considérée 2. Les tables 6.1 et 6.2 donnent les
dimensions correspondantes, déterminées à partir de l’énergie cumulée 3 en
fonction du nombre de modes.

Configuration n r0.4 r0.8
r0.99 (cylindre laminaire)

ou r0.95 (autres)
Cylindre laminaire 11 680 1 2 5
Couche de mélange 27 360 3 11 32
Cylindre turbulent 144 069 2 21 177

Tableau 6.1 – Dimensions pour les trois premières configurations. On
rappelle que n désigne la dimension du champ complet
(nombre de points de maillage à multiplier par le nombre
de composantes de vitesse) et r est la dimension réduite
(indexée par le pourcentage d’énergie)

1. C’est-à-dire l’énergie cinétique turbulente car on décompose des champs de vitesse.
2. On rappelle que la POD n’est pas effectuée dans le volume complet. Charger en mémoire

la matrice des clichés (environ 50Go pour 1600 pas de temps) n’était pas envisageable, d’où le
travail sur de plus petits volumes que l’on appelle plans (environ 800 Mo chacun).

3. On rappelle qu’elle est calculée à partir des valeurs propres de la matrice de covariance ou
les valeurs singulières de la matrice des clichés.
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Figure 6.1 – Variance cumulative des clichés d’entraînement en fonction
du nombre de modes pour l’écoulement urbain (plan 21). Une
approximation de rang faible du champ de vitesse instantané
est une combinaison linéaire finie des directions principales.

Plan de l’écoulement 11 12 13 14 21 31 32
n 73 242 94 338 94 362 73 242 85 296 14 892 19 272
r0.8 106 119 113 102 139 68 63

Tableau 6.2 – Dimensions pour l’écoulement urbain, dans les différents
plans considérés.

Les directions principales (modes propres) sont des objets adaptés pour réécrire
linéairement et de manière orthogonale le film de l’écoulement. La hiérarchie qui
est imposée par la décomposition dessine un lien avec le principe de cascade
énergétique mais un mode n’équivaut pas à un mécanisme physique en particulier.
Les figures 6.2 (cas 2D) et 6.3 (cas 3D) illustrent quelques modes propres. Sur la
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couche de mélange, il apparaît clairement que le premier mode est formé de
grosses structures à dynamique lente tandis que le cinquième mode est composé de
plus petites structures à dynamique plus rapide. En ce qui concerne l’écoulement
laminaire autour du cylindre, les premier et second modes sont semblables, juste
déphasés. Cette paire de modes est caractéristique d’ondes transportées et chaque
mode a une dynamique linéaire (cosinus et sinus) qui traduit que les lâchés
tourbillonnaires sont des fluctuations périodiques autour du champ de vitesse
moyenne. Concernant le cylindre rectangulaire et l’écoulement urbain (ici le plan
11), l’évolution temporelle des modes est clairement plus complexe.

Pour l’exemple de la couche de mélange, les modes POD sont plus spécifiquement
caractérisés dans la littérature. Les deux premières paires représentent la convection
de structures tourbillonnaires dans la direction longitudinale (Rajaee et al., 1994).
La première paire (modes 1 et 2) est associée à l’instabilité sous-harmonique 4 tandis
que la deuxième paire (modes 3 et 4) représente les structures de Kelvin-Helmotz
(fréquence plus importante et nombre d’onde croissant dans la direction d’advection,
voir Laizet et al. (2010)). Les modes d’ordre plus élevé contiennent un mélange des
fréquences. En partitionnant les coefficients POD, Kaiser met en évidence qu’une
diminution de l’amplitude des deux premiers modes est associée à une augmentation
de l’amplitude des troisième et quatrième modes (Kaiser et al., 2014). Les auteurs
définissent alors des super-clusters pour caractériser l’appariement de vortex et les
structures de Kelvin-Helmotz. Cet exemple est intéressant car il illustre qu’une
décomposition POD (structures résolues par énergie) est ré-interprétable dans le
même sous espace décrit différemment 5 (structures résolues par phase).

6.1.2 | Réduction par auto-encodeur neuronal
La décomposition en modes propres orthogonaux peut se reformuler en un

réseau de neurones avec une seule couche cachée dont le nombre de neurones est r.
Si la condition d’orthogonalité n’est pas imposée, le réseau est un auto-encodeur
linéaire non orthogonal (LAE) dont les poids du décodeur sont interprétés comme
les modes spatiaux. L’apprentissage de ces modes s’effectue par descente de
gradient, en minimisant l’erreur quadratique moyenne entre les clichés réels et les
clichés auto-encodés. Sur la figure 6.4, on peut voir l’histoire de la fonction coût et
un exemple de modes pour les deux écoulements de cylindre. Il apparaît que
l’ajout des non orthogonalités facilite l’interprétation des modes de l’écoulement,
qui font clairement apparaître la forme de l’allée de Von Karman 6.

4. Lorsque l’entrée est mécaniquement forcée à une fréquence angulaire ω, les interactions non
linéaires avec la sous-harmonique ω/2 sont à l’origine de l’appariement des vortex. On parle de
croissance sous-harmonique, un phénomène analysé pour la première fois en 1967 (Kelly (1967),
Mansour et al. (1988)).

5. Les vecteurs de base étant les centres des partitions, obtenus par combinaison linéaire des
modes POD.

6. Attention à ne pas sur-interpréter, un mode est toujours un objet mathématique. Mais
contrairement à l’analyse en composantes principales, l’auto-encodeur ne favorise pas des directions
de variance maximale orthogonale donc l’aspect convectif est plus visible.
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Figure 6.2 – Quelques modes POD pour les configurations 2D. Les modes
sont extraits sur les clichés d’entraînement, ici encodées en
séries temporelles bleues. Les séries oranges correspondent
aux clichés de test encodés. Les modes sont représentés par
les contours de la vitesse fluctuante longitudinale.
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Figure 6.3 – Quelques modes POD pour les configurations 3D. Comme
pour la figure précédente, les modes sont représentés par les
contours de leur composante longitudinale. Pour effectuer
les visualisations, les données sont d’abord interpolées sur
une grille cartésienne puis le plan médian est extrait.
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Figure 6.4 – Exemple de modes obtenus par LAE. Contrairement à la
POD, les modes sont non orthogonaux et déterminés par
calcul itératif. La précision est quantifiée par le coefficient de
détermination moyen tandis que l’erreur renvoie à l’erreur
quadratique moyenne normalisée par l’erreur d’entraînement
au premier epoch. L’erreur de validation est utilisée pour
stopper l’apprentissage.

Pour régulariser l’espace latent, les champs de vitesse sont plutôt encodés en
distributions. Avec un encodage et un décodage linéaire, le réseau modifié est
appelé auto-encodeur linéaire variationnel (LVAE). Bien que les directions POD,
LAE et LVAE soient différentes, elles génèrent le même sous espace de Rn (voir
Plaut (2018) pour la démonstration). Ce résultat est justifié sur le cas du cylindre
rectangulaire avec la figure 6.5 où l’on compare les matrices de covariance de l’état
latent pour les trois méthodes de réduction. Écrites dans les bases initiales, les
matrices de corrélation LAE et LVAE sont pleines tandis que la matrice de
corrélation POD est diagonale. Mais écrites dans les bases principales des
décodeurs, les matrices de corrélation LAE et LVAE sont diagonales et les
corrélations sont quasi-identiques à l’énergie restituée par la POD.

En considérant un encodage et un décodage non linéaires, le réseau LVAE
devient un auto-encodeur variationnel (VAE). Dans ce cas, il faut écrire la
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Figure 6.5 – Matrices de covariance de l’état latent obtenu par réduction
linéaire. Le cas considéré est l’écoulement autour du cylindre
rectangulaire avec r = 21. Dans les bases initiales (première
ligne), les matrices de covariance pour les réductions LAE et
LVAE sont pleines. Dans les bases principales des décodeurs
(deuxième ligne), les matrices de corrélations sont diagonales
et les niveaux d’énergie correspondent à la réduction POD.

décomposition en valeurs singulières des poids du décodeur pour avoir des modes
interprétables 7. La figure 6.6 illustre deux modes dominants pour le cas de la tour
(plan vertical) et pour le cas du cylindre rectangulaire. Si les premiers modes ont
des similarités avec les modes POD, ce n’est pas le cas pour les modes d’ordre
élevé. Cela signifie que le décodeur capte la majeure partie de la variabilité (erreur
quadratique) mais ne se focalise pas uniquement sur ce critère énergétique
(compromis avec la divergence de Kullback-Leibler). En étudiant l’histoire de la
fonction coût, on observe du sur-apprentissage pour l’écoulement autour de la tour
car les performances entre la réduction des données d’entraînement et de test sont
significativement différentes. De plus, la précision (en termes de coefficient de
détermination) atteint au mieux 20% sur les données de validation (figure 6.7).
Cette faiblesse peut s’attribuer à l’architecture du réseau résolument basique qui
n’a pas été optimisée. Enfin, on note que l’encodage VAE respecte difficilement
une continuité temporelle. La dynamique de l’état latent fait apparaître des sauts
qui ne sont pas observés avec les réductions linéaires. Cette propriété, illustrée

7. Lus tels quels, les modes ressemblent à du bruit.
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pour la couche de mélange sur la figure 6.8, est rédhibitoire pour l’estimation des
écoulements. Bien que ce problème de régularité est observé dans une moindre
mesure pour les écoulements de cylindre 8, il semble nécessaire (pour des
investigations futures) d’ajouter une contrainte temporelle lors de la construction
d’un espace latent VAE.

Sur la figure 6.9, on visualise en 2D l’espace latent des auto-encodeurs LAE,
LVAE et VAE. Ces visualisations sont obtenues en extrayant les deux composantes
principales de l’état latent moyen (notées a2D,1 et a2D,2) et en projetant les ellipses
de confiance à 95% selon les directions principales. Les champs de vitesse ont été
partitionné en trois classes par k-moyennes afin de faciliter l’interprétation. On est
d’abord rassuré pour l’écoulement laminaire autour du cylindre car les trajectoires
LAE, LVAE et VAE se situent sur un cycle limite. On est ensuite rassurés pour les
réductions variationnelles des trois écoulements car les domaines de variations sont
restreints et les distributions sont encouragées à se superposer. Ainsi, on peut
s’attendre à ce que des champs de vitesse pertinents soient obtenus lors du
décodage d’état latents qui ne se situeraient pas exactement sur la trajectoire
d’apprentissage.

Un résultat intéressant concerne la dynamique latente. Une transformée de
Fourier sur les séries temporelles de l’état réduit permet de calculer les fréquences
d’oscillation des modes. La figure 6.10 montre l’histogramme des fréquences qui
dominent pour chaque méthode de réduction et trois écoulements (cylindres et
plan 11 de la tour). Concernant la POD, la hiérarchie imposée par l’algorithme est
clairement respectée : les premiers modes ont fondamentalement une dynamique
lente et les modes d’ordre élevé ont une dynamique fondamentalement rapide. Pour
les réductions non orthogonales, la plupart des modes oscillent fondamentalement
à la même fréquence i.e. f = 0.0952 Hz pour l’écoulement laminaire du cylindre,
f = 1.65 Hz pour l’écoulement turbulent du cylindre et f = 10.08 Hz pour
l’écoulement de la tour. Ces fréquences ne sont pas anodines et correspondent aux
fréquences macroscopiques de l’écoulement, utilisées pour calculer les nombres de
Strouhal.

6.1.3 | Quantification de l’erreur d’auto-encodage
La qualité de l’auto-encodage est quantifiée pour toutes les réductions par

l’erreur moyenne normalisée. Dans sa version globale, l’erreur est calculée en
faisant une moyenne sur toutes les composantes de vitesse et tous les points de
maillage. Les résultats sont rassemblés dans les tableaux de l’annexe D. Pour
chacune des méthodes, on s’aperçoit que l’erreur de réduction diminue lorsque la
dimension de l’espace latent augmente. En ce qui concerne les réductions linéaires,
les méthodes ont des performances similaires. Ce n’est pas étonnant quand on sait

8. Une explication possible viendrait de la richesse fréquentielle des écoulements. La couche de
mélange a un spectre large bande, résultat d’une instabilité convective. Pour les écoulements de
cylindre, le spectre est discret, résultat d’une instabilité absolue. L’auto-encodeur non linéaire
variationnel a sans doute du mal à encoder facilement toute l’information spectrale des clichés de
la couche de mélange.
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(b) Plan vertical de l’écoulement autour de la tour

Figure 6.6 – Comparaison entre deux modes POD et deux modes
dominants VAE. Le premier mode est semblable pour les
deux méthodes de réduction, signe que l’auto-encodeur non
linéaire respecte bien le critère énergétique. Ce n’est plus le
cas pour les modes d’ordre élevé, signe que l’auto-encodeur
non linéaire ne se concentre pas uniquement sur ce critère.
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Figure 6.7 – Histoire de la fonction coût pour la réduction VAE. La
précision est le coefficient de détermination moyen. L’erreur
est la somme de l’erreur quadratique et de la divergence
de Kullback-Leibler, le tout normalisé par la valeur
d’entraînement au premier epoch. Du sur-apprentissage
est notable pour l’écoulement autour de la tour, avec des
performances d’entraînement et de validations différentes.
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Figure 6.8 – Comparaison des encodages linéaires et de l’encodage non
linéaire sur la couche de mélange. L’état latent déterminé
par le VAE fait apparaître des sauts dans sa dynamique.

que les modes calculés par ces décompositions décrivent le même sous espace. Les
erreurs les plus importantes sont obtenues pour la réduction non linéaire, ce qui
peut s’expliquer par le choix non optimisé des hyper-paramètres et le nombre de
clichés. On note également que sur les trois premières configurations, les erreurs
d’auto-encodage des champs d’entraînements sont similaires aux erreurs
d’auto-encodage des champs de test. Cela signifie que les modes déterminés par
l’apprentissage se généralisent à de nouveaux clichés, une propriété recherchée
pour faire de l’estimation d’écoulement. En revanche, le sur-apprentissage est
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Figure 6.9 – Visualisation 2D de l’espace latent pour les trois premières
configurations. Les états latents moyens sont projetés selon
les deux premières directions principales. Pour les réductions
variationnelles, les ellipses de confiance à 95% sont
également projetées. Les couleurs indiquent l’appartenance
à une partition (parmi trois) du champ de vitesse.
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Figure 6.10 – Histogrammes des fréquences dominantes d’oscillation des
modes pour les différentes méthodes de réduction. Avec
une réduction non orthogonale ou non linéaire, la majeure
partie des modes oscille à la fréquence macroscopique de
l’écoulement qui fixe le Strouhal.

important pour chaque méthode dans le cas de la tour, ce qui est symptomatique
d’une réduction trop brutale (trop peu de modes) ou non linéaire pas assez
profonde (pas assez de couches pour un traitement efficace des données).

Concernant les cartes d’erreurs locales, celles-ci indiquent les zones où les
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fluctuations de vitesse sont difficilement (dans un sens moindres carrés) capturées
par la réduction. La figure 6.11 montre quelques exemples de cartes :

a) pour le cylindre 2D réduite non linéairement à 5 modes, l’erreur d’auto-
encodage est non nulle dans tout le sillage. Ce n’est pas étonnant étant car
le critère moindres carrés n’est pas la seule contrainte lors de l’apprentissage.
Pour les réductions linéaires, l’erreur est presque nulle partout.

b) pour la couche de mélange réduite linéairement à 80% d’énergie, l’erreur est
maximale au niveau du point d’origine de la couche de mélange. Avec une
réduction à 95%, la capture de ce point est améliorée.

c) pour le cylindre 3D réduit à 95% d’énergie, les réductions linéaires POD
et LAE ont des cartes d’erreur similaires, ce qui n’est pas étonnant étant
donné le lien fort entre les deux méthodes.

6.1.4 | Spectre du champ auto-encodé
Lors de l’encodage puis du décodage du champ de vitesse, de l’information

est perdue. En comparant les valeurs singulières des champs réels et les valeurs
singulières des champs auto-encodés, on peut détecter les contributions énergétiques
non restituées par la réduction. La figure 6.12 compare les spectres pour les
différentes configurations. Ces spectres sont calculés sur les données de test pour
voir dans quelle mesure les auto-encodeurs appris se généralisent à de nouvelles
données. On s’aperçoit que les méthodes de réduction linéaires agissent comme
un filtre passe-bas 9 pour fournir l’approximation de rang faible. Au contraire, la
méthode de réduction non linéaire essaye de restituer l’intégralité de l’information
spectrale. À noter que pour l’écoulement laminaire autour du cylindre, on peut
être déçu des résultats de l’auto-encodeur variationnel. On attribue cette faiblesse
au nombre résolument petit de clichés disponibles 10.

6.1.5 | Robustesse lors du décodage
Les auto-encodeurs variationnels régularisent l’espace latent en encodant les

champs de vitesse en distributions plutôt qu’en simple points. Avec les activations
non linéaires (VAE), l’erreur d’auto-encodage du champ de vitesse est plus élevée
que pour les réductions linéaires. Toutefois, la réduction VAE est plus robuste
au bruit appliqué sur l’état latent lors du décodage. Pour s’en rendre compte, on
ajoute du bruit gaussien sur les composantes de l’état latent, en suivant :

a[ir,t] ← a[ir,t] + ε avec ε ∼ N
(

0,
[
Ia max

[
a[ir,:]

]]2)
De cette manière, les contributions de chaque mode sont perturbées d’un

pourcentage Ia de la contribution maximale du mode associé. Les états latents sont

9. Le travail de Arnault et al. (2016) étudie plus en profondeur cet aspect
10. Pour l’entraînement de l’auto-encodeur, seulement 88 clichés. Pour le test et le calcul des

spectres, seulement 37 clichés.
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Figure 6.11 – Exemples de cartes d’erreurs de test.

ensuite décodés et on calcule l’erreur moyenne normalisée entre les champs réels et
les champ décodés. Formellement, on utilise le rapport :

γ = NMSE0

NMSEIa

où NMSE0 est l’erreur lorsque l’état latent n’est pas bruité (erreur de réduction en
annexe D) et NMSEIa est l’erreur lorsque l’état latent est bruité avec une intensité
Ia. Lorsque γ est proche de 1, le bruit n’a pas d’influence dans le processus de
décodage. Lorsque γ est proche de 0, le décodeur est très sensible aux perturbations
sur l’état latent. La figure 6.13 montre les erreurs de test pour différents cas. En
l’absence de bruit, l’auto-encodeur variationnel a l’erreur de réduction la plus élevée,
ce qui rejoint les conclusions de la section 6.1.3. Mais en augmentant l’intensité
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(d) Plan 11 de la tour avec r0.8 modes

Figure 6.12 – Valeurs singulières de la matrice des clichés et valeurs
singulières de la matrice des clichés auto-encodés. Les
spectres sont calculés sur les données de test et le nombre de
valeurs singulières est limité par le nombre de clichés. Les
réductions linéaires filtrent l’information peu énergétique
tandis que la réduction non linéaire cherche à reproduire
tout le spectre.

du bruit sur l’état latent, le VAE semble plus robuste au décodage. Ce résultat
conforte l’aspect génératif derrière la contrainte variationnelle : l’auto-encodeur
apprend à générer des données pour des échantillons de son espace latent non
utilisés pendant l’apprentissage. À noter que dans sa version linéaire, le LVAE ne
semble pas plus robuste que la POD et le LAE. Les non linéarités semblent donc
requises pour avoir un auto-encodeur capable de tâches génératives.

6.1.6 | Conclusion
Dans cette section, différentes méthodes de réduction ont permis d’extraire les

structures dominantes de quatre écoulements. La première méthode est la
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Figure 6.13 – Étude de la robustesse au bruit lors du décodage de
l’état latent. Les courbes montrent les erreurs calculées
pour les données de test. Figures de gauche : erreur
moyenne normalisée d’auto-encodage lorsque l’état latent
est perturbé d’un niveau Ia. Figures de droite : ratio
entre l’erreur d’auto-encodage sans bruit et l’erreur d’auto-
encodage avec bruit. Il apparaît que le VAE est la méthode
de réduction la plus robuste lors du décodage.
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décomposition en modes propres orthogonaux (POD) qui classe les structures
orthogonalement par importance énergétique. La seconde méthode est
l’auto-encodeur linéaire (LAE). Les structures dominantes sont déterminées de
manière itérative par transformations linéaires mais la contrainte d’orthogonalité
n’est pas imposée. Les modes apparaissent plus interprétables que la POD et
oscillent majoritairement à la fréquence dominante de l’écoulement. En modifiant
la fonction coût pour faire un compromis entre la variance des données à restituer
et la régularité de l’espace latent, l’auto-encodeur linéaire devient variationnel
(LVAE). Cette troisième méthode détermine des modes qui génèrent le même sous
espace que les modes POD et LAE. En considérant des transformations non
linéaires, l’auto-encodeur est simplement qualifié de variationnel (VAE). En
complétant l’espace latent, cette dernière méthode se montre plus robuste lors du
décodage d’états latents perturbés. L’objectif est maintenant d’estimer l’état
réduit à partir de mesures pour faire de la reconstruction.

6.2 | Reconstruction de l’état latent
Cette section compare différentes méthodes pour la reconstruction du champ de

vitesse des écoulements. Après une discussion sur les grilles de capteurs retenues,
on présente les scores de reconstruction en fonction de la méthode de réduction,
de la méthode d’estimation et de la densité de capteurs. La validation des hyper-
paramètres est illustrée sur quelques cas et la robustesse des méthodes au bruit de
mesure est étudiée. On rappelle que les méthodes impliquées sont la reconstruction
directe (DR), la régression linéaire mono-tâche (LS) ou multi-tâches (LM), la
régression par vecteurs supports (SVR), la régression par réseau de neurones (NN)
et la régression par arbres de décisions boostés (GB).

6.2.1 | Le placement des capteurs
Le placement des capteurs est effectué par apprentissage non-supervisé, selon

un partitionnement amélioré. Celui-ci consiste à placer les capteurs au centre des
partitions les plus énergétiques du maillage. En fixant le nombre de clusters à
Kc = 500, les capteurs correspondent aux centroïdes des partitions qui cumulent
20%, 40% ou 80% de la variance des clichés d’entraînement. La figure 6.14 illustre
quelques exemples de placement de capteurs tandis que le tableau 6.3 résume le
nombre de mesures pour estimer chaque écoulement.

Pour l’écoulement laminaire autour du cylindre, le nombre de capteurs p0.8 est
élevé. La littérature montre que peu de capteurs sont requis pour avoir de bonnes
estimations régressives de cet écoulement (par exemple avec le réseau superficiel
d’Erichson et ses cinq capteurs de pression pariétale, voir Erichson et al. (2020)).
C’est un défaut du placement systématique que l’on a suivi : le choix de 500
partitions n’est pas universel et devrait être optimisé 11. Un nombre important de
capteurs augmente aussi le risque de multi-colinéarités mais cela sera amoindri par

11. Par exemple avec le critère du coude ou de la silhouette (Kodinariya et Makwana, 2013).
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Figure 6.14 – Quelques résultats du placement de capteurs. Sur la figure
(d), on représente la variance des clichés d’entraînement
restituée en fonction du nombre de partitions. Selon le
pourcentage de variance à restituer, on définit le nombre
de capteurs. Sur la couche de mélange, le cylindre 3D et
la tour, on trace les contours de la RMS de la composante
longitudinale de vitesse.



198 Estimation orientée données des quatre écoulements

Configuration 0 1 2 11 12 13 14 21 31 32
p0.2 8 18 39 -
p0.4 22 42 99 -
p0.8 92 122 372 375 405 381 249 393 627 549

Tableau 6.3 – Nombre de capteurs pour les différentes configurations.
Pour les trois premiers écoulements (cas 0 pour le cylindre
laminaire, 1 pour la couche de mélange et 2 pour le cylindre
turbulent), on envisage trois niveaux de densité. Pour
l’écoulement urbain et les différents plans, seul un niveau
de densité est considéré. Par exemple : pour l’écoulement
laminaire autour du cylindre, quatre capteurs mesurant
chacun les deux composantes de la vitesse (p0.2 = 4× 2)
sont utilisés pour estimer l’état latent.

la validation croisée des hyper-paramètres 12. De toute manière, si un modèle venait
à être déployé dans une configuration réelle, il faudrait fortement limiter le nombre
de capteurs pour des raisons pratiques.

6.2.2 | Erreurs de reconstruction et quelques exemples
Les tableaux de l’annexe E quantifient la qualité des reconstructions des

écoulements considérés. On y trouve les erreurs d’estimation du champ de vitesse
(NMSE) et les scores d’estimation des états latents (R2) en fonction de la méthode
de réduction et de la méthode de reconstruction (directe ou régressive). Ces
résultats sont peu interprétables lorsqu’ils sont pris isolément ; les valeurs
numériques servent plutôt de référence pour guider le choix d’une méthode dans
des applications futures. Deux tendances se dégagent toutefois.

Premièrement, augmenter la densité de capteurs améliore l’estimation. Sur la
figure 6.15, on illustre la reconstruction dans l’espace physique d’un cliché de test
et la reconstruction dans l’espace latent d’un coefficient POD. Dans les deux cas,
l’ajout d’informations permet une estimation plus fidèle de l’état attendu. Dans
l’annexe E, la reconstruction dans l’espace latent est quantifiée par le coefficient de
détermination moyen. Celui-ci synthétise la qualité de reconstruction de tous les
coefficients temporels pour toutes les données d’entraînement ou de test. De
manière générale, les scores de reconstruction sont bons (R2 entre 0.6 et 1) et les
états latents sont bien estimés par les mesures. C’est surtout vrai pour les
reconstructions régressives : quelques reconstructions directes, notamment pour les
réductions linéaires variationnelles et les problèmes sous-déterminés, ont un score
de zéro 13. Concernant l’estimation du champ de vitesse, le passage vers l’espace

12. Notamment LASSO qui sélectionne les variables pour les régressions linéaires
13. Plusieurs explications possibles. Déjà, la grille de capteurs a été choisie par un procédé
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physique introduit de l’erreur car l’ensemble des modes ne décrit pas toute la
variabilité de l’écoulement. On retrouve cet impact avec les erreurs moyenne
normalisées (annexe E) qui font la synthèse sur toutes les composantes de vitesse
et tous les points de maillage. La réduction VAE ayant l’erreur d’auto-encodage la
plus élevée, c’est naturellement celle qui a les plus grandes erreurs de
reconstruction.

Deuxièmement, les scores se détériorent avec la complexité de l’écoulement. Les
reconstructions sont excellentes sur l’écoulement laminaire autour du cylindre, ce
qui est rassurant étant donné la nature simple et périodique de l’écoulement. Pour
la couche de mélange et l’écoulement turbulent autour du cylindre, les estimations
ont une qualité raisonnable et le sur-apprentissage est limité : les erreurs de test
sont semblables aux erreurs d’entraînement. Concernant l’écoulement autour de la
tour, les résultats sont plus mitigés : les erreurs normalisées sont plutôt élevées (de
l’ordre de 60% à 70%) et le sur-apprentissage est important (différence d’au moins
10% entre l’erreur d’entraînement et l’erreur de test). Il est particulièrement
marqué avec la reconstruction par vecteurs supports, ce que l’on illustre dans
l’article de conférence en annexe H. Le sur-apprentissage est en revanche limité
pour la reconstruction linéaire multi-tâches. On illustre ce résultat avec la figure
6.16 où les scores de la régression LM pour toutes les méthodes de réduction sont
tracés. La hiérarchie imposée par la POD est clairement visible dans la courbe de
score, avec des grosses structures bien estimées mais des petites structures plus
difficiles à reconstruire. Pour les réductions par réseau de neurones, chaque mode
est reconstruit avec une performance similaire, signe que les auto-encodeurs
neuronaux ne favorisent pas de directions spatiales.

Si les scores d’entraînement et de test sont similaires pour chaque méthode de
reconstruction et chaque méthode de réduction, c’est parce que les hyper-paramètres
des méthodes ont été systématiquement validés. Dans la suite, on montre quelques
exemples de cette validation.

6.2.3 | Exemples de validation des hyper paramètres
La régression linéaire est la méthode d’estimation la plus simple (un produit

matriciel). L’erreur quadratique moyenne est pénalisée par un coût l1 (cas
mono-tâche) ou un coût l21 (cas multi-tâches) pour régulariser l’apprentissage. La
contribution α de cette pénalité est optimisée par validation croisée 14, les
candidats étant sélectionnés dans une grille. La figure 6.17 montre les résultats sur

systématique mais on sait qu’une grille aléatoire est préférable pour l’acquisition comprimée.
Ensuite, le problème sous-déterminé promeut la parcimonie dans la solution. Si l’état latent
déterminé est le vecteur nul pour chaque estimation, les scores seront nuls.
14. Pour la reconstruction, on rappelle que l’erreur de généralisation est calculée par blocs. Les

données d’apprentissage sont divisées en trois blocs, deux étant réservé à l’apprentissage et un
étant réservé à la validation. Pour chaque hyper-paramètre testé, trois modèles sont appris car
trois découpage sont possibles. On choisit l’hyper-paramètre à l’erreur de validation minimale
ou au score de validation maximal. Puis, on apprend le modèle final sur toutes les données
d’entraînement.
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Figure 6.15 – Résultats de reconstructions pour la couche de mélange.
On visualise l’estimation dans l’espace physique (un cliché
de test) et l’estimation d’une composante de l’état latent
POD (plusieurs états de test). En augmentant la densité
de capteurs, les reconstructions sont plus fidèles aux
donnés de référence. Le cliché est coloré par la composante
longitudinale de la vitesse fluctuante.
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Figure 6.16 – Scores de reconstruction pour l’écoulement urbain (plan
11) avec une régression linéaire multi-tâches et p0.8 =
375 capteurs. La hiérarchie imposée par la réduction
orthogonale se retrouve dans les scores de reconstruction.
Pour les réductions neuronales, chaque composante de
l’état latent est reconstruit avec une performance similaire.

la couche de mélange. Dans le cas multi-tâche, la norme l21 a pour effet de
sélectionner les mêmes capteurs pour tous les modes, ce qui peut présenter un
avantage pratique 15. Dans le cas mono-tâche, la sélection est spécifique à chaque
mode. À noter qu’une parcimonie trop importante des variables explicatives
reviendrait à toujours estimer par des fluctuations nulles. L’erreur d’estimation
serait alors importante. On retrouve ce compromis dans la matrice des erreurs :
augmenter la pénalité augmente l’erreur de généralisation.

La régression par vecteurs supports est une régression linéaire dans un espace
de dimension plus élevé que l’espace latent. La régularisation est contrôlée par la
taille de la boite CB (limite des multiplicateurs de Lagrange), le noyau N
(polynomial ou gaussien à base radiale) et ses paramètres (degré ou paramètre γ).
Les candidats sont échantillonnés aléatoirement. La figure 6.18 montre un exemple
de candidats et de scores pour la couche de mélange. La formulation de la SVR
étant mono-tâche, une régression par mode est requise. Pour la régression par

15. Le capteur peut complètement être neutralisé car il n’est utile pour aucun des modes.
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(b) Cas mono-tâche. Le paramètre de sélection est différent pour chaque mode. À
gauche : matrice des paramètres de la régression. Les capteurs à garder (en
noir) sont différents pour chaque mode ; pour les trois premiers modes, tous les
capteurs sont à conserver car aucun ne nuit à la robustesse de la reconstruction.
À droite : matrice des erreurs de validations. Les points noirs correspondent aux
erreurs de généralisation minimales, donc aux paramètres LASSO.

Figure 6.17 – Optimisation du paramètre LASSO. Illustré sur la couche
de mélange r0.8 modes (POD) et p0.4

arbres de décisions boostés, le même type de résultats est obtenu. Seuls les
hyper-paramètres changent : il s’agit du nombre d’arbres, de la profondeur
maximale, de la vitesse d’apprentissage et du nombre de feuilles terminales.
Contrairement à la régression linéaire, la recherche aléatoire des hyper-paramètres
rend plus difficile la lecture de la matrice des scores et trop peu de candidats (ici
25) limite les chances de trouver une combinaison optimale.
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Figure 6.18 – Optimisation des hyper-paramètres de la régression par
vecteurs supports. Illustré sur la couche de mélange avec
r0.8 modes (POD) et p0.4 mesures. Même type de résultats
pour la régression par arbres de décisions boostés.

Concernant la reconstruction par réseau de neurones, les hyper-paramètres à
optimiser sont le nombre de couches, le nombre de neurones par couche, les
fonctions d’activation et le taux d’oubli. Une population de quinze réseaux est
évoluée sur sept générations avec un algorithme génétique. La figure 6.19 montre
un exemple d’évolution pour l’écoulement laminaire autour du cylindre et un plan
de la tour. Sur le cas du cylindre, l’algorithme génétique aboutit à une population
finale avec de bons candidats (score moyen proche de 100%). Sur l’exemple de la
tour, les candidats finaux ont un score assez faible (proche de 40%), ce qui est
symptomatique d’une grille d’hyper-paramètres pas assez riche. En plus d’une
grille initiale plus riche, il faudrait envisager des stratégies d’évolution plus
élaborées (comme l’évolution avec adaptation de la matrice de covariance (Igel
et al., 2007)).

La validation des hyper-paramètres est une étape primordiale dans la
construction des fonctions d’estimation. La régression linéaire multi-tâche est la
plus simple à optimiser car il n’y a qu’un seul hyper-paramètre à valider pour tous
les modes. Sur les autres méthodes régressives, la validation est plus élaborée et
demande un effort d’implémentation important. Dans tous les cas, cette validation
systématique permet des scores d’entraînement et de test semblables pour les trois
premiers écoulements. Sur l’écoulement de la tour, le compromis obtenu par
validation croisée est mitigé. Pour avoir de meilleurs résultats, il faudrait disposer
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(b) Optimisation génétique pour le plan 11 de la tour (réduction POD)

Figure 6.19 – Optimisation des hyper-paramètres de la régression par
réseau de neurones. Pour l’écoulement laminaire autour du
cylindre, la population finale est composé de réseaux dont
l’architecture permet d’avoir un bon score de validation.
Pour le cas de la tour, le score est plus mitigé.

de données plus importantes, mieux choisir la grille de capteurs et bien calibrer les
exigences 16.

6.2.4 | Robustesse au bruit de mesures
Dans la première section de ce chapitre, on s’est intéressé à la robustesse des

décodeurs lorsque du bruit était appliqué sur l’état latent. Dans une application

16. A-t’on besoin d’estimer le champ de vitesse sur un maillage fin ou peut-il être plus lâche ?
A-t’on besoin de restituer l’intégralité de l’énergie ? Typiquement, pour un drone en milieu urbain,
les petites échelles énergétiques seront filtrées, ce qui calibrera les besoins du modèle.
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pratique, un état latent perturbé correspond à une mauvaise estimation par la
mesure. On s’intéresse donc à la robustesse des estimations lorsque les mesures
sont imparfaites. Pour ce faire, du bruit est ajouté selon :

y[ip,t] ← y[ip,t] + ε avec ε ∼ N
(

0,
[
Iy max

[
y[ip,:]

]]2)
De cette manière, chaque mesure est perturbée d’un pourcentage Iy de la

contribution maximale possible. Les états latents sont ensuite estimés et on calcule
le score moyen 17. La figure 6.20 montre l’évolution du score en fonction de Iy
pour les cas 1 et 2. Pour chaque combinaison de réduction/reconstruction, les
scores calculés sont similaires : l’ajout du bruit détériore l’estimation mais la perte
de qualité est globalement identique 18. Ce résultat est attribué à la validation
systématique des hyper-paramètres qui pousse toutes les méthodes régressives dans
leur derniers retranchements. Pour l’écoulement plus complexe autour de la tour
(réduction POD), la figure 6.21 illustre l’impact du bruit sur l’estimation de chaque
composante de l’état de latent. Les modes rapides sont très affectés par le bruit mais
les premiers modes sont bien estimés. Sur une fenêtre d’estimation, la dynamique de
l’état reconstruit est pertinente et seule l’amplitude de la contribution est affectée.

6.2.5 | Estimation des incertitudes de reconstruction
Dans la partie méthodologique du manuscrit, on a proposé deux idées pour

estimer les incertitudes de reconstruction. On les illustre ici sur la couche de mélange
reconstruite par réseau de neurones. La première méthode utilise des processus
gaussiens pour expliquer le résidu d’estimation en fonction de l’état reconstruit.
Les paramètres de la matrice de covariance sont optimisés en maximisant leur
vraisemblance vis à vis des couples (reconstructions, résidus) d’entraînement. La
seconde méthode dite par dropout n’est applicable qu’aux réseaux de neurones,
bien qu’on pourrait l’étendre aux autres méthodes régressives en généralisant le
concept d’oubli. L’idée consiste à activer les couches d’oubli pendant la phase
d’estimation et faire un ensemble de reconstructions. Le taux d’oubli est optimisé
selon un critère heuristique : l’intervalle de confiance à ci% doit contenir ci% de
bonnes estimations. La figure 6.22 illustre les résultats obtenus (sur des données
de test) avec un intervalle de confiance à 95%. Il apparaît que l’intervalle gaussien
est plus adapté pour les modes d’ordre élevés (par exemple le dixième) tandis que
l’intervalle par oubli contient plus d’états réels pour les modes lents. D’un point de
vue complexité, la méthode par dropout est simple à mettre en œuvre car elle se
base sur le modèle déjà appris et est multi-tâches. Pour le processus gaussien, une
régression est requise par mode 19. Sans s’attarder sur les résultats, on est convaincu

17. Un ensemble de quinze estimations est effectué. Puis on fait la moyenne sur ces quinze
estimations, tous les pas de temps d’entraînement ou de test et toutes les composantes de l’état
latent
18. À quelques exceptions près. Pour l’écoulement autour du cylindre rectangulaire, la

reconstruction par réseau de neurones est plus robuste si la réduction est effectuée par VAE. Pour
la couche de mélange, la réduction VAE est la plus difficile à estimer.
19. On pourrait complexifier la méthode avec des processus gaussien multi-tâches. Mais il

faudrait définir des matrices de co-régionalisation, ce qui sort clairement du cadre de ce manuscrit.
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Figure 6.20 – Impact de mesures bruitées sur l’estimation de l’état latent.
Les scores sont calculés sur les donnés de test. De manière
générale, la détérioration de l’estimation est similaire
pour toutes les méthodes de reconstruction, quelque soit
la méthode de réduction. On attribue cette réussite à la
validation croisée des hyper-paramètres.
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Figure 6.21 – Les mesures de l’écoulement urbain (plan 11) sont
perturbés d’un niveau Iy = 0.5. L’estimation des
coefficients POD est faite par régression linéaire multi-
tâches. Le bruit affecte principalement les modes d’ordre
élevé.

que ces méthodes d’estimation d’incertitudes méritent d’être citées.

6.2.6 | Conclusion
Dans cette section, différentes méthodes d’estimation de l’état latent ont été

comparées. De manière générale, les scores obtenus par estimation régressive ou
directe sont bons et la majeure partie de l’erreur dans l’espace physique provient de
la méthode d’auto-encodage. Le sur-apprentissage est limité pour les trois premiers
écoulements mais il est important pour l’écoulement autour de la tour. Pour une
configuration si complexe, il faut revoir les exigences à la baisse et s’autoriser de
ne pas reconstruire tout le champ de vitesse. Concernant le placement de capteurs,
celui-ci a l’avantage d’être systématique. En revanche, il faudrait optimiser le
nombre de partitions et ajouter une contrainte pour limiter les multi-colinéarités.
Le résultat le plus intéressant concerne la robustesse des méthodes au bruit de
mesures. Grâce à la validation croisée, chaque méthode régressive présente une
robustesse similaire. Le choix d’une méthode de reconstruction ne dépend donc pas
de ce critère. Avec l’expérience acquise, on recense quatre conseils. Le choix d’une
méthode dépend :

1. De la qualité des données. Ici, il s’agit d’avoir des exemples (mesures,
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états) qui soient représentatifs de l’écoulement. Le nombre d’échantillons
peut jouer un rôle crucial dans l’apprentissage. Les réseaux de neurones sont
connus pour nécessiter de très larges bases de données alors qu’une régression
linéaire peut donner de bonnes estimations avec peu d’échantillons.

2. De l’interprétabilité. Les arbres de décisions sont très interprétables parce
qu’on peut lire le chemin des décisions pour parvenir à l’estimation. Au
contraire, les réseaux de neurones profonds sont des boîtes noires où la sortie
est obtenue par un propagation complexe de l’entrée. Pour les régressions
linéaires, la régularisation par LASSO est un pas vers l’interprétabilité, en
sélectionnant de manière parcimonieuse les entrées les plus pertinentes.

3. Du coût d’implémentation. Les méthodes ne sont pas égales sur le
plan mathématique. La régression linéaire multi-tâches est très simple à
implémenter. Au contraire, les arbres de décision boostés et les réseaux de
neurones nécessitent de bonnes compétences. Heureusement, avec l’essor des
bibliothèques open source, le coût d’implémentation est moindre mais il ne
faut pas tomber dans le piège du presse bouton.

4. Du coût de calcul. Chaque méthode n’est pas égale en termes de coût de
calcul. Pour illustrer, le tableau 6.4 donne les temps CPU pour la
reconstruction de l’écoulement turbulent autour du cylindre, avec r0.8
modes et p0.8 capteurs. Les phases d’optimisation des hyper-paramètres
sont généralement les plus longues. Au total, pour obtenir les tableaux de
reconstruction en annexe E, ce sont 323 heures de calcul CPU qui ont été
nécessaires.

Méthode À noter Temps CPU

POD Calcul de la SVD 1 minute
LAE Calcul itératif

Pas d’optimisation des hyper-paramètres

3 minutes
LVAE 6 minutes
VAE 6 minutes

Reconstruction directe Reconstructions de toutes les données
Une optimisation par estimation [5, 5, 5, - ] minutes

Réseau de neurones Optimisation génétique [15, 17, 30, 21] minutes

Linéaire mono-tâches Une régression par modes
LASSO avec norme l1

[3, 3, 3, 3] minutes

Linéaire multi-tâches Une régression pour tous les modes
LASSO avec norme l21

[43, 39, 36, 23] minutes

Vecteurs supports Recherche aléatoire
Une optimisation par mode

[6, 6, 6, 6] minutes
Arbres boostés [26, 25, 26, 24] minutes

Tableau 6.4 – Temps de calcul pour effectuer les réductions r0.8 et les
reconstructions p0.8 pour l’écoulement turbulent autour du
cylindre. Les résultats sont présentés sous la forme [POD,
LAE, LVAE, VAE].

Sur un nouvel écoulement, le conseil serait de commencer par une réduction
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POD. Si l’écoulement est simple, la réduction par machines à vecteurs supports est
un bon choix : elle permet des régressions non linéaires simples par l’astuce du
noyau. Sur des écoulements plus complexes, la méthode risque de sur-apprendre
comme ce fut le cas pour l’écoulement autour du bâtiment. On se dirige alors vers
la régression linéaire multi-tâche. Le réseau de neurones est à envisager ensuite si
la base de données est extrêmement riche 20 et que l’interprétabilité n’est pas
importante.

Finalement, on peut estimer l’état latent à partir de mesures du champ de
vitesse. On s’intéresse maintenant à la prédiction du futur de l’état latent et à
l’apprentissage d’un modèle dynamique.

6.3 | Apprentissage d’un modèle dynamique
Cette section s’intéresse à l’apprentissage d’un modèle dynamique pour l’état

latent. Différentes méthodes d’approximation finie de l’opérateur de Koopman sont
illustrées et comparées selon l’ordre d’introduction dans le chapitre 4.

6.3.1 | Avant de commencer
Les méthodes d’approximation sont appliquées sur les trois premiers écoulements.

Pour le sillage laminaire du cylindre, l’état latent est de dimension r0.99 = 5. Pour la
couche de mélange, la dimension est r0.8 = 11. Pour le sillage turbulent, la dimension
est r0.8 = 21. Contrairement à la reconstruction, on ne s’intéresse pas au passage
dans l’espace physique et les erreurs calculées ne concernent que la prédiction de
l’état latent ou de son observation. Les méthodes ne sont pas implémentées pour
l’écoulement urbain 21. Les figures de l’annexe F donnent les résultats quantitatifs
pour toutes les approximations étudiées. Dans la suite, on propose une lecture
de ces résultats en discutant spécifiquement de chaque méthode. Sans mention
particulière, l’erreur considérée est l’erreur de prédiction 22 des états de test, avec
un horizon maximal de H = 16 pas de temps sans dimension.

6.3.2 | Décomposition Modale Dynamique

Dans la décomposition modale dynamique (DMD), les observables sont les
composantes de l’état latent. L’opérateur de Koopman est approximé par le meilleur
modèle dynamique linéaire (au sens des moindres carrés) des clichés de vitesse
fluctuante réduits.

20. Ce qui n’était pas vraiment le cas ici...
21. Les résultats sur la réduction et la reconstruction étaient assez décevants. Pour la prédiction,

on préfère donc se concentrer sur les configurations canoniques.
22. Rappel : erreur normalisée moyenne entre les séquences réelles de longueur H et les

séquences prédites. Cette erreur fait une moyenne sur le nombre de séquences disponibles, toutes
les composantes de l’état et la taille de l’horizon.
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Exemple de résultats

La figure 6.23 illustre quelques résultats pour l’écoulement turbulent autour
du cylindre. La décomposition spectrale de la matrice DMD (réduction POD) fait
apparaître des valeurs propres complexes de module inférieur ou égal à un. Le
modèle restitue une dynamique oscillatoire amortie, ce que l’on vérifie avec la
prédiction récursive du premier coefficient POD. D’un point de vue quantitatif,
l’erreur normalisée moyenne augmente avec l’horizon h (barres bleues) tandis que
la qualité des fonctions propres identifiées diminue (courbes vertes). Cela traduit
que les fonctions propres construites avec les vecteurs propres sont fallacieuses et
que la vraie dynamique est non linéaire pour ce choix d’observables. En changeant
la réduction, les erreurs de prédiction sont différentes. En particulier, la dynamique
latente de la réduction VAE semble plus adaptée à une modélisation linéaire. Avec
les résultats de l’annexe F, ce n’est pas la tendance observée pour la couche de
mélange où la réduction POD est plus adaptée.

Focus sur l’écoulement laminaire autour du cylindre

La DMD est facilement interprétable pour l’écoulement laminaire autour du
cylindre. On peut complétement visualiser la différence entre une trajectoire réelle
et une trajectoire récursive car l’état latent n’a que cinq composantes. Les figures
6.24 et 6.25 montrent les trajectoires pour chaque réduction. Avec la
décomposition orthogonale propre, le modèle linéaire ne permet pas de prédire la
contribution du cinquième mode 23. Pour la réduction non linéaire variationnelle, la
dynamique apprise est amortie et ne permet pas de rester sur un cycle limite. Pour
les réductions linéaires non orthogonales, la dynamique de chaque composante est
bien capturée par un modèle linéaire. En regardant les valeurs propres pour
chacun des cas (figure 6.26), on s’aperçoit que les spectres des réductions linéaires
sont quasi-identiques. Pourtant, la contribution d’amortissement (valeur propre
réelle de modèle inférieur à 1) a un fort impact pour la réduction POD mais pas
les réductions LAE et LVAE. La solution réside dans la non orthogonalité des
modes, ce que l’on retrouve en écrivant les équations ci-dessous.

→ Dynamique POD

Pour la dynamique d’évolution POD, les quatre premiers coefficients ont une
dynamique linéaire : les deux paires de modes correspondent à des fluctuations de
vitesse périodiques autour du champ moyen. La dynamique du dernier mode aPOD

4
est non linéaire. Le meilleur modèle linéaire pour la dynamique s’écrit :

aPOD(k + 1) = KPODaPOD(k) =


α β 0 0 0
−β α 0 0 0
0 0 δ γ 0
0 0 −γ δ 0
0 0 0 0 ∆

 aPOD(k)

23. La littérature montre qu’il faut considérer des observables non linéaires pour récupérer
l’énergie perdue, ce que l’on observera avec la DMD étendue. Voir Loiseau et Brunton (2018a).



212 Estimation orientée données des quatre écoulements

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

Modèle DMD

0.8
0.6
0.4
0.2

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8

(a) Modèle linéaire pour
la dynamique POD.
Approximation finie de
l’opérateur de Koopman.

-1.0 0.0 1.0
Axe réel

-1.0

0.0

1.0

Ax
e 

im
ag

in
ai

re

EigenValeurs propres

(b) Valeurs propres complexes de
la meilleure dynamique linéaire
POD.

0 50 100 150
t *  [-]

1

0

1

a 0
(t)

Prédiction récursive de a0

Réel
Prédiction

(c) Prédiction récursive du premier
coefficient POD à partir d’une
condition initiale.

0 5 10 15
Horizon h

0.0

0.5

1.0

N
M

SE
h (

st
at

e)

0.0

0.5

1.0

R
2  (

fo
nc

tio
ns

 p
ro

pr
es

)Erreurs de prédiction (récursion)

(d) Erreurs récursive et qualité des
fonctions propres (données de
test) pour la réduction POD.

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100

NM
SE

 (é
ta

t)

Erreurs de prédiction (moyenne)
train
test

(e) Erreurs de prédiction (moyenne
sur tout l’horizon) pour toutes
les réductions.
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pour l’écoulement turbulent autour du cylindre.
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avec les valeurs α, β, δ, γ données sur la figure 6.27. Les deux matrices de rotation
sont des représentations polaires des deux valeurs propres complexes placées sur le
cercle unité. La valeur propre réelle ∆ est de module inférieur à l’unité donc la
dynamique non linéaire de aPOD

4 est modélisée par un amortissement.

→ Dynamique LAE

Pour la dynamique d’évolution LAE, l’approximation de l’opérateur de Koopman
est une matrice pleine que l’on diagonalise :

aLAE(k + 1) = KLAEaLAE(k) = ΨΛΨ−1aLAE(k)
=⇒ bLAE(k + 1) = Ψ−1aLAE(k + 1) = ΛbLAE(k)

À quelques transformations unitaires près, la matrice Λ est identique à KPOD. Cela
signifie que dans la base des vecteurs propres de KLAE, la dynamique est identique
à la dynamique POD. Pour la i-ème composante de l’état LAE, on peut écrire :

aLAE
i (k + 1) = Ψi,0

[
αbLAE

0 (k) + βbLAE
1 (k)

]
+ Ψi,1

[
−βbLAE

0 (k) + αbLAE
1 (k)

]
+ Ψi,2

[
δbLAE

2 (k)− γbLAE
3 (k)

]
+ Ψi,3

[
γbLAE

2 (k) + δbLAE
3 (k)

]
+ Ψi,4∆bLAE

4 (k)

où la matrice Ψ peut être lue sur la figure 6.27. Avec cette écriture, on comprend
que la dynamique amortie est présente dans chaque composante (valeur propre ∆)
mais absorbée par la dynamique du cycle limite (matrices par blocs).

→ Cycle limite

La matrice de rotation α, β est construite sur la valeur propre complexe
λ = 0.359± i0.933. L’angle est d’environ 69◦ donc une période correspond à 5.22
pas de temps adimensionnés. Cela correspond à un strouhal St1 = 0.191 soit une
fréquence f1 = 0.955 Hz.

La matrice de rotation δ, γ est construite sur la valeur propre complexe
λ = −0.743 ± i0.669. L’angle est d’environ 138◦ donc une période correspond à
2.61 pas de temps adimensionnés. Cela correspond à un strouhal St2 = 0.383 soit
une fréquence f2 ≈ 2f1.

La fréquence f1 est associée à la dynamique périodique du coefficient de portance
tandis que la fréquence f2 est associée à la dynamique périodique du coefficient de
traînée. La décomposition modale dynamique permet donc d’identifier les fréquences
de l’écoulement.
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Figure 6.27 – Matrices en jeu dans la décomposition modale dynamique
de l’écoulement laminaire autour du cylindre.

6.3.3 | Corrections par modèles directs
Pour la majeure partie des configurations, les composantes de l’état latent

ne forment pas un espace invariant par l’opérateur de Koopman. Dans ce cas,
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utiliser un modèle dynamique linéaire pour avancer l’état latent est erroné. Pour
améliorer les prédictions, on peut utiliser des modèles directs qui corrigent la
prédiction récursive à un horizon donné. Ici, seize modèles directs (arbres de
décisions boostés) sont appris pour corriger les seize premiers pas de temps d’une
prédiction récursive. La figure 6.28 illustre quelques résultats pour la couche de
mélange. Sur la prédiction d’un coefficient LAE, l’utilisation des modèles directs
permet une meilleure estimation. Sur la prédiction des coefficients VAE, l’erreur
est en moyenne plus faible en utilisant les modèles directs. Concernant le sur-
apprentissage, la validation croisée des arbres de décision permet de diminuer les
écarts entre l’erreur de prédiction d’apprentissage et l’erreur de prédiction de test.
Ces commentaires sont valables pour tous les écoulements, les résultats quantitatifs
complets étant en annexe F.
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6.3.4 | Décomposition d’ordre élevé

Dans la décomposition modale dynamique d’ordre élevé (HODMD), les
composantes de l’état latent et leur histoire sont utilisées comme observables. La
logique de construction du modèle est illustrée avec la figure 6.29 pour le sillage du
cylindre rectangulaire (réduction POD). L’intérêt d’ajouter des retards se détecte
en traçant la fonction d’auto-corrélation. Pour une composante de l’état latent,
celle-ci indique les corrélations entre le signal et le signal décalé. Ici, la corrélation
est significative au rang un et plus et on observe un motif sinusoïdal. Un modèle
auto-régressif est donc pertinent pour cette composante et le nombre de retards est
déterminé par l’auto-corrélation partielle. Pour un travail sur toutes les
composantes, on utilise un critère d’information. Le nombre de retards optimal est
celui qui minimise le critère Bayésien (BIC) ou d’Akaike (AIC). Pour l’écoulement
turbulent autour du cylindre, le critère BIC indique d’ajouter trois retards, ce qui
mène à (3 + 1) × r0.8 = 84 observables. L’approximation de l’opérateur de
Koopman fait apparaître une bande r0.8 × 84 pour expliquer l’état a(k + 1) par les
composantes [a(k) | a(k − 1) | a(k − 2) | a(k − 3) | a(k − 4)], ce qui est cohérent
avec la structure présentée dans la partie méthodologique du manuscrit.

Le tableau 6.5 indique les retards déterminés par les critères d’information.
De manière générale, le critère BIC semble plus adapté car le nombre de retards
déterminé par le critère AIC est artificiellement élevé 24. Pour l’écoulement laminaire
autour du cylindre, le nombre de retards est important pour les deux critères, ce
qui n’est pas totalement expliqué 25. D’un point de vue résultats, la figure 6.30
montre les erreurs de prédictions de l’état pour la DMD et la HODMD. On observe
que l’ajout des retards diminue légèrement l’erreur de prédiction pour les cas 1
et 2. Pour le sillage laminaire, les états retardés forment un espace invariant par
l’opérateur de Koopman quelque soit la méthode de réduction. On dispose donc
d’un modèle linéaire pour cet écoulement mais il est trop complexe car il considère
(12 + 1) × r0.99 = 65 modes dynamiques, un nombre élevé pour une dynamique
périodique aussi simple.

Écoulement POD LAE LVAE VAE
Cylindre laminaire [12, 12] [12, 12] [12, 12] [12, 12]
Couche de mélange [13, 8] [23, 6] [25, 8] [7, 1]
Cylindre turbulent [5, 3] [5, 2] [5, 2] [4, 1]

Tableau 6.5 – Nombres de retards pour chaque configuration. Les résultats
sont donnés sous la forme [retards AIC, retards BIC].

24. Comme on laisse la machine faire le travail, il suffit d’un critère légèrement plus faible
à 23 retards qu’à 6 retards pour sélectionner 23 retards. Mais d’un point de vue pratique, on
préférerait travailler avec les 6 retards.
25. Sans doute lié au faible nombre d’échantillons disponibles, pas suffisant pour faire des

statistiques.
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Figure 6.30 – Erreurs de prédiction (moyenne sur l’horizon) des états de
test calculées avec le modèle DMD et le modèle HODMD
(sélection BIC).

6.3.5 | Décomposition étendue
La décomposition modale dynamique étendue est le cadre le plus général pour

l’approximation de l’opérateur de Koopman. Ici, on choisit comme observables des
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monômes au plus quadratiques (EDMD) ou des fonctions à base radiales (EDMD
RBF).

EDMD

La DMD étendue avec observables quadratiques est un choix raisonnable quand
on sait que les équations de Navier Stokes sont quadratiques 26. Le nombre de
monômes possibles augmente de manière combinatoire avec la dimension de l’état
latent mais la plupart de ces observables est vraisemblablement fallacieuse. Pour
éviter les monômes parasites dans la construction du modèle linéaire, une sélection
par LASSO est effectuée. Le niveau de pénalité est optimisée par validation croisée
de type hold-out, en considérant l’erreur un pas de temps et l’erreur de prédiction
moyenne. La figure 6.31 illustre les résultats obtenus pour l’écoulement laminaire
autour du cylindre (réduction POD). La matrice qui est montrée est
l’approximation moindres carrés du passage entre l’espace d’état et l’espace des
observables. Sans surprise, la matrice contient une diagonale car les composantes
de l’état latent sont présents dans le dictionnaire des monômes. Sur le graphique
de l’erreur moyenne normalisée en fonction de l’horizon, il n’y a pas de barres
bleues : l’erreur récursive est nulle car les observables décrivent presque un espace
invariant par Koopman. On dit presque car malgré des fonctions propres de bonne
qualité (courbes vertes), certaines sont encore fallacieuses. En calculant le spectre
de la matrice de la dynamique, toutes les valeurs propres ne sont pas sur le cercle
unité ; la combinaison des modes dynamiques permet toutefois une bonne qualité
prédictive pour le cinquième mode qui était complètement amorti avec la DMD
classique. Enfin, l’erreur de validation croisée est minimale pour une pénalité nulle,
synonyme que le LASSO ne sélectionne pas de variables pour ce cas précis.

Les résultats sont moins probants pour la réduction non linéaire variationnelle.
L’encodage par tangente hyperbolique rend difficile 27 la dérivation d’un modèle
réduit analytique pour l’état latent VAE et les observations quadratiques de l’état
latent ne sont peut-être pas adaptées. La figure 6.32 compare les erreurs de
prédiction pour la DMD et l’EDMD. Si une petite baisse de l’erreur est observée
avec l’écoulement turbulent autour du cylindre, les résultats sont mauvais pour la
couche de mélange. Avec les résultats de l’annexe F, le gain semble un peu plus
substantiel sur l’erreur un pas de temps. De manière générale, on retiendra que la
DMD étendue aux observations quadratiques est plus adaptée aux écoulements de
sillage réduits linéairement.

EDMD RBF

Utiliser des observations quadratiques de l’état n’est pas toujours optimal. Sans
une connaissance précise du système, il est judicieux d’utiliser des fonctions à base
radiale dont les centres sont déterminés par partitionnement. Le nombre de
clusters est choisi par le critère du coude, qui détermine le point à partir duquel

26. Avec une réduction orthogonale propre, on peut d’ailleurs projeter facilement les équations
et faire apparaître explicitement les interactions quadratiques entre les coefficients POD
27. Pour pas dire impossible...
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Figure 6.31 – Résultats de la décomposition modale étendue pour
l’écoulement laminaire autour du cylindre (réduction
POD).

l’ajout de clusters ne vaut plus le gain en inertie. Le coefficient de silhouette
permet ensuite de vérifier que les partitions sont suffisamment distantes. Sur la
figure 6.33, on présente quelques résultats pour le sillage laminaire réduit par VAE.
L’inertie en fonction du nombre de partitions montre que six clusters semblent
raisonnables pour partitionner les états latents. L’analyse des coefficients de
silhouette montre que ces clusters sont denses et plutôt bien séparés (score moyen
proche de 1). Concernant les valeurs propres, celles-ci se rapprochent du cercle
unité comparé à la décomposition modale dynamique classique (figure 6.26). Enfin,
la matrice des poids de Koopman est pleine ; c’est un signe que le passage de
l’espace des observables vers l’espace d’état n’est pas trivial.

La figure 6.34 montre les erreurs de prédiction de test dans l’espace d’état et
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Figure 6.32 – Erreurs de prédiction dans l’espace d’état (moyenne sur
tout l’horizon) pour une approximation de l’opérateur de
Koopman par DMD ou EDMD. Utiliser des observations
quadratiques permet uniquement d’améliorer la prédiction
des réductions linéaires pour les écoulements de sillage

dans l’espace des observables. Comparé aux mesures quadratiques de l’état, les
mesures radiales semblent plus adaptées pour construire un modèle dynamique
linéaire. C’est notamment le cas pour la réduction non linéaire variationnelle du
sillage turbulent. Ce gain n’est toutefois pas observé dans l’espace d’état. Cela est
dû à une mauvaise inversion des observables gaussiens : une approximation linéaire
par moindres carrés n’est pas suffisante. Il faudrait envisager une inversion plus
flexible, par exemple par réseau de neurones.

6.3.6 | Apprentissage des observables
Dans les méthodes précédentes, les observations de l’état latent étaient

prédéfinies. Maintenant, on souhaite construire le dictionnaire en apprenant des
observables qui évoluent linéairement. Pour ce faire, les observables sont les sorties
d’un réseau de neurones dont les paramètres sont optimisés par une descente
alternée. Une itération contient deux étapes :

1. Utilisation du réseau actuel pour construire l’approximation de l’opérateur
de Koopman. Les observables sont fixés et on effectue une régression d’arête.
La pénalité est optimisée par validation croisée de type hold out.

2. L’opérateur de Koopman est fixé. On optimise les paramètres du réseau par
descente de gradient. La fonction coût contient trois termes d’erreurs :
l’erreur un pas de temps, l’erreur de prédiction et l’erreur d’inversion des
observables par régression linéaire.

Pour ne pas apprendre des fonctions d’observations nulles, deux observables
fixes (fonctions radiales) sont ajoutées dans le dictionnaire. Les hyper-paramètres
du réseau sont optimisés par ASHA 28. La figure 6.35 illustre un exemple
d’optimisation pour le sillage laminaire réduit avec la POD. Il s’agit d’un

28. Asynchronous Successive Halving Algorithm
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Figure 6.33 – Résultats de la décomposition modale dynamique étendue
aux observations radiales. Illustré sur le sillage laminaire
réduit par auto-encodeur non linéaire variationnel.

graphique de coordonnées parallèles qui présente toutes les configurations étudiées.
Un réseau est construit sur la base d’un taux d’oubli, de fonctions d’activations,
d’un taux d’apprentissage (lr), d’un nombre de couches et d’un nombre de
neurones par couches (nh). Les premières combinaisons d’hyper-paramètres ne
sont testées que pour une seule itération. Les réseaux les plus performants (coût de
validation le plus faible, "loss") sont promus au rang suivant ("rung") et entraînés
sur quatre fois plus d’itérations. On arrête l’optimisation lorsque trois réseaux ont
atteint le dernier palier (rung 3) et ont été entraînés sur au plus 64 itérations 29.
On sélectionne le réseau à l’erreur de validation plus faible et on le ré-entraîne sur
l’intégralité des données d’entraînement. Pour cette optimisation, on montre

29. Donc 64 descentes de gradient complètes pour la deuxième étape d’une itération.
Heureusement que la descente est arrêtée prématurément, sinon l’apprentissage serait
incommensurablement long.
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(a) Erreurs dans l’espace des observables. Bonnes performances pour EDMD
RBF, notamment pour la réduction non linéaire variationnelle.

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100

NM
SE

 (s
ta

te
)

Cas 0
EDMD
EDMD RBF

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100
Cas 1

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100
Cas 2

(b) Erreurs dans l’espace d’état. Mauvaises performances pour EDMD RBF
car l’inverse des fonctions d’observations est mal approximée par régression
linéaire.

Figure 6.34 – Comparaison des erreurs de prédictions (moyenne sur
l’horizon) pour les méthodes EDMD et EDMD RBF.

l’histoire de la fonction coût totale en fonction du nombre d’itérations. Seulement
32 itérations sont montrées car il s’agit du meilleur état possible pour les
paramètres du réseau ; au delà, l’erreur de validation ré-augmente. À titre
d’illustration, on montre également l’architecture générale d’un réseau de neurones
sur la figure 6.36.

Sur la figure 6.37, on montre les résultats obtenus pour les trois écoulements.
Dans l’espace des observables, on obtient de bonnes performances pour les
écoulements de sillage. Le gain est surtout notable sur le sillage turbulent, quelque
soit la méthode de réduction. Pour le sillage laminaire, les résultats sont corrects
pour les réductions linéaires mais mitigés pour la réduction non linéaire. La figure
6.38 compare les spectres obtenus pour le sillage laminaire réduit avec la POD.
L’apprentissage automatique du dictionnaire permet de retrouver les fréquences
dominantes et une partie des valeurs propres de la matrice EDMD. Toutefois,
quelques valeurs propres restent défectueuses, symptomatique d’observables qui ne
sont pas invariants par l’opérateur de Koopman. Dans l’espace d’état, on est
relativement déçu du pouvoir prédictif : mise à part le sillage laminaire, les
performances sont très mauvaises pour la couche de mélange et le sillage turbulent.
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(a) Coordonnées parallèles pour l’optimisation des hyper-paramètres. Une ligne
correspond à une configuration d’hyper-paramètres, promue jusqu’à un certain
palier et ayant un coût de validation.
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Figure 6.35 – Résultats d’optimisation pour l’apprentissage automatique
du dictionnaire. Illustré sur le sillage laminaire réduit avec
la POD.

Cela est dû aux observables appris qui sont difficilement inversibles par régression
linéaire : les scores sont de 100% pour le sillage laminaire (inversion facile) mais ils
sont mitigés pour les autres cas 30. En annexe F, on compare EDMD_DL aux
autres méthodes d’approximation de l’opérateur de Koopman et en particulier,
avec EDMD_RBF_two. Cette dernière méthode correspond à EDMD RBF avec
seulement deux clusters, afin de vérifier que EDMD DL apprend effectivement des
observables et ne se contente pas des deux observables fixes.

Finalement, l’approche proposée est une direction intéressante pour apprendre

30. Rappel : le score compare les états réels et les états obtenus par l’inversion moindres carrés.
Si la variance des états réels est complètement retrouvée dans l’inversion moindres carrés, le score
vaut 1.
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Figure 6.36 – Exemple de schéma dynamique pour l’apprentissage du
dictionnaire. Le plus difficile consiste à créer la fonction
coût (point jaune), qui comprend trois termes : l’erreur
un pas de temps, l’erreur de prédiction récursive (branche
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celui obtenu pour le sillage laminaire, réduit avec la POD.

les observables. De nombreuses améliorations doivent toutefois être apportées.
Tout d’abord, le premier brassage des hyper-paramètres s’est basé sur une seule
itération. C’est un critère beaucoup trop brutal et il faudrait encourager
l’exploration. Deuxièmement, l’inversion par régression linéaire n’est pas optimale.
Il faudrait adjoindre un réseau de neurones pour cette tâche et ainsi améliorer le
pouvoir prédictif dans l’espace d’état. Troisièmement, l’architecture proposée est
simpliste : même nombre de neurones par couche et fonctions d’activations
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(a) Erreurs de prédiction dans l’espace des observables. Pour le sillage turbulent,
bonnes performances avec les fonctions d’observations apprises comparé aux
observations quadratiques.
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(b) Erreurs de prédiction dans l’espace d’état. Mauvaises performances avec les
fonctions d’observations apprises

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100

R
2

Cas 0
DMD
EDMD_DL

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100
Cas 1

po
d

la
e

lv
ae va
e

0

25

50

75

100
Cas 2

(c) Qualité de l’approximation linéaire de l’inverse des observables. Pour la
DMD, la qualité est parfaite (score de 100%) car les composantes de l’état
sont dans le dictionnaire d’observables. Pour EDMD DL, mauvaise qualité.

Figure 6.37 – Comparaison quantitative entre les approximations de
l’opérateur de Koopman par DMD et par EDMD avec
apprentissage du dictionnaire.

identiques. Il faudrait augmenter la flexibilité pour exploiter la puissance des
réseaux de neurones. Un conseil serait de reprendre la stratégie sur des systèmes



228 Estimation orientée données des quatre écoulements

-1.0 0.0 1.0
Axe réel

-1.0

0.0

1.0
Ax

e 
im

ag
in

ai
re

DMD

-1.0 0.0 1.0
Axe réel

-1.0

0.0

1.0

Ax
e 

im
ag

in
ai

re

EDMD

-1.0 0.0 1.0
Axe réel

-1.0

0.0

1.0

Ax
e 

im
ag

in
ai

re

EDMD_DL

Figure 6.38 – Comparaison des valeurs propres du sillage laminaire
(réduction POD) déterminées par DMD, EDMD et EDMD
DL.

beaucoup plus simples tels que des oscillateurs 31 et faire des développements
académiques.

6.3.7 | Conclusion
Dans cette section, différentes approximations de l’opérateur de Koopman

ont été comparées. La décomposition modale dynamique est la plus simple à
implémenter car elle consiste en une régression linéaire entre les états latents et
les états latents décalés dans le temps. Or pour des systèmes non linéaires, les
composantes de l’état latent ne forment pas un espace invariant par Koopman. Les
prédictions récursives de l’état à partir d’une condition initiale sont donc erronées.
Différentes extensions sont proposées :

— L’ajout de modèles directs. Des arbres de décisions boostés permettent
de corriger les prédictions récursives. La validation croisée des arbres diminue
l’écart entre les erreurs d’entraînement et de test.

— La décomposition d’ordre plus élevé. L’espace des observables est
enrichi de l’histoire de l’état latent. Le nombre de retards est optimisé par
critère d’information. Pour l’écoulement laminaire autour du cylindre, ce
nombre de retards est artificiellement élevé.

— La décomposition étendue. Les observations sont des monômes au plus
quadratiques ou des mesures gaussiennes de l’état latent. Dans le deuxième
cas, les prédictions dans l’espace d’état sont mauvaises à cause d’une inversion
difficile des observables.

— La décomposition avec apprentissage automatique du
dictionnaire. Les observations sont les sorties d’un réseau de neurones. La
méthode est complexe à implémenter, avec des résultats assez décevants.
Cela mérite de l’investissement mais sur des systèmes plus académiques.

Pour le sillage laminaire et la couche de mélange, les méthodes ont montré de
bonnes performances pour les réductions linéaires. Pour le sillage turbulent, les

31. Ou alors le sillage laminaire, mais avec beaucoup plus d’échantillons.



Estimation orientée données des quatre écoulements 229

erreurs de prédiction sont les plus faibles pour la réduction non linéaire
variationnelle. Sur un nouvel écoulement à prédire, le conseil serait de commencer
par une réduction POD et un modèle DMD. Si le modèle dynamique est trop
erroné, on peut envisager la décomposition étendue avec observables quadratiques.
C’est une méthode de choix car la projection des équations de Navier Stokes sur le
sous espace POD fait apparaître des termes quadratiques. Il faut toutefois faire
attention au sur-apprentissage, potentiellement important si la dimension de l’état
latent est importante et que tous les monômes possibles sont considérés.

Remarque : un travail préliminaire sur l’assimilation de données est présenté en
annexe H. Il s’agit d’un article de conférence où des modèles purement orientés
données sont combinés pour prédire l’écoulement sur le long terme. La procédure
est testée avec des machines à vecteurs support pour la reconstruction et la
décomposition modale dynamique pour la prédiction.

6.4 | Synthèse du chapitre
Dans ce chapitre, différents outils de l’apprentissage automatique ont été

utilisés pour estimer des écoulements de complexité croissante. L’objectif était de
tester la scalabilité de méthodes orientées données pour la réduction, la
reconstruction et la prédiction du champ de vitesse d’un écoulement.

Pour la réduction, l’objectif était de définir une transformation d’auto-encodage
du champ de vitesse. Différentes méthodes ont été implémentées, chacune avec leur
avantages et leur inconvénients :

→ La décomposition en modes propres orthogonaux. En diagonalisant
la matrice de covariance des clichés du champ de vitesse fluctuante, on en
détermine les directions principales. Le film de l’écoulement est réécrit grâce à
la superposition orthogonale de ces modes, ce qui fournit une approximation
de faible rang optimale (dans le sens moindres carrés) de l’écoulement.

→ L’auto-encodeur linéaire. La POD est reformulée grâce à un réseau
de neurones avec une seule couche cachée et des activations linéaires. La
contrainte d’orthogonalité n’est plus imposée, ce qui a pour effet de faciliter
l’interprétabilité des modes. Les structures sont déterminées par un critère
énergétique (moindres carrés) mais aucune hiérarchie n’est imposée. Pour
les écoulements absolument instables, les directions oscillent à la fréquence
dominante.

→ L’auto-encodeur linéaire variationnel. Pour régulariser l’espace latent,
les champs de vitesse sont encodés en distributions plutôt qu’en points. En
gardant des activations linéaires, le sous espace généré par les modes est le
même que les deux sous espaces POD et LAE. Pour cet auto-encodeur, la
contrainte variationnelle a peu d’impact.

→ L’auto-encodeur variationnel. Les activations du réseau précédant sont
changées en tangente hyperbolique. L’encodage et le décodage deviennent
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difficilement interprétables (variété latente) et la non optimisation des hyper-
paramètres se reflète dans une erreur d’auto-encodage plus élevée que les
réductions linéaires. Toutefois, la régularisation de l’espace latent est visible :
la robustesse du décodeur à des états latents perturbés est attestée.

En comparant les spectres des champs de vitesse auto-encodés, on s’aperçoit que
les réductions linéaires filtrent l’information haute fréquence. Au contraire, la
réduction non linéaire essaye de restituer l’intégralité du spectre mais souvent au
détriment de l’énergie des premiers modes. Concernant la généralisation des modes
appris, seul du sur-apprentissage est notable sur l’écoulement de la tour. On
attribue cette faiblesse au peu d’échantillons disponibles et aux architectures non
optimales des réseaux de neurones.

Pour la reconstruction, l’objectif était d’utiliser l’algèbre linéaire (méthode
directe) ou l’apprentissage supervisé (méthode régressive) pour inférer l’état latent
à partir d’une mesure du champ de vitesse fluctuante. La grille de capteurs a
été déterminée par partitionnement amélioré, une méthode semi-supervisée qui
permet un placement systématique. Les hyper-paramètres n’ayant pas été optimisé,
le nombre de capteurs semble élevé pour les configurations les plus simples. De
manière générale, les scores de reconstruction de l’état latent sont bons, ce que l’on
attribue à la validation croisée des hyper-paramètres. Celle-ci est étudiée en détails
pour chaque méthode régressive :
→ Pour la régression linéaire seul le paramètre de régularisation LASSO

est validé. Une simple recherche par grille suffit. Le paramètre est unique
pour l’approche multi-tâche mais il est spécifique pour chaque mode dans
l’approche mono-tâche.

→ Pour la régression par vecteurs supports et les arbres de décisions
boostés, plusieurs paramètres sont à valider. Les candidats sont sélectionnés
aléatoirement dans une grille, ce qui limite la probabilité de sélectionner la
combinaison optimale d’hyper-paramètres.

→ Pour la régression par réseau de neurones, les hyper-paramètres sont
validés par optimisation génétique.

Deux tendances principales ressortent. D’abord, augmenter la densité de
capteurs améliore le score de reconstruction. Ensuite, l’écoulement urbain est
plutôt difficile à reconstruire, avec des scores d’estimation plutôt faibles.
Concernant la robustesse des méthodes au bruit de mesures, une fonction
d’estimation ne semble pas l’emporter sur l’autre. Le choix d’une méthode
régressive dépend donc de critères plus pratiques : la disponibilité des données,
l’interprétabilité souhaitée, le coût d’implémentation et le coût de calcul.

Pour la prédiction, l’objectif était d’apprendre un modèle dynamique pour l’état
latent. Le travail s’est concentré sur la recherche d’une approximation finie de
l’opérateur de Koopman. Différents choix d’observables ont été considérés :
→ Décomposition modale dynamique. Les observables sont les

composantes de l’état latent. L’approximation de l’opérateur de Koopman
est donc le meilleur modèle dynamique linéaire de l’état latent. Sans
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surprise, la majeure partie des fonctions propres identifiées sont fallacieuses
car les composantes de l’état latent ne forment pas un sous espace invariant
par Koopman. Adjoindre des modèles de prédiction direct (arbres de
décisions boostés) permet d’améliorer l’estimation.

→ Décomposition modale dynamique d’ordre élevé. Les observables
contiennent l’état latent et son histoire. Les modèles prédictifs sont améliorés
mais le nombre de retards est artificiellement élevé dans le cas du cylindre
2D.

→ Décomposition modale dynamique étendue. Les observables sont des
fonctions non linéaires de l’état, ici des observations quadratiques ou
gaussiennes. Pour ce second choix, les prédictions ne sont pas améliorées
dans l’espace d’état car l’approximation moindres carrés de l’inverse des
observables est mauvaise.

→ Décomposition modale dynamique avec apprentissage
automatique du dictionnaire. Les observables sont les sorties d’un
réseau de neurones que l’on optimise pour avoir une représentation linéaire
de la dynamique. Les résultats sont assez décevants pour cette première
étude ; la méthode mériterait toutefois un investissement supplémentaire.

Enfin, un travail préliminaire en annexe H montre dans quelle mesure des
modèles de reconstruction et de prédiction peuvent être combinées pour de
l’assimilation de données. Ce cadre constitue une direction prometteuse pour la
prédiction long terme d’un écoulement.

Le mot de la fin

Ce chapitre met en évidence qu’il existe pléthore de méthodes pour estimer
un écoulement. Pour que les méthodes d’apprentissage automatique donnent
des résultats pertinents, il est nécessaire de passer par une étape de validation
croisée. Sur la partie prédiction, les résultats sont assez mitigés et tous les
gains observés pour les raffinements étudiés ne valent pas la complexité de la
méthode.
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7. Conclusion et perspectives

L’objectif principal de cette thèse était de comprendre comment l’apprentissage
automatique pouvait se mettre au service de la mécanique des fluides. On a
ainsi proposé une méthodologie pour pouvoir réduire, reconstruire et prédire un
écoulement à partir de données. Dans cette conclusion, on présente la synthèse
générale des travaux ainsi que les perspectives.

7.1 | Synthèse générale
La première étape de cette thèse a été de comprendre l’intérêt des méthodes

orientées données pour la mécanique des fluides (chapitre 1). On a commencé
par présenter la physique multi-échelles d’un écoulement qui rend les missions de
modélisation, de réduction et de contrôle complexes. En effet, lorsque les effets non
linéaires de l’inertie dominent les effets linéaires de la viscosité, l’écoulement devient
multi-échelles et la résolution des problèmes d’optimisation devient impossible
analytiquement ou numériquement. La mécanique des fluides n’échappant pas au
Big Data (disponibilité croissante de données expérimentales et numériques) une
transition est en train de s’effectuer pour résoudre les problèmes d’optimisation à
partir de données. Dans ce contexte, on a présenté un historique du machine learning
ainsi que les applications majeures en mécanique des fluides. On a notamment
précisé les outils pour la réduction et la modélisation :
→ La réduction consiste à extraire des données des structures cohérentes

pour réécrire le film de l’écoulement avec une approximation de faible
rang. La méthode la plus classique est la décomposition en modes propres
orthogonaux, qui permet une réduction linéaire et orthogonale des bases
de données. Avec l’essor des réseaux de neurones, les réductions peuvent
maintenant être non linéaires et non orthogonales.

→ La modélisation consiste à identifier des modèles interprétables (peu de
termes) et généralisables (robustes à de nouvelles configurations) pour
notamment décrire la dynamique d’un écoulement. De nombreuses
approches basées sur des régressions linéaires (décomposition modale
dynamique, identification parcimonieuse de la dynamique) font le lien avec
la théorie de Koopman et permettent aujourd’hui de déterminer des
modèles réduits que l’on ne saurait pas dériver analytiquement.

Après cet état de l’art, on s’est posé une question pratique : est-il envisageable
d’utiliser de l’information ponctuelle pour estimer un écoulement urbain et ainsi
aider un drone autonome qui assurerait des missions de livraisons ou d’inspection ?
Pour apporter des éléments de réponse, on s’est intéressé aux méthodes
d’estimation d’écoulements présentés dans la littérature. On a repéré trois classes
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de méthodes : l’estimation directe, l’estimation régressive et l’assimilation de
données. Ce travail a montré qu’il existait pléthore d’approches pour estimer un
écoulement mais qu’elles étaient peu comparées entre elles. De plus, les
applications sont restées académiques et on ne peut pas statuer sur la réussite (ou
non) des méthodes pour un écoulement urbain. On a donc défini les deux objectifs
principaux de la thèse : 1) unifier les outils mathématiques pour réduire et estimer
un écoulement ; 2) tester et comparer les méthodes sur des écoulements de
complexité croissante.

La deuxième étape de la thèse a donc été d’unifier les outils de
l’apprentissage automatique pour l’estimation d’un système dynamique. Ce travail
méthodologique a été décomposé en trois parties. Tout d’abord, on s’est
concentré sur la réduction (chapitre 2). On a formalisé l’auto-encodage d’un état
de haute dimension pour déterminer un état latent de dimension plus faible. On
s’est intéressé à différents auto-encodeurs neuronaux, pensés comme de simples
extensions de l’analyse en composantes principales. L’innovation majeure repose
sur l’étude de l’auto-encodeur variationnel qui utilise des transformations non
linéaires et structure son espace latent pour gagner en robustesse lors du décodage.
Ensuite, on s’est focalisé sur le problème de reconstruction (chapitre 3) qui
consiste à estimer l’état latent du système à partir de mesures de l’état de haute
dimension. Dans l’estimation directe, les mesures sont utilisées pour trouver la
combinaison linéaire optimale des modes de décodage. Cette approche requérant
une optimisation pour chaque nouvelle estimation, elle est surtout adaptée pour
des tâches offline. Dans l’estimation par régression, on apprend complètement
l’opération de passage entre l’espace des mesures et l’espace latent. Pour s’assurer
que le modèle respecte le compromis entre son biais et sa variance, on a compris
qu’il était nécessaire de faire une validation croisée de ses hyper-paramètres. On a
conclu le chapitre en fournissant la carte d’identité de chacune des méthodes
régressives. Enfin, on s’est intéressé au problème de prédiction (chapitre 4) pour
estimer le futur de l’état latent à partir de l’état latent courant. Différentes
approximations finies de l’opérateur de Koopman ont été présentées, l’objectif
étant de faire une prédiction linéaire dans un espace d’observations plutôt qu’une
prédiction non linéaire dans l’espace d’état. Toutes les approximations sont
pensées comme des raffinements de la décomposition modale dynamique et on
conclut le chapitre en proposant un algorithme pour apprendre automatiquement
les observations de l’état à utiliser.

La troisième et dernière étape de la thèse a été d’implémenter et de tester les
outils mentionnés ci-dessus pour estimer quatre écoulements de complexité
croissante. L’obtention des différentes bases de données a été présentée
succinctement (chapitre 5). On a retenu les configurations suivantes : l’écoulement
laminaire autour d’un cylindre, un écoulement de couche de mélange, l’écoulement
turbulent autour d’un cylindre rectangulaire et l’écoulement dans différents plans
d’un écoulement urbain. La partie des résultats (chapitre 6) a été structurée en
trois sections, en lien avec la partie méthodologique.
→ Sur la réduction, on a testé la décomposition en modes propres orthogonaux

et trois auto-encodeurs neuronaux. En comparant les spectres des champs
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de vitesse auto-encodés, on s’est aperçu que les réductions linéaires filtraient
l’information haute fréquence, ce qui est cohérent étant donné que les modes
sont déterminés par critère énergétique. Au contraire, la réduction non
linéaire essaye de restituer l’intégralité du spectre mais souvent au détriment
des premiers modes. Concernant la généralisation des modes appris à des
données de test, du sur-apprentissage est notable sur l’écoulement autour de
la tour. En étudiant l’impact du bruit sur l’état latent lors du décodage, on
s’est aussi aperçu que la contrainte variationnelle permettait une meilleure
robustesse.

→ Sur la reconstruction, on a testé l’estimation directe, l’estimation par
régression linéaire en version mono-tâches et multi-tâches, par vecteurs
supports, par réseau de neurones superficiel et par arbres de décisions boostés.
Il est ressorti qu’une validation croisée des hyper-paramètres permettait
des performances similaires pour chacune des méthodes régressives. Le sur-
apprentissage était surtout notable pour l’écoulement autour de la tour,
avec une différence entre les scores d’entraînement et de test qui pouvait
atteindre 30%.

→ Sur la prédiction, on a testé la décomposition en modes dynamiques et sa
version étendue à des observations quadratiques, des observations radiales,
des observations retardées ou des observations automatiquement apprises.
Tous les raffinements de la méthode de base ne semblent pas valoir le gain en
complexité : dans chacun des cas, il est très difficile d’identifier des fonctions
propres non fallacieuses de l’opérateur.

Tous ces résultats mettent en exergue que l’apprentissage automatique n’est
pas encore mûr pour des configurations très complexes. De bonnes estimations
ont été effectuées sur les trois premiers écoulements car les données disponibles
permettaient de caractériser la dynamique avec peu de modes. Pour l’écoulement
autour de la tour qui était l’application initialement visée, il y a deux points
critiques sur lesquels il faut réfléchir plus en détail :

1. La dynamique est très instationnaire du fait des niveaux de turbulence. Pour
espérer apprendre un modèle d’estimation généralisable, il est nécessaire
d’augmenter drastiquement la base de données et d’utiliser des méthodes
de régularisation élaborées du type génératives. Dans tous les cas, il faut
définir un cahier des charges pour figer la fidélité nécessaire que le modèle
doit restituer. À l’issu de cette thèse, le travail préliminaire sur la tour isolée
montre qu’il est difficilement envisageable d’estimer son champ de vitesse
(même à 80% d’énergie) en temps réel.

2. Dans une configuration pratique, le nombre de capteurs sera très limité. Les
scores de reconstruction obtenus, pourtant mitigés, ont été obtenus avec un
nombre déjà trop important de capteurs.

Ces deux points démotivent une modélisation orientée données de l’écoulement.
Pour concevoir un drone autonome, il serait plus sage de chercher à renforcer son
comportement à partir d’expériences.
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7.2 | Perspectives
De nombreuses perspectives émergent de ce travail de thèse. On liste les

principales ci-dessous.
→ Les modèles dynamiques qui ont été appris sont purement déterministes. On

pourrait apprendre des modèles probabilistes, basés sur une approximation
finie de l’opérateur de Perron Frobenius. Il s’agit de l’opérateur dual de
l’opérateur de Koopman, qui fait avancer dans le temps toutes les densités
de probabilités de l’état. Cette approche est développée dans l’algorithme
Cluster-Reduced Order Model de Kaiser et al. (2014).

→ Les modèles ont été appris pour des paramètres fixés. Il serait plus pertinent
d’apprendre des modèles couvrant un espace de paramètres. Pour ce faire,
on peut utiliser des approches génératives comme décrit dans Morton et al.
(2021). Les auteurs apprennent un modèle pour l’écoulement autour d’un
cylindre en rotation et ce modèle est robuste au nombre de Reynolds et à la
vitesse de rotation du cylindre. Un écoulement de couche de mélange forcée
serait un bon cas test : selon les perturbations harmoniques en entrée du
domaine, on chercherait à prédire l’appariement des vortex (Ko et al., 2008).

→ Nos méthodes de réduction sont globales. Le champ de vitesse complet
est caractérisé par un seul ensemble de modes. On pourrait envisager des
réductions locales avec des raffinements dans les zones où l’écoulement est
complexe. À titre d’exemple, Xiao et al. (2019) utilise une décomposition
modale non intrusive locale pour réduire un écoulement urbain. On pense
que cette méthode pourrait être étendue à des réseaux de neurones.

→ Le placement de capteurs a été purement heuristique. Dans une approche
plus physique, il aurait fallu déterminer des capteurs à la fois observables
(pour bien caractériser la dynamique) et contrôlables. Ce travail est formalisé
par Manohar et al. (2018b). Pour appliquer cette méthode, il est nécessaire
de disposer des clichés de la simulation adjointe.

→ Les reconstructions ont été effectuées avec des mesures homogènes. On
pourrait essayer de faire des reconstructions avec des signaux non homogènes
au champ à reconstruire, par exemple des signaux de pression. À titre
d’exemple, Erichson et al. (2020) ont utilisé des signaux de pression pariétale
pour reconstruire l’écoulement laminaire en aval d’un cylindre.

→ La réduction non linéaire variationnelle n’a pas de régularité temporelle. Il
faudrait adjoindre une contrainte temporelle pour déterminer une variété
latente sur laquelle l’état latent a une dynamique lisse. On peut envisager
l’utilisation de structures récurrentes de type cellules Long-Short Term
Memory (Gonzalez et Balajewicz, 2018).

→ Les reconstructions n’utilisaient que les mesures courantes. À la manière
des extensions proposées pour l’estimation stochastique, on pourrait étendre
nos modèles de reconstruction par régression à des fenêtres d’observations.
Cette approche serait utile pour reconstruire des clichés PIV a posteriori à
partir de signaux instationnaires (Deng et al., 2019).
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→ Les capteurs sont tous supposés fonctionnels. Pour une application pratique,
il faudrait s’intéresser à la possibilité de capteurs faisant défaut (de Silva
et al., 2020).

→ Dans nos méthodes de réduction, l’ordre des composantes du vecteur
vitesse n’importe pas. En imposant une structure spatiale i.e. en travaillant
avec des images, on pourrait utiliser la puissance des auto-encodeurs
convolutifs (Fukami et al., 2020). Par ailleurs, on pourrait voir le problème
de reconstruction comme un problème de super-résolution.

→ Dans ce manuscrit, la physique n’était pas la préoccupation majeure ; on
s’est surtout focalisé sur les outils mathématiques. La prochaine étape est la
prise en compte de lois physiques pour faire de l’intelligence artificielle de
confiance. Une des pistes est de régulariser la fonction coût en imposant que
la relation entrée - sortie apprise par le modèle respecte plus globalement
les équations de Navier Stokes (Sun et Wang, 2020). On parle de Physics
Informed Neural Networks (Raissi et al., 2019).

→ Avec un auto-encodeur profond, on peut (potentiellement) réduire des
données de grande dimension. Cette réduction s’obtient au prix d’une perte
d’interprétabilité : un réseau de neurones avec beaucoup de couches cachés
n’a pas d’expression analytique simple. Pour améliorer l’interprétabilité du
réseau, on peut chercher à le distiller en effectuant une régression
symbolique. Cranmer et al. (2020) suivent cette philosophie en combinant
des Graph Neural Network et des arbres binaires évolués par algorithme
génétique. On pourrait reprendre l’idée à nos cas mécanique des fluides,
dans l’objectif d’apprendre un modèle physique interprétable pour la
variable latente.

→ Les modèles d’estimation déployés reflètent uniquement la fin d’un
apprentissage. Chaque nouveau modèle est ré-entraîné depuis le début sans
tirer parti de l’histoire d’apprentissage d’autres modèles. Pour accélérer
l’apprentissage de nouveaux modèles (par exemple pour une nouvelle
configuration i.e. un nouveau nombre de Reynolds), on pourrait transférer
les connaissances d’anciens apprentissages. On parle de transfer learning et
une application en mécanique des fluides pourrait se révéler pertinente (Lee
et al., 2021).
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A. Auto-encodeur variationnel

Dans cette annexe, on présente les détails mathématiques de l’auto-encodeur
variationnel. Pour être consistant avec les notations de la littérature, on désigne
par x l’état de haute dimension et z l’état latent (Odaibo, 2019).

Modèles des auto-encodeurs

Pour un auto-encodeur classique, l’encodeur e et le décodeur d sont des objets
déterministes. Pour un auto-encodeur variationnel, l’encodeur et le décodeur sont
des objets probabilistes (voir figure A.1)

Entrée
x

Représentation
latente
z = e(x)

Entrée
reconstruite
x̂ = d(z)

encodage décodage

(a) Modèle d’auto-encodeur. Les objets e et d sont déterministes i.e. un
point donne un point.

Entrée
x

Distribution
latente
p(z/x)

Échantillon
z ∼ p(z/x)

Entrée
reconstruite

d(z)

enc. dec.

(b) Modèle d’auto-encodeur variationnel. L’état encodé suit la distribution
p(z/x) (état latent sachant l’état complet). L’état décodé suit la distribution
p(x/z) (état complet sachant l’état latent).

Figure A.1 – Deux modèles d’auto-encodeurs.

Si l’on connaît la distribution a priori de l’état latent p(z), la distribution a priori
de l’état complet p(x) et l’encodeur p(z/x), on peut calculer le décodeur avec la
formule de Bayes :

p(z/x) = p(x/z)p(z)
p(x) = p(x/z)p(z)∫

p(x/u)p(u)du

Hypothèses

On suppose que l’état latent suit une gaussienne standard i.e. p(z) ≡ N (0, Ir×r).
On suppose aussi que l’état décodé suit une gaussienne de moyenne d(z) et d’écart
type c i.e. p(x/z) ≡ N (d(z), c2In×n). La fonction d est déterministe et définit le
décodeur.
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Inférence variationnelle

En inférence bayésienne, on aurait calculé p(z/x) à partir des distributions p(z)
et p(x/z). Ce calcul étant difficile (principalement à cause de l’intégration), on
approche plutôt la distribution p(z/x) par inférence variationnelle :

1. On choisit une famille de distributions, par exemple les gaussiennes.
2. On détermine la meilleure approximation de la distribution cible dans la

famille sélectionnée. Les paramètres optimaux minimisent l’erreur entre la
distribution réelle et la distribution approximée. Cette erreur est par
exemple la divergence de Kullback Leibler.

On approxime donc p(z/x) par une gaussienne qx(z) avec qx(z) ≡ N (g(x), h2(x)).
Les fonctions g et h appartiennent respectivement aux ensembles G et H (formes
de fonction) et définissent la moyenne et l’écart type de l’état encodé. Ces fonctions
sont solutions du problème :

(g, h) = arg min
(g,h)×G×H

DKL (qx(z) || p(z/x))

où la divergence de Kullback Leibler est définie en théorie de l’information et se
calcule, pour les distributions P et Q, selon :

DKL (P ||Q) =
∫ ∞
∞

P (u) log
(
P (u)
Q(u)

)
du = E

[
log

(
P (u)
Q(u)

)]
Lorsque la divergence est nulle, les distributions P et Q sont parfaitement identiques.
Lorsque la divergence tend vers ∞, les distributions sont très différentes. Si l’on
revient à notre problème, l’objectif est de minimiser la divergence KL entre la
distribution réelle p(z/x) et la gaussienne qui l’approxime qx(z). En utilisant la
formule de Bayes et les propriétés du logarithme, on parvient à :

(g, h) = arg min
(g,h)∈G×H

{
Ez∼qx (log qx[z])− Ez∼qx

(
log

[
p(x/z)p(z)

p(x)

])}
Avec quelques manipulations, on peut faire apparaître la divergence KL entre la
distribution approchée et la distribution a priori de l’état latent, modélisée par
une gaussienne standard :

(g, h) = arg max
(g,h)∈G×H

{Ez∼qx (log p[x/z])−DKL (qx[z] || p[z])}

L’approximation optimale de la distribution a posteriori de l’état latent p(z/x)
nécessite donc de faire en compromis :

— Les paramètres g et h doivent maximiser la vraisemblance 1 des données
(termes de gauche).

1. À ne pas confondre avec la densité. Supposons que la variable aléatoire A suive une loi
gaussienne de moyenne µ et de variance σ2. Dans ce cas, la densité de probabilité est p(a/µ, σ) =
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— Les paramètres g et h doivent assurer un encodage proche de la distribution
a priori de l’état latent (termes de droite).

Optimisation du décodeur

La distribution p(z/x) est approximée par inférence variationnelle depuis p(z)
et p(x/z). Les leviers restants pour optimiser le schéma encodeur/décodeur sont
les paramètres e et c du décodeur. Pour une entrée x, on souhaite maximiser la
probabilité d’avoir x̂ = x en échantillonnant z de la distribution q∗x(z) puis en
échantillonnant x̂ de la distribution p(x/z). Cela se traduit par :

(d, c) = arg max
d∈D

Ez∼q∗
x

(log p[x/z])

En ayant choisi de modéliser la distribution de x sachant z par une gaussienne, on
peut expliciter :

d = arg max
d∈D

Ez∼q∗
x

(
−||x− d(z)||2

2c

)

Toutes pièces ensemble

Finalement, l’auto-encodeur variationnel est construit en résolvant le problème
suivant :

(d, g, h) = arg max
d,g,h∈D,G,H

{
Ez∼qx

(
−||x− d(z)||2

2c

)
−DKL (qx[z] || p[z])

}

Cette formulation fait clairement apparaître l’erreur d’auto-encodage (terme de
gauche) et la régularisation de l’espace latent. Pour le travail du manuscrit, il reste
à dire que les fonctions d, g et h sont des réseaux de neurones. La fonction coût
précisée dans le chapitre 2 est obtenue en explicitant la divergence à partir de
manipulations sur les gaussiennes.

1√
2πσ

exp
[
−1

2

(
a− µ
σ

)2
]
. Ici, les paramètres sont fixés et on peut calculer la probabilité que a

soit dans un intervalle donné. Supposons maintenant que l’on dispose de données d’observations
{a}i. On sait que ces données sont échantillonnées d’une gaussienne mais on ne connaît pas les

paramètres. La vraisemblance pour ai est définie par L(µ, σ/ai) = 1√
2πσ

exp
[
−1

2

(
ai − µ
σ

)2
]
.

Ici, les paramètres sont les variables. On cherche les paramètres qui maximisent la vraisemblance
des données. Dans le cas d’une gaussienne, la solution est simple : la moyenne µ et l’écart type σ
sont les moyennes et écart type empiriques. De cette manière, si on refait des échantillons de loi
appris, on retrouvera vraisemblablement nos données.
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B. Éléments de mécanique des
fluides numériques

Dans cette annexe, on donne quelques éléments de compréhension pour résoudre
une équation de transport avec des volumes finis. On précise également les schémas
numériques pour les quatre écoulements étudiés.

Principe des volumes finis

Soit une quantité scalaire φ transportée par un écoulement dont le champ de
vitesse est V . La forme locale de conservation de φ s’écrit :

∂ρφ

∂t
+ ∇ · [ρφV ]−∇ · [ρΓ∇φ] = S(φ)

où ρ est la masse volumique, Γ est le coefficient de diffusion et S est un terme
source. Cette équation traduit que la variation instantanée de φ est équilibrée
lors du transport par des échanges convectifs et diffusifs avec le milieu extérieur.
Pour résoudre cette équation dans une approche volumes finis, on commence par
discrétiser le domaine en mailles élémentaires de volume V et de frontière S. En
intégrant l’équation de conservation sur une maille et en appliquant le théorème de
la divergence 1, on peut écrire :

∫
V

∂ρφ

∂t
dV +

∫
S
ρφV · ndS −

∫
S
ρΓ∇φ · ndS =

∫
V
S(φ)dV

avec n la normale à la surface, pointant vers l’extérieur. Une maille étant discrète
(e.g. cubique ou polyédrique), les intégrales sont transformées en des sommes finies.
En calculant les intégrales et en faisant le bilan des flux pour toutes les mailles,
on parvient à un système linéaire MtΦt+1 = Bt où Φt+1 contient les quantités
au centre des mailles à l’instant t + 1,Mt contient sur les flux calculés avec les
grandeurs à l’instant t et Bt contient les termes sources.

Flux convectifs et diffusifs

La maille de centre P possède M voisins, définissant ainsi S1, ...,SM surfaces de
contact.

1. Intégrales dans le volume écrites en intégrales de surface. Intuitivement, on écrit que la
variation totale au niveau de frontière est égale à la somme des petites variations au sein du
volume. C’est le théorème de Stokes, expliqué de manière très intuitive à l’adresse suivante :
https://www.youtube.com/watch?v=1lGM5DEdMaw.
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Pour le terme convectif, l’intégrale se réécrit :
∫
S
ρφV · ndS =

M∑
i=1

∫
Si

ρφiVi · nidSi

où φi et Vi sont respectivement la quantité φ et la vitesse V sur la surface i de
normale extérieure ni. Pour une méthode volumes finies du deuxième ordre, on
peut montrer que l’intégrale se résume à l’information au centre de la cellule
(Jasak, 1996). Ainsi, on a :

M∑
i=1

∫
Si

ρφiVi · nidSi ≈
M∑
i=1

ρφfi
Vfi
· nfi
Si

où l’indice f précise que la quantité est prise au centre de la surface. En notant Ffi

le débit massique (kg.s−1) à travers la surface, on parvient donc à :

∫
S
ρφV · ndS ≈

M∑
i=1

φfi
Ffi

Les valeurs aux centre des surfaces sont calculées à partir des informations aux
centres des mailles voisines via des schémas d’interpolation. Les flux Ffi

sont
calculés à partir des informations au temps t tandis que la quantité φfi

est
l’inconnue au temps t + 1. Parmi les choix classiques, on peut citer les
interpolations :

— linear. La quantité φf est la moyenne entre φP et φN où N est la maille
suivant P .

— upwind differencing. La quantité φf prend la valeur φP ou φN selon la
direction du flux.

— linear upwind differencing. La variation entre le centre d’une maille et
le centre de la face est linéaire. L’interpolation s’appuie sur un calcul de
gradient dont la contribution est contrôlée par des limiteurs.

Pour le terme diffusif, il faut discrétiser :

∫
S
ρΓ∇φ · ndS =

M∑
i=1

ρΓi [∇φi · ni]Si

On ne connaît pas le gradient de φ sur la face i donc le calcul n’est pas trivial.
Deux configurations se présentent :

1. Si les cellules sont orthogonales, on peut écrire :

∇φi · ni = φP − φN
|d|

|∆i|

où φP est l’information au centre de la cellule courante P, φN est l’information
au centre de la cellule voisine N, d est le vecteur reliant les centres des
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cellules P et N et ∆ est le vecteur reliant le centre de la face et le centre de
la cellule N.

2. Si les cellules ne sont pas orthogonales alors la normale à la face n’est pas
alignée avec d. On introduit donc le vecteur complémentaire k tel que
n = ∆ + k. On peut écrire :

M∑
i=1

Γi [∇φi · ni]Si =
M∑
i=1

Γi [∇φi ·∆i]Si +
M∑
i=1

Γi [∇φi · ki]Si

Le terme avec ∆i est la composante orthogonale, traitée comme le cas 1 de
manière implicite (dans la matriceMt). Le terme avec ki est la composante
non orthogonale et son traitement est explicite (dans la matrice Bt). Pour
des questions de stabilité, la valeur de cette composante est limitée à une
fraction du terme implicite.

Sur les équations de Navier Stokes

Pour un écoulement incompressible de fluide newtonien et sans forces de volume,
les équations de Navier Stokes s’écrivent :


∇ · V = 0

∂V

∂t
+ ∇ · (V ⊗ V ) = −1

ρ
∇p+ ν∆V

où V est la vitesse, p est la pression, ν est la viscosité cinématique et ∆ est le
laplacien. Les inconnues sont les trois composantes de la vitesse et la pression mais
on ne dispose pas d’équation explicite pour la pression. L’équation de continuité
est surtout une restriction du champ de vitesse calculé par l’équation de quantité
de mouvement. La boucle PISO pour Pressure-Implicit with Splitting Operators
permet de résoudre le couplage pression - vitesse par un calcul itératif (Issa, 1986) :

1. Résoudre l’équation de quantité de mouvement. Il s’agit de résoudre
MU = P où U contient les vitesses aux centres des cellules (inconnues),
M contient les flux et P est la discrétisation de l’opposé du gradient de
pression.

2. Itérations jusqu’à ce que la pression converge.
(a) Calcul de H = AU −MU où A = diagonale(M).
(b) Résolution de ∇ · (A−1P ) = ∇ · (A−1H). C’est l’équation de Poisson

pour la pression, dérivée à partir de la condition d’incompressibilité.
(c) Correction de la vitesse via U = A−1H − A−1P

Pour un maillage avec des mailles non orthogonales, on rajoute des itérations
supplémentaires sur l’équation de pression 2b). Si la boucle PISO a été pensée
pour des écoulements incompressibles instationnaires, il existe d’autres stratégies
de couplage :
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— SIMPLE pour Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations.
Contrairement à la boucle PISO, la résolution de l’équation de quantité de
mouvement est inclus dans les itérations. Cet algorithme est utilisé pour
des cas stationnaires afin d’améliorer la stabilité du calcul 2.

— PIMPLE qui mélange les procédures PISO et SIMPLE. Cela permet de
faire des calculs transitoires.

Attention

On utilise l’algorithme PISO pour l’écoulement laminaire autour du cylindre
et la couche de mélange spatiale. On utilise l’algorithme SIMPLE pour
l’écoulement turbulent autour du cylindre et l’écoulement autour de la tour.

Exemple de calcul CFD

On souhaite résoudre les équations de Navier Stokes moyennées avec un modèle
de turbulence par équations de transport. Le schéma classique de résolution est le
suivant :

1. On précise les conditions initiales des champs moyens (vitesse et pression),
les conditions initiales des champs des quantités turbulentes (e.g énergie
cinétique turbulente et dissipation) et les conditions limites.

2. Itérations en temps :
(a) Calcul de la viscosité turbulente à partir des champs turbulents de

l’itération précédente.
(b) Calcul des flux et formation de la matrice des coefficientsM.
(c) Algorithme qui résout le couplage pression - vitesse pour avoir le champ

de vitesse moyenne et le champ de pression moyenne.
(d) Résolution des équations de transport des quantités turbulentes par

volumes finis.

Schémas numériques OpenFOAM

Concernant le terme temporel, on utilise le schéma backward pour les trois
premiers écoulements. Il s’agit d’un schéma d’ordre deux implicite. Pour
l’écoulement de la tour, on utilise euler c’est-à-dire un schéma d’ordre un implicite.
Pour les dérivées spatiales, on utilise pour tous les écoulements :

— Une discrétisation des divergences par linear upwind.
— Une discrétisation des gradients par linear avec limiteurs.
— Une discrétisation des laplaciens par linear avec limiteurs.
— Une interpolation linear des centres des cellules vers les centres des faces.

2. Avec le terme temporal absent de la matriceM, la diagonale n’est plus dominante et la
matriceM est moins bien conditionnée.
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On renvoie directement à la documentation OpenFOAM pour l’expression
détaillée des schémas et leur propriétés 3. Cette thèse n’étant pas numérique, on a
suivi les recommandations par défaut.

Calcul RANS k − ω SST

On résout les équations de Navier-Stokes moyennées et on modélise toute la
turbulence par une viscosité turbulente νt. Pour la calculer, OpenFOAM résout
des équations de transports pour k (énergie cinétique turbulente) et ω (taux de
dissipation spécifique) précisées dans Menter et al. (2003). L’équation pour ω fait
intervenir une fonction de mélange F1 permettant de basculer entre un
fonctionnement k − ω en proche paroi et un fonctionnement k − ε dans
l’écoulement cisaillé libre 4.

L’équation pour l’énergie cinétique turbulente k fait intervenir la viscosité
moléculaire dynamique µ, le champ de vitesse moyenne V , la viscosité dynamique
turbulente µt, la production d’énergie cinétique turbulente Pk, la masse volumique
ρ et le taux de dissipation de l’énergie ε.

∂ρk

∂t
+ ∇ · (ρV k) = ∇ ·

((
µ+ µt

σk

)
∇k

)
+ Pk − ρε

L’équation pour le taux de dissipation d’énergie spécifique ω fait intervenir les
coefficients (σω,2, β, γ) et la fonction de mélange F1 tels que :

∂ρω

∂t
+ ∇ · (ρV ω) = ∇ ·

((
µ+ µt

σk

)
∇ω

)
+ γ

νt
Pk − βρω2 + 2(1− F1)ρσω,2

ω
∇k : ∇ω

Pour des détails supplémentaires, on renvoie à l’article de Menter et al. (2003) et
les références en bas de page 5.

Calcul LES - smagorinsky

On résout les équations de Navier-Stokes filtrées et on modélise l’effet des
échelles non résolues sur les échelles résolues via un modèle sous maille. Ce modèle
est construit sur une viscosité sous maille νsgs telle que :

νsgs = Ck∆mk
0.5

3. Voir https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/guide-schemes.
html

4. Les fonctions d’amortissement du modèle k − ε ne sont pas pertinentes en proche paroi,
menant à de mauvaises prédictions d’écoulements décollés. Au contraire, le modèle k − ω est
adapté pour prédire de faibles décollements mais les résultats sont très sensibles à la turbulence
free stream. Le modèle k − ω SST permet de tirer les bénéfices des deux modèles.

5. Voir la page OpenFOAM https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/
doc/guide-turbulence-ras-k-omega-sst.html et l’excellente vidéo https://www.youtube.
com/watch?v=myv-ityFnS4.

https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/guide-schemes.html
https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/guide-schemes.html
https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/guide-turbulence-ras-k-omega-sst.html
https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/guide-turbulence-ras-k-omega-sst.html
https://www.youtube.com/watch?v=myv-ityFnS4
https://www.youtube.com/watch?v=myv-ityFnS4
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où ∆m est la taille de la maille et k est l’énergie cinétique turbulente solution de
l’équation quadratique :

ak2 + bk + c = 0
Les coefficients a, b et c sont construits sur le tenseur de déformation du champ de
vitesse filtré et donnés par :

a = Ce
∆

b = 2
3 × trace(S)

c = 2Ck∆× deviateur(S) : S

avec S = 1
2
(
∇Ṽ + [∇Ṽ ]T

)
où .̃ est l’opération de filtrage. Les coefficients du

modèle sont Ck = 0.094 et Ce = 1.048 (Smagorinsky, 1963).



C. Calcul numérique de
l’écoulement urbain

La simulation des grandes échelles autour de la tour isolée est basée sur les
travaux de thèse de Sheng (2017). Le calcul utilise des profils Eurocode pour
générer numériquement la turbulence. Dans cette annexe, on résume le dispositif
expérimental et quelques résultats de validation.

Détails de l’expérience

La maquette est un parallélépipède à base carrée de diamètre D = 10cm et de
hauteur H = 49cm. Elle est plongée dans un écoulement de vitesse U∞ = 10 m.s−1.
On définit la hauteur de demi-veine Hv = 50 cm. Le nombre de Reynolds est
3× 105. Des générateurs de turbulence triangulaires (voir figure C.1) permettent
de produire un profil de vitesse caractéristique d’une couche limite atmosphérique.
Avec une longueur de rugosité (échelle maquette) z0 = 0.02/300 m et une hauteur
minimale (échelle maquette) zmin = 0.004 m, Sheng (2017) montre un bon accord
avec le profil moyen de l’Eurocode :

Profil moyen→

Ū(z) = U∞ × 0.19
(
z0

0.05

)0.07
ln
(
z

z0

)
pour z ≤ zmin

Ū(z) = Ū(zmin) pour z < zmin

et avec les profils d’intensité turbulente 1 pour les trois composantes :
0 0

Intensité turbulente selon x→


Iu(z) = 1

ln
(
z

z0

) pour z ≤ zmin

Iu(z) = Iu(zmin) pour z < zmin

Intensité turbulente selon y →


Iv(z) = 0.88

ln
(

z

2.5× 10−5

) pour z ≤ zmin

Iv(z) = Iv(zmin) pour z < zmin

Intensité turbulente selon z → Iw(z) = 0.08

Sheng (2017) détermine aussi les échelles de longueur de Von Karman suivantes :

1. Les fluctuations u suivent une loi normale centrée d’écart type Iu × Ū .
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0 0

Échelle pour u, selon x→
{
Lu(z) = 0.7955× z0.3365 pour 0 < z < H

Lu(z) = 0.7955×H0.3365 sinon

Échelle pour v, selon x→
{
Lv(z) = 0.3204× z0.3694 pour 0 < z < H

Lv(z) = 0.3204×H0.3694 sinon

Échelle pour w, selon x→
{
Lw(z) = 0.2339× z0.8289 pour 0 < z < H

Lw(z) = 0.2339×H0.8289 sinon

ce qui permet de construire la densité spectrale de puissance pour des rafales (gusts
en anglais) continues (Beal, 1993). Pour les fluctuations selon x, on a par exemple :

Sug(Ω) = σ2
u

2Lu
π

1
(1 + (1.339LuΩ)2)5/6

où σu est l’écart type des fluctuations longitudinales et Ω est la fréquence spatiale.
À noter que l’on retrouve de façon déguisée Ω−5/3.

(a) Maquette de la
tour avec prises
de pression.

(b) Générateurs de vortex en entrée de
veine.

Figure C.1 – Photos de la campagne expérimentale à la soufflerie NSA
du CSTB de Nantes (Sheng et al., 2018).

Vortex method

Les profils identifiés expérimentalement sont utilisés pour générer la turbulence
en entrée du domaine de calcul avec une vortex method (Mathey et al., 2006). En
amont du calcul, on prépare l’évolution de la condition d’entrée sur l’intervalle du
temps de simulation. La méthode commence par créer Nv tourbillons situés
aléatoirement dans le plan d’entrée. À chaque tourbillon est associée une taille,
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une circulation, une durée de vie, un sens et une longueur de déplacement qui
dépendent de sa position. On calcule alors les fluctuations de vitesse induites par
ces tourbillons à chaque instant. Lorsqu’un tourbillon atteint la fin de sa durée de
vie, on réinitialise ses caractéristiques.

H. Toubin a implémenté une vortex method améliorée (Xie, 2016) avec python.
La méthode introduit quatre paramètres (C1, C2, C3, C4) à optimiser en fonction
du cas étudié. Les différentes étapes sont les suivantes :

1. On choisit aléatoirement Nv centres de tourbillons dans le plan d’entrée. Le
tourbillon i a pour centre (xi = 0, yi, zi)

2. On calcule les grandeurs turbulentes au niveau de chaque tourbillon, à partir
des profils identifiés expérimentalement.

Énergie cinétique turbulente→ ki = 3
2U∞Iu(zi)

2

Taux dissipiation d’énergie→ εi = C3/4
µ

k
3/2
i√

Lu(zi)2 + Lv(zi)2 + Lw(zi)2

avec Cµ = 0.09.
3. À chaque tourbillon, on assigne :

(a) Une taille σi telle que :

σi = C1 ×
√
Lu(zi)2 + Lv(zi)2 + Lw(zi)2

(b) Une circulation Γi telle que :

Γi = C2 × 2Ū(zi)Iu(zi)
√

πS

3Nv(2 ln(3)− 3 ln(2))

avec S l’aire du plan d’entrée qui vaut 1 m2.
(c) Une durée de vie τi telle que :

τi = C3 ×
ki
εi

(d) Un sens. C’est un nombre aléatoire choisi dans {−1; 1} qui multipliera
Γi dans le calcul des fluctuations de vitesse.

4. À chaque pas de temps, on calcule les fluctuations de vitesse induite en
utilisant la loi de Biot-Savart. Ainsi, en chaque point x = (x, y, z), le vecteur
des vitesse induites v′ est donné par :
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v′(x) = 1
2π

Nv∑
i=1
±Γi

(xi − x)× e1

||xi − x||22

(
1− exp

[
−||xi − x||

2
2

2σ2
i

])
exp

[
−||xi − x||

2
2

2σ2
i

]

où e1 est le vecteur unitaire dans la direction longitudinale.
5. On déplace les tourbillons de façon aléatoire : on choisit un angle α entre 0

et 2π et on déplace selon :{
yi ← yi + C4 × σi sin(α)
xi ← xi + C4 × σi cos(α)

Si le tourbillon atteint une des parois du plan d’entrée, il rebondit : on
change l’angle α de π/2 ou π.

6. Lorsqu’un tourbillon atteint la fin de sa durée de vie, on réinitialise sa
position, ses grandeurs turbulentes, sa taille, sa circulation, sa durée de vie
et son sens.

Validation de la méthode

H. Toubin a réalisé plusieurs simulations de la veine vide pour optimiser les
paramètres de la vortex method. Partant des valeurs proposées par Xie (2016)
pour la plaque plane, la circulation et la durée de vie ont été augmentées jusqu’à
atteindre des niveaux d’intensité turbulente satisfaisants. Les valeurs retenues sont
dans le tableau C.1.

Nombre vortex Taille Circulation Durée de vie Déplacement

Nv = 200 C1 = 0.0125 C2 = 2.8 C3 = 40 C4 = 0.0625

Tableau C.1 – Paramètres de la vortex method.

On commence par vérifier que le profil moyen correspond bien au profil obtenu
expérimentalement, de forme logarithmique (voir C.2). Le profil est quasi-identique
en entrée du domaine (x = −2m), là où sont générés les vortex) mais il est un peu
déformé à l’endroit où la tour sera positionnée (x = 0m). On regarde ensuite les
profils d’intensité turbulente dans les différentes directions. Avec la figure C.3, on
s’aperçoit que les niveaux de turbulence sont sous-estimés. En particulier, pour
la composante longitudinale, on observe un déficit important pour des hauteurs
supérieures à 1.5 fois la hauteur de la tour 2. Enfin, on s’intéresse aux corrélations
dans la direction latérale, calculées à l’aide de sondes placées sur une ligne x = 0 et
z = H. Par exemple pour la composante de vitesse longitudinale, on a :

Ru(∆y) = covariance [U(y0), U(y0 + ∆y)]
variance [U(y0)]

2. Les résultats de Sheng (2017) avec des fluctuations gaussiennes ne sont pas meilleures. Pour
la vortex method, on a au moins une bonne estimation de Iu sur la hauteur de la tour.
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où la covariance et la variance sont calculées en faisant varier y0. On observe sur la
figure C.4 que les corrélations sont assez proches des résultats expérimentaux.

Figure C.2 – Comparaison du profil de vitesse moyenne avec le profil
expérimental. L’abscisse x = −2 m correspond à l’entrée du
domaine et l’abscisse x = 0 m correspond à l’emplacement
où la tour sera placée.

Figure C.3 – Profil d’intensités turbulentes numériques et expérimentaux
à l’emplacement où se situera la tour.
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(a) Ru(∆y) (b) Rv(∆y)

(c) Rw(∆y)

Figure C.4 – Corrélations spatiales pour les trois composantes de vitesse,
dans la direction latérale.

Critiques

En veine vide, la simulation des grandes échelles avec génération de turbulence
par vortex method donne des résultats corrects. Certaines critiques sont toutefois à
faire :

— La simulation est peu validée. Les données expérimentales ont été mises à
disposition après le départ de la post doctorante. Dans le cadre de cette
thèse, nous n’avons pas passé plus de temps sur la simulation car ce n’était
pas l’objectif.

— La méthode de génération des vortex est peu pratique en réalité car chaque
simulation requiert de stocker un grand volume de données.

— Un post doctorant est en train de reprendre la simulation. Un regard
beaucoup plus critique sera fait sur la validation de la vortex method. Les
méthodes d’apprentissage automatique seront alors testés dans le volume
mais il y a une étape d’interpolation vers un maillage plus lâche.



D. Erreurs d’auto-encodage

Cette annexe donne le tableau des erreurs moyennes normalisées d’auto-encodage
pour les écoulements considérés. On peut formuler les commentaires suivants :

1. La réduction non linéaire variationnelle a l’erreur moyenne de réduction
la plus élevée. Ce résultat n’est pas étonnant. D’une part, parce que la
détermination des structures est basée sur un critère énergétique (moindres
carrés) et un critère de régularité (divergence de Kullback Leibler) alors que
l’erreur normalisée moyenne ne regarde que le premier critère. D’autre part,
parce que les hyper-paramètres du réseau ne sont pas optimisés.

2. En augmentant la dimension de l’espace latent, l’erreur d’auto-encodage est
diminuée.

3. Pour les méthodes de réduction linéaires, les erreurs d’auto-encodage sont
similaires. Ce n’est pas étonnant étant donné que les modes déterminés
génèrent le même sous espace.

4. Le sur-apprentissage est notable sur les réductions VAE des trois premières
configurations. Pour l’écoulement autour de la tour, le sur-apprentissage est
important pour toutes les méthodes de réduction.
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Méthode Écoulement r0.4 r0.8
r0.99 (cas 0)

or r0.95

POD
0 [12.88 12.6] [1.34 1.32] [0.12 0.12]
1 [22.79 23.5] [8.88 9.59] [2.4 3.13]
2 [45.05 43.26] [29.14 31.17] [9.37 15.4]

LAE
0 [13. 12.68] [1.34 1.32] [0.12 0.12]
1 [22.83 23.57] [9.22 9.95] [2.87 3.61]
2 [45.65 44.06] [30.29 32.11] [11.65 16.9]

LVAE
0 [12.69 12.51] [1.53 1.5 ] [1.74 1.72]
1 [22.84 23.6] [9.02 9.8 ] [2.8 3.55]
2 [45.76 44.17] [32.13 33.75] [25.4 28.35]

VAE
0 [25.09 24.79] [16.6 16.31] [3.72 3.69]
1 [29.77 30.65] [23.38 24.26] [19.43 20.66]
2 [51.59 50.43] [41.16 41.41] [32.86 35.55]
(a) Les trois premiers écoulements.

Plan 11 12 13 14 21 31 32

POD
Entraînement 25.32 24.51 25.1 24.96 24.69 27.62 28.62

Test 35.7 34.47 34.58 34.36 39.84 35.04 36.14

LAE
Entraînement 39.58 44.03 44.05 39.86 47.67 30.45 31.75

Test 47.81 50.35 50.1 47.5 57.61 37.84 39.25

LVAE
Entraînement 29.31 28.85 29.75 29.19 30.18 28.91 30.15

Test 38.89 37.94 38.3 37.89 43.34 36.35 37.76

VAE
Entraînement 62.51 61.93 61.64 60.59 60.68 67.53 66.89

Test 69.7 69.71 68.66 67.48 70.65 71.89 72.05

(b) Écoulement urbain dans les différents plans (niveau de réduction r0.8)

Tableau D.1 – Erreurs moyennes normalisées d’auto-encodage pour les
différents écoulements considérés. Pour les trois premiers
cas, les erreurs sont données sous la forme [entraînement
- test].



E. Erreurs de reconstruction

Cette annexe rassemble les résultats quantitatifs des reconstructions. Pour un
écoulement, une méthode de réduction, une grille de capteurs et une méthode de
reconstruction, on dispose :

— De l’erreur moyenne normalisée (NMSE). Il s’agit du ratio entre l’erreur
quadratique moyenne d’estimation des clichés du champ de vitesse et la
variabilité attendue. L’erreur englobe les failles de reconstruction de l’état
latent et les failles du décodage. Une valeur proche de zéro est souhaitée.

— Du coefficient de détermination moyen (R2). C’est le ratio entre la
variabilité restituée dans l’estimation des états latents et la variance de
l’état latent réel. Une valeur proche de 1 est souhaitée.

Les tableaux sont peu interprétables tels quels. Il sont donnés pour référence,
afin de jauger la performance d’une méthode de reconstruction pour un nouveau
cas. Quelques tendances se dégagent toutefois :

1. Les scores de reconstruction sont généralement bons c’est-à-dire que les états
latents sont bien estimés par les mesures. Le passage vers l’espace physique
introduit de l’erreur car les modes ne caractérisent pas toute l’énergie de
l’écoulement.

2. Pour l’écoulement périodique autour du cylindre, les scores sont excellents
(quasiment égaux à 1) avec les méthodes supervisées. Avec la réduction
linéaire variationnelle, la reconstruction directe avec cinq modes de référence
n’est pas adaptée.

3. Plus l’écoulement se complexifie, plus les scores se détériorent. Augmenter
le nombre de capteurs améliore le score de reconstruction mais ce résultat
est biaisé ; il aurait fallu utiliser un coefficient de détermination ajusté.

4. Malgré nos efforts d’optimisation des hyper-paramètres, le sur-apprentissage
des méthodes se manifeste lorsque la complexité de l’écoulement augmente.
En ajoutant le sur-apprentissage des modes, la différence entre les estimations
des clichés d’entraînement et les estimations des clichés de test peut être
importante.

5. Avec l’expérience acquise, un conseil serait de commencer par une réduction
POD et une reconstruction SVR (si cas simple) ou LM (si cas complexe).
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Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.99

DR

POD [14.42 12.84 12.91] [1.53 1.37 1.35] [1.44 0.16 0.13]
LAE [14.19 12.96 13.06] [1.53 1.37 1.35] [0.73 0.16 0.13]
LVAE [15.03 12.71 12.70] [1.73 1.49 1.46] [10.32 9.73 1.32]
VAE Not implemented

LM

POD [12.88 12.88 12.88] [1.44 1.34 1.34] [0.28 0.12 0.12]
LAE [13.01 13.00 13.00] [1.44 1.34 1.34] [0.27 0.12 0.12]
LVAE [12.70 12.69 12.69] [1.63 1.53 1.53] [1.84 1.74 1.74]
VAE [25.09 25.09 25.09] [16.46 16.52 16.52] [3.61 3.47 3.49]

LS

POD [12.88 12.88 12.88] [1.44 1.34 1.34] [0.28 0.12 0.12]
LAE [13.01 13.00 13.00] [1.44 1.34 1.34] [0.27 0.12 0.12]
LVAE [12.70 12.69 12.69] [1.63 1.53 1.53] [1.84 1.74 1.74]
VAE [25.09 25.09 25.09] [16.46 16.52 16.53] [3.61 3.46 3.46]

SVR

POD [12.99 12.95 12.94] [1.46 1.47 1.50] [0.24 0.26 0.29]
LAE [13.11 13.07 13.08] [1.45 1.47 1.50] [0.21 0.20 0.20]
LVAE [12.89 12.87 12.87] [1.82 1.81 1.91] [2.08 2.15 2.25]
VAE [25.11 25.10 25.09] [16.62 16.95 16.86] [3.55 3.67 3.70]

NN

POD [12.88 12.89 12.86] [1.38 1.65 1.34] [0.43 0.13 0.33]
LAE [13.02 13.02 13.00] [1.75 1.42 1.36] [0.31 0.13 0.13]
LVAE [12.68 12.87 12.72] [2.13 1.54 1.54] [1.76 1.76 1.79]
VAE [25.15 25.09 25.08] [16.62 16.67 16.72] [3.77 4.48 3.73]

GB

POD [12.89 12.88 12.89] [1.44 1.41 1.36] [0.25 0.2 0.15]
LAE [13.03 13.02 13.01] [1.44 1.42 1.37] [0.25 0.17 0.18]
LVAE [12.75 12.73 12.71] [1.71 1.60 1.73] [1.93 1.92 1.93]
VAE [25.10 25.10 25.10] [17.42 16.98 16.73] [3.95 3.83 3.86]

(a) Erreurs d’entraînement

Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.99

DR

POD [14.08 12.56 12.63] [1.52 1.35 1.33] [1.55 0.16 0.13]
LAE [13.81 12.64 12.74] [1.52 1.35 1.33] [0.78 0.16 0.13]
LVAE [14.78 12.54 12.53] [1.73 1.46 1.44] [10.06 9.66 1.29]
VAE Not implemented

LM

POD [12.6 12.6 12.6] [1.44 1.32 1.32] [0.30 0.12 0.12]
LAE [12.69 12.68 12.68] [1.44 1.32 1.32] [0.29 0.12 0.12]
LVAE [12.53 12.51 12.51] [1.61 1.50 1.50] [1.82 1.72 1.72]
VAE [24.79 24.79 24.79] [16.13 16.25 16.22] [3.49 3.45 3.48]

LS

POD [12.6 12.6 12.6] [1.44 1.32 1.32] [0.30 0.12 0.12]
LAE [12.69 12.68 12.68] [1.44 1.32 1.32] [0.29 0.12 0.12]
LVAE [12.53 12.51 12.51] [1.61 1.5 1.5] [1.82 1.72 1.72]
VAE [24.79 24.79 24.79] [16.13 16.23 16.24] [3.49 3.45 3.42]

SVR

POD [12.71 12.68 12.65] [1.44 1.45 1.48] [0.25 0.26 0.29]
LAE [12.79 12.75 12.75] [1.43 1.45 1.47] [0.21 0.2 0.21]
LVAE [12.72 12.71 12.69] [1.80 1.80 1.89] [2.06 2.12 2.22]
VAE [24.80 24.80 24.79] [16.29 16.65 16.56] [3.51 3.65 3.67]

NN

POD [12.60 12.61 12.58] [1.36 1.63 1.32] [0.37 0.14 0.35]
LAE [12.69 12.71 12.68] [1.73 1.40 1.34] [0.30 0.14 0.13]
LVAE [12.52 12.71 12.55] [2.13 1.53 1.52] [1.75 1.74 1.78]
VAE [24.85 24.79 24.78] [16.32 16.36 16.42] [3.76 4.51 3.69]

GB

POD [12.61 12.60 12.62] [1.55 1.44 1.37] [0.40 0.26 0.19]
LAE [12.70 12.73 12.68] [1.49 1.42 1.37] [0.32 0.19 0.2 ]
LVAE [12.59 12.57 12.55] [1.8 1.61 1.72] [1.96 1.96 1.92]
VAE [24.80 24.79 24.80] [17.18 16.7 16.42] [4.05 3.80 3.78]

(b) Erreurs de test

Tableau E.1 – Erreurs moyennes normalisées de reconstruction pour l’écoulement laminaire autour du cylindre. Les valeurs
sont indiquées selon [p0.2, p0.4, p0.8]
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Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.99

DR

POD [91.13 99.76 99.93] [99.23 99.87 99.97] [93.85 99.89 99.97]
LAE [93.55 99.56 99.90] [99.23 99.87 99.97] [95.03 99.78 99.95]
LVAE [83.59 99.81 99.77] [98.43 99.45 99.66] [33.47 46.59 47.51]
VAE Not implemented

LM

POD [99.98 100. 100.] [99.59 100. 100.] [99.28 100. 100.]
LAE [99.99 100. 100.] [99.59 100. 100.] [98.87 100. 100.]
LVAE [99.9 100. 100.] [99.6 100. 100.] [99.57 100. 100.]
VAE [89.33 98.67 100.] [94.77 98.08 98.30] [97.16 98.59 98.89]

LS

POD [99.98 100. 100.] [99.59 100. 100.] [99.28 100. 100.]
LAE [99.99 100. 100.] [99.59 100. 100.] [98.87 100. 100.]
LVAE [99.9 100. 100.] [99.6 100. 100.] [99.57 100. 100.]
VAE [89.33 98.67 100.] [94.77 98.04 98.34] [97.16 98.59 98.59]

SVR

POD [99.5 99.58 99.32] [99.54 99.48 99.33] [99.53 99.48 99.33]
LAE [99.54 99.53 99.3 ] [99.54 99.44 99.36] [99.48 99.49 99.5 ]
LVAE [99.36 99.46 99.36] [99.54 99.51 99.37] [99.5 99.44 99.35]
VAE [95.99 98.77 99.44] [97.74 99.32 99.42] [98.96 99.43 99.48]

NN

POD [99.97 99.96 99.84] [99.83 98.69 99.99] [98.77 99.95 99.19]
LAE [99.91 99.95 99.88] [98.31 99.66 99.93] [99.17 99.93 99.96]
LVAE [99.82 98.07 99.95] [97.72 99.96 99.94] [99.9 99.97 99.89]
VAE [95.6 99.9 99.54] [99.82 97.88 99.17] [99.42 96.19 99.88]

GB

POD [99.7 99.94 99.92] [99.57 99.71 99.91] [99.52 99.68 99.9 ]
LAE [99.71 99.88 99.95] [99.61 99.67 99.9 ] [99.42 99.79 99.78]
LVAE [99.84 99.9 99.97] [99.64 99.88 99.66] [99.74 99.83 99.83]
VAE [99.66 99.76 99.87] [94.73 99.15 99.81] [99.47 99.72 99.71]

(a) Scores d’entraînement

Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.99

DR

POD [91.78 99.79 99.93] [99.16 99.89 99.97] [93.27 99.88 99.97]
LAE [94.12 99.61 99.9 ] [99.17 99.89 99.97] [94.63 99.76 99.95]
LVAE [84.44 99.8 99.77] [98.34 99.5 99.68] [31.63 46.65 43.76]
VAE Not implemented

LM

POD [99.98 100. 100.] [99.51 100. 100.] [99.2 100. 100.]
LAE [99.99 100. 100.] [99.52 100. 100.] [98.78 100. 100.]
LVAE [99.88 100. 100.] [99.53 100. 100.] [99.5 100. 100.]
VAE [89.24 99.19 99.92] [94.54 97.56 97.92] [96.97 98.52 98.83]

LS

POD [99.98 100. 100.] [99.51 100. 100.] [99.2 100. 100.]
LAE [99.99 100. 100.] [ 99.52 100. 100.] [98.78 100. 100.]
LVAE [ 99.88 100. 100.] [ 99.53 100. 100.] [99.5 100. 100.]
VAE [89.24 99.19 99.92] [94.54 97.57 97.95] [96.97 98.54 98.57]

SVR

POD [99.5 99.58 99.29] [99.51 99.47 99.31] [99.51 99.48 99.31]
LAE [99.54 99.55 99.29] [99.53 99.46 99.36] [99.51 99.50 99.50]
LVAE [99.34 99.42 99.37] [99.54 99.52 99.37] [99.45 99.47 99.34]
VAE [96.18 99.02 99.37] [97.33 99.29 99.34] [98.96 99.39 99.43]

NN

POD [99.97 99.96 99.86] [99.83 98.68 99.99] [98.99 99.95 99.14]
LAE [99.89 99.94 99.89] [98.29 99.67 99.92] [99.20 99.93 99.95]
LVAE [99.83 97.79 99.95] [97.6 99.96 99.94] [99.90 99.97 99.89]
VAE [96.13 99.90 99.30] [99.74 97.95 99.10] [99.34 96.14 99.91]

GB

POD [99.34 99.89 99.85] [99.03 99.50 99.80] [98.92 99.44 99.75]
LAE [99.23 99.78 99.88] [99.30 99.58 99.78] [99.09 99.67 99.68]
LVAE [99.79 99.79 99.92] [99.34 99.68 99.62] [99.53 99.67 99.72]
VAE [99.28 98.35 98.17] [92.74 98.28 99.49] [98.99 99.44 99.47]

(b) Scores de test

Tableau E.2 – Coefficients de détermination de reconstruction pour l’écoulement laminaire autour du cylindre. Les scores sont
indiqués selon [p0.2, p0.4, p0.8]
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Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [26.76 24.98 23.14] [26.44 22.6 10.78] [112. 21.61 7.26]
LAE [27.3 25.1 23.17] [31.64 26.28 11.28] [108.03 27.99 9.86]
LVAE [28.19 25.32 23.18] [30.67 31.12 10.94] [123.56 22.29 8.00]
VAE Not implemented

LM

POD [25.10 23.34 22.80 ] [21.11 17.61 9.52] [19.96 15.32 5.40 ]
LAE [25.13 23.36 22.84] [21.37 17.77 9.89] [20.26 15.77 5.8 0]
LVAE [25.16 23.38 22.85] [21.18 17.70 9.63] [20.15 15.59 5.62]
VAE [29.72 29.32 29.28] [27.66 25.97 22.17] [27.05 24.89 19.77]

LS

POD [25.08 23.34 22.80 ] [21.17 17.28 9.52] [20.27 15.39 5.41]
LAE [25.1 23.36 22.84] [21.5 17.61 9.88] [20.39 15.81 6.01]
LVAE [25.12 23.38 22.85] [21.19 17.45 9.67] [20.26 15.54 5.88]
VAE [29.72 29.33 29.28] [27.55 25.92 22.15] [26.96 24.65 19.71]

SVR

POD [24.59 23.21 22.87] [19.94 16.57 9.32] [18.39 14.07 3.20 ]
LAE [24.63 23.26 22.91] [20.63 16.38 9.67] [19.19 14.19 4.39]
LVAE [24.89 23.26 22.92] [20.5 16.59 9.46] [18.63 14.00 4.55]
VAE [29.58 29.42 29.53] [27.16 25.52 22.55] [26.22 24.05 19.14]

NN

POD [25.16 23.41 22.95] [21.3 17.82 9.66] [21.61 16.08 6.58]
LAE [24.67 23.68 22.98] [20.88 17.76 10.21] [20.52 15.75 6.38]
LVAE [24.9 23.31 22.93] [21.76 18.20 9.82] [19.54 15.03 6.11]
VAE [29.72 29.63 29.63] [27.72 26.10 23.72] [27.77 25.01 19.33]

GB

POD [23.8 22.95 22.82] [16.84 12.10 9.09] [13.61 7.23 2.88]
LAE [24.01 22.95 22.92] [17.02 11.36 9.48] [14.06 5.89 3.42]
LVAE [23.65 23.02 22.93] [15.57 12.12 9.32] [13.41 7.08 3.46]
VAE [29.65 29.62 29.66] [25.46 23.94 22.97] [23.57 20.46 19.12]

(a) Erreurs d’entraînement

Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [28.31 26.18 23.89] [29.29 25.06 11.27] [125.56 23.60 8.60 ]
LAE [28.91 26.29 23.94] [33.36 27.56 11.58] [110.76 29.68 11.07]
LVAE [29.67 26.47 23.97] [32.17 33.40 11.40 ] [126.37 24.90 9.20]
VAE Not implemented

LM

POD [25.90 24.22 23.51] [23.13 20.05 10.26] [22.15 18.10 6.30 ]
LAE [26.00 24.28 23.58] [23.41 20.26 10.64] [22.43 18.49 6.76]
LVAE [26.04 24.33 23.62] [23.26 20.16 10.44] [22.35 18.39 6.58]
VAE [30.47 30.19 30.17] [28.80 27.41 22.96] [28.68 26.93 20.55]

LS

POD [25.86 24.22 23.51] [23.10 19.76 10.25] [22.23 18.06 6.31]
LAE [25.95 24.28 23.58] [23.63 20.07 10.64] [22.73 18.61 6.97]
LVAE [25.96 24.33 23.62] [23.24 20.06 10.48] [22.54 18.58 6.77]
VAE [30.46 30.20 30.18] [28.73 27.44 22.98] [28.62 26.90 20.51]

SVR

POD [25.68 24.13 23.63] [22.92 19.76 10.39] [21.72 17.80 5.91]
LAE [25.88 24.18 23.71] [23.21 19.75 10.73] [22.28 18.15 6.48]
LVAE [25.87 24.25 23.73] [23.12 19.84 10.51] [22.07 17.81 6.35]
VAE [30.48 30.32 30.47] [28.85 27.38 23.50 ] [28.42 26.78 20.34]

NN

POD [25.87 24.45 23.95] [22.91 19.79 10.53] [22.99 18.11 7.87]
LAE [25.94 24.57 23.78] [23.22 19.99 11.32] [22.11 18.12 9.46]
LVAE [25.86 24.35 23.80] [23.29 20.16 10.59] [21.70 17.50 6.91]
VAE [30.52 30.51 30.55] [28.72 27.37 24.64] [28.91 26.58 20.71]

GB

POD [26.24 24.70 23.97] [22.98 19.63 12.09] [21.89 17.93 8.68]
LAE [26.52 24.75 24.18] [23.51 20.07 13.13] [22.17 18.09 10.61]
LVAE [26.52 25.11 24.41] [23.82 20.27 13.09] [22.31 18.55 10.11]
VAE [30.82 30.71 30.64] [28.9 27.27 23.82] [28.10 25.82 20.99]

(b) Erreurs de test

Tableau E.3 – Erreurs moyennes normalisées de reconstruction pour la couche de mélange. Les valeurs sont indiquées selon
[p0.2, p0.4, p0.8]
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263
Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [75.11 87.48 99.22] [47.61 62.42 97.1] [0.0 58.57 94.33]
LAE [72.49 86.82 99.0] [31.25 51.62 95.67] [0.0 38.02 88.42]
LVAE [60.49 82.86 98.97] [21.33 18.9 94.64] [0.0 33.91 81.64]
VAE Not implemented

LM

POD [86.28 96.74 99.98] [64.2 76.21 99.13] [59.24 72.89 96.63]
LAE [86.55 96.75 99.97] [62.04 75.01 98.83] [54. 68.88 95.4 ]
LVAE [83.14 95.74 99.97] [55.45 68.21 98.57] [44.37 60.3 91.7 ]
VAE [76.01 81.34 83.85] [53.57 63.64 80.08] [44.51 55.7 83.28]

LS

POD [86.35 96.74 99.98] [63.87 77.06 99.09] [58.31 72.68 96.57]
LAE [86.65 96.75 99.97] [61.51 75.36 98.8 ] [53.65 68.68 94.89]
LVAE [83.17 95.74 99.97] [55.41 69.13 98.4 ] [43.96 60.47 90.84]
VAE [75.98 81.27 83.77] [54.07 63.7 80.53] [44.65 56.38 83.48]

SVR

POD [89.24 97.65 99.72] [67.8 79.07 99.42] [63.28 75.74 98.84]
LAE [89.3 97.36 99.72] [64.43 79.26 99.24] [57.03 72.89 97.48]
LVAE [85.1 96.63 99.73] [57.92 72.21 99.04] [49.81 65.71 94.82]
VAE [84.25 90.19 95.61] [56.71 67.19 92.02] [48.2 59.78 88.91]

NN

POD [85.6 95.68 98.9 ] [63.19 75.56 98.56] [53.01 70.65 93.07]
LAE [88.7 95.13 98.86] [63.46 75.0 97.02] [52.74 68.8 91.91]
LVAE [85.01 96.44 99.26] [52.6 65.98 97.85] [46.01 61.91 90.07]
VAE [84.49 88.02 97.21] [54.89 66.86 87.59] [41.0 55.59 91.7 ]

GB

POD [93.58 99.14 99.76] [76.27 90.79 99.4 ] [73.14 89.2 98.97]
LAE [92.81 99.33 99.41] [73.48 92.44 99.05] [69.12 91.67 98.34]
LVAE [94.04 98.76 99.44] [74.38 88.28 98.98] [65.54 86.61 97.66]
VAE [92.53 95.45 97.54] [69.95 84.08 96.62] [58.55 79.34 96.76]

(a) Scores d’entraînement

Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [67.93 83.72 99.06] [40.72 55.72 97.41] [0.0 53.97 93.58]
LAE [64.58 83.3 98.89] [24.9 47.43 96.37] [0.0 33.87 87.67]
LVAE [51.96 78.91 98.92] [15.44 10.29 95.56] [0.0 27.62 80.65]
VAE Not implemented

LM

POD [84.54 95.51 99.98] [59.41 70.6 98.97] [54.84 67.25 96.33]
LAE [84.77 95.54 99.96] [57.16 68.94 98.62] [49.49 63.48 94.97]
LVAE [81.78 94.29 99.94] [49.66 61.35 98.28] [40.47 55.19 90.97]
VAE [72.16 75.71 78.1 ] [48.8 56.51 77.14] [40.61 49.32 80.43]

LS

POD [84.69 95.51 99.98] [59.38 71.07 98.93] [54.45 67.22 96.26]
LAE [84.91 95.54 99.96] [56.35 69.36 98.55] [48.96 63.17 94.49]
LVAE [82.06 94.29 99.94] [49.59 61.31 98.11] [39.99 54.25 90.23]
VAE [72.15 75.43 77.86] [48.87 56.16 76.68] [40.37 49.06 80.35]

SVR

POD [85.99 96.24 99.58] [60.34 71.41 98.67] [56.13 68.07 96.29]
LAE [85.58 96.19 99.58] [57.99 70.73 98.4 ] [50.35 64.44 94.95]
LVAE [82.98 95.13 99.66] [50.28 62.53 98.04] [42.65 57.09 91.21]
VAE [78.39 82.63 82.98] [49.41 57.08 80.52] [41.33 49.81 81.73]

NN

POD [84.52 93.33 96.1 ] [59.73 71.0 98.09] [50.88 66.74 91.72]
LAE [85.01 94.02 98.74] [58.08 69.8 95.88] [49.95 64.12 86.91]
LVAE [83.21 94.57 98.61] [49.6 60.5 97.58] [42.23 57.24 89.92]
VAE [81.9 87.14 95.2 ] [50.76 60.14 84.46] [38.41 51.21 84.83]

GB

POD [82.56 92.97 96.88] [58.75 70.3 92.18] [53.78 65.57 87.05]
LAE [81.96 93.08 95.7 ] [55.22 68.65 89.28] [48.54 61.5 80.25]
LVAE [78.19 89.03 94.75] [47.7 60.39 86.78] [39.49 51.08 72.6 ]
VAE [73.83 77.75 81.6 ] [49.01 58.76 77.57] [40.3 51.14 76.77]

(b) Scores de test

Tableau E.4 – Coefficients de détermination de reconstruction pour la couche de mélange. Les scores sont indiqués selon [p0.2,
p0.4, p0.8]
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Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [47.36 46.59 45.45] [48.84 42.86 33.76] [62.91 74.23 27.44]
LAE [47.81 47.07 46. ] [52.07 45.57 34.67] [78.36 86.67 29.95]
LVAE [47.71 47.07 46.02] [48.95 44.12 34.48] [70.5 97.72 43.51]
VAE Not implemented

LM

POD [46.8 45.85 45.17] [40.47 36.91 31.16] [38.39 31.78 16.41]
LAE [47.35 46.42 45.74] [41.6 38.1 32.15] [38.92 32.82 18.53]
LVAE [47.33 46.41 45.79] [42.19 38.95 33.63] [41.5 37.5 28.99]
VAE [49.55 48.98 48.45] [44.8 42.9 40.44] [42.28 38.97 33.66]

LS

POD [46.82 45.84 45.19] [40.57 36.98 31.26] [38.66 32.48 17.3 ]
LAE [47.33 46.42 45.75] [41.58 38.19 32.28] [38.98 32.99 19.16]
LVAE [47.31 46.42 45.81] [42.21 38.98 33.77] [41.46 37.3 29.05]
VAE [49.55 49. 48.41] [44.71 42.79 40.43] [42.3 39.04 33.9 ]

SVR

POD [45.63 45.43 45.26] [33.7 31.25 29.56] [28.31 19.05 10.61]
LAE [46.24 45.98 45.75] [34.92 32.76 30.73] [28.61 21.58 13.17]
LVAE [46.16 45.98 45.84] [36.21 34.92 32.47] [33.93 30.21 26.24]
VAE [50.04 49.99 50.96] [42.12 41.31 40.41] [36.54 34.43 32.58]

NN

POD [45.78 45.36 45.91] [38.14 35.41 31.35] [39.22 32.03 18.52]
LAE [46.83 46.51 45.72] [42. 38.45 31.52] [32.38 31.06 21.42]
LVAE [47.16 45.99 45.84] [39.21 38.23 33.5 ] [40.85 36.33 29.98]
VAE [53.04 50.75 51.54] [43.96 42.47 41.32] [38.96 37.6 33.85]

GB

POD [45.48 45.45 45.23] [33.12 31.62 30.37] [26.47 22.6 17.71]
LAE [46.3 45.88 45.77] [33.58 32.42 31.35] [24.71 20.31 16.89]
LVAE [46.3 46.11 45.93] [35.32 34.28 33.39] [31.44 29.17 27.57]
VAE [50.68 51.29 51.08] [41.91 41.36 41.08] [35.54 34.29 33.31]

(a) Erreurs d’entraînement

Méthode Décodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [45.12 44.43 43.56] [47.98 42.36 35.2 ] [65.96 96.11 30.79]
LAE [45.97 45.18 44.31] [51.51 45.75 36.56] [ 80.78 107.44 34.43]
LVAE [45.81 45.21 44.35] [48.85 44.81 36.24] [ 77.93 124.96 58.26]
VAE Not implemented

LM

POD [44.77 43.91 43.38] [40.81 38.28 33.51] [39.83 36. 25.51]
LAE [45.5 44.65 44.14] [41.98 39.68 34.53] [40.32 36.77 26.47]
LVAE [45.55 44.72 44.21] [42.39 40.19 35.57] [42.22 39.51 32.61]
VAE [48.29 47.89 47.2 ] [44.27 42.71 40.65] [42.59 40.21 35.59]

LS

POD [44.8 43.93 43.39] [40.9 38.48 33.68] [40.1 36.49 25.69]
LAE [45.49 44.66 44.15] [42.06 39.85 34.71] [40.48 37.12 26.91]
LVAE [45.58 44.74 44.23] [42.41 40.34 35.75] [42.21 39.5 32.68]
VAE [48.31 47.9 47.13] [44.23 42.63 40.62] [42.54 40.23 35.76]

SVR

POD [44.28 43.8 43.94] [38.91 37.22 33.81] [37.6 34.6 24.98]
LAE [45.03 44.56 44.14] [40.09 38.45 34.51] [38.63 35.86 25.93]
LVAE [45.07 44.66 44.28] [40.65 39.09 35.35] [39.89 37.86 32.2 ]
VAE [49.51 48.6 49.01] [43.19 42.2 40.65] [40.59 38.93 35.68]

NN

POD [44.31 43.92 44.29] [39.7 38.64 34.74] [41.19 37.61 27.94]
LAE [45.17 44.87 44.21] [42.53 40.72 35.42] [38.94 38.63 29.77]
LVAE [45.8 44.69 44.27] [41.17 39.98 36.18] [42.14 39.84 33.45]
VAE [52.29 49.5 49.95] [43.7 42.73 41.64] [41.33 40.57 36.77]

GB

POD [44.47 44.22 43.88] [39.42 38.1 35.31] [38.74 36.84 31.81]
LAE [45.22 44.82 44.48] [40.88 39.3 36.29] [40.13 38.12 33.1 ]
LVAE [45.38 45.09 44.63] [41.3 40.02 37.47] [40.23 38.58 35.33]
VAE [49.65 49.66 49.49] [43.35 42.44 41.35] [40.96 39.63 37.02]

(b) Erreurs de test

Tableau E.5 – Erreurs moyennes normalisées de reconstruction pour l’écoulement turbulent autour du cylindre. Les valeurs
sont indiquées selon [p0.2, p0.4, p0.8]
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Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [93.52 96.06 99.45] [62.81 77.13 93.94] [45.58 46.1 84.97]
LAE [93.09 95.91 99.26] [42.31 61.04 89.11] [ 0. 0. 68.83]
LVAE [92.82 95.32 98.59] [25.33 41.96 76.47] [0. 0. 0.]
VAE Not implemented

LM

POD [95.01 97.99 99.83] [81.12 87.98 97.55] [70.39 79.1 94.77]
LAE [94.73 97.81 99.73] [70.1 80.3 95.65] [53.19 64.6 89.41]
LVAE [94.35 97.7 99.5 ] [59.9 72.08 93.17] [49.77 62.11 88.31]
VAE [75.33 80.67 83.17] [75.91 81.94 90.04] [55.89 66.17 82.94]

LS

POD [94.96 98.02 99.79] [80.97 87.92 97.42] [70.35 78.56 93.9 ]
LAE [94.78 97.77 99.68] [70.2 79.94 95.29] [53.28 64.52 88.49]
LVAE [94.33 97.64 99.44] [59.83 71.98 92.58] [49.61 62.39 87.78]
VAE [75.39 80.52 83.83] [75.97 82.2 90. ] [55.57 65.64 81.69]

SVR

POD [98.49 99.07 99.39] [92.91 96.66 99.25] [83.31 91.59 98.73]
LAE [98.29 99.04 99.66] [88.14 93.9 98.81] [71.91 84.24 97.75]
LVAE [98.4 99.02 99.56] [83.11 88.68 98.51] [72.59 84.71 97.52]
VAE [91.37 92.21 99.2 ] [88.63 91.98 96.2 ] [77.47 87.46 97.81]

NN

POD [98.01 99.16 97.14] [84.79 89.19 97.09] [68.63 78.79 92.04]
LAE [96.46 97.13 99.70] [69.61 78.82 96.99] [66.15 68.5 85.15]
LVAE [95.24 99.04 99.47] [71.38 75.92 94.21] [51.45 64.86 85.28]
VAE [81.88 89.05 99.03] [81.49 86.21 95.46] [69.61 73.07 84.64]

GB

POD [98.90 98.90 99.50] [93.51 95.83 97.95] [84.63 88.49 92.98]
LAE [97.94 99.22 99.50] [90.98 94.2 96.84] [78.36 86.01 91.69]
LVAE [97.95 98.92 99.40] [87.99 91.83 94.88] [80.78 87.69 91.97]
VAE [91.96 96.27 96.41] [92.02 95.16 96.48] [83.39 88.79 92.84]

(a) Scores d’entraînement

Méthode Encodage r0.4 r0.8 r0.95

DR

POD [94.83 97.07 99.59] [66.42 80.40 94.34] [46.81 33.26 85.99]
LAE [93.78 96.76 99.45] [45.41 63.11 88.57] [0.00 0.00 67.14]
LVAE [93.77 96.26 98.83] [22.72 38.37 73.05] [0.00 0.00 0.00]
VAE Not implemented

LM

POD [95.61 98.21 99.82] [83.13 88.46 96.98] [72.92 79.2 91.93]
LAE [95.33 98.06 99.71] [72.07 79.76 94.02] [54.62 62.72 84.15]
LVAE [94.77 97.87 99.48] [59.59 68.51 89.06] [49.87 59.33 83.06]
VAE [77.85 81.25 84.37] [77.82 82. 88.83] [56.47 63.05 76.22]

LS

POD [95.54 98.14 99.79] [82.94 88.2 96.77] [72.8 78.77 91.69]
LAE [95.3 98.02 99.66] [71.96 79.37 93.57] [54.45 62.31 83.46]
LVAE [94.67 97.81 99.43] [59.41 68.11 88.46] [49.59 58.86 82.14]
VAE [77.6 81.21 84.76] [77.74 81.95 88.6 ] [56.26 62.61 75.36]

SVR

POD [97.02 98.45 97.92] [87.12 90.47 95.64] [76.9 81.29 90.92]
LAE [96.91 98.29 99.63] [78.55 83.43 93.64] [59.53 65.63 84.56]
LVAE [96.51 98.09 99.45] [66.84 73.27 90.06] [55.87 63.35 83.7 ]
VAE [83.73 84.43 86.59] [80.95 83.94 89.26] [61.55 66.82 77.45]

NN

POD [96.94 98.05 96.59] [84.76 86.48 95.1 ] [70.31 77.35 88.49]
LAE [96.34 97. 99.41] [70.96 76.1 91.77] [58.26 59.6 78.03]
LVAE [94.25 97.85 99.4 ] [65.5 70.3 86.91] [49.72 58.6 80.35]
VAE [74.62 85.95 94.14] [81.23 83.73 89.33] [62.49 63.42 72.04]

GB

POD [96.51 97.3 98.35] [85.68 88.12 92.76] [74.82 77.5 82.83]
LAE [96.18 97.56 98.45] [75.66 80.28 87.48] [55.8 60.39 69.18]
LVAE [95.57 96.71 98.15] [64.19 69.1 78.64] [53.2 58.39 68.31]
VAE [83.7 87.81 89.57] [80.35 83.17 87.07] [59.97 63.92 71.72]

(b) Scores de test

Tableau E.6 – Coefficients de détermination de reconstruction pour l’écoulement turbulent autour du cylindre. Les scores sont
indiqués selon [p0.2, p0.4, p0.8]
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Plan 11 12 13 14 21 31 32

DR

POD 58.46 59.41 63.69 74.76 62.67 46.46 52.6
LAE 70.23 75.36 80.24 88.29 78.58 53.03 58.75
LVAE 60.79 60.72 65.84 76.56 65.07 55.39 62.64
VAE Not implemented

LM

POD 47.07 47.12 50.24 57.48 50.04 37.66 42.5
LAE 57.04 61.21 63.28 66.78 64.85 40.59 45.05
LVAE 50.42 50.66 53.85 60.78 54.5 39.29 43.52
VAE 73.68 73.99 75.56 77.9 75.09 72.9 74.25

LS

POD 47.85 47.34 50.39 57.96 50.57 37.77 42.15
LAE 57.41 61.46 63.58 67.18 65.6 40.61 45.07
LVAE 50.4 50.68 53.82 60.55 54.65 39.32 43.53
VAE 72.87 73.21 74.89 77.3 74.8 72.67 73.95

SVR

POD 29.9 30.25 32.33 36.45 29.24 29.65 31.75
LAE 43.56 47.2 47.64 52.09 50.05 32.58 34.7
LVAE 34.14 33.99 34.54 40.67 34.25 32.15 33.43
VAE 63.48 62.9 63.13 65.14 61.45 67.68 67.58

NN

POD 43.55 49.24 53.23 57.48 51.22 39.73 40.47
LAE 56.79 64.26 62.15 69.0 65.52 42.64 46.09
LVAE 49.6 52.91 54.5 61.84 56.2 36.42 44.46
VAE 72.85 74.06 69.58 69.73 73.24 73.26 71.91

GB

POD 36.89 37.3 38.21 39.73 39.55 35.05 36.64
LAE 45.89 49.88 50.17 47.84 53.19 37.38 38.72
LVAE 39.34 39.42 40.41 40.73 40.95 36.77 38.11
VAE 64.3 64.25 64.16 63.53 63.46 68.73 68.33

(a) Erreurs d’entraînement

Plan 11 12 13 14 21 31 32

DR

POD 78.97 82.79 85.07 95.03 96.74 61.36 65.09
LAE 87.09 93.07 97.2 107.33 98.76 72.01 75.71
LVAE 83.61 85.77 89.48 99.98 103.8 76.74 83.76
VAE Not implemented

LM

POD 65.21 67.37 69.3 74.86 76.22 52.09 56.5
LAE 72.92 77.24 78.07 80.99 86.21 54.41 59.34
LVAE 66.94 69.14 70.99 75.82 77.41 52.78 57.84
VAE 79.5 81.08 82.34 84.63 85.71 77.54 80.47

LS

POD 65.85 68.43 70.43 75.81 77.6 52.39 57.39
LAE 74.11 79.11 80.04 82.39 87.85 55.17 60.02
LVAE 68.19 70.38 72.46 77.19 79.2 53.45 58.56
VAE 79.76 81.48 82.95 85.08 86.36 77.83 80.8

SVR

POD 66.9 68.34 71.1 77.45 78.16 53.2 58.02
LAE 74.61 79.3 81.45 83.34 88.61 55.92 60.63
LVAE 68.03 70.34 73.31 78.05 79.88 54.89 59.39
VAE 80.51 82.06 83.9 85.66 87.77 78.63 81.84

NN

POD 73.85 72.99 74.08 78.5 81.38 57.0 67.77
LAE 91.38 80.6 87.04 85.46 96.17 57.78 63.22
LVAE 70.84 74.96 75.18 80.63 84.36 59.35 66.43
VAE 81.69 83.51 86.31 89.79 91.14 78.93 82.35

GB

POD 73.59 76.46 78.65 81.28 82.24 65.84 68.15
LAE 79.31 83.65 84.08 86.23 88.06 68.39 70.83
LVAE 75.84 78.2 79.07 82.63 83.84 67.17 68.2
VAE 81.59 83.81 85.14 86.32 87.18 80.56 82.29

(b) Erreurs de test

Tableau E.7 – Erreurs moyennes normalisées de reconstruction pour l’écoulement urbain. Les erreurs sont calculés avec une
réduction r0.8 et une grille de capteurs p0.8.
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Plan 11 12 13 14 21 31 32

DR

POD 0.79 0.78 0.76 0.68 0.76 0.92 0.89
LAE 0.58 0.51 0.51 0.46 0.49 0.87 0.83
LVAE 0.58 0.59 0.55 0.45 0.56 0.79 0.74
VAE Not implemented

LM

POD 0.86 0.86 0.84 0.79 0.83 0.96 0.94
LAE 0.8 0.79 0.77 0.71 0.76 0.94 0.92
LVAE 0.77 0.77 0.76 0.68 0.75 0.93 0.91
VAE 0.65 0.63 0.6 0.55 0.62 0.77 0.75

LS

POD 0.85 0.85 0.84 0.78 0.83 0.96 0.94
LAE 0.8 0.79 0.78 0.71 0.75 0.94 0.92
LVAE 0.77 0.77 0.76 0.68 0.75 0.93 0.9
VAE 0.66 0.64 0.61 0.56 0.62 0.78 0.76

SVR

POD 0.97 0.96 0.95 0.91 0.97 0.99 0.98
LAE 0.94 0.95 0.95 0.85 0.95 0.98 0.98
LVAE 0.95 0.94 0.95 0.88 0.96 0.97 0.97
VAE 0.92 0.93 0.92 0.82 0.95 0.95 0.94

NN

POD 0.87 0.83 0.8 0.78 0.82 0.94 0.92
LAE 0.79 0.72 0.8 0.69 0.78 0.92 0.91
LVAE 0.78 0.75 0.75 0.67 0.74 0.93 0.83
VAE 0.68 0.65 0.74 0.73 0.66 0.79 0.82

GB

POD 0.88 0.87 0.86 0.86 0.84 0.92 0.92
LAE 0.87 0.87 0.86 0.86 0.84 0.91 0.91
LVAE 0.85 0.84 0.84 0.84 0.84 0.88 0.89
VAE 0.88 0.86 0.86 0.85 0.86 0.9 0.9

(a) Scores d’entraînement

Plan 11 12 13 14 21 31 32

DR

POD 0.71 0.68 0.66 0.59 0.62 0.9 0.87
LAE 0.47 0.4 0.4 0.35 0.37 0.81 0.77
LVAE 0.4 0.41 0.38 0.27 0.27 0.7 0.63
VAE Not implemented

LM

POD 0.8 0.78 0.76 0.72 0.75 0.93 0.91
LAE 0.71 0.68 0.68 0.64 0.63 0.91 0.88
LVAE 0.67 0.66 0.65 0.6 0.63 0.88 0.84
VAE 0.57 0.53 0.51 0.48 0.5 0.69 0.67

LS

POD 0.79 0.77 0.75 0.71 0.74 0.93 0.91
LAE 0.7 0.67 0.67 0.62 0.61 0.9 0.87
LVAE 0.65 0.64 0.64 0.59 0.61 0.86 0.83
VAE 0.55 0.51 0.49 0.46 0.48 0.68 0.66

SVR

POD 0.77 0.76 0.74 0.69 0.73 0.9 0.89
LAE 0.68 0.65 0.65 0.61 0.6 0.86 0.85
LVAE 0.63 0.63 0.61 0.56 0.59 0.82 0.8
VAE 0.55 0.5 0.48 0.45 0.47 0.68 0.65

NN

POD 0.73 0.72 0.7 0.68 0.7 0.89 0.78
LAE 0.46 0.59 0.6 0.59 0.53 0.86 0.84
LVAE 0.62 0.58 0.59 0.55 0.55 0.77 0.68
VAE 0.53 0.49 0.4 0.35 0.37 0.68 0.64

GB

POD 0.58 0.54 0.52 0.52 0.5 0.65 0.66
LAE 0.45 0.42 0.43 0.43 0.36 0.58 0.59
LVAE 0.35 0.34 0.35 0.35 0.32 0.47 0.5
VAE 0.45 0.4 0.38 0.37 0.36 0.53 0.53

(b) Scores de test

Tableau E.8 – Coefficients de détermination de reconstruction pour l’écoulement urbain. Les scores sont calculés avec une
réduction r0.8 et une grille de capteurs p0.8
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F. Erreurs de prédiction

Cette annexe rassemble les résultats quantitatifs des prédictions. Contrairement
à l’étape de reconstruction où les données n’avaient pas besoin d’être organisées,
l’étape de prédiction impose de les structurer. On rappelle que pour mb clichés et
un horizon de prédiction H, les données sont divisées en mb − H − 1 séquences
de H + 1 pas de temps. Pour un écoulement, une méthode de réduction et une
méthode d’approximation de l’opérateur de Koopman, on dispose :

— De l’erreur un pas de temps. Il s’agit de l’erreur moyenne normalisée entre
les états prédits et les états réels. Cela revient à prendre H = 1. On note
l’erreur NMSE(1)

— De l’erreur prédictive. Les données d’entraînement et de test sont divisées en
trajectoires de seize pas de temps. On calcule l’erreur moyenne normalisée
entre les séquences réelles et les séquences prédites (par récursion) puis on
moyenne sur l’horizon. Cela revient à prendre H = 16. Le choix de seize pas
de temps est heuristique ; un trop petit horizon ne refléterait pas la qualité
prédictive tu modèle tandis qu’un horizon trop grand mènerait à une erreur
maximale du fait des fonctions propres fallacieuses. On note l’erreur NMSE.

Ces erreurs sont calculées dans l’espace des observables et dans l’espace latent.
Quelques tendances se dégagent des résultats :

1. Pour l’écoulement laminaire autour du cylindre, les états latents issus des
réductions linéaires non orthogonales sont les plus faciles à prédire. On
évitera la réduction non linéaire variationnelle pour l’écoulement de couche
de mélange tandis qu’on la préférera pour l’écoulement turbulent autour du
cylindre.

2. L’erreur de prédiction DMD augmente avec la complexité de l’écoulement.
Les décompositions modales dynamiques d’ordre plus élevé sont pertinentes,
avec une préférence pour le critère BIC.

3. L’utilisation de modèles directs permet d’améliorer la qualité des prédictions
récursives. La validation croisée des modèles diminue l’écart entre les erreurs
d’entraînement et de test.

4. Les modèles prédictifs basés sur une décomposition étendue quadratique ou
radiale ont des performances similaires.

5. L’apprentissage automatique du dictionnaire est décevant. Dans l’espace
latent, les performances sont mauvaises pour les cas 1 et 2. Dans l’espace des
observables, c’est pourtant la méthode la plus performante pour l’écoulement
de sillage. Pour cette méthode, approcher l’inverse des observables par
moindres carrés n’est donc pas suffisant et un réseau de neurones serait plus
adapté.
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(a) Écoulement laminaire autour du cylindre
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(b) Écoulement de couche de mélange
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(c) Écoulement turbulent autour du cylindre

Figure F.1 – Erreur moyenne normalisée un pas de temps dans l’espace
des observables (en %).
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(a) Écoulement laminaire autour du cylindre
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(b) Écoulement de couche de mélange
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(c) Écoulement turbulent autour du cylindre

Figure F.2 – Erreur moyenne normalisée de prédiction dans l’espace des
observables (en %).
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(b) Écoulement de couche de mélange
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(c) Écoulement turbulent autour du cylindre

Figure F.3 – Erreur moyenne normalisée un pas de temps dans l’espace
latent (en %).
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(a) Écoulement laminaire autour du cylindre
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(b) Écoulement de couche de mélange
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(c) Écoulement turbulent autour du cylindre

Figure F.4 – Erreur moyenne normalisée de prédiction dans l’espace
latent (en %).
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G. Prédiction orientées données du
système Lorenz 63

Cette annexe reprend un article publié dans Physica D en 2020. Ces travaux
ont été effectué pendant la première de thèse pour se faire la main sur les outils de
l’apprentissage automatique. On y présente l’utilisation de réseaux de neurones
récurrents pour la prédiction du système chaotique de Lorenz 63. Les prédictions
sont mises à jour via un réseau de neurones auxiliaire qui effectue une assimilation
de données de manière régressive.

Ces travaux sont utiles pour deux questionnements dans le manuscrit. Au
niveau de la réduction, nous avons soulevé le problème de régularité en temps des
réductions variationnelles. L’idée serait d’utiliser des cellules récurrentes au niveau
de la couche latente pour améliorer cette régularité. Au niveau de la prédiction,
on s’est concentré sur l’approximation finie de l’opérateur de Koopman. Pour
des systèmes complexes, trouver les bons observables est difficile, même avec
des approches automatiques comme EDMD_DL. Dans ces circonstances et si
l’interprétabilité des modèles ne prime pas, les réseaux de neurones récurrents avec
cellules de mémoire sont de bonnes pistes.
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a b s t r a c t

This paper investigates the use of a data-driven method to model the dynamics of the chaotic Lorenz
system. An architecture based on a recurrent neural network with long and short term dependencies
predicts multiple time steps ahead the position and velocity of a particle using a sequence of past
states as input. To account for modeling errors and make a continuous forecast, a dense artificial
neural network assimilates online data to detect and update wrong predictions such as non-relevant
switchings between lobes. The data-driven strategy leads to good prediction scores and does not
require statistics of errors to be known, thus providing significant benefits compared to a simple
Kalman filter update.

© 2020 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Chaotic dynamical systems exhibit characteristics (nonlinear-
ities, boundedness, initial condition sensitivity) [1] encountered
in real-world problems such as meteorology [2] and oceanog-
raphy [3]. The multiple time steps ahead prediction of such a
system is challenging because governing equations may be un-
known or too costly to evaluate. For instance, the Navier–Stokes
equations require prohibitive computational resources to predict
with great accuracy the velocity field of a turbulent flow [4].

Data-driven modeling of dynamical systems is an active re-
search field whose objective is to infer dynamics from data [5].
Regressive methods in machine learning [6] are particularly suit-
able for such tasks and have proven to reliably reconstruct the
state of a given system [7]. If parameters are not overfitted to
training examples, the data-driven model can also be used for
predictive tasks, provided the input lies in the input domain used
for training. Main techniques in the literature include autoregres-
sive techniques [8], dynamical mode decomposition (DMD) [9],
Hankel alternative view of Koopman (HAVOK) [10] or unsuper-
vised methods such as CROM [11]. Neural networks are also of
increasing interest since they can perform nonlinear regressions
that are fast to evaluate. Architectures with recurrent units are
recommended for time-series predictions because memory is in-
corporated in the prediction process. Neural networks can then
learn chaotic dynamics [12] and predict with great accuracy the
future state [13].

∗ Corresponding author.
E-mail address: pierre.dubois@onera.fr (P. Dubois).

However, errors in modeling can lead to bad multiple time
steps ahead predictions of chaotic dynamical systems: a tiny
change in the initial condition results in a big change in the
output [12]. To overcome the propagation of uncertainties from
the dynamical model (bad regression choice in a data-driven
approach or bad turbulence modeling in CFD for instance) data
assimilation (DA) techniques have been developed [14]. They
combine the predicted state of a system with online measure-
ments to get an updated state. Such methods have successfully
been applied in fluid mechanics to obtain a better description of
initial or boundary conditions by finding the best compromise
between experimental measurements and CFD predictions [15].
Nevertheless, the dynamical model can be slow to evaluate (lim-
iting the use to offline assimilations) and errors (initial condition,
dynamical model, measurements and uncertainties) can be hard
to estimate in real-world applications.

In this paper, a data-driven approach is used to discover a
dynamical model for the Lorenz system. To handle the chaotic
nature of the system, a recurrent neural network (RNN) dealing
with long and short term dependencies (LSTM) is considered [16].
To correct modeling errors, a dense neural network (denoted
hereafter DAN) whose design is based on Kalman filtering tech-
niques is developed. Results are promising for predicting multiple
steps ahead the position and velocity of a particle on the Lorenz
attractor, using only the initial sequence and real-time measure-
ments of the complete acceleration, the complete velocity or a
single component of the velocity.

The paper is organized as follows. In Section 2, the overall
strategy is presented with a quick understanding of how neural
networks work. In Section 3, results about the low dimensional
Lorenz system are shown, with a particular interest in the impact

https://doi.org/10.1016/j.physd.2020.132495
0167-2789/© 2020 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Fig. 1. Summary of the data-driven method to make predictions of a chaotic system. A data-driven dynamical model (RNN-LSTM) predicts n future states of the
system and the predicted sequence is updated according to a real sequence of measurements.

of forecast horizon and noise. A discussion is given in Section 4
before giving concluding remarks.

2. Strategy

2.1. Proposed methodology

This paper investigates the use of neural networks to contin-
uously predict a chaotic system using a data-driven dynamical
model and online measurements. The method is summarized in
Fig. 1 and contains the following steps:

• Consider m temporal states of the system. The sequence is
denoted [s]tt−m−1 where s is the state of the system and
whose dimension is nf .

• Predict n future states using a RNN with long and short-term
memory (LSTM). This gives a predicted sequence [sb]t+n

t+1
where superscript b indicates a prediction.

• Predict the measured sequence. This gives [yb]t+n
t+1 where yb

is the predicted measure of the state. The mapping between
the state space and the measurement space is performed by
a dense neural network called the shallow encoder (SE).

• Assimilate the exact sequence of measurements [y]t+n
t+1 and

update the predicted sequence of states. This work is per-
formed by a dense neural network which gives an updated
sequence [sa]t+n

t+1 where superscript a stands for ‘‘analyzed’’.
The network is called the data assimilation network (DAN).

• Construct [sa]t+n
t+n−m+1 by adding m − n updated states from

the previous iteration. This gives a new input that can be
used to cycle and continue the forecasting process.

In this section, we give a quick overview of neural networks
and explain architectures behind the dynamical model (RNN-
LSTM), the measurement operator (SE) and the data assimilation
process (DAN).

2.2. Quick overview of neural networks

A neuron is a unit passing a sum of weighted inputs through
an activation function that introduce nonlinearities. These func-
tions are classically a sigmoid σ (x) =

1
1 + e−x , a hyperbolic

tangent tanh(x) or a rectified linear unit relu(x) = max(0, x).
When neurons are organized in fully connected layers, the re-
sulting network is called a dense neural network. The universal
approximation theorem [17] states that any function can be ap-
proximated by a sufficiently large network i.e. one hidden layer
with a large number of neurons. Just like a linear regression y =

ax + b aims at learning the best a and b parameters, a neural
network regression y = NN(x) aims at learning the best weights

and biases in the network by optimizing a loss function evaluated
on a set of training data.

Although they are universal approximators, dense neural net-
works face some limitations: they may suffer from vanishing or
exploding gradient (arising from derivatives of activation func-
tions, see [18]), are prone to overfitting (fitting that corresponds
too much to training data) and inputs are not individually pro-
cessed. Other architectures of artificial neural networks have
then been developed, including convolutional networks (CNN, for
image recognition) or recurrent neural networks (RNN, inputs are
taken sequentially). Recurrent networks use their internal state
(denoted h) to process each input from the sequence of inputs.
This internal state is computed using an activation function but
to avoid limitations from dense networks, its form is more elab-
orate. For example, Long–Short-Term Memory (LSTM) cells [19]
are combinations of classical activation functions (sigmoids and
tanh) that incorporate a long and short term memory mechanism
through the cell state (see Fig. 2).

Several techniques exist to learn parameters in neural net-
works. The most common is the gradient descent, which itera-
tively updates parameters according to the gradient of the cost
function with respect to weights and biases. The computation
of gradients is made by backpropagating errors in the network,
using backpropagation for dense neural networks or backprop-
agation through time for RNN [6]. The equations can be found
in [20] for the curious reader. In this paper, all neural networks
are implemented using the Keras library [21].

In this paper, hyperparameters are not tuned. No grid search
or genetic optimization is intended and number of neurons, num-
ber of hidden layers and activation functions are found by succes-
sive trials. Defined architectures must not then be considered as
a rule of thumb.

2.3. Novelty of the work

This paper proposes a regressive framework for assimilat-
ing data as opposed to standard data assimilation techniques
whose architecture does not depend on the problem. Besides,
the present paper considers time marching of an entire sequence
of the state while the most standard approaches involve a time
marching of the predicted state at regular time units. More details
about existing works are given in Section 4.

2.4. Dynamical model

The first step is to establish a dynamical model mapping m
previous states s(t) to n future states. The chosen architecture
is summarized in Fig. 3. In the recurrent layer, 2m LSTM cells
(making the cell state a 2m dimensional vector) process the input
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Fig. 2. Two types of recurrent neural networks: simple RNN handling short-term dependencies via a hidden state h (subfigure a) and RNN-LSTM handling short and
long-term dependencies via a hidden state h, a cell state C and gating mechanisms (subfigures b and c). Each time step s(j) from the input sequence is combined
with h(j − 1) (and C(j − 1) for LSTM-RNN) which was (were) computed at previous time step.

sequence [s]tt−m+1. This results in a final output o(t) = h(t)
summarizing all relevant information from the input sequence.
In dense layers, the final output from the recurrent layer is
used to predict n future states [sb]t+n

t+1. Concerning the number
of recurrent units, it has been chosen to echo results of Faqih
et al. [1] where best scores were obtained by considering twice
as many neurons than the history window. Authors made this
conclusion after trying to predict multiple steps ahead the state
of the Lorenz 63 system using a dense neural network with radial
basis functions. About the training of the model, the procedure is
as follows:

1. Simulate the system to get data t → s(t). For the consid-
ered Lorenz system, only one trajectory is simulated but it
covers a good region of the phase space.

2. Split data into training and testing sets. In this work, 2/3
of the data is used for the training and 1/3 is used for the
testing. To detect possible overfitting, cross validation is
first performed by considering 20% of training data as val-
idation data. Depending on the evolution of both training
and validation errors, dropout layers can be added to neural
networks. The model is then trained on the whole training

data set and errors are computed on the yet unseen testing
data set. This step is necessary to ensure that test errors are
representative of generalization errors.

3. Define supervised problems by writing data as [s]tt−m+1 →

[s]t+n
t+1. The number of training examples is increased by

considering a sliding window of one time step i.e. training
set is composed of [s]m−1

0 → [s]m+n−1
m , [s]m1 → [s]m+n

m+1, etc.
For the testing set, a sliding window of n time steps is used.

4. Find optimal weights and biases in the network by min-
imizing the mean square error evaluated on batches of
training data. The chosen optimization algorithm is
ADAM [22]. There are numerous parameters to find, in-
cluding all weights and biases for each LSTM cell in the
recurrent architecture and all parameters in dense layers.
During the optimization process, the mean square error is
also computed on the validation set. To avoid overfitting
and ensure that weights and biases learned during training
are relevant for future use on test set, errors evaluated on
training and validation sets should be close.

5. Evaluate the performance of the final model using test
data. Test 1 uses exact input sequences [s]tt−m+1 to com-
pute [sb]t+n

t+1. Test 2 uses the first exact sequence [s]m−1
0 to
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Fig. 3. Architecture of the dynamical model, a network composed of a recurrent layers and dense layers. Idea behind the design: 2m cells are used to echo the
results obtained in [1] where best prediction scores were obtained when considering two times the history window.

Fig. 4. Shallow artificial neural network to map a state to its measurement i.e. approximation of H operator.

compute [sb]m+n−1
m which is used as a new input and so

on. The metric to quantify errors is the normalized mean
square error which indicates how far predictions are from
expectations on average. It is computed at the end of the
process, using temporal testing states as a reference. Its for-
mula is based on all predicted states sb and corresponding
true states s:

NMSE =
1

ntest

ntest∑
i=1

∥s(ti) − sb(ti)∥2

∥s(ti)∥2

where ntest is the total number of test states and ∥.∥ is the
l2 operator to compute the norm of the considered vector
(dimension nf ).

2.5. Data assimilation

To make a continuous forecast of the state using a data-driven
dynamical model, it is necessary to limit the accumulation of
prediction errors [23] by incorporating online data in the predic-
tion process. Consider y(t) an exact measurement of the state at
t . The mapping between the state space and the measurement
space is done using the measurement operator H . In Kalman
filtering techniques, a predicted state sb(t) is updated according
to sa(t) = sb(t) + Kt [y(t) − H(sb(t))] where the Kalman gain Kt
blends errors from the prediction and the measurement. Such a
method is based on the Bayes theorem which helps to compute
the density probability function of the state conditioned by the
measurement. However, these techniques require statistics of
errors to explicitly be known and work on a sequence of states
only when considering the sequence as the state. The objective
here is to adapt the strategy to directly update, in a regressive
manner, a sequence of states using a sequence of measurements.

The first stage is to establish a relationship between the state
and its measurement i.e. find an approximation of H operator.
This task is performed by a shallow encoder which nonlinearly
explains a measurement by its state. Fig. 4 summarizes the re-
tained architecture, with nf describing the number of features
in the state and p being the number of observed variables. For
simple and known mappings, this step is not necessary. How-
ever, to develop a complete data-driven framework, we choose
to keep the shallow encoder despite the simplicity of the true
measurement operator for the considered Lorenz system.

The training and testing of the shallow encoder are performed
using data s(t) → y(t). The determination coefficient R2 is used
as a metric to assess the quality of the regression. It is defined by:

R2
= 1 −

∑ns
i=1 ∥y(ti) − yb(ti)∥2∑ns

i=1 ∥y(ti) − ȳ∥2

where ns is the number of samples (ntrain for assessing quality of
the fit, ntest for assessing the quality of prediction) and ȳ is the
temporal mean measurement vector.

The second stage is to blend a predicted sequence [sb]t+n
t+1

with its associated sequence of measurements [yb]t+n
t+1 and the

real sequence of measurements [y]t+n
t+1 to produce the updated

sequence [sa]t+n
t+1. This job is done by a dense neural network

whose architecture is summarized in Fig. 5. The training process
is as follows:

1. Simulate the system to get t → s(t), y(t). Measurements
are supposed to be exact and no noise is applied yet.

2. Split temporal states and measurements into training and
testing sets. The procedure is the same as for the dynamical
model training preparation.
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Fig. 5. Data assimilation network. The nonlinear regression correct predicted sequences of states by assimilating sequences of real measurements. Hyperparameters
must not be considered as a rule of thumb and are well tailored for the Lorenz 63 system.

Fig. 6. Procedure to test the data assimilation network. The dynamical model
is used to predict n future states of the system using a history of m states. The
predicted sequence is updated using the data assimilation network and next
input is formed. All predicted sequences are then compared to all expected
sequences using the normalized mean square error as a metric.

3. Get supervised formulation of training data. The sliding
window is supposed to be n. Outputs sequences are
[s, y](j+1)n+m−1

jn where index j describes the jth output.
4. Perform test 1 (see Section 2.4) and shallow encoder on

defined outputs. This leads to possible predicted states and
measurements [sb, yb](j+1)n+m−1

jn .
5. Each training measurement sequence [y]t+n

t+1 is associated
to 20% random pairs from the set defined in step 4. In
doing so, a real sequence of measurement is associated to
randomly selected 20% of all possible predictions in order
to produce sequence [s]t+n

t+1. All possible predictions could
be used but this would increase the computational time to
prepare the training set.

6. Perform gradient descent to optimize weights and biases.
7. Evaluate the performance of the final model using test data.

This is denoted as Test 3 which is summarized in Fig. 6.
Like in Test 2, inputs are fed back in recursively to assess
the continuous prediction of test data. The metric is still
the normalized mean square error.

The assimilation technique proposed here is a nonlinear re-
gression learned on training data. This is different from Kalman
filtering techniques where the Kalman gain only relies on statis-
tics of errors and whose formula does not depend on the consid-
ered case.

3. Results

3.1. Lorenz system

The Lorenz system of equations is a simplified model for
atmospheric convection [2,24]. Close initial conditions lead to
very different trajectories, making the Lorenz system a chaotic
dynamical system. The system is defined by:⎧⎨⎩
ẋ = σ (y − x)
ẏ = x(ρ − z) − y
ż = xy − βz

Parameters σ , ρ and β are respectively set to 10, 28 and
8/3. The trajectory of a particle lies in an attractor whose shape
resembles a butterfly. In [10], Brunton proposed a method to
write a chaotic system as a forced linear system. Following this
method, forcing statistics appear non-gaussian, with long tails
corresponding to rare intermitting forcing preceding switching
events (see Figures 7(a) and 7(c)). The system is simulated using a
Runge–Kutta 4 method, a random initial condition and a time step
of 0.005s, for a total of 15000 samples. The chosen state is s =

(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) which is the position and velocity of the particle on
the attractor. The state is normalized using statistics from training
data. The time-series of x, plotted in Fig. 7(b), clearly shows the
lobe switching process (positive values when the particle travels
on the right wing and negative values when it travels on the
left wing). The objective is to extract from the simulated data
a dynamical model mapping m past states to n future states.
To account for modeling error, predictions are enforced using
sequences of measurements. Our choice of observed variables is
y = (ẍ, ÿ, z̈) or y = (ẋ, ẏ, ż) or y = ẋ. Measurements are directly
linked to the state and data-driven models should automatically
detect these relations.

Before training models, the impact of n on the global error is
investigated. Considering that wrong predictions are more likely
to appear when predicting lobe switchings, two sources of errors,
quantified on training data, can be found:

• Source 1, denoted e1 → the ratio between the mean position
of switching in a switching sequence and the prediction
horizon n. The smaller the ratio, the bigger the impact on
the global error.

• Source 2, denoted e2 → the ratio between the number
of sequences with switchings and the number of training
sequences. The bigger the ratio, the bigger the impact on
the global error.
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Fig. 7. Analysis of training data. The attractor (Figure a) can be seen as a forced linear system with a non-gaussian distribution for the forcing signal (Figure c, method
from [10]). Lobe switchings are visible in time-series of x feature (Figure b) where the blue signal corresponds to training data and the orange signal corresponds
to testing data. The forecast horizon n has an impact on the global score as shown in subfigure d.

Fig. 7(d) shows the impact of global error for n ∈ [10, 90].
As expected, increasing the forecast window leads to a bigger
impact on the global score (e2/e1 increasing) because prediction
errors accumulate on longer sequences. However, the impact is
not strictly monotone, indicating a dependence on the initial po-
sition of the particle. For the considered starting point, a forecast
horizon n = 80 has a bigger impact on NMSE than for n = 90,
indicating that lobe switchings (so possibly wrong predictions)
are more likely to appear at the beginning of a new sequence to
predict for n = 80 and in the middle of the sequence for n = 90.
In next sections, a history window m = 100 to capture one lobe
switching or zero.

3.2. Testing the dynamical model

Nine dynamical models are established with m = 100 and
n ∈ [10, 90]. Learning is stopped when the validation mean
square error does not decrease for 3 epochs in a row. All learning
curves show converged and close training and validation errors.
The use of dropout layers or regularization techniques is then not
necessary since no overfitting is noted. With models trained on
the whole training data set, errors calculated on testing data are
less than 1% for Test 1 but always exceed 100% for Test 2 (see
step 5 in Section 2.4 for the definition of tests). It means that the
dynamical model alone has a great performance only for small
term predictions. Fig. 8 shows predictions of x feature for both

tests with a forecast horizon of 50-time steps. It is worth noting
that despite the global score for Test 2, the dynamical model
successfully recovers the region of phase space it was learnt on.

3.3. Testing the data assimilation network

Concerning the shallow encoder (to map a state to its mea-
surement), training is extremely fast and accurate with a training
and testing determination coefficient close to 1. It means that the
nonlinear regression performed by the neural network recovers
nearly all the variance observed in training and testing data. This
is not a surprise since the relationship between sn and yb is
simple (derivation for the acceleration or selecting features for
velocity). Concerning the data assimilation network, quantitative
results of Test 3 are shown in Fig. 9. Qualitative results for x and
vx predictions using acceleration are shown in Fig. 10. Several
comments can be made:

1. Qualitatively, most of bad predictions are followed by good
predictions: wrong predictions are detected and corrected
by the DAN given online measurements.

2. Using the complete velocity leads to slightly better re-
sults than using the complete acceleration which seems
reasonable because giving the velocity means giving three
features out of six in the sequence to update.

3. Using only vx leads to bad results for small sequences.
To understand this behavior, the mean linear correlation
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Fig. 8. Test of the dynamical model for n = 50. Dots indicate the start of a new prediction, using m past exact states (Test 1) or m past predicted states (Test 2) as
input.

coefficient between sequences of vx and sequences of the
state has been studied. It is defined by:

r̄(vx, sk) =
1

nstrain

nstrain∑
i=1

r([vx]i, [sk]i)

with r(X, Y ) =
cov(X, Y )

σXσY
where nstrain is the number of output training sequences of
size n, [vx]i is the ith training sequence of vx (size n) and
[sk]i is the ith training sequence of the kth feature of the
state. Results are shown in Fig. 11. It appears that small
sequences of vx are linearly correlated to all features in
the state (linear correlation coefficient close to 1), which is
no longer the case for medium and large sequences where
nonlinearities arise (linear correlation coefficient between
0.6 and 0.7). Therefore, the data assimilation network has
a too complex architecture for updating small sequences:

a lot of unnecessary parameters must be calculated during
learning because the state could entirely be recovered by
a linear regression on online vx. This is a form overfitting
and hyperparameters should be optimized but this is not
the scope here.

4. Worst results are obtained for n = 80 which is linked to the
dependence on the initial state to generate training data
(Fig. 7(d)).

We now suppose that the initial sequence is noisy (Gaussian
noise with standard deviation σ0 = 0.3) just like online mea-
surements (Gaussian noise with standard deviation σy = 0.2).
The objective is to compare the proposed strategy with a simple
Kalman filter update. Tests are restricted:

1. The simplest Kalman filtering technique requires the map-
ping between the state and its measurement to be linear
(i.e. the H operator is simply a matrix). Tests will then con-
cern vx or the complete velocity as online measurements.
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Fig. 9. Testing errors computed from Test 3 using the complete acceleration,
the complete velocity or vx alone to update predictions.

2. A Kalman filter requires the covariance of the prediction
error to be advanced in time. In this paper, the covariance
of the prediction error is supposed to be known at each
new prediction and the predicted sequences are updated
as a whole state.

Quantitative results are shown in Fig. 12. We can observe that
the DAN performs better for medium and large sequences but has
poor performance on small sequences compared to the Kalman
filter. This result was expected: the limited size of the noisy
input sequence makes it harder to detect and learn regularity,
resulting in sub-optimal performance. This effect is not noticeable
for large sequences because a pattern can still be detected in the
noisy sequence. It is also worth noting that the noise applied to
a small initial sequence has no influence on performance since
no weights are attributed to predicted sequences in the DAN
architecture. When considering the complete velocity, results ob-
tained from the DAN are close to those obtained by Kalman filter
(which requires the error to be known while the DAN does not).
The influence of noise on small sequences is not as important as
when using vx alone since the correction does not rely on a single
neuron.

4. Discussions

The data-assimilation framework proposed in this paper is
based on regressive methods. Its success is then tailored to the
good choice/design of the method and the relevance of training
data. If the trajectory to predict lies in the learned phase space’s
region, one can expected the DAN to have great performance.
Otherwise, Kalman filtering techniques which do not depend on
the problem should be preferred. The reader is referred to Mons
et al. [14] for an overview about existing techniques.

Concerning the combination of neural networks with Kalman
filtering techniques, some works have already been done in the
literature. Most innovations concern the estimation of uncertain-
ties. For instance, Coskun et al. [25] use LSTM cells to predict
the internals of the Kalman filter. In doing so, the authors im-
plicitly learn a dynamical model and covariance errors to use
for a Kalman update. In Loh et al. [23], authors update LSTM
predictions of flow rates in gas wells using an ensemble Kalman
filter, thus estimating errors via the covariance of an ensemble
of predictions. In Becker et al. [26], a new architecture called re-
current Kalman network is developed: using an encoder–decoder

network, authors are able to estimate uncertainties in the fea-
tures. Finally, Vashista [27] directly train a RNN – LSTM network
to simulate ensemble Kalman filter data assimilation using the
differentiable architecture search framework. In this paper, we
proposed a framework to directly work on sequences of data, sep-
arating the dynamical model from the data assimilation process.
Future investigations could include the explicit estimation of un-
certainties using for instance bootstrapping methods or gaussian
processes [28].

Before applying the proposed strategy to a higher dimensional
system, several challenges need to be addressed. First, the rele-
vant phase region where to learn regressive models may be hard
to detect as more features are involved. Second, optimal hyper-
parameters may not be easily guessable, thus requiring the need
to grid search or genetic algorithm. Third, the dimensionality of
the system could be reduced (by projecting it on a well defined
basis) but some information would be sacrificed, thus raising
the problem of what relevant features should be kept. Vlachas
et al. [29] address some of the problems by establishing RNN-
LSTM to forecast the Lorenz 96 system but no data assimilation
coupled to their dynamical model has been yet intended.

Finally, we are enthusiastic to use this framework for simple
fluid mechanics problems: after reducing the state to estimate
(using POD technique, see [30]), we aim to use data assimilation
to continuously predict a simple flow. Neural networks involved
in the dynamical or the data assimilation process will be im-
proved by incorporating physics. For instance, a neural network
with physical constraints is proposed by Ling [31] to establish a
deep learning Reynolds Average Navier–Stokes model embedding
the invariance of the anisotropy stress tensor.

5. Conclusion

In this paper, we investigated the use of neural networks
to predict multiple steps ahead the state of the Lorenz system.
The first stage consisted in establishing a dynamical model map-
ping previous states to future states. A recurrent neural network
handling long and short-term dependencies was used for this
purpose. Supposing the input sequence was exact, the output
proved to be accurate with less than 1% error. However, when
running the dynamical model with predicted states as new in-
puts, errors accumulated at each new prediction, leading to a
bad prediction the time-series: the system being chaotic with
extreme events, a small error in the initial condition leads to
a radically different output. To overcome this accumulation of
errors and make a continuous forecast of the Lorenz system, a
data assimilation strategy based on sequential techniques was de-
veloped. This consisted in a nonlinear network mapping between
a predicted sequence of states and a corresponding sequence
of online measurements. This strategy proved to be effective
when starting with the exact initial sequence and feeding the
system with exact online measurements, notably when using the
complete acceleration or the complete velocity. A deeper analysis
of the DAN structure showed that this strategy was less relevant
when using a single measurement or when working with small
forecast windows. Besides, the DAN proved to be sensitive (at
least for small forecast windows) to noise in measurements but
not to noise in the initial condition. The DAN remains a good
alternative to a simple Kalman filter where the estimation of er-
rors may be a difficult task, especially when updating sequences.
It nonetheless must be noted that the success of the DAN is
mainly due to the quality of training data and extra care must
be taken when learning regression parameters. All in all, the
global strategy developed here seems promising to continuously
forecast other chaotic systems evolving on an attractor. Future
works could include the tuning of hyperparameters (to have an
optimal design for each neural networks) and the application to a
high dimensional attractor where, similarly to the Lorenz system,
extreme events could be encountered.
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Fig. 10. Test of the data assimilation network for n = 70. Dots indicate the start of a new prediction, using m past reconstructed states as input (test 3).

Fig. 11. Mean correlation coefficient between output training sequences of vx
measurements and each feature in output training sequences of the state. Small
sequences of vx measurements are linearly correlated to all features in small
sequences of the state. Nonlinearities arise for higher forecast horizons.
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Fig. 12. Results from Test 3 using a Kalman filter update or the data assimilation network. Noise was incorporated in both the initial sequence (starting point of
the continuous forecast) and online measurements.

Appendix. LSTM cell

Long–Short Term Memory cells are recurrent units deploying
a cell state and gating mechanisms. Equations of forget (ft ), input
(it ), output (ot ) and activation (at ) gates are as follows:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ft = σ (Wf xt + Uf ht−1 + bf )
it = σ (Wixt + Uiht−1 + bi)
ot = σ (Woxt + Uoht−1 + bo)
at = tanh(Waxt + Uaht−1 + ba)

where W are weights associated to the input xt , U are weights
associated to the hidden input ht−1 and b are biases. Outputs are
the cell state ct and the hidden state ht , computed according to:{
ct = ct−1 ⊙ ft + at ⊙ it
ht = ot ⊙ tanh(ct )

where ⊙ is the pointwise product. Given a new information
[xt , ht−1], the long-term memory ct forgets information (via ft ⊙

ct−1) and stores a part of new information (via at ⊙ it ). The short-
term memory ht depends on the long-term memory (via tanh(ct ))
and the activation of the cell (via ot ) given new information.
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H. Assimilation de données

Cette annexe reprend un article de conférence pour la 3AF. Les travaux traitent
de la dernière méthode d’estimation i.e. l’assimilation de données. Le modèle
prédictif est l’approximation finie de l’opérateur de Koopman par décomposition
modale dynamique. Le modèle de reconstruction est une régression par vecteurs
supports. La combinaison de ces deux modèles, purement appris à partir
de données, donnent de bons résultats pour l’estimation continue des quatre
écoulements. Ce travail est également un bon résumé de toute la stratégie du
manuscrit.
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ABSTRACT

This paper gives a framework for the data-driven estima-
tion of an unsteady fluid flow field. The strategy com-
bines machine learning tools for the reduction, the re-
construction and the prediction of the considered system.
The reduction is performed by linear autoencoding while
support vector regression and dynamical mode decom-
position are respectively used as reconstruction and pre-
diction models. Starting from an initial condition, recon-
structions are frequently assimilated to update erroneuous
predictions. The procedure is tested on four cases with
increasing complexity and robustness is assessed through
training and testing errors. Quantitative results suggests
that reconstruction and prediction models purely learnt
from data can be used for effective data assimilation,
hence enabling the long-term prediction of even complex
fluid flows.

1. INTRODUCTION

In fluid mechanics, each task (modelisation, closure, con-
trol or reduction) can be written as an optimization prob-
lem. However, for high Reynolds number, the convection
term dominates the diffusion term, yielding a nonlinear,
high-dimensional, multi-scale and nonconvex problem.
Solving directly this formulation is challenging even in-
tractable and new methods must be developed. Given the
huge amount of both numerical and experimental data, a
possibility is to use machine learning tools to solve opti-
mization problems purely from data [5]. This paper in-
vestigates such data-driven procedures to estimate a fluid
flow velocity field. In particular, a dynamical mode de-
composition (DMD) model is used in combination with

support vector machine regression (SVR) to continuously
predict four fluid flows: 2D vortex shedding, a spatial
mixing layer, 3D vortex shedding and an urban flow.

2. STATE OF ART

The field to estimate is denoted Ut . Two approaches are
possible to obtain the estimate: the reconstruction and the
prediction [6]. In the reconstruction problem, limited
measurements yt at time t are used to recover the velocity
field at the same time (interpolation in space). In the pre-
diction problem, a dynamical model is used to advance
in time the velocity field Ut−1 (extrapolation in time). For
turbulent flows, the state is high-dimensional because of
the complex spatio-temporal dynamics. However, low di-
mensional features can be extracted, making relevant the
use of dimensionality reduction techniques [21]. Recon-
struction and prediction problems are therefore equiva-
lent to the estimation of the reduced (also called latent)
state, as shown in figure 1.

2.1 Reconstruction
The measurement operator H being likely ill condi-
tioned thus not invertible, the inverse operator G = d ◦ f
is estimated from data. Three ideas were developed in the
literature. The first approach is the direct reconstruction
[1], evaluating G (y) for each new measurement vector.
The flow field is written as a linear combination of ref-
erence modes which can be generic (e.g. Fourier modes)
or tailored to the considered flow (data driven modal de-
composition). The second approach is the regressive re-
construction where the complete operator G is learned
using supervised learning methods. Given a parametric

1
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Figure 1: Representation of the reconstruction problem
with dimensionality reduction: measurements are used to
recover dynamics of dominant structures.

or nonparametric formulation of G , a cost function eval-
uating the error between training examples (snapshots
with associated measurements) and their reconstruction
is minimized. First investigations of this method include
the well-known stochastic estimation [2], where the re-
constructed field is explained by a multi-linear function
of available measurements. The third approach is data-
assimilation where a dynamical model evolves the field
estimate while measurements improve the forecasts [16].
The dynamical model may be a reduced-order approxi-
mation of Navier-Stokes equations, found by a Galerkin
projection onto a data-driven basis or found by model
identification.

2.2 Prediction

The velocity field satisfies a partial differential equation,
namely Navier Stokes equations. To advance the state,
the flow map is introduced, integrating the initial con-
dition from t0 to t [11]. Several strategies were devel-
oped to approximate this flow map in a data-driven fash-
ion. A first approach consists in using supervised learn-
ing techniques to learn the input-output relation between
past states and future states. Neural networks are partic-
ularly suitable given their high flexibility to capture non-
linearities. As an example, the reader is referred to [7]
where we use a recurrent neural network with long-short
term memory to continuously predict the chaotic Lorenz
system. A second approach makes extensive use of the
Koopman theory which introduces a linear but infinite di-
mensional operator to advance all possible observations
of the state. Finite approximations of this so called Koop-
man operator give a linear dynamical model that can be
used for prediction and control. Current research focus
on finding a good space of observables where to learn the
approximation or at least limit the spurious behaviour of
identified eigenfunctions [14]. When working with la-
tent state components as observables, the approximation
of the Koopman operator is known to be the dynamical

mode decomposition (DMD) model [22].

2.3 Reduction
Even highly turbulent flows exhibit low dimensional spa-
tial directions called modes. Vortex shedding for wake
flows, Kelvin Helmotz vortices for shear flows and co-
herent structures for boundary layers can be cited as ex-
amples. The extraction of such structures can be per-
formed by linear or nonlinear encoding transformations
e. If the decoding transformation d is known, the estima-
tion of the latent structures dynamics aaa(t)∈Rr is enough
to infer the velocity field. The most common reduction
technique is the proper orthogonal decomposition (POD)
[19], which is the name given to principal components
analysis applied to fluid flow data. Extracted modes are
uncorrelated and hierarchically sorted by the data vari-
ability they recover. The simplicity of the implementation
makes the POD a method of choice for dimensionality re-
duction. However, recent improvements in deep learning
have made possible considerable progress in dimension-
ality reduction by using autoencoders. Two neural net-
works are therefore trained simultaneously to optimally
encode and decode data. As a reference example, Xu
et al. [23] took advantage of convolutional networks to
leverage nested nonlinear manifolds and predict transient
flows.

2.4 Work in this paper
This conference paper investigates the use of dynamical
mode decomposition as a dynamical model and support
vector regression as a reconstruction model to estimate
four flow fields with increasing complexity: the flow in
the wake of a 2D cylinder (Re = 200), a spatial mixing
layer (Reynolds base on vorticity thickness Re = 500),
the wake of a 3D cylinder (Re = 20000) and the flow in
the viscinity of a tower placed in an atmospheric bound-
ary layer (Reynolds base on the tower base length Re =
64000). Flow fields are reduced using a linear autoen-
coder and recursive forecasts of the latent state are se-
quentially enforced by the reconstructions. Data assim-
ilation is performed using the models established solely
from data, hence refered as data-driven assimilation. Fig-
ure 2 gives a general overview of the strategy.

3. METHODS AND DATA

This section gives details about notations, simulation data
and mathematics behind the reduction, reconstruction,
prediction and assimilation procedure.

3.1 Simulation data
Simulation data are written as a matrix U ∈ Rn×m where
n is the dimension (number of cells multiplied by the

2



Simulation data
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Figure 2: The proposed framework for the data-driven estimation of a fluid flow field.

number of velocity components) and m is the number of
snapshots. Considering a 70/30 split, mtrain = 0.7m and
mtest = 0.3m are respectively the number of training and
testing snapshots. The fluctuant velocity field matrix is
defined as u = U − Ū where Ū is the mean flow com-
puted over all snapshots. This tall but skinny matrix is
split into utrain and utest matrices. The case 0 corresponds
to a URANS k−ω computation of a 2D cylinder placed
in a uniform flow. The Reynolds number, based on the
cylinder diameter, is Re = 200. The snapshot ensemble
is composed of 125 snapshots written on a 5840 dimen-
sional grid. The case 1 corresponds to a direct numeri-
cal simulation of a 2D spatial mixing layer. The upper
(fast) and lower (slow) stream velocities are respectively
U1 = 30m/s and U2 = 10m/s. The initial vorticity thick-
ness is δω0 = 1m and the inlet profile is a hyperbolic tan-
gent [12]. Stochastic perturbation is added to the inlet
profile to trigger the Kelvin Helmotz instability [13]. A
total number of 2700 snapshots is available, for a domain
containing 3690 cells. The case 2 corresponds to a large
eddy simulation of a square cylinder wake. The Reynolds
number based on the cylinder diameter is Re= 20000 and
the snapshot ensemble contains 1312 snapshots for a do-
main with 48023 cells. The case 3 corresponds to a large
eddy simulation of the flow in the viscinity of a tower.
A vortex method is used to reproduce the inlet turbu-
lent velocity profile. The Reynolds number based on the
tower width is Re = 64000. Estimations are performed
in a transversal plane centered around the tower, which

contains 28432 cells. A total number of 1596 snapshots
is available. Figure 3 gives a visualisation of these flow
fields.

3.2 Dimensionality reduction
The encoder e compresses the data u from an initial space
to a latent space and the decoder d decompresses encoded
data. Given a family of candidate encoders E and de-
coders D, the best e/d pair is determined by:

(e∗,d∗) = argmin
(e,d)∈E×D

ε(u[:,t],d
[
e(u[:,t])

]
) (1)

In proper orthogonal decomposition, the encoder and
decoder are unitary matrices obtained from the spectral
decomposition of the training covariance matrix Cu =
utrain[utrain]T . This decomposition yields: CuΦ = ΦΛ
where the transfer matrix Φ ∈Rn×n transforms initial ba-
sis vectors into uncorrelated directions. These modes are
hierarchically sorted according to the variance Λii they
recover. When truncating the transformation to first r
modes, initial data are written in the best r dimensional
subspace to describe variability in utrain. In recent ap-
plications, encoders and decoders are neural networks.
Here, we consider a linear autoencoder i.e., a neural net-
work with one hidden layer and linear activations [18].
The weights and biases in the network are optimized by
minimizing the mean square error between training sam-
ples and their autoencoding (see table 1). The dimension
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(a) Case 0 - 2D cylinder’s wake colored by velocity magnitude (m/s) (b) Case 1 - spatial mixing layer colored by vorticity magnitude (s−1)

(c) Case 2 - 3D cylinder with Q = 50 isosurfaces colored by velocity
magnitude (m/s)

(d) Case 3 - plane in a urban flow, colored by the x componant of the
root mean square velocity field (m/s). Sensors are also superimposed.

Figure 3: Visualisation of the four cases investigated in this communication.

POD LAE

Find Φr ∈ Rn×r W1 ∈ Rn×r and b1 ∈ Rr

W2 ∈ Rr×n and b2 ∈ Rn

Encoding a[:,t] = ΦT
r u[:,t] a[:,t] =W1u[:,t]+b1

Decoding û[:,t] = Φra[:,t] û[:,t] =W2a[:,t]+b2

Noteworthy Orthogonal modes
ΦT

r Φr = Ir×r

Non orthogonal modes
W1 =W †

2

Modes Φr W2

Method SVD
Minimisation error

ε = ||utrain− ûtrain||22

Table 1: Autoencoding formulas

of the latent state is chosen accordingly with the number
of POD modes required to recover 99% of the variance
for case 0 and 80% for all other cases.

3.3 Sensor placement and reconstruction
Measurements are supposed to be p known locations in
the fluctuant field to estimate. The measurement operator
is a matrix C ∈ Rp×n with Ci j = 1 if yi = u j and 0 oth-
erwise. Training and testing measurements are therefore
ytrain = Cutrain and ytest = Cutest. The spatial location of
sensors is determined by enhanced clustering [10]. First,

cell centres are partitioned into Voronoi cells defined by
their centroids. Second, most energetic clusters are de-
fined as sensors. In this paper, the number of clusters is
set to 500 for all cases and sensors correspond to Voronoi
centroids recovering 80% of the training field variance.
The objective is now to learn the optimal mapping f so
that a(r) = f (y) is a good estimate of the actual latent state
a. This is a three-step procedure: choice of a form of a
function, learning procedure to minimise a cost function
and validation. In this paper, a focus is made on support
vector regression (SVR). If this regression is performed
in the latent state space, the estimation for the mode ir
is a(r)

[ir ,t]
= β T

ir y[:,t] i.e. a linear combination of measure-

ments. Here, βir ∈ Rp×1 ensures at most an ε deviation
from true targets and its optimal value is found by solving
the primal formula:





min
βir ,ξ ,ξ ∗

1
2

β T
ir β +B

mtrain

∑
t=1

(ξt +ξ ∗t )

atrain
[ir ,t]−β T

ir ytrain
[:,t] ≤ ε +ξt ∀t

β T
ir ytrain

[:,t] −atrain
[ir ,t] ≤ ε +ξ ∗t ∀t

ξt ,ξ ∗t ≥ 0 ∀t

(2)

With slack variables ξ and ξ ∗ to penalyze observations
out of the ε tube. This regularization is controlled by the
box constraint B. Instead of performing the linear regres-
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sion in the latent state space, it can be perform in a higher
even infinite dimensional subspace using the kernel trick.
The estimation of a is therefore a nonlinear combination
a measurements, yielding:

a(r)
[ir ,t]

=
mtrain

∑
t=1

(α∗t −αt)G(ytrain
[:,t] ,y[:,t]) (3)

Where G is a kernel function and (α,α∗) are Lagrange
multipliers that intervene in the dual formulation of the
problem. The kernel computes high dimensional interac-
tions between variables ytrain and y without actually trans-
forming variables. The reader is referred to the tutorial of
Smola [20] for a complete derivation of the equation and
the cost function. To ensure that the model is robust on
unseen data, hyperparameters of the SVR (the kernel and
the box constraint) are cross-validated using a random-
ized grid search.

3.4 Dynamical mode decomposition
The dynamical mode decomposition finds the best one-
step ahead linear dynamical model to describe the dy-
namics of data. The DMD matrix K is obtained by the
Moore Penrose inverse:

K =
[
atrain

](+1) [
atrain

]†
(4)

Where
[
atrain

](+1) is the time shifted version of atrain.
This matrix can be used as a linear predictive model:
starting from an initial condition at0 , the h-step ahead re-
cursive forecast of the latent state is given by:

ât0+h = Khat0 (5)

The K matrix is a finite approximation of the Koopman
operator. If the dynamics of the latent state is nonlinear,
identified eigenfunctions from left eigenvectors of K are
spurious i.e. they do not evolved as predicted by their
associated eigenvalues [4].

3.5 Data-driven assimilation
For nonlinear systems, the subspace spanned by latent
state components is not Koopman invariant. Therefore,
the dynamical model is erroneous and predictions must
be updated. To make a continuous forecast of the la-
tent state, the idea is to assimilate reconstructions. Three
types of errors must be considered: the error on the initial
condition, the dynamical model error and the reconstruc-
tion error. In this paper, reconstructions are assimilated
each F = 5 new predictions. Covariance matrices of er-
rors are defined as follows:

• Q = E
[(

at0+F −KF at0

)2
]

for the recursive predic-
tion using the dynamical mode. This matrix is esti-
mated by a sample covariance, using training data.

• R for the covariance error on measurements. Noise
is independantly applied to each component so that
Rip,ip = σ2

ip
with σip = Iy max

[
y[ip,:]

]
.

• P0 for the covariance error on the initial condition.
Similarly to R, we define P0ir ,ir

= σ2
ir with σir =

Ia max
[
a[ir ,:]

]
.

The proposed assimilation scheme is based on Kalman
filter [16] equations and is summarized in figure 4.

3.6 Metrics
To compare actual trajectories and estimated ones (recon-
structed, predicted or assimilated), the normalized mean
square error (NMSE) is used. Denoting s the true trajec-
tory and ŝ the estimated one, the error on component i for
me samples is:

NMSEi =

me
∑

t=1

[
s[i,t]− ŝ[i,t]

]2

me
∑

t=1

[
s[i,t]− s[i,:]

]2 (6)

A normalized error of zero means that on average, the
error is small compared to the expected variability. The
determination coefficient is also used, which is a ”score”
version of the NMSE metric, defined by:

R2
i = 1−NMSEi (7)

Metrics evaluated on training and testing data must be
similar to ensure a good bias-variance trade-off, typically
achieved by cross validation of hyperparameters. The
global metric is determined by averaging over the num-
ber of modes. For the DMD results, training and testing
data sets are split into overlapping trajectories with length
H = 16. The h-step ahead prediction quality is quantified
with a mean score over the number of trajectories while
the global score also averages over the horizon1. For the
assimilation results, metrics are evaluated by averaging
over the ten successive trajectories that can be extracted
from training or testing sets 2.

4. RESULTS

To reduce the dimension from n to r� n, the proper or-
thogonal decomposition and the linear autoencoder are
used. The latent space dimension corresponds to the
number of POD modes required to recover 99% of the
variance for case 0 and 80% for other cases. Table 2

1DMD errors are evaluated on smaller sequences instead of the
whole trajectory because the error would likely be 100% given the er-
roneous nature of the DMD model for nonlinear dynamics

2Assimilations are evaluated on ten smaller trajectories instead of
the whole trajectory to test the procedure with different initial condi-
tions.
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āt → ā(b)t+F = KF āt

Pt → P(b)
t+F = KF Pt

[
KF]T +Q
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Measurements
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Reconstructions
≈N

[
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]
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2 - Reconstructions of a
measurement ensemble

SF+t = P(b)
t+F +Rt+F

GF+t = P(b)
t+F [SF+t ]

−1

3 - System uncertainty
S and gain G

āt+F = ā(b)t+F +Gt+F

[
ā(r)t+F − ā(b)t+F

]

Pt+F = (I−Gt+F)P
(b)
t+F

4 - Analysis to update
the mean and the variancet+

F
→

t
Q≈mean

[(
atrain,(+F)−KF atrain

)2
]

Iy→ R and Ia→ P0

ā0 and K and f and [ȳF , ȳ2F , ...]

Known informations

Figure 4: Data-assimilation procedure using data-driven models.

summarizes reduction results, including dimensions and
autoencoding errors. As expected, the number of spa-
tial modes and the error increases with the complexity
of the flow. Testing errors are higher than training er-
rors for case 2 and case 3 which is symptomatic of over-
fitted modes. To reduce this difference, robust principal
components and cross validated neural network could be
used, but this is out of the scope of this communication.
Figure 5 gives a visualisation of the first POD mode (the
most energetic) and the first LAE mode for the 2D cylin-
der. This comparison suggests that the nonorthogonal re-
duction is more interpretable than the orthogonal reduc-
tion, as supported by Erichson et al. conclusions [9].

Case n r NMSE POD NMSE LAE

0 11 680 5 [0.12 0.12] [0.12 0.12]
1 27 360 11 [8.88 9.59] [9.22 9.95]
2 144 069 21 [29.14 31.17] [30.29 32.11]
3 85 296 139 [24.69 39.84] [47.67 57.61]

Table 2: State space and latent space dimensions for each
case and autoencoding errors. Results are written as [train
test] errors (NMSE in %).

The clustering algorithm gives 500 centroids to opti-
mally partition the mesh in an unsupervised fashion. Sen-
sors are defined as the centroids that best describe the

variability in training data. Considering the two (cases
0 and 1) or three (cases 2 and 3) components of the ve-
locity field to estimate, the total number of sensors p is
summarized in table 3. The choice of 500 clusters is ar-
bitrary and could be optimized using heuristic criterions
such as elbow and silouhette but this is not the scope
here. In particular, the number of clusters for the 2D
cylinder is undoubtedly high regarding the simple peri-
odic behaviour of the flow. To learn the mapping be-
tween the measurement space and the latent state space
with SVR, cross validation is performed. Tested hyper-
parameters are randomly chosen in a grid, for a total of
25 combinations and a 70% chance of hitting the opti-
mal hyperparameter space [3]. Each mode is regressed
independantly, yielding a total of 176 learned models to
obtain reconstruction scores in table 3. For case 0, latent
state components are perfectly estimated from measure-
ments which is not surprising given the simplicity of the
flow. Results are much more mitigated for case 3 where
a strong overfit of training data is visible. To support this
idea, figure 6 illustrates the reconstruction of the first la-
tent state component, for the POD and the LAE methods.
Reconstructions of training data (blue points) nearly re-
cover all the expected variance, hence the close to unit
determination score. For testing data, the determination
coefficient (orange points) for each mode clearly respects
the hierarchy imposed by POD reduction: first modes,
corresponding to slow and coherent structures, are easier
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Figure 5: Comparison of a POD mode and a LAE mode for case 0. The vortex shedding is better captured with the
nonorthogonal reduction.

to estimate than higher modes, corresponding to fast and
small structures. At the opposite, the LAE modes are not
hierarchically sorted and the estimation score is similar
for each method. Overfitting being not a desirable prop-
erty for robust fluid flow estimation, SVR doesn’t seem to
be tailored for the urban flow, and other regression tech-
niques should be investigated.

Case p R2 POD R2 LAE

0 92 [99.33, 99.31] [99.5, 99.5]
1 122 [98.84 96.29] [97.48 94.95]
2 372 [98.73 90.92] [97.75 84.56]
3 393 [96.58 72.55] [94.53 60.11]

Table 3: Reconstruction results for each case. Results are
written as [train test] errors (R2 in %).

Concerning the DMD model, normalized errors are
summarized in table 4. The prediction error corresponds
to the error integrated over the H = 16 horizon and the
number of overlapping trajectories with length H in train-
ing or testing data. Interestingly, the latent state obtained
with the LAE reduction for case 0 and case 1 is easier
to predict with a linear model. Besides the global score,
plotting the h-step ahead error as a function of h reveals
how errors accumulate in the recursive process. Figure
7 gives an exemple when predicting testing sequences of
the 3D cylinder with the POD reduction. The dynamics
of the latent state being nonlinear, using the DMD matrix
as a dynamical model for long term prediction is naturally
erroneous, hence the bars of errors. This is confirmed by
the green curves, corresponding to the h-step ahead score
of each identified eigenfunctions. All of them are spu-
rious (meaning they do not evolve as predicted by their
eigenvalues) which is symptomatic of an observable sub-
space which is not Koopman invariant.

To correct predictions from the dynamical model, re-
constructions are assimilated each F = 5 nondimensional
time steps. Noise is applied to the initial condition a0 and

Case Prediction error

POD LAE

0 [24.01 24.16] [2.02 2.04]
1 [14.8 14] [8.07 7.89]
2 [75.5 70.88] [65.4 59.35]
3 [86.68 93.95] [81.3 90.48]

Table 4: Errors in the recursive prediction of trajectories
with length H = 16. NMSE values are obtained by av-
eraging over the horizon and the number of overlapping
trajectories with length H = 16 in training or testing data.
Results are given as [train test] errors.

the measurement vector y, with intensity levels Ia = 0.1
and Iy = 0.2. Global scores are obtained by a mean over
the number of modes and the one (case 0) or ten (other
cases) successive trajectories in testing data. Results are
given in table 5. It appears that using data assimilation
results in a better long-term estimation of the latent state
compared to the sole recursive forecast or the sole recon-
struction at each time step. Figure 8 qualitatively sup-
ports this conclusion for the POD-reduced mixing layer.

Case Dynamics Reconstructions
Assimilation

F = 5

0 [24.24 2.02] [0.87 1.11] [1.51 1.33]
1 [69.33 54.02] [11.82 7.87] [6.67 4.08]
2 [81.38 72.29] [49.33 33.36] [42.01 34.17]
3 [96.42 94.71] [78.57 81.20] [76.58 70.90]

Table 5: Comparison of errors for each estimation
method (NMSE in %). These errors are averaged over
the one (case 0) or ten (other cases) trajectories that can
be extracted in the testing data. Results are written as
[POD LAE] errors.
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Figure 6: Reconstruction scores for case 3 and complete reconstruction of the first mode. For the POD reduction, large
structures (first modes) are easier to reconstruct than small structures (last modes). For the LAE reduction, the modes
are not hierarchically sorted and reconstructions scores are similar for all modes. A strong overfitting is visible, hence
encouraging the use of other regression methods. Top figures: expected latent state in black and reconstructions in orange.
Bottom figures: training R2

ir in blue, testing in orange

Figure 7: Bar plot corresponding to the h-step ahead error
in the recursive prediction of testing data for case 2 with
POD reduction. The h-step ahead score of each identi-
fied eigenfunction is also shown in green. The red line
corresponds to the testing NMSE in table 4

Appart from the global error, the score as a function
of the mode number can also be investigated. An ex-
emple for the POD-reduced 3D cylinder is shown in fig-

Figure 8: Exemple of the data-driven assimilation proce-
dure on the mixing layer with POD reduction. Recon-
structions are assimilated each F = 5 new predictions to
update recursive forecasts by DMD.

ure 9. The curves quantitatively support the idea that on
average, assimilated trajectories are better estimates than
sole reconstructions or predictions. Concerning the POD-
reduced 2D cylinder, changing the assimilation frequency
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is of particular interest. This mode is badly predicted with
a linear model but is perfectly reconstructed with mea-
surements. With F = 1, the data assimilation procedure
only gives credit to reconstructions (Kalman gain is the
identity matrix) while for greater F , the assimilation is
not enough frequently performed to significantly correct
the mean determination coefficient. Quantitative results
are given in table 6 to support this conclusion.

Figure 9: Comparison of estimation methods for testing
trajectories of case 2 reduced with POD.

F Reconstructions Prediction Assimilation

1
...

98.94
...

...
0.0

...

98.13
2 80.30
3 57.31
4 34.87
5 27.03
6 8.12

Table 6: Influence of the data assimilation frequency
when estimating the fifth POD mode for case 0. Values
correspond to the determination coefficient evaluated on
the testing trajectory.

5. CONCLUSION

In this paper, different fluid flow estimation strategies are
investigated on four increasing complexity cases. To re-
duce the dimension of the state to estimate, dominant spa-
tial directions are extracted using the proper orthogonal
decomposition or a linear autoencoder. Despite good re-
sults for the 2D cylinder, the mixing layer and the 3D
cylinder, the reduction method clearly overfits the data for
the urban flow, hence limiting the use of training modes
for testing purposes. Latent states are then estimated by

reconstruction and prediction. The reconstruction con-
sists in using measurements of the fluctuant velocity field
at current time to recover the latent state at the same
time. This can be performed by a support vector regres-
sion, which independantly regresses each component of
the latent state by available measurements. To respect a
trade-off between the biais and the variance, hyperparam-
eters are optimized by cross validation, leading to good
training and testing scores for the 2D cylinder, the spa-
tial mixing layer and the 3D cylinder. Results are much
more mitigated on the urban flow, where modes dynam-
ics are harder to reconstruct. The prediction consists in
using a dynamical model to advance an initial condition
in time. Dynamical mode decomposition is used for that
purpose, to learn the one-step ahead linear model that op-
timally describes the dynamics of data. When used as
a long-term predictive model, errors accumulate because
the latent space is not Koopman invariant. To avoid this
accumulation of errors, data assimilation is then inves-
tigated: reconstructions are sequentially used to update
predictions at a frequency F . By blending the benefits
of the reconstruction and the prediction models, data-
assimilation enables the long-term prediction of the fluid
flow field. The procedure being purely based on machine
learning, it is a promising technique for estimating any
fluid flow field where data is available. Further investi-
gations on academic cases could include generative mod-
eling [17] to account for inlet parameters (e.g. Reynolds
number, turbulent intensity), the use of probabilistic mod-
els such as CROM [12] or the use of balanced truncation
for sensor placement [15]. An extensive study of the re-
construction problem for the first three cases was sub-
mitted to Journal of Computational Physics [8]. For the
reduction part, POD and variationnal autoencodeurs were
considered. For the reconstruction part, linear multitask
regression, SVR, neural network and gradient boosting
decision trees were used. Results suggest that encoding
velocity fields as distributions instead of single points im-
prove robustness when decoding a latent state estimate.
Another conclusion concerns the performance of each re-
construction method: using cross validation enable sim-
ilar results for all methods so that the choice of one re-
gression model towards another depends on the qual-
ity of the data, the interpretability and the cost of im-
plementation/computation. Conclusions drawn from this
study provide valuable informations for the development
of new estimation techniques based on machine learning
and their deployment on complex geometries that can be
encoutered in industrial issues.
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Résumé
Utilisation de l’apprentissage automatique en mécanique des fluides pour la
réduction, la reconstruction et la prédiction orientée données du champ de
vitesse fluctuante d’un écoulement

La mécanique des fluides est présente dans de nombreuses thématiques industrielles telles
que la santé, le transport et l’énergie. Pour modéliser, contrôler et réduire les écoulements
d’intérêt, il faut résoudre des problèmes d’optimisation non linéaires et multi-échelles.
Face aux difficultés de résolution analytique et dans l’âge du Big Data, on cherche à
utiliser la disponibilité des données numériques et expérimentales pour faire l’optimisation
à partir des données. Dans ce contexte, la thèse s’intéresse aux outils de l’apprentissage
automatique pour l’estimation orientée données d’un écoulement. En particulier, on
cherche à réduire, reconstruire et prédire le champ de vitesse d’écoulements de complexité
croissante : le sillage laminaire d’un cylindre, une couche de mélange spatiale, le sillage
turbulent d’un cylindre rectangulaire et l’écoulement autour d’une tour isolée. Pour ce
faire, on commence par reformuler les problèmes de réduction, de reconstruction et de
prédiction. Pour la réduction, on s’intéresse à l’utilisation d’auto-encodeurs pour
déterminer un espace latent de dimension réduite dans lequel on peut réécrire le film de
l’écoulement. Concernant la reconstruction, on utilise l’apprentissage supervisé pour
estimer l’état latent à un instant donné à partir de mesures du champ de vitesse
fluctuante au même instant. Pour la prédiction, on cherche une approximation finie de
l’opérateur de Koopman pour avancer linéairement dans le temps des observations
choisies de l’état latent. Les résultats mettent en évidence que l’apprentissage
automatique est une piste pertinente pour établir des modèles d’estimation d’écoulements.
Toutefois, les développements restent académiques et le déploiement de modèles sur des
configurations très turbulentes reste peu envisageable, notamment pour des questions de
robustesses (à de nouvelles configurations, au bruit, etc.)
mots clés : apprentissage automatique, réduction, reconstruction, prédiction,
auto-encodeurs, opérateur de Koopman

Abstract
Use of machine learning tools in fluid mechanics for the data-driven
reduction, reconstruction and prediction of a fluid flow fluctuating velocity
field

Fluid mechanics is an important part in industrial questions. The modelisation, reduction
and control of fluid flows require to solve a nonlinear and multiscale optimisation problem.
In the age of artificial intelligence, there is a craze to solve these optimisation problems
using the wealth of experimental and numerical data. In this context, the objective of
the manuscript is to present how machine learning tools can be used for the data-driven
estimation of fluid flow velocity fields. In particular, we aim at reducing, reconstructing
and predicting four increasing complexity flows : the laminar wake of a cylinder, a spatial
mixing layer, the turbulent wake of a square cylinder and the flow around an isolated tower.
To do so, we start by reformulating the reduction, the reconstruction and the prediction
problems. For the reduction, we use autoencoders to find a latent space and rewrite the flow
with with a low rank approximation. For the reconstruction, we use supervised learning
tools to estimate the latent state from limited measurements of the fluctuating velocity
field. For the prediction, we search for a finite approximation of the Koopman operator to
linearly advance in time observations of the latent state. The results show that machine
learning is a promising direction to establish fluid flow estimation models. However, the
deployment of models for highly turbulent flows remains questionable mainly because of
robustness issues.
keywords : machine learning, reduction, reconstruction, prediction, Koopman operator,
autoencoders
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