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par Mohamed Aziz BOUKRAA

Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons, dans une première partie, à la résolution, par
la méthode de régularisation évanescente, du problème de Cauchy associé à

l’équation biharmonique. Une attention particulière est consacrée à la mise en œuvre
numérique de l’algorithme itératif de résolution en utilisant différentes méthodes
numériques telles que la méthode des solutions fondamentales et la méthode des
éléments finis et en proposant un nouveau critère d’arrêt de l’algorithme itératif.

Après avoir traité le problème avec des conditions aux limites mathématiques, une
généralisation de l’étude au problème de Cauchy en théorie des plaques minces, que

l’on rencontre en mécanique, est proposée. En effet, la flexion des plaques minces
sous les hypothèses de Kirchhoff-Love, est régie par la même équation aux dérivées

partielles et du point de vue numérique, des éléments finis de type plaque de
Kirchhoff sont combinés avec la technique de régularisation évanescente pour

résoudre le problème. Cette approche a, en particulier, permis d’obtenir des
reconstructions précises de la solution et de sa dérivée normale sur toute la frontière

notamment lors des domaines non réguliers. Ces résultats ont, alors, inspirés
l’utilisation des éléments finis de type plaque pour résoudre des problèmes de

Cauchy associés à des équations aux dérivées partielles du second ordre. Les résultats
obtenus sont très compétitifs par rapport à ceux d’études antérieures. La robustesse

vis-à-vis des données très bruitées est également un atout de cette stratégie.

Mots-clés : Problèmes inverses, Méthodes à régularisation évanescente,
Problèmes de Cauchy, Méthodes des solutions fondamentales, Méthodes des

éléments finis, Théorie des plaques minces, Éléments finis de plaque, Identification
de conditions aux limites inaccessibles à la mesure à partir de champs.
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Abstract

In this thesis, the resolution of the Cauchy problem associated with the biharmonic
equation using the fading regularization method is investigated. A particular

attention is devoted to the numerical implementation of the iterative algorithm used
for the resolution and this by using various numerical methods such as the method of

fundamental solutions and the finite element method while proposing a new
stopping criterion of the iterative algorithm. Once the mathematical problem, with
mathematical boundary conditions, has been treated, the study thus carried out is
then generalized to the study of the Cauchy problem in thin plate theory, since in

mechanics, the bending of thin plates under Kirchhoff-Love’s assumptions, is
governed by the same differential equation. From a numerical point of view, plate

finite elements based on Kirchhoff theory known as discrete Kirchhoff finite elements
are combined with the fading regularization technique to solve the problem. This

strategy made it possible to obtain accurate reconstructions of the solution and of its
normal derivative on the whole boundary, in particular for non-smooth geometries.

The results thus obtained were an inspiration for the use of plate-type finite elements
to solve Cauchy problems associated with second order partial differential equations.
The obtained results are very competitive with those of previous studies. Robustness

against high level noisy data is also an advantage of this strategy.

Keywords : Inverse problems, Fading regularization method, Cauchy problems,
Method of fundamental solutions , Finite element method, Thin plate theory, Plate
finite elements, Identification of boundary conditions inaccessible to measurement

from fields.
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Introduction générale

Depuis leur apparition, les équations différentielles décrivent la plupart des phé-
nomènes physiques de notre univers. Elles ont été étudiées et appliquées avec un
énorme succès et trouvent aujourd’hui une grande productivité en théorie mathéma-
tique et en applications scientifiques. Mais leur puissance ne se limite pas aux phé-
nomènes naturels (physiques, biologiques, chimiques, etc), elles sont aussi fondamen-
tales pour l’étude et la construction des systèmes mécaniques (ingénierie) ainsi que
pour l’étude et la prédiction du comportement social de notre monde.

Les équations différentielles sont souvent associées aux problèmes aux limites qui
sont définis en imposant des conditions aux limites pour la solution sur (une partie
de) la frontière du domaine de définition. Le développement de modèles récents et
réalistes présente un défi mathématique de plus en plus important. Au cœur de ce
défi mathématique se trouvent des idées fondamentales.

L’une des idées fondamentales de la physique est le principe de causalité. Nous
sommes souvent intéressés par le calcul de ce qui devrait être observé pour un mo-
dèle particulier, par exemple le calcul de propagation d’ondes ou la prédiction de la
population dans le futur, en se basant sur une loi de comportement, des conditions
aux limites et/ou initiales données. Cette conceptualisation du raisonnement est une
description mathématique fondamentale des phénomènes scientifiques, appelée mo-
délisation d’un problème direct.

Une autre vision de la causalité est la relation inverse, conséquence-cause, c’est-
à-dire qu’on tente de déterminer les causes (conditions aux limites et/ou initiales, loi
de comportement, équation d’équilibre, etc) à partir des observations expérimentales
de ses effets à d’autres endroits ou à d’autres instants. Par exemple, le problème de
détermination d’un paramètre physique à partir de champs potentiels, comme des
mesures gravimétriques pour interpréter une anomalie dans un modèle géologique.
Ce genre de situation est appelé problème inverse.

Les problèmes inverses trouvent souvent application en ingénierie. On les retrouve
en contrôle non destructif pour le calcul de la fatigue des structures, où des tests di-
rects sont impossibles, en contrôle thermique pour l’estimation d’un flux de chaleur
sur une frontière inconnue à partir de mesures de température prises dans un endroit
accessible, en imagerie médicale pour la détection des tumeurs ou des lésions inacces-
sibles.

Cependant, contrairement aux problèmes directs, ces problèmes souffrent fré-
quemment d’une irrégularité provenant de la non-satisfaction de certaines proprié-
tés mathématiques fondamentales telles que l’existence (ou le domaine d’existence) et
l’unicité de la solution. De plus, la stabilité de celle-ci vis-à-vis des données perturbées
n’est pas toujours garantie. La classification de ce type de problèmes a été réalisée par
J. Hadamard dans son célèbre livre "Lectures on Cauchy Problem in Linear Partial Diffe-
rential Equations" ([40] 1923), dans lequel il caractérise qu’en l’absence d’au moins une
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de ces trois conditions (l’existence, l’unicité de la solution et la dépendance continue
des données) le problème devient un problème mal posé (au sens d’Hadamard). C’est
à ce stade qu’une signification mathématique a été attribuée aux problèmes inverses.

D’un point de vue mathématique, à titre d’exemple, la relation entre des incon-
nues x et des mesures b peut éventuellement être réduite à la résolution d’un système
d’équations linéaires donné par Ax = b. Lorsque la matrice A est proche d’être clas-
sée comme singulière, ce qui est généralement le cas avec les problèmes inverses, de
faibles perturbations telles que des erreurs de mesure sur b peuvent entraîner un écart
important sur la solution x. La solution est alors dite instable et le problème d’estima-
tion est mal conditionné. Un autre problème se pose lorsque le nombre des inconnues
dépasse le nombre de mesures, de sorte que le système est sous-déterminé et qu’il
existe une infinité de solutions.

La particularité de ces problèmes réside donc dans la violation d’au moins une
des trois conditions d’Hadamard. Cela induit un changement de raisonnement dans
la résolution par rapport au raisonnement habituel utilisé pour les problèmes directs.
C’est pourquoi des méthodes dites méthodes inverses sont introduites. La plupart
d’entre elles reposent sur une reformulation du problème en un problème approché
bien posé et/ou sur l’utilisation de techniques de régularisation et de stabilisation,
impliquant une fonctionnelle exploitant des données.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à un problème inverse en théorie des
plaques minces. En effet, ces structures interviennent dans divers domaines, que ce
soit en génie civil, en mécanique ou en aéronautique, il serait alors intéressant de trai-
ter les problèmes inverses qu’elles peuvent rencontrer. On peut imaginer l’exemple
d’un problème d’identification de formes optimales de plaques élastiques ayant un
bord inconnu ou l’identification d’efforts inaccessibles sur certaines parties du bord.
Nous nous focalisons sur le modèle de plaques minces en flexion dont le déplace-
ment vertical, selon les hypothèses de Kirchhoff-Love [50, 51], est régi par l’opérateur
biharmonique et la résolution de cette équation nécessite la connaissance de condi-
tions aux bords (bords libres, simplement appuyés ou encastrés). Ces conditions sont
exprimées en fonction du déplacement, de la rotation, de l’effort ou du moment ré-
sultants. Cependant, il existe des situations pratiques qui ne permettent pas d’accéder
aux conditions aux limites sur une partie de la frontière de la plaque. Cela conduit
alors à exprimer le problème sous la forme d’un problème inverse de type Cauchy
avec des conditions aux limites qui sont absentes sur une partie de la frontière et sur-
abondantes sur la partie restante. Un problème pour lequel l’existence et l’unicité de
la solution pourront être justifiées, mais pour lequel la stabilité de la solution n’est pas
garantie.

Dans le premier chapitre, nous proposons d’appliquer une méthode inverse, ap-
pelée méthode de régularisation évanescente, à un problème abstrait gouverné par
la même équation aux différentielles partielles que le problème des plaques minces.
Il s’agit du problème de Cauchy associé à l’équation biharmonique avec des condi-
tions aux limites mathématiques portant sur les traces de la solution u, de sa dérivée
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Γd

Γd

Ω

FIGURE 1 – Représentation d’une plaque Ω rectangulaire en flexion. Sa frontière est com-
posée de deux parties, Γd la partie accessible à la mesure et Γi la partie inaccessible.

normale u,n, de son laplacien v ainsi que de la dérivée normale du laplacien v,n :




∆2u=∆v = 0 dans Ω

u = ϕd sur Γd
u,n = ψd sur Γd
v = µd sur Γd

v,n = φd sur Γd

Ces conditions aux limites sont en quelque sorte représentatives des conditions aux
limites réelles en mécanique (le déplacement, la rotation, les moments et les efforts
tranchants). En effet, il est souvent intéressant dans le domaine scientifique de consi-
dérer un problème auxiliaire afin de construire un modèle exact et réaliste. Ce chapitre
est composé de trois parties. Une partie qui introduit la formulation continue de la
méthode de régularisation évanescente au problème de Cauchy associé à l’équation
biharmonique et deux parties numériques dans lesquelles la méthode des solutions
fondamentales et la méthode des éléments finis sont utilisées pour caractériser les so-
lutions en dimension finie. Différents types de domaines, réguliers et non réguliers,
seront aussi traités. Nous proposons également un nouveau critère d’arrêt pour l’al-
gorithme à régularisation évanescente et le comparons à ceux précédemment utilisés.

Dans le deuxième chapitre, nous abordons le problème des plaques minces avec
des conditions aux limites mécaniques. Nous proposons, après avoir établi l’équation
d’équilibre et les conditions aux limites associées, une nouvelle stratégie de résolution
utilisant la technique de régularisation évanescente combinée avec une méthode des
éléments finis utilisant des éléments de type plaques de Kirchhoff.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons à la résolution par la méthode
de régularisation évanescente du problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace
en utilisant un exemple d’élément fini de plaques de Kirchhoff. Les résultats de cette
nouvelle stratégie dans le cas d’un domaine carré sont ensuite comparés aux résul-
tats proposés au cours des deux premiers chapitres de cette thèse ainsi qu’à ceux de
travaux antérieurs.
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1.1 Introduction

L’opérateur biharmonique est un modèle mathématique bien connu dans le do-
maine de la physique et de l’ingénierie. On le retrouve, par exemple, en mécanique
des fluides pour l’étude des écoulements de type Stokes, où l’opérateur régit l’écoule-
ment bidimensionnel des fluides visqueux pour de faibles nombres de Reynolds [45],
mais aussi en mécanique des solides élastiques en théorie des plaques minces de Kir-
chhoff [51, 78, 54]. L’équation biharmonique régit alors le déplacement vertical d’une
plaque mince en flexion lorsque celle-ci est soumise à un chargement perpendiculaire.

De nombreuses applications pratiques impliquant la réponse de corps élastiques
donnent lieu à des problèmes inverses de complétion de données. En effet, l’absence
d’information sur une partie de la frontière du domaine conduit à une certaine irré-
gularité dans l’énoncé du problème. Cela a conduit de nombreux chercheurs à repré-
senter certains problèmes sous la forme de problèmes de Cauchy où les conditions
aux limites sont incomplètes. Nous considérons dans ce chapitre l’exemple du pro-
blème de Cauchy associé à l’opérateur biharmonique, pour lequel sur une partie de la
frontière les conditions aux limites sont surabondantes en prescrivant la solution, la
dérivée normale, le laplacien et la dérivée normale du laplacien, alors que sur la partie
complémentaire de la frontière aucune condition aux limites n’est disponible :





∆2u=∆v = 0, dans Ω

u = ϕd sur Γd
u,n = ψd sur Γd
v = µd sur Γd

v,n = φd sur Γd

(1.1)

La particularité du ce problème réside dans la violation des conditions d’Hadamard
pour les problèmes bien posés. Nous verrons dans ce chapitre que la condition de sta-
bilité est la condition la plus préoccupante puisque l’unicité peut être démontrée en
faisant appel au théorème de Holmgren (1901, [43]). Quant à l’existence, il est possible
de supposer des données compatibles (qui coïncident avec les traces et dérivées d’une
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solution du problème). L’instabilité de la solution peut alors survenir des petites per-
turbations des données. Par conséquent, ce problème inverse de type Cauchy ne peut
pas être résolu en utilisant les méthodes habituelles utilisées pour la résolution des
problèmes directs car il est nécessaire d’utiliser des techniques de régularisation afin
d’obtenir une solution stable par rapport aux données.

Résoudre le problème inverse biharmonique de type Cauchy de manière stable est
un objectif qui a intéressé de nombreux chercheurs dans le domaine des problèmes
inverses. Cannon et Cecchi [17] ont résolu numériquement un problème similaire où
aucune information n’est donnée sur une portion inaccessible de la frontière en utili-
sant la méthode des moindres carrés et la méthode de programmation linéaire, tandis
que A.Zeb et al. [82] et D.Lesnic et al. [58] ont résolu le problème inverse biharmonique
dans le cas d’écoulements de Stokes qui régissent le mouvement de fluides visqueux
à faible vitesse et incompressibles. Il consiste à déterminer des conditions aux limites
sous-spécifiées en terme de vitesse normale du fluide en utilisant des mesures addi-
tionnelles de pression sur une autre partie de la frontière. M.A. Atakhodzhaev [5] a uti-
lisé des mesures intérieures à l’intérieur du domaine pour déterminer des conditions
aux limites non spécifiées. L’unicité de la solution a été prouvé, mais aucun résultat
numérique n’est montré, cependant le caractère mal posé du problème persiste car la
solution n’est pas stable par rapport à de petites perturbations des données d’entrée.
D. Lesnic et al. [56] ont introduit une méthode numérique stable, pour obtenir cette
solution où ils ont utilisé la régularisation de Tikhonov combiné avec la méthode des
éléments de frontière (BEM). Marin et al. [62] ont traité ce même problème et ont ap-
pliqué la méthode des solutions fondamentales (MFS) combinée avec la méthode de
régularisation de Tikhonov pour résoudre le système mal conditionné résultant.

Initialement introduite par A. N. Tikhonov [77], la technique de régularisation de
Tikhonov vise à restituer des propriétés mathématiques aux problèmes mal posés.
Cela se fait en générant un problème approché bien posé et en ajoutant un terme de
contrôle pondéré par un paramètre de régularisation. Cette méthode a été largement
utilisée pour établir la stabilité de divers problèmes de Cauchy inverses elliptiques.
Cependant, la solution ainsi obtenue reste dépendante d’un paramètre de régulari-
sation. Parallèlement à la technique de régularisation de Tikhonov, plusieurs autres
techniques sont introduites pour résoudre les problèmes inverses liés aux PDE ellip-
tiques. La méthode basée sur la minimisation d’une fonctionnelle énergétique, propo-
sée par Andrieux et al. [2, 3], a été utilisée par exemple, pour résoudre des problèmes de
Cauchy en champ thermique stationnaire [2, 6] et en élasticité [6, 4]. Elle consiste à sé-
parer le problème de Cauchy mal posé en deux problèmes bien posés puis à minimiser
l’écart entre ces deux champs solutions. Néanmoins, elle a dû être combinée avec la
technique de Tikhonov pour surmonter l’instabilité par rapport aux données bruitées
[70]. Les techniques de contrôle optimal [59] et les méthodes de quasi-réversibilité [11,
55] sont également des exemples de méthodes utilisées pour résoudre les problèmes
inverses elliptiques de complétion de données.

Une version itérative de la régularisation de Tikhonov, connue sous le nom de mé-
thode de régularisation évanescente, a été introduite dans [26, 24] pour surmonter la
dépendance du paramètre de régularisation tout en résolvant le problème de manière
stable. Elle consiste à trouver parmi toutes les solutions de l’équation d’équilibre, celle
qui s’approche au mieux des données surabondantes sur la partie accessible de la
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frontière. Cette méthode réduit la résolution du problème de Cauchy en une suite de
problèmes d’optimisation bien posés. Chaque fonctionnelle à optimiser est composée
de deux termes : un terme de relaxation, qui représente l’écart entre l’élément optimal
et les données aux limites surabondantes et un terme de régularisation, qui agit sur
toute la frontière et contrôle la distance entre le nouvel élément optimal et celui obtenu
à l’itération précédente.

L’implémentation numérique de ces techniques de régularisation au problème in-
verse biharmonique a été principalement réalisée par les méthodes des éléments de
frontière (BEM) [82, 58], des éléments finis (FEM) [33] et la méthode des solutions fon-
damentales (MFS) [62]. L’utilisation de la BEM permet de réduire la résolution du pro-
blème dans l’ensemble du domaine à la détermination d’un vecteur inconnu constitué
uniquement des conditions aux limites. D’autre part, la MFS permet d’exprimer la so-
lution à l’aide d’une combinaison linéaire de solutions fondamentales de l’opérateur
et la résolution se ramène à la détermination des coefficients. Cependant, on constate
lors de l’utilisation de la FEM dans [33] le recours à une factorisation du problème
de Cauchy en deux problèmes de Cauchy associés respectivement à une équation de
Laplace et à une équation de Poisson et ensuite de les résoudre séparément à l’aide de
la méthode de régularisation évanescente.

Nous proposons dans ce chapitre d’appliquer la méthode de régularisation éva-
nescente à la résolution du problème inverse biharmonique et d’utiliser la méthode
des solutions fondamentales ou la méthode des éléments finis dans la caractérisation
des solutions en dimension finie. Une nouvelle alternative de résolution en un seul
système est proposée lors de la discrétisation par éléments finis et est comparée à celle
utilisée dans [33] où le problème est transformé en une cascade de deux problèmes. De
plus, nous proposons un nouveau critère d’arrêt de la méthode de régularisation éva-
nescente que nous comparons aux critères précédemment utilisés [28, 30, 14]. Nous
montrons à la suite la stabilité de la solution obtenue vis-à-vis du bruit présent sur
les données en reconstruisant les conditions aux limites sur la partie inaccessible de la
frontière.

1.2 Formulation continue de la méthode de régularisation éva-
nescente

1.2.1 Choix des espaces fonctionnels

Dans l’application de la méthode de régularisation évanescente au problème de
Cauchy associé à l’équation biharmonique, il est important de bien choisir les espaces
fonctionnels dans lesquels la solution sera recherchée pour assurer l’obtention de la
convergence de la méthode en dimension infinie. On considère l’espace des solutions
du bilaplacien :

H
2

0 (Ω) = {u ∈ H2(Ω) / ∆2u = 0}.

C’est un sous-espace fermé de

H
2(Ω) = {u ∈ H2(Ω) / ∆2u ∈ L2(Ω)}
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qui est également un espace de Hilbert pour la norme ‖.‖H 2(Ω) définie par

‖u‖2
H 2(Ω) = ‖u‖2

H2 + ‖∆2u‖2
L2 .

On définit l’espace des opérateurs traces :

X(Γ) = H3/2(Γ)× H1/2(Γ)× H−1/2(Γ)× H−3/2(Γ)

avec le produit scalaire 〈., .〉X(Γ) définie pour tout Φ = (ϕ, ψ, µ, φ) et Φ′ = (ϕ′, ψ′, µ′, φ′)
dans X(Γ) par :

〈Φ, Φ′〉X(Γ) = 〈ϕ, ϕ′〉3/2,Γ + 〈ψ, ψ′〉1/2,Γ + 〈µ, µ′〉−1/2,Γ + 〈φ, φ′〉−3/2,Γ,

tel que sa norme associée est notée par ‖.‖X(Γ). On peut ainsi définir l’espace H(Γ) des
quadruplets de traces compatibles (c’est-à-dire l’espace des traces qui correspondent
à une solution du problème) :

H(Γ) = {Φ = (ϕ, ψ, µ, φ) ∈ X(Γ) tel qu’il existe u ∈ H
2

0 (Ω)

et (u, u,n, v, v,n) = (ϕ, ψ, µ, φ) avec v = ∆u dans Ω}.

Il est ainsi immédiat que H(Γ) est un espace de Hilbert comme sous-espace fermé
de X(Γ). Notons par ‖.‖H(Γ) la norme induite par celle de l’espace X(Γ) sur l’espace
H(Γ). De plus, on note par X(Γd) et H(Γd) les restrictions des espaces X(Γ) et H(Γ)
respectivement sur la partie du bord Γd, ayant comme norme ‖.‖X(Γd) et ‖.‖H(Γd), les
normes induites par celles des espaces X(Γ) et H(Γ) sur la partie Γd respectivement.

La définition de ces espaces fonctionnels permet de formuler un problème équi-
valent au problème de Cauchy (1.1) :

{
Trouver U = (u|Γ, u,n|Γ, v|Γ, v,n |Γ) ∈ H(Γ)

U = Φd sur Γd
(1.2)

avec Φd = (ϕd, ψd, µd, φd). Même si la solution de ce problème existe, elle reste in-
stable par rapport aux petites perturbations dans les données puisque la solution n’en
dépend pas continûment. Il est donc nécessaire d’appliquer une technique de régula-
risation afin de redonner un caractère stable à la solution. Pour cela, nous appliquons
la méthode de régularisation évanescente, qui permet de transformer la résolution du
problème (1.2) en un algorithme itératif :





Trouver Uk+1 ∈ H(Γ) tel que

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V), ∀V ∈ H(Γ)

avec Jk+1
c (V) = ‖V|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖V − Uk‖2
H(Γ)

(1.3)

où à chaque itération, il existe un unique élément optimal Uk+1 caractérisé par :

〈Uk+1
|Γd

− Φd, V|Γd
〉Γd + c〈Uk+1 − Uk, V〉Γ = 0 ∀V ∈ H(Γ). (1.4)
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Ce résultat est immédiat puisque la fonctionnelle Jk+1
c est continue, convexe et coercive

admettant ainsi une solution unique caractérisée par l’équation d’optimalité (1.4).

1.2.2 Convergence de la formulation continue

Il est prouvé que la suite composée des éléments optimaux obtenus à chaque itéra-
tion de l’algorithme (1.3) converge vers la solution compatible du problème de Cauchy
(1.2). Ce résultat est inspiré des travaux [28, 26, 33, 14] et détaillé par le théorème sui-
vant :

Théorème 1.2.1. Si Φd est un quadruplet de données compatibles (i.e. un élément de H(Γd)),
associé à la solution compatible Ue du problème de Cauchy (1.1), alors la suite (Uk)k∈N définie
par l’algorithme itératif (1.3) est telle que :

Uk → Φd dans H(Γd) au sens fort (1.5)

Uk ⇀ Ue dans H(Γ) au sens faible (1.6)

La preuve de ce théorème est fortement basée sur le lemme suivant :

Lemme 1.2.2. Pour tout entier naturel n, la suite (Uk)k∈N constituée des éléments optimaux
vérifie :

‖Un+1 − Ue‖
2
H(Γ) +

n

∑
k=0

‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) +

2
c

n

∑
k=0

‖Uk+1 − Φd‖
2
H(Γd)

= ‖U0 − Ue‖
2
H(Γ)

où Ue est la solution compatible du problème de Cauchy (1.1).

La preuve du lemme est similaire à celle présentée dans [26]. Pour la convergence
au sens fort de la suite (Uk)k∈N vers Φd, il suffit de considérer le fait que la série

n

∑
k=0

‖Uk+1 −Φd‖
2
H(Γd)

est bornée d’après l’égalité donnée par le lemme 1.2.2. Elle a donc

son terme général ‖Uk − Φd‖
2
H(Γd)

qui tend vers 0, concluant ainsi au résultat :

Uk −→
k→+∞

Φd sur Γd.

Pour la convergence au sens faible de la suite (Uk)k∈N vers Ue dans H(Γ), on mon-
trera d’abord l’existence d’une sous-suite de (Uk)k∈N qui converge faiblement vers
Ue. Comme (‖Uk − Ue‖2

H(Γ))k∈N est une suite bornée d’après le dernier lemme, la

suite (Uk)k∈N est donc également bornée. Elle admet ainsi une sous-suite (Unµ)µ∈N

faiblement convergente, i.e.

∃UL ∈ H(Γ), Unµ ⇀
µ→+∞

UL.

Or, d’après le premier point du théorème, on a :

lim
µ→+∞

Unµ = Φd sur Γd.
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Ce qui implique par unicité de la limite sur Γd que :

UL|Γd
= Φd.

Enfin, le théorème de Holmgren sur l’unicité du prolongement analytique [43] donne :

UL = Ue sur Γ.

Il reste maintenant à montrer la convergence faible de toute la suite (Uk)k∈N vers Ue

sur Γ. Cela est montré par l’absurde. Nous supposons le contraire, i.e.

∃V ∈ H(Γ), ∃ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n > N tel que |〈Un − Ue, V〉Γ| > ε.

En particulier, il existe une sous-suite (Unp)p∈N telle que :

∀p ∈ N, |〈Unp − Ue, V〉Γ| ≥ ε. (1.7)

D’autre part, (Unp)p∈N est bornée puisqu’elle est extraite de la suite bornée (Uk)k∈N.
Elle admet donc une sous-suite qui converge faiblement sur Γ. Ainsi, cette limite ne
peut être que Ue d’après le premier point, ce qui mène à une contradiction avec (1.7)
et à la fin de la démonstration du théorème.

Il est à noter qu’il n’y a pas d’équivalent au résultat du prolongement analytique
(théorème de Holmgren) en dimension finie. Ce qui pourra soulever des questions sur
l’établissement de la convergence de l’algorithme dans le cas discret.

1.3 Formulation de l’algorithme itératif en dimension finie

1.3.1 Formulation d’un problème de Cauchy "discret"

L’utilisation de méthodes numériques permet de résoudre le problème (1.2)
de manière approchée dans un espace d’approximation. Notons Hh(Γ) cet es-
pace de caractérisation des solutions en dimension finie. De plus, posons H3/2

h (Γ),
H1/2

h (Γ), H−1/2
h (Γ) et H−3/2

h (Γ) respectivement les espaces d’approximation des es-
paces H3/2(Γ), H1/2(Γ), H−1/2(Γ) et H−3/2(Γ). On peut ainsi définir l’espace Hh(Γ)
par :

Hh(Γ) =
{

Φh =(ϕh, ψh, µh, φh) ∈ H3/2
h (Γ)× H1/2

h (Γ)× H−1/2
h (Γ)× H−3/2

h (Γ)

tel qu’il existe uh ∈ H
2

h0
(Ω) et (uh, uh,n, vh, vh ,n) = (ϕh, ψh, µh, φh)

avec vh = ∆uh dans Ω
}

,

où H 2
h0
(Ω) est l’espace d’approximation de l’espace H 2

0 (Ω). Notons de plus 〈., .〉Γ

le produit scalaire sur Hh(Γ) induit par celui de l’espace H(Γ) et ‖.‖Hh(Γ) sa norme
associée. Nous donnerons plus tard la forme explicite de ces espaces d’approximation
lors de l’utilisation de la méthode des solutions fondamentales ou de la méthode des
éléments finis. Nous pouvons alors définir la formulation discrète de l’algorithme (1.3)
de la manière suivante :
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Soit c > 0 et U0
h ∈ Hh(Γ),





Uk+1
h ∈ Hh(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1

h ) ≤ Jk+1
c (Vh), ∀Vh ∈ Hh(Γ)

avec Jk+1
c (Vh) = ‖Vh|Γd − Φdh

‖2
Hh(Γd)

+ c‖Vh − Uk
h‖

2
Hh(Γ) pour Vh ∈ Hh(Γ)

(1.8)

où Φdh
est une approximation de la donnée Φd en dimension finie.

Comme évoqué précédemment, il n’est pas possible d’établir la convergence en
dimension finie de manière similaire à la convergence de la formulation continue. En
effet, le théorème de Holmgren qui a été utilisé pour établir la convergence de l’algo-
rithme en dimension infinie n’a pas d’équivalent en dimension finie. Il a été instauré
dans [28, 26, 33] que cette convergence en dimension finie peut être vue comme les élé-
ments de Hh(Γ) qui s’accordent au mieux avec les données. Notons N la dimension
de Hh(Γ) et Nd le nombre de données. Deux cas possibles peuvent alors se présenter :

- Si Nd > N : une unique solution au sens des moindres carrés peut être définie.
- Si Nd ≤ N : il y a une infinité de solutions qui sont définies à un élément du

noyau de "l’opérateur trace discret" sur Γd près :

Zh(Γ) = {Uh ∈ Hh(Γ); Uh|Γd
= 0},

dont on peut définir l’orthogonal de la manière suivante :

Z⊥
h (Γ) = {Uh ∈ Hh(Γ); 〈Uh, Vh〉Γ = 0 ∀Vh ∈ Zh(Γ)}.

Le problème de Cauchy discret peut alors s’écrire sous la forme :
{

Trouver Ue
h ∈ Z⊥

h (Γ) tel que
〈Ue

h − Φd, Vh〉Γd = 0, ∀Vh ∈ Z⊥
h (Γ)

(1.9)

où Ue
h est la solution du problème de Cauchy discret.

1.3.2 Convergence de l’algorithme itératif en dimension finie

La convergence de l’algorithme discret (1.8) est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.3.1. Si U0
h = 0 alors la suite (Uk

h)k∈N constituée des solutions de (1.8) vérifie
les propriétés suivantes :

• Uk
h ∈ Z⊥

h (Γ), ∀k ≥ 0,
• la suite (Uk

h)k converge vers la solution Ue
h du problème de Cauchy discret (1.9).

La preuve du théorème est très similaire à celle présentée dans [28, 26] pour le
problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace.

Démonstration. L’équation d’optimalité (1.4) caractérisant la solution de l’algorithme
itératif à chaque itération donne dans le cas discret :

〈Uk+1
h − Φd, Vh〉Γd + c〈Uk+1

h − Uk
h, Vh〉Γ = 0, ∀Vh ∈ Hh(Γ).
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La décomposition orthogonale de l’espace Hh(Γ) = Zh(Γ)⊕ Z⊥
h (Γ) permet d’avoir

Uk
h = zk

h + yk
h, ∀zk

h ∈ Zh(Γ), ∀yk
h ∈ Z⊥

h (Γ) et ∀k ≥ 0,

Vh = zh + yh, ∀zh ∈ Zh(Γ) et ∀yh ∈ Z⊥
h (Γ).

Ce qui donne

〈zk+1
h + yk+1

h − Φd, zh + yh〉Γd + c〈zk+1
h − zk

h + yk+1
h − yk

h, zh + yh〉Γ = 0,

∀zh ∈ Zh(Γ) et ∀yh ∈ Z⊥
h (Γ).

Or,

〈zk+1
h + yk+1

h − Φd, zh + yh〉Γd = 〈yk+1
h − Φd, yh〉Γd , ∀zh ∈ Zh(Γ) et ∀yh ∈ Z⊥

h (Γ),

car par définition de Zh(Γ), zk+1
h |Γd

= zh |Γd
= 0.

D’où,

〈yk+1
h − Φd, yh〉Γd + c

(
〈zk+1

h − zk
h, yh〉Γ + 〈yk+1

h −yk
h, zh〉Γ

)
= 0,

∀zh ∈ Zh(Γ) et ∀yh ∈ Z⊥
h (Γ).

On obtient donc :

〈yk+1
h − Φd, yh〉Γd + c〈yk+1

h − yk
h, yh〉Γ = 0, ∀yh ∈ Z⊥

h (Γ)

et
c〈zk+1

h − zk
h, zh〉Γ = 0, ∀zh ∈ Zh(Γ).

Finalement, on obtient
zk+1

h = zk
h, ∀k ≥ 0

et avec l’initialisation U0
h = 0, on obtient que

zk
h = z0

h = 0, ∀k ≥ 0

et donc Uk
h ∈ Z⊥

h (Γ), ∀k ≥ 0.
Concernant le deuxième point du théorème, on utilise, comme dans le cas continu,

le fait que
lim
k→∞

‖Uk+1
h − Φd‖

2
Hh(Γd)

= 0.

De plus, si la solution du problème de Cauchy discret vérifie l’hypothèse de compati-
bilité (i.e. Ue

h = Φdh
sur Γd ), on aura :

lim
k→∞

‖Uk+1
h − Ue

h‖
2
Hh(Γd)

= 0.

Ensuite, par équivalence des normes en dimension finie, il existe αN > 0,

‖Uk+1
h − Ue

h‖
2
Hh(Γ) ≤ αN‖Uk+1

h − Ue
h‖

2
Hh(Γd)

.
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On peut aussi montrer (Cf. [26] ) qu’il existe M > 0 tel que

‖Uk
h − Ue

h‖
2
Hh(Γ) ≤ (

c
c + αN

)kM, ∀k ≥ 0,

ce qui montre la contractance de l’algorithme discret et par conséquent sa conver-
gence.

1.4 Critères d’arrêt de l’algorithme itératif

Comme cela a été montré dans la section précédente, la suite des éléments opti-
maux {Uk}k≥0 converge vers la solution exacte du problème de Cauchy lorsque les
données sont compatibles. Il nous est donc indispensable de définir un critère d’arrêt
du processus itératif puisque nous ne connaissons pas la solution exacte du problème
dans la pratique. En outre, l’arrêt de l’algorithme avant convergence peut conduire à
un manque de précision dans la reconstruction et donc peut affecter les performances
de la régularisation évanescente notamment lorsque plusieurs paramètres sont impli-
qués. Dans le cas de données bruitées, un arrêt tardif de l’algorithme restaurerait le
caractère instable du problème de Cauchy.

1.4.1 Précédents critères d’arrêt utilisés

La méthode de régularisation évanescente a utilisé, par le passé, différents termes
de contrôle pour quantifier la convergence de l’algorithme. On retrouve dans la thèse
de Delvare [28] et dans [24] un critère d’arrêt basé sur le signe du produit scalaire :

sp(Uk+1) :=
〈
Uk+1 − Φd, Uk+1 − Uk〉

Γd
(1.10)

pour lequel la condition "
〈
Uk+1 − Φd, Uk+1 − Uk

〉
Γd

≤ 0 "doit être satisfaite afin que

Uk+1 soit un élément optimal. Ce résultat provient de l’équation d’optimalité (1.4) en
remplaçant V par Uk+1 − Uk ∈ H(Γ).

De plus, il a été établi (Cf. Annexes ?? et A.2) que les deux suites suivantes sont
décroissantes :

• Terme de relaxation des données à chaque itération

Jk+1
Γd

(Uk+1) = ‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

. (1.11)

• Valeur optimale de la fonctionnelle à chaque itération

Jk+1
c (Uk+1) = ‖Uk+1

|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

+ c‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ). (1.12)

Par ailleurs, la suite composée par :
• Terme de régularisation à chaque itération

Jk+1
Γ (Uk+1) = c‖Uk+1 − Uk‖2

H(Γ) (1.13)
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est une suite bornée qui converge vers 0 (Cf. Annexe A.4) et il semble, dans les résultats
numériques obtenus dans des travaux antérieurs [31, 14], que celle-ci est une suite
décroissante.

Ainsi, trois critères d’arrêt ont été introduits et sont basés sur la violation des pro-
priétés de décroissance de chaque suite. Le critère lié au terme Jc a été utilisé dans [14]
et il a été réduit ensuite à l’utilisation de celui lié au terme JΓ car ce dernier n’implique
pas de connaissances a priori sur la qualité des données. C’est aussi cette raison pour
laquelle le critère lié à JΓd n’est pas utilisé.

1.4.2 Proposition d’un nouveau critère d’arrêt

Nous proposons ici un nouveau critère basé sur l’égalité présentée dans le lemme
(1.2.2), où pour des données compatibles Φd, on a :

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ) +

2
c

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φd‖
2
H(Γd)

= ‖Ue‖
2
H(Γ) − ‖Uk+1 − Ue‖

2
H(Γ). (1.14)

Cependant, lorsque les données sont perturbées (c’est à dire probablement non com-
patibles), cette égalité n’est plus valable. On introduit les notations suivantes pour
chacun des membres de l’égalité (1.14) :

• Sk+1
d (Uk+1) :=

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ) +

2
c

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φd‖
2
H(Γd)

,

• Sk+1
e (Uk+1) := ‖Ue‖

2
H(Γ) − ‖Uk+1 − Ue‖

2
H(Γ).

Dans le cas de données compatibles, on a

Sk+1
e (Uk+1) −→

k→+∞
‖Ue‖

2
H(Γ)

et
Sk+1

d (Uk+1) −→
k→+∞

‖Ue‖
2
H(Γ).

De plus, nous savons par expérience que la méthode de régularisation évanescente
débruite les données [24, 33, 14]. Ainsi, dans le cas de données bruitées Φ̃d, nous modi-
fions Sk+1

d et enlevons l’accumulation du bruit filtré par le processus de régularisation
et qui intervient dans la somme

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

en l’approximant à l’itération (k + 1) par le terme

(k + 1)‖Uk+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

.
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Le membre de gauche de l’égalité (1.14) devient alors

Sk+1
c (Uk+1) :=

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ) +

2
c

( k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

− (k + 1)‖Uk+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

)
.

(1.15)

La suite
(
Sk+1

c
)

k≥0 est croissante aussi bien pour des données bruitées que pour
des données compatibles (Cf. Annexe A.3).

Remarque. Dans le cas de données compatibles, le terme

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φd‖
2
H(Γd)

va générer lors des simulations numériques une accumulation d’erreurs de calcul et
d’approximation et qui seront soustraites par le terme

(k + 1)‖Uk+1 − Φd‖
2
H(Γd)

.

De plus, on peut montrer dans ce même cas que les suites
(
Sk+1

c
)

k≥0 et
(
Sk+1

e
)

k≥0 sont
convergentes et ont la même limite.

La suite Sk+1
c est croissante quelque soit la nature de la donnée Φd, nous défi-

nissons alors le nouveau critère d’arrêt en basant sur la violation de la propriété
"Sk

c(U
k+1) augmente".

Nous récapitulons dans le tableau (1.1) l’ensemble des critères utilisés pour arrêter
l’algorithme itératif de la régularisation évanescente.

Nom du critère Description

CJΓ
Violation de la propriété "JΓ diminue".

CJc Violation de la propriété "Jc diminue".
Csp Violation de la propriété "sp ≤ 0".
CSc Violation de la propriété "Sc augmente".

TABLE 1.1 – Récapitulatif des quatre critères d’arrêt utilisés.

1.5 Discrétisation par la méthode des solutions fondamen-
tales

La méthode des solutions fondamentales (MFS) est connue comme une méthode
numérique sans maillage, introduite à l’origine par Kupradze et Aleksidze [53], est sou-
vent utilisée pour résoudre à la fois des problèmes aux limites aussi bien directs qu’in-
verses. Elle est appréciée pour sa facilité de mise en œuvre et son faible coût de calcul.
En effet, elle ne nécessite pas une discrétisation élaborée du domaine ni d’intégration
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comme celles requises par les méthodes des éléments finis. La MFS génère générale-
ment un système mal conditionné à résoudre même lorsque l’on traite des problèmes
directs. Pour cela, il est nécessaire de la combiner à une technique de régularisation.
La connaissance d’une solution fondamentale de l’opérateur, le positionnement et le
nombre de points sources, dont l’approximation est très dépendante, sont les princi-
paux inconvénients d’une telle méthode.

Dans le cadre du problème inverse biharmonique, La MFS a été déjà utilisée par
L.Marin et al. [62] et D.Lesnic et al. [57] où elle a été combinée avec la méthode de
régularisation de Tikhonov.

1.5.1 Approximation de l’espace des solutions de l’équation biharmonique
par la MFS

L’idée de base de la MFS consiste à écrire l’approximation de la solution continue
u sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions fondamentales de l’équation
de Laplace F1 et de l’équation biharmonique F2 :

∥∥∥∥∥∥∥

F1(x, y) = −
1

2π
ln r(x, y)

F2(x, y) = −
1

8π
r2(x, y) ln r(x, y)

, x = (x1, x2) ∈ Ω, y = (y1, y2) ∈ R
2\Ω,

(1.16)

avec r(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2. Ainsi, pour M points sources, on note uM la

solution approchée de u par la MFS. Elle s’écrit sous la forme suivante :

uM(a, b, Y; x) =
M

∑
j=1

ajF1(x, yj) + bjF2(x, yj), x ∈ Ω (1.17)

avec a = (a1, . . . , aM), b = (b1, . . . , bM) et Y un vecteur qui contient les M points
sources yj ∈ R

2\Ω. Un exemple de positionnement des points sources en dehors du
domaine Ω est illustré par la Figure 1.1 dans le cas d’un domaine circulaire. Cette ap-

   

Ω

Γd

Γi

d

n
yj

FIGURE 1.1 – Diagramme schématique d’un domaine Ω régulier entouré de points
sources yj séparés par une distance d et n étant un vecteur unitaire normal à la frontière Γ

et orienté vers l’extérieur.
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proximation nous permet d’avoir une expression analytique des autres conditions aux
limites en exploitant la linéarité de la dérivée normale et du laplacien :

u′
M(x) ≈

∂uM

∂n
(a, b, Y, n; x) =

M

∑
j=1

ajF
′
1(x, yj; n) + bjF

′
2(x, yj; n), x ∈ Γ,(1.18)

vM(x) ≈ vM(a, b, Y; x) =
M

∑
j=1

bjG2(x, yj), x ∈ Γ, (1.19)

v′M(x) ≈
∂vM

∂n
(a, b, Y, n; x) =

M

∑
j=1

bjG
′
2(x, yj), x ∈ Γ, (1.20)

où

F
′
1(x, y; n) = −

1
2π

1
r2(x, y)

((x − y).n(x)), x ∈ Γ y ∈ R
2\Ω (1.21)

F
′
2(x, y; n) = −

1
8π

(2 ln r(x, y) + 1)((x − y).n(x)), x ∈ Γ y ∈ R
2\Ω (1.22)

G2(x, y) = −
1

2π
(ln r(x, y) + 1), x ∈ Γ y ∈ R

2\Ω (1.23)

G
′
2(x, y; n) = −

1
2π

1
r2(x, y)

((x − y).n(x)), x ∈ Γ y ∈ R
2\Ω (1.24)

Les approximations (1.17), (1.18), (1.19) et (1.20) peuvent être écrites sous la forme
d’un système algébrique avec 2M inconnues :

AX = U (1.25)

où A = A(x, Y; n) est la matrice qui contient les fonctions données par les formules
(1.16), (1.21), (1.22), (1.23) et (1.24), XT = (a1, . . . , aM, b1, . . . , bM) le vecteur des 2M
inconnues et UT = (u, u′, v, v′).

On peut voir à travers ce système algébrique qu’il n’est pas nécessaire de discréti-
ser tout le domaine afin d’avoir l’approximation de la solution sur le bord. Notons U
le vecteur qui contient les valeurs discrètes de la solution approchée Uh ∈ Hh(Γ). Si
on considère N points de collocation sur la frontière Γ, on peut écrire ce vecteur sous la
forme U = (u1, . . . , uN, u′

1, . . . , u′
N , v1, . . . , vN , v′1, . . . , v′N). Et en calculant la matrice A

en ces points de collocation, on peut exprimer ce vecteur à l’aide du système linéaire
suivant :

A X = U (1.26)

où maintenant A = A(x, Y; n) est calculée aux points de collocation x = (x1, . . . , xN).
On appelle la matrice A la matrice des solutions fondamentales qui est de taille 4N ×
2M et construite de la manière suivante :
Pour i ∈ 1, N :
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— et pour j ∈ 1, M :

Ai,j = F1(x, Y),

AN+i,j = F
′
1(x, Y; n),

A2N+i,j = 0,

A3N+i,j = 0.

— et pour j ∈ M, 2M :

Ai,j = F2(x, Y),

AN+i,j = F
′
2(x, Y; n),

A2N+i,j = G2(x, Y; n),

A3N+i,j = G
′
2(x, Y; n).

On peut alors définir l’espace HN(Γ) des solutions discrètes (par la MFS) du problème
de Cauchy par :

HN(Γ) =
{

U =(U, U′, V, V′) ∈ R
N × R

N × R
N × R

N

tel qu’il existe X ∈ R
M vérifiant A X = U et A|Γd

X = Φd

}
.

1.5.2 Algorithme itératif discret obtenu avec la MFS

L’algorithme itératif discret (1.8) obtenu par la méthode des solutions fondamen-
tales revient à déterminer une suite de vecteurs (Xk)k∈N solutions de problèmes de
minimisation, tels que pour c > 0 et X0 = 0R2M on a :





Xk+1 = min
X∈R2M

Jk+1
c (X)

Jk+1
c (X) = ‖A|Γd

X − Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖A X −A Xk‖2
H(Γ)

(1.27)

D’où, minimiser, à l’itération k, la fonctionnelle Jk+1
c par rapport à X revient à résoudre

le système linéaire suivant :

(At
|Γd
A|Γd

+ cAtA)Xk+1 = At
|Γd

Φd + cAtA Xk.

Nous précisons que la matrice A|Γd
représente la restriction de A calculée aux points

de collocation appartenant à la frontière Γd.
Nous présentons à la suite des tests numériques obtenus en combinant la méthode

de régularisation évanescente avec la méthode des solutions fondamentales (MFS)
pour le problème inverse biharmonique avec des données Φd = (ϕd, ψd, µd, φd) si-
tuées uniquement sur une partie de la frontière. Pour cela, nous utilisons deux solu-
tions analytiques :
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Exemple 1 ∥∥∥∥∥
uan(x) = x3

1 + x3
2,

van(x) = ∆uan(x) = 6(x1 + x2),
x = (x1, x2). (1.28)

Exemple 2
∥∥∥∥∥∥

uan(x) =
1
2

x1(sin x1 cosh x2 − cos x1 sinh x2),

van(x) = ∆uan(x) = cosh x2 cos x1 + sinh x2 sin x1,
x = (x1, x2) ∈ Ω. (1.29)

On considère dans un premier temps un domaine régulier représenté par le disque
unité dans R

2, Ω = {x = (x1, x2) ∈ R
2 | x2

1 + x2
2 ≤ 1} centré en (0, 0). On note Γd la

partie du bord où les données sont accessibles, prenons par exemple, Γd = {x ∈ Γ |
0 ≤ θ(x) ≤ π}, où θ(x) représente l’angle polaire de x. De la même manière, on définit
la partie complémentaire de la frontière Γi = {x ∈ Γ | π ≤ θ(x) ≤ 2π}.

Les données bruitées sont définies de la manière suivante :




ϕd(x)=uan(x) + δ max(uan(x)).ρ, x ∈ Γd,
ψd(x)=uan

,n (x) + δ max(uan
,n (x)).ρ, x ∈ Γd,

µd(x)=van(x) + δ max(van(x)).ρ, x ∈ Γd,
φd(x)=van

,n (x) + δ max(van
,n (x)).ρ, x ∈ Γd,

(1.30)

où δ est le niveau de bruit en pourcentage ajouté aux données exactes et ρ est un
nombre pseudo-aléatoire dans [−1, 1].

Les M points sources sont uniformément répartis sur un cercle en dehors du do-
maine Ω et on note d la distance qui les sépare de la frontière Γ (Cf. Figure 1.1). Les
points de collocation sur la frontière Γ sont également uniformément repartis.

1.5.3 Comparaison des critères d’arrêts du point de vue numérique

Nous présentons dans cette partie quelques tests numériques en faisant varier c, N,
NΓd et la proportion de Γd pour des données compatibles et des données bruitées. Tout
d’abord, un premier test (Figure 1.2) est réalisé mettant en évidence la convergence de
l’algorithme pour différentes valeurs de c et dans un second temps (Figures 1.3, 1.4 et
1.5) pour valider numériquement le nouveau critère d’arrêt proposé. Toutefois, il est
nécessaire de calculer les normes d’erreurs commises sur la solution à chaque itération
afin d’évaluer cette convergence :

uk
err =

‖uan − uk‖

‖uan‖
; u′k

err =
‖uan

,n − uk
,n‖

‖uan
,n ‖

; vk
err =

‖van − vk‖

‖van‖
; v′kerr =

‖van
,n − vk

,n‖

‖van
,n ‖

.

Tous les résultats numériques de cette partie sont obtenus en fixant les paramètres
de la MFS à M = 10 et d = 10. Nous considérons également N = 100 points de
collocation sur la frontière et NΓd = 50 sur la partie support des données.
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1.5.3.1 Influence du paramètre c sur les critères d’arrêt
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FIGURE 1.2 – Évolution des termes de contrôle JΓ, JΓd
et Jc et des estimations d’erreur

pour des données compatibles en fonction du nombre d’itérations k pour 4 valeurs de c,
(a) c = 10, (b) c = 1, (c) c = 10−1 et (d) c = 10−2.

On observe sur la Figure 1.2 que tous les termes de contrôle sont décroissants et
deviennent constants quasiment à partir de la même itération lorsque les normes d’er-
reur se stabilisent. Cependant, on remarque que lorsque c ≥ 1 certaines reconstruc-
tions peuvent être mieux restituées si l’on arrête l’algorithme un peu avant la stabili-
sation de ces termes de contrôle.
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FIGURE 1.3 – Évolution des quantités Se, Sc et Sd en fonction du nombre d’itérations k pour
des données compatibles (a) et bruitées (δ = 3%) (b) avec c = 10.
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FIGURE 1.4 – Évolution des termes de contrôle JΓ, JΓd
et Jc et des estimations d’erreurs en

fonction du nombre d’itérations k pour des données compatibles (a) et bruitées (δ = 3%)
(b) avec c = 10.

La Figure 1.3 met en évidence la validité de l’égalité (Se = Sd) donnée par le lemme
(1.2.2) uniquement dans le cas de données compatibles. De plus, nous pouvons voir
que notre modification donnée par Sc = Se est valable aussi bien pour les données
bruitées que pour les données compatibles. L’idée est donc de considérer cette modi-
fication de l’égalité pour proposer un nouveau critère d’arrêt valable pour tout type
de données. Comme la quantité Sc est croissante (une somme de quantités positives),
l’algorithme peut être arrêté au moment ou cette quantité devient stable. Cela peut
être comparé avec les autres critères d’arrêt, où (Figures 1.4 et 1.5) tous les termes de
contrôle deviennent constants à peu près dans une plage commune d’itérations. Nous
ferons dans la section suivante une étude plus complète où nous comparerons ces cri-
tères en évaluant les normes d’erreurs prises à l’itération d’arrêt correspondante et ce
pour différentes valeurs des paramètres de discrétisation.
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FIGURE 1.6 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 1 pour
différentes valeurs de c = 10, 10−1 et 10−3 avec des données compatibles.
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FIGURE 1.7 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 2 pour
différentes valeurs de c = 10, 10−1 et 10−3 avec des données compatibles.

On peut constater sur les Figures 1.6 et 1.7 que la méthode de régularisation éva-
nescente combinée avec la méthode des solutions fondamentales permet de recons-
truire la solution u et les composantes u,n, v et v,n sur toute la frontière pour les deux
exemples de solutions analytiques et que ces reconstructions sont indépendantes du
choix du paramètre c. Ces reconstructions sont données en appliquant le critère CJΓ

.
On constate aussi avec les Tableaux 1.2 et 1.3 que des différences entre les résultats

obtenus avec les différents critères se produisent uniquement lorsque le coefficient
c ≥ 10−1 et cela aussi bien, pour des données compatibles que des données bruitées.
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c critère k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

10

CJΓ
971 32.76 22.90 10.40 19.72

CJc 12011 0.58 0.43 4.16×10−2 8.51×10−2

Csp 12934 0.45 0.33 2.58×10−2 5.24×10−2

CSc 12934 0.45 0.33 2.58×10−2 5.24×10−2

1

CJΓ
718 2.76 2.05 3.33×10−1 6.85×10−1

CJc 1565 0.29 0.21 4.73×10−3 8.10×10−3

Csp 1565 0.29 0.21 4.73×10−3 8.10×10−3

CSc 1565 0.29 0.21 4.73×10−3 8.10×10−3

10−1

CJΓ
179 0.23 0.17 9.40×10−4 2.05×10−3

CJc 187 0.22 0.16 1.94×10−3 4.81×10−3

Csp 179 0.23 0.17 9.40×10−4 2.05×10−3

CSc 187 0.22 0.16 1.94×10−3 4.81×10−3

10−2

CJΓ
24 0.05 0.07 5.63×10−2 1.23×10−1

CJc 18 0.05 0.07 5.64×10−2 1.23×10−1

Csp 18 0.05 0.07 5.64×10−2 1.23×10−1

CSc 18 0.05 0.07 5.64×10−2 1.23×10−1

10−3

CJΓ
11 0.13 0.12 1.10×10−1 2.32×10−1

CJc 10 0.13 0.12 1.10×10−1 2.32×10−1

Csp 7 0.13 0.12 1.10×10−1 2.32×10−1

CSc 10 0.13 0.12 1.10×10−1 2.32×10−1

10−4

CJΓ
6 0.14 0.12 1.10×10−1 2.30×10−1

CJc 5 0.14 0.12 1.10×10−1 2.30×10−1

Csp 4 0.14 0.12 1.10×10−1 2.30×10−1

CSc 4 0.14 0.12 1.10×10−1 2.30×10−1

TABLE 1.2 – Évolution des estimations d’erreurs et de l’itération d’arrêt pour chaque cri-
tère d’arrêt et pour différentes valeurs de c avec des données compatibles.

Nous remarquons aussi, grâce aux Tableaux 1.2 et 1.3 que le critère CJΓ
est moins

fiable lorsque le coefficient de régularisation c ≥ 1. En effet, ce critère active trop tôt
l’arrêt de l’algorithme. En revanche, les autres critères donnent à peu près les mêmes
résultats. De plus, on peut constater que le coefficient c sert à accélérer la vitesse de
convergence de l’algorithme mais qu’il n’est pas forcement intéressant de le choisir
trop petit pour ne pas supprimer l’effet de régularisation. Nous remarquons aussi que
les reconstructions de u et u,n sont toujours moins précises que celles de v et v,n.
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c critère k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

10

CJΓ
683 45.88 30.88 14.65 26.13

CJc 11799 10.58 7.98 3.21 6.17
Csp 13010 10.56 8.04 3.24 6.22
CSc 13010 10.56 8.04 3.24 6.22

1

CJΓ
804 10.90 7.62 3.02 5.67

CJc 1756 10.57 8.09 3.24 6.23
Csp 1756 10.57 8.09 3.24 6.23
CSc 1794 10.57 8.09 3.24 6.23

10−1

CJΓ
173 10.57 8.10 3.25 6.24

CJc 210 10.56 8.11 3.25 6.26
Csp 192 10.56 8.11 3.25 6.25
CSc 210 10.56 8.11 3.25 6.26

10−2

CJΓ
21 12.99 7.73 1.93 2.32

CJc 16 13.00 7.73 1.93 2.32
Csp 15 13.00 7.74 1.93 2.32
CSc 16 13.00 7.73 1.93 2.32

10−3

CJΓ
10 13.07 7.77 1.83 2.12

CJc 8 13.07 7.77 1.83 2.12
Csp 7 13.07 7.77 1.83 2.12
CSc 8 13.07 7.77 1.83 2.12

10−4

CJΓ
6 13.07 7.77 1.82 2.12

CJc 5 13.07 7.77 1.82 2.12
Csp 5 13.07 7.77 1.82 2.12
CSc 5 13.07 7.77 1.82 2.12

TABLE 1.3 – Évolution des estimations d’erreurs et de l’itération d’arrêt pour chaque cri-
tère d’arrêt et pour différentes valeurs de c avec des données bruitées (δ = 3%).
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FIGURE 1.8 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 1 avec des
données bruitées et différents niveaux de δ = 1%, 3% et 5% et c = 10−3.
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FIGURE 1.9 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 2 avec des
données bruitées et différents niveaux de δ = 1%, 3% et 5% et c = 10−3.
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δ c k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

1%

10−3 12 3.53 2.67 1.08 2.08
10−2 46 3.53 2.67 1.08 2.08
10−1 374 3.53 2.67 1.08 2.08

3%

10−3 8 13.07 7.77 1.83 2.12
10−2 16 13.00 7.73 1.93 2.32
10−1 212 10.56 8.11 3.25 6.26

5%

10−3 10 16.42 13.41 5.37 10.35
10−2 45 16.57 12.10 5.37 10.35
10−1 364 17.47 11.41 5.37 10.35

10%

10−3 10 34.94 26.82 10.74 20.70
10−2 43 30.04 22.82 10.74 20.70
10−1 360 32.94 22.82 10.74 20.70

TABLE 1.4 – Évolution des estimations d’erreurs et de l’itération d’arrêt associée au critère
CSc pour l’Exemple 1, pour différents niveaux de bruit δ et différentes valeurs de c.

Les reconstructions (Figures 1.8 et 1.9) pour les deux exemples de solutions analy-
tiques sont obtenues avec des données bruitées. Nous remarquons également à travers
le tableau 1.4 une sorte de stabilité de la solution obtenue par la méthode de régula-
risation évanescente, où les évolutions d’erreurs sont proportionnelles (linéaires) par
rapport au niveau du bruit ajouté.

La Figure 1.10 donne la reconstruction de la solution sur la partie accessible de la
frontière Γd. Nous constatons que la méthode de régularisation évanescente a réussi à
débruiter l’ensemble des données sur cette partie même en présence d’un niveau de
bruit élevé δ = 10%.
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FIGURE 1.10 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) sur la partie Γd pour
l’Exemple 1 avec des données bruitées à δ = 10% avec c = 10−3.

1.5.3.2 Influence de la portion accessible de la frontière sur les critères d’arrêt

Un faible nombre de mesures ou une petite partie accessible de la frontière peut
exister dans la pratique et donc avoir un critère d’arrêt efficace dans ces cas semble
très utile. Nous réalisons à cet effet des tests sur les critères d’arrêt proposés en fai-
sant varier la portion accessible de la frontière pour des données compatibles et des
données bruitées. On note ζ le coefficient tel que |Γd| = ζ|Γ|.

ζ critère k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

1/5

CJΓ
762 42.01 30.18 27.96 46.50

CJc 21833 14.86 9.77 4.91 9.25
Csp 19850 16.30 10.87 5.65 10.57
CSc 23168 13.95 9.09 4.48 8.49

2/5

CJΓ
730 7.95 5.78 1.12 2.21

CJc 1644 1.09×10−1 9.23×10−2 6.67×10−2 1.32×10−1

Csp 1438 4.02×10−1 2.98×10−1 1.21×10−1 2.40×10−1

CSc 1644 1.09×10−1 9.23×10−2 6.67×10−2 1.32×10−1

3/5

CJΓ
63 5.08×10−2 4.22×10−2 2.44×10−3 6.10×10−3

CJc 60 5.19×10−2 4.27×10−2 2.41×10−3 5.99×10−3

Csp 56 5.48×10−2 4.41×10−2 2.37×10−3 5.78×10−3

CSc 60 5.19×10−2 4.27×10−2 2.41×10−3 5.99×10−3

4/5

CJΓ
18 2.37×10−2 3.51×10−2 3.61×10−4 1.17×10−3

CJc 16 2.37×10−2 3.51×10−2 3.56×10−4 1.17×10−3

Csp 16 2.37×10−2 3.51×10−2 3.56×10−4 1.17×10−3

CSc 16 2.37×10−2 3.51×10−2 3.56×10−4 1.17×10−3

1

CJΓ
9 1.58×10−2 3.17×10−2 5.10×10−5 1.03×10−4

CJc 11 1.58×10−2 3.17×10−2 4.97×10−5 1.03×10−4

Csp 8 1.58×10−2 3.17×10−2 5.15×10−5 1.02×10−4

CSc 8 1.58×10−2 3.17×10−2 5.15×10−5 1.02×10−4

TABLE 1.5 – Évolution des estimations d’erreurs et de l’itération d’arrêt pour chaque cri-
tère d’arrêt et pour différentes valeurs de ζ pour des données compatibles avec c = 10−1.
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ζ critère k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

1/5

CJΓ
743 43.58 34.54 32.17 45.33

CJc 68767 131.23 141.11 55.79 123.57
Csp 65551 123.02 133.20 53.45 118.54
CSc 72013 139.63 149.18 58.16 128.66

2/5

CJΓ
874 7.96 7.98 8.23 14.58

CJc 1783 10.99 10.40 9.07 16.21
Csp 1588 10.73 10.22 9.03 16.12
CSc 1804 11.01 10.42 9.08 16.21

3/5

CJΓ
67 4.83 2.14 0.86 0.77

CJc 58 4.83 2.14 0.86 0.77
Csp 58 4.83 2.14 0.86 0.77
CSc 58 4.83 2.14 0.86 0.77

4/5

CJΓ
18 2.47 1.05 0.36 0.49

CJc 17 2.47 1.05 0.36 0.49
Csp 17 2.47 1.05 0.36 0.49
CSc 17 2.47 1.05 0.36 0.49

1

CJΓ
11 1.15 0.80 0.30 0.49

CJc 9 1.15 0.80 0.30 0.49
Csp 7 1.15 0.80 0.30 0.49
CSc 9 1.15 0.80 0.30 0.49

TABLE 1.6 – Évolution des estimations d’erreurs et de l’itération d’arrêt pour chaque cri-
tère d’arrêt et pour différentes valeurs de ζ pour des données bruitées (δ = 3%) avec

c = 10−1.

Nous remarquons que tous les critères d’arrêt donnent quasiment les mêmes résul-
tats de reconstruction à chaque fois que l’on fait varier la taille de la portion accessible
de la frontière sauf lorsque cette portion est très petite. On observe dans ce cas et en
particulier lorsque les données sont bruitées que le critère CJΓ

serait plus efficace que
les autres mais il est toutefois le moins performant dans le cas des données compa-
tibles. De plus, le nouveau critère proposé dans cette étude CSc donne des résultats
identiques au critère CJc .

1.5.4 Influence des paramètres de la MFS sur la reconstruction de la solu-
tion

Lorsque l’on utilise la méthode des solutions fondamentales, le positionnement
des sources et leur nombre sont des paramètres cruciaux. Nous regardons donc ici
l’influence du nombre de sources M ainsi que l’influence de leur positionnement sur
la qualité des reconstructions.
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d k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

1.5 717 164.62 154.56 21.83 50.88
2 215 8.81 10.83 3.20 5.53
4 69 9.62 5.86 3.60 7.35
6 45 9.67 6.76 3.43 6.78
8 37 10.09 7.49 3.33 6.48
10 16 13.00 7.73 1.93 2.32
12 28 12.68 7.55 1.88 2.21
14 19 11.68 6.61 1.04 1.14
16 19 11.59 6.55 0.99 0.92
18 19 13.34 9.18 4.58 6.29
20 17 20.28 13.67 10.19 12.28
40 7 251.47 171.31 118.54 100.01
80 4 259.82 176.08 118.57 100.00
100 6 243.65 143.88 118.60 100.00
150 10 163.19 41.75 100.00 100.00

TABLE 1.7 – Influence de la distance d sur le nombre d’itérations k, pour atteindre la conver-
gence et sur les estimations d’erreur uerr, u′

err, verr et v′err pour des données bruitées :Exemple
1 avec δ = 3% telles que |Γd| =

1
2 |Γ|, N = 100, M = 10 et c = 10−2.

M k uerr(%) u′
err(%) verr(%) v′err(%)

2 5 97.53 94.78 100.00 99.98
4 8 294.97 166.06 118.33 98.43
8 20 14.82 8.96 2.00 2.49

16 60 8.97 5.54 1.85 2.15
32 80 8.72 5.46 1.87 2.19
64 78 8.79 5.49 1.88 2.21

128 70 8.74 5.46 1.89 2.23
256 30 13.09 7.91 1.87 2.19

TABLE 1.8 – Influence du nombre des points sources M sur le nombre d’itérations k,
pour atteindre la convergence et sur les estimations d’erreur uerr, u′

err, verr et v′err pour des
données bruitées : Exemple 1 avec δ = 3%, telles que |Γd| =

1
2 |Γ|, N = 100, d = 10 et

c = 10−2.

On peut observer à partir des tableaux 1.7 et 1.8 que le choix des paramètres M et
d de la MFS est crucial et affecte la précision de la solution. En effet, la distance d doit
être suffisamment grande mais pas trop, pour obtenir une solution précise. Il en va de
même pour le nombre de points sources M, ils doivent être en nombre suffisant pour
obtenir une bonne approximation. Notons également que les erreurs numériques sont
plus grandes lors de la reconstruction de u et u′ que dans v et v′.
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1.5.5 Reconstruction dans le cas d’un domaine carré

Nous considérons l’exemple du domaine carré [0, 1] × [0, 1] où les points sources
sont situés sur un cercle de centre ( 1

2 , 1
2) et de rayon 5. Nous considérons que les don-

nées sont disponibles sur deux cotés du carré et nous examinons les deux situations
possibles lorsqu’elles sont sur deux côtés adjacents ou sur deux côtés opposés.
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FIGURE 1.11 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 2 avec
c = 10−1 et des données bruitées δ = 3% situées sur deux côtés adjacents.

Les reconstructions dans le cas des données bruitées sont données sur les Figures
1.11 et 1.12 où les données sont situées sur deux côtés adjacents ou sur deux côtés op-
posés respectivement. Les reconstructions sont clairement meilleures dans le second
cas car l’ensemble des coins du domaine appartient à la partie connue Γd de la fron-
tière, générant ainsi une facilité de reconstruction de la dérivée normale puisqu’elle est
discontinue à ces endroits. Cependant, la reconstruction dans le cas de côtés adjacents
n’est pas si mauvaise puisque la reconstruction a conservé l’allure de la courbe de la
solution exacte avec un petit décalage mais en faisant bien apparaître la discontinuité
des dérivées normales u,n et v,n au niveau du coin appartenant à Γi.
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FIGURE 1.12 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c) et v,n (d) pour l’Exemple 2 avec
c = 10−1 et des données bruitées δ = 3% situées sur deux côtés opposés.

1.5.6 Conclusion sur la discrétisation par la méthode des solutions fonda-
mentales

Nous avons réalisé dans cette section l’implémentation numérique de l’algorithme
de régularisation évanescente en utilisant la méthode des solutions fondamentales.
Nous avons également réalisé une étude comparative numérique permettant la vali-
dation du nouveau critère d’arrêt introduit dans ce chapitre. On peut en conclure que
presque tous les critères proposés pour arrêter l’algorithme à régularisation évanes-
cente donnent quasiment les mêmes résultats, sauf pour des situations particulières
comme un coefficient de régularisation c ≥ 10−1 ou un petit nombre de données.
Nous avons aussi étudié l’influence des paramètres de la MFS sur la reconstruction des
conditions aux limites. Les résultats de reconstruction obtenus sont examinés dans le
cas de domaines à frontières lisses où il a été montré que la solution obtenue est stable
vis-à-vis du bruit ajouté aux données. Les reconstructions obtenues dans le cas de do-
maine non régulier de type carré sont relativement bonnes malgré la présence de coins
dans la partie inconnue de la frontière et elles ont montré, aussi, une robustesse de la
méthode dans le cas de données situées sur deux côtés opposés.
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1.6 Discrétisation par la méthode des éléments finis

L’implémentation numérique par la méthode des éléments finis des problèmes du
4ème ordre peut générer une certaine difficulté car elle nécessite souvent l’utilisation
de fonctions d’interpolations de degrés importants et des éléments finis plus élabo-
rées. Dans le cas du problème de Cauchy associé à l’équation biharmonique, Eyimi
[33] a procédé à une factorisation du problème de Cauchy associé à l’équation bi-
harmonique en deux problèmes de Cauchy respectivement associés à l’équation de
Laplace et à l’équation de Poisson :





−∆v = 0 dans Ω

v = µd, sur Γd

v,n = φd sur Γd

(1.31a)





−∆u = v dans Ω

u = ϕd sur Γd

u,n = ψd sur Γd

(1.31b)

Il a ensuite appliqué la régularisation évanescente à chaque problème successivement.
Ce procédé permet certes d’approximer et de reconstruire la solution biharmonique,
mais peut engendrer des incertitudes que ce soit dans le choix du critère d’arrêt ou
dans le choix du paramètre de régularisation, ainsi que sur le temps de calcul vu qu’il
y aura deux algorithmes à résoudre, mais aussi par le fait que la solution du pre-
mier problème (1.31a) est ensuite injectée en tant que donnée dans le second problème
(1.31b). Nous proposons dans cette section une alternative de résolution du problème
biharmonique par éléments finis sans passer par la factorisation tout en préservant le
même type d’interpolation Lagrangienne C0. Cependant, nous utilisons des éléments
finis quadratiques Q2 contrairement aux travaux déjà réalisés par Eyimi. Nous effec-
tuons ensuite une comparaison numérique des deux méthodes après avoir respective-
ment présenté leurs formulations continues et discrètes.

1.6.1 Méthode de régularisation évanescente pour le problème de Cauchy
factorisé

Nous présentons ici la formulation continue de la méthode de régularisation éva-
nescente appliquée au problème de Cauchy factorisé (1.31). Nous commençons par
définir les espaces fonctionnels associés à chaque sous-problème :

Hv(Γ) = {V = (µ, φ) ∈ H−1/2(Γ)× H−3/2(Γ)

| ∃w ∈ H
1

0 (Ω), w|Γ = µ, w,n = φ},

et pour tout v ∈ Hv(Γ),

Hu(Γ, v) = {U = (ϕ, ψ) ∈ H3/2(Γ)× H1/2(Γ)

| ∃w ∈ H
2(Ω)(Ω, v), w|Γ = ϕ, w′ = ψ},

tels que
H

1
0 (Ω) = {v ∈ L2(Ω) | − ∆v = 0 on Ω},

H
2(Ω)(Ω, v) = {u ∈ H2(Ω) | − ∆u = v on Ω}.
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Nous pouvons ensuite définir une formulation équivalente des deux sous-problèmes.
Pour le problème (1.31a) :

{
Trouver V = (v, v,n) ∈ Hv(Γ) tel que

V = Φd sur Γd
(1.32a)

où Φd = (µd, φd) et pour le problème (1.31b) :
{

Trouver U = (u, u,n) ∈ Hu(Γ, v) tel que

U = Ψd on Γd
(1.32b)

où Ψd = (ϕd, ψd).
Finalement, l’application de la régularisation évanescente permet de définir les

deux algorithmes suivants :
Soient c1 > 0 et V0 ∈ Hv(Γ),

{
Jk+1
c1

(Vk+1) ≤ Jk+1
c1

(W), ∀W ∈ Hv(Γ), ∀k ≥ 0,

où Jk+1
c1

(W) = ‖W|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

+ c1‖W − Vk‖2
H(Γ)

pour le problème (1.31a), on définit ensuite Vopt ≡ (vopt, v,nopt) = lim
k→+∞

Vk+1.

Ensuite, Soient c2 > 0 et U0 ∈ Hu(Γ, vopt) et




Trouver Uk+1 ∈ Hu(Γ, vopt) tel que

Jk+1
c2

(Uk+1) ≤ Jk+1
c2

(W), ∀W ∈ Hu(Γ, vopt),

où Jk+1
c2

(W) = ‖W|Γd
− Ψd‖

2
H(Γd)

+ c2‖W − Uk‖2
H(Γ)

pour le problème (1.31b).

1.6.2 Caractérisation des espaces d’approximation

Nous définissons ici les espaces d’approximation des espaces continus définis pré-
cédemment. Nous considérons tout d’abord une discrétisation par éléments QUA8
(rectangulaires à 8 nœuds) [73] notée Ωh du domaine Ω telle que :

Ω =
⋃

Υ∈Ωh

Υ,

où h est le paramètre de discrétisation représentant le pas du maillage (ou le plus
grand pas si le maillage n’est pas uniforme). Notons Vh(Ω), Vh(Γ) et Wh(Γ) les es-
pace d’approximation des espaces H1(Ω), H1/2(Γ) et H−1/2(Γ) respectivement, défi-
nis comme suit :

Vh(Ω) = {wh ∈ C0(Ω), wh
|Υ ∈ Pk(Υ), ∀Υ ∈ Ωh},

Vh(Γ) = Vh(Ω)|Γ,

Wh(Γ) = Vh(Γ).
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La dernière égalité ci-dessus est un choix numérique. Nous avons souvent l’habi-
tude de choisir un espace plus restrictif pour approximer la dérivée normale (d’ordre
inférieur que celui la solution) mais nous proposons ici de rechercher les dérivées
normales dans les mêmes espaces pour donner moins de contraintes sur l’approxi-
mation de ces quantités. En effet, nous verrons plus tard qu’il s’agira de variables
indépendantes grâce à l’algorithme de régularisation évanescente et nous ne pren-
drons que celles qui satisfont l’équation d’équilibre du problème. Pour (vh, vh

,n) et
(uh, uh

,n) ∈ Vh(Γ) × Wh(Γ), l’approximation de la formulation variationnelle pour
chaque problème (1.31a) et (1.31b) s’écrit respectivement :

∥∥∥∥∥∥∥

∫

Ω
∇vh∇whdΩ −

∫

Γ
vh

,nwhdσ = 0, ∀wh ∈ Vh(Ω).
∫

Ω
∇uh∇whdΩ −

∫

Γ
uh

,nwhdσ =
∫

Ω
vhwhdΩ, ∀wh ∈ Vh(Ω).

(1.34)

On peut maintenant définir les espaces approchés suivants correspondant aux solu-
tions de l’équation d’équilibre des deux sous-problèmes (1.35a) et (1.35b) et celui qui
correspond au problème biharmonique (1.35c) :

Hh
v(Γ) =

{
(ϑh, ξh) ∈ Vh(Γ)×Wh(Γ) | ∃wh ∈ Vh(Ω), wh

|Γ = ϑh,
∫

Ω
∇wh∇νdΩ −

∫

Γ
ξhνdσ = 0 dΩ, ∀ν ∈ Vh(Ω)

}
,

(1.35a)
Hh

u(Γ, v) =
{
(ϕh, ψh) ∈Vh(Γ)×Wh(Γ) | ∃wh ∈ Vh(Ω), wh

|Γ = ϕh,
∫

Ω
∇wh∇νdΩ −

∫

Γ
ψhνdσ =

∫

Ω
ψhvh dΩ, ∀ν ∈ Vh(Ω)

}
,

(1.35b)

Hh(Γ) =
{

Φh = (ϕh, ψh, µh, φh) ∈ Vh(Γ)× Wh(Γ)× Vh(Γ)×Wh(Γ)

| ∃(uh, vh) ∈ Vh(Ω)× Vh(Ω), uh
|Γ = ϕh, vh

|Γ = µh,
∫

Ω
∇uh∇whdΩ −

∫

Γ
ψhwhdσ =

∫

Ω
vhwh dΩ, ∀wh ∈ Vh(Ω),

∫

Ω
∇vh∇whdΩ −

∫

Γ
φhwhdσ = 0 dΩ, ∀wh ∈ Vh(Ω)

}
.

(1.35c)
Soient V et U les deux vecteurs représentant les NΓ valeurs nodales de vh et uh

sur la frontière. De plus, nous notons V ′ et U′ les deux vecteurs composés par les N′

valeurs discrètes de vh
,n et uh

,n sur la frontière. En effet, la dérivée normale n’étant pas
définie aux nœuds des coins dans le cas de domaines non réguliers, nous choisissons
de représenter la valeur de la dérivée normale uniquement sur les arêtes. C’est la rai-
son pour laquelle la taille des vecteurs représentant les dérivées normales pourrait être
différente de celle des fonctions. Notons NΩ le nombre total des nœuds à l’intérieur
du domaine Ω et {Ni}i∈1,NΩ+NΓ

l’ensemble des fonctions d’interpolation définissant
une base de l’espace Vh(Ω), i.e.

Vh(Ω) = vect{N1, . . . ,NNΩ
,NNΩ+1, . . . ,NNΩ+NΓ

}.
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Le choix de l’espace dans lequel nous souhaitons caractériser les solutions en di-
mension finie est l’aspect crucial de la méthode des éléments finis. Comme nous avons
déjà défini cet espace par les fonctions C0 par morceaux, l’interpolation de Lagrange
est le moyen le plus naturel pour définir de telles fonctions tout en satisfaisant la
condition de conformité des éléments. Nous verrons dans les deux chapitres suivants
d’autres exemples de fonctions d’interpolation plus compliquées. L’interpolation nous
permet d’écrire les équations d’équilibre sous la forme matricielle suivante où nous
avons séparé les lignes correspondant aux nœuds frontière de celles correspondant
aux nœuds internes au domaine dans les vecteurs solutions :

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

[
Kii Kie
Kei Kee

] [
V i
V

]
=

[
0

−BV′

]
,

[
Kii Kie
Kei Kee

] [
Ui
U

]
−

[
Mii Mie
Mei Mee

] [
V i
V

]
=

[
0

−BU′

]
.

(1.36)

où K et M sont les matrices de rigidité et de masse respectivement dans lesquelles les
indices i et e représentent les nœuds frontière et les nœuds internes respectivement.

Nous réalisons à la suite une condensation dynamique de Guyan permettant de
réduire la taille du système obtenu par la discrétisation par éléments finis en reformu-
lant les matrices de rigidité et de masse et en ne l’exprimant que sur les nœuds de la
frontière. Cela donne les équations d’équilibre suivantes :

∥∥∥∥∥
HV = −BV ′,

HU − DV = −BU′,
(1.37)

où
H = −KeiK

−1
ii Kie + Kee,

D = Mee − MeiK
−1
ii Kie − KeiK

−1
ii (Mie − MiiK

−1
ii Kie),

(1.38)

qui sont maintenant de taille NΓ × N′. Nous pouvons alors définir les espaces des
solutions discrètes pour l’ équation de Laplace

H
h
v(Γ) = {V = (V, V ′) ∈R

NΓ × R
N ′

| Ξ(V, V ′) ≡ HV + BV′ = 0
R

NΓ}

et pour l’équation de Poisson, pour chaque V = (V, V′) ∈ H
h
v(Γ)

H
h
u(Γ, V) = {U = (U, U′) ∈R

NΓ × R
N ′

| Λ(U, U′, V) ≡ HU + BU′ − DV = 0
R

NΓ }

ainsi que pour l’équation biharmonique

H
h(Γ) = {U = (U, U′, V, V ′) ∈R

NΓ × R
N ′

× R
NΓ × R

N ′

| Ξ(V, V ′) ≡ HV + BV ′ = 0
R

NΓ ,

Λ(U, U′, V) ≡ HU + BU′ − DV = 0
R

NΓ }.
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1.6.3 L’algorithme de régularisation évanescente discret pour le problème
factorisé

Nous détaillons ici les algorithmes de régularisation évanescente pour le problème
factorisé dans leurs formes discrètes obtenues par la méthode des éléments finis. Nous
proposons de résoudre les deux algorithmes de manière successive dans le sens que
le second algorithme est lancé après que le premier ait atteint la convergence. Cela
permet de résoudre le second problème avec un second membre qui correspond à la
solution du premier problème.

Soient c1 > 0, c2 > 0 et V0 = (0
R

NΓ , 0
RN′ ), U0 = (0

R
NΓ , 0

RN′ ), l’algorithme évanes-
cent associé au problème de Cauchy pour l’équation de Laplace s’écrit

{
Trouver Vk+1 = (Vk+1, V ′k+1

) ∈ R
NΓ × R

N ′
tel que

Jk+1
c1

(Vk+1, V ′k+1
) ≤ Jk+1

c1
(W, P), ∀(W, P) ∈ H

h
v(Γ),

(1.39a)

Notons Vopt = (Vopt, V ′
opt) la solution optimale obtenue à la convergence. Elle est

introduite dans le second problème associé à l’équation de Poisson suivant




Trouver Uk+1 = (Uk+1, U′k+1
) ∈ R

NΓ × R
N ′

tel que

Jk+1
c2

(Uk+1, U′k+1
) ≤ Jk+1

c2
(W, P), ∀(W, P) ∈ H

h
u(Γ, Vopt),

(1.39b)

Ces algorithmes sont des problèmes d’optimisation sous contraintes égalités. Nous
utilisons à cet effet la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour résoudre ces pro-
blèmes d’optimisation de manière discrète. Soient λk+1 et ζk+1 les deux NΓ multiplica-
teurs de Lagrange associés à chaque problème, nous obtenons respectivement :





Trouver (Vk+1, V ′k+1, λk+1) ∈ R
NΓ × R

NΓ × R
N ′

tel que

∇Jk+1
c1

(Vk+1, V ′k+1
) + (λk+1)t∇Ξ(Vk+1, V ′k+1

) = 0,

Ξ(Vk+1, V ′k+1
) = 0

R
NΓ ,

(1.40a)

puis 



Trouver (Uk+1, U′k+1, ζk+1) ∈ R
NΓ × R

NΓ × R
N ′

tel que

∇Jk+1
c2

(Uk+1, U′k+1
) + (ζk+1)t∇Λ(Uk+1, U′k+1, Vopt) = 0,

Λ(Uk+1, U′k+1, Vopt) = 0
R

NΓ .

(1.40b)

Cela revient à résoudre à chaque itération les systèmes linéaires associés à chaque
algorithme :




MΓd + c1MΓ 0
R

NΓ×N′ HT

0
R

N′×NΓ
MΓd + c1MΓ BT

H B 0
R

NΓ×NΓ







Vk+1

V ′k+1

λk+1


 =




MΓd µd + c1MΓVk

MΓd φd + c1MΓV ′k

0
R

NΓ


 (1.41)
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et




MΓd + c2MΓ 0
R

NΓ×N′ HT

0
R

N′×NΓ
MΓd + c2MΓ BT

H B 0
R

NΓ×NΓ







Uk+1

U′k+1

ζk+1


 =




MΓd ϕd + c2MΓUk

MΓd ψd + c2MΓU′k

−DVopt


 , (1.42)

avec MΓ, MΓd ∈ MNΓ,NΓ
(R) tel que pour i = 1, NΓ on a :

(MΓ)ij =
NΓ

∑
j=1

∫

Γ
Nj+NΩ

Ni+NΩ
, (MΓd)ij =

Nd

∑
j=1

∫

Γd

Nj+NΩ
Ni+NΩ

.

1.6.4 L’algorithme de régularisation évanescente discret pour le problème
biharmonique

On peut imaginer une stratégie différente pour modéliser le processus itératif dis-
cret de la méthode de régularisation évanescente pour le problème biharmonique en
un seul algorithme et en utilisant la même méthode de discrétisation par éléments
finis. Il s’agit alors de considérer les deux sous-problèmes du problème factorisé si-
multanément dans lesquels les contraintes égalités sont prises en compte en même
temps.

Soit c > 0 et U0 = (0
R

NΓ , 0
RN′ , 0

R
NΓ , 0

RN′ )

{
Trouver Uk+1 = (Uk+1, U′k+1, Vk+1, V ′k+1

) ∈ R
NΓ × R

N ′
× R

NΓ × R
N ′

tel que

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (W, P, S, T), ∀(W, P, S, T) ∈ H
h(Γ),

(1.43)
La résolution de cet algorithme est similaire à celle du problème factorisé. Il suffit

de formuler les contraintes d’égalités à l’aide de l’opérateur

E : R
NΓ × R

N ′
× R

NΓ × R
N ′

→ R
2NΓ

(W, P, S, T) 7→
[

H −D
0

R
NΓ×NΓ H

] [
W
S

]
+

[
B 0

R
NΓ×N′

0
R

NΓ×N′ B

] [
P
T

]

(1.44)
ce qui donne

E(W, P, S, T) = 0, ∀(W, P, S, T) ∈ H
h(Γ).

Ainsi, en introduisant les multiplicateurs de Lagrange ηk+1 ≡ (λk+1, εk+1)t, l’algo-
rithme de la méthode de régularisation évanescente pour le problème biharmonique
s’écrit :




Trouver (Uk+1, U′k+1, Vk+1, V ′k+1, λk+1) ∈ R
NΓ × R

N ′
× R

NΓ × R
N ′

× R
NΓ tel que

∇Jk+1
c (Uk+1, U′k+1, Vk+1, V ′k+1

) + (ηk+1)t∇E(Uk+1, U′k+1, Vk+1, V ′k+1
) = 0,

E(Uk+1, U′k+1, Vk+1, V ′k+1
) = 0

R
NΓ .

(1.45)
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Ce qui conduit à la résolution du système linéaire suivant :

[
∇Jk+1

c ∇ET

∇E 0
R

NΓ×NΓ

] [
Uk+1

ηk+1

]
=

[
Fk

0
R

NΓ

]
,

avec

∇Jk+1
c =




MΓd + cMΓ 0
R

NΓ×N′ 0
R

NΓ×NΓ 0
R

NΓ×N′

0
R

N′×NΓ
MΓd + cMΓ 0

R
N′×NΓ

0
RN′×N′

0
R

NΓ×NΓ 0
R

NΓ×N′ MΓd + cMΓ 0
R

NΓ×N′

0
R

N′×NΓ
0

RN′×N′ 0
R

N′×NΓ
MΓd + cMΓ


 ,

∇E =

[
H B −D 0

R
N′×NΓ

0
R

NΓ×N′ 0
R

NΓ×N′

0
R

NΓ×NΓ 0
R

NΓ×N′ H B 0
R

NΓ×N′ 0
R

NΓ×N′

]

et

Fk =




MΓd ϕd + c MΓUk

MΓd ψd + c MΓU′k

MΓd µd + c MΓVk

MΓd φd + c MΓV′k




.

1.6.5 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques obtenus avec les deux
algorithmes de régularisation évanescente correspondants au problème factorisé et
au problème biharmonique implémentés par la méthode des éléments finis dans les-
quels les données sont accessibles uniquement sur la portion Γd de la frontière. Nous
étudions différents exemples de domaines réguliers (couronne et disque) et non régu-
liers (carré). Nous étudions de plus l’efficacité de chacune des formulations proposées.
Nous considérons dans ce cas la solution analytique suivante :

∥∥∥∥∥∥
uan(x, y) =

1
2

x(sin x cosh y − cos x sinh y),

van(x, y) = cosh y cos x + sinh y sin x,
(x, y) ∈ Ω. (1.46)

1.6.5.1 Domaine de type couronne

Soit Ω un domaine régulier de type couronne (Figure 1.13) avec un rayon extérieur
R = 1 et rayon intérieur r = 1

2 , i.e. Ω = {(x, y) ∈ R
2 | 1

2 ≤
√

x2 + y2 ≤ 1} tel que
la frontière extérieure Γd = {(x, y) ∈ Γ,

√
x2 + y2 = 1} est la partie accessible de la

frontière, tandis que le frontière intérieure Γi = {(x, y) ∈ Γ,
√

x2 + y2 = 1
2} est la

partie inaccessible.
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FIGURE 1.13 – Maillage quadrangulaire (QUA8) d’un domaine de type couronne avec un
pas de discrétisation h = 1/20 tel que les mesures ne sont accessibles que sur la frontière

extérieure △ tandis que la frontière intérieure * est inaccessible aux mesures.

1.6.5.1.1 Résultats numériques pour le problème factorisé
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FIGURE 1.14 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme factorisé
sur le bord intérieur Γi de la couronne avec des données compatibles et c = 10−6.
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L’algorithme de régularisation évanescente associé au problème factorisé avec des
données compatibles a été mis en œuvre ici en utilisant la méthode des éléments finis.
Il permet de reconstruire parfaitement la solution sur le bord intérieur (Figure 1.14)
et sur le bord extérieur (Figure 1.15). Cette reconstruction est réalisée en choisissant
c = 10−6.
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FIGURE 1.15 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme factorisé
sur le bord extérieur Γd de la couronne avec des données compatibles et à c = 10−6.

La Figure 1.16 donne l’évolution des termes de contrôle au cours des itérations
ainsi que celle des erreurs relatives dans le cas de données compatibles. Notez que
toutes les estimations d’erreur deviennent constantes en même temps que les termes
de contrôle. Cela montre la validité des critères d’arrêt dans la discrétisation par élé-
ments finis. Cependant, il a été trouvé numériquement que le terme JΓd est toujours
décroissant mais avec une petite variation entre chaque itération. Ainsi, l’application
du critère d’arrêt associé CJΓd

dans le cas de données compatibles demeure inefficace,
mais nous pouvons modifier ce dernier de sorte que cette variation entre deux itéra-
tions successives doit être supérieure à une certaine valeur fixée ε.
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FIGURE 1.16 – Évolutions des termes de contrôle et des estimations d’erreur au cours
des itérations de l’algorithme factorisé pour chaque sous-problème (a) associé à v et (b)

associé à u avec des données compatibles et pour c = 10−5.

Sous-problème (1.31a) Sous-problème (1.31b)
c kv

opt verr v′err ku
opt uerr u′

err

10−4 468 4.00×10−5 2.50×10−4 878 1.05×10−4 2.48×10−4

10−5 46 4.00×10−5 2.50×10−4 68 1.05×10−4 2.46×10−4

10−6 14 4.00×10−5 2.51×10−4 115 1.07×10−4 2.98×10−4

10−7 7 4.00×10−5 2.55×10−4 14 1.07×10−4 3.02×10−4

10−8 4 4.08×10−5 2.34×10−3 3 1.11×10−4 3.07×10−3

TABLE 1.9 – Évolutions des estimations d’erreur et des itérations d’arrêt kopt du critère
d’arrêt lié au terme JΓ pour différentes valeurs de c avec données compatibles et pour

chaque sous-problème du problème factorisé.

Le Tableau 1.9 montre que la solution du problème factorisé avec des données com-
patibles obtenue par l’algorithme de régularisation évanescente est indépendante du
choix du paramètre de régularisation. En fait, il agit comme un accélérateur du pro-
cessus itératif. Cependant il ne doit pas être trop petit pour maintenir l’effet de régu-
larisation.

Ensuite, nous étudions l’influence du bruit sur la reconstruction de la solution. Par
conséquent, nous considérons que les données (ϕd, ψd, µd, φd) sont perturbées comme
suit 




ϕd(x)=uan(x) + δ max(uan(x)).ρ, x ∈ Γd,
ψd(x)=uan

,n (x) + δ max(uan
,n (x)).ρ, x ∈ Γd,

µd(x)=van(x) + δ max(van(x)).ρ, x ∈ Γd,
φd(x)=van

,n (x) + δ max(van
,n (x)).ρ, x ∈ Γd,

(1.47)

où δ est le niveau de bruit en pourcentage ajouté aux données exactes et ρ est un
nombre pseudo-aléatoire de la distribution uniforme standard dans [−1, 1].
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La Figure 1.17 montre la reconstruction de la solution sur la frontière extérieure
pour trois valeurs différentes de niveau de bruit δ = 1%, 3% et 5%. On voit que la
méthode a réussi à reconstruire la solution dans le cas de données bruitées. Notez
aussi que la reconstruction de v et v,n est légèrement meilleure que celle de u et u,n. De
plus, comme on peut le voir sur la Figure 1.18, le bruit sur les données présentes sur la
frontière extérieure a été supprimé dans la reconstruction de v et u. Cela signifie que
la méthode agit comme un filtre sur les données bruitées. Cependant, ce n’est pas le
cas pour v,n et u,n.
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FIGURE 1.17 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme factorisé
sur le bord intérieur Γi de la couronne avec des données bruitées à différents niveaux de

bruit δ = 1%, 3% et 5% et c = 10−6.
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Sous-problème (1.31a) Sous-problème (1.31b)
c kv

opt verr v′err ku
opt uerr u′

err

10 3513 2.39×10−3 3.41×10−2 102 7.69×10−2 1.25×10−1

1 356 2.40×10−3 3.41×10−2 12 7.36×10−2 1.20×10−1

10−1 40 2.47×10−3 3.45×10−2 3 5.25×10−2 8.88×10−2

10−2 8 2.86×10−3 3.75×10−2 2 1.81×10−2 4.24×10−2

10−3 4 4.11×10−3 5.41×10−2 2 1.91×10−2 6.12×10−2

10−4 3 6.52×10−3 1.00×10−1 2 2.75×10−2 1.10×10−1

TABLE 1.10 – Évolution des estimations d’erreurs et des itérations d’arrêt kopt pour le
critère d’arrêt lié au terme JΓd

pour différentes valeurs de c avec des données bruitées à
δ = 3% et pour chaque sous-problème du problème factorisé.
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FIGURE 1.18 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme factorisé
sur le bord extérieur Γd de la couronne avec des données bruitées à δ = 10% et c = 1.
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FIGURE 1.19 – Évolutions des termes de contrôle et des estimations d’erreur au cours
des itérations de l’algorithme factorisé pour chaque sous-problème (a) associé à v et (b)

associé à u avec des données bruitées à δ = 1% et c = 10−2.

Le Tableau 1.10 montre que la reconstruction de la solution lorsque les données
sont perturbées est plus efficace lorsqu’on choisit un paramètre de régularisation pas
trop petit. De plus, comme on peut le voir sur la Figure 1.19, le critère d’arrêt lié à JΓd

est plus efficace que celui lié à JΓ, où dans ce cas le dernier terme continue de diminuer
même si le processus de régularisation est terminé.

Les résultats théoriques de l’approximation d’erreur utilisant la méthode des élé-
ments finis QUA8 (ayant des fonctions d’interpolation de degré 2 sur les frontières)
sont donnés par [22] :

‖uan − uh‖L2(Γ) ≤ c h
5
2 ‖uan‖H5/2(Γ), c ≡ c(uan) ∈ R,

‖uan
,n − u′

h‖L2(Γ) ≤ c h
3
2 ‖uan

,n ‖H3/2(Γ), c ≡ c(uan
,n ) ∈ R,

‖uΩ
an − uΩ

h ‖L2(Ω) ≤ c h3‖uΩ
an‖H3(Ω), c ≡ c(uΩ

an) ∈ R,

‖uΩ
an − uΩ

h ‖H1(Ω) ≤ c h2‖uΩ
an‖H3(Ω), c ≡ c(uΩ

an) ∈ R.

(1.48)

Il serait convenable alors de vérifier numériquement les estimations d’erreur de notre
algorithme. Nous avons donc construit une suite de maillages de Ω, de pas h → 0 et
nous avons tracé sur les Figures 1.20, 1.21 et 1.22 les normes L2 de l’erreur en fonction
de h−1 et calculé leurs pentes réceptives ̺.
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FIGURE 1.20 – Évolution des normes d’erreur L2 par rapport à h−1 dans un tracé loga-
rithmique pour des données compatibles.
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FIGURE 1.21 – Évolution des normes d’erreur L2 par rapport à h−1 dans un tracé logarith-
mique pour des données bruitées avec δ = h2.

20 30 40 50 60 70 80 90 100

10
-3

10
-2

h−1

̺verr = −1.33
̺v′err

= −0.98
̺uerr = −1.53
̺u′

err
= −1.06

̺uΩ
err

= −1.24
̺uΩ

err
= −1.58

FIGURE 1.22 – Évolution des normes d’erreur L2 par rapport à h−1 dans un tracé logarith-
mique pour des données bruitées avec δ = h.
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Nous remarquons que nous obtenons une décroissance de l’erreur en h2 pour verr
et uerr, c’est-à-dire dans θ(h2), ce qui montre que l’approximation par éléments finis est
d’ordre 2. Cependant, le désaccord qui se produit sur les résultats numériques de v′err
et u′

err et le résultat théorique correspondant dans (1.48) peut s’expliquer par le fait que
v′ et u′ sont reconstruits indépendamment de v et u par la méthode de régularisation
évanescente. De plus, on remarque que la reconstruction est d’autant plus précise que
le raffinement du maillage augmente, donc la méthode inverse est stable par rapport
au raffinement du maillage.

1.6.5.1.2 Résultats numériques pour le problème biharmonique complet

c kopt verr v′err uerr u′
err

10−4 553 4.00×10−5 2.50×10−4 1.05×10−4 2.44×10−4

10−5 81 4.00×10−5 2.51×10−4 1.05×10−4 2.47×10−4

10−6 132 4.00×10−5 2.62×10−4 1.07×10−4 3.01×10−4

10−7 13 4.00×10−5 2.65×10−4 1.07×10−4 3.02×10−4

10−8 5 4.03×10−5 9.69×10−4 1.10×10−4 2.35×10−3

TABLE 1.11 – Évolution des estimations d’erreur et de l’itération d’arrêt kopt du critère
d’arrêt lié au terme JΓ du problème biharmonique complet pour différentes valeurs de c

avec des données compatibles.

c kopt verr v′err uerr u′
err

100 19999 2.16×10−3 3.28×10−2 1.38×10−2 3.82×10−2

10 3300 2.41×10−3 3.42×10−2 1.46×10−2 4.13×10−2

1 334 2.41×10−3 3.43×10−2 1.47×10−2 4.14×10−2

10−1 37 2.47×10−3 3.46×10−2 1.49×10−2 4.21×10−2

10−2 7 2.81×10−3 3.69×10−2 1.62×10−2 4.77×10−2

10−3 4 4.09×10−3 5.38×10−2 2.22×10−2 7.60×10−2

10−4 3 6.53×10−3 1.00×10−1 2.98×10−2 1.28×10−1

TABLE 1.12 – Évolution des estimations d’erreur et de l’itération d’arrêt kopt du critère
d’arrêt lié au terme JΓ du problème biharmonique complet pour différentes valeurs de c

avec des données bruitées à δ = 3%.

Les Tableaux 1.11 et 1.12 représentent les évolutions des erreurs commises sur v ,v,n, u
et u,n pour différents choix de paramètres de régularisation c. En comparaison avec le
problème factorisé (Tableaux 1.9 et 1.10), on peut remarquer que l’on obtient presque
les mêmes résultats lorsque les données compatibles. Cependant, dans le cas de don-
nées bruitées, le problème biharmonique admet de meilleurs résultats pour la recons-
truction de u et u,n et pour des choix plus larges de c contrairement au problème facto-
risé où la reconstruction est très sensible au choix de c. Cela peut être vu clairement sur
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la figure 1.23, où uerr et u′
err du problème biharmonique sont relativement constantes

pour c ≥ 10−2.
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FIGURE 1.23 – Évolution de uerr (a) et u′

err (b) en fonction de c pour le problème factorisé
−⊖− et le problème biharmonique complet −−2−− avec des données bruitées à δ = 3%.

10
0

10
1

10
2

10
-20

10
-10

10
0

Jc
JΓ
JΓd
verr
v′err
uerr
u′

err

(a)

k
10

0
10

1
10

2
10

-10

10
-5

10
0

Jc
JΓ
JΓd
verr
v′err
uerr
u′

err

(b)

k

FIGURE 1.24 – Évolution des termes de contrôle et des estimations d’erreur au cours des
itérations de l’algorithme du problème biharmonique complet pour des données compa-

tibles (a) et bruitées avec δ = 1% (b) et c = 10−2.
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FIGURE 1.25 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
biharmonique complet sur le bord intérieur Γi de la couronne avec des données bruitées

à δ = 1%, 3% et 5% et c = 10.

La différence des résultats entre les deux algorithmes proposés a conduit à s’in-
terroger sur l’efficacité du critère d’arrêt, notamment pour le problème factorisé. Ceci
nous a conduit à rechercher l’itération la plus appropriée en terme de meilleure recons-
truction, choisie manuellement sans appliquer de critère d’arrêt (à l’aide des Figures
1.19 et 1.24). Ceci est illustré dans les tableaux suivants.
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c kv
opt verr v′err ku

opt uerr u′
err

10 1851 2.12×10−3 3.25×10−2 15930 1.44×10−2 3.79×10−2

1 182 2.12×10−3 3.25×10−2 172 1.43×10−2 3.80×10−2

10−1 20 2.20×10−3 3.27×10−2 18 1.45×10−2 3.83×10−2

10−2 3 2.52×10−3 3.39×10−2 4 1.51×10−2 4.07×10−2

10−3 2 3.30×10−3 4.30×10−2 2 1.90×10−2 6.09×10−2

10−4 2 5.81×10−3 8.55×10−2 2 2.74×10−2 1.10×10−1

TABLE 1.13 – Évolution des estimations d’erreur pour le problème factorisé pour diffé-
rentes valeurs de c avec des données bruitées à δ = 3% (sans appliquer de critère d’arrêt).

c kopt verr v′err uerr u′
err

10 1507 2.28×10−3 3.29×10−2 1.36×10−2 3.69×10−2

1 149 2.30×10−3 3.29×10−2 1.36×10−2 3.69×10−2

10−1 140 2.57×10−3 3.36×10−2 1.39×10−2 3.71×10−2

10−2 4 2.49×10−3 3.40×10−2 1.48×10−2 4.04×10−2

10−3 1 3.58×10−3 3.76×10−2 1.73×10−2 4.97×10−2

10−4 1 4.58×10−3 6.35×10−1 2.35×10−2 8.58×10−1

TABLE 1.14 – Évolution des estimations d’erreur pour le problème biharmonique com-
plet pour différentes valeurs de c avec des données bruitées à δ = 3% (sans appliquer de

critère d’arrêt).

En effet, contrairement au Tableau 1.10 lorsque le critère d’arrêt est appliqué pour
le problème factorisé, le Tableau 1.13 montre que la valeur de c n’affecte pas beaucoup
la reconstruction de la solution lorsque les données sont bruitées à condition que c ≥
10−2. Cependant, on peut remarquer que le problème biharmonique complet donne
des résultats légèrement meilleurs pour les reconstructions de u et u′ même lorsque
aucun critère d’arrêt n’est appliqué. Celles de v et v,n sont quasiment identiques avec
les deux algorithmes.

1.6.5.2 Domaine de type disque

Nous considérons maintenant un autre domaine régulier représenté par le disque
unité Ω = {(x, y) ∈ R

2 | 0 ≤
√

x2 + y2 ≤ 1} tel que les données sont situées sur
le demi cercle gauche de la frontière Γd = {(x, y) ∈ Γ, π

2 ≤ θ(x) ≤ 3π
2 } (Figure

1.26). Nous réalisons des simulations numériques avec la même solution analytique
que précédemment et pour des données compatibles et bruitées.
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FIGURE 1.26 – Domaine disque Ω avec h = 1/80 tel que les données sont accessibles sur la
moitié gauche du périmètre du disque ∗.
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FIGURE 1.27 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
factorisé sur la frontière du disque Ω avec des données compatibles et c = 10−6.
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Les Figures 1.27 et 1.28 donnent un exemple de reconstruction de la solution pour
un domaine circulaire obtenue avec l’algorithme du problème factorisé avec des don-
nées compatibles et bruitées respectivement, situées sur le demi-cercle gauche de la
frontière. La solution a été reconstruite avec succès sur toute la frontière lorsque les
données ne sont pas perturbées mais avec un petit écart au niveau des nœuds de tran-
sition entre la partie connue Γd et la partie inconnue Γi de la frontière dans la recons-
truction de u,n. Cet écart par rapport à la solution analytique est plus flagrant lorsque
les données sont bruitées. On remarque dans ce cas une difficulté de reconstruction
essentiellement dans les dérivées normales u,n et v,n. De plus, nous notons que les ré-
sultats obtenus (non présentés ici) pour les deux formulations du problème dans le
cas du disque donnent les mêmes conclusions que celles données pour un domaine
de type couronne.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

(a)

Analytique
Reconstruite
Données

Absicsse curviligne

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

1

2

(b)

Analytique
Reconstruite
Données

Absicsse curviligne

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

(c)

Analytique
Reconstruite
Données

Absicsse curviligne

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

(d)

Analytique
Reconstruite
Données

Absicsse curviligne

FIGURE 1.28 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
factorisé sur la frontière du disque Ω avec des données bruitées à δ = 3% et c = 10−6.
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1.6.5.3 Domaine carré

Nous réalisons ici des simulations numériques en considérant un domaine carré
discrétisé par des éléments QUA8 et de même pas de maillage h = 1/40 que celui
utilisé au paragraphe 1.5.5 pour la discrétisation par la méthode des solutions fonda-
mentales.
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FIGURE 1.29 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
factorisé avec des données compatibles situées sur les côtés y = 0 et x = 1 et c = 10−4.

Les Figures 1.29 et 1.30 donnent les reconstructions des conditions aux limites sur
la frontière du carré, obtenues par le problème factorisé, dans le cas de données com-
patibles et bruitées respectivement et situées sur deux côtés adjacents du carré. Nous
remarquons une difficulté dans les reconstructions essentiellement dans celles des dé-
rivées normales. Le Figure 1.31 montre les résultats de reconstruction quand les don-
nées sont bruitées et situées sur deux côtés opposés. Les résultats obtenus sont bien
meilleurs dans ce cas.
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FIGURE 1.30 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
factorisé avec des données bruitées (δ = 3%) et situées sur les côtés y = 0 et x = 1 et

c = 10−3.
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FIGURE 1.31 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
factorisé avec des données bruitées (δ = 3%) et situées sur les côtés y = 0 et y = 1 et

c = 10−3.
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FIGURE 1.32 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
biharmonique complet avec des données compatibles situées sur les côtés y = 0 et x = 1

et c = 10−3.
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FIGURE 1.33 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
biharmonique complet avec des données bruitées (δ = 3%) et situées sur les côtés y = 0

et x = 1 et c = 10−1.
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Nous avons également réalisé les mêmes simulations numériques mais en utilisant
le problème biharmonique complet. Les résultats de reconstruction sont donnés par
les Figures 1.32 et 1.33 dans le cas de données compatibles et bruitées respectivement
et situées sur deux côtés adjacents du carré et par la Figure 1.34 dans le cas de données
bruitées et situées sur deux côtés opposés. Les résultats obtenus sont similaires à ceux
du problème factorisé. Par ailleurs, on note également les mêmes conclusions obtenues
dans la comparaison entre les deux algorithmes que celles données dans le cas de la
couronne.
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FIGURE 1.34 – Reconstructions de u (a), u,n (b), v (c), v,n (d) avec l’algorithme du problème
biharmonique complet avec des données bruitées (δ = 3%) et situées sur les côtés y = 0

et y = 1 et c = 10−1.

1.6.6 Conclusion sur la discrétisation par la méthode des éléments finis

Dans cette section, nous avons implémenté la méthode de régularisation évanes-
cente en utilisant la méthode des éléments finis pour résoudre le problème de Cau-
chy associé à l’équation biharmonique. Deux formulations sont introduites. L’une qui
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traite l’équation biharmonique dans sa globalité et l’autre qui la factorise en deux pro-
blèmes distincts régis par l’équation de Laplace et celle de Poisson. Les deux formu-
lations ont été mises en œuvre en utilisant la méthode des éléments finis sur des do-
maines réguliers en forme de couronne et de disque et non régulier en forme de carré.
Les résultats numériques prouvent l’efficacité de l’algorithme de régularisation ainsi
que sa robustesse et sa capacité à débruiter les données. La comparaison entre les deux
formulations nous a conduit à admettre que l’algorithme global est plus efficace que
l’algorithme factorisé dans le cas de données bruitées et nous obtenons des résultats
identiques dans le cas de données compatibles. Cette discrétisation par éléments finis
a rencontré une difficulté de reconstruction dans le cas du disque en particulier au
niveau des nœuds de transition entre les deux parties de la frontière et une difficulté
importante dans le cas du carré. Ceci est dû principalement à la discontinuité de la dé-
rivée normale au niveau des coins du domaine essentiellement lorsque les deux côtés
du carré où les données sont accessibles sont adjacents. Cependant lorsque ces deux
côtés sont opposés, on retrouve la reconstruction de toutes les conditions aux limites
sur toute la frontière.

1.7 Conclusion générale du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode de régularisation évanescente pour
résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation biharmonique, où aucune condi-
tion aux limites n’est fournie sur une partie de la frontière. Nous avons présenté la
formulation continue et discrète de la méthode et nous avons également proposé un
nouveau critère d’arrêt de l’algorithme à régularisation évanescente. L’implémenta-
tion numérique de cet algorithme a été effectuée en utilisant la méthode des solutions
fondamentales et la méthode des éléments finis et plusieurs types de domaine, régu-
liers et non réguliers, ont été examinés.

Dans la mise en œuvre numérique par la méthode des éléments finis, nous avons
montré comment le problème peut être résolu de deux manières différentes. Celle qui
utilise une factorisation du problème global en deux sous-problèmes associés respec-
tivement à l’équation de Poisson et à l’équation de Laplace. Et une deuxième manière
qui résout directement le problème biharmonique. Une comparaison des deux mé-
thodes a été menée concluant avec une légère préférence pour la résolution complète
du problème biharmonique global, en particulier lors de l’application des critères d’ar-
rêt où les résultats sont moins sensibles au choix du coefficient de régularisation c.

La robustesse de la solution obtenue vis-à-vis des données bruitées a été démon-
trée lors la mise en œuvre par les deux méthodes numériques. Cependant, il a été
constaté que la reconstruction par la MFS est bien meilleure que celle par la MEF et ce
pour tous les types de domaine, en particulier pour les domaines de type disque ou
carré où la MFS ne rencontre pas de problèmes de raccord entre la partie accessible
à la mesure et la partie inconnue, ni de problème dû à la discontinuité des dérivées
normales aux niveaux des coins d’un carré.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous souhaitons généraliser nos travaux sur le problème de
Cauchy associé à l’équation biharmonique afin de pouvoir les appliquer dans le cas
pratique mécanique de la théorie des plaques minces en flexion. Cela nous permet-
trait, par exemple, de reconstruire les conditions aux limites inaccessibles à la me-
sure comme les moments ou les efforts tranchants au niveau d’un encastrement. La
flexion des plaques minces consiste à considérer le problème modélisant le déplace-
ment transverse du feuillet moyen d’une plaque mince lorsque celle-ci est soumise à
un chargement appliqué perpendiculairement à sa surface moyenne.

Chargement

FIGURE 2.1 – Plaque en flexion

La plupart des théories pour les plaques consiste en une généralisation bidimen-
sionnelle des théories valables pour les poutres. Citons par exemple le cas des plaques
épaisses de Reissner-Mindlin où il s’agit de la généralisation des hypothèses de Navier
pour les poutres. Concernant le cas des plaques minces de Kirchhoff-Love, ce sont celles
de Bernoulli-Euler qui sont généralisées pour introduire cette théorie. On trouvera les
différentes approches permettant d’établir les principales théories de plaques et de
coques dans la référence [37].

On se réfère dans ce chapitre à la théorie de Kirchhoff-Love [50, 61, 78], où l’étude de
la déformée d’une plaque peut être ramener à considérer un problème associé à l’équa-
tion biharmonique, tel que la solution est le déplacement transverse. Cette équation
est complétée par des conditions aux limites cinématiques (déplacements, rotations)
ou statiques (moments et efforts tranchants) sur le bord de la plaque.

Nous nous intéressons ainsi à la résolution de ce problème dans le cas où les condi-
tions aux limites ne sont que partiellement connues. Ce problème inverse a été traité
par Eyimi dans sa thèse [33], où il a transformé les conditions aux limites mécaniques
en des expressions analytiques incluant la trace du déplacement ainsi que ses dérivées
normales d’ordre inférieur ou égal à 3. Cette approche permet certes de simplifier la
mise en œuvre numérique des conditions aux limites par la méthode des éléments
finis, mais peut avoir un coût dans la construction numérique ou dans la détermina-
tion de ces nouvelles quantités lorsque les données proviendraient d’expérimentation.
Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle stratégie pour résoudre ce problème.
Nous considérons les conditions aux limites mécaniques telles qu’elles sont données
par la théorie des plaques et nous utilisons des éléments finis de type plaque, adapté
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à la théorie de Kirchhoff [32, 8, 7], qui permettent les approximations du déplacement
transverse et des rotations. En effet, la sélection des fonctions d’interpolation est un
facteur primordial dans l’amélioration de l’approximation numérique par éléments
finis. Contrairement aux interpolations de Lagrange utilisées précédemment, où la ré-
gularité des solutions n’est que C0, ces nouveaux éléments nécessitent une continuité
C1 des fonctions de forme ou au moins au niveau des nœuds du maillage. C’est un
outil qui permet de résoudre directement le problème sans avoir recours à une facto-
risation pour réduire l’ordre d’interpolation (Cf. Eyimi [33] ou le chapitre précédent).
Dans ce chapitre, nous commençons par présenter un rappel sur la théorie des plaques
minces. Nous présentons ensuite un problème de Cauchy pour les plaques minces en
flexion et sa résolution en utilisant la méthode de régularisation évanescente. Nous
introduisons ensuite la discrétisation par éléments finis de type plaque et nous pré-
sentons quelques exemples de validation.

2.2 Rappels sur la théorie des plaques minces de Kirchhoff-

Love

2.2.1 Les hypothèses de Kirchhoff-Love

La théorie des plaques minces est basée sur les hypothèses formalisées par Kirch-
hoff en 1850 [50, 51] et en effet son nom est souvent associé à cette théorie, bien qu’une
première version ait été présentée par Sophie Germain en 1811, puis par Poisson en 1828
[68]. Or, il a été montré par Kirchhoff que les conditions aux limites du modèle proposé
ne sont pas fiables et qu’il n’est généralement pas possible de les satisfaire. Il a ensuite
posé la théorie en se basant sur les deux hypothèses cinématiques fondamentales sui-
vantes :

— "Les sections normales au feuillet moyen restent droites après déformation."
— "Les sections normales au feuillet moyen restent normales au feuillet moyen après dé-

formation."

Ces déclarations sont devenues ensuite connues sous le nom des hypothèses de
Kirchhoff-Love sans que cela soit bien justifié. On trouvera plus de détails sur l’his-
torique de cette théorie dans les références [61, 67].

Il a été considéré aussi que le plan moyen est initialement plan, c’est à dire qu’il
ne présente aucune courbure et qu’il ne subit aucune déformation dans son plan.
La faible épaisseur de la plaque conduit à négliger la déformation dans le sens de
l’épaisseur, ce qui implique que les contraintes dans ce sens peuvent également être
négligées. Ainsi, les hypothèses de Kirchhoff-Love ont permis d’exprimer toutes les
contraintes non nulles en fonction de la flèche w (déplacement vertical de la plaque),
qui ne dépend que des deux coordonnées dans le plan de la plaque. Cette fonction
doit satisfaire une équation aux dérivées partielles linéaire qui, avec les conditions aux
limites, définit complètement w. Par conséquent, la solution de cette équation donne
toutes les informations nécessaires au calcul des contraintes en tout point de la plaque.
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FIGURE 2.2 – Représentation du déplacement d’un point A dans le plan o~x~y, selon les
hypothèses de Kirchhoff-Love

2.2.1.1 Champ de déplacement

Selon les hypothèses retenues, si un point A est à une distance z du plan moyen
à l’état initial, il restera à cette même distance après déformation de la plaque. Notez
que, à l’état déformé, le plan normal au plan moyen contenant le point A subit une
rotation. Ainsi, en analysant le détail mis en évidence sur la Figure 2.2, nous avons
l’expression de la rotation θy (respectivement θx) suivant l’axe o~y (respectivement o~x) :





θx =
∂w
∂y

θy = −
∂w
∂x

(2.1)

Les rotations en flexion des plaques peuvent avoir différentes notations. Cela est sou-
vent lié à l’approche utilisée et notamment à l’utilisation des éléments finis de plaques
où ces variables, en plus du déplacement, seront considérées comme des paramètres
nodaux sur l’élément. Pour éviter toute ambiguïté, nous utilisons la notation de (2.1)
dans la suite de notre étude.

Notons u et v les déplacements d’un point A(x, y, z) de la plaque suivant les axes o~x
et o~y respectivement, en plus de w qui est celui dans le sens de l’axe o~z. Nous pouvons
alors exprimer les composantes du champ de déplacement de n’importe quel point de
la plaque de la manière suivante :





u(x, y, z) = −zθy(x, y)

v(x, y, z) = −zθx(x, y)

w(x, y, z) = w(x, y)

(2.2)
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2.2.1.2 Champ de déformations

La théorie classique de l’élasticité pour les petits déplacements et les petites défor-
mations fournit les relations suivantes entre les déformations et les déplacements :





εx =
∂u
∂x

εy =
∂v
∂y

εz =
∂w
∂z





γxy = 2εxy =
∂u
∂y

+
∂v
∂x

γxz = 2εxz =
∂w
∂x

+
∂u
∂z

γyz = 2εyz =
∂w
∂y

+
∂v
∂z

(2.3)

D’après la théorie de Kirchhoff, une section normale au plan moyen reste plane
après déformation. Cela veut dire que les glissements de cisaillement vertical γxz et
γyz sont supposés nuls. Il est aussi déduit que la déformation normale εz suivant l’axe
o~z peut être omise (la flèche w ne dépend que de x et y et ne varie pas le long de
l’épaisseur de la plaque). D’où

εz = 0, γxz = 0, et γyz = 0. (2.4)

Ainsi, les composantes non nulles de déformations peuvent être définies par un vec-

teur ε =




εx

εy

γxy


 tels que :





εx = −z
∂2w
∂x2

εy = −z
∂2w
∂y2

γxy = −2z
∂2w
∂x∂y

(2.5)

En introduisant les opérateurs différentiels suivants :

L =




∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y
∂

∂x




et ∇ =




∂

∂x
∂

∂y


 , (2.6)

on peut écrire ε sous la forme
ε = −zL∇w. (2.7)

2.2.1.3 Champ de contraintes

Dans le cas d’un état de contraintes planes en élasticité linéaire, les composantes

non nulles de contraintes peuvent être notés σ =




σx

σy

σxy


 et reliées aux déformations
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par la loi de Hooke généralisée :
σ = Dε (2.8)

où D est une matrice représentant le comportement mécanique du matériau. Dans le
cas d’un matériau isotrope homogène, elle est donnée par :

D =
E

1 − ν2




1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1 − ν)/2


 , (2.9)

où E et ν représentent respectivement le module d’élasticité et le coefficient de Pois-
son du matériau. D’après les relations (2.7) et (2.9), ces contraintes non nulles σ =
[σx, σy, σxy]t peuvent s’écrire en fonction du déplacement :

σ = −zDL∇w. (2.10)

2.2.1.4 Efforts résultants et moments résultants

Les contraintes réparties dans l’épaisseur de la plaque produisent des efforts ré-
sultants et des moments résultants agissant sur la plaque. On a ainsi :

- Les efforts résultants de membrane ou efforts normaux




Nx

Ny

Nxy



 =

∫ h/2

−h/2





σx

σy

σxy



 dz. (2.11)

- Les efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants
{

Qx

Qy

}
=

∫ h/2

−h/2

{
τxz

τyz

}
dz. (2.12)

- Les moments résultants de flexion et de torsion

M =





Mx

My

Mxy



 =

∫ h/2

−h/2





σx

σy

σxy



 zdz. (2.13)

Mx et My sont appelés les moments de flexion et Mxy(= Myx) le moment de
torsion.

Dans le cas de la flexion des plaques minces, en substituant la relation (2.10) dans la
définition (2.13), nous obtenons les expressions suivantes pour les moments de flexion
et de torsion en fonction de la flèche w :

M =





Mx = −D(
∂2w
∂x2 + ν

∂2w
∂y2 )

My = −D(
∂2w
∂y2 + ν

∂2w
∂x2 )

Mxy = −D(1 − ν)
∂2w
∂x∂y

(2.14)
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avec

D =
Eh3

12(1 − ν2)
,

ou encore

M =
−h3

12
DL∇w. (2.15)

On peut en déduire ainsi une écriture des contraintes en fonction des moments :

σx =
12Mxz

h3 ; σy =
12Myz

h3 ; σxy =
12Mxyz

h3 . (2.16)

Remarque. Dans le cas de la flexion, les moments Mx, My et Mxy sont indépendants de
z et on vérifie que les efforts résultants membranaires Nx, Ny et Nxy sont nuls. De plus,
les contraintes σx, σy et σxy sont linéaires dans l’épaisseur.

2.2.2 Problème de flexion des plaques minces

2.2.2.1 Équation d’équilibre d’un solide élastique

En mécanique des solides, un solide occupant un volume Ω est en équilibre si
∀M ∈ Ω :

div σ + f =~0, (2.17)

où σ représente le tenseur des contraintes donné par σ =




σxx σxy σxz

σxy σyy σyz

σxz σyz σzz


 et f les

forces volumiques appliquées sur le solide. En considérant la notation suivante pour
les dérivées partielles : ∂ f

∂i = f,i et ∂σ
∂i = σ,i, pour i = {x, y, z}, on projette l’équation

vectorielle (2.17) dans la base cartésienne et on obtient :




σxx,x + σxy,y + σxz,z + fx = 0

σxy,x + σyy,y + σyz,z + fy = 0

σxz,x + σyz,y + σzz,z + fz = 0

, ∀M ∈ Ω. (2.18)

2.2.2.2 Équation d’équilibre d’une plaque sous forme vectorielle

Dans le cas d’une plaque, on intègre les équations d’équilibre (2.18) dans l’épais-
seur et on obtient une relation reliant les efforts résultants :

∫ h/2

−h/2

(
div σ + f

)
dz = 0, (2.19)

ou encore en projetant dans la base cartésienne :




Nx,x + Nxy,y + qx = 0

Ny,x + Ny,y + qy = 0

Qx,x + Qy,y + qz = 0

(2.20)
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où qi =
[
σiz

]h/2

−h/2
+

∫ h/2

−h/2
fidz pour i = x, y.

D’autre part, on peut obtenir de manière similaire les équations d’équilibre reliant les
moments résultants en multipliant (2.17) par z et en intégrant dans l’épaisseur :

∫ h/2

−h/2
z
(

divσ + f
)

dz = 0. (2.21)

En utilisant la définition des moments résultants (2.13) et des efforts tranchants (2.12)
et une projection suivant ~x et ~y, on obtient les relations suivantes :

{
Mx,x + Mxy,y + µx = Qx

Myx,x + My,y + µy = Qy
(2.22)

où µi =
[
zσiz

]h/2

−h/2
+

∫ h/2

−h/2
z fidz pour i = x, y.

2.2.2.3 Équation d’équilibre d’une plaque en flexion

Dans le cas d’une plaque en flexion, les efforts résultants membranaires Nx, Ny et
Nxy sont nuls ainsi que les chargements volumiques fx et fy suivant ~x et ~y. D’où, les
équations de (2.20) se réduisent à l’équation

Qx,x + Qy,y + qz = 0. (2.23)

D’autre part, σxz = 0 et σyz = 0 pour z = ±h/2, d’où µi =
∫ h/2

−h/2
z fidz = 0 pour

i = x, y. En dérivant les équations de (2.22) par rapport x et y, on obtient :
{

Mx,xx + Mxy,yx = Qx,x

Myx,xy + My,yy = Qy,y
(2.24)

Finalement, en injectant les équations de (2.24) dans l’équation (2.23), on obtient
l’équation d’équilibre de plaque en flexion :

Mx,xx + 2Mxy,xy + My,yy + qz = 0, (2.25)

ou autrement
(L∇)TM = −qz. (2.26)

Dans le cas d’une plaque isotrope avec un coefficient de rigidité à flexion D constant,
on obtient une équation associée à l’opérateur biharmonique pour le déplacement w.
En effet, en injectant l’expression de M = D(L∇)w dans la dernière équation (2.26),
on obtient :

∂4w
∂x4 + 2

∂4w
∂x2∂y2 +

∂4w
∂y4 = −

qz

D
, (2.27)

i.e.
∆2w = −

qz

D
. (2.28)
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On peut déduire à partir des équations de (2.22), dans le cas de chargement perpendi-
culaire (tel que fx = 0 et fy = 0), une relation entre les efforts tranchants Qx et Qy et le
laplacien du déplacement w :





Qx = −D
∂

∂x
(

∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2 ) = −D

∂

∂x
(∆w)

Qy = −D
∂

∂y
(

∂2w
∂y2 +

∂2w
∂x2 ) = −D

∂

∂y
(∆w)

(2.29)

Ces expressions ont été développées par Timoshenko dans son livre [78], où il
a également donné les configurations de bords d’une plaque couramment rencon-
trées dans la pratique ainsi que les conditions aux limites associées. Dans le cas de
plaques rectangulaires de cotés parallèles aux axes o~x et o~y respectivement, trois types
de conditions aux limites peuvent se produire. Pour un bord donné (x = a), on a :

2.2.2.3.1 Bord encastré Le déplacement vertical w ainsi que la rotation normale w,n

sont nuls.

(w)x=a = 0 et
(∂w

∂x

)

x=a
= 0. (2.30)

2.2.2.3.2 Bord simplement posé Le déplacement vertical w est nul le long du bord
et une rotation normale peut se produire (mais il n’y a pas de moment) :

(w)x=a = 0 et (
∂2w
∂x2 + ν

∂2w
∂y2 )x=a = 0, (2.31)

ce qui est équivalent à

(w)x=a = 0 et (∆w)x=a = 0. (2.32)

2.2.2.3.3 Bord libre Le déplacement vertical w est libre et il n’y a pas de moment
de flexion ni de torsion ni d’effort tranchant :

(Mx)x=a = 0, (Mxy)x=a = 0 et (Qx)x=a = 0. (2.33)

Il a été démontré par Kirchhoff [50] que ces trois dernières conditions sont redondantes
et que seules deux conditions suffisent pour déterminer le déplacement vertical w :

(Mx)x=a = 0 et Vx ≡
(

Qx −
∂Mxy

∂y

)

x=a
= 0. (2.34)

2.2.2.4 Formulation variationnelle du problème des plaques minces

Nous établissons ici la formulation variationnelle du problème de plaques, néces-
saire à l’obtention des équations en éléments finis. De plus, elle permettra de faire
apparaître les conditions aux limites associées au problème de plaques. En effet, la
formulation variationnelle peut-être obtenue à travers une multiplication par une
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fonction test puis une intégration ou en utilisant le principe des puissances virtuelles
(PPV). En appliquant ce dernier, nous supposons qu’une variation infinitésimale δw
du déplacement w est produite. Ainsi, la variation de l’énergie de déformation vir-
tuelle doit être égale au travail produit par les forces extérieures pendant le déplace-
ment virtuel supposé. Pour une plaque en flexion soumise à un chargement q distribué
uniformément sur la surface de la plaque, Il est déduit que :

δU = δV, (2.35)

telle que δU désigne l’énergie virtuelle de déformation et est donnée par :

δU =
∫

Ω
δεtσdΩ

=
∫

Ω0

[∫ h/2

−h/2
(σxδεx + σyδεy + σxyδγxy)dz

]
dxdy

= −
∫

Ω0

(
Mx

∂2δw
∂x2 + My

∂2δw
∂y2 + 2Mxy

∂2δw
∂x∂y

)
dxdy,

(2.36)

et δV désigne l’énergie potentielle virtuelle :

δV =
∫

Ω0

q(x, y)δw dxdy,

où Ω0 désigne le plan milieu de la plaque.
En effectuant deux intégrations par parties et en utilisant la propriété

∫

Ω
u

∂v
∂i

dΩ =
∫

Γ
uv nids −

∫

Ω

∂u
∂i

v dΩ pour i = x, y, (2.37)

on obtient :
∫

Ω0

Mij
∂2w
∂i∂j

dxdy =
∫

Γ
Mij

∂w
∂j

njds −
∫

Ω0

∂Mij

∂i
∂w
∂j

dxdy

=
∫

Γ
Mi

∂w
∂j

njds −
∫

Γ

∂Mij

∂i
wnids +

∫

Ω0

∂2Mij

∂j∂i
wdxdy

(2.38)

avec i, j = x, y, où Mxx ≡ Mx et Myy ≡ My. On pourrait aussi utiliser le théorème de
flux-divergence pour montrer ce résultat.

L’intégrale dans l’équation (2.36) devient :

∫

Ω0

(
Mx

∂2δw
∂x2 + My

∂2δw
∂y2 + 2Mxy

∂2δw
∂x∂y

)
dxdy =

∫

Ω0

(Mx,xx + 2Mxy,xy + My,yy)δw dxdy

+
∫

Γ

[
(Mxnx + Mxyny)

∂δw
∂x

+ (Mxynx + Myny)
∂δw
∂y

]
ds

−
∫

Γ

[
(Mx,x + Mxy,y)nx + (My,y + Mxy,x)ny

]
δw ds

(2.39)
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L’intégrale du membre de droite de l’égalité donne :
∫

Ω0

(Mx,xx + 2Mxy,xy + My,yy)δw dxdy =
∫

Ω0

(
(L∇)tM

)
δw dxdy

= −
h3

12

∫

Ω0

((L∇)w)t D((L∇)δw)dxdy

= −
∫

Ω0

((L∇)w)t D((L∇)δw)dxdy,

(2.40)

où nous avons exploité la relation M = −
h3

12
D(L∇w) tout en notant D ≡ h3

12 D.

D’autre part, les intégrales aux bords dans l’équation (2.39) produisent les condi-
tions aux limites du système. En rappelant les expressions de l’effort tranchant en
fonction des moments : {

Qx = Mx,x + Mxy,y

Qy = Myx,x + My,y
(2.41)

on peut écrire les intégrales aux bords de (2.39) comme suit :

∫

Γ

[
(Mxnx + Mxyny)

∂δw
∂x

+ (Mxynx + Myny)
∂δw
∂y

− (Qxnx + Qyny)δw
]

ds.
(2.42)

Les bords d’une plaque ne sont pas toujours parallèles à un axe cartésien. L’idée
est donc d’exprimer les conditions aux limites d’une plaque par un système de coor-
données normale et tangentielle (n, s) sur la frontière :

ds
s

dy

dx

A

α

n

~x

~y

FIGURE 2.3 – Représentation d’un système de coordonnées normale
et tangentielle au niveau d’un point A de la frontière.

∂w
∂x

= nx
∂w
∂n

− ny
∂w
∂s

∂w
∂y

= ny
∂w
∂n

+ nx
∂w
∂s

(2.43)

L’intégrale (2.42) s’écrit :

∫

Γ

[
(Mxn2

x + 2Mxynxny + Myn2
y)

∂δw
∂n

+
[
(My − Mx)nxny + Mxy(n2

x − n2
y)
] ∂δw

∂s
− (Qxnx + Qyny)δw

]
ds

=
∫

Γ

[
Mn

∂δw
∂n

+Mns
∂δw
∂s

− Qnδw
]

ds,

(2.44)
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avec

Mn ≡ Mxn2
x + 2Mxynxny + Myn2

y, (2.45)

Mns ≡ (My − Mx)nxny + Mxy(n2
x − n2

y), (2.46)

Qn ≡ Qxnx + Qyny. (2.47)

En réalisant une intégration par parties, l’intégrale du second membre de (2.44)
devient : ∫

Γ

[
Mn

∂δw
∂n

+
(∂Mns

∂s
− Qn

)
δw

]
ds − [Mnsδw]Γ , (2.48)

où le terme [Mnsδw]Γ s’annule quand les extrémités de la courbe régulière Γ coïn-
cident sinon il vaut ∑i δwRi, où Ri sont des forces concentrées sur les nœuds des coins.
Enfin, l’intégrale sur le bord (2.48) devient :

∫

Γ

[
Mn

∂δw
∂n

−

(
Qn −

∂Mns

∂s

)

︸ ︷︷ ︸
≡Vn

δw
]

ds − [Mnsδw]Γ (2.49)

Où Vn désigne l’effort tranchant effectif et Mn représente un moment de flexion (le
moment d’axe porté par la tangente à Γ).

Finalement, le principe des puissances virtuelles (2.35) donne la formulation va-
riationnelle suivante :

∫

Ω0

((L∇)w)tD((L∇)δw)dxdy =
∫

Ω0

q(x, y)δωdxdy +
∫

Γ

[
−Mn

∂δw
∂n

+ Vnδw
]

ds

+ [Mnsδw]Γ .
(2.50)

Cette formulation variationnelle conduit à définir les conditions aux limites pour une
plaque en flexion sous la théorie de Kirchhoff-Love. Elles peuvent porter sur les quanti-
tés w, ∂w

∂n et les efforts Mn et Vn au niveau du bord, où Mn et Vn peuvent s’exprimer
en fonction de w sous la forme :

Mn = −D
[

∆w + (1 − ν)

(
2nxny

∂2w
∂x∂y

− n2
y

∂2w
∂x2 − n2

x
∂2w
∂y2

)]
, (2.51)

Vn = −D
[

∂∆w
∂n

+ (1 − ν)
∂

∂s

[
nxny(

∂2w
∂y2 −

∂2w
∂x2 ) + (n2

x − n2
y)

∂2w
∂xy

]]
. (2.52)

2.2.3 Le problème de Cauchy en théorie de plaques de Kirchhoff-Love

Dans certaines situations pratiques en flexion de plaque, il arrive que nous n’ayons
pas accès à des conditions aux limites sur toute la frontière. Compte tenu du dévelop-
pement précédent, cela nous ramène à résoudre un problème inverse de type Cauchy
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associé au bilaplacien pour le déplacement w :




∆2w=
q
D

dans Ω0

w = ϕd sur Γd
w,n = ψd sur Γd
Mn=Md sur Γd
Vn = Vd sur Γd

(2.53)

tel que Γd est la partie du bord accessible aux mesures et Md et Vd sont le moment de
flexion et l’effort tranchant au bord de la plaque.

Afin de résoudre le problème (2.53), il est toujours plus simple de considérer le cas
homogène, où le second membre est nul. Une possibilité pour s’y affranchir est d’ef-
fectuer un relèvement u = w − w, tel que w est une solution particulière de l’équation
d’équilibre. On considère par exemple le cas d’une plaque encastrée, où le problème à
résoudre est : 




∆2w=
q
D

dans Ω0

w = 0 sur Γ

w,n = 0 sur Γ

(2.54)

Le problème (2.54) est bien posé (si q est connu) et peut être résolu au préalable pour
obtenir w partout dans Ω0. Ainsi, le problème (2.53) peut être modifié en :





∆2u= 0 dans Ω0

u = ϕd sur Γd
u,n = ψd sur Γd

Mnn=Md − Md sur Γd

Vn = Vd − Vd sur Γd

(2.55)

où Md et Vd sont les restrictions sur Γd des moments de flexion et des efforts tranchants
obtenus en résolvant (2.54). Ils sont donnés par [33] :

Md = D
∂2w
∂n2 et Vd = −D

∂3w
∂n3 −

Md

R
, (2.56)

où R est le rayon de courbure.
Pour des raisons de simplicité, nous posons µd = Md − Md et φd = Vd − Vd et

nous notons dorénavant w la solution u du problème (2.55). Nous nous intéressons
par la suite à résoudre le problème de Cauchy équivalent suivant :





∆2w=0 dans Ω0

w = ϕd sur Γd
w,n = ψd sur Γd
Mn= µd sur Γd
Vn = φd sur Γd

(2.57)

C’est un problème semblable à celui étudié au chapitre 1. La différence réside dans
les troisième et quatrième conditions aux limites. Toutefois, cela ne change pas les es-
paces fonctionnels considérés. En effet, comme nous avons pu le voir dans la section
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précédente, en particulier pour les équations (2.51) et (2.52), Mn et Vn sont fonctions
des dérivées de w d’ordre au plus 2 et 3 respectivement. Ainsi, si w ∈ H2(Ω) alors
Mn ∈ H−1/2(Γ) et Vn ∈ H−3/2(Γ). En gardant la même notation des espaces fonc-
tionnels qu’au chapitre 1 et en adaptant l’espace des quadruplets compatibles H(Γ) à
ce problème de la manière suivante :

H(Γ) = {Φ = (ϕ, ψ, µ, φ) ∈ X(Γ) |∃w ∈ H
2

0 (Ω) et (w|Γ, w,n,Mn,Vn) = (ϕ, ψ, µ, φ)},
(2.58)

on peut écrire une formulation équivalente du problème de Cauchy (2.57) :
{

Trouver W = (w|Γ, w,n,Mn,Vn) ∈ H(Γ)

W = Φd sur Γd
(2.59)

avec Φd = (ϕd, ψd, µd, φd).

Ce problème est mal posé pour les mêmes raisons qu’auparavant. La résolution
nécessite l’introduction d’une technique de régularisation. Nous utilisons donc la ré-
gularisation évanescente. Ainsi, nous pouvons écrire le problème sous la forme d’un
algorithme itératif :





Trouver Wk+1 ∈ H(Γ) tel que

Jk+1
c (W) ≤ Jk+1

c (Wk+1), ∀V ∈ H(Γ)

avec Jk+1
c (V) = ‖V|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖V − Wk‖2
H(Γ)

(2.60)

À chaque itération, il existe un unique élément optimal Wk+1 caractérisé par :

〈Wk+1
|Γd

− Φd, V|Γd
〉H(Γd) + c〈Wk+1 − Wk, V〉H(Γ) = 0 ∀V ∈ H(Γ).

La convergence de cet algorithme est assurée par les résultats donnés au chapitre 1.

2.3 Mise en œuvre numérique de la méthode des éléments fi-
nis de Kirchhoff

Avec l’apparition de la méthode des éléments finis dans les années 1940, le do-
maine de l’analyse structurelle a connu un développement remarquable, notamment
dans l’analyse des plaques et des coques. De nombreux éléments finis ont été intro-
duits et ont contribué à la validation numérique de certaines théories. Les premiers
éléments finis de plaques sont apparus au début des années 1960 [1, 38, 39, 21]. Ce
sont les premières tentatives permettant d’approximer le champs de déplacement des
plaques en flexion sous les hypothèses de Kirchhoff-Love. Cependant, les résultats de
convergence vers la solution du problème de plaques n’étaient pas très satisfaisants.
Les difficultés rencontrées proviennent de la présence des dérivées secondes dans la
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formulation, où elle exige la continuité C1 des fonctions d’interpolation. Cette conti-
nuité est assez difficile à réaliser pour plusieurs raisons (voir [83], p122-123). Des élé-
ments finis, appelés "Discrete Kirchhoff" (DK), sont ainsi introduits afin de contour-
ner ce problème. L’idée est d’abord de considérer la théorie des plaques de Reissner-
Mindlin [69, 64], où le cisaillement transverse existe, qui nécessite seulement la conti-
nuité C0 des fonctions d’interpolation pour le déplacement et une interpolation in-
dépendante des rotations. Et ensuite, d’appliquer les hypothèses de Kirchhoff-Love de
manière discrète au niveau des bords des éléments et des nœuds, en négligeant le ci-
saillement, donnant ainsi une relation entre le déplacement transverse et les rotations.
Ces éléments sont particulièrement intéressants pour la modélisation de la flexion des
plaques minces. On peut citer par exemple les éléments finis DKT (Discrete Kirchhoff
triangle, 1968 [32], 1980 [8]) et DKQ (Discrete Kirchhoff quadrilateral, 1982 [7]).

Ces éléments sont connus pour être des éléments finis « non conformes », à cause
du non-respect de la continuité des dérivées partielles entre éléments. En effet, comme
une continuité de pente totale est requise sur les interfaces entre les différents élé-
ments, les difficultés mathématiques et de calcul augmentent souvent de manière dis-
proportionnées. Il est cependant relativement simple d’obtenir des fonctions de forme
qui, tout en préservant la continuité de la solution, peuvent violer la continuité de
pente entre éléments, bien que normalement pas au nœud où cette continuité est im-
posée. En outre, il a été montré dans les références [1] et [39], qu’il est parfois possible
d’obtenir des résultats convergents et très efficaces avec des éléments non conformes.
Cette convergence, qui dans de tels cas peut ne pas être monotone, peut dépendre de
la configuration du maillage éléments finis, c’est à dire que dans certains exemples, il
peut ne pas y avoir de convergence. A cet effet, Irons [46] a proposé un «patch test»,
qui donne un critère efficace pour la convergence des éléments finis (une condition né-
cessaire). La déclaration originale a été proposée comme une version d’ingénierie, qui
veut un calcul numérique pour vérifier. Cependant, d’un point de vue mathématique,
une version purement analytique du patch test a été proposée [75]. Il a été aussi montré
[76] que sa satisfaction est une condition nécessaire de convergence et qu’il peut être
appliqué pour la vérification des exigences de stabilité, fournissant ainsi également
une condition suffisante de convergence. Le patch test est utile pour tester l’ordre de
convergence asymptotique et la satisfaction du test donne un guide pour le dévelop-
pement de certaines formes d’éléments incompatibles. On se référera aux références
[79, 84, 83] pour plus de détails.

Les éléments finis DK ont passé avec succès le patch test et sont très appréciés pour
leur précision d’approximation. Nous présentons dans cette section une formulation
unifiée pour les éléments de plaques DKT et DKQ. Nous appliquons ensuite cette
méthode pour discrétiser la formulation variationnelle du problème de plaque (2.50)
ainsi que les espaces des solutions afin de pouvoir résoudre le problème de Cauchy
avec un algorithme de régularisation évanescente en dimension finie.
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Éléments finis de plaques

Kirchhoff discret

Kirchhoff discret

Exemples des éléments
de plaques épaisses :
-MITC4

-DSQ

-DKMQ

Plaques épaisses
Théorie de Reissner-Mindlin

Plaques minces
Théorie de Kirchhoff-Love

Nécessite une continuité C1

pour le déplacement w
Continuité C0 pour w et
interpolation indépendante
des rotations

Exemples des éléments
non conformes :
-DKT Adini [1] 1960

-DKT Cheung [21] 1968

-DKT Bazeley [39] 1966

-DKQ Melosh [63] 1963

Une performance médiocre
due au problème de
continuité C1 lorsque
l’interpolation des rotations
provient de celle
du déplacement

S’affranchir de la continuité
C1 de manière discrète

Éléments finis de
Kirchhoff discret (DK)

Exemples des éléments
finis DK :
- DKT Dhatt [32] 1968

- DKT Batoz [8] 1980

- DKQ Batoz [7] 1982

- MKQ12 [48] 2017

Négliger le cisaillement
en appliquant la théorie
de Kirchhoff discret
(au niveau des nœuds
et de la frontière
des éléments)

FIGURE 2.4 – Schéma explicatif de l’introduction des éléments finis de Kirchhoff discret.

2.3.1 Formulation des éléments finis de Kirchhoff

Nous présentons dans cette section la formulation de la méthode des éléments finis
de Kirchhoff discret (DK) et nous l’utilisons pour caractériser la solution du problème
biharmonique (2.57) en dimension finie. La formulation faible associée peut être éta-
blie de la même manière que celle du problème de plaques (2.50), il suffit de poser
q = 0. De plus, nous nous intéressons dans un premier temps au cas d’un domaine
Ω ∈ R

2 de frontière régulière Γ. Ainsi, pour un déplacement w ∈ H2(Ω), on écrit la
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formulation faible du problème (2.57) sous la forme 1 :

a(w, v) = l(v), ∀v ∈ H2(Ω) (2.61)

avec
a(w, v) =

∫

Ω
((L∇)w)tD((L∇)v)dxdy,

l(v) =
∫

Γ

[
−Mnv,n + Vnv

]
ds.

(2.62)

On définit l’espace des quadruplets compatibles H(Γ) sous la forme suivante :

H(Γ) =

{
Φ = (ϕ, ψ, µ, φ) ∈ X(Γ) |∃w ∈ H2(Ω), w|Γ = ϕ, w,n = ψ

et
∫

Ω
((L∇)w)tD((L∇)v)dxdy =

∫

Γ

[
− µv,n + φv

]
ds, ∀v ∈ H2(Ω)

}

(2.63)
Le principe des éléments finis DK consiste à utiliser le schéma des éléments fi-

nis de plaque de Reissner-Mindlin pour les plaques épaisses (ce sont des éléments à 3
degrés de liberté, représentant le déplacement vertical et les rotations au niveau des
nœuds) et ensuite, de négliger la déformation de cisaillement en appliquant la théorie
de Kirchhoff de manière discrète. Nous présentons ci-dessous ces différentes étapes.

L’interpolation du déplacement et des rotations des éléments de plaque de
Reissner-Mindlin est obtenue en généralisant l’interpolation des éléments des poutres
de Timoshenko [78] sur chaque arête de l’élément. Une interpolation cubique du dépla-
cement w est considérée avec une interpolation quadratique incomplète et indépen-
dante des rotations θx et θy le long des arêtes. À cet effet, une nouvelle variable fictive
et temporaire ∆θsk est introduite au niveau du milieu de l’arête.

s

i j

θsi

θs j

∆θsk

(θsi + θs j)/2

FIGURE 2.5 – Représentation des rotations θsi , θs j et θsk sur une arête i-j.

Pour une arête i-j de longueur Lk, la rotation tangentielle θs le long de l’arête s’écrit
en fonction de s ∈ [0, Lk] :

θs = (1 −
s

Lk
)θsi +

s
Lk

θs j + 4
s

Lk
(1 −

s
Lk

)∆θsk . (2.64)

1. cela est possible en posant v = δw dans (2.50).
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De plus, la rotation normale θn est supposée varier linéairement sur chaque arête :

θn = (1 −
s

Lk
)θni +

s
Lk

θnj . (2.65)

La généralisation de ces relations sur toutes les arêtes de l’élément donne les expres-
sions de θx et θy :

θ =

[
θx

θy

]
= ∑

l∈Ξ

Nl(r, s)θl + ∑
k∈Ξm

Nk(r, s)nk∆θsk , (2.66)

où nk = (nxk , nyk) est le vecteur normal au niveau du milieu de l’arête k et Ξ et Ξm

représentent respectivement les indices des nœuds des coins et ceux des nœuds mi-
lieux de l’élément. Les fonctions Nl et Nk sont détaillées dans l’annexe (B.3). Pour les
éléments triangulaires, on a Ξ = {1, 2, 3} et Ξm = {4, 5, 6} et pour les éléments qua-
drangulaires, on a Ξ = {1, 2, 3, 4} et Ξm = {5, 6, 7, 8}. Cette expression (2.66) peut
encore s’écrire sous forme matricielle :

[
θx

θy

]
= [Nl ][d] + [NQ][∆θsn ], (2.67)

où

[d] =
[
· · · wi θxi θyi · · · i ∈ Ξ

]t ; [∆θsn ] =
[
· · · ∆θsk · · · k ∈ Ξm

]t ; (2.68)

[Nl ] =

[
· · ·

0 Ni 0
· · · i ∈ Ξ

0 0 Ni

]
et [NQ] =

[
· · ·

nxk Nk · · · k ∈ Ξmnyk Nk

]
.

(2.69)
Ainsi, l’interpolation de la déformation de courbure (L∇)w s’obtient en dérivant

l’expression (2.66) :

(L∇)w =




θx,x

θy,y

θx,y + θy,x


 = [Bbβ

][d] + [Bb∆β
][∆θsn ], (2.70)

où

[Bbβ
] =


 · · ·

0 Ni,x 0
· · · i ∈ Ξ0 0 Ni,y

0 Ni,y Ni,x


 (2.71)

et

[Bb∆β
] =


 · · ·

nxk Nk,x
· · · k ∈ Ξmnyk Nk,y

nxk Nk,x + nyk Nk,y


 . (2.72)

Les éléments finis DK sont ensuite introduits en imposant la contrainte de Kirchhoff
de manière discrète au niveau des coins et des nœuds milieux. C’est à dire que le
cisaillement vertical défini par γs ≡ βs − w,s est nul au niveau des nœuds coins et des
nœuds milieux, où

βsi = esijθs j , esij =

[
0 −1
+1 0

]
. (2.73)
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Autrement dit [
θxi − w,yi

θyi + w,xi

]
=

[
0
0

]
, ∀i ∈ Ξ,

∆θsk + w,sk = 0, ∀k ∈ Ξm.
(2.74)

Cela permet d’éliminer la rotation introduite au milieu de l’arête. En effet, la relation
(2.74) donne une expression de la rotation ∆θsk au milieu de l’arête en fonction du
déplacement et des rotations produites au niveau des extrémités de l’élément :

∆θsk =
3

2Lk
(wj − wi)−

3
4

nt
k(θi + θj), (2.75)

qu’on peut écrire sous la forme matricielle :

[∆θsn ] = A∆d, (2.76)

où A∆ est calculée à travers la relation (2.75). De plus, on pourra écrire le champ des
rotations en fonction des degrés de liberté :

θ = ∑
l∈Ξ

Nl(r, s)θl + ∑
k∈Ξm

Nk(r, s)
[

3
2Lk

nk(wj − wi)−
3
4

nknt
k(θi + θj)

]
. (2.77)

On obtient finalement l’expression des déformations de courbure (2.70) en fonction
des degrés de liberté :

(L∇)w =




θx,x
θy,y

θx,y + θy,x


 = [Bbβ

][d] + [Bb∆β
][∆θsn ] = B[d], (2.78)

avec B = [Bbβ
+ Bb∆β

A∆]. Cette formulation des éléments finis DK est une formulation
unifiée pour les éléments triangulaires et quadrangulaires inspirée des références [12,
44, 8, 7].

La discrétisation du second membre de la formulation variationnelle (2.62) néces-
site une interpolation du déplacement w et de sa dérivée normale w,n en fonction
des degrés de liberté sur la frontière et donc sur un élément à une dimension et à
deux nœuds. Nous présentons ici une approche inspirée de "Hybrid Stress Model Ele-
ment (HSM)" [8], où le déplacement w est supposé varier cubiquement sur l’arête et
s’exprime en fonction de ses valeurs nodales et de ses dérivées premières sur chaque
nœud :

w = H1(ξ)wsi + H2(ξ)ws j + H3(ξ)w,si + H4(ξ)w,s j , (2.79)

où
H1 = 1 − 3ξ2 + 2ξ3, H3 = 3ξ2 − 2ξ3,

H2 = lij(ξ − 2ξ2 + ξ3), H4 = lij(−ξ2 + ξ3),
(2.80)

et lij =
√

x2
ij + y2

ij, tels que yij = yi − yj et xij = xi − xj. De plus, la dérivée normale w,n

varie linéairement :
w,n = (1 − ξ)w,ni + ξw,nj . (2.81)
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La relation dérivée normale-dérivée curviligne est donnée par la relation suivante où
les composantes de la normale extérieure sont introduites :

[
w,s

w,n

]
=

[
c s
s −c

] [
θx

θy

]
, (2.82)

tels que
c = cos(~x,~nij) = −yij/lij et s = sin(~x,~nij) = xij/lij. (2.83)

Enfin, l’interpolation de w, w,n et de w,s sur une arête i-j est donnée par :



w
w,n

w,s


 = Hijdij, (2.84)

où
dij =

[
wi θxi θyi wj θxj θyj

]t
(2.85)

et

Hij =




H1 cH2 sH2 H3 cH4 sH4
0 s(1 − ξ) −c(1 − ξ) 0 sξ −cξ

H1,ξ

lij

cH2,ξ

lij

sH2,ξ

lij

H3,ξ

lij

cH4,ξ

lij

sH4,ξ

lij


 . (2.86)

Nous avons réalisé des simulations numériques avec des solutions analytiques
permettant la validation numérique de ces éléments finis DK (Cf. Annexe B.2). Nous
avons ainsi constaté que l’utilisation des éléments finis DK quadrangulaires est beau-
coup plus précise que celle des éléments DK triangulaires.

2.3.2 La formulation approchée du problème de Cauchy en théorie des
plaques

Compte tenu de l’interpolation par éléments finis DK où les 3 degrés de liberté
sont le déplacement vertical w et les rotations θx et θy, nous proposons ici une straté-
gie de régularisation qui agit sur les rotations au lieu de la dérivée normale w,n, tout
en agissant sur la trace w|Γ, le moment de flexion Mn et l’effort tranchant Vn sur le
bord. Cela nous permettra de mieux contrôler la dérivée normale, afin de surmonter
les difficultés numériques qu’elle engendre. Nous apportons donc quelques modifi-
cations par rapport à la formulation continue, en particulier dans la fonctionnelle de
régularisation et les espaces d’approximations.

Soit Ωh un maillage du domaine Ω tel que h est le paramètre de discrétisation :

Ω =
⋃

e∈Ωh

e.

Grâce à la méthode des éléments finis DK, la contrainte de la continuité C1 de la solu-
tion du problème (2.57) peut être omise en l’imposant seulement en des points discrets.
Cela est réalisable en utilisant une discrétisation en fonction des valeurs nodales de w
et de ses dérivées partielles θx et θy, où une interpolation C0 est suffisante. On note wh
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la solution approchée de w et θxh et θyh les rotations approchées de θx et θy respecti-
vement. On peut alors définir l’espace d’approximation Vh(Ω) de ces triplets dans le
domaine Ω par :

Vh(Ω) =

{
wh = (wh, θxh, θyh) ∈

[
H1(Ω)

]3
|wh|e ∈ P3(e), ∀e ∈ Ωh,

|θh|e ≡ (θxh, θyh)|e ∈
[
P2(e)

]2, ∀e ∈ Ωh,

(∇wh|e − θh|e)|Γij = 0, ∀Γij ∈ e, ∀e ∈ Ωh

}

(2.87)
où Pq est l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à q.

Cette stratégie d’approximation va nous permettre de récupérer les dérivées par-
tielles de w sur l’ensemble du maillage. Ainsi, l’approximation de la dérivée normale
s’obtiendra à travers l’approximation du gradient de w. Pour cela, nous définissons
l’espace d’approximation Hh(Γ) de l’espace H(Γ) par :

Hh(Γ) =

{
Φh = (ϕh, ψxh, ψyh, µh, φh) ∈ Xh(Γ) |∃wh = (wh, θxh, θyh) ∈ Vh(Ω),

wh|Γ = ϕh, θxh = ψxh, θyh = ψyh avec
∫

Ω
((L∇)wh)

tD((L∇)vh)dxdy =
∫

Γ

[
− µhvh,n + φhvh

]
ds, ∀vh ∈ Vh(Ω)

}
,

(2.88)
tel que

Xh(Γ) = H3/2
h (Γ)× H1/2

h (Γ)× H1/2
h (Γ)× H−1/2

h (Γ)× H−3/2
h (Γ).

Cependant, l’espace H(Γd) ne peut pas être approché de la même manière car en pra-
tique on n’est pas capable de décomposer la mesure ψd associée à la dérivée normale
w,n suivant les rotations. Ainsi, nous définissons l’espace d’approximation de l’espace
H(Γd) comme suit :

Hh(Γd) =

{
Φh = (ϕh, ψh, µh, φh) ∈ Xh(Γd) |∃wh = (wh, θxh, θyh) ∈ Vh(Ω),

wh|Γd
= ϕh, nxθxh + xyθyh = ψh avec

∫

Ω
((L∇)wh)

tD((L∇)vh)dxdy =
∫

Γ

[
− µhvh,n + φhvh

]
ds, ∀vh ∈ Vh(Ω)

}
,

(2.89)
avec

Xh(Γd) = H3/2
h (Γd)× H1/2

h (Γd)× H−1/2
h (Γd)× H−3/2

h (Γd).

Nous pouvons finalement écrire le problème approché sous la forme :
{

Trouver wh = (ϕh, ψxh, ψyh, µh, φh) ∈ Hh(Γ) tel que

wdh
≡ (ϕh, nxψxh + nyψyh, µh, φh) = Φdh

sur Γd
(2.90)



82 Chapitre 2. Le problème de Cauchy en théorie des plaques minces de Kirchhoff

avec Φdh
= (ϕdh

, ψdh
, µdh

, φdh
) est l’approximation de la donnée Φd sur Γd. Ce problème

est toujours un problème mal posé. L’application de la méthode de régularisation éva-
nescente permet d’obtenir l’algorithme itératif sous la forme approchée suivante :





Trouver wk+1
h = (ϕk+1

h , ψxh
k+1, ψyh

k+1, µk+1
h , φk+1

h ) ∈ Hh(Γ) tel que

Jk+1
c (wk+1

h ) ≤ Jk+1
c (vh), ∀vh ∈ Hh(Γ)

avec Jk+1
c (vh) = ‖vdh |Γd

− Φdh
‖2

Hh(Γd)
+ c‖vh − wk

h‖
2
Hh(Γ)

et vdh
k+1 = (ϕk+1

h , nxψxh
k+1 + nyψyh

k+1, µk+1
h , φk+1

h )

(2.91)

2.3.3 L’algorithme itératif discret pour la résolution du problème de Cau-
chy en théorie des plaques

On considère que le domaine Ω est discrétisé par NΩ nœuds à 3 degrés de liberté
par nœuds. La discrétisation par éléments finis DK permet d’écrire pour tout wh ∈
H1

h(Ω) :

wh = Nd, avec d =
[
· · · wi θ,xi θ,yi · · · i = 1, . . . , NΩ

]t , (2.92)

et N est le vecteur des fonctions d’interpolation de dimension 3NΩ. De plus, il a été
établi dans la section précédente que la déformation de courbure (L∇)wh peut être
discrétisée en fonction des degrés de liberté à travers l’interpolation des rotations,
donnant ainsi la relation suivante :

(L∇)wh = B d. (2.93)

La forme bilinéaire a de la formulation variationnelle peut s’écrire :

a(wh, vh) =
∫

Ω
BtD B dΩ d (2.94)

où on a posé vh = N. De plus, le second membre s’écrit sous la forme :

l(vh) =
∫

Γ

[
− Nt

,nMn + NtVn

]
ds

=
[
−
∫

Γ
Nt

,nds
∫

Γ
Ntds

]
︸ ︷︷ ︸

≡F

[
Mn
Vn

]

︸ ︷︷ ︸
≡b

= F b

. (2.95)

Finalement, la formulation variationnelle peut s’écrire sous la forme :

Kd = Fb, (2.96)

où autrement
[
K −F

] [d
b

]
= 0. (2.97)



2.3. Mise en œuvre numérique de la méthode des éléments finis de Kirchhoff 83

Soit N le nombre de nœuds situés sur la frontière, nous réalisons une condensation
dynamique du système (2.97) de façon à obtenir un système qui n’agit que sur les
nœuds de la frontière. Cela permet d’accélérer la mise en œuvre numérique et le temps
de calcul. On note par H ∈ MN×N(R) et B ∈ MN×N(R), les matrices qui représentent
la matrice de rigidité K et la matrice F respectivement obtenues. Cela permet de définir
l’opérateur linéaire suivant :

E : R3N ×R
2N → R

N

V ≡ (d, b) 7→ Hd + Bb.
(2.98)

Il faut préciser que pour des raisons de simplicité, nous avons gardé la même notation
des vecteurs d, b,Mn et Vn après la réduction de taille. Ainsi, avec l’équation (2.97) il
est immédiat que

E(V) = 0. (2.99)

Finalement, la résolution de l’algorithme itératif en dimension finie revient à ré-
soudre à chaque itération le problème d’optimisation sous contraintes égalités sui-
vant :
Soit c > 0 et V0 = 0R5N

∥∥∥∥∥∥∥∥

Vk+1 = min
V∈R5N

Jk+1
c (V)

avec V = (d,Mn,Vn) = (W, θ,x, θ,y,Mn,Vn)

sous les contraintes égalités E(V) = 0

(2.100)

où la fonctionnelle à optimiser est donnée par :

Jk+1
c (V) = ‖W |Γd

− φ
d
‖2

L2(Γd)
+ ‖nyθ,x + nxθ,y |Γd

− µd‖
2
L2(Γd)

+ ‖Mn|Γd
−Md‖

2
L2(Γd)

+ ‖Vn|Γd
−V d‖

2
L2(Γd)

+ c
(
‖W − Wk‖2

L2(Γ)

+ ‖θ,x − θ,x
k‖2

L2(Γ) + ‖θ,y − θ,y
k‖2

L2(Γ) + ‖Mn −Mk
n‖

2
L2(Γ) + ‖Vn −V k

n‖
2
L2(Γ)

)
.

En introduisant des multiplicateurs de Lagrange ηk+1 pour prendre en compte les
contraintes égalités, la résolution du problème (2.100) revient à résoudre le système
linéaire suivant : [

∇Jk+1
c ∇ET

∇E 0

] [
Vk+1

ηk+1

]
=

[
Sk

0

]
, (2.101)

avec

∇Jk+1
c =




MΓd + cMΓ 0 0 0 0
0 nt

ynyMΓd + cMΓ nt
ynx MΓd 0 0

0 nt
xnyMΓd nt

xnx MΓd + cMΓ 0 0
0 0 0 CΓd + cCΓ 0
0 0 0 0 CΓd + cCΓ




,

(2.102)

∇E =
[
H B

]
(2.103)
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et

Sk =




MΓd ϕd + c MΓWk

nt
yMΓd ψd + c MΓθx

k

nt
x MΓd ψd + c MΓθy

k

CΓdµd + c CΓMn
k

CΓd φd + c CΓVn
k




. (2.104)

où MΓ, MΓd ∈ MN,N(R) pour i = 1, NΓ sont telles que :

(MΓ)ij =
N

∑
j=1

∫

Γ
NjNi, (MΓd)ij =

Nd

∑
j=1

∫

Γd

NjNi.

(CΓ)ij = lij, (CΓd)ij = lij,

où Nd est le nombre des nœuds situés sur la partie Γd de la frontière et
(
Nj

)
1≤j≤N sont

les fonctions d’interpolation construisant une base de l’espace L2(Γ) tel que :

L2(Γ) = vect
(
N1, . . . ,NΓd ,NΓd+1, . . . ,NN

)
.

En effet, pour la résolution numérique, comme ce que l’on peut voir dans la fonction-

nelle Jk+1
c , on considère que le vecteur V est dans

[
L2(Γ)

]5
. De plus, Mn et Vn sont

constants sur chaque arête lorsque le domaine n’est pas régulier car ils ne sont pas
définis au niveau des coins.

2.3.4 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section des reconstructions numériques obtenues par
la discrétisation par éléments finis DKQ de l’algorithme de régularisation évanescente
pour le problème de Cauchy en théorie de plaques minces de Kirchhoff (2.57). Nous
considérons pour la validation numérique, la solution analytique suivante :

uan(x) =
1
2

x1(sin x1 cosh x2 − cos x1 sinh x2) x = (x1, x2) ∈ Ω. (2.105)

De plus, différents types de domaines réguliers (couronne et disque) et non réguliers
(rectangulaire) seront étudiés.

2.3.4.1 Cas de la couronne

Soit Ω la couronne
{
(x1, x2) ∈ R

2, 1
2 ≤

√
x2

1 + x2
2 ≤ 1

}
(Figure 2.6) avec un

rayon extérieur R = 1 et un rayon intérieur r = 1
2 , tel que le bord extérieur

Γd = {(x, y) ∈ Γ,
√

x2 + y2 = 1} est la partie accessible de la frontière, tandis que la
partie inaccessible est le bord intérieur Γi = {(x, y) ∈ Γ,

√
x2 + y2 = 1

2}.
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FIGURE 2.6 – Maillage par éléments finis DKQ d’une couronne avec pas h = 1/30 tel que :
∗ Γd(données) et △ Γi(inconnues).
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FIGURE 2.7 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n (b),
du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le contour intérieur de la couronne

(données non bruitées)
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La Figure 2.7 donne la reconstruction du déplacement vertical w, solution du pro-
blème de Cauchy en théorie de plaques minces de Kirchhoff (2.57), sur le bord intérieur
de la couronne ainsi que l’ensemble des conditions aux limites manquantes grâce à la
discrétisation par éléments finis DKQ de l’algorithme de régularisation évanescente
dans le cas de données compatibles situées sur le bord extérieur. Ce résultat montre
que cette stratégie a permis d’avoir une reconstruction précise de ces quantités.
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FIGURE 2.8 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord intérieur de la couronne

pour plusieurs niveaux de bruit.

La Figure 2.8 donne les reconstructions obtenues pour des données bruitées avec
différents niveaux δ. Nous pouvons remarquer qu’il y a une stabilité vis-à-vis du bruit
ajouté en particulier pour le déplacement vertical et la rotation normale. Cependant,
le moment Mn et l’effort tranchant Vn sont sensibles au bruit. D’autre part, nous pou-
vons constater (Figure 2.9) que notre stratégie de résolution a réussi à débruiter les
données sur le bord extérieur de la couronne.
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FIGURE 2.9 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord extérieur (support des

données bruitées) de la couronne pour des données bruitées δ = 5%.

2.3.4.2 Cas du disque

On considère maintenant un autre domaine circulaire représenté par le disque
unité tel que la partie accessible à la mesure est le demi-cercle supérieur Γd = {x ∈ Γ |
0 ≤ θ(x) ≤ π}, où θ(x) est l’angle polaire de x et Γi = {x ∈ Γ | π ≤ θ(x) ≤ 2π}. Nous
appliquons ensuite l’algorithme de résolution proposé pour pouvoir reconstruire les
conditions aux limites sur la partie Γi.
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FIGURE 2.10 – Maillage par éléments finis DKQ d’un disque avec pas h = 1/30 tel que :
∗ Γd(données) et △ Γi(inconnues).
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FIGURE 2.11 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord intérieur de la couronne

(données non bruitées).
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Les reconstructions des conditions aux limites du problème de Cauchy sur le bord
du disque (Figure 2.10) sont données par la Figure 2.11. On remarque une certaine
difficulté de reconstruction par rapport aux résultats obtenus pour la couronne. En
effet, les points de liaison entre la partie Γd et Γi constituent probablement la raison
pour laquelle un écart par rapport à la solution analytique est apparu. Toutefois, les
reconstructions du déplacement vertical et de la rotation normale sont toujours plus
précises que celles de Mn et Vn.

2.3.4.3 Cas du carré

La reconstruction de la solution sur la frontière de domaines non réguliers consti-
tue un des grands défis des méthodes des éléments finis et en particulier lors de la
résolution des problèmes de Cauchy. Nous considérons ici le cas du carré [0, 1]× [0, 1]
dans R

2, où les données sont situées sur deux côtés de la frontière. Nous avons réa-
liser des tests pour les deux cas possibles, lorsque ces deux côtés sont adjacents ou
lorsqu’ils sont opposés.

(a) (b)

FIGURE 2.12 – Maillages par éléments finis DKQ de domaines de type carré avec des don-
nées (∗) situées sur deux côtés adjacents (a) et opposés (b) de la frontière avec un pas

h = 1/40.

Le cas de la reconstruction pour des données situées sur deux côtés adjacents d’un
carré est souvent crucial car il reste un coin sur la partie Γi. On peut observer que la
solution w et en particulier sa dérivée normale représentée par la rotation normale
ont été reconstruites avec des faibles écarts sur la partie inaccessible et ce, aussi bien,
pour des données compatibles (Figure 2.13) que bruitées (Figure 2.14). Ceci présente
une grande amélioration par rapport à la reconstruction par la méthode des éléments
finis avec des éléments C0 présentée au chapitre 1. Cependant, les reconstructions du
moment Mn et de l’effort tranchant Vn restent un problème ouvert.
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FIGURE 2.13 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord d’un carré (données non

bruitées situées sur deux cotés adjacents).
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FIGURE 2.14 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord d’un carré (données

bruitées δ = 3%, situées sur deux cotés adjacents).
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FIGURE 2.15 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord d’un carré (données non

bruitées situées sur deux cotés opposés).
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FIGURE 2.16 – Reconstructions du déplacement vertical w (a), de la rotation normale w,n
(b), du moment Mn (c) et de l’effort tranchant Vn (d) sur le bord d’un carré (données

bruitées δ = 3%, situées sur deux cotés opposés).

Les Figures 2.15 et 2.16 représentent les reconstructions obtenues lorsque les don-
nées sont situées sur deux côtés opposés du carré. Comme prévu les résultats sont
bien meilleurs car tous les coins appartiennent à la partie accessible de la frontière. On
notera aussi que les reconstructions de Mn et Vn se trouvent elles aussi améliorées.

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre comment certains problèmes de flexion des
plaques minces de Kirchhoff peuvent être représentés par un problème de Cauchy
pour le bilaplacien avec des conditions aux limites mécaniques. Nous avons ensuite
proposé une stratégie de résolution constituée par l’application de la régularisation
évanescente combinée à une discrétisation par la méthode des éléments finis en utili-
sant des éléments DKQ spécifiques aux problèmes de plaques minces. Cet outil nous
a permis de discrétiser la solution en utilisant 3 degrés de liberté qui correspondent
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à sa valeur nodale et à celles de ses deux dérivées partielles. Malgré le caractère non
conforme, à cause de la violation de la continuité C1 entre éléments, ces éléments finis
ont permis d’obtenir de bon résultats en particulier lors de la reconstruction du dé-
placement et de la rotation normale pour des maillages non réguliers. Cependant, les
résultats donnés pour la reconstruction du moment Mn et l’effort tranchant Vn ne sont
pas de bonne qualité. De plus, le débruitage des données est maintenant valable pour
la dérivée normale, contrairement aux résultats présentés au chapitre 1 où seules les
données associées à la fonction ont été débruitées. L’utilisation de tels éléments finis
semble très intéressante puisque les résultats obtenus sont prometteurs notamment
parce qu’ils permettent de gérer la discontinuité de la dérivée normale au niveau des
coins.
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Chapitre 3

Apports des éléments finis de type
plaque pour la résolution d’un
problème de Cauchy associé à
l’équation de Laplace
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3.1 Introduction

L’utilisation des éléments finis de Kirchhoff discret dans l’implémentation numé-
rique de la méthode de régularisation évanescente au chapitre précédent semble
un outil intéressant pour gérer le problème de discontinuité de la dérivée normale
lorsque le domaine n’a pas une frontière lisse. Cela prouve que les éléments finis non
conformes ont permis d’obtenir des résultats d’approximation compétitifs et leurs for-
mulations, à 3 degrés de liberté, permettent d’approximer les dérivées partielles pre-
mières du déplacement en tout point du maillage. Ceci nous amène à considérer une
nouvelle stratégie d’implémentation de ces éléments pour résoudre des problèmes
elliptiques d’ordre 2. Nous proposons à cet effet une adaptation des éléments finis
de plaques minces, permettant leurs applications aux problèmes de Cauchy régis par
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l’équation de Laplace : 



∆u = f dans Ω

u = φd sur Γd

u,n = µd sur Γd

(3.1)

Cette équation est bien connue dans de nombreux domaines de la physique. On la re-
trouve en électrostatique pour le potentiel dans une zone sans charges, en conduction
thermique pour la température en mode stationnaire, en mécanique des fluides, en
mécanique quantique, en diffusion moléculaire avec la densité de particules, en gravi-
tation pour le potentiel gravitationnel dans une zone vide de masses, en hydrodyna-
mique pour le potentiel de vitesses dans un écoulement bidimensionnel irrotationnel
et incompressible, pour décrire les déformations d’une membrane, etc. Comme la plu-
part des problèmes régis par des équations elliptiques, l’existence et l’unicité de la
solution dépendent de la nature des conditions aux limites. Que ce soit de Neumann,
de Dirichlet ou de Robin (mixte), il est bien connu qu’un problème est bien posé au
sens d’Hadamard [41], à condition qu’elles soient définies sur toute la frontière et n’en
avoir qu’une seule à la fois sur chaque partie de la frontière. Des solutions analytiques
existent dans des cas simples, mais dans le cas général et principalement dans le cas
des problèmes inverses, la résolution de cette équation nécessite le recours à des mé-
thodes numériques.

Comme la diversité de ses champs d’application, cités ci-dessus, les problèmes
inverses régis par l’équation de Laplace sont très populaires en physique. L’objectif
consiste souvent à identifier le comportement du modèle physique, la détermination
des conditions aux limites, l’identification des paramètres, la localisation des efforts
ou sources internes, la détection des fissures, etc. Ainsi, plusieurs approches et mé-
thodes de résolution ont été proposées. Les plus célèbres sont la méthode de quasi-
réversibilité [55, 52, 11], les méthodes basées sur la minimisation d’une fonctionnelle
énergétique [2, 3, 4, 6], les algorithmes de type Stecklov-Poincaré [10], la méthode de
Tikhonov [77, 26] et la méthode de régularisation évanescente [24, 23, 30]. On retrouve
par ailleurs, d’autres approches qui utilisent des schémas de régularisation similaires
et qui sont combinées à des méthodes numériques ou utilisent des modèles analy-
tiques. On cite par exemple la stratégie proposée par Chein-Shan Liu dans [60] qui
utilise l’équation intégrale de Fredholm du premier type et une régularisation de type
Lavrentiev pour résoudre le problème de détection du coefficient de Robin ou de la
position des fissures dans un disque.

Un autre modèle dit des frontières immergées (IBM) est appliqué à l’équation de
Laplace [81]. La résolution consiste à utiliser une variante de régularisation sans pa-
ramètre basée sur la pénalisation de la différence entre le contrôle et l’état sur la fron-
tière. Le plus important de ses défis est l’obtention d’une solution robuste et efficace
du problème d’optimisation non linéaire sous contrainte associé à l’IBM et le besoin
de pré-conditionneurs pour les systèmes de points-selles qui apparaissent dans les
itérations de Newton.

Un problème de complétion de données en détection d’obstacle est étudié par Cau-
bet et al. dans [18, 20]. Il consiste à reconstruire des conditions aux limites et/ou à
identifier un obstacle ou un vide de conductivité différente qui est contenu dans un
domaine. Une stratégie de minimisation de la fonctionnelle de Kohn-Vogelius est pro-
posée avec une régularisation de type Tikhonov. Une étude postérieure [19] propose
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une double stratégie de régularisation du même type sans paramètre de régularisa-
tion, qui au lieu d’agir sur l’espace des solutions, agit sur l’espace des données. Elle a
permis d’obtenir une solution stable avec une bonne reconstruction des données man-
quantes du problème de Cauchy et un paramètre de régularisation unique qui satisfait
le principe de Morozov.

Dans le cadre du problème (3.1), on retrouve les travaux de Cimetière et al. [26] ou
de Delvare [28], où la méthode de régularisation évanescente a été introduite et mise
en œuvre par la méthode des éléments finis. Ensuite, Cimetière et al. [25] et Delvare et
al. [29] ont introduit une technique de régularisation évanescente d’ordre un, qui sous
des hypothèses de régularité, modifie la fonctionnelle de régularisation pour prendre
en compte que les dérivées partielles des fonctions harmoniques sont également har-
moniques. Cette dernière méthode a ensuite été modifiée dans [31], où cette fois l’éva-
luation numérique des dérivées partielles n’est plus nécessaire grâce à l’utilisation de
deux formulations faibles qui permettent la liaison entre ces deux grandeurs.

Les difficultés rencontrées lors de la discrétisation des algorithmes itératifs à régu-
larisation évanescente avec les éléments finis de Lagrange à régularité C0, résidaient
essentiellement dans la reconstruction de la dérivée normale dans le cas de domaine
rectangulaire, en particulier lorsque la partie inconnue Γi présente une singularité géo-
métrique qui n’est pas située à une extrémité de la partie accessible Γd de la frontière.
Cela a été constaté au chapitre 1 lors de la résolution du problème de Cauchy asso-
cié au bilaplacien en plus des travaux cités auparavant [26, 29, 31]. Nous souhaitons
dans ce chapitre améliorer cette approximation en considérant une stratégie de mise
en œuvre numérique basée sur une discrétisation par éléments finis à plusieurs de-
grés de liberté par nœud pour représenter, non seulement la solution elle-même, mais
aussi ses dérivées partielles. Une approche qui permet d’imposer une régularité C1 de
la solution au moins au niveau des nœuds et d’utiliser des éléments finis des plaques
minces où, sous les hypothèses de Kirchhoff, le champ de rotation s’exprime en fonc-
tion des dérivées partielles premières du champ du déplacement, i.e. θ,s = ∂w

∂s . Ces
éléments finis ont surtout été utilisés pour résoudre des équations elliptiques ou pa-
raboliques du quatrième ordre modélisant un certain nombre de problèmes en mé-
canique des solides et des fluides. Parmi les applications bien connues dans ce cadre
figurent les problèmes de flexion des plaques évoqués au chapitre 2 et les équations de
Navier–Stokes incompressibles en termes de fonction de flux ou de vecteur potentiel
(Cf. [9]).

Ce genre d’élément fini qui utilise des dérivées partielles comme degrés de liberté
semble un outil tout à fait naturel pour assurer une approximation conforme et ac-
ceptable de la solution et de sa dérivée normale. Cependant, le fait que les problèmes
du second ordre ne nécessitent pas ce type d’approche pour discrétiser le champ de
solutions, puisque la continuité C1 n’est pas obligatoire et est difficile à réaliser, est pro-
bablement la raison pour laquelle l’utilisation d’éléments finis de type plaques dans ce
contexte a été plutôt négligée jusqu’à présent. On trouvera par ailleurs des méthodes
qui utilisent des schémas semblables tels que les éléments d’Hermite à degrés de li-
berté d’ordre un et deux [35]. L’intérêt était souvent de résoudre des problèmes régis
par une équation de type réaction-diffusion [34, 71] ou de Poisson [36] avec des condi-
tions de Dirichlet. Cependant, nous ne trouvons pas de résultats d’approximation des
dérivées normales ni d’application en terme de problèmes inverses.
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3.2 Discrétisation de l’équation de Laplace par des éléments
finis de type plaque de Kirchhoff

Comme évoqué précédemment au chapitre 2, il existe deux catégories d’éléments
de Kirchhoff. Il y a ceux qui utilisent une interpolation indépendante entre le champ
solution principal et ses dérivées partielles et qui les relient ensuite en appliquant la
théorie de Kirchhoff discret et ceux qui permettent d’obtenir l’interpolation des dérivées
partielles en dérivant l’interpolation de la solution principale. Nous faisons le choix
dans ce chapitre d’utiliser la deuxième catégorie d’éléments tels que l’élément MKQ12
[48] ou l’élément de Melosh [63] pour sa facilité d’adaptation à l’équation de Laplace.

3.2.1 Formulation variationnelle et espaces d’approximation

Plusieurs approches peuvent être utilisées pour transformer la formulation conti-
nue du problème en son analogue discret par éléments finis. Si la formulation phy-
sique du problème est connue sous forme d’équation différentielle, alors la méthode la
plus courante pour obtenir sa formulation par éléments finis est la méthode de Galer-
kin. Si le problème physique peut être formulé comme la minimisation d’une fonction,
alors la formulation variationnelle est généralement utilisée. Dans le cas de l’équation
de Laplace, nous utilisons l’approche variationnelle pour écrire la formulation faible
du problème. Pour f ∈ L2(Ω) et des conditions aux limites appropriées, on a :

∫

Ω
∇u∇vdΩ −

∫

Γ

∂u
∂n

vdσ =
∫

Ω
f v dΩ, ∀v ∈ H1

0(Ω). (3.2)

L’application du lemme de Lax-Milgram est généralement utilisée pour montrer l’exis-
tence et l’unicité d’une solution faible dans un espace de Hilbert. On peut considérer
par exemple l’espace de Sobolev H1(Ω). Ceci est vrai quelque soit la nature du do-
maine, il suffit qu’il soit un ouvert borné [66, 47].

On considère une discrétisation élément fini Υh du domaine Ω tel que :

Ω =
⋃

Υ∈Υh

Υ,

où h est le pas de la discrétisation (ou le pas le plus grand lorsque la discrétisation
n’est pas uniforme). Nous utilisons une interpolation cubique inspirée de [27] (cas
de triangle) pour approximer la solution. Dans cette approximation, chaque uh ∈ Υh
appartient également à C1

(
Ω
)

et est un polynôme cubique par morceaux dans chaque
élément. Il peut être exprimé comme suit en utilisant ses valeurs aux sommets des
éléments et les fonctions de forme correspondantes [49] :

uh =
m

∑
i=1

∑
|α|≤1

Dαuh(xi, yi)Ni. (3.3)

On note ainsi Vh(Ω) l’espace d’approximation des solutions faibles de la formulation
(3.2) définie par :

Vh(Ω) = {uh ∈ C1(Ω), uh
|Υ ∈ P3(Υ), ∀Υ ∈ Υh},
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où P3 est l’espace des expansions polynomiales de degré inférieur ou égal à trois. On
note aussi Vh(Γ) la restriction de Vh(Ω) à Γ.

3.2.2 Adaptation d’un élément fini de type plaque pour l’équation de La-
place

On note U =
[
d1, . . . , dN

]t
le vecteur à 3N degrés de liberté, tel que pour un nœud

i, on a :

di =




uh
i

θxi

θyi


 =




uh
i

uh
,yi

−uh
,xi


 . (3.4)

La discrétisation du champ uh (3.3) dans un élément de référence s’écrit sous la forme :

uh
e = Ne de, (3.5)

avec

de =




di
dj

dk
dl


 (3.6)

et Ne est le vecteur des 12 composantes représentant les fonctions d’interpolation lo-
cales. En notant N les fonctions d’interpolation sur tout le maillage, on peut écrire la
forme discrète de la formulation faible (3.2), dans le cas homogène (i.e. f = 0), sous la
forme :

KU = FU, (3.7)

avec
K =

∫

Ω
∇Nt∇N dΩ

et
F =

( ∫

Γ
NtN,ndσ

)
.

La construction des fonctions d’interpolation est l’étape la plus importante pour éta-
blir ce type d’éléments finis. Nous présentons ici deux approches de constructions
proposées pour l’élément rectangulaire de Melosh [63, 83] et pour l’élément quadran-
gulaire MKQ12 [48]. Une expansion polynomiale cubique est considérée afin d’assu-
rer la continuité de la solution. Cependant, une discontinuité dans la pente normale
est produite. En dépit du caractère non conforme, ces éléments passent le ’Patch-test’
et sont toujours convergents. Pour l’élément de Melosh, la construction du polynôme
d’approximation se fait à l’aide du triangle de Pascal :

constant 1
linéaire x y

quadratique x2 xy y2

cubique x3 x2y xy2 y3

x4 x3y x2y2 xy3 y4
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Étant un élément à 4 nœuds et donc à 12 degrés de liberté, le polynôme sera alors
incomplet. Pour cela et afin de préserver l’aspect symétrique dans l’approximation,
on considère la combinaison suivante :

uh
e =α1 + α2x + α3y + α4x2 + α5xy + α6y2 + α7x3 + α8x2y

+ α9xy2 + α10y3 + α11x3y + α12xy3
(3.8)

L’idée est de pouvoir construire la solution au travers de ces valeurs nodales ainsi que
de celles dérivées partielles d’ordre 1 :

(uh
e )i = α1 + α2xi + α3yi + α4x2

i + α5xiyi + α6y2
i + α7x3

i + α8x2
i yi + α9xiy2

i

+ α10y3
i + α11x3

i yi + α12xiy3
i ,

(
∂uh

∂y
)i = α3 + α5xi + 2α6yi + α8x2

i + 2α9xiyi + 3α10y2
i + α11x3

i + 3α12xiy2
i ,

−(
∂uh

∂x
)i = −α2 − 2α4xi − α5yi − 3α7x2

i − 2α8xiyi − α9y2
i − 3α11x2

i yi − α12y2
i .

(3.9)

L’approximation locale de la solution uh dans un élément s’écrit sous la forme matri-
cielle :

uh
e = Pα,

avec P = [1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, x3y, xy3] et α =




α1
:

α12


.

En regroupant les équations de (3.9) pour i = 1, . . . , 4 dans une matrice C, on peut
écrire le vecteur de de degrés de liberté sous la forme :

de = Cα.

En inversant la matrice C, on obtient l’expression du vecteur inconnu α :

α = C−1de. (3.10)

D’autre part, la discrétisation nous permet d’écrire :

uh
e = Ne de, (3.11)

On note que :
uh

e = Pα = PC−1de = Nede. (3.12)

On obtient alors une expression pour les fonctions d’interpolation locale :

Ne = PC−1. (3.13)

Cette construction n’est pas compatible avec des éléments non rectangulaires. À cet
effet, une adaptation aux éléments quadrangulaires de formes quelconques a été pro-
posée dans [48]. Il consiste à faire intervenir la matrice jacobienne lors de la dérivation
et pour le changement de repère et aussi à écrire le champ de déplacement en fonction
des modes de déformations dans le repère des coordonnées naturelles ξ et η variant
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entre −1 et 1.

〈
P
〉
=
〈
1 ξ η ξη

1
2
(ξ2 − 1)

1
2
(η2 − 1)

1
2

ξ(ξ2 − 1)

1
2

η(η2 − 1)
1
4

ξ(3 − ξ2)(η2 − 1)
1
4

η(3 − η2)(ξ2 − 1)

1
4

ξη(3 − ξ2)(η2 − 1)
1
4

ηξ(3 − η2)(ξ2 − 1)
〉
.

(3.14)

Le gradient s’écrit

∇uh =




∂uh

∂ξ
∂uh

∂η


 =

[
J
]−1




∂
〈
P
〉

∂ξ
∂
〈
P
〉

∂η


 α, (3.15)

ainsi, le champ de déplacement dans l’élément s’écrit sous la forme :

uh
e =




uh

θx

θy


 =




uh

∂uh

∂ξ
∂uh

∂η



=

[
A
][

C(ξ, η)
]
α, (3.16)

avec

[
A
]
=

[
1

〈
0
〉

〈
0
〉 [

J
]−1

]
et

[
C(ξ, η)

]
=




〈
P
〉

∂
〈
P
〉

∂ξ
∂
〈
P
〉

∂η




. (3.17)

D’autre part, le vecteur des degrés de liberté dans un élément du maillage s’exprime
par :

de =
[
A
]
Cα, avec C ≡

[
C(−1, 1)

]
, (3.18)

d’où,
α = C−1[A

]−1
de. (3.19)

Finalement,
uh

e =
[
A
]
C(ξ, η)C−1[A

]−1

︸ ︷︷ ︸
Ne

de (3.20)

et
∇uh

e =
[
J
]−1

∇
〈
P
〉
C−1[A

]−1

︸ ︷︷ ︸
∇Ne

de. (3.21)

Cette discrétisation permet de construire la matrice de rigidité K et la matrice du se-
cond membre F permettant de résoudre le problème direct régit par l’équation de
Laplace. Cependant, des calculs numériques montrent que l’équation linéaire obtenue
dans (3.7) n’est pas inversible. En effet, il a été trouvé que la matrice K est toujours de
rang incomplet. Une manière pour surmonter cette difficulté est de procéder à un tri
d’équations afin d’obtenir un système linéaire de rang complet.



102 Chapitre 3. Apports des éléments finis de type plaque

3.3 Application au problème de Cauchy associé à l’équation
de Laplace

3.3.1 Formulation continue de l’algorithme à régularisation évanescente

On considère le problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace suivant :




∆u = 0 dans Ω

u = φd sur Γd

u,n = µd sur Γd

(3.22)

Nous avons bien vu que ce problème est un problème mal posé au sens d’Hadamard
[41]. Notre approche de régularisation et de caractérisation des solutions en dimension
finie, en particulier la méthode des éléments finis de Lagrange, n’était pas capable de
reconstruire la dérivée normale de la solution dans le cas d’un domaine rectangu-
laire où Γi représente deux cotés adjacents. L’idée ici est d’utiliser des éléments finis
de type Kirchhoff, qui permettent d’avoir les dérivées partielles comme degrés de li-
berté. Nous aurons alors plus d’informations pour reconstruire la dérivée normale.
De plus, étant directement accessible grâce à la discrétisation, nous choisissons dans
notre approche de régularisation de contrôler ces 3 degrés de liberté pour optimiser
les résultats. Compte tenu de la particularité de la discrétisation, où les dérivées par-
tielles sont au moins continues, nous choisissons de relaxer l’espace de recherche des
solutions à :

H0(Ω) = {u ∈ H3/2(Ω), ∆u = 0 dans Ω}.

On peut alors définir l’espace des fonctions solutions par :

H(Γ) = {U = (ν, ξ, η) ∈ H1(Γ)× L2(Γ)× L2(Γ)

| ∃u ∈ H0(Ω), u|Γ = ν, u,n|Γ = nxξ + nyη},

où n = (nx, ny) est la normale extérieure au domaine Ω.
L’espace des fonctions solution H(Γ) muni du produit scalaire induit par H1(Γ)×

L2(Γ)× L2(Γ) et définit par :

〈U, V〉H(Γ) = 〈u, v〉H1(Γ) × 〈u,x, v,x〉L2(Γ) × 〈u,y, v,y〉L2(Γ),

∀
(

U = (u, u,x, u,y), V = (v, v,x, v,y)
)
∈ H(Γ)× H(Γ)

et de norme associée ‖·‖H(Γ) est un sous-espace fermé de H1(Γ)× L2(Γ)× L2(Γ). D’où,
H(Γ) est un espace de Hilbert. On peut aussi définir l’espace des paires de données
compatibles H(Γd) par :

H(Γd) = {Φd = (φd, µd) ∈ H1(Γd)× L2(Γd)

| ∃u ∈ H0(Ω), u|Γd
= φd, u,n|Γd

= µd}.
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Finalement, pour Φd = (φd, µd) une paire de données compatibles, on pourra écrire
une formulation équivalente au problème (3.22) de la manière suivante :

{
Trouver U = (u, u,x, u,y) ∈ H(Γ) tel que

u|Γd
= φd, u,n |Γd

≡ (nxu,x)|Γd
+ (nyu,y)|Γd

= µd.
(3.23)

Toutes les hypothèses sont satisfaites pour appliquer le théorème de Holmgren afin
de montrer l’existence et l’unicité de la solution de ce problème.

On applique ici une technique de résolution à régularisation évanescente similaire
à celle utilisée dans les chapitres précédents. La seule différence ici est que le contrôle
de la solution U = (u, u,x, u,y) est appliqué sur les deux dérivées partielles au lieu de
la dérivée normale. L’algorithme s’écrit :
Soient c > 0 et U0 ∈ H(Γ),




Trouver Uk+1 = (uk+1, uk+1
,x , uk+1

,y ) ∈ H(Γ) tel que

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V), ∀V = (v, v,x, v,y) ∈ H(Γ), ∀k ≥ 0,

où Jk+1
c (V) = ‖v|Γd

− φd‖
2
H1(Γd)

+ ‖(nxv,x|Γd
+ nyv,y|Γd

)− µd‖
2
L2(Γd)

+ c‖V − Vk‖2
H(Γ)

(3.24)
où à chaque itération, il existe un unique élément optimal Uk+1 caractérisé par :

〈Uk+1 − Φd, V〉H(Γd) + c〈Uk+1 − Uk, V〉H(Γ) = 0, ∀V ∈ H(Γ).

On peut aussi montrer que cet algorithme est convergent.

3.3.2 Formulation discrète de l’algorithme à régularisation évanescente

On considère un domaine rectangulaire Ω discrétisé par NΩ × NΩ nœuds tel que
chaque nœud possède 3 degrés de liberté comme cela a été montré dans la section
précédente (élément finis de type DKQ). Notons N le nombre des nœuds situés sur
la frontière Γ et U = (U, U,x, U,y)

t le vecteur à 3N composantes constituées par les
valeurs de uh, uh

,x et uh
,y aux nœuds de la frontière. La réduction par condensation dy-

namique du système (3.7) nous permet de définir l’opérateur :

Ξ : R3N → R
3N

U 7→
(
H−B

)
U.

(3.25)

Il s’agit de condenser la matrice K et le vecteur F uniquement sur les degrés de liberté
situés sur la frontière. C’est une technique très utile pour réduire la taille d’un sys-
tème linéaire afin d’optimiser le temps de résolution numérique. Cependant, il a été
remarqué précédemment que ce système et par la suite l’opérateur Ξ est non inver-
sible. Il existe plusieurs méthodes permettant de résoudre un tel système. On note par
exemple la méthode de décomposition en valeurs singulières (SVD) [42], décomposi-
tion de Jordan [80], décomposition de Cholesky [13], factorisation LU [65] ou à travers
du calcul de la pseudo-inverse de Moore-Penrose [74]. La plupart de ces méthodes
ont un caractère régularisant et donc peuvent dissimuler le rôle de notre méthode à
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régularisation évanescente. En outre, nous souhaitons résoudre un problème de mini-
misation sous contraintes égalités :

∥∥∥∥∥∥

min
U∈R3N

Jk+1
c (U)

tel que
(
H−B

)
U = 0

(3.26)

avec

Jk+1
c (V) =‖V |Γd

− φ
d
‖2

L2(Γd)
+ ‖(nxV,x|Γd

+ nyV,y|Γd
)− µ

d
‖2

L2(Γd)

+ c
(
‖V − Uk‖L2(Γ) + ‖V ,x − Uk

,x‖L2(Γ) + ‖V ,y − Uk
,y‖L2(Γ)

)
,

∀V = (V, V ,x, V ,y) ∈ R
3N .

Or, il est nécessaire de satisfaire les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) où les
contraintes doivent êtres linéairement indépendantes. Nous optons dans notre ap-
proche pour décomposer l’opérateur (3.25) de sorte qu’il ait un rang plein et ce en
triant les lignes linéairement indépendantes de la matrice

(
H − B

)
. Soit Γp ⊆ Γ un

ensemble de nœuds de la frontière Γ tel que la restriction des lignes de la matrice(
H−B

)
sur les nœuds de Γp est de rang plein. En effet, si Np = |Γj| avec Np ≤ N, on

aura : (
H−B

)
|Γp

∈ MNp×N(R) et rank
((

H−B
)
|Γp

)
= Np.

Cela nous permet de définir l’opérateur linéaire suivant :

Ξp : R3N → R
3Np

Up 7→
(
H−B

)
|Γp

Up
(3.27)

de noyau

HN(Γp) = {U = (U, U,x, U,y) ∈ R
N ×R

N ×R
N | Ξp(U) = 0}.

Nous pouvons alors résoudre le problème de minimisation sous contraintes égalités
Ξp(U) = 0 suivant :

Soient c > 0, V0 ∈ R
3N ,

(Sc)p

∥∥∥∥∥∥

min
V∈R3N

Jk+1
c (V),

tel que
(
H−B

)
|Γp

V = 0
(3.28)

On verra par la suite que si on considère Γp = Γi pour la restriction des contraintes
égalités, on aura une bonne approximation de la solution sur la partie inconnue. Ce-
pendant, les données ne seront pas débruitées. D’autre part, si on raisonne de la même
façon mais cette fois-ci avec Γp = Γd, on aura un bon débruitage des données mais pas
de bonne reconstruction de la solution sur Γi. Par conséquent, on pourra définir une
solution approchée U du problème (3.26) tel que U|Γi

= V|Γi
et U|Γd

= W|Γd
, où V est

une solution du problème (Sc)i et W est une solution du problème (Sc)d.
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Résoudre le problème d’optimisation (3.28) revient à trouver la solution du sys-
tème d’équations suivant :

Ξp(V) = 0, ∇Jk+1
cp

(V) +∇ΞT
p λk+1 = 0,

i.e. [
∇Jk+1

c ∇ΞT
p

∇Ξp 0

] [
Uk+1

λk+1

]
=

[
Sk

0

]
,

où

∇Jk+1
c =




MΓd + cMΓ 0 0
0 MyΓd

+ cMΓ MxyΓd

0 MxyΓd
MxΓd

+ cMΓ


 , (3.29)

∇Ξp =
(
H−B

)
|Γp (3.30)

et

Sk =




MΓd φd + cMΓUk

nt
yΓd

µd + cMΓU,y
k

nt
xΓd

µd + cMΓU,x
k

0


 , (3.31)

tels que nx = (nx1 , . . . , nxN′ )
t, ny = (ny1 , . . . , nyN′ )

t et MxΓd
, MyΓd

et MxyΓd
sont

construites à l’aide des matrices élémentaires suivantes :

MxΓdi
=

l
2

nxi n
t
xi

, MyΓdi
=

l
2

nyi n
t
yi

, MxyΓdi
=

l
2

nxi n
t
yi

, (3.32)

où N′ est le nombre des arêtes de la frontière et li est la longueur de l’arête Γdi
De plus,

MΓ =
∫

Γ
N tN ds, MΓd =

∫

Γd

N tN ds, (3.33)

où N est le vecteur qui contient les fonctions d’interpolation construisant une base de
l’espace L2(Γ).

3.3.3 Validation numérique

Nous nous intéressons dans ce chapitre au cas du domaine non régulier et prenons
comme exemple le carré [0, 1]× [0, 1] ⊂ R

2 discrétisé avec des éléments rectangulaires
de manière uniforme. Nous proposons dans cette section une validation numérique
de la stratégie proposée pour la résolution du problème de Cauchy associé à l’équa-
tion de Laplace (3.22). Nous nous focalisons sur le cas crucial où Γd, la partie de la
frontière où les données sont présentes, est donnée par les côtés y = 0 et x = 1 du
carré (Cf. Figure 3.1). Nous représentons les côtés du carré par une abscisse curviligne
s tel que pour le côté y = 0, s varie entre 0 et 1, le côté x = 1, s varie entre 1 et 2, le côté
y = 1, s varie entre 2 et 3 et le côté x = 0, s varie entre 3 et 4. Par mesure d’harmonie et
afin de pouvoir effectuer des comparaisons avec les études menées dans les chapitres
précédents ainsi que celles présentes dans les travaux [26, 29, 31], nous considérons la
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(0, 0)

(1, 1)(0, 1)

(1, 0)

FIGURE 3.1 – Domaine carré [0, 1]× [0, 1] ∈ R
2 discrétisé par 40 × 40 éléments avec * : Γd

et △ : Γi .

même solution analytique uan (3.34) de dérivée normale uan
,n pour lesquelles les don-

nées compatibles sont extraites et seront perturbées de la même manière que dans
(1.30).

uan(x) = cosh y cos x + sinh y sin x, x = (x, y) ∈ Ω. (3.34)

Nous présentons à la suite des reconstructions de la solution approchée U et de la déri-
vée normale U′ = nxU,x + nyU,y, obtenues par la stratégie introduite dans ce chapitre,
sur toute la frontière du domaine. On rappelle que chaque reconstruction est obtenue
en résolvant l’algorithme (3.28) en considérant à chaque fois la restriction sur Γd ou
Γi. Compte tenu de la décomposition et du tri des équations des contraintes égalités
effectués, nous définissons un résidu par la norme ‖Ξ(U)‖, où Ξ(U) =

(
H− B

)
U.

Cette quantité donne une représentation à quel point la solution numérique obtenue
satisfait les contraintes égalités du problème. Cela est ensuite comparé au résidu ana-
lytique ‖Ξ(Uan)‖ obtenu en considérant la solution analytique Uan = (uan, uan

,n ) asso-
ciée aux données compatibles. De plus, on définit les normes d’erreur commises sur
la solution suivant :

uk
err =

‖uan − uk‖

‖uan‖
, u′k

err =
‖u,n

an − u,n
k‖

‖u,n
an‖

.

On observe sur la Figure 3.2 que la trace de la solution et de sa dérivée normale
sont reconstruites sur toute la frontière du domaine dans le cas de données compa-
tibles. Cette reconstruction est très précise de sorte qu’elle n’implique aucun saut, es-
sentiellement sur la partie inconnue où un coin est présent.
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FIGURE 3.2 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données compatibles situées sur les côtés y = 0 et x = 1 du carré.

Lorsque les données sont perturbées, les Figures 3.3, 3.4 et 3.5 donnent les recons-
tructions obtenues pour trois niveaux de bruits δ = 3%, 5% et 10% respectivement. De
plus, le Tableau 3.1 donne plus de détails sur cette reconstruction en montrant l’évo-
lution des normes d’erreur pour chaque niveau de bruit ajouté. Ce résultat montre la
stabilité de la solution obtenue vis-à-vis du bruit ainsi que la robustesse de la stratégie
proposée par rapport à des niveaux de bruit élevés. Les valeurs des résidus associés
à chaque reconstruction sont également fournies par le Tableau 3.1. En effet, hormis
les erreurs d’approximation numérique qui sont de l’ordre de 10−6 pour la solution
analytique, il est important que la solution obtenue puisse satisfaire au maximum les
contraintes égalités afin de valider la stratégie de décomposition et de tri de celles-ci.
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(b)

FIGURE 3.3 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données bruitées de niveau δ = 3% situées sur les côtés y = 0 et x = 1 du carré.
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FIGURE 3.4 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données bruitées de niveau δ = 5% situées sur les côtés y = 0 et x = 1 du carré.
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FIGURE 3.5 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données bruitées de niveau δ = 10% situées sur les côtés y = 0 et x = 1 du carré.

δ uerr(%) u′
err(%) ‖Ξ(U)‖ ‖Ξ(Uan)‖

0% 2.10×10−1 1.48 5.72×10−4 2.34×10−6

3% 7.08×10−1 2.55 1.95×10−3 2.34×10−6

5% 1.12 3.48 3.18×10−3 2.34×10−6

10% 1.94 5.25 6.77×10−3 2.34×10−6

TABLE 3.1 – Évolution des normes d’erreur et des résidus associés aux contraintes égalités,
pour différents niveaux de bruit δ = 0%, 3%, 5%, 10%.
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FIGURE 3.6 – Reconstructions sur Γd de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b)
pour des données bruitées de niveau δ = 5%.
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FIGURE 3.7 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données compatibles situées sur les côtés y = 0 et y = 1 du carré.

La Figure 3.6 montre la capacité de la stratégie de résolution à pouvoir débruiter
les données sur la partie accessible de la frontière Γd.

Nous avons réalisé également une étude dans le cas des données situées sur deux
côtés opposés (y = 0 et y = 1). La Figure 3.7 donne la reconstruction de la trace de
solution et de sa dérivée normale lorsque les données sont compatibles tandis que la
Figure 3.8 donne les reconstructions obtenues en considérant différents niveaux de
bruits. Ces résultats permettent aussi de valider la robustesse de la stratégie proposée
ainsi que sa compatibilité au cas de données situées sur deux côtés opposés.
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FIGURE 3.8 – Reconstructions de la solution U (a) et de la dérivée normale U′ (b) pour
des données bruitées à plusieurs niveaux δ = 3%, 5% et 10% situées sur les côtés y = 0 et

y = 1 du carré.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle stratégie de résolution du pro-
blème de Cauchy associé à l’équation de Laplace. Elle consiste à utiliser une technique
de régularisation évanescente implémentée par une méthode des éléments finis utili-
sant des éléments de type plaque. L’élément MKQ12, initialement introduit dans [48]
pour l’approximation du champ de déplacement de plaques minces de Kirchhoff en
flexion, a été considéré afin de pouvoir exprimer la solution de l’équation de Laplace
en fonction de ses valeurs nodales et de ses dérivées partielles d’ordre un. Cet outil a
permis de faire porter la régularisation sur les termes des dérivées partielles au lieu de
la dérivée normale dans la fonctionnelle de régularisation évanescente. Ensuite, une
difficulté dans la résolution numérique de l’algorithme évanescent, provenant de l’im-
possibilité de l’inversion du système d’optimisation, a été contournée en envisageant
une stratégie de tri des équations représentant les contraintes égalités. Ceci a consti-
tué une alternative aux méthodes d’inversion de systèmes habituellement utilisées
dans ce cas particulier (SVD, QR, pseudo-inverse, etc), qui elles-mêmes contiennent
un caractère régularisant, afin de ne pas masquer le rôle de notre méthode de régula-
risation. Les résultats numériques ont montré la validation de cette stratégie. En effet,
la reconstruction des conditions aux limites en termes de trace de la solution et de la
dérivée normale est désormais obtenue dans le cas de données situées sur deux côtés
adjacents d’un domaine rectangulaire mais aussi la stratégie présente une robustesse
vis-à-vis de données présentant des niveaux de bruit élevés. Cette situation a été un
défi tout au long de cette thèse mais aussi, depuis des années, pour les travaux pré-
sentés dans [26, 29, 31] où des exemples de reconstructions sont fournis dans l’annexe
C.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés principalement à la résolution du
problème de Cauchy associé à l’équation biharmonique en utilisant la méthode de
régularisation évanescente. Nous avons particulièrement porté notre intérêt à la mise
en œuvre numérique de cette méthode ainsi qu’à la résolution du problème de Cauchy
en théorie des plaques minces.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la formulation continue et discrète
de la méthode de régularisation évanescente appliquée au problème de Cauchy avec
des conditions aux limites mathématiques qui ne sont prescrites que sur une partie
de la frontière. Nous avons ensuite proposé un nouveau critère d’arrêt pour l’algo-
rithme évanescent. La mise en œuvre numérique de cette méthode a été réalisée par
la méthode des solutions fondamentales dans un premier temps, puis par la méthode
des éléments finis dans un second temps et ce pour différents types de domaines (cou-
ronne, disque et carré). Des tests numériques ont prouvé la validité du nouveau critère
d’arrêt ainsi que la robustesse de la solution vis-à-vis des données bruitées. La discréti-
sation par la MEF a permis de factoriser le problème en deux sous-problèmes associés
respectivement à l’équation de Laplace et à l’équation de Poisson. Nous avons égale-
ment proposé une nouvelle stratégie pour cette résolution en résolvant directement le
problème biharmonique complet en considérant les deux équations d’équilibre dans
un seul système. Des simulations numériques ont été réalisées pour les deux méthodes
et ont permis la validation numérique de cette nouvelle stratégie. De plus, elle a per-
mis d’obtenir des résultats légèrement meilleurs lorsque les critères d’arrêt sont ap-
pliqués car ils sont, contrairement à la forme factorisée, moins infectés par le choix du
paramètre de régularisation. En revanche, les résultats numériques ont montré une
indépendance de la solution par rapport au paramètre qui n’intervient que pour ac-
célérer la convergence de l’algorithme à condition qu’il ne soit pas trop petit pour
maintenir l’effet régularisant.

Une comparaison des deux méthodes de discrétisation utilisées nous amène à
conclure que la MFS est la méthode la moins coûteuse en terme de calcul et qu’elle
gère mieux la discontinuité des dérivées normales ou les problèmes de raccord entre
la partie connue et la partie inconnue de la frontière, même avec un petit nombre de
données.

Au deuxième chapitre, la résolution du problème biharmonique a été généralisée
au cas pratique mécanique de la théorie des plaques minces. Une stratégie d’implé-
mentation en utilisant des éléments finis de type plaques de Kirchhoff a été proposée
pour la résolution de l’algorithme évanescent. Cela a permis de faire porter la régu-
larisation sur les composantes du gradient, en plus de la trace du déplacement, du
moment de flexion et de l’effort tranchant. Les résultats numériques ont prouvé la
validité de cette méthode d’implémentation et ont montré une amélioration dans la
reconstruction de la trace de la fonction et celle de la dérivée normale, en particulier
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dans le cas crucial où des points anguleux sont présents sur la partie inconnue de la
frontière. Cependant, des problèmes persistent dans la reconstruction du moment de
flexion et de l’effort tranchant sur la partie inconnue.

Le troisième chapitre s’inspire de la méthode numérique introduite au deuxième
chapitre. Il consiste à généraliser l’utilisation d’un élément fini de type plaque pour
résoudre des problèmes du second ordre. Nous avons considéré le cas du problème de
Cauchy associé à l’équation de Laplace où la méthode de régularisation évanescente a
été combinée avec cette stratégie d’implémentation. Des simulations numériques ont
montré une amélioration significative dans la reconstruction de la trace de la fonction
et de la dérivée normale dans le cas du carré, lorsque les données sont situées sur deux
côtés adjacents. La capacité à débruiter les données avec un niveau de bruit élevé est
aussi un avantage de cette stratégie.

En perspectives et dans la continuité des travaux de cette thèse, nous souhaiterions
profiter des avantages de la MFS en l’appliquant au problème de Cauchy en théorie
des plaques minces étudié au chapitre 2, pour contourner les difficultés régies par
les reconstructions du moment de flexion et de l’effort tranchant. En effet, puisqu’il
s’agit de grandeurs dont l’expression est connue en fonction du déplacement (Cf. les
relations (2.51) et (2.52)), on pourrait les exprimer à l’aide des solutions fondamentales
utilisées au chapitre 1. L’utilisation d’autres types d’éléments de plaques comprenant
des degrés de liberté d’ordres élevés pourrait être un moyen de mieux reconstruire le
moment de flexion et l’effort tranchant.

D’autre part, les améliorations obtenues grâce à la stratégie proposée au chapitre
3, dans le cas du problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace, pourraient
constituer une opportunité pour améliorer les résultats obtenus lors de la discréti-
sation par la méthode des éléments finis du problème factorisé introduit au chapitre 1.
Par ailleurs, l’alternative de trier les équations des contraintes égalités, utilisée au cha-
pitre 3 pour contourner l’utilisation des méthodes qui elles-mêmes contiennent une
régularisation, peut être revisitée afin de gérer toutes les contraintes. Il pourrait être
envisageable aussi d’utiliser d’autres méthodes numériques préprogrammées adap-
tées à l’inversion de systèmes mal conditionnés, mais il important de bien comprendre
comment celles-ci sont implémentées dans les logiciels de calculs numériques.

En s’inspirant des travaux de Caillé et al. [16, 15] dans le cadre de problèmes de
complétion de données en élasticité linéaire, nous pouvons faire porter le développe-
ment utilisé au cours de cette thèse aux problèmes de complétion de données en théo-
rie des plaques minces. On pourra traiter par exemple le problème d’identification du
champ de déplacement partiellement connu dans le domaine ou celui de détermina-
tion des forces extérieures appliquées à la plaque à travers la connaissance du champ
de déplacement sur tout le domaine et/ou des conditions aux limites en tout point de
la frontière. L’identification des propriétés mécaniques de la plaque est également un
axe de développement possible.
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Annexe A

Convergences et propriétés des
termes de contrôle

A.1 Décroissance de la suite composée des termes de relaxa-
tion des données

Soit Uk+1 ∈ H(Γ) solution de l’algorithme itératif (1.3), on souhaite montrer que la

suite
(

Jk
Γd
(Uk)

)

k∈N

définie par :

Jk+1
Γd

(Uk+1) = ‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

(A.1)

est décroissante. En effet, d’après l’algorithme (1.3), on a que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V), ∀V ∈ H(Γ),

en particulier pour V = Uk ∈ H(Γ), on a

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (Uk),

ou encore

‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) ≤ ‖Uk

|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

+ c‖Uk − Uk‖2
H(Γ),

d’où

‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

≤ ‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) ≤ ‖Uk

|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

.

Finalement, on obtient
Jk+1
Γd

(Uk+1) ≤ Jk
Γd
(Uk). (A.2)
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A.2 Décroissance de la suite composée des valeurs optimales
de la fonctionnelle Jc à chaque itération

La suite
(

Jk
c (U

k)
)

k∈N

définie par les valeurs optimales de la fonctionnelle :

Jk
c (U

k) = ‖Uk
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖Uk − Uk−1‖2
H(Γ) (A.3)

est décroissante. En effet, d’après la section A.1 on a :

‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) ≤ ‖Uk

|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

et en ajoutant le terme positif c‖Uk − Uk−1‖2
H(Γ) au membre de droite de l’inégalité

(A.3), on obtient

‖Uk+1
|Γd

− Φd‖
2
H(Γd)

+ c‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) ≤ ‖Uk

|Γd
− Φd‖

2
H(Γd)

+ c‖Uk − Uk−1‖2
H(Γ)

ou encore
Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk

c (U
k). (A.4)

Remarque. Il est à noter que les relations (A.2) et (A.4) sont obtenues quelque soit la
donnée Φd et qu’il n’y a aucune hypothèse sur la compatibilité de celle-ci.

A.3 Croissance de la suite Sk+1
c

Soit Uk+1 ∈ H(Γ), afin de montrer que la suite de terme général Sk+1
c (Uk+1) défini

par

Sk+1
c (Uk+1) =

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ) +

2
c

( k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

− (k + 1)‖Uk+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

)

est une suite croissante, on calcule

Sk+1
c (Uk+1)− Sk

c(U
k) =

k

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ) −

k−1

∑
j=0

‖Uj+1 − Uj‖2
H(Γ)

+
2
c

( k

∑
j=0

‖Uj+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

− (k + 1)‖Uk+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

)

−
2
c

( k−1

∑
j=0

‖Uj+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

− k‖Uk − Φ̃d‖
2
H(Γd)

)

= ‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) +

2
c

k
(
‖Uk − Φ̃d‖

2
H(Γd)

− ‖Uk+1 − Φ̃d‖
2
H(Γd)

)

︸ ︷︷ ︸
est positif car

(
Jk
Γd
(Uk)

)
k∈N

est décroissante

.
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D’où
Sk+1

c (Uk+1)− Sk
c(U

k) ≥ 0,

donc la suite
(
Sk+1

c (Uk+1)
)

k∈N
est une suite croissante.

Remarque. Ce résultat est valable pour des données aussi bien compatibles que brui-
tées.

Dans le cas de données compatibles, on a d’après le lemme (1.2.2) :

Sk+1
c (Uk+1) = Sk+1

e (Uk+1)− (k + 1)‖Uk+1 − Φd‖
2
H(Γd)

≤ Sk+1
e (Uk+1).

Or, la suite
(
Sk+1

e (Uk+1)
)

k∈N
est convergente. D’où

(
Sk+1

c (Uk+1)
)

k∈N
est une suite

croissante majorée. Elle est donc convergente. De plus, d’après le lemme (1.2.2), le
terme ‖Uk+1 − Φd‖

2
H(Γd)

est un terme général d’une série convergente. Donc, il existe
M > 0 tel que

‖Uk+1 − Φd‖
2
H(Γd)

≤
M
kα

, avec α > 1,

d’où
(k + 1)‖Uk+1 − Φd‖

2
H(Γd)

−→
k→+∞

0

Par conséquent, les deux suites Sk+1
c (Uk+1) et Sk+1

e (Uk+1) convergent vers la même
limite.

A.4 Propriétés de la suite composée des termes de régularisa-
tion

La suite
(

Jk+1
Γ (Uk+1)

)

k∈N

de terme général composé par les termes de régularisa-

tion ‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) à chaque itération est une suite bornée qui converge vers 0. En

effet, il est immédiat de vérifier cela en utilisant le lemme (1.2.2) :
Pour n ∈ N, on a

n

∑
k=0

‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) = ‖U0 − Ue‖

2
H(Γ) − ‖Un+1 − Ue‖

2
H(Γ) −

2
c

n

∑
k=0

‖Uk+1 − Φd‖
2
H(Γd)

≤ ‖U0 − Ue‖
2
H(Γ),

d’où,
+∞

∑
k=0

‖Uk+1 − Uk‖2
H(Γ) ≤ ‖U0 − Ue‖

2
H(Γ)

et
‖Uk+1 − Uk‖2

H(Γ) −→
k→+∞

0.
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Annexe B

Détails concernant les éléments
finis de plaques

B.1 Construction des fonctions d’interpolation pour un cas de
maillage uniforme

Un polynôme est défini afin d’approximer le déplacement vertical du plan moyen
w(x, y) ainsi que ses dérivées partielles, lors du calcul par éléments finis.

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

wi = α1 + α2xi + α3yi + α4x2
i + . . .

(
∂w
∂y

)i = α3 + α5xi + . . .

−(
∂w
∂x

)i = −α2 − α5yi + . . .

(B.1)

En fonction du nombre de degrés de liberté par nœud et du nombre de nœuds présents
dans l’élément, nous avons besoin d’un nombre suffisant de termes pour définir les
polynômes d’approximation de référence. La construction de ces polynômes se fait à
l’aide du triangle de Pascal :

constant 1
linéaire x y

quadratique x2 xy y2

cubique x3 x2y xy2 y3

x4 x3y x2y2 xy3 y4

On peut alors écrire :
w = Pα

avec P = [1, x, y, x2, y2, . . . ] et α = [α1, α2, . . . ]t un vecteur constitué de constantes. Les
éléments de Kirchhoff sont des éléments à 3 degrés de liberté par nœud : le déplace-
ment vertical w et ses dérivées partielles premières dans chaque direction ( ∂w

∂x )i = −θyi
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et ( ∂w
∂y )i = θxi . On note di =




wi
θxi

θyi


 le vecteur qui contient les degrés de liberté à chaque

nœud i et d =




di
dj
dk
:


 le vecteur des degrés de liberté de l’élément de référence.

On peut alors écrire :

d = Cα.

En inversant la matrice C, on obtient l’expression du vecteur inconnu α :

α = C−1d. (B.2)

D’autre part, la discrétisation nous permet d’écrire :

w = Nd, (B.3)

où N est le vecteur des fonctions d’interpolation de l’élément :

N =
[
N1 N2 N3 · · ·

]
et Ni =

[
Ni Ni Ni

]
pour i = 1 à k, (B.4)

où Ni, Ni et Ni sont les fonctions d’interpolation liées aux degrés de liberté wi, θxi et
θyi respectivement, et k est le nombre de nœuds par élément. On note que :

w = Pα = PC−1d = Nd. (B.5)

On obtient alors les fonctions de forme pour chaque élément :

N = PC−1. (B.6)

B.1.1 Discrétisation en utilisant des éléments finis rectangulaires à 4
nœuds (élément fini de Melosh)

L’élément fini de Melosh [63] est beaucoup plus simple à implémenter que celui
de Batoz [7] présenté au chapitre 2. C’est un élément rectangulaire à 4 nœuds et à
12 degrés de liberté. Un polynôme du troisième degré est utilisé pour approximer le
déplacement w dans l’élément :

w =α1 + α2x + α3y + α4x2 + α5xy + α6y2 + α7x3 + α8x2y

+ α9xy2 + α10y3 + α11x3y + α12xy3.
(B.7)

En appliquant l’opérateur différentiel L∇ (défini au paragraphe 2.2.1.2), on peut
écrire :

L∇w =




2α4 + 6α7x + 2α8y + 6α11xy
2α6 + 2α9x + 6α10y + 6α12xy

2α5 + 4α8x + 4α9y + 6α11x2 + 6α12y2


 = Qα, (B.8)
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où

Q =




0 0 0 2 0 0 6x 2y 0 0 6xy 0
0 0 0 0 0 2 0 0 2x 6y 0 6xy
0 0 0 0 2 0 0 4x 4y 0 6x2 6y2


 .

D’autre part

L∇w =
(

L∇N
︸ ︷︷ ︸

)

≡B

d = Q α = QC−1d, (B.9)

d’où,
B = QC−1. (B.10)

Enfin, la matrice de rigidité s’écrit :

K =
∫

Ω0

BtD BdΩ0,

K = C−T
( ∫

Ω0

QTDQdΩ0

)
C−1

(B.11)

et le second membre s’écrit

F =
∫

Ω0

Ntq(x, y) dxdy +
∫

Γ

[
Nt

nMnn + Nt
(

∂Mns

∂s
− Qn

)]
ds + R. (B.12)

B.1.2 Discrétisation en utilisant des éléments finis triangulaires à 3 nœuds

L’élément triangulaire à 3 nœuds est plus compliqué à gérer, car nous avons 9
degrés de liberté sur l’élément de référence et on a sur cet élément 9 équations avec 9
inconnues, tandis que l’expression cubique complète contient 10 termes. Il faut alors
omettre un terme. De plus, un autre problème pourrait se poser avec ce type d’élément
fini, surtout lorsque les deux côtés du triangle sont respectivement parallèles aux axes
x et y. Afin de surmonter cette difficulté, Zienkiewicz et al. [83] proposent d’utiliser les
coordonnées barycentriques comme fonctions polynomiales.

Nous devons choisir 9 termes polynomiaux pour construire P et avoir une approxi-
mation qui couvre le plus de solutions possibles. En notant L1, L2 et L3 ces coordon-
nées, et en posant

P = [L1, L2, L3, L1L2, L2L3, L3L1, L2
1L2, L2

2L3, L2
3L1]

qui contient les six termes quadratiques et trois des dix termes cubiques possibles,
nous pouvons nous assurer que nous pouvons approximer n’importe quel type de
fonction avec une continuité C1.

On note, de la même manière que dans la section précédente, les 9 degrés de liberté
d :

d =




di
dj

dk


 où di =




wi
θxi

θyi


 =




wi

(
∂w
∂y

)i

−(
∂w
∂x

)i


 . (B.13)
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En exprimant de la même manière les 9 degrés de liberté que dans B.1.1 à partir du
développement polynomiale w = Pα, on peut écrire d en fonction de 9 inconnues αi
sous forme matricielle :

d = Cα. (B.14)

L’expression des Ni est détaillée dans [83] et est donnée, avec ce choix de P, par :

NT
i =




3L2
i − 2L3

i
L2

i (bjLk − bkLj) +
1
2(bj − bk)L1L2L3

L2
i (cjLk − ckLj) +

1
2(cj − ck)L1L2L3


 (B.15)

où
bi = yj − yk,

ci = xk − xj

et pour une permutation cyclique des indices i, j, k. On rappelle que L∇ =




∂2

∂x2

∂2

∂y2

2 ∂2

∂x∂y


 et

B = L∇N =




N1,xx N2,xx N3,xx

N1,yy N2,yy N3,yy

2N1,xy 2N2,xy 2N3,xy


 (B.16)

avec la notation ",xx" qui signifie la dérivée seconde par rapport à x, etc.
Le calcul de la matrice B nécessite alors le calcul des dérivées secondes des fonc-

tions de forme. Ceci peut être obtenu en utilisant la transformation suivante des coor-
données barycentriques en coordonnées cartésiennes :




∂2Ni

∂x2
∂2Ni

∂x∂y
∂2Ni

∂y∂x
∂2Ni

∂y2


 =

1
4∆2

[
b1 b2 b3

c1 c2 c3

]




∂2Ni

∂L2
1

∂2Ni

∂L1∂L2

∂2Ni

∂L1∂L3

∂2Ni

∂L2∂L1

∂2Ni

∂L2
2

∂2Ni

∂L2∂L3
∂2Ni

∂L3∂L1

∂2Ni

∂L3∂L2

∂2Ni

∂L2
3







b1 c1
b2 c2

b3 c3


 (B.17)

où ∆ = 1
2(b1c2 − b2c1). D’où,

L∇w = L∇(Pα) = Qα = QC−1d (B.18)

avec Q une matrice 3 × 9 qui s’exprime en fonction de L1, L2 et L3.

D’autres méthodes ont été proposées par [83, 8, 21, 7, 72] pour calculer la matrice
de rigidité.
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B.2 Validation des calculs de la matrice de rigidité et du se-
cond membre

On considère deux types de domaine, le carré [−1, 1] × [−1, 1] et le disque unité,
discrétisés par des éléments finis DKT et DKQ. On souhaite vérifier la validité de l’im-
plémentation de la matrice de rigidité K présentée dans la section 2.3.1 pour ces deux
types d’éléments, à travers le calcul de Kd où les valeurs de d sont générées à en utili-
sant des solutions analytiques. Ce calcul est ensuite comparé avec le calcul du vecteur
du second membre F, construit à l’aide de l’approche présentée dans la section 2.3.1.
Ces vecteurs seront tracés en séparant les lignes associées à chaque degré de liberté w,
θx et θy. On rappelle que le calcul de F est le même pour les deux approches, parce que
la frontière est constituée par le même type d’élément fini (éléments 1-D à 2 nœuds et
à 3 degrés de liberté par nœud).

B.2.1 Domaine carré avec maillage uniforme

(a)

(b)

FIGURE B.1 – Domaines carrés discrétisés par des éléments finis DKT (a) et DKQ (b) avec
un pas h = 1/20.
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FIGURE B.2 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F pour
chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la solution

analytique 1
3 x4 − x2y2 et pour les deux maillages DKT et DKQ.
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FIGURE B.3 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la
solution analytique 1

2 x(sin x cosh y − cos x sinh y) et pour les deux maillages DKT et DKQ.
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FIGURE B.4 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la

solution analytique x2y et pour les deux maillages DKT et DKQ.
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FIGURE B.5 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la

solution analytique x2 et pour les deux maillages DKT et DKQ.

Nous remarquons que les calculs de Kd et du vecteur du second membre F coïn-
cident avec la discrétisation par des éléments finis DKQ contrairement aux éléments
DKT. Cet écart est d’autant plus visible lorsque la solution analytique utilisée est de
degré important et implique des termes au second membre tels que Mxy, Qx ou Qy

non nuls.



126 Annexe B. Détails concernant les éléments finis de plaques

B.2.2 Domaine circulaire

(a)

(b)

FIGURE B.6 – Domaines circulaire de type disque unité discrétisés par des éléments finis
DKT (a) et DKQ (b) avec un pas h = 1/80.
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FIGURE B.7 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la

solution analytique 1
3 x4 − x2y2 et pour les deux maillages DKT et DKQ.
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FIGURE B.8 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la
solution analytique 1

2 x(sin x cosh y − cos x sinh y) et pour les deux maillages DKT et DKQ.
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FIGURE B.9 – Représentations du vecteur Kd et du vecteur du second membre F tracés
pour chaque bloc de lignes associé aux degrés de liberté w (a), θx (b) et θy (c) pour la

solution analytique x2 et pour les deux maillages DKT et DKQ.

Dans le cas du disque, nous remarquons un écart entre les calculs de Kd et du vec-
teur F au niveau des termes liés au degré de liberté w pour le maillage DKT lorsque la
solution analytique utilisée est de degré important et que les éléments DKQ sont plus
précis. Toutefois, les calculs obtenus par ces deux éléments sont quasiment identiques
que ceux du vecteur F au niveau des lignes correspondant aux degrés de liberté θx et
θy.

B.3 Fonctions d’interpolation sur l’élément de référence

Les fonctions d’interpolation sur l’élément de référence, utilisées pour construire
les éléments DK dans la partie 2.3.1, sont données par :
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- pour l’élément triangulaire

[Nl ] =




2(1 − ξ − η)( 1
2 − ξ − η)

ξ(2ξ − 1)
η(2η − 1)


 (B.19)

[NQ] =




4ξ(1 − ξ − η)
4ξη

4η(1 − ξ − η)


 (B.20)

- pour l’élément quadrangulaire

[Nl ] =




1
4(1 − ξ)(1 − η)
1
4(1 + ξ)(1 − η)
1
4(1 + ξ)(1 + η)
1
4(1 − ξ)(1 + η)


 (B.21)

[NQ] =




1
2(1 − ξ2)(1 − η)
1
2(1 + ξ)(1 − η2)
1
2(1 − ξ2)(1 + η)
1
2(1 − ξ)(1 − η2)


 (B.22)
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Annexe C

Résultats antérieurs obtenus avec la
méthode de régularisation
évanescente

La méthode de régularisation évanescente a connu par le passé certaines évo-
lutions pour la résolution du problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace.
Celles-ci s’inscrivent dans le but d’améliorer la reconstruction de la dérivée normale
lorsque la frontière du domaine contient des points anguleux. On retrouve d’abord
la méthode d’ordre zéro qui est la version initiale présentée dans (Delvare 2000 [28],
Cimetière et al. 2001 [26]). Une version, dite d’ordre un, a été introduite par Delvare et
al. [25, 29]. Elle couple la détermination de la solution u du problème à celle de deux
inconnues auxiliaires u1 et u2 qui s’avèrent coïncider avec les deux dérivées partielles
de u, lorsque les données sont compatibles. Le problème d’ordre un fait appel à des
données aux limites sur la partie connue de la frontière Γd qui doivent être obtenues à
partir des seules données du problème initial. L’évaluation de ces informations com-
plémentaires nécessite de dériver tangentiellement la donnée associée à la fonction
deux fois et la donnée associée à la dérivée normale une fois. Ensuite, une version dite
d’ordre un modifié est introduite par Delvare et al. [31] (notée "new method" sur les
Figures C.1 et C.2), qui reprend le principe de la méthode d’ordre un, mais qui ne né-
cessite pas l’évaluation numérique d’informations complémentaires sur Γd. Cette mé-
thode repose sur l’utilisation de formulations faibles qui couplent les deux dérivées
partielles d’une fonction harmonique, sans faire intervenir leurs dérivées normales.

Ces différentes versions ont été appliquées au problème de Cauchy associé à
l’équation de Laplace : 




∆u = 0 dans Ω

u = φd sur Γd

u,n = µd sur Γd

(C.1)

et ont traité le cas du domaine carré [0, 1] × [0, 1] ∈ R
2, tel que la partie accessible

de la frontière est donnée par les côté adjacents y = 0 et x = 1. Ce qui est identique
au problème traité au chapitre 3 de cette thèse. Les reconstructions des conditions
aux limites de ce problème de Cauchy par les différentes méthodes citées ci-dessus,
sont données par les Figures C.1 C.2 C.3 C.4 C.5 et C.6, où différents types de données
compatibles et bruitées ont été utilisées. Cependant, le bruitage a été porté uniquement
selon une seule composante, la fonction u ou sa dérivée normale u,n, à la fois pour
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chaque simulation.
Nous remarquons que seule la méthode de régularisation évanescente d’ordre un

modifié a réussi à reconstruire la dérivée normale et qu’elle est relativement stable
vis-à-vis des données bruitées à niveau élevé, sachant qu’une seule composante des
données a été bruitée. Cependant, elle n’a pas réussi à débruiter les données lorsque
la composante associée à la dérivée normale u,n est bruitée sur la partie Γd. Ainsi, en
comparaison avec les résultats obtenus au chapitre 3, nous pouvons valider l’apport
de notre stratégie proposée dans l’utilisation de la méthode de régularisation évanes-
cente.

FIGURE C.1 – Reconstruction de u sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par les
différentes méthodes de régularisation évanescente, d’ordre zéro, d’ordre un et d’ordre un

modifié avec des données compatibles (Figure extraite de [31]).

FIGURE C.2 – Reconstruction de u,n sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par les
différentes méthodes de régularisation évanescente, d’ordre zéro, d’ordre un et d’ordre un

modifié avec des données compatibles (Figure extraite de [31]).
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FIGURE C.3 – Reconstruction de u sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par la
méthode de régularisation évanescente d’ordre un modifié avec u bruitée (Figure extraite

de [31]).

FIGURE C.4 – Reconstruction de u,n sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par la
méthode de régularisation évanescente d’ordre un modifié avec u bruitée (Figure extraite

de [31]).
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FIGURE C.5 – Reconstruction de u sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par la
méthode de régularisation évanescente d’ordre un modifié avec un bruitée (Figure extraite

de [31]).

FIGURE C.6 – Reconstruction de u,n sur la frontière du domaine carré [0, 1]× [0, 1] par la
méthode de régularisation évanescente d’ordre un modifié avec u,n bruitée (Figure extraite

de [31]).
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