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RESUME

Le calcul numérique de fonctions de matrices f(A) avec A matrice carrée de Toeplitz ou Toeplitz-like de
taille n X n trouve son intérét dans divers domaines mathématiques, que ce soit pour la discrétisation d’une
équation integro-différentielle partielle ou la construction de systémes de filtres. Or, les méthodes classiques
de calcul de fonctions de matrices n’utilisant aucune structure particuliere de la matrice A, celles-ci sont alors
de complexité O(n?). Dans cette thése nous cherchons & réduire cette complexité a O(n?) voire O(nlog?(n))
en exploitant la structure Toeplitz-like de A, notamment a ’aide de I'approximation rationnelle de notre
fonction f. Aprés avoir donné quelques rappels concernant les fonctions de matrices et leur approximation,
nous définissons une arithmétique sur les matrices Toeplitz-like, formant un sous-ensemble de matrices
permettant des opérations rapides, comme 'addition, la multiplication ou l'inversion, réduisant le calcul
d’une fonction rationnelle de matrice & une complexité O(n?) voire O(nlog?(n)). A I'aide de cette nouvelle
arithmétique, nous nous attardons ensuite sur I'approximation des fonctions de matrice racine carrée et
signe pour lesquelles nous reprenons et accélérons la méthode de Newton sous ses différentes formes. Enfin
nous nous intéressons a 'approximation des fonctions de matrices f(A) par r(A) lorsque f est une fonction
de Markov avec f : z — [ f dz“f(mw) ou p est une mesure positive a support dans [a; (5] et A une matrice de
Toeplitz symétrique. Nous énongons alors I'un de nos principaux résultats qui est une borne supérieure pour
Perreur relative d’interpolation rationnelle 1 — r/f sur l'intervalle spectral de A. Cette borne est ensuite
optimisée par un choix particulier des points d’interpolation. Nous discutons alors de la précision de trois
représentations différentes de nos interpolants rationnels et appuyons nos résultats d’applications numériques
pour un argument scalaire. Un résultat sur la positivité des parametres de la fraction continue de Thiele dans
le cas de fonctions de Markov est également démontré. Ces résultats sont enfin appliqués au cas matriciel et
nous proposons diverses reformulations a priori et a posteriori de notre borne sur 1 —r/f pour une fonction
de Markov f et un argument matriciel. De nombreuses expériences numériques illustrent notre démarche.



ABSTRACT

The numerical computation of matrix functions f(A) where A is a square Toeplitz or Toeplitz-like
matrix of size n x n is usefull in many mathematical fields, such a the discretization of a partial integro-
differential equation, or the construction of digital filters. However, classical methods to compute functions
of matrices f(A) don’t use any particular structure of the matrix A and have a complexity O(n3). In
this thesis we seek at reducing this complexity to O(n?) or O(nlog?(n)) by exploiting the Toeplitz-like
structure of A, in particular with the help of rational approximation of our function f. After giving a short
summary of the theory of matrix functions and their approximation, we define an arithmetic on Toeplitz-like
matrices, forming a subset of matrices allowing fast operations, such as the addition, the multiplication or the
inversion, reducing the calculation of rational functions of a matrix to a complexity O(n?) or O(nlog?(n)).
With the help of this new arithmetic, we then focus on the approximation to the matrix square root and
sign functions for which we recall and accelerate the Newton method and its variants. Finally we look at
the approximation to matrix functions f(A) by 7(A) when f is a Markov function f : z — [ f dz” _(i) where
W is a positive measure with support in [«; 5] and a symmetric Toeplitz matrix A. We then state one of
our main results which is an upper bound on the relative error of rational interpolation 1 — r/f over the
spectral interval of A. This bound is then optimized by a particular choice of the interpolation points. We
then discuss the accuracy of three different representations of our rational interpolants and illustrate our
results with numerical applications on a scalar argument. A result on the positivity of parameters of the
Thiele continued fraction representation in the case of Markov functions is also demonstrated. These results
are then applied on matrices et we provide various a priori and a posteriori reformulations of our bound
on 1 —r/f for a Markov function f and a matricial argument. Several numerical experiments illustrate our
approach.
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Introduction

Soient A € C™*™ une matrice et f une fonction. Un probléme important en mathématiques appliquées
est le calcul de la fonction de matrice
f(a) e

lorsque f(A) existe. En effet, ce probleme peut apparaitre nécessaire pour la résolution de certains sys-
temes d’équations différentielles ordinaires. De tels systémes sont obtenus par exemple apres discrétisation
en espace par différences finies de certaines équations aux dérivées partielles comme ’équation des ondes ou
I’équation de la chaleur ou apparaissent naturellement des fonctions de matrices de Toeplitz, ainsi que pour
une multitude d’autres problémes [15]. On peut également citer 'exemple de I’équation integro-différentielle
partielle donné a ’exemple 1.4.7 en section 1.4. De plus, la discrétisation de 'intervalle d’étude en n + 1
sous-intervalles de longueur identique fait apparaitre lors de la résolution par différences finies pour dis-
crétiser I’équation une matrice de Toeplitz, c’est-a-dire une matrice avec diagonale et sur/sous-diagonales
constantes. Ce phénomene s’observe également lors de prélevements a intervalle de temps régulier dans le
domaine de I'analyse stochastique.

Par conséquent, il est courant de rechercher un algorithme de calcul de la fonction de matrice f(A).
Dans le cas ou f = p € Py, = {p polyndme tel que deg(p) < m} avec m > 0, si p(z) = S7"a;2’, on sait
que la fonction de matrice p(A) est alors donnée par p(A) = > e a;jA7 pour toute matrice A € C"™*". Si

z) = exp(z), on sait que f posseéde le développement en série entiere exp(z) = S50 Zi;, et on définit alors
J 0 7!
la fonction de matrice exp(A) pour tout matrice A € C™" par exp(A) = 720 %Aj. Cependant, toute

fonction ne pouvant pas forcément étre exprimée sous la forme d’une somme (finie ou infinie), il nous faut
considérer d’autres définitions d’une fonction de matrice, données en section 1.2 et lorsque A € C™*" avec
n > 1, il se pose alors la question de la complexité de ce calcul. L’un des premiers & étudier les fonctions
de matrices dans un cadre général d’une matrice A € C™*"™ fut Cayley qui en 1858 dans A Memoir on the
theory of Matrices [21] s’intéressa a la fonction de matrices racine carrée. Peu de temps apres apparaissent
les premieres définitions générales d’une fonction de matrices donnés notamment par Sylvester et d’autres
auteurs. Ce sujet a ensuite suscité de nombreuses recherches et on peut trouver dans la littérature plusieurs
références sur les fonctions de matrices, notamment Gantmacher [40], Horn et Johnson [59], Lancaster et
Tismenetsky [66], Golub et Van Loan [43]. On peut également citer [57] qui constitue une référence plus
récente consacré au calcul effectif des fonctions de matrices.

Dans le cas général, il existe différentes méthodes de calcul d’une fonction de matrice f(A) € C™*",
un de ces algorithme étant I’algorithme de Schur-Parlett [29] composé de deux étapes : une premiere étape
ou on exécute la décomposition de Schur de la matrice A, c’est-a-dire une décomposition sous la forme
A = U*TU avec U unitaire et T triangulaire supérieure, cette décomposition pouvant par exemple étre
calculé par l'algorithme QR en complexité O(n?), voir O(n?) dans le cas de matrices de Hessenberg [43,
Sections 7.4]. Puis une deuxiéme étape ou, comme f(A) = U*f(T)U, il nous reste & calculer f(T). Or, les
éléments diagonaux de la matrice f(7') vérifiant f(T");; = f(7};), nous obtenons les autres éléments de
la matrice successivement a l’aide de la relation de Sylvester f(T)T — T f(T) = 0. Notons qu'il existe des
versions blocs pour la résolution de I'équation f(T)T — T f(T) = 0 [57, Section 9.2]. Cependant, il n’est



pas clair comment transformer une matrice de Toeplitz en une matrice de Hessenberg en complexité O(n?).
Donc I'algorithme de Schur-Parlett pour une matrice de Toeplitz reste de complexité globale de O(n?), ce
colit étant trop élevé lorsque n > 1. Dans cette these, nous allons plutot approcher f(A) par une expression
g(A) au lieu de calculer f(A) explicitement. Ici, g sera une fonction "plus simple", par exemple un polynéme
ou une fonction rationnelle suffisasamment proche de f dans un sens a définir pour que ’on puisse controler
I'erreur absolue f(A) — g(A) ou lerreur relative I — g(A)f(A)~!. On peut alors considérer pour fonction
g une somme partielle d’une série de Taylor ou d’une série de Faber, ou encore une fonction rationnelle
comme un approximant de Padé [12], mais ces choix de g entrainent toujours une complexité d’ordre O(n?)
opérations élémentaires.

Or, il est important de remarquer que les méthodes de calcul citées précédemment ne prennent pas en
compte la structure particuliere de la matrice considérée et donc pas la structure a diagonales et sur/sous-
diagonales constantes des matrices de Toeplitz. Cependant, la structure particuliere de ces matrices a déja
montré quelques avantages en termes de cotit de calcul puisqu’un produit entre une matrice de Toeplitz et
un vecteur quelconque peut étre effectué en O(nlogn) opérations élémentaires [63, Section 5.3.3], et on peut
donc espérer dégager des algorithmes a cofit réduit pour d’autres opérations impliquant des matrices de
Toeplitz. S. Massei [69, Chap. 7] s’attarde a définir une arithmétique pour les matrices dite quasi-Toeplitz,
c’est-a-dire des matrices de la forme A = T'(a) + E ou T'(a) est une matrice de Toeplitz semi-infinie et E est
non-Toeplitz avec } ; ;cz+ |Eij| < oo. Par approximation des matrices QT (matrices quasi-Toeplitz semi-
infinie) par des matrices CQT (matrices quasi-Toeplitz), S. Massei avec Bini et al. [17] démontrent qu’une
arithmétique adaptée a ces matrices permet d’exécuter les opérations telles que la somme, la multiplication
ou l'inversion avec un cofit réduit.

Plus généralement, le cas de matrices structurées a suscité I'intérét de différents auteurs pour le déve-
loppement de méthodes de calcul a faible cotit. C’est notamment le cas des auteurs S. Massei, L. Robol et
D. Kressner qui se sont intéressé aux matrices hiérarchiques [70], c’est-a-dire aux matrices pour lesquelles il
existe un r petit devant la dimension n de sorte que toute sous-matrice de A formée de lignes et colonnes
successives et ne comportant pas un élément diagonal de A soit de rang au plus r. En stockant ces matrices
sous un format HODLR ou HSS, les auteurs développent des algorithmes de résolution de systémes linéaires
dont les coefficients forment une matrice hiérarchisée avec une complexité de O(nlog?n) opérations élémen-
taires. Notons ici que, a ’aide d’un changement de base donné explicitement par la transformée de Fourier
discrete, on peut se ramener d’une matrice de Toeplitz a une matrice dit Cauchy-like, qui est une matrice
hiérarchisée. Par conséquent, en se basant sur [70], on peut résoudre des systémes de Toeplitz en complexité
O(nlog?n) par un algorithme déterministe.

Dans cette theése, nous ne nous intéressons pas au calcul du produit matrice-vecteur f(A)b avec b € C"
pour lequel les techniques des sous-espaces de Krylov comme la méthode d’Arnoldi ou encore la méthode
de Lanczos dans le cas d’'une matrice symétrique, ayant comme but de se ramener au calcul d’une fonction
de matrice pour une matrice de dimension petite devant n (voire [53] ou GMRES [80] ou d’autres méthodes
4)).

Le point de départ de nos recherches est 'article Fast computation of the matriz exponential for a Toe-
plitz matriz de D. Kressner et R. Luce [65] dans lequel les auteurs s’intéressent au calcul de la fonction de
matrice exp(7T') avec T' € C™*™ une matrice de Toeplitz. Ils y fournissent des algorithmes rapides basées sur
une arithmétique issue de la structure de déplacement, découverte par [51, 52] puis reprise dans une multitude
de travaux de Kailath et autres auteurs [60, 24, 62, 77|, pour laquelle les différentes opérations sur les matrices
de Toeplitz peuvent étre effectuées avec un coiit de calcul bien inférieur a I'arithmétique pleine. En parti-
culier toute fonction rationnelle exprimée en une matrice de Toeplitz T' € C™*™ peut étre calculée avec une
complexité de O(n?) opérations élémentaires. A partir de ’approximation rationnelle de I’exponentielle, ils
en déduisent 'existence d’une approximation rationnelle R(T') avec R € Ry = {r = % avec p € Ps,q € Ps}
de 'exponentielle de matrice de Toeplitz, facilement calculable sur machine, de sorte que pour toute matrice
de Toeplitz T' définie négative.

| exp(T) — R(T)2 < CV~



avec C' une constante, V' ~ 9,28903... et s € N tel que R € R, en appliquant le résultat de Gonchar
et Rakhmanov [46]. Les auteurs considérent alors pour fonction rationnelle R un approximant de Padé
sans rechercher ’expression d’une fonction rationnelle R optimisant I'approximation, pour laquelle nous
connaissons des résultats d’existence et d’unicité d’apres [72].

Le but de cette theése est pour une matrice de Toeplitz A symétrique définie positive avec intervalle
spectral [c;d] et une fonction f analytique sur un ouvert contenant 'intervalle [c;d] de construire des ap-
proximants rationnels 7 de sorte & controler I’erreur absolue || f(A)—r(A)|| ou relative ||I— f(A)~'r(A)|| mais
également de fournir des techniques efficaces et fiables pour évaluer r(A). De plus, on sait d’apres la théorie
des ensemble K-spectraux que pour tout ensemble E contenant le spectre de A tel que f est analytique sur
un voisinage de E,

1FCA) = (A < If = rllzeomy ou I = FA)T (A <L =7/ fll oo (m),

et on pourra alors rechercher un meilleur approximant rationnel de f sur E pour borner lerreur relative ou
absolue pour les matrices. Nous allons en particulier considérer des interpolants afin de pouvoir sélectionner
nos points d’interpolation en vue de diminuer notre borne supérieure. Notons que par le théoréme de
Chebyshev rationnel [87], un meilleur approximant est nécessairement un interpolant et on ne perd donc pas
la généralité en se limitant aux interpolants. Pour pouvoir faire le lien avec la littérature sur 'approximation
rationnelle, nous allons nous limiter a une classe de fonctions f dites de Markov, ainsi que des produits de
fonctions de Markov avec une fonction rationnelle, incluant les fonctions z +— 1/v/z, z + /z, z — log(z)
et d’autres fonctions élémentaires.

Dans le premier chapitre de nature introductive et sans résultats originaux, nous revisitons en section
1.1 les matrices de Toeplitz, et en section 1.3 les définitions et quelques propriétés des fonctions de matrices.
Dans cette section, nous donnons également un apercu de quelques méthodes de calcul des fonctions de
matrices, et en particulier la méthode de Schur-Parlett mentionnée un peu plus t6t dans l'introduction.
Finalement, nous énumérons quelques applications ou 'occurence des fonctions de matrices de Toeplitz est
naturelle et nous terminons, comme pour les autres chapitres, par quelques conclusions.

Au chapitre 2, nous reprenons 'idée de [65] de décrire une nouvelle arithmétique pour laquelle les
opérations usuelles telles que la somme, le produit ou 'inversion sur des matrices de Toeplitz peuvent étre
effectuées avec une complexité réduite. Une itération de ces opérations nous permettra alors d’évaluer d’une
maniere efficace expression r(A) pour A une matrice de Toeplitz et r € R, 5. Suivant [61, 41], 'opérateur
de déplacement d’une matrice carrée A est ’expression

0 ... ... 0 =£1]
1 . 0
S(A)=2Z1A—AZ_4, avec Zy1 = |

O ... 0 1 O

introduit en section 2.1. A est dite Toeplitz-like si le rang de S(A) (appelé rang de déplacement de A et
noté p(A)) est faible devant la dimension. Par exemple, une matrice de Toeplitz est de rang de déplacement
< 2 et de méme pour son inverse méme si I'expression de A~! n’a & premiére vue pas de structure de
Toeplitz apparente. On appelle générateurs de A les deux matrices apparaissant dans une décomposition de
rang plein de S(A). Il est bien connu est assez facilement vérifiable que 1’on puisse reconstruire de maniere
unique la matrice A a partir de ses générateurs. Passer d’une matrice a ses générateurs est alors une sorte de
compression des données en complexité O(p(A)n) (les auteurs de [65] ont travaillé avec un opérateur non pas
de type Sylvester mais de type Stein, qui n’est pas injectif), ce passage est expliqué dans la section 2.2. Inspiré
d’un raisonnement similaire mais pas identique & [65], nous montrons en section 2.3 que toute opération
élémentaire entre deux matrices Toeplitz-like (addition, produit et inverse) donne & nouveau une matrice



Toeplitz-like. Grace a ces formules, chacune de ces trois opérations élémentaires peut alors étre effectuée en
prenant comme entrée les générateurs des opérants, et en calculant les générateurs du résultat, en complexité
O(nlog®n). Une compression supplémentaire basée sur une SVD de S(A) permet de maitriser la croissance
du rang de déplacement. Par exemple, le rang de déplacement de r(A) pour une fonction rationnelle r € R, ¢
peut étre borné par O(max{m,{}p(A)) et donc r(A) peut étre évalué en complexité O(max{m, £}nlog®n)
pour une matrice de Toeplitz. Dans le cadre de cette these, I’ensemble des procédures de notre arithmétique
Toeplitz-like a été implémentée sous Matlab. Pour faciliter la reproductibilité de nos expériences numériques,
nous avons finalement décidé de nous baser dans toutes nos expériences numériques sur le récent paquetage
TLComp' de Robert Luce qui suit les mémes idées mathématiques.

Dans le chapitre 3, nous entamons la recherche d’une fonction rationnelle de matrice r(A) en adaptant
la méthode itérative de Newton pour la racine carrée principale de matrice v/A ainsi que le signe de matrice
sign(A) [57, Section 6.3] & notre nouvelle arithmétique. Chaque matrice itérée de la méthode de Newton
pour la racine carrée principale étant une fonction rationnelle en la matrice A d’ordre [2¥|2F — 1] avec
k > 0, d’apres notre proposition 3.2.5, elle peut étre calculée, lorsque k << n, en O(nlog®n) opérations
élémentaires. L’auteur considere dans [57, Section 6.3] une itération avec un premier terme égal a la matrice
A, ce qui malgré la convergence quadratique de la méthode pourrait entrainer une convergence lente vers
la fonction de matrice concernée. Dans le cas de la racine carrée principale, nous introduisons en sous-
section 3.3.1 d’autres choix d’un premier terme sous forme d’un multiple scalaire ou d’approximant de
Padé d’ordre concordant avec 'ordre des matrices itérées de la méthode de Newton soit d’ordre [2¢2¢ — 1]
permettant une bonne approximation dés le premier terme, ainsi que des parameétres optimaux [9] introduits
en sous-section 3.3.2 a chaque itération de cette méthode, accélérant la convergence. Notons ici que notre
but n’est pas d’utiliser la méthode de Newton avec ou sans parametres ou méme le choix du premier terme,
mais plutot de comprendre et comparer 'arithmétique Toeplitz-like et 'arithmétique pleine. Pour ce faire,
nous effectuons plusieurs expérience numériques en section 3.4 pour lesquelles les calculs en arithmétique
Toeplitz-like sont plus rapides pour n assez grand, convergeant en particulier vers un bon approximant
rationnel d’ordre [272™ — 1] avec m = £ + k de la fonction de matrice vT pour T € R™™ matrice de
Toeplitz symétrique définie positive. Cet approximant est calculable en notre nouvelle arithmétique avec
une complexité d’ordre (’)(,O(T)anog2 n) opérations élémentaires, mais est moins précise qu’en arithmétique
pleine. La section 3.5 est ensuite dédiée a 1’étude de la méthode de Newton pour la fonction de matrice
signe, dont une étude plus générale peut étre retrouvé dans [37, 4] pour 'approximation de la fonction de
matrice sign(A) ou le produit sign(A)z pour tout x € C". Comme pour le cas de la racine, le but ici n’est
pas d’utiliser la méthode de Newton en elle-méme mais encore une fois de comprendre et de comparer les
arithmétiques Toeplitz-like et pleine au travers de plusieurs expériences numériques, données en sous-section
3.5.3.

Au chapitre 4, nous nous intéressons au cas particulier d’une fonction de Markov fI¥(z) = 15 h d“ dulz) )
u mesure positive a support dans U'intervalle [«; (], que ’on souhaite approcher sur un ensemble E C R\ [ov; O]
par un interpolant 7" de fI¥ de type [m — 1|m], en prenant par exemple E = [¢;d], l'intervalle spectral
ou encore le spectre de notre matrice de Toeplitz A symétrique. Nous énoncons dans la section 4.1 une
partie importante de nos résultats originaux et donnons dans notre théoréme 4.1.4 une nouvelle écriture
pour une borne supérieure de Derreur |1 —r# / fl | o< (k) en terme de produits de Blaschke pour des points
d’interpolation assez quelconques. Cette écriture nous permet de conclure que, quelque soit le choix des
points d’interpolation, il existe une pire mesure v (la mesure d’équilibre renormalisée sur Uintervalle [«; 3])
maximisant (& un facteur 3 pres) Uerreur relative d’interpolation, résultat que nous n’avons pas vu avant dans
la littérature. Nous considérons ensuite différents choix optimaux des points d’interpolation, notre nouvelle
borne nous donnant en corollaire 4.1.8 une borne dite a priori en termes de la capacité ¢ du condensateur
formé par des plateaux [a; (] et [¢; d],

avec

e -1
Hl Fla HLoo( [c:d]) <8 /(1-20"), ¢ =exp (cap([a; B, [ d]))’

1. paquetage disponible a I’adresse https ://github.com/rluce/tlcomp



la quantité p étant une valeur de référence dans la théorie de meilleure approximation rationnelle des
fonctions de Markov. On peut notamment citer [45, Theorem 1] qui décrit le comportement asymptotique
de 'erreur absolue par un meilleur approximant sous la forme

2
lim  min plel ) flul 1/0? =exp| —
il = i ey = o2\ ~ A ) )

ou encore T. Ganelius [39], qui exprime également le comportement asymptotique de l’erreur d’approxima-
tion absolue par un interpolant rationnel avec points d’interpolation double, ainsi que D. Braess [19] qui
borne l'erreur d’approximation sur le disque

| £ — T%]!\Loo@) < Cst.p™2m

avec C'st une constante. Enfin, citons H. Stahl et V. Totik [81] qui généralisent le résultat de [45] en exprimant
une borne supérieure au comportement asymptotique de 'erreur d’approximation sur tout ensemble compact
E C C\ [; B] symétrique par rapport a I'axe réel par un meilleur approximant de f* en terme de la capacité
logarithmique du condenseur formé par supp(u) et 'ensemble E

_ plulyi/2m o —1/cap(E,supp(1))
Tr}gnoo Hf Tm ”Loo (E) — .

En exprimant notre théoréme 4.1.4 en termes d’une matrice symétrique A, nous obtenons dans le corollaire

4.3.2 une estimation d’erreur résiduelle

12— oA (F(A)) 1 < 1T = Pl (A (A - ad)(A - 1))

|al
v

ou on observe que la borne dépend uniquement de ’expression calculable rm] de la pire mesure v ce qui
en fait donc un second membre que 'on peut calculer, et qui dans nos expériences est du méme ordre de
grandeur que la borne a priori, au moins en arithmétique exacte. Nous proposons dans notre remarque
4.3.3 une nouvelle condition d’arrét pour le choix du degré m basée sur I'idée que ’erreur en précision finie
I’emporte si la borne a priori s’écarte de la borne résiduelle. Cette idée a priori tres simple s’avere concluante
dans toutes nos expériences numériques.

Finalement, nous donnons dans la deuxieme partie du corollaire 4.3.2 une troisiéme borne dit a posteriori

(1]

basée sur I'idée que Derreur relative entre rify et f devrait étre du méme ordre de grandeur que l'erreur

relative entre 7“[“ I et T%er’ lorsque m est grand. Cette idée de borner l'erreur est utilisée avec succes dans
les méthodes de Krylov [11], bien qu’elle soit souvent heuristique. Dans notre contexte, nous proposons une
preuve de cette estimation a posteriori dans le corollaire 4.3.2. Dans la section 4.2, nous envisageons trois

(1]

représentations pour notre interpolant r;," résultant de trois approches différentes du calcul de I'interpolant,
avec l'espoir qu’une des trois s’avere particulierement stable pour évaluer T[“ } dans un premier temps
pour un argument scalaire. Pour la représentation sous forme de fraction contlnue de Thiele positive, nous
donnons dans le théoréeme 4.2.2 un nouveau résultat sur le lien entre positivité des parametres et le fait
que l'on interpole une fonction de Markov, résultat bien connu dans le cas d’une fraction continue de
Stieltjes. Ce résultat de positivité nous permet au théoreme 4.2.4 d’affiner un résultat de stabilité backward
des interpolants représentés sous forme d’une fraction continue de Thiele [48], en éliminant un facteur
qui potentiellement croit exponentiellement. Finalement dans la section 4.3 nous présentons de multiples
expériences numériques montrant que la stabilité numérique de notre approche par arithmétique Toeplitz-
like dépend fortement du conditionnement de notre matrice de Toeplitz symétrique A. Si la matrice est bien
conditionnée alors la fagcon d’évaluer r#f] (A) ne joue pas un réle primordial. Pour un conditionnement moyen,
seule une représentation sous forme d’éléments simples de nos interpolants donne des résultats probants,
surtout si on combine avec des techniques avec des méthodes de scaling and squaring qui eux-méme font
appel a la méthode de Newton étudiée au chapitre 3. Par contre, si A est trés mal conditionnée, ’ensemble

de nos méthodes pour approcher fH (A) a une précision correcte échouent.






Chapitre 1

Structure de Toeplitz et fonctions de
matrices

Calculer une fonction de matrice de Toeplitz f(A) pour A € C"*" et f une fonction apparait nécessaire
dans plusieurs applications mathématiques comme les systémes de préfiltres [3, Section 7.2.1.2], les résolu-
tions d’EDP obtenues par semi-discrétisation des equations intégrales [67, example 3], [73] ou encore des
problémes aux valeurs propres [57, Section 2.10]. Cependant les méthodes classiques de calcul de fonctions
de matrices ne prenant pas compte de la structure de la matrice A, celles-ci vont généralement nécessiter
un cofit de l'ordre de n? opérations élémentaires. Dans le cas de matrices structurées comme les matrices
a structure hiérarchique, il est apparu que les propriétés particulieres de celles-ci pouvaient étre exploitées
pour apporter des méthodes de calcul numériques a cotit réduit. De cette observation, nous cherchons donc
si pour le cas des matrices de Toeplitz, cette structure particuliére pourrait présenter certains avantages
numériques a développer dans de nouveaux algorithmes. Dans ce chapitre, pour poser les bases de notre
étude, nous nous intéressons dans une premiére section a la structure Toeplitz en rappelant sa définition
ainsi qu’un premier exemple d’application de cette structure au calcul d’un produit matrice-vecteur avec un
colit numérique réduit par rapport au calcul classique. Dans une deuxieme section nous passons en revue
les différentes définitions équivalentes de fonctions de matrices ainsi que quelques propriétés de celles-ci
déductibles de ces définitions. Puis nous rappelons en section 3 quelques méthodes d’implémentation directe
des fonctions de matrices, dans un premier temps dans le cas de fonctions polynomiales, puis la méthode
classique de Schur-Parlett, valable pour un spectre plus large de fonctions de matrices. Motivés par le fait
qu’une fonction polynomiale ou rationnelle est plus facilement implémentable, nous énoncons ensuite en
sous-section 1.3.3 quelques méthodes d’approximation polynomiale et rationnelle des fonctions de matrices
et leur différentes formes en sous-section 1.3.4. Enfin, en derniere section, nous développons plus explicite-
ment quelques exemples motivant la recherche pour le calcul d’une fonction de matrice de Toeplitz.

1.1 La structure Toeplitz

En 1911, Otto Toeplitz introduit les matrices de Toeplitz apres I'étude de formes quadratiques ) | ¢; j;y;
pour lesquelles les coefficients de ces formes vérifient la propriété particuliere ¢; ; = ¢;—; et ainsi obtient
des matrices associées T' = (¢; ;)i ; & diagonales et sur/sous-diagonales constantes que I’on appelle & présent
matrices de Toeplitz [85],[86]. Plus récemment, la structure particuliere a diagonales et sur/sous-diagonales
constantes des matrices de Toeplitz apparait dans divers problemes suite aux différentes méthodes de réso-
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lution employées ou par les méthodes de prélevement de données a intervalle de temps ou d’espace régulier
qui vont faire apparaitre des systémes avec matrices a diagonales et sur/sous-diagonales constantes.

Définition 1.1.1. On appelle matrice de Toeplitz, toute matrice T € C™ ™ a4 diagonales et sur/sous-
diagonales constantes, c’est-a-dire toute matrice de la forme

to to1 ... topp1
ty ot ' .
T=1|"1 0 , E€CYi=-n+1,...,n—1
t 1
tn1l ...t to
Dans le cas particulier ot t,,—; = t_; pour j =0,...,n, la matrice est dite circulante et si t,,_; = —t_; pour
7 =0,...,n, alors on parle de matrice anti-circulante.

Le cas particulier des matrices circulantes et anti-circulantes est intéressant dans le cadre de la diago-
nalisation. En effet, ces matrices a structure particuliere peuvent étre diagonalisées & 1’aide de la FFT (Fast
Fourier Transform) avec une complexité inférieure par rapport a toute matrice sans structure particuliere.
Pour ce faire, il nous faut employer une matrice a la structure tout aussi particuliere : la DFT.

Définition 1.1.2. Soit n € N. On appelle DFT (Discrete Fourier Transform) la matrice F,, de taille n x n
ot (Fp) i = d=e 2inG=D(k-1)/n
n)jk — \/'Ee .

Pour n € N, on sait que la matrice F}, est une matrice unitaire, orthogonale et que son produit avec
un vecteur quelconque z € C™*! peut étre effectué en O(nlogn) opérations élémentaires par 1’algorithme
FFT . Nous renvoyons a [25] pour cet algorithme. Dans le cas d’une matrice circulante ou anti-circulante,
c’est-a-dire pour une matrice de la forme

Co C1 NN Cn—1
Cn—1 Co : nxn
Cn: n(007"'acn—1): eC
C1
C1 Cn—1 €0
ou
Co —C1 —Cp—1
~ 2 Cn—1 €o B : nxn
Cn:Cn(COa---acn—l): . eC
: . . —1
C1 e Cn—1 Co

respectivement, celles-ci se diagonalisent a ’aide de la DFT de la maniere suivante :

Proposition 1.1.3. Notons w := e~ /",

i. Soit Cp, = Cplco,...,cn—1) € C™™ une matrice circulante. Alors C, = F,AF} ou A =
diag(p(wQ(l_l)))l:L“’n avec p(x) = co +c1x+ ...+ cp12" 1t € Cpq ).

i. Soit C,, = C’n(co,...,cn,l) e C™ " yne matrice anti-circulante. Alors C,, = ﬁnﬁ A;L‘ ot A =
diag(p(wm*l))lzl,“’n avec p(x) = cg — c1x— ... — cp_12" L € Cp_1]z] et F, = D-F,, avec D =

diag(w') 1=

IR )

Démonstration.
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i. Soit Cy, = Cp(co, ..., cn_1) € C™™ une matrice circulante. Posons p(x) = ¢y + c12 + ... + cp_12" L.

Alorson a Vk =1, ..,n,

—2im(G-1)(k=1) 1 |en—1w® + cow?® D L 4 ¢ _pw?( D)

)i=1,n = 7n

= —F .ep - p(w?®E=D
\/ﬁ n ek p(w )

W21 (k=1)p( 2(h=1))

Dot G, - F,, = Fy, - diag(p(w?*~1))g=y._,, et par multiplication & droite par F}* orthogonale & F,,
on obtient la diagonalisation C,, = F, - diag(p(wZ(k_l)))k:L..m -Fr.

ii. Soit C,, = C’n(co,...,cn,l) € C™ ™ une matrice anti-circulante. Posons p(z) = cp—ci1x — ... —
Cn12™ et soit F, = diag(w®,w!,..,w™ 1) - F,, ce qui nous donne F), = ﬁ (e_i”(j_1)(2k_1)/”)j7k:17...,n,
douVk=1,..,n,,

5 1 —in(j—1)(2k—1)/n
Cn P = o (e )it
[ o — crwk L — g2k (1) (2k-1)
en 1+ cow L — 2@l (1) (21
c1 4 cow? 1 4 63w2(2k_1) + ...+ cow(”_l)(%_l)
[ p(w?h)
W 1p(w 1) 4 ey + cpqw @R D=1, 2k-1
| 2E D1 (p261) 3=y (GR11) sl R 1) (1)
- 0
2k—1
w
— : p(w2k—1)
w(Qkfi)(nfl)
DouC, - F,=F, e p(w? 1) soit C,=F, A F,,’L‘.
OJ

Supposons a présent que 'on souhaite effectuer un calcul matrice-vecteur T - x avec 1" une matrice
de Toeplitz. Sans prendre en compte la structure particuliere de la matrice, ce produit matrice-vecteur en
dimension n serait effectué en O(n?) opérations élémentaires. Or, on peut montrer & I'aide de la proposition
précédente que pour toute matrice de Toeplitz T' € C™*™ et pour tout vecteur x, le produit matrice-vecteur
T - x peut étre effectué avec un cotit réduit par utilisation de la FFT [63, Section 5.3.3].

Lemme 1.1.4 (produit matrice de Toeplitz vecteur). Pour toute matrice de Toeplitz T € C"*™ et pour tout
vecteur x € C", le produit matrice-vecteur T - x s’effectue avec une complezité O(nlogn).

13



Démonstration. Notons T' € C™*™ la matrice de Toeplitz donnée par

to to1 ... topi1
t1 to : :
T= , avect; €C, Vj=-n+1,...,n—1
: LTt
tn—1 ... 11 to

On commence par intégrer la matrice 7' dans une matrice circulante de taille 2n x 2n, de sorte a obtenir le
systeme linéaire matriciel :

to tn—1 ... to t1 ]
topny1  to - to
C-—TB x| |T-w avec B — . . . ) .
2n yi B T . 0 - * ) V - N T T T .
) P
| 1 to ... topp1  to

On effectue alors la FFT sur la matrice Cay,, ce qui nous donne d’apres la proposition 1.1.3 7. la décomposition
Con-y=Fop - A-F5 - .

avec A, Fy, définis comme en proposition 1.1.3. Il ne nous reste alors plus qu’a identifier
T -x T x

Or le produit de la matrice F, avec un vecteur y € C*" revenant & la DFT (Discrete Fourier Transform)
du vecteur y, ce produit est effectué en O(nlogn) opérations, et on peut alors se servir de la décomposition
précédente pour réduire le colit de calcul du produit matrice-vecteur T - x a 'aide du schéma de calcul
suivant :

i. F5, -y en O(nlogn) opérations;
ii. A-(Fy,-y) en O(n) opérations;
iii. Foy, - [A- (F5, - y)] en O(nlogn) opérations;
d’ou le calcul du produit Csyy, -y s’effectue avec une complexité O(nlogn). O
Remarque 1.1.5. De part la structure a diagonales et sur/sous-diagonales constantes des matrices de
Toeplitz, on peut remarquer que la sous-classe des matrices de Toeplitz dans C"*™ est un espace vectoriel
puisque la somme de matrices de Toeplitz est une matrice de Toeplitz, calculable, de part la structure Toeplitz,
avec une complexité de O(n), et la multiplication par un scalaire (calculable avec une complexité de O(n))

est encore une matrice de Toeplitz. Cependant, linverse d’une matrice de Toeplitz ou le produit de deux
d’entre elles n’est pas de Toeplitz. En effet, dans C3*3, on a par exemple

3 5 1 -4 1 3 -13 —-17 10
stTh=1-2 3 5| eteTo=|0 —4 1|, alorsTyxTy=| 3 —14 =23
1 -2 3 -1 0 -4 -7 9 11

qui n’est pas une matrice de Toeplitz.
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1.2 Définitions et propriétés des fonctions de matrices

Le premier a étudier le domaine des fonctions de matrices fut Cayley dans A Memoir on the Theory of
Matrices paru en 1858 ([21]), dans lequel il étudie la fonction de matrice racine carrée. Puis les ingénieurs
aérospatiaux Frazer, Duncan, et Collar ont montré dans Applications to Dynamics and Differential Equations
([35]) 'importance et 1'utilité de la fonction exponentielle de matrice. Nous renvoyons le lecteur & [15] pour
d’autres exemples concrets de 'application des fonctions de matrices.

Si les fonctions sur des matrices telles que le déterminant ou la trace sont déja bien connues, ces fonctions
sont a valeurs dans le corps de base. Or ici nous nous intéressons a des fonctions a valeurs dans I’espace des
matrices, soit des fonctions f : K®*" — K™*™ pour tout n > 1.

Une premiere idée pourrait étre de définir une fonction de matrice en appliquant la fonction sur chaque
coefficient (comme le fait le langage de programmation Fortran 95). Par exemple, si f(z) = sin(z) et A =
(aij)i; € C"™™avec n > 1, on est alors tenté de définir la fonction de matrice f(A) par f(A) = (sin(ai;))i,;-
Cependant cette définition ne s’accorde pas bien avec 'algébre des matrices puisque si on prend le cas
de la fonction carrée, il est facilement démontrable que le carré d’une matrice n’est pas toujours égale a
la matrice de ses coefficients élevés au carré, c’est-a-dire que A? # (agyj)i,j, en prenant par exemple la

0

0 0
un polynéme f(z) = Z?:o cjz?, on peut définir f(A) en substituant la variable z dans I'expression de f
par la matrice A et le coefficient 1 par la matrice identité, ce qui nous donne alors la fonction de matrice
f(A) = Z?:o cjAJ. Dans le cas des fonctions rationnelles, si on prend par exemple une matrice A € C"™*" et

matrice A = l ] Par conséquent une telle définition n’est pas envisageable. En revanche, lorsque f est

la fonction f(t) = %, alors en supposant que la matrice I — A soit inversible (par exemple si 1 ¢ o(A)),

on peut identifier f(A) = (I — A)~1(I + A?).

Ainsi, une large partie des fonctions de matrices est déja définie. Mais toute fonction n’est pas un polynéme

ou une fonction rationnelle, comme la fonction signe ou la racine carrée. De plus, comme dans notre exemple,

la définition donnée ne sera pas valable pour toute matrice (si 1 € 0(A), et on ne peut utiliser la définition
t

que nous avons donné pour f(t) = %) Dans cette section, nous rappelons donc la définition générale

d’une fonction de matrice ainsi que ses différentes formes équivalentes.

1.2.1 La forme canonique de Jordan

D’apres 'algebre linéaire, nous savons que toute matrice A € C™ " peut s’exprimer sous sa forme
canonique de Jordan

Z7YAZ = J := diag(Jy, .., Jp) (1.1)
avec )
A 1 0 0
0 M 1 :
Je=Je(\e)= | . . . | € CTEXTE
. . )\k 1
10 ... o 0 A
ol Z est une matrice inversible et mq; + ...+ m, = n, {A,..., Ay} sont les valeurs propres distinctes de
A pour tout kK = 1,...,p. La matrice de Jordan J est unique & permutation pres des blocs tandis que la

matrice Z n’est pas unique, et les sous matrices Ji(Ax) sont appelés blocs de Jordan [57, Section 1.2.1].
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Définition 1.2.1. [57, Definition 1.1] Soit A € C" ™ avec valeurs propres distinctes Ai,...,\,. On dit
qu’une fonction f est définie sur le spectre de A si les valeurs

f(j)()\z-), j=1....n;—1,e=1,...,p

eziste, avec n; la taille du plus gros bloc de Jordan ot apparait la valeur propre A\; dans la forme canonique

de Jordan de A.

De cette décomposition découle une premiere définition d’une fonction de matrice :

Définition 1.2.2. Soient A € C"*" avec valeurs propres distinctes Ai,...,\, et f une fonction définie sur
le spectre de A et supposons que A admet la forme canonique de Jordan (1.1). Alors la fonction de matrice
f(A) est donnée par

F(A) =27 () Z = Z Y diag(f (1), -, F(Jp)) Z,

ol /
fOr)  f Q) Fme=D ()
] i (mp—1)1
fOR) -, :
FU) = fw) = | O Tt e fegmom (1.2)
0 ... 0 1)

et my, est la taille du bloc de Jordan Ji = Ji(\g).

Remarque 1.2.3. Si A € C"™" est diagonalisable sous la forme A = Z~Vdiag(\1,...,\n)Z, alors f(A) =
2 diag(f ), - £ () Z.

Remarque 1.2.4. La définition de f(A) ne dépend pas du choix de la position des blocs. En effet, supposons
que A = ZJZ71 = YJY! = YPJP Y -! = WIJW~! avec P matrice de permutation telle que J =
PJP7L. Alors en définissant f1(A) = Zf(J)Z71 et fo(A) = WF(J)W™L, on peut montrer que fi(A) =
f2(A). En effet, on a WLZF(J)Z7IW = f(J) c’est-a-dire XL f(J)X = f(J) ot X = Z7'W. Dot on a
XLIX = J = f(J) = [(X"1IX) = XL ()X = f1(A) = fo(A).

1.2.2 Définition par interpolation polynomiale

Une deuxieme définition pour une fonction de matrice fut inspirée par le cas des polynémes de matrices.
On sait que pour toute matrice A € C™*™, il existe un polynéme v appelé polyndme minimal de A qui est
I'unique polyndme unitaire de degré minimal tel que ¥(A) = 0 et divisant tout autre polynéme p satisfaisant
p(A) = 0. Ce polynéme minimal est alors donné par ¥ (t) = > ;_;(t — A\)™ ou A1,...,As sont les valeurs
propres distinctes de la matrice A et n; la dimension du plus grand block de Jordan associé a la valeur propre
Ai, d’ott d’apres la définition précédente, 1)(A) = 0. Cette formule implique alors que pour deux polynémes p
et ¢, p(A) = q(A) si et seulement si p et ¢ prennent les mémes valeurs sur le spectre de A [57, Theorem 1.3].
On peut alors en déduire que la matrice p(A) est complétement déterminée par les valeurs du polynéme p
en les valeurs propres de A et il apparait alors naturel de vouloir étendre cette propriété a toute fonction
f définie sur le spectre d’une matrice pour laquelle on pourrait caractériser f(A) par ses valeurs sur o(A).
Or, on sait que pour une ensemble de valeurs {z1,...,z5} et une fonction f, on peut trouver un polynéme
interpolateur de la fonction f en les valeurs x; :
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Lemme 1.2.5 (polynémes d’Hermite). Soient A € C"*" avec valeurs propres distinctes \1,...,\p, n; la
taille du plus gros bloc de Jordan associé da la valeur propre A; pouri = 1,...,p et f une fonction définie sur
le spectre de A. Alors il existe un unique polynome py o de degré inférieur au degré du polynome minimal
de A tel que

PO = FPO), i=1,p, k=0,1,.,m— 1.
Ce polynéome est appelé polynome interpolateur d’Hermite (voir [82, Théoréme 2.1.5.2]).

(1.3)

Démonstration.

— unicité : Supposons qu'il existe deux polynémes p1,py vérifiant la condition (1.3). Alors Q(z) =

p1(x) — pa(z) vérifie
QW) =0, i=1,.,p, k=0,1,..,n; — 1,

d’ott \; est un racine d’ordre au moins n; de Q(z) qui posséde donc au moins YL _; n; = deg(v))
racines comptées avec leur multiplicité, ce qui entraine que Q(x) est identiquement nulle puisque de
degré < deg(vy)) — 1.

— existence : c’est une conséquence de (1.3). En effet, de cette condition, on obtient un systéme de
d+1 = deg(¢)) + 1 équations & d = deg(¢)) inconnues qui sont les coefficients ¢; de p(z) = ¢ +c1x +

o+ g1z Cest-a-dire que ces coefficients vérifient

1A X Ny R

1 2\ (d—1)\I~2 o F

d—1 !' d—n : n:—l

0 ... 0 1 .. e E fimo=D

LAy A ! i

0 1 2) (d—1)Ai—2 e

: ' . d—l)!‘ d—n -~ :_
0 . 01 L G el o)

Or, d’apres I'étude de I'unicité, notre matrice est injective et comme elle est carrée (d = >-F_ n;) par
le théoreme du rang, elle est surjective et donc bijective, d’ou 'existence et unicité des coefficients
Cj.

O

Le lemme 1.2.5 nous fournit alors une deuxiéme définition pour une fonction de matrice :

Corollaire 1.2.6. Soient A € C"*", f une fonction définie sur le spectre de A et ps 4 le polynome interpo-
lateur de f au sens d’Hermite donné par(1.3). Alors

f(A) :=pya(A).

Démonstration. Soit A € C™ ™ avec décomposition de Jordan A = Z diag(J1, ..., Jp)Z Lot Jy, = Jm, (Ak) €
C™exmk - f une fonction définie sur o(A) et p polyndme interpolateur d’Hermite de f satisfaisant (1.3) aux
points \;, pour ¢ = 1,..,p. Alors d’apres les propriétés sur les polynomes de matrices, on a

p(A) = Zp(diag(Jy, ..., Jp))Z " = Z diag (p(J1), ..., p(Jp)) Z 7 .
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Or p(Ji) est donné pour tout kK =1,...,p par

PO P ) . ETEDOT T f ) L L )
pU) =] 0 PO S L = £
: o P Ow) : o w

ou la deuxieme égalité provient de la condition (1.3) et la derniére égalité vient de (1.2). Par égalité sur tous
les blocs de Jordan dans la décomposition de la matrice A, on retrouve bien la définition d’une fonction de
matrice donnée en définition 1.2.2. O

Notons que le polynéme py 4 dépend des propriétés de la matrice A.

Lemme 1.2.7. i f(z) = 372, ajz? admet un rayon de convergence R > o(A) = max{|\| : X € o(4)},
alors f(A) = 3272, a;j A7 c’est-a-dire que l’on a la convergence || f(A) — Z?:o aj Ao NP 0.

k—00

Donc pour toute fonction f possédant un développement de Taylor, on peut définir f(A), lorsque le
rayon de convergence de la fonction est plus grand que le rayon spectral de la matrice, en remplacant dans
cette série la variable ¢t par notre matrice A.

Exemple 1.2.8. On sait par exemple que l’exponentielle sert souvent pour résoudre les systémes d’équations
différentielles ordinaires a coefficients constants X = AX avec A € C" X = X(t) € C™. On sait alors
qu’une solution est donnée par X (t) = exp(tA). Or la fonction exponentielle posséde le développement de

Taylor
exp(t) =}
§=0

Par le lemme précédent, on a donc que pour toute matrice A € C"*",

ti o
s avec rayon de convergence infini
j.

eop(4) =3 2

77
=0
c’est-a-dire que l’on remplace dans la série de Taylor la variable scalaire par notre matrice A.

Exemple 1.2.9. Si on souhaite travailler avec la fonction logarithme, on sait que celle-ci posséde un déve-
loppement de Taylor sur le disque de convergence D = {t € C : |t| < 1}. On peut alors d’aprés ce qui précéde
identifier la fonction de matrice logarithme de la maniére suivante si p(A)< 1 :

2
f(t):l09(1+t):t—§+§—.. lorsque [t| <1
2 3

:>f(A)—A—f;+é—,_ lorsque o(A) < 1.

1.2.3 Définition intégrale

On définit 'intégrale d’une matrice comme la matrice des intégrales des coefficients, c¢’est-a-dire que si

A= (aij)ij=1..n,alors [ A= (fai,j)

ij=1,n
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Corollaire 1.2.10. Soit f une fonction analytique sur un ensemble ouvert Q C C et I' C Q) un systéme de
courbes de Jordan entourant chaque valeur propre X € o(A) exactement une fois dans le sens positif. Alors

-1
2zw/f (Chn = de.

Démonstration. Soit A € C™ ™. Si A = Z diag(J1(\1),. .., Jp(Ay))Z 7L, alors
o [ QT =4y e = 2( 5 [ FOQT = ding(h (), Jy0) ) 27!
= 25 [ FQOWing(CT = (). T = Ty 0) ) 27!
z(% /F F(Q) diag (T = Ji(A)) ™, (CL = Jp(Ap)) 71 d¢) 27

Or, pour un bloc de Jordan (¢ — Ji(Ag)) = (¢ — Jm, (Ag)), on a

1 1 1
[ YR (5 VS B (G VO L
0 1 :
(€= Tm )= | X
: N (oY
0 C—Ak

En intégrant terme a terme, on obtient

o [ QT = Ay e = 2( 5 [ F(Q) diag (6T = RO e (€T = S0y ) 27!

1 L _JQ
2im JT z—=X; 0 2w JT (z—),)7

= Z diag E 2
1 IA(S)
5z Jr

ce qui, d’apres la formule de Cauchy, nous donne

1 1
%in / F(O)(CI — A)""d¢ = Z diag f’()\j) Z
e i=lp
= Zdiag(f(J1(M)), .-, F (M) Z71 = f(A)
d’apres la définition 1.2.2. O

Proposition 1.2.11. Ces 8 définitions sont équivalentes pour toute fonction f analytique sur un ouvert
contenant le spectre de A.

Démonstration. La définition 1.2.6 nous dit que pour une matrice A € C™*" et une fonction f définie sur
o(A), f(A) = p(A). Or par décomposition de Jordan de la matrice A, nous avons vu qu’évaluer p sur la
matrice A revenait a évaluer p sur chaque bloc de Jordan et que pour chaque bloc de Jordan Ji, p(Jk)
était entierement déterminée par les valeurs de p et de ses dérivées sur le spectre de A et donc entierement
déterminée par les valeurs de f et de ses dérivées sur le spectre de A, et ainsi on retrouve les mémes blocs
que pour la définition 1.2.2, ce qui montre I’équivalence entre les définitions 1.2.2 et 1.2.6.
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Montrons a présent 1'équivalence entre les définitions 1.2.2 et 1.2.10. Pour toute matrice M = (my; ;)i j=1,...n €
C™", on note [~Mdz = ([~(ms;))ij. Soit maintenant A € C™*" et I' un systeme de courbes de
Jordan entourant chaque A € o(A) une seule fois. Considérons la décomposition de Jordan de A :
A = ZAZ7' = Zdiag(Ji(M1),...,Jp(N\p))Z7 L, avec Z inversible. Alors 5 [p f(2)(z] — A)"ldz =

zm Jp f(2)(zI — A)~1dz)Z~1. Puisque f est analytique, il nous suffit de calculer cette intégrale sur chaque
bloc de Jordan de la décomposition. Soit donc A = \; pour un i € {1,...,n} et J = J;(\;) le bloc de Jordan
associé. Alors zI — J = —J;(A — z). Or l'inverse de ce "bloc de Jordan" est donné par
1 1 1
Z—A (Z—A)z DY DY (ka)m
0 zi)\ :
(—Ji(A—2)7t = '
1
: ’ ' (Z—1>\)2
0 ... ...0 X

ou m est la dimension du bloc de Jordan, et alors

1
22#/]" )zl —J) " dz

217r fF

dZ 2z7r ff‘ (z /\)de T 2z7r ff‘ (z— )\)mdz
0 aiz Jr F(2) 72xdz

: ' - 217r fF ( )ﬁdz
0 0 o= Jr f(2) 25dz

(car f est analytique) et d’apres la formule de Cauchy, on obtient

JO ) L L
1 . :
— | f(2) (eI = J) Nz = 0 :
2171'/1" ) . f,()\)
0 ... 0 fN

En rassemblant tous les termes de la décomposition, on retombe sur la définition précédente de fonction de
matrice. =

1.2.4 Généralités

Une fois que nous possédons la fonction de matrice f(A), il nous faudra peut-étre également considérer
des opérations supplémentaires sur la fonction f ou sur la matrice A. En effet, nous pouvons étre amenés
a considérer la matrice conjuguée de A ou toute matrice équivalente & A. D’autre part, si une fonction
f s’écrit comme la somme ou le produit de deux fonctions pour lesquelles les fonctions de matrices sont
connues, plutot que de recalculer une nouvelle fonction de matrice, on souhaiterait pouvoir I'obtenir & partir
des fonctions de matrices dont nous disposons déja. Pour résoudre ce probléme, nous pouvons déduire des
définitions précédentes quelques propriétés des fonctions de matrices que nous énongons ici.

Proposition 1.2.12. i. VA € CV, f(A*) = (f(A)* siVz € C, f(2) = f(2).

ii. YA € Cv f(A) = (f(A)) siVz, f(Z) = f(2).
iii. VA € C™" X € GL,(C), on a f(XAX Y = Xf(A) X!
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. XA=AX = Xf(A) = f(A)X.
v. f(diag(A, B)) = diag(f(4), f(B)).

Démonstration. i. Puisque f(A) = f()\), on a, en notant p le polynéme d’interpolation d’Hermite de

f sur o(A*) = o(A) que

PN =p(A) = fF(A) = F(N), YA€ a(A).

De plus, la propriété f(Z) = f(2) entraine que f)(2) = f(@)(z). On a alors les mémes résultats
précédents, d’ou

p interpole f sur o(A*) = p interpdle f sur o(A).
fAT) =p(A") = (p(A))" = f(A)".

ii. En utilisant la propriété précédente et en sachant que f(AT) = f(A)? (par Iinterpolation polyno-
miale), on obtient

et donc

F(A) = f((ADT) = f(AT = [(f(A))]" = F(A).

iii. Montrons que le résultat est vrai pour tout polynéme p :
— supposons que p(x) = 27 monéme de degré j. Alors on a :

P(XAX) = (XAX 1Y = XAXIXAX XA X' X AX!
=I =I =I
= XAX = XpA) XL

— Supposons maintenant que p(x) = Z;ligo(p ) a;jx?. Alors
deg(p) - deg(p) ‘ deg(p) '
PXAX N = Y ai(XAX N = > a;XAX ' =X( ) aA)X!
j=0 j=0 j=0
= Xp(A)X

ainsi donc le résultat est vrai pour tout polynéme, en particulier pour 'unique polynéme interpola-
teur de Hermite de f, et donc puisque VX € GL,(C),0(A) = o(XAX ') (on peut le montrer par
double inclusion), on obtient :

F(XAX™) = p(XAX ") = Xp(4)X " = X f(A) X~

iv. Le résultat est vrai pour les polyndmes : on teste d’abord sur les monomes (X A7 = AX ATl = . =
AI71X A = ATX) puis sur un polynéme quelconque en utilisant le résultat sur les mondmes.

A o]’ [47 0

|0 B| |0 B

a tout polyndme et en particulier au polynéme d’interpolation de la fonction étudiée, d’ou le résultat.

v. On peut montrer par récurrence que pour tout j > 1 puis étendre le résultat

O]

Proposition 1.2.13. Soient A € C"*", f et g deux fonctions définies sur o(A). Alors

i. Si f(z) =1, alors f(A) = I avec I la matrice identité pour toute matrice A ;
ii. (Af)(A) = A(f(A));
iii. (f +9)(A) = f(A) +9(A);
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w. (f x g)(A) = f(A) x g(A);

Démonstration. Le premier point est évident en prenant le polynéme égal a 1 et la définition par polynéme
interpolateur d’Hermite.

Soit pr 4 polynome interpolateur de f au sens d’Hermite. Alors A\.py 4 interpole A.f au sens d’Hermite, d’ou
(A)(A) = (Apra)(A) = Appa(A) = A(f(4)).

Soient pr 4 et py 4 les polyndmes interpolateurs de f et g respectivement au sens d’Hermite. Alors ps 4 +pg .4
interpdle f + g au sens d’Hermite par les propriétés de la dérivée et alors (f + g)(A) = (pf,a + pg,a)(A) =
pr.A(A) +pga(A) = f(A) + g(A).

Pour le produit, d’apres la régle de différentiation, on a en notant o(A) = {\1,..., A} que

k k .
(f X g)(k)()‘z) = Z (f) f(j)()‘z) X9 Z < )pfA X péA])(Ai) = (pf7A X pg’A)(k)()\i)

j=0
pour tout i =1,...,met k =0,...,n(\;) — 1, d’olt ps 4 X pg 4 interpdle f x g au sens d’Hermite et donc
(f x 9)(A) = (pr.a X pg.a)(A) = pr.a(A) X pg.a(A) = f(A) x g(A). O

1.3 Quelques méthodes de calcul

L’emploi des définitions précédentes de fonctions de matrices n’est généralement pas une bonne idée pour
une implémentation numérique. Cependant, des alternatives pour 'implémentation numérique d’une fonction
de matrice existent, certaines ne prenant en compte ni la structure de la matrice ni la fonction considérée et
d’autres plus spécifiques a certaines fonctions. Nous décrivons brievement ici quelques méthodes numériques
pour le calcul de la fonction de matrice f(A), avec I’étude du cas particulier des fonctions polynomiales &
I’aide la méthode de Horner, puis dans un cadre plus général, nous rappelons la méthode de Schur-Parlett
applicable a toute fonction f. Nous renvoyons également au livre de Higham [57] pour d’autres références
sur le calcul de f(A).

1.3.1 Evaluation polyn6miale et méthode de Horner

Lorsque 'on considére un polynoéme p € P, avec p(x) = > ieo bjx’l et A € C™*", I'évaluation de p(A)
est alors donnée par

A) = b Al
j=0

Pour implémenter ce polyndme de matrices, plutét que de calculer chaque puissance A7 et de les stocker,
on peut faire appel a une autre méthode.

En effet, la méthode de Horner permet d’éviter le stockage de plusieurs puissances de A en construisant
p(A) par récurrence de la maniére suivante [57, Section 4.2] :
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Algorithm 1 Algorithme de Horner

Require: by,...;b,,;

Ensure: p(4) = Y72, b;A7;
S%L::@nAf+bm=1I;
fork=m-2:-1:0do

Sk = ASk41 + b1 ;
end for
p(A) = Sp;

Cet algorithme permet de construire p(A4) en O((m — 1)n3) opérations élémentaires lorsque A € C* ™,

Soit & présent p € P,,, un polynéome de degré m. Quitte a ajouter des coefficients nuls au polynéme p,
on peut supposer que m = rs — 1 avec r,s € N*. On note alors que le polynéme p(A) peut étre calculé a
laide de la méthode de Paterson et Stockmeyer, en décomposant p(A) sous la forme

r—1 s—1
p(A) = Bj(A%), Bj =Y byiA", (1.4)
§=0 k=0
ot les puissances A2,..., A® sont calculées puis les termes de (1.4) sont calculés  'aide de 'algorithme de

Horner. On arrive alors & une complexité (r + s)n?.

1.3.2 La méthode de Schur-Parlett

Pour une fonction générale f définie sur le spectre d’une matrice A € C™*" ot A = ZBZ~', une
méthode pour calculer la fonction de matrice f(A) est l'utilisation de la propriété

f(ZBZ™YY = zf(B)Z™', VZ,B € C"" avec Z inversible

lorsque f(B) est facilement implémentable [29, Section 1]. Par exemple lorsque A est diagonalisable avec
valeurs propres A1, ..., Ay, alors f(A) = Z diag(f(A1),..., f(0)Z L

L’erreur d’évaluation dépendant du conditionnement x(Z) = || Z|| ||Z~!|| > 1, il est par conséquent préférable
de trouver une décomposition A = ZBZ~! avec un conditionnement faible. Pour ce faire, on considére la
décomposition de Schur :

Définition 1.3.1. Soit A € C™*™ une matrice. Alors existe une matrice unitaire Q € C™*" et une matrice
triangulaire supérieure [29, Section 1.1] X € C™*™ telles que

A=QXQ".

Cette décomposition est appelée décomposition de Schur. Cette méthode nous impose alors une complexité
de O(n3).

Cette complexité peut étre réduite & O(n?) en sélectionnant la premiére matrice Qo dans la décompo-
sition Hy = QoAQ)j de sorte a ce que Hy soit Hessenberg, ce qui réduit le colit des décompositions QR dans

les étapes suivantes de la décomposition de Schur.

A partir de la décomposition de Schur, nous utilisons ensuite une décomposition en blocs de la matrice
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X1 X ... Xy

0 Xoo ... X
X: . . .

0 ... 0 Xy

ol les X ; sont des sous-matrices carrées et les X, pour k£ > j sont des matrices rectangulaires. F' = f(X)
possede alors la méme structure en blocs que la matrice X et on calcule f(X) a l'aide de la récurrence de
Parlett par blocs :
— Premierement, on calcule les blocs diagonaux Fj; = T'(Xj;;) qui sont obtenus par une méthode
directe [57, Section 9.1] comme un développement de Taylor, une interpolation polynémiale...
— On calcule les blocs restants Fjj, par indice j — k > 1 croissant en résolvant I’équation de Sylvester

k—1 k
XjiFjk — FjuXek =Y FjiXig — Y, XjuFik
i=j i=j+1

d’apres l'identité X f(X) = f(X)X soit XF' = FX. Pour avoir 'existence d’une solution a I’équation
de Sylvester il nous faut nous assurer que les blocs diagonaux Xj;; n’ont pas de valeur propre
commune. On prendra donc soin au préalable de réorganiser la matrice X pour éviter que les blocs

diagonaux aient des valeurs propres communes. Cette étape peut étre réalisée a 1’aide de techniques
standards [57, Section 9.3].

Remarque 1.3.2. Le probléme de cette méthode bien qu’efficace est qu’elle nécessite encore une complexité
d’ordre n® lorsque n est la dimension. Par conséquent, il nous faut envisager d’autres méthodes. Nous allons
donc considérer dans la suite l'approximation des fonctions de matrices.

1.3.3 Meéthodes d’approximation

Plutét que de calculer nos fonctions de matrices a 1’aide d’algorithmes directes, puisque les fonctions
polynomiales ou rationnelles sont généralement plus facilement calculables que les fonctions elles-mémes, on
peut alors chercher si un approximant polyndémial ou rationnel pour une fonction de matrice existe. Comme
I'approximation polynomiale et rationnelle en dimension 1 dispose d’une large littérature, nous pouvons
envisager de transposer ces approximants au cas matriciel et ainsi considérer la fonction de matrice g(A)
approchant f(A) lorsque g est un approximant polynomial ou rationnel de la fonction f en dimension 1.
Dans cette section, nous motivons ’étude des approximants de fonctions a ’aide des ensembles K-spectraux,
nous permettant de mesurer l'erreur d’approximation de notre fonction de matrice f(A) par g(A) a l'aide de
I’erreur d’approximation en dimension 1. Ce résultat nous permet alors de considérer plusieurs approximants
potentiels de la fonction tels que les polyndémes de Faber ou les approximants de Padé.

Sauf indication dans le reste de la these, nous notons pour une matrice A € C"*", ||A|| := ||A]l2 =
sup{||A - z||2, ||z]| = 1} la norme 2 sur les matrices.

Définition 1.3.3. Un ensemble fermé E C C est un ensemble K -spectral pour une matrice X € C™*™ si il
existe une constante K telle que o(X) C E et pour toute fonction g analytique sur un voisinage de E on a

19X < Kllgllzoeg)

Exemple 1.3.4.
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— Tout disque fermé {z € C: |z — a| < r} avec a,r tels que || X — al|| < r est un ensemble 1-spectral
[5, Section 107.2].
— Lorsque X est normale, le spectre o(X) est un ensemble 1-spectral pour X [8, Lemma 4.3].

— Le rang numérique W (X) = {y;*);y ty € (C”\{O}} est K-spectral avec K < 11,08. En particulier,
le disque centré en 0 et de rayon max{|z| : z € W(X)} est 2-spectral pour X [26, Section 3]. De
plus, pour tout ensemble borné convexe Q0 avec bords réguliers tel que W(X) C Q, K < 1++/2 [27].

Nous renvoyons a [5] pour d’autres exemples d’ensembles K-spectrauz.

La définition d’un ensemble K-spectral E ne dépendant que des propriétés spectrales de la matrice
X, pour toute fonction f analytique sur E, nous pouvons considérer n’importe quel approximant g de f et
majorer ’erreur sans poles dans E

1F(X) = 9(XIl < K[| f = 9l ®)-

Le challenge est & présent de déterminer, pour une matrice X € C"*™ et une fonction f analytique sur un
ouvert {2 2 o(X), un ensemble E C Q) avec o(X) C E, un approximant g minimisant Uerreur ||f — g|| oo (r)-
Nous rappelons a présent quelques exemples classiques d’approximants polynomiaux et rationnels.

Polynémes de Faber

Soit E C C un ensemble convexe compact et f une fonction analytique dans un voisinage de E. Ici nous
cherchons & minimiser || f — pl| o) avec p € Py,. Soient ¢ : C\E — C\D l'application de Riemann vérifiant
P(00) = 00, ¢ (00) > 0 et ¢ (2) # 0 Vz. Enfin soit ¢ = ¢~ : C\D — C\E. On définit les polynomes Fj(z)
pour tout j > 0 et tout z € Int(E) et |w| > 1 par la fonction génératrice [28, equation 2.3]

Par exemple, lorsque E =D, p(w) = w et Fj(z) = 2.

Pour tout j > 0, les Fj sont des polyndmes de degré j et pour tout j > 1, Fj(¢(w)) —w’ est analytique
sur C\D et s’annule en co. De plus, ||Fj||g < 2.

Pour Er = {2 ¢ E, |¢(z)| < R} et f analytique dans un voisinage de Er pour un R > 1, on définit les
coefficients de Faber

I

= — ——_ 5 =0.
2w wJ w ]z

1 flp(w)) dw
/wzl

Alors pour tout j > 0, fj = O(R77) et les sommes partielles de la série de Faber > 520 [iFj(2) convergent
uniformément vers f dans E [28, p. 590]. De plus, ces coefficients vérifient

(il < | Do il < uin [f = Pllpeem) < .f ~ > fiFillem <2 > £l
j=m+1 m j=0 j=m+1

Donc lorsque les coefficients f; décroissent rapidement vers 0, nous avons un bon approximant.
Transformée de Faber et pdles prescrits

Soient w1, . .., wy, € C\D distincts, Q(w) = [T/ (1 —w/w;) et q(2) = [T (2 — p(w;)) ot p = C\E —
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C\D application conforme.

Proposition 1.3.5. Soient f analytique dans un voisinage de E, Rm = P,,/Q Uinterpolant polynéomial de
F(w) = fo/2+ 32252 © | fjwd auz points 0, 1/wi, ..., 1 wy, ol fj = 5= f‘w‘il fW(w))dw . Définissons

wJ

TU=1/0 pn Py o L f(e(w)du
l;Il—w/wj q _]:(Q)’ b] T 227T/u 1 B(u)uJ )

avec F la transformée de Faber. Alors

i< S < -2 < -2, <25

On obtient ainsi lorsque W(A) C E et A hermitienne

1£(A) = pm(A)g(A) | S |IF = P/ Qli < Y [b5-
j=1

Démonstration. Montrons d’abord que p,, € P,,. Considérons la décomposition en éléments simples de %".
Alors

qui est un élément de Py, /q. Pour la derniére inégalité, F' — P, /Q est analytique dans un voisinage de |w| <
1 4 ¢ pour un € > 0. D’apres la formule d’Hermite, pour f analytique sur un Qo 2 Q avec 1/w; € Int(Qo),

Bl [ 1O

f(2) = Rmq(2) = 2im Joq, B(¢) ¢ — 2

et on obtient pour |w| = 1 sachant que |B(w)| = 1,

Py, 1 F(u) f(¥(w) du
|F(w) — a(wﬂ = \B(w)”%ﬂ/ul:1+€ B(u)m‘ = ’2m /|u . B u _w‘

o0 ) o0
=[S b < S by,
j=1

=1

ou la deuxieme égalité provient du fait que

Fu) = f($(u) 1
B(u) u—w

U —

est analytique dans |u| > 1 = ¢ inclus oo avec un double zéro en co. Or, pour tout polynéme P, ||F(P)|g <
2||P||g, d’out

I£ =22l = 17 (F = B )lle <21 = s 22!6\ (15)
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Démontrons a présent la deuxieme inégalité. Pour tout polynéme p € P,,, nous pouvons écrire

(7 = D)) = w(Plw) - D)+ Hw), Fw) =3 Fui = LZLO
j=1

avec P € P,,—1 et H analytique dans |u| > 1, obtenu par développement en série de Faber. Comme le terme
a gauche du second membre est analytique dans un voisinage du disque et s’annule en 0, nous obtenons alors

P2 s Py o2 Py oz = L2 >
If qIIE I(f q) Ylap = [I(f q) Yl =|1F QII2+IIH||2~

Notons qu'il existe un polynoéme P € P,,_; tel que

D) = F(0) = 2 (w) = 22(0) = w (w) et alors | F - SH% =3[l
j=1

la derniére égalité provenant de la représentation intégrale de |F — Pp,/Q| donné ci-dessus, P/Q étant
linterpolant de P,,/@Q de F aux points 1/wy,...,1/W,,. En combinant ces 2 chaines d’inégalités, il est
suffisant de démontrer que

I1F —

) - P
9= min |[[F— —=|l2
o= min 17 = Gl
c’est-a-dire qu’on connait le meilleur approximant par rapport a la norme induite par un produit scalaire.
Au sens des moindres carrés,

Ol o

p ‘
Sw)y =3 —
Q j=1 W — wj

est meilleur approximant par rapport a ||.|[2 de F si et seulement si Perreur F' — P/Q est orthogonal & toute

fonction dans Pp,—1/Q avec base 1/(w — wj), j = 1,...,m. Il suffit alors que

:{< 1 1

1
SR
w—wp w—wj'165=1,..m

w — Wy :|j:1,...,m

(P,

Un rapide calcul des résidus montre que

~ 1 1 1 1
F =—F(1/w;)w, =— w,
( ’w—wj> (1/w;)w;, <w—w47w—wj> @j—we/wj
et donc notre systéme est équivalent au fait que P/Q interpéle F aux points 1/@1, ..., 1/W,,. Puisque A est
normale, d’aprés [8, Section 4.7, [ f(A) —pm(A)/q(A)| < If —pm/dllweay < IIf —pm/dlle < 2/|F = Pn/Qllg
et la dernieére inégalité provient de (1.5). O

Approximation de Padé

Un exemple d’approximants rationnels que l'on retrouve régulierement dans la littérature est le cas des
approximants de Padé.

Définition 1.3.6 (Définition de Frobenius et Padé-Frobenius). Soit f développable en série entiére au
voisinage de 0, L, M deux entiers > 0 et soient pr p et qr.m deus polynomes de degré respectifs L et M,
tels que

ar.(2)f(2) — pra(z) = O(ZEHMFL).

Alors le couple (pr ., qr,m) est appelé approzimant de Padé de f d’ordre [L, M].
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De tels polynoémes pr a et grv peuvent toujours étre trouvés : si on développe f sous la forme
f(z)=coteiz+...+en2"+. upm(z) =po+piz+...+prztet qua(z) =q+qz+. .. +quz, alors
on a le systeme suivant :

€0q0 = Po
Coq1 + c1q0 = p1

coqm + c1qpm—1 + ... CMmqo = PM

cigm +ceqp—1+ - -+ CM+190 = PM+1

cr—mqm +cL—mM+1qMmM—-1+ ...+ c¢cLqo = pr
CL—M+19M +cL—pmqm—1+ ... +cp4190 =0

crgm + cn41qm—1+ ...+ cn4mqo =0

soit en posant qy = 1,

co 0 ... 0 Do
c1 co . P
0 1
q1
cy, Cr,—1 C. Cl—M : pL
CL+1 cr coeocpopyr | \IM 0
CL+M CL+M-1 --- CL 0

On décompose alors ce systéeme linéaire en 2 sous-problemes : premiérement, en prenant les M derniéres
lignes de la matrice (¢;—;)i=o,.... L+M,j=0,...m avec ¢ = 0 si k < 0, on obtient le systeme

CL+1 cL cer CL—M+1 1 0
CrL+2 CrL+1 -ee CL—M q1
CL+M CL+M—-1 --- CrL qm 0

ce qu’on peut ré-écrire sous forme d’un systéeme linéaire avec matrice de Toeplitz :

CL CL—1 -eo CL—M+1 q1 CL+1
CL+1 CL - CL-M q2 CL+2
CL+M-1 CL4+M-2 --- CL qm CL+M
et on obtient ainsi les coefficients g1, ..., gy en résolvant ce systéme linéaire. Puis on obtient les coefficients
po, - - ., pr par ’égalité
Co 0 e 0 . Po
c1 co - 4!
q1 .
0 N B
aM
cr, Cr—-1 --- CL—M pbL



Exemple 1.3.7. Soit f(z) =log(l1—2)=—2—% — % — f — ..., alors les approximants de Padé diagonauz
de f (c’est-a-dire lorsque L = M ) sont donnés par

-2z —6z + 322 —60z + 6022 — 1122
rog = ——————=, T33 = e
22 T 662422 BT 60—90z+ 3622323

=

En revanche, si 'on veut utiliser des fonctions rationnelles pour approcher la fonction f au voisinage

de 0, il nous faudrait alors considérer le quotient 2 ig . Or, des polynoémes pr, s et gz s tels que

_ prm(z) _ O(MHL+)

qr,m (%)
n’existent pas toujours. En voici un contre-exemple :
Exemple 1.3.8. Soit f(z) = 1+ 22. Nous cherchons p et q de degré 1 tous les deuz de sorte que

p(z) _po+piz
q(z)  @w+az

=142+ 0(z%).

Alors po + p12 = qo + 12 + qoz> + O(23), soit

PIRRY p(Z) 0+Q12’
Po=4qo, P1 =41, o =0 dot —= = =
q(z) O0+qz

Mais 1 #1422+ O(2%) !

Remarque 1.3.9. Ainsi, par identification des coefficients dans les deux séries, si f(z) = 2720 ¢zl au
voisinage de 0, on obtient les deur équations suivantes([57]) :

min{s,N} min{s,N}
VO <s< M, Z qics—t =ps et YM <s< M+ N, Z qics—t =0
t=0 t=0
soit le systeme
Co 0 e 0 Do
el D1
C1 Co 1
0 q1
CM CM—1 ... Co . = | Pm
CM+1 CM ..o ’ 0
aN :
CM+N CM4N-1 --- CM 0

Définition 1.3.10. [6, Section 1.4] Si des polynomes A ar et Br ar de degrés respectifs L et M peuvent

étre trouvés de sorte que
Arm(2)

BL,M(Z)
Ap m(2)

avec Br, p(0) =1, alors B €St un approximant de Padé de f.

= f(2) + O(FHMH

Cette définition est alors équivalente & ce que B a(2)f(2) — Apm(2) = O(ZETM+Y) si B p(0) = 1.
Si qr,m(0) # 0, alors les deux définitions précédentes sont équivalentes. Mais si g7, p7(0) = 0 il se peut qu’un
approximant de Padé d’ordre [L, M] n’existe pas.
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Bien stir en pratique, on ne peut obtenir ¢ s puis calculer gr, p7(0) pour finalement dire que l'ap-
proximant de Padé n’existe pas. Mais a partir du développement en série formelle d’une fonction, on peut
déterminer pour n’importe quel ordre si un approximant de Padé existe ou pas pour cet ordre. En effet,
pour f développable en série entiére autour de 0, notons f(z) = Z;‘;O cjzj et définissons

CL-M+1 CL—M+42 - CrL,
CL-M+2 CL—M+3 --- CL+1
C(m,n) = qr,m(0) = ) ) i
CL CL+1 <o CL4M+1

Proposition 1.3.11. (/6, p. 22/) Si C(m,n) # 0, alors il existe un approxrimant de Padé d’ordre [L,M].
En revanche, si C(m,n) =0, on ne peut pas assurer l’existence d’un approzimant de Padé d’ordre [L, M].

Proposition 1.3.12. (/6, Theorem 1.4.3]) L’approxzimant de Padé s’il existe est unique.

Démonstration. Soit [r, s] fixé. Supposons qu'il existe deux approximants de Padé £ et § de degré [L, M].

Alors on a ) () !
piz) a\z) _  L+M+1

q(z
En multipliant par ¢(z)b(z), on obtient p(2)b(z) — a(2)q(z) = o(zX+M+1). Or le polynéme de gauche est
un polynoéme de degré au plus L + M et donc est identiquement nul d’ou % = 7. Par hypothese sur les

approximants de Padé, p, g et a,b n’ont pas de facteurs en communs respectivement, donc on a 'unicité. [J

z—r

—_ =

Maintenant, dans le cas de racine carrée, existe-t-il un approximant de Padé pour tout ordre? On
rappelle que si f(z) = 27 avec —1 <y < 0, alors f est une fonction de Markov [8, Section 3.1]. Nous allons
voir que pour toute fonction de Markov, tout approximant de Padé de n’importe quel ordre existe (voire
Section 4).

Proposition 1.3.13. Sir est un approzimant de Padé de f d’ordre [m,n], alors % est un approxrimant de
Padé d’ordre [L, M| de %

Démonstration. Si f(z) —r(z) = O(zFM+1) | £(0),7(0) # 0, alors

1 1L r(z) = f(2) LLAHM+1
@ T fere) o)

ce qui nous donne la propriété. O

Remarque 1.3.14. Au-deld de l’existence ou non d’un approrimant de Padé, le cas échéant il faudra s’as-
surer que celui-ci posséde une bonne stabilité, et on pourra alors considérer une sous-classe des approximants
de Padé "bien conditionnés" sans poles parasites [12].

1.3.4 Implémentation des interpolants rationnels

Pour une fonction rationnelle r € Ry, il est peu conseillé d’évaluer r(A) en identifiant r comme un
quotient de deux polyndémes p € P; et ¢ € Py, puisque le calcul cumulé des puissances de la matrice A et
I'inversion de g(A) peuvent entrainer une perte de précision. En revanche, il existe dans la littérature de
nombreuses formes possibles pour une fonction rationnelle. Nous nous intéressons ici principalement a deux
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formes de ces fonctions rationnelles : une forme en éléments simples ou sous forme de fraction continue.
Sir= g € Ry m avec deg(p) < l et deg(q) < m, alors en supposant que tous les poles de 7 sont simples, ce qui
est toujours vrai pour certaines classes de fonctions (voir 4.1.2 ou [44, equations (8)-(9)]), la décomposition

en éléments simples de r est donnée par r(z) = g(m) = P(z) + 274, mfjxj

ou les x; sont les poles de 7. On
peut alors étendre cette décomposition par application sur un matrice A € C"*"

r(A) = P(A) + i a;(A—a;I)7 1.
j=1

Cette décomposition nécessite le calcul de chaque résolvante (4 — x;I)~!. De ce fait, nous gagnons en
stabilité par rapport a une implémentation sous forme d’'un quotient de polynémes.

Définition 1.3.15. Soit r = % € Romm- Alors la décomposition en fraction continue de r est la forme

roml, rool, 2o

C1 ‘ Cc2 Ct

r(x) = co + |
avect < m.

Remarque 1.3.16. Les coefficients de cette décomposition sont évalués par récurrence inverse : commengons

parC,(nm):cm puis pourk=m—1m—2,...,1,

m T—x
C/S ) _ cp + (mk)—I—l
Ck+1

En supposant connus les paramétres xy, cp, la fraction rationnelle r sous forme de fraction continue peut
alors étre évalué avec une complexité de M(n) + mlI(n) avec M(n) la complexité pour la multiplication de
deuzr matrices de taille n x n et I(n) la complexité pour l'inversion d’une matrice de taille n X n.

CU™(A) = eI + (A — mp i1 1).(CL™) (A)) L.

1.4 Motivations

Les fonctions de matrices concernant un large spectre de domaines, il s’avere alors essentiel de savoir
bien les implémenter ou les approcher. Plusieurs applications justifiant cette étude se trouvent dans [57].
Nous exposons ici quelques exemples d’applications des fonctions de matrices de Toeplitz.

Exemple 1.4.1 (Discrétisation en espace de 1’équation des ondes). Considérons l’équation des ondes :

%(taﬂﬁ) + %(t,x): 0, teR,z€[0,L]
y(07$) = yO(fL'), %(O,l’) = yé(x)

y(t,0) =0
On discrétise alors lespace [0, L] en N sous-intervalles de longueur dx = L/N [z;, xiy1] pour i =0,..,N —1
avec 0 =x9 < x1 < ... < xzny = L. A t fixé, pour modéliser les dérivées (%)(y) auz points de lespace (t,x;),

on utilise généralement des formule de quotient de différence fini de la maniére suivante :

d +dz) —
%y(t, x) & y( ;E; y(ﬂ:)’ lorsque N — oo
d’ot en chaque point du maillage, on a gi—g(t,xi) ~ y(t’zi‘l)_2y§§;§i)+y(t’zi+l).

En notant y; = u(t, x;), fi = f(t,x;) pour i =0,..,N , on obtient la formulation suivante :
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d?y; 1
dt; W(yi—l =2y +yiy1) = fi

avec Yo = yn = 0 d’aprés les conditions initiales.

+

D’ot en notant Y = (y;)i=o0,.. N € CN*L, on peut réécrire le probléme sous la forme :

-2 1 0 0
1 -2 1
d? . 1
0 0 1 -2

On a alors sur R™ [’équation suivante :

% + Ay =0 surR
y(0) = o (1.6)
y (0) =y

avec y € C", A € C"*" n € N*. Alors la solution est donnée par [2]

y(t) = cos(VAt)yo + (VA) ™! sin(VAt)y,

Exemple 1.4.2 (Matrice de covariance). Dans le domaine de l’analyse stochastique, lorsque les données
sont basées sur des observations biométriques ou des séries temporelles apparaissant dans la nature, les
statisticiens font souvent face a des matrices de covariance avec une structure Toeplitz symétrique. En ef-
fet, considérons un échantillon de p prélevements Xo, X1, ..., X, effectués a intervalles de temps réguliers.
Notons o(k) = o(Xy, Xe1k) la corrélation entre Xy et une valeur ultérieure Xiy. Lorsque le processus sto-
chastique est stationnaire, o(Xy, Xi1r) = o(Xprk, Xt) et o(k) = o(—k) pour tout k = 0,...,p — 1. Par
conséquent la matrice d’auto-corrélation des p variables de ce processus est une matrice de Toeplitz symé-
trique.

Ce type de processus peut étre observé dans les études de croissance ou les observations des processus psycho-
logique comme 'apprentissage ou le développement de certaines habilités [74, Section 1.1]. B.N. Mukhezjee
en 1988 [74] donne de nombreuses propriétés et applications de l’étude des matrices de Toeplitz lices aux
études de problemes stochastiques.

Exemple 1.4.3 (Détermination des coefficients des approximants de Padé). Soit f une fonction analytique
au voisinage de 0. Supposons qu’au voisinage de 0, f développable en série entiere Z?io cjzj. Alors pour tout
m,n € N et en identifiant f d sa série au voisinage de 0, on peut définir les approximants de Padé d’ordre
[m, 1] de f le couple de polynémes (p,q) avec p(z) = po +p1z + ... +pmz™ et q(z) = qo + qz+ ... + @2
satisfaisant

q(2)f(2) = p(z) = O™ au voisinage de 0.
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En identifiant les coefficients dans cette équation, on obtient le systéme linéaire suivant :

Co 0 e e 0 Do
Cc1 Co . P
q0
q1
0 . — )
q -1 cee ... 0 : Pm
q 0
Cmtl—1 Cmtl—2 -+ -+ C—1 :
L Cm+1 Cm+l—1 -+ .- C| | L 0 J

systéme linéaire avec matrice de Toeplitz rectangulaire.

Exemple 1.4.4 (Moyenne Géométrique). Soient A, B € C"*" hermitiennes définies positives. La moyenne
géométrique A#B de A et B, définie comme ['unique solution définie positive hermitienne de l’équation
XA™LX = B, [57, Section 2.10] est donnée par

X — 31/2(371/2/1371/2)1/231/2 _ B(BflA)1/2 _ (AB71)1/2B.

On peut également considérer la définition suivante de la moyenne géométrique
1
X =exp (5 log(A) + log(B))

ot le log est le logarithme principal.

Exemple 1.4.5 (Probléme aux valeurs propres). Une premiére application des fonctions de matrices peut
se trouver dans la résolution des problémes généralisés aux valeurs propres [57, Section 2.10], c¢’est-a-dire la
résolution du probléme Ax — ABx avec A hermitienne, B hermitienne définie positive. En supposant connue
la racine carrée d’une matrice, celui-ci peut se ré-écrire sous la forme

B~Y2ABV3(BY2z) = \(BY?z) & Cy = \y, y = B %z, C = B™Y/24B7/2
le terme de droite dans ’équation correspondant a un probleme standard hermitien aux valeurs propres.

Exemple 1.4.6 (Préfiltre). On peut citer un exemple appliqué au probléme d’egaliseur dans les standards
modernes de télécommunication [3, Section 7.2.1.2]. A cause des interférences entre les différents utilisateurs,
la transmission en sens descendant WCDMA (Wideband Code Division Multiple Access) doit étre modifiée et
il faut ainsi créer un egaliseur dans la liaison descendante. Une solution est d’employer un egaliseur d’erreur
quadratique minimum linéaire, qui fournit une estimation du k¢ symbole du me utilisateur

yi(k) = cp, (k)07 (07007 + o71) " (k)

ot z(k) est le vecteur échantillon regu, © est la matrice de canal, cl. (k) est la séquence d’étalement du k*
utilisateur du me symbol, 02 et 02 sont les variables de la séquence transmise et le bruit receveur respective-
ment. Si l’on se penche sur le préfiltre (0596T+031)—1, celui-ct correspond d une matrice d’autocorrélation
inverse T~ de la séquence x(k). En considérant une approzimation de Toeplitz de T et si l’on note sq la
ligne centrale de la matrice S™' racine carrée de T~', alors les coefficients du préfiltre sont les éléments du
vecteur

v=S"1s,.
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Exemple 1.4.7 (Option pricing avec le modeéle de Merton). Considérons dans un modéle de Merton [73]
le probléme d’évaluation du priz d’option pour seul actif sous-jacent. La valeur de l'option w((,t) sur un
domaine (—oo;00) X [0;T] avec T > 0 satisfait [’équation integro-differentielle partielle

2 2 9]

wp = %w@ + (r— K — %)WC —(r+ANw+ / oow(C +n,t)p(n)dn (1.7)
ou T dénote le temps a échéance, v = 0 la versatilité, r le taux d’intérét sans risque, A lintensité d’ar-
rivée d’un processus de Poisson, ¢ la distribution normale avec moyenne p et dérivation standard o et
K = etto?/271  Apres troncature du domaine infini (—o0; 00) x [0;T] en (Cmin; Cmax) X [0; T, on discrétise
Uintervalle (Cmin; Cmax) en n + 1 sous-intervalles de longueur A¢. La discrétisation de la partie différentielle
de (1.7) par différences centrées puis la discrétisation de la partie intégrale de (1.7) da laide de la formule
triangulaire nous donne respectivement une matrice tridiagonale de Toeplitz D,, et une matrice de Toeplitz
T,, de sorte que la matrice de Toeplitz réelle non-symétrique A, = D, + NI}, est la matrice de la semi-
discrétisation du systéme par rapport d t. Le priz de Uoption ent = T nécessite alors le calcul de exp(T Ay, )wo
[65] [67, example 3], ot wy est la valeur discrétisée de la valeur initiale wy = w((,0) = max(Ke¢ — K, 0)
avec K le prixz d’exercice.

Exemple 1.4.8 (Racine carrée pour le log). Pour calculer log(A) l'unique matrice réelle avec valeurs propres
sans partie imaginaire dans [—m; |, appelé logarithme principal avec A € C™"*™ sans valeurs propres sur l'aze
réel négatif, on peut transformer la matrice A d Uaide des propriétés du logarithme et calculer 2¢ log(Al/Ql)
de sorte a ce que la matrice A2 soit proche de la matrice identité [54]. Cette méthode de scaling and
squaring va donc nécessiter le calcul cumulées de racines carrées de la matrice A.

1.5 Conclusion

Nous avons vu que plusieurs méthodes de calcul ou d’approximation polynémiale ou rationnelle des
fonctions de matrices existent déja. Cependant, lorsque la matrice étudiée est de taille n x n, une implé-
mentation sur machine requiert une complexité de O(n?) opérations arithmétiques élémentaires. Or lorsque
la dimension n est trés grande (n &~ 5000 par exemple) ce nombre d’opérations devient lourd sur machine
et nécessite un certain temps de calcul. De plus, pour un grand nombre d’opérations nécessaires au calcul,
le risque de perte de précision augmente et le résultat pourrait étre trop éloigné de la fonction de matrice
que nous cherchons a implémenter. Au cours de cette theése, nous avons donc cherché une autre méthode
pour calculer des fonctions de matrices de Toeplitz et les implémenter avec un nombre d’opérations réduit.
Lorsque nous travaillons avec des matrices de dimension n X n, nous pouvons espérer réduire le nombre
d’opérations arithmétiques au minimum & un ordre n?. Pour ce faire, comme de nombreux auteurs avant
nous, nous allons tenter d’exploiter la structure a diagonales et sur/sous diagonales constantes des matrices
de Toeplitz.
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Chapitre 2
Arithmétique Toeplitz-like

Nous avons vu au chapitre 1 en remarque 1.1.5 que ’ensemble des matrice de Toeplitz muni de la
somme et de la multiplication par un scalaire formait un sous-espace vectoriel de C™*™ mais que cet espace
n’était pas stable par multiplication entre elles ou par inversion alors que les applications numériques vont
généralement nécessiter des multiplications entre matrices de Toeplitz ou leur inversion. Les algorithmes gé-
néraux ne prenant pas en compte la structure particuliere des matrices nécessitant un nombre trop important
d’opérations, il nous faut donc développer des méthodes d’implémentation pour effectuer ces opérations a
moindre cofit. Ici, nous ne nous intéressons pas au calcul du produit d’une fonction de matrice f(7') € C**"
avec un vecteur b € C™*1, opération pour laquelle de nombreuses méthodes ont déja été développées dans
la littérature notamment avec ’emploi des sous-espace de Krylov, mais a I'implémentation de la fonction
de matrice elle-méme ou la résolution des systemes linéaires de Toeplitz, cette derniere étant sujet de nom-
breuses études dans la littérature récente.

Récemment, D. Kressner et R. Luce [65] se sont intéressés au cas particulier de la fonction de matrice expo-
nentielle sur les matrices de Toeplitz en développant une arithmétique adaptée a la structure des matrices
de Toeplitz et pour laquelle les opérations usuelles telles que la multiplication ou I'inversion sur des matrices
de Toeplitz sont effectuées avec une complexité bien inférieure & celle rencontrée avec les algorithmes déja
existants. En nous en inspirant, nous développons dans ce chapitre une arithmétique similaire pour laquelle
les opérations usuelles sont effectuées avec une complexité réduite. Plus particulierement, nous allons voir
comment une fonction rationnelle de faible ordre sur une matrice de Toeplitz peut étre implémentée avec
une complexité O(nlog?n) dans cette arithmétique et O(n?) si 'on souhaite reconstruire cette fonction
rationnelle de matrice en arithmétique pleine.

Pour ce faire, nous introduisons dans une premiere partie la notion d’opérateur de déplacement avec matrices
shift, en considérant le cas général d’un opérateur de déplacement. Nous montrons que 'image d’une ma-
trice de Toeplitz par cet opérateur possede une structure particuliere en sous-section 2.1.1 ainsi que quelques
propriétés remarquables sur le comportement de 'opérateur de déplacement sur les opérations usuelles sur
les matrices en sous-section 2.1.2. Puis dans une deuxiéme section, nous introduisons en sous-section 2.2.1
la notion de rang de déplacement qui nous permettra de caractériser un ensemble de matrices contenant
les matrices de Toeplitz, que nous appellerons Toeplitz-like vérifiant des propriétés communes. Ce rang de
déplacement va nous permettre de construire en sous-section 2.2.2 une nouvelle classe de matrices associées
aux matrices Toeplitz-like de taille considérablement réduite, pour lesquelles une méthode de reconstruc-
tion de la matrice Toeplitz-like associée est énoncée en sous-section 2.2.3. Ce nouveau type de matrices
de taille inférieure permet alors en sous-section 2.2.4 un nouvel algorithme de résolution des systémes de
Toeplitz et Toeplitz-like, fournissant une solution avec une complexité de O(n log? n). Cet algorithme nous
permet ensuite de décrire en troisieme section une arithmétique Toeplitz-like, reprenant en sous-section 2.3.2
les opérations usuelles sur les matrices mais cette fois-ci avec une complexité bien inférieure de ’ordre de
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O(nlog®n), lorsque n désigne la dimension dans le cas de matrices Toeplitz-like. Un algorithme de com-
pression est énoncé en sous-section 2.3.3 nous permettant de conserver cette faible complexité au cours des
opérations.

2.1 Opérateur de déplacement

Nous avons vu qu’un algorithme pour le calcul d’'un produit entre une matrice de Toeplitz T € C™*™ et
un vecteur x € C" avec une complexité de O(nlogn) au lieu de O(n?) habituellement pouvait étre employé
en exploitant la structure a diagonales et sur/sous-diagonales constantes des matrices de Toeplitz. Cette
structure est un cas particulier de la structure plus générale dite de déplacement, que 'on peut identifier
dans plusieurs applications numériques [62, Section 1]. Si pour des matrices de Toeplitz 17,7y € C*™*",
Ty, Ty x Ty ne sont pas Toeplitz, celles-ci ne manquent pas pour autant d’une structure particuliere. T.
Kailath, S.-Y. Kung et M. Morf [61] montrent que pour une matrice de Toeplitz T, son inverse T~! peut
s’écrire sous la forme 77! = ;-”:1 L;U; avec m < n, avec L; matrice de Toeplitz triangulaire inférieure et
U; matrice de Toeplitz triangulaire supérieure. m peut étre défini comme le rang de I'image par un opérateur
dit de déplacement [61, Lemma 1] donné par

Tw—T— 277"

ou Z est une matrice shift avec Z; ; = d;_;1, opération ZT ZT consistant & déplacer les diagonales de la
matrice T' d'un rang vers le bas, donnant ainsi le nom d’opérateur de déplacement. On dit alors que la
matrice est structurée lorsque le rang de I'image par application de 'opérateur est négligeable devant la
dimension n. Plus généralement, on appelle opérateur de déplacement tout opérateur de la forme

V29,2.(T) =T = ZyTZ, (2.1)

avec Zy, Zo € C™*™ matrice shift avec élément 1 sur la premiere sous-diagonale, 6, € C en position (1,n)
et zéro ailleurs.

2.1.1 Opérateur sous forme Sylvester

Plutot que de travailler avec 'opérateur de déplacement sous la forme (2.1), nous allons considérer un
opérateur sous la forme d’un opérateur de Sylvester. Avant cela, nous rappelons quelques propriétés sur les
équations de Sylvester :

Définition 2.1.1. Soient A € CP*P, B € C?*? et C' € CP*Y qvec p,q > 1. On appelle équation de Sylvester
une equation de la forme
AX -XB=C

avec X € CP*4 comme inconnue.

En 1884, J.J. Sylvester donna une condition d’existence et d’unicité d’une solution a cette équation
[83] :

Lemme 2.1.2. Soient A € CP*P, B € C1*? et C € CP*9. L’équation de Sylvester AX — XB = C admet
une unique solution X € CP*? pour tout membre de droite C si et seulement si o(A) No(B) = 0.

Démonstration. Supposons que o(A) No(B) # 0 et soient A € o(A) Na(B), z € C*! vecteur propre a
droite de A pour la valeur propre A et y* € C'*™ vecteur propre & gauche de B pour la valeur propre \. Si
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on note X = xy*, alors AX — XB = Axy™ — Azy™ = 0 et donc pour C = 0 nous obtenons 2 solutions X =0
et X = zy*. Inversement, supposons que o(A) No(B) = 0. Quitte & employer une décomposition de Schur,
on peut supposer que B est triangulaire supérieure et alors la j¢ colonne de I’équation de AX — XB = C
s’écrit

j—1

(A=b; ;D)X (:,5) = C(:,4) + > X(:, k)B(k, j)
k=1

et comme B(j,j) € o(B) et que A — B(j,7)I est inversible d’aprés nos hypothéses, on peut déterminer de
fagon unique chaque colonne de la matrice X solution de I’équation AX — XB = C. O

Considérons a présent I'opérateur de Sylvester :

Can % (CTLXTL
So -
X o ZX - XZ,

ou pour tout 8 € C, Zy est la matrice a diagonales constantes, appelée matrice shift, donnée par

0 0o 6
1 . 0
Zy = 0 .
0O ... 0 1 0

D’apres le lemme 2.1.2, nous pouvons dégager une condition d’existence et d’unicité de I’équation de Sylvester
ZyX — XZ., = C pour toute matrice C' € C"*™,

Proposition 2.1.3. Soient 0,y € C. Alors l'opérateur de déplacement Sy, est bijectif si et seulement si

0+ .

Démonstration. Pour touts 6,7 € C et n > 1, les matrices Zg € R " et Zy € R™" vérifient Z; = 01
et Z) = vI. Donc en notant 6 = |0]e’"¥?, on obtient que o(Zp) = {6/ mevoe2iim/n j = 0,...,n — 1} avec
vp = pp/n. Par conséquent, o(Zy) N o(Zy) # 0 si et seulement si il existe k € {0,1,...,n — 1} tel que

) ) ) 0 1/n 1/n 9| =
w,l/neweemkw/n _ h/‘l/new7 PN | | |’Y’ N ‘ ’ |’Y’ o= v,
vp + 2km/n = v, o + 2k = @,
et on obtient la proposition énoncée. O
A présent, considérons une matrice X = (:Uw)” € C™™™ avec n > 1 et déterminons 'action de

lopérateur de déplacement sur cette matrice . On a pour tout 6,v € C,

GCL'nJ Q.Tn’g e Gxnyn 12 I1,3 ... Tin YT11
T1,1 Z1,2 vee T1n T2 T23 ... Tin YT21

ZpX = . . . et XZy = . . :
Ip—-1,1 ITp—-1,2 --- Tn—-1n Tn2 ITngd .- Tnn VYTnl

c’est-a-dire que la multiplication a gauche par la matrice Zy décale d’une ligne vers le bas chaque ligne et
place en premiére ligne la derniére ligne multipliée par 6 tandis que la multiplication a droite par la matrice
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Z,, décale d’'une colonne vers la gauche chaque colonne et place en dernicre colonne la premiere colonne
multipliée par -, ce qui nous donne au final

Orpy — w12 Ozn2—213 ... Ovp,— 7711
T1,1 — 22,2 T1,2 —X23 cee Tin T Y21
ZogX — XZ, = . . .
Tpn—1,1 —Tn,2 Tp-12 —Tp3 ... Tn—1n — VTn,l

. Lorsque X =T est une matrice de Toeplitz c’est-a-dire

to  t_1 ... t_pii
t t :
T — 1 0 ’
Lt
th—1 ty to

la structure a diagonales et sur/sous-diagonales constantes nous permet d’obtenir une structure toute par-
ticuliere de 'image de T par 'opérateur de déplacement, donnée par

_th—l — t_l Qtn_g — t_g N 9t1 — t_n+1 (0 — ’}/)to ]
0 0 t_n+1—’}/t1
Sp(T) = ZyT —TZ, = : : : . (2.2)
: t—2 - ’Ytn—2
L 0 ce ce 0 t,1 - ’ytnfl_

2.1.2 Opérateur de déplacement sur les opérations de matrices

Nous avons parlé au chapitre 1 de matrices pouvant apparaitre sous la forme de somme, produit ou
inverse de matrices de Toeplitz. Si celle-ci ne sont pas nécessairement de Toeplitz, on peut alors se demander
si elles possedent des propriétés similaires, en particulier si la matrice image par I'opérateur de déplacement
possede un faible rang. Par la définition de cet opérateur et des matrices shift Zg, Z,, on peut démontrer les
propriétés suivantes :

Proposition 2.1.4. Soit § # ~. De la décomposition Zg = Z + feye},, nous obtenons
i. So~(sX) =55 ~(X) pour tout s € C et X € C"*" ;
ji. So (X1 + X2) = Sp(X1) + Sp(X2) ;
iii. Sp (X1 ==X (X)X 1+ (0 — )X Lerel + (0 —v)ere, X1
w. So~(X1X2) = Sp(X1) X2 + X155,(X2) — (0 — v)X1e1€,Xo ;
v. Vk €N, Sp(XF) = P20 XIS (X)XFEI71 — (0 — ) Y52 ] Xerer, XF3

~

Démonstration. 1. est trivial.

Pour la somme, on remarque que pour toutes matrices X1, Xy € C"*", Zg(X1 + Xo) — (X1 + X0)Z, =
Zp X1 — )('1Z,y + ZpXo — XQZ'Y = Sgy,y(Xl) + 5977()(2).

Pour iii., il suffit de remarquer que X S(X )X = XZp— Z, X = X Z,+ X (0 —7)ere}, — Zo X + (0 —7)ere, X
=—-S5(X)— X(0 —v)ere}, + (0 —v)ere; X et on obtient iii.

Pour iv., on fait apparaitre les termes S(X;) et S(X2) dans S(X1X32), ce qui nous donne

S(X1Xo) = ZgX1Xo — X1 XoZ, = S(X1)Xo + X1Z, X0 — X1 X2,
= S(Xl)XQ + Xls(Xg) — (9 — ’7)X161€;X2.

38



Enfin, pour une puissance k£ de X, lorsque k£ = 1 v. est trivial et pour £ = 2, on reprend le cas du produit.
Pour tout k£ > 3, par induction
S(X*) = ZgX* — XF 7, = (ZpX* ' - XF'Z )X + XMz, X - XM1X2Z,
=S(XFNhHX + x*Yz2,X - XZ,)
=S(XFNX 4+ XN ZyX — XZ,) — (0 — ) X" Lerer X

k—2 k—2
= (Y XIS(X)XFT2— (0 —7) > Xeref XFH X + XFLS(X)
j=0 j=1
— (- X een X
k=2 . k=2 ‘
=Y XISX)XFTT = (0—) Y Xerel XFT + XM19(X)
j=0 j=1
— (0 —y)XFtejer X
= XISX)XFTT (0 —7) > XTeqef, X5
j=0 j=1
ce qui nous donne v. O
Nous considérons a partir de maintenant I'opérateur de déplacement avec § = 1 et v = —1, soit

l'opérateur
S(X) = Sl,fl(X) = ZlX - XZ,1.

Proposition 2.1.5. Pour toutn > 1, Z1Z7{ =Z_1Z2*, =1, Z1 =1 et 2" = —1I.

Démonstration. On vérifie ces propriétés par calcul matriciel. O

2.2 Rang de déplacement et générateurs : les matrices Toeplitz-like

Nous venons de voir que I'image par 'opérateur de déplacement d’une matrice de Toeplitz possédait
une structure particuliere avec une colonne et une ligne non nulles. Il nous reste alors a voir comment
exploiter cette structure. D. Kressner et R. Luce, en considérant ’opérateur de déplacement sous la forme
Stein T'+— T'— ZT'Z avec Z = Zy matrice shift [65], définissent un ensemble de matrices a partir du rang de
I'image par cet opérateur de déplacement. Lorsque celui-ci est petit, 'image est alors décomposée comme un
produit de matrices de dimension inférieure, permettant par la suite d’obtenir une arithmétique particuliere
sur laquelle les différentes opérations telles que la somme, le produit ou I'inversion peuvent étre effectuées
avec une complexité réduite par rapport a I’arithmétique pleine. Nous allons dans cette section nous inspirer
de cette démarche, mais en considérant notre opérateur de déplacement T — Z1T — T'Z_1 qui de part la
structure particuliere des matrices Z; et Z_; nous permettra d’obtenir un algorithme de reconstruction de
la matrice en arithmétique pleine. Nous commencons dans une premiere sous-section par définir le rang
de déplacement d’une matrice et I’étudions dans le cas des matrices de Toeplitz. Ce rang de déplacement
est alors employé en sous-section 2.2.2 pour définir une nouvelle famille de matrices pour laquelle nous
démontrons ensuite en sous-section 2.2.3 qu’il existe un algorithme de reconstruction nous permettant de
ré-obtenir la matrice pleine associée. En sous-section 2.2.4, nous montrons comment cette nouvelle famille de
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matrices est employée dans des algorithmes de résolution de systémes Toeplitz & complexité d’ordre O(n?)
ou O(nlog?n).

2.2.1 Rang de déplacement

Nous venons de voir que 'opérateur de déplacement appliqué a une matrice de Toeplitz donne une
matrice image avec structure particuliere. On peut alors tenter d’exploiter cette structure en observant en
particulier le rang des matrices images par cet opérateur.

Définition 2.2.1. [61, Lemma 1] Soit X € C"*™. Alors le rang de la matrice image S(X) est appelé le
rang de déplacement de X, noté p = p(X) := rang(S(X)).

Exemple 2.2.2.
— La matrice identité, cas particulier des matrices de Toeplitz, est de rang de déplacement 1.
— Pour toute matrice X € C"*"™ de rang de déplacement p et pour tout scalaire s # 0, s € C,

p(sX) = p(X).

Proposition 2.2.3. Soit T' € C™"*™ matrice de Toeplitz. Alors T est de rang de déplacement inférieur ou
égal a 2.

Démonstration. D’apres (2.2), pour toute matrice de Toeplitz T' = (t;—;)i j=1,..n, S(T") comporte au plus
une ligne et une colonne non nulles. Par la méthode du pivot de Gauss, on réduit cette matrice a au plus 2
lignes ou 2 colonnes non nulles. O

Remarque 2.2.4. Dans le cas ot tg # 0 et t; j = 0 pour tout i # j, T = tol et S(T) est constitué d’un seul
élément non-nul et donc T est de rang de déplacement 1. Si T est une matrice circulante non nulle, S(T')
est composé d’une seule colonne non nulle et peut se réduire a un seul élément non nul par pivot de Gauss
et est donc S(T) de rang de déplacement 1. Si T est anti-circulante, alors S(T') est composée d’une seule
ligne non-nulle et est donc de rang de déplacement 1.

Lorsque T' € C™"™ est de Toeplitz, son inverse ou son produit avec une autre matrice de Toeplitz
n’est pas nécessairement une matrice de Toeplitz. Cependant ces matrices possedent des caractéristiques
communes en termes du rang de déplacement :

Définition 2.2.5. Soient n € N* et T € C"*™. Alors T est dite Toeplitz-like si p(T) est négligeable devant
la dimension n. En particulier, toute matrice de Toeplitz est une matrice Toeplitz-like [61],[41, Section 3].

Exemple 2.2.6. L’introduction de cette famille nous permet d’intégrer les matrices de Toeplitz dans une
famille plus grande de matrices pouvant étre obtenues par opérations élémentaires sur celle-ci : en effet,
supposons que T € C™*" est une matrice Toeplitz-like avec n>>1. Alors d’apreés le point iii. de la proposition
2.1.4, p(T7Y) < p(T)+rang(Terel) +rang(ereiT—1) = p(T)+2<n et donc T~ est une matrice Toeplitz-
like. De méme lorsque T et Ty sont 2 matrices Toeplitz-like, alors d’aprées le point iv. de la proposition 2.1.4,
p(ThTz) < p(T1) + p(T2) + rang(Tiere, 1), or rang(TierepTz) < 1, d'ou p(ThTe) < p(T1) + p(T2) + 1<n
puisque p(T1), p(Ta)<n et donc le produit de matrice Ty Ty est une matrice Toeplitz-like. On vérifie également
rapidement que Th + T est Toeplitz-like dés que T et Ty sont Toeplitz-like.
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2.2.2 Construction des générateurs

Nous venons de voir que les matrices de Toeplitz et Toeplitz-like ont la particularité d’avoir un rang
de déplacement faible par rapport & la dimension. Or pour toute matrice A € C™*", on peut décomposer la
matrice A en un produit de 2 matrices G- B* ot G, B € C™*28(4) et donc si A est Toeplitz-like, ¢’est-a-dire
si p(A)<n, nous pouvons donc décomposer son image par 'opérateur de déplacement sous la forme d'un
produit G.B* ou G et B sont de dimension n x p(A). En particulier lorsque A est une matrice de Toeplitz,
I’image par l'opérateur de déplacement peut se décomposer en produit de 2 matrices de taille n x 2. Par
conséquent, travailler avec ce couple de matrices va nous permettre de construire les opérations usuelles sur
les matrices avec un cofit réduit.

Définition 2.2.7. Soit X € C"*". Alors il existe deur matrices G,B € C"? ou p = p(X) telles que
WX — XZ_1 = GB*, appelés générateurs de X (associés a l'opérateur S).

Exemple 2.2.8. Soit T = (ti—;)ij=1..n € C"*™ une matrice de Toeplitz. Alors d’aprés (2.2), il existe deux
matrices G, B € C"*? telles que Z\T — TZ_1 = GB* données par

1 2o £

n—1 " til 0
0 topnt1ttr : :

)

: : 1=t O
0 t_1+th 0 1

Notons que, contrairement & la matrice image S(X), le couple de générateurs n’est pas unique puisque
pour toute matrice J € CP*P inversible, le couple de matrices (GJ, BJ *) est également un couple de
générateurs des que Z1X — XZ_1 = GB*. Notons de plus que pour une matrice Toeplitz-like T' avec
générateurs (G, B), nous pouvons directement en déduire les générateurs de la matrice T~* puisque
S(T~) = —(Z1T~*B)(Z*,T~1G)*. Ces générateurs peuvent alors étre obtenus par résolution de 2 sys-
temes linéaires avec T et T' qui, nous allons le voir plus loin dans ce chapitre, peut étre effectuée a faible
colit.

Apres cette observation, du fait de la taille réduite des générateurs par rapport a la matrice de départ,
nous pouvons envisager de travailler avec les générateurs d’une matrice plutét qu’avec la matrice elle-méme.
De plus, & partir de tout couple de générateurs (G, B) € C"*P, on peut retrouver la matrice X € C"*"
telle que Z1 X — X Z_1 = GB*, dont 'existence est assurée par le lemme 2.1.2 et le choix des matrices Z1, Z_1.

Proposition 2.2.9. Soit X € C"*" et G, B € C"*? les générateurs associés a X avec p = p(X). Alors

1 n—1 L
X =0 A(HX - X2.4)2" "
j=0
soit
1 n—1 .-
* rzN—7)—
X =3 > ZiGB*Z"? (2.3)
j=0

Démonstration. Pour tout n > 1, on sait que Z1' = [ et 2" = —1, d’ou 2X = Z'X — X Z",. On peut alors
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vérifier que

n—1 n—1 n—1
SN2 X -Xz)Z2" T =3 2T X2 - 2 x 2t
j=0 j=0 j=0
=Y X7 - ZXZ"
j=1 j=0
n—-1 ) n—-1 )
=X+ X7V - ZX7"7 - (-1)X
j=1 J=1
=2X.
O
Corollaire 2.2.10. Pour toute matrice X € C™*™ et toute norme unitairement invariante ||.|x,
1 n
S 151,10l < 1Xl < SHS1-1(X) (2.4)
Démonstration. Puisque Z; et Z_, sont unitaires, Zf et Zf;k_l le sont aussi pour tout £k =0,...,n — 1.

D’ou VX € C™ ™ on a par les propriétés d’une norme unitairement invariante,
VZEX . = X275 = | 25X 275 = X e ¥k = 0, — 1.

Pour la premiére inégalité, il suffit de calculer : ||S(X)|[« = [|Z1X =X Z_1||« < | Z1.X ||« + | X Z_1]]« = 2|| X ||+
Puis d’apres la formule de reconstruction précédente, on a

1 n—1 L 1 n—1 L
XN =S 28 (2 X = XZ ) 2" e < 5 Y120 X = XZ20) 207 .
2 2
k=0 7=0
n
= 2SO

2.2.3 Reconstruction d’une matrice Toeplitz-like & partir de ses générateurs

La reconstruction de X a partir de ses générateurs a 'aide de la formule (2.3) nous donnerait & pre-
miére vue une complexité de 'ordre n*, que I'on pourrait réduire & O(p(X)n3) opérations élémentaires en
considérant la formule (2.3) comme p x n produits matrices-vecteurs. Cependant, a 'aide de la structure
particuliere des matrices Z; et Z_1, la formule de reconstruction (2.3) nous permet d’écrire la matrice X
comme somme de p(X) produits entre une matrice circulante et une matrice anti-circulante. En effet, notons
X e C"", G = (9ij)i=1,..n €t B = (bij)i=1,..n les générateurs associés a X et g, b; les colonnes respectives

]:17“'7p ]:1,7/)
de Get Bavecl=1,...,p. Alors
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n—1 ) n—1 P p n—1 ) )
2X =Y Z{GB*z"7 T = - 7] Z ab)) (27 = =33 (Za) (2 )
j=0 =0 I=1 1=1 j=0
(Gn—j+1.1]
p n—1

- _Z Z It [_ Z—j,l ceo=bng by 1*1_]'_1,[} (2.5)

=1 j=0 | U

L gn_j)l -
g1, gnl -ee 921 _b bT,l bfL 1,0
P —b* —-b*, ...
g2.1 g1, -o- 931 —1, 1 2,1
=S|~ S ”j e ZA; : (2.6)
= | : o : : "
ti gt e ol | W B
g1 Gn)l cee g2 _b:,l bf,z b;kz—l,l
. 92,0 9101 --- 931 —bz—u _bz,z b;kz—2,l
on Ay = | . o . . S N
9nl YGn-10 --- g1, _bil _b;l oo :71
Lemme 2.2.11. Pourl =1,...,p(X), A; est construit avec une complexité de O(n?) opérations arithmé-
tiques.

Démonstration. Définissons gj; = g1 si 1 < j < n, §ji1 = gj—ny sin < J < 2n, §ji = Gj4ny si —n < j < 0.

De méme pour les coefficients b;;. On voit alors que Vi = 2,...,n, Vk=1,...,n—1,
n—1 5
(ADik = Gimjibr—1—j1
j=0

= (Al)i+1,k+1§i+1fn,ll~7(k+1)f17n,l - §z’+1,15(k+1)72,z

Doupourtout k=1,...,n—1letVi=2,...,n

(AD i1 o1 = (Aik + Git1,05+1) 20 + Fit1-n b +1)—1-nJ

Ainsi pour construire A; pour I = 1,..., p a partir des générateurs, il nous suffit de construire les coefficients
de la premiére colonne et premiere ligne en effectuant n produits de coefficients g;_; ;bx—1—;; pour les 2n —1
coefficients de la premiére ligne et premiére colonne de la matrice A;, soit un premier cotit de O(n?) opérations

élémentaires, puis le calcul des coeflicients (A;); ; pour i,j = 2,...,n va nécessiter un coit de I'ordre de
O(n?) par addition de 2 produits de coefficients. Chaque matrice A4; pour [ = 1,..., p(X) peut étre donc
construite en un O(n?) opérations élémentaires. O

Corollaire 2.2.12. Soient X € C™*" une matrice avec rang de déplacement p(X) avec p(X)<n et G, B €
(

C*P(X) ses générateurs associés. Alors X peut étre construite avec une complezité de O(p(X)n?) d partir
de G et B.
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Démonstration. D’apres le lemme 2.2.11, le calcul de A; pour [ = 1,...,p(X) posséde une complexité de
O(n?). Par conséquent, il nous faut effectuer p(X) fois ce calcul, ce qui nous donne une complexité globale
pour la reconstruction de X de O(pn?) et O((p — 1)n?) additions pour la somme. O

Ainsi, si nous possédons les générateurs associés a une fonction de matrice, nous obtenons cette fonction
de matrice en arithmétique pleine avec un nombre d’opérations de I'ordre de n? lorsque celle-ci admet un
faible rang de déplacement. Nous allons donc dans la suite étudier ce rang de déplacement pour des fonctions
de matrices. Plus précisément, nous allons voir comment se construisent les générateurs d’une fonction de
matrice a partir de ceux de la matrice de départ.

2.2.4 Résolution de systemes Toeplitz-like

Les systeémes de Toeplitz Tx = b avec T € C™*" et x,b € C™ survenant dans plusieurs applications
numériques, il apparait essentiel de pouvoir les résoudre le plus efficacement possible. La premiére méthode
de résolution de ces systémes linéaires de Toeplitz fut ’algorithme de Levinson [68], sous sa forme la plus
connue appelée algorithme de Levinson-Durbin [63, Section 1.2], qui résout le systéme linéaire en fournissant
les facteurs d’une factorisation triangulaire de I'inverse 7!, tandis que I’algorithme de Schur [63, Sections
1.6.3, 1.7.6] calcule celle de la matrice T elle-méme pour résoudre Tz = b. Ces deux premiers algorithmes
ont permis de réduire la complexité & O(n?) opérations arithmétiques en exploitant la structure Toeplitz de
la matrice, contre O(n3) habituellement. On parle alors d’algorithmes rapides. Cependant, la stabilité pour
I’algorithme de Levinson-Durbin n’est pas assurée pour toute matrice de Toeplitz et I’algorithme de Schur
est également instable. Heinig [50, Section 7] propose de transformer les systémes de Toeplitz en systeémes
Cauchy-like, c’est a dire en systémes de la forme DT —TD = CH* avec D, D deux matrices diagonales
et C,H € C™" ou r < n (la matrice T est alors dite Cauchy-like), pour lesquels on peut introduire un
pivot partiel dans la résolution [63, Section 1.13.1], mais ne suffit pas a garantir la stabilité numérique pour
toute matrice de Toeplitz. En revanche, on trouve dans la littérature plus récente un algorithme, appelé
algorithme GKO apres I. Gohberg, T. Kailath et V. Olshevsky [41], pour la résolution d’un systéme linéaire
dont les coefficients formeraient une matrice de Toeplitz T satisfaisant 1’équation de Sylvester

2T —T7Z_y = GB*. (2.7)

Cet algorithme se décompose en 2 étapes; la premiere consiste a transformer le systeme Toeplitz-like (2.7)
en un systeme Cauchy-like comme pour I'algorithme de Schur, & 1’aide d’une Fast Fourier Transform (FFT) :
si Z1T —T_1Z_1 = GB*, alors
ZT —TZ_y = GB* < F,AF‘T — TF,AF* = GB*
& AF'TF, — F'TF,A = F*GB*F,
SAT —TA = F*GB*F, = GB*

olt A et A sont donnés par la proposition 1.1.3. En posant T = F;{Tﬁn, G = EraG, B = ﬁ;B, et
- G,B;
T:(ﬁ]f)., (2.8)
Jj — Nk J:k=1,..,n

est Cauchy-like. Dans une deuxieme étape, on note

- d u 1 0||d wu
= [z TQ] - l;z 1] lo T(Q)] (29)



ot T est le complément de Schur de T5 dans T cest-a-dire que T?) =T, — élu.

Alors T® vérifie R o
A2:71,2:7111(2) - T(Q)AQ:nQ:n =GB”

ou

Ensuite on répéte Popération sur T et ainsi de suite. On obtient ainsi la décomposition suivante :

. (d w 1 0\ [(d wu oo\ (P v Y [d u
=l ro) =\ 1){o @)= {1y )0 )} 9|0 @ @
d di "1 0zl 1)\ 0 0 7O
1 0 0 L : .
:G ?) 0 1 0]... 9 I oo
dy 0 élQ 1 S | 0 dp—1  Up—1
0 ... 0 Zln 0 ... ... 0 wuy

Afin d’éviter une croissance trop importante dans les coefficients de la factorisation et apporter une
stabilité, on peut déterminer le pivot, c’est-a-dire 1’élément de plus grande amplitude dans la premiere
colonne en position (k,1) puis effectuer un échange de lignes dans T en multipliant T a gauche par la
matrice de permutation P(1, k). On I'appelle décomposition LU avec pivot partiel.

Au cours des étapes on peut alors ré-écrire
AT-TA = GB*
& (P(1L,K)AP(1, k1)) (P(1, k) T) = (P(1, k) T)A = (P(1,k1)G) B*
& (P(2,ko)P(1, k1)) AP(1, k1) P(2, ko) (P(2, ko) P(1, ky)T)
— (P(2, ko) P(1,k1)T)A = (P(2, ko) P(1,k1)G) B"

= (P(TL — 1, kn_l)..P(l, kl)AP(l,kl)P(n — 1,kn_1))(P(n — 1,kn_1> (

— (P(n—1,ky_1)..P(1,k))T)A = (P(n — 1,kn_1)..P(1,k)G)B
& (PAP )(PT) — (PT)A = (PG)B*

k)T)
)B*

ou P=P(n—1,ky_1)P(n—2,kp—2)...P(2,ko)P(1, k1) est une matrice de permutation.

Lemme 2.2.13. Tout systéeme de n équations linéaires a n inconnues avec comme matrice de coefficients

une matrice Toeplitz-like de rang de déplacement p peut étre résolu en une complexité de O(pn?) opérations
élémentaires a l'aide de l’algorithme GKO.
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Algorithm 2 Algorithme GKO
Require: 7' € C™*" Cauchy-like , G, B générateurs associés
Ensure: Factorisation LU de T
1: LU+ Q0" P« 1
2: fork=1,..,n—1do 3
3: Lk,’:n,k — (diag()\k, . )\n) — )\kf)_lék;nv:éz,:
on sélectionne 1'élément de plus grande amplitude : k0 = maxj—  p |Tf}k\
if kpee > k then
P = PP(k, kmaz)
T« P(k, kmae)T, A < P(k, kmaz) AP (K, kmaz ), L < P(k, kmaz) L
end if 3 3
Uik < Lk, Uk gt1:n < Gk,lB;fk-ﬁ-l:n()‘kI — diag(Ags1, -5 An))
1. Lyg < 1, Litimk < Litink/Us k-
11: G~k+1:n,: — C}k—&-l:n,: - Lk—&-l:n,qu,:
12: BkJrl:n,: <~ BkJrl:n,: - U]:7k+1;an+1,:/Uk,k
13: end for

-1

Remarque 2.2.14. L’algorithme GKO constitue un algorithme efficace pour la résolution des systéme
Toeplitz vérifiant la méme stabilité que I’élimination de Gauss avec pivot [41]. Cet algorithme est implémenté
dans une fonction tsolve.

L’algorithme GKO est donc un algorithme rapide pour la résolution des systémes linéaires Toeplitz et
Toeplitz-like. Plus récemment, cet algorithme a été amélioré afin d’obtenir un algorithme avec complexité
O(nlog®n) : on parle alors d’algorithme super rapide. A partir du systéme Cauchy-like

AT — TA = F*GB*F, = GB*,

S. Massei, L. Robol et D. Kressner [70, Section 5.1] compressent la matrice Cauchy-like

= ( G,B;

- k 2.10
Aj— /\k)j,kzl,..,n ( )

au format HSS (Hierarchically Semi-Separable) et a l'aide de la FFT, implémentent les produits matrice-
vecteur Tz et T*z adaptés au format HSS, le tout permettant de résoudre le systéme linéaire T'x = b par
passage au format HSS et réduisant la complexité de la résolution de Tz = b & O(p>nlog®n) [49, Section
3.6], [70, Section 3.4 et 5.1]. Cette procédure est implémentée dans une fonction MATLAB toeplitz__solve
disponible dans le package hm-toolbox que l'on retrouve sur https ://github.com/numpi/hm-toolboz.

Lemme 2.2.15. Tout systeme d’équations linéaires avec comme matrice de coefficients une matrice Toeplitz-
like de rang de déplacement p peut étre résolu en une complexité de O(p*nlog®n) opérations élémentaires.

Remarque 2.2.16. Lorsque la dimension n € [103;10°], de vastes expériences numériques ont montré que
Ualgorithme GKO classique avec un coit de O(pn?) opérations est plus rapide que la combinaison avec
hm-toolbox (voire [10, sections 3.4 et 5.1]).

Exemple 2.2.17. Pour avoir un aper¢u du gain engendré par algorithme GKO, nous testons cet algorithme
de résolution sur plusieurs matrices : sur MATLAB en prenant 10 matrices de Toeplitz de dimensions
m = 1000, ...,10000, nous mesurons le temps de calcul des solutions des systémes linéaires Tx = b avec
b € C™ un vecteur aléatoire. Pour chaque matrice, on résout dans un premier temps Tx = b par un backslash
T\b, commande pré-définie de MATLAB qui nous donnant une premiére solution x1. Puis on procéde a une
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résolution du systéme linéaire Toeplitz par l'algorithme GKO, nous donnant une solution xo d l'aide de la
commande tsolve du package TLComp'. Enfin, nous employons la résolution par Ualgorithme combinant
transformation en systéme Cauchy-like et passage a la structure HSS, ce qui nous donne une 3éme solution
x3 a l'aide de la commande toeplitz__solve. D’aprés les propriétés des méthodes de résolution énoncées
précédemment, on s’attend d ce que les temps de calcul nécessaires da la résolution d’un systéeme Toeplitz
Tx = b suivent une loi C' x m? avec = 1 pour toeplitz _solve (du package TLComp), 3 = 2 pour tsolve
également du package TLComp et 5 = 3 pour le backslash. Nous obtenons ainsi le graphique suivant :

2

10

[
g

Elapsed time (s.)
=

S
¥ T

O tsolve solver

%  toeplitz_solve solver
A To

Linear regression tsolve

~

Linear regression toeplitz_solve

Linear regression full

2 | | | | | [ [ [

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
m

FIGURE 2.1 — Temps nécessaire sur échelle doublement logarithmique pour la résolution du systéme de
Toeplitz Tx = b avec T € C™*™ pour m = 1000, 2000,...,10000 & laide de la commande backslash
(marqueurs noirs), tsolve (marqueurs bleus) et toeplitz__solve (marqueurs rouges) et droites de régression
associées.

Dans cet exemple, on peut relever que, & Uéchelle doublement logarithmique, la loi C x m? devient une
droite de régression sous la forme log(C) + Blog(m), et qu’alors le coefficient directeur B est de 2,8842 pour
la résolution par backslash, 2,0313 pour la résolution par la commande tsolve soit par l’algorithme GKO et
1,3831 par la commande toeplitz__solve soit par l’algorithme Cauchy+HSS. Ces résultats semblent alors en
accord avec les complexités énoncées précédemment pour les différentes méthodes de résolution des systémes
de Toeplitz.

Exemple 2.2.18. Pour voir plus loin, nous testons a présent les deux méthodes basées sur l’arithmétique
Toeplitz-like pour des matrices de plus grande dimension : prenons 4 matrices de Toeplitz aléatoires de tailles
m = 10000, 20000, 30000, 40000, b € C™ ! et mesurons le temps nécessaire & la résolution des systémes de
Toeplitz Tx = b da Uaide de algorithme GKO et Cauchy+HSS. On obtient alors le graphique en figure
2.2 : toujours sur une échelle doublement logarithmique, les coefficients directeurs 5 des droite de régression
log(C)+plog(m) valent 2,6697 pour l’algorithmes GKO et 1, 7548 pour Cauchy+HSS. On remarque alors que
les taux de croissance varient de ceux en figure 2.1. Ceci pourrait s’expliquer par le fait que lorsque n croit,

1. package disponible & I’adresse https ://github.com/rluce/tlcomp
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il y a de plus en plus d’appel récursifs dans l’approche HSS et le stockage des quantités intermédiaires. Ici se
trouvent des tests effectués pour les deux méthodes sur MATLAB qui ne semble pas étre le langage le plus
adapté pour pouvoir comparer correctement les deux méthodes. Par conséquent, nous notons ici simplement
des observations dans le cas d’une implémentation sur MATLAB qui nous intéresse et employons donc plutét
Ualgorithme GKO d’aprés des résultats expérimentaur.

103

Elapsed time (s.)

L O  tsolve solver o
¥  toeplitz_solve solver

Linear regression tsolve
Linear regression toeplitz_solve

160 | |
FIGURE 2.2 — Temps nécessaire sur une échelle doublement logarithmique pour la résolution du systeme de
Toeplitz Tx = b avec T € C™*™ pour m = 10000, 20000, 30000 et 40000 & l'aide de la commande tsolve

(marqueurs bleus) et toeplitz__solve (marqueurs rouges) et droites de régression associées.

Dans les prochaines expériences, étant donnée la taille de nos matrices, nous emploierons donc ’algo-
rithme GKO classique.

2.3 Opérations sur les générateurs de matrices Toeplitz-like

Considérons une matrice Toeplitz-like T € C™ " et (G, B) € (C™*(T))2 un couple de générateurs
associés a T et supposons que ’on souhaite calculer une somme ou un produit avec une autre matrice
Toeplitz-like ou encore son inverse. Il nous faut alors expliciter les générateurs associés a ces opérations et
connaitre le rang de déplacement associé afin d’assurer des algorithmes rapides et super-rapides en cas de
reconstruction ou résolution de systeme. Dans cette section, nous étudions donc l'impact des opérations
usuelles sur les générateurs et leur rang de déplacement.

48



2.3.1 Complément de Schur d’une matrice Toeplitz-like

Pour répondre a notre probléme, nous allons nous servir du résultat suivant sur le complément de Schur

[42] :
D U] avec D € CF*F inuersible ot k < n vérifiant

Lemme 2.3.1. Soit X € C™*" sous la forme X =
L X3

I’équation de Sylvester
FX - XA=GB",

. Fii Fip Air Arp kxk kexn—k
ou F = ’ A= ’ “| avec F11,A11 € CP*F Fi o, A1 9 € CFX"F ¢f
lFZl FQ,Q] lAQ,l Ass 1,1, 411 1,2, A1,2
G] et B— [B] (2.11)

JFAecCY G,BeC™", r<n.

|

avec G,E € CFX" et Gy, By € C=K)*1 Alors le complément de Schur X9 := X1 — LD U de D dans X

vérifie l’équation de Sylvester
(=LD7 Fy o+ Fa9) Xy — Xo(—As1 D7IU + Ags) = (Go — LD™'G)(Bs — B*D~'U). (2.12)

Démonstration. Décomposons X sous la forme
x| I oD o1 DU
T |LD7Y 1| |0 Xp| |0 T |°

En multipliant ’équation par la gauche par la matrice l_ D1 I] et par la droite par la matrice

_p-1
ll D U] , on obtient

0 I
I O |[F11 Fio I o||D 0
—LD™' I||Fy Fopl| |[LD7Y II|0 X,

0 Xs| |0 I Ag,l AQ’Q 0 I
I Y | R el I -D7'U
= [—LDl I] [GJ B B lo I ]
alors
* * D 0 B D 0 * *
* —LD'Fio+Fho| [0 X 0 Xo| [* —A1D7'U+ Asy

x —B*D'U+Bj).

*
- [—LD*@ + Gy
Ainsi par identification sur le block inférieur droit de I’équation, on obtient la propriété

(=LD Y Fy g+ Fy2) Xy — Xo(—Ag 1 D7U + Ags) = (~LD'G + Go)(—B*D~'U + B3).
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En adaptant la méthode du complément de Schur au cas de 'opérateur de déplacement, on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 2.3.2. Lorsque F = diag(Z1,71) et A = diag(Z_1,Z_1), le complément de Schur Xo = X1 —
LD™U vérifie
71Xy — XoZ = (—~LD7'G + Go)(-B*D~'U + B3). (2.13)

Ainsi, nous pouvons déterminer des générateurs pour le complément de Schur Xs & partir des géné-
D

rateurs de X = lL X

]. Soit & présent X; une matrice quelconque. A I'aide d’un choix particulier des

D U
L X
facilement identifiables et obtenir un complément de Schur Xy = X; — LD~'U fonction de matrice de X.

éléments L, U, D, nous pouvons tenter de construire une matrice X = [ dont les générateurs soient

2.3.2 Somme, produit et inverse des matrices Toeplitz-like

Proposition 2.3.3. Soient X1, Xo € C™™™ ayant pour générateurs respectifs G1,B1 € C"*P1 et G, By €
C™*P2 01, p1 = p(X1) et po = p(Xa). Alors X1+ Xy admet pour générateurs G = {Gl Gg} et B = [Bl Bg}.
De plus p(X1 + X2) < p1 + p2 et les générateurs de X1 + Xo sont calculés en O(max(p1, p2)n) opérations
arithmétiques élémentaires.

Proposition 2.3.4. Soit X € C™™ une matrice inversible avec générateurs G,B € C"*? ou p = p(X).
Alors des générateurs de X' sont donnés G = {fX_lG 2Xle; 261} et B = >X_*B en X_*en}. De
plus, p(X~ 1) < p+2 et sie; € I(G) ou e, € S(B), alors p(X 1) < p(X)+1.

I 0 0 Z 0 Z,

Démonstration. Considérons les matrices M = [_X I], F= [Zl 0] et A= Z 0 ] Alors

A A — l—ZlX +XZ1 (0- 'y)elenl

2eq€;, 0
(=G 20 0][B 0 e
1o 0 2|]|0 e, 0O

é:[—G %1 0],G2:[0 0 261]

—GB* 2eqe]
2eqe;, 0

En posant

B= [B 0 en],BF [0 en 0],
on obtient par la formule du complément de Schur
20— I(=X)"'") = (0= I(-X)"'NZ =1 = (=I(=X)"'G + Go)(—=B*(=X)"'I + BY)
et le résultat énoncé est prouvé en posant G = (—I(—X)"'G + Gy) et B = (—B*(—X)~I + Bj). O

D’apres la proposition 2.3.4, la construction des générateurs de I'inverse nécessitent la résolution de
systémes Toeplitz-like pour obtenir les éléments —X 'G, X le;, — X *B et X *e,. Or, a l'aide de la
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proposition 2.2.15, on peut en conclure qu’avec ’emploi de l'algorithme combinant une transformation
Toeplitz-like en Cauchy-like et le solveur de hm-toolbox, le calcul des générateurs de 'inverse bénéficie
d’un cotit réduit. Plus précisément, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.5. Les générateurs de X ' peuvent étre calculés avec une complexité de O(p?nlog?n) lorsque
p = p(X).

Proposition 2.3.6. Soient X1,Xo € C™" deux matrices avec générateurs respectifs G1,B; € C"*P
et GoBy € C""2 ou p1 = p(X1) et po = p(Xq). Alors X1Xo admet pour générateurs G =
[—2X2€1 XoGq G2:| et B = [Xi“en By XTBQ:|, p(X1X9) < p1+ p2+ 1. Si de plus X1 et Xo sont
Toeplitz, alors les générateurs de X1 X9 sont calculés en O(max(p1, p2)nlogn) opérations élémentaires. Si
de plus e1 € I(G1) ou e, € I(B3), alors p(X1X2) < p1 + pa2.

. . . . -1 Xy _|Z1 0 _|Z-1 0
Démonstration. Considérons les matrices M = [Xg 0 ], F= lo le et A= l 0 le. Alors

Jze o] -1 x1] [-I xi][z.e o
FM=MA=, 7 [XQ 0] [Xg OHO le

| —zZi+z1 2 Xi—-X1Z.|  [-2eier GiB}

T Xy — X974 0 T | GoB; 0

. _—261 G1 0 €En 0 B2 :

10 0 Gil|0 B 0]

Ainsi d’apres la formule du complément de Schur, on a
1 X1 Xo — X1 XoZ 1 =
* *
(X —2[-2e1 G1 0] +[0 0 Ga])([en 0 Bo] Xi+]0 B1 0])
[—2X261 XoGh GQ} [Xfen B X{Bg]
et on obtient les générateurs annoncés. Pour le calcul des termes XoG1 et X{ Bg, X;, X étant Toeplitz-like,
on on sait d’apres la sous-section 2.2.3 que celles-ci se décomposent en sommes de produits de matrices de

Toeplitz, et alors tout produit de X7 ou X3 peut se réduire & une complexité de O(max{p(X1), p(X2)}nlogn)
a l’aide de la FFT 1.1.4 et on obtient le colit numérique énoncé pour la construction. ]

Corollaire 2.3.7. Soient X € C™*™ avec générateurs G, B € C"*P ot p = p(X) et s € N*. Alors X*® admet
pour générateurs

Go=[-2Xles ... —2Xer G XG ... X*7IG]
et
By=|(XY)en ... (X*)*7le, (X*)*"'B (X*)*?B ... B
qui sont calculés en O(spnlogn). De plus, si e € S(G) ou e, € I(B), alors p(X®) < s x p.

Proposition 2.3.8. Soient X € C"*" avec générateurs G,B € C™"*? avec p = p(X) et p € P, avec
p(r) = ap + a1 + ... + anx™. Notons G, B; € C"Pi les générateurs de X* avec p; = p(X*) donnés dans
le corollaire précédent pour tout i =1,...,m. Alors p(X) admet pour générateurs

~

G:{aoel a1G1 ... QSGS} €t§:|:€n By ... Bs}.

De plus, sie; € S(G) ou e,3(B), alors p(p(X)) <m x p+1.
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Démonstration. Par somme, les générateurs de agl + a1 X + ...+ a,, X™ sont donnés par
[aoel a1G1 ... ame] et [en By ... Bm} .

O]

Proposition 2.3.9. Soient X € C™*"™ avec générateurs G,B € C"*P ot p = p(X) et r = g € Rim. Alors
r(X) admet pour générateurs

G = [q(X)_le —q(X)71aG, 261},
B=[-p(X)a(X)"*B, B, —p(X)*q(X) "e]

qui sont calculés en (’)(;)2nlog2 n) opérations élémentaires lorsque k, m<n De plus, si e; € S(G) ou e, €
S(B), alors p(r(X)) < pmax{deg(p), deg(q)} + 1.

. . e | —e(X) p(X) _|Z1 0 _|Z-1 0
Démonstration. Définissons M = I 0 et posons F' = 0 Z et A = 0 Z.4| Par la
formule du complément de Schur, on obtient

V9 X — XY, = [_Gqéq G”BP]
2e;e;, 0
B*
_ _Gq GP 0 Oq _BO*
10 0 2e . p
e, 0

et par la décomposition

G=[Gy, Gy 0],G2=0 0 2¢]

%)

=[By 0 e].B2=]0 B, 0]
on obtient
Z9X — XZo = (—q(X) 7' G + G2)(—p(X)*q(X) "B + Bo)*
= [a(X)1Gy —a(X)71Gy (0= )ei]
([-p(X)"a(X)"B, B, —p(X)*q(X) *e1])*

O]

Nous venons donc de voir que les générateurs associés aux opérations matricielles telles que la somme,
le produit et méme une fonction rationnelle peuvent étre donnés explicitement. De plus dans le cas de
polynémes ou de fonction rationnelle de matrices, lorsque la ou les matrices considérées sont de faible
rang de déplacement, la matrice obtenue par ces opérations reste de faible rang de déplacement lorsque les
degrés de polyndémes considérés reste faible. Nous ’avons vu précédemment, nous disposons d’une formule
de reconstruction nécessitant O(pn?) opérations arithmétiques élémentaires dés que les générateurs sont de
tailles n x p.

Corollaire 2.3.10. Soit T € C™*"™ matrice Toeplitz-like de rang de déplacement p = p(T) et r € Ry
avec | < m. Alors r(T') sous forme d’éléments simples posséde un rang de déplacement inférieur ou égal a
(p+1)m et peut étre implémenté en O(p*mnlog®n).
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Démonstration. Soit T € C™*™ matrice Toeplitz-like de rang de déplacement p(7T') et r fonction rationnelle
d’ordre quelconque. En réécrivant cette derniere, lorsque cela est possible, sous la forme d’une décomposition
en éléments simples, on obtient par application a la matrice T ’égalité

k
p(T)g(T)™' = P(T)+ Y (BT —T)7"

J=1

avec P polynome k = deg(q), B; les poles de notre fraction rationnelle et ¢; les résidus associés. On a

p(Bil =T) < p(T).
— (@I T)~1 < p(T) + 1 d’apres les résultats sur I'inverse.

— (E]:l GBI =T)™") <k(p(T) +1).

— p(P(T) + 351 GBI = T)7) < p(T)deg(P) + k(p(T) + 1) = p(T)(deg(P) + k) + k.
Dans le cas ou deg(p) < deg(q), la décomposition en éléments simples se réduit a une somme de k résolvantes
de la forme (3;1 — T)~! et donc & l'aide des algorithmes de solutions de systémes Toeplitz-like, on obtient
le résultat énoncé. O

2.3.3 Rang de déplacement numérique et compression des générateurs

Comme nous venons de le voir, effectuer des opérations sur les générateurs augmente le rang de dé-
placement. Par conséquent, on peut se retrouver avec un nombre de colonnes pour nos générateurs et un
rang de déplacement plus grands que nécessaire en considérant la précision machine. Pour remédier a ce
probleme, on peut procéder a chaque opération a une compression en tronquant les valeurs singuliéres de
nos générateurs. Cette démarche est notamment motivée par le résultat suivant :

Proposition 2.3.11. Soit X € C™*™ une matrice Toeplitz-like de rang de déplacement p et considérons la
décomposition en valeurs singuliéres

S(X)=USV* = [0y Uy [201 202] [&]

avec ¥y = diag(o1,...,0,), ¥o = diag(or41,...,0,) ot or+1,...,0, <e. Alors en notant X = (U131, V1),
on obtient

~ n ~ n
| X — X2 < 50T+ et | X — X||r < B 021,500

Démonstration. Par linéarité de 'opérateur de déplacement S,
S(X —X)=8(X) - S(X) =UXV* — U2, V) = U 5oV

et on obtient notre résultat en appliquant I'inégalité (2.4). ]
Ainsi, le rang de déplacement, correspondant au nombre de valeurs singuliéres non nulles, peut étre
réduit en remplacant les valeurs propres plus petites ou égales a une tolérance a 0, tout en préservant une

bonne estimation de la matrice associée aux générateurs apres reconstruction. Nous faisons donc appel dans
nos essais numériques a l’algorithme de compression suivant :
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Algorithm 3 Generators compression algorithm

Require: matrice A et générateurs associés G, B € C"* avec p = p(A) et r < p tel que oy41,...,0, < tol
Ensure: Générateurs compressés G, B € C™*" tels que T'(G, B) (G B) avec [ = S~1;

1: Calculer la décomposition QR de G et B : G = Q1R1, B=(Q2Rs;

2: Calculer S = Ry Rj € CP*P

3: Calculer la SVD U1 X1Vp = S, 31 € C™*";

4: Calculer G = Q1U121/2 € C"™" et B= QQVlEl/z e Ccnxr,

Remarque 2.3.12. De par la dimension des générateurs, l’algorithme de compression est alors de com-
plexité O(p*n) lorsque p est le rang de déplacement. Ainsi l'introduction de la compression dans nos futures
algorithmes n’entrainera pas une augmentation considérable de la complexité globale et est donc un outil
indispensable pour des calculs fiables en réduisant les opérations inutiles.

Revenons a présent a notre probléeme d’implémentation de fonctions de matrices de Toeplitz. Par
exemple, si 'on cherche I'implémentation de la racine carrée d’une matrice de Toeplitz, celle-ci n’est gé-
néralement pas de rang de déplacement faible devant la dimension, mais une approximation rationnelle
pourrait cependant constituer une alternative. On recherche alors plutét & vérifier la propriété de faible
e-rang de déplacement [65] :

Définition 2.3.13. Soit A € C™"*" et e > 0. On dit que la matrice A posséde un e-rang de déplacement p si

A-B < pyr <
pin {[IS( )z :p(B) <p}<e

Ainsi, a ’aide d’un bon approximant rationnel de la fonction de matrices, si celui-ci possede un faible
rang de déplacement, typiquement si I'ordre de 'approximant n’explose pas, alors on pourra considérer
celui-ci a la place de la fonction de matrice recherchée pour effectuer les calculs souhaités avec un cofit
réduit.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment exploiter la structure particuliere des matrices de Toeplitz.
A partir de la définition de 'opérateur de déplacement T +— Z11T — T Z_1 que nous avons étudié en premiere
section, nous avons vu que le cas des matrices de Toeplitz donnait en image par cet opérateur une matrice
avec une structure particuliere.
Cette structure est ensuite exploitée a I'aide de la définition du rang de déplacement en section 2.2 ot nous
avons vu que pour des matrices a faible rang de déplacement que ’on appelle alors Toeplitz-like, leur image
pouvait étre découpée sous la forme d’un produit de matrices, que ’on appelle générateurs et de taille consi-
dérablement réduite. En particulier, ces générateurs nous permettent alors d’implémenter des algorithmes de
résolution de tout systéme d’équations linéaires avec comme matrice de coefficients une matrice Toeplitz-like
de rang de déplacement p en complexité O(pn?) a laide de I'algorithme GKO ou O(p?nlog?n) opérations
élémentaires par transformation du systéme Toeplitz-like en systeme Cauchy-like puis par compression au
format HSS.
En section 2.3, nous nous sommes intéressés au développement d’une arithmétique Toeplitz-like, en définis-
sant pour une matrice 7" la construction des générateurs associés a différentes opérations sur la matrice 7.
L’emploi des algorithmes super-rapides de résolution de systeme d’équations linéaires avec comme matrice
de coefficients une matrice Toeplitz-like nous permet alors d’effectuer les calculs de ces générateurs avec une
complexité de Iordre O(p(T)?nlog®n) opérations élémentaires. En particulier, toute fonction polynémiale
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ou rationnelle en la matrice Toeplitz-like T est calculée en arithmétique Toeplitz-like avec une complexité
de O(p(T)?nlog?n), réduisant considérablement le cofit par rapport & une arithmétique pleine.

De plus, pour assurer que le rang de déplacement de ces opérations sur une matrice 7' n’explose pas, nous
avons montré que nous disposons en derniére partie d’un algorithme de compression des générateurs.

Ces résultats nous amenent donc & considérer une chose : étant donné que le calcul d’une fonction rationnelle
de matrice de Toeplitz T € C™ ™ en arithmétique Toeplitz-like est de complexité O(p(T)?*nlog?n) et que
nous disposons également de ’approximation rationnelle de fonctions, plutét que de calculer la fonction
de matrice f(T) pour une certaine fonction f et une matrice de Toeplitz T, il nous serait plus facile de
déterminer un approximant rationnelle de f(7"), construit en arithmétique Toeplitz-like.

Dans la suite de cette these, nous allons tester cette nouvelle arithmétique dans différentes expériences nu-
mériques qui sont réalisées a 'aide du package TLComp?, reprenant I'arithmétique Toeplitz-like exposée
dans ce chapitre.

2. disponible & I’adresse https ://github.com/rluce/tlcomp
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Chapitre 3

Application aux fonctions de matrices
racine carrée et signe

La fonction de matrice racine carrée est 'une des fonctions de matrices les plus utilisées, généralement
dans le cas de matrices symétriques, que ce soit dans une nécessité d’obtenir la fonction de matrice en
elle-méme ou pour améliorer les algorithmes de calcul pour d’autres fonctions de matrices comme le log
(voire section 1.4). Si la définition intégrale de la racine carrée d’une matrice A € C"*™ sans valeur propre
dans ] — 00; 0] est donnée par VA = 24 [°(t>] + A)~'dt, il nous faut concevoir des méthodes de calcul ou
d’approximation pour un calcul numérique. Dans ce chapitre, nous commencons en section 3.1 par rappeler
la définition et quelques propriétés de la fonction de matrice racine carrée principale v/A d’une matrice
A € C™™ et montrons comment obtenir la forme intégrale de cette fonction de matrice. Puis en sous-section
3.2.1, nous rappelons la méthode itérative de Newton pour la racine carrée principale sans prendre en compte
la structure particuliere de la matrice concernée. Ses variantes Newton-BD et Newton-DB produit pour la
racine carrée principale sont également étudiées ainsi que leur convergence et leur stabilité asymptotique en
sous section 3.2.2. Afin de réduire le nombre d’itérations nécessaires a la convergence des matrices itérées de la
méthode de Newton pour la racine carrée principale, nous tentons d’accélérer celle-ci en proposant différents
choix pour un premier terme en sous-section 3.3.1 ainsi qu’en introduisant des parametres dans ces méthodes
en sous-section 3.3.2 permettant I'accélération de la convergence. En section 3.4, nous prenons en compte
le cas des matrices Toeplitz-like en étudiant la méthode de Newton pour la racine carrée principale et ses
variantes calculées en arithmétique Toeplitz-like. Plus précisément, les générateurs associés aux différentes
formes de cette méthode sont explicités et le rang de déplacement de chaque matrice itérée est alors majoré
en fonction de celui de la matrice étudiée et plusieurs expériences numériques sont observées par la suite
en sous-section 3.4.2. En section 3.5, apreés quelques rappels sur la fonction de matrice signe, nous passons
en revu en sous-section 3.5.1 la méthode de Newton pour la fonction signe, son adaptation en arithmétique
Toeplitz-like et fournissons quelques expériences numériques en sous-section 3.5.3.

3.1 Racine carrée principale de matrice

Considérons la fonction de matrice racine carrée. Pour une matrice A € C™*", certains auteurs appellent
racine carrée de A toute matrice B € C™ " telle que B? = A et donc A peut posséder jusqu’a 2" racines
différentes [57, Theorem 1.26]. Ici dans notre travail, nous allons exclusivement considérer la fonction racine
carrée principale f(z) = z'/2 = \/z définie pour un argument scalaire z = e’ € C\ (—o0;0] par f(ge??) =
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Voe?2 ot g > 0, /o > 0 et § € (—m;7). Pour une matrice A4 avec o(A) C C\ (—o0;0], la racine carrée
principale X de A est I'unique matrice X solution de I’équation X2 = A avec toutes ses valeurs propres de
partie réelle strictement positive, voire [57, Theorem 1.29]. Nous la notons X = v/A.

Lemme 3.1.1. Soit f : z — ﬁ avec —00 < a < B < 400 o x — Jx est la racine carrée
— o) (o—

1 (B 1 dt
6= DR EED

principale. Alors

i
j

Démonstration. Considérons la fonction f : z r» ———A = 1 _v2z=a

avec T — +/x la

(z=a)(z=B)  FT¥/z-B Zﬂ\/
racine carrée principale. La fonction f est analytique sur (C\[a; 8]) U{o0} par analytlclte de la racine carrée
rincipale. De plus, ! = = L au voisinage de oo et ainsi ———=—— se comporte
PHRCP I e R * etz & W et P

AN

comme ﬁ + O(%) lorsque |z| — +o0. De plus, f(z) € R deés que z € R\ [a; 8]. Plus précisément, f(z) > 0
pour z > et f(z) <0 des que z < a.
Ensuite, d’apres la formule de Cauchy, pour tout z € C\ [a; ] et pour tout contour 7 n’entourant pas [«; ]

et entourant z au sens mathématique positif, on peut écrire

1 1 1 dx
(Z—a)(z—ﬁ)_%/v @—a)(— Pz —=z

Soit 0 < r < dist(z, [a; 8])/2 et considérons le contour v = v1 + ¥2 + 3 + 74 donnée en figure 3.1 ou
— m iz =x(t) = a+re?, avec t : 3m/2 — 7/2 dans le sens négatif ;
—’yg—x—x(t)—t+zrt a—

— y3:x=x(t) =B +rel, t: m/2 — —m/2 dans le sens négatif;
— prx=z(t)=t—ir,t € f— a;
Alors [ f(z)2 = [, f(2)25 + [, f(z)2 b ()32 + [, [ (2):2. Or,
— — 1 [N < 1 —
L Vo e m, (x)l ( (t)) \/(aJﬂ,eufa)(aJﬂ,ezt 8) (Teit)(a1+re”7,8) d’ou ‘f(l')‘ S B—al
\/ﬂfaﬁ et =57 < o al - Or |z — of > dist(z, [a; 5]) d’ou T S T [aB]) et donc

1 1 2
\ z_x‘ = L VB — a/rdist(z, [o; B])dx

1 1 9 /2
< 1 7A/ ie'tdt — 0 quand r — 0;
VB —a/rdist(z, [ B]) Jar/2 !

ii. De méme, [ f(z )2
iii. De plus

=
1 ft+ir) @ )
:%(/a t+zrzdt+/3 t—ir—=z )
(

/ﬁ f(t+1r) dt_/ﬁ f(t—ir) dt)
o t+ir—=z o t—ir—=z
1B f(t i) f(t+ar)

= - = dt
2m Jo tHir—z tH4ir—z
1 BR(f(t+ar))r 1 P ‘ t—z
SR AR R N e TE (" S — )
T Ja (2—1)2+1r? +7T/a Sl —HT))(t—z)?—i-r?
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Or, S(f(t+1ir)) = =S(f(t —ir)) = —|f(t +ir)| = —|f(t)| quand r — 0 et @_Sﬁ — - quand
r — 0. De plus,

dt] < /]éR( (t+ir))\dist(2’[a?m)2_Tth—>0

[P . T
\m/a RU+i0) 2

lorsque r» — 0 d’ou on peut conclure que

.1 dx I a1 (P 1 dt
}ﬂl—%ﬂ( f( )a:—z+ Mf(x):c—z):ﬂ/a _‘f(t)’t—z:; a VJiE-a)(B-t)z—t

Be

FIGURE 3.1 — Contour 7.

Lemme 3.1.2. La fonction de matrice f(A) = /A est donnée par la représentation intégrale f(A) =
2A 22T + A)~tde.

Démonstration. D’apres le lemme 3.1.1, pour tout —oo < a < 8 < 400, m = %ff m%

Or, en multipliant la fonction f(z) = ﬁ par +/|al, on obtient \/|a|f(2) 1

= —— et en
(1—z/a)(B—2)
faisant tendre @ — —oo et en considérant 5 = 0, on obtient une expression intégrale de la racine carrée

. “12 _ s 110 Il a1 1
inverse z Jim_/[e] 0D a_)ooﬂf S0 - L0 ‘tz

Prenons a présent la définition intégrale de la fonction de matrice. On obtient pour toute matrice A et pour
tout contour I' entourant le spectre de A une fois dans le sens positif,

VA=AAT? = 2m/f O —A)" 1dC 217r/ / \/»C (C — A 1d§)
/ 2277/ dcm ) A(% /_OOO(A—t)l\/lmdt>
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Par changements de variables w = —t puis = /u, on obtient

1 /0 1 1 [ 2
\/A:A<——/ (A+u)*1—du):A(—/ (A+22) 125 —A/ 221 + A)\dz
T Jioo Vu 7 Jo
et nous obtenons ainsi I’expression intégrale de la fonction de matrice racine carrée principale. O

3.2 Rappels sur la méthode de Newton pour la racine carrée d’une ma-
trice non-structurée

Pour construire la racine carrée principale d’une matrice, 'algorithme de Schur peut étre employé
comme expliquée par N. I. Higham [57, Section 6. 2] Cependant, pour une matrice A € C™*", utiliser un
tel algorithme nécessite un coiit numérique de 2 n opérations [57, Algorithm 6.3]. Si 'on souhaite utiliser
notre arithmétique Toeplitz-like, étant donné que nous pouvons implémenter des fonctions rationnelles avec
cet arithmétique a faible complexité, nous allons ici plutét rechercher des approximants rationnels a la
fonction de matrice racine carrée principale. L'une des méthodes les plus connues pour 'approximation de
la fonction de matrice racine carrée principale est la méthode de Newton. Celle-ci ne nécessitant pas de
structure particuliere de la matrice étudiée, elle peut donc étre employée pour toute matrice A satisfaisant
o(A)NR_ = (). Cependant, pour des matrices non structurées, passer par cette méthode n’aurait pas d’intérét
puisqu’il nous en cotiterait alors une complexité de 'ordre de celle de la méthode de Schur-Parlett. Or dans
notre contexte, la méthode itérative de Newton produit des fonctions rationnelles en la matrice étudiée,
et l'on sait alors d’apres la proposition 2.3.9 que ces matrices itérées pourront étre construites avec une
complexité bien inférieure. Dans cette section donc, nous rappelons dans un premier temps cette méthode
ainsi que ses variantes, puis dans une deuxiéme sous-section nous rappelons les propriétés de stabilité de
chacune de ces variantes.

3.2.1 Itération de Newton

En dérivant I’équation Y2 = A avec A € C"*" sans valeur propre dans R_ et en supposant que X avec
Y = X + E est une solution approchée avec ||E| < &, ona A= (X + FE)?> = X?+ XE+ EX + E*. En
ignorant le terme E?, on obtient alors I’équation XFE + EX = A — X?2. Définissons donc X et Ey avec X,
premier terme fixe et Ey solution de ’équation de Sylvester associée XogFEy + FpXg = A — Xg, et posons
X1 = Xo+ Ey. On obtient une récurrence Xy E, + Er X, = A— X,? avec inconnue Fj, ou les matrices itérées
E). sont bien définies si et seulement si X; et — X n’ont pas de valeur propre commune, soit lorsque X}, est
inversible, et Xp11 = Xy + Ex. En supposant que Xy commute avec Ey, on peut définir les matrices itérées
de Newton de la maniere suivante :

Définition 3.2.1. Soient A € C"*" et Xy € C™*" tel que Xog commute avec A. Alors la méthode itérative
de Newton pour la matrice A est donnée par

Xo donné
1 1y (3.1)
Xi1 = 5(Xp + AX )

Lemme 3.2.2. [57, Lemma 6.8] Soit (Xg) la suite des matrices itérées de la méthode de Newton (3.1) ou
Xo commute avec A et supposons que toutes les matrices itérées soient bien définies. Alors pour tout k, Xy
commute avec A. De plus, X}, est hermitienne pour tout k > 0 dés que A 'est [57, Lemme 6.8].
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Dans la suite, nous sélectionnerons uniquement des premiers termes Xy commutant avec A.

Lemme 3.2.3. Pour toute matrice A € C"*" telle que o(A) NR_ = 0, la méthode de Newton converge
(localement) quadratiquement vers la racine carrée principale de A avec [57, equation (6.13)]

1
X1 — VA< G156 1X = VA2, pour tout I > 0. (3.2)

Démonstration. Pour tout k& > 0,
1 1
Xp1 — VA= 5 (X + X 1A) - VA= 5 (X — WA+ X TA)
1

1
= 5 X (X - 2X0VA + A) = S XN (X - VA)

dott | Xpy1 — VA < 3115 11X — VA2 O

Cette méthode de Newton est tres peu stable [57, Chap. 6.4] comme nous le rappelons en section 3.2.2 et
ne converge pas nécessairement pour chaque matrice A € C"*" avec spectre dans C\R_. Pour remédier & ce
probleme, des variantes de la méthode de Newton permettent d’assurer la convergence vers la racine carrée
principale de la matrice A tout en assurant la stabilité. Nous nous intéressons ici & deux de ces formes :

Méthode de Newton-DB : Soit Xy commutant avec A. En définissant Y}, = A~1 X}, pour tout k > 0,
alors Xy = %(Xk + Yk_l) et Vio1 = A7 Xy = %(Yk + Xk_l). Cette méthode itérative dérivée de Newton
est appelée itération de Denman et Beavers [30] :

Xo, Yo=A"'Xo,
X1 = 2(Xp + Y1), (3.3)
Vi1 = (Ve + X1,

et vérifie X; — VA la racine carrée principale de A et Y, — A~Y2. De plus, les X}, définis par Newton-DB
sont identiques aux X} de Newton.

Méthode de Newton-DB produit : Soit Xy commutant avec A. En notant M} = XY} pour tout k > 0
avec Xy, Y, définis par la méthode de Newton-DB, on obtient la méthode de Newton-DB produit !, identifiée
par Cheng, Higham, Kenney et Laub [23] :

Myir = 3(I+ 3(My, + M), (3.4)
Xi1 = (I + M1 Xy,

Remarque 3.2.4. Il est a4 noter que pour chacune des formes de la méthode de Newton, les matrices
itérées Xy, sont les mémes. En effet, a partir de Xo, pour la méthode Newton-DB, X1 = %(Xk + kal) =
%(Xk —|—Xk_1A) = %(Xk—l—AXk_l) puisque Xy, commute avec A d’ot Xk_1 également. Ensuite, pour la méthode
de Newton-DB produit, par définition de My, X1 = s(I+ M D)X, = LT+ Y, ' X, H)Xe = (X + V)
avec Yy, défini d’aprés la méthode de Newton-DB et on retrouve donc bien les matrices itérées X de la
méthode classique.

1. Dans son ouvrage [57], Higham considére litération X411 = %Xk(l + M,:l) mais notre récurrence semble plus adaptée
au cas ou la matrice ne commute plus avec A & cause de l'arithmétique en précision finie. Nous verrons que cette modification
n’a pas d’impact sur la stabilité et la précision asymptotique.

61



Si Xg est une fonction rationnelle d’ordre [2¢]2¢ — 1] exprimée en la matrice A, soit X = o0 9t _1(A)
pour un ¢ > 0, alors cela reste vraie pour chaque matrice itérée Xj.

Proposition 3.2.5. Soit A € C"*" avec 0(A) € C\R_ et soit Xog = rye 9¢_1(A) € C™*" avec ry € Roe g0y
pour £ > 0, un terme initial pour la méthode de Newton (et ses variantes). Alors

Xk = 7’2k+£72k+4_1(14)

QUEC Tok+e gk+e_1 € R2k+é72k+2_1 pour tout k > 1.

Démonstration. On démontre par récurrence. Soit Xo = rye9e_1(A) € C**" le premier terme de la mé-
thode itérative de Newton et ses variantes. Alors X1 = 3(Xo + AXy') = (X2 + A)X; ' = r21(Xo)
Toe+1 9411 (A). Supposons a présent que pour un k > 1, Xp = roetegrte_1(A). Alors Xppg = (X,
AXk_l) = 1141(Xo) = Thy1(roee1 o011 (A)) est dordre [2max(deg(py), deg(qr)); deg(px) + deg(qy)]
[2 x 2K+ 9k+e | okt _ 1] — [ok+e+l okt _ 1] ef done

+ 1

Xk+1 = 7"2k+£+1’2k+2+1_1 (A)

et le résultat est démontré. O

3.2.2 Stabilité et précision asymptotique de l’itération de Newton

Malgré la convergence quadratique de la méthode de Newton, en fonction des matrices considérées, il
nous faut nous assurer de la stabilité numérique de ces algorithmes récursifs. Pour ce faire, Higham [57,
Chap. 6.4] considere la dérivée de Fréchet de la fonction associée aux itérations de Newton.

Définition 3.2.6. [57, Section 3.1] La dérivée de Fréchet d’une fonction de matrice f : C"*™ — C™™™ en
un point X € C™"*™ est Uapplication linéaire

L ‘ CTLXTL % Cnxn
"B = LX.E)
telle que pour tout £ € C™"*",

f(X+E) = f(X) = Ly(X, E) = o[ E]])-

Considérons une itération X1 = G(Xj) avec point fixe X et supposons que G admet une dérivée
de Fréchet Lg(X) en X. Alors l'itération est stable au voisinage du point fixe X s’il existe une constante
c telle que || L5 (X)|| < ¢ pour tout i > 0 avec L (X) = (Le(X))". Pour obtenir la dérivée de Fréchet de
litération Xy = G(Xk), on définie dans un premier temps Xo = X + Ey pour Ej tel que ||Ep|| < € avec
e > 0 suffisamment petit. Par récurrence, on définit £, = X — X, ce qui nous donne pour tout k& > 0,

X1 = G(Xg) = G(X + Ey) = G(X) + La(X, Ex) + o|| Exl])

et comme G(X) = X, on observe que

Ey1 = La(X, Ey) + o(|| Ek|), (3.5)
et alors pour tout ¢ > 1,
k
By = L™ (X, Eo) + ) Lp(X, o([| Ex—;1))) (3.6)
§=0
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ce qui nous donne pour une itération stable

k
1B 1ll < el Eoll + ¢ > o(ll Br—jl) < ell Eoll + e(k +1) o|| Eoll).
=0

Définition 3.2.7 (Précision asymptotique). Soit X1 = G(Xx) une itération avec point five X. Alors on
appelle précision asymptotique (relative) la quantité e||Lg(X)| avec € la précision machine.

Cette précision asymptotique nous permet de mesurer I’erreur relative pour les itérations consécutives :
en effet, si Xg = X + Ey avec | Ep|| < ¢|| X ||, alors pour X; = X + Eq, on a d’apres (3.5),

X1 = X[| = [ Exll S [[La(X, Eo) < [La(X)] 1 Eoll < ellLa(X)]IX,

- X=X
et ainsi ¢||Lg|| borne lerreur relative I H1X I

A partir de ces criteres, N. J. Higham mesure la stabilité et la précision asymptotique des trois itérations
de Newton. Nous notons pour toute matrice A € C**",

-1
r(A) = [[All2[[ A7l
le conditionnement de la matrice A. Lorsque A est hermitienne, le conditionnement vérifie k(A) = ﬁma
Amax = max o(A) et Apin = mino(A).

X avec

min

Lemme 3.2.8. [57, Section 6.4.1] Soit A € C™*™ matrice diagonalisable avec valeurs propres A, ..., Ap.
Alors la méthode de Newton est stable pour A si et seulement si

1 1/2\-1/2
max ]5(1 = NN )<L (3.7)
De plus, la précision asymptotique pour la méthode de Newton pour toute matrice A avec o(A)NR_ = est

de 3(1 + K(V/A))e ot € est la précision.

Démonstration. Soit A € C™ ", Supposons que A = ZAZ ! avec A = diag(\1, ..., \n) et soit Xg = ZDgZ 1
ou Dy = diag(dy,...,dy). Pour une perturbation de rang 1 Ey = eu;v;j := 5(Zei)(e]TZ_1) de Xy avec i # j.
Alors (Xo + Ep)~! = Xy T Xy 1E0X[; ! d’apres la formule de Sherman-Morrison, et alors la perturbation
. . s — — Aj e Aj

induite pour X, vérifie Fj = %(EO — X, Eg X, tA) = %(EO — Ed%Zeie]Td—jZ b = %(1 — ?éj)Eg. En notant

Xy = VA de sorte & ce que d; = )\11/2’ alors By = %(1 — )\11/2)\;1/2)E07 et apres k itérations on a Xy + Ey =
VA + [%(1 — —)\3 / 2)\]-_1/ 2)}kE0, ce qui montre que l'itération de Newton peut diverger lorsque lorsque la
condition (3.7) n’est pas vérifiée.

Pour mesurer la précision asymptotique, notons G(X) = 1(X + X~'A) et E une perturbation de X. Alors
G(X+E)=3(X+XTA)+i(E—X'EX"TA)+ O(||E||?) ol on identifie la dérivée de Fréchet au point
fixe X = \/Z,

Lo(VA,E) = %(E — VA 'EVA)

et on obtient alors || Lg(VA, E)|| < 3(1 4+ k(V/A))||E|| ce qui nous donne I'estimation énoncée. O

Dans le cas d’une matrice A hermitienne définie positive, il nous faudra alors la condition k(A) =
% < 9, ce qui restreint considérablement le champs des matrices pour lesquelles la méthode de Newton
est exploitable. En revanche, les méthodes dérivées Newton DB et Newton DB produit permettent d’élargir

considérablement ce champs de matrices de par leur stabilité et leur précision asymptotique respectives.
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Lemme 3.2.9. Les méthode de Newton DB et Newton DB produit sont stables pour toute matrice et satisfont
une précision asymptotique d’ordre H(A1/2)€ et %5 respectivement.

X+y-! s Vg L
Démonstration. Notons G(X,Y) = % v j—_X_l la fonction associée a l'itération de Newton DB. Sa dérivée

de Fréchet en (X,Y) dans une direction (E, F') est donnée par

1|E-YlFy—!
Ly(X.Y)(E,F) = Ly(X, Y3 B, F) = 5 lF—X—lEX‘ll

et on peut rapidement vérifier qu'en un point fixe (B, B!) de G, sa dérivée de Fréchet L,(B,B~!) est
-1
idempotent et ceci prouve que 'itération de Newton DB est stable au point fixe (v A, VA ). De plus, pour

toutes matrices E et F avec |E|| < e|VA| et |F|| < VA |, IILy(VA,VA ) (E, F)| < LIVAIQ1 +

r(V/A))e et ainsi la précision asymptotique est bornée par (1 + k(vV/A))e.

Considérons a présent la méthode de Newton-DB produit donnée par 3.4
Xo=A, My=A,
Moo = 31+ 30+ 047,
Xp1 = 3(I+ M )Xy,
Notons pour toutes matrices M, X € C"*",

G(M, X) = %

I+ 3(M+ M‘l)]
(I+MYHX

Sa dérivée de Fréchet vérifie pour toutes matrices M, X € C™*" fixées et E, F € C™*"™ vérifie 1’égalité

1
Ly(M, X)(E,F) = Ly(M,X,E, F) = =

- (3.8)

(I+MYHF—-(M1'EM-YHX

B ~MEM™) ] .

0
2F - F
M7EM ) =0et F=1IT+MY)F - (M EM~')X = }(2F — EVA), on observe alors que

Pour M = I et X = /A, on a alors L,(I,VA)(E,F) = %l \/Z]’ et en notant £ = 1(E —

1 WE-MT1EM™) 1 0
(Lg(1, \/Z))Q(E,F) = 9 (I_i_]\jfl)ﬁ_ (MlEMl)\/Z] - 2 lQF—E\/Z]

= L,(I,VA)(E,F).

Par récurrence, on obtient plus généralement que
Ly(I, VA" = Ly(I,VA), pour tout n > 1
d’ott Ly(I,v/A) est idempotente et ainsi la méthode de Newton-DB produit est stable. Enfin d’aprés (3.8),

1

ILg (I, VA)(E, F)|| < 5 2IF| + | EIVAI) < %H\/Z!LS

|

lorsque ||E| < € et |F|| < ||V/Alle avec ¢ la précision machine et on obtient une précision asymptotique de
3
J€. t
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3.3 Amélioration de la méthode

Nous avons vu que, pour une matrice A € C"*" avec o(A) N R_ = (), la méthode de Newton et ses
variantes construisaient des matrices itérées X (avec X premier terme commutant avec A) qui convergent
(localement) quadratiquement vers la racine carrée principale de A d’aprés (3.2). Or si le premier terme X
est tres éloigné de /A soit lorsque || Xo — A[[>>1, le nombre d’itérations nécessaires & la convergence des
X vers v/ A peut alors exploser, entrainant une complexité importante. Pour remédier & ce probléme, nous
exposons dans cette section quelques choix de premier terme Xy de sorte & garantir que || Xy — VA| ~ 1
dans un premier temps. Puis, pour apporter une convergence plus rapide, nous rappelons quelques choix de
parameétres que I'on peut introduire dans les différentes formes de la méthode de Newton afin d’accélérer la
convergence.

3.3.1 Choix d’un premier terme

Soit A € C"*™ avec 0(A) C [a; f] et Xp le premier terme de la méthode de Newton pour ’approximation
de la fonction de matrice v/A. Habituellement le premier terme choisi est la matrice A elle-méme. Or, si la
matrice A est trés éloignée de sa racine carrée principale v/A alors la convergence risque de nécessiter un
nombre important d’itérations et nous ferait perdre 'intérét d’une application en arithmétique Toeplitz like.
Pour réduire l’erreur initiale || X — v/A||, nous sélectionnons deux types de premier terme autre que A :

— un premier terme Xy = cA multiple scalaire de la matrice A € C"*™ avec ¢ € R’,.. Nous sélectionnons

alors un scalaire ¢ > 0 de sorte a normaliser le premier terme Xj.

— mnous avons vu en sous-section 1.3.3 que nous disposons d’approximants de Padé. Chaque matrice

itérée Xj, de la méthode de Newton étant fonction rationnelle d’ordre [2’“;2’“ — 1], nous prenons
X, sous la forme d’un approximant de Padé d’ordre [2¢;2¢ — 1] en la matrice A pour £ > 1. Nous
considérons donc dans nos expériences numériques des approximants de Padé p/q d’ordre [2, 1], [8, 7]
et [16, 15] appliqués a la matrice A. La fonction z — /z n’étant pas développable en série entiere
au voisinage de 0, on considére plutot la fonction z — /1 + z et on note également que pour toute
matrice A € C"™*™ et pour tout ¢ > 0, VA = \/¢(I + (LA —1))'/2. En employant un approximant
de Padé p/q d’ordre [2;2¢ — 1] en 0 de la fonction /T + z, on consideére le premier terme

Xo=velia-n.
q C

Remarque 3.3.1. Lorsque Xo est un approzimant de Padé d’ordre [2¥;2% — 1] en la matrice %A —1I, on
n’évalue pas g en cette matrice sous la forme d’un quotient de polyndme, mais on détermine les coefficients
de sa forme en éléments simples, lorsque celle-ci existe.

: 1
Xo=P(B)+)Y aj(B-b;)"", ouB=-A-1,s€N,a;,bj €C,P e Pzl
A C
Jj=0
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FIGURE 3.2 — Erreurs relatives ||[I — X, A~'/2|y avec X,, matrices itérées des méthodes de Newton et
Newton-DB produit pour Papproximation de v/A ott A € R3000x3000 matrice de Toeplitz symétrique définie
positive a spectre dans [0, 86;6,33] et conditionnement 7,321 (a gauche), spectre dans [0,62;104,27] et
conditionnement 166,242 (a droite) pour différents premiers termes Xo.

Exemple 3.3.2. Pour la figure 3.2 nous avons implémenté les méthodes de Newton et Newton-DB avec dif-
férents premiers termes Xg en arithmétique pleine pour 2 matrices de Toeplitz symétriques définies positives
de taille 3000 x 3000 avec spectre dans [0,75;5,69] (d gauche avec Newton) et [0,34;59,37] (a droite avec
Newton-DB) et ot nous notons m l'indice des matrices itérées calculées X,, par les méthodes de Newton
et Newton-DB. Nous affichons sur ces graphiques les erreurs relatives | I — X, A=Y2||y en fonction de lin-
dice m oty A=Y? est calculée a laide de la commande inv(sqrtm(A)) de MATLAB. Nous pouvons observer
ict la convergence quadratique des matrices itérées des méthodes de Newton et Newton-DB. Nous voyons
également sur ces 2 graphiques que le choix d’un premier terme sous la forme d’un approximant de Padé
d’ordre [2¢,2¢ —1] en la matrice A € C™*" au lieu de Xo = cA permet de réduire considérablement le nombre
d’itérations nécessaires a la convergence, passant de 6 a 4 ou 2 itérations nécessaires pour la méthode de
Newton avec o(A) C [0,75;5,69] pour le graphique de gauche et 9 a 6 ou 3 itérations pour la méthode de
Newton-DB avec o(A) C [0,34;59,37] pour le graphique de droite. En revanche, on s’aper¢oit qu’employer
un ordre important des approximants de Padé n'est pas nécessaire puisque prendre Xo = (p/q)s7(A) ou
Xo = (p/q)16,15(A) n'accélére pas la convergence dans le premier cas d gauche, et ne réduit que d’un le
nombre d’itérations nécessaires d la convergence da droite.

3.3.2 Introduction de parameéetres

Nous avons vu que les différentes formes de la méthode de Newton offrent une convergence quadratique
vers la racine carrée principale d’une matrice A. Cependant, pour accélérer encore la convergence, on peut
remplacer les termes Xy, Yi, M) dans chaque itération par des matrices i Xy (urYr et uxMy), comme
discuté par [79] dans le cas scalaire (discussion que l'on peut trouver dans [18, Chap. V.5.D]). La méthode
de Newton et ses variantes s’écrivent alors
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Méthode de Newton :

) 1 Sl
Xo donné, Xji1 = g(Mka + g X tA) (3.9)

Méthode de Newton-DB :

Xo, Yo=A"1X
Xpt1 = 5(#ka + Nk Yo, (3.10)
Y1 = %(Mk:yk + 1y Xk 1)7

Méthode de Newton-DB produit :

2 2. ,—1
Mpyq = l([—i— H‘kMk—H;k M, )7 (3.11)

Higham suggere des parametres déterminantaux
i = | det (Xp/VVA)|7H/" = | det(X)/ det(A)!/2 71/

dans le cas Newton et Newton-DB et py = |det(My)|~'/(?) dans le cas Newton produit [57, Section 6.5],
de tels parametres permettant de rapprocher les valeurs propres des X sur le disque de rayon g(\/Z)
Cependant, le calcul du déterminant & chaque étape des méthodes de Newton nous fait perdre I'intérét de
la structure avec générateurs qui sera appliquée plus tard. Nous prenons donc des parametres suggérés par
Byers et Xu [20], mais également Higham, Hale et Trefethen [57], dépendant uniquement du spectre de la
matrice initiale A [9] : pour o(A) C [o; 5] C (0; +00),

2Vk / QMk
= Vk > 1, . 3.12
Ko T Hk+1 = 1+ 4 k ( )

Dans le cas d’'une matrice symétrique définie positive, ce scaling permet d’obtenir [9, Corollary 2] la
borne supérieure sur 'erreur relative

v« 2

1—ex

ou e = mln{Hi(\f s degp < 2871 degq < 281 — 1} De plus, les matrices 20 Xk

vz ) ' ’ R
vérifient )

2
e 2] <o
1+ py

Dans le cas de la méthode de Newton-DB produit les matrices itérées X et M vérifient alors

-1/2 1 1 -1 _ 1-— Mé

o(XrA ) C =], o(My) C [l —], (| XpA Xy —I|| = || My, — I]| < - (3.13)
M e, H;

Pour conserver la stabilité et la précision asymptotique obtenues avec parametres ui = 1, nous procé-
dons en 2 phases comme suggéré par Higham [57, Section 6.6] : en premiére phase, on utilise les parameétres
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_ 4

décrits par (3.12) jusqu’a ce que #ff’“ < 1073, puis on choisit i = 1 pour la suite des itérations. Ainsi les
k

matrices M}, = X, A~1 X}, vérifient pour tout k > 0,

1
1My = 111 < {1105 = TP,

En effet, on a pour tout £ > 0,

1 1 _ 1 _
1Miey = 11| = lI51 + (i + M) = 1| = 5 IIMy + M =21

1. 1,
= LIME (MR A1 — 2| = 1M (M~ D),
soit 1
[ Myex = T < UMMy — T2 (3.14)
Or, on peut démontrer par récurrence que si pour un K > 0, ||[I — Mg/ < i, alors pour tout k& > K,

IT — M|| < . En effet, si | — Mk|| < %, alors par les séries de Neumann, || M| = |[(I — I+ My)7Y| <
L =%, dot dapres (3.14),

1-1/4

14 1 1
I—M < = |IMy, — I||2 = = || M, — I||> < —||T — Mgl <
| K41l < 43H | 3H k=1 12H K|l

N

d’ou || — My|| < § pour tout k > K des que ||[I — Mk|| < . Or, d’apres (3.14), o(My) C [1; #%1], et avec
k
My et A symétrique, || M, || < 1 et alors

1
1M = 111 < 5105 = TP,

A T’aide de la convergence quadratique, on espére n’avoir besoin que de trois itérations supplémentaires
pour la phase 2.

Considérons a présent le cas Xy = %;(A) ol g est un approximant de Padé d’ordre [2™;2™ — 1] avec

m € N et A une matrice symétrique définie positive avec o(A) C [a; B]. On souhaite en théorie que A2,
soit proche de lidentité, soit que ||[I — A~V/2Xy| = o(I — A~Y/2X},) ~ 0. Or, on peut noter que Xy =
4

H(M)

Pee—1 (1 A_ T\ _ Al/2 _ Vetvz Ve—/z . .

i (;A—1) = A"%g(A) avec go(z) = 1 (ﬁiﬁ)g et | Yorz| <7 < 1pour tout z € [a; ] si et seulement
A\ VervE

Y swr
sic=+af et y= ! a/ﬁ. Avec de tels parameétres, on obtient pour tout m € N*,

14+3/a/B

.
g (2) € [1s L] = [ligun @)

On pose alors

1 214
—t i1 =, —,

(3.15)
gom (v

fo =

nous assurant que pour tout k > 0, gam(z) € [1; M—IQ] pour tout z € [o; 3]
k
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3.4 Newton pour les matrices Toeplitz-like et expériences numériques

Nous venons de voir comment approcher la racine carrée principale d’une matrice A avec spectre dans
C\R_ aI'aide de la méthode de Newton et ses variantes en arithmétique pleine. Bien que la méthode converge
quadratiquement et peut étre accélérée par un choix de premier terme X, et l'introduction de parametres
Wi, il n’en reste pas moins que le calcul des matrices itérées va nécessiter l'inversion et la multiplication
de matrices, ce qui en arithmétique pleine va nécessiter une complexité d’ordre n? si I'on ne prend pas
en compte de la structure de la matrice. Considérons T' € C™*™ une matrice de Toeplitz ou Toeplitz-like
pour laquelle nous cherchons & approcher v/T par la méthode de Newton. En démarrant avec un premier
terme Xo = ¢TI ou X = p/q(T) avec p/q approximant de Padé, chaque matrice itérée X est une fonction
rationnelle de la matrice 7" de la forme 79« o1 _1(Xo). La méthode de Newton peut donc étre implémentée a
I'aide 'arithmétique Toeplitz-like du chapitre 2. De plus, en choisissant un premier terme X, de sorte que
| Xo — VA|| < 1 et en introduisant des paramétres p, pour accélérer la convergence, on espeére obtenir un
bon approximant de la racine carrée principale en peu d’itérations de sorte a ce que le rang de déplacement
de la matrice itérée final soit négligeable devant la dimension n. Dans cette section, nous étudions donc
la méthode de Newton et ses variantes en arithmétique Toeplitz-like, les générateurs associés aux matrices
itérées et le rang de déplacement de chaque matrice itérée. Puis dans une deuxiéme sous-section, nous
réalisons quelques expériences numériques de la méthode de Newton (ainsi que Newton DB et Newton-DB
produit) en arithmétique Toeplitz-like. En particulier, le rang de déplacement numérique des matrices itérées
de Newton est mesuré pour chaque X afin de déterminer si la racine carrée principale d’une matrice peut
étre approchée par une matrice Toeplitz-like.

3.4.1 Générateurs associés aux itérations de Newton

Soit T' € C"*" matrice Toeplitz-like et G, B € C"*P(T) des générateurs associés. Soit Xy € C™ ™ le
premier terme de la méthode de Newton avec Xy = ¢TI avec ¢ € R ou Xy = g(%T —I) avec g approximant

de Padé d’ordre [25, 2t — 1], que l'on suppose Toeplitz-like. Pour tout & > 0 chaque matrice itérée X de
Newton est donnée en fonction des matrices itérées précédentes. Par conséquent, on peut démontrer que les
générateurs Gy, et By associés a Xy, sont donnés a partir des générateurs Gp_1 et Br_1 de Xj_1 d’apres les
propositions 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.6 de la maniére suivante :

Proposition 3.4.1. Soient A € C" avec générateurs G, B € C"PA) et (X)), la suite des matrices
itérées de la méthode de Newton (3.9) avec Xy premier terme donné. Notons pour tout k > 0, Gy, By, des
générateurs associés 4 Xy. Alors Gy, By vérifient pour tout k > 1,

1 o 1o _
Gro=5 Gy w' NG =i X G 2 el

et
By = [Bk_l B A*X;* By A*X,;jlen] .
Démonstration. Soient Gp_1, Bp_1 générateurs de X;_q. D’apres la proposition 2.3.4, les générateurs de

Xk:ll sont donnés par G; = {—X,:le_l 2X,;1161 261} et By = [Xk__*lBk,l én Xk__*len] d’on d’apres

la proposition 2.3.6, les générateurs de AX 1;—11 sont donnés par

Gra = |-2Xer X 4G Gi] = [-2X et X246 —X LG 2X e 2e]
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t
’ Bk,lz[A*en B A*Bl]:{A*en B A*X*Bp., A'e, A*X,;jlen}.

Apres calcul du produit Gk—léz,l et élimination des termes en trop, on peut prendre pour générateurs de
AX

G’k,1 = [Xk__llG —Xk__lle,1 261} et kal = [B A*X]:lek_l A*X];jlen} .
Comme X = %(Hk—le—l + u,;_llX,;_llA), on trouve finalement d’apres la proposition 2.3.3,

1 o L _
Gy = B [“k—le—1 W X G~ X G 2’“’“*1161}

et
Bi=[Be1 B AX\Bia A'X. e

O]

Proposition 3.4.2. Soit (X)r et (Yi)r les matrices itérées de la méthode de Newton-DB (3.10) avec
Xo, Yo premiers termes donnés. Notons pour tout k > 0, Gy, By les générateurs associés a Xy et G, By les
générateurs associés a Yy. Alors Gy, By vérifient pour tout k > 1,

1 el A Clxr— _
Gr =35 [Mka—1 —e Y G 2 Y e QMkled

Bi=|Bi1 V(B en Yiien
et G, By vérifient

[Mk@k—l —pp X G 2 X e 2“12161}

k—1 Xk:lek—l €n X];jlen]

Démonstration. Comme pour la proposition précédente, on reprend les résultats des propositions 2.3.4 et
2.3.3. O

Proposition 3.4.3. Soit (Xi)r et (My)g les matrices itérées de la méthode de Newton-DB produit (3.11)
avec Xg, My premiers termes donnés. Notons pour tout k > 0, Gy, By, les générateurs associés a Xy et
Gum,, B, les générateurs associés a My pour tout k > 0. Alors Gy, By, vérifient

1 - _ _ —
Gy = 5 [_lu’klekfle_llGMk—l 2MkEIXk*1Mk—1161 Gr-1

By, = [MI:1BM/<71 €n (I‘Fﬂlﬁlefﬂ*Bk—l]

et G, , By, vérifient

G, [(21+N1§31M1;—11)61 PGy —mp 2 M G 2“133161}

1
2
Bum,, , = [en By, Mki—*lBMkfl Mlgjleﬂ}

Démonstration. — Soient Gy, _, et By, des générateurs de la matrice Mj,_1.A I'aide des propositions
2.3.4 et 2.3.3, les générateurs de la matrice %(,u%_le_l + u,ﬁlM,;fl) sont donnés par

1 2 ar-1 2 ar-1 —2
5[#%-1GMIC71 —p o My Gy 20,7 My e 2/%—161}
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et
|:BMk—1 Mki—*lBMkfl €n Ml;jlen}

d’ou les générateurs de My = %(I + %(szle—l + ulﬁle_}l)> sont donnés par

1 _ _ _ - _
G, = 1 {461 e Gy _NkiMkllGqu 2u 2 Miier 205201
et

B, = {en B, Mk_leMkfl €n Mk_jlen] :
Or, en effectuant le produit G, By, , on obtient
1

(46162 + pE G, By, | — NlﬁlMlc_lequBﬂk,lMl;ll

+ 22 M exely + 2% eaes, My )
- i((zﬂ + 202 M e, + ip 1 Gane Bigy_, — 1My G By My
+ 2/‘1;316162]\4;—1)

et donc les générateurs de M} sont donnés par

1 _ _ - _ _
Gu,, = B [(2I+Mklekjl)el PGy — g2 M G 21%3161}

BMkA_[en By, My By, My e

Soient a présent Gi_1, Br_1 des générateurs de X pour un k > 0. A I'aide des proposition 2.3.4 et
2.3.3, les générateurs de la matrice I + u,ﬁlM ,;11 sont donnés par

{2(I+u,ﬁle_,11)61 —pp ML Gy 2:“1;3161]
et
|:€n Mk__*]_BMk71 Mk’_—*len

d’ou les générateurs du produit %([ + ,u,ﬁle__ll)Xk,l = X} sont donnés d’apres la proposition
2.3.6 par
1

G = 3 [*QXk—1€1 2Xp 1 (I + w2 My er  —pp 2 Xt M Gy 2032 X1 Gk—l}

et
B = [(I+M’;31le_jl)*€” €n Mk_leMk—l Ml:1€n (I+M1;31M1;11)*Bk—1} )

Or, en effectuant le produit G B}, on obtient

1 _ - - - *
GyBj = 5( —2Xpreren (I + pp 2 M) + 2X 5o (1 + pp 2 MY eer,
- /'Ll;Ele—lMl;—llGMk—lB&k_lMl;—ll + 2#1231Xk—1€19;kzM1;—11
+ G181 (I + N/ﬁle_—ll)>
1 _ _ x _ . _
=5 <2MkE1Xk—1Mk—11elen - lu/f—le—le—llGMk—lBMk_le—ll
+ G- B (I + MEE1M1;—11)>

et on retrouve le résultat énoncé.
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Proposition 3.4.4. Soit Xi1 = G(X)) une suite itérative donnée par la méthode de Newton, Newton-DB
ou Newton-DB produit pour une matrice Toeplitz-like A avec premier terme Xg. Alors pour tout k > 0,

p(Xi) < 2F0(Xo) + (25 — 1)(p(A) + 1).

Démonstration. Rappelons tout d’abord que pour les trois méthodes (Newton, Newton-DB et Newton-DB
produit), les matrices X}, vérifient X1 = %(Xk +AX, 1) d’aprés les définitions de chacune des méthodes.
Or, d’apres les propriétés du rang de déplacement, p(Xxi1) < 2p(Xg) + p(A) + 1. Par récurrence, on peut
alors démontrer que p(X}) < 2%p(Xo) + (2% — 1)(p(A) + 1) pour tout k > 0. O

Proposition 3.4.5. Comparons a présent les cotits numériques de la méthode de Newton selon le premier
terme considéré pour une matrice Toeplitz-like A € C™*". Soit Xy le premier terme avec Xog = cA ou
Xo = p/q(A) avec p/q approzimant de Padé d’ordre [2¢,2¢ — 1], £ > 1. Notons K1, Ko > 0 les indices pour
lesquels Xk, et Xk, atteignent la convergence pour la racine carrée de A avec premier terme Xo = cA et
Xo = p/q(A) respectivement. Alors cette précision est atteinte en O(22K1p(A)2nlog2 n) opérations lorsque
Xo = cA et O(22HK2) p(A)2nlog? n) lorsque Xo = p/q(A).

Démonstration. Notons X1 = %(Xk +AX, 1), Xy donné, une itération de Newton satisfaisant la condi-
tion 3.7 et notons pour tout k& > 0, p(Xx) le rang de déplacement de Xj. D’apres les coiits numériques
estimées pour les différentes opérations pour les matrices Toeplitz-like, le calcul de Xj 1 a partir de Xy
en arithmétique Toeplitz-like nécessite O(p(X})?nlog? n), cofit issu principalement de I'inversion de la ma-
trice X, ce qui nous donne par récurrence que le coiit de calcul de X, a partir de Xy est effectué en
0(2%6p(Xg)?nlog®n) et le cofit total dépend donc du rang de déplacement du terme initial X,. Or, si
Xo = c.A, alors p(Xo) = p(A) pour toute constante ¢ # 0. Si Xo = p/q(A), approximant de Padé d’ordre
[2¢,2¢ — 1], alors p(Xo) < 2¢(p(A) + 1), et nous pouvons conclure avec le résultat énoncé. O

3.4.2 Expériences numériques

Dans cette sous-section, nous présentons plusieurs résultats numériques sur I'implémentation de la mé-
thode itérative de Newton et de ses variantes sur des matrices A € C"*" Toeplitz symétriques définies
positives. Afin de mesurer U'efficacité de notre arithmétique Toeplitz-like, nous calculons dans un premier
temps les matrices itérées de Newton et ses variantes a ’aide de I'arithmétique Toeplitz-like et nous affichons
en ligne continue & chaque itération Perreur relative ||[I — Xz A~'/2||o par reconstruction des X} en arith-
métique pleine et ott A~/2 est calculée & laide des commandes MATLAB, puis nous effectuons la méme
méthode sur la méme matrice pleine A et calculons les matrices itérées de Newton en arithmétique pleine
et tracons en ligne pointillée la méme erreur relative ||[I — X, A~/2||5. Dans les deux cas, nous employons
un critere d’arrét heuristique pour la méthode de Newton et ses variantes a ’aide des résidus. En effet, si
X), — VA avec la méthode de Newton ou ses variantes, alors || X7 ; — A| = XA (X - 2AX2 + A%
doit |1 = X1 A7 Xippal| = [[(A— X2, A = HIX 2 AU — XA~ X002 < 11X 2A] 1T = XA
Or, comme dans le cas de I’étude d’erreur de la méthode de Newton-DB produit, s’il existe K > 0 tel que
11— Xk A Xk < 1, alors ||I— X, A71 X, || < 1 pour tout k > K. et on s’arréte donc quand |1 — M| < %
et

1 = X1 A X || > [T = XA X, (3.16)

c’est-a-dire que l'on arréte l'itération des que le résidu croit. De plus, pour chacune des méthodes étudiées
en arithmétique Toeplitz-like, nous incorporons ’algorithme de compression des générateurs.
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Remarque 3.4.6. Dans les graphiques suivants, les matrices itérées X,, des méthodes de Newton, Newton-
DB et Newton-DB produit sont calculées en arithmétique Toeplitz-like, mais sont reconstruites en arithmé-
tique pleine afin de calculer les erreurs relatives ||ImeA_1/2|| et d’afficher le comportement de cette erreur.
En pratique, nous pourrons éviter cette reconstruction et construire les matrices itérées X,,, Y, et M, en
arithmétique Toeplitz-like et nous arréter lorsque le critére d’arrét |1 — Xpmi1 A7 Xt || > |11 — X A7 X0 ||
est atteint, soit lorsque le résidu augmente, résidus qui pourront également étre calculés avec une complexité
O(p(Xm)n?) pour Xy, a laide de la commande toeplknorm du package TLComp.

Algorithm 4 Méthode de Newton
Require: A € C"*" symétrique définie positive, Xy premier terme et pj donnés par (3.12) ou (3.15).
Ensure: Xax approximation de vA
while || — Xy 1A Xy || < S — XpeA7'Xy|| do
Xp1 = (e Xp + p ' X HA)
(Gr+1, Bk+1) + générateurs de Xp11;
(Gkt1, Brt1) < compress(Gri1, Brt1) 3
Xi+1 ¢ T(Grt1, Bey1);
end while

Algorithm 5 Méthode de Newton-DB
Require: A € C"*" symétrique définie positive, Xy premier terme et pj donnés par (3.12) ou (3.15).
Ensure: X, approximation de VA
while |1 — X 1 A7 Xpop1|| < 3111 — XA Xy do
X1 = 5 (X +,uk1Y N
Y1 = (Mk:Yk g XY
(Gk+1, Bk+1> + générateurs de Xp,1, (Fk-+1, Ak+1) + générateurs de Yy ;
(Grr1s Brr) = compress(Giyn, Bega)s (Firr, Apyr) < compress(Fiyn, Agr1) ;
Xip1 ¢ D(Grp1, Bega), Yigr < D(Frgr, Apsr) s
end while

Algorithm 6 Méthode de Newton-DB produit
Require: A € C"*" symétrique définie positive, Xy premier terme, My = Xy et pp donnés par (3.12).
Ensure: X, approximation de VA
while || — X1 A7 X || < 311 — X A7 X5 || do
M1 = l(f + —“ZMH};;QM;) ;
Xiw1 = (I + p My ) X5
(Gk+1, By ) < générateurs de Xy11, (Fg+1, Agt1) < générateurs de M1 ;
(Gry1, Bk+1) < compress(Gr1, Bri1), (Fit1, Ag+1) < compress(Fiy1, Agi1)
Xit1 < D(Grg1, Begr), Migr = D(Frgr, Apg) s
end while
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FIGURE 3.3 — Erreurs relatives || — X,, A~'/2||3 & I'aide des méthodes de Newton, Newton DB et Newton DB
produit en arithmétique Toeplitz-like pour 'approximation de v A avec A € R3900x3000 matrice de Toeplitz
symétrique définie positive a spectre dans [0, 878; 6, 696] et conditionnement 8,79 avec Xy = A et parameétres

pm = 1.
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FIGURE 3.4 — Erreurs relatives ||[I — X,,A~'/?|5 & l'aide des méthodes de Newton DB et Newton DB
produit en arithmétique Toeplitz-like pour 'approximation de v/A avec A € R3900x3000 matrice de Toeplitz
symétrique définie positive a spectre dans [0, 169;295, 531] et conditionnement 1,7433 x 103 avec Xy = A et
parametres fi,, = 1.

Exemple 3.4.7. En figure 3.3 ot nous avons tracé les erreurs relatives || — X, A=1/2||y avec A € C3000%3000
Toeplitz symétrique définie positive avec o(A) C [0,878;6,696] pour les 3 variantes de la méthode de Newton
d gauche et les rang de déplacement des matrices X,, de chaque méthode a droite avec by, = 1 pour tout m
et Xo = A, on observe que les 8 méthodes sont équivalentes dans la convergence pour une matrice avec faible
conditionnement . D’apres la proposition 3.4.4, on sait que pour tout m > 0 le rang de déplacement des
matrices X, des différentes formes de la méthode de Newton vérifient p(Xp,) < 2™p(Xo)+(2™—1)(p(A)+1).
Or on observe en figure 3.3 sur le graphique de droite que le rang de déplacement calculé sur machine
semble se stabiliser aprés 5 itérations. Ce phénoméne s’explique par le fait que 'on observe ici non pas le
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rang de déplacement théorique mais le rang de déplacement numérique de nos matrices itérées qui lui est
inférieur. Plus précisément, ce rang de déplacement semble se stabiliser a partir d’un certain rang < 20. Par
conséquent, chacune de nos matrices itérées pour les différentes variantes de la méthode itérative de Newton
est construite en un O(nlog®n) opérations arithmétiques.

En figure 3.4, en raison du conditionnement supérieur ¢ 9, on ne peut plus utiliser la méthode de Newton,
et nous employons donc les méthodes de Newton-DB et Newton-DB produit avec p,, = 1 et Xg = A en
observant les mémes données que pour la figure précédente a savoir les erreurs relatives ”I—XmA_1/2H2 pouT
A € C3000x3000 Toeplity symétrique définie positive avec a(A) C [0,169;295,531] et le rang de déplacement
des matrices X,,. Si globalement les observations restent les mémes que pour le graphique précédent, on
voit cependant ici qu’d partir de m=7, on perd un petit peu en précision par la méthode de Newton-DB par
rapport a la méthode de Newton-DB produit.

Dans les graphiques suivants, nous présentons comme précédemment les erreurs relatives || 1 —X,, A"1/2 I
avec X, matrice itérée de la méthode de Newton avec le critere d’arrét (3.16) mais cette fois-ci en comparant
2 arithmétiques : nous représentons les erreurs relatives pour les X, calculées en arithmétique Toeplitz-like
en ligne pleine et les erreurs relatives pour les X calculées en arithmétique pleine en ligne pointillée afin de
les comparer.

Exemple 3.4.8. En figure 3.5 nous présentons des essais numériques des trois différentes formes de la
méthode de Newton sur des matrices A de taille 3000 x 3000 Toeplitz symétriques définies positives de dif-
férents conditionnements avec différents premiers termes Xog : Xo = A, Xg = ﬁA, Xo = (p/q9)12(A),
Xo = (p/q)78(A) et Xo = (p/q)15,16(A) avec (p/q)m—1,m approzimant de Padé d’ordre m|m — 1]. Nous
affichons Uerreur relative ||I — Xp(vVA) o pour les 2 arithmétiques a gauche et le rang de déplacement
numérique de chaque matrice X en arithmétique Toeplitz-like d droite. Pour la premicre matrice A € C**™
avec o(A) C [0,75;5,69] et conditionnement 7,537 (graphe supérieur), on observe d’abord que la convergence
des itérées de Newton en arithmétique Toeplitz-like est quasi identique a [’arithmétique pleine et la méthode
converge de maniére générale vers la fonction de matrice VA jusqu’a une tolérance < 1072, On observe
également que le choix du premier terme Xg va grandement impacter sur le nombre d’itérations nécessaires a
la convergence : en effet, pour un premier terme Xo = cA avec ¢ = 1, ()\min)_l/Q, il est mécessaire d’effectuer
5 ou 6 itérations avant d’atteindre une tolérance 10712, alors que pour un premier terme Xo = (p/q)s.7(A)
ou Xo = (p/q)16,15(A), une seule itération suffit pour atteindre cette tolérance. On peut noter ici qu’un
ordre (8,7) pour nos approximants de Padé est suffisant et que prendre un approximant de Padé d’ordre
(16,15) ne peut accélérer la convergence et augmente le nombre d’opérations a effectuer pour obtenir le
premier terme Xo = (p/q)16,15(A) par rapport a un choix Xo = (p/q)s,7(A). Par conséquent, dans le cas de
cette matrice, le choiz d’un premier terme Xo = (p/q)s7(A) semble étre préférable. D’autre part, le rang de
déplacement numérique bien que croissant, stagne a partir d’un certain rang d une valeur de 16 et ce pour
tout type de premier terme Xo. Cet observation nous permet de conclure qu’une matrice itérée atteignant
la tolérance 10712 en arithmétique Toeplitz-like peut alors étre reconstruite & l’aide de nos algorithmes avec
une complexité de lordre de n?, assurant ainsi dans le cas de cette matrice bien conditionnée, une méthode
d’approzimation de la racine carrée avec une complexité globale de ordre de n>.

Des résultats similaires peuvent étre observées pour la matrice suivante A € C3000%3000 o 5(A4) C
[0,72;228,54] et de conditionnement de 317,416 avec une tolérance de 10~ pouvant étre atteinte a l'aide
de la méthode Newton DB.
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FIGURE 3.5 — Erreurs relatives || — X,,, A~1/2||5 et rangs de déplacement des matrices X,, par les méthodes
de Newton et Newton DB en arithmétique Toeplitz-like (ligne pleine) et arithmétique pleine (ligne poin-
tillée) pour l'approximation de vA avec A € R3000x3000 matrices de Toeplitz symétrique définie positive
respectivement & spectre dans [0, 55; 96, 52] et conditionnement 8, 0445 (graphique supérieur), [0,62; 115, 4]
et conditionnement 173, 7936 (graphique inférieur) pour différents premiers termes X et parametres fi,, = 1.

Remarque 3.4.9. En pratique, plutoét que de reconstruire chaque matrice X, en arithmétique pleine pour
déterminer lerreur relative pour la racine carrée principale d l'aide de la norme 2 nécessitant O(n®) opéra-
tions, mous proposons le schéma suivant : en partant d’un premier terme Xy pour une matrice A € C"*™
dont on souhaite approcher la racine carrée d l'aide des différentes formes de la méthode de Newton énoncées
dans ce chapitre, on calcule les matrices X,, d’aprés les schémas itératifs en arithmétique Toeplitz-like. A
chaque itération, nous mesurons le résidu ||[I — X;m A7 X || et si |1 — X A7 X || < 1 = X1 A X ||,
alors on continu en arithmétique Toeplitz-like, sinon on arréte litération, la tolérance minimale possible
ayant été atteinte. Pour mesure ce résidu, on emploie la commande toeplknorm((I — X, A7 X,,).G,(I —
XmA™1X,,).B,inf) du package TLComp qui mesure le résidu ||I — X, A~ X ||ine en arithmétique Toeplitz-
like avec une complexité O(p(I — X A~ X )n?), qui étant donné que I — X, A1 X, est Toeplitz-like a
chaque itération pour un faible nombre m, réduit donc la complexité. On peut alors reconstruire ou non par
la suite la matrice X,, ayant atteint la plus faible tolérance en fonction des besoins.
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Pour rendre compte du gain engendré par ce schéma, nous le testons sur plusieurs matrices de Toeplitz
symétriques définies positives de taille 3000 x 3000, en mesurant le temps nécessaire (en secondes) pour
atteindre le critére d’arrét (3.16) en arithmétique Toeplitz-like et pleine en fonction de trois premiers termes
Xy, dont les résultats pour trois matrices sélectionnées sont entrées dans le tableau suivant :

Matrice A € C™*" premier terme arithmétique TL | arithmétique pleine
Xo=A 12,86 s. 841,01 s.
cond(A) = 5,82 Xy = ;mmA 10,52 s. 809, 38 s.
Xo = (p/q)2,1(A) 10,23 477,45
Xo=A 121,26 s. 1,04 x 103 s.
cond(A) = 70,28 Xy = ;mmA 92,44 s. 880,91 s.
Xo = (p/q)2.1(A) 20,03 s. 566, 58
Xo=A 37,68 s. 1082,2 s.
cond(A) = 3,24 x 10° | Xp= ——A 69,11 s. 1176,4 s.
Xo = (p/q)2.1(A) 138,7 815,90

On peut alors observer dans ce tableau que le temps nécessaire pour une implémentation en arithmétique
Toeplitz-like est significativement plus petit que le temps nécessaire pour une implémentation en arithmétique

pleine, rendant compte ainsi du gain sur le nombre d’opérations nécessaires a effectuer pour atteindre une
convergence.
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FIGURE 3.6 — Erreurs relatives || —X,,, A~/2|| et rangs de déplacement des itérées X,, calculées a I'aide de la
méthode de Newton-DB en arithmétique Toeplitz-like (ligne pleine) et arithmétique pleine (ligne pointillée)
avec parameétres p,, = 1 (graphique supérieur) et p; donnés par (3.12) ou (3.15) (graphique inférieur) pour
I'approximation de v/A avec A € R3900x3000 matrice de Toeplitz symétrique définie positive & spectre dans
[0,75;5,69] et conditionnement 7,537 pour différents premiers termes Xj.

Exemple 3.4.10. Considérons a présent l'introduction de paramétres py, dans la méthode de Newton. Nous
testons en figure 3.6 la méthode de Newton classique avec et sans paramétres (3.12) ou (3.15), toujours avec
les différents choiz possibles de premier terme Xo, pour la matrice A € C3000%3000 de Toeplitz symétrique

définie positive avec o(A) C [0,75;5,69] et conditionnement 7,537. L’introduction de paramétres py, donnés
—1/2

min A de réduire de deux itérations le nombre d’itérations

nécessaires pour atteindre une tolérance 10712, De méme dans le cas ou Xo = A;ilfA, les parameétres juy
donnés par (3.15) permet dans le cas ou Xo = (p/q)2,1(A) de réduire de deuz itérations le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre cette méme tolérance. Nous observons donc bien une accélération de la convergence
a l'aide des paramétres que ce soit en arithmétique Toeplitz-like ou pleine, mais ce phénomeéne ne peut
s’observer dans le cas ot Xo = (p/q)s,7(A) ou Xo = (p/q)16,15(A) puisque pour ces choiz de premier terme,
la convergence est déja trés rapide. On remarque également que le rang de déplacement n’est pas influencé
par lintroduction de paramétres et stagne a la méme valeur que pour la méthode de Newton sans parameétres.

Des observations similaires peuvent étre faites en figure 8.7 pour une matrice A € C3000%3000 qe Toeplitz

par (3.12) permet dans le cas ou Xo = A ou Xog = A
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symétrique définie positive avec o(A) C [0,14,47,01] et conditionnement 335,78 pour laquelle on emploie la
méthode de Newton DB avec ou sans paramétres (3.12) et (3.15).

=)
L
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o
displacement rank

—X,=A
—XO=Q_1/2*A
—X=(p/a), ;(A)
——X,=(p/a)g ;(A)
—X=(P/a) 44 15A)
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—X0=a_1/2*A, opt. Py
—Xp=(P/a), 4 (A), opt. 1
——X,=(P/A)g ;(A), OPt. 1
—X=(P/A)yg 15(A), OPL. p1
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FIGURE 3.7 — Erreurs relatives ||I — X, A~Y 2||5 et rangs de déplacement des itérées X, calculées a l'aide
de la méthode de Newton-DB avec ou sans parametres (3.12) ou (3.15) en arithmétique Toeplitz-like (ligne
pleine) et arithmétique pleine (ligne pointillée) pour Papproximation de v/A avec A € R3900x3000 matrice de
Toeplitz symétrique définie positive & spectre dans [0, 55; 96, 52] et conditionnement 173, 7936 pour différents
premiers termes X, avec parameétres p,, = 1 (graphique supérieur) et p,, donnés par (3.12) ou (3.15)
(graphique inférieur).
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FIGURE 3.8 - Erreurs relatives ||I—X,,, A~'/2||3 & aide de la méthode de Newton DB produit en arithmétique
Toeplitz-like (ligne pleine) et arithmétique pleine (ligne pointillée) pour approximation de v/A avec A €
R3000x3000 matrice de Toeplitz symétrique définie positive & spectre dans [0, 4; 335, 771] et conditionnement
821,0866 avec p,, = 1 pour tout m.

Exemple 3.4.11. En figure 3.8 nous implémentons la méthode de Newton-DB produit sur une matrice
A € C3000x3000 ge Toeplitz symétrique définie positive avec o(A) C [0,4;335,771] et conditionnement
821,0866 en arithmétique Toeplitz-like et pleine, avec et sans paramétres. On observe alors deux phéno-
meénes pour l'erreur d’approximation : premiérement, l'introduction des paramétres nous permet de réduire
considérablement le nombre d’itérations nécessaires pour la méthode Newton-DB produit, passant de 8 a 5
itérations nécessaires pour atteindre la convergence en arithmétique Toeplitz-like. Deuziemement, on voit ici
que larithmétique Toeplitz-like ne permet pas d’atteindre la méme tolérance qu’avec 'arithmétique pleine,
puisqu’en arithmétique Toeplitz-like nous atteignons une tolérance de 10710 alors que larithmétique pleine
permet d’atteindre une tolérance de 10712, Cette différence peut étre s’explique par la perte de précision en
passant a l'arithmétique Toeplitz-like.

Exemple 3.4.12. En figure 3.9 nous calculons les matrices itérées X,, les méthode Newton DB et Newton
DB produit pour une matrice A avec conditionnement d’ordre 103 avec différents premiers termes et affichons
les erreurs relative |1 — X, A=1/2|| et les rangs de déplacement de chaque matrice X,,. On remarque alors
encore une fois que dans le cas de l'arithmétique Toeplitz-like, la convergence des matrices itérées vers la
racine carrée de matrice ne peut étre assurée pour toute précision souhaitée contrairement a l’arithmétique
pleine.
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FIGURE 3.9 — Erreurs relatives ||[I — X,, A~'/?||5 et rang de déplacement des matrices itérées des méthodes
Newton-DB et Newton-DB produit en arithmétique Toeplitz-like (lignes pleines) et arithmétique pleine
(lignes pointillées) pour 'approximation de v/A avec A € R3000%3000 yatrices de Toeplitz symétrique défi-
nie positive respectivement & spectre dans [0,552;896,714] et conditionnement d’ordre 1,6226 x 103 pour
différents premiers termes X et parametres i, = 1.

En conclusion, nous avons donc vu que la méthode de Newton et ses variantes implémentées en arith-
métique Toeplitz-like dans le cas de matrices A € C"*™ de Toeplitz symétriques définies positives bien
conditionnées permettaient d’obtenir un approximant de la fonction de matrice v/A. En particulier dans
le cas des méthode de Newton et Newton-DB, en prenant X = (p/q)s7(A), nous obtenons une bonne
approximation en deux ou trois itérations en moyenne, et pouvons accélérer la convergence a l’aide des pa-
rametres (3.15) sans modifier le rang de déplacement de la matrice itérée finale. Dans le cas de la méthode
de Newton-DB produit, nous démarrons avec Xy = A et employons les parametres (3.15) afin d’obtenir une
bonne approximation en 5 ou 6 itérations. La méthode de Newton-DB produit n’améliore pas la conver-
gence par rapport a la méthode de Newton-DB. Par conséquent nous pouvons conclure que pour approcher
la fonction de matrice A € C™*" Toeplitz symétrique définie positive a I'aide de I'arithmétique Toeplitz-like,
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un des meilleurs moyens est d’employer la méthode de Newton-DB avec premier terme Xo = (p/q)s,7(A). En
supposant que I’on utilise uniquement I'arithmétique Toeplitz-like avec le critere d’arrét (3.16) sans recons-
truction, on obtient la matrice X de faible rang de déplacement étant donné le faible nombre d’itérations
nécessaires avant d’atteindre le critére d’arrét, construite avec une complexité O(n log?n) voir O(n?) si 'on
souhaite la reconstruire en arithmétique pleine. Pour des matrices moins bien conditionnées, la méthode de
Newton et ses variantes ne fonctionnent pas aussi bien qu’en arithmétique pleine et on perd de la précision
en atteignant la convergence. Cette observation provient de la stabilité de 'arithmétique Toeplitz-like étant
donné que l'on peut observer en figure 3.9 que la méthode de Newton-DB et Newton-DB produit calcu-
lées en arithmétique pleine permettent d’atteindre une tolérance de 10712 contrairement & leur calcul en
arithmétique Toeplitz-like.

3.5 La fonction de matrice signe

Considérons a présent la fonction signe, définie pour tout z € C\iR par sign(z) = 1 si R(z) > 0 et
sign(z) = —1 si N(z) < 0. Pour toute matrice A € C"*" avec o(A) C 2 = C\iR, la fonction de matrice
sign(A) introduite par Roberts [78] comme outil pour la résolution des équations de Lyapounov et équations
algébriques de Riccati peut étre définie a partir de sa décomposition de Jordan par :

~I, 0

sign(A) =7 [ .
q

]Z*,mmmAzzm%ummZ*
avec o(J1) ={A € 0(A): R(A) <0} et a(J2) ={A€0c(4): R(N\) > 0}.

Comme pour le cas de la racine carrée principale, pour calculer sign(A), il est possible d’utiliser 1’al-
gorithme de Schur-Parlett, mais qui posséde une complexité de 28%723. L’approximation de la fonction de
matrice sign(A) trouve plusieurs applications en mathématiques appliquées, notamment en chromodyna-
mique quantique (voir [88]). D’autres applications peuvent étre trouvées dans [57, Chap. 5]. Or, la fonction
signe est toujours reliée a la fonction racine carrée principale puisque pour tout a € C\iR, a = sign(a)(aQ)l/ 2
avec z — z/2 la racine carrée principale, et dans le cas matriciel, on peut noter [57, Section 5.1],

A= SN, avec S = sign(A) et N = (A2)1/2

ou les matrices S, N et A commutent entre elles et cette définition est unique dés que A est hermitienne,
sinon on considére la matrice H = (A*A)'/2.

De cette observation les méthodes précédentes pour la racine carrée principale peuvent étre adaptées pour
la fonction signe. Dans cette section, nous voyons comment une méthode de Newton similaire a celle pour la
racine carrée nous permet ’approximation de la fonction de matrices signe. Puis nous étudions ’adaptation
de cette méthode a D'arithmétique Toeplitz-like, les générateurs associés et le comportement du rang de
déplacement, le tout étant ensuite illustré par plusieurs expériences numériques.

3.5.1 Rappel sur la méthode de Newton pour la fonction signe

Du lien entre le signe et la racine carrée principale d’une matrice, les méthodes de Newton pour ces
deux fonctions peuvent étre reliées de la maniere suivante :

Théoréme 3.5.1. [57, Theorem 6.11] Soit A € C"*™ telle que o(A) NR_ = 0. Considérons toute itération
0 A

Xir1 = g(Xy) = Xgh(X?) convergeant vers sign(Xo) pour Xo = [] 0

1 a lordre m. Alors les matrices
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itérées définies par
{YkJrl = Yih(ZkYy), Yo= A4,
Zyy1 = MZpYi)Zy Zo=1

vérifient Y — AY? et Zi — A7Y2 lorsque k — 00, Yy, commute avec Zy, et Y, = AZ), pour tout k.

Ainsi, comme pour la racine carrée, on peut faire appel a une version de la méthode de Newton pour
la fonction signe :

1 _
Xit1 = 5(Xi + X, D, Xo= A, (3.17)

introduite par Roberts et obtenue par dérivation de I’équation X2 = I.

Théoréme 3.5.2. Soit A € C"*" telle que o(A) NiR = 0. Alors les matrices itérées de Newton données
par (3.17) convergent quadratiquement vers S = sign(A) avec

1,
X1 = SI < S I HIXE — S (3.18)
pour toute norme consistante.

On peut de plus mesurer la vitesse de convergence des matrices itérées de Newton plus précisément [57,
Theorem 5.6] : en effet, considérons la suite de matrices Go = (A —S)(A+S5)~L, G = (Xp — S) (X +5)~ L.
Or, pour tout k£ > 0,

1 1
Xp1+S= 5X,;l(X,i +2X,S+1) = §X,;1(Xk + )

d’ott (Xg11—9)(Xpy1+S) 7! = ((X—5)(Xx+S)~1)?, ce qui nous permet de noter G 1 = Gz = ... = G%k+1
et X, = (I — Gp) Y1 + Gy)S pour tout k& > 0. De plus, G a pour valeurs propres les v = %m oll

A € o(A) dou v € Int(D), soit p(Go) < 1 puisque A ne posseéde aucune valeur propre imaginaire pure et

donc G, — 0 et pour tout k£ > 0,
k——+o0

A — sign(\) DQ’“

2k 2k
> m
1Go | = o(Go ) (Aeaa(}fl) A + sign(\)

Il apparait alors que si o(A)>1 ou si A posséde des valeurs propres proches de I'axe imaginaire alors la
convergence sera lente.

3.5.2 Introduction de parametres

Pour accélérer la convergence des matrices itérées de la méthode de Newton, on peut également intro-
duire des parametres py et remplacer X dans (3.17) par pg Xy, ce qui nous donne l'itération

1
Xiy1 = §(Mka +u XY, Xo = A, (3.19)

ou les puy doivent étre réels positifs, de sorte a préserver le signe des matrices X;. N. J. Higham [57, Section
5.5] suggere 3 choix de parametres :

i. paramétres déterminantaux : py = | det(X;)|~Y/"™;

ii. parameétres spectraux : px = 1/ o(X; 1)/ 0(Xk),

iii. paramétres normalisés : ux = /|| X, /1| Xk|-
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3.5.3 Newton signe pour les matrices Toeplitz-like et expériences numériques

De la méme maniére que pour la méthode de Newton pour la fonction racine carrée, on peut déterminer
les générateurs associés a chaque itération : soit A € C"*™ Toeplitz-like avec o(A) € C\iR et supposons que
l’on souhaite approcher sign(A) a 'aide de la méthode de Newton pour le signe et notons (X ), la suite des
matrices itérées de Newton définis par (3.19) et Gi, By les générateurs associés.

Proposition 3.5.3. Les suites de générateurs (Gy)y et (By)r sont donnés par récurrence

1 I e _
Gk:§[Mka—1 —p X G 2 X e 2/%161}

Bk:[Bk—l X];lek—l €n X];jlen]

En particulier, si e; € S(G) ou e, € S(B), alors e; € S(Gy) ou e, € S(By) pour tout k > 0.

Démonstration. Pour la démonstration, on utilise les propositions 2.3.4 et 2.3.3 et on trouve le résultat
énoncé. O

On peut noter pour tout £ > 1 que

1,22 +1
X1 =r(Xg) = rg(A) avec r(z) = 5( - ) € Ra.
En notant (ag,br) = (deg(pk),deg(qr) lorsque ryp = Z—:, on peut montrer par récurrence que (ag,by) =

(2 x 3k=1 3%=1), Par conséquent, en considérant que le nombre d’itérations K nécessaires & la convergence
soit négligeable devant la dimension, le calcul de I’approximant rationnel rx (A) de sign(A) peut étre effectué
en O(2 x 35~ 2pnlog?n) avec g le rang de déplacement de la matrice A. Il nous reste alors & voir comment
les générateurs associés aux itérations se comportent, en particulier dans le cas de Toeplitz.

Proposition 3.5.4. Soit A € C"*™ matrice de Toeplitz. Alors en notant Xy = ri.(A) les matrices itérées de

Newton pour le signe avec Xg = A et K > 1 le rang de la matrice itérée approximant du signe de A satisfait
p(ric(A)) < 2571,

Démonstration. Soit (Xp)x la suite des matrices itérées de Newton pour la fonction signe. Alors d’apres les
propriétés du rang de déplacement, on a pour tout k > 0,

P(Xit1) < p(Xi) + p(Xi) +1 = 2p(Xg) + 1.

Par récurrence, on montre que p(Xx) < 2571p(Xo) + ZJK:_Ol 2 = Z]K:_ol o) = oK+1, O

Pour le choix des parametres pyg, les parametres déterminantaux de ne sont pas compatibles avec notre
arithmétique Toeplitz-like puisque le calcul du déterminant par transformation des matrices en arithmé-
tique Toeplitz-like en matrices pleines nous ferait perdre gain de complexité de 'arithmétique Toeplitz-like.
Les parametres spectraux sont également écartés, puisque si en théorie la symétrie des matrices itérées est
assurée, en pratique sur machine la propriété de symétrie n’est pas nécessairement conservée avec la pré-
cision machine. En revanche, nous pouvons considérer les parametres normalisés a ’aide de la commande
toeplknorm(T.G,T.B,p) ou p = 1,00, fro’ ('fro’ pour la norme de Frobenius) indique le type de norme
mesurée, commande issue du package TLComp pour I'arithmétique Toeplitz-like, avec un cotit de I'ordre
O(on?) avec o le rang de déplacement de la matrice considérée.
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Algorithm 7 Méthode de Newton signe

Require: A € C™*™ symétrique définie positive, Xy premier terme et yy, = 1 ou pg = /|| X, ||/ | Xk || pour
tout £k > 0.
Ensure: X, approximation de sign(A)
while |1 X2, < 47— X2| do
Xpr1 = 5 (e Xn + 1" X0 5

e = I /X |
end while

relative error
S
1
displacement rank
&l
T

10710

o ——Newton, XD:A

——Newton, X0=A, param.

I L L I I I I I 1
0 1 2 3 4 ¢ 6 7 8 9 10 1" 0 1 2 3 4 -1 6 X 8 9 10

Newton, X =A
Newton, X,=A, with param.

relative error
displacement rank

-14 L L L L
0 2 4 6 8 10 12
m m

FIGURE 3.10 — Erreur relative L? et rang de déplacement des matrices itérées X,, de la méthode de Newton

avec et sans parametres fi, = \/ || Xm'||/|| Xm|| pour Papproximation de sign(A) avec A € R3000%3000 yatrice
de Toeplitz symétrique a spectre dans [—0,941;113,297] et conditionnement 121,02 (graphique supérieur),
et A € R3000x3000 matrice de Toeplitz symétrique & spectre dans [—173,999;162,7] et conditionnement
3,37 x 10% (graphique inférieur).

Exemple 3.5.5. En figure 3.10, nous commencons par étudier la méthode de Newton avec ou sans pa-
ramétres iy = \/ | Xm || /|| Xml|| pour le signe sur une matrice A € C3000%3000 go Toeplitz symétrique ot
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o(A) C [—1,44;260,21] et conditionnement 181,73 sans valeurs propres dans iR. Comme pour le cas de la
fonction de matrice racine carrée, nous imposons un critére d’arrét en fonction du résidu de chaque matrice
itérée X,, de la méthode de Newton et stoppons l'itération dés que

1
1= X34l > §HI—X§1||-

On remarque alors sur le graphique de gauche que les matrices itérées de Newton pour le signe permettent
d’atteindre une tolérance de 10712 que ce soit en arithmétique Toeplitz-like ou en arithmétique pleine. Or

avec parameétres pym = \/ || Xm||/|| Xml|, on observe en particulier que le nombre d’itérations nécessaires d
la convergence est réduit de presque moitié, passant ainsi de 12 d 7 itérations nécéssaires, justifiant ainsi
Uimportance de lintroduction de ces paramétres dans la méthode de Newton pour le signe. Concernant le
rang de déplacement, celui-ci non seulement n’explose pas mais surtout décroit pour atteindre un rang de
déplacement de 5, plus proche du rang de déplacement de la fonction de matrice sign(A). Cette observation
permet donc de justifier l’approche par la méthode de Newton pour l’approzimation de la fonction de matrice
sign(A) d laide de larithmétique Toeplitz-like.

Des résultats similaires peuvent également étre observés sur le graphique inférieur pour une deuxiéme matrice
A € C3000x3000 Toenlity symétrique avec o(A) C [—173,999;162,7] et conditionnement 3,37 x 103, malgré
une perte de tolérance, ici de 10710 sans paramétres et 107 avec paramétres.

Remarque 3.5.6. Comme pour le cas de la fonction de matrice racine carrée principale, nous proposons
le schéma suivant : d partir de Xg = A € C™", on calcule les matrices X de la méthode de Newton
pour le signe en arithmétique Toeplitz-like et on mesure le résidu da l'aide de la commande toeplknorm((I —
X7).G,(I — X7).B,inf) qui mesure le résidu ||[I — X{|oo en arithmétique Toeplitz-like avec une complexité
O(p(I — X2)n?), qui étant donné que I — X? est Toeplitz-like a chaque itération pour un faible nombre m,
réduit donc la complexité. On peut alors reconstruire ou non la matrice ayant atteint la tolérance minimale
en arithmétique en fonction des besoin, nous assurant ainsi un schéma global avec une complexité d’ordre

n?.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment approcher les fonctions de matrices racine carrée principale
et signe avec un coiit réduit. Nous avons rappelé en premiere section quelques propriétés de la fonction de
matrice en nous concentrant essentiellement sur la racine carrée principale.

Puis nous avons repris dans une deuxiéme section la méthode Newton ainsi que ses variantes Newton-DB
et Newton-DB produit explicitées dans le cas de matrices non structurées pour lesquelles nous connaissons
les propriétés de convergence quadratique, de stabilité et de précision asymptotique.

Dans le but d’accélérer la convergence, nous proposons en section 3 quelques choix de premiers termes pour
la méthode itérative de Newton afin d’exploiter rapidement la convergence quadratique des matrices X,
ainsi qu’un choix de parametres optimisés permettant d’accélérer la convergence.

Ces résultats ont ensuite été étudiés dans le cas de I'arithmétique Toeplitz-like en section 4 ou a partir des
générateurs d’'une matrice Toeplitz-like A € C™*™ nous avons explicité les générateurs associés a chaque
matrice itérée X; de la méthode de Newton et de ses variantes, fonction rationnelle d’ordre [2¥|2F — 1]
en la matrice A, a ’aide de nos données sur l'arithmétique Toeplitz-like du chapitre 2. Cette étude nous
a alors permis de déterminer le rang de déplacement a chaque itération, ce qui est ensuite illustré par
plusieurs expériences numériques sur des matrices de Toeplitz symétrique définies positives, montrant la
convergence quadratique et le rang de déplacement numérique pour chaque terme de nos itérations de Newton
en arithmétique Toeplitz-like. Ces observations nous permettent de conclure que dans le cas de matrices assez
bien conditionnées, nous pouvons approcher la fonction de matrice racine carrée v/ A, ot A € R™™ Toeplitz
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symétrique définie positive, avec une complexité de I'ordre de O(n?) opérations élémentaires & 1’aide d’un
choix particulier du premier terme et des parametres.

Enfin en derniére section, nous avons fait de méme avec la fonction de matrice signe, en adaptant la méthode
de Newton pour le signe a 'arithmétique Toeplitz-like nous permettant d’approcher la fonction de matrice
sign(A) avec une faible complexité d’ordre O(n log?n).

Dans ce chapitre, nous n’avons considéré pour le cas de la fonction de matrice racine carrée principale que
des matrices symétriques définies positives. Le cas de matrices non symétriques pourra étre considéré dans
de futures recherches.
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Chapitre 4

Fonctions de Markov appliquées aux
matrices de Toeplitz

Nous avons vu au chapitre précédent que la racine carrée principale d’une matrice de Toeplitz pouvait
étre approchée avec une complexité d’ordre O(nlog?n) ou O(n?) en passant par la méthode itérative de
Newton et ses variantes calculées en arithmétique Toeplitz-like. Or la fonction racine carrée principale est
un cas particulier des fonctions de Markov, c¢’est-a-dire des fonction de la forme

fiH(z) = /B dp(z)

a Z—2X

ou —0o < a < f et p est une mesure positive a support dans [«; 5]. Cette famille de fonctions inclut par
exemple des fonctions avec support infini tels que

iy = BE sy =2y e (1:0), avee dpga) = T

ainsi que des fonctions a d’autres supports tels que les fonctions de la forme

() — () — Valdx
Me= e " E—ar (1)

avec o < [ (voir lemme 3.1.1).

Plutot que d’utiliser des méthodes itératives comme pour la racine carrée principale, nous cherchons ici
a calculer directement un approximant rationnel pour les fonctions de Markov que nous appliquons ensuite
sur nos matrices. Or, dans la littérature actuelle, les résultats sur un meilleur approximant rationnel sont
généralement étudiés dans le cas de fonctions rationnelles d’ordre [m — 1|m] pour m > 1. Afin de pouvoir
comparer nos futures résultats avec la théorie déja existante sur la meilleure approximation rationnelle, nous
allons donc ici considérer des fonctions rationnelles d’ordre [m — 1|m)].
Dans ce chapitre, nous allons nous servir de la propriété des ensembles K-spectraux dont nous rappelons
la définition : un ensemble fermé E est un ensemble K-spectral pour une matrice carrée A si pour toute
fonction g analytique sur un voisinage de E on a

lg(AF < Kllgll Lo g

et nécessairement o(A) C E. De plus, pour une matrice A € C™*" symétrique, tout ensemble E contenant
o(A) est un ensemble K-spectral avec K = 1. Par conséquent, nous pouvons sélectionner un ensemble E

89



contenant le spectre de A et alors pour toute fonction f analytique sur un voisinage de E et toute fonction
rationnelle 7, d’ordre [m — 1|m] sans pdles dans E, nous avons

1£(A) = rin(A) S KN f = rmllzemy et [T —rm(A)f(A)7Y| < Kllf _frmHLOO(IE)'

Ici, nous allons considérer pour une fonction de Markov f (1] et une matrice A € R™ ™, un ensemble E D
o(A) et des Padé multipoints d’ordre [m — 1|m] sur 'ensemble E en 2m points z1, ..., zom, c’est-a-dire des
interpolants rationnelles d’odre [m — 1|m] de la forme 7,,(f")(2) = Pp_1(2)/Qm(2) avec Pp_1 € Pp_1 et
Q. € Py, vérifiant

U (z5) = r(F¥)(2)  soit Qum(z)f(25) — Pm—1(2)=0 (4.2)
pour j = 1,...,2m et étudier les erreurs || fi* — rm(f[“])HLoo(E) et ”WHLW(E)-

Dans une premiére sous-section, nous rappelons quelques résultats déja existants sur la meilleure ap-
proximation rationnelle des fonctions de Markov. Puis la sous-section 4.1.2 est consacrée a 1’étude de I’erreur
absolue et relative d’approximation d’une fonction de Markov par un Padé multipoint d’ordre [m — 1|m].
En particulier, une premiere borne supérieure pour ’erreur relative d’approximation par interpolation d’une
fonction de Markov fl# sur un ensemble E est donné au théoréme 4.1.4, borne dépendante de 1'approxi-
mation par interpolation de la fonction de Markov f ou v(z) dénote la mesure d’équilibre renormalisée
définie par (4.1), nous permettant ensuite de donner une borne supérieure a priori dépendante uniquement
des points d’interpolation. Nous cherchons ensuite a optimiser cette borne en fonction de nos choix de points
d’interpolation. Notons que différents choix de points d’interpolation ont été évoqués précédemment dans
la littérature, et on peut notamment citer [7]. Ici nous considérons d’abord en sous-section 4.1.3 le cas d’un
ou deux points d’interpolation multiples. Puis en considérant tout choix possible en sous-section 4.1.4 nous
obtenons une borne supérieure a priori optimisée par un choix particulier de nos points d’interpolation dans
le cas ou E = [¢;d] C R. Ces points seront appelés points d’interpolation optimaux pour lerreur relative
d’approximation sur I'intervalle [¢; d] d’une fonction de Markov avec mesure a support dans [«; ] par U'inter-

polant rationnel associé, borne supérieure a priori dépendante de la quantité o = exp (WM) Nous

nous intéressons également en sous-section 4.1.5 au cas particulier o E = . Puis dans le but de pouvoir
implémenter de maniere efficace et robuste nos Padé multipoints avec points d’interpolation optimaux, nous
passons en revu en section 4.2 différentes formes de ces interpolants en rappelant quelques résultats de
stabilité pour I’évaluation de telles fonctions rationnelles. En sous-section 4.2.3, nous nous intéressons en
particulier a la représentation en fraction continue de Thiele pour laquelle un nouveau résultat de positivité
des parametres de cette représentation est démontré ainsi qu’un résultat original sur la backward stabi-
lité des fractions continues de Thiele positives. Tous ces résultats sont ensuite appliqués en section 4.3 a
I'implémentation des Padé multipoints en une matrice de Toeplitz symétrique A € R™*™ en arithmétique
Toeplitz-like. Le rang de déplacement des différentes représentations est alors donné en sous-section 4.3.1
puis nous énoncons en sous-section 4.3.2 deux criteres d’arrét : un critére a posteriori prenant en compte le
fait que I'erreur relative n’est pas beaucoup modifié pour un indice un peu plus élevé et un critere résiduel
en observant que la fonction de matrice f [“](A)_1 est généralement plus facile a calculer afin de pouvoir
mesure Perreur ||I — rp, (fI4)(A)fIH(A)=1|, suivi de plusieurs expériences numériques oil nous comparons
Perreur relative d’approximation || — 7, (f)(A)f¥(A)~1|| par nos Padé multipoints sur les différentes
arithmétiques. Une version abrégée de ce chapitre a été soumise & publication [10].

4.1 Erreur d’approximation des fonctions de Markov par interpolation
rationnelle

Dans cette section, nous cherchons a borner l'erreur d’approximation dans R,,—1,, d'une fonction
de Markov f sur tout ensemble E. A cet effet, nous commencons par rappeler quelques résultats déja
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connus sur le sujet et expliquons pourquoi nous avons cherché a apporter un autre résultat. Puis dans une
deuxiéme sous-section, nous établissons une nouvelle borne supérieure pour ’erreur relative d’approximation
par interpolation en donnant I'un de nos principaux résultat au théoréme 4.1.4 qui consiste en une borne
supérieure exprimée en fonction de I’approximation relative par interpolation de la fonction de Markov f!
ou v désigne la mesure d’équilibre renormalisée. Nous cherchons ensuite en sous-sections 4.1.3 et 4.1.4 a
optimiser cette borne dans le cas ou E est un intervalle fini de ’axe réel disjoint du support de la mesure
associé & la fonction f & I'aide d’un choix particulier des points d’interpolations dans différents cas. Enfin,
nous nous intéressons au cas du disque fermé, cas permettant de généraliser une borne supérieure a tout
ensemble E convexe compact symétrique par rapport a 'axe réel.

4.1.1 Etat de ’art sur la meilleure approximation rationnelle des fonctions de Markov

L’approximation rationnelle des fonctions de Markov a suscité l'intérét de nombreux auteurs. En 1978,
A. A. Gonchar s’est intéressé au comportement asymptotique de ’erreur de meilleure approximation ration-
nelle sur un intervalle [¢; d] pour une fonction de Markov avec mesure a support dans [«; 5] ou [o; B]N[e; d] = 0
et a obtenu [45, Theorem 1]

lim min |[|f - 7‘||1/m =exp| — 2
M-500 1€ R m—1.m Lo (fesd)) = P cap([a; B), [¢; d])

ou cap(|a; B, [c; d]) désigne la capacité logarithmique des intervalles [«; 5] et [¢;d] :

Définition 4.1.1. Soient K et S deuz ensembles compacts disjoints dans C. Pour deux mesures de probabilité
w1 et pg telles que supp(ui) C K et supp(ue) C S, on considére la mesure o := g — uo et l’énergie

I(o) = [ [log (ﬁ)da(z)da(t) associée, puis on pose

Vis = inf{l(0) : 0 = p1 — pa, supp(u1) C K, supp(pz) € S, p1, p2 = 0, [[pa]| = [|p2ll = 1}
La capacité associée a K et S est alors donnée par

1

cap(K,S) Vi

Cependant, le résultat énoncé par A. A. Gonchar est donné en terme du comportement asymptotique
de minyer,, .., [|f — r||i/;n([c; 4]) Sans expliciter la fonction rationnelle minimisante pour chaque m et n’est
donc pas exploitable pour une implémentation numérique. Dans un cadre plus général, il traite le cas de
I’approximation sur un ensemble E C D compact et symétrique par rapport & I’axe réel en fournissant une
borne supérieure asymptotique a la limite sup. de I'erreur d’approximation dans R,,—1,m, [44, Section 4].
En 1982, T. Ganelius a également étudié le cas des interpolants rationnels R,,—1,, et a donné une borne
supérieure a I'erreur absolue minimisée min,erm—1,m |.f —7| £ (¢;q)) en utilisant des interpolants avec points
d’interpolation doubles [39, Chap. 4]. Cependant, ces points d’interpolation ne sont pas explicités ce qui nous
empéche également de les utiliser sur machine.
En 1987, D. Braess a considéré le cas particulier d'une approximation sur le disque unité et des points
d’interpolation doubles [19, Theorem 2.1], et a ainsi obtenu la borne supérieure pour ’approximation

32u([¢(a), 2(B)]) G2+
= dist(D, [p(a), p(B)])2

i 1=l
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elliptique compléte. Cependant, on souhaiterait obtenir une meilleure constante en facteur de >™*4.

En 1992, H. Stahl et V. Totik donnent une caractérisation d’une meilleure approximation rationnelle [81,
Theorem 6.2.2] d’une fonction de Markov f : z +— [ pd — ( avec y une mesure positive a support dans [«; ]
sur un ensemble E C C\[o; ] symétrique par rapport a laxe réel et 7y, € Ry m une fonction rationnelle
telle que
* _ .
I =l = inf 1f = 7mll oo ()

m

et alors

lim sup Hf — r;‘;l”lL/o?(?E) < e—l/cap(Esupp(u)).
m—00

De plus, si cap(E, supp(u)) > 0, alors

lim [ f - 7’m|!1/2m) — ¢~ 1/cap(E,supp(p))

m—00

On peut également citer B. Beckermann et L. Reichel [13] qui pour des pdles fixes z1,...,2, ¢ E avec E

ensemble convexe compact de C, étudient le probléme de minimisation 7%, (f,E) = min {H f— gH L=(E) ‘D E

Pk} ou q(2) = [[jL,(z — 25), f fonction de Markov. Sur E = D, ils obtiennent la borne supérieure [13,
Theorem 6.1]
g 1

B zeas] |B(2)]

avec B(z) = ;”Zl lz_jjj , et ce résultat se généralise alors a tout ensemble E convexe, compact et symétrique
J
par rapport & l'axe réel a 'aide de la transformée de Faber F pour E grace a laquelle min, cp,, ||f —

B ooy < 2ming,ep,, | F~L(f) - %”L‘X’(ﬁ) ott F71(f) est encore une fonction de Markov [13, Theorem

min |If = 2" w5 <
PmEPm, dm )

6.1] permettant alors d’obtenir pour une définition particuliere des points d’interpolation [13, equation (6.11)]
la borne supérieure [13, Theorem 6.6]

£l 2o (k)

min — oy < 4———R([a; B, E)™™
mGPme qm”L (]D)) ¢</8) ([ ] )
ot ¢ : C\E — C\D est une application conforme avec normalisation ¢(c0) = oo et ¢ (00) > 0 et

R([e; B, E)"™=exp (W%]IE)) Cependant les pdles sont fixes, ce qui ne nous permet pas une optimi-
sation des interpolants rationnels pour optimiser 'approximation rationnelle d’une fonction de Markov.

En 2009, L.A. Knizhnerman [64] s’est intéressé aux approximants de Padé-Faber de type [m—1,m] (m > 1),

dp(x)

o »—5 sur un ensemble compact E C C a

n0tés {rm }m, des fonctions de Markov de la forme f(z) = [°
complémentaire simplement connexe dans C et symétrique par rapport a I’axe réel tel que E N (— o0o;0] = (.
Notons ¢ : C\D — C\E lapplication conforme telle que 1(c0) = oo, Y’ (00) > 0 et ¢ = ¢! son application
inverse. Alors en utilisant ’égalité sur les coefficients de Faber définis Vn par
1 9(p(w))
an(9) = 5— /|w| . de

lorsque g € {h € Hol(D) : 3R > 1, h prolongeable en une fonction h € Hol({w : |w| < R}) pour tout
r < R}. On sait que ax(g) = ag(ry) pour tout k£ < 2m —1 (plus généralement, pour toute fonction rationelle
Tmn € Rmn, 0k(Tmn) existe et est égal a ag(g) dés que m > n — 1 et k < m + n[32, Theorem 1.1}), et
Knizhnermann démontre alors que ces approximants sont eux aussi des fonctions de Markov. Puis par la
transformée de Faber F pour E [31] définie par

1

o)) = 5z [ ot Zajwf Zaj

2T
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(ot les F}j sont les polynémes de Faber), Knizhnerman donne une estimation de I'erreur des approximants
de Padé R,, = F !(r;,) en linfini (ou R,, est bien définie puisque pour tout Rpp = % € Rmn avec
deg(Pp,) < m et deg(Qn) n, F Y Rimn) € R avec m = max{m,n — 1} [32, Thm 1.1]) de la fonction de
Markov F' = F~1(f) [13, Théoréme 6.1] associée & une mesure v & support dans [o,0] oit o = ¢(0)~'. Par
changements de variables successifs u = ¢(x) puis w = % et par la relation entre polynémes orthogonaux par
rapport a une mesure et 'approximation de Padé [6, Part.2, Section 3.1], il obtient finalement I’estimation

1f = rimll o) = O(e(=1)|7>™)

ol p(u) =1 —2¢(0)u+ \/ 1 —2¢(0)u]? — 1 (application conforme associée a I'intervalle [p, 0]) et ot O cache
la quantité fg dv(u )+fg |u|"dv(u).

Nous avons alors remarqué une chose : la notion de O(.) est un peu floue, et pourrait contenir des quantités
trop grandes pour assurer une convergence suffisante. Autrement dit, nous ne pouvons pas utiliser ce résul-
tat pour des simulations numériques lorsque 'on souhaite passer par des approximations rationnels pour
approcher la fonction de Markov initiale.

Notre travail ici va donc étre de proposer une autre approximation dans R,,—1, par interpolation,
facilement implémentable pour pouvoir par la suite étre appliquée aux matrices.

4.1.2 Borne supérieure pour l’erreur d’approximation des fonctions de Markov par
interpolation rationnelle

Soit fl . 2 ff dz“f(xx) fonction de Markov avec p une mesure positive & support dans [a; ] ou

—00 € @ < 8 < 400 et m € N* fixé. Notons A, := {21,...,22m} C C\[o; 3] ou les points z; pour
j=1,...,2m sont réels ou non-réels apparaissant par paires de conjugués dans A,, et définissons
2m
w(z) == H(z — Zj). (4.3)
j=1
Soit r,, (f1) le Padé multipoint d’ordre [m — 1|m] de f¥ aux points 21, ..., zom, c’est-d-dire I'interpolant
dans Ry,—1,m de fM aux points z1, ..., zo;,. Par hypothese sur les points z1, ..., zom, la fonction w est réelle
sur R, ne s’annulant pas sur 'intervalle [o; §]. Les points z1, ..., 2o, n’étant pas forcément doubles, nous
avons défini w en + de sorte a ce que 'on puisse assumer que w(z) > 0 pour tout = € [a; ] et on obtient
d’apres [44, equations (8)-(9)] lorsque rp, (fM) = % € Rpm—1,m la propriété
vz € C\lo; B, f¥(2) = rm(f1)(2) / @) () (4.4)
Y ) Q2 ) Z—T

avec (Qp, un polynéme admettant m zéros simples, tous localisés dans lintervalle ouvert («; ) et Vk =

0,1,...,m—1,
/ Qm (x "“dﬂ( )_0 (4.5)

c’est-a-dire que pour tout m € N*, @, est le m® polynéme orthogonal par rapport a la mesure (@) e

plus, Vinterpolant rationnel r,,(f) est unique [44] avec résidus positifs [81, Lemma 6.1.2]. Notre étude
d’erreur est basée sur une formule bien connues énoncées dans le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soient m € N*, —co < a < f < ¢ < d < 400, fH : 2 — p dulz) fonction de Markov

o z—x
avec ji une mesure positive a support dans [o; 8] et z1,. .., 2om € C\|la; B] , w(z) = & szl(z — zj) que l'on

93



suppose positif sur [a; 8]. Soit rp(f¥) le Padé multipoint de f) d’ordre [m — 1|m] associé auz points 25,
j=1,...,2m. Alors Vz € R\[a; ],

wlz B X 2 x
@ =@ = =CL [ “:f( )) — (4.6)
S ’f[u]( )|degP<m |PZZ H HLoo([aﬁ] (47)

et le minimum de (4.6) est atteint en P = Q.

Démonstration. Nous démontrons ici uniquement 1’équation (4.6) car (4.7) est une conséquence directe.
Soient fI, r,, (fI*) définis d’aprés nos hypothéses. Alors d’aprés (4.4),

)

x|’

b (2) = p, (£ Qm dp(z
7) = ()] < 2 [ Dnle) O

Soit v une mesure positive a support dans Uintervalle [a; 3] et considérons {¢g, ¢1,...} un ensemble de
polynoémes orthonormés par rapport a la mesure v. Alors la fonction Ky, (z,y) := > 7L, ¢;(x)d;(y) vérifie
Vr,z

8 m 8
| Bt Ky av) = 3" 65005,G) [ 630)8,vty) = Kl 2).
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par orthogonalité, on a VP € P,, donné par P(z) = Z’j":O a;oi(z),
JP | P(2)Pdv(2) _ SISy ajs(x) 2dv(x) L it Xkso a;tx [ ¢;(x)ér(x)dv ()
|P(2)|? | 250 a;id(2)]? - olag? iy 165(2)]2
7o laj)? _ 1 '
Tolai? Yo 0j(2)0i(2)  Ki(22)

Or a z fixé, application = — K, (z,z) est un multiple scalaire non trivial du k¢ polynéme orthogonal par
rapport a la mesure x — |z — z|dv(x). En effet, par la formule de Darboux-Christoffel [84, p.42-44], on peut

montrer que (x — 2) K} (z,2) = C(pm+1(T)Ppm(2) — dm () pmr1(z)) d’ou

(4.8)

B )
/ K} (z,z)x! (x — 2)dv(xz) =0, Vj=0,1,...,m— 1.
(6%
‘dZ“ _(‘?‘ ﬁ, v est une mesure et K7 (z,x) est un multiple scalaire non trivial du

m® polynéme orthogonal par rapport a la mesure donnée par |z — z|dv(z) = CZ’(( )) Par conséquent, d’apres

Iéquation (4.8), on a Vz € R\[a; 3] :

Q2 (x) w(2) Q2 (x
’cy ‘/‘ >\|z_x|"c%<z>’/a\ ‘|z—xr

< ’w(z)’(fﬁ\l‘DI(D ‘dy ‘PQ ‘/ P2 ‘\z—x!

pour tout polynéme P € P,,, incluant le polynéme minimisant. O

Ainsi, si on pose dv(z) =

A présent, plutét que de conserver une borne supérieure en terme du dénominateur, on cherche a
exprimer cette borne uniquement en fonction des points d’interpolation afin de pouvoir sélectionner a I’avenir
des points pour optimiser notre interpolation. Lorsque [a; ] = [—1;1], ce probléme peut se rapporter au
probléme de minimisation de G. Meinardus [72, Section 4.1 et 4.4], en utilisant la définition suivante (voire
[72, Section 3.2, Theorem 23] pour la preuve) :
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Définition 4.1.3. Soit e une fonction continue sur [a; B]. On dit que e admet une alternante de longueur
m si il existe x1 < ... < Ty € [o; f] tels que

e(x;) = e(=1)|lell Lo (jas))

pour j =1,...,m pour un e € {—1;1}. Etant donné une fonction poids o positive et continue sur [a; (5], un
polynéome unitaire T de degré m est appelé polynome de Chebyshev pondéré de degré m sur |o; 8] a poids o
st

10T || Lo ((asg)) < 1o Pl oo ([as8))

pour tout polynome P unitaire de degré m.

A Taide de cette définition, nous énoncons ci-dessous I'un des résultats principaux de cette these :

Théoréme 4.1.4. Soit flH(z) = f’B d“( une fonction de Markov avec supp(p) C [a; 5], m € N*, z1,..., zom
2m points de C\[c; 8] réels ou non- reels apparaissant par paires de conjugués et E C R\[«; ]. Lorsque les
points ont une multiplicité paire, nous parlons de cas positif. Alors le Padé multipoint rm(f[“]) de type
[m — 1|m] de f¥ auz points z1,. .., zom vérifie

S —rm (f17) iti
H flul — rm(f[“}) H 2” 2L°°(IEI) < A4nom, dans le cas positif
Y R ran (£ . L
Hl — (%) HLOO < 4(1’7;72)2 dans le cas général
o1 gg (x) = % dénote la mesure d’équilibre renormalisée sur lintervalle [o; B] pour la fonction de
Markov fV(z) = ——Y ¢t
arkov f¥(z) —o g ¢

2m

= max z z) = M
o = g |Con(2)l Gon(2) = M7=

avec ¢ Uapplication conforme de C\[a; ] dans C\D avec normalisation p(co) = co et ¢ (00) > 0.

Démonstration. D’apres (4.7),il nous faut rechercher un polynéme de Chebyshev pondéré par 1/1/w de degré
m sur l'intervalle [a; 8]. Or, d’apres le théoreme d’equi-oscillation de Chebyshev [72, Section 3.2, Theorem
23], on sait qu’un polynéme @ unitaire de degré m est un polynéme de Chebyshev pondéré par un poids o
de degré m sur l'intervalle [o; (] si et seulement si 0@) admet une alternante de degré m. On sait également
que ce polyndéme de Chebyshev pondéré @) de degré m vérifie

|0QIl oo (jas8)) - lo Pl £oe (o))
Q=) [P(2)

pour tout polynéome P de degré < m et pour tout z € R\ [o; 5] [72, Section 4.4]. Par conséquent, pour

trouver un polynome de degré < m extrémal pour (4.7), il nous suffit de trouver un polynéme P unitaire de

degré < m avec % admettant une alternante de longueur m sur [o; ]. Montrons qu'il suffit de considérer

I'intervalle [—1;1]. En effet, soit 7' € Ry transformation de Moebius telle que
T(-11]) = [ 8] ,T(R)=R. (4.9)

Alors pour tout polynéme p € P, il existe P € P, tel que

2m
PO~ 20 = [ -1 (410
j=1
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Il reste alors a construire p avec p/,/p ayant une alternante sur [—1; 1]. Une telle construction se trouve dans
[72, Section 4.4] si p est le carré d’un polynéme de degré < m (c’est le cas de points d’interpolation avec
multiplicité paire) et peut étre généralisé a notre cas d’une multiplicité quelconque. On peut factoriser

1 1 1 e
p(§(w—|— E)) = H(w)H(w ZH w! = Hoyyp, H w—wj), |wj|>1
j=1
ou 3(wj + w%) = T~ (2;), soit w; = ¢(z;) pour tout j =1,...,2m. Or w +— w/ + w7 est un polynéme de

degré j en w4+ w™!, d’on 'application p définie par

1 1 1, . mors 1

p(5lw+ ) = S ™Hw) +w"H()

est un polynéme de degré m. Il nous reste maintenant a vérifier la propriété d’alternance. Considérons le
produit de Blaschke

W H (L)

wH () 1 —w; _
H(w) ]1;[1 w — Wj G2m(‘;071(w))

B(w) = (4.11)

avec zéros dans le disque fermé D, réels ou par paires de conjugués. Alors en notant z = cos(t) et w = e*,

t € [0;27], on observe que

w_mH(w) — efis7 me(l/w) — eis’ B(w) — 621'5
jw= H (w)] jw™H (1/w)]
et donc p(cos(t))/+/p(cos(t)) = cos(s). Or pour un produit de Blaschke et pour ¢ € [0; 7], son argument croit
de 0 & 2mm lorsque t croit de 0 a m, ce qui nous amene a 'oscillation désirée. Nous avons donc démontré que
2 ° 4G
S A R 2 Fp g X Ul
deg(Q)<m 1 Q2 Il L= () Loo(lasf]) | el deg(cz )y<m | Q?(x

Lo(af]) | ek (1 + Gom(x))2

avec Gop(z) € (—1;1) pour z € E dans le cas général. Dans le cas positif, Go,,(8) = 1 > 0, Gay, possede
un nombre paire de changements de signe dans tout sous-intervalle de R\Int(E) et zéros avec multiplicités
paires dans Int(E). Par conséquent, Goy,(x) € [0;1) pour « € E dans le cas positif.

Posons a présent w = p(z), z =T(y), y = %(w + 1/w). Alors d’apres (4.11), pour tout z ¢ [«; 5],

1 —Gom(z) B(w)—1

_ (£) —w ™H(w) 1 me(%) —w ™H(w)
14+ Gom(2) Bw)+1 wmH(

) +w mH(w) 2 q(y)

g|=lg =

avec ¢ € Pp,. Or, w™H (L) —w "H(w) = JQQO H(w)(w™ 7 —w!~™), et pour tout j =0,...,2m,

wm I — d—m = wm—](l _ w2]—2m) _ wm—](l o w—?) Z w—2kz _ (’LU o w—l) Z wm—]—l—?k
k=0
_ . _ _ 1 _
—w-w) Y ) = @ w G+ e )

kEQm_j_l

avec {2,_j_1 est 'ensemble des nombres impairs entre 1 et m — j — 1 si m — j — 1 est pair ou ;1
I’ensemble des nombres pairs entre 0 et m — j —1si m—j—1 est impair et p; un polynéme de degré k.
D’aprés notre choix de la racine, 2(w w™ ) =+/y? -1, dou

1—Gom(z) S Hipm—j—1(y) — S0y Hijpmpj1(y)
T Gonfe) ~ V1T T A
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avec 1 € Rpy—1,m de dénominateur ¢ défini précédemment. De plus, a 'aide de la transformée de Moebius
T définie en (4.9), on peut noter

VY2 = 1r(y) = \/T72(z) = 1 7(T7'(2)) = \/(T‘l(Z) 1T (2) +1) 7(T71(2))
= \/(T‘l(Z) =T Ha))(T~Y(2) = T71(B)) r(T~"(2)).

et en fonction du support fini ou infini [; 8] de la mesure de départ, on montre qu’il existe R € Ry,—1,m tel
que

1—Gom(2) 5 R(2)

T Gan() VYW T G

Or, Gom(z) = 1 lorsque z = z; pour tout j = 1,...,2m, d’ou r(y) interpdle 1/y/y? — 1 aux points y; =

T7Y(zj) et R(z) = r[my](z) est un interpolant rationnel de type [m — 1|m] de f(z) aux points z;. En

particulier, pour z € E,

4)G (2)] 4| (2)| i (2)
05 Com ()2 S T4 Gom(z) S 21~ ()
UGom(2)| . P)N2 Ao
i omer = Gog) < G e

En combinant (4.6) et (4.12), on obtient le résultat énoncé. O

| < 4n92,, dans le cas positif,

dans le cas général.

4.1.3 Le cas d’un ou 2 points d’interpolation multiples

La quantité ns,, énoncée au théoreme 4.1.4 ne dépendant que du choix des points d’interpolation et
de ’ensemble E sur lequel on approche la fonction f (4] nous optimisons le choix des points d’interpolation
Z1, ..., 22m. Dans le cas de pdles fixes, B. Beckermann et L. Reichel [13, Corollary 6.4] déterminent des points
d’interpolation optimisés. En reprenant cette idée et en considérant le cas ou E est un intervalle [c; d], nous
déterminons des choix optimisés des points d’interpolation dans les cas d’un ou deux points d’interpolation
distincts.

Corollaire 4.1.5. Soit fM(z) = ff dz“f(xx) fonction de Markov, 1 mesure positive avec supp(u) C [a; (] et
(1]

' le Padé multipoint de fW en un point z; € R\[o; B8] d’ordre 2m. Alors pour tout m > 1,

’72m

L 70l ey < A
| /L ([e:d]) (1 = [Yopt| 22

1714+ e(c)y 1 1 d) — o(c
O 1( ¢(c) opt>, Yoyt — % — /72_17 o~ Pld) — ()
©(¢) + Yopt ko Vk p(d)p(c) — 1
avec o : C\[a; B] — C\D l'application conforme associée a |a; B] avec normalisation p(0o0) = oo et ¢ (00) >
0. Cette borne supérieure est minimale parmi les bornes supérieures pour un point d’interpolation multiple.

ou

Démonstration. Soit f,(z) = L«p(w)) pour tout z € [¢;d] et w € R\[a; B]. Alors la fonction f,, vérifie

1—p(2)p(w
— f est décroissante (de dérivée négative) et f,(w) = — f,(2) pour tout z,w :
— | fw(2)| = fuw(z) décroissante sur [c;d] si z < w;
— |fw(z)| = —fw(z) croissante sur [c;d] si z > w.
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Définissons une fonction g de la maniere suivante :

g(x) := max |fy,(x)] = max{|fu(c)], | fu(d)[} (4.13)

z€[c;d)

ou la deuxieme égalité provient de la décroissance de la fonction f,,. D’apres la proposition 4.1.4, avec un
point d’interpolation unique de multiplicité 2m, il nous faut donc rechercher un minimiseur w* de g.

On remarque dans un premier temps que I'équation |f,(c)| = |fw(d)| admet une solution en w. En effet,
léquation |fy(c)| = |fw(d)| n’est possible que si f,(¢) = —fuw(d) par décroissance de f,, et on obtient
Péquation (p(c) —¢(d)) — 2p(w)(1+¢(c)(d)) + p(w)*(p(c)p(d)) = 0 avec déterminant 4(p(c)* —1)(¢(d)* —
1) > 0 et on peut vérifier que I'une des deux solutions se trouve dans 'intervalle [¢(c); ¢(d)] et notons w*
son image réciproque par ¢. w* est alors un minimiseur de la fonction g. En effet, si |f,(c)| = |fw(d)|, par
décroissance de fy,

— siw < w*, fo(w) < folw) dou fiu(€) = fur(€) et fur(c) > 0 dolt fulc) > 0 et donc
[fw(e)] = [fur(c)| = [fur (d)] = g(w) = g(w");
— siw = w*, fa(w) = falw*) ot fiu(d) < fur(d) et fur(d) < 0 doit fu(d) < 0 et donc
| fu(d)] = | fur (D] = [ fur ()] = g(w) > g(w");
Montrons alors que w* donné par
o, e 1

est notre minimiseur.

— si () = o0, alors |fu(w)] = |fulc)| = ﬁ pour tout w, d’ott g(w*) = ﬁ et on vérifie alors que w*
satistait | (0)] = |fur (@)] =

— si QO(C) < 00, alors |fw ( )| = ‘fw ( )’ = yl I ega]ement
Et donc w* est notre minimiseur.

O
Corollaire 4.1.6. Soit flH(z) = fﬁ dusl x) fonction de Markov avec . mesure positive avec supp(p) C [oy; O]

et 1“[“] le Padé multipoint de f" qux pomts z1 = c et z9 = d de multiplicité m. Alors

Hl —r%‘]/f[ﬂ]H <4 ’yopt|_2m
(1 - |yopt‘_2m)2
avec Yopt = —% — 1%2 L k= % et ¢ Uapplication conforme de C\[c; 8] dans C\D avec normali-

sation p(00) = oo et gol(oo) > 0.

Démonstration. Définissons f,q4(2) = w(@)(c;z lgo_(i)(;)zz. Alors f. 4 est dérivable sur [c;d] et les racines de féd
sont les
_ pla)ed) + 1V (p(d)? = (p(c)* = 1)
Zl,g = .
p(c) + »(d
c)p(d)+1— d)2— c)?2-1 , s .
Or 5 = HOADHNEDENETTD () aion 2 ¢ [p(c)i¢(d)]. De plus, puisque foalp(c)) =

Feal@(d)) = 0 et fog # 0, 2 € [p(c); p(d)]. Notons fo(z) = AU et fa(2) = #9525, on peut vérifier
que

~—

fe(z2) = —yop et fa(z2) = Yot
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d’ott fea(22) = fe(22)fa(22) = —yop et donc

G m = C " = 0, —am
ng[i)é]l om(2)] = |fe,a(22)I™ = [Yopt|

4.1.4 Le cas général

B. Beckermann et L. Reichel considérent dans [34] le cas de points de poles fixes et mesurent l’erreur
d’approximation associée. Ici, nous disposons de poéles libres, ce qui augmente le nombre de possibilités et
va nous permettre de sélectionner des points d’interpolation minimisant la quantité ny,.

Remarque 4.1.7. Puisque la composition de deux facteurs de Blaschke est un facteur de Blaschke, il advient
que le taux Gay, dans la proposition 4.1.4 ne dépend que du choixz de Uapplication de Moebius T, i.e. que ¢
n’est pas nécessairement normalisée a l'infini, et il nous faut simplement vérifier que T(R) =R, T(—1) = «,
T(1) = B et que T soit croissante sur [—1;1]. Il existe cependant une unique application T satisfaisant les
conditions précédentes et les conditions supplémentaires T(1/k) = ¢ et T(—1/k) = d ot la valeur k € (0;1)
est obtenu a partir du birapport de 4 réels qui est invariant sous transformation linéaire, donnée
(c—a)(d—p) 1+ ky\2 1
T(-1)=a,TQ)=,T(1/k) =¢,T(—1/k) =d, = = —.
(1) = o, T() = BT(/0) = e T(-1/r) = d i —gra— = (17) =
De plus, T([-1;1]) = [a; 8], T([1/r; —1/K]) = [c;d] ot [1/r;—1/k] = R\(=1/k;1/k). En utilisant I’applica-
tion de Moebius, on obtient l’expression simplifiée

2m )
||

(4.14)

1 11—k

m(lc;d]) = max , wi=@(zi), A= = — = 4.15
2 ([ ]) wE[%;f%} j:11_ij J (P( J) SO(C) (p(d) 1+\/E ( )

Minimiser (4.15) sur le choix des points d’interpolation w; de module > 1 nous ameéne au probleme
de minimisation des produits de Blaschke (apres substitution u = 1/w) sur l'intervalle [—A; ], ce qui a été
repris récemment par [75]. Ces résultats nous permettent alors d’énoncer le corollaire du théoréeme 4.1.4
suivant :

Corollaire 4.1.8. Soient «, 5,c,d, k,\,p avec E=[c;d] comme dans la remarque 4.1.7. Alors les points
optimauz minimisant nam([c; d]) sont donnés en termes des fonctions elliptiques de Jacobi sn(.) et l’intégrale
linti \ _rl dt

elliptique compléte K (.), avec K(z) = [, oy i—azmy Por

1

1 27 —
= — = Asn(K(\)(Zo— —1),7%) € (=X ) 4.16
o) =y = (KRG = 1.X) € (1) (416)
pour 3 =1,2,...,2m, et on obtient, pour ces points d’interpolation, la borne supérieure
flal — plul ) 2 -1
|| poo(rean < 807/ (1— 2074, 0= , 4.17
I oty <86/ 0= 26 0= e (et o) 1

en supposant que 20°™ < 1.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.1.4, il nous faut minimiser un produit de Blaschke a l'aide d’un
choix particulier des points d’interpolation. Or, la composition d’un produit de Blaschke avec un fac-
teur de Blaschke restant un produit de Blaschke, le changement de variable z = T'(z) entraine en notant
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[1/A; =1/A] = (=003 =1/AJ U [1/A; 400),

T #9(2) — 9(z)

. . T — x]
min max 7‘ = min H ‘ ’
21,,22m €C\[a; 8] 2€[c3d] j=1 1- (,D(Z)SD(ZJ‘) T1 ey T2 EC\D me[l/)\ *1/)‘] 1- TTj
2m U — W
= min max H ‘%‘
Wy €D UE[—X; /\] 1 — uw;

Ce probléme de minimisation d’un produit de Blaschke d’ordre plus général N sur un intervalle symétrique
[—A; A] a notamment été étudié par T.W. Ng et C.Y. Tsang [75] qui donnent une formule explicite des
racines d’un tel produit de Blaschke minimal [75, Section 3.2]. Or, ces racines sont définies sous la formes
w; = cd(%n’) pour j = 1,...,N avec 7 € i(0,400), minimisant le produit de Blaschke sur un
intervalle symétrique [—+/k(7); /k(7)]. En comparant les définitions de Ng et Tsang avec la terminologie
des fonctions elliptiques de Jacobi [76], on s’apercoit alors que pour 7 = iK' (k)/K (k) avec K Dintégrale
elliptique compléte de module k [76, (19.2.8)] et K (k) = K(v/1 — k2), les quantités wi (1) et k(7) peuvent
alors étre remplacées par 2K (k) et k = A2 € (0; 1) respectivement. Ainsi, les racines du produit de Blaschke
minimisant notre probléme sont données par

25 —1
_ 2y 2\ . _
) = —Asn(K(O)(-1+ S ), i=1,....2m
ou 'égalité provient de [76, Table 22.4.3]. La fonction sn étant impaire, on obtient les points optimisés
(4.16). De plus d’apres [75, Proposition 4.1.(a)], il existe un lien entre notre probléme de minimisation et le
troisieme probléme de Zolotarev, donné par

2
wy = Aed(K (X))~

772m([c; d]) - B produit de BIgiSIclhke d’ordre 2m HBHLOO([_)\;)\]) - \/RE%QirInlzm HRHLOO([_)\;)\]) ”1/R||LOO([1/)\;_1/>\])‘

Or d’apres [14, equations (3.7) et (3.8)],

N2m([e; d]) < 2exp ( N cap([=X; A], [1/A; _1/)‘])).

Par invariance du birapport sous application conforme et symétrie, on obtient

cap([=A; AL, [1/A; =1/X]) = cap([—k; —1], [k, 1]) = cap([a; B], [c; d])

d’apres les propriétés du module de Groetsch, d’ou

n2m([c; d]) < 2exp ( —

cap([=A; Al [1/A; =1/A

])) = 209%™ (4.18)

O

Remarque 4.1.9. Au corollaire 4.1.8 nous avons énoncé un choix de points dits optimauz. Ici, il est a
noter que nous désignons par ce terme des points d’interpolation z1, ..., zom minimisant la borne supérieure
a priori en minimisant le produit de Blaschke associé.

Nous venons de voir qu’un choix optimisé des points d’interpolation existe dans le cas de ’approximation
sur un intervalle réel [c;d], minimisant notre borne supérieure, mais pas nécessairement l’erreur relative
étudiée. En effet, on peut espérer une borne plus précise par exemple si le support de la mesure associée a la
fonction de Markov est un sous-ensemble propre de [a; 8], formé par exemple de deux intervalles disjoints ;
cependant dans le cas ou supp(u) = [a; ] et u est réguliere au sens de [81], alors Gonchar [45, Theorem 1]
(voir également [81, Theorem 6.2.2]) a montré que la 2m® racine de l'erreur de la meilleure approximation
rationnelle dans R,,—1,, de f sur un intervalle [¢; d] tend vers g lorsque m tendait vers l'infini, soit

li : o l/2m: .
mgnoom%g’m!\f r 0
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Plus précisément, dans le cas de la fonction de Markov f(z) = 1/4/z avec [«; 8] = [—o0; 0], Zolotarev [89],
qui a exprimé de nombreux problémes extrémaux en termes des nombres de Zolotarev, fut I'un des premiers
a donner une inéquation pour l'erreur relative de meilleure approximation dans R,,—1,,. On peut également
citer Achieser [1, p. 147] et I’Appendix de [14] pour lesquels on obtient une borne supérieure 40?™ pour
lerreur relative de meilleure approximation dans R,,_1,, qui se comporte comme 40%™(1 4 0(0*™)m—+00)
(voir également [18, Theorem V.5.5]). Par conséquent, si I'on désire des points d’interpolation optimisant la
borne supérieure pour toute fonction de Markov, les points (4.16) sont optimaux & un facteur au plus 2.

4.1.5 Le cas du disque

Dans le cas complexe, 1'égalité (4.4) reste valide mais il n’en est pas de méme pour l'inégalité (4.6). I
nous faut donc adapter nos résultats a ’aide du Lemme de Freud [36, Section IIL.7]. Ce résultat a notamment
déja été exploité par Ganelius [39] et Braess [19, Theorem 2.1] dont le travail sur I'interpolation rationnelle
avec points d’interpolation de multiplicité paire nous a inspiré pour la preuve de nos résultats apres correction
d’une erreur dans 'utilisation du Lemme de Freud (un facteur § — o manquait), et avons amélioré [19, eqn
(2.7)] d’un facteur 2. Il apparait que pour des points de multiplicité pas nécessairement paire, on améliore
Iestimation.

L’étude de l'erreur d’approximation rationnelle sur le disque fermé D nous permet de généraliser notre
étude a n’importe quel ensemble convexe compact E symétrique par rapport a l’axe réel. En effet, en
définissant la transformée de Faber F (voir [38] ou [13]) et sa forme modifiée F par Fy(h) = F(h) + h(0)
pour toute fonction h analytique sur I, on peut obtenir un bon approximant sur E & partir de D. Plus
précisément, Ellacott [32, Theorem 1.1] a montré que ry, € Rpy—1m si et seulement si F(ry,) € Ry—1,m et
Kniznherman [64] ainsi que Beckermann et Reichel [13] ont montré simultanément que I'image réciproque
par F d’une fonction de Markov est une fonction de Markov dont la mesure associée peut facilement étre
explicitée. De ces observations, on peut alors se servir de 'inégalité

[ F+(f) — ]:-i-(Tm)”LOO(E) <2ff - TmHLoo(ﬁ)

démontré dans [38, Theorem 2| et du théoréme 4.1.10 pour déterminer un bon approximant rationnel sur E
d’une fonction de Markov. En passant aux fonctions de matrices, nous pouvons citer le résultat de Becker-
mann et Reichel [13, Theorem 2.1] qui nous donne

[F+(N)(A) = Fo(rm) (Al oo ) < 20f = rmll oo 5 (4.19)

en supposant que le spectre de la matrice carrée A est un sous-ensemble de E. Par conséquent, I’étude de
I'erreur d’approximation par interpolation des fonctions de Markov sur le disque unité fermé est indispen-
sable.

En nous inspirant des travaux de [39] et [19, Theorem 2.1] qui & partir du lemme de Freud [36, Section
I11.7] dans le cas de points avec multiplicité paire, nous énongons a présent un nouveau théoreme sur l’erreur
d’approximation par interpolation sur le disque unité fermé des fonctions de Markov pour tout choix des
points d’interpolation :

Théoréme 41;1.10. Soit f(z) = fd:fi) une fonction de Markov avec supp(p) C [a; ] et soient
21y ..y 22m € C\[a; B] des points d’interpolation que 'on suppose réels ou non-réels apparaissant par paires

de conjugués et —oo < a < B < —1. Si tous les points d’interpolation sont de multiplicité paire, alors

= (F1) 1— 08 \2
7l O=(55)

m
1— 2z

o < C ma
HL (D) ze[a;)/g] ‘jl zZ—Zj

101



Dans le cas général,

fH = (F1) B
HTHLW(E) < Cm7 Nom = m[g%] Gom(2)

avec C' défini précédemment et Gay, comme au théoréme 4.1.4.

Démonstration. Soient w défini par (4.3) et Q € Py, a coefficients réels. Alors x — % € Pp—1 est
orthogonal & @), par rapport & la mesure p/w. On obtient alors

my o Q2 (z) _ w(2) [?Qn(r)du(z)
fH(z) = (1) (2 QZ / s—x Qm(z)/a w(x) z—=
w(2) /5 Qm(2)Q(x) du(x)

~ Qm(2)Q(2) w) -z
Pour tout z € C avec |z| =1 et pour tout z < f < —1:
1 1 1 1 1 1-8
<SR < < < ; 4.20
1—x e(z—a:) z—z|  —-1—-2 " 1—z-1-p (4:20)

et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniére intégrale, on obtient

f M Q2 ﬁ\QQ Idu )
PG = )P < L [ ) ) e [IC

|z — x|

Par conséquent, le premier facteur est < _11;_5[3\ f(z) d’apres (4.20) et on obtient les erreurs absolues et
relative :

2
1. () — (1] < ; il Q
Al =12 179 (@ <0 min (55 (4.21)
avec €' = 205 fIW(=1) < (2755)°Re(f¥(2) < (Z:55)°1 /W (=),
Lorsque les points d’interpolation sont de multiplicité paire, disons z,4; = z; pour j = 1,2,...,m

alors on obtient la borne supérieure du théoréeme 4.1.10 en prenant Q(x) = (1 — z12)(1 — 222) ... (1 — z2m2)
qui, par utilisation du principe de maximum pour les fonctions analytiques, est un polynéme extremal pour
(4.21) dans ce cas. Enfin dans le cas général, on utilise le méme polynéme que pour l'intervalle [a; 8] dans
le théoreme 4.1.4 qui est optimal pour (4.20) & un facteur 4/(1 — 1,,,)? prés. O

Remarque 4.1.11. Comme dans la partie précédente, nous pouvons chercher a optimiser la borne supé-
rieure énoncée avec un choix particulier des points d’interpolation, notamment dans le cas d’un unique point
d’interpolation multiple z1 d’ordre 2m ou de points libres. Les résultats de la section précédente restent va-
lables dans ce cas en choisissant [c;d] = [1/5;1/a].

Dans le cas d’approzimant de Padé-Faber, Knizhnermann [64] considére le cas de points d’interpolation
21 =20 =...= 29 = 0 et obtient alors n,,, = (1/5)*™.

Dans le cas plus général ol z; € [1 ; 0], Perreur se simplifie :

Lemme 4.1.12. Soit m > 1 et supposons que [c; 8] C [—oo; —1[ et que Vj =1,...,2m, z; € [1;0]. Alors
p\l‘Qm w_‘Qm d
et donc
(1] _ (] ol — WY (—1)| < Al
1A = v (P ey = 1F(=1) = (PP (— 1)) < [ £ \1335\ - |
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Démonstration. Pour x 6 [ar, B], min,cop 2z — x est atteint pour z = —1 d’ou étant donné les propriétés de w
2 d 2
ot Qum, max <y fﬁ ‘Q dp(x) fﬁ ‘Q ( )

Te—al =

1=y~ 1l nous reste alors a démontrer que max,|_; ‘ Qw(zz) ;
m

’Qw(i_ll))g Soit zp un pdle et z; un point d’interpolation (les points d’interpolation doivent étre réels ou par
paire de conjugués d’apres nos hypotheses de départ). Alors max;,— ]QQ ) | = ‘QZ \ En effet, puisque

21 € [1/e; 0] et 20 € [o; 5], en notons z = cos(t) + isin(¢) on obtient

‘z -z ’2 _ (cos(t) — z1)? +sin(t)* 14 27 — 22 cos(t)

~ (cos(t) — z0)2 +sin(t)2 1+ 22 — 22 cos(?) =: h(t)

Z— 20
h ainsi définie est une fonction continue en ¢, dérivable et vérifie

oy 2sin(t)(z1 — 20)(1 — z120)
W) ==y 22 — 229 cos(t))?

Or par hypothese z; > %, 20 € [a; B] C] — 00;—1], d’ott (21 — 2z9) = 0 car zp < 8 < % <z etl—2z129 <

0siz < %, oul—z212z9 > 0si2 > %, d’ott le signe de h'(t) dépend du signe de sin(t) et h atteint son
maximum en valeur absolue en ¢ = 7, soit lorsque z = —1.

En conclusion, lorsque z; € [é, 0], maxj,— ‘me?i) < ’QWQ((*_%)‘ et notre lemme est démontré. O

4.2 Représentation des interpolants rationnels aux points optimaux

Nous supposons ici que les points d’interpolation sont réels distincts, E = [¢; d] C R\[a; 5] en corrélation
avec le choix optimisé des points d’interpolation, et ordonnés tels que

b<c<z1<z9<...<zom <d (4.22)

avec ¢,d € R tels que —co < a < < c < d < +o0o, m € N* fixé. Le calcul du Padé multipoint rm(fw) =
P/ Qm de type [m—1|m] ou [m|m] est fortement lié & la représentation de celui-ci. Une premiére idée serait
de calculer 7, (f M) sous la forme d’un quotient de polyndémes en résolvant un systéme linéaire homogene de
2m équations et 2m+ 1 inconnues qui sont les coefficients de P,,_1 et @, issu de la condition d’interpolation
(4.2), f(2)Q@m(2j) — Pm(2;) = 0 pour j = 1,...,2m. Or en pratique, la résolution de ce systéeme nous
amene & considérer une matrice treés mal conditionnée et ’on perd alors la précision sur les coefficients et
donc également sur 'approximation. Il existe d’ailleurs une regle générale pour les approximants de Padé
exprimés dans la base des mondmes [6, Section 2.1] selon laquelle on perd jusqu’a m décimales de précision
lors de la résolution du sytéme homogeéne. D’autres bases de polyndémes peuvent étre employées comme les
polynémes de Chebyshev sur Uintervalle [c; d] ou une base de Newton correspondant a ordonner les points
d’interpolation de maniére optimisée conduisant a un meilleur conditionnement. Cependant, ces bases vont
dépendre uniquement de l'intervalle [c;d] sur lequel on approche notre fonction. Or un ’bon’ interpolant
rationnel devrait dépendre non seulement de l'intervalle d’étude, mais également de la fonction f. Pour
ces raisons, nous n’implémentons pas l'interpolant rationnel sous forme d’un quotient de polyndmes et
recherchons d’autres formes du Padé multipoint aux points d’interpolation optimisés.

4.2.1 Représentation en éléments simples des interpolants rationnels

En considérant des Padé multipoints d’ordre [m — 1|m], on peut rechercher une forme de ces fonctions
exploitant cet ordre particulier. Une toute premiere idée est de prendre une représentation en éléments
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simples. Etant donné que les pdles de nos interpolants sont simples, il apparait que pour 7, (f [“]) Padé
multipoint avec m pdles simples z1,...,2,, dans (a; ), rm( f[“]) admet une représentation en éléments
simples sous la forme

[Wy() = 4 a2 Gm

r z) = + + ... 4.23
Al = Mo (423)
avec résidus a; > 0 pour j = 1,...,m. D’apres les travaux de Mayo et Antoulas [71], résumé récemment

dans [33], linterpolant r,, sous forme d’éléments simples peut étre représentée comme une fonction de
transfert d’un systeme dynamique SISO a l'aide d’un faisceau de matrices : en effet, on peut noter que
rm(f[“})(z) = W(Ls—2L)"'VT o1 on définit les vecteurs lignes W = (f(z25=1))j=1,...m> V = (f(225))j=1,....m
et les matrices de Loewner

L— (f(ZQj) - f(ZQk—1)> ot L, = (Zij(Z2j) — ZQk—lf(ZQk—1)>
j=L,..m j=1,...m

225 — Z2k—1 225 — 22k-1
k=1,...m k=1,...m

d’apres les conditions d’interpolation. Ainsi les poles de 7y, (f [“]) sont les valeurs propres du faisceau de
matrices Ly — zIL, que 'on peut déterminer a ’aide de commandes standards, ici eig sur Matlab. Une fois
que ces poles ont été déterminés, il ne nous reste plus qu’a trouver les résidus aq,...,a, en résolvant un
probleme de moindres carrés :

1
Zj — Tk

MX = f77 avec M = ( )jl Qm’ X = (aj)j:17,,,7m, F = (f(zj))jzl,...,Qm-

=1,....m

Algorithm 8 f fonction donnée et 2m points d’interpolation z1, ..., 2o, calcule les poles z; et les résidus
a; de la décomposition en éléments simples (4.23) du Padé multipoint aux points optimisés de f d’ordre
[m — 1|m)].

Ensure: Poles z1, ..., x,, et les résidus ay, ..., a,, dans (4.23).
Déterminer les valeurs propres x1, ..., £, du faisceau de matrices Ly — zIL de Mayo et Antoulas;
Calculer la solution y = (ay, ..., a;,)T du probléme de moindres carrés

. 1
yeg},}{l{o} | (zj — l‘k)jzl,“.,2m,k:1,.‘.,my B (f(zj)>j=1,...,2mH’

4.2.2 Représentation barycentrique des interpolants rationnels

Pour une fonction rationnelle 7y, = Py /gm € R m, en représentant le numérateur p,, et le dénomina-
teur ¢, sous forme barycentrique, on obtient une nouvelle représentation de cette fonction rationnelle

) =Y S5 /3 (4.24)

=0 z = tj

appelée représentation barycentrique [16] ou les points ¢; sont appelés points de support et a;, 3; € C.
Il existe des résultats connus sur ’erreur commise si on évalue sur ’axe réel notre fonction rationnelle

m (2] zm Bj

=0 =1, j=0 3—f; en précision finie : la backward stability a été

sous forme barycentrique r,,(z) = >

démontrée par [34, Section 2.3], [56, p. 551] et la forward stability par [34, Lemma 2.1] obtenue en adaptant
l'analyse de O. Celis [22, Proposition 2.4.3].

104



Lorsque 7, satisfait la condition d’interpolation r,(t;) = f(t;), il nous faut alors imposer a; = ; f(t;) pour
j =0,...,m. Dans [34], ces interpolants rationnels avec points de support optimisés sont exploités dans une
nouvelle implémentation appelée minimax de I'algorithme de Remez rationnel [34] qui donne en sortie un
meilleur approximant rationnel de type [m/|m| pour des fonctions de Markov avec m’,m < 40 & précision
machine pres.

Pour un interpolant rationnel de type [m|m], on impose un choix des points de support parmi les points
d’interpolation z1, ..., z2;m+1 en sélectionnant t; = 2941 pour j = 0,...,m, puis on résout le systéme linéaire
en les coefficients Sy, ..., 8, pour obtenir la propriété d’interpolation aux points zg; pour j = 1,...,m, voir
algorithme 9. On peut noter que cette résolution implique ’emploi de la transposé de la matrice de Loewner
L que nous avons déja vu en sous-section 4.2.1 a laquelle on ajoute une colonne puisque a; = f(t;)3; pour
tout j = 0,...,m. Cette répartition des m + 1 points de support parmi les 2m points d’interpolation est
motivée par [34, Corollary 4.5] montrant qu’une certaine matrice de Cauchy aprés multiplication & gauche
et a droite par une matrice diagonale soit a lignes orthonormées

Dans notre cas de Padé multipoints de type [m — 1|m], nous considérons les points de support tg = 21 et
tj = z9j pour j = 1,...,m pour assurer I'entrelacement avec les points d’interpolation restants. Puis comme
pour le cas d’interpolant d’ordre [m|m], nous résolvons un systéme linéaire en les coefficients Sy, ..., B, &
l'aide de la transposé de la matrice de Loewner IL pour assurer I'interpolation aux points restants zo;41 pour
j=1,...,m—1, ou on impose également que f(t9)Bo + f(t1)61 + ...+ f(tm)Bm = 0 pour s’assurer que les
degrés sont corrects.

r ainsi définie vérifie donc

i f(tk)B; :f(22j+1)i ﬁk N Zﬁ Flz2jin) = F(te) _

0 #2i+1 — o 225+~ 22j+1 — Uk
fz2j4+1)—f(tk) BO 0
= Z2j 41—tk : =|:
1...1 j=1,...,m—1 ‘ :
k=1 m11 \Bm 0

et 'on obtient les parametres §; par SVD de la matrice du systéme homogene.

Algorithm 9 f une fonction donnée et 2m + 1 points d’interpolation zi, ..., zom+1, calcule les points de
support t; et les poids §;, oj = f(t;)B; de l'interpolant rationnel (4.24) de f d’ordre [m|m].

Ensure: Pour j =0,1,...,m : points de support ¢; et les poids §;, o; = f(t;)53; de (4.24).

Sélectionner les points de support tg = 21 et t; = 2z9; pour j =1,...,m;
Calculer une solution y = (B, ..., Bm)’ du systéme d’équations linéaires homogene
f(z2541) = f(te)
zoj 41—tk y = 0.
1...1 j=1,....,m—1
k=1,....m+1

4.2.3 Représentation en fraction continue des interpolants rationnels

Nous nous intéressons a présent a une représentation sous forme de fraction continue de Thiele
de nos Padé multipoints. Selon [6, Section 7.1], pour des points d’interpolation z1, z2,... et parameétres
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1(1), f2(2), ... € C, la Me fraction continue de Thiele est la fonction rationnelle

RY = f0 ‘ zoal o ZoEual (4.25)

OIS

On parle de fraction continue de Thiele positive si tous les parameétres f}j ) sont strictement positifs et (4.22)
est vérifié.

Etant donnée une fonction £V, on définit ses différences réciproques par

Vi<k<M: fO=fOeyevi<j<h<M: forh= 75 (4.26)

féJ) _ fj(j)’

en supposant qu'il n’y ait pas de division par zéro. Alors Rg\}[)(zk) = fM(z,) pour tout k = 1,..., M. Plus

précisément, RS\? = RST,)L_H est un interpolant de type [m|m] de f(I) aux points z1, ..., zamy1 et RE\}[) = RS%
est un interpolant de type [m|m — 1] de f(1) aux points z1, ..., zo,,. Enfin, en posant f(1) := 1/f(2), alors

1/Rop(z) est un interpolant rationnel de type [m — 1,m| de f. Cette propriété d’interpolation devient
immédiate en introduisant la famille de fonctions

Z—Zj Z—Zj

Vi<j<k<M: fUD(z)=— — RUM(z) = — . (4.27)
fO(2) = f9)(2) RY)(2) — RY) (z))
et alors f,gj) = fU)(z,) = Rg\z[)(zk) pour 1 < j< k<M, et
Gy — ¢0) A F T AM-1
Ry (z) = f;7 + G4 4 an
Wk o

En particulier, RE\Z[) interpdle fU) aux points 2jyZj41,- -+, ZM- Le schéma d’évaluation inverse en un argument

fixe z d’une fraction continue de Thiele avec coefficients f;J ) est donnée par

M M . j j Z—Zj
Rg\/[ )(z) = f](w ), etpour j=M—1,M—2,...,1: RS\]} :f](j) +R(j+71)(]z). (4.28)
M

Pour cet algorithme de construction, explicité dans [48], Graves-Morris suggere de réordonner sous

forme d’un pivot de Gauss les couples de valeurs (zy, f,ij )) pour k =j,7+1,..., M de sorte que pour tout
ji=1,...,M,

(G I I A M 4.99

|f77 = min{| /| : k=75 +1,..., M}. (4.29)

En combinant (4.26), (4.29) et (4.28), on obtient ainsi I’algorithme modifié 10 de Thacher-Tukey [48]
et [6] en omettant le cas d’une division par zéro.
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Algorithm 10 Pour une fonction f(l) et M points d’interpolation z1,..., 2z, calcule et évalue en une
valeur z la représentation sous forme de fraction continue de Thiele (4.25) via l'algorithme modifié de
Thacher-Tukey [48] de linterpolant rationnel de f() d’ordre [m|m — 1] (si M = 2m) ou d’ordre [m|m] (si
M =2m+1).

Ensure: Coefficients fl(l), e ](WM) de la représentation (4.25) et valeur R{ )( ) de l'interpolant.

fork=1,...,M, do
Initialiser f,gl) = fD(z);
end for
for j=1,. —1do
Permuter les couples (f(]) k) pour k= 7,5+ 1,..., M de sorte a vérifier la condition (4.29);
fork=3,7+1,...,M do
5 = (o= 5) 00 - 1)
end for
end for
Initialiser RM = f M ;
fOI‘j—M—l M-—-2,...,1do
R (2) = £+ (2 = 2) /B V()

end for

)

Remarque 4.2.1. On peut noter que si R}/ est un fraction continue positive, alors par récurrence sur k—j,
a laide de (4.22) et (4.26) on peut montrer que 0 < f(j < fi 2 pour 1 < j <k < M de sorte qu’on ne divise
jamais par zéro dans (4.26) et alors (4.29) est vemﬁe sans pivotage nécessaire. Cependant, nous n’avons
pas connaissance dans la littérature de 'existence d’une classe de fonctions dont les fractions continues de
Thiele soient positives. Nous donnons ici une telle classe de fonctions, résultat que nous démontrons a la
fin de cette section.

Théoreéme 4.2.2. S 1/f(1) est une fonction de Markov avec mesure a support infini dans [«; 5], alors toutes
les fonction l/f(J données par (4.26) sont également des fonctions de Markov avec mesure respectives ji;
avec support mﬁm dans [a; B]. Par conséquent, puisque ces fonctions de Markov sont positives décroissantes

sur (B; +00), f( > fO)(z ;) > 0 pour tout k > j et alors la représentation en fraction continue de Thiele
de Uinterpolant de fV) est positive.

Exemple 4.2.3. Soit fV(2) = \/z de sorte que 1/ f)(2) est une fonction de Markov avec support [o; B] =
(—00;0]. Alors f,il) = /2 et pour tout j > 2,

() =vz+ Ema, £ =Va+ G > 0.

En particulier, 1/ fU)(z) est également une fonction de Markov avec support [o; B] = (—o0;0] et la fraction
continue de Thiele est positive. Une telle formule explicite ne se trouve pas, a notre connaissance, dans la
littérature actuelle, excepté dans le cas limite des approzimants de Padé ([57, Theorem 5.9]).

Nous donnons a présent un résultat sur la stabilité backward de I’algorithme de Thacher-Tukey modifié :
en précision finie, (4.26) donne les valeurs f,gj ) de la fraction continue avec valeurs exactes aux points
2 proches des valeurs recherchées f)(z;,). Pour démontrer ce résultat, nous nous sommes inspirés d’un
résultat similaire [47, Theorem 4.1] de Graves-Morris qui considere les fractions continues de Thiele non
nécessairement positives avec pivotage (4.29). Notre apport principal est de supprimer un coefficient 2k—j
qui croit exponentiellement avec M.

D’apres [55, equation (2.4)], on peut noter lorsque ¢ > 0 désigne la précision machine que les opérations
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élémentaires en précision arithmétique finie vérifient

=(xty)(1+96), |0 <e
= (zy)(1+96), |6 <e
(z/y) = (x/y)(1+6), 6] <e.

Théoréme 4.2.4. Soit 1/f(1) fonction de Markov et supposons que les valeurs f,gj) pour 1 < j< k<M
p(1)

sont calculées via (4.26) en utilisant la précision arithmétique finie avec précision machine €. Notons R/ la

fonction continue exacte construite avec les coefficients (inexactes) f1 ,. cy fM supposées strictement

positives. Alors
3ke

W’R( )(Zk)\

k=1,....m: [R () — fD(z)| <

Démonstration. Considérons les fonctions rationnelles issues par (4.28) et données par

Z—Zj

= (M #(M .
RS\/I)(Z):f](W), et pour tout j =M —1, M —2,...,1: R%( ) = f(] R(]T (4.30)
v (2)
On montre alors par récurrence sur k — j que
- 3le
= (U ) RE (), 1074] < ey avee v = T (4.31)

Le cas k = j est évident puisque par définition, f](j ) = RS\]}(zj). Supposons a présent k > j. On peut noter

pour tout k > j

b~z = (o —2) (L), S — 17 = (B = TN+ A, (4.32)
Z;_:;j . Z;_:/Zj (1_1_9‘ ) (433)
— = | = | ——— k .
k J fk fj

ol [0 kl, [Ajkl, 105k < e et alors

1 (7 z z
f(l)(zk) = lgl)(l +€1k)s fngJrl) = ﬁij(l +Ej41k)
f(J) _ f(])
k k

ou €1 provient de I'arrondi de f(l)(zk) et €41, provient des erreurs dans (4.32) et (4.33) et on montre
alors que |gj414| < 125 [55, Lemma 3.5].
On peut noter a l'aide de (4.30) et (4.31) valable pour j + 1 par hypothése de récurrence que

IO =R () = 79— 77— (R (=) - 77
B Zjﬁum(l +eje10) = (RS} (1) = 7))
k

_ Rk T Z (1 + €j+17k) (R(j)(z 7(5)
= — - k)= f;7)
RU () 1+ dj41k M ’
L+ejt1k 507) 7(9)

= = —1)(R - f
T - (R ) = 1)
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On obtient finalement (4.31) en observant que \R%)(zk)—ﬂ(»m = RE\? (zk)—Rg\ZI) (z5) < Rg\jj) (zx), par hypothese
f}j) >0 pour j=1,..., M et par I'inégalité

‘(1 + €11,k _ )’ ‘(5j+17k - 5j+1,k)‘ < |5j+1,k| + ‘5j+1,k| < |5j+1,k| + Ve—j—1

L+ 0541 L+ 3541k T+0kl 1=y
3(k—j—1
_ legeial + A 1-3(k—j—1)%+3(k—j - 1)e
3(k—j—1)e 1= i 1)2- — i
- 25 1-3k—j—1)2c—-3(k—j7—1)e
3(k—j)e
ST 9 os = Yk
1—-3(k—j)2
On en déduit alors le résultat du théoréeme pour le cas j = 1. O
Remarque 4.2.5. Des expériences numeériques répétées ont fait apparaitre le fait que les coefficients f’,ng)

du théoréme 4.2.4 ne vérifient plus la positivité lorsque I'erreur R;-l)(z) — fW(2) pour z € [c;d] est proche
de la précision machine.

Afin de pouvoir prouver le théoréeme 4.2.2, nous énoncons ici un lemme, partiellement connu du probleme
des moments classique de Stieltjes & changement de variable pres, voir [6, Section 5.2 et 5.3] ou [18, Theorem
V.4.4]. Dans la suite de cette section, on suppose que «a < 3 < z7.

Pour toute fonction g analytique dans un voisinage d’un point z;, on définit la matrice de Hankel &
I'aide des coefficients de Taylor en z; par

gi gi+1 cee 9n+i
gi+1  gi+2 -+ Gnti+l > .
H)(9) = | : ]9 =gz —=2) (4.34)
: : : 20
In+l Gn+i+1  --- G2n+l

Dans [6, Theorem 5.3.1], les auteurs donnent une condition nécessaire et suffisante sur les matrices de
Hankel associées pour qu’une fonction analytique soit une fonction de Stieltjes. En nous en inspirant, nous
donnons un résultat similaire pour le cas des fonction de Markov.

Lemme 4.2.6. Si [ est une fonction de Markov avec mesure positive d support infini dans [c; 8], alors pour

tout n = 0, les matrices de Hankel H%O)(f) sont définies positives, et les matrices de Hankel ’HS)(f) sont

définies négatives. Inversement, si f est analytique dans C\[c; 8], avec matrices de Hankel ’Hg))(f) définies

(1)

positives et Hy ' (f) définies négatives pour tout n > 0, alors f est une fonction de Markov avec mesure
positive p & support infini dans [o; B].

Démonstration. Supposons dans un premier que f est une fonction de Markov avec mesure a support infini
inclus dans [a; 3] et notons pour tout j > 0, f; := [ f #(?—m)j les moments de p qui sont les coefficients

du développement de Taylor de f au voisinage de z;. Alors pour tout p = (po,p1, - -.,pn)’ € R

n

L B A
PHO D=3 S ity = [ (Y P duGe)
=0 o

P — O(x—zl)j (x — 21)

<

:/aﬁle_xp( L 2y >0
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avec P(z) =377 pjz? € Py. De la méme manitre on montre que pour tout p = (po,p1,...,pn)’ € R*TL
pT’Hg)(f)p < 0. Plus généralement, pour tout p = (pg,...,pn)" € R™*! et touts I,n > 0,
Tas(0) A 1 Y
p Hy' (f)p = P( )du(z) avec P € Py, (4.35)

o (z1—2)(x—20)" ‘-2

Ainsi, si [ est paire alors pTHg)( f)p > 0 et si [ est impaire, alors pT”Hg)( f)p < 0 d’aprés nos hypothéses de

départ. On en conclut donc la premiere partie de notre théoréme lorsque [ =0 et [ = 1.

Supposons & présent que nous disposions d’une fonction f analytique dans C\[«; (3] avec matrices de
Hankel 7—[7(10)( f) définie positive et 7—[%1)( f) définie négative pour tout n > 0. Considérons les approximants
de Padé p,,/qm de type [m — 1|m] de f en z;. D’apres [6, Section 1.1, equation (1.8)], le dénominateur ¢,
est donné par

fo N fm
inl2) = fm.—l f2’n.z—2 fzr;z—l
(z—20)™ ... (z—2) 1
fo—Gz-—2)i fH-(G-2)fz ..  foa—(z—21)fn
_ fi—G-—2)fe fo—(G-2)fs ... fa—(z—2)fnn
fm—l _' (Zl)fm fm - (Z _ Zl)fm—H cee f2m—2 - (Z'_ Zl)f?m—l

= det (Y1 (f) — (= — 20HO 1 ().

De plus, d’apres lidentité du déterminant de Sylvester [6, Theorem 1.4.1], il existe une récurrence a 3
termes pour tout triplets de dénominateurs consécutifs une fois le signe des coefficients connu. On voit
alors que la suite des dénominateurs est une suite de Sturm. Plus précisément pour tout z € R, la suite
M(2) = {gm(z),m > 1} est une suite de Sturm c’est-a-dire que ¢,—1(2)gm+1(z) < 0 dés que ¢, (z) = 0. En
effet, on peut vérifier d’apres l'identité du déterminant que

Gm—1(2)gm+1(2) <0, dés que gn(z) =0 (4.36)
pour tout m > 1 et donc pour tout z € R, M(z) est une suite de Sturm. p,, /g, posseéde alors m pdles
distincts &1, ..., Tmm € (—00; 21) et ses résidus sont positifs. En effet, on peut noter que

— qo(z) =1;

—q(z)=fo—(z—21)f1:

— @) =qi)(fo— (z—21)fs) — (fi — (2 — 21) f2)?
et ainsi de suite. De plus, ¢, (21) = det (7—[59(]“) > 0 et pour tout z, ¢, (z) = det ( — z?—[%)(f) - (—7—[(0) —
le%)(f)D d’ott g (—00) = (—1)™00. Or, q1(21,1) = 0 lorsque 211 := 21+% < 21 par hypothese, g2(21,1) <0

d’apres (4.36) et g2(21) = det (’Héo)(f)> > 0 et ga(—00) > 0, d’ott il existe 291 € (211;21) et 222 € (—00; 211)
tels que g2(22,1) = 0 et g2(22,2) = 0. Par récurrence immédiate, on trouve que ¢y, possede m racines distinctes
Zm,j pour j = 1,...,m dans l'intervalle (—oo; z1) avec sign(gm—1(2mx)) = (—1)¥*1. Or d’aprés [6, Section
3.5, equation (5.18)],

det (H()) (2 — )2
Qm+1(z)qm(z)

Pm+1/Gm+1(2) — Pm/qm(2) = (4.37)
d’0tt Prr1(2)@m(2) — Pm(2)gma1(2) = (2 — 21)?™ det (Hgg)(f)) > 0 d’ou sign(pm+1(2)) = sign(gm(2)) si
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gm+1(2) = 0. Or, sign(gm41(2mi14)) = (=1)**, et comme gy 41(21) > 0,

= (—=1)*!, et donc M >0
Z=Zm+1,k Om+1 Z) Gm+1(2)=0

sign | — z
g dm+1
d’ou les résidus sont pOSitifS, On peut donc écrire pour tout m,

Bd m
pm(z) — / Vm('fv)7 Uy, = Zaj,m(satj,m-
j=1

Gm(2) a 22—

En prenant v une limite faible de la suite (vy,)n, avec supp(v) C (—o0;z1), on peut conclure que py,/qm
tend vers la fonction de Markov g(z) = [ i%(”? sur tout sous-ensemble compact de C\(—o0, z1]. On observe

a présent que, pour tout v > z1 et k > 0,

(k) dv(a ) (» ) (s
. k!w) :/(7—;)i+1 < (-1 k(' U o k:(' !

ou la derniere égalité provient de la condition d’interpolation des approximants de Padé. Par hypothése sur
f, la k° racine de ’expression de droite a une limsup > 0 ne dépendant pas du choix de «. En choisissant
~ suffisamment proche de z;, on conclut que g est analytique sur un voisinage de z1, et alors g = f par
unicité. Enfin, le support de v est inclus dans l'intervalle [o; 8] puisqu’une fonction de Markov ne peut pas
avoir de continuation analytique sur le voisinage d’un point de supp(v). ]

0<(-1)

Démonstration du Théoréeme 4.2.2. Nous démontrons le résultat uniquement pour le cas j = 1, les autres

cas s’en suivent. Soit donc f) =1 /f avec f fonction de Markov avec mesure p & support infini inclus dans

[o; B]. Puisque f(z) # 0 pour z ¢ [o; 3], f(V) est analytique sur C\[a; S]. Il en est de méme pour la fonction
FO(z) = fV (=)

g9(z) == — .
z Z1

De plus, puisque f est une fonction non-réelle sur C\R et strictement décroissante sur R\ [o; 3], on observe
également, d’aprés (4.27), que f3) = 1/g est analytique sur C\[a; 8]. Par conséquent, d’aprés la premiére
partie du Lemme 4.2.6 appliquée a f, les matrices de Hankel associées a 1/ f @

1 1

Fy) =MD (s et = 1D () = 1)

sont définies positives pour tout n > 0. D’apres la seconde partie du Lemme 4.2.6 appliquée a la fonction
g=1/f (2)_ il ne nous reste plus qu'a montrer que les matrices de Hankel

) = HOGD), et — 1D () = ~HP ()

f@
sont définies positives pour tout n > 0.

i (

HO(

A Taide de la formule d’identité du bigradient d’Hadamard [6, Theorem 2.4.1], on obtient pour touts
m,n 2 0 les égalités de déterminant

—m 1
det (H;m)(f(l))) - (_1)(n+1)+(m—1)(m—2)/2f(1)(Zl)m+2n+1 det (Hif+n_)1( )>’

)
et alors
det (Hg))(f}m)) = det (HP(FM)) = (=1)"H F D (1) det (ngf(ll))) >0 (4.38)
(—=1)™*! det (Hﬁf)(f(ll))) = (=)™ det (HP (fD)) = fO (1) det (Hﬁ?jl(f(ll))) >0  (4.39)
ce qui nous permet de conclure avec le résultat du théoreme. O
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4.3 Applications aux matrices de Toeplitz et expériences numériques

Considérons & présent une matrice A € R"*" Toeplitz symétrique définie positive et fI¥ : 2z — I A d“ )
fonction de Markov avec —oo < o < < +00 et p une mesure positive a support dans [«; 5]. Nous Venons de
voir comment approcher la fonction fI# & P’aide d’interpolants rationnels d’ordre [m — 1|m]. En combinant
cette information avec la théorie des ensembles K-spectraux, I'erreur absolue et relative d’approximation de
la fonction de matrices f1 (A) par cet interpolant appliqué a la matrice A sera donc bornée par un multiple
Ierreur absolue ou relative respectivement obtenue sur l'intervalle contenant le spectre de la matrice A, soit

179C4) = o (DA < K = (£ e (4.40

ou

#] 1]
1T = i (F1) (A) F(A) 1) < KHf—<f>

2 loom (4.41)

pour un ensemble E contenant le spectre de la matrice A. Comme la matrice considérée A est symé-
trique, elle est donc normale et alors d’aprés 'exemple 1.3.4, |[fIH(A) — r, (F1H)(A) fFH (A )_1|| < ||f[“]

P () oo o) < 5P = rin(F)lloc,e et 1T = rin (SN (A < A = rn(F ) oo oty < IETE o
d’ou K = 1 dans (4.40). A T'aide des différentes formes de nos interpolants énoncees en sous- sectlon 4.2
I'implémentation de la fonction de matrice f (A) va s’avérer moins coiiteuse que le calcul direct de la
fonction de matrice f(A) en arithmétique Toeplitz-like lorsque A est une matrice Toeplitz-like et m petit.
Dans cette section, nous donnons dans un premier temps des résultats sur I'implémentation des r,,,(A4) pour
m > 1, en particulier concernant le rang de déplacement de ceux-ci. Puis nous illustrons nos résultats par
plusieurs expériences numériques en implémentant nos interpolants rationnels sous leurs différentes formes
en différentes matrices de Toeplitz réelles symétrique définies positives et en comparant les erreurs relatives
obtenues pour différents indices m.

4.3.1 Interpolants rationnels en arithmétique Toeplitz-like

Comme nous 'avons cité plus tot, si f(A) n’est pas nécessairement de faible rang de déplacement, en
revanche 7, (f*)(A) un approximant rationnel d’ordre [m — 1|m] appliqué & la matrice A est de rang de
déplacement au plus O(m(p + 1)) d’apres le corollaire 2.3.10 lorsque ¢ est le rang de déplacement de A.
Nous prenons a chaque fois un interpolant rationnel aux points d’interpolation donnés par (4.16), ce qui nous
permet alors d’atteindre une précision 6 > 0 pour m = O(log(1/d)), avec une constante cachée dépendant
uniquement du bi-rapport de «, 3, c et d. En effet, dans nos simulations numériques ci-dessous, le rang de
déplacement de r,,,(A) (aprés compression) grandit au plus linéairement avec m, et parfois méme moins si
la précision augmente.

Théoréme 4.3.1. Soit fH : 2 — f*B dZ“ x) une fonction de Markov avec supp(p) C [a; 8], § > 0, m > 1,
A € R™™ matrice Toeplitz-like symétrique avec rang de déplacement p et spectre inclus dans l'intervalle réel
[¢;d] avec ¢ > (. Notons également 7, (f") le Padé multipoint de f™ de type [m — 1\m] (en arithmétique
exacte) aux points d’interpolation (4.16) dépendant uniquement de m, «, 3, ¢,d. Alors pour m = O(log(1/9)),
T (fI)(A) est de rang de déplacement O(mp) et est un approzimant de fW(A) de précision (relative) O(6).
De plus, le calcul numérique des génémteurs de oo (fNY(A) avec T (fM) donné par les techniques
des sections 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.8 a laide de [’algébre des matrices Toeplitz-like posséde une complexité

O(mp®nlog®(n)) pour les 2 premicres approches, et O(m?pnlog?(n)) pour la fraction continue de Thiele.

Démonstration. Nous démontrons la deuxieme partie du théoreme, ot nous omettons le cotit de calcul des
poles/résidus ou autres parameétres qui sont de complexité O(m?), ce qui est négligeable devant la dimension
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n. La décomposition en éléments simples (4.23) dans la partie 4.2.1 semble étre la maniére la plus facile
d’implémenter les générateurs de 7, (f [“])(A) : en effet, il nous suffit de calculer les générateurs de chaque
résolvante (A — z;1)~! (de rang de déplacement borné par p + 1 d’apres la proposition 2.3.4), combiner
et compresser. Ici le travail principal consiste a calculer m fois les générateurs d’une résolvante, puis de
résoudre au plus 2m(g + 1) systémes avec matrices de Toeplitz, ce qui nous amene a la complexité énoncée.

La représentation barycentrique de la section 4.2.2 nécessite de calculer séparément les générateurs de

Zif(tj)ﬁj(fl—fjf)*l Zﬁy — 1)
7=0

de rang de déplacement au plus (m + 1)(o + 1), puis ceux de Q(A)~! et finalement ceux de P(A4)Q(A)~!
avec un cott de 'ordre de 4 fois celui du cas discuté avant.

Enfin, pour assurer la stabilité de la representation (4. 25) en section 4.2.3, on utilise une évalua-
tion inverse de Rga(A) via (4.28), ce qui nous amene a Rg (A) = f22m)I et R( m(A) = f T+ (A —
)R(J—H)(A)_1 pour j = 2m — 1,2m — 2,...,1. Par conséquent, le colit principal provient du calcul des

generateurs de l'inverse de R(j Jrl)(A), de rang de déplacement au plus (p+ 1)(2m + 2 — j)/2, rang obtenue
a l’aide de la proposition 2.3.9 en démontrant par récurrence que le numérateur et le dénominateur de Ré]n)l
sont de degré < (2m —j +1)/2. O

4.3.2 Expériences numériques

Nous notons & partir de maintenant les Padé multipoints d’une fonction de Markov f (] sous la forme
) au lieu de rm(f14) afin de faciliter nos futures notations.
Lors de notre étude, pour éviter le calcul explicite de la fonction de matrice f [“](A), nous proposons ici
deux types de bornes supérieures dans le cas matriciel. En observant que (f ] (A))~2 est plus facilement
implémentable que (f1*(A))~! avec f*! défini au théoréme 4.1.4, nous présentons une premiere borne issue
de la proposition 4.1.4 sous forme de résidu pour la fonction racine carrée inverse. Dans un deuxiéme temps,

par la proposition 4.1.4, I'erreur relative ne change pas beaucoup si I'on remplace f¥ par r[“ ] ,,/ bour une

petite valeur de m'.

Corollaire 4.3.2. Sous les mémes conditions que la proposition 4.1.4, soit A € C"*™ une matrice symétrique
telle que E = o(A) C C\[o; B]. Alors pour tout m > 1, nous avons la borne résiduelle

1 1
I = () < T = AP (A= aD) (A= B, (4.42)

a
ot ¥(z) = e - V‘O)tl(ﬁ_) et i) interpolant d’ordre [m — 1|m] de la fonction de Markov f*) au théoréme

4.1.4. Si de plus n2,, < (V2 —1)2

~ 2m+2m/

4ij i p(2) — ¢(z)
0:=—"—=¢€(0,1), 7:=max T
(1—7)? 1) 2€E ‘ .:!;[H 1- SD(Z)SO(ZJ')‘
on obtient la borne a posteriori
-1 1406 -1
|1 =) () < I —r Ay (r @)



Démonstration. D’apres la proposition 4.1.4,

flul LN g
H f[#] HLOO(E) S Hl B (%) HLOO(]E) - Hl = () (F) HLOO(IE)

ol % (z) = el . Pour cette mesure, f(A) = /[a[(A — al)~V/2(A - BI)~1/2, don (fV(A))~2 =

(z—a)(B—2)
‘a|( al)(A — BI) et on obtient la premicre inégalité pulsque pour A € C™*™ symétrique et E = o(A),
~1
I — [u] ( ) p([_r%]( )(f[u](A)) )= |l1— f[u HLOO , de méme pour HI—r[ ]( A)? ﬁ(A_
al)(A—BI)|.

Pour la deuxiéme inéquation, on reprend largument (4.7) en remplagant m par m + m' : considérons
I'ensemble des polynémes de la forme @ = PQ,, avec @, polynéme issu de (4.7) et P € P, /, et on obtient

fiHl(z) — T}firm, (2) ) 2m+2m’
‘ f[li}(z) — 747[7/;](2) ‘ S degP<m P2 H HLOO ([e; 13] w(z) - j:£[+1(z - Zj)'

En reprenant la preuve de la proposition 4.1.4, on peut conclure que pour z € [E,

1—r (2)/f¥(2) 477 4
m+m < 1 () < —2Pm 4.43
| 1= ) f(z) ‘<<1—ﬁ>2’ 1=l @IME < = < (443)
avec 1) défini précédemment. On pose alors § = (1%72)2 € (0,1). Par conséquent
- —rli)(2)/ £V (2) - ot ) | 1= rlfl(z)/£0(2) |
L=l @)t W) TGy i (z) — i) () ) (2)
o [t ) 1- )/ ()
S T =l )/ ()] = 1= () f1(2)]
e ) 1
< fll(z2) 1—r£:]+m,(z)/f[u](z)|
a ’ =il (2)/ f1#] (2)
7"[“} /(Z) 1 TM /(Z)
m+m m+m
S 1—5‘ flul(2) ‘ S 1—5<1+|1_ flHl(2) |)
1 rlﬁ}(z) 1+0
s <(+e- ol <5

et le résultat énoncé sur les matrices est démontré en observant comme pour la premiére inéquation que pour

-1 —1
lamatrlcesymetrlqueA | I— 'r[“]( )(f[“](A)) Hz”l—ﬁ[ﬁ](f[“]) ||L &) et [[1— r”]( )(r%hm,(A)) | =

Hl T'r[n] (T[Mlm/) ”Loo (]E) D

Remarque 4.3.3. A [laide de ce résultat, nous pouvons a présent améliorer la borne supérieure énoncée au
corollaire 4.3.2 : en effet, pour toute matrice A € C"*™ symétrique telle que E = o(A) C [¢;d] C C\[e; f], en
combinant la proposition 4.1.4 avec la borne supérieure (4.18), lerreur relative pour l'approzimant rationnel

(1]

T, elle-méme bornée par (4.17)

12— rlda) (7)) < ol <A>2;‘<A —al)(A~ BI)]| < 8> /(1 - 207, (1.44)
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avec 0 = exp (WM) pour tout m = 1. Nous allons voir plus tard dans ce chapitre que pour une

matrice A symétrique avec spectre dans un intervalle [c;d] C R, les expériences numériques font état de perte
de cette inéquation d cause de la précision finie lors de l’évaluation sur ordinateur de nos Padé multipoints
appliqués a cette matrice. Plus précisément, 'erreur relative pour Tlf;] se comporte de manicre erratique dés
que celle-ci vient dépasser notre borne supérieure a priori. Dans le but de ne considérer que des ordres pour
lesquels Uerreur relative reste en dessous de cette borne, nous définissons une méthode de recherche d’un
ordre m pour lequel erreur est minimisée tout en restant inférieure a la borne énoncée. Pour ce faire, nous

suggérons de calculer 7“7[,’14 (A) et r%](A) pour m=1,2,... et stoppons au dernier indice apres lequel I’erreur

[v]

résiduelle est plus grande que 5 fois la borne supérieure estimée pour pour ry, , soit quand

1
1T - r,Lzl(A)ﬂ(A —al)(A = BDriYI(A)]| = 400%™ /(1 — 20°™)2. (4.45)
Q@
Dans les résultats numériques qui suivent, nous indiquons tous les indices m pour lesquels I’équation précé-
dente est vérifice a laide de marqueurs. Il est a noter que le critére d’arrét énoncé ne nécessite pas le calcul
explicite de la fonction de matrice f¥ (A) et semble trés bien fonctionner en pratique.

o Thiele
\ * Barycentric ]
& Partial Fractions

— = Upper Bound

1010k 1070

10712 10712 jgie

1oL 1014 1oL

1016 1016 L L L L 15 L [ 1016

FIGURE 4.1 — Erreur relative L* sur 'intervalle [c;d]| des interpolants rationnels de type [m — 1|m] de la
fonction de Markov f#(z) = ﬁ avec « = —00, B =0,d =1 et c € {1/2,1073,107°} (de la gauche vers
la droite). Pour chaque ¢ et m, nous prenons les points d’interpolation quasi-optimaux (4.16) dépendant
de m et a; 3, ¢, d, et affichons lerreur relative de ces mémes interpolants (en ligne pleine noire) composés
avec les 3 différentes méthodes d’implémentation : & ’aide d’une représentation en éléments simples de la
sous-section 4.2.1 (marqueurs triangulaires), d’une représentation barycentrique (marqueurs étoilés) et d’une
représentation en fraction continue (marqueurs circulaires). La 4éme donnée en une ligne pointillée rouge
nous donne la borne supérieure a priori (4.17).

Exemple 4.3.4. Dans la figure 4.1, nous avons représenté ’erreur relative L*([c; d]) des mémes interpolants

rationnels TL’{] sous différentes formes (éléments simples, barycentrique, fraction continue de Thiele) pour la

méme fonction de Markov fI(2) = 1/y/2z auz points d’interpolation (4.16) en fonction de m. Nous avons ici
discrétisé lintervalle [c; d] en 500 points en cosinus, entrées d’une matrice diagonale A. En théorie, toutes les
courbes devraient avoir un comportement identique et rester en dessous de la borne supérieure a priori (4.17).
Cependant, en précision arithmétique machine, on observe qu’une fois que la méthode d’implémentation et
c sont fixés, la courbe d’erreur traverse une premiere fois la borne supérieure da priori puis décroit rarement,
augmentant méme parfois. Nous utilisons des marqueurs sur les différentes courbes pour les indices m
satisfaisant la condition de la remarque 4.3.3. Si on note m' lindice tel que m’ + 1 est le premier indice
satisfaisant cette condition, I’erreur pour m' est en-dessous de la borne a priori et la passage au-dessus de
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cette borne s’effectue entre les indices m’ et m' +1. De plus, on peut observer lors de différentes expériences
numériques que lerreur pour m > m' n’est jamais plus petite que 1/10 fois que lerreur pour m'. Ceci
confirme alors que notre critére d’arrét fonctionne bien en pratique. On peut remarquer sur nos graphiques
que pour les 8 méthodes, 'erreur relative finale est du méme ordre de grandeur, non loin de la précision
machine, et croit modestement avec d/c. Nous allons voir plus loin que cette observation n’est plus valable
st on évalue nos interpolants sur des matrices générales au liew de matrices diagonales.

Nous considérons dans les expériences suivantes des matrices de Toeplitz réelles symétriques définies
positives avec spectre dans un intervalle donné [c; d], ou les différentes opérations se simplifient et on a les
estimations d’erreur

I
[l 4yl ] _ .0l Ay gl -1y < [P
Hf (A) "m (A)H < ”f "m HLOO([c,d])v HI "m (A)f (A) H < H f[“] HLOO([C,d])

Nous présentons a présent des simulations numériques sur matrices de Toeplitz symétriques de taille
n x n pour n = 500, 2000 avec spectre dans un intervalle réel [c; d] tel que ¢ > 8. Afin de mettre en lumiére
toute notre théorie, nous observons dans chaque figure correspondante des valeurs propres Amin €t Amax
fixées et une fonction de Markov fixée. Dans les graphiques ci-dessous, on observe de gauche a droite les cas

i. arithmétique Toeplitz-like avec [¢; d] = [Amin; Amax] ;
ii. arithmétique Toeplitz-like avec [¢;d] = [%)\min; 2Amax] ;
iii. sans arithmétique Toeplitz-like, [c; d] = [Amin; Amax] ;
iv. [¢;d] = [Amin; Amax), matrice diagonal d’ordre n x n avec éléments diagonaux en cosinus dans [¢; d]

sans arithmétique Toeplitz-like ;

A Taide de cette configuration, nous allons pouvoir mesurer 'impact du choix de l'intervalle sur lequel
on approche par rapport a l'intervalle spectral de notre matrice en comparant i. et ii.. Egalement nous
pourrons comparer 'arithmétique Toeplitz-like par rapport & une arithmétique en matrice pleine a 1’aide
des affichages i. et iii. . Enfin nous verrons I'impact de la non-commutativité de nos matrices, dii a la précision
en arithmétique finie, a ’aide du cas iv. que nous pourrons comparer aux 3 autres. Dans chaque cas, nous
étudions les 3 formes possibles (4.23), (4.24) et (4.25) de nos Padé multipoints it et affichons I'erreur
relative ||I — ) (A) fI¥1(A)~Y| dans chaque cas & P’aide d’une courbe noire. Nous signalons les différentes
représentations a l'aide de différents marqueurs : des marqueurs triangulaires pour la représentation en
éléments simples, étoilés pour la représentation barycentrique et circulaires pour la forme fraction continue
de Thiele. Comme pour la figure 4.1, nous affichons les marqueurs de chaque représentation pour tout indice
m > m' tel que m’ est le premier indice pour lequel I’équation (4.45) de la remarque 4.3.3 est vérifiée. Nous
affichons également en rouge la borne supérieure a priori sur chaque graphique. Notons que le calcul de
lerreur relative nous oblige & calculer f1 (A)~! & I'aide des commandes intégrées de Matlab comme logm
ou sqrtm, ce qui nous a amené a considérer des matrices de taille modérée.

Exemple 4.3.5. En figure 4.2, nous présentons l’étude de I’erreur d’approximation rationnelle de la fonction
de matrice log(A)(A — 1)~ avec A € RY9%50 matrice de Toeplitz symétrique définie positive avec valeurs
propres extrémales Apmin = 25,1918 et Apax = 129,5678 et conditionnement de 5,1433, et ou la fonction
f:z—log(z)/(z—1) est une fonction de Markov avec o« = —oo et f = 0. En notant ) le Padé multipoint
d’ordre [m — 1|m] de flH(z) = @, on approche log(A) par (A — I)m[,’f] (A), ce qui nous améne d la méme

étude que ’approximation de f[”](A) par r%](A). On observe alors

a. Dans les 4 cas 1., ., ii. et 1v., le critére d’arrét de la remarque 4.5.3 fonctionne parfaitement : pour
tous les indices m inférieurs a m’ le premier indice vérifiant (4.45), Uerreur relative est inférieure
a la borne supérieure a priori, et pour les indices supérieurs a m’, Uerreur relative reste au dessus
de la borne supérieure a priori;

116
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FIGURE 4.2 — Erreurs relatives d’approximation || — ) (A) fIH(A)~Y|5 avec fIM la fonction de Markov
fH(z) =log(2)/(z — 1), A € R%00%500 matrice de Toeplitz symétrique définie positive avec valeurs propres
extrémales Apin = 25,1918 et A\pax = 129,5678 et un conditionnement de 5,1433 et Tlﬂ] Padé multipoint
aux points optimisés (4.16).

b. Dans le cas iv. avec matrice diagonales a éléments diagonaur en cosinus, les & méthodes d’évaluation
de 1 (A) sont équivalentes comme pour la figure 4.1 ;

c. Dans les cas i. a iii., la représentation barycentriqgue semble moins bien fonctionner que les autres
méthodes et traverse la borne supérieure a priori bien avant les autres méthodes d’implémentation
de linterpolant rationnel;

d. Les représentations barycentrique et fraction continue de Thiele ont un comportement similaire et
atteignent une erreur minimale de l'ordre de 10710 ;

e. les modéles i. et ii. permettent de conclure que l’élargissement de lintervalle d’approximation [c;d]
ne permet pas de réduire l’erreur, et mécessite un mombre plus grand d’itérations pour obtenir la
méme erreur que dans le cas [¢;d] = [Amin; Amax) ;

f. Pour mesurer la complexité, on peut noter que le rang de déplacement de r,,,(A) dans les cas i. et ii.
croit avec m, d’abord linéairement puis se stabilise autour de 22 (pour la forme Thiele et éléments
simples, le double pour la forme barycentrique), une fois une bonne précision atteinte.

Les observations a. a f. pour la matrice en figure 4.2 peuvent étre également faites pour d’autres

matrices de Toeplitz symétriques définies positives, du moment que leur conditionnement reste modeste, a
savoir inférieur a 10. Notons que pour o = —oco et § = 0, le conditionnement d’une matrice A est donné par
le birapport donné par (4.14) (pour les cas i., ii. et iv.) et détermine le taux de convergence asymptotique
(4.17), essentiellement la pente de notre borne supérieure a priori.
Cependant, ’observation n’est plus valable lorsque le conditionnement de A est plus grand que 10. Pour
éviter le probléme du conditionnement de nos matrices, nous reprenons la méthode de scaling and squaring
énoncée par Higham dans [57, Chapter 11.5] et [58], méthode que I’on peut appliquer a la fonction logarithme
et aux puissances fractionnées x +— x”7 pour tout v € R de la maniére suivante :

log(A) = 2’ log(AY?), A" = ((AW‘)”)QZ. (4.46)

Il nous faut alors d’abord calculer ¢ racines carrées Ag = A, et A; = /A1 = (Aj_1)1/2 pour j =1,...,¢
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avec £ sélectionné de telle sorte que
cond (AM2) < (d/e)"/* < 10, (4.47)

Pour calculer ces racines consécutives, nous choisissons d’utiliser la méthode itérative de Newton sous sa
forme Newton DB produit vérifiant la plus grande stabilité donnée au chapitre 3, section 3.2.1. Notons pour
B matrice de départ dont on souhaite calculer la racine que les matrices itérées M; vérifient My — I =
X, B~1X}, — I, ce qui nous donne le résidu de la racine carrée B = BY/2 en corollaire 4.3.2. Afin d’assurer
la stabilité et la précision asymptotique démontrées pour pp = 1 au lemme 3.2.9 [57], nous suggérons de
procéder en deux phases : dans une premiére phase nous appliquons la méthode de Newton DB produit

4
avec parametres (3.12) jusqu’a obtenir luf k < 1073, puis pour k > K, nous prenons les parameétres pu, = 1,

la convergence quadratique des matrices iktérées de Newton-DB produit assurant dans une deuxiéme phase
d’atteindre une haute précision apres 3 itérations supplémentaires.

Une fois que l'on a calculé A/ 22, nous évaluons notre interpolant rationnel de la fonction de Markov f en
la matrice AY/ 22, puis nous appliquons le squaring ou renormalisation afin d’approcher f(A). Dans les cas
i. ii., nous effectuons le scaling en arithmétique Toeplitz-like. Notons que le colit de calcul des interpolants
rationnels en une matrice est plus élevé que le cotit de calcul nécessaire pour la méthode de scaling et
squaring, du moins pour des conditionnements inférieurs & 10 ou il nous faut calculer ¢ < 3 racines carrées
et au plus 8 itérations de Newton sont nécessaires pour atteindre la convergence pour la racine carrée.

Exemple 4.3.6. En figure 4.3, nous présentons sur les graphiques de gauche les erreurs relatives ||I —
] (A)/log(A)|l2 avec i) Uinterpolant rationnel auz points optimaux (4.16) sous forme de fraction continue
scaled avec la méthode de Newton-DB (ligne bleu) et Newton-DB produit (ligne rouge) avec X,, construite
a laide de larithmétique Toeplitz-like (graphique supérieur) et a l'aide de l’arithmétique pleine (graphique
inférieur). Nous y représentons également la borne supérieure d priori (4.17). Sur la droite sont affichées
les erreurs relatives ||I — X, A=Y2||3 avec X,, obtenue par la méthode de Newton DB et Newton-DB produit
en arithmétique pleine. Pour une des 2 variantes de Newton, on démarre avec Xg et on calcule les matrices
itérées X, de cette méthode pour approcher AL/2! jusqu’a atteindre la convergence avec une matrice itérée
X, puis on on redémarre une itération de Newton avec un premier terme Yy = X pour approcher X;/Q que
l’on suppose proche de AY2 . Comme cond(A) = 1,314 x 103, 2 implémentations de la méthode de Newton
suffisent a obtenir une racine 2%2éme telle que cond(A1/22) < 10 pour ensuite appliquer nos interpolants
rationnels en les points (4.16) sous la forme 2%r,,(AY?%).
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FIGURE 4.3 — Erreurs d’approximation relative ||I — ] (A)f1(A4)~1|3 pour la fonction de Mar-

kov flH(z) = log(z)/(z — 1) avec i) implémentée sous forme de fraction continue de Thiele
scaled (& gauche) pour A € R2000%2000 yatrice de Toeplitz symétrique définie positive avec
o(A) C [0,232;304,92] et conditionnement 1,314 x 103, en I'arithmétique Toeplitz-like (en haut)
et arithmétique pleine (en bas), et erreur relative pour approximation AY/2° (a droite) par les
méthodes de Newton-DB et Newton-DB produit avec Xg = A et u, optimisés jusqu’a atteindre
une tolérance de 1073, puis p,,, = 1 pour tout m.

On peut observer dans nos graphiques que 'erreur relative finale pour les méthodes scaled Thiele et
scaled éléments simples est dominée par l'erreur relative finale pour I'approximation de la racine carrée
A; = A2, Ce comportement semble logique étant donné que cette matrice posséde le pire conditionnement
parmi les matrices A;, ce qui va influencer I'erreur relative apres application de nos interpolants rationnels.
De plus, nous avons pu observer apres de multiples simulations numériques comme présentes ci-dessus que
la méthode de Newton DB produit offre des résultats similaires aux autres formulation de la méthode de
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FIGURE 4.4 — Résidus ||[I — T%](A)A_lr[my](A)Hg (graphiques supérieurs) et erreurs relatives |I —
r%‘](A) (A2 (graphiques inférieurs) pour A € R2000x2000 Toeplitz symétrique définie positive avec
v

Amin = 1, 3485, Apax = 72,6864 et conditionnement 53,9025, fI¥(z) = &%) fonction de Markov, iy donné

en proposition 4.1.4 et i Padé multipoint de fI* d’ordre [m —1|m] aux points (4.16) sous forme de fraction

continue (marqueurs circulaires), éléments simples (marqueurs étoilés) et barycentrique (marqueurs triangu-
laires verticaux) ainsi que Thiele scaled (marqueurs triangulaires vers la gauche) et éléments simples scaled
(marqueurs triangulaires vers la droite).

Exemple 4.3.7. En figure 4.4 nous affichons pour une matrice A € R?000x2000 Toenlity symétrique définie
positive avec Amin = 1,3485 et Amax = 72,6864 et conditionnement 53,9025 et la fonction f[“](z) = % ,
les résidus ||I — ) (A)ATL,//L}(A)”Q (graphes supérieurs) pour les différents cas i. d iv. (de gauche a droite)

et les erreurs relatives ||I — i) (A FFH(A)o (graphes inférieurs) pour ces mémes cas  Uaide des dif-
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férentes formes d’implémentation de nos interpolants rationnels aux points optimisés (4.16). En plus de la
borne supérieure a priori, nous avons ajouté une borne supérieure associée a la matrice AL/ (en bleu) ainsi
que les erreur d’approzimation rationnelle (en noire) obtenue en évaluant nos interpolants rationnels de
fH(z) =log(z)/(x—1) en AY2" vig une décomposition en éléments simples (marqueurs triangulaires orien-
tés vers la droite) ou via une fraction continue de Thiele (marqueurs triangulaires orientés vers la gauche).
Ces 2 approches ont un comportement similaire d’aprés (4.47). Pour les résidus, on note par des marqueurs
(triangulaires, circulaires, étoilés) les indices m vérifiant (4.45) et on peut observer que ce critére fonctionne
trés bien et nous permet de bien signaler quand le critére (4.45) est vérifié. Une fois le premier marqueur
(triangulaire, circulaire ou étoilé) trouvé, on peut voir sur les graphes inférieurs que celui-ci désigne bien le

premier indice m a partir duquel nos Padé multipoints 7“,[7‘;] (A) dépassent la borne supérieure a priori (4.17).
Pour le choiz de la représentation de nos interpolants rationnels, on observe que les représentations bary-
centrique fonctionnent trés peu et qu’on ne peut atteindre qu’une tolérance de Uordre de 10~7 pour Uerreur
relative dans les 2 premiers cas i. et ii.. La représentation en fraction continue de Thiele permet elle d’at-
teindre une tolérance de U'ordre de 10710 et 1079 dans ces 2 mémes cas. Enfin, la représentation en éléments
simples ainsi que la fraction continue de Thiele scaled permettent d’atteindre une meilleure tolérance d’ordre
1012 et 10711 respectivement. Dans les cas iii. et iv. respectivement sur les mémes matrices en arithmé-
tique pleine et sur des matrices diagonales avec éléments diagonaux en cosinus avec méme intervalle spectral
que le cas i., toutes ces représentations se comportent bien, permettant d’atteindre une tolérance de 10~
pour les représentations barycentrique et fraction continue de Thiele pour l'implémentation en arithmétique
pleine, 10713 pour les autres représentations, et une tolérance de 1074 pour une matrice diagonale.

De cette premiere observation, on voit déja qu’un choix de représentation sous forme d’éléments simples
semble étre privilégié, ainsi qu’une représentation en fraction continue de Thiele dans le cas d’une matrice
bien conditionnée en arithmétique Toeplitz-like.

Exemple 4.3.8. En figure 4.5, nous affichons pour une matrice A € R2000x2000 Toeplity symétrique définie
positive avec Amin = 2,6246 et Apmax = 1224, 5 et conditionnement 466, 5583 et la fonction f[“](z) = % ,

les résidus || I — T%](A)AT%}(A)”Q (graphes supérieurs) pour les différents cas i. d iv. (de gauche a droite) et
les erreurs relatives || I — rifﬁ(A)f[“] (A)7 |2 (graphes inférieurs) pour ces mémes cas a aide des différentes
formes d’implémentation de nos interpolants rationnels auzx points optimisés (4.16). Comme précédemment
nous indiquons par des marqueurs triangulaires, circulaires et étoilés tous les indices supérieurs au premier
indice vérifiant (4.45) pour toutes nos représentations. Ici pour cette matrice A, les représentations bary-
centrique et fraction continue de Thiele de nos interpolants auz points optimisés (4.16) ne sont pas fiables
puisque dans les cas i. et ii. celles-ci ne permettent pas d’aller au-dela d’une tolérance de 107°, alors que
la représentation en éléments simples ainsi que la représentation en fraction continue de Thiele scaled per-
mettent d’atteindre une tolérance de 1070, Par conséquent, on peut penser d prioriser une représentation
en fraction continue de Thiele scaled lors de l'implémentation en arithmétique Toeplitz-like.
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FIGURE 4.5 — Résidus |[[I — T%]<A)A71T1[Z](A)H2 (graphiques supérieurs) et erreurs relatives |I —
7’7[#} (A)fIU(A)~Y|5 (graphiques inférieurs) pour A € R2000%2000 Toeplity symétrique définie positive avec
v

Amin = 2, 6246, Apax = 1224, 5 et conditionnement 466, 5583, fl(z) = % fonction de Markov, rm] donné

par la proposition 4.1.4 et ¥ Padé multipoints de fl¥ d’ordre [m — 1|m] aux points (4.16) sous forme de

fraction continue (marqueurs circulaires), éléments simples (marqueurs étoilés) et barycentrique (marqueurs
triangulaires verticaux) ainsi que Thiele scaled (marqueurs triangulaires vers la gauche) et éléments simples
scaled (marqueurs triangulaires vers la droite).
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FIGURE 4.6 — Erreurs relatives ||[I — rq[#}(A)f[“] (A)~Y|2 avec fIH(A) = A=1/3 et ¥ Padé multipoints aux
points d’interpolation optimisés (4.16) pour 2 matrices de Toeplitz définies positives : en premier une matrice
d’ordre 2000 avec valeurs propres extrémales Apin = 2,1 et Apax = 261,419 et conditionnement 124, 4853
(en haut) et la matrice du Laplacien en 1D d’ordre 499, i.e. la matrice avec valeur 2 sur la diagonale et

valeur -1 sur la sur- et sous-diagonale, avec valeurs propres extrémales Apin = 3,95 x 107°, Apax = 4 et
conditionnement 1,01 x 10°.

Exemple 4.3.9. Pour la figure 4.6, nous étudions l'erreur d’approximation de la fonction de matrice A —
A~Y3 pour 2 matrices de Toeplitz symétriques définies positives : Ay d’intervalle spectral [2,1;261,419] et
conditionnement 124,4853 et Ay la matrice du Laplacien de dimension 499, d’intervalle spectral [3,95 X
1075; 4] et conditionnement 1,01 x 10°. Etant donné que la fonction x + 7 est une fonction de Markov
uniquement pour v € [—1;0), nous modifions légérement l'approche définie dans (4.46), ce qui s’est par
ailleurs vérifié aprés plusieurs essais numériques qui ont montré que l'approche a l'aide de (4.46) entraine
une perte de précision : pour v € R, nous notons 2ty = k+~' avec k € Z et v € [—1;0), de telle sorte
que A7V = g(Al/ﬂ)(Al/zz)k avec g(x) = 27 fonction de Markov soit approchée par rm(Al/Qe)(Al/ﬂ)k avec
Tm tnterpolant rationnel de g. Pour le premier cas avec une matrice de Toeplitz symétrique définie positive
avec conditionnement 121,7, £ =2 et k = 2,7 = —2/3 alors que pour la seconde matrice, Laplacien en 1D
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de conditionnement 1,01 x 10°, on trouve { = 3 et k = 3,7 = —1/3.

On observe alors que pour la matrice A1 comme pour la matrice en figure 4.5 qu’en arithmétique Toeplitz-like,
les représentations barycentriques et fraction continue de Thiele ne permettent pas d’atteindre une tolérance

suffisante alors qu’une représentation en éléments simples ou en fraction continue de Thiele scaled permettent
d’atteindre une tolérance d’ordre 10712, Cette observation change avec la matrice Ay de conditionnement
10—10

d’ordre 10° puisque seule une représentation en éléments simples permet d’atteindre une tolérance d’ordre

Thiele en arithmétique Toeplitz-like.

alors que la représentation en fraction continue de Thiele scaled ne descend pas en dessous d’une

tolérance de 1078, ce qui est encore pire avec les représentations barycentrique et en fraction continue de
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(A)|l2 (graphiques supérieurs) et erreurs relatives |I —
o (A) FI(A)~Y|2 (graphiques inférieurs) pour A € R2000x2000 Toeplitz symétrique définie positive avec
donné par la proposition 4.1.4 et r

Amin = 0, 1606, Amax = 4,0552-10* et conditionnement 2, 5247 - 10°, fl4(z) =

log ()
7[7/»16]

>~ fonction de Markov, Y
Padé multipoints de f d’ordre [m—1|m] aux points (4.16) sous forme de

m
fraction continue (marqueurs circulaires), éléments simples (marqueurs étoilés) et barycentrique (marqueurs

triangulaires verticaux) ainsi que Thiele scaled (marqueurs triangulaires vers la gauche) et éléments simples
scaled (marqueurs triangulaires vers la droite).
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Exemple 4.3.10. En figure 4.7, nous affichons pour une matrice A € R2000x2000 Toenlity symétrique
définie positive avec Amin = 0, 1606 et Apax = 4,0552 - 10% et conditionnement 2,5247 x 10° et la fonction

fH(z) = %, les résidus |1 — ) (A)Ar[m“] (A)ll2 (graphes supérieurs) pour les différents cas i. a iv. (de

gauche a droite) et les erreurs relatives ||I — rit] (A) (A =Yy (graphes inférieurs) pour ces mémes cas d
Uaide des différentes formes d’implémentation de nos interpolants rationnels aux points optimisés (4.16). On
observe qu’en arithmétique Toeplitz-like correspondant aux cas . et ii., aucune des représentations ne permet
d’atteindre une tolérance inférieure 1074, ce qui nous montre alors la limite de Uarithmétique Toeplitz-like :
pour des matrices avec un conditionnement un peu élevé, il nous est impossible d’approcher correctement la
fonction de matrice (A) en arithmétique Toeplitz-like, contrairement a ’arithmétique pleine pour laquelle
les représentations en éléments simples et en fraction continue de Thiele scaled permettent d’atteindre une
tolérance de 10710,

En résumé, pour une matrice A € R™*™ pas trop mal conditionnées, si I’on souhaite passer par I’arithmé-
tique Toeplitz-like pour I'implémentation de r,[ﬁf] (A) ou 7“7[#} = 7 (f1M) interpolant rationnel de la fonction
de Markov flH(z) = f dzuf(fc) aux points d’interpolation optimisés (4.16), il est fortement recommandé
d’employer une représentation en éléments simples de rltl. Pour des matrices bien conditionnées, on peut
éventuellement employer une représentation en fraction continue de Thiele scaled combinée avec une mé-
thode de Newton-DB produit. On obtient ainsi dans tous les cas un bon approximant de la fonction de

Markov en la matrice avec une complexité d’ordre O(n?) opérations élémentaires.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons démontré que pour toute fonction de Markov f [“](z) = f dz"f(ﬁ) avec
—00 €< a < f < 0o et p une mesure positive & support dans [«; 5] et pour tout ensemble E C R\ [a; f],
(1]

il existe un meilleur approximant rationnel rif = r,,(f¥) d’ordre [m — 1|m] sous forme d’un interpolant
en 2m points distincts donnés par (4.16), pour lequel une borne supérieure a priori vérifiant les propriétés
de meilleure approximation observée dans la littérature a pu étre dégagé. L’efficacité de ces représentations
est illustrée dans un premier temps dans la figure 4.1 ou ces différentes formes permettent d’approcher la
précision machine pour ’erreur relative.

En section 4.2, nous passons en revue 3 formes d’implémentation de nos interpolants rationnels pour éviter
une implémentation sous forme de quotient de polyndmes : une représentation en éléments simples pour la-
quelle les poles sont les valeurs propres d’un faisceau de Loewner et les résidus sont déterminés par résolution
d’un probleme de moindre carrés, puis une représentation barycentrique pour laquelle la stabilité backward
et forward sont déja démontré. Enfin, une représentation en fraction continue, généralisant le concept de
représentation en fraction continue des approximants de Padé des fonctions de Stieltjes aux fonctions de
Markov. Dans cette section, nous apportons notre contribution au travers du théoreme 4.2.2, démontrant
que les coefficients de la décomposition en fraction continue de notre interpolant rationnel sont positifs, ainsi
que le théoreme 4.2.4 ou nous démontrons la stabilité backward de la représentation en fraction continue de
nos interpolants rationnels.

De par l'ordre de ces interpolants r,(f [“]) et des différentes formes d’implémentation évoquées pour leur
implémentation, nous montrons en section 4.3.1 comment implémenter de maniere efficace r,,(A) pour
A € R™™ matrice de Toeplitz symétrique définie positive avec une complexité de (’)(nlog2 n) opérations
élémentaires en utilisant I’arithmétique Toeplitz-like. Le corollaire 4.3.2 apporte deux nouvelles bornes, ré-
siduelle et a posteriori permettant de déterminer I'indice m pour lequel on maitrise encore 'erreur. Ces
résultats sont alors suivis d’expériences numériques pour différentes fonctions de Markov et matrices de
Toeplitz réelles symétriques définies positives, affichant les erreurs relatives d’approximation de la fonction

de matrice fI*/(A) par 7‘7[%‘] (A) sous ses différentes formes pour différents m > 1 ainsi que les résidus pour la
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fonction de matrice donnée par (4.17).

De ces résultats, nous concluons que pour "approximation de la fonction de matrice f (1] (A), lorsque A n’est
pas trop mal conditionné, mieux vaut implémenter 7 (A) avec M interpolant rationnel aux points d’inter-
polation optimisés (4.16) sous forme d’éléments simples en arithmétique Toeplitz-like avec une complexité de
O(nlog?n) ou O(n?) opérations élémentaires en fonction de si I'on souhaite ou non reconstruire la fonction
de matrice en arithmétique pleine, et si la matrice est bien conditionnée, nous pouvons envisager d’employer
une représentation sous forme de fraction continue de Thiele scaled.
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Chapitre 5

Conclusion et problemes ouverts

Dans cette these, nous avons présenté une nouvelle méthode d’approximation des fonctions de matrices.
Apres avoir effectué quelques rappels sur les matrices de Toeplitz et les fonctions de matrices au chapitre
1, nous nous sommes attelés au chapitre 2 au développement d’une nouvelle arithmétique appelée Toeplitz-
like permettant d’effectuer toute opération élémentaire telle que la somme, le produit ou l'inverse sur ces
matrices avec une complexité de O(n log? n). En particulier, nous avons vu qu’une fonction rationnelle de
matrice r(A) avec 7 € R, ¢ peut étre évalué en complexité O(max{m, ¢}nlog®n).

Au chapitre 3, nous avons testé notre arithmétique Toeplitz-like pour le cas de 'approximation ration-
nelle des fonctions de matrices VA et sign(A) en comparant la méthode de Newton pour ces deux fonctions
de matrices exécutée en arithmétique Toeplitz-like et en arithmétique pleine que nous avons appuyé par
plusieurs expériences numériques, nous permettant dans le cas de matrices bien conditionnées d’approcher
les fonctions de matrices v/A et sign(A) par des fonctions rationnelles de matrices r,,(A) avec 7, € Rok ok 1
ot k > 0, calculée en complexité O(p(A)?nlog®n) lorsque A est une matrice Toeplitz-like.

Enfin au chapitre 4, nous avons présenté quelques résultats originaux sur l'approximation rationnelle
des fonctions de Markov f[ par des interpolants d’ordre [m — 1|m] sur un ensemble E C R\ [a; 3]. Nous
avons énoncé dans ce chapitre quelques résultats originaux comme une borne supérieure a priori de I’erreur
relative d’approximation de f ] par 7’%1 sur [E, ainsi que des bornes supérieures a posteriori et résiduelle,
nous permettant d’introduire un critere d’arrét pour déterminer un indice m a partir duquel 'erreur n’est
plus mafitrisable d’aprés notre borne supérieure a priori.

Dans le cas ou E = D, nous pensons que les bornes énoncées en section 4.1.5 et qu'un choix particulier
de points d’interpolation dans le cas du disque pourrait nous amener a minimiser notre borne supérieure.
De plus, pour notre borne résiduelle (4.42), on considére dans le terme de droite un interpolant en les points
optimisés pour la fonction de Markov f (4], Or, cette borne pourrait étre optimisée en considérant plutot
des points d’interpolation optimisés pour le cas de la fonction racine carrée comme apparaissant dans cette
borne puisque d’apres [14, Appendix A], nous pourrions réduire le terme a droite de (4.44) a une borne

I —r) (42 (A al)(A - BI)] < 467

o

en considérant 'approximation sur un intervalle de la forme [c; d] avec [¢;d] N [o; 5] = 0.
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