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Espaces de fonctions holomorphes, ensembles dominants

Résumé :

Une catégorie importante de problémes en théorie du signal consiste & reconstruire un signal donné & partir
d’une information partielle, par exemple des valeurs en des points ou sur un sous-ensemble. Souvent, ces
signaux peuvent étre modélisés & ’aide de fonctions holomorphes appartenant & des espaces dont la norme
est donnée par une intégration sur un domaine donné. Les ensembles dominants sont des sous-ensembles
du domaine de définition commun des fonctions de I’espace sur lesquels il suffit d’intégrer pour retrouver la
norme d’une fonction. Ces ensembles ont été étudiés dans de larges classes d’espaces de fonctions holomorphes.
Dans tous ces espaces, il s’avére qu’une notion de relative densité caractérise les ensembles dominants. Dans
ce contexte, il est utile de savoir si nous pouvons établir un lien entre la densité de ’ensemble et la constante
d’échantillonnage. En effet, connaitre ce lien permet d’estimer le cotit de I’échantillonnage en fonction de la
précision espérée de la norme de la fonction. Kovrijkine a résolu ce probléme pour les espaces de Paley-Wiener
au début des années 2000. Son idée était d’établir des estimations locales sur des intervalles ou des disques
de taille donnée, et de montrer que ces intervalles ou disques sont suffisamment nombreux pour pouvoir
récupérer la norme de la fonction. Il a montré que dans cet espace, la constante d’échantillonnage dépend
polynomialement de la densité. Pour cela, il utilise I'inégalité de Remez qui permet d’estimer un polynéme
donné sur un certain domaine sachant que ce polynéme est uniformément contrélé sur un sous-ensemble,
ainsi que l'inégalité de Bernstein. Dans cette thése, nous étudions les constantes d’échantillonnage pour les
ensembles dominants dans les espaces de Bergman et les espaces de Fock généralisés, et nous montrons que
dans ces espaces aussi il y a une dépendance polynomiale de la constante d’échantillonnage en fonction de la
densité. Tout en suivant 'idée originale de Kovrijkine, nous développons une nouvelle méthode permettant
de s’affranchir de I'inégalité de Bernstein qui n’est plus vérifiée dans les espaces de Bergman et de Fock.
Les inégalités de Remez ont été remplacées par des inégalités d’Andrievskii-Ruscheweyh qui permettent
de considérer des ensembles planaires dans les espaces de Bergman et de Fock généralisé. Notre méthode
s’applique également aux espaces de Paley-Wiener déja traités par Kovrijkine.

Mots-clés : Ensembles dominants, mesure de Carleson inverse, espaces de Bergman, espace de Fock généralisé,
échantillonnage, relative densité.

Spaces of analytic functions, dominating sets

Abstract:

An important problem in signal theory is the reconstruction of a signal from a partial information, for exemple
values in points or on subsets. Often these signals can be represented by holomorphic functions in a certain
space the norm of which is given by integration on a certain domain. Dominating sets are the sets over
which it suffices to integrate to find the norm of a function. They have been studied in large classes of
holomorphic function spaces. In all these spaces, it turns out that a notion of relative density characterizes
the dominating stes. In this context, it is useful to know whether we can relate the density of the set to the
sampling constant. Indeed, knowing this link makes it possible to estimate the cost of sampling according
to the expected precision of the norm of the function. Kovrijkine solved this problem for the Paley-Wiener
spaces in the early 2000s. His idea was to establish local estimates on intervals or disks of a given size,
and to show that these intervals or disks are sufficiently numerous to be able to recover the norm of the
function. He showed that in this space, the sampling constant depends polynomially on the density. For
that, he uses the Remez inequality which makes it possible to estimate a polynomial on a certain domain
and which is uniformly controlled on a subset, as well as Bernstein’s. In this thesis, we study the sampling
constants for dominating sets in Bergman spaces and generalized Fock spaces and we show that again in these
spaces there is a polynomial dependence of the sampling constant as a function of the relative density. While
following the original idea of Kovrijkine, we develop a new method allowing to avoid the Bernstein inequality
which is no longer true in the Bergman and Fock spaces. The Remez inequalities have been replaced by
Andrievskii-Ruscheweyh inequalities which allow to consider planar sets in the Bergman and generalized Fock
spaces. Our method also applies to the Paley-Wiener spaces already treated by Kovrijkine.

Keywords: dominanting sets, reverse Carleson measure, Bergman space, generalized Fock space, sampling,
relative density.
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UMR 5251 Université, 33000 Bordeaux, France.
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Chapitre 1

Introduction

Une catégorie importante de problémes issus de la théorie du signal consiste & chercher
a reconstruire un signal donné & partir d’une information partielle : connaissance du signal
dans un point ou sur un sous ensemble. Cette reconstruction a un sens plus particulierement
lorsque le signal posséde des propriétés de rigidité, comme par exemple quand le signal est
modélisé par des fonctions holomorphes.

Le théoréme de Paley-Wiener dit que la transformée de Fourier d’une fonction supportée
sur un intervalle compact et d’énergie finie est une fonction holomorphe de type exponentiel
et de méme énergie. Ainsi nous définissons I'espace de Paley-Wiener PW comme 1’espace
des transformées de Fourier de fonctions de carré sommable supportées sur un intervalle
fermé. Les fonctions de ’espace de Paley-Wiener correspondent ainsi & des signaux dont le
spectre des fréquences est limité; on rencontre ce type de signaux par exemple dans les
signaux audios.

Le théoréme de Shannon affirme que ces signaux sont uniquement déterminés par leurs
valeurs dans des points réguliérement espacés (dépendant du spectre des fréquences des
signaux étudiés), et la reconstruction se fait de fagon stable, c’est-a-dire que 1’énergie du
signal est déterminée par I'information dans les points d’échantillonnage.

Au lieu de s’intéresser a une information localisée en des points, on peut se demander si
on peut retrouver le signal et son énergie a partir de I'information contenue dans une partie
de l'ensemble de définition (par exemple des réunions d’intervalles — un capteur ne mesurera
jamais I'information ponctuelle mais doit intégrer le signal sur un intervalle), ou plus généra-
lement un ensemble E auquel on associe une densité. Un tel ensemble E est appelé ensemble
dominant s’il permet de retrouver la fonction de facon stable dans le sens introduit ci-dessus.

Dans cette thése, nous allons nous intéresser plus concrétement a des espaces de Banach
X < Hol(22) ou Q2 est un domaine du plan complexe C, tels que

1715 = [ 1P (1)
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pour une mesure positive p définie sur 2 et 1 < p < o0.

Si v est une mesure positive sur €2 on dit que v est une mesure de Carleson pour X s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € X nous avons

| rGpa) < oy, (1.2)
et v est une mesure de Carleson inverse si
| rra) = e, (1.3)

Les mesures de Carleson ont été étudiées dans de larges classes d’espaces, comme les
espaces de Hardy, de Bergman et de Fock pour n’en mentionner que quelques uns. Carleson a
initié 1’étude systématique de ces mesures en 1962. Les mesures de Carleson inverses ont fait
leur apparition plus tard, probablement sous la désignation de mesures d’échantillonnage
(en dehors des suites d’échantillonnage). Nous référons au survey [FHR17| pour plus de
détails.

L’objectif de cette thése sera I’étude de la constante C' apparaissant dans (1.3) et qui
sera appelée constante d’échantillonnage. Nous ne considérerons pas ce probléme dans
toute sa généralité mais, comme mentionné plus haut, dans le cas particulier de ce qu’on
appelle les ensembles dominants. Un ensemble mesurable E < () sera appelé dominant si
la mesure dv = ypdu est une mesures de Carleson inverse pour X ; ici xg est la fonction
caractéristique de F. Notons que 1’étude des mesures de Carleson inverses générales dans les
différents espace a souvent été initiée par 1'étude des ensembles dominants (voir [FHR17]).
Dans ce cas, on peut tres naturellement associer une densité a un tel ensemble E, et 1’'on
peut s’intéresser au lien entre cette densité et la constante d’échantillonnage C'. Ce type de
questions a connu un essor particulier depuis le début des années 2000 avec les travaux de
Kovrijkine qui s’est intéressé au lien entre la densité de ’ensemble E et la constante C' dans
le cas de l'espace de Paley-Wiener. Notons que le théoréme de Logvinenko-Sereda [LS74, du
survey| établit qu'un ensemble £ est dominant dans 'espace de Paley-Wiener si et seulement
s'il est relativement dense, ce qui veut dire que tout intervalle d'une longueur minimale
rencontre £ sur une portion uniformémement minorée par une constante strictement positive.

Kovrijkine [Kov01| a montré que dans 'espace de Paley-Wiener la constante d’échan-
tillonnage dépend polynémialement de la constante de la densité sous-jacente de E (voir
aussi [Rez10]). Sa méthode fait appel aux inégalités de Bernstein pour localiser le probléme
et une inégalité de type Remez donnant des estimations locales. Par la suite, sa méthode a
été adaptée a d’autres espaces (voir par exemple [HJK20| pour les espaces modeéle ou les
inégalités de Bernstein pondérées sont valables). Plus récemment sa méthode a été étendue
a des espaces dans lesquels une inégalité de Bernstein n’est pas disponible, mentionnons
a ce titre les travaux de Jaming-Speckbacher [JS21] pour I'espace polyanalytique de Fock
(qui couvrent évidemment le cas des espaces de Fock classiques). Leur travail fait appel
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a un résultat fort de Brudnyi qui donne une inégalité de type-Remez pour les fonctions
plurisousharmoniques et une astuce permettant de passer des fonctions polyanalytiques
a des fonctions analytiques en deux variables. Une question clé est de savoir comment
contourner I'inégalité de Bernstein, et il s’avére qu’un outil beaucoup plus simple permet
de résoudre le probléme (voir Proposition 3.14). Mentionnons aussi que ce type d’outil a
été trés récemment utilisé en plusieurs variables [GW21]. Ici, nous allons plus précisément
considérer le probléme dans 'espace de Bergman (résultat publié, [HKKO21]) et dans les
espaces de Fock généralisés avec une mesure doublante (soumis [KO21]).

Il est utile de rappeler que les suites d’échantillonnage ont été considérées dans un
large cadre de situations, y compris l’espace de Fock ainsi que sa version généralisée. Nous
référons en particulier au livre de Seip pour une étude systématique [Sei04], et pour leurs
homologues généralisées, cela a été fait dans [MMOCO03] qui s’avére contenir une mine de
résultats particulierement utiles pour notre étude.

Dans |[Lue81| (voir aussi [Lue85|), Luecking introduit les conditions nécessaires et suffi-
santes pour ’ensemble dominant dans les espaces de Bergman sur le disque unité. Il établit
en particulier que ces ensembles sont & nouveau caractérisés par une condition de relative
densité, qui se traduit ici par le fait que tout disque pseudohyperbolique suffisamment grand
rencontre F sur une portion uniformément minorée par une constante strictement positive.
Ortega-Cerda [OC98|, quand & lui, s’est intéressé aux mesures qui satisfont a la fois une
inégalité directe et inverse de Carleson dans les espace de Fock. Plus récemment, en 2019
[LZ19] ont étendu ce travail a l'espace de Fock généralisé et ont donné une caractérisation
de I’ensemble dominant dans ce cas.

Un élément central de la méthode de Kovrijkine est 1'inégalité de Remez, qui donne
des estimations locales pour des polynémes, permettant d’obtenir des estimations pour les
fonctions plus générales. Nous appellerons ces derniéres inégalités, des inégalités de type
Remez. Ces inégalités permettent d’estimer la valeur maximale sur un ensemble donné d’un
polynoéme qu’on controle sur un sous-ensemble de cet ensemble en fonction de la taille du
sous-ensemble et du degré du polynome. L’inégalité de Remez et sa généralisation trouvée
par Krovrijkine est adaptée au contexte des espaces de Paley-Wiener pour lesquels la norme
est donnée par une intégration en une dimension, en 'occurrence du = dm est la mesure de
Lebesgue sur R. Pour considérer les cas ou le support de la mesure définissant la norme
est planaire, il faut chercher des versions analogues de l'inégalité de Remez valide dans
le cas planaire. Pour cela nous allons faire appel & des résultats de Andrievskii et Ruscheweyh.

Aprés avoir montré des inégalités locales, I'idée est de les appliquer pour obtenir les
inégalités globales sur €) en recollant tous les morceaux locaux. Malheureusement, il ne suffit
pas de partitionner €2 en des sous-ensembles d’'un méme format auxquels on appliquerait
les inégalités de type Remez, car celles-ci ne sont pas valables sur tous ces sous-ensembles.
L’observation cruciale et ingénieuse de Kovrijkine était de constater qu’on trouve suffi-
samment de ces sous-ensembles pour récupérer une portion fixe de la norme d’une fonction f.



Kovrijkine a utilisé I'inégalité de Bernstein pour déterminer les sous-ensembles sur
lesquels on pouvait appliquer les inégalités de type Remez. Comme signalé plus haut, nous
allons proposer une méthode différente et plus simple pour trouver ces sous-ensemble et en
s’affranchissant des inégalités de Bernstein (Proposition 3.14). Pour cela nous regardons les
disques tels que l'intégrale sur un disque plus grand est controlée par celle sur un disque
plus petit. Il s’avére que I'on peut trouver suffisamment de tels disques pour récupérer la
norme. De cette maniére nous pouvons espérer appliquer la méthode a des espaces dans
lesquels il n’y a pas d’inégalités de Bernstein, tels que les espaces de Bergman et de Fock
classiques ou généralisés.

Nous avons déja évoqué la notion de densité et de relative densité, cette derniére s’avé-
rant nécessaire et suffisante pour les ensembles dominants dans les espaces considérées
dans la littérature tels que 'espace de Paley-Wiener, de Bergman, de Fock classique et
de Fock généralisé. Introduisons a présent plus formellement cette notion. Celle-ci veut
dire qu'un ensemble dominant doit rencontrer tout « disque » de masse constante sur une
proportion minimale. Plus concrétement, p.ex. dans ’espace de Paley-Wiener un ensemble
E est dominant si et seulement s’il existe v > 0 et r > 0 tels que pour tout € R nous
avons |E N [x — r,xz + r]| = yr (Logvinenko-Sereda). Dans ce cas, nous disons que E est
relativement dense.

Plus généralement, nous définissons la relative densité comme suit. Soit €2 < C. Un
sous-ensemble E < Q est dit (v, r)-relativement dense s'il existe v > 0 et r > 0 tels que

|E n D(z,r)] -

DC.r) (14

ou D(z,r) est un disque de centre z et de rayon r dans la métrique sous-jacente. Ainsi,
D(z,7) est le disque pseudo-hyperbolique dans ’espace de Bergman (sur le disque unité
D), le disque euclidien dans I'espace de Fock classique, le disque dont le rayon dépend
du laplacien dans l'espace de Fock généralisé et un intervalle dans R dans 'espace de
Paley-Wiener.

Maintenant nous allons présenter les résultats principaux de la thése concernant les
ensembles dominants dans I'espace de Bergman et ’espace de Fock généralisé. Commengons
par I'espace de Bergman dont nous rappelons la définition.

Définition 1.1. Pour 1 < p < w0 et a > —1, l’espace de Bergman pondéré noté AP =
AP (D) sur le disque unité D est l’espace des fonctions analytiques dans LP(D, dA,), défini
par :

A2 (D) = {f < HollD) s 13, = [ 15)PaAu(2) < oo} ,

ot dA est la mesure d’aire de Lebesgue normalisée sur D et dA, = (1 + a)(1 — |z|*)*dA.



Notre résultat principal sera présenté pour l'espace de Bergman comme suit.

Théoréme 1.2. Soit 1 < p < w et 0 < r < 1. Il existe L telle que pour tout ensemble
mesurable E < D qui est (v, r)-dense, nous avons pour tout f € AP*

¥ L
Iflzpesy = () 1Flae.

Les constantes ¢ et L dépendent du rayon r.

Rappelons que la relative densité est nécessaire pour les ensembles dominants. Or un
ensemble relativement dense E peut avoir des « trous » de sorte que la densité sera zéro si
r est choisi inférieur au rayon (pseudohyperbolic) du plus grand trou (ou du supremum
de ces rayons). De la méme maniére la densité peut étre faible si r est proche de ry, mais
devenir « grande » lorsque r est suffisamment grand par rapport a .

Passons maintenant aux espaces de Fock généralisés. Rappelons d’abord la définition de
ces espaces.

Définition 1.3. Soit ¢ : C — R une fonction sous-harmonique, et 1 < p < +00, nous
définissons l'espace de Fock généralisé par :

- {f e Hol(C) : | ]I, = f ()PP IdA(z) < +oo} ,

ot dA est la mesure de Lebesgue planaire sur C.

Il s’avere que le résultat s’énonce de la méme maniére dans les espaces de Fock généralisés.
La densité est & nouveau définie par (1.4). En revanche, la métrique des disques D(z,r) doit
étre adaptée a la fonction sous-harmonique définissant I’espace de Fock. Nous ne rentrons
pas dans les détails de la définition qui seront présentés dans la Section 4.2. Contentons-nous
pour l'instant d’observer que D(z,7) = D(z,rp(z)) ou p dépend de ¢.

Ainsi, le résultat principal se présente comme suit.

Théoréme 1.4. Soit ¢ une fonction sous-harmonique et 1 < p < 40, il existe L telle que
pour tout ensemble mesurable E < C qui est (y,r)-dense, nous avons pour tout f € .7-'?;

Y\ L
1 flz ey = (=) 1[5
¢ c

ot f;}; désigne l'espace de Fock généralisé, les constantes ¢ et L dépendent de r.

A nouveau, la densité peut étre trés petite pour un r donné (proche de la taille maxi-
male des « trous » ), mais elle peut devenir assez grande quand on choisit un rayon plus grand.



La these est organisée de la maniére suivante :
Chapitre 2 : Préliminaires

Les inégalités de type Remez constituent un élément central de cette thése. Aussi, nous
présentons les démonstrations de ces inégalités. Pour le cas de I'inégalité de Remez, méme si
nous considérons essentiellement des résultats pour des espaces dont les normes sont définies
par des mesures planaires pour lesquelles cette inégalité n’est pas adaptée, il nous semblait
utile d’en rappeler la preuve. En effet, elle est a l'origine de la technique de Kovrijkine et
nous allons donner quelques indications pour voir comment les techniques développées pour
I’espace de Bergman pouvait s’adapter a l’espace de Paley-Wiener. Une partie importante
de ce chapitre sera consacrée a son équivalent planaire, I'inégalité d’ Andrievskii-Ruscheweyh.

Chapitre 3 : Espaces de Bergman

Ce chapitre contient notre premiére contribution, et plus particuliérement les Sections
3.5, 3.6. Nous commencerons par un rappel des notions et résultats sur les espaces de
Bergman utiles pour montrer notre résultat principal : évaluation en un point, projection de
Bergman, base hilbertienne etc. Ensuite, nous allons adapter le raisonnement de Kovrijkine
a cette nouvelle situation en contournant l'inégalité de Bernstein (Proposition 3.14). Nous
expliquerons aussi comment adapter le raisonnement de Kovrijkine pour passer d’une
inégalité sur les polyndémes aux fonctions holomorphes dans le cas d’'une mesure planaire
(I'idée est essentiellement la méme).

Chapitre 4 : Espaces de Fock Classiques et Généralises

Dans ce chapitre, nous montrons d’abord comment adapter la méthode développée
pour l'espace de Bergman a I’espace de Fock. Rappelons que pour celui-ci, le résultat de
Jaming et Speckbacher [JS21], valable plus généralement pour les fonctions polyanalytiques,
donnait déja une estimation.

L’enjeu majeur de ce chapitre concerne le cas des espaces de Fock généralisé qui repré-
sente la deuxiéme contribution de cette thése. En explorant les travaux de [MMOCO03] nous
expliquons comment on peut généraliser les résultats dans le cas ot la mesure sous-jacente
induite par la fonction définissante ¢ de ’espace de Fock est doublante.

Chapitre 5 : Espaces de Paley-Wiener

Dans l'espace de Paley-Wiener le résultat est évidemment connu par les travaux de
Kovrijkine. Cela étant, il nous semblait utile de voir aussi comment on pouvait appliquer
notre méthode dans ce cas sans utiliser 'inégalité de Bernstein. Nous ne prétendons pas

que notre résultat soit meilleur.

Chapitre 6 : Conclusion



Quelques notations

Nous utiliserons les notations standards suivantes tout au long de cette these :
f < g signifie qu’il existe une constante C' telle que f < Clg.

f = g signifie que f <get g < f.

f ~uz, g signifie que f est équivalente a g au voisinage de x.






Chapitre 2
Préliminaires

L’idée de Kovrijkine pour estimer les constantes d’échantillonnage est de localiser
le probléme (il a besoin de 'inégalité de Bernstein pour cela) et d’utiliser ensuite des
estimations locales. Notre procédure contournera l'inégalité de Bernstein comme expliqué
dans le chapitre suivant. En revanche nous avons besoin des mémes estimations locales que
Kovrijkine. Pour le cas de R cela est une conséquence de I'inégalité de Remez, et dans le
cas des mesures planaires — qui sont ’'objet principal de nos résultats — c’est I'inégalité
d’Andrievskii-Ruscheweyh. Une grande partie de cette section sera alors consacrée a la
preuve de cette inégalité qui est un outil central de la thése. Notons que dans la preuve
initialement proposée par Andrievskii-Ruscheweyh les auteurs font appel & une estimation
capacitaire due a Lowner. Dans notre preuve nous remplagons ce passage par un calcul
explicite. Comme nous discuterons aussi l'estimation des constantes d’échantillonnage dans
I’espace de Paley-Wiener, nous rappelerons également la preuve de I'inégalité de Remez.

2.1 Inégalité de type Remez

Pour donner une estimation précise et optimale de la constante d’échantillonnage C
en fonction de la densité v, Kovrijkine [Kov01] a utilisé les inégalités de Remez. En effet,
Kovrijkine a observé que des estimations sur les polynomes (inégalités de Remez) permettent
d’obtenir des estimations locales de fonctions holomorphes sous certaines conditions. Cela
lui a permis d’obtenir une borne de type polynoémial au lieu d’exponentielle pour estimer
une fonction sur un intervalle & partir d’une estimation de la fonction sur un sous ensemble
de cet intervalle. Méme si dans la suite de la thése nous nous concentrerons plus sur le cas
d’une inégalité de type Remez planaire, nous proposons donc ici de rappeler la preuve de
I'inégalité initiale de Remez. Pour les discussions qui suivent nous référons le lecteur a [BE95].

Il s’avére que ce sont les polynémes de Tchebychev qui jouent un roéle clé dans ces
inégalités. Ils sont définis comme suit

Définition 2.1. Soit n € N pour tout x € [—1,1], on appelle polynéme de Tchebychev de
degré n, Uapplication définit par T,,(x) := cos(nf) avec 0 € [0, 7] et x = cos¥.
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La relation de récurrence suivante T, o(z) = 227T,,1(x) — T,,(z) avec l'initialisation
To(xz) = 1 permet de déterminer les polynomes de Tchebychev dont les quatre premiers
polynoémes sont :

T()(I) = 1,
Tl(x) =7,
Ty(z) = 22 — 1,

Ts(z) = 4a° — 3.
Pour plus d’information sur les polynémes de Tchebychev, voir e.g. [BE95, Chapitre 2.

Soit P, 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré au plus n. Le théoréme
qui suit est appelé le théoreme de 'inégalité de type-Remez.

2+s
an <71,
o <70 (522

est vérifiée pour tout p € P, et s € (0,2) satisfaisant mes ({x € [—1,1] : [p(z)| < 1}) = 2—s.
L’égalité est vérifiée si et seulement si

Théoréme 2.2. L’inégalité

+2r + s
— 4T, (R
p(z) =+ ( 5 s )
Démonstration. Notons par ||.|| la norme uniforme sur [—1, 1]. Soit
Pu(s) i={pePn:[{ze[-L1]|p(x)| < 1}|>2—s} =P, (2.1)

Etape 1 : Commencons par montrer que P, est compact. Pour cela, notons que P, (s) est
un sous-ensemble d’un espace de dimension finie, et il suffit de montrer que P, (s) est fermé
et borné.

Pour montrer que P,, est fermé, soit (p,)n < Pn(s) et p, — ¢ dans ||.|| L, ,,- Montrons
que g € P,(s). Il est clair que g € P,,. Supposons alors |{z : |¢(z)| > 1} | = s + ¢ pour
un § > 0, donc par un argument de continuité, |{z : |¢(z)] >1+n}| = s + §/2 pour
un 1 > 0. Or p, — ¢, donc pour tout N il existe n = N tel que |p,(x) — q(x)| < n/2
sur [—1,1], donc |p,(z)| = |¢(z)| —n/2 > 1 + 17 —n/2 > 1 sur un ensemble de mesure au
moins s+4d/2, et donc p,, ne peut pas appartenir a P, (s), contradiction. Donc P, (s) est fermé.

Montrons maintenant que P, (s) est borné.
Soit p € P, (s). Définissons E, = {x € [-1,1] : |p(x)| < 1} donc |E,| = 2 — s. On sait que
E, = U]kvﬁl I}, ot les I, sont des intervalles disjoints et N, < ¢(n). Donc, comme |E,| > 2—s,
il existe ko tel que |Iy,| = n = (2 — s)/c(n). Or les normes infinies sur un intervalle de
longueur < [—1, 1] sont uniformément équivalentes a la norme infinie sur [—1, 1] pour les
polynémes de degré maximal fixé.
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Donc ||p|| < C'supy, [p(x)| = €, ot C est la constante d’équivalence entre la norme infinie
sur [—1, 1] et les normes infinies sur un intervalle contenu dans [—1,1] et de longueur au
moins 7.

Ainsi, comme il est bien connu que l'application qui & p — ||p| est continue, il existe
donc p* € Py (s) tels que [p*| = sup,ep, (s [P]-

Etape 2 : En supposant d’abord p*(1) = ||p*|, montrons que tous les zéros de p* sont
des réels dans [—1, 1] (nous montrerons a I'Etape 3 pourquoi il est raisonnable de supposer
que p* doit réaliser son maximum dans une extrémité de U'intervalle).

En effet, supposons que les zéros de p* ne sont pas tous des réels dans [—1, 1]. Nous avons
deux cas.

Cas 1 : il y a des zéros non réels. Soit z un tel zéro. Comme le polynéme est réel, il

posséde donc deux racines conjuguées z et z. Soit alors

e(r —1)?
=(1+ * 1-— 2.2
ofa) = (1) (1- 25 (22)
Nous devrons montrer
1) qu'il existe n > 0, ¢ > 0 suffisamment petit tels que nous avons ¢ € P,(s),
2) que ||q|| > [|p*| pour ces n > 0 et € > 0.
Or

lall = la(1)] = (1 +n)p*(1) = (L +n)[lp*[| > |[p*[l,

ce qui montre le point 2).

Passons maintenant au point 1). On sait que p*(z) = 0 et p*(z) = 0, or p* est un
polynome a coefficients réels donc

p(x) = (v = 2)(z = 2)p;(2),

avec degpi < n — 2 et observons que ¢ est bien dans P,,. Montrons que |¢| < 1 sur un
ensemble de mesure au moins 2 — s.

Comme p*(1) > 1, on a p*(x) > 1, pour z € [1 — 3, 1] pour un certain 0 < 8 < 2. Donc
Epn(1—0,1)=¢. Orsur [-1,1—3],onacK = e(x—1)*/|z— 2> > ex > 0 pour
des K et k qui dépendent de 3 et de z. On choisira dans un premier temps € > 0 tels que
eK < 1. Ensuite, sur £, n [-1,1—= 8], |[¢(x)| < (1 +n)|p*(x)|(1 —ek) < (1 +n)(1 —eK), et
pour 7 assez petit ceci est inférieur ou égale a 1. Par conséquent g € P, (s) ce qui contredit
la maximalité de p*.

Cas 2 : p* a un zéro réel n’appartenant pas a [—1, 1]. Soit x( cette solution nous avons :

p*(x) = (x = xo)pi (x)
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Comme précédemment, nous introduisons un nouveau polynome :

q(x) = (1 +n)p*(x) [1 - ESign(xO)xlo_—ic]

De la méme maniére nous montrons que q € P,(s). En effet, il est clair que ¢ € P,. Par
ailleurs

lgl = la()] = (1 +n)p*(1) > [p*|.

Par un raisonnement similaire que ci-dessus on montrera que E,« < [—1,1 — ], et sur cet
intervalle on peut minorer 'expression (1 — x)/(xo — x). Ainsi, pour ¢ assez petit, le terme
entre parenthése sera borné par une constante strictement a 1, et avec un choix de n petit
on montrera que |g| < 1 sur Ey«. Ainsi g € P,(s), mais ¢(1) > |p*|| en contradiction avec la
maximalité de p*.

Etape 3 : Maintenant montrons que [p*(¢)| = |p*| ne peut se produire pour ¢ € (—1,1),
justifiant ainsi notre hypotheése que p*(1) = |p*|.

Pour cela supposons p*(¢) = ||p*|| avec ( €] — 1,1] et définissons les polynomes
¢ (x) = p* (% + %x) et' q@(x) = p* (% + %x) Une vérification directe montre que
q;(1) = p*(¢) = lp*[ avec j = 1,2.

Définissons les applications
v [1,1] = [~1,1] telle que v, (z) = S 4+ o et
Yo i [=1,1] = [—1,1] telle que vo(z) = 2 G

Alors nous observons que 7, et v, sont des bijections de [—1,1] sur respectivement

[_17 C] et [C? 1]
Puisque p* € P,(s) est extrémal, la mesure de Lebesgue m(£2;) de
€ ={re[-1,1]: lg(x)] > 1}

est au moins s. En effet, si m(€;) < s alors | {z : |g;(z)| < 1}| > 2—s, avec ¢;(1) = p*(() =
|[p*||. Par un argument de continuité, sie > 0 assez petit, alors | {z : |¢;(x) + ¢| < 1}| > 2—s
mais ¢;(1) + ¢ > ¢;(1) = ||[p*|| et ¢; € Pn(s) en contradiction avec 'extrémalité de p*.

Notons que m(;) > s implique que %m(@l) + %m(@z) > s.
Montrons maintenant que

() + 2 (@) = m (e e [ 157w > 1) < 5
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En effet posons

Qo ={ve[-11]:|p*(@)| > 1} = {z e [-1,¢], |p*(z)| > 1} v {z € [¢, 1], [p*(z)] > 1}

avec p*(z) = g1 0y '(x) et & = 71 (t) = S5 + £1¢, nous avons

1 e 1
s = [Qo| = J Xao = J X{te[-1,1):p* (0)|>1} () dz + f Xfte[-1,1):|p* (0)>1]} () dz
—1 -1

¢
' 1+¢ ! 1-¢
= J Xy (n () —=dt £ J Xl ) (12 (8) — = dt
B —lon @ B 1 on 2
1 1
= LCmes(Ql) + —Cmes(Q2)
2 2
D’ou e ¢
+ — *
() + —=m () = m ({w e [-1, 1], p%(2) > 1)) < 5.

Par suite mes(§2;) = mes(€22) = s, ce qui implique que g; € P, (s) car deggq; = n et
[ {z e[-1,1] : |gj(x)| < 1}| = |[-1,1]\2;| = 2 — s de plus ¢; est extrémal
avec ¢j(1) = |[p*]| = sup,ep, () [Pl]

D’aprés le cas 1, comme ¢; € P,(s), les n zéros de ¢; sont tous dans [—1,1].
Or les zéros de ¢ (il y en a n) correspondant aux zéros de p* dans [—1, ([ et les zéros de ¢o
(il y en a n) correspondant aux zéros de p* dans |(, 1].

Donc p* posséde n zéros dans [—1, ([ et n zéros dans |(, 1] ce qui signifie que p* a au
moins 2n zéros dans [—1,1].
Or p* € P, posséde n zéros dans [—1, 1] ce qui contredit I'hypothése. Donc ¢ ¢] — 1, 1].

Nous pouvons donc dés a présent supposer que p*(1) = ||p*|| et pour tout = € (—1,1),
Ip* ()| < p*(1) = |p*|, et que tous les zéros de p* sont dans [—1, 1].

Etape 4 :

Nous allons maintenant montrer que |p*(z)| < 1 pour —1 < z < 1 — s. Pour cela nous
supposons au contraire que pour certains —1 < 3< (< (3 <1

p*(x)| > 1, xel =]|,1]
pr) = p*(@) <1, zely=[({, ]
p*(z)] > 1, wel3=|G, Gl
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FIGURE 2.1 — Les points (;, i € {1, 2, 3}

Soient x1, T, ..., T, les zéros de p* dans |(o, (1]

Nous devons montrer que m > 1. Pour cela supposons m = 0 c’est a dire p* ne s’annule
pas sur |(s, (1. Nous avons |p*((1)| = |p*(&)] = 1.

- Sip*((e) = —1, et p*(¢1) = 1, ou p*((1) = —1 et p*({2) = 1 alors d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires il existe x; €](s, (1] tel que p*(z1) = 0.

- Si p*(¢1) = p*({s) = 1, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe y €](s, (1] tel que
(p*)'(y) = 0. Supposons d’abord que tous les zéros de p* sont dans [—1,(,]. Alors p*
posséde n — 1 zéros dans cet intervalle. Or, comme y > (5 est un autre zéro, on en aurait
n zéros pour le polynéme dérivé p+" ce qui est impossible. Donc la fonction p* posséde au
moins un zéro dans [(s, (1] (notons que p* ne peut pas s’annuler sur [(3, 1] car elle y est
supérieur a 1 en valeur absolue). Donc m > 1.

Les n —m zéros restants de p* se trouvent dans [—1, (3.

Posons
*

m
p
pi(x) = H(I - ), D2 = —
1 Y41
j
et z; €|C2, C1[, 7 = 1,2, ..., m. Notons que n = m est possible, dans ce cas p, est juste une
constante.

Nous définissons le polynome ¢ par g(z) = p1(z + h)p2(z) avec 0 < h < (3 — (3, nous
allons montrer les propriétés suivantes :

1) Si [p*(z)| < 1, pour un z € [—1, (3] alors |g(x)| < 1,
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2) Pour tout z € Iy nous avons |g(x — h)| < |p*(z)] < 1,

3) q(1) = pr(1 + h)p2(1) > pr(L)p(1) = p*(1) = [p*].
Commengcons par 1'Item 3. En effet pour p;(z) = H;”Zl
tout j et h >0, nousavons 0 <1—¢; <1—x; <1+ h—x; desorte que

Oéﬁ(lfx] <ﬁ1+hij
j=1 j=1

ce qui implique que 0 < py(1) < p1(1 + h).

Done g(1) = pi(1 + h)p2(1) > p1(1)p2(1) = p*(1) = |p*| d’ott le 3).

Maintenant montrons I'Ttem 1.
Soit x € [—1, (3] avec |p*(x)| < 1. Nous avons p;(z) # 0 et donc

lq(@)] = |p1(z + R)ps(2)| = |pr (@ p1(2)]

)p2
<1
Montrons que |p1(z + h)| < |p1(z)].

Nous savons que —1 < = < (3 implique que —1+h <z+h < (+h =G+ (GL—(G)
et donc |(z + h) — z;| < |z — z;|. Ainsi

m

m
n|x+h—xj| <H|x—xj|
j=1 J=1

implique que |pi(z + h)| < [p1(z)].
Par suite |¢(z)| < 1. D’oa I'Ttem 1.

Montrons maintenant I'Item 2. Rappelons que sur Iy = [(2, (1], on a |[p*(z)| < 1.

Nous savons que

— = 2)pa(x — = x)po(x p—2($_h) — Ip*(x p2(r — h)
g(x — h)| = |p1(x)p2(x — h)| = |p1(z)pa(z)] (@) | Ip()||—p2(w> |

<1

Pour x € [y, (1], montrons que |py(x — h)| < [p2(z)].
Soit

pe(r) =a H (x — ;).

j=m+1
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Rappelons que (3 <z —h < ¢ — h.

Comme 7, < (et xpy <x—h <z,onal<(x—h)—1x, <x—x pour tout x € [(a, (1]
pour tout k € [m + 1, n]]. Donc

n n

0<la [ (@=n) =z <la [] (x—m)]

k=m+1 k=m+1

implique que [pa(x — h)| < |p2(z)|. Donc |g(z — h)| < 1. D’ou I'Item 2.

Dong, si nous n’avons pas |p*(z)] < 1 sur —1 < x < 1 — s alors on peut constuire
un polynéme ¢ avec |g| < 1 sur un ensemble de mesure au moins s mais qui réalise une
plus grande valeur que p* en contradiction avec l'extrémalité de ce dernier, ce qui montre
I’assertion initiale de cette étape.

Etape 5 :

Nous avons vu que le polynéme maximal avait sa plus grande valeur en 1 (ou —1) et
qu’il était majoré en valeur absolu sur [—1,(] (ou [(, 1]) par 1 en valeur absolue. Quitte
a dilater [—1,1 — s] & [—1, 1], cela nous permet de nous ramener a la question quel est le
polynome qui croit le plus vite pour un y > 1 et |p(z)| < 1 sur [-1,1] 7

Pour cela, supposons que p € P, [pli-11) = 1 et [p(y)| > |T,.(y)|, ot T}, est le polynome
de Tchebychev. Posons A\ = 7];"(—;?’)) € [—1,1], ce qui implique que Ap(y) — T, (y) € P, et
Ap — T, posséde n + 1 zéros.

En effet il existe —1 = ¢V < ¢ < . < ¢™ = 1 tels que T, (¢) = (=1)"*,
k=0,1,..,n.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe xp €|(k, Ger1[, k € {1,...,n} tel que
T (zx) = A\p(xy) implique (Ap — T),)(zx) = 0. Par suite Ap — T, admet au moins les n zéros
X1y, Ty sur [—1,1] et en plus il y a le zéro y > 1.

Donc, p = T,/ avec A # 0 (car T, est différent de 0). Or |p| = ||75,] = 1, et donc |A| = 1.
Conclusion p = +T,,. Et donc |p(y)| n’est pas strictement supérieur a T,,(y). Contradiction.

Dong, le polynéme de Tchebychev T,, prend la plus grande valeur en y ¢ [—1, 1] parmi
tous les polynoémes de norme 1 sur [—1, 1].

Maintenant on va ramener cette situation a U'intervalle [—1,1 — s] et y = 1. Pour cela

soit
_ 2r + s

2—s

o(x)
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et z e [—1,1—s] tels que p(—1) = —1 et (1 —s) = 1, alors

o(e) = T, (2x+s).

2—s

p € Pn(s) car |p(z)| < 1sur [—1,1— s] et tous les zéros sont dans [—1,1 — s]. D’ou le choix
du polynéme T,. [

Remarque 2.3. Soit maintenant PS ’ensemble des polynomes a coefficients complexes, et
soit pe PS tels que | {x e [~1,1] : [p(z)| < 1}| = 2 — s, alors

2+s
i< 2T, .
o <2, (3

En effet soit

p(.’L’) = Z Oékxk,
k=0

avec ay, € C et ap = ag + ibg. Alors

n

n
plx) = Z apr® +i Z b = pr(2) +ipim ()
u k=0 k=0 Reu Imwu

ou p, € P, et pim € P,. Montrons que p, et p;,, appartiennent a P,(s) dont nous rappelons
la définition :

Pu(s) ={pePn:[{re[-1,1]:[p(x)] < 1}| =2 - s}.

En effet soit E, = {z € [—1,1] : [p(z)| < 1} avec |E,| = 2 — s, comme
Ipr(z)] = |Rep(z)| < |p(z)] < 1pourx € E, ona{re|[-11]:|p(z) <1} D E.
Par suite |{z € [-1,1] : [p,(z)| < 1}| = |E| = 2 — s ce qui implique que p, € P,(s) et
d’apres 'inégalité de Remez pour les polynomes réels (Théoréme (2.2)) on a :

2+s
=111 < T, .
i <7 (55)

De la méme maniére nous montrons que p;,, € P,(s) et nous obtenons l'inégalité de Remez
pour les polyndémes complexes définie comme suite

||pH[71,1] = |p. + ipim”[fl,l]
< prlli=1,00 + [Pimll-111

<2Tn<2+8>.
2—s
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2.2 Inégalité d’Andrievskii-Ruscheweyh

Dans cette thése nous allons nous intéresser plus particuliérement aux espaces de fonc-
tions holomorphes dont les normes sont définies par une intégration planaire. Aussi, nous
allons maintenant discuter les inégalités planaires de types Remez établies par Andriev-
skii et Ruscheweyh dans le théoréme ci-dessous. Si le Théoréme 2.4 ci-dessous permet de
considérer des domaines bornés arbitraires, nous considérons essentiellement G comme
un disque ou un rectangle. Comme dans le cas de l'inégalité de Remez classique ot on
a estimé la norme sup sur lintervalle [—1,1] d’un polynéme de degré n et controlé par
1 sur un ensemble de mesure linéaire s, nous obtenons une estimation supérieure sur G
pour un polyndéme arbitraire de degré au plus n qui est borné par 1 sur un ensemble
mesurable de mesure au moins s. Comme attendu, si cet ensemble est petit (s proche de 0),
c’est a dire que p est controlé par 1 sur un petit ensemble, alors ’estimation devient mauvaise.

Pour un domaine G soit

Ru(zas) = suwp [p(2)], zec
pePn(G,s)

P,.(G, s) est 'ensemble des polynoémes de P, satisfaisant
ms ({z€ G : [p(z)] < 1}) = ma(G) — 5, 0 < s < ma(G).
Pour les estimations on pourra supposer que z € L = 0G.

Théoréme 2.4. Soit G un domaine borné, pour tout z € G nous avons :

C " —
Rn(z, S) < <m) 5 0<s< m2(G) (23)

ot C' > 2my(G) dépend uniquement du diametre de G.

Nous introduisons les notations suivantes pour faciliter la discussion. Pour z € C et

r > 0, soit

D<Z7T) = {C |Z_C‘ <Z}a
le disque de centre z et de rayon r,

C('Z?T) = {C : |Z_C’ = 7’}7
le cercle de centre z et de rayon r,

D(r) := D(0,7),

le disque centré en zéro et de rayon r et

C(r)=C(0,r)
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le cercle centré en zéro et de rayon 7.

Soit G = C un domaine borné, C := C u {0} et
L:=0G, Q:=C\G, (2):=0nC(z7).
Démonstration. Soit p € P, (G, s), et notons E = E, = {z€ G : |p(z)| < 1}, et F = C\E.

(11

FIGURE 2.2 — Ensembles G,E,F.

Il est claire que pour obtenir 'estimation (2.3), on peut supposer que z € 0GNF = LN F.
Nous allons par ailleurs supposer que z = 0. Pour cela nous faisons une translation (et
éventuellement une rotation) et nous obtenons la Figure (2.3). (Notons que le probléme
est invariant par rapport a cette translation (et une rotation éventuelle)). Pour alléger les
notations nous utilisons les mémes notations pour les ensembles translatés.

)

N

FIGURE 2.3 — G,E translatés.

Remarque 2.5. Si E couvre 0G, alors par le principe du mazimum, |p(z)] < 1 sur G et
donc G c F.

—_
Ne}



Désignons par gr(z,(), z,( € F := C\FE la fonction de Green pour le domaine F' avec
pole en ¢ (voir [ST97]), alors justifions que pour tout p € P, (G, s)

Ip(2)] < exp(ngp(z,0)), ze F\{w}.

Cette inégalité est connue sous le nom du lemme de Bernstein-Walsh comme énoncé
ci-dessous.

Lemme 2.6. (Lemme de Bernstein- Walsh) Soit K un sous-ensemble compact de C
tels que C\K est connexe. Supposons que C\K admet une fonction de Green ge\k, c’est-
a dire qu’il existe une fonction continue gox : C — [0,00) qui est identiquement nulle
sur K, harmonique sur C\K, et a une singularité logarithmique o linfini de sorte que
go\k (2) — log || est harmonique a linfini. Alors

ge2) > max {0, { Liog (e}, 2.4

ot n = degp pour un polynéme arbitraire p avec |p(2)| < 1 pour z € K.

Notons que + log [p(z)| < ge\x(2) implique que :

p(2)] < enect (2.5)

Mentionnons que (2.4) est en fait une égalité (Voir [Wal65]) mais pour notre étude il
suffit d’avoir I'inégalité (2.4).

Démonstration du Lemme de Bernstein-Walsh. Soit R(z) := 1/nlog|p(2)| — go\k (2) pour
z € K. Alors R est une fonction sous harmonique (car ge\x est harmonique et p est
holomorphe de sorte que log |p| est sous-harmonique (voir [Rud87])). De plus sur 0K, on a
govk (2) = 0 et log [p(z)| < 0. Donc R(z) < 0 sur 0K.

Vérifions que 1’on puisse supposer que R est continue sur ¢/K. Tour cela nous montrons que
’on puisse choisir p sans zéros sur 0K.

Notons qu’il suffit de montrer le lemme pour que des polynémes avec |p(z)| < 1 sur K.
Alors, si p s’annule sur 0K, quitte & remplacer les zéros z;, sur 0K par z;, + €, on peut se
ramener a la situation ol p ne s’annule pas sur K. Alors la fonction R sera continue sur
0K et elle y est majorée par 0. Et donc R étant sous-harmonique est majorée par 0 sur
C\K. O

Le but de la discussion qui suit sera d’estimer gr(0,00) (nous avons déja mentionné que
nous pouvions nous ramener a z = 0). Pour cela nous introduisons d’abord la symétrisation
circulaire d’un ensemble mesurable, et nous établissons un lien entre la fonction de Green de
F avec celle de sa symétrisée. Soit donc F < C, nous notons F* la symétrisation circulaire
de F' qui est définie par : pour ¢t = 0 '’ensemble

Fy:={0€[0,27] : te” € F'}

et
C(0,1)si F, = [0, 27]
L {tew ol < %)} si, [0, 20\ F} # .
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FIGURE 2.4 — f,.

Nous notons ensuite F* = U0 ft, 0 E_F*, o € F* et posons R = diam(G).
On peut voir que C\F'™* = —E* = —F* (C\F* et E* sont symétriques par rapport a l'axe
imaginaire). Ainsi, mo(C\F*) = ma(E) = mo(G) — s. 1l s’avére que

gr(0,00) < gpx(0,00). (2.6)
Cette inégalité est une conséquence de

sup gr(0, zp) < SUP g+ (0, 2o)

prouvé dans [Bae74, p.142| et en passant a la limite r — o0 pour zy = re®.
Cela nous raméne a l'estimation gg«(0,00) qui sera 'objet de la suite de la discussion.
Rappelons que 2 = C\G. Nous prétendons qu’il existe un arc V- < C\F*, avec V' connexe
et tel que

my(G) — s

En effet soit u > 0 le plus petit nombre tels que

—E*=C\F*c %, := {zzx—l—z‘y,—oo <z < 4w,y < g}

Comme G est borné alors il existe R tel que £ < G = D(0, R). Notons que 0 € dG et
donc on peut choisir R = diam(G). Ainsi C\D(0, R) ¢ C\E = F donc (C\D(0, R))* c F*
de sorte que C\F* < C\ (@\D(O,R))* = D(0,R) < 33g. Ceci implique X, < 3ap et

u < 2R = 2diam(G).
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FIGURE 2.5 — Le disque D(0, R)

.5)), alors u = diam(V'). Nous

5
G). Donc

Soit V < C\F* = —E* un arc joignant 0%\ {oo} (voir (2
savons que may(G) — s < mo(F) = ma(C\F*) et u < 2 diam(

my(G) — s < mo(C\F*)

<

< (u + diam(G))u

< (2diam(G) + diam(G)) u
< _

3diam(V') diam(G)
d’ou (2.7).
Soit A = C\D et ¢ : C\V — A I'application conforme normalisée par la condition
o) = 0, () > 0.

Nous allons maintenant discuter la forme explicite de la fonction de Green gg,y (2, 20).
Notons d’abord que log|z| est harmonique sur A, log|z| = 0 sur dD et log|z| a une
singularité logarithmique a 'infini. Donc la fonction de Green associée a A est log |z|. Donc

go\v (2, 20) = log [p(2)]

et
9o\ (0,0) = log [(0)].

De plus, comme F* = C\V nous avons

grx (07 OO) < g@\V(Oa OO) = log ’90(0)| (28)
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A é\ﬁm
FIGURE 2.6 — ’application ¢.

Soit 2 = C\V un domaine simplement connexe sur C et ¢ application définie ci-dessus.
Pour estimer ¢(0), on peut faire appel a des outils généraux basés sur des capacités que
I'on peut trouver par exemple dans [AB02, p. 359|. Ici nous allons proposer de calculer
explicitement la transformation de ¢.

Le probléme est invariant par rotation. Nous allons considérer un arc V' symétrique par
rapport a I’axe imaginaire centré en 0 et de rayon r. On notora a et b les extrémités de

l'arc V' d’images respectives A et B (voir Figure 2.7).

Soit ¢ I’homographie définie par

qui applique @ & 0, b & 0 et le point I d’affixe ir sur a(ir —a)/(ir — b) = a(a —ir)/(b—ir)
dont I'argument est arg a + 0[27], ot 6 est la mesure de I'angle BIA. Posons a = im0
(notons que 6 €] — 7w, —7/2]). Ainsi ¢ applique I'arc V' a I’axe réel négatif. Ensuite définissons
la fonction s(z) := y/z sur C\R_ par s(re) = \/re?*/?, t €] — 7, «[, puis 'application

z+1
w(z) = po|
et enfin
Oé'z:z +1
Pa(2) = (wosoq)(z) =
az— —1
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FIGURE 2.7 — |¢4(0)]

Ici B est la mesure de 'angle BOA. Nous avons ¢ = a/b. Observons que
diam (V)
r

8= (2.9)

ou r le rayon de l'arc de cercle.
Soit u = y/a € T (rappelons que o = €™ avec § €] — 7, —7/2] de sorte que « et y/a sont
dans le 4¢ quart de plan, voir Figure 2.8) alors

Va+1

CVa-1

Ainsi ¢, est la transformation de C\V vers A qui envoie o vers U. Mais nous avons besoin
que (o) = oo. Définissons donc ¢ := ¥ o ¢,, ou ¥ : C\D — C\D est "'automorphisme
défini par :

Yo 10— U = w(u)

) —
1/}(2) = ﬁv

qui échange U et o0.
Donc 1(0) = 1/\ = U ce qui implique que A = (y/a —1)/(y/a + 1) € iR.
Définissons donc ¢ = 9 o ¢, estimons

Vet +1)

©(0) =¥ (pa(0)) =¥ (m) .
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Pour cela posons u' = vae?® alors u' € T et

Nous savons que o = €™ avec § €] — 7, —7/2]. Le triangle OBI étant isocéle, nous avons
/2 =7+ 0 (car § <0) donc 5 = 27 + 26. Par conséquent

O{@ZB _ 67,(7r—0+27r+20) _ ez(w+0) _ e—z(7r—0)

= .

FIGURE 2.8 — aet@

En posant y/a = e avec v = —(7 + 0)/2 € [-7/4,0) nous observons que Re /a > 0 et
ReVae# = Rev/a > 0, et donc |U] > 1 et [U'| > 1.

Donc ¢(U") = (1)U — U")/(1 — U’/U). Comme u, u' € T alors U, U’ € iR de plus U et

U’ sont symétriques par rapport a I’axe réel donc U’ = —U. Ce qui implique que
1+ |U| 2|U| 2|1U|
-7 =%

Comme |/a — 1|2 = 2(1 — cos ) et |\/a + 1|* = 2(1 + cos ), alors

1 1 -1 1-— 2
= e }2— Cosvfwy——l—o(ff) quand vy — 0.

Uiz U 'Wa+1' l4cosy 4
Donc \
C C
YU € — ==
< B =T
car 7 = —(3/4. Ce qui implique que
, 4c
[ (0)] = [1(¢a(0))] = [(U")] < A
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D’ou
,

1
O < —F= =7
(0 diam(V) f
Ce résultat nous permet d’estimer diam(G).
Comme
— , o = u u
V cC\F* c {z=m+zy:—§—d1am(G) <x<§,|y| <§}

nous avons r < % + diam(G) < 2diam(G) et donc

diam(G) > * dist(0, v) = Hm) (2.10)
2 18]

De (2.10) et (2.7) nous avons l'estimation suivante

(diam(G))” 2 % (2.11)
Et donc

1 _ (diam(G))
0) < = < o 2.12
0] < 5 5 ) 2.12)

D’ou c
0 < — =,
0] <

avec ¢ la constante qui ne dépend que de (diam(@))Q.

De (2.5), (2.6), (2.8) nous obtenons

)] < exp (0] < x (ol 0)") < ()" < (=) (213)

Nous pouvons maintenant en déduire l'estimation cherchée de R, (z,s) ou

Ru(z,8) = sup |q(2)].
q€Pn(G,s)

En effet, soit ¢ un polynéme de degré n majoré par 1 sur le compact E, < G avec
mg(Eq) = mg(G) — S.

Soit z, tel que [g(2,)| = sup,zlq(z)]. Quitte & remplacer p par ¢(2) = p(z — 2,),
par G, = G — z, et E, par E, — z,, on se rameéne a 'estimation de p(0), avec ms(E,)

vV Q)
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mo(G) — s = ma(G,) — s.
Appliquons (2.13) a p, pour obtenir

M%n=mw$(gﬁ%jgn

ol ¢ est majoré par C (diam(@))2 et C' est une constante universelle. O

Le résultat peut étre reformulé. Si nous remplagons my(G) — s par s le résultat se traduit
de la maniére suivante. Pour un polynéme p de degré au plus n, si | {z eG:p(z)] < 1} | = s
alors
c

p(2)] < (—)n (2.14)

5
ol ¢ est majoré par C (diam(@))Q, zeG.

Remarque 2.7. Dans la suite nous allons essentiellement considérer des domaines G
qui sont des disques. Dans ce cas, la constante c est contrélée par Cr?, ot r est la rayon
du disque G et C' est une constante absolue. Dans [ARO7, Théoréme 1], la constante c

apparaissant dans l’estimation vérifie ¢ > 2mo(G) pour un domaine général borné G.

2.3 Rappel de quelques définitions

2.3.1 Ensembles dominants

Les ensembles dominants sont donc liés aux mesures inverses de Carleson. Les mesures
de Carleson inverses jouent un role important dans différentes branches d’analyse, comme
'analyse complexe, la théorie des opérateurs, I’échantillonnage, etc. Nous référons a [FHR17]
pour un survey récent sur les mesures inverses de Carleson. Lorsque H est un espace de
Hilbert de fonctions analytiques sur le disque unité ouvert D = {z e C: |z] < 1}, et si

i€ M, (D) est une mesure de Borel finie sur D, alors nous rappelons que p est une mesure
de Carleson pour H quand

| flz2qy S 1 flm, VfeH, (2.15)
et p est une mesure inverse de Carleson pour H quand
| Al < 1 f 2, VFeH. (2.16)

Dans le cas hilbertien, le choix de L?(u) est naturel. Dans des espaces de Banach généraux,
la définition des mesures de Carleson est plus délicate, et nous allons nous concentrer ici
sur des espaces de fonctions holomorphes dont la norme est définie par une p-norme par
rapport & une mesure borélienne. Plus concrétement, soit 2 € C un domaine et y une
mesure borélienne positive sur Q2. Soit X < Hol(£2) tel que pour tout f € X nous avons

1B = | 1P < e
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Un sous-ensemble E < 2 est dit dominant si pour tout f € X nous avons

| 1apan= cysie 2.17)

La caractérisation des ensembles dominants est connue dans d’autres espaces de fonctions
analytiques comme les espaces de Fock ou de Bergman, et repose sur les propriétés de
relative densité.

2.3.2 Ensemble relativement dense

Dans le cas de I'espace de Paley-Wiener, le résultat de Logvinenko et Sereda dit que E
est dominant si et seulement s’il existe v > 0 et » > 0 tel que pour tout z € R nous avons
|E N |z —r,x+r]| = ~r. Dans ce cas, nous disons que F est relativement dense.

De fagon générale nous définissons la relative densité comme suit. Soit {2 = C. Un sous-
ensemble E < ) est dit (7, r)-relativement dense s'il existe r > 0 et v > 0 tel que

|E n D(29,7)] -

Do, r)] (2.18)

ot D(zp,r) est le disque pseudo-hyperbolique si 2 = D, le disque euclidien si 2 = C et un
intervalle si 2 = R.

2.4 Quelques résultats de Kovrijkine

Dans cette section, nous mentionnons quelques résultat de Kovrijkine qui sont les
principaux outils pour notre démarche. Le théoréme de Kovrijkine sur lequel nous avons
principalement travaillé est le suivant :

Théoréme 2.8. Soit E un ensemble dominant avec |E N I| = ~va et I un intervalle de
longueur a. Alors pour tout f € PW} nous avons
2

v c(ab+1)
1fle = (2) 7 11,

ou c est une constante et v la densité.

Comme déja mentionné dans I'introduction, pour montrer ce théoréme, Kovrijkine utilise
d’abord 'inégalité de Bernstein pour localiser le probléme et ensuite le lemme suivant que
Kovrijkine a pu habilement déduire de 1'inégalité de Remez en utilisant des produits de
Blaschke pour obtenir des estimations locales.

Lemme 2.9. Soit ¢(z) analytique dans D(0,5) et I un intervalle de mesure 1 tel que 0 € 1
et E < I un ensemble mesurable de mesure positive. Si |p(0)| =1 et M = mlai( |6(2)| alors
zZ|ls

In M

wmmw<(§0”%wwun (2.19)

zel rel
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La preuve de ce lemme est donc basée sur I'inégalité de Remez qui donne une estimation
de type (2.19) pour les polynomes. Nous allons rappeler cette preuve dans le chapitre
suivant en 'adaptant au cadre des mesures planaires et en utilisant 'inégalité d’Andrievskii
et Ruscheweyh.

Corollaire 2.10. Si 1 < p < o0 alors

In M

1
C In2 +;
Bl < (E) 6l

Lorsque nous traiterons de I’espace de Bergman, nous allons également montrer comment
le corollaire se déduit du lemme.
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Chapitre 3

Espaces de Bergman

Dans ce chapitre, nous travaillons sur les ensembles dominants dans les espaces de
Bergman et ’estimation des constantes d’échantillonnage. D’abord nous définissons ’espace
de Bergman pondéré sur le disque unité D, ensuite nous donnerons quelques propriétés
nécessaires pour notre méthode. Le chapitre se terminera avec la démonstration de notre
premier résultat principal, 'estimation de la constante d’échantillionnage dans l’espace de
Bergman du disque unité.

Définition 3.1. Soit Q < C un domain et w une fonction mesurable positive sur Q. Alors
AP(Q), 1 < p < o0, est l'espace de Bergman pondéré sur ) défini par

AP(Q, ) — {f e Hol(Q) : |||, = L (o) PwdA() < oo} (3.1)

ot dA désigne la mesure planaire de Lebesgue normalisée sur D. Siw(z) = 1 sur  nous
écrirons AP(Q) = AP(Q,w), et | flp = [ flpw-

SiQ =D et wa(z) = (1+a)(l -1z pour un o > —1, nous noterons par AP*(Q),
1 <p< o, l'espace de Bergman pondéré sur le disque unité D dans le plan complexe défini
par

AP(D) = AP(D, ) = {f e Hol(D) s |1} = [ 1/GIPdaa) < oo} (3.2)

ot dAy(z) = (1 4+ a)(1 — |2]?)*dA(2).

Nous désignons par AP = APV lespace de Bergman non pondéré.

(Voir [HKZ00] pour plus d’informations sur I’espace de Bergman.)

3.1 Fonctions d’évaluation en un point

Le théoréme suivant affirme que les fonctions dans I'espace de Bergman ne peuvent pas
croitre trop rapidement prés de la frontiére.
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Théoréme 3.2. Soit 0 < p <o, a > —1 et Q < C un domaine borné et z € Q). Pour tout
f € AP(Q) nous avons

C
£ < 55 | 11EPAG)
ou r = dist(z,00) est la distance de z au bord de Q

Démonstration. Fixons un point z € Q et soit r > 0 tel que D(z,r) ={( e C: | —z| <r} c
(2. Soit p = 5. D’apres la formule de Cauchy nous avons :

o £(0)
f) = 5 LDW) Mg

En posant ¢ = z + re?, de sorte que d( = rie?’df, et nous avons

_ 1 i0
f(z) = o LD(Z’/)) f(z+re”)do.
et donc
g L i
L f(z)rdr = 27TJ;) L f(z +re”)rdrds,
1
f(z) = 7 o F(Q)dA(Q),
donc

1
£6) = = L(z oy
1

|£(Q)|dzdy

1J dxdy
< — f(C .
7 D(z,p)| (Ol —

En les élevant a la puissance p et en appliquant 'inégalité de Holder avec I’'exposant conjugué
¢ nous obtenons :

e < (ﬁ%) (L(Z’p) |f<¢>|dxdy)p

S (W;Q)p (<JD(z,p) |f(§)|pdxdy>; (JD(Z,P) 1dxdy) (11)]0
1
(

f |f(C)|”dwdy> ()}
D(z,p)

S
TP” JD(z,p)

<1 j F(O)Pdady
7 JD(z,p)

> ) [F(2)[PdA(C),

TP D(z,p
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Dans le cas particulier Q =D on a r = dist(z,0Q) = 1 — |z|, et avec le poids w,, nous

obtenons avec p = § = Ll nous avons pour tout z € D(z,p) : 1— 2|2 = (1—|z))(1+]2|) =

2
1 —|z] = %, et donc

T\ 1
1+a)(= 2P < —= 2)IP(1 = |22)dA,(2).
(ra) (5) 1@l <55 | EPL 1) dAu(2)
Donc
P < G " o, FOPA) < pams | EIPAAG) 63

On peut montrer que AP(£2) est un espace de Banach pour p > 1, et A? est un espace
de Hilbert avec le produit scalaire

S = | FEEA

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate du Théoréme 3.2.

Lemme 3.3. Pour tout compact K de D, nous avons

|z r < 112y

1
v dist(K, D)

3.2 Base Hilbertienne

Soit e, : D — C telle que e,(z) = v/n + 12"
Proposition 3.4. {e,,n > 0} forme une base hilbertienne de A*.

Démonstration. Nous avons

(eny€m) = Vit m+1) Lz"?mda:dy

™

_ Vit ;(m ) ( L T”+m+1d7’) ( L " ew("—m)de)

21/ (n + 1)(m + 1)

= 5nm
(n+m+2)7 ’
_ 27 (n + 1)5nm .
2r(n+1) ’
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Donc (e, €,,) est une famille orthonormale.
Soit f € A%(D) orthogonale a Vect(e,) et c,(f) = {f, eny. Nous avons donc ¢, (f) = 0. f

étant holomorphe sur D, elle est analytique sur ID par suite il existe a,, € C" telle que

z)=Zanz" zeD,

n=0

et le rayon de convergence de cette série est au moins 1. Alors

ealf) = (feny = f f(2)en()dady

D
1
:”n+ lim ( f(2)z ”dxdy)
=17 \Jjz<r
/ 1
_ 4 lim amz Z"dxdy
r—1- | |<r m=0
1
=4/ nr lim Z 2"Z"dxdy
r—1- m>0 |z\<r
_ In+1 lim < (m+1)>
r—1- m + ]_

La premiére égalité provient du théoréme de la convergence dominé et la deuxiéme provient
du fait de la convergence normale sur tout compact de D de la série entiére ) a,2". Avec
un changement de variable polaire nous obtenons :

QrypmAnt2 71.7,2(714-1)

2"Z"drdy = ————0mn = ————0mun-
f|<T Y m+n+2 n+1 ’

Donc Vn = 0, a,, = 0 ce qui implique que f est identiquement nulle. Donc Vect(e,)* = 0,
ce qui conclut. O

3.3 Noyau reproduisant dans les espaces de Bergman

Soit ‘H un espace de Hilbert de fonction holomorphe sur €2 tel que ’application f —
f(w), H — C, est continue pour tout w € €. Donc, d’aprés le théoréme de Riesz, il existe
une unique fonction k,, € H telle que

fw) =<f, k), feH.

Le noyau k, k(z,w) = k,(z), est appelé le noyau reproduisant de H. Dans l'espace de Hardy

H?, ky(2) = 200@2)" = .
Le noyau reproduisant k de l'espace de Bergman A?(Q2) s’appelle le noyau de Bergman de

Q.
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Proposition 3.5. Le noyau de Bergman du disque unité de C est égale a

1

k(z,w) = S

Démonstration. Soit e,(z) = v/n + 12" une base hilbertienne de A%(Q) et

k(z,w) = Z en(2)u”

n=0
= Z v+ 12"/n + 1a"
n=0
= Z (n+ 1)z"w"
n=0
= > (n+1)(w2)"
n=0
B 1
(1 —wz)?
O
Théoréme 3.6. Pour tout f € A*(D) et z € D nous avons
1 f(w)
=— | ———dxd
/) T JD (1 —wz)? v
Démonstration. Nous savons que k,(z) = ﬁ et pour tout f € A*(D), z € D, nous
avons ) fw)
w
1) = by = | )kt wdody =~ | LD vy
O

3.4 La projection de Bergman

Considérons A% comme un sous-espace (fermé) de l'espace de Hilbert L? = L?*(D).
Définissons pour f € L*(D),

PiG) =<Prk = Gk = | T Sano)

Clairement Pf = f si f € A% Aussi, si f € L?(D) avec f 1 A%(D), alors, comme k, € A2,
nous avons {f,k,) = 0 et donc Pf = 0. Donc P définit une projection orthogonale sur
L?*(D), appelée projection de Bergman.

La projection de Bergman est bien définie sur L! et a valeur dans A'. En effet soit f € Al

35



Alors f(2) = X,00 an2".
Fixons A € D, notons que

1 1(1)’ 1Z(X)n/
— = = — = = zZ
(I1—=X2)2 A \1—-Az A\ 5
1 —n
ZZZ)\ nz"1
)\n>1
= (n+1)(Xz)"
n=0

Nous en déduisons

PfA) = | [(2)kA(2)dA(z)

1 pm
‘ , d
= J f Z anre™ Z(k: + 1)/\krk(f’ktaltu
0 J=mn>0 k=0 T
1

— Z a,\"(n + 1)f r2H1odr

n=0 0

= D a A" = f(N).

n=0

Avec -
J R = 276,

—T

Donc Pf = f pour f € Al. Notons que f € A' implique que la premiére intégrale est bien
définie (k) € H®).

Théoréme 3.7. [DS0/4, Théoréeme 5, p. 34] Pour 1 < p < o0, la projection de Bergman P
est un opérateur borné de LP sur AP et P? = P.

La preuve de ce théoréme utilise le lemme suivant.

Lemme 3.8. [DS0/, Lemme 2, p.32] Soient s et t deux nombres réels satisfaisant 1 <t < s.
Alors il existe une constante C', dépendant uniquement de s et t, telle que

(1_ |C|2)t72 . 22 t—s
| S < ca- )

pour tout z € .
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Démonstration. Considérons z = p = 0. Si p < 1/2, alors nous avons

(1 - fcy-2 1= -2
J, e < | S

(1 iy
<J 0 Ao

N Sl
< | T e 40
<C(l—p),

ot C' = 2§ (1 —[¢]*)"?dA(C). Cette intégrale converge car t > 1.

Supposons maintenant que p > 1/2, de sorte que 1/(2p) < 1.
Notons d’abord que

J (1 _ |€|2)t72dA(C) < f 1— |<|2)t72dA(C)
I¢I< D

L [1=pCl 27
o S (S
<2 JD 2s—t(1 _ p)s—t dA(C)
<2(1- ) | (1= o)A
<C(l-p'

puisque t — s < 0.

Posons ¢ = re? et estimons

(1—1[¢*)? 2 Jl 2\t—2 JW df
——=—dA(() = — 1- d
Ll>2a, [Era e PR NS s prveey e Kl
Comme sinz > 2x/m pour 0 < x < 7/2, nous avons
1—2prcosf + p°r* = (1 — pr)* + 4prsin®(0/2) = (1 — pr)® + 4pr6? /x>,

Ainsi pour 7 = 1/(2p),

J” df - 1 J” do
o T 2oreosd e 0 = =0 b (3 o)™




car s > 1 et donc la derniére intégrale converge. Par conséquent, l'intégrale est bornée
par une constante multiple de

P (] — p2)t—2 L=
Jgrdrﬁ-f ((1 i crdr = I + I.
r <

o (1—pr)t ) pr)sT

Estimons I, pour cela remarquons que 0 < p ce qui implique que 1 — pr < 1 —1r?
Si t < 2, nous avons ’estimation

P (1 _ n2\t—2 p
I, = J —(1 ) rdr < J (1—pr) = ldr < 2 1-p) = <C(—p)t=.
o (1—pr)! 0 s—t

Si ¢t > 2, nous utilisons I'inégalité 1 —r? < 2(1 — pr) pour obtenir
0

I < 2t_QJ (1—pr)—tdr < C(1—p)*~
0

D’autre part, pour » < 1 ce qui implique que 1 — p < 1 — pr, et donc

1

L<C(l— p)l—sf (1—1)2dr < C(1— p)'-

p

Ce qui compléte la preuve du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréeme 3.7

Démonstration du Théoréeme 3.7. Commencons par montrer que P est une application
bornée de LP dans LP. Pour f e LP et 1/p + 1/q = 1, I'inégalité de Holder donne

Pi) < [ 11— G 2IFO1aAQ)

JD

@ ey R - 1) VA

(.

]D)
= L“‘C' BTV — G — [¢]72) P = C2[ TP F(C)AA(C)

([ epyem - §z|-2dA<<>)l/q(fD (L= I = G20 aA) )
< () (),

1/p

N

ou

Ji(z) = f (1 [¢P) V7|1 — 2| 2dA(C)

) = | QP06 = 26l 2aA(0)

38



En utilisant le Lemme 3.8 avec s = 2 et t — 2 = —1/p, nous obtenons
[ Ti(2)] < Cu(1 = [2*) 2.
En appliquant cette estimation et le théoréme de Fubini nous obtenons
| 1PsPaac) < [ nereneaac)
D D
<[ =Py [ 1rOra - 6PV - ¢ aA)dAR
D D
= le [FOP(1 - |C!2)1/"J (1= [2[) 7141 = C2[?dA(2)dA(C)
D D
<1 [ 11OP(= ¢ a1~ ¢) VaA(C)
< Qe [ IO (= IGP) (1~ ¢P) VaA(C)
- | 1#Q)PaA).
D

Pour la derniére inégalité nous invoquons a nouveau la méme estimation de J;(z), en
remplacant p par q. Ou C' désigne la constante positive dépendant de p. Ceci montre que
I'opérateur P est borné.

Vérifions que P? = P sur LP. En effet soit f € AP a 'aide du théoréme de Fubini nous
obtenons

P(PI(2) = | PrRGAW
- f FOR R (dA()dA(w
- [ s j ROk dAw)AW

JD

L

- | £0) [ RE@A@AR)
JD D

=] f(0)ky(2)dA(v)

= | f)k.(v)dA(v) = Pf(2)

JD

Donc P est 'opérateur identité. O
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3.5 Ensembles dominants dans le Bergman

Rappelons qu’un ensemble mesurable £ < D est dominant pour I'espace de Bergman
pondéré s’il existe C' > 0 tel que pour tout f € AP*(ID) nous avons :

fE F()PdAL() > OPJD F()PdAL(2). (3.4)

Nous désignons par LP(F') I'espace de Lebesgue des fonctions mesurables sur I’ensemble
mesurable F' < D et p-intégrable par rapport a dA,.
Tout ensemble satisfaisant (3.4) est appelé ensemble dominant pour A”*. Les ensembles
dominants dans A”(ID) ont été complétement caractérisés par Lueking dans [Lue81| comme
des ensembles qui sont relativement denses. Dans ce cadre géométrique spécial, cela signifie
qu’il existe v > 0 et r > 0 tels que pour z € D nous avons

|E N Dypp(z,7)|

| Dphs (2, 7)) (35)
ot Dypp(2,7) = {weD: pypp(z,w) <1} est le disque pseudo-hyperbolique associé, avec
0<r<letpump(z,w) = ‘f__;fu ‘ la distance pseudo-hyperbolique entre les points z,w € .

Les résultats de Luecking sur les ensembles dominants dans les espaces de Bergman sont
énoncés comme suit ([Lue81| et en particulier la condition (2’) dans [Lue81, p.4]).

Théoréme 3.9. (Luecking). Un ensemble mesurable E (Lebesque) est dominant dans
AP(p > 0) si et seulement si il est relativement dense.

Luecking a aussi considéré des espaces plus généraux dans [Lue85] (ces résultats couvrent
en particulier les espaces de Bergman). Notons que Luecking ne s’intéresse pas vraiment
a l'estimation de la constante d’échantillonnage, mais en suivant la preuve dans [Lue81]

on obtient une dépendance exponentielle de v : C? > ve%p. Dans la démonstration de
[Lue85|, la densité apparait explicitement, mais un argument de compacité utilisé dans
[Lue85, Lemme 4] introduit une dépendance implicite de la densité.

3.6 Reésultat principal

Notre résultat principal dans les espaces de Bergman est le suivant :

Théoréme 3.10. Soit 1 < p <+ et 0 <r < 1. Il existe L tels que pour tout ensemble
mesurable E < D qui est (v, r)-dense, nous avons

¥ L
Iflsraw) = (1) 1f e (3.6)
pour tout f e AP,
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Les constantes ¢ et L dépendent de r. Nous pouvons choisir

1 1 1
L=c¢ ra In ,
p (1—-r)t 1-—7r

ol ¢; est une constante universelle. Notons que pour étre (v, r)-dense, I’ensemble E ne doit
pas avoir des « trous » de rayon (pseudohyperbolic) r : pour étre dense, F doit rencontrer
tout disque D,pp(z,7) sur une portion uniformément minorée.

Il existe ainsi une relation concurrente entre v et r. La densité v peut étre trés petite
pour un r donné (en particulier lorsque E a des trous qui ont un rayon pseudohyperbolique
proche de r), mais elle peut devenir assez grande quand nous choisissons un rayon plus
grand (par exemple le doublement pseudohyperbolique de 7 : li’;Q ). En ce sens, nous devons
optimiser LIn~y, avec L dépendant de r.

Une autre observation utile a rappeler est qu’il n’y a aucune raison a priori pour qu'une
fonction holomorphe pour laquelle I'intégrale SE | f|PdA,, est bornée soit dans AP*. En dehors
de la classe AP* la relative densité n’est en générale pas nécessaire pour la domination (voir
aussi la remarque en [Lue81, p. 11]).

La discussion de la condition nécessaire de la relative densité dans [Lue81, p.5|, implique
des tests sur des noyaux reproduisants, qui montre que la constante d’échantillonnage C'
dans (3.6), est C' < v'/7. Nous pouvons voir I'optimalité de ce résultat a 1’aide des bases
orthonormales de monomes dans le cas p = 2.

Dans ce cas considérons 'ensemble Exr = D\D(0, R), D(0,R) ={zeD: |z| < R}, 0 <

R < 1. Alors pour tout f € A, nous avons f(z) = >} _gan2z" ot [f[|% = > -, |§i|12 < +00.

Sur D(0,p), 0 < p <1,
vn+1 |

en(z) = WZ )
une base orthonormale de A? (D(0, p)). Etant donné f(z) = ¥, _, a,z" € A%, nous pouvons

écrire

pn+1 ( )

f(z)= ) az" =) a, el (z),
donc

J 2d ( ) Z p2(n+1)’ ‘2

|F(2)["dm(z) = an*.

D(0,) o M1

Avec E, = D\D(0, p). Donc

n+1 = =S (37)

n=0 n=0

IRCRICES) anl” () ey > (1 )



En particulier, en choisissant f(z) = 1 (le noyau reproduisant normalis¢ de A% en 0)
I’estimation ci-dessus s’avére optimale :

. §g, 1f(2)[2dm(z) - §p, 1.dm(2) i
oeferz | [f(2)2dm(z)  §Ldm(z)

Calcule de (v, R)- densité pour E,. Alors nous avons pour R > p,

TR2 — 72 2
L
T R2 R?

’}/ =
(Pour R < p, nous avons v = 0), donc
2
p
Pz 1-2 -y
de sorte que (3.7) donne

| s pdm() = 1512
Ep
de sorte que L = 1/2.

Considérons le cas ot v — 0 et montrons que la puissance de v dans la constante
d’échantillonnage doit étre 1/2. Pour cela considérons R = (1 + p)/2 (ce qui implique que la
distance pseudohyperbolique entre p et R est constante, mais la densité tend vers 0). Alors

P’ o 4
KO i (s
12 o(1+p)*—4
By
s o(1=p)B+p)
B (e
0ol _PPB+p)
=( p)ll (1+p)3]'
Avec

. _PB+p)
" (L+p)?

et lim, ,1- ¢, = 1/2 et donc v, ~ 1(1 = p?), p > 1.
En particulier 7, — 0 quand p — 1.
Par conséquent, dans cette situation particuliére, nous obtenons

i r . ¢ SE,, |f[2dA 5
1m — 1n T =
p—1- ’)/p 0+ feA? S |f|2dA
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ot 7, est la densité de E, lors du test (3.5) sur le disque Dyp(z,70) avec rg = 222, de
sorte que dans cet exemple L = % = %.
Nous verrons plus tard comment transposer nos techniques de 1’espace de Bergman vers
I’espace de Fock classique et I’espace de Paley-Wiener. Rappelons que pour ces espaces le ré-

sultat est déja connu (|[Kov01] pour espace de Paley-Wiener et [JS21] pour I'espace de Fock).

Nous commengons par démontrer une version du lemme de Kovrijkine (voir [Kov01,
Lemme 1], et Lemma 2.9).

Lemme 3.11. Soit 0 < r < p fixé. Il existe une constante n > 0 telle que [’estimation
suivante est vérifiée. Soit ¢ analytique dans D(0,p), E < D(0,r) un ensemble planaire
mesurable de mesure positive et soit zo € D(0,7). Si |¢(20)| = 1 et M = supy, ., |¢(z)] < o0
alors

o\ nlnM
sup |¢(z)| < (Cr > sup [¢(2)],

2€D(0,r) E 2€E

ot ¢ ne dépend pas de r, et

c est une constante absolue.

Ce lemme est assez général, et nous l'appliquerons plus tard aussi dans le cas des
espaces de Fock dans lesquels p peut étre « grand », c’est-a-dire supérieur ou égal a 1.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas de I'espace de Bergman. Dans ce cas nous
considérerons 0 < r < p < 1. Un choix pertinent dans cette situation est (1 —p) = k(1 —r)
pour un 0 < k < 1, de sorte que I'estimation ci-dessus devienne

1 1
(1—r)41n1—r (3.8)

n<c

ol ¢’ est une autre constante absolue (on peut choisir ¢’ = 2¢/(1 — k) pour un r assez
proche de 1). La preuve de Kovrijkine, utilisant des produits de Blaschke et basée sur les
inégalités de Jensen et de Remez en dimension 1, s’adapte bien en dimension 2. Puisque
notre configuration géométrique n’est pas exactement la méme et que nous devons tenir
compte de 'emplacement de zy, nous reproduirons la version adaptée de la preuve ici. Cela
nous permet également de controler les constantes sous-jacentes. Dans notre preuve, nous
utilisons la métrique pseudohyperbolique qui change un peu par rapport au raisonnement
de Kovrijkine. Cela pourrait s’avérer intéressant aussi dans d’autres situations. Pour a € D,
nous définissons I'automorphisme du disque habituel par :
a—z

0a(2) = z e D. (3.9)

1—az’

Alors @4(a(2)) = 2
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Démonstration du Lemme 3.11. Supposons d’abord que p = 1 et soit

@b(z):asosozo(z):qb(%‘z),

1— 7252

qui translate zy en 0. Soit ry = 1?:,42 (« doublement pseudohyperbolique » de 7). Nous

définissons E = ¢, (E), de sorte que E < D(0,7) et ¥|E = ¢ o ¢, |E = ¢|E. Considérons
¢ sur D(0,79) qui contient donc E, et [1(0)] = |¢(z0)] = 1. Comme p = 1 et ¢, est un
automorphisme du dique nous avons [|gx = |¢|g= et donc 1 et ¢ sont bornés par la
meéme constante M.

1

Xy

Xay

FIGURE 3.1 — Dppp.

Soit t = 1%03 le doublement pseudohyperbolique de ry. Considérons ay, ..., a,, les zéros de
¢ dans D(0,t) et B le produit de Blaschke associé a ces zéros dans D(0,¢). En divisant par
B = P/Q, nous obtenons une fonction sans zéro g = % dans D(0,t), avec P = [[}_, t(ap—z)
et Q =[]_,(t* — axz) des polynomes de degré n. Puisque |B| = 1 sur 0D(0,t) et |B| < 1
sur D(0,t), nous avons |g(0)| = |[¢(0)| = |¢(20)] = 1 et max|,< |g(2)| < M.

En appliquant I'inégalité de Harnack a la fonction harmonique positive v = In M — In |g|

dans D(0,t), nous obtenons pour tout z dans I’ensemble compact D(0,r) < D(0,t) que

t— t
TOU(O) <u(z) < o

t—|—7"0
< <
tJrT() t*’f‘g

< In M.
t*’f‘g

u(0)

Pour simplifier la notation, posons ao = (t + ry)/(t — r9). Nous en déduisons que pour tout
ze D(0,7), |g(2)] = Me™®) = M= Par conséquent

maxen 9 _ M.

ming|<,, |9(2)] ~ Mo
Estimons (@) :

maXjsj<r [Q(2)| _ maxpsier [Tey 7 — axz| _ <t + r0>”
i = : n 5 - S .
minjj<p, [Q(2)]  ming<r, [ Ty [#2 — arz| t—1o
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Utilisons maintenant 1’estimation d’Andrievskii-Ruscheweyh. Etant donné un polynéme
P de degré au plus n. Soit m = sup__z |P(z)]. Posons P, = £ et s = |E|. Alors P, €
Pn(D(0,79),s). Par (2.14) et la Remarque 2.7 nous obtenons

a2\
|P1(2)] < (ﬁ) , |z < o,

crd "
sup |P(z)] < ¥ sup |P(z)].

Jzl<ro E|) e

En suivant les mémes estimations que Kovrijkine nous obtenons

sup |1(z)] = sup |g(2)P(2)/Q(2)]

B0 |z|<ro

et donc

Pour tout z € E < D(0,7) nous avons

_ P(z)
Ainsi
_ P(2)
slil:o |(2)] slligo l9(2) o0 |
SUD|5 < [P(2)]
S |§|1230 l9(2)1 infl, < |Q(2)]

< sup ‘g(z)|sup|z|<m |P(z)| SUP|z|<ro |Q(Z>|
S i QG Tt 202)

n

(t + T’()) CT’(Z) | ( )| Supze|§| |P(Z)‘
— sup |g(z
t— To ‘E| |z|<ro Sup\z|<m |Q(Z)|
(t + 7“0) 07“3 " SUDP|z|<ro lg(2)] SUp_¢ |7 |P(2)]
— | - inf |g(2)]
t—1o ‘E| 1nf|Z\ST‘0 |g(2’)| |2l<ro SUD|z|<rg |Q(2)|
/ crz\" sup,__z [P(2)]
( - 7“0) 0 ) ppe it |g(e)] el
t—1o |E| |z[<ro SUP|z|<ro |Q(2)]
t+ To " CT2 " a
< (t ) ~> | M sup [(2)|
—To |E] e[ E|
t4rg (¢ " 2\ "
< Mo < ki TO) To sup ¢ (2)]
t—ro |E| 2€E

9 n
< e%glnM+nlnL:8 @ Sup’w(z)"
zeE



Puisque E = ., (E) et |2| < o, nous avons par un changement de variable |E| >
(1 —1r2)|E|/4, de sorte que

t4r t+ 2\ "
sup [6(2)] < ¢ RO et (T8) g o),
|z|<ro | | zeE

2
En supposant que e < %" (cela signifie que la densité de E est inférieure a une certaine

constante fixée — si la densité est supérieure a une constante fixée, par exemple =, alors
’estimation n’aura pas un grand 1nteret) Ainsi

+0 —2nlIn(1—rg)+n(1+In4)

up [9(2)] < (|E‘) sup i ()|

|z[<ro z€E

Montrons maintenant que n < (In M)/In(1/t). Rappelons que

et done

Avec 0 < t < p, les a, sont les zéros de ¢ sur D(0,t) et 1 € Hol(D(0, p)), ¥(0) # 0
En appliquant la formule de Jensen définie par :

ol = 5]

—T

™

g 65 9
nous obtenons

lnM>%r In | (46( \dQ—ZIn( >—|—1n|1/1(0)|

= Zln (g) =nln (g) .
k=1
In M

Comme dans Kovrijkine, nous obtenons n < (/D (car p = 1).
Notons que In4 < 2, et posons

t+ t+
n = r0+<ln o

t— 1o P— —21n(1—r0)+3)/1n(1/t)'

Alors en revenant & ¢, nous obtenons

C7"2 nln M C7"2 nln M
sup [6(2)] < sup [¥(2)] < (E) sup [(2)| < (E) sup |6(2)].

|z|<r |z|<To 2cE 2€E
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Nous terminons la discussion par l'estimation de 1. Notons d’abord que t = 270/(1 + r2) de
sorte que

t+ry 34715 - 4

t—rog 1—12 1—1%
Aussi In(1/t) ~ (1 —72)/(2ro), et puisque ry = 2r/(1 + r?) nous avons 1 — ry ~ (1 —r)?/2.
Par conséquent

< TR (PR S M L | PO H U S,
< n n < n
1 1—r? 1—rk (1 —1)? (1—r9)2  (1—rg)>2 1-—1¢

c ) 1
~ n
(1—r)* 1-r

ou ¢ et ¢ sont des constantes absolues.
Lorsque p > 0 est arbitraire, en remplacant r par r/p et p par p/p = 1 on se raméne a
la situation précédente, et nous obtenons :

C’,O4
(p—r)

P
p—r

41n

n <

O

Corollaire 3.12. Soit 0 < r < p fixé. Il existe une constante n > 0 telle que [’estimation
suivante est vérifiée. Soit ¢ analytique dans D(0,p) et soit E < D(0,r) un ensemble
planaire mesurable de mesure positive. Si |¢p(zo)| = 1 et M = max.i<, |¢(2)| alors pour tout
p € [1,+0), nous avons

CT2 nlnM-‘r%
19| e (Do) < (E) |8l | e (m)-

Les estimations sur 7 sont les mémes que dans le Lemme 3.11. La constante ¢ ne dépend
pas de r.

)nlnM

Démonstration. Posons C' = cr?, et soit E, = {z e D(0,7),|o(z)| < (&

D’aprés le Lemme 3.11, nous avons pour tout z € D(0,7r),

18llz=(0 |-

o1 < (o )M up [6(w)

@ weF,

C nln M e\nlnM
<li) (@) Bllewon

C nln M c\nlnM
oo < (57) " (5)"" lleeconn
€

donc




ce qui signifie que 1 < |E‘

< e. En posant € =

E nln M E
LI { < D0.0). o) < (42 |\¢|\m<m0,r»} <2

En intégrant sur £ nous obtenons

JW dd > J Xigi=(Z)" M gl oo o 917dA

|E’ pnln M
> [ = o||L» , fdA
(58) " leileecoon |

‘E| pnln M
> || ( 1612 ooy

‘E’ pnln M+1
220 (3d) Tollemo

pnln M+1
> L (@) J |¢|p
|D(0,7)| \2C D)

, 1ous avons

D’ou )
ol > (25" (B o
=\, 1) \2c e
Rappelons que C' = cr? de sorte que 2C/|D(0,7)| est une constante. O

3.7 Preuve du résultat principal

Démonstration du Théoréme principal. Rappelons la définition de 'automorphisme du

disque (3.9) enae D :
a—=z

a = ) E]Dv
#al() 1—-az ‘

puis nous introduisons la formule du changement de variable suivante :

2+o¢

Ty AP — AP (Tof)(2) = (f © ¢a)(2)(9a(2)) 7

Nous rappelons que

1—|af?

(1—az)?
T, est un isomorphisme de I'espace de Bergman AP“. Nous allons aussi considérer des res-
triction de T, des disques pseudohyperboliques T}, : AP*|Dpp(z, 1) —> AP Dpnp(pa(2),7)
qui est également une isométrie.

Pu(2) = —
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Nous entrons maintenant dans la partie principale de la démonstration qui nous donne
un moyen simple d’éviter I'inégalité de Bernstein.

Pour cela, nous introduisons les notations préliminaires suivantes :
. 2ikm . .
Pour ne Net ke {0,1,...,2" — 1}, soit 2, := (1 — 2%) e2m | et définissons

D;]{; = Dphb(zn,ka T)a

ou r € (0,1). Nous pouvons vérifier que pour r suffisamment grand ces disques couvrent D.
Soit 7o un tel rayon. Nous poserons désormais D,, ; = D)?,.

Nous avons besoin d’une propriété de recouvrement finie. Notons y g la fonction caracté-
ristique de I’ensemble mesurable F' dans D.

Lemme 3.13. Pour tout r € (0, 1), il existe une constante N telle que
Z XD:L,k <N.
n,k

De plus, il existe une constante uniwerselle de recouvrement c,, telle que

1 1
In

N< ov
R FI) e s

Dans ce lemme, nous n’exigeons pas que les disques D, ; couvrent tout le disque D.
Si nous voulons que cela soit le cas, nous devons imposer 7 € (rg,1). Evidemment, la
constante N est au moins égale a 1. Dans les estimations de la constante d’échantillonnage,
la constante N n’entrera que logarithmiquement de sorte que la puissance en (1 — r) ainsi
que le terme logarithmique ne sont pas trés importants.

Démonstration du Lemme. Ce lemme est certainement un fait connu, mais nous incluons
une preuve pour donner une idée de la dépendance de N a r.

Le résultat est équivalent a dire qu'un disque Dppy(2,7), 2z € D, contient au plus N
points z, ;. Puisque le probléme est invariant par rotation, nous pouvons supposer que
z =z € [0,1). De |Gar07, p.3| nous rappelons que Dp,(z,7) est un disque euclidien de
diameétre

1—rz’ 1+rz

0.5 - |

Ainsi Dppy(z,7) est inclus dans un anneau de rayons a et . Nous estimons la distance
de o et § au bord T par :

x—r :U—H"]

L r-r l—re—z4r _ (1+7r)(1—ux) <d(1—2),
1—rx 1—rx 1—rx

Cxtr  l4rr—z—r (1—=7r)(1—2) > dy(1— 1),
1+rz 1+rx 1—rx
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o d; et dy sont des constantes strictement positives (par exemple nous pouvons choisir
di=2/(1—r)etdy=1/d; = (1 —71)/2).

En particulier pour que 2, € Dppy(z, ) il faut que do(1 — ) < 27" < dy(1 — ) ce qui
peut arriver au plus (In(dy(1 —z))™! —In(d;(1 — z))~') /In 2 fois.
Avec le choix ci-dessus de d; et dy, nous pouvons choisir d; /dy = 4/(1 — r?) de sorte que le
nombre de n possible soit borné par :

4

Nous devons également vérifier que le nombre de k tel que 2, € Dypp(x, ) est unifor-

mément borné. Soit r fixé, nous distinguons deux cas : x < 2r et 2r < z < 1 (dans le cas
r = 1/2, ce dernier ne se produit pas).

Cas x < 2r : dans ce cas, nous savons que Dpyy(z,7) < D(0,3r/(1 + 2r?)). Afin que
Znx € D(0,3r/(1 +72)), il faut que 1 — 27" € D(0,3r/(1 + 2r?)), et ainsi que 1 — 27" <
3r/(1 + 2r?) ce qui arrive lorsque n < In(1 — r)~! (la constante qui apparait ne dépend
pas de r). Afin d’obtenir tout z,; € D(0,3r/(1 + 2r?)), il nous reste a faire la somme
In(1—r)~1

1

2" ~ —. Donc pour x < 2r, nous avons N < %T qui est négligeable par rapport a

I'estimation demandée dans ’énoncé du lemme.

Cas 2r <z < 1 : alors

r—r 2r —r
=
1—rx 1

— (3.11)

Remarquons que pour que z,; € Dpyp(z,7) nous avons besoin de 1 — |z, x| = 27" €
[d2(1 — x),d1(1 — )] (de (3.10) nous avons déja obtenu le nombre n tel que cela soit
satisfait). Comme précédemment, pour ces n, nous devons estimer le nombre k tel que
Znk € Dphb(iL',T).

Nous utiliserons & nouveau le fait de [Gar07, p.3| que Dypp(z,7) est un disque euclidien
D(c, R) pour lequel nous utiliserons 1'expression explicite du centre et du rayon :

1 — 72 1 — 22

c=r——— R=r———.
1 — r2g2’ 1 — 122

Par conséquent, 'argument d’un point w € D,py(z, ) peut étre estimé de la maniére
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suivante

R rl—z?
| arg w| < arcsin — = arcsin
c

z1— 12
- . 1 — a2 1 — 22
< arcsin ~
2(1—7r%2) 2(1—-1?)
1—z 11
< < -
1—72 " 1—12d,
2
A — bl
(1—r)2

Par conséquent, afin que z,, , = (1 — 27™)e2*7/2" ¢ D .. (z.r), nous avons besoin que :
) n,k phb\+L5 1),

2
2tk < — 3.12
m (1—r) (3:.12)
Nous concluons que le nombre de k est aussi uniformément controlé par r. Les estimations
(3.10) et (3.12) donnent la borne requise sur V. O

Fixons rp < s <t < 1. Pour K > 1, ’ensemble

15— {0, K) < iy < K1 flioing )

sera appelé I'ensemble des K-bons disques pour (t,s) (afin de garder une notation légére,
nous n'’inclurons pas s et t comme indices). Cet ensemble dépend de f.

Un des résultats clé de cette thése est la proposition suivante qui permet d’obtenir I’ensemble
des bons disques d’'une maniére trés simple sans faire appel a une inégalité de Bernstein.
Cela pourrait avoir un intérét indépendant.

Proposition 3.14. Soit ro < s <t < 1. Pour toute constante c € (0,1), il existe K telle
que pour tout f € AP* nmous avons

> 1V eps ) = €l Vape

(n,k)e]f —bon

Il sera clair d’aprés la démonstration que nous pouvons choisir K? = N/(1—c¢) ou N est
la constante de recouvrement du Lemme (3.13) associé au rayon (pseudohyperbolique) ¢

Démonstration de la Proposition 3.14. Puisque ro < s <t < 1, nous avons | J, , Dy . =D,
et par le Lemme 3.13 nous avons la propriété de recouvrement fini :

DX, SN
n,k

Par conséquent

£ e < D3 UV Erans ) Z [0 sy < NS Ko

(n,k) (n,k)
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Donc

Nflfpa = ) I Ve ) > B > 1o s )

(nyk)¢1;(7bon (n,k‘)¢];(7bon
= K7 3 oo =K 30 ey
(n,k) (n,k‘)EIK_bo"

> K| ffpe — K7 >0 flzremy,)-

(nk)elf—bon

Pour K? > N nous obtenons ainsi :

K
> ey, > AT
(nk)elf—bor
Par conséquent, en choisissant K avec K? = N /(1 — ¢) cela nous donne la conclusion
souhaitée. O]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer notre résultat principal.

Suite de la démonstration du Théoréme 3.10
Soit 1 = max(r,79) ot ry assure le recouvrement de D par D, .

Notons d’abord qu’il existe une constante universelle n > 0 telle que si E' est (v, r)-dense,
alors il est (ny,r1)-dense (si r = rq alors n = 1, si r < ¢, nous pouvons couvrir au moins
une partie d'un disque arbitraire D,;(2,70) par des disques disjoints de rayon r). Puisque
la constante multiplicative n ne change pas ’estimation dans le théoréme, nous pouvons
remplacer ry par r; et nous utiliserons dans toute la suite v au lieu de 7.

Fixons ¢ € (0,1). Nous choisirons r; pour s dans la Proposition 3.14 et t avec s = r; <
t <1 a déterminer ultérieurement. Soit K un choix correspondant de la Proposition 3.14
(dépendant de t puisque N < cln(1/(1 —¢))/(1 — t?)).
Soit f e AP, f # 0. Soit IK bon Tensemble des K-bons disques pour (r1,t). Alors par la
Proposition 3.14 nous avons :

1

(n k)eT i —von

o

Dans la suite nous supposons que (n, k) € I Jf( ~bon Rappelons que Zn.k st le centre (pseudo-
hyperbolique) de D];. Il est claire que D(0,71) = ¢nx(D,};) ce qui permet de translater le
disque Dzlk en un disque euclidien a l'origine (puisque les disques pseudo-hyperboliques et
euclidiens sont les mémes lorsqu’ils sont centrés a l’origine, dans ce cas nous n’utiliserons
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plus l'indice "phb"). L’opérateur de changement de variable T, , restreint a Dy, donne

k

7o) = j f)PdA)
n, D 1

n,k

[ ) W) )PP W),
D(0,r1)

Notons g = T.,, f et Dy = D(0,71). Il est claire que SDO lg|PdA > 0 et nous pouvons

définir
9 1/p
h=gx | —10 )
§p, l9lPdA

En particulier §,, |h[PdA = Aire(Dy), ce qui implique qu'il existe 2 € Dy avec |h(z0)| = 1.

Pour utiliser le Corollaire3.12, nous devons estimer h sur un disque plus grand. Soit

p= IQJF% un doublement pseudo-hyperbolique du rayon ry et t = 11’; 5 le doublement pseudo-
1

hyperbolique de rayon p. Considérons h comme une fonction dans I’espace de Bergman
restreint A”*|D(0,t), pour z € D(0, p), nous avons :

C

O e ED Lw RGP oA,

ou C' est une constante absolue (voir (3.3), et noter que t — p ~ 1 — p). Puisque h est un
multiple constant de g, nous pouvons remplacer dans ce qui préceéde h par g. Puisque p est
le doublement pseudohyperbolique itéré de 71 nous avons 1 — p ~ (1 — 7).

Observons que

f |g<w>|pdAa<w>=j F()PdAL2),
D(0,t)

t
Dn,k

L 9(2)PdA(:) > fD 9(2)PdAL(z) = f FPdAL).

t
Dn,k

En rassemblant toutes les piéces, nous avons :

9 1/p
sup |h(z)| = (”—) sup |g(2)]

zeD(0,p) SDO ‘g|pdA zeD(0,p)

e 1/p
T Cvp
s (SDrl |f’pdAa(z)> X (1= p)e+a)p (JDt k |f(2)|pdAa(z)>

Puisque (n, k) € ];(_bon pour (71,t) nous obtenons

DK
M = sup |h(2)| <
2eD(0,p) (1 —rf)2x@ra)p

(3.13)
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ol D est une constante universelle, et puisque 1 —t ~ (1 — p)? ~ (1 —ry)%,

N ov 1 1 1 1
K? = < ¢ In ~ In .
1—c¢ 1—C(1—t)2 1—1t (1—7"1)8 (1—7"1)4

Dans ce qui suit il suffira d’utiliser ’estimation

1

Nous appliquons maintenant le Corollaire 3.12 & h et E = @2 (B 0 Dyy). Nous

observons que la densité de E dans Dy est la méme que celle de E dans D,, ;, qui est minorée
par 7. Puisque nous sommes dans un disque de rayon fixé, nous pouvons prendre le poids
(1 —|z|*)* < 1 et nous obtenons une constante supplémentaire dans la derniére ligne :

j |h<z>|pdAa<z><f Ih(z)PdA(2)
D(0,r1)

D(0,r1)

9 npln M+1
cry J
< - h z pdA z
QEJ EI(H (2)

Par homogénéité nous pouvons remplacer dans ce qui précéde la fonction h par g. Ainsi,
en changeant les variables (c’est-a-dire revenir isométriquement de g & f), nous obtenons
pour chaque K-bon disque

) c npln M+1 1 )
|fIPdAL < | = 1,2 | fIPdA,,
DY v (1=r{) EnD},

D’aprés la Proposition 3.14, intégration sur les K-bons disques permet de récupérer la
norme, nous obtenons le résultat souhaité. ]

Nous terminons cette section par une discussion sur l’exposant qui apparait dans
I'estimation. Rappelons de (3.8) que

/" 1 ln 1 ,
A—r)* 1-n

n<c

Aussi de (3.13) et (3.14),

13+ 2 1
InM < + aln

p 1—mr

(la constante qui apparait ici ne dépend pas de ry), et en tenant compte de 13+2a < 1+a,
nous obtenons :

1+ 1 1
nln M < ax 41n 5
D (1—m) 1—rf
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Le terme supplémentaire +1 qui apparait dans ’exposant a la fin de la démonstration
ci-dessus peut étre absorbé dans I'expression 7 ln M puisqu’il faut imposer r = ro > 0 ot 7
assure la propriété de recouvrement.
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Chapitre 4

Espaces de Fock

4.1 Espaces de Fock classiques

Les ensembles dominants dans ’espace de Fock classique apparaissent comme un cas
particulier des travaux récents de [JS21|. Comme notre méthode est assez élémentaire et
universelle, il nous semble intéressant d’appliquer nos techniques dans ce cas.

Sans rentrer dans tous les détails, nous donnerons des indications nécessaires pour
obtenir les estimations. Commencons par rappeler la définition de ’espace de Fock.

Définition 4.1. Soit o e R et 0 < p < +00. L'espace de Fock est défini par :
Fr i { £ € HOIC) s |l = [ 1IPAAL(2) < o).

ol dA, o(2) = e P2 A().

Nous référons a [Zhul2| pour un traitement complet des espaces de Fock classiques.
Pour p = 2, l'espace F? est équipé du produit scalaire

«Q —Q|z (0%
Gopoi=2 | FEE A fige T
C
donc la norme d’une fonction f € F>* est

/]2 = j e R dA()

la constante & assure que la fonction f(z) =1 est de norme 1.
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4.1.1 Ensemble dominant dans I’espace de Fock classique

Soit £/ < C un ensemble mesurable. Si pour tout f € F7* nous avons

f |f(2)[PdA,a(2) = C”J |f(2)[PdA,a(2) (4.1)
E C
alors E est appelé ensemble dominant pour FP.

La métrique sous-jacente dans I'espace de Fock est la métrique euclidienne qui est plus
simple que la métrique pseudohyperbolique. Aussi, les calculs précédemment effectués dans
le cas de I'espace de Bergman devraient pouvoir se traduire de fagon simple dans le cas de
I’espace de Fock.

4.1.2 Reésultat dans ’espace de Fock Classique

Dans cette sous-section, nous choisissons z,; = n + tk, n,k € Z. Logiquement, si
nous voulons suivre le méme raisonnement que dans ’espace de Bergman, nous devons
remplacer les disques pseudohyperboliques du chapitre précédent, par des disques euclidiens

nk = D(znp,r)ottr > v/2/2. Cette derniére condition assure la propriété de recouvrement.

Notons que pour tout 7 > /2/2 fixé, la propriété de recouvrement fini est vérifiée (en
géométrie euclidienne). Nous obtenons facilement N =~ r2.

L’opérateur de translation isométrique (changement de variable) dans le cas de I’espace
de Fock classique est défini par

T.f(2) = e P21z — a).

Comme dans le cas de 'espace de Bergman, cet opérateur nous permettra de translater
la situation d'un disque arbitraire D, ; vers D(0,7).

La méthode de Kovrijkine nécessite I'introduction de bons disques. Fixons v/2/2 < s < t.
Pour K > 1, et f € FP* I’ensemble

[ibon _ {(n,k) A fllzmaor ) < K!IfHLp,a(Dz,k)}

sera appelé 'ensemble des K-bons disques pour (¢, s), olt nous intégrons par rapport a
la mesure dA, . Dans I'argument ci-dessous, Nous choisissons s = r et ¢ = 4r.

Etant donné f avec ||f||zr« = 1, comme dans I'espace de Bergman, g = T, .| pour
(n, k) e ];(_bon et posons

9 L/p
h = cog o = i
T b lolda) )
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Encore une fois il y a zp € D(0,7) avec |h(z9)| = 1. Définissons p = 2r. Nous devons
estimer le module maximal de h sur D(0, p) en fonction d’une intégrale locale de h. Pour
cela, nous pouvons supposer que h € A?(D(0,4r)) ce qui justifie la premiére des estimations
ci-dessous (en application du Théoréme 3.2 avec dist(D(0, p), dD(0,7)) = 2r). D’oir

C
max |h(2)[" < — |h|PdA(z)
zeD(0,p) r D(0,4r)
C 2 f
=5 X |g[PdA(2)
r? SD(O,T) |9[PdA(z) Jpo.ar)
Cledorr? r?

9P d A p(2)
r? SD(O,T) |9[PdAap(2) fD(OAr) g

(dans la derniére estimation, pour passer de dA a dA,, nous avons introduit un facteur
supplémentaire e®P(4r)?/ 2). Puisque (n, k) est K-bon pour (r,4r), nous voyons que la derniére
expression dans les inégalités ci-dessus est bornée par une constante (dépendant de r) fois
K? : MP? = max.cp(o,p) |1(2)]P < ¢, KP, ot ¢, = Credorr?,

Comme dans la Proposition 3.14, nous voyons que K? ~ N < r?, de sorte que
M < r2/pedar’ (4.2)

Par conséquent, en définissant £ = (En Dy, ;) — 2nx nous obtenons en utilisant le Corollaire
3.12 appliqué a h :

9 pnln M+1
f h(2)PdA(z) < | == f Ih(2)PA(2).
D(0,r) |E| E
Le facteur 7% qui apparait ici correspond a l'aire de D}, (ou D(0,r)). Encore une

fois, par homogénéité¢, nous pouvons remplacer dans I'inégalité ci-dessus h par g. Notons
également que 7r?/|E| est controlé par 1/v. Cela donne

)

FPdA () = f 19(2)PdAn o 2)

D(0,r)

.
n,k

< f g(=)PdA
D(0,r)

9 pnln M+1
cr
< - z PdA z
<|E|> | tairaac)

apr?/2 €1 prin A —palz|?/2
<oz (@ jg()Pe IR A()
v E

2y (€1 pnln M+1
— eopr?/ (_> f |f(Z)|pdAa7p
v EnD;
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oll ¢; est une constante absolue.
En sommant sur tous les K-bons disques (n, k) nous obtenons le résultat recherché

nln M+1/p
) e (E.daa,)

HfH]:po‘ < ear2/2 (ﬁ
f)/

ou 5
In M < 8ar?lnr + —Inr,
p

et, compte tenu de (3.8) nous obtenons :
n=c x2'n2.

Remarque 4.2. Dans le raisonnement ci-dessus, nous avons fizé les centres a z, , = n+ik,
ce qui les rend indépendants de r. Nous pourrions les remplacer par Z,j = rn + irk (et
considérer les disques avec ces 2, et de rayon (v/2/2 + €)r), ce qui donnera un meilleur
contréle sur la constante de recouvrement N (en fait N < 4 dans ce cas). Mais ceci entre
logarithmiquement dans In M et est donc négligeable par rapport a 8ar?.

4.2 Espaces de Fock généralisés

Comme mentionné dans l'introduction de ce chapitre, des estimations de la constante
d’échantillonnage dans le cas des espaces de Fock classiques étaient connus par les travaux
trés récents de Jaming et Speckbacher [JS21]. L’objectif de la section précédente était de voir
comment appliquer notre raisonnement de 1’espace de Bergman a cette nouvelle situation.
Rappelons que la métrique de 'espace de Fock est la métrique euclidienne qui est beaucoup
plus transparente que la métrique pseudohyperbolique. En partant de I’hypothése que le
raisonnement global établi dans le cas de I'espace de Bergman (localisation a 'aide de la
Proposition 3.14 plus l'inégalité d’Andrievskii-Ruscheweyh) reste le méme si nous avons une
translation (changement de variable) et si nous maitrisons la métrique sous-jacente, alors
nous pouvons voir d’autres espaces pour lesquels nous connaissons ces objets. Les espaces de
Fock généralisés (avec mesure doublante) représente une telle classe. Pour transférer la mé-
thode valable dans ’espace de Fock et décrite précédemment vers le cas plus général, 'article
[MMOCO3| contient une mine de résultats utiles que nous allons exploiter dans cette section.

Définition 4.3. Soit ¢ : C — R une fonction sous-harmonique, et 1 < p < 400, nous
définissons l’espace de Fock généralisé par :

Fl = {f e Hol(C) : [ f[? , = L |fIPe P?dA < +oo} ,

ott dA est la mesure de Lebesgue planaire sur C. Ces espaces apparaissent naturellement
dans le contexte de I'équation de Cauchy-Riemann (voir [Chr91, COC11]) et sont des objets
bien étudiés (voir par exemple les références dans [LZ19]). Lorsque ¢(z) = [2[*, F) est
'espace de Fock classique (voir [Zhul2| pour plus de détail).
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4.2.1 Les fonctions sous-harmoniques doublantes et les espaces de
Fock généralisés :

Une fonction ¢ : C — R de classe C? est dite sous-harmonique si A¢ > 0, et soushar-
monique doublante si elle est sous-harmonique et la mesure (non négative) p := A¢ est
doublante c’est a dire qu’il existe une constante C' telle que pour tout z € C et r > 0, nous
avons :

w(D(z,2r)) < Cu(D(z,1)). (4.3)

La constante minimale satisfaisant (4.3) est notée C), et appelée la constante de doublement
pour p. D(z,r) désigne le disque euclidien ouvert standard de centre z € C et de rayon
r > 0. Une telle fonction sous-harmonique doublante induit une nouvelle métrique sur le
plan complexe C qui est adaptée aux espaces de Fock doublants. Nous donnerons plus de
détails sur les mesures doublantes dans la sous-section 4.2.2. Notons pour I'instant que nous
pouvons associer a ¢ comme ci-dessus une fonction p : C — R, telle que

p(D(z,p(2))) = 1.

Pour donner une idée, et en supposant que ¢ soit suffisamment réguliére, nous avons A¢p =
p~2 (voir [MMOCO3, Theorem 14 et Remarque 5]). Ensuite, notons D"(2) := D(z,rp(z)) le
disque adapté a la nouvelle métrique et écrivons D(z) := D'(z) le disque de masse unitaire
pour la mesure pu.

Nous pouvons maintenant introduire la densité adaptée aux espaces de Fock généralisés.
Soit F < C un ensemble mesurable. Nous dirons que E est (v, r)-dense (par rapport a la
métrique ci-dessus), si pour tout z € C nous avons :

[En D"(z)]
|Dr(2)]
Ici |F| désigne la mesure planaire de Lebesgue de I’ensemble mesurable F'. Nous dirons
que ’ensemble est relativement dense s’il existe un v > 0 et r > 0 tels que ’ensemble soit
(7, r)-dense.

Nous verrons dans la sous-section suivante que la relative densité est la bonne notion pour
caractériser les ensembles dominants.

4.2.2 Ensembles dominants et constantes d’échantillonnage :

Comme précédemment, un ensemble mesurable £ < C est dit dominant pour .7-7; s’il
existe une constante C' > 0 telle que

L |f|Pe PdA = CP JC |flPe™dA, VfeFL, (4.4)

et la constante C' apparaissant dans (4.4) est la constante d’échantillonnage. Nous utiliserons
la notation LZ(F ) pour l'espace de Lebesgue sur un ensemble mesurable F' < C par rapport
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a la mesure e P?dA.

4.2.3 Principaux résultats dans ’espace de Fock généralisé

Nous pouvons déduire du résultat de Lou et Zhuo [LZ19, Theorem A| que si E est
(v, r)-dense alors il existe des constantes €q et ¢ > 0 dépendant uniquement de r telles que
'inégalité (4.4) est toujours vraie pour

2(p+2)
P vy
C? = cre

Cette derniére estimation donne une dépendance exponentielle de v. A nouveau, notre
objectif sera d’obtenir une estimation polynomiale en v avec une puissance dépendant
convenablement de 7.

Théoréme 4.4. Soit ¢ une fonction sous-harmonique doublante et 1 < p < +00. Pour
r > 1, il existe L telle que pour tout ensemble mesurable E c C qui est (vy,7)-dense, nous
avons

v L
£ ey > (1) 11

pour tout f € .7-"5. Les constantes ¢ et L dépendent de r, et pour L nous pouvons choisir

T (4.5)

11
L <Ars + Z_?(X + AN 1n(1 + 7))

ou la constante k dépend de ¢ (voir (4.6) ci-dessous) et X\, X', X" sont des constantes
universelles dépendant uniquement de [’espace.

Nous nous intéressons principalement au cas ou r est grand, par exemple r > 1 (dans
le cas ou E est (,r)-dense pour un certain r < 1 nous pouvons aussi montrer que E est
(7, 1)-dense pour un certain 5 = - ou les constantes sous-jacentes sont universelles).

La preuve du Théoréme 4.4 suit le schéma présenté précédemment dans le cas de
I’espace de Bergman et de I’espace de Fock classique. Les principaux nouveaux ingrédients
proviennent de [MMOCO03| et concernent la propriété de recouvrement fini et un lemme
permettant d’exprimer localement le poids (sous-harmonique) comme (la partie réelle) d'une
fonction holomorphe.

Dans [LZ19, Theorem 7|, les auteurs prouvent que la relative densité est une condition
nécessaire de dominance, et ils montrent que nécessairement v = CP. Nous ne pouvons donc
pas espérer mieux qu'une dépendance polynomiale en v de la constante d’échantillonnage
C. En ce sens, notre résultat est optimal.

Comme déja noté aprés le Théoréme 3.10 ici aussi il n’y a aucune raison a priori pour
qu'une fonction holomorphe pour laquelle 'intégrale SE |flPe"P?d A soit bornée pour un
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ensemble relativement dense E' soit dans .7:;’ . En dehors de la classe F%, la condition de la
relative densité n’est pas nécessaire pour la domination. Pour cette raison, nous supposons
toujours que nous testons sur les fonctions f € ]-'Z; .

Comme conséquence directe du Théoréme 4.4, nous obtenons une borne pour la norme
de l'opérateur inverse de Toeplitz T,,. Rappelons que pour toute fonction mesurable bornée
¢, Popérateur de Toeplitz T, défini sur F par T, f = P(¢f) ou P désigne la projection
orthogonale de L7(C) sur F;. Comme indiqué dans [LZ19, Theorem BJ, pour une fonction
non négative ¢, T,, est inversible si et seulement si £, = {z € C: ¢(2) > s} est un ensemble
dominant pour tout s > 0. En suivant leur raisonnement et en tenant compte de notre
estimation de la constante d’échantillonnage, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 4.5. Soit ¢ une fonction mesurable bornée non négative. L opérateur T, est
inversible si et seulement s’il existe s > 0 telle que Es = {z € C: p(z) > s} est (v,r)-dense
pour tout v > 0 et r > 0. Dans ce cas, nous avons :

el |
- () ()

Notons que le membre de droite de I'inégalité ci-dessus se comporte comme v~ 2% lorsque
v — 0.
Pour justifier I'estimation de la constante, nous donnons ici la preuve de I'implication
inverse du corollaire.

T, <

Démonstration. D’abord, supposons que ¢ < 1. Donc s < 1. Puisque E est (v, r)-dense,
donc E est un ensemble dominant. Par suite

| Srpesanz & | ez e,
E

ou C est la constante d’échantillonnage. Alors

(I =T,) fl55 = 1Ti—o 134
= [P[(1 - ) f]
<|1—-¢)f §,¢>
< [ @ - eAlsreaa
C
< (1-5C%)|f

2
2,6

2
2,¢
D’ou |I —T,| < 1. Ainsi T,, est inversible et

1 1
< )
=T S 1 Vi e

1740 <
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En utilisant le Théoréme 4.4, nous obtenons

1
L-y1- ()"

Enfin, pour un ¢ général, soit 1) = HT@%& Alorsy < 1, E = {w > m = 3’} et Ty, = [Ty
Donc, en appliquant la discussion précédente a v, nous obtenons :

17 <

1754 = 175 el < oo _ Em

e o

4.2.4 Rappels sur les mesures doublantes

Une mesure doublante non négative p (voir (4.3) pour la définition) détermine une
métrique sur C. Plus précisément, rappelons que pour z € C, on définit p(z) > 0 tel
que u(D(z,p(z))) = 1. Dans cette partie, nous rappelons plusieurs outils en lien avec les
mesures doublantes dont nous aurons besoin et qui proviennent essentiellement de ’article
[MMOCO03, Chapitre 2]. Notons que les résultats de cette sous-section peuvent étre traduits
en termes de distance induite par la métrique p(z)~2dz ® dz mais nous n’exploiterons pas
ce point de vue ici.

Nous commengons par une estimation géométrique ([MMOCO03, Lemma 1].

Lemme 4.6 (Lemme 1 de [MMOCO3]). Soit p une mesure doublante dans C. il existe ko > 0
tel que pour tous disques D, D" de rayon respectif r(D) > r(D’) et tels que D n D" # &

nouUs aGUONS : y
(M(D)) _ D) _ (u(D)> |
p(D") r(D’) w(D’)
Ce lemme implique 'estimation suivante [MMOCO03, Equation (4)] qui sera utilisée
plusieurs fois dans cette sous-section : il existe k > 0 telle que pour tout z € C et r > 1,

1

o (D (2)) < (46)
Nous dirons qu’une suite (a,)nen est p-séparée s’il existe 0 > 0 telle que
la; — aj| = 0 max (p(a;), p(a;)), Vi# j.

Cela signifie que les disques D%?(a,,) sont deux-deux disjoints. Nous allons couvrir C
par des disques satisfaisant la propriété de recouvrement finie et tels que la suite formée
par leurs centres soit p-séparée. Pour cela, nous rappelons une construction de [MMOCO03|.
Ces auteurs ont construit une décomposition de C en rectangles Ry, (dits quasi-carrés — ce
qui veut dire que le rapport entre longueur et largeur des rectangles est controle par des
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constantes) : C = |, Ry, et deux de ces rectangles peuvent se croiser au plus le long des
cOtés.

Désignons par ay, le centre de Rj. Le Théoréme 8(c) de [MMOCO3] dit qu’il existe 1o = 1,
tel que pour tout k,

plax) < diam Ry, < rop(ag,).
To
En d’autres termes
DY) () < R(ay) < D™(ay) (4.7)

avec C' = +/1 + e2. En conséquence, nous obtenons le recouvrement requis C = | J Dro/ 2(a,)
et la suite (ax) est p-séparée (prendre § = 1/(2Cry)).

Pour une telle suite p-séparée, nous obtenons une propriété de recouvrement. En effet
nous avons le lemme suivant qui est essentiellement contenu dans la preuve de [MMOCO03,
Lemma 6| et [MMOCO03, Lemma 5.b)].

Lemme 4.7. Soit m > 1+ % Il existe C'(¢,m) > 0 telle que pour tout r > 1

sup Y (ﬂy < % (4.8)
D7 (x

2eC |z — ag|

Nous montrerons dans la preuve que C(¢,m) = mel/ﬁ lorsque m tend vers 1/k. La
preuve montre aussi que r > 1 est une condition plutét technique et peut étre remplacée
parr =7 > 0.

Démonstration. Puisque la suite (ax)reny est séparée, nous pouvons prendre § tels que
0 < d < 1/4 et les disques (D°(ay))ren sont deux a deux disjoints.

Il existe i > 3 tels que 5 < 4. Par conséquent 1 = u(D'(ay)) < C,' u(D%(ax)) ot Cy, est
la constante de doublement (on observe que si 7 est petit, alors il faut supposer § également
petit de sorte que i sera plus grand). Ainsi pour tout z € C

5 () = D 0w o () 0

aptD"(z) ap¢D"

<G ) J (\Z—@k|>mdu(<)'

ar¢ D" (2)

(4.9)

Nous prétendons que z ¢ D°(ay,) pour les a; ¢ D"(2). En effet, supposons que z € D°(ay).
Nous distinguons deux cas :

Premiérement, si dp(ay) < rp(z) alors |z — ax| < dp(ax) < rp(z) et donc ai, € D"(z) qui est
une contradiction.

Deuxiémement si dp(ag) = rp(z) alors D"(2) € D¥(a) (voir Figure 4.1). Par conséquent
1 < u(D"(2)) < u(D*(ay)) < 1 qui est une contradiction.
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dp(ar)

FIGURE 4.1 — The disks D°(az) and D"(2).

Ainsi, si ap ¢ D"(z) et ¢ € D°(ay), et puisque z ¢ D?(a;) nous avons
|z — (| < |z —ax] + |ar — ¢| < 2]z — agl. (4.10)

Avec 'inégalité (4.9), nous obtenons

2 <|zp£23k|)m ST f ak)(|z_€|)mdu<c>

ap¢D"(2) ap¢D(z

Définissons a@ = 1 — 2§ < 1, nous avons D (z) n D(a;,) = &. En effet, si ¢ €
D (2) n D%(ay,), alors | — z| < arp( ) et |ar — C|] < dp(ag). Soit R =rp(z) et s = dp(ay),
alors s > (1 — )R, puisque ay ¢ D"(z) = D(z, R) (voir Figure 4.2).
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FIGURE 4.2 — The disks D(ay, s), D(z, R) and D(z,aR).

Par conséquent, |z — (| < inégalité triangulaire nous avons

S

|z —ar| < [¢—ax| + | — 2| < dplag) +

= op(ak) +
_ op(ax)

1l—a

11—«
dp(ar)a

l—«

Donc z € D&(ak). Puisque a;, ¢ D"(z) nous avons D"(z) < D%(ak). Mais

1= u(D'(2)) < p(D"(2)) < p(D75 (ay)) = p(D*(ax)) = 1.

Contradiction. Comme la suite ay est séparée, il s’ensuit

2, (vpfzciu)m 2" ), f (

apgD"(z) aptD"(z)

S Cu2 L¢Dar(z)<|2_d #¢)
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Par le théoréme de Fubini nous obtenons

m , p(z)/1z—C|
Z ( P(Z) ) < C,uZQmJ mf tm—ldtdlu(g)
|2 — ay] ¢¢gDT(2) 0

ap¢D7(2)

o0
= CJ?’”J mf Ljoctcp(eyyz—cpy " dtdp(C)
¢por(z) Jo
) Q0
= qumf mt””J Licec| o<t<p(z)/12—cly dp(C)dt
0 C¢D7(z)

Notons que {¢ € C| 0 <t < p(2)/|z — (|} = DY*(z). Comme nous intégrons sur ¢ ¢
D" (z), cela implique en particulier que ar < 1/t (sinon l'intégrale en p est nulle), ou
encore t < 1/(ar). Ainsi, en utilisant (4.6),

m 0
2 ( IO(Z) > < CHlme mtm_lu(Dl/t(Z)\DaT(Z))dt
. |2 — ax| 0
ap¢D"(z)
' 1/(ar) . 1
< C’H’QmJ mt™ (DY (2))dt
0
) 1/(ar) 1
<CC,2m f mt™ ! ——dt
tl/k
0
La constante C' dans la derniére inégalité provient de la constante sous-jacente dans (4.6).
Afin que cette derniére intégrale converge il nous faut m —1—1/k > —1 ou encore m > 1/k,
et dans ce cas, nous avons

D () ot
(2)

i |z — ay| m—1/k

1

rm—1/k"

=C]

avec 01 = CC‘U‘szW et m > ]_//i
En particulier, C; = m/(m — 1/k) quand m — 1/k, ol les constantes sous-jacentes
(k,Cy, 0, etc.) ne dépendent que de 'espace de Fock (c’est-a-dire de la fonction définissante

¢) et de la suite de référence (ay). O

Nous terminons cette partie par un rappel sur le controle de ¢ dans un disque. Pour
cela, nous pouvons utiliser [MMOCO03, Lemma 13] que nous énongons comme suit : pour
tout o > 0, il existe A = A(0) > 0 telle que pour tout k € N,

sup |¢(z) — ¢(ag) — hy, (2)] < A(o) (4.11)

zeD (ay)
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ou h,, est une fonction harmonique dans D7 (ay) avec h,, (ax) = 0. De plus, compte tenu de
la preuve de [MMOCO03, Lemma 13| nous avons

==

A(o) < Csup pu (D (az)) < Co
keN

(4.12)

ot C' provient des inégalités de [MMOC03, Lemma 5(a)] et de I'estimation (4.6), et donc C
dépend uniquement de I’espace de Fock (c’est-a-dire de ¢). L’inégalité (4.11) nous permettra
de traduire localement le poids sous-harmonique en une fonction holomorphe.

4.2.5 Preuve du Théoréme 4.4

L’ingrédient clé dans la preuve du Théoréme 4.4 et une autre contribution de cette
thése est 'existence et 'estimation de la constante de recouvrement. En effet, nous avons
montré dans la Sous-section 4.2.4 que les disques (D?®(ag))ken couvrent le plan complexe C
pour s > 19/2. Maintenant, nous allons prouver qu’il existe une constante de recouvrement
N dépendant du rayon de recouvrement s = r¢/2. Ce qui signifie qu’un point quelconque
du plan complexe ne peut étre qu’au plus dans N disques. Notons par yr la fonction
caractéristique d’un ensemble mesurable F' dans D.

Nous allons maintenant démontrer le lemme de recouvrement.

Lemme 4.8. Pour s > 0, il existe une constante N telle que
Z XDs(a) < V.
k
De plus pour tout € > 0, il existe une constante universelle cy, 1= Co,(¢,€) > 0 telle que

1, 1=k
N < cop(l +5)s87 2

ot k est donnée par (4.6) et dépend de ¢. La constante c,, satisfait c,,(¢p,e) ~ % lorsque
e — 0.

La constante N est évidemment au moins égale & 1. Pour couvrir le plan complexe C,
nous avons besoins que s = rg/2.

Démonstration du Lemme 4.8. Nous allons montrer que ce lemme est une conséquence du
Lemme 4.7. Nous commencons par montrer que pour s > 1,

#{k : ar € D*(2)} < C,i T sx

pour tout z € C.
Prenons 0 < § < % tel que les disques (D?(ay))ren soient deux a deux disjoints. Puisque la
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mesure est doublante, pour ¢ > 3 satisfaisant 2L < § nous avons

#i{kiape D)} = Y p(D' @) <Gl Y, (D))
arpeD*(z) ar€D*(z)

(4.13)
= uiﬂ |_| D‘;(ak)

axeDs(z)

ou | | signifie une union disjointe.

Puisque les disques D°(ay) sont deux & deux disjoints, les rayons euclidiens de D°(ay,)
sont plus petits que celui de D*(z), c’est-a-dire dp(ax) < sp(z). En effet, sinon nous avons
D*(2) € D*(ay) ce qui signifie que 1 < p(D?*(z)) < u(D?(ax)) < 1, qui est contradictoire.
Donc, D%(ay,) = D?(z) ainsi par (4.13) nous avons

ek ane D)} < Cup(D(2) < G u(D*(2))
Compte tenu de 'estimation (4.6) nous obtenons
#{k:a,e D*(2)} < C’uiHC’s% (4.14)

ou C est la constante sous-jacente dans (4.6).
Soit m > 1/k, et posons

[ :=sup Z <|p(z) |) < +o0.
zeC ar¢ D () z Qg

Nous prétendons qu’il existe une constante C dépendant uniquement de ¢ telle que

N < 20™Ts™" 4 €, Csx. (4.15)

Si cette estimation est vérifiée, cela implique que N < (QCA’mC'(d), m) + C;710) §m/n*—m+1/n
puisque I' < C(¢,m)/s™ V¢ par le Lemme 4.7 (notons que x < 1 d’aprés (4.6) donc
m/(k?) —m+ 1/k = 1/k)) . Ainsi, en prenant m = < + ¢ pour € > 0, nous obtenons N
pour s > 1 ce qui se comporte comme gl/R+e(1=r)/r?

Afin de montrer I'estimation (4.15), par contradiction, nous supposons qu’elle n’est pas
vraie. Alors posons

A, ={keN:ze D)}, pourzeC.

Il existe z; tel que R , ' )
#A,, > 2CmTs™" + C, T COsx. (4.16)

r> Z ( p(20) ) > Z ( p(20) )
ar¢ D (20) |20 — a| keA., |20 — ax]
ap¢D?*(z0)

Or
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Nous allons maintenant utiliser le Lemme 4.6. Comme pour k € A,, on a D*(ay) n D*(zy) #
J, nous pouvons estimer en observant que zy € D*(ay) et ap ¢ D?*(z) implique que

plar) = p(z0),

plar) (D)) u(D*(a )\ 7"
o(z0)  r(D*(z0)) ~ KH(DS(ZO)))] |
Nous utilisons & nouveau (4.6) pour obtenir

o\ /K
play) < s/ _ U1
p(20) s" ’

et soit C' la constante sous-jacente dans cette estimation.

Ainsi, puisque zg € D*(ay) pour k € A,, nous avons p(ay)/|z0—ay| = 1/s, et en combinant
(4.14) et (4.16) nous obtenons

r> 2 <P(Zo)> > Z P(@E) .
keAiO |ZO__-ak| keAiO |Z0'_ ak|(751/H -1

ar¢D?(zo0) ar¢D*(z0)
. H#A, —# A{k Lag € Ds(zo)} 2™ sm/r? _or,
C’msm/n2 C’msm/n2
ce qui est contradictoire. O]

Comme dans les discussions précédentes, nous introduisons des bons disques. Fixons
10/2 < 8 < t ot ry/2 est le rayon tel que les disques D™/%(a;) couvrent le plan complexe.
Pour K > 1, I'’ensemble

I = {k Az oty < KHf”Li’iDs(“k”}

est appelé I’ensemble des K-bon disques pour (¢, s) (& nouveau, afin d’alléger la notation,
nous n’inclurons pas s et t comme indices). Cet ensemble dépend de f.
La proposition suivante se montre de la méme maniére que la Proposition 3.14.

Proposition 4.9. Soit ro/2 < s < t. Pour toute constante c € (0,1), il existe K telle que
pour tout f € ]:(‘Z nous avons

||fHLP Ds a 2 CHfHZ,qS
o k)

K—bon
kelf

Nous pouvons choisir K7 = N(t)/(1 —¢) ou N(t) correspond a la constante de recouvre-
ment du Lemme 4.8 pour le "rayon" t.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme.
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Démonstration du Théoréeme 4.4. Prenons s = max(r, 19/2) et t = 4s. Comme déja re-
marqué (voir par exemple les remarques aprés le Théoréme 4.4), E est (7, s)-dense, ou
v = ¢y et ¢ est une constante multiplicative absolue. Nous pouvons donc supposer que F
est (7, s)-dense.

Soit h,, la fonction harmonique introduite dans (4.11) pour o = t. Puisque h,, est
harmonique sur D*(ay), il existe une fonction holomorphe H,, sur D(ay) de partie réelle
hg, -

Etant donné f avec | f||, 4 = 1, soit g = fe_(H“k +o(ar)) pour k € I;(_go‘)d, et définissons

@2 "
Wspak

h = .
s o (gDS gl dA( >>

Encore une fois il existe zg € D*(ay) avec |h(z)| = 1.

Soit R = 2s. Nous devons estimer le module maximum de h sur Df(a;) en fonction
d’une intégrale locale de h. Pour cela, nous pouvons supposer que h € A?(D'(ay,)) . En effet,
en appliquant (4.11) nous avons

f |hPdA = MJ lg|PdA
Dt(ay,) SDS(ak) |g|pdA Dt(ay,)

B WSQp(ak)2 ‘f|pefp(hak+¢(ak))dl4
- P *p(ha +¢(ak))
SDs(ak) |f| € K dA Dt(ax)

2 2 2pA
< AP A peraac)
SDS(a ) [f e dA(2) Jpe(ay)

ms’plax)’e AO R

N

ou la derniére inégalité vient du fait que k est K-bon pour (s,t). D’ou h € AP(D*(ay)) et il
s’ensuit, comme s < R = 2s <t = 4s,

M?:= max |h(2)|P < ¢

< — hlPdA < c,KP
zeDE(ay) 820(%)2 ‘[Dt(ak) | |

oil ¢, = Ce?PA15) - A(4s) vient de (4.11) et C est une constante absolue.
Définissons E = (E n D*(ay)), nous obtenons en utilisant le Corollaire 3.12 appliqué a

h :
h(2)|PdA(z) < CS2p£ak)2)pn h(z)|PdA(z
JDS(ak)| ( )| ( )< ( |E| JE| ( )| ( )

Le facteur s%p(ay)? qui apparait a l'intérieur des parenthéses est un facteur homothétique

(voir Remarque 2.7).
Encore une fois, par homogénéité, nous pouvons remplacer dans l'inégalité ci-dessus h
par g. Notons que ws%p(ax)?/|E| est controlé par 1/v. Cela donne
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N

j PP dA() f 2PAA()
Ds(ar) Ds(a

< ( “pa) ) L 9(2)PdA(2)

el pnlnMJrl
< (;) f 9(=)/PdA(2)

_ _2pA(t) 2 prin A p —po(z
= e - \f JPe PR dA(2),

oll ¢; est une constante absolue.
En sommant sur tous les K-bons k, et en utilisant le Lemme 4.8 et la Proposition 4.9
nous obtenons le résultat souhaité

s < (ﬁ)mnmw
' Y

£l

ou

(1+4s)* wtetE
1—c

ln Ce?PAU e (¢)

In(M) < In(c’?K) = In (( ) >p

1
< 2A(4s) + [ln (Ceo(e)) + (
p

2

+e _; > In(1 + 4s) — In(1 — C)] ;

R Q

et en vue du Lemme 3.11
n<dcd x2'n2

¢ provient de la proposition 4.9, ¢,,(g) ~ £ du Lemme 4.8,  de (4.6) et C' est absolue. En
particulier, en fixant ¢ > 0 et ¢ € (0, 1), et en constatant que r = s = max(r,ry/2) pour
r > 1, nous obtenons

In M < 2A(4r) + 1(C" + C"In(1 + 1))
p

ou C' et C” dépendent uniquement de 'espace. En vue de (4.12), nous obtenons enfin

~ 1 1
InM < Crx +—=(C"+ C"In(1 + 1))
p

avec C dépendant uniquement de 1’espace. Nous pouvons optimiser les constantes C’ et C”
dans € > 0 en fonction de r (C” implique ¢y, (&) ~ % et C" implique Hi 1_5”2). Cependant,
cette optimisation n’améliorera pas vraiment le résultat. O]
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Chapitre 5

Espaces de Paley-Wiener

Nous rappelons le résultat de Kovrijkine, Théoréme 2.8.

Théoréme. Soit E un ensemble dominant avec |E n I| = ~va avec I un intervalle de
longueur a. Alors pour tout f € PW} nous avons
2

v c(ab+1)
1flerey > (2) 15

ou c est une constante et v la densité.

Ce théoréme donne donc une dépendance précise de la constante d’échantillonnage
en fonction de la densité (dépendance polynomiale) avec une information précise sur la
puissance en fonction de la taille des « trous » de 'ensemble E (taille minimal des intervalles
pour rencontrer ’ensemble E sur une portion uniformément minorée) et du type exponentiel
des fonctions. Nous rappelons également que Kovrijkine a discuté 'optimalité de ce résultat
en testant sur des fonctions de type sinus cardinal & une puissance adaptée et un ensemble
E ayant des trous de taille 1 — ~. Il obtient sur cet exemple que 'exposant doit en effet
avoir une composante dépendant linéairement de ab.

Enfin, nous mentionnons également que Kovrijkine a considéré une situation plus géné-
rale en discutant ’espace de Paley-Wiener associé a une réunion finie d’intervalles.

Dans ce chapitre nous allons montrer comment adapter notre raisonnement a l’espace de
Paley-Wiener. Nous prétendons aucunement obtenir de meilleurs résultats que Kovrijkine
(qui sont trés précis car la méthode est adaptée a cet espace, alors que la notre est plus
générique). En revanche, il nous semblait intéressant de voir si le passage par I'inégalité de
Bernstein était nécessaire.
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5.1 Rappel de quelques résultats de I’espace de Paley-
Wiener

Soit L*([—m, m]) l'espace de Lebesgue habituel des fonctions de carré intégrable sur
[—m, m]. Définissons la transformée de Fourier

F:IAR) > L*R)

t— f(t) = Ye .

1
— T
=
Cette transformation est a priori définie de L'(R) vers L®(R), mais elle peut étre ensuite

étendue & L*(R) (Fourier-Plancherel), ot elle définit une opération unitaire. En particulier
si nous restreignons les fonctions f & un intervalle [—m, 7], nous obtenons toujours une

isométrie F : L? ([—m, 7]) — L*(R).

Définition 5.1. L’espace
PW? = {f € Hol(C), f est de type exponentiel au plus et,f |f(z)]Pdx < oo}
R

est appelé l'espace de Paley-Wiener. Il est équipé de la norme usuelle | f|pw, = || f]r2m)

Rappelons qu'une fonction entiére est de type exponentiel b si sa croissance maximale
est de la forme e®*)I*l pour tout € > 0.

Théoréme 5.2. (Paley-Wiener) Soit f € L*([—n,7]), alors f € Hol(C) et
F (L*([-m, 7)) = PW,.

5.2 Résultat dans I’espace de Paley-Wiener

Kovrijkine, pour trouver les bons intervalles, a besoin de I'inégalité de Bernstein (qu’il
peut localiser sur les bons intervalles impliquant ensuite des estimations ponctuelles d’une
fonction de I'espace PW),, ainsi que de ses dérivées permettant de controler la série de Taylor
dans un certain voisinage). Notre objectif est d’utiliser la Proposition 3.14 pour trouver les
bons intervalles. Donnons quelques indications pour ce cas. Nous observons qu’une norme
équivalente dans I'espace de Paley-Wiener peut étre donnée en intégrant sur une bande :
Sh={z=2+iyeC:zeR, |yl <h/2} pour certaines largeurs fixées h > 0 :

7 | FOPIAR) < 1y < & | 1FPAAC)

Les constantes ¢;, dépendent de b, p et h. Cela ressort de I'estimation de Plancherel-Polya
(voir [Sei04, p.95] ) qui montre que la constante ¢, dépend exponentiellement de A : nous
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avons essentiellement ¢, ~ e?/(2) (au moins quand h > hg > 0). Comme dans la discussion
ci-dessus, la taille des « trous » — qui détermine r dans la (v, r)-densité — entre dans
la largeur h de la bande S qui pourrait ainsi introduire une dépendance exponentielle
de la taille des trous (il est possible qu'une analyse plus précise du Lemme de Kovrijkine
puisse lever cet obstacle). Dans ce chapitre, nous nous limiterons a la dépendance de la
constante d’échantillonnage vis-a-vis de 7 sans discuter celle de la taille de ces « trous »,
et nous supposerons donc que le r dans la (v, r)-densité est égal & 1 et nous examinerons
essentiellement la dépendance des constantes d’échantillonnage de la densité ~.

Supposons maintenant que E satisfait

|I N E|
1|

pour tout intervalle de longueur fixée |I]| = 1.

=

Pour r > 0 en général, introduisons R,, , = [z, — 7/2, 2, + /2] x [—1/2,7/2] ol nous
fixons désormais x,, = n, n € Z, et observons que R,, ; forment d’une partition de S* (a4 un
ensemble de mesure de Lebesgue planaire nulle prés). Définissons ’ensemble Rff —bon des
K — bons rectangles pour 0 <r =1<1t, K > 1 par

RE" = {n € Z, ()| ogn) < K21 ()| o}

ou ¢ sera déterminé plus tard. Dans ce cas R, ; recouvre S* avec la propriété de recouvrement
fini et >, ./ Xr,, . <t/1 =t. Comme dans la Proposition 3.14 nous avons

By = Vo > 310> 75 2 Wl

k‘¢RK bon
KP
= TP Z HfHLp (Ra,,1)

t k¢R;{—bnn

\\/

tcp ZHfHLpR“ o Z HfHLkal

keZ keR?ibO”

\\/

thCpr”PWp_th 2 ”fHLP (Ri,1)”

kIGRK bon

Donc

KP/(tejcy) —
S U lan > o Wl

K—bon
keRf

L’avant derniére inégalité s’écrit comme la somme sur tout k € Z moins la somme sur les
K-bons, et en utilisant le fait que la somme sur tout & de | f[% donne || f||} , qui est
LP(Ry, 1) s1

minorée par (1/c})| f|lzrr), nous avons comme dans la Proposition 3.14
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K?/(td)e)) — 1
S Ul > gy ey = ¥l ey (5.1

K —bon
keRf

(Observons que k < 1.) Ainsi, lorsque K est suffisamment grand, la norme de f € PW/
peut étre récupérée a partir des normes locales sur les K-bons rectangles. Pour cela, nous
pouvons controéler la relation entre le maximum de la fonction tout en ayant un point zg
dans un disque plus petit ou le module de la fonction est borné inférieurement par 1.

Nous avons besoin du lemme de Kovrijkine dans son adaptation suivante.

Lemme 5.3. Fizons r > 0. Soit ¢ analytique dans D(0,10r) et soit I = [F,5]. Soit
20 € D(0,r) et E < I un ensemble mesurable de mesure positive. Si |p(z9)] = 1 et
M = max;|<o, |(2)] alors

In M

amwﬁ<<§0“%wwmw

zel? zeE

Nous pouvons supposer que r = 1. Notons que nous considérons le supremum de ¢ a
gauche de I'estimation sur le carré I? = R, ;. L’idée est que ce supremum ne varie pas
trop en remplagant I par I + iy, |y| < 1/2. La preuve est essentiellement comme dans
le Lemme 3.11. Les estimations de ¢ et () données dans cette preuve lors de ’écriture
de ¢ = gP/Q sont les mémes (nous avons des estimations uniformes sur les disques, par
exemple avec un rayon 1, observons que R,,; < D(0,1)). La principale différence est
le controle sur le polynéme P. Dans le Lemme 3.11, nous avons utilisé une estimation
d’Andrievskii-Ruscheweyh pour prendre en compte les ensembles planaires. Ici nous allons
procéder comme dans Kovrijkine en utilisant 'inégalité originale de Remez qui permet
d’obtenir 'estimation sur I, et il reste & estimer uniformément P sur I? = R, 1 en fonction
de | P|»(r). Pour cela nous pouvons utiliser par exemple [BE95, Exercice 17, p.239], ce
qui implique que [p(2)| < 4"|p|r=(r) lorsque z est dans le disque D(0,+/2/2) qui contient
évidemment R, ;. L’expression 4" produit un facteur supplémentaire 4 dans la constante
C' apparaissant dans l'estimation du Lemme 5.3 (voir aussi [Kov01, p.3040]).

Encore une fois il existe également une version L de ce résultat (notons que 'intégration
dans la direction de iy, |y| < 1/2, n’affecte pas le membre de droite).

Corollaire 5.4. Sous les conditions du lemme, et soit 1 < p < 400, nous avons

In M

1
C’ In 2 +?
me%n<Qﬁ) 18]l e

Rappelons maintenant que I'ensemble F est supposé (7, 1)-dense. Fixons ¢ = 20. Comme
expliqué ci-dessus, nous trouvons un ensemble de K-bon rectangles satisfaisant maintenant
Sn, Lo [f(2)PdA(z) < KPS, |f(2)[PdA(2) (compte tenu de (5.1) la constante K peut étre
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fixée indépendamment de 7). Afin d’appliquer le Lemme 5.3 et son corollaire, nous utilisons
le méme type d’estimation que précédemment pour contrdler le maximum sur D(z,,9)
de maniére uniforme ne dépendant que de la norme locale. Plus précisément, étant donné
fePW/etne Rff ~bon nous utiliserons le Lemme 5.3 et son corollaire pour translater z,

et avec r = 1 appliqué a
1/p
T
h=|+——""—7"— f

Alors il existe zg € D(z,,, 1) avec |h(2g)| = 1. Observons que R,, 1 < D(xp,1) et D(x,,10)
R,, 20. Dans cet esprit, et en utilisant par exemple la sous-harmonicité de |h|P dans la
premiére inégalité ci-dessus, nous obtenons

h p
nax |h(2)]

N

CJ |h(2)[PdA(2)
D(zn,10)

$o, 10y [F(2)PAA(2)
Ty FEPIAG)

$r o |F(2)PAA(2)
Ve [T@PdA()

p

<cm

A partir de 13, le reste suit comme dans argument de Kovrijkine en utilisant le lemme 5.3
et sa version pour le L et le fait que R,, 1, n € Rff ~bon permettant ainsi de récupérer la
norme.
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Chapitre 6

conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a des problémes d’échantillonnage, et
plus précisément a des ensembles dominants. Dans ce domaine, et en particulier pour les
applications, controler les constantes d’échantillonnage est un objectif qui a connu un regain
d’intérét depuis le début des années 2000 avec le résultat de Kovrijkine qui a considéré ces
ensembles dominants dans I'espace de Paley-Wiener.

Trois principaux ingrédients sont nécessaires pour démontrer nos principaux résultats :

Le premier est une inégalité de type Remez, qui permet d’obtenir une estimation locale
en fonction de la densité. Ces inégalités ont été étudiées dans un grand nombre de situations.
Nous référons a [BE95| pour une source générale sur les polynomes et les inégalités de
type-Remez, et a [Erd93] pour un survey. Dans les espaces de Bergman et de Fock, nous
avons besoin des inégalités de type-Remez pour les domaines planaires, que nous avons
trouvé dans [ARO7].

Le second ingrédient était la décomposition du domaine d’intégration en bons et mauvais
disques (ou intervalles, voire rectangles, dans le cas de I'espace de Paley-Wiener), I'idée
étant d’appliquer 'inégalité de type-Remez aux bons disques. Dans le travail de Kovrijkine,
ainsi que dans la plupart des travaux suivants utilisant sa méthode, la séparation en bons
et en mauvais intervalles a été réalisée grace a une inégalité de type Bernstein. Cette
inégalité est valable par exemple dans les espaces de Paley-Wiener, mais elle n’est plus vraie
dans les espaces de Bergman ou de Fock. La fagon de contourner I'inégalité de Bernstein
proposée dans cette thése (Proposition 3.14) nous semble une nouvelle approche et que nous
avons pu appliquer a de nombreuses autres situations, y compris les espaces de Paley-Wiener.

Le troisiéme ingrédient est une translation qui permet d’utiliser les bons disques dans
une situation de référence (1'origine) ot I'on applique I'inégalité de type-Remez.

Méme sans s’intéresser aux constantes d’échantillonnage, la méthode proposée par Ko-

vrijkine, et revue dans cette thése (en particulier avec I'introduction de la Proposition 3.14),
donne lieu & une approche différente pour prouver des résultats d’échantillonnage. Cette
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méthode nécessite la connaissance d’estimations locales du type Remez ou Andrievskii-
Ruscheweyh. Les preuves de ces résultats impliquent souvent une machinerie lourde. Mais
une fois ces inégalités établies, elles deviennent des outils puissants pour étudier les pro-
blémes d’échantillonnages.
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