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Espaces de fonctions holomorphes, ensembles dominants

Résumé :
Une catégorie importante de problèmes en théorie du signal consiste à reconstruire un signal donné à partir
d’une information partielle, par exemple des valeurs en des points ou sur un sous-ensemble. Souvent, ces
signaux peuvent être modélisés à l’aide de fonctions holomorphes appartenant à des espaces dont la norme
est donnée par une intégration sur un domaine donné. Les ensembles dominants sont des sous-ensembles
du domaine de définition commun des fonctions de l’espace sur lesquels il suffit d’intégrer pour retrouver la
norme d’une fonction. Ces ensembles ont été étudiés dans de larges classes d’espaces de fonctions holomorphes.
Dans tous ces espaces, il s’avère qu’une notion de relative densité caractérise les ensembles dominants. Dans
ce contexte, il est utile de savoir si nous pouvons établir un lien entre la densité de l’ensemble et la constante
d’échantillonnage. En effet, connaitre ce lien permet d’estimer le coût de l’échantillonnage en fonction de la
précision espérée de la norme de la fonction. Kovrijkine a résolu ce problème pour les espaces de Paley-Wiener
au début des années 2000. Son idée était d’établir des estimations locales sur des intervalles ou des disques
de taille donnée, et de montrer que ces intervalles ou disques sont suffisamment nombreux pour pouvoir
récupérer la norme de la fonction. Il a montré que dans cet espace, la constante d’échantillonnage dépend
polynomialement de la densité. Pour cela, il utilise l’inégalité de Remez qui permet d’estimer un polynôme
donné sur un certain domaine sachant que ce polynôme est uniformément contrôlé sur un sous-ensemble,
ainsi que l’inégalité de Bernstein. Dans cette thèse, nous étudions les constantes d’échantillonnage pour les
ensembles dominants dans les espaces de Bergman et les espaces de Fock généralisés, et nous montrons que
dans ces espaces aussi il y a une dépendance polynomiale de la constante d’échantillonnage en fonction de la
densité. Tout en suivant l’idée originale de Kovrijkine, nous développons une nouvelle méthode permettant
de s’affranchir de l’inégalité de Bernstein qui n’est plus vérifiée dans les espaces de Bergman et de Fock.
Les inégalités de Remez ont été remplacées par des inégalités d’Andrievskii-Ruscheweyh qui permettent
de considérer des ensembles planaires dans les espaces de Bergman et de Fock généralisé. Notre méthode
s’applique également aux espaces de Paley-Wiener déjà traités par Kovrijkine.
Mots-clés : Ensembles dominants, mesure de Carleson inverse, espaces de Bergman, espace de Fock généralisé,
échantillonnage, relative densité.

Spaces of analytic functions, dominating sets

Abstract:
An important problem in signal theory is the reconstruction of a signal from a partial information, for exemple
values in points or on subsets. Often these signals can be represented by holomorphic functions in a certain
space the norm of which is given by integration on a certain domain. Dominating sets are the sets over
which it suffices to integrate to find the norm of a function. They have been studied in large classes of
holomorphic function spaces. In all these spaces, it turns out that a notion of relative density characterizes
the dominating stes. In this context, it is useful to know whether we can relate the density of the set to the
sampling constant. Indeed, knowing this link makes it possible to estimate the cost of sampling according
to the expected precision of the norm of the function. Kovrijkine solved this problem for the Paley-Wiener
spaces in the early 2000s. His idea was to establish local estimates on intervals or disks of a given size,
and to show that these intervals or disks are sufficiently numerous to be able to recover the norm of the
function. He showed that in this space, the sampling constant depends polynomially on the density. For
that, he uses the Remez inequality which makes it possible to estimate a polynomial on a certain domain
and which is uniformly controlled on a subset, as well as Bernstein’s. In this thesis, we study the sampling
constants for dominating sets in Bergman spaces and generalized Fock spaces and we show that again in these
spaces there is a polynomial dependence of the sampling constant as a function of the relative density. While
following the original idea of Kovrijkine, we develop a new method allowing to avoid the Bernstein inequality
which is no longer true in the Bergman and Fock spaces. The Remez inequalities have been replaced by
Andrievskii-Ruscheweyh inequalities which allow to consider planar sets in the Bergman and generalized Fock
spaces. Our method also applies to the Paley-Wiener spaces already treated by Kovrijkine.
Keywords: dominanting sets, reverse Carleson measure, Bergman space, generalized Fock space, sampling,
relative density.
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Chapitre 1

Introduction

Une catégorie importante de problèmes issus de la théorie du signal consiste à chercher
à reconstruire un signal donné à partir d’une information partielle : connaissance du signal
dans un point ou sur un sous ensemble. Cette reconstruction a un sens plus particulièrement
lorsque le signal possède des propriétés de rigidité, comme par exemple quand le signal est
modélisé par des fonctions holomorphes.

Le théorème de Paley-Wiener dit que la transformée de Fourier d’une fonction supportée
sur un intervalle compact et d’énergie finie est une fonction holomorphe de type exponentiel
et de même énergie. Ainsi nous définissons l’espace de Paley-Wiener PW comme l’espace
des transformées de Fourier de fonctions de carré sommable supportées sur un intervalle
fermé. Les fonctions de l’espace de Paley-Wiener correspondent ainsi à des signaux dont le
spectre des fréquences est limité ; on rencontre ce type de signaux par exemple dans les
signaux audios.

Le théorème de Shannon affirme que ces signaux sont uniquement déterminés par leurs
valeurs dans des points régulièrement espacés (dépendant du spectre des fréquences des
signaux étudiés), et la reconstruction se fait de façon stable, c’est-à-dire que l’énergie du
signal est déterminée par l’information dans les points d’échantillonnage.

Au lieu de s’intéresser à une information localisée en des points, on peut se demander si
on peut retrouver le signal et son énergie à partir de l’information contenue dans une partie
de l’ensemble de définition (par exemple des réunions d’intervalles — un capteur ne mesurera
jamais l’information ponctuelle mais doit intégrer le signal sur un intervalle), ou plus généra-
lement un ensemble E auquel on associe une densité. Un tel ensemble E est appelé ensemble
dominant s’il permet de retrouver la fonction de façon stable dans le sens introduit ci-dessus.

Dans cette thèse, nous allons nous intéresser plus concrètement à des espaces de Banach
X Ă HolpΩq où Ω est un domaine du plan complexe C, tels que

}f}pX “

ż

Ω

|f |pdµ (1.1)
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pour une mesure positive µ définie sur Ω et 1 ď p ă 8.

Si ν est une mesure positive sur Ω on dit que ν est une mesure de Carleson pour X s’il
existe une constante C ą 0 telle que pour tout f P X nous avons

ż

Ω

|fpzq|pdνpzq ď Cp
}f}pp, (1.2)

et ν est une mesure de Carleson inverse si
ż

Ω

|fpzq|pdνpzq ě Cp
}f}pp. (1.3)

Les mesures de Carleson ont été étudiées dans de larges classes d’espaces, comme les
espaces de Hardy, de Bergman et de Fock pour n’en mentionner que quelques uns. Carleson a
initié l’étude systématique de ces mesures en 1962. Les mesures de Carleson inverses ont fait
leur apparition plus tard, probablement sous la désignation de mesures d’échantillonnage
(en dehors des suites d’échantillonnage). Nous référons au survey [FHR17] pour plus de
détails.

L’objectif de cette thèse sera l’étude de la constante C apparaissant dans (1.3) et qui
sera appelée constante d’échantillonnage. Nous ne considérerons pas ce problème dans
toute sa généralité mais, comme mentionné plus haut, dans le cas particulier de ce qu’on
appelle les ensembles dominants. Un ensemble mesurable E Ă Ω sera appelé dominant si
la mesure dν “ χEdµ est une mesures de Carleson inverse pour X ; ici χE est la fonction
caractéristique de E. Notons que l’étude des mesures de Carleson inverses générales dans les
différents espace a souvent été initiée par l’étude des ensembles dominants (voir [FHR17]).
Dans ce cas, on peut très naturellement associer une densité à un tel ensemble E, et l’on
peut s’intéresser au lien entre cette densité et la constante d’échantillonnage C. Ce type de
questions a connu un essor particulier depuis le début des années 2000 avec les travaux de
Kovrijkine qui s’est intéressé au lien entre la densité de l’ensemble E et la constante C dans
le cas de l’espace de Paley-Wiener. Notons que le théorème de Logvinenko-Sereda [LS74, du
survey] établit qu’un ensemble E est dominant dans l’espace de Paley-Wiener si et seulement
s’il est relativement dense, ce qui veut dire que tout intervalle d’une longueur minimale
rencontre E sur une portion uniformémement minorée par une constante strictement positive.

Kovrijkine [Kov01] a montré que dans l’espace de Paley-Wiener la constante d’échan-
tillonnage dépend polynômialement de la constante de la densité sous-jacente de E (voir
aussi [Rez10]). Sa méthode fait appel aux inégalités de Bernstein pour localiser le problème
et une inégalité de type Remez donnant des estimations locales. Par la suite, sa méthode a
été adaptée à d’autres espaces (voir par exemple [HJK20] pour les espaces modèle où les
inégalités de Bernstein pondérées sont valables). Plus récemment sa méthode a été étendue
à des espaces dans lesquels une inégalité de Bernstein n’est pas disponible, mentionnons
à ce titre les travaux de Jaming-Speckbacher [JS21] pour l’espace polyanalytique de Fock
(qui couvrent évidemment le cas des espaces de Fock classiques). Leur travail fait appel
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à un résultat fort de Brudnyi qui donne une inégalité de type-Remez pour les fonctions
plurisousharmoniques et une astuce permettant de passer des fonctions polyanalytiques
à des fonctions analytiques en deux variables. Une question clé est de savoir comment
contourner l’inégalité de Bernstein, et il s’avère qu’un outil beaucoup plus simple permet
de résoudre le problème (voir Proposition 3.14). Mentionnons aussi que ce type d’outil a
été très récemment utilisé en plusieurs variables [GW21]. Ici, nous allons plus précisément
considérer le problème dans l’espace de Bergman (résultat publié, [HKKO21]) et dans les
espaces de Fock généralisés avec une mesure doublante (soumis [KO21]).

Il est utile de rappeler que les suites d’échantillonnage ont été considérées dans un
large cadre de situations, y compris l’espace de Fock ainsi que sa version généralisée. Nous
référons en particulier au livre de Seip pour une étude systématique [Sei04], et pour leurs
homologues généralisées, cela a été fait dans [MMOC03] qui s’avère contenir une mine de
résultats particulièrement utiles pour notre étude.

Dans [Lue81] (voir aussi [Lue85]), Luecking introduit les conditions nécessaires et suffi-
santes pour l’ensemble dominant dans les espaces de Bergman sur le disque unité. Il établit
en particulier que ces ensembles sont à nouveau caractérisés par une condition de relative
densité, qui se traduit ici par le fait que tout disque pseudohyperbolique suffisamment grand
rencontre E sur une portion uniformément minorée par une constante strictement positive.
Ortega-Cerdà [OC98], quand à lui, s’est intéressé aux mesures qui satisfont à la fois une
inégalité directe et inverse de Carleson dans les espace de Fock. Plus récemment, en 2019
[LZ19] ont étendu ce travail à l’espace de Fock généralisé et ont donné une caractérisation
de l’ensemble dominant dans ce cas.

Un élément central de la méthode de Kovrijkine est l’inégalité de Remez, qui donne
des estimations locales pour des polynômes, permettant d’obtenir des estimations pour les
fonctions plus générales. Nous appellerons ces dernières inégalités, des inégalités de type
Remez. Ces inégalités permettent d’estimer la valeur maximale sur un ensemble donné d’un
polynôme qu’on contrôle sur un sous-ensemble de cet ensemble en fonction de la taille du
sous-ensemble et du degré du polynôme. L’inégalité de Remez et sa généralisation trouvée
par Krovrijkine est adaptée au contexte des espaces de Paley-Wiener pour lesquels la norme
est donnée par une intégration en une dimension, en l’occurrence dµ “ dm est la mesure de
Lebesgue sur R. Pour considérer les cas où le support de la mesure définissant la norme
est planaire, il faut chercher des versions analogues de l’inégalité de Remez valide dans
le cas planaire. Pour cela nous allons faire appel à des résultats de Andrievskii et Ruscheweyh.

Après avoir montré des inégalités locales, l’idée est de les appliquer pour obtenir les
inégalités globales sur Ω en recollant tous les morceaux locaux. Malheureusement, il ne suffit
pas de partitionner Ω en des sous-ensembles d’un même format auxquels on appliquerait
les inégalités de type Remez, car celles-ci ne sont pas valables sur tous ces sous-ensembles.
L’observation cruciale et ingénieuse de Kovrijkine était de constater qu’on trouve suffi-
samment de ces sous-ensembles pour récupérer une portion fixe de la norme d’une fonction f .
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Kovrijkine a utilisé l’inégalité de Bernstein pour déterminer les sous-ensembles sur
lesquels on pouvait appliquer les inégalités de type Remez. Comme signalé plus haut, nous
allons proposer une méthode différente et plus simple pour trouver ces sous-ensemble et en
s’affranchissant des inégalités de Bernstein (Proposition 3.14). Pour cela nous regardons les
disques tels que l’intégrale sur un disque plus grand est contrôlée par celle sur un disque
plus petit. Il s’avère que l’on peut trouver suffisamment de tels disques pour récupérer la
norme. De cette manière nous pouvons espérer appliquer la méthode à des espaces dans
lesquels il n’y a pas d’inégalités de Bernstein, tels que les espaces de Bergman et de Fock
classiques ou généralisés.

Nous avons déjà évoqué la notion de densité et de relative densité, cette dernière s’avé-
rant nécessaire et suffisante pour les ensembles dominants dans les espaces considérées
dans la littérature tels que l’espace de Paley-Wiener, de Bergman, de Fock classique et
de Fock généralisé. Introduisons à présent plus formellement cette notion. Celle-ci veut
dire qu’un ensemble dominant doit rencontrer tout « disque » de masse constante sur une
proportion minimale. Plus concrètement, p.ex. dans l’espace de Paley-Wiener un ensemble
E est dominant si et seulement s’il existe γ ą 0 et r ą 0 tels que pour tout x P R nous
avons |E X rx ´ r, x ` rs| ě γr (Logvinenko-Sereda). Dans ce cas, nous disons que E est
relativement dense.

Plus généralement, nous définissons la relative densité comme suit. Soit Ω Ă C. Un
sous-ensemble E Ă Ω est dit pγ, rq-relativement dense s’il existe γ ą 0 et r ą 0 tels que

|E XDpz, rq|

|Dpz, rq|
ě γ (1.4)

où Dpz, rq est un disque de centre z et de rayon r dans la métrique sous-jacente. Ainsi,
Dpz, rq est le disque pseudo-hyperbolique dans l’espace de Bergman (sur le disque unité
D), le disque euclidien dans l’espace de Fock classique, le disque dont le rayon dépend
du laplacien dans l’espace de Fock généralisé et un intervalle dans R dans l’espace de
Paley-Wiener.

Maintenant nous allons présenter les résultats principaux de la thèse concernant les
ensembles dominants dans l’espace de Bergman et l’espace de Fock généralisé. Commençons
par l’espace de Bergman dont nous rappelons la définition.

Définition 1.1. Pour 1 ď p ă 8 et α ą ´1, l’espace de Bergman pondéré noté Ap,α “
ApαpDq sur le disque unité D est l’espace des fonctions analytiques dans LppD, dAαq, défini
par :

Ap,αpDq “
"

f P HolpDq : }f}pp,α “

ż

D
|fpzq|pdAαpzq ă 8

*

,

où dA est la mesure d’aire de Lebesgue normalisée sur D et dAα “ p1` αqp1´ |z|2qαdA.
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Notre résultat principal sera présenté pour l’espace de Bergman comme suit.

Théorème 1.2. Soit 1 ď p ă 8 et 0 ă r ă 1. Il existe L telle que pour tout ensemble
mesurable E Ă D qui est pγ, rq-dense, nous avons pour tout f P Ap,α

}f}Lp,αpEq ě
´γ

c

¯L

}f}Ap,α .

Les constantes c et L dépendent du rayon r.

Rappelons que la relative densité est nécessaire pour les ensembles dominants. Or un
ensemble relativement dense E peut avoir des « trous » de sorte que la densité sera zéro si
r est choisi inférieur au rayon (pseudohyperbolic) du plus grand trou (ou du supremum
de ces rayons). De la même manière la densité peut être faible si r est proche de r0, mais
devenir « grande » lorsque r est suffisamment grand par rapport à r0.

Passons maintenant aux espaces de Fock généralisés. Rappelons d’abord la définition de
ces espaces.

Définition 1.3. Soit φ : C Ñ R une fonction sous-harmonique, et 1 ă p ă `8, nous
définissons l’espace de Fock généralisé par :

Fp
φ “

"

f P HolpCq : }f}pp,φ “

ż

C
|fpzq|pe´pφpzqdApzq ă `8

*

,

où dA est la mesure de Lebesgue planaire sur C.

Il s’avère que le résultat s’énonce de la même manière dans les espaces de Fock généralisés.
La densité est à nouveau définie par (1.4). En revanche, la métrique des disques Dpz, rq doit
être adaptée à la fonction sous-harmonique définissant l’espace de Fock. Nous ne rentrons
pas dans les détails de la définition qui seront présentés dans la Section 4.2. Contentons-nous
pour l’instant d’observer que Dpz, rq “ Dpz, rρpzqq où ρ dépend de φ.

Ainsi, le résultat principal se présente comme suit.

Théorème 1.4. Soit φ une fonction sous-harmonique et 1 ď p ă `8, il existe L telle que
pour tout ensemble mesurable E Ă C qui est pγ, rq-dense, nous avons pour tout f P Fp

φ

}f}LpφpEq ě
´γ

c

¯L

}f}pp,φ,

où Fp
φ désigne l’espace de Fock généralisé, les constantes c et L dépendent de r.

A nouveau, la densité peut être très petite pour un r donné (proche de la taille maxi-
male des « trous »), mais elle peut devenir assez grande quand on choisit un rayon plus grand.
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La thèse est organisée de la manière suivante :

Chapitre 2 : Préliminaires

Les inégalités de type Remez constituent un élément central de cette thèse. Aussi, nous
présentons les démonstrations de ces inégalités. Pour le cas de l’inégalité de Remez, même si
nous considérons essentiellement des résultats pour des espaces dont les normes sont définies
par des mesures planaires pour lesquelles cette inégalité n’est pas adaptée, il nous semblait
utile d’en rappeler la preuve. En effet, elle est à l’origine de la technique de Kovrijkine et
nous allons donner quelques indications pour voir comment les techniques développées pour
l’espace de Bergman pouvait s’adapter à l’espace de Paley-Wiener. Une partie importante
de ce chapitre sera consacrée à son équivalent planaire, l’inégalité d’Andrievskii-Ruscheweyh.

Chapitre 3 : Espaces de Bergman

Ce chapitre contient notre première contribution, et plus particulièrement les Sections
3.5, 3.6. Nous commencerons par un rappel des notions et résultats sur les espaces de
Bergman utiles pour montrer notre résultat principal : évaluation en un point, projection de
Bergman, base hilbertienne etc. Ensuite, nous allons adapter le raisonnement de Kovrijkine
à cette nouvelle situation en contournant l’inégalité de Bernstein (Proposition 3.14). Nous
expliquerons aussi comment adapter le raisonnement de Kovrijkine pour passer d’une
inégalité sur les polynômes aux fonctions holomorphes dans le cas d’une mesure planaire
(l’idée est essentiellement la même).

Chapitre 4 : Espaces de Fock Classiques et Généralises

Dans ce chapitre, nous montrons d’abord comment adapter la méthode développée
pour l’espace de Bergman à l’espace de Fock. Rappelons que pour celui-ci, le résultat de
Jaming et Speckbacher [JS21], valable plus généralement pour les fonctions polyanalytiques,
donnait déjà une estimation.

L’enjeu majeur de ce chapitre concerne le cas des espaces de Fock généralisé qui repré-
sente la deuxième contribution de cette thèse. En explorant les travaux de [MMOC03] nous
expliquons comment on peut généraliser les résultats dans le cas où la mesure sous-jacente
induite par la fonction définissante φ de l’espace de Fock est doublante.

Chapitre 5 : Espaces de Paley-Wiener

Dans l’espace de Paley-Wiener le résultat est évidemment connu par les travaux de
Kovrijkine. Cela étant, il nous semblait utile de voir aussi comment on pouvait appliquer
notre méthode dans ce cas sans utiliser l’inégalité de Bernstein. Nous ne prétendons pas
que notre résultat soit meilleur.

Chapitre 6 : Conclusion
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Quelques notations

Nous utiliserons les notations standards suivantes tout au long de cette thèse :

f À g signifie qu’il existe une constante C telle que f ď Cg.

f — g signifie que f À g et g À f .

f „x0 g signifie que f est équivalente à g au voisinage de x0.
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Chapitre 2

Préliminaires

L’idée de Kovrijkine pour estimer les constantes d’échantillonnage est de localiser
le problème (il a besoin de l’inégalité de Bernstein pour cela) et d’utiliser ensuite des
estimations locales. Notre procédure contournera l’inégalité de Bernstein comme expliqué
dans le chapitre suivant. En revanche nous avons besoin des mêmes estimations locales que
Kovrijkine. Pour le cas de R cela est une conséquence de l’inégalité de Remez, et dans le
cas des mesures planaires — qui sont l’objet principal de nos résultats — c’est l’inégalité
d’Andrievskii-Ruscheweyh. Une grande partie de cette section sera alors consacrée à la
preuve de cette inégalité qui est un outil central de la thèse. Notons que dans la preuve
initialement proposée par Andrievskii-Ruscheweyh les auteurs font appel à une estimation
capacitaire due à Löwner. Dans notre preuve nous remplaçons ce passage par un calcul
explicite. Comme nous discuterons aussi l’estimation des constantes d’échantillonnage dans
l’espace de Paley-Wiener, nous rappelerons également la preuve de l’inégalité de Remez.

2.1 Inégalité de type Remez
Pour donner une estimation précise et optimale de la constante d’échantillonnage C

en fonction de la densité γ, Kovrijkine [Kov01] a utilisé les inégalités de Remez. En effet,
Kovrijkine a observé que des estimations sur les polynômes (inégalités de Remez) permettent
d’obtenir des estimations locales de fonctions holomorphes sous certaines conditions. Cela
lui a permis d’obtenir une borne de type polynômial au lieu d’exponentielle pour estimer
une fonction sur un intervalle à partir d’une estimation de la fonction sur un sous ensemble
de cet intervalle. Même si dans la suite de la thèse nous nous concentrerons plus sur le cas
d’une inégalité de type Remez planaire, nous proposons donc ici de rappeler la preuve de
l’inégalité initiale de Remez. Pour les discussions qui suivent nous référons le lecteur à [BE95].

Il s’avère que ce sont les polynômes de Tchebychev qui jouent un rôle clé dans ces
inégalités. Ils sont définis comme suit

Définition 2.1. Soit n P N pour tout x P r´1, 1s, on appelle polynôme de Tchebychev de
degré n, l’application définit par Tnpxq :“ cospnθq avec θ P r0, πs et x “ cos θ.
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La relation de récurrence suivante Tn`2pxq “ 2xTn`1pxq ´ Tnpxq avec l’initialisation
T0pxq “ 1 permet de déterminer les polynômes de Tchebychev dont les quatre premiers
polynômes sont :

T0pxq “ 1,

T1pxq “ x,

T2pxq “ 2x2
´ 1,

T3pxq “ 4x3
´ 3x.

Pour plus d’information sur les polynômes de Tchebychev, voir e.g. [BE95, Chapitre 2].

Soit Pn l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré au plus n. Le théorème
qui suit est appelé le théorème de l’inégalité de type-Remez.

Théorème 2.2. L’inégalité

}p}r´1,1s ď Tn

ˆ

2` s

2´ s

˙

est vérifiée pour tout p P Pn et s P p0, 2q satisfaisant mes ptx P r´1, 1s : |ppxq| ď 1uq ě 2´s.
L’égalité est vérifiée si et seulement si

ppxq “ ˘Tn

ˆ

˘2x` s

2´ s

˙

.

Démonstration. Notons par ||.|| la norme uniforme sur r´1, 1s. Soit

Pnpsq :“ tp P Pn : | tx P r´1, 1s, |ppxq| ď 1u | ě 2´ su Ă Pn (2.1)

Étape 1 : Commençons par montrer que Pn est compact. Pour cela, notons que Pnpsq est
un sous-ensemble d’un espace de dimension finie, et il suffit de montrer que Pnpsq est fermé
et borné.

Pour montrer que Pn est fermé, soit ppnqn Ă Pnpsq et pn Ñ q dans ||.||L8
r´1,1s

. Montrons
que q P Pnpsq. Il est clair que q P Pn. Supposons alors | tx : |qpxq| ą 1u | “ s ` δ pour
un δ ą 0, donc par un argument de continuité, | tx : |qpxq| ą 1` ηu | “ s ` δ{2 pour
un η ą 0. Or pn Ñ q, donc pour tout N il existe n ě N tel que |pnpxq ´ qpxq| ă η{2
sur r´1, 1s, donc |pnpxq| ě |qpxq| ´ η{2 ą 1 ` η ´ η{2 ą 1 sur un ensemble de mesure au
moins s`δ{2, et donc pn ne peut pas appartenir à Pnpsq, contradiction. Donc Pnpsq est fermé.

Montrons maintenant que Pnpsq est borné.
Soit p P Pnpsq. Définissons Ep “ tx P r´1, 1s : |ppxq| ď 1u donc |Ep| ě 2 ´ s. On sait que
Ep “

ŤNp
k“1 Ik, où les Ik sont des intervalles disjoints et Np ď cpnq. Donc, comme |Ep| ě 2´s,

il existe k0 tel que |Ik0 | ě η “ p2 ´ sq{cpnq. Or les normes infinies sur un intervalle de
longueur η Ă r´1, 1s sont uniformément équivalentes à la norme infinie sur r´1, 1s pour les
polynômes de degré maximal fixé.
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Donc ||p|| ď C supIk0
|ppxq| “ C, où C est la constante d’équivalence entre la norme infinie

sur r´1, 1s et les normes infinies sur un intervalle contenu dans r´1, 1s et de longueur au
moins η.

Ainsi, comme il est bien connu que l’application qui à p ÞÝÑ }p} est continue, il existe
donc p˚ P Pnpsq tels que }p˚} “ suppPPnpsq }p}.

Étape 2 : En supposant d’abord p˚p1q “ }p˚}, montrons que tous les zéros de p˚ sont
des réels dans r´1, 1s (nous montrerons à l’Étape 3 pourquoi il est raisonnable de supposer
que p˚ doit réaliser son maximum dans une extrémité de l’intervalle).
En effet, supposons que les zéros de p˚ ne sont pas tous des réels dans r´1, 1s. Nous avons
deux cas.

Cas 1 : il y a des zéros non réels. Soit z un tel zéro. Comme le polynôme est réel, il
possède donc deux racines conjuguées z et z̄. Soit alors

qpxq “ p1` ηqp˚pxq

ˆ

1´
εpx´ 1q2

px´ zqpx´ z̄q

˙

(2.2)

Nous devrons montrer
1) qu’il existe η ą 0, ε ą 0 suffisamment petit tels que nous avons q P Pnpsq,
2) que }q} ą }p˚} pour ces η ą 0 et ε ą 0.
Or

||q|| ě |qp1q| “ p1` ηqp˚p1q “ p1` ηq||p˚|| ą ||p˚||,

ce qui montre le point 2).

Passons maintenant au point 1). On sait que p˚pzq “ 0 et p˚pz̄q “ 0, or p˚ est un
polynôme à coefficients réels donc

p˚pxq “ px´ zqpx´ z̄qp˚1pxq,

avec deg p˚1 ď n ´ 2 et observons que q est bien dans Pn. Montrons que |q| ď 1 sur un
ensemble de mesure au moins 2´ s.
Comme p˚p1q ą 1 , on a p˚pxq ą 1, pour x P r1 ´ β, 1s pour un certain 0 ă β ă 2. Donc
Ep˚ X p1 ´ β, 1q “ H. Or sur r´1, 1 ´ βs, on a εK ě εpx ´ 1q2{|x ´ z|2 ě εκ ą 0 pour
des K et κ qui dépendent de β et de z. On choisira dans un premier temps ε ą 0 tels que
εK ă 1. Ensuite, sur Ep X r´1, 1´ βs, |qpxq| ď p1` ηq|p˚pxq|p1´ εκq ď p1` ηqp1´ εκq, et
pour η assez petit ceci est inférieur ou égale à 1. Par conséquent q P Pnpsq ce qui contredit
la maximalité de p˚.

Cas 2 : p˚ a un zéro réel n’appartenant pas à r´1, 1s. Soit x0 cette solution nous avons :

p˚pxq “ px´ x0qp
˚
1pxq
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Comme précédemment, nous introduisons un nouveau polynôme :

qpxq “ p1` ηqp˚pxq

„

1´ ε signpx0q
1´ x

x0 ´ x



De la même manière nous montrons que q P Pnpsq. En effet, il est clair que q P Pn. Par
ailleurs

}q} ě |qp1q| “ p1` ηqp˚p1q ą }p˚}.

Par un raisonnement similaire que ci-dessus on montrera que Ep˚ Ă r´1, 1´ βs, et sur cet
intervalle on peut minorer l’expression p1´ xq{px0 ´ xq. Ainsi, pour ε assez petit, le terme
entre parenthèse sera borné par une constante strictement à 1, et avec un choix de η petit
on montrera que |q| ď 1 sur Ep˚ . Ainsi q P Pnpsq, mais qp1q ą }p˚} en contradiction avec la
maximalité de p˚.

Étape 3 : Maintenant montrons que |p˚pζq| “ }p˚} ne peut se produire pour ζ P p´1, 1q,
justifiant ainsi notre hypothèse que p˚p1q “ }p˚}.

Pour cela supposons p˚pζq “ ||p˚|| avec ζ Ps ´ 1, 1r et définissons les polynômes
q1pxq “ p˚

`

ζ´1
2
`

ζ`1
2
x
˘

et q2pxq “ p˚
`

ζ`1
2
`

ζ´1
2
x
˘

. Une vérification directe montre que
qjp1q “ p˚pζq “ }p˚} avec j “ 1, 2.

Définissons les applications

γ1 : r´1, 1s Ñ r´1, 1s telle que γ1pxq “
ζ´1

2
`

ζ`1
2
x et

γ2 : r´1, 1s Ñ r´1, 1s telle que γ2pxq “
ζ`1

2
`

ζ´1
2
x

Alors nous observons que γ1 et γ2 sont des bijections de r´1, 1s sur respectivement
r´1, ζs et rζ, 1s.

Puisque p˚ P Pnpsq est extrémal, la mesure de Lebesgue mpΩjq de

Ωj “ tx P r´1, 1s : |qjpxq| ą 1u

est au moins s. En effet, si mpΩjq ă s alors | tx : |qjpxq| ď 1u | ą 2´ s, avec qjp1q “ p˚pζq “
||p˚||. Par un argument de continuité, si ε ą 0 assez petit, alors | tx : |qjpxq ` ε| ď 1u | ą 2´s
mais qjp1q ` ε ą qjp1q “ ||p

˚|| et qj P Pnpsq en contradiction avec l’extrémalité de p˚.

Notons que mpΩjq ě s implique que p1`ζq
2
mpΩ1q `

p1´ζq
2
mpΩ2q ě s.

Montrons maintenant que

1` ζ

2
mpΩ1q `

1´ ζ

2
mpΩ2q “ m ptx P r´1, 1s, p˚pxq ą 1uq ď s
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En effet posons

Ω0 “ tx P r´1, 1s : |p˚pxq| ą 1u “ tx P r´1, ζs, |p˚pxq| ą 1u Y tx P rζ, 1s, |p˚pxq| ą 1u

avec p˚pxq “ q1 ˝ γ
´1
1 pxq et x “ γ1ptq “

ζ´1
2
`

ζ`1
2
t, nous avons

s ě |Ω0| “

ż 1

´1

χΩ0 “

ż ζ

´1

χttPr´1,1s:|p˚ptq|ą1upxqdx`

ż 1

ζ

χttPr´1,1s:|p˚ptqą1|upxqdx

“

ż 1

´1

χttPr´1,1s:|p˚ptq|ą1upγ1ptqq
looooooooooooomooooooooooooon

“1 on Ω1

1` ζ

2
dt`

ż 1

´1

χttPr´1,1s:|p˚ptq|ą1upγ2ptqq
looooooooooooomooooooooooooon

“1 on Ω2

1´ ζ

2
dt

“
1` ζ

2
mespΩ1q `

1´ ζ

2
mespΩ2q

D’où
1` ζ

2
mpΩ1q `

1´ ζ

2
mpΩ2q “ m ptx P r´1, 1s, p˚pxq ą 1uq ď s.

Par suite mespΩ1q “ mespΩ2q “ s, ce qui implique que qj P Pnpsq car deg qj “ n et
| tx P r´1, 1s : |qjpxq| ď 1u | “ |r´1, 1szΩj| “ 2´ s de plus qj est extrémal
avec qjp1q “ ||p˚|| “ suppPPnpsq ||p||.

D’après le cas 1, comme qj P Pnpsq, les n zéros de qj sont tous dans r´1, 1r.
Or les zéros de q1 (il y en a n) correspondant aux zéros de p˚ dans r´1, ζr et les zéros de q2

(il y en a n) correspondant aux zéros de p˚ dans sζ, 1s.

Donc p˚ possède n zéros dans r´1, ζr et n zéros dans sζ, 1s ce qui signifie que p˚ a au
moins 2n zéros dans r´1, 1s.
Or p˚ P Pn possède n zéros dans r´1, 1s ce qui contredit l’hypothèse. Donc ζ Rs ´ 1, 1r.

Nous pouvons donc dès à présent supposer que p˚p1q “ }p˚} et pour tout x P p´1, 1q,
|p˚pxq| ă p˚p1q “ }p˚}, et que tous les zéros de p˚ sont dans r´1, 1s.

Étape 4 :

Nous allons maintenant montrer que |p˚pxq| ď 1 pour ´1 ď x ă 1´ s. Pour cela nous
supposons au contraire que pour certains ´1 ď ζ3 ă ζ2 ă ζ1 ă 1

p˚pxq “

$

’

&

’

%

|p˚pxq| ą 1, x P I1 “sζ1, 1s

|p˚pxq| ď 1, x P I2 “ rζ2, ζ1s

|p˚pxq| ą 1, x P I3 “sζ3, ζ2r.
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Figure 2.1 – Les points ζi, i P t1, 2, 3u

Soient x1, x2, ..., xm, les zéros de p˚ dans sζ2, ζ1r.

Nous devons montrer que m ě 1. Pour cela supposons m “ 0 c’est à dire p˚ ne s’annule
pas sur sζ2, ζ1r. Nous avons |p˚pζ1q| “ |p

˚pζ2q| “ 1.
- Si p˚pζ2q “ ´1, et p˚pζ1q “ 1, ou p˚pζ1q “ ´1 et p˚pζ2q “ 1 alors d’après le théorème

des valeurs intermédiaires il existe x1 Psζ2, ζ1r tel que p˚px1q “ 0.
- Si p˚pζ1q “ p˚pζ2q “ 1, d’après le théorème de Rolle, il existe y Psζ2, ζ1r tel que

pp˚q1pyq “ 0. Supposons d’abord que tous les zéros de p˚ sont dans r´1, ζ2s. Alors p˚
1

possède n´ 1 zéros dans cet intervalle. Or, comme y ą ζ2 est un autre zéro, on en aurait
n zéros pour le polynôme dérivé p˚1 ce qui est impossible. Donc la fonction p˚ possède au
moins un zéro dans rζ2, ζ1s (notons que p˚ ne peut pas s’annuler sur rζ1, 1s car elle y est
supérieur à 1 en valeur absolue). Donc m ě 1.

Les n´m zéros restants de p˚ se trouvent dans r´1, ζ3r.
Posons

p1pxq :“
m
ź

j“1

px´ xjq, p2 :“
p˚

p1

et xj Psζ2, ζ1r, j “ 1, 2, ...,m. Notons que n “ m est possible, dans ce cas p2 est juste une
constante.

Nous définissons le polynôme q par qpxq “ p1px ` hqp2pxq avec 0 ă h ă ζ2 ´ ζ3, nous
allons montrer les propriétés suivantes :

1) Si |p˚pxq| ď 1, pour un x P r´1, ζ3s alors |qpxq| ď 1,
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2) Pour tout x P I2 nous avons |qpx´ hq| ď |p˚pxq| ď 1,

3) qp1q “ p1p1` hqp2p1q ą p1p1qp2p1q “ p˚p1q “ }p˚}.

Commençons par l’Item 3. En effet pour p1pxq “
śm

j“1px ´ xjq, comme xj ă ζ1 pour
tout j et h ą 0, nous avons 0 ă 1´ ζ1 ď 1´ xj ă 1` h´ xj de sorte que

0 ď
m
ź

j“1

p1´ xjq ă
m
ź

j“1

p1` h´ xjq

ce qui implique que 0 ď p1p1q ă p1p1` hq.

Donc qp1q “ p1p1` hqp2p1q ą p1p1qp2p1q “ p˚p1q “ }p˚} d’où le 3).

Maintenant montrons l’Item 1.
Soit x P r´1, ζ3s avec |p˚pxq| ď 1. Nous avons p1pxq ‰ 0 et donc

|qpxq| “ |p1px` hqp2pxq| “ |p1pxqp2pxq|
looooomooooon

ď1

|p1px` hq|

|p1pxq|
.

Montrons que |p1px` hq| ď |p1pxq|.

Nous savons que ´1 ď x ď ζ3 implique que ´1`h ď x`h ď ζ3`h “ ζ3`pζ2´ζ3q “ ζ2

et donc |px` hq ´ xj| ă |x´ xj|. Ainsi

m
ź

j“1

|x` h´ xj| ă
m
ź

j“1

|x´ xj|

implique que |p1px` hq| ă |p1pxq|.
Par suite |qpxq| ď 1. D’où l’Item 1.

Montrons maintenant l’Item 2. Rappelons que sur I2 “ rζ2, ζ1s, on a |p˚pxq| ď 1.

Nous savons que

|qpx´ hq| “ |p1pxqp2px´ hq| “ |p1pxqp2pxq||
p2px´ hq

p2pxq
| “ |p˚pxq|

loomoon

ď1

|
p2px´ hq

p2pxq
|

Pour x P rζ2, ζ1s, montrons que |p2px´ hq| ď |p2pxq|.
Soit

p2pxq “ a
n
ź

j“m`1

px´ xjq.
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Rappelons que ζ3 ď x´ h ď ζ1 ´ h.

Comme xk ă ζ3 et xk ď x´ h ă x, on a 0 ď px´ hq ´ xk ă x´ xk pour tout x P rζ2, ζ1s

pour tout k P rrm` 1, nss. Donc

0 ď |a
n
ź

k“m`1

ppx´ hq ´ xkq | ă |a
n
ź

k“m`1

px´ xkq |

implique que |p2px´ hq| ă |p2pxq|. Donc |qpx´ hq| ď 1. D’où l’Item 2.

Donc, si nous n’avons pas |p˚pxq| ď 1 sur ´1 ď x ă 1 ´ s alors on peut constuire
un polynôme q avec |q| ď 1 sur un ensemble de mesure au moins s mais qui réalise une
plus grande valeur que p˚ en contradiction avec l’extrémalité de ce dernier, ce qui montre
l’assertion initiale de cette étape.

Étape 5 :

Nous avons vu que le polynôme maximal avait sa plus grande valeur en 1 (ou ´1) et
qu’il était majoré en valeur absolu sur r´1, ζs (ou rζ, 1s) par 1 en valeur absolue. Quitte
à dilater r´1, 1´ ss à r´1, 1s, cela nous permet de nous ramener à la question quel est le
polynôme qui croît le plus vite pour un y ą 1 et |ppxq| ď 1 sur r´1, 1s ?

Pour cela, supposons que p P Pn, }p}r´1,1s “ 1 et |ppyq| ą |Tnpyq|, où Tn est le polynôme
de Tchebychev. Posons λ “ Tnpyq

ppyq
P r´1, 1s, ce qui implique que λppyq ´ Tnpyq P Pn et

λp´ Tn possède n` 1 zéros.

En effet il existe ´1 “ ζ
pnq
n ă ζ

pnq
n´1 ă ... ă ζ

pnq
0 “ 1 tels que Tn pζkq “ p´1qn´k,

k “ 0, 1, ..., n.
Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe xk Psζk, ζk`1r, k P t1, ..., nu tel que
Tnpxkq “ λppxkq implique pλp´ Tnqpxkq “ 0. Par suite λp´ Tn admet au moins les n zéros
x1, ..., xn sur r´1, 1s et en plus il y a le zéro y ą 1.

Donc, p “ Tn{λ avec λ ‰ 0 (car Tn est différent de 0). Or }p} “ }Tn} “ 1, et donc |λ| “ 1.
Conclusion p “ ˘Tn. Et donc |ppyq| n’est pas strictement supérieur à Tnpyq. Contradiction.

Donc, le polynôme de Tchebychev Tn prend la plus grande valeur en y R r´1, 1s parmi
tous les polynômes de norme 1 sur r´1, 1s.

Maintenant on va ramener cette situation à l’intervalle r´1, 1´ ss et y “ 1. Pour cela
soit

ϕpxq “
2x` s

2´ s
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et x P r´1, 1´ ss tels que ϕp´1q “ ´1 et ϕp1´ sq “ 1, alors

ppxq “ Tn

ˆ

2x` s

2´ s

˙

.

p P Pnpsq car |ppxq| ď 1 sur r´1, 1´ ss et tous les zéros sont dans r´1, 1´ ss. D’où le choix
du polynôme Tn.

Remarque 2.3. Soit maintenant PC
n l’ensemble des polynômes à coefficients complexes, et

soit p P PC
n tels que | tx P r´1, 1s : |ppxq| ď 1u | ě 2´ s, alors

}p}r´1,1s ď 2Tn

ˆ

2` s

2´ s

˙

.

En effet soit

ppxq “
n
ÿ

k“0

αkx
k,

avec αk P C et αk “ ak ` ibk. Alors

ppxq
loomoon

u

“

n
ÿ

k“0

akx
k
` i

n
ÿ

k“0

bkx
k
“ prpxq
loomoon

Reu

`i pimpxq
loomoon

Imu

où pr P Pn et pim P Pn. Montrons que pr et pim appartiennent à Pnpsq dont nous rappelons
la définition :

Pnpsq “ tp P Pn : | tx P r´1, 1s : |ppxq| ď 1u | ě 2´ su .

En effet soit Ep “ tx P r´1, 1s : |ppxq| ď 1u avec |Ep| ě 2´ s, comme
|prpxq| “ |Re ppxq| ď |ppxq| ď 1 pour x P Ep, on a tx P r´1, 1s : |prpxq| ď 1u Ą E.
Par suite | tx P r´1, 1s : |prpxq| ď 1u | ě |E| ě 2 ´ s ce qui implique que pr P Pnpsq et
d’après l’inégalité de Remez pour les polynômes réels (Théorème (2.2)) on a :

}pr}r´1,1s ď Tn

ˆ

2` s

2´ s

˙

.

De la même manière nous montrons que pim P Pnpsq et nous obtenons l’inégalité de Remez
pour les polynômes complexes définie comme suite

}p}r´1,1s “ }pr ` ipim}r´1,1s

ď }pr}r´1,1s ` }pim}r´1,1s

ď 2Tn

ˆ

2` s

2´ s

˙

.
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2.2 Inégalité d’Andrievskii-Ruscheweyh
Dans cette thèse nous allons nous intéresser plus particulièrement aux espaces de fonc-

tions holomorphes dont les normes sont définies par une intégration planaire. Aussi, nous
allons maintenant discuter les inégalités planaires de types Remez établies par Andriev-
skii et Ruscheweyh dans le théorème ci-dessous. Si le Théorème 2.4 ci-dessous permet de
considérer des domaines bornés arbitraires, nous considérons essentiellement G comme
un disque ou un rectangle. Comme dans le cas de l’inégalité de Remez classique où on
a estimé la norme sup sur l’intervalle r´1, 1s d’un polynôme de degré n et contrôlé par
1 sur un ensemble de mesure linéaire s, nous obtenons une estimation supérieure sur G
pour un polynôme arbitraire de degré au plus n qui est borné par 1 sur un ensemble
mesurable de mesure au moins s. Comme attendu, si cet ensemble est petit (s proche de 0),
c’est à dire que p est contrôlé par 1 sur un petit ensemble, alors l’estimation devient mauvaise.

Pour un domaine G soit

Rnpz, sq “ sup
pPPnpG,sq

|ppzq|, z P G

PnpG, sq est l’ensemble des polynômes de Pn satisfaisant

m2

` 

z P G : |ppzq| ď 1
(˘

ě m2pGq ´ s, 0 ă s ă m2pGq.

Pour les estimations on pourra supposer que z P L “ BG.

Théorème 2.4. Soit G un domaine borné, pour tout z P G nous avons :

Rnpz, sq ď

ˆ

C

m2pGq ´ s

˙n

, 0 ă s ă m2pGq (2.3)

où C ą 2m2pGq dépend uniquement du diamètre de G.

Nous introduisons les notations suivantes pour faciliter la discussion. Pour z P C et
r ą 0, soit

Dpz, rq :“ tζ : |z ´ ζ| ă zu ,

le disque de centre z et de rayon r,

Cpz, rq :“ tζ : |z ´ ζ| “ ru ,

le cercle de centre z et de rayon r,

Dprq :“ Dp0, rq,

le disque centré en zéro et de rayon r et

Cprq “ Cp0, rq
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le cercle centré en zéro et de rayon r.

Soit G Ă C un domaine borné, C̄ :“ CY t8u et

L :“ BG, Ω :“ C̄zḠ, γrpzq :“ ΩX Cpz, rq.

Démonstration. Soit p P PnpG, sq, et notons E “ Ep “
 

z P G : |ppzq| ď 1
(

, et F “ CzE.

Figure 2.2 – Ensembles G,E,F.

Il est claire que pour obtenir l’estimation (2.3), on peut supposer que z P BGXF “ LXF .
Nous allons par ailleurs supposer que z “ 0. Pour cela nous faisons une translation (et
éventuellement une rotation) et nous obtenons la Figure (2.3). (Notons que le problème
est invariant par rapport à cette translation (et une rotation éventuelle)). Pour alléger les
notations nous utilisons les mêmes notations pour les ensembles translatés.

Figure 2.3 – G,E translatés.

Remarque 2.5. Si E couvre BG, alors par le principe du maximum, |ppzq| ď 1 sur G et
donc G Ă E.
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Désignons par gF pz, ζq, z, ζ P F :“ CzE la fonction de Green pour le domaine F avec
pôle en ζ (voir [ST97]), alors justifions que pour tout p P PnpG, sq

|ppzq| ď exp pngF pz,8qq , z P F z t8u .

Cette inégalité est connue sous le nom du lemme de Bernstein-Walsh comme énoncé
ci-dessous.

Lemme 2.6. (Lemme de Bernstein-Walsh) Soit K un sous-ensemble compact de C
tels que CzK est connexe. Supposons que CzK admet une fonction de Green gCzK, c’est-
à dire qu’il existe une fonction continue gCzK : C Ñ r0,8q qui est identiquement nulle
sur K, harmonique sur CzK, et a une singularité logarithmique à l’infini de sorte que
gCzKpzq ´ log |z| est harmonique à l’infini. Alors

gCzKpzq ě max

"

0, sup
p

"

1

n
log |ppzq|

**

, (2.4)

où n “ deg p pour un polynôme arbitraire p avec |ppzq| ď 1 pour z P K.

Notons que 1
n

log |ppzq| ď gCzKpzq implique que :

|ppzq| ď engCzKpzq (2.5)

Mentionnons que (2.4) est en fait une égalité (Voir [Wal65]) mais pour notre étude il
suffit d’avoir l’inégalité (2.4).

Démonstration du Lemme de Bernstein-Walsh. Soit Rpzq :“ 1{n log |ppzq| ´ gCzKpzq pour
z P K. Alors R est une fonction sous harmonique (car gCzK est harmonique et p est
holomorphe de sorte que log |p| est sous-harmonique (voir [Rud87])). De plus sur BK, on a
gCzKpzq “ 0 et log |ppzq| ď 0. Donc Rpzq ď 0 sur BK.
Vérifions que l’on puisse supposer que R est continue sur BK. Tour cela nous montrons que
l’on puisse choisir p sans zéros sur BK.
Notons qu’il suffit de montrer le lemme pour que des polynômes avec |ppzq| ă 1 sur K.
Alors, si p s’annule sur BK, quitte à remplacer les zéros zk sur BK par zk ` ε, on peut se
ramener à la situation où p ne s’annule pas sur BK. Alors la fonction R sera continue sur
BK et elle y est majorée par 0. Et donc R étant sous-harmonique est majorée par 0 sur
CzK.

Le but de la discussion qui suit sera d’estimer gF p0,8q (nous avons déjà mentionné que
nous pouvions nous ramener à z “ 0). Pour cela nous introduisons d’abord la symétrisation
circulaire d’un ensemble mesurable, et nous établissons un lien entre la fonction de Green de
F avec celle de sa symétrisée. Soit donc F Ă C, nous notons F ˚ la symétrisation circulaire
de F qui est définie par : pour t ě 0 l’ensemble

Ft :“
 

θ P r0, 2πs : teiθ P F
(

et

ft :“

#

Cp0, tq siFt “ r0, 2πs
!

teiϕ : |ϕ| ă m1pFtq
2
q

)

si, r0, 2πszFt ‰ H.
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Figure 2.4 – ft.

Nous notons ensuite F ˚ “ Ytě0ft, 0 P F ˚, 8 P F ˚ et posons R “ diampGq.
On peut voir que CzF ˚ “ ´E˚ “ ´E˚ (CzF ˚ et E˚ sont symétriques par rapport à l’axe
imaginaire). Ainsi, m2pCzF ˚q “ m2pEq ě m2pGq ´ s. Il s’avère que

gF p0,8q ď gF˚p0,8q. (2.6)

Cette inégalité est une conséquence de

sup
θ
gF p0, z0q ď sup

θ
gF˚p0, z0q

prouvé dans [Bae74, p.142] et en passant à la limite r Ñ 8 pour z0 “ reit.
Cela nous ramène à l’estimation gF˚p0,8q qui sera l’objet de la suite de la discussion.
Rappelons que Ω “ CzG. Nous prétendons qu’il existe un arc V Ă CzF ˚, avec V connexe
et tel que

diampV q ě
m2pGq ´ s

3 diampGq
. (2.7)

En effet soit u ą 0 le plus petit nombre tels que

´E˚ “ CzF ˚ Ă Σu :“
!

z “ x` iy,´8 ă x ă `8, |y| ď
u

2

)

Comme G est borné alors il existe R tel que E Ă G Ă Dp0, Rq. Notons que 0 P BG et
donc on peut choisir R “ diampGq. Ainsi CzDp0, Rq Ă CzE “ F donc

`

CzDp0, Rq
˘˚
Ă F ˚

de sorte que CzF ˚ Ă Cz
`

CzDp0, Rq
˘˚
“ Dp0, Rq Ă Σ2R. Ceci implique Σu Ă Σ2R et

u ď 2R “ 2 diampGq.
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Figure 2.5 – Le disque Dp0, Rq

Soit V Ă CzF ˚ “ ´E˚ un arc joignant BΣuz t8u (voir (2.5)), alors u “ diampV q. Nous
savons que m2pḠq ´ s ď m2pEq “ m2pCzF ˚q et u ď 2 diampGq. Donc

m2pGq ´ s ď m2pCzF ˚q
ď pu` diampGqqu

ď
`

2 diampGq ` diampGq
˘

u

ď 3 diampV q diampGq

d’où (2.7).

Soit ∆ “ CzD et ϕ : CzV ÝÑ ∆ l’application conforme normalisée par la condition

ϕp8q “ 8, ϕ1p8q ą 0.

Nous allons maintenant discuter la forme explicite de la fonction de Green gCzV pz,8q.
Notons d’abord que log |z| est harmonique sur ∆, log |z| “ 0 sur BD et log |z| a une
singularité logarithmique à l’infini. Donc la fonction de Green associée à ∆ est log |z|. Donc

gCzV pz,8q “ log |ϕpzq|

et
gCzV p0,8q “ log |ϕp0q|.

De plus, comme F ˚ Ă CzV nous avons

gF˚p0,8q ď gCzV p0,8q “ log |ϕp0q| (2.8)
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Figure 2.6 – l’application ϕ.

Soit Ω “ CzV un domaine simplement connexe sur C et ϕ l’application définie ci-dessus.
Pour estimer ϕp0q, on peut faire appel à des outils généraux basés sur des capacités que
l’on peut trouver par exemple dans [AB02, p. 359]. Ici nous allons proposer de calculer
explicitement la transformation de ϕ.

Le problème est invariant par rotation. Nous allons considérer un arc V symétrique par
rapport à l’axe imaginaire centré en 0 et de rayon r. On notora a et b les extrémités de
l’arc V d’images respectives A et B (voir Figure 2.7).

Soit q l’homographie définie par

qpzq :“ α
z ´ a

z ´ b

qui applique a à 0, b à 8 et le point I d’affixe ir sur αpir´ aq{pir´ bq “ αpa´ irq{pb´ irq

dont l’argument est argα ` θr2πs, où θ est la mesure de l’angle zBIA. Posons α “ eipπ´θq

(notons que θ Ps´π,´π{2s). Ainsi q applique l’arc V à l’axe réel négatif. Ensuite définissons
la fonction spzq :“

?
z sur CzR´ par spreitq “

?
reit{2, t Ps ´ π, πr, puis l’application

ωpzq :“
z ` 1

z ´ 1

et enfin

ϕαpzq :“ pω ˝ s ˝ qqpzq “

b

α z´a
z´b

` 1
b

α z´a
z´b

´ 1
.
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Figure 2.7 – |ϕαp0q|

Ici β est la mesure de l’angle zBOA. Nous avons eiβ “ a{b. Observons que

β —
diampV q

r
(2.9)

où r le rayon de l’arc de cercle.
Soit u “

?
α P T (rappelons que α “ eipπ´θq avec θ Ps ´ π,´π{2s de sorte que α et

?
α sont

dans le 4e quart de plan, voir Figure 2.8) alors

ϕα : 8 ÞÝÑ U “ ωpuq “

?
α ` 1

?
α ´ 1

.

Ainsi ϕα est la transformation de CzV vers ∆ qui envoie 8 vers U . Mais nous avons besoin
que ϕp8q “ 8. Définissons donc ϕ :“ ψ ˝ ϕα, où ψ : CzD Ñ CzD est l’automorphisme
défini par :

ψpzq :“
λ̄´ z

1´ λz
,

qui échange U et 8.
Donc ψp8q “ 1{λ “ U ce qui implique que λ “ p

?
α ´ 1q{p

?
α ` 1q P iR.

Définissons donc ϕ “ ψ ˝ ϕα, estimons

ϕp0q “ ψ pϕαp0qq “ ψ

˜?
αeiβ ` 1q
?
αeiβ ´ 1

¸

.
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Pour cela posons u1 “
?
αeiβ alors u1 P T et

U 1 :“ ωpu1q “
u1 ` 1

u1 ´ 1
.

Nous savons que α “ eipπ´θq avec θ Ps´π,´π{2s. Le triangle OBI étant isocèle, nous avons
β{2 “ π ` θ (car θ ă 0) donc β “ 2π ` 2θ. Par conséquent

αeiβ “ eipπ´θ`2π`2θq
“ eipπ`θq “ e´ipπ´θq “ ᾱ.

Figure 2.8 – α etα

En posant
?
α “ eiγ avec γ “ ´pπ ` θq{2 P r´π{4, 0q nous observons que Re

?
α ą 0 et

Re
?
αeiβ “ Re

?
α ą 0, et donc |U | ą 1 et |U 1| ą 1.

Donc ψpU 1q “ p1{Ū ´ U 1q{p1´ U 1{Uq. Comme u, u1 P T alors U, U 1 P iR de plus U et
U 1 sont symétriques par rapport à l’axe réel donc U 1 “ ´U . Ce qui implique que

|ψpU 1q| ď
1` |U 1|

|1´ U 1

U
|
ď

2|U 1|

|1´ U 1

U
|
ď

2|U 1|

2
“ |U 1|.

Comme |
?
α ´ 1|2 “ 2p1´ cos γq et |

?
α ` 1|2 “ 2p1` cos γq, alors

1

|U |2
“

1

|U 1|2
“
ˇ

ˇ

?
α ´ 1

?
α ` 1

ˇ

ˇ

2
“

1´ cos γ

1` cos γ
„
γ2

4
` opγ2

q quand γ Ñ 0.

Donc
|ψpU 1q| ď

c

|γ|
“

4c

|β|

car γ “ ´β{4. Ce qui implique que

|ϕp0q| “ |ψpϕαp0qq| “ |ψpU
1
q| ď

4c

|β|
.
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D’où
|ϕp0q| À

r

diampV q
—

1

β
.

Ce résultat nous permet d’estimer diampGq.
Comme

V Ă CzF ˚ Ă
!

z “ x` iy : ´
u

2
´ diampGq ď x ď

u

2
, |y| ď

u

2

)

nous avons r ď u
2
` diampGq ď 2 diampGq et donc

diampGq ě
1

2
distpO, V q
loooomoooon

r

—
diampV q

|β|
. (2.10)

De (2.10) et (2.7) nous avons l’estimation suivante

`

diampGq
˘2
Á
m2pGq ´ s

|β|
(2.11)

Et donc

|ϕp0q| À
1

β
À

`

diampGq
˘2

m2pGq ´ s
(2.12)

D’où
|ϕp0q| ď

c

m2pGq ´ s
,

avec c la constante qui ne dépend que de
`

diampGq
˘2.

De (2.5), (2.6), (2.8) nous obtenons

|pp0q| ď exp pn log |ϕp0q|q ď exp plog |ϕp0q|nq ď p|ϕp0q|qn ď

ˆ

c

m2pGq ´ s

˙n

. (2.13)

Nous pouvons maintenant en déduire l’estimation cherchée de Rnpz, sq où

Rnpz, sq “ sup
qPPnpG,sq

|qpzq|.

En effet, soit q un polynôme de degré n majoré par 1 sur le compact Eq Ă G avec
m2pEqq ě m2pGq ´ s.

Soit zq tel que |qpzqq| “ supzPG |qpzq|. Quitte à remplacer p par qpzq “ ppz ´ zqq, G
par Gq “ G ´ zq et Eq par Eq ´ zq, on se ramène à l’estimation de pp0q, avec m2pEpq ě
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m2pGq ´ s “ m2pGqq ´ s.
Appliquons (2.13) à p, pour obtenir

|qpzqq| “ |pp0q| À

ˆ

c

m2pGq ´ s

˙n

où c est majoré par C
`

diampGq
˘2 et C est une constante universelle.

Le résultat peut être reformulé. Si nous remplaçons m2pGq´s par s le résultat se traduit
de la manière suivante. Pour un polynôme p de degré au plus n, si |

 

z P G : |ppzq| ď 1
(

| ě s
alors

|ppzq| ď
´c

s

¯n

(2.14)

où c est majoré par C
`

diampGq
˘2, z P G.

Remarque 2.7. Dans la suite nous allons essentiellement considérer des domaines G
qui sont des disques. Dans ce cas, la constante c est contrôlée par Cr2, où r est la rayon
du disque G et C est une constante absolue. Dans [AR07, Théorème 1], la constante c
apparaissant dans l’estimation vérifie c ą 2m2pGq pour un domaine général borné G.

2.3 Rappel de quelques définitions

2.3.1 Ensembles dominants

Les ensembles dominants sont donc liés aux mesures inverses de Carleson. Les mesures
de Carleson inverses jouent un rôle important dans différentes branches d’analyse, comme
l’analyse complexe, la théorie des opérateurs, l’échantillonnage, etc. Nous référons à [FHR17]
pour un survey récent sur les mesures inverses de Carleson. Lorsque H est un espace de
Hilbert de fonctions analytiques sur le disque unité ouvert D “ tz P C : |z| ă 1u, et si
µ PM`pD̄q est une mesure de Borel finie sur D̄, alors nous rappelons que µ est une mesure
de Carleson pour H quand

}f}L2pµq À }f}H , @f P H, (2.15)

et µ est une mesure inverse de Carleson pour H quand

}f}H À }f}L2pµq, @f P H. (2.16)

Dans le cas hilbertien, le choix de L2pµq est naturel. Dans des espaces de Banach généraux,
la définition des mesures de Carleson est plus délicate, et nous allons nous concentrer ici
sur des espaces de fonctions holomorphes dont la norme est définie par une p-norme par
rapport à une mesure borélienne. Plus concrètement, soit Ω P C un domaine et µ une
mesure borélienne positive sur Ω. Soit X Ă HolpΩq tel que pour tout f P X nous avons

||f ||pX “

ż

Ω

|f |pdµ ă 8.
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Un sous-ensemble E Ă Ω est dit dominant si pour tout f P X nous avons
ż

E

|f |pdµ ě C||f ||pX . (2.17)

La caractérisation des ensembles dominants est connue dans d’autres espaces de fonctions
analytiques comme les espaces de Fock ou de Bergman, et repose sur les propriétés de
relative densité.

2.3.2 Ensemble relativement dense

Dans le cas de l’espace de Paley-Wiener, le résultat de Logvinenko et Sereda dit que E
est dominant si et seulement s’il existe γ ą 0 et r ą 0 tel que pour tout x P R nous avons
|E X rx´ r, x` rs| ě γr. Dans ce cas, nous disons que E est relativement dense.
De façon générale nous définissons la relative densité comme suit. Soit Ω Ă C. Un sous-
ensemble E Ă Ω est dit pγ, rq-relativement dense s’il existe r ą 0 et γ ą 0 tel que

|E XDpz0, rq|

|Dpz0, rq|
ě γ. (2.18)

où Dpz0, rq est le disque pseudo-hyperbolique si Ω “ D, le disque euclidien si Ω “ C et un
intervalle si Ω “ R.

2.4 Quelques résultats de Kovrijkine
Dans cette section, nous mentionnons quelques résultat de Kovrijkine qui sont les

principaux outils pour notre démarche. Le théorème de Kovrijkine sur lequel nous avons
principalement travaillé est le suivant :

Théorème 2.8. Soit E un ensemble dominant avec |E X I| ě γa et I un intervalle de
longueur a. Alors pour tout f P PW p

b
2

nous avons

}f}LppEq ě
´γ

c

¯cpab`1q

}f}p

ou c est une constante et γ la densité.

Comme déjà mentionné dans l’introduction, pour montrer ce théorème, Kovrijkine utilise
d’abord l’inégalité de Bernstein pour localiser le problème et ensuite le lemme suivant que
Kovrijkine a pu habilement déduire de l’inégalité de Remez en utilisant des produits de
Blaschke pour obtenir des estimations locales.

Lemme 2.9. Soit φpzq analytique dans Dp0, 5q et I un intervalle de mesure 1 tel que 0 P I
et E Ă I un ensemble mesurable de mesure positive. Si |φp0q| ě 1 et M “ max

|z|ď4
|φpzq| alors

sup
xPI
|φpxq| ď

ˆ

c

|E|

˙
lnM
ln 2

sup
xPE

|φpxq| (2.19)
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La preuve de ce lemme est donc basée sur l’inégalité de Remez qui donne une estimation
de type (2.19) pour les polynômes. Nous allons rappeler cette preuve dans le chapitre
suivant en l’adaptant au cadre des mesures planaires et en utilisant l’inégalité d’Andrievskii
et Ruscheweyh.

Corollaire 2.10. Si 1 ď p ă 8 alors

}φ}LppIq ď

ˆ

C

|E|

˙
lnM
ln 2

` 1
p

}φ}LppEq

Lorsque nous traiterons de l’espace de Bergman, nous allons également montrer comment
le corollaire se déduit du lemme.
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Chapitre 3

Espaces de Bergman

Dans ce chapitre, nous travaillons sur les ensembles dominants dans les espaces de
Bergman et l’estimation des constantes d’échantillonnage. D’abord nous définissons l’espace
de Bergman pondéré sur le disque unité D, ensuite nous donnerons quelques propriétés
nécessaires pour notre méthode. Le chapitre se terminera avec la démonstration de notre
premier résultat principal, l’estimation de la constante d’échantillionnage dans l’espace de
Bergman du disque unité.

Définition 3.1. Soit Ω Ă C un domain et ω une fonction mesurable positive sur Ω. Alors
AppΩq, 1 ď p ă 8, est l’espace de Bergman pondéré sur Ω défini par

AppΩ, ωq “

"

f P HolpΩq : ||f ||pp,ω “

ż

Ω

|fpzq|pωdApzq ă 8

*

(3.1)

où dA désigne la mesure planaire de Lebesgue normalisée sur D. Si ωpzq “ 1 sur Ω nous
écrirons AppΩq “ AppΩ, ωq, et }f}p “ }f}p,ω.

Si Ω “ D et ωαpzq “ p1 ` αqp1 ´ |z|2qα pour un α ą ´1, nous noterons par Ap,αpΩq,
1 ď p ă 8, l’espace de Bergman pondéré sur le disque unité D dans le plan complexe défini
par

Ap,αpDq “ AppD, ωαq “
"

f P HolpDq : ||f ||pp “

ż

D
|fpzq|pdAαpzq ă 8

*

(3.2)

où dAαpzq “ p1` αqp1´ |z|2qαdApzq.
Nous désignons par Ap “ Ap,0 l’espace de Bergman non pondéré.

(Voir [HKZ00] pour plus d’informations sur l’espace de Bergman.)

3.1 Fonctions d’évaluation en un point
Le théorème suivant affirme que les fonctions dans l’espace de Bergman ne peuvent pas

croître trop rapidement près de la frontière.
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Théorème 3.2. Soit 0 ă p ă 8, α ą ´1 et Ω Ă C un domaine borné et z P Ω. Pour tout
f P AppΩq nous avons

|fpzq|p ď
C

r2

ż

Ω

|fpzq|pdApzq

où r “ distpz, BΩq est la distance de z au bord de Ω

Démonstration. Fixons un point z P Ω et soit r ą 0 tel queDpz, rq “ tζ P C : |ζ ´ z| ă ru Ă
Ω. Soit ρ “ r

2
. D’après la formule de Cauchy nous avons :

fpzq “
1

2iπ

ż

BDpz,ρq

fpζq

ζ ´ z
dζ.

En posant ζ “ z ` reiθ, de sorte que dζ “ rieiθdθ, et nous avons

fpzq “
1

2π

ż

BDpz,ρq

fpz ` reiθqdθ.

et donc
ż ρ

0

fpzqrdr “
1

2π

ż 2π

0

ż ρ

0

fpz ` reiθqrdrdθ,

fpzq “
1

πρ2

ż

Dpz,ρq

fpζqdApζq,

donc

|fpzq| “
1

πρ2
|

ż

Dpz,ρq

fpζqdxdy|

ď
1

πρ2

ż

Dpz,ρq

|fpζq|dxdy

ď
1

ρ2

ż

Dpz,ρq

|fpζq|
dxdy

π
.

En les élevant à la puissance p et en appliquant l’inégalité de Hölder avec l’exposant conjugué
q nous obtenons :

|fpzq|p ď

ˆ

1

πρ2

˙pˆż

Dpz,ρq

|fpζq|dxdy

˙p

ď
1

pπρ2qp

˜

ˆ
ż

Dpz,ρq

|fpζq|pdxdy

˙
1
p
ˆ
ż

Dpz,ρq

1dxdy

˙
1
q

¸p

ď
1

pπρ2qp

ˆ
ż

Dpz,ρq

|fpζq|pdxdy

˙

pπρ2
q
p
q

ď
1

pπρ2q
p´ p

q

ż

Dpz,ρq

|fpζq|pdxdy

ď
1

πρ2

ż

Dpz,ρq

|fpzq|pdApζq,
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Dans le cas particulier Ω “ D on a r “ distpz, BΩq “ 1´ |z|, et avec le poids ωα, nous
obtenons avec ρ “ r

2
“

1´|z|
2

, nous avons pour tout z P Dpz, ρq : 1´|z|2 “ p1´|z|qp1`|z|q ě
1´ |z| ě r

2
, et donc

p1` αq
´r

2

¯α

|fpzq|p ď
1

ρ2

ż

Dpz,ρq

|fpzq|pp1´ |z|2qαdAαpzq.

Donc

|fpzq|p ď
1

p1` αqρ2
`

r
2

˘α

ż

Dpz,ρq

|fpzq|pdAαpzq ď
C

p1´ |z|q2`α

ż

D
|fpzq|pdAαpzq. (3.3)

On peut montrer que AppΩq est un espace de Banach pour p ě 1, et A2 est un espace
de Hilbert avec le produit scalaire

xf, gy “

ż

Ω

fpzqgpzqdA.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théorème 3.2.

Lemme 3.3. Pour tout compact K de D, nous avons

}f}L8,K ď
1

?
π distpK, BDq

}f}L2pDq

3.2 Base Hilbertienne
Soit en : DÑ C telle que enpzq “

?
n` 1zn.

Proposition 3.4. ten, n ě 0u forme une base hilbertienne de A2.

Démonstration. Nous avons

xen, emy “

a

pn` 1qpm` 1q

π

ż

D
znzmdxdy

“

a

pn` 1qpm` 1q

π

ˆ
ż 1

0

rn`m`1dr

˙ˆ
ż 2π

0

eiθpn´mqdθ

˙

“
2π

a

pn` 1qpm` 1q

pn`m` 2qπ
δn,m

“
2πpn` 1q

2πpn` 1q
δn,m “ δn,m.
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Donc xen, emy est une famille orthonormale.
Soit f P A2pDq orthogonale à Vectpenq et cnpfq “ xf, eny. Nous avons donc cnpfq “ 0. f
étant holomorphe sur D, elle est analytique sur D par suite il existe an P Cn telle que

fpzq “
ÿ

ně0

anz
n z P D,

et le rayon de convergence de cette série est au moins 1. Alors

cnpfq “ xf, eny “

ż

D
fpzqenpzqdxdy

“

c

n` 1

π
lim
rÑ1´

ˆ
ż

|z|ăr

fpzqzndxdy

˙

“

c

n` 1

π
lim
rÑ1´

˜

ż

|z|ăr

ÿ

mě0

amz
mzndxdy

¸

“

c

n` 1

π
lim
rÑ1´

˜

ÿ

mě0

am

ż

|z|ăr

zmzndxdy

¸

“

c

n` 1

π
lim
rÑ1´

ˆ

am
2π

2pm` 1q
r2pm`1q

˙

“

c

π

n` 1
an

La première égalité provient du théorème de la convergence dominé et la deuxième provient
du fait de la convergence normale sur tout compact de D de la série entière

ř

anz
n. Avec

un changement de variable polaire nous obtenons :
ż

|z|ăr

zmz̄ndxdy “
2πrm`n`2

m` n` 2
δm,n “

πr2pn`1q

n` 1
δm,n.

Donc @n ě 0, an “ 0 ce qui implique que f est identiquement nulle. Donc VectpenqK “ 0,
ce qui conclut.

3.3 Noyau reproduisant dans les espaces de Bergman
Soit H un espace de Hilbert de fonction holomorphe sur Ω tel que l’application f ÞÝÑ

fpwq, HÑ C, est continue pour tout w P Ω. Donc, d’après le théorème de Riesz, il existe
une unique fonction kw P H telle que

fpwq “ xf, kwy, f P H.

Le noyau k, kpz, wq “ kwpzq, est appelé le noyau reproduisant de H. Dans l’espace de Hardy
H2, kwpzq “

ř

ně0pwzq
n “ 1

1´wz
.

Le noyau reproduisant k de l’espace de Bergman A2pΩq s’appelle le noyau de Bergman de
Ω.
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Proposition 3.5. Le noyau de Bergman du disque unité de C est égale à

kpz, wq “
1

p1´ wzq2

Démonstration. Soit enpzq “
?
n` 1zn une base hilbertienne de A2pΩq et

kpz, wq “
ÿ

ně0

enpzqw
n

“
ÿ

ně0

?
n` 1zn

?
n` 1wn

“
ÿ

ně0

pn` 1qznwn

“
ÿ

ně0

pn` 1qpwzqn

“
1

p1´ wzq2

Théorème 3.6. Pour tout f P A2pDq et z P D nous avons

fpzq “
1

π

ż

D

fpwq

p1´ wzq2
dxdy

Démonstration. Nous savons que kwpzq “ 1
p1´wzq2

et pour tout f P A2pDq, z P D, nous
avons

fpzq “ xf, kwy “

ż

D
fpwqkpz, wqdxdy “

1

π

ż

D

fpwq

p1´ wzq2
dxdy

3.4 La projection de Bergman
Considérons A2 comme un sous-espace (fermé) de l’espace de Hilbert L2 “ L2pDq.

Définissons pour f P L2pDq,

Pfpzq “ xPf, kzy “ xf, kzy “

ż

D

fpζq

p1´ ζ̄zq2
dApζq.

Clairement Pf “ f si f P A2. Aussi, si f P L2pDq avec f K A2pDq, alors, comme kz P A2,
nous avons xf, kzy “ 0 et donc Pf “ 0. Donc P définit une projection orthogonale sur
L2pDq, appelée projection de Bergman.
La projection de Bergman est bien définie sur L1 et à valeur dans A1. En effet soit f P A1.
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Alors fpzq “
ř

ně0 anz
n.

Fixons λ P D, notons que

1

p1´ λzq2
“

1

λ

ˆ

1

1´ λz

˙1

“
1

λ

˜

ÿ

ně0

pλzqn

¸1

“
1

λ

ÿ

ně1

λ
n
nzn´1

“
ÿ

ně0

pn` 1qpλzqn

Nous en déduisons

Pfpλq “

ż

fpzqkλpzqdApzq

“

ż 1

0

ż π

´π

ÿ

ně0

anr
neint

ÿ

kě0

pk ` 1qλkrke´iktdt
rdr

π

“
ÿ

ně0

anλ
n
pn` 1q

ż 1

0

r2n`12dr

“
ÿ

ně0

anλ
n
“ fpλq.

Avec
ż π

´π

eipn´kqtdt “ 2πδnk.

Donc Pf “ f pour f P A1. Notons que f P A1 implique que la première intégrale est bien
définie (kλ P H8).

Théorème 3.7. [DS04, Théorème 5, p. 34] Pour 1 ă p ă 8, la projection de Bergman P
est un opérateur borné de Lp sur Ap et P 2 “ P .

La preuve de ce théorème utilise le lemme suivant.

Lemme 3.8. [DS04, Lemme 2, p.32] Soient s et t deux nombres réels satisfaisant 1 ă t ă s.
Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de s et t, telle que

ż

D

p1´ |ζ|2qt´2

|1´ z̄ζ|s
dApζq ď Cp1´ |z|2qt´s

pour tout z P D.
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Démonstration. Considérons z “ ρ ě 0. Si ρ ď 1{2, alors nous avons
ż

D

p1´ |ζ|2qt´2

|1´ zζ|s
dApζq ď

ż

D

p1´ |ζ|2qt´2

p1´ ρqs
dApζq

ď

ż

D

p1´ |ζ|2qt´2

2´tp1´ ρq´tp1´ ρqs
dApζq

ď 2t
ż

D

p1´ |ζ|2qt´2

p1´ ρqs´t
dApζq

ď Cp1´ ρqt´s,

où C “ 2t
ş

Dp1´ |ζ|
2qt´2dApζq. Cette intégrale converge car t ą 1.

Supposons maintenant que ρ ą 1{2, de sorte que 1{p2ρq ă 1.
Notons d’abord que

ż

|ζ|ď 1
2ρ

p1´ |ζ|2qt´2

|1´ ρζ|s
dApζq ď

ż

D

1´ |ζ|2qt´2

2´s
dApζq

ď 2s
ż

D

1´ |ζ|2qt´2

2s´tp1´ ρqs´t
dApζq

ď 2tp1´ ρqt´s
ż

D
p1´ |ζ|2qt´2dApζq

ď Cp1´ ρqt´s

puisque t´ s ă 0.

Posons ζ “ reiθ et estimons

ż

|ζ|ą 1
2ρ

p1´ |ζ|2qt´2

|1´ ρζ|s
dApζq “

2

π

ż 1

1
2ρ

p1´ r2
q
t´2r

ż π

0

dθ

p1´ 2ρr cos θ ` ρ2r2qs{2
dr.

Comme sinx ě 2x{π pour 0 ď x ď π{2, nous avons

1´ 2ρr cos θ ` ρ2r2
“ p1´ ρrq2 ` 4ρr sin2

pθ{2q ě p1´ ρrq2 ` 4ρrθ2
{π2.

Ainsi pour r ě 1{p2ρq,
ż π

0

dθ

p1´ 2ρr cos θ ` ρ2r2qs{2
ď

1

p1´ ρrqs

ż π

0

dθ
´

1` 2
π2 p

θ
1´ρr

q2
¯s{2

ď
1

p1´ ρrqs´1

ż 8

0

du

p1` 2
π2u2qs{2

ď Cp1´ ρrq1´s,
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car s ą 1 et donc la dernière intégrale converge. Par conséquent, l’intégrale est bornée
par une constante multiple de

ż ρ

0

p1´ r2qt´2

p1´ ρrqs´1
rdr `

ż 1

ρ

p1´ r2qt´2

p1´ ρrqs´1
rdr “ I1 ` I2.

Estimons I1, pour cela remarquons que 0 ď r ď ρ ce qui implique que 1´ ρr ď 1´ r2.
Si t ă 2, nous avons l’estimation

I1 “

ż ρ

0

p1´ r2qt´2

p1´ ρrqs´1
rdr ď

ż ρ

0

p1´ ρrqt´s´1dr ď
2

s´ t
p1´ ρ2

q
t´s
ď Cp1´ ρqt´s.

Si t ě 2, nous utilisons l’inégalité 1´ r2 ď 2p1´ ρrq pour obtenir

I1 ď 2t´2

ż ρ

0

p1´ ρrqt´s´1dr ď Cp1´ ρqt´s.

D’autre part, pour r ď 1 ce qui implique que 1´ ρ ď 1´ ρr, et donc

I2 ď Cp1´ ρq1´s
ż 1

ρ

p1´ rqt´2dr ď Cp1´ ρqt´s.

Ce qui complète la preuve du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 3.7

Démonstration du Théorème 3.7. Commençons par montrer que P est une application
bornée de Lp dans Lp. Pour f P Lp et 1{p` 1{q “ 1, l’inégalité de Hölder donne

|Pfpzq| ď

ż

D
|1´ ζ̄z|´2

|fpζq|dApζq

“

ż

D
p1´ |ζ|2q´1{pq

|1´ ζ̄z|´2
|fpζq|p1´ |ζ|2q1{pqdApζq

“

ż

D
p1´ |ζ|´2

q
´1{pq

|1´ ζ̄z|´2{q
p1´ |ζ|´2

q
1{pq
|1´ ζ̄z|´2{pfpζqdApζq

ď

ˆ
ż

D
p1´ |ζ|2q´1{p

|1´ ζ̄z|´2dApζq

˙1{q ˆż

D
p1´ |ζ|2q1{q|1´ ζ̄z|´2

|fpζq|pdApζq

˙1{p

ď J1pzq
1{qJ2pzq

1{p,

où
J1pzq “

ż

D
p1´ |ζ|2q´1{p

|1´ z̄ζ|´2dApζq

et
J2pzq “

ż

D
|fpζq|pp1´ |ζ|2q1{q|1´ z̄ζ|´2dApζq.
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En utilisant le Lemme 3.8 avec s “ 2 et t´ 2 “ ´1{p, nous obtenons

|J1pzq| ď C1p1´ |z|
2
q
´1{p.

En appliquant cette estimation et le théorème de Fubini nous obtenons
ż

D
|Pfpzq|pdApzq ď

ż

D
J1pzq

p{qJ2pzqdApzq

ď

ż

D
C1p1´ |z|

2
q
´1{q

ż

D
|fpζq|pp1´ |ζ|2q1{q|1´ z̄ζ|´2dApζqdApzq

“ C1

ż

D
|fpζq|pp1´ |ζ|2q1{q

ż

D
p1´ |z|2q´1{q

|1´ ζ̄z|´2dApzqdApζq

ď C1

ż

D
|fpζq|pp1´ |ζ|2q1{qC2p1´ |ζ|

2
q
´1{qdApζq

ď C1C2

ż

D
|fpζq|pp1´ |ζ|2q1{qp1´ |ζ|2q´1{qdApζq

“ C

ż

D
|fpζq|pdApζq.

Pour la dernière inégalité nous invoquons à nouveau la même estimation de J1pzq, en
remplaçant p par q. Où C désigne la constante positive dépendant de p. Ceci montre que
l’opérateur P est borné.

Vérifions que P 2 “ P sur Lp. En effet soit f P Ap à l’aide du théorème de Fubini nous
obtenons

P pPfpzqq “

ż

D
PfpzqkzpuqdApuq

“

ż

D

ż

D
fpvqkupvqkzpuqdApvqdApuq

“

ż

D
fpvq

ż

D
kupvqkzpuqdApvqdApuq

“

ż

D
fpvq

ż

D
kvpuqkzpuqdApuqdApvq

“

ż

D
fpvqkvpzqdApvq

“

ż

D
fpvqkzpvqdApvq “ Pfpzq

Donc P est l’opérateur identité.
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3.5 Ensembles dominants dans le Bergman
Rappelons qu’un ensemble mesurable E Ă D est dominant pour l’espace de Bergman

pondéré s’il existe C ą 0 tel que pour tout f P Ap,αpDq nous avons :
ż

E

|fpzq|pdAαpzq ě Cp

ż

D
|fpzq|pdAαpzq. (3.4)

Nous désignons par Lp,αpF q l’espace de Lebesgue des fonctions mesurables sur l’ensemble
mesurable F Ă D et p-intégrable par rapport à dAα.
Tout ensemble satisfaisant (3.4) est appelé ensemble dominant pour Ap,α. Les ensembles
dominants dans Ap,αpDq ont été complètement caractérisés par Lueking dans [Lue81] comme
des ensembles qui sont relativement denses. Dans ce cadre géométrique spécial, cela signifie
qu’il existe γ ą 0 et r ą 0 tels que pour z P D nous avons

|E XDphbpz, rq|

|Dphbpz, rq|
ě γ (3.5)

où Dphbpz, rq “ tw P D : ρphbpz, wq ă ru est le disque pseudo-hyperbolique associé, avec
0 ă r ă 1 et ρphbpz, wq “

ˇ

ˇ

z´w
1´z̄w

ˇ

ˇ la distance pseudo-hyperbolique entre les points z, w P D.

Les résultats de Luecking sur les ensembles dominants dans les espaces de Bergman sont
énoncés comme suit ([Lue81] et en particulier la condition (2’) dans [Lue81, p.4]).

Théorème 3.9. (Luecking). Un ensemble mesurable E (Lebesgue) est dominant dans
Appp ą 0q si et seulement si il est relativement dense.

Luecking a aussi considéré des espaces plus généraux dans [Lue85] (ces résultats couvrent
en particulier les espaces de Bergman). Notons que Luecking ne s’intéresse pas vraiment
à l’estimation de la constante d’échantillonnage, mais en suivant la preuve dans [Lue81]
on obtient une dépendance exponentielle de γ : Cp ě γe

´cp
γ . Dans la démonstration de

[Lue85], la densité apparaît explicitement, mais un argument de compacité utilisé dans
[Lue85, Lemme 4] introduit une dépendance implicite de la densité.

3.6 Résultat principal
Notre résultat principal dans les espaces de Bergman est le suivant :

Théorème 3.10. Soit 1 ď p ă `8 et 0 ă r ă 1. Il existe L tels que pour tout ensemble
mesurable E Ă D qui est pγ, rq-dense, nous avons

}f}Lp,αpEq ě
´γ

c

¯L

}f}Ap,α . (3.6)

pour tout f P Ap,α.
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Les constantes c et L dépendent de r. Nous pouvons choisir

L “ c1
1` α

p

1

p1´ rq4
ln

1

1´ r
,

où c1 est une constante universelle. Notons que pour être pγ, rq-dense, l’ensemble E ne doit
pas avoir des « trous » de rayon (pseudohyperbolic) r : pour être dense, E doit rencontrer
tout disque Dphbpz, rq sur une portion uniformément minorée.

Il existe ainsi une relation concurrente entre γ et r. La densité γ peut être très petite
pour un r donné (en particulier lorsque E a des trous qui ont un rayon pseudohyperbolique
proche de r), mais elle peut devenir assez grande quand nous choisissons un rayon plus
grand (par exemple le doublement pseudohyperbolique de r : 2r

1`r2
). En ce sens, nous devons

optimiser L ln γ, avec L dépendant de r.

Une autre observation utile à rappeler est qu’il n’y a aucune raison a priori pour qu’une
fonction holomorphe pour laquelle l’intégrale

ş

E
|f |pdAα est bornée soit dans Ap,α. En dehors

de la classe Ap,α la relative densité n’est en générale pas nécessaire pour la domination (voir
aussi la remarque en [Lue81, p. 11]).

La discussion de la condition nécessaire de la relative densité dans [Lue81, p.5], implique
des tests sur des noyaux reproduisants, qui montre que la constante d’échantillonnage C
dans (3.6), est C À γ1{p. Nous pouvons voir l’optimalité de ce résultat à l’aide des bases
orthonormales de monômes dans le cas p “ 2.

Dans ce cas considérons l’ensemble ER “ DzDp0, Rq, Dp0, Rq “ tz P D : |z| ă Ru, 0 ă

R ă 1. Alors pour tout f P A2, nous avons fpzq “
ř

ně0 anz
n où }f}2A2 “

ř

ně0
|an|2

n`1
ă `8.

Sur Dp0, ρq, 0 ă ρ ă 1,

eρnpzq “

?
n` 1

ρn`1
zn,

une base orthonormale de A2 pDp0, ρqq. Étant donné fpzq “
ř

ně0 anz
n P A2, nous pouvons

écrire
fpzq “

ÿ

ně0

anz
n
“

ÿ

ně0

an
ρn`1

?
n` 1

eρnpzq,

donc
ż

Dp0,ρq

|fpzq|2dmpzq “
ÿ

ně0

ρ2pn`1q

n` 1
|an|

2.

Avec Eρ “ DzDp0, ρq. Donc
ż

Eρ

|fpzq|2dmpzq “
ÿ

ně0

|an|
2

n` 1
p1´ ρ2pn`1q

q ě p1´ ρ2
q
ÿ

ně0

|an|
2

n` 1
“ p1´ ρ2

q}f}2A2 (3.7)
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En particulier, en choisissant fpzq “ 1 (le noyau reproduisant normalisé de A2 en 0)
l’estimation ci-dessus s’avère optimale :

inf
0‰fPA2

ş

Eρ
|fpzq|2dmpzq

ş

D |fpzq|
2dmpzq

“

ş

Eρ
1.dmpzq

ş

D 1.dmpzq
“ 1´ ρ2.

Calcule de pγ,Rq- densité pour Eρ. Alors nous avons pour R ą ρ,

γ “
πR2 ´ πρ2

πR2
“ 1´

ρ2

R2
.

(Pour R ď ρ, nous avons γ “ 0), donc

1´ ρ2
ě 1´

ρ2

R2
“ γ,

de sorte que (3.7) donne
ż

Eρ

|fpzq|2dmpzq ě γ}f}2A2

de sorte que L “ 1{2.

Considérons le cas où γ Ñ 0 et montrons que la puissance de γ dans la constante
d’échantillonnage doit être 1{2. Pour cela considérons R “ p1` ρq{2 (ce qui implique que la
distance pseudohyperbolique entre ρ et R est constante, mais la densité tend vers 0). Alors

γρ “ 1´
ρ2

R2
“ 1´ ρ2 4

p1´ ρq2

“ 1´ ρ2
` ρ2 p1` ρq

2 ´ 4

p1` ρ2q

“ 1´ ρ2
´ ρ2 p1´ ρqp3` ρq

p1` ρq2

“ p1´ ρ2
q

„

1´
ρ2p3` ρq

p1` ρq3



.

Avec
cρ “

ρ2p3` ρq

p1` ρq3

et limρÑ1´ cρ “ 1{2 et donc γρ „ 1
2
p1´ ρ2q, ρÑ 1.

En particulier γρ Ñ 0 quand ρÑ 1.
Par conséquent, dans cette situation particulière, nous obtenons

lim
ρÑ1´

˜

1

γρ
inf

0‰fPA2

ş

Eρ
|f |2dA

ş

|f |2dA

¸

“ 2.
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où γρ est la densité de Eρ lors du test (3.5) sur le disque Dphbpz, r0q avec r0 “
1`ρ

2
, de

sorte que dans cet exemple L “ 1
2
“ 1

p
.

Nous verrons plus tard comment transposer nos techniques de l’espace de Bergman vers
l’espace de Fock classique et l’espace de Paley-Wiener. Rappelons que pour ces espaces le ré-
sultat est déjà connu ([Kov01] pour l’espace de Paley-Wiener et [JS21] pour l’espace de Fock).

Nous commençons par démontrer une version du lemme de Kovrijkine (voir [Kov01,
Lemme 1], et Lemma 2.9).

Lemme 3.11. Soit 0 ă r ă ρ fixé. Il existe une constante η ą 0 telle que l’estimation
suivante est vérifiée. Soit φ analytique dans Dp0, ρq, E Ă Dp0, rq un ensemble planaire
mesurable de mesure positive et soit z0 P Dp0, rq. Si |φpz0q| ě 1 et M “ sup|z|ăρ |φpzq| ă 8
alors

sup
zPDp0,rq

|φpzq| ď

ˆ

cr2

|E|

˙η lnM

sup
zPE

|φpzq|,

où c ne dépend pas de r, et

η ď c1
ρ4

pρ´ rq4
ln

1

ρ´ r

c1 est une constante absolue.

Ce lemme est assez général, et nous l’appliquerons plus tard aussi dans le cas des
espaces de Fock dans lesquels ρ peut être « grand », c’est-à-dire supérieur ou égal à 1.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas de l’espace de Bergman. Dans ce cas nous
considérerons 0 ă r ă ρ ă 1. Un choix pertinent dans cette situation est p1´ ρq “ κp1´ rq
pour un 0 ă κ ă 1, de sorte que l’estimation ci-dessus devienne

η ď c”
1

p1´ rq4
ln

1

1´ r
(3.8)

où c” est une autre constante absolue (on peut choisir c2 “ 2c1p1 ´ κq pour un r assez
proche de 1). La preuve de Kovrijkine, utilisant des produits de Blaschke et basée sur les
inégalités de Jensen et de Remez en dimension 1, s’adapte bien en dimension 2. Puisque
notre configuration géométrique n’est pas exactement la même et que nous devons tenir
compte de l’emplacement de z0, nous reproduirons la version adaptée de la preuve ici. Cela
nous permet également de contrôler les constantes sous-jacentes. Dans notre preuve, nous
utilisons la métrique pseudohyperbolique qui change un peu par rapport au raisonnement
de Kovrijkine. Cela pourrait s’avérer intéressant aussi dans d’autres situations. Pour a P D,
nous définissons l’automorphisme du disque habituel par :

ϕapzq “
a´ z

1´ az
, z P D. (3.9)

Alors ϕapϕapzqq “ z
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Démonstration du Lemme 3.11. Supposons d’abord que ρ “ 1 et soit

ψpzq “ φ ˝ ϕz0pzq “ φ

ˆ

z0 ´ z

1´ z0z

˙

,

qui translate z0 en 0. Soit r0 “
2r

1`r2
(« doublement pseudohyperbolique » de r). Nous

définissons rE “ ϕz0pEq, de sorte que rE Ă Dp0, r0q et ψ| rE “ φ ˝ ϕz0 | rE “ φ|E. Considérons
ψ sur Dp0, r0q qui contient donc rE, et |ψp0q| “ |φpz0q| ě 1. Comme ρ “ 1 et ϕz0 est un
automorphisme du dique nous avons }ψ}H8 “ }φ}H8 et donc ψ et φ sont bornés par la
même constante M .

Figure 3.1 – Dphb.

Soit t “ 2r0
1`r20

le doublement pseudohyperbolique de r0. Considérons a1, ..., an les zéros de
ψ dans Dp0, tq et B le produit de Blaschke associé à ces zéros dans Dp0, tq. En divisant par
B “ P {Q, nous obtenons une fonction sans zéro g “ ψ

B
dansDp0, tq, avec P “

śn
k“1 tpak´zq

et Q “
śn

k“1pt
2 ´ ākzq des polynômes de degré n. Puisque |B| “ 1 sur BDp0, tq et |B| ď 1

sur Dp0, tq, nous avons |gp0q| ě |ψp0q| “ |φpz0q| ě 1 et max|z|ďt |gpzq| ďM .
En appliquant l’inégalité de Harnack à la fonction harmonique positive u “ lnM ´ ln |g|
dans Dp0, tq, nous obtenons pour tout z dans l’ensemble compact Dp0, r0q Ă Dp0, tq que

t´ r0

t` r0

up0q ď upzq ď
t` r0

t´ r0

up0q ď
t` r0

t´ r0

lnM.

Pour simplifier la notation, posons α “ pt` r0q{pt´ r0q. Nous en déduisons que pour tout
z P Dp0, rq, |gpzq| “Me´upzq ěM1´α. Par conséquent

max|z|ďr0 |gpzq|

min|z|ďr0 |gpzq|
ď

M

M1´α
“Mα.

Estimons Q :

max|z|ďr0 |Qpzq|

min|z|ďr0 |Qpzq|
ď

max|z|ďr0
śn

k“1 |t
2 ´ ākz|

min|z|ďr0
śn

k“1 |t
2 ´ ākz|

ď

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n

.
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Utilisons maintenant l’estimation d’Andrievskii-Ruscheweyh. Étant donné un polynôme
P de degré au plus n. Soit m “ supzP rE |P pzq|. Posons P1 “

P
m

et s “ | rE|. Alors P1 P

PnpDp0, r0q, sq. Par (2.14) et la Remarque 2.7 nous obtenons

|P1pzq| ď

˜

cr2
0

|ĂE|

¸n

, |z| ď r0,

et donc

sup
|z|ďr0

|P pzq| ď

˜

cr2
0

|ĂE|

¸n

sup
zP rE

|P pzq|.

En suivant les mêmes estimations que Kovrijkine nous obtenons

sup
|z|ďr0

|ψpzq| “ sup
|z|ďr0

|gpzqP pzq{Qpzq|

Pour tout z P rE Ă Dp0, rq nous avons

|ψpzq| “ |gpzq
P pzq

Qpzq
|.

Ainsi

sup
|z|ďr0

|ψpzq| “ sup
|z|ďr0

|gpzq
P pzq

Qpzq
|

ď sup
|z|ďr0

|gpzq|
sup|z|ďr0 |P pzq|

inf |z|ďr0 |Qpzq|

ď sup
|z|ďr0

|gpzq|
sup|z|ďr0 |P pzq|

sup|z|ďr0 |Qpzq|

sup|z|ďr0 |Qpzq|

inf |z|ďr0 |Qpzq|

ď

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n
˜

Cr2
0

Ă|E|

¸n

sup
|z|ďr0

|gpzq|
sup

zPĂ|E|
|P pzq|

sup|z|ďr0 |Qpzq|

ď

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n
˜

Cr2
0

Ă|E|

¸n
sup|z|ďr0 |gpzq|

inf |z|ďr0 |gpzq|
inf
|z|ďr0

|gpzq|
sup

zPĂ|E|
|P pzq|

sup|z|ďr0 |Qpzq|

ď

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n
˜

Cr2
0

Ă|E|

¸n

Mα inf
|z|ďr0

|gpzq|
sup

zPĂ|E|
|P pzq|

sup|z|ďr0 |Qpzq|

ď

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n
˜

Cr2
0

Ă|E|

¸n

Mα sup
zPĂ|E|

|ψpzq|

ďM
t`r0
t´r0

ˆ

t` r0

t´ r0

˙n
˜

cr2
0

| rE|

¸n

sup
zP rE

|ψpzq|

ď e
t`r0
t´r0

lnM`n ln
t`r0
t´r0

˜

cr2
0

| rE|

¸n

sup
zP rE

|ψpzq|.
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Puisque rE “ ϕz0pEq et |z0| ă r0, nous avons par un changement de variable | rE| ě
p1´ r2

0q|E|{4, de sorte que

sup
|z|ďr0

|ψpzq| ď e
t`r0
t´r0

lnM`n ln
t`r0
t´r0

´2n lnp1´r0q`n ln 4

ˆ

cr2
0

|E|

˙n

sup
zP rE

|ψpzq|.

En supposant que e ď cr20
|E|

(cela signifie que la densité de E est inférieure à une certaine
constante fixée — si la densité est supérieure à une constante fixée, par exemple 1

2
, alors

l’estimation n’aura pas un grand intérêt). Ainsi

sup
|z|ďr0

|ψpzq| ď

ˆ

cr2
0

|E|

˙

t`r0
t´r0

lnM`n ln
t`r0
t´r0

´2n lnp1´r0q`np1`ln 4q

sup
zP rE

|ψpzq|

Montrons maintenant que n ď plnMq{ lnp1{tq. Rappelons que

gpzq “ ψpzq
n
ź

k“1

t2 ´ akz

tpak ´ zq
,

et donc

|gp0q| “ |ψp0q|
n
ź

k“1

t

|ak|
.

Avec 0 ă t ă ρ, les ak sont les zéros de ψ sur Dp0, tq et ψ P HolpDp0, ρqq, ψp0q ‰ 0
En appliquant la formule de Jensen définie par :

|ψp0q|
n
ź

k“1

ρ

|ak|
“ exp

ˆ

1

2π

ż π

´π

log |ψpρeiθq|dθ

˙

nous obtenons

lnM ě
1

2π

ż π

´π

ln |pψpρeiθqq|dθ “
n
ÿ

k“1

ln

ˆ

ρ

|ak|

˙

` ln |ψp0q|

ě

n
ÿ

k“1

ln
´ρ

t

¯

“ n ln
´ρ

t

¯

.

Comme dans Kovrijkine, nous obtenons n ď lnM
lnp1{tq

(car ρ “ 1).
Notons que ln 4 ă 2, et posons

η “
t` r0

t´ r0

`

ˆ

ln
t` r0

t´ r0

´ 2 lnp1´ r0q ` 3

˙

{ lnp1{tq.

Alors en revenant à φ, nous obtenons

sup
|z|ďr

|φpzq| ď sup
|z|ďr0

|ψpzq| ď

ˆ

cr2
0

|E|

˙η lnM

sup
zP rE

|ψpzq| ď

ˆ

cr2
0

|E|

˙η lnM

sup
zPE

|φpzq|.
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Nous terminons la discussion par l’estimation de η. Notons d’abord que t “ 2r0{p1` r
2
0q de

sorte que
t` r0

t´ r0

“
3` r2

0

1´ r2
0

ď
4

1´ r2
0

.

Aussi lnp1{tq „ p1´ r2
0q{p2r0q, et puisque r0 “ 2r{p1` r2q nous avons 1´ r0 „ p1´ rq

2{2.
Par conséquent

η À
4

1´ r2
0

`

ˆ

ln
4

1´ r2
0

` ln
1

p1´ r0q
2
` 3

˙

ˆ
2

p1´ r0q
2
ď

c

p1´ r0q
2

ln
1

1´ r2
0

„
c1

p1´ rq4
ln

1

1´ r

où c et c1 sont des constantes absolues.
Lorsque ρ ą 0 est arbitraire, en remplaçant r par r{ρ et ρ par ρ{ρ “ 1 on se ramène à

la situation précédente, et nous obtenons :

η ď
c1ρ4

pρ´ rq4
ln

ρ

ρ´ r

Corollaire 3.12. Soit 0 ă r ă ρ fixé. Il existe une constante η ą 0 telle que l’estimation
suivante est vérifiée. Soit φ analytique dans Dp0, ρq et soit E Ă Dp0, rq un ensemble
planaire mesurable de mesure positive. Si |φpz0q| ě 1 et M “ max|z|ďρ |φpzq| alors pour tout
p P r1,`8q, nous avons

||φ||LppDp0,rqq ď

ˆ

cr2

|E|

˙η lnM` 1
p

||φ||LppEq.

Les estimations sur η sont les mêmes que dans le Lemme 3.11. La constante c ne dépend
pas de r.

Démonstration. Posons C “ cr2, et soit Eε “
!

z P Dp0, rq, |φpxq| ď
`

ε
C

˘η lnM
||φ||L8pDp0,rqq

)

.
D’après le Lemme 3.11, nous avons pour tout z P Dp0, rq,

|φpzq| ď

ˆ

C

|Eε|

˙η lnM

sup
wPEε

|φpwq|

ď

ˆ

C

|Eε|

˙η lnM
´ ε

C

¯η lnM

||φ||L8pDp0,rqq

donc

||φ||L8pDp0,rqq ď

ˆ

C

|Eε|

˙η lnM
´ ε

C

¯η lnM

||φ||L8pDp0,rqq,
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ce qui signifie que 1 ď ε
|Eε|

et |Eε| ď ε. En posant ε “ |E|
2
, nous avons

|Eε| “ |

#

x P Dp0, rq, |φpxq| ď

ˆ

|E|

2C

˙η lnM

||φ||L8pDp0,rqq

+

| ď
|E|

2

En intégrant sur E nous obtenons
ż

E

|φ|pdA ě

ż

E

χ
|φ|ěp

|E|
2C q

η lnM
||φ||L8 pDp0,rqq

|φ|pdA

ě

ˆ

|E|

2C

˙pη lnM

||φ||L8pDp0,rqq

ż

E

dA

ě |E|

ˆ

|E|

2C

˙pη lnM

||φ||pL8pDp0,rqq

ě 2C

ˆ

|E|

2C

˙pη lnM`1

||φ||pL8pDp0,rqq

ě
2C

|Dp0, rq|

ˆ

|E|

2C

˙pη lnM`1 ż

Dp0,rq

|φ|p

D’où

||φ||LppEq ě

ˆ

2C

|Dp0, rq|

˙
1
p
ˆ

|E|

2C

˙η lnM` 1
p

||φ||LppDp0,rqq

Rappelons que C “ cr2 de sorte que 2C{|Dp0, rq| est une constante.

3.7 Preuve du résultat principal
Démonstration du Théorème principal. Rappelons la définition de l’automorphisme du
disque (3.9) en a P D :

ϕapzq “
a´ z

1´ az
, z P D,

puis nous introduisons la formule du changement de variable suivante :

Ta : Ap,α Ñ Ap,α, pTafqpzq “ pf ˝ ϕaqpzqpϕ
1
apzqq

2`α
p .

Nous rappelons que

ϕ1apzq “ ´
1´ |a|2

p1´ āzq2
.

Ta est un isomorphisme de l’espace de Bergman Ap,α. Nous allons aussi considérer des res-
triction de Ta des disques pseudohyperboliques Ta : Ap,α|Dphbpz, rq ÝÑ Ap,α|Dphbpϕapzq, rq
qui est également une isométrie.
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Nous entrons maintenant dans la partie principale de la démonstration qui nous donne
un moyen simple d’éviter l’inégalité de Bernstein.

Pour cela, nous introduisons les notations préliminaires suivantes :
Pour n P N et k P t0, 1, ..., 2n ´ 1u, soit zn,k :“

`

1´ 1
2n

˘

e
2ikπ
2n , et définissons

Dr
n,k :“ Dphbpzn,k, rq,

où r P p0, 1q. Nous pouvons vérifier que pour r suffisamment grand ces disques couvrent D.
Soit r0 un tel rayon. Nous poserons désormais Dn,k “ Dr0

n,k.

Nous avons besoin d’une propriété de recouvrement finie. Notons χF la fonction caracté-
ristique de l’ensemble mesurable F dans D.

Lemme 3.13. Pour tout r P p0, 1q, il existe une constante N telle que
ÿ

n,k

χDrn,k ď N.

De plus, il existe une constante universelle de recouvrement cov telle que

N ď cov
1

p1´ r2q
ln

1

1´ r

Dans ce lemme, nous n’exigeons pas que les disques Dn,k couvrent tout le disque D.
Si nous voulons que cela soit le cas, nous devons imposer r P pr0, 1q. Évidemment, la
constante N est au moins égale à 1. Dans les estimations de la constante d’échantillonnage,
la constante N n’entrera que logarithmiquement de sorte que la puissance en p1´ rq ainsi
que le terme logarithmique ne sont pas très importants.

Démonstration du Lemme. Ce lemme est certainement un fait connu, mais nous incluons
une preuve pour donner une idée de la dépendance de N à r.

Le résultat est équivalent à dire qu’un disque Dphbpz, rq, z P D, contient au plus N
points zn,k. Puisque le problème est invariant par rotation, nous pouvons supposer que
z “ x P r0, 1q. De [Gar07, p.3] nous rappelons que Dphbpx, rq est un disque euclidien de
diamètre

rα, βs “

„

x´ r

1´ rx
,
x` r

1` rx



.

Ainsi Dphbpx, rq est inclus dans un anneau de rayons α et β. Nous estimons la distance
de α et β au bord T par :

1´
x´ r

1´ rx
“

1´ rx´ x` r

1´ rx
“
p1` rqp1´ xq

1´ rx
ď d1p1´ xq,

1´
x` r

1` rx
“

1` rx´ x´ r

1` rx
“
p1´ rqp1´ xq

1´ rx
ě d2p1´ xq,

49



où d1 et d2 sont des constantes strictement positives (par exemple nous pouvons choisir
d1 “ 2{p1´ rq et d2 “ 1{d1 “ p1´ rq{2).

En particulier pour que zn,k P Dphbpx, rq il faut que d2p1´ xq ă 2´n ă d1p1´ xq ce qui
peut arriver au plus plnpd2p1´ xqq

´1 ´ lnpd1p1´ xqq
´1q { ln 2 fois.

Avec le choix ci-dessus de d1 et d2, nous pouvons choisir d1{d2 “ 4{p1´ r2q de sorte que le
nombre de n possible soit borné par :

ln
d1

d2

{ ln 2 ď ln
4

p1´ rq2
{ ln 2 (3.10)

Nous devons également vérifier que le nombre de k tel que znk P Dphbpx, rq est unifor-
mément borné. Soit r fixé, nous distinguons deux cas : x ď 2r et 2r ă x ă 1 (dans le cas
r ě 1{2, ce dernier ne se produit pas).

Cas x ď 2r : dans ce cas, nous savons que Dphbpx, rq Ă Dp0, 3r{p1 ` 2r2qq. Afin que
zn,k P Dp0, 3r{p1 ` r2qq, il faut que 1 ´ 2´n P Dp0, 3r{p1 ` 2r2qq, et ainsi que 1 ´ 2´n ď
3r{p1 ` 2r2q ce qui arrive lorsque n À lnp1 ´ rq´1 (la constante qui apparait ne dépend
pas de r). Afin d’obtenir tout zn,k P Dp0, 3r{p1 ` 2r2qq, il nous reste à faire la somme
lnp1´rq´1

ř

n“0

2n » 1
1´r

. Donc pour x ď 2r, nous avons N À 1
1´r

qui est négligeable par rapport à

l’estimation demandée dans l’énoncé du lemme.

Cas 2r ă x ă 1 : alors

x´ r

1´ rx
ě

2r ´ r

1
“ r (3.11)

Remarquons que pour que zn,k P Dphbpx, rq nous avons besoin de 1 ´ |zn,k| “ 2´n P
rd2p1 ´ xq, d1p1 ´ xqs (de (3.10) nous avons déjà obtenu le nombre n tel que cela soit
satisfait). Comme précédemment, pour ces n, nous devons estimer le nombre k tel que
zn,k P Dphbpx, rq.

Nous utiliserons à nouveau le fait de [Gar07, p.3] que Dphbpx, rq est un disque euclidien
Dpc, Rq pour lequel nous utiliserons l’expression explicite du centre et du rayon :

c “ x
1´ r2

1´ r2x2
, R “ r

1´ x2

1´ r2x2
.

Par conséquent, l’argument d’un point w P Dphbpx, rq peut être estimé de la manière
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suivante

| argw| ď arcsin
R

c
“ arcsin

ˆ

r

x

1´ x2

1´ r2

˙

ď arcsin
1´ x2

2p1´ r2q
»

1´ x2

2p1´ r2q

ď
1´ x

1´ r2
ď

1

1´ r2

1

d2

2´n

ď
2

p1´ rq2
2´n.

Par conséquent, afin que zn,k “ p1´ 2´nqe2ikπ{2n P Dphbpx, rq, nous avons besoin que :

2πk ď
2

p1´ rq2
(3.12)

Nous concluons que le nombre de k est aussi uniformément contrôlé par r. Les estimations
(3.10) et (3.12) donnent la borne requise sur N .

Fixons r0 ă s ă t ă 1. Pour K ą 1, l’ensemble

IK´bonf “

!

pn, kq : }f}Lp,αpDtn,kq ď K}f}Lp,αpDsn,kq

)

.

sera appelé l’ensemble des K-bons disques pour (t,s) (afin de garder une notation légère,
nous n’inclurons pas s et t comme indices). Cet ensemble dépend de f .
Un des résultats clé de cette thèse est la proposition suivante qui permet d’obtenir l’ensemble
des bons disques d’une manière très simple sans faire appel à une inégalité de Bernstein.
Cela pourrait avoir un intérêt indépendant.

Proposition 3.14. Soit r0 ă s ă t ă 1. Pour toute constante c P p0, 1q, il existe K telle
que pour tout f P Ap,α, nous avons

ÿ

pn,kqPIK´bonf

}f}pLp,αpDsn,kq
ě c}f}pAp,α

Il sera clair d’après la démonstration que nous pouvons choisir Kp “ N{p1´ cq où N est
la constante de recouvrement du Lemme (3.13) associé au rayon (pseudohyperbolique) t.

Démonstration de la Proposition 3.14. Puisque r0 ă s ă t ă 1, nous avons
Ť

n,kD
s
n,k “ D,

et par le Lemme 3.13 nous avons la propriété de recouvrement fini :
ÿ

n,k

χDtn,k ď N.

Par conséquent

}f}pAp,α ď
ÿ

pn,kq

}f}pLp,αpDsn,kq
ď

ÿ

pn,kq

}f}p
Lp,αpDtn,kq

ď N}f}pAp,α .
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Donc

N}f}pAp,α ě
ÿ

pn,kqRIK´bonf

}f}p
Lp,αpDtn,kq

ą Kp
ÿ

pn,kqRIK´bonf

}f}pLp,αpDsn,kq

“ Kp
ÿ

pn,kq

}f}Lp,αpDsn,kq ´K
p

ÿ

pn,kqPIK´bonf

}f}Lp,αpDsn,kq

ě Kp
}f}pAp,α ´K

p
ÿ

pn,kqPIK´bonf

}f}Lp,αpDsn,kq.

Pour Kp ą N nous obtenons ainsi :
ÿ

pn,kqPIK´bonf

||f ||Lp,αpDsn,kq ě
Kp ´N

Kp
||f ||pAp,α

Par conséquent, en choisissant K avec Kp “ N{p1´ cq cela nous donne la conclusion
souhaitée.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer notre résultat principal.

Suite de la démonstration du Théorème 3.10
Soit r1 “ maxpr, r0q où r0 assure le recouvrement de D par Dn,k.

Notons d’abord qu’il existe une constante universelle η ą 0 telle que si E est pγ, rq-dense,
alors il est pηγ, r1q-dense (si r ě r0 alors η “ 1, si r ă r0, nous pouvons couvrir au moins
une partie d’un disque arbitraire Dphbpz, r0q par des disques disjoints de rayon r). Puisque
la constante multiplicative η ne change pas l’estimation dans le théorème, nous pouvons
remplacer r0 par r1 et nous utiliserons dans toute la suite γ au lieu de ηγ.

Fixons c P p0, 1q. Nous choisirons r1 pour s dans la Proposition 3.14 et t avec s “ r1 ă

t ă 1 à déterminer ultérieurement. Soit K un choix correspondant de la Proposition 3.14
(dépendant de t puisque N ď c lnp1{p1´ tqq{p1´ t2q).
Soit f P Ap,α, f ‰ 0. Soit IK´bonf l’ensemble des K-bons disques pour pr1, tq. Alors par la
Proposition 3.14 nous avons :

}f}pAp,α ď
1

c

ÿ

pn,kqPIK´bonf

}f}p
Lp,αpD

r1
n,kq

.

Dans la suite nous supposons que pn, kq P IK´bonf . Rappelons que zn,k est le centre (pseudo-
hyperbolique) de Dr1

n,k. Il est claire que Dp0, r1q “ ϕn,kpD
r1
n,kq ce qui permet de translater le

disque Dr1
n,k en un disque euclidien à l’origine (puisque les disques pseudo-hyperboliques et

euclidiens sont les mêmes lorsqu’ils sont centrés à l’origine, dans ce cas nous n’utiliserons
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plus l’indice "phb"). L’opérateur de changement de variable Tzn,k restreint à Dr1
n,k donne

}f}p
Lp,αpD

r1
n,kq

“

ż

D
r1
n,k

|fpzq|pdAαpzq

“

ż

Dp0,r1q

|pf ˝ ϕzn,kqpuqpϕ
1
zn,k
puqqp2`αq{p|pdAαpuq.

Notons g “ Tzn,kf et D0 “ Dp0, r1q. Il est claire que
ş

D0
|g|pdA ą 0 et nous pouvons

définir

h “ g ˆ

˜

πr2
1

ş

D0
|g|pdA

¸1{p

.

En particulier
ş

D0
|h|pdA “ AirepD0q, ce qui implique qu’il existe z0 P D0 avec |hpz0q| ě 1.

Pour utiliser le Corollaire3.12, nous devons estimer h sur un disque plus grand. Soit
ρ “ 2r1

1`r21
un doublement pseudo-hyperbolique du rayon r1 et t “ 2ρ

1`ρ2
le doublement pseudo-

hyperbolique de rayon ρ. Considérons h comme une fonction dans l’espace de Bergman
restreint Ap,α|Dp0, tq, pour z P Dp0, ρq, nous avons :

|hpzq|p ď
C

p1´ ρq2`α

ż

Dp0,tq

|hpwq|pp1´ |w|2qαdApwq,

où C est une constante absolue (voir (3.3), et noter que t´ ρ „ 1´ ρ). Puisque h est un
multiple constant de g, nous pouvons remplacer dans ce qui précède h par g. Puisque ρ est
le doublement pseudohyperbolique itéré de r1 nous avons 1´ ρ „ p1´ r1q

2.
Observons que

ż

Dp0,tq

|gpwq|pdAαpwq “

ż

Dtn,k

|fpzq|pdAαpzq,

et
ż

D0

|gpzq|pdApzq ě

ż

D0

|gpzq|pdAαpzq “

ż

Dtn,k

|fpzq|pdAαpzq.

En rassemblant toutes les pièces, nous avons :

sup
zPDp0,ρq

|hpzq| “

˜

πr2
1

ş

D0
|g|pdA

¸1{p

sup
zPDp0,ρq

|gpzq|

ď

˜

π
ş

D
r1
n,k
|f |pdAαpzq

¸1{p

ˆ
C1{p

p1´ ρqp2`αq{p

˜

ż

Dtn,k

|fpzq|pdAαpzq

¸1{p

Puisque pn, kq P IK´bonf pour pr1, tq nous obtenons

M “ sup
zPDp0,ρq

|hpzq| ď
DK

p1´ r2
1q

2ˆp2`αq{p
(3.13)
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où D est une constante universelle, et puisque 1´ t » p1´ ρq2 » p1´ r1q
4,

Kp
“

N

1´ c
ď

cov
1´ c

1

p1´ tq2
ln

1

1´ t
»

1

p1´ r1q
8

ln
1

p1´ r1q
4
.

Dans ce qui suit il suffira d’utiliser l’estimation

K À
1

p1´ r1q
9{p
. (3.14)

Nous appliquons maintenant le Corollaire 3.12 à h et rE “ ϕzn,kpE X Dn,kq. Nous
observons que la densité de rE dans D0 est la même que celle de E dans Dn,k qui est minorée
par γ. Puisque nous sommes dans un disque de rayon fixé, nous pouvons prendre le poids
p1´ |z|2qα ď 1 et nous obtenons une constante supplémentaire dans la dernière ligne :

ż

Dp0,r1q

|hpzq|pdAαpzq ď

ż

Dp0,r1q

|hpzq|pdApzq

ď

˜

cr2
1

| rE|

¸ηp lnM`1
ż

rE

|hpzq|pdApzq

ď

ˆ

c

γ

˙ηp lnM`1
1

p1´ r2
1q
α

ż

rE

|hpzq|pdAαpzq

Par homogénéité nous pouvons remplacer dans ce qui précède la fonction h par g. Ainsi,
en changeant les variables (c’est-à-dire revenir isométriquement de g à f), nous obtenons
pour chaque K-bon disque

ż

D
r1
n,k

|f |pdAα ď

ˆ

c

γ

˙ηp lnM`1
1

p1´ r2
1q
α

ż

EXD
r1
n,k

|f |pdAα,

D’après la Proposition 3.14, intégration sur les K-bons disques permet de récupérer la
norme, nous obtenons le résultat souhaité.

Nous terminons cette section par une discussion sur l’exposant qui apparait dans
l’estimation. Rappelons de (3.8) que

η ď c2
1

p1´ r1q
4

ln
1

1´ r1

,

Aussi de (3.13) et (3.14),

lnM À
13` 2α

p
ln

1

1´ r1

(la constante qui apparait ici ne dépend pas de r1), et en tenant compte de 13`2α À 1`α,
nous obtenons :

η lnM À
1` α

p
ˆ

1

p1´ r1q
4

ln
1

1´ r2
1

.
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Le terme supplémentaire `1 qui apparait dans l’exposant à la fin de la démonstration
ci-dessus peut être absorbé dans l’expression η lnM puisqu’il faut imposer r ě r0 ą 0 où r0

assure la propriété de recouvrement.
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Chapitre 4

Espaces de Fock

4.1 Espaces de Fock classiques
Les ensembles dominants dans l’espace de Fock classique apparaissent comme un cas

particulier des travaux récents de [JS21]. Comme notre méthode est assez élémentaire et
universelle, il nous semble intéressant d’appliquer nos techniques dans ce cas.

Sans rentrer dans tous les détails, nous donnerons des indications nécessaires pour
obtenir les estimations. Commençons par rappeler la définition de l’espace de Fock.

Définition 4.1. Soit α P R˚` et 0 ă p ă `8. L’espace de Fock est défini par :

Fp,α :“

"

f P HolpCq : }f}pFp,α “

ż

C
|fpzq|pdAp,αpzq ă 8

*

.

où dAp,αpzq “ e´pα|z|
2{2dApzq.

Nous référons à [Zhu12] pour un traitement complet des espaces de Fock classiques.
Pour p “ 2, l’espace F2,α est équipé du produit scalaire

xf, gyα :“
α

π

ż

C
fpzqgpzqe´α|z|

2

dA2,α, f, g P F2,α,

donc la norme d’une fonction f P F2,α est

}f}2F2,α :“

ż

C
|f |2e´α|z|

2

dApzq

la constante α
π
assure que la fonction fpzq ” 1 est de norme 1.
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4.1.1 Ensemble dominant dans l’espace de Fock classique

Soit E Ă C un ensemble mesurable. Si pour tout f P Fp,α nous avons
ż

E

|fpzq|pdAp,αpzq ě Cp

ż

C
|fpzq|pdAp,αpzq (4.1)

alors E est appelé ensemble dominant pour Fp,α.

La métrique sous-jacente dans l’espace de Fock est la métrique euclidienne qui est plus
simple que la métrique pseudohyperbolique. Aussi, les calculs précédemment effectués dans
le cas de l’espace de Bergman devraient pouvoir se traduire de façon simple dans le cas de
l’espace de Fock.

4.1.2 Résultat dans l’espace de Fock Classique

Dans cette sous-section, nous choisissons zn,k “ n ` ik, n, k P Z. Logiquement, si
nous voulons suivre le même raisonnement que dans l’espace de Bergman, nous devons
remplaçer les disques pseudohyperboliques du chapitre précédent, par des disques euclidiens
Dr
n,k “ Dpzn,k, rq où r ą

?
2{2. Cette dernière condition assure la propriété de recouvrement.

Notons que pour tout r ą
?

2{2 fixé, la propriété de recouvrement fini est vérifiée (en
géométrie euclidienne). Nous obtenons facilement N » r2.

L’opérateur de translation isométrique (changement de variable) dans le cas de l’espace
de Fock classique est défini par

Tafpzq “ eαāz´α|a|
2{2fpz ´ aq.

Comme dans le cas de l’espace de Bergman, cet opérateur nous permettra de translater
la situation d’un disque arbitraire Dr

n,k vers Dp0, rq.

La méthode de Kovrijkine nécessite l’introduction de bons disques. Fixons
?

2{2 ă s ă t.
Pour K ą 1, et f P Fp,α l’ensemble

IK´bon
f “

!

pn, kq : ||f ||Lp,αpDtn,kq ď K||f ||Lp,αpDsn,kq

)

sera appelé l’ensemble des K-bons disques pour pt, sq, où nous intégrons par rapport à
la mesure dAp,α. Dans l’argument ci-dessous, Nous choisissons s “ r et t “ 4r.

Étant donné f avec ||f ||Fp,α “ 1, comme dans l’espace de Bergman, g “ T´zn,kf pour
pn, kq P IK´bon

f et posons

h “ c0g, c0 “

˜

πr2

ş

Dp0,rq
|g|pdApzq

¸1{p

.
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Encore une fois il y a z0 P Dp0, rq avec |hpz0q| ě 1. Définissons ρ “ 2r. Nous devons
estimer le module maximal de h sur Dp0, ρq en fonction d’une intégrale locale de h. Pour
cela, nous pouvons supposer que h P AppDp0, 4rqq ce qui justifie la première des estimations
ci-dessous (en application du Théorème 3.2 avec distpDp0, ρq, BDp0, rqq “ 2r). D’où

max
zPDp0,ρq

|hpzq|p ď
C

r2

ż

Dp0,4rq

|h|pdApzq

“
C

r2
ˆ

πr2

ş

Dp0,rq
|g|pdApzq

ż

Dp0,4rq

|g|pdApzq

ď
Ce8αpr2

r2

πr2

ş

Dp0,rq
|g|pdAα,ppzq

ż

Dp0,4rq

|g|pdAα,ppzq

(dans la dernière estimation, pour passer de dA à dAα,p nous avons introduit un facteur
supplémentaire eαpp4rq2{2). Puisque pn, kq est K-bon pour pr, 4rq, nous voyons que la dernière
expression dans les inégalités ci-dessus est bornée par une constante (dépendant de r) fois
Kp : Mp “ maxzPDp0,ρq |hpzq|

p ď crK
p, où cr “ Cπe8αpr2 .

Comme dans la Proposition 3.14, nous voyons que Kp » N À r2, de sorte que

M À r2{pe8αr2 (4.2)

Par conséquent, en définissant rE “ pEXDr
n,kq´zn,k nous obtenons en utilisant le Corollaire

3.12 appliqué à h :

ż

Dp0,rq

|hpzq|pdApzq ď

˜

cr2

Ă|E|

¸pη lnM`1
ż

rE

|hpzq|pdApzq.

Le facteur r2 qui apparait ici correspond à l’aire de Dr
n,k (ou Dp0, rq). Encore une

fois, par homogénéité, nous pouvons remplacer dans l’inégalité ci-dessus h par g. Notons
également que πr2{| rE| est contrôlé par 1{γ. Cela donne

ż

Drn,k

|f |pdAα,ppzq “

ż

Dp0,rq

|gpzq|pdAα,ppzq

ď

ż

Dp0,rq

|gpzq|pdA

ď

˜

cr2

| rE|

¸pη lnM`1
ż

rE

|gpzq|pdApzq

ď eαpr
2{2

ˆ

c1

γ

˙pη lnM`1 ż

rE

|gpzq|pe´pα|z|
2{2dApzq

“ eαpr
2{2

ˆ

c1

γ

˙pη lnM`1 ż

EXDrn,k

|fpzq|pdAα,p
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où c1 est une constante absolue.
En sommant sur tous les K-bons disques pn, kq nous obtenons le résultat recherché

||f ||Fpα À eαr
2{2

ˆ

c1

γ

˙η lnM`1{p

||f ||LppE,dAα,pq

où
lnM À 8αr2 ln r `

2

p
ln r,

et, compte tenu de (3.8) nous obtenons :

η “ c2 ˆ 24 ln 2.

Remarque 4.2. Dans le raisonnement ci-dessus, nous avons fixé les centres à zn,k “ n`ik,
ce qui les rend indépendants de r. Nous pourrions les remplacer par rzn,k “ rn ` irk (et
considérer les disques avec ces rzn,k et de rayon p

?
2{2` εqr), ce qui donnera un meilleur

contrôle sur la constante de recouvrement N (en fait N ď 4 dans ce cas). Mais ceci entre
logarithmiquement dans lnM et est donc négligeable par rapport à 8αr2.

4.2 Espaces de Fock généralisés
Comme mentionné dans l’introduction de ce chapitre, des estimations de la constante

d’échantillonnage dans le cas des espaces de Fock classiques étaient connus par les travaux
très récents de Jaming et Speckbacher [JS21]. L’objectif de la section précédente était de voir
comment appliquer notre raisonnement de l’espace de Bergman à cette nouvelle situation.
Rappelons que la métrique de l’espace de Fock est la métrique euclidienne qui est beaucoup
plus transparente que la métrique pseudohyperbolique. En partant de l’hypothèse que le
raisonnement global établi dans le cas de l’espace de Bergman (localisation à l’aide de la
Proposition 3.14 plus l’inégalité d’Andrievskii-Ruscheweyh) reste le même si nous avons une
translation (changement de variable) et si nous maîtrisons la métrique sous-jacente, alors
nous pouvons voir d’autres espaces pour lesquels nous connaissons ces objets. Les espaces de
Fock généralisés (avec mesure doublante) représente une telle classe. Pour transférer la mé-
thode valable dans l’espace de Fock et décrite précédemment vers le cas plus général, l’article
[MMOC03] contient une mine de résultats utiles que nous allons exploiter dans cette section.

Définition 4.3. Soit φ : C ÝÑ R une fonction sous-harmonique, et 1 ď p ă `8, nous
définissons l’espace de Fock généralisé par :

Fp
φ “

"

f P HolpCq : }f}pp,φ “

ż

C
|f |pe´pφdA ă `8

*

,

où dA est la mesure de Lebesgue planaire sur C. Ces espaces apparaissent naturellement
dans le contexte de l’équation de Cauchy-Riemann (voir [Chr91, COC11]) et sont des objets
bien étudiés (voir par exemple les références dans [LZ19]). Lorsque φpzq “ |z|2, Fp

φ est
l’espace de Fock classique (voir [Zhu12] pour plus de détail).
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4.2.1 Les fonctions sous-harmoniques doublantes et les espaces de
Fock généralisés :

Une fonction φ : CÑ R de classe C2 est dite sous-harmonique si ∆φ ě 0, et soushar-
monique doublante si elle est sous-harmonique et la mesure (non négative) µ :“ ∆φ est
doublante c’est à dire qu’il existe une constante C telle que pour tout z P C et r ą 0, nous
avons :

µpDpz, 2rqq ď CµpDpz, rqq. (4.3)

La constante minimale satisfaisant (4.3) est notée Cµ et appelée la constante de doublement
pour µ. Dpz, rq désigne le disque euclidien ouvert standard de centre z P C et de rayon
r ą 0. Une telle fonction sous-harmonique doublante induit une nouvelle métrique sur le
plan complexe C qui est adaptée aux espaces de Fock doublants. Nous donnerons plus de
détails sur les mesures doublantes dans la sous-section 4.2.2. Notons pour l’instant que nous
pouvons associer à φ comme ci-dessus une fonction ρ : CÑ R`, telle que

µpDpz, ρpzqqq “ 1.

Pour donner une idée, et en supposant que φ soit suffisamment régulière, nous avons ∆φ —
ρ´2 (voir [MMOC03, Theorem 14 et Remarque 5]). Ensuite, notons Drpzq :“ Dpz, rρpzqq le
disque adapté à la nouvelle métrique et écrivons Dpzq :“ D1pzq le disque de masse unitaire
pour la mesure µ.

Nous pouvons maintenant introduire la densité adaptée aux espaces de Fock généralisés.
Soit E Ă C un ensemble mesurable. Nous dirons que E est pγ, rq-dense (par rapport à la
métrique ci-dessus), si pour tout z P C nous avons :

|E XDrpzq|

|Drpzq|
ě γ.

Ici |F | désigne la mesure planaire de Lebesgue de l’ensemble mesurable F . Nous dirons
que l’ensemble est relativement dense s’il existe un γ ą 0 et r ą 0 tels que l’ensemble soit
pγ, rq-dense.
Nous verrons dans la sous-section suivante que la relative densité est la bonne notion pour
caractériser les ensembles dominants.

4.2.2 Ensembles dominants et constantes d’échantillonnage :

Comme précédemment, un ensemble mesurable E Ă C est dit dominant pour Fp
φ s’il

existe une constante C ą 0 telle que
ż

E

|f |pe´pφdA ě Cp

ż

C
|f |pe´pφdA, @f P Fp

φ, (4.4)

et la constante C apparaissant dans (4.4) est la constante d’échantillonnage. Nous utiliserons
la notation LpφpF q pour l’espace de Lebesgue sur un ensemble mesurable F Ă C par rapport
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à la mesure e´pφdA.

4.2.3 Principaux résultats dans l’espace de Fock généralisé

Nous pouvons déduire du résultat de Lou et Zhuo [LZ19, Theorem A] que si E est
pγ, rq-dense alors il existe des constantes ε0 et c ą 0 dépendant uniquement de r telles que
l’inégalité (4.4) est toujours vraie pour

Cp
ě cγε

2pp`2q
γ

0 .

Cette dernière estimation donne une dépendance exponentielle de γ. A nouveau, notre
objectif sera d’obtenir une estimation polynomiale en γ avec une puissance dépendant
convenablement de r.

Théorème 4.4. Soit φ une fonction sous-harmonique doublante et 1 ď p ă `8. Pour
r ą 1, il existe L telle que pour tout ensemble mesurable E Ă C qui est pγ, rq-dense, nous
avons

}f}p
LpφpEq

ě

´γ

c

¯L

}f}pp,φ (4.5)

pour tout f P Fp
φ. Les constantes c et L dépendent de r, et pour L nous pouvons choisir

L ď λr
1
κ `

1

p
pλ1 ` λ2 lnp1` rqq

où la constante κ dépend de φ (voir (4.6) ci-dessous) et λ, λ1, λ2 sont des constantes
universelles dépendant uniquement de l’espace.

Nous nous intéressons principalement au cas où r est grand, par exemple r ě 1 (dans
le cas où E est pγ, rq-dense pour un certain r ă 1 nous pouvons aussi montrer que E est
prγ, 1q-dense pour un certain rγ — γ où les constantes sous-jacentes sont universelles).

La preuve du Théorème 4.4 suit le schéma présenté précédemment dans le cas de
l’espace de Bergman et de l’espace de Fock classique. Les principaux nouveaux ingrédients
proviennent de [MMOC03] et concernent la propriété de recouvrement fini et un lemme
permettant d’exprimer localement le poids (sous-harmonique) comme (la partie réelle) d’une
fonction holomorphe.

Dans [LZ19, Theorem 7], les auteurs prouvent que la relative densité est une condition
nécessaire de dominance, et ils montrent que nécessairement γ Á Cp. Nous ne pouvons donc
pas espérer mieux qu’une dépendance polynomiale en γ de la constante d’échantillonnage
C. En ce sens, notre résultat est optimal.

Comme déjà noté après le Théorème 3.10 ici aussi il n’y a aucune raison a priori pour
qu’une fonction holomorphe pour laquelle l’intégrale

ş

E
|f |pe´pφdA soit bornée pour un
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ensemble relativement dense E soit dans Fp
φ. En dehors de la classe Fp

φ, la condition de la
relative densité n’est pas nécessaire pour la domination. Pour cette raison, nous supposons
toujours que nous testons sur les fonctions f P Fp

φ.

Comme conséquence directe du Théorème 4.4, nous obtenons une borne pour la norme
de l’opérateur inverse de Toeplitz Tϕ. Rappelons que pour toute fonction mesurable bornée
ϕ, l’opérateur de Toeplitz Tϕ défini sur F2

φ par Tϕf “ Ppϕfq où P désigne la projection
orthogonale de L2

φpCq sur F2
φ. Comme indiqué dans [LZ19, Theorem B], pour une fonction

non négative ϕ, Tϕ est inversible si et seulement si Es “ tz P C : ϕpzq ą su est un ensemble
dominant pour tout s ą 0. En suivant leur raisonnement et en tenant compte de notre
estimation de la constante d’échantillonnage, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 4.5. Soit ϕ une fonction mesurable bornée non négative. L’opérateur Tϕ est
inversible si et seulement s’il existe s ą 0 telle que Es “ tz P C : ϕpzq ą su est pγ, rq-dense
pour tout γ ą 0 et r ą 0. Dans ce cas, nous avons :

}T´1
ϕ } ď

}ϕ}8

1´

c

1´
´

s
}ϕ}8

¯2
`

γ
c

˘2L

.

Notons que le membre de droite de l’inégalité ci-dessus se comporte comme γ´2L lorsque
γ Ñ 0.
Pour justifier l’estimation de la constante, nous donnons ici la preuve de l’implication
inverse du corollaire.

Démonstration. D’abord, supposons que ϕ ď 1. Donc s ď 1. Puisque E est pγ, rq-dense,
donc E est un ensemble dominant. Par suite

ż

C
ϕ2
|f |2e´2φdA ě s2

ż

E

|f |2e´2φdA ě s2C2
}f}22,φ.

où C est la constante d’échantillonnage. Alors

}pI ´ Tϕqf}
2
2,φ “ }T1´ϕf}

2
2,φ

“ }Prp1´ ϕqf s}22,φ

ď }p1´ ϕqf}22,φ

ď

ż

C
p1´ ϕ2

q|f |2e´2φdA

ď p1´ s2C2
q}f}22,φ

D’où }I ´ Tϕ} ă 1. Ainsi Tϕ est inversible et

}T´1
ϕ } ď

1

1´ }I ´ Tϕ}
ď

1

1´
?

1´ s2C2
.
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En utilisant le Théorème 4.4, nous obtenons

||T´1
ϕ || ď

1

1´

b

1´ s2
`

γ
c

˘2L
.

Enfin, pour un ϕ général, soit ψ “ ϕ
}ϕ}8

. Alors ψ ď 1, E “
!

ψ ě s
}ϕ}8

“ s1
)

et Tϕ “ }ϕ}8Tψ.
Donc, en appliquant la discussion précédente à ψ, nous obtenons :

}T´1
ϕ } “ }T´1

ψ }}ϕ}8 ď
}ϕ}8

1´

b

1´ ps1q2
`

γ
c

˘2L
“

}ϕ}8

1´

c

1´
´

s
}ϕ}8

¯2
`

γ
c

˘2L

4.2.4 Rappels sur les mesures doublantes

Une mesure doublante non négative µ (voir (4.3) pour la définition) détermine une
métrique sur C. Plus précisément, rappelons que pour z P C, on définit ρpzq ą 0 tel
que µpDpz, ρpzqqq “ 1. Dans cette partie, nous rappelons plusieurs outils en lien avec les
mesures doublantes dont nous aurons besoin et qui proviennent essentiellement de l’article
[MMOC03, Chapitre 2]. Notons que les résultats de cette sous-section peuvent être traduits
en termes de distance induite par la métrique ρpzq´2dz b dz̄ mais nous n’exploiterons pas
ce point de vue ici.

Nous commençons par une estimation géométrique ([MMOC03, Lemma 1].

Lemme 4.6 (Lemme 1 de [MMOC03]). Soit µ une mesure doublante dans C. il existe κ0 ą 0
tel que pour tous disques D,D1 de rayon respectif rpDq ą rpD1q et tels que D XD1 ‰ H
nous avons :

ˆ

µpDq

µpD1q

˙κ

À
rpDq

rpD1q
À

ˆ

µpDq

µpD1q

˙1{κ

.

Ce lemme implique l’estimation suivante [MMOC03, Equation (4)] qui sera utilisée
plusieurs fois dans cette sous-section : il existe κ ą 0 telle que pour tout z P C et r ą 1,

rκ À µpDr
pzqq À r

1
κ . (4.6)

Nous dirons qu’une suite panqnPN est ρ-séparée s’il existe δ ą 0 telle que

|ai ´ aj| ě δmax pρpaiq, ρpajqq, @i ‰ j.

Cela signifie que les disques Dδ{2panq sont deux-deux disjoints. Nous allons couvrir C
par des disques satisfaisant la propriété de recouvrement finie et tels que la suite formée
par leurs centres soit ρ-séparée. Pour cela, nous rappelons une construction de [MMOC03].
Ces auteurs ont construit une décomposition de C en rectangles Rk (dits quasi-carrés – ce
qui veut dire que le rapport entre longueur et largeur des rectangles est contrôle par des
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constantes) : C “
Ť

k Rk, et deux de ces rectangles peuvent se croiser au plus le long des
côtés.

Désignons par ak le centre de Rk. Le Théorème 8(c) de [MMOC03] dit qu’il existe r0 ě 1,
tel que pour tout k,

ρpakq

r0

ď diamRk ď r0ρpakq.

En d’autres termes

D1{p2Cr0qpakq Ă Rpakq Ă Dr0{2pakq (4.7)

avec C “
?

1` e2. En conséquence, nous obtenons le recouvrement requis C “
Ť

Dr0{2pakq
et la suite pakq est ρ-séparée (prendre δ “ 1{p2Cr0q).

Pour une telle suite ρ-séparée, nous obtenons une propriété de recouvrement. En effet
nous avons le lemme suivant qui est essentiellement contenu dans la preuve de [MMOC03,
Lemma 6] et [MMOC03, Lemma 5.b)].

Lemme 4.7. Soit m ą 1` 1
κ
. Il existe Cpφ,mq ą 0 telle que pour tout r ą 1

sup
zPC

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď
Cpφ,mq

rm´1{κ
. (4.8)

Nous montrerons dans la preuve que Cpφ,mq — m
m´1{κ

lorsque m tend vers 1{κ. La
preuve montre aussi que r ą 1 est une condition plutôt technique et peut être remplacée
par r ě pr ą 0.

Démonstration. Puisque la suite pakqkPN est séparée, nous pouvons prendre δ tels que
0 ă δ ă 1{4 et les disques pDδpakqqkPN sont deux à deux disjoints.

Il existe i ě 3 tels que 1
2i
ă δ. Par conséquent 1 “ µpD1pakqq ď Cµ

i µpDδpakqq où Cµ est
la constante de doublement (on observe que si pr est petit, alors il faut supposer δ également
petit de sorte que i sera plus grand). Ainsi pour tout z P C

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

“
ÿ

akRDrpzq

1

µpDδpakqq

ż

Dδpakq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

dµpζq

ď Cµ
i

ÿ

akRDrpzq

ż

Dδpakq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

dµpζq.

(4.9)

Nous prétendons que z R Dδpakq pour les ak R Drpzq. En effet, supposons que z P Dδpakq.
Nous distinguons deux cas :
Premièrement, si δρpakq ă rρpzq alors |z ´ ak| ă δρpakq ă rρpzq et donc ak P Drpzq qui est
une contradiction.
Deuxièmement si δρpakq ě rρpzq alors Drpzq Ă D2δpakq (voir Figure 4.1). Par conséquent
1 ă µpDrpzqq ď µpD2δpakqq ă 1 qui est une contradiction.
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Figure 4.1 – The disks Dδpakq and Drpzq.

Ainsi, si ak R Drpzq et ζ P Dδpakq, et puisque z R Dδpakq nous avons

|z ´ ζ| ď |z ´ ak| ` |ak ´ ζ| ď 2|z ´ ak|. (4.10)

Avec l’inégalité (4.9), nous obtenons

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď Cµ
i2m

ÿ

akRDpzq

ż

Dδpakq

ˆ

ρpzq

|z ´ ζ|

˙m

dµpζq

Définissons α “ 1 ´ 2δ ă 1, nous avons Dαrpzq X Dδpakq “ H. En effet, si ζ P
Dαrpzq XDδpakq, alors |ζ ´ z| ď αrρpzq et |ak ´ ζ| ď δρpakq. Soit R “ rρpzq et s “ δρpakq,
alors s ą p1´ αqR, puisque ak R Drpzq “ Dpz, Rq (voir Figure 4.2).
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Figure 4.2 – The disks Dpak, sq, Dpz,Rq and Dpz, αRq.

Par conséquent, |z ´ ζ| ď αR ă sα
1´α

et par l’inégalité triangulaire nous avons

|z ´ ak| ď |ζ ´ ak| ` |ζ ´ z| ď δρpakq `
sα

1´ α

“ δρpakq `
δρpakqα

1´ α

“
δρpakq

1´ α
.

Donc z P D
δ

1´α pakq. Puisque ak R Drpzq nous avons Drpzq Ă D
2δ

1´α pakq. Mais

1 “ µpD1
pzqq ă µpDr

pzqq ď µpD
2δ

1´α pakqq “ µpD1
pakqq “ 1.

Contradiction. Comme la suite ak est séparée, il s’ensuit

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď Cµ
i2m

ÿ

akRDrpzq

ż

Dδpakq

ˆ

ρpzq

|z ´ ζ|

˙m

dµpζq

ď Cµ
i2m

ż

ζRDαrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ζ|

˙m

dµpζq.
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Par le théorème de Fubini nous obtenons

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď Cµ
i2m

ż

ζRDαrpzq

m

ż ρpzq{|z´ζ|

0

tm´1dtdµpζq

“ Cµ
i2m

ż

ζRDαrpzq

m

ż 8

0

1t0ătăρpzq{|z´ζ|u t
m´1dtdµpζq

“ Cµ
i2m

ż 8

0

mtm´1

ż

ζRDαrpzq

1tζPC | 0ătăρpzq{|z´ζ|u dµpζqdt

Notons que tζ P C | 0 ă t ă ρpzq{|z ´ ζ|u “ D1{tpzq. Comme nous intégrons sur ζ R
Dαrpzq, cela implique en particulier que αr ă 1{t (sinon l’intégrale en µ est nulle), ou
encore t ă 1{pαrq. Ainsi, en utilisant (4.6),

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď Cµ
i2m

ż 8

0

mtm´1µpD1{t
pzqzDαr

pzqqdt

ď Cµ
i2m

ż 1{pαrq

0

mtm´1µpD1{t
pzqqdt

ď CCµ
i2m

ż 1{pαrq

0

mtm´1 1

t1{κ
dt

La constante C dans la dernière inégalité provient de la constante sous-jacente dans (4.6).
Afin que cette dernière intégrale converge il nous faut m´ 1´ 1{κ ą ´1 ou encore m ą 1{κ,
et dans ce cas, nous avons

ÿ

akRDrpzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ď CCµ
i2m

m

m´ 1{κ

“

tm´1{κ
‰1{pαrq

0

“ C1
1

rm´1{κ
.

avec C1 :“ CCµ
i2m m

pm´1{κqαm´1{κ et m ą 1{κ.
En particulier, C1 — m{pm ´ 1{κq quand m Ñ 1{κ, où les constantes sous-jacentes

(κ,Cµ, δ, etc.) ne dépendent que de l’espace de Fock (c’est-à-dire de la fonction définissante
φ) et de la suite de référence pakq.

Nous terminons cette partie par un rappel sur le contrôle de φ dans un disque. Pour
cela, nous pouvons utiliser [MMOC03, Lemma 13] que nous énonçons comme suit : pour
tout σ ą 0, il existe A “ Apσq ą 0 telle que pour tout k P N,

sup
zPDσpakq

|φpzq ´ φpakq ´ hakpzq| ď Apσq (4.11)
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où hak est une fonction harmonique dans Dσpakq avec hakpakq “ 0. De plus, compte tenu de
la preuve de [MMOC03, Lemma 13] nous avons

Apσq ď C sup
kPN

µ pDσ
pakqq ď rCσ

1
κ (4.12)

où rC provient des inégalités de [MMOC03, Lemma 5(a)] et de l’estimation (4.6), et donc rC
dépend uniquement de l’espace de Fock (c’est-à-dire de φ). L’inégalité (4.11) nous permettra
de traduire localement le poids sous-harmonique en une fonction holomorphe.

4.2.5 Preuve du Théorème 4.4

L’ingrédient clé dans la preuve du Théorème 4.4 et une autre contribution de cette
thèse est l’existence et l’estimation de la constante de recouvrement. En effet, nous avons
montré dans la Sous-section 4.2.4 que les disques pDspakqqkPN couvrent le plan complexe C
pour s ą r0{2. Maintenant, nous allons prouver qu’il existe une constante de recouvrement
N dépendant du rayon de recouvrement s ě r0{2. Ce qui signifie qu’un point quelconque
du plan complexe ne peut être qu’au plus dans N disques. Notons par χF la fonction
caractéristique d’un ensemble mesurable F dans D.

Nous allons maintenant démontrer le lemme de recouvrement.

Lemme 4.8. Pour s ą 0, il existe une constante N telle que
ÿ

k

χDspakq ď N.

De plus pour tout ε ą 0, il existe une constante universelle cov :“ covpφ, εq ą 0 telle que

N ď covp1` sq
1
κ3
`ε 1´κ

2

κ2

où κ est donnée par (4.6) et dépend de φ. La constante cov satisfait covpφ, εq „ 1
ε
lorsque

εÑ 0.

La constante N est évidemment au moins égale à 1. Pour couvrir le plan complexe C,
nous avons besoins que s ě r0{2.

Démonstration du Lemme 4.8. Nous allons montrer que ce lemme est une conséquence du
Lemme 4.7. Nous commençons par montrer que pour s ą 1,

# tk : ak P D
s
pzqu À Cµ

i`1s
1
κ

pour tout z P C.
Prenons 0 ă δ ă 1

2
tel que les disques pDδpakqqkPN soient deux à deux disjoints. Puisque la
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mesure est doublante, pour i ě 3 satisfaisant 1
2i
ď δ nous avons

# tk : ak P D
s
pzqu “

ÿ

akPDspzq

µpD1
pakqq ď Cµ

i
ÿ

akPDspzq

µpDδ
pakqq

“ Cµ
iµ

¨

˝

ğ

akPDspzq

Dδ
pakq

˛

‚

(4.13)

où
Ů

signifie une union disjointe.
Puisque les disques Dδpakq sont deux à deux disjoints, les rayons euclidiens de Dδpakq

sont plus petits que celui de Dspzq, c’est-à-dire δρpakq ă sρpzq. En effet, sinon nous avons
Dspzq Ă D2δpakq ce qui signifie que 1 ă µpDspzqq ď µpD2δpakqq ă 1, qui est contradictoire.
Donc, Dδpakq Ă D2spzq ainsi par (4.13) nous avons

# tk : ak P D
s
pzqu ď Cµ

iµpD2s
pzqq ď Cµ

i`1µpDs
pzqq.

Compte tenu de l’estimation (4.6) nous obtenons

# tk : ak P D
s
pzqu ď Cµ

i`1Cs
1
κ (4.14)

où C est la constante sous-jacente dans (4.6).
Soit m ą 1{κ, et posons

Γ :“ sup
zPC

ÿ

akRDspzq

ˆ

ρpzq

|z ´ ak|

˙m

ă `8.

Nous prétendons qu’il existe une constante pC dépendant uniquement de φ telle que

N ď 2 pCmΓsm{κ
2

` Cµ
i`1Cs

1
κ . (4.15)

Si cette estimation est vérifiée, cela implique que N ď p2 pCmCpφ,mq ` Ci`1
µ Cq sm{κ

2´m`1{κ

puisque Γ ď Cpφ,mq{sm´1{κ par le Lemme 4.7 (notons que κ ď 1 d’après (4.6) donc
m{pκ2q ´m ` 1{κ ě 1{κqq . Ainsi, en prenant m “ 1

κ
` ε pour ε ą 0, nous obtenons N

pour s ą 1 ce qui se comporte comme s1{κ3`εp1´κ2q{κ2 .
Afin de montrer l’estimation (4.15), par contradiction, nous supposons qu’elle n’est pas

vraie. Alors posons
Az “ tk P N : z P Ds

pakqu , pour z P C.

Il existe z0 tel que
#Az0 ą 2 pCmΓsm{κ

2

` Cµ
i`1Cs

1
κ . (4.16)

Or

Γ ě
ÿ

akRDspz0q

ˆ

ρpz0q

|z0 ´ ak|

˙m

ě
ÿ

kPAz0
akRD

spz0q

ˆ

ρpz0q

|z0 ´ ak|

˙m

.
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Nous allons maintenant utiliser le Lemme 4.6. Comme pour k P Az0 on a DspakqXD
spz0q ‰

H, nous pouvons estimer en observant que z0 P Dspakq et ak R Dspzq implique que
ρpakq ě ρpz0q,

ρpakq

ρpz0q
“
rpDspakqq

rpDspz0qq
À

„ˆ

µpDspakqq

µpDspz0qq

˙1{κ

.

Nous utilisons à nouveau (4.6) pour obtenir

ρpakq

ρpz0q
À

ˆ

s1{κ

sκ

˙1{κ

“ s1{κ2´1,

et soit pC la constante sous-jacente dans cette estimation.

Ainsi, puisque z0 P D
spakq pour k P Az0 nous avons ρpakq{|z0´ak| ě 1{s, et en combinant

(4.14) et (4.16) nous obtenons

Γ ě
ÿ

kPAz0
akRD

spz0q

ˆ

ρpz0q

|z0 ´ ak|

˙m

ě
ÿ

kPAz0
akRD

spz0q

˜

ρpakq

|z0 ´ ak| pCs1{κ2´1

¸m

ě
#Az0 ´# tk : ak P D

spz0qu

pCmsm{κ2
ą

2 pCmΓsm{κ
2

pCmsm{κ2
“ 2Γ,

ce qui est contradictoire.

Comme dans les discussions précédentes, nous introduisons des bons disques. Fixons
r0{2 ď s ă t où r0{2 est le rayon tel que les disques Dr0{2pakq couvrent le plan complexe.
Pour K ą 1, l’ensemble

IK´bonf “

!

k : }f}LpφpDtpakqq ď K}f}LpφpDspakqq

)

est appelé l’ensemble des K-bon disques pour pt, sq (à nouveau, afin d’alléger la notation,
nous n’inclurons pas s et t comme indices). Cet ensemble dépend de f .

La proposition suivante se montre de la même manière que la Proposition 3.14.

Proposition 4.9. Soit r0{2 ď s ă t. Pour toute constante c P p0, 1q, il existe K telle que
pour tout f P Fp

φ nous avons
ÿ

kPIK´bonf

}f}p
LpφpD

spakqq
ě c}f}pp,φ.

Nous pouvons choisir Kp “ Nptq{p1´ cq où Nptq correspond à la constante de recouvre-
ment du Lemme 4.8 pour le "rayon" t.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème.
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Démonstration du Théorème 4.4. Prenons s “ maxpr, r0{2q et t “ 4s. Comme déjà re-
marqué (voir par exemple les remarques après le Théorème 4.4), E est prγ, sq-dense, où
rγ “ cγ et c est une constante multiplicative absolue. Nous pouvons donc supposer que E
est pγ, sq-dense.

Soit hak la fonction harmonique introduite dans (4.11) pour σ “ t. Puisque hak est
harmonique sur Dtpakq, il existe une fonction holomorphe Hak sur Dtpakq de partie réelle
hak .

Étant donné f avec }f}p,φ “ 1, soit g “ fe´pHak`φpakqq pour k P IK´goodf , et définissons

h “ c0g, c0 “

˜

πs2ρpakq
2

ş

Dspakq
|g|pdApzq

¸1{p

.

Encore une fois il existe z0 P D
spakq avec |hpz0q| ě 1.

Soit R “ 2s. Nous devons estimer le module maximum de h sur DRpakq en fonction
d’une intégrale locale de h. Pour cela, nous pouvons supposer que h P AppDtpakqq . En effet,
en appliquant (4.11) nous avons

ż

Dtpakq

|h|pdA “
πs2ρpakq

2

ş

Dspakq
|g|pdA

ż

Dtpakq

|g|pdA

“
πs2ρpakq

2

ş

Dspakq
|f |pe´pphak`φpakqqdA

ż

Dtpakq

|f |pe´pphak`φpakqqdA

ď
πs2ρpakq

2e2pAptq

ş

Dspakq
|f |pe´pφpzqdApzq

ż

Dtpakq

|f |pe´pφpzqdApzq.

ď πs2ρpakq
2e2pAptqKp

où la dernière inégalité vient du fait que k est K-bon pour ps, tq. D’où h P AppDtpakqq et il
s’ensuit, comme s ď R “ 2s ď t “ 4s,

Mp :“ max
zPDRpakq

|hpzq|p ď
C

s2ρpakq2

ż

Dtpakq

|h|pdA ď csK
p

où cs “ Ce2pAp4sq, Ap4sq vient de (4.11) et C est une constante absolue.
Définissons rE “ pE XDspakqq, nous obtenons en utilisant le Corollaire 3.12 appliqué à

h :
ż

Dspakq

|hpzq|pdApzq ď

˜

cs2ρpakq
2

| rE|

¸pη lnM`1
ż

rE

|hpzq|pdApzq

Le facteur s2ρpakq
2 qui apparait à l’intérieur des parenthèses est un facteur homothétique

(voir Remarque 2.7).
Encore une fois, par homogénéité, nous pouvons remplacer dans l’inégalité ci-dessus h

par g. Notons que πs2ρpakq
2{| rE| est contrôlé par 1{γ. Cela donne
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ż

Dspakq

|f |pe´pφpzqdApzq ď epAptq
ż

Dspakq

|gpzq|pdApzq

ď epAptq

˜

cs2ρpakq
2

| rE|

¸pη lnM`1
ż

rE

|gpzq|pdApzq

ď epAptq
ˆ

c1

γ

˙pη lnM`1 ż

rE

|gpzq|pdApzq

“ e2pAptq

ˆ

c1

γ

˙pη lnM`1 ż

rE

|fpzq|pe´pφpzqdApzq,

où c1 est une constante absolue.
En sommant sur tous les K-bons k, et en utilisant le Lemme 4.8 et la Proposition 4.9

nous obtenons le résultat souhaité

c}f}p, φ À

ˆ

c1

γ

˙η lnM`1{p

}f}LpφpEq

où

lnpMq ď lnpc1{p
s Kq “ ln

˜

ˆ

cs
Np4sq

1´ c

˙
1
p

¸

ď
1

p
ln

¨

˝Ce2pAp4sqcovpεq
p1` 4sq

1
k3
`ε 1´κ

2

κ2

1´ c

˛

‚

ď 2Ap4sq `
1

p

„

lnpCcovpεqq `

ˆ

1

κ3
` ε

1´ κ2

κ2

˙

lnp1` 4sq ´ lnp1´ cq



,

et en vue du Lemme 3.11
η ď c2 ˆ 24 ln 2

c provient de la proposition 4.9, covpεq „ 1
ε
du Lemme 4.8, κ de (4.6) et C est absolue. En

particulier, en fixant ε ą 0 et c P p0, 1q, et en constatant que r — s “ maxpr, r0{2q pour
r ą 1, nous obtenons

lnM ď 2Ap4rq `
1

p
pC 1 ` C2 lnp1` rqq

où C 1 et C2 dépendent uniquement de l’espace. En vue de (4.12), nous obtenons enfin

lnM ď pCr
1
κ `

1

p
pC 1 ` C2 lnp1` rqq

avec pC dépendant uniquement de l’espace. Nous pouvons optimiser les constantes C 1 et C2
dans ε ą 0 en fonction de r (C 1 implique covpεq „ 1

ε
et C2 implique 1

κ3
` ε1´κ2

κ2
). Cependant,

cette optimisation n’améliorera pas vraiment le résultat.
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Chapitre 5

Espaces de Paley-Wiener

Nous rappelons le résultat de Kovrijkine, Théorème 2.8.

Théorème. Soit E un ensemble dominant avec |E X I| ě γa avec I un intervalle de
longueur a. Alors pour tout f P PW p

b
2

nous avons

}f}LppEq ě
´γ

c

¯cpab`1q

}f}p

ou c est une constante et γ la densité.

Ce théorème donne donc une dépendance précise de la constante d’échantillonnage
en fonction de la densité (dépendance polynomiale) avec une information précise sur la
puissance en fonction de la taille des « trous » de l’ensemble E (taille minimal des intervalles
pour rencontrer l’ensemble E sur une portion uniformément minorée) et du type exponentiel
des fonctions. Nous rappelons également que Kovrijkine a discuté l’optimalité de ce résultat
en testant sur des fonctions de type sinus cardinal à une puissance adaptée et un ensemble
E ayant des trous de taille 1 ´ γ. Il obtient sur cet exemple que l’exposant doit en effet
avoir une composante dépendant linéairement de ab.

Enfin, nous mentionnons également que Kovrijkine a considéré une situation plus géné-
rale en discutant l’espace de Paley-Wiener associé à une réunion finie d’intervalles.

Dans ce chapitre nous allons montrer comment adapter notre raisonnement à l’espace de
Paley-Wiener. Nous prétendons aucunement obtenir de meilleurs résultats que Kovrijkine
(qui sont très précis car la méthode est adaptée à cet espace, alors que la nôtre est plus
générique). En revanche, il nous semblait intéressant de voir si le passage par l’inégalité de
Bernstein était nécessaire.
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5.1 Rappel de quelques résultats de l’espace de Paley-
Wiener

Soit L2pr´π, πsq l’espace de Lebesgue habituel des fonctions de carré intégrable sur
r´π, πs. Définissons la transformée de Fourier

F : L2
pRq Ñ L2

pRq

t ÞÝÑ pfptq “
1
?

2π

ż

R
fpxqe´itxdx.

Cette transformation est à priori définie de L1pRq vers L8pRq, mais elle peut être ensuite
étendue à L2pRq (Fourier-Plancherel), où elle définit une opération unitaire. En particulier
si nous restreignons les fonctions f à un intervalle r´π, πs, nous obtenons toujours une
isométrie F : L2 pr´π, πsq Ñ L2pRq.

Définition 5.1. L’espace

PW 2
π “

"

f P HolpCq, f est de type exponentiel au plus π et,
ż

R
|fpxq|2dx ă 8

*

est appelé l’espace de Paley-Wiener. Il est équipé de la norme usuelle }f}PWπ “ }f}L2pRq.

Rappelons qu’une fonction entière est de type exponentiel b si sa croissance maximale
est de la forme epb`εq|z| pour tout ε ą 0.

Théorème 5.2. (Paley-Wiener) Soit f P L2pr´π, πsq, alors pf P HolpCq et

F
`

L2
pr´π, πsq

˘

“ PWπ.

5.2 Résultat dans l’espace de Paley-Wiener
Kovrijkine, pour trouver les bons intervalles, a besoin de l’inégalité de Bernstein (qu’il

peut localiser sur les bons intervalles impliquant ensuite des estimations ponctuelles d’une
fonction de l’espace PWb ainsi que de ses dérivées permettant de contrôler la série de Taylor
dans un certain voisinage). Notre objectif est d’utiliser la Proposition 3.14 pour trouver les
bons intervalles. Donnons quelques indications pour ce cas. Nous observons qu’une norme
équivalente dans l’espace de Paley-Wiener peut être donnée en intégrant sur une bande :
Sh “ tz “ x` iy P C : x P R, |y| ă h{2u pour certaines largeurs fixées h ą 0 :

1

cph

ż

Sh
|fpzq|pdApzq ď }f}p

PW p
b
ď cph

ż

Sh
|fpzq|pdApzq,

Les constantes ch dépendent de b, p et h. Cela ressort de l’estimation de Plancherel-Polya
(voir [Sei04, p.95] ) qui montre que la constante ch dépend exponentiellement de h : nous
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avons essentiellement ch » ebh{p2pq (au moins quand h ą h0 ą 0). Comme dans la discussion
ci-dessus, la taille des « trous » — qui détermine r dans la pγ, rq-densité — entre dans
la largeur h de la bande Sh qui pourrait ainsi introduire une dépendance exponentielle
de la taille des trous (il est possible qu’une analyse plus précise du Lemme de Kovrijkine
puisse lever cet obstacle). Dans ce chapitre, nous nous limiterons à la dépendance de la
constante d’échantillonnage vis-à-vis de γ sans discuter celle de la taille de ces « trous »,
et nous supposerons donc que le r dans la pγ, rq-densité est égal à 1 et nous examinerons
essentiellement la dépendance des constantes d’échantillonnage de la densité γ.

Supposons maintenant que E satisfait

|I X E|

|I|
ě γ

pour tout intervalle de longueur fixée |I| “ 1.

Pour r ą 0 en général, introduisons Rxn,r “ rxn ´ r{2, xn ` r{2s ˆ r´r{2, r{2s où nous
fixons désormais xn “ n, n P Z, et observons que Rxn,1 forment d’une partition de S1 (à un
ensemble de mesure de Lebesgue planaire nulle près). Définissons l’ensemble RK´bon

f des
K ´ bons rectangles pour 0 ă r “ 1 ă t, K ą 1 par

RK´bon
f “

 

n P Z, }fpzq}LppRn,tq ď Kp
}fpzq}LppRn,1q

(

,

où t sera déterminé plus tard. Dans ce cas Rxn,t recouvre St avec la propriété de recouvrement
fini et

ř

nPZ χRxn,t ď t{1 “ t. Comme dans la Proposition 3.14 nous avons

}f}p
PW p

b
“ }f}pLpR ě

1

cpt
}f}pLppStq ě

1

tcpt

ÿ

kRRK´bon
f

}f}pLppRxk,tq

ě
Kp

tcpt

ÿ

kRRK´bon
f

}f}pLppRxk,1q

ě
Kp

tcpt

¨

˝

ÿ

kPZ

}f}pLppRk,1q ´
ÿ

kPRK´bonf

}f}pLppRk,1q

˛

‚

ě
Kp

tcpt

1

cp1
}f}p

PW p
b
´
Kp

tcpt

ÿ

kPRK´bonf

}f}pLppRk,1q.

Donc
ÿ

kPRK´bonf

}f}pLppRk,1q ě
Kp{ptcpt c

p
1q ´ 1

Kp{ptcp1c
p
t q

}f}p
PW p

b
.

L’avant dernière inégalité s’écrit comme la somme sur tout k P Z moins la somme sur les
K-bons, et en utilisant le fait que la somme sur tout k de }f}pLLppRk,1q donne }f}

p
LS1

, qui est
minorée par p1{cp1q}f}LppRq, nous avons comme dans la Proposition 3.14
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ÿ

kPRK´bon
f

}f}pLppRk,1q ě
Kp{ptcp1c

p
t q ´ 1

Kp{tcpt
}f}pLppRq “: κ}f}pLppRq. (5.1)

(Observons que κ ă 1.) Ainsi, lorsque K est suffisamment grand, la norme de f P PW p
b

peut être récupérée à partir des normes locales sur les K-bons rectangles. Pour cela, nous
pouvons contrôler la relation entre le maximum de la fonction tout en ayant un point z0

dans un disque plus petit où le module de la fonction est borné inférieurement par 1.

Nous avons besoin du lemme de Kovrijkine dans son adaptation suivante.

Lemme 5.3. Fixons r ą 0. Soit φ analytique dans Dp0, 10rq et soit I “ r´r
2
, r

2
s. Soit

z0 P Dp0, rq et E Ă I un ensemble mesurable de mesure positive. Si |φpz0q| ě 1 et
M “ max|z|ď9r |φpzq| alors

sup
zPI2

|φpzq| ď

ˆ

C

|E|

˙
lnM
ln 2

sup
xPE

|φpxq|.

Nous pouvons supposer que r “ 1. Notons que nous considérons le supremum de φ à
gauche de l’estimation sur le carré I2 “ Rx0,1. L’idée est que ce supremum ne varie pas
trop en remplaçant I par I ` iy, |y| ď 1{2. La preuve est essentiellement comme dans
le Lemme 3.11. Les estimations de g et Q données dans cette preuve lors de l’écriture
de φ “ gP {Q sont les mêmes (nous avons des estimations uniformes sur les disques, par
exemple avec un rayon 1, observons que Rx0,1 Ă Dp0, 1q). La principale différence est
le contrôle sur le polynôme P . Dans le Lemme 3.11, nous avons utilisé une estimation
d’Andrievskii-Ruscheweyh pour prendre en compte les ensembles planaires. Ici nous allons
procéder comme dans Kovrijkine en utilisant l’inégalité originale de Remez qui permet
d’obtenir l’estimation sur I, et il reste à estimer uniformément P sur I2 “ Rx0,1 en fonction
de }P }L8pIq. Pour cela nous pouvons utiliser par exemple [BE95, Exercice 17, p.239], ce
qui implique que |ppzq| ď 4n}p}L8pIq lorsque z est dans le disque Dp0,

?
2{2q qui contient

évidemment Rx0,1. L’expression 4n produit un facteur supplémentaire 4 dans la constante
C apparaissant dans l’estimation du Lemme 5.3 (voir aussi [Kov01, p.3040]).

Encore une fois il existe également une version Lp de ce résultat (notons que l’intégration
dans la direction de iy, |y| ď 1{2, n’affecte pas le membre de droite).

Corollaire 5.4. Sous les conditions du lemme, et soit 1 ď p ă `8, nous avons

||φ||LppR0,1q ď

ˆ

C

|E|

˙
lnM
ln 2

` 1
P

||φ||LppEq.

Rappelons maintenant que l’ensemble E est supposé pγ, 1q-dense. Fixons t “ 20. Comme
expliqué ci-dessus, nous trouvons un ensemble de K-bon rectangles satisfaisant maintenant
ş

Rxn,20
|fpzq|pdApzq ď Kp

ş

Rxn,1
|fpzq|pdApzq (compte tenu de (5.1) la constante K peut être
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fixée indépendamment de γ). Afin d’appliquer le Lemme 5.3 et son corollaire, nous utilisons
le même type d’estimation que précédemment pour contrôler le maximum sur Dpxn, 9q
de manière uniforme ne dépendant que de la norme locale. Plus précisément, étant donné
f P PW p

b et n P RK´bon
f , nous utiliserons le Lemme 5.3 et son corollaire pour translater xn

et avec r “ 1 appliqué à

h “

˜

π
ş

Dpxn,1q
|f |pdA

¸1{p

f.

Alors il existe z0 P Dpxn, 1q avec |hpz0q| ě 1. Observons que Rxn,1 Ă Dpxn, 1q et Dpxn, 10q Ă
Rxn,20. Dans cet esprit, et en utilisant par exemple la sous-harmonicité de |h|p dans la
première inégalité ci-dessus, nous obtenons

max
Dpxn,9q

|hpzq|p ď c

ż

Dpxn,10q

|hpzq|pdApzq

“ cπ

ş

Dpxn,10q
|fpzq|pdApzq

ş

Dpxn,1q
|fpzq|pdApzq

ď cπ

ş

Rxn,20
|fpzq|pdApzq

ş

Rxn,1
|fpzq|pdApzq

ď cπKp.

À partir de là, le reste suit comme dans l’argument de Kovrijkine en utilisant le lemme 5.3
et sa version pour le Lp et le fait que Rxn,1, n P R

K´bon
f permettant ainsi de récupérer la

norme.
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Chapitre 6

conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à des problèmes d’échantillonnage, et
plus précisément à des ensembles dominants. Dans ce domaine, et en particulier pour les
applications, contrôler les constantes d’échantillonnage est un objectif qui a connu un regain
d’intérêt depuis le début des années 2000 avec le résultat de Kovrijkine qui a considéré ces
ensembles dominants dans l’espace de Paley-Wiener.

Trois principaux ingrédients sont nécessaires pour démontrer nos principaux résultats :

Le premier est une inégalité de type Remez, qui permet d’obtenir une estimation locale
en fonction de la densité. Ces inégalités ont été étudiées dans un grand nombre de situations.
Nous référons à [BE95] pour une source générale sur les polynômes et les inégalités de
type-Remez, et à [Erd93] pour un survey. Dans les espaces de Bergman et de Fock, nous
avons besoin des inégalités de type-Remez pour les domaines planaires, que nous avons
trouvé dans [AR07].

Le second ingrédient était la décomposition du domaine d’intégration en bons et mauvais
disques (ou intervalles, voire rectangles, dans le cas de l’espace de Paley-Wiener), l’idée
étant d’appliquer l’inégalité de type-Remez aux bons disques. Dans le travail de Kovrijkine,
ainsi que dans la plupart des travaux suivants utilisant sa méthode, la séparation en bons
et en mauvais intervalles a été réalisée grâce à une inégalité de type Bernstein. Cette
inégalité est valable par exemple dans les espaces de Paley-Wiener, mais elle n’est plus vraie
dans les espaces de Bergman ou de Fock. La façon de contourner l’inégalité de Bernstein
proposée dans cette thèse (Proposition 3.14) nous semble une nouvelle approche et que nous
avons pu appliquer à de nombreuses autres situations, y compris les espaces de Paley-Wiener.

Le troisième ingrédient est une translation qui permet d’utiliser les bons disques dans
une situation de référence (l’origine) où l’on applique l’inégalité de type-Remez.

Même sans s’intéresser aux constantes d’échantillonnage, la méthode proposée par Ko-
vrijkine, et revue dans cette thèse (en particulier avec l’introduction de la Proposition 3.14),
donne lieu à une approche différente pour prouver des résultats d’échantillonnage. Cette
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méthode nécessite la connaissance d’estimations locales du type Remez ou Andrievskii-
Ruscheweyh. Les preuves de ces résultats impliquent souvent une machinerie lourde. Mais
une fois ces inégalités établies, elles deviennent des outils puissants pour étudier les pro-
blèmes d’échantillonnages.
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