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Introduction

Comment fonctionne un essaim de robots ? Cette vidéo publiée par le chercheur Medhi
Moussaïd∗, vidéaste à ses heures perdues pour son blog intitulé Fouloscopie, a fait de nom-
breux curieux (200 000 vues). Celle-ci met en scène un tournoi de programmation d’un essaim
de robots dont l’objectif est la recherche d’une cible placée dans une enceinte. Ce tournoi
a rencontré un grand succès, et de nombreux programmateurs en herbe se sont pris au jeu,
afin d’optimiser la stratégie de recherche de leurs "fidèles exécutants mécaniques". L’effer-
vescence qu’a suscitée ce tournoi souligne, à sa manière, notre appétit insatiable de vouloir
comprendre comment chercher une cible efficacement. Elle reflète également l’attrait que
l’on retrouve dans des domaines de recherche académique. Enfin, la diversité des réponses
proposées par les internautes illustre la richesse des possibilités de stratégie d’exploration
qu’il reste à découvrir.

Simplifions ce défi, et intéressons-nous à un unique robot réalisant un mouvement erra-
tique. Combien de temps faut-il à ce "marcheur aléatoire" pour atteindre une cible donnée ?
Cette variable, aléatoire de par le caractère erratique du marcheur, est communément appelée
temps de premier passage (FPT, de l’anglais first passage time). Mais de quoi dépend-elle ?
Les spectateurs de notre tournoi virtuel vont-ils mourir d’ennui avant que le robot ne réus-
sisse enfin à trouver la cible ? Que se passe-t-il désormais si l’enceinte est supprimée ? Le
robot va-t-il se perdre avant de trouver la cible ?

Ce cadre d’étude (un robot aléatoire, une cible) semble un peu restrictif. Pourtant celui-
ci est incontournable. D’une part, parce qu’il reste fondamental dans l’étude de nombreuses
situations réelles, et ce dans un large éventail de domaines (physique, chimie, biologie, ma-
thématiques appliquées, économie...). Les applications directs sont nombreuses : temps de
recherche d’une séquence spécifique d’ADN par un facteur transcriptionnel, temps de réac-
tion contrôlés par la diffusion, temps de cyclisation d’une chaîne polymérique, temps mis par
un actif financier avant d’atteindre un certain seuil, temps d’émission d’un potentiel d’action
par un neurone... Plus généralement, il n’est pas rare que l’étude d’un modèle ou d’une réa-
lisation expérimentale dépende à un instant donné d’un tel évènement de premier passage.
D’autre part, ce cadre permet le développement d’outils techniques et de méthodes de résolu-
tion importantes que l’on retrouve dans un large spectre d’applications. Le temps de premier
passage peut être vu simplement comme une observable clé des marches aléatoires au même
titre que le déplacement quadratique moyen ou les propriétés de corrélations de la trajectoire.

Chercheur en sciences cognitives à l’Institut Max Planck de Berlin
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Pour toutes ces raisons, l’analyse des évènements de premier passage de marches aléatoires
jouit d’une effervescence conséquente, renforçant la légitimité de son approfondissement.

Avant de poursuivre, revenons un instant à nos robots. En principe, ceux-ci peuvent sto-
cker l’intégralité du territoire qu’ils ont déjà visité dans leur mémoire, et ce, sans grande
difficulté. Cette dernière capacité offre-t-elle un avantage décisif à nos marcheurs ? Quelles
seraient les conséquences sur de longues trajectoires, si nos robots possédaient une mémoire
infinie ? L’importance de ces effets de mémoire de la trajectoire passée, aussi appelés effets
de renforcement, a été considérée simultanément dans plusieurs domaines. Les fourmis en
sont un exemple historique, et désormais incontournable. En effet, celles-ci déposent des
phéromones lors de leurs passages, phéromones qui ensuite peuvent être détectées afin de
se repérer, de suivre une trace d’un congénère, ou de revenir sur leurs pas. Cette capacité
leur permet de réaliser des trajectoires dont les formes et les propriétés contrastent avec les
faibles possibilités que leur offrent leurs autres champs de perception. On peut notamment
citer les travaux fondateurs de [Goss et al., 1989] qui soulignent cette aptitude permettant
aux fourmis de sélectionner les chemins les plus efficaces, afin d’atteindre, par exemple, une
source de nourriture (figure .1). De tels comportements ont des applications claires dans
un large éventail de domaines qui recouvrent l’étude d’animaux ou d’insectes [Boyer et al.,
2010 ; Dussutour et al., 2004 ; Giuggioli et al., 2011], les mouvements de micro-organismes
[d’Alessandro et al., 2021 ; Flyvbjerg, 2021 ; Tweedy et al., 2016], le mouvement de particules
artificielles autorépulsives [Kranz et al., 2016, 2019] ou encore les méthodes d’exploration al-
gorithmiques [Arruda et al., 2017 ; Avin et al., 2008].

Plus généralement, les marcheurs dans des situations réelles sont souvent plongés dans
des environnements complexes, environnements dont les propriétés sont, pour la plupart,
inaccessibles à l’observateur. La conséquence directe en est l’émergence d’effets de mémoire
dont il est important de caractériser les implications [Attieh et al., 2017 ; Wolf et al., 2007].

Dans le domaine des marches aléatoires, les effets de renforcement ont été introduits et
discutés pour la première fois dans les années 1980 avec les travaux de Amit et al. [1983]
et Ottinger [1985]. La motivation initiale repose sur les études des modèles de polymères en
solution, champ plus vaste et ancien, qui partagent avec les modèles à renforcement ces effets
de mémoire infinie [Flory, 1953]. Suite à ces travaux fondateurs, de nombreuses études ont
contribué à enrichir notre compréhension de ces marches tant du point de vue des mathé-
matiques que de la physique [Boyer et al., 2014 ; Grassberger, 2017b ; Pemantle, 2007 ; Tóth,
2001]. Mais encore aujourd’hui, relativement peu de travaux se concentrent sur les propriétés
de premier passage des modèles à renforcement.

Ainsi, l’objectif central de cette thèse est de caractériser les propriétés de premier passage
des marches aléatoires qui présentent des effets de renforcement. Pour cela, on s’appuiera
sur les résultats existants obtenus dans la communauté du temps de premier passage, afin
de les réadapter aux modèles à renforcement, en tenant compte de leurs spécificités. Notre
travail se doit donc d’être une synthèse de ces deux champs de recherche jusqu’alors distincts.
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Fig. .1 a Illustration de l’importance des effets de renforcement dans la recherche de cible
(expérience menée dans [Goss et al., 1989]). Des marcheurs déposent des signaux lors de leur
déplacement et s’en servent afin d’optimiser leur trajectoire future. En suivant simplement
les chemins où les signaux ont été le plus déposés, ces marcheurs peuvent différencier deux
trajets et choisir le plus court sans bénéficier d’une perception globale de la géométrie de
l’espace dans lequel ils évoluent. b Dans cette thèse, on cherchera à caractériser les propriétés
de premier passage des marches à renforcement lorsque le marcheur évolue dans un volume
confinant. Il faudra au préalable caractériser l’impact des effets de renforcement sur les
trajectoires des marcheurs, et en particulier les propriétés de vieillissement que ces effets
peuvent induire.

Tout d’abord, considérons les travaux relatifs à la théorie du temps de premier passage.
Les propriétés connues des marches à renforcement seront abordées plus amplement dans
le chapitre 1 qui leur sera dédié. Un paramètre géométrique clé va conditionner l’étude des
évènements de premier passage : notre marcheur évolue-t-il dans un espace confiné (fini) ou
infini ? Il est clair que les propriétés de premier passage sont très différentes avec ou en l’ab-
sence de confinement. Par exemple, en espace infini le marcheur peut se perdre très loin de
sa cible et ne jamais revenir vers celle-ci. Généralement, en l’absence de confinement le temps
moyen de premier passage (MFPT) est infini. Inversement, dans la majorité des exemples,
le marcheur trouve une cible de taille finie avec une probabilité 1 dans des espaces confinés,
et le MFPT est le plus souvent fini (figure .1). Sa quantification devient alors une première
étape essentielle à la compréhension des propriétés de premier passage. En pratique, les
questions de premier passage en confinement sont fondamentales dans l’étude de nombreuses
situations. Celles-ci s’avèrent pertinentes dans la compréhension des réactions limitées par la
diffusion des réactifs qui ont lieu dans des espaces délimités comme un noyau, une cellule ou
un organite. Cela s’applique également aux processus qui sont confinés de manière effective
par un potentiel ou aux modes d’exploration qui restent attachés à un lieu spécifique. Pour
ces différents exemples, la dépendance des propriétés de premier passage selon la taille du
volume confinant est alors une question essentielle qui sera largement examinée dans cette
thèse.
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L’étude des propriétés de premier passage en espace infini sont contemporaines des débuts
de l’étude des marches aléatoires (on trouve les premiers exemples dans les travaux de Bache-
lier et on doit attendre les années 1950 afin d’observer les premiers résultats en confinement).
Ceux-ci concernent essentiellement des marches sur réseau pour lesquelles le marcheur saute
sur un site voisin tiré avec une probabilité donnée. À partir des travaux de Montroll [1969],
la question du temps que met le marcheur à atteindre une cible spécifique dans un réseau
périodique, autrement dit dans un volume confinant, est clairement posée. À sa suite, de
nombreuses études ont permis d’étendre ces premiers résultats à d’autres types de graphes
[Haynes et al., 2008 ; Kozak et al., 2002]. Les travaux notables les plus récents permettent
de généraliser ces résultats à des processus sans mémoire ou markoviens [Condamin et al.,
2007c]. Autrement dit, les probabilités de transition entre chaque site ne dépendent pas de
l’historique de la marche. Pour ces processus markoviens, le MFPT peut être déterminé dans
la limite des grands volumes confinants. De manière similaire, le comportement asymptotique
de la probabilité de survie des processus à sauts en dimension 1 a été largement étudié au
courant des années 1950-70. Différents travaux ont permis de caractériser les propriétés de
premier passage des processus markoviens en dimension supérieure à 1. On peut notamment
se référer au livre de Redner [2001] qui reprend les principaux résultats obtenus pour les
processus markoviens.

Ainsi, les statistiques de premier passage des processus markoviens sont bien connues,
que ce soit en confinement ou en espace infini, de même que les outils sur lesquels ils reposent
(équation de renewal, équation de Fokker-Planck en présence d’une cible absorbante [Béni-
chou et al., 2014 ; Coombs et al., 2009 ; Hughes, 1995 ; Redner, 2001 ; Schuss et al., 2007 ;
Van Kampen, 1992]). Néanmoins, ces outils, et par voie de fait les résultats qui en découlent,
dépendent fondamentalement de cette hypothèse markovienne, où la connaissance de la po-
sition du processus au temps t est suffisante pour prédire son évolution future. Or, la plupart
de ces approches se révèlent insuffisantes lorsque l’on considère désormais un processus non
markovien qui interagit avec un environnement complexe (figure .2) [Chechkin et al., 2003 ;
Ernst et al., 2012 ; Mason et al., 1995 ; Mitterwallner et al., 2020a,b ; Turiv et al., 2013 ;
Zwanzig, 1973].

Afin de tenir compte de tels effets, certaines approches consistent à retrouver un cadre
markovien, en déterminant simultanément la position du marcheur et les variables de l’envi-
ronnement responsables de son évolution [Malakar et al., 2018] (figure.2). D’autres méthodes
de résolution négligent les effets non markoviens associés à l’évènement de premier passage
[Fa et al., 2005 ; Goychuk et al., 2007 ; Wilemski et al., 1974a]. Autrement dit, elles supposent
que le marcheur à l’instant de premier passage se comportera de manière identique lors de ces
prochains retours sur la cible. De cette manière, les effets de mémoire associés à l’évolution
du marcheur ne sont pas entièrement négligés. Malheureusement, ces deux approches restent
inadaptées lorsque l’on considère des processus qui présentent des effets de mémoire impor-
tants. Les dynamiques internes des macromolécules en sont des exemples clés [Kou et al.,
2004 ; Min et al., 2005].Prédire l’évolution d’un monomère (constituant de la molécule) est
laborieux puisqu’il faut tenir compte des multiples interactions de celui-ci avec l’ensemble des
autres monomères formant la molécule (interactions souvent atypiques à l’instant de premier
passage).
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On peut aussi penser à un traceur plongé dans un bain nématique où le marcheur dé-
forme le milieu dans lequel il évolue, milieu qui rétroagit sur ce marcheur modifiant alors sa
trajectoire [Ernst et al., 2012 ; Mason et al., 1995 ; Turiv et al., 2013].

Fig. .2 a-c Illustration des effets non markoviens sur l’étude de la dynamique d’un mar-
cheur aléatoire, ici soumis à une agitation thermique. a Dans la limite suramortie (m = 0),
la vitesse est proportionnelle à l’agitation thermique (modélisée par un bruit blanc gaus-
sien). Le marcheur suit alors une évolution markovienne puisque son évolution future est
indépendante du passée. b Toutefois, ce n’est plus le cas lorsque le terme inertiel n’est plus
négligeable puisque l’accélération dépend des réalisations passées du bruit. c De manière ana-
logue, l’évolution du marcheur devient non markovienne lorsque celui-ci est relié à d’autres
éléments, par exemple, lorsque le marcheur est un constituant d’une chaîne ou d’une mo-
lécule plus complexe. Afin de retrouver une évolution markovienne, il faut simultanément
caractériser l’évolution du marcheur et celle de son environnement (l’accélération en b et la
position relative des autres constituants en c).

Ce problème apparaît de manière évidente pour les marches à renforcement dont l’évolu-
tion dépend explicitement de l’intégralité de la trajectoire passée. Il est donc indispensable
de tenir compte de ces effets de mémoire. Dès lors, une approche qui ne tiendrait compte
que de l’historique récent de la marche est clairement inadaptée. D’autre part, il est établi
que ces marches présentent des effets de vieillissement [Grassberger, 2017b], au sens où le
marcheur présente un comportement différent à l’instant t+ T de celui observé à l’instant t
[Barkai et al., 2003]. Ainsi, l’évolution du marcheur entre T et t+T dépend explicitement de
la trajectoire passée entre 0 et T . Cette dernière propriété est fondamentale, et une analyse
exhaustive des propriétés de vieillissement des modèles à renforcement reste à développer. À
plus forte raison parce que celles-ci sont souvent concomitantes à des statistiques de premier
passage non triviales.

De par la complexité qu’ils induisent, les résultats concernant les processus non mar-
koviens sont donc bien plus récents et épars. Ceux-ci reposent souvent sur des méthodes
de résolution spécifiques [Burkhardt, 2007 ; Malakar et al., 2018], et les résultats à carac-
tère universel en sont d’autant plus rares. En espace infini, la majeure partie des résultats
concernent le comportement asymptotique des propriétés de premier passage de processus
unidimensionnels, dont une revue exhaustive a été réalisée [Bray et al., 2013]. De manière
analogue, peu de résultats exacts pour des processus en confinement ont été obtenus [Bicout
et al., 2000 ; Bénichou et al., 2015 ; Hanggi et al., 1985 ; Masoliver et al., 1986 ; Wilemski
et al., 1974a].
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Pourtant, récemment, des travaux majeurs ont franchi une étape importante dans la com-
préhension et l’analyse de la statistique du FPT des processus non markoviens. L’approche
novatrice développée dans [Guérin et al., 2012] a permis de déterminer avec précision les
temps moyens de réaction de modèle de polymères. Cette méthode a ensuite été étendue
dans [Guérin et al., 2013, 2014, 2016] pour des processus gaussiens non markoviens à incré-
ments stationnaires en présence d’un confinement. Celles-ci reposent sur l’introduction de
nouveaux outils sur lesquels on s’appuiera par la suite.

Parallèlement à cela, une seconde étude a permis de mettre en valeur des comportements
généraux vérifiés par des processus non markoviens dans la limite des grands volumes confi-
nants [Levernier et al., 2018]. Cette approche permet de prédire le comportement aux temps
longs de processus non markoviens strictement invariants d’échelle. Les comportements obte-
nus peuvent être répartis selon trois classes d’universalité. La première comprend les proces-
sus dits compacts (ils ont une probabilité 1 de trouver une cible en espace infini), la deuxième
les processus non compacts (une probabilité < 1 de trouver la cible dans une espace infini), et
enfin les processus marginalement compacts qui reste une catégorie hybride. Cette approche
qui repose sur des arguments d’échelle semble prometteuse et une généralisation de celle-ci
pour les modèles à renforcement est concevable. D’autant plus qu’elle s’est révélée pertinente
pour des processus potentiellement vieillissants, ce qui est le cas des modèles à renforcement.

Ainsi, l’objectif de cette thèse est double. D’une part, déterminer conjointement les pro-
priétés de premier passage et de vieillissement d’exemples canoniques des modèles de marches
à renforcement. En particulier, on cherchera à comprendre les connexions que ces deux ob-
servables entretiennent. D’autre part, on s’efforcera de déterminer la dépendance de la dis-
tribution de premier passage selon les différents paramètres géométriques, comme la taille du
volume confinant, la distance initiale entre le marcheur et la cible et la taille de celle-ci. Les
formes des distributions du temps de premier passage seront aussi examinées. Par ailleurs, on
s’appliquera aussi à souligner les effets induits par les propriétés intrinsèques aux modèles à
renforcement, et notamment leurs conséquences sur la généralisation des approches énoncées
précédemment.

Tout d’abord, on proposera une revue des définitions et des propriétés des modèles à
renforcement qui manquent à cette introduction et nécessitent un développement plus ap-
profondi. On discutera de l’emploi des méthodes usuelles afin d’obtenir le temps moyen de
premier passage et l’approche qu’il est nécessaire de suivre afin de les adapter à ces modèles.
Ce chapitre esquissera donc l’approche générale que l’on suivra dans cette thèse.

Dans un second temps, on s’intéressera aux connexions entre effets de vieillissement et
propriétés de premier passage en espace infini. On se concentrera en grande majorité sur les
marcheurs diffusifs en dimension 1.
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Ensuite, on s’intéressera aux marches à renforcement attractif pour lesquelles les mar-
cheurs préfèrent revenir sur les sites précédemment visités. On discutera des différents com-
portements qui peuvent être observés pour ces modèles et les conséquences sur les statistiques
de premier passage. Par ailleurs, on évoquera l’importance des effets de renforcement sur les
trajectoires réelles réalisées par des cellules.

On abordera ensuite le cas des modèles répulsifs où le marcheur préfère découvrir de
nouveaux sites que de revenir sur ses pas. On caractérisera leurs propriétés de vieillissement
en confinement et en espace infini avant d’entamer l’analyse de leurs propriétés de premier
passage.

Dans le chapitre 5, on se concentrera sur un système physique dont l’évolution du mar-
cheur est non markovienne et qui présente aussi des effets de mémoire et de vieillissement
importants. Ce système conserve un lien fort avec la dynamique des polymères et des macro-
molécules pour lesquels certains évènements de premier passage ne sont pas caractérisés. On
développera une approche dérivée des travaux récents [Guérin et al., 2016] afin de déterminer
le temps moyen de premier passage pour de tels modèles en présence d’un piège harmonique.

Enfin, on analysera les liens qu’entretiennent les statistiques de premier passage avec
d’autres observables caractéristiques des problèmes d’exploration. On insistera sur le carac-
tère non trivial des résultats obtenus pour le cas des modèles à renforcement.

À titre indicatif, le cœur de cette thèse est constitué des chapitres 1 à 4. Ces chapitres
concentrent les principaux résultats qui concernent les modèles à renforcement là où les cha-
pitre 5 et 6 présentent des résultats plus éloignés de la problématique initiale. D’autre part,
lors d’une première lecture, les extensions proposées en fin de chapitre 1, 2, 4 et 5 peuvent
être parcourues plus succinctement tout comme les différentes notes de bas de page qui par-
sèment ce manuscrit.
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I – Introduction aux marches à
renforcement

I.1 Introduction

De nombreux systèmes physiques présentent des caractéristiques qui sont explicitement
connectées à des problèmes de premier passage. Au-delà de la complexité intrinsèque, souvent
spécifique, qui émerge naturellement de cette catégorie de problème [Bray et al., 2013 ; Metz-
ler et al., 2014 ; Redner, 2001], il apparaît indispensable de développer des axes de réflexions
dont l’objectif est de dresser une représentation unifiée des propriétés de premier passage.
De celle-ci émergeraient alors spontanément des principes généraux directement applicables
à un grand nombre de problèmes théoriques ou pratiques. De plus, l’analyse de nombreuses
trajectoires réelles révèle l’importance des effets de mémoire sur les propriétés d’exploration
de ces différents processus. Il apparaît donc comme essentiel de caractériser les incidences
de tels effets et en particulier lorsque les marcheurs évoluent dans des espaces confinés. En
outre, s’il est établi que des marcheurs réels comme des cellules ou des insectes peuvent
modifier leur environnement en déposant des signaux biochimiques ou en remodelant leur
environnement, l’impact de ces perturbations auto-induites sur les trajectoires elles-mêmes
reste peu exploré. Il est manifeste que ces effets, que l’on appellera par la suite de renfor-
cement, présentent un intérêt tout particulier, et que la mise en place d’un cadre général et
d’outils permettant leur analyse est primordiale.

Dès lors, ce chapitre introductif se compose en trois parties. Tout d’abord, on présentera
une revue succincte des multiples définitions des effets de renforcement. L’objectif étant de
dresser le cadre spécifique à notre étude et de justifier le choix des principaux modèles qui
seront étudiés dans cette thèse. Dans un second temps, on se concentrera plus spécifiquement
sur les marches à renforcement que l’on examinera par la suite, en prenant soin de rappeler les
propriétés essentielles de ces modèles qui sont pour l’heure connues. Pour finir, on soulignera
l’importance des effets de mémoire qui émergent naturellement de ces marches et notamment
leurs conséquences sur les problèmes de premier passage. Ainsi, on prendra soin de souligner
les effets spécifiques aux modèles à renforcement qui influeront sur les propriétés de premier
passage en comparaison des analyses classiques. De cette première description succincte des
effets de renforcement émergeront les propriétés clés de ces modèles, nécessaires à déterminer
afin de caractériser les propriétés de premier passage. Ce chapitre esquisse donc les différentes
approches qui seront menées dans les chapitres suivants.

9
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I.2 Multiples définitions des effets de renforcement

Commençons par définir ce que l’on appellera, par la suite, les modèles à renforcement.
Pour cela, nous reprendrons les différents modèles historiques qui ont orienté l’essor de cette
catégorie de processus stochastiques.

I.2.1 Contrastes entre les définitions statiques et dynamiques des modèles à
renforcement

En physique, la première représentation emblématique des modèles à renforcement dé-
coule de l’analyse des longues chaînes de polymères en solution diluée∗1 [Flory, 1953]. Ce
type de problème de volume exclu conduit à l’introduction du modèle éminemment connu
appelé Self-Avoiding Walk.

Ce modèle sur réseau est défini par l’ensemble des chaînes de longueurs n qui ne se
recoupent jamais, autrement dit pour lesquelles les sites d’un réseau ne sont pas visités
plus d’une fois. De nombreux travaux autour de ce modèle ont été menés, et ce, dans des
domaines variés comme la chimie, la biophysique, la physique de la matière condensée et
les mathématiques [Daoud et al., 1975 ; Madras et al., 2013]. L’un des résultats principaux
provient de la conjecture émise par Flory [1949] qui propose que la distance entre les deux
extrémités de la chaîne soit donnée par le comportement asymptotique suivant

⟨X2(n)⟩ ∼
n →∞

n2ν (I.1)

où ν = 3/(d+2) pour d < 4 et ν = 1/2 pour d ≥ 4. Remarquons que la dimension critique
du modèle SAW est dc = 4. Cette observation revêtira toute son importance lorsqu’on se
tournera vers les marcheurs à renforcement. Par ailleurs, notons que les connexions entre le
modèle Self-Avoiding Walk et d’autres modèles de la physique statistique (tels que le mo-
dèle d’Ising ferro-magnétiques) sont multiples [Gennes, 1979]. Une remarque fondamentale
concerne le caractère statique induit par la définition même du modèle SAW. Plus précisé-
ment, le modèle est défini par l’ensemble des chaînes de taille n pour lesquelles on associe
un poids uniforme 1 à chacune de ses réalisations et cela indépendamment de la forme de
celle-ci [Amit et al., 1983]. Autrement dit, on considère que l’objet existe sans faire d’hypo-
thèse quant à sa croissance ou sa dynamique. En conséquence, cette approche se distingue
des modèles classiques de marches aléatoires pour lesquels la trajectoire du marcheur forme
une chaîne continue de taille N(t) qui évolue et s’agrandit au cours du temps. Notons que
cela n’exclut pas l’existence de relations incrémentales entre les ensembles des modèles SAW
de taille n et n+ 1. Cependant, celles-ci ne sont pas assimilables à la simple croissance d’une
marche aléatoire.

Une première tentative "spontanée" de renforcement serait de considérer un marcheur
aléatoire refusant de revenir sur les sites ayant déjà été visités auparavant. Il choisirait alors,
avec une probabilité uniforme, un site parmi les sites voisins n’ayant pas encore été visi-
tés. Cette définition d’apparence simple conduit pourtant le marcheur à finir nécessairement

∗1 Notons que l’étude en solution diluée permet de se restreindre aux effets d’interactions du polymère
seulement avec lui-même.
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enfermé dans sa propre trajectoire∗2 (propriété appelée "self-trapping", un exemple est re-
présenté figure I.1). On peut notamment relever le théorème avancé par Lehman et al. [1958]
qui permet de borner s(n), définie comme la probabilité que le marcheur effectue n pas, sans
s’être enfermé dans un réseau périodique en dimension supérieure à 1

c′ exp
(
−a′n

)
< s(n) < c exp(−an),

où a, a′, c, c′ sont des constantes. Autrement dit, le poids des trajectoires qui ne sont pas
encore piégées est asymptotiquement nul. Notons que cette propriété souligne encore une
fois les différences multiples entre le modèle SAW et ses équivalents dynamiques. Dès lors, il
faut nécessairement autoriser le marcheur à revenir sur des sites précédemment visités afin
de lui permettre d’effectuer de longues explorations.

Dans ce sens, un autre modèle phare, appelé true-self avoiding walk (TSAW), a été
développé dans Amit et al. [1983]. On associe alors à chaque site du réseau un poids de
Boltzman dont l’énergie potentielle est proportionnelle aux nombres de visites antérieures
du marcheur sur ce même site. Autrement dit, à chaque pas, le marcheur saute sur le site,
noté i, tiré parmi ses plus proches voisins avec une probabilité donnée par

p(i) = exp(−βni)/
2d∑
j=0

exp(−βnj), (I.2)

où ni est le nombre de visites du site i, et β > 0 est un paramètre libre. Précisons que
la somme porte sur l’ensemble des sites voisins de la position actuelle du marcheur. Tout
d’abord, observons que ce modèle permet aux marcheurs de revenir sur des sites visités au-
paravant, et par là même, de s’extirper de pièges potentiels, y compris dans la limite β → ∞.
L’analyse de ce modèle initialement menée dans [Amit et al., 1983], a permis de mettre en
valeur de nombreuses dissemblances avec le modèle SAW. La plus criante reste la dimension
critique dc égale à 2 pour le modèle TSAW qui contraste avec le résultat proposé par Flory
(dc = 4, (I.1)) pour la marche SAW. Une autre observation plus subtile et moins évidente
concerne l’irréversibilité de la trajectoire. En effet, lorsque l’on considère la chaîne formée
par la trajectoire du marcheur TSAW, la position initiale et la positon finale ne sont pas
interchangeables, autrement dit les probabilités associées aux deux réalisations ne sont pas
forcément égales. Cette propriété souligne simplement que l’ordre dans lequel les visites ont
été effectuées compte (figure I.1).

Enfin, on peut compléter notre revue en considérant le cas attractif β < 0. Étonnam-
ment, on retrouve alors également un comportement assez similaire à celui de la marche
piégée précédemment. Cette fois-ci, le marcheur est tant attiré par sa trajectoire qu’il finit
par s’y piéger en ne visitant presque sûrement que deux sites du réseau. Ce comportement est
partagé par de nombreux autres modèles attractifs. On peut relever notamment un théorème
fondamental émis par Davis [1990] qui permet une première classification en dimension 1.
Cette spécificité sera largement examinée dans le chapitre 4 lorsque l’on considérera spécifi-
quement les modèles attractifs.

∗2 Propriétés valables pour des réseaux euclidiens en dimension supérieure à 1, la dimension 1 conduisant
à un comportement balistique trivial.
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Ce modèle permet donc d’obtenir une première définition satisfaisante d’une marche à
renforcement aléatoire sur réseau. Toutefois, il apparaît clairement que le caractère dyna-
mique de celui-ci va aussi générer de nombreux effets particulièrement complexes à caractériser∗3 .
L’analyse numérique de ces marches doit donc être menée sur des échelles de temps élevées
y compris en espace infini [Grassberger, 2017b].

À partir du modèle TSAW, se déclinent logiquement de nombreux exemples qui varient
dans le choix du potentiel associé aux nombres de visites, exemples que l’on décrira par
la suite. Par ailleurs, on peut aussi noter l’existence d’exemples introduisant des effets de
renforcement non locaux, et qui conduisent le plus souvent à des résultats spécifiques [Beffara
et al., 2010 ; Grassberger, 2017b].

Fig. I.1 Comparaison entre les modèles de la marche self-trapping et TSAW. Une réalisa-
tion de trajectoire identique est représentée dans les cas, self-trapping a)-b) et TSAW c)-d),
où les probabilités de transition associées aux différents pas sont explicitées. Contrairement
au cas statique SAW, on remarque l’importance de la position initiale en bleu sur les valeurs
des probabilités de transition des deux modèles (comparaison entre a) et b) puis c) et d)).
Ensuite, on observe le caractère piégé de la marche self-trapping a), où le marcheur a une
probabilité 1 de finir enfermé dans sa propre trajectoire. Inversement, le marcheur TSAW a
une probabilité uniforme de choisir parmi les voisins visités ici équitablement.

∗3 On peut noter par exemple que pour β = 0, on retrouve une marche de pólya . Cette observation
souligne que ce type de marche peut admettre des temps de relaxation remarquablement longs, et en particulier
lorsque β → 0.
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I.2.2 Effets induits par la définition du réseau

a) Définition sur réseau

En suivant une approche similaire à la marche TSAW, on s’intéressera dans la suite de
cette thèse aux modèles à renforcement pour lesquels les probabilités de transition, entre les
sites plus proches voisins, sont définies de la manière suivante

p(i) = exp(−f(ni))/
2d∑
j=0

exp(−f(nj)), (I.3)

où f est une fonction que l’on choisit monotone∗4 . Tout d’abord, notons que pour f > 0
croissante, les effets de renforcement tendent à favoriser les sites les moins visités, le mar-
cheur sera alors considéré comme répulsif. Inversement pour f < 0 décroissante, ce sont les
sites les plus visités qui sont préférés, traduisant un caractère attractif de la marche.

Relevons que notre définition n’est pas encore aboutie puisque l’on n’a pas défini rigoureu-
sement la variable ni. Plus précisément, on observe l’existence de deux approches majeures
pour définir les effets de renforcement sur un réseau. La première a été abordée lorsque l’on
a considéré le modèle TSAW, où ni est égale au nombre de fois que le marcheur a visité le
site i, ni = {X(n) = si, n ≤ t} (où le site i est indexé). Cette définition, désignée comme
la convention sur site par la suite, sera l’option principalement retenue dans cette thèse. La
seconde approche moins répandue consiste à définir les effets de renforcement sur les liens
du réseau (appelée convention sur lien). Autrement dit, ni est égale au nombre de fois que
le marcheur a emprunté le lien i antérieurement. Ces deux définitions qui semblent pourtant
assez similaires, peuvent présenter des propriétés distinctes, et plus particulièrement dans les
cas attractifs∗5 . Cette particularité sera examinée dans le chapitre 3. Par ailleurs, observons
que la plupart des travaux effectués dans le domaine de la physique concerne le premier type
de modèle puisqu’il est le plus courant dans l’étude des marches aléatoires [Amit et al., 1983 ;
Freund et al., 1992 ; Peliti et al., 1987 ; Redner et al., 1983 ; Sapozhnikov, 1994]. Inversement,
pour des travaux plus mathématiques, le second type de problème est le plus souvent préféré
[Toth, 1995] car il permet d’obtenir plusieurs résultats rigoureux∗6 .

b) Représentation continue des marches à renforcement

En outre, on peut noter que des travaux approfondis [Davis et al., 2002 ; Durrett et al.,
1992 ; Tóth, 2001] ont permis d’étendre les propriétés de renforcement à des processus en
temps et en espace continus. Ces modèles peuvent être logiquement interprétés comme les
limites des marches discrètes. On peut notamment relever les travaux de Tóth qui ont permis
de construire la limite continue appelée true self-repelling motion du modèle analogue à la
TSAW dans la convention sur lien [Tóth, 1996 ; Tóth et al., 2011, 1998]. Afin de souligner
la complexité de ces modèles continus, notons que le processus true self-repelling motion ne
peut pas être obtenu à partir d’une équation stochastique différentielle.

∗
4 f peut être plus généralement une distribution, généralement on prend f(0) = 0.
∗
5 Pour la plupart des choix de f , le comportement d’échelle aux grands temps des deux modèles est

identique, mais il peut apparaître des différences majeures pour certains marcheurs attractifs.
∗
6 On peut notamment se référer à la revue de Pemantle [2007] qui récapitule les principaux résultats pour

les deux conventions, mais qui aborde aussi des méthodes plus générales propres aux modèles à renforcement.
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Une description non-exacte, mais intuitive, serait de corréler l’évolution de dX à celle du
gradient spatial du temps local n(x, t), défini comme la densité locale du temps passé en x
(équivalent de ni). Toutefois, notons que n(x, t) n’est pas différentiable. Dès lors, dans cette
thèse, on ne se concentrera pas sur les généralisations continues de ces modèles, puisqu’une
analyse pertinente nécessiterait le développement et l’utilisation d’outils éminemment sophis-
tiqués. D’autant que l’on s’intéresse, ici, spécifiquement aux évènements de premier passage
qui sont des observables particulièrement complexes en soi. Pourtant, on s’appuiera dans
notre analyse des processus discrets sur des limites asymptotiques obtenues aux temps longs,
pour lesquelles on espère pourvoir négliger les effets spécifiques associés à la discrétisation.
Ainsi, on cherchera le plus souvent à déterminer des limites asymptotiques des observables
ou des comportements de processus discrets en s’appuyant, par exemple, sur des limites in-
variantes d’échelle de ces comportements, sans pour autant considérer les processus continus
limites.

c) Importance de la dimension du réseau

Avant de conclure cette revue, observons qu’il est possible de prendre une fonction f
non monotone, afin de permettre au marcheur de passer successivement d’un comportement
attractif à répulsif en fonction du nombre de visites antérieures. Cependant, puisque les
comportements effectués par les marcheurs sont très dépendants du choix de f , il est donc
difficile de proposer des résultats généraux afin de décrire de tels modèles.

Afin de souligner cette observation, on pourrait proposer, par exemple, que ce soit le com-
portement asymptotique de f qui détermine le comportement asymptotique de ces marches.
Cette affirmation reste en général vraie en dimension 1 (pour des fonctions f monotones)
mais devient particulièrement erronée en dimension supérieure. Ce dernier constat soulève
une dernière propriété distinctive des marches à renforcement et essentielle à leurs analyses
que l’on formule ainsi : généralement, lorsque le marcheur réalise une exploration longue, il
découvre constamment de nouveaux sites. Parallèlement à cela, le marcheur repasse aussi
sur des sites déjà visités auparavant. On observe donc que l’évolution du marcheur implique
le comportement de f à toutes les échelles de temps.

Plus particulièrement, on observera qu’en dimension élevée, certaines marches à renforce-
ment visitent un nombre fini de fois les différents sites du réseau. Pour ce type d’exploration,
le comportement de f aux temps longs est généralement peu impactant. Inversement en
dimension 1, les différents marcheurs vont majoritairement visiter un nombre infini de fois
les sites du réseau. Dès lors, c’est le comportement asymptotique de f aux temps longs qui
sera déterminant. Cette variation des comportements illustre la complexité qui peut facile-
ment émerger de l’analyse des modèles à renforcement, et plus particulièrement des modèles
spécifiques pour lesquels le comportement de f est non trivial. Cela illustre, par ailleurs, la
difficulté d’énoncer des résultats généraux pour les marches à renforcement puisqu’il faut
considérer l’émergence de multiples exceptions qui dépendent de la dimension du réseau∗7 .
Ainsi, au travers de cette courte inspection des modèles classiques de marche à renforcement,
on a dévoilé plusieurs caractéristiques qui leurs sont propres.

∗7 Plus généralement, ces exceptions dépendent aussi du type de graphe sur lequel évolue le marcheur
[Lee, 1992 ; Lee et al., 1995].
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Tout d’abord, ces modèles permettent toujours le retour sur des sites déjà visités, y
compris dans les cas limites où ce type de saut est particulièrement défavorisé. Puis, on a
observé que la définition sur réseau impliquait d’introduire généralement les effets de renfor-
cement sur les liens ou sur les sites du réseau, choix se révélant loin d’être anodin. De plus,
on pressent déjà que la dimension du réseau a un impact majeur sur le comportement du
marcheur puisque celle-ci implique des échelles distinctes de f . On va, dès à présent, défi-
nir précisément les modèles qui seront considérés dans la suite en rappelant les propriétés
majeures qui sont pour l’heure connues.

I.3 Présentation de la classe des modèles à renforcement

I.3.1 Présentations des modèles à renforcement

On va ici présenter les différents modèles qui vont être principalement étudiés dans cette
thèse.

a) Modèle true self-avoiding walk

Tout d’abord, pour une fonction linéaire de f , on retrouve le modèle True Self-Avoiding
Walk présenté précédemment et dont la probabilité de transition est donnée par (I.2) (avec
β > 0). Notons, que la pertinence de ce modèle dans la description des statistiques de chaînes
de polymères dans une solution polydispersée est discutée dans [Family et al., 1984].

Les propriétés de transport de ce modèle ont été largement analysées dans des espaces
euclidiens pour lesquels il a été montré que la marche présentait un comportement diffusif
en dimension strictement supérieure à 2 [Horváth et al., 2012] et super-diffusif en dimension
1 [Amit et al., 1983] (caractérisé par un déplacement quadratique moyen ⟨X2(t)⟩ ∼ t4/3).

Ensuite, pour la dimension critique dc = 2, on constate un comportement marginalement
diffusif caractérisé par ⟨X2(t)⟩ ∼ ln(t)αt où α n’a pas pu être déterminé analytiquement.
En particulier, des travaux poussés dans lesquels des méthodes issues du groupe de renor-
malisation ont été appliquées sur un champ effectif censé décrire la statistique de la marche
[Derkachov et al., 1989 ; Obukhov et al., 1983]. Malheureusement cette approche s’est avérée
pour l’instant infructueuse pour de multiples aspects discutés dans [Grassberger, 2017b].

En dimension 1, les travaux les plus saisissants ont été menés par [Toth, 1995] qui,
comme nous l’avons vu précédemment, ont permis de construire un candidat légitime à la
limite continue de la marche TSAW sur site. Ce processus invariant d’échelle présente un
comportement super-diffusif identique à la marche TSAW, et dont la distribution a été ob-
tenue dans [Dumaz et al., 2013] et n’est pas gaussienne (figure I.2). En dimension supérieure
ou égale à 3, la limite continue du modèle TSAW a été proposée comme étant un mouve-
ment brownien en dimension d. Les effets de renforcement sont entièrement contenus dans la
covariance σ2 [Horváth et al., 2012]. Cette dernière propriété sera partagée par de multiples
processus à renforcement dont les plus connus sont détaillés dans la suite.
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b) Modèle à renforcement sous-exponentiel

Dans la continuation des travaux menés pour la marche TSAW, des marches similaires
présentant un renforcement sous-exponentiel, pour lequel f est donnée par : f(n) = βnk

(0 < k < 1), ont été construites. Ces marches, appelées dans la littérature sub-exponantially
self-repelling walks (SESRW), que l’on abrégera par marches sous-exponentielles dans cette
thèse, présentent un comportement super-diffusif en dimension 1 caractérisé par ⟨X2(t)⟩ ∼
t

2(1+k)
2+k [Ottinger, 1985 ; Tóth, 1994 ; Tóth, 2001]. De manière identique à la marche TSAW,

la densité n’est pas gaussienne en dimension 1 (figure I.2). De la même façon, la dimension
critique de ce modèle est dc = 2. Le modèle présente donc un caractère diffusif en dimension
supérieure ou égale à 3, et est assimilable à un mouvement brownien dans la limite continue
[Horváth et al., 2012]. Le comportement en dimension 2 n’a quant à lui, à notre connaissance,
pas été déterminé.

c) Modèle à renforcement répulsif polynomial

Ensuite, on peut étendre notre examen aux marches à renforcement répulsif polynomial
pour lesquelles f(n) = −β ln(n+ 1) avec β > 0. Ce modèle aussi désigné sous le nom
polynomially self-repelling walks (PSRW) présente un comportement diffusif y compris en
dimension 1 ; en revanche la distribution n’est pas gaussienne [Tóth, 1996, 2001] (figure I.2).
Il est clair que l’on retrouve un comportement limite décrit par un mouvement brownien en
dimension supérieure ou égale à 3 [Horváth et al., 2012].

d) Modèle self-attractive walk

Pour finir, un autre modèle classique de marche à renforcement est obtenu lorsque l’on
considère que les effets de renforcement sont ajoutés seulement lorsque le site ou le lien est
visité pour la première fois. Autrement dit, la marche appelée self-attractive walk (SATW)
ou encore one-step-reinforced walk est alors définie par une probabilité de sauter sur le site
voisin i proportionnel à exp(−βni), où ni = 0 si le site n’a jamais été visité jusqu’à l’instant
t et ni = 1 sinon [Sapozhnikov, 1994]. Notons que le marcheur est tantôt considéré comme
attractif pour β > 0, tandis qu’il est repoussé par sa propre trajectoire pour β < 0∗8 .

Ce modèle a reçu un intérêt tout particulier, car il présente des effets de renforcement
saturants en comparaison des modèles précédents puisque, pour la SATW, le renforcement
est indépendant du nombre spécifique de visites. Par ailleurs, ce modèle a aussi été large-
ment étudié en dimension 1, dans la mesure où sa limite continue est considérée comme un
candidat crédible à un mouvement brownien perturbé à ses extrémités, candidat pour lequel
de nombreux travaux spécifiques ont été menés [Agliari et al., 2012 ; Carmona et al., 1998 ;
Chaumont et al., 1999, 2000a ; Chaumont et al., 2000b ; Davis, 1996 ; Perman et al., 1997 ;
Werner, 1995]∗9 .

∗8 On peut bien sûr réécrire la probabilité de transition de manière analogue à (I.3) en prenant une
fonction de Heaviside H pour f avec comme convention H(0) = 0.

∗9 Relevons en particulier que la distribution du temps local passé dans un demi-axe de ce processus
continu a été déterminée dans [Carmona et al., 1998] ce qui sous-entend fortement que la densité asymptotique
n’est pas gaussienne (figure I.2).
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Dès lors, il a été montré que la marche discrète SATW présente un comportement diffusif
en dimension 1 indépendamment de β [Prasad et al., 1996] tandis que pour des dimensions
supérieures à 1, le signe de β joue un rôle primordial. En effet, pour les marches répul-
sives (β > 0), il apparaît clairement que le comportement restera diffusif indépendamment
de la dimension, puisqu’il était déjà diffusif en dimension 1. Inversement pour β < 0, il
a été mesuré en dimension supérieure ou égale à 3 que le marcheur pouvait présenter deux
types de comportements asymptotiques. Pour des effets de renforcement suffisamment faibles
|β| < |βc| le marcheur réalise un comportement diffusif. Au contraire, pour |β| > |βc| le mar-
cheur présente un comportement sous-diffusif caractérisé par un déplacement quadratique
moyen (MSD) ⟨X2(t)⟩ ∼ t2/(d+1). On reviendra plus précisément sur les fondements de ces
propriétés dans le chapitre 3 qui sera plus généralement dédié aux modèles attractifs. Notons
que βc n’a pas été déterminé analytiquement, et dépend de la dimension [Ordemann et al.,
2000, 2001]. Enfin, observons que spécifiquement à la dimension 2, l’existence d’une phase
diffusive reste toujours débattue [Foster et al., 2009].

Ces différents modèles forment les candidats principaux sur lesquels on développera une
analyse spécifique et ils constituent le coeur de cette thèse. Par la suite, on propose d’étendre
notre approche à des modèles apparentés pour lesquels on aura ajouté des termes sous-
dominants (dans la limite des grands nombres de visites). On peut en particulier citer le
modèle asymptotically free walk (AFW) pour lequel f(n) = ln

(
1 − 2Bn− 1 +O(n2)

)
avec

B ∈ R ou un élargissement des marches polynomiales PSRW,
f(n) = ln

(
(1 + α)−1(n/2)−α −B(n/2)−α−1 +O(n−α−2)

)
qui ont été étudiés principale-

ment en dimension 1 [Tóth, 1996]. Afin d’appliquer directement les résultats que l’on aura
obtenus, il faudra distinguer les comportements sous-dominants attractifs et répulsifs. À
l’évidence, l’analyse de la SATW attractive ayant révélé l’apparition d’un comportement
sous-diffusif, on comprend que l’introduction d’effets attractifs même sous-dominants peut
altérer les propriétés de transport prédites par l’analyse du terme dominant dans la limite
n → ∞.

Pour finir, on peut aussi définir les équivalents attractifs de ces différentes marches. La
principale propriété évoquée précédemment est l’émergence d’un comportement piégé. À
partir des travaux de Davis [1990] de nombreuses études ont étendu ce premier résultat
dont en proposera une revue plus poussée dans le chapitre 3. Le comportement des marches
attractives non piégées apparaît plus complexe à caractériser et peu de résultats, souvent spé-
cifiques, ont été menés dans la littérature. La SATW attractive en reste le principal exemple.

Par ailleurs, on enrichira notre étude en y joignant des modèles dont la trajectoire future
est déterminée par l’historique complet de la trajectoire passée, mais qui ne correspondent
pas à la définition précise du renforcement énoncé précédemment. On s’appuiera sur deux
modèles principaux, la marche éléphant (ERW) introduite pour la première fois dans [Schütz
et al., 2004], et les marches que l’on appellera dans la suite Monkey walk introduites dans
[Boyer et al., 2014] qui présentent des effets de mémoire à longues portées. Ces deux marches
aléatoires font partie des rares exemples de processus dont la trajectoire future dépend de
l’historique complet des sites visités, et dont on peut déterminer avec précision les propriétés
asymptotiques du déplacement quadratique moyen. Leurs comportements seront détaillés
dans la suite de cette thèse, et enrichiront notre étude des marches à renforcement.
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Fig. I.2 Définitions des marches à renforcement, et distribution des marches à renforcement
sur site. A-D Les définitions des modèles sont rappelées en dimension 1 où les poids associés
à chaque probabilité de transition sont marqués en vert. Pour la marche TSAW A, les
marches SESRW C et les marches PSRW D, ceux-ci dépendent explicitement du nombre de
visites contrairement au modèle SATW B. E distribution de la marche TSAW (β = 2.0,t =
10000010 pas, Nsimu = 60000), F distribution de la marche SATW, attractive (e−β +1)−1 =
0.2 et répulsive G (e−β + 1)−1 = 0.8 (t = 2000010 pas, Nsimu = 350000). H distribution de
la marche sous-exponentielle SESRW k = 0.5, β = 1.0 (t = 1000020 pas, Nsimu = 1000000),
et de la marche polynomiale PSRW I β = 1.0 sans termes sous-dominants (t = 1000020 pas,
Nsimu = 1000000). On constate que ces différentes distributions normalisées par leur échelle
caractéristique donnée par t1/dw ne sont pas gaussiennes (comparaisons en rouge), y compris
dans la limite asymptotique.
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I.3.2 Équation de Fokker-Planck
Pour compléter cette revue des propriétés de transport des marches à renforcement, on

propose de retrouver ces résultats au moyen d’une équation de Fokker-Planck en champ
moyen. Tout d’abord, notons que celle-ci a été largement mise en oeuvre afin, notamment,
de déterminer certains des exposants caractéristiques propres aux modèles SESRW et TSAW
[Ottinger, 1985], avant leur confirmation par des travaux rigoureux [Toth, 1995 ; Tóth, 1994].

On propose que le comportement d’échelle de la densité pour un processus initialement
en 0 puisse être décrite dans la limite continue par l’équation suivante

∂P (x, t)
∂t

= D
∂2P (x, t)
∂x2 + ∂

∂x

(
P (x, t)∂V (x, t)

∂x

)
, (I.4)

où les effets de renforcement sont décrits par un potentiel V (x, t). De par la structure
des probabilités de transition, on identifie logiquement V (x, t) à f(n(x, t)), où n(x, t) est le
temps local passé en x jusqu’à t. Afin de déterminer le comportement typique de V (x, t), on
propose de s’appuyer sur une approche de champ moyen où on approxime le temps local par∫ t

0 P (x, t′)dt′ (figure I.3). Autrement dit, pour les marches sous-exponentielles (SESRW), on
obtient pour V

V (x, t) = β

[∫ t

0
P (x, t′)dt′

]k
.

Ensuite, on propose que dans la limite t, x ≫ 1, P (x, t) puisse se réexprimer sous une
forme invariante d’échelle

P (x, t) = 1
tβ
g( x

t1/dw
). (I.5)

En dimension 1, la normalisation de la densité P amène la relation β = 1/dw. Notons
que l’exposant dw, communément appelé dimension de la marche, est défini par la dépen-
dance asymptotique du MSD selon t, ⟨X2(t)⟩ ∼ t

2
dw . Pour un processus strictement invariant

d’échelle, il apparaît logiquement dans la dépendance de g selon la variable adimensionnée
x

t1/dw
.

En insérant cette forme dans (I.4) et en s’appuyant sur l’hypothèse de champ moyen, on
obtient dans le cas de la marche SESRW

−1
dwt1+1/dw

g( x

t1/dw
) − x

dwt1+2/dw
g′( x

t1/dw
) = D

t3/dw
g′′( x

t1/dw
)..

+ 1
t2/dw

g′( x

t1/dw
)βk

[∫ t

0

1
t′1/dw

g( x

t′1/dw
)dt′

]k−1 ∫ t

0

1
t′2/dw

g′( x

t′1/dw
)dt′

+ 1
t1/dw

g( x

t1/dw
)βk(k − 1)

[∫ t

0

1
t′1/dw

g( x

t′1/dw
)dt′

]k−2 [∫ t

0

1
t′2/dw

g′( x

t′1/dw
)dt′

]2

+ 1
t1/dw

g( x

t1/dw
)βk

[∫ t

0

1
t′1/dw

g( x

t′1/dw
)dt′

]k−1 ∫ t

0

1
t′3/dw

g′′( x

t′1/dw
)dt′.
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On peut comparer la dépendance selon la variable t dans les différents termes. En premier
lieu, on suppose que les effets de renforcement dominent la contribution diffusive qui est
proportionnelle à D. Dès lors, on peut expliciter une relation vérifiée par dw

−1 − 1
dw

= − 2
dw

+ (k − 1)(1 − 1
dw

) + (1 − 2
dw

),

ce qui permet d’exprimer dw en fonction de k

dw = 2 + k

1 + k
.

On retrouve la relation d’échelle qui caractérisait le MSD des marches SESRW

⟨X2(t)⟩ ∼ t
2
dw = t

2(1+k)
2+k .

En prenant k = 1 on retrouve la dimension de marche de la TSAW donnée par dw = 3/2.
Inversement, on aurait pu supposer que ce soit le terme diffusif qui domine les effets de
renforcement. Sous cette hypothèse, il est clair que dw = 2. Toutefois, il apparaît alors que
les effets de renforcement ne sont plus négligeables, ce qui est contradictoire. Ainsi, le terme
diffusif est bien négligeable en dimension 1 pour k > 0 et le comportement dominant est
induit par les effets de renforcement.

Ensuite, on peut étendre notre approche pour les marches polynomiales (PSRW) qui sont
décrites par l’approximation suivante pour V (x, t)

V (x, t) = k ln

(
β

∫ t

0

1
t′1/dw

g

(
x

t′1/dw

)
dt′
)
.

En injectant cette forme dans (I.4) cela conduit à

−1
dwt1+1/dw

g( x

t1/dw
) − x

dwt1+2/dw
g′( x

t1/dw
) = D

t3/dw
g′′( x

t1/dw
) + 1

t2/dw
g′( x

t1/dw
)βk

∫ t
0

1
t′2/dw

g′( x
t′/dw

)dt′∫ t
0

1
t′1/dw

g( x
t′1/dw

)dt′

+ 1
t1/dw

g( x

t1/dw
)βk

∫ t
0

1
t′3/dw

g′′( x
t′/dw

)dt′∫ t
0

1
t′1/dw

g( x
t′1/dw

)dt′

− 1
t1/dw

g( x

t1/dw
)βk

[∫ t
0

1
t′2/dw

g′( x
t′1/dw

)dt′∫ t
0

1
t′1/dw

g( x
t′1/dw

)dt′

]2

.

La comparaison des différents termes mène à une unique solution donnée par dw = 2. On
retrouve que les marches polynomiales sont diffusives en dimension 1. Par ailleurs, on peut
étendre aisément ce résultat aux marches SATW répulsives en dimension 1.

Ensuite, on considère des dimensions supérieures à la dimension critique 2, d ≥ 3. On
réexprime la normalisation de la densité de probabilité (I.5)∫ ∫ ∫ 1

tβ
g( x1
t1/dw

,
x2
t1/dw

, ..,
xd
t1/dw

)dx1dx2..dxd = 1.



I.3 21

Cela permet d’isoler la relation β = d/dw. Il est manifeste qu’il est pratique de se placer
en coordonnées sphériques pour lesquelles g ne dépend que de la norme r et de t. En injectant
cette nouvelle forme dans (I.4), on obtient alors

−1
dwt1+d/dw

g( r

t1/dw
) − r

dwt1+(d+1)/dw
g′( r

t1/dw
) = D

t(d+2)/dw
g′′( r

t1/dw
)..

+ 1
t(d+1)/dw

g′( r

t1/dw
)βk

[∫ t

0

1
t′d/dw

g( r

t′1/dw
)dt′

]k−1 ∫ t

0

1
t′(d+1)/dw

g′( r

t′1/dw
)dt′

+ 1
td/dw

g( r

t1/dw
)βk(k − 1)

[∫ t

0

1
t′d/dw

g( r

t′1/dw
)dt′

]k−2 [∫ t

0

1
t′(d+1)/dw

g′( x

t′1/dw
)dt′

]2

+ 1
td/dw

g( r

t1/dw
)βk

[∫ t

0

1
t′d/dw

g( r

t′1/dw
)dt′

]k−1 ∫ t

0

1
t′(d+2)/dw

g′′( r

t′1/dw
)dt′.

De manière similaire, on propose dans un premier temps de négliger la contribution des
termes diffusifs. On obtient alors la relation suivante qui définit dw

−1 − d

dw
= − d

dw
+ (k − 1)(1 − d

dw
) + 1 − d+ 2

dw
.

On obtient pour d ≥ 2 un comportement sous-diffusif caractérisé par

dw = 2 + kd

k + 1 .

Cependant, le terme diffusif domine alors les effets induits par le renforcement, ce qui est
contradictoire. On propose donc que la partie diffusive contrôle l’évolution du processus, ce
qui permet de retrouver le comportement diffusif attendu pour tout k. Ce dernier résultat
s’étend aisément pour les marches SATW et PSRW puisque les effets de renforcement sont
alors plus faibles que ceux des marches SESRW.

Émettons plusieurs remarques spécifiques à cette approche :

— Avant tout, rappelons que cette méthode s’appuie sur des approximations particulière-
ment fortes. Elle permet seulement de prédire le comportement d’échelle asymptotique
des différents modèles. On peut se remémorer les travaux de Tóth [2001] qui spécifient
formellement que la densité de probabilité de la limite continue de la marche TSAW
sur lien ne peut pas être obtenue à partir d’une équation stochastique. Dès lors, notre
approche ne permet pas de prédire la forme de g aux temps longs.

— Ensuite, on a supposé que la distribution était décrite seulement à partir de la variable
x

t1/dw
, où dw est obtenu à partir du comportement asymptotique du MSD. Comme

le processus est défini sur un réseau discret, il n’est pas exclu que f puisse dépendre
d’autres échelles qui ne sont pas données par dw. Pourtant, on a pu déterminer le
comportement dominant seulement à partir de l’échelle caractérisée par d∗10

w .
∗10 On propose que notre approche reste valide malgré la présence d’effets qui surviennent à des échelles

supplémentaires x

t1/a
tels que a > dw.
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— Par ailleurs, cette approche permet de prédire le comportement asymptotique des
marches à renforcement répulsif mais n’est pas applicable aux marches attractives.
Nous verrons par la suite que l’échelle diffusive n’est pas négligeable, y compris pour
des modèles attractifs présentant un comportement sous-diffusif.

— Observons que cette approche ne permet pas d’obtenir le comportement marginal en
dimension 2.

— Enfin, on peut noter que l’on a considéré essentiellement des réseaux euclidiens. On
pourrait penser que ces relations d’échelles puissent s’étendre naturellement à des géo-
métries fractales. Cependant de nombreux travaux tendent à conclure que le compor-
tement de telles marches reste non trivial dans des géométries non euclidiennes. Il
semble nécessaire de développer des arguments plus complexes afin de déterminer dw
qui semble dépendre des caractéristiques spécifiques du réseau fractal sous-jacent [Lee,
1992 ; Lee et al., 1995]. En conséquence, dans cette thèse, on considérera uniquement
des réseaux euclidiens de dimension d.

Fig. I.3 Réalisations du temps local de la marche TSAW à différentes échelles de temps.
a un marcheur TSAW génère un potentiel donné par le nombre de visites de chacun des
sites du réseau, ici après 1000 pas. b Dans la limite des temps longs, une approximation de
champ moyen dans la limite continue permet d’exprimer le potentiel local selon

∫ t
0 P (x, t)dt.

La position initiale est notée en noir, et la position du marcheur à t est marquée en rouge.

I.4 Vers les propriétés de premier passage des marches à renfor-
cement

I.4.1 Résultats connus pour les marches à renforcement
Dans les parties précédentes, on a introduit une définition générale des marches à renfor-

cement local sur réseau dont on a tiré des modèles standards, modèles dont on a rappelé les
propriétés de transport asymptotiques connues. Dans cette thèse, on cherchera à déterminer
les propriétés d’exploration de ces différentes marches en espace infini, mais aussi dans un
volume confinant.
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On se concentrera principalement sur le temps de premier passage (FPT), mais des obser-
vables associées, comme le temps de couverture (défini comme le temps mis par le marcheur
pour visiter l’ensemble des sites d’un volume confinant), seront abordés dans le chapitre 6.

Au préalable, notons que plusieurs travaux numériques relatifs aux propriétés d’explora-
tion des marches à renforcement ont été menés, principalement autour de la marche TSAW
[Arruda et al., 2017 ; Avin et al., 2008 ; Campos et al., 2021 ; Guzzi Bagnato et al., 2018 ;
Herrero, 2019 ; Kim et al., 2016 ; Meyer et al., 2021 ; Yang, 2005]. La majorité se concentre
sur les propriétés de couverture de cette marche, et en particulier sur des réseaux non eucli-
diens, dans la mesure où elle présente des propriétés de couverture atypiques en comparaison
de la marche de pólya . Un des résultats les plus notables a été obtenu par Avin et al. [2008],
où le comportement asymptotique du temps moyen de couverture de la marche TSAW a été
conjecturé en dimension 2. Celui-ci a été estimé proportionnel à Tcover ∼ R2 ln(R), où R est
la taille du volume confinant∗11 .

Remarquons que ces principaux résultats ne reposent que relativement peu sur des argu-
ments analytiques afin de justifier les modes d’exploration anormaux réalisés par ces marches.
Ce dernier point sera l’une des principales motivations de cette thèse, et l’on cherchera, dès
que possible, à définir des critères généraux pour ces modèles à renforcement. Ensuite, on
peut noter que peu de résultats concernent spécifiquement le FPT [Kim et al., 2016], cette
observation étant loin d’être anecdotique dans la mesure où elle révèle les difficultés intrin-
sèques au FPT qui nécessite souvent une compréhension fine des marches étudiées. Par la
suite, on rappellera les méthodes classiques généralement employées pour déterminer la sta-
tistique du FPT. D’autre part, on commentera la validité de leur emploi dans le cadre des
marches à renforcement.

I.4.2 Méthodes usuelles pour déterminer le temps de premier passage

Les problèmes de temps de premier passage font partie intégrante de l’étude des marches
aléatoires, et restent omniprésents dans de nombreux domaines, que ce soit au travers des
modèles de réactions chimiques ou d’exploration [Boyer et al., 2010 ; Falcón-Cortés et al.,
2017 ; Sakiyama et al., 2018 ; Sims et al., 2014]. Le développement d’outils spécifiques à
l’analyse du FPT revêt donc un intérêt tout particulier [Bray et al., 2013 ; Bénichou et al.,
2014 ; Redner, 2001]. Un nombre considérable de travaux ont été menés dans le cadre de
processus markoviens où des méthodes génériques ont permis d’obtenir des résultats exacts
en espace infini et en confinement. Toutefois, pour des processus non markoviens l’obtention
du FPT devient considérablement plus difficile, même si on peut relever certaines exceptions
notables obtenues ces dernières années [Bénichou et al., 2015 ; Guérin et al., 2016 ; Levernier
et al., 2019]. Afin de mieux saisir les répercussions des effets non markoviens sur les propriétés
de premier passage, on considère en premier lieu un marcheur markovien, pour lequel on
note P (x, t|x0, t0) la probabilité d’observer le marcheur en x à t, sachant que celui-i est
initialement en x0 à l’instant t0. On rappelle que l’évolution markovienne du marcheur se
traduit mathématiquement par

∗11 Conjecture contrastant avec le comportement usuel des marches aléatoires simples pour lesquelles il
a été prouvé que Tcover ∼ (R ln(R))2. Récemment, cette étude a aussi été complétée par l’analyse du temps
de couverture de la marche TSAW en dimension 1 [Campos et al., 2021].
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P (x, t|x0, t0, x1, t1, .., xN , tN ) = P (x, t|xN , tN ) ∀N ≥ 1, t0 < t2.. < tN < t,

où P (x, t|A) désigne la probabilité de trouver le marcheur en x à t conditionnellement à
l’évènement A. Autrement dit, les propagateurs markoviens sont entièrement caractérisés par
le propagateur P (x, t|x0, t0) qui contient toute l’information du processus. En particulier, la
probabilité de trouver une cible placée à un point r d’un marcheur initialement en 0 pour la
première fois en t, notée F (t), peut être obtenue à partir de l’équation dite de renewal

P (x = r, t|x0 = 0, 0) =
t∑

t′=0
F (t′)P (x = r, t− t′|x0 = r, 0), (I.6)

où on a partitionné P (x = r, t|x0 = 0, 0) suivant l’instant de premier passage t′ en r.
Remarquons que l’on s’est déjà appuyé sur les propriétés markoviennes du processus, puisque
la probabilité de retourner en r à t, après l’instant de premier passage est exactement égale
à P (x = r, t− t′|x0 = r, 0). Notons que la densité F (t) est alors entièrement déterminée par
le propagateur P .

Il est alors possible d’exprimer analytiquement F , y compris en présence d’un volume
confinant quelconque (tâche technique et en général très difficile si le propagateur n’est pas
connu analytiquement [Condamin et al., 2005, 2007c ; Noh et al., 2004]). Relevons que pour
les marcheurs markoviens, l’état dans lequel est le marcheur, lorsqu’il atteint la cible pour
la première fois, n’influe pas sur la trajectoire future. Grossièrement, l’évènement de premier
passage n’a aucun effet sur le comportement futur du marcheur qui se comporte exactement
comme s’il était introduit initialement en r à t′ (figure I.4). Ce constat change radicalement
lorsque l’on considère un processus non-markovien quelconque puisque (I.6) devient

P (x = r, t|x0 = 0, 0) =
t∑

t′=0
F (t′)P (x = r, t|FPT = t′, x0 = 0, 0).

La question centrale devient alors de déterminer l’importance du conditionnement FPT =
t′ sur le comportement de P (x = r, t|FPT = t′, x0 = 0, 0). Une première approximation
consiste à négliger les effets de ce conditionnement. Cependant, on retombe alors dans une
approche que l’on qualifiera de "pseudo-markovienne" puisque le marcheur a comme "oublié"
l’instant de premier passage. Par ailleurs, les marcheurs non-markoviens sont généralement
dans des états hors d’équilibre lorsque ceux-ci trouvent la cible pour la première fois. Cette
observation se manifeste donc par un comportement anormal dans le futur du temps de
premier passage (figure I.4).

Récemment, dans le prolongement de cette idée, des travaux poussés ont permis de quan-
tifier le comportement de P (x = r, t|FPT = t′, x0 = 0, 0) pour des processus gaussiens
non nécessairement markoviens [Guérin et al., 2014, 2016 ; Levernier et al., 2020] en espace
confiné. Une approche similaire sera développée dans le chapitre 5, en vue de caractériser
le comportement du FPT pour des processus gaussiens en présence d’un piège harmonique.
Toutefois, cette approche reste difficilement adaptable lorsque l’on considère les modèles à
renforcement qui ne présentent pas des caractéristiques propres aux processus gaussiens.
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Fig. I.4 Évènement de premier passage en milieu infini. La première situation A considère
un marcheur markovien en bleu. Celui-ci, après avoir touché pour la première fois la cible
(en rouge) à t′, présente un comportement identique (en bleu clair) à celui d’un marcheur
initialement sur la cible évalué à un temps t− t′. La trajectoire passée n’a pas d’influence sur
le comportement du marcheur. Inversement pour une marche à renforcement, ici répulsive
B, la trajectoire passée a une influence sur le comportement dans le futur du FPT. Cela se
traduit par une trajectoire biaisée vers la droite dans cet exemple.

Ensuite, on peut évoquer une méthode largement répandue qui consiste à résoudre une
équation de Fokker-Planck avec un point absorbant là où est introduite la cible. Après avoir
déterminé P (x, t) en présence d’une cible absorbante. la distribution du FPT est alors directe-
ment extraite de la dérivé de ∂

∂t

∫
P (x, t)dx, où l’intégrale porte sur l’ensemble du volume (qui

peut être infini). Cette méthode qui repose, pour de nombreux processus, sur une approxi-
mation, a permis de prédire le comportement asymptotique du FPT de certains processus
non-markoviens [Fa et al., 2005 ; Malakar et al., 2018]. Cependant, son cadre d’application
reste restreint, le chapitre 5 soulignera qu’elle ne permet pas de prédire le comportement de
processus gaussiens quelconques en présence d’un potentiel harmonique. En outre, il semble
clair que cette approche ne peut pas être utilisée pour des modèles à renforcement, puisqu’elle
s’est révélée déficiente pour déterminer la distribution P (x, t) de marches à renforcement y
compris sans cible absorbante.

Dès lors, afin de déterminer les propriétés de premier passage de marches à renforcement,
on devra s’appuyer sur des outils plus spécifiques.

I.4.3 Comportement du FPT pour les marches à renforcement

Pour un marcheur quelconque, les propriétés non markoviennes sont souvent associées à
des variables dites cachées qui décrivent les multiples états possibles dans lesquels peuvent se
trouver le marcheur et son environnement à une position et un temps donnés (x, t). On peut,
par exemple, penser à la vitesse du marcheur, son accélération, les positions relatives des
monomères qui lui sont attachés dans un modèle de polymère ou à une certaine réalisation
de l’environnement [Allemand et al., 2006 ; Cao et al., 2015 ; Dinh et al., 2005 ; Doostmoham-
madi et al., 2016 ; Kou et al., 2004 ; Turiv et al., 2013 ; Wallace et al., 2001]. Généralement,
en conditionnant sur une réalisation spécifique de l’ensemble des variables cachées du mo-
dèle, on retrouve alors une évolution markovienne du processus [Bicout et al., 2000 ; Malakar
et al., 2018].
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Cependant, dans le cas des marches à renforcement, il est clair que ces variables cachées
sont constituées de l’intégralité de la trajectoire du marcheur, puisque celui-ci n’oublie aucun
des sites visités∗12 . Il est évident qu’il est impossible de considérer individuellement chaque
trajectoire afin de déterminer leur évolution et la statistique du FPT. En revanche, cela fait
ressortir le rôle crucial que joue le temps écoulé dans la description des effets de renforcement,
et en particulier lorsque le marcheur trouve la cible. En conséquence, on s’interroge nécessai-
rement sur l’éventualité de capturer la complexité intrinsèque du territoire visité (noté Dt)
dans un nombre fini de variables dont le comportement d’échelle serait déterminé par t.

Ainsi, on cherchera à construire des observables, associées à Dt qui sont en mesure de
décrire l’impact les effets de renforcement sur l’évolution future du marcheur. Reformulées
autrement, on cherche à définir un nombre fini de variables cachées qui seraient suffisantes
afin de prédire le comportement typique observé par le marcheur lorsque celui-ci touche la
cible pour la première fois.

On peut par exemple penser à la taille typique du territoire visité, sa rugosité, la structure
de son périmètre extérieur ou plus simplement son volume. Puisque les marches à renforce-
ment dépendent spécifiquement du nombre de visites de chaque site, on peut aussi considérer
la moyenne du temps total passé sur les sites visités ou bien la variance de celui-ci. Ces diffé-
rentes observables seront examinées tour à tour tout au long de cette thèse. On s’intéressera
notamment à l’importance qu’elles revêtent dans les problèmes de premier passage. On peut
d’ores et déjà souligner que ces variables sont intimement liées à une notion clé de notre
étude des modèles à renforcement, les propriétés de vieillissement.

Pour cela, laissons un marcheur évoluer un temps T . Si le marcheur vieillit, alors sa dy-
namique entre T et t+T dépendra explicitement de T (figure I.5). En pratique, de nombreux
processus réels présentent effectivement des propriétés de vieillissement [Rieger, 1996]. On
peut notamment citer la physique des verres, dont l’une des principales caractéristiques est le
ralentissement de la dynamique du système au cours du temps [Berthier et al., 2011]. D’autre
part, les systèmes biologiques présentent généralement des propriétés de vieillissement qu’il
est important de quantifier à une échelle microscopique [Weigel et al., 2011]. On peut par
exemple penser à des mouvements de membranes ou de protéines [Hu et al., 2016 ; Krug
et al., 1997].

Pour les marches à renforcement, l’importance du territoire visité Dt va naturellement
entraîner l’apparition d’effets de vieillissement. En effet, après avoir évolué un temps T , le
marcheur a façonné un territoire DT , dont les propriétés que l’on a citées précédemment ont
une influence directe sur l’évolution du marcheur entre T et t+ T , et plus particulièrement
quand t ≪ T .

Pourtant, la grande majorité des travaux sur les marches à renforcement n’abordent
pas les possibles effets de vieillissement que présentent ces différents modèles [Grassberger,
2017b].

∗12 Notons que les mouvements brownien fractionnaires [Molchan, 1999] sont un autre exemple de modèle
dont les effets de mémoire sont infinis
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Dans le cadre des propriétés de premier passage, l’une des différences principales entre
un état initial quelconque et l’instant de premier passage est que pour celui-ci, le processus a
déjà évolué et donc vieilli. Par ailleurs, il est généralement reconnu que le temps de premier
passage est intimement lié aux questions de vieillissement et qu’une compréhension fine de
celles-ci est souvent nécessaire afin de déterminer la statistique du FPT. Dans le cas des
marches à renforcement, c’est sur ce point que l’on insistera particulièrement.

L’objectif de cette thèse est donc triple : caractériser les effets de vieillissement intrin-
sèques aux marches à renforcement ; construire ensuite des observables caractéristiques du
territoire DT ; en déduire finalement des propriétés d’exploration propres aux modèles à
renforcement (figure I.5).

I.4.4 Effet du confinement

Ici, on se penchera plus précisément sur l’effet du confinement sur la statistique du FPT
de manière générique. Pour cela, on reprend (I.6) pour des marches de pólya discrètes en
dimension d (r > 0) dont on prend la transformée de Laplace

P̃ (r, s) = F̃ (s)P̃ (r, s|r), (I.7)

où g̃(s) =
∑t

0 e
−stg(t) désigne la transformée de Laplace discrète de la fonction g. Pour

des marches de pólya en espace infini, la distribution est asymptotiquement donnée par
P (x, t) ∼ t−d/2e−x2/4Dt ce qui permet d’étudier le comportement de (I.7) à faibles valeurs
de s.

Pour d > 2, il est clair que P̃ (r, 0) < P̃ (r, 0|r) < ∞. Autrement dit
∑∞

0 F (t)dt < 1, le
marcheur a une probabilité non nulle de ne jamais trouver la cible en milieu infini. Ce mode
d’exploration est communément appelé non compact ou transient. Pour ce type de trajec-
toires les sites du réseau seront visités un nombre fini de fois. Plus précisément, en espace
continu, une cible de taille nulle a = 0 n’est jamais trouvée. Ce résultat peut être étendu
aux processus invariants d’échelle pour lesquels dw < df . Inversement, en présence d’un
confinement, les propagateurs tendent vers une valeur stationnaire que l’on notera Ps(r). Il
est évident que

∑∞
0 F (t)dt = 1, puisque une cible de taille finie est alors trouvée avec une

probabilité 1.

Ainsi, l’introduction d’un confinement a une influence considérable sur les propriétés
asymptotiques du FPT. On peut notamment introduire le temps moyen de premier passage
(MFPT) ⟨T ⟩ =

∫∞
0 tF (t)dt qui est généralement infini en l’absence de confinement. Inverse-

ment pour des processus définis sur réseau, le MFPT est le plus souvent fini, y compris pour
des cibles définies par un unique site du réseau. Reprenons l’exemple d’une marche symé-
trique simple unidimensionnelle où une cible est introduite à une distance r de la position
initiale du marcheur. On revient à (I.6) où l’on soustrait la distribution stationnaire en r > 0
en s’appuyant sur la normalisation de F (t) pour des marches markoviennes

P (r, t|0, 0) − Ps(r) = −Ps(r)
∞∑

t′=t+1
F (t′) +

t∑
t′=0

F (t′)[P (r, t− t′|r, 0) − Ps(r)].
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Reformulé autrement, on a soustrait à chaque propagateur sa limite asymptotique. On
somme sur t, le second terme de droite est alors donné par

∞∑
t=0

t∑
t′=0

F (t′)[P (r, t− t′|r, 0) − Ps(r)] =
∞∑
t′=0

∞∑
t=t′

F (t′)[P (r, t− t′|r, 0) − Ps(r)]

=
∞∑
t′=0

∞∑
t=0

F (t′)[P (r, t|r, 0) − Ps(r)]

=
∞∑
t=0

[P (r, t|r, 0) − Ps(r)].

On regroupe alors le terme de gauche avec le deuxième terme de droite, lesquels se
simplifient directement, et on obtient ainsi

Ps(r)
∞∑
t=0

∞∑
t′=t+1

F (t′) =
∞∑
t=0

P (r, t|r, 0) − P (r, t|0, 0).

Cette expression est exacte, et peut s’étendre en dimension supérieure à 1. On obtient
finalement, après un changement de variable, une expression pour le MFPT en confinement
dans la limite des grands volumes (R, r ≫ 1).

Ps(r)⟨T ⟩ ∼
R,r≫1

∫ ∞

t=0
P (r, t|r, 0) − P (r, t|0, 0)dt.

On remarque que ⟨T ⟩ dépend explicitement des paramètres géométriques du problème, R
et r. On peut envisager de résoudre ces équations pour des volumes quelconques. la difficulté
restante étant de calculer les deux propagateurs en espace confiné.

De nombreux travaux ont obtenu des résultats exacts pour certains types de marches et
de confinements (sphères, hypercubes, réseaux invariants d’échelle, conditions périodiques
ou réflectives [Agliari et al., 2009 ; Bénichou et al., 2014 ; Zhang et al., 2010]) mais cela de-
vient particulièrement ardu lorsque l’on considère des processus non markoviens. Dans cette
thèse, on se placera donc presque systématiquement dans la limite des grands volumes, c’est
à dire que la taille typique du volume R est bien plus grande que toutes les autres échelles
caractéristiques du problème. En pratique, cette limite reste pertinente, y compris pour des
volumes relativement petits [Condamin et al., 2007a].

L’avantage de cette limite est double. D’une part on s’attend à ce que des comporte-
ments asymptotiques plus simples émergent. Ceux-ci peuvent être déduits des propriétés du
marcheur en l’absence de confinement∗13 . D’autre part, en se plaçant à des échelles bien
supérieures à la taille du réseau, on pourra s’appuyer sur des outils typiques propres aux
processus invariants d’échelle. Rappelons que les processus invariants d’échelle sont exempts
de toutes échelles typiques, et sont uniquement caractérisés par le rapport x/t1/dw où dw est
défini via le MSD.

∗13 Par ailleurs, on supposera que ces résultats restent valides indépendamment des conditions aux bords
du confinement dans la limite des grands volumes.
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Récemment, une approche développée dans [Levernier et al., 2018] a permis de carac-
tériser la statistique du FPT en confinement dans la limite des grands volumes pour des
processus strictement invariants d’échelle non markoviens et potentiellement vieillissants.
On peut relever que ce résultat implique des propriétés d’exploration et de vieillissement
observées en milieu infini afin de déterminer le FPT en confinement. La validité de cette
approche étant assurée dans la limite des grands volumes. En conséquence, on cherchera dans
cette thèse à développer des outils similaires, et de les adapter aux marches à renforcement
(figure I.5).

Dressons quelques remarques spécifiques aux modèles à renforcement :

— Tout d’abord, relevons que la limite des grands volumes est obtenue pour R ≫ 1,
et qu’elle ne concerne pas systématiquement les deux autres paramètres géométriques
associés au FPT que sont, r, la distance initiale à la cible, et la taille de celle-ci, a.
Ainsi, tout au long de cette thèse, on considérera parfois des comportements limites,
tels que tous les paramètres géométriques soient grands devant la taille du réseau ao
(respectivement R ≫ r ≫ a ≫ a0), mais aussi des cas où la cible a une taille typique
de l’ordre de celle du réseau (a = O(a0)). On constatera que ces deux limites peuvent
présenter des propriétés distinctes.

— Ensuite, les effets générés par l’introduction du confinement peuvent être particulière-
ment complexes lorsque l’on considère spécifiquement les marches à renforcement. En
effet, pour des modèles non-markoviens quelconques, les variables cachées sont géné-
ralement peu sensibles au confinement. Inversement pour les marches à renforcement,
l’introduction du confinement force le marcheur à revisiter un territoire ayant été ex-
ploré auparavant. On peut donc s’attendre à l’émergence de comportements spécifiques
associés au confinement.

Pour finir, justifions l’intérêt de l’analyse des marches à renforcement en milieu confiné
au-delà de la dimension critique dc = 2. Pour d > dc, les marches à renforcement localement
répulsives présentent une limite continue commune où les effets de renforcement sont négli-
geables. On pourrait appliquer directement les résultats connus pour les processus invariants
d’échelle sans vieillissement afin de déterminer le comportement du FPT hors et en confine-
ment. Cette observation reste pertinente en espace infini et dans la limite r ≫ a ≫ a0, où
la limite continue reste une approximation valable. Toutefois, ce cadre n’est plus admissible
lorsque l’on considère une cible de la taille typique du réseau en confinement.

Plus précisément, dans la limite continue, le volume formé par la trajectoire d’un mou-
vement brownien est nul, mais possède une limite finie lorsque l’on considère qu’il est formé
par l’ensemble des points situés à une distance maximale ϵ > 0 de la trajectoire [Berezh-
kovskii et al., 1989]. Cette subtile différence joue un rôle important en confinement pour des
marches discrètes. Celles-si ont généralement une probabilité 1 de trouver un site spécifique
à l’intérieur du confinement, y compris pour des processus effectuant des explorations non
compactes, tandis que leurs équivalents continus ont une probabilité nulle de trouver une
cible de taille a = 0. Cette dernière observation est primordiale dans le contexte des marches
à renforcement puisque, pour des cibles de la taille du réseau a = O(a0), le marcheur va
nécessairement visiter une partie non négligeable du volume avant de trouver la cible. Les
effets de renforcement ne sont alors plus négligeables, y compris en dimension d > dc.



30 I.4

Enfin, le comportement asymptotique des marches à renforcement en confinement reste
un sujet d’étude fertile et peu connu.

Ainsi, on a esquissé l’importance du confinement sur les propriétés d’exploration, et tout
particulièrement pour les marches à renforcement. Par ailleurs, on a souligné l’importance
de la limite des grands volumes dont découle un ensemble de propriétés clés à notre étude.
Cependant, il faudra au préalable caractériser les propriétés de vieillissement des différentes
marches.

Fig. I.5 Effet du vieillissement en espace infini a,c ou en confinement b et impact sur les
propriétés de premier passage. Une trajectoires est représentée figures a et c en espace infini,
où le marcheur initialement en 0 (point noir) présente des comportements distincts entre T
et T + t (figure c en rouge) que celui observé entre 0 et t (figure a en bleu). Cette différence
est due au territoire précédemment visité entre 0 et T qui génère un potentiel V ((x, y), T )
(surface a-c). Des effets de vieillissement potentiellement distincts peuvent émerger en confi-
nement (ici de taille R, en noir figures c et d) où le marcheur, après avoir visité un grand
nombre de sites (figure b), évolue dans un paysage particulièrement complexe. Par consé-
quent, au cours de cette thèse, on cherchera à caractériser les propriétés de premier passage
de ces marches sur une cible en rouge, à une distance initiale r et de taille a, en caractérisant
au préalable les comportements typiques du territoire visité Dt et du potentiel V ((x, y), t),
et les effets de vieillissement associés. Cette approche est dépeinte figure d.
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I.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre introductif, on a présenté le cadre général des effets de renforce-
ment qui seront abordés dans cette thèse. On se concentrera principalement sur des marches
stochastiques dont les probabilités de transition sont proportionnelles à une énergie dépen-
dant du nombre de visites que le marcheur a effectuées sur les différents sites du réseau. En
outre, on a relevé l’existence d’une définition alternative sur les liens du réseau qui a son
importance lorsque l’on considère des effets attractifs.

Puis, on a retrouvé les propriétés de transport asymptotiques connues pour les marches
à renforcement répulsives au moyen d’une équation de Fokker-Planck en champ moyen.
Toutefois, cette approche reste limitée, et il est évident qu’elle ne peut pas permettre de
déterminer les propriétés de premier passage des marches à renforcement. Les méthodes
usuelles de la détermination du FPT semblent donc peu adaptées, mais elles font ressortir
des aspects importants de notre analyse future :

— Une compréhension fine du territoire visité Dt et de ses propriétés apparaît comme
nécessaire afin de comprendre le comportement du marcheur, et en particulier proche
de la cible.

— Ensuite, les effets de vieillissement généralement peu considérés dans la littérature, ont
une influence certaine sur la statistique du FPT. Une étude approfondie du compor-
tement des incréments des différentes marches révèlera les multiples connexions entre
les effets de vieillissement et les propriétés de premier passage.

— Enfin, l’introduction du confinement a un impact tangible sur les propriétés de premier
passage des marches usuelles, et semble avoir des incidences plus profondes dans le cas
spécifique des marches à renforcement.

— Afin d’étudier ces marches, on se placera le plus souvent dans la limite des grands
volumes où des approches propres aux modèles invariants seront adaptées en tenant
compte du vieillissement.

On souhaite aussi que ce travail puisse apporter un formalisme commun aux modèles
locaux à renforcement. On cherchera, dans la mesure du possible, à généraliser nos résul-
tats de manière à construire un cadre commun soulignant les propriétés partagées entre ces
marches à renforcement et les autres marcheurs non-markoviens. Par la même, ce cadre a
pour objectif de mettre en valeur les multiples connexions entre

— Le vieillissement,

— L’effet du confinement,

— Le comportement d’échelle et la forme de la distribution de premier passage.
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I.6 Extensions : notations communes
Avant de conclure ce chapitre, introduisons quelques notations qui seront communes à

l’ensemble des chapitres de cette thèse.

Tout d’abord, rappelons les paramètres géométriques introduits auparavant : la taille du
volume confinant sera le plus souvent notée R, celle de la cible a et celle du réseau a0. La
distance initiale entre le marcheur et la cible sera notée r ou parfois x0. Ensuite, le temps
sera majoritairement noté t, y compris lorsque t est donné par un nombre de sauts discrets.
On ne fera donc pas de distinction explicite entre la variable continue t et son équivalent
discret.

Afin de caractériser les effets de vieillissement, on considérera principalement le compor-
tement des incréments entre T et t+ T donnés par

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩,

où la variable T sera appelée temps initial. Dans la suite, on qualifiera de limite des temps
courts lorsque t ≪ T , et inversement de limite des temps longs lorsque t ≫ T . En outre,
on considérera deux types de vieillissement que l’on observera par la suite : les processus
à vieillissement transient qui convergent vers un processus à incréments stationnaires, au-
trement dit pour lesquels les incréments sont indépendants de T dans la limite T, t ≫ 1 ;
inversement, les processus à fort vieillissement qui dépendent du temps T et plus particuliè-
rement dans la limite T ≫ t.

Ensuite, intéressons-nous aux propriétés d’exploration. Tout d’abord, considérons les ex-
plorations non compactes pour lesquelles nous avons vu qu’elles étaient caractérisées par une
probabilité non-nulle de ne jamais trouver la cible. Plus précisément, en notant P (a, r) la
probabilité de trouver la cible, on observe le plus souvent une décroissance en loi de puis-
sance P (a, r) ∼

a/r→0
C(a/r)ψ caractérisée par un exposant ψ appelé exposant de transience

ψ [Levernier et al., 2018].

Les explorations compactes vérifient au contraire P (a, r) = 1 pour tout a, y compris
pour a = 0 dans la limite continue. Pour ces processus, la probabilité de survie S(t), définie
comme la probabilité que la cible ne soit pas atteinte entre 0 et t, décroît le plus souvent
en loi de puissance S(t) ∼ S0t

−θ définissant l’exposant de persistance θ. Le calcul de cet
exposant a donné lieu à de très nombreux travaux dont les principaux résultats sont reportés
dans [Bray et al., 2013]. Observons qu’il est communément admis que θ est particulièrement
sensible aux effets de vieillissement. Dans la suite, on cherchera le plus souvent possible à
déterminer les valeurs de ψ et θ, confortées par des analyses numériques, mais aussi par des
résultats analytiques lorsqu’il a été possible d’en obtenir.



II – Propriétés de premier passage de
processus diffusifs vieillissants

II.1 Introduction

Les résultats relatifs à ce chapitre peuvent être retrouvés dans [Barbier–Chebbah et al.,
2020].

Introduisons une cible à une distance r de la position initiale du marcheur. Notons S(t)
la probabilité de survie que le marcheur n’a pas encore atteint la cible au temps t. Dans
de nombreux exemples de processus stochastiques symétriques, la décroissance de S(t) aux
temps longs est une loi de puissance caractérisée par θ, communément appelé exposant de
persistance. C’est la valeur de cet exposant qui nous intéressera plus particulièrement dans
ce chapitre. En raison de son importance pour caractériser la dynamique de nombreux sys-
tèmes, la détermination de θ fait l’objet d’une grande quantité de travaux dans des domaines
variés tels que l’étude des processus stochastiques mais aussi la mécanique statistique hors
équilibre [Bray et al., 2013 ; Metzler et al., 2014 ; Redner, 2001]. Des résultats universels ont
été obtenus en particulier pour des processus sans mémoire c’est-à-dire, pour des processus
markoviens [Majumdar, 1999 ; Redner, 2001]. Cependant, dans le cas de processus potentiel-
lement vieillissants, il n’existe pas de méthodes génériques afin de déterminer θ, et très peu
d’exemples de résolution exacte ont été menés pour des processus non-markoviens [Derrida
et al., 1995, 1996 ; Krug et al., 1997 ; Majumdar et al., 1996 ; Majumdar et al., 1998 ; Mol-
chan, 1999 ; Wiese et al., 2011]. Plus généralement, il est reconnu que la valeur de θ peut
dépendre de la dynamique complète de la trajectoire, et ce à toutes les échelles de temps.

Un nombre extensif d’exemples traite de propriétés de premier passage non triviales,
propriétés importantes pour les processus d’exploration, parmi lesquels on peut relever les
temps de réaction diffusion, et les problématiques de diffusion dans des milieux désordonnés
[Bouchaud et al., 1990 ; Condamin et al., 2007b ; Krüsemann et al., 2014]. Toutefois remar-
quons que ces différents exemples impliquent toujours des processus dont les propriétés de
transport sont considérées comme anormales, dans le sens où ils ne sont pas diffusifs. Nous
verrons dans ce chapitre qu’il est possible d’obtenir des marcheurs diffusifs qui présentent
un comportement non trivial de la probabilité de survie. Sur la base de cette analyse, on
proposera le critère général suivant : l’exposant de persistance des processus asymptotique-
ment diffusifs est anormal si les incréments de ceux-ci présentent des effets de vieillissement
à toutes les échelles de temps.
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Pour cela, nous couvrirons des exemples de marches à renforcement pour lesquels il est
possible de décrire simultanément les propriétés de transport et les propriétés asymptotiques
de premier passage. On se concentrera principalement sur des exemples en dimension 1, mais
on discutera de l’extension de ces résultats en dimension 2. Nous verrons que ces marches
présentent un exposant de persistance anormal (θ ̸= 1/2) tout en réalisant un comportement
diffusif. En particulier, il est possible de faire varier fortement l’exposant de persistance en
contrôlant simplement les paramètres microscopiques de ces marches, et ce, sans changer le
comportement d’échelle du déplacement quadratique moyen. Afin de mieux cerner les causes
de l’émergence de ce comportement anormal, on constatera que l’ensemble de ces marches
présentent des effets de vieillissement permanents, caractérisés par un comportement des
incréments (⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩) diffusifs à toutes les échelles de temps. On en déduira
que ces effets de vieillissement sont fortement corrélés, voir simultanés à l’apparition de
propriétés d’exploration anormales. Inversement, on proposera qu’un processus à incréments
stationnaires possède un exposant de persistance θ = 1/2.

II.2 Exposant de persistance de processus diffusifs en l’absence de
vieillissement

Avant d’établir des résultats généraux sur les propriétés de premier passage de processus
à fort vieillissement, il est important de passer en revue les différents exemples examinés
dans la littérature afin de mieux saisir l’importance du vieillissement sur les propriétés de
premier passage.

II.2.1 Exemple explicite de la marche de Pólya

Concentrons-nous tout d’abord, sur le modèle caractérisant au mieux l’absence d’effet
de mémoire : la simple marche aléatoire de pólya pour laquelle les différents sauts sont
indépendants et s’effectuent sur les sites plus proches voisins avec un poids uniforme. Il
est clair que ce processus est markovien et que ses incréments en dimension 1 sont donnés
par : ⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ = 2Dt avec D = 1/2. On remarque que le processus est bien
diffusif et que les incréments sont donc indépendants de T . Plus généralement, toutes les
quantités dynamiques associées à la marche de pólya ne vieillissent pas, c’est-à-dire qu’elles
ne dépendent pas du temps T . Considérons ensuite les propriétés de premier passage de ce
processus. Dans le cas de la simple marche aléatoire, l’équation dite de renewal permet de
relier la distribution de premier passage F (t′, r|x0 = 0) à la distribution du processus en
l’absence de cible

P (x = r, t|x0 = 0) =
t∑

t′=0
F (t′, r|x0 = 0)P (x = r, t− t′|x0 = r), (II.1)

où P (x, t|x0 = 0) désigne la probabilité de trouver le marcheur à l’instant t en x condi-
tionnée par la position initiale x0. Cette équation est obtenue en partitionnant les trajectoires
à l’instant où la cible est atteinte pour la première fois. Rappelons que les propriétés mar-
koviennes du processus sont à l’origine de la simplification du terme de droite qui est alors
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égale à la distribution centrée en r à l’instant t− t′.

Il est alors possible de prédire le comportement asymptotique de F (t) à partir de (II.1),
une démonstration peut être trouvée dans [Redner, 2001] conduisant alors à θ = 1/2. Ce
premier exemple sert de point de comparaison avec les autres modèles considérés comme
présentant des propriétés de transport anormales, autrement dit lorsque ceux-ci ne sont pas
diffusifs. Pareillement, on qualifiera une exploration comme anormale lorsque l’exposant de
persistance sera différent de 1/2 en dimension 1.

En dernier lieu, on peut émettre une première observation : la marche de pólya est
diffusive, ne vieillit pas et on observe un exposant de persistance égale à 1/2. Nous verrons
par la suite que ces deux dernières propriétés sont intimement reliées.

II.2.2 Théorème de Sparre Andersen

Relaxons tout d’abord la contrainte de sauts en espace discret, et examinons le cas des
processus de sauts en temps discret et en espace continu tels que

x(t) = x(t− 1) + ηt, (II.2)

où les variables ηi sont indépendantes, symétriques et identiquement distribuées. Par dé-
finition de l’indépendance des sauts η, ces processus sont markoviens. De manière similaire
à l’exemple précédent les incréments sont stationnaires (indépendants de T ). En se concen-
trant aux distributions dont la variance est finie, on retrouve un comportement diffusif des
incréments ⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = V ar(η)t∗1 . Pour l’ensemble de ces processus, les travaux
menés par Sparre Andersen [Andersen, 1954], dont on peut trouver une version résumée dans
[Bray et al., 2013], établissent la valeur de l’exposant de persistance comme égale à 1/2. On
retrouve donc un constat identique à l’exemple précédent : un comportement diffusif sans
vieillissement et une valeur partagée de l’exposant de persistance θ = 1/2∗2 [Mori et al.,
2020].

a) Processus non-markoviens diffusifs à incréments stationnaires

On observe que dans le cas de processus symétriques markoviens, l’exposant de persis-
tance de processus diffusifs reste égal à 1/2. On s’intéresse désormais à des processus diffusifs
non-markoviens symétriques. Une observation cruciale a été émise dans [Bray et al., 2013] :
pour des processus gaussiens à incréments stationnaires, la relation suivante est vérifiée en
dimension 1

θ = 1 − 1/dw.

∗1 En appliquant le théorème central limite on obtient par ailleurs que la distribution est alors gaussienne.
∗2 Pour ce type de processus, on peut définir l’instant de premier passage de deux manières différentes.

La première suppose que la cible peut être seulement trouvée lorsque le marcheur est exactement sur celle-ci.
La deuxième permet au marcheur de trouver la cible lorsqu’il la croise, c’est-à-dire lorsque le dernier saut
permet au marcheur de traverser la cible. Ces deux conventions peuvent amener à des exposants de persistance
distincts pour des processus anormaux [Blumenthal et al., 1961 ; Korabel et al., 2011 ; Zaburdaev et al., 2015],
mais dans le cas spécifique de marcheurs diffusifs, on retrouve θ = 1/2 indépendamment de la convention.
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Notons que cette relation s’applique à des processus gaussiens pour lesquels dw est bien
défini, autrement dit dont la fonction de corrélation croît en loi de puissance t2/dw .

Les auteurs proposent que cette relation puisse s’étendre à des processus non-gaussiens
symétriques dont les incréments sont stationnaires. Plusieurs arguments qui s’appuient sur
les propriétés asymptotiques des propagateurs justifient cette proposition, en particulier une
version détaillée peut être retrouvée dans [Bray et al., 2013].

Notons que ce résultat peut être retrouvé en partant de l’équation de renewal présentée
dans le chapitre précédent pour laquelle on suppose que P (x, t|x = r, FPT = t′) présente un
comportement asymptotique identique à celui de P (x, t − t′|x0 = r). Cette proposition est
encore une fois largement admissible pour des processus à incréments stationnaires. Notons
que cette relation a été étendue en dimension quelconque df avec θ = 1 − df/dw dans
[Levernier et al., 2019]. En conséquence, on retrouve un exposant de persistance θ = 1/2
pour des processus diffusifs à incréments stationnaires en dimension 1.

II.2.3 Processus non-markoviens diffusifs à vieillissement transient

On s’intéresse désormais à des processus diffusifs non-markoviens dont les incréments ne
sont plus nécessairement stationnaires. Les processus abordés correspondent à des exemples
classiques de marches non-markoviennes principalement reconnues pour présenter des pro-
priétés de transport anormales, mais ici on se concentrera sur les cas où celles-ci restent
diffusives. On veillera à présenter simultanément les propriétés de vieillissement et de pre-
mier passage de ceux-ci.

Run and tumble particule :

On propose le modèle suivant en temps et espace continu

dx

dt
= vσ(t) + 2Dη(t),

où la variable σ(t) prend les valeurs ±1, fluctuant selon un taux de poisson γ et un bruit
blanc gaussien η(t). Les trajectoires générées présentent un effet de persistance [Dhar et al.,
2019], c’est à dire que le marcheur réalise aux temps courts un mouvement balistique. Pour
t ≫ γ−1, cet effet s’estompe et la marche retrouve un caractère diffusif. Notons que le pro-
cessus n’est plus markovien puisque la connaissance de σ(t) est nécessaire afin de déterminer
l’évolution du processus. Enfin en prenant D = 0, on retrouve un simple modèle de marche
persistante. Il est clair que ce processus présente des incréments asymptotiquement station-
naires pour T ≫ γ−1, et l’exposant de persistance vaut 1/2 [Lacroix-A-Chez-Toine et al.,
2020 ; Malakar et al., 2018 ; Sadjadi et al., 2015 ; Shaebani et al., 2019 ; Weiss, 2002].

Continuous-time random walk :

Cette classe d’exemples a été largement considérée dans la littérature car elle permet
de générer des processus effectuant des comportements anormaux qui sont simples à ma-
nipuler. L’approche commune consiste à imposer à une marche aléatoire simple des temps
d’attentes entre chaque saut, tirés selon une distribution en loi de puissance aux temps longs
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p(τ) ∼ Cτ−1−β.

Les effets de vieillissement ont été largement étudiés [Allegrini et al., 2005 ; Barkai et al.,
2003 ; Schulz et al., 2013, 2014], en particulier l’influence du choix du temps d’observation T
(choisi quelconque ou au démarrage d’un saut). Dans le premier cas, le processus peut être
initialement évalué dans un temps d’attente pouvant être particulièrement long. Cependant
pour β > 1, le temps moyen de chaque saut est fini, imposant un comportement diffusif. De
plus, les incréments sont asymptotiquement stationnaires et l’exposant de persistance a été
déterminé comme égal à 1/2 (pour β > 1) [Bray et al., 2013].

Levy walk :

Considérons les marches de Lévy pour lesquelles le marcheur effectue un saut de taille l
tiré selon une loi large donnée par p(l) ∼ Cl−1−β. Dans ce formalisme, le marcheur évolue
à une vitesse constante conduisant à des sauts de temps τ ∼ l/v en comparaison des mo-
dèles précédemment abordés dans (II.2). Pour β > 2, le processus est diffusif et de manière
similaire à la marche CTRW, les incréments sont asymptotiquement stationnaires [Allegrini
et al., 2002 ; Godec et al., 2013 ; Zaburdaev et al., 2015]. On retrouve encore un exposant de
persistance égal à 1/2 [Bray et al., 2013 ; Korabel et al., 2011].

Chaîne de Rouse en dimension 1 :

On considère une chaîne formée de N monomères diffusifs reliés entre eux par des ressorts
de raideur k. Il a été montré que, en suivant un monomère spécifique, celui-ci présente un
comportement diffusif aux temps longs (t ≫ toN

2 où to est un paramètre microscopique) et
que dans ce régime les incréments sont stationnaires [Doi et al., 1988]. Récemment, la dé-
croissance de la probabilité de survie a été obtenue dans [Levernier et al., 2019] confirmant
la valeur θ = 1/2.

Au travers de ces différents exemples, on peut tirer deux observations principales :

— Les incréments observés ne sont plus exactement non-stationnaires et pourtant l’expo-
sant de persistance n’en est pas altéré.

— Ensuite, il semble difficile d’observer des processus diffusifs présentant des effets de
vieillissement permanents. On peut par exemple rappeler le cas des marches CTRW,
connues pour leurs effets de vieillissement, qui pourtant s’estompent lorsque l’on se
concentre sur le cas diffusif.

Il est reconnu que l’exposant de persistance dépend en général de l’intégralité des évè-
nements passés [Andersen, 1954 ; Bray et al., 2013 ; Krug et al., 1997], et c’est de cette
observation, que l’hypothèse stricte de stationnarité des incréments prend toute son impor-
tance. Pourtant les cas observés jusqu’ici dans la littérature ne présentent aucun exemple de
processus diffusif présentant un exposant de persistance anormal. Nous allons donc par la
suite chercher à exhiber des marches dérogeant à cette dernière observation.
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II.3 Processus diffusifs à toute échelle de temps
Suite à l’analyse des exemples précédents, on cherchera à identifier des processus asymp-

totiquement diffusifs présentant des exposants de persistance anormaux. Par ailleurs, on
essayera de dégager un critère général qui permettrait de les identifier. Dans cette partie, on
déterminera dans un premier temps les propriétés de premier passage des processus étudiés,
puis on se tournera vers leurs propriétés de vieillissement.

II.3.1 Marches à renforcement SATW

a) Présentation du modèle SATW

Considérons la marche self-attractive walk présentée, dans le chapitre précédent [Sa-
pozhnikov, 1994] pour laquelle le marcheur a une probabilité de sauter sur le site voisin i
proportionnel à exp(−uni), où ni = 0 si le site n’a jamais été visité jusqu’à l’instant t et
ni = 1 sinon. Le marcheur est considéré comme attiré par sa propre trajectoire pour u > 0
tandis qu’il est repoussé pour u < 0.

Avant de déterminer les propriétés de premier passage de cette marche, émettons quelques
observations spécifiques à la dimension 1. Comme énoncé dans le chapitre précédent, ce mo-
dèle est fortement non-markovien puisque son évolution nécessite la connaissance de l’en-
semble du territoire Dt visité au temps t. Cependant, en dimension 1, la connaissance des
deux extrêmes, x− = inf0≤t′≤t x(t′) et x+ = sup0≤t′≤t x(t′) de la trajectoire au temps t,
suffit pour déterminer l’évolution du processus. En effet, cela est dû à la saturation im-
médiate de l’effet de renforcement, et la connaissance du nombre exact de passages sur
chaque site de [x− < x(t) < x+] n’est pas nécessaire. Autrement dit, le modèle d’évolution
(x(t), x−(t), x+(t)) est markovien. Celui-ci a, par ailleurs, suscité des travaux conséquents
pour la généralisation d’un modèle continu de mouvement Brownien perturbé à ses extrémi-
tés [Chaumont et al., 2000a ; Doney, 1998].

Ce dernier point nous permet de mieux cerner la dynamique de la marche SATW en 1d
(figure II.1) :

— À l’intérieur de la zone visitée le marcheur effectue une marche de pólya symétrique
— Aux bords de celle-ci le marcheur a une probabilité de visiter le site voisin donnée par

β = 1/[1 + exp(−u)]

Il est d’ores et déjà possible d’en déduire que le processus est diffusif aux temps longs,
⟨x2⟩(t) ∼ DL(β)t, ce qui a été montré dans [Prasad et al., 1996]. Remarquons que, à notre
connaissance,le coefficient de diffusion aux temps longs DL(β) n’a pas encore été déterminé
analytiquement, ce qui confirme que les effets non-markoviens ne sont pas négligeables et
complexes à caractériser avec précision∗3 .

∗3 Afin de justifier cette dernière observation, remarquons que le nombre de sauts, dont les probabilités
ont été données par β, est de l’ordre du nombre de sites visités, puisque proportionnel aux temps passés
aux bords. Pour un processus diffusif, le nombre de sites visités étant de l’ordre de O(t 1

2 ), en interprétant la
trajectoire comme la somme d’une marche simple XB(t) de t pas et d’une perturbation Pe(t), on réécrit le
déplacement quadratique moyen sous la forme ⟨X(t)2⟩ = ⟨XB(t)2⟩+⟨Pe(t)2⟩+2⟨XBPe⟩. Le premier terme est
linéaire en t, et le dernier terme est nul de par l’indépendance et la symétrie de chaque pas de XB(t). Enfin,
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Fig. II.1 Définition de la marche SATW en dimension 1. Le processus réalise une simple
marche aléatoire dans la zone déjà visitée, les effets de renforcement ne survenant qu’aux
bords de celle-ci. Par ailleurs, les dépendances en t et t+ T illustrent l’apparition d’effets de
vieillissement propres à ce modèle.

b) Détermination exacte de l’exposant de persistance pour la marche SATW

On s’intéresse désormais aux propriétés de premier passage de ce processus et on cherche
à déterminer le comportement asymptotique de S(t). Au vu des observations précédentes,
il est indispensable, afin de déterminer les propriétés de la marche SATW, de paramétrer
celles-ci en fonction du nombre de sites distincts visités à l’instant t. On définit S(N), la
probabilité de survie que la cible introduite en 0 n’a pas encore été atteinte par un marcheur
initialement en x0 alors que N sites ont été déjà visités. Il a été observé pour de nombreux
processus que S(N) décroît en loi de puissance caractérisée par un exposant dit de splitting ϕ.

Dans la suite, nous allons montrer que S(N) décroît selon la loi suivante

S(N) ∼ N
− 1−β

β .

Détermination du comportement asymptotique de S(N) :

Pour cela, on propose d’encadrer S(N). Une première borne inférieure est facilement
identifiable. Considérons, l’ensemble des trajectoires, de probabilité associée Ps(N), dont les
N premiers sites distincts visités l’ont été du côté opposé (> x0) à la cible. Il est clair que
S(N) > Ps(N).

Il est possible de déterminer le comportement exact de Ps(N), et on obtient la relation
de récurrence suivante détaillée en annexe B.1

Ps(N + 1) =
(

1 − 1 − β

2 + β(N − 3)

)
Ps(N).

Ainsi, dans la limite N ≫ 1, on obtient une première borne

S(N) > Ps(N) ∝ N
− 1−β

β .

le second terme est de l’ordre de t car cette fois-ci les effets non-markoviens sont corrélés. On voit à l’aide de
cette représentation que le temps passé aux bords, pourtant négligeable par rapport à t, est suffisant pour
altérer le régime diffusif. Néanmoins, il serait fallacieux de directement interpréter la perturbation comme le
nombre exact de pas faits aux bords, car ce nombre dépend en réalité de chaque réalisation spécifique de la
marche.
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Nous allons maintenant déterminer une borne supérieure de S(N). Celle-ci, plus subtile
à caractériser, va nécessiter l’introduction de plusieurs observables.

On définit un changement de côté lorsque le prochain site découvert se trouve du côté
opposé au dernier site découvert. Il est manifeste que, après avoir effectué 2x0 changements de
côté, la cible a été forcement traversée, puisque le changement de côté implique la découverte
de 1 site au minimum. En conséquence, définissons P (N, k) la probabilité que exactement
k changements de côté se soient produits au cours de la découverte de N sites tout en
n’ayant jamais atteint la cible. On obtient en partitionnant S(N) en fonction du nombre de
changements de côté

S(N) =
2x0∑
k=0

P (N, k). (II.3)

Ainsi en majorant le comportement de P (N, k) on obtient indirectement celui de S(N).
Afin de déterminer la décroissance de P (N, k), il est nécessaire d’introduire les instants exacts
(en termes de sites distincts visités) où les différents changements de côtés se sont produits.
Définissons pour cela, k variables aléatoires {a1, ...ak}, où ai est le nombre total de sites
distincts visités lorsque le ième changement de côté s’est produit. Reformulé différemment,
entre les changements de côté i et i+ 1, le marcheur découvre ai+1 − ai, nouveaux sites du
même côté du territoire visité. On va dans la suite s’intéresser à la loi jointe des évènements
P ({a1, ...ak}). Notons Ps(ai, a), la probabilité que a− ai − 1 nouveaux sites aient été visités
du même côté après le ième changement de côté. Introduisons également Pt(a), la probabilité
qu’un changement de côté se produise lorsque le nombre de sites distincts visités est a (figure
II.2).

Fig. II.2 Changement de côté de la zone visitée. Entre chaque changement de côté, le
marcheur aléatoire découvre ai − ai−1 − 1 nouveaux sites adjacents avec une probabilité
Ps(ai−1, ai) ; ici le ième changement de côté a lieu pour a = ai avec une probabilité Pt(ai).

On va dorénavant s’appuyer sur les propriétés de la dynamique de la marche SATW
énoncées précédemment. On remarque que, entre les découvertes de chaque nouveau site,
l’évolution du marcheur est indépendante du reste de la trajectoire. Ainsi, on peut complète-
ment exprimer la loi jointe des évènements {a1, ...ak} en fonction des probabilités introduites
ci-dessus.

P ({a1, ...ak}) = 2−1Ps(1, a1)Pt(a1)
(

k∏
i=2

Ps(ai−1, ai)Pt(ai)
)
Ps(ak, N).
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Déterminons désormais les termes Ps et Pt, ce qui est fait en annexe B.2. En particu-
lier, intéressons-nous à la limite N grand pour laquelle on détermine leur comportement
asymptotique (i > 1)

Ps(ai, ai+1) ∼
ai→∞

a
1−β
β

i

a
1−β
β

i+1

; Pt(ai) ∼
ai→∞

1 − β

β

1
ai
,

Il est maintenant possible de majorer le comportement de P (N, k). On va donc sommer
sur toutes les réalisations possibles des évènements {a1, ...ak}. Dans la limite N ≫ 1, les
sommes seront dans la suite approximées par des intégrales. Notons que la cible ne doit pas
être atteinte. En conséquence, le marcheur ne peut découvrir successivement plus de x0 sites
du côté de la cible. Pour cela, il est crucial de différencier le côté où se trouve la cible.

— Si le premier pas est fait dans la direction de la cible, alors a2(p+1) − a2p+1 < x0 car la
cible ne peut pas avoir été atteinte.

— Inversement, si le premier pas est fait dans la direction opposée, on obtient alors a2p+1−
a2p < x0 pour la même raison.

Avec un argument identique, si après le dernier changement de côté, le marcheur se trouve
du même côté que la cible, il ne peut découvrir plus de x0 sites. En tenant compte de ces
contraintes, quatre cas doivent être analysés en fonction de la parité de k et de la direction
initiale annotée ± dans la suite :

— P−(N, 2p) <
∫ x0

1
∫N
a1

∫min(x0+a2,N)
a2

∫N
a3
..
∫min(x0+a2p−2,N)
a2p−2

∫N
N−x0

P ({a1, ...ak})da1..da2p.

— P+(N, 2p) <
∫N

1
∫min(a1+x0,N)
a1

∫N
a2

∫N
a2p−2

..
∫min(a2p−1+x0,N)
a2p−1

P ({a1, ...ak})da1..da2p.

— P+(N, 2p+ 1) <
∫N

1
∫min(a1+x0,N)
a1

..
∫N
N−x0

P ({a1, ...ak})da1..da2p+1.

— P−(N, 2p+ 1) <
∫ x0

1
∫N
a1

∫min(a2+x0,N)
a2

∫min(a2p+x0,N)
a2p

P ({a1, ...ak})da1..da2p+1.

En utilisant les comportements asymptotiques des différents termes on obtient dans la
limite a1 ≫ 1

P ({a1, ...ak}) = AK(1 +O( 1
a1

))N− 1−β
β (a1a2 × ..× ak)−1,

où on définit AK = 2−1Ao(1−β
β )k. Il est alors possible de majorer le comportement des

quatre termes, on détaillera ici le cas P−(N, 2p), la résolution des trois autres termes est
effectuée en annexe B.3.

En reprenant le majorant de P−(N, 2p), il est possible de relaxer toutes les contraintes
sur les variables ai pour i ≤ 2p− 1

P−(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ N

1

∫ N

1
..

∫ N

1

∫ N

N−x0

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p∏

i=1
ai

)−1
da1da2..da2p.

Toutes les intégrales sont maintenant découplées, on obtient alors
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P−(N, 2p) < A2p(1 + o(1))

N
1−β
β

ln
(

N

N − x0

)
ln(N)2p−1,

ce qui permet de retrouver le comportement attendu

P−(N, 2p) = O(N− 1−β
β ).

Dès lors, en sommant les différents termes, on a déterminé le comportement asymptotique
de S(N) pour tout x0

S(N) = 1
2

2x0∑
k=0

P−(N, k) + P−(N, k) = O(N− 1−β
β ). (II.4)

Détermination du comportement asymptotique de S(t) :

Afin de déterminer l’exposant de persistance, il nous reste à relier la dépendance en
temps de la probabilité de survie au terme S(N) que l’on vient de caractériser. Pour cela,
considérons la distribution de premier passage en t que l’on réécrit en partitionnant sur le
nombre de sites distincts visités au moment où la cible est atteinte (F (N, t)). On définit alors
ΦN (t), la probabilité conditionnelle que la cible soit trouvée au temps t, sachant que N − 1
sites ont été découverts avant la cible, ce qui conduit à la partition suivante du FPT

F (t) =
∞∑
N=0

F (N, t) =
∞∑
N=0

ΦN (t)F (N).

De manière similaire, on a défini F (N), la probabilité que la cible soit le Nème site
découvert. Dans la limite N ≫ 1 en utilisant (II.4), on obtient pour F (N)

F (N) ∼
N→∞

N
−( 1−β

β
+1)

.

Ensuite, on peut montrer que ΦN (t) prend la forme d’une fonction d’échelle dans la limite
des temps longs

ΦN (t) = 1
N2 f( t

N2 ). (II.5)

Pour cela, on s’est appuyé sur le comportement diffusif de la marche et la normalisation
de la probabilité conditionnelle ΦN (t)∗4 . En utilisant le comportement des différents termes
dans la limite des temps longs, on obtient alors le comportement attendu pour F (t)

F (t) ∼ F0

∞∑
N=0

1

N
−( 1−β

β
+1)

1
N2 f( t

N2 )

∼ F0

∫ ∞

0

1

N
2+ 1−β

β
+1
f( t

N2 )dN

∼ F∞t
−1− 1−β

2β ,

∗4 Ce résultat sera démontré exactement dans le chapitre 6 et sera source de multiples réflexions qui
sortent du cadre de ce chapitre. Notons que (II.5) implique que la seule échelle pertinente pour décrire le
nombre de sites visités y compris en présence d’une cible est donnée par t/N2.
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où

F∞ = F0

∫ ∞

0

1

u
3+ 1−β

β

1
N2 f(u−2)du.

Notons que ce résultat semble pouvoir être généralisé pour la limite continue de la marche
SATW∗5 .

Reste à définir la dépendance en x0 de S(t). En reprenant le comportement asymptotique
de F (t), et en s’appuyant les propriétés d’invariance d’échelle, on peut obtenir la dépendance
suivante en x0 aux temps longs∗6 .

F (t) ∝ xθdw0
tθ+1 .

Notons que le passage aux formes asymptotiques est exact dans la limite des grands
temps de même que le recours aux formes intégrales. Ainsi, on a déterminé analytiquement
la valeur exacte de l’exposant de persistance

θ = 1 − β

2β . (II.6)

Émettons plusieurs remarques sur le résultat obtenu ci-dessus :
— Tout d’abord, soulignons que la SATW fournit un modèle simple pour lequel l’exposant

de persistance varie sur une large gamme de valeurs contrôlées par un unique paramètre
microscopique (β).

— En particulier, pour β < 1/3, on obtient un exposant de persistance supérieur à 1,
impliquant que le temps moyen de premier passage est fini y compris en espace infini.
Ce comportement est peu fréquent dans le paysage des marches aléatoires.

Enfin, malgré le fait que le processus soit asymptotiquement diffusif, ⟨x2(t)⟩ ∝ t, pour
toutes les valeurs de β [Prasad et al., 1996], l’exposant de persistance θ est non trivial
pour β ̸= 1/2 (pour β = 1/2, on retrouve la marche de pólya ). Dès lors, afin de déterminer
les propriétés associées à une exploration anormale, on s’intéresse désormais aux effets de
vieillissement qui apparaissent pour la marche SATW.

c) Description des incréments de la marche SATW

Selon nos précédentes observations, des effets de vieillissement doivent se manifester dans
le comportement des incréments. Dans la limite des temps longs t ≫ T ≫ 1, les incréments
satisfont la relation suivante

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ ∼
t≫T≫1

2DL(β)t.

∗5 Pour ce faire, notons que le nombre de termes associés à la somme (II.3) croît linéairement en x0 et in-
dépendamment de N . Le préfacteur associé au comportement asymptotique de P (N, k) dépend explicitement
de k mais la décroissance selon N est valable pour tout x0 fixé. Ainsi, on propose que la valeur de l’exposant
de persistance reste valide dans la limite où le pas du réseau tend vers 0.

∗6 Remarquons que dans la limite x0 ≫ 1, on observe un comportement non linéaire en x0 pour β ̸= 1/2.
En reprenant le développement de P (N, k), on doit s’attendre à l’émergence de ce comportement en x0 mais
cela reste à montrer.
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Notons que l’on retrouve alors le même coefficient de diffusion DL(β) que dans la limite
T = 0 (figure II.3), les conséquences du passé de la trajectoire de 0 à T étant négligeables
par rapport à celles de l’évolution entre T et T + t. Considérons désormais la limite inverse
t ≪ T , on observe que les incréments sont encore diffusifs, mais présentent un coefficient de
diffusion différent

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ ∼
T≫t≫1

2Dst.

avec Ds = 1/2 (figure II.3). Un tel comportement peut être simplement justifié. Dans
la limite T ≫ t, la taille de la zone visitée est déterminée par O(T

1
2 ), le marcheur évoluant

principalement à l’intérieur de la zone visitée, il a alors une probabilité très faible d’interagir
avec les bords entre T et t + T . Ainsi, il se comporte principalement comme une marche
aléatoire simple, et 2Dst est indépendant de β. Inversement, ce n’est plus le cas lorsque
t ≫ T , puisque le marcheur a parcouru une zone de l’ordre de O(t

1
2 ) ≫ O(T

1
2 ), les bords de

la zone visitée ont nécessairement été atteints et repoussés.

Il ne reste plus qu’à déterminer le comportement t ∼ T . Comme il n’existe pas d’autres
échelles de temps divergentes de l’ordre de t ou T , une analyse dimensionnelle justifie que
les incréments doivent s’écrire sous la forme ⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ ∼

T,t≫1
= 2D(t/T ) t. Ce

comportement est confirmé par les simulations numériques (figure II.3). Notons que le com-
portement de DL(β) est bien monotone selon β, ainsi pour une marche attractive (β < 1/2)
on aura DL(β) < Ds et inversement pour le cas répulsif.

Dès lors, on a mis en lumière un premier exemple de marche aléatoire asymptotiquement
diffusif présentant un effet de vieillissement à toutes les échelles de temps T . On propose
que ce comportement, que nous appellerons aussi dans la suite vieillissement sans échelle,
conduit à des exposants de persistance anormaux.

Désormais, on cherchera à étendre ce premier constat à d’autres modèles diffusifs poten-
tiellement vieillissants.

d) Modèle Persistent Self-Attracting Walk

Afin de tester la robustesse de notre critère, on propose d’étendre le modèle SATW en
ajoutant un effet de persistance dans le déplacement du marcheur. Tant que le marcheur
aléatoire reste dans la zone visitée, il effectue une marche aléatoire persistante classique
dont la probabilité d’imiter le pas précédent est donnée par p = ek

ek+e−k , où k est un para-
mètre réel libre. Lorsque le marcheur aléatoire est au bord de la zone visitée x±, les effets
de renforcement et de persistance sont couplés, de sorte que la probabilité de découvrir un
nouveau site est donnée par β(k, u) = ek

e−ku+ek . Ce modèle que l’on appellera par la suite
Persistent Self-Attracting Walk (PSAW) sera plus largement étudié dans le prochain chapitre.

Maintenant, intéressons-nous aux propriétés de premier passage de ce modèle en dimen-
sion 1. On propose pour cela de suivre exactement les mêmes étapes que pour le modèle
SATW. En considérant l’observable S(N), on note que les propriétés nécessaires pour déter-
miner son comportement sont partagées par les deux modèles.
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Fig. II.3 Exposant de persistance et effet de vieillissement de la marche SATW. a) Me-
sure de l’exposant de persistance : simulations numériques (symboles) et valeurs théoriques
prédites par (II.6) (ligne pleine). b) Probabilité de survie en fonction du temps (échelle loga-
rithmique) pour différentes valeurs de β. Simulations numériques (symboles) et fit de la loi
de puissance utilisée dans a) (ligne pleine). c),d) Vieillissement des incréments de la marche
SATW (normalisés par le comportement asymptotique diffusif attendu). Chaque courbe est
tracée pour une valeur fixée de T .

En conséquence, en conservant les définitions des évènements {a1, ...ak}, il suffit de dé-
terminer les probabilités associées Ps(ai, a) et Pt(a).

Celles-ci dépendent explicitement de la probabilité de splitting p−(0, N), définie comme
la probabilité du marcheur, partant de 0, de découvrir le site −1 avant la cible en N sachant
que N ont déjà été découverts (le marcheur est initialement persistant dans la direction −).
Celle-ci est calculée en annexe C et le comportement aux temps longs est donné par

1 − p−(0, N) ∼ e−u

N
= 1 − β(u, 0)

β(u, 0)N .

Notons que curieusement, le comportement asymptotique ne dépend pas de k. Cela a un
impact majeur, puisque touts les comportements nécessaires à la détermination de l’exposant
de persistance θ vont être inchangés. Ainsi en suivant un raisonnement identique à celui
développé pour la marche SATW, on obtient l’exposant de persistance suivant

θ = 1 − β(k = 0, u)
2β(k = 0, u) .
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Comme dans le cas SATW (k = 0), l’exposant de persistance est donc anormal pour
β(k = 0, u) ̸= 1/2.

Considérons ensuite l’impact de l’ajout de l’effet de persistance sur le comportement des
incréments. Dans la limite des temps courts t ≪ e2k, il est clair que le mouvement va être
balistique (si le marcheur n’est pas exactement aux bords du territoire visité). Dans la limite
T ≫ t ≫ e2k, pour des raisons identiques au modèle précédent, les incréments sont carac-
térisés par un coefficient de diffusion Ds = e2k/2. Finalement, le comportement aux temps
longs t ≫ T ≫ 1 reste, bien sûr, diffusif avec un coefficient de diffusion inconnu dépendant
du couple (β, k).

Ainsi, l’introduction des effets de persistances ne modifie pas le comportement des incré-
ments dans la limite t, T ≫ e2k, et on retrouve un vieillissement à toute échelle de temps
⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ = 2D(t/T ) t. Dès lors, notre hypothèse est vérifiée, plus encore, l’in-
troduction d’effets évanescents dans la limite t, T ≫ 1 ne modifie pas la valeur de l’exposant
de persistance.

II.3.2 Marches à renforcement répulsif en loi de puissance

Considérons un autre modèle issu des marches à renforcement pour laquelle le marcheur
à une probabilité de sauter sur un site voisin proportionnel à 1/(1 + τβi ), où τi est le temps
total passé par le marcheur sur le site i (PSRW). Rappelons que ce processus présente un
comportement diffusif aux temps longs (chapitre 1, [Tóth, 2001]).

L’analyse numérique des incréments montre que ceux-ci vérifient le même comportement
que la marche SATW (II.4). De plus, l’exposant de persistance présente bien une valeur non
triviale θ ≈ 0.25 qui semble curieusement indépendante de β. On a donc mis en évidence un
deuxième exemple de modèle diffusif qui présente conjointement des effets de vieillissement
à toute échelle de temps et un exposant de persistance anormal.

II.3.3 Marche aléatoire éléphant (ERW)

a) Détermination des incréments de la marche ERW

Considérons un autre exemple qui n’est pas issu des modèles à renforcement et dont les
propriétés de premier passage peuvent être déterminées analytiquement. Intéressons-nous à
la marche éléphant (ERW) introduite pour la première fois dans [Schütz et al., 2004]. Celle-
ci a été présentée comme l’un des rares exemples de modèles dont l’évolution dépendait de
l’historique complet de la trajectoire et pour lequel les propriétés de transport pouvaient
être déterminées analytiquement. Cette marche sur réseau peut être définie comme suit en
dimension 1.

À chaque pas de temps t, le marcheur effectue un saut σ sur un site parmi les plus proches
voisins. Pour cela on tire, avec un poids uniforme, σ dans l’ensemble des sauts effectués dans
le passé {σi}i<t, où σi = ±1. Le marcheur peut alors imiter ce saut σt = σ avec une proba-
bilité β, où effectuer le saut opposé σt = −σ avec une probabilité 1 − β.
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Fig. II.4 Exposant de persistance et effet de vieillissement de la marche PSATW, et la
marche répulsive en loi de puissance. a) Exposant de persistance de la marche PSATW, les
simulations numériques sont comparées aux valeurs attendues pour k ̸= 0. b) Probabilité de
survie de la marche répulsive en fonction du temps (échelle logarithmique) pour différentes
valeurs de θ. Sont tracées les simulations numériques (symboles) et les fits en loi de puis-
sance (lignes pleines). c) Vieillissement des incréments de la marche PSATW de longueur de
persistance lp = e2k. Ceux-ci sont normalisés par le comportement asymptotique diffusif, et
chaque courbe est tracée pour une valeur fixée de T . Notons la présence d’un régime balis-
tique aux temps courts qui disparaît dans la limite t ≫ 1. d) Vieillissement des incréments
de la marche répulsive en loi de puissance. Chaque courbe est tracée pour une valeur fixée
de T et est normalisée par le comportement asymptotique diffusif attendu.

Le processus est entièrement défini après le premier saut qui peut être choisi fixé ou
aléatoire, dans notre cas, on le prendra symétrique. Ce processus est par construction non-
markovien, et peut sembler au premier abord difficile à caractériser. Pourtant en remarquant
que l’ordre, dans lequel ont été effectués les sauts, n’a pas d’importance, il suffit alors de
connaître exactement le nombre de pas faits dans les deux directions notés, N+(t) et N−(t),
pour pouvoir déterminer la trajectoire future. Pour aller encore plus loin, on constate que
ces deux variables peuvent être explicitement déterminées en fonction de t, X(0) et X(t)
seulement

N±(t) = t

2 ± X(t) −X(0)
2 .



48 II.3

En injectant ces expressions dans les probabilités de tirer un saut ±1 (notées respective-
ment p±), on obtient alors

p±(t) = 1
2 ± X(t) −X(0)

2t .

Autrement dit, le processus (X(0), X(t), t) est markovien. Intéressons-nous à l’effet du
paramètre β sur les propriétés de transport de la marche ERW. Pour β > 1/2, le processus
a tendance à imiter les pas précédents. Ainsi, plus le processus s’éloignera de sa position
initiale, plus il aura tendance à continuer dans cette direction. Inversement, pour β < 1/2,
le processus préférera toujours revenir vers la position initiale.

Dans ce chapitre, on se concentrera sur les cas β < 3/4 où il a été déterminé que le
processus est diffusif aux temps longs (le cas β > 3/4 sera étudié chapitre 4). À partir
du couple (X(0), X(t), t), il est possible de déterminer exactement le comportement des
incréments, ce qui est fait en annexe D. On y démontre que ceux-ci sont caractérisés par le
même comportement que ceux de la marche SATW : un vieillissement diffusif à toutes les
échelles de temps

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = 2D(t/T ) t, (II.7)

où il est possible d’identifier le coefficient de diffusion effectif

D(t/T ) = 1
6 − 8β − 1

3 − 4β

[
T

t

((
1 + t

T

)2β−1
− 1

)]
.

On peut notamment identifier les deux limites finies du coefficient de diffusion effectif,
Ds = 1/2 et DL = 1/(6 − 8β) (en accord avec [Coletti et al., 2017 ; Schütz et al., 2004]
pour T = 0). En particulier, on retrouve un coefficient de diffusion égal à 1/2 pour T ≫ t.
Justifions cette dernière observation ; après avoir évolué un temps grand T , le marcheur est
à une distance typique de l’ordre de O(T ) de sa positon initiale. On peut alors en déduire
que l’écart entre les probabilités est négligeable (|p+(T ) − p−(T )| ∼ 1

T
1
2

). Dès lors, lorsque
le marcheur évolue entre t et t + T avec t ≪ T , les effets non-markoviens sont négligeables
menant à Ds = 1

2 . Ce n’est plus le cas pour t ≫ T , puisque les corrélations entre les différents
pas ne sont plus négligeables.

Ainsi, avant de considérer les propriétés de premier passage de la marche ERW, on
observe que les incréments présentent des comportements asymptotiques similaires à ceux
de la marche SATW.

b) Détermination de l’exposant de persistance de la marche ERW

Examinons désormais les propriétés de premier passage de la marche ERW. Il a été
montré dans la limite des grands temps, pour β < 3/4, que la distribution de probabilité
P (x, t) était gaussienne [Coletti et al., 2017]. Elle vérifie donc l’équation de Fokker-Planck
suivante pour t > 0 :

∂P (x, t)
∂t

= 1
2
∂2

∂x2P (x, t) − 2β − 1
t

∂

∂x
(xP (x, t)) . (II.8)
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Le second terme peut être interprété comme l’effet d’un ressort, dont la raideur est du
signe de 2β − 1 et décroît linéairement en t. On retrouve ici l’interprétation précédente d’un
marcheur attiré/repoussé par sa position initiale. Notons que la solution de cette équation
de Fokker-Planck en présence d’une cible absorbante en 0 a été résolu pour β > 1/2 dans
[Silva et al., 2011]. De vifs débats ont été menés quant à la validité de l’utilisation de cette
équation pour la marche ERW, en particulier dans le cas β > 3/4, il a été montré que la
distribution n’est plus gaussienne [Silva et al., 2011]. On pourrait donc s’interroger sur la
légitimité de la correspondance entre le cas discret de la marche ERW et la résolution dans
[Silva et al., 2011] dans la limite continue et x0 → 0. Mais une analyse numérique confirme
que le résultat obtenu à partir de la résolution de (II.8) reste valide pour la marche ERW
(figure II.5). Ainsi, on trouve une dépendance non triviale de l’exposant de persistance en
fonction de β

θ = 3/2 − 2β, (II.9)

Fig. II.5 Exposant de persistance et effet de vieillissement de la marche éléphant. a) Ex-
posant de persistance : simulation numérique, prédiction de l’équation (II.9) et prédiction
basée sur la loi de Fick effective introduite en (II.13). b) Probabilité de survie de la marche
ERW en fonction du temps (échelle logarithmique) pour différentes valeurs de β, les simu-
lations numériques (symboles) sont tracées, de même que les fits utilisés pour a) (lignes
pleines). c),d) Vieillissement des incréments de la marche ERW (normalisés par le com-
portement asymptotique diffusif attendu) et valeurs théoriques obtenues dans (II.7) (ligne
pleine). Chaque courbe est tracée pour une valeur fixée de T .
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On propose ici, de justifier la légitimité de ce résultat pour l’ensemble des cas diffusifs.
On étend donc notre étude au cas 3/4 > β > 1/2 par rapport à Silva et al. [2011].

Définissons la probabilité conditionnelle Pc(x, t, x0) que le marcheur initialement en x0,
soit en x à l’instant t, sachant qu’il n’a pas encore atteint une cible absorbante introduite en 0.
La distribution en présence d’une cible absorbante peut être exprimée par S(t, x0)Pc(x, t, x0)
où la probabilité de survie fait office de normalisation. Au vu des propriétés de la marche
ERW énoncées auparavant, il est clair que dans la limite t ≫ x2

0/DL et x → 0, les effets de
mémoire sont négligeables. On en déduit que la marche ERW vérifie aux temps longs une loi
de Fick

∂S(t, x0)
∂t

= −S(t, x0)Ds
∂P (t, x, x0)

∂x
|x=0. (II.10)

En remplaçant S(t, x0) ∼ S0t
−θ, on obtient

θ

t
= lim

t→∞
Ds

∂Pc(t, x, xo)
∂x

|x=0. (II.11)

Afin de déterminer le comportement de Pc(x, t, x0), rappelons que dans la limite des temps
longs le processus se comporte comme une marche diffusive de coefficient DL [Coletti et al.,
2017]. Ainsi, on émet l’hypothèse que les marcheurs survivants ont réalisé un comportement
diffusif de coefficient DL. En particulier, cela implique que la méthode des images s’applique.
On obtient dans la limite des temps longs que Pc(x, t, x0) présente la forme suivante

Pc(x, t, xo) ∼
t≫x2

0/DL

x

2DLt
e−x2/4DLt. (II.12)

Notons que la méthode des images ne s’applique pas directement à la densité en présence
d’une cible, car la loi de Fick dépend de Ds et non DL. De plus, on remarque que Pc(x, t, x0)
est indépendante de x0 dans la limite des temps longs, ce qui est implicitement déjà induit
dans (II.10). On vérifie par ailleurs numériquement que la distribution de la loi conditionnelle
vérifie bien (II.12) (figure II.6). Finalement insérons (II.12) dans (II.11) avec DL et Ds donnée
par a), on retrouve alors naturellement (II.9) pour tout β < 3/4. Notons qu’une approche
similaire a été émise pour des processus strictement invariants d’échelle dans [Zoia et al.,
2009]. Ce résultat reste valide indépendamment du choix du premier pas. Ainsi, l’exposant
de persistance reste robuste à la perte d’une condition initiale non symétrique qui pourtant
amène à un premier moment divergeant pour β > 1/2. Enfin, remarquons que θ tend vers
0 pour β → 3/4. Pour β > 3/4, on s’attend à ce que le processus soit transient, c’est-à-dire
que la cible n’est plus atteinte avec une probabilité 1.
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Fig. II.6 Probabilité conditionnelle de la marche éléphant Pc(x, t, x0) pour β = 0.6 a) et
β = 0.3 b). Celle-ci est définie comme la probabilité que le marcheur, initialement en x0,
soit en x à l’instant t sachant qu’il n’a pas encore atteint une cible absorbante introduite
en 0. Les courbes sont tracées en fonction de la variable normalisée x/

√
DLt. La probabilité

conditionnelle est tracée avec les marcheurs survivants (pour un nombre initial de N =
4, 5.105). La solution de (II.12) est donnée en rouge.
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II.3.4 Conclusion : correspondances entre vieillissement et explorations anor-
males

Au cours de ce chapitre, on a exhibé différents exemples de processus non-markoviens
asymptotiquement diffusifs présentant des exposants de persistance anormaux. Par ailleurs,
nous avons observé que tous ces exemples présentent des effets de vieillissement similaires.
Ceux-ci sont caractérisés par un comportement diffusif à toute échelle de temps contrôlé par
la variable adimensionnée t/T . On propose donc la conjecture suivante :

tout processus asymptotiquement diffusif présentant un exposant de persis-
tance anormale doit nécessairement présenter des effets de vieillissement à toute
échelle de temps.

Complétons notre conjecture par plusieurs observations :

— Premièrement, on pourrait s’interroger sur la réciproque de notre conjecture. Nous
proposons que dans la majorité des cas, un processus vieillissant à toute échelle de
temps présente aussi un exposant de persistance anormal. Mais il n’est pas impossible
de concevoir un processus vieillissant dont les propriétés d’exploration ne soient pas
altérées.

— D’autre part, il paraît difficile de concevoir, pour un processus diffusif, un exemple
de vieillissement à toute échelle de temps dont le comportement ne serait pas diffusif
dans la limite T ≫ t. En effet, en relevant les différents exemples fournis par la lit-
térature, on observe que les processus présentant des comportements anormaux pour
T ≫ t, sont aussi anormaux pour t ≫ T . Pour justifier ce constat, notons qu’un tel
processus devrait présenter des effets non-markoviens suffisamment forts afin d’altérer
le comportement T ≫ t, mais dont les effets s’estomperaient entre T et T + t dans
la limite t ≫ T . Cela implique que les corrélations entre les différents sauts soient
suffisamment fortes pour rétablir un comportement diffusif, ce qui est généralement
l’inverse. Ainsi, on propose que les processus non-markoviens asymptotiquement dif-
fusifs présentant des exposants de persistance anormaux soient nécessairement décrits
par les comportements asymptotiques des incréments étudiés dans ce chapitre.

— Enfin, on pourrait s’interroger sur la généralisation de ce principe pour des processus
anormalement diffusifs. On peut reprendre la relation θ = 1−df/dw qui semble vérifiée
pour des processus à incréments stationnaires anormalement diffusifs (dw ̸= 2). On
propose alors que pour observer des exposants anormaux, au sens de θ ̸= 1 − 1/dw,
ceux-ci présentent nécessairement des effets de vieillissement à toute échelle de temps∗7 .

∗7 Argument valide dans la convention où la cible est trouvée lorsque le marcheur la traverse si celui-ci
effectue des sauts, comme pour les marches de Lévy.
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II.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié différents processus asymptotiquement diffusifs. Tout
d’abord, nous avons remarqué que pour ceux ne présentant aucun effet de vieillissement, ces
processus sont tous caractérisés par une valeur commune de l’exposant de persistance 1/2.
Cette observation s’étend pour des processus dont les incréments sont asymptotiquement
stationnaires. Autrement dit, des effets de vieillissement transitoires ne modifient pas le
comportement asymptotique de S(t).

Ensuite, nous nous sommes penchés sur différents exemples de processus dont les incré-
ments présentaient des propriétés de vieillissement à toute échelle de temps, tout en conser-
vant un comportement diffusif y compris dans la limite t ≪ T . Ces différents incréments sont
asymptotiquement décrits par la variable adimensionnée t/T , et possèdent deux coefficients
de diffusions distincts selon les limites t/T → 0, t/T → ∞. Pour tous ces processus, nous
avons identifié des exposants de persistance anormaux dont certains ont été déterminés ana-
lytiquement. Certains de ces exposants sont contrôlés par les paramètres microscopiques des
marches associées et peuvent varier sur de grandes plages de valeurs. Deux constats impor-
tants peuvent être retenus.

Premièrement, il est possible d’obtenir des propriétés de premier passage non triviales,
y compris pour des marches aléatoires diffusives, ce qui à notre connaissance n’avait jamais
été observé. Des effets non-markoviens "faibles" sont donc suffisants pour influer sur le com-
portement asymptotique de S(t). Deuxièmement, de tels effets doivent être suffisamment
"forts" afin de générer des effets de vieillissement à toute échelle de temps. Dès lors, nous
avons proposé la conjecture suivante : tout processus asymptotiquement diffusif présentant
un exposant de persistance anormal présente de tels effets de vieillissement. Ajoutons que
la réciproque est le plus souvent vérifiée et que le comportement des incréments diffusifs, y
compris pour T ≫ t, est le modèle principal proposant un vieillissement non stationnaire
pour tout T .

Par la suite, nous avons cherché à identifier une relation explicite entre le comportement
des incréments et la valeur de θ. Une telle relation est identifiée pour la marche ERW mais
n’a pas pu être étendue aux autres marches étudiées.

Enfin, nous avons observé que les effets de vieillissement ont aussi un impact sur les
propriétés de premier passage de processus diffusifs, y compris pour des explorations mar-
ginalement compactes. Ce dernier point est développée en extension à la suite de cette
conclusion.
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II.5 Extension : exemple de la marche avec une relocalisation sur
les sites précédemment visités

Afin de confirmer la validité de notre critère, considérons une autre marche aléatoire
présentant des effets de mémoire à longue portée introduite dans [Boyer et al., 2014]. Ce
modèle aussi appelé Monkey Walk est un des rares exemples de processus dont la trajectoire
future dépend de l’historique complet des sites visités et dont on peut déterminer avec
précision les propriétés asymptotiques du déplacement quadratique moyen. Le processus peut
être défini comme suit en dimension 1. Le marcheur part de l’origine d’un réseau discret et
à chaque pas de temps :

— a une probabilité 1−q de sauter sur un site choisi uniformément parmi les plus proches
voisins

— et saute, avec une probabilité complémentaire, sur un site précédemment visité à un
instant t′ ∈ [0, t] avec une probabilité donnée par un noyau dépendant du temps pt(t′) =
N(t)(t− t′ + 1)−β où N(t) est une constante de normalisation.

Pour β > 2, il a été montré que le processus est diffusif aux temps longs [Boyer et al.,
2014]. Nous présentons ici les résultats numériques pour β = 3. Les incréments se révèlent
être stationnaires. La valeur θ = 1/2 est vérifiée pour tout paramètre q ∈]0, 1[, en accord
avec notre proposition (figure II.7).

Fig. II.7 A Incréments de la marche Monkey walk avec β = 3.0 (normalisés par le
comportement diffusif attendu aux temps longs). Chaque courbe est tracée à T fixé. Les
incréments sont stationnaires malgré le comportement non-markovien intrinsèque à la loi
d’évolution du processus. B Probabilité de survie (échelle logarithmique) pour β = 3.0, et
selon différentes valeurs de q. Simulations numériques (symboles) et fits en loi de puissance
(ligne). Toutes les courbes partagent la même valeur de l’exposant θ = 1/2 avec un préfacteur
dépendant de q.
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II.6 Extension : lien explicite entre l’exposant de persistance et les
comportements asymptotiques des incréments

On a confirmé les correspondances entre le comportement des incréments et l’existence
d’exposants anormaux. D’autre part, l’exemple spécifique de la marche ERW propose une
relation explicite entre ceux-ci. En effet, en reprenant (II.9), on s’aperçoit que θ peut être
déduit du rapport Ds/DL

θERW = Ds

2DL(β) . (II.13)

Cela suggère que le comportement asymptotique des incréments est suffisant pour carac-
tériser les propriétés de premier passage de la marche ERW. Dès lors, on cherche à identifier
si une telle relation peut être obtenue pour la marche SATW. Reprenons la méthode déve-
loppée pour la marche ERW ([Zoia et al., 2009]), et tâchons de l’appliquer pour le cas de la
marche SATW.

Considérons une cible introduite à une distance 1 de la position initiale du marcheur. Nous
avons vu précédemment que ce choix n’influe pas sur la valeur de l’exposant de persistance.
La cible peut alors être modélisée comme possédant un taux de réaction imparfait donné
par une probabilité β de trouver la cible en 0. On peut ainsi s’appuyer sur les travaux de
Grebenkov [2018] que l’on résumera ici : pour une marche simple diffusive de coefficient
Ds, le courant sortant en 0 d’une cible imparfaite, peut être modélisé par une loi de Fick
caractérisée par un coefficient de diffusion Ds dans la limite t ≫ 1. On propose alors que
la marche SATW admette un courant de Fick de coefficient de diffusion Ds dans la limite
t ≫ 1, ce qui est vérifié numériquement (figure II.8). De plus, cette hypothèse reste valide
dans le cas où x0 ̸= 1 dans la limite

√
t ≫ x0. Autrement dit, on suppose que les effets

non-markoviens induits par les sites non visités entre la cible et x0 vont être négligeables
dans la limite des temps longs, et que le profil de la distribution P (x, t) est linéaire dans la
limite x ≫ x0. Justifions un tel comportement pour la marche SATW en remarquant que,
dans la limite t ≫

√
x ≫ √

x0, le marcheur va majoritairement évoluer dans le territoire déjà
visité. En réécrivant la distribution en présence d’une cible selon la distribution conditionnelle
Pc(x, t, x0), on obtient identiquement que pour la marche ERW

θSATW
t

= lim
t→∞

Ds
∂Pc(t, x, xo)

∂x
|x=0.

On cherche alors à déterminer le comportement de Pc(t, x, xo) pour x → 0 que l’on sait
linéaire et indépendant de x0 puisque la probabilité conditionnelle vérifie une loi de Fick,
dans la limite x, t ≫ x0. On propose alors la forme suivante pour Pc(t, x, xo)

Pc(t, x, xo) = 1√
DLt

fβ( x

DL

√
(t)

). (II.14)

Autrement dit, on fait l’hypothèse que les marcheurs survivants ont exploré un territoire
décrit par DL

√
t. Mais contrairement à la marche ERW, on suppose que proche de 0, le

comportement de f est indépendant de β, fβ( x

DL
√

(t)
) = x

2
√
Dst

+ o( x√
t
).
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Reformulé autrement, on suppose que l’on peut découpler deux échelles, l’étalement ca-
ractéristique des marcheurs dans l’ensemble du territoire visité, déterminé par DL, et le
comportement des marcheurs proches de la cible, déterminé par Ds et indépendant de β. On
s’appuie encore sur le fait que les marcheurs effectuent une marche de pólya dans la zone
visitée. En injectant le comportement supposé de fβ à petite distance, on obtient la relation
suivante entre θ, Ds et DL

θSATW ≈
√
Ds

2
√
DL

. (II.15)

Les valeurs de θ obtenues en utilisant DL mesuré numériquement sont comparées au
résultat exact (figure II.8). Néanmoins, même si la relation proposée pour la SATW semble
capturer avec précision la dépendance de θ selon β, il subsiste un écart non négligeable entre
la mesure de (II.15) et la valeur exacte (II.6). Cet écart augmentant dans la limite β → 0.

Ainsi, les approximations pour décrire le comportement de Pc(t, x, xo) proche de la cible
à partir du comportement des incréments permettent de décrire approximativement le com-
portement de θ mais ne révèlent pas exactes. Notons que cette approche reste pertinente
dans la limite où DL n’est pas petit devant Ds. Même si ce résultat n’est pas exact, une
simple mesure des incréments du processus aux temps courts et aux temps longs permet
d’obtenir une valeur approchée de θ. En effet, dans des prototypes réalistes, le paramètre
microscopique β n’est pas forcément accessible, et une mesure des incréments peut être une
manière indirecte d’obtenir le comportement approché des propriétés de premier passage
de tels modèles. En particulier l’approximation (II.15) semble aussi rester pertinente dans
le cas du modèle PSATW. Achevons en remarquant que cette approche ne fonctionne pas
pour le modèle à renforcement en loi de puissance, θ ne dépendant pas de β contrairement à
DL(β). Ainsi, même s’il existe une correspondance claire entre les effets de vieillissement des
incréments et l’existence d’exposants anormaux pour θ, il n’existe pas de relation universelle
entre le comportement exact des incréments et θ. On pourrait compléter en ajoutant que
le comportement des incréments est suffisant pour décrire l’évolution complète du marcheur
seulement dans le cas de processus gaussiens. Il est donc naturel qu’une telle relation ne
puisse pas exister pour des processus comme la SATW ou les marche à renforcement en loi
de puissance dont les distributions de probabilité ne sont pas gaussiennes.

II.7 Extension : comportement diffusif vieillissant pour les explora-
tions transientes et marginales

Avant de conclure ce chapitre, intéressons-nous aux conséquences des effets de vieillisse-
ment sur les propriétés de premier passage de processus asymptotiquement diffusif en dimen-
sion supérieure à 1. On se concentrera sur la généralisation du modèle ERW en dimension
supérieure à 1, la plus classique ne couplant pas les effets de mémoire entre les directions.
Ce modèle d est donc formé de d marches éléphants 1d, de paramètre commun β, évoluant
indépendamment selon chacun des axes du réseau.
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On en déduit logiquement que le comportement des incréments en dimension d est iden-
tique à celui décrit plus haut. Ainsi, la marche ERW est un bon prototype de processus
vieillissant à toute échelle de temps dont les propriétés de premier passage peuvent être me-
surées en dimension supérieure à 1.

En dimension 3, on s’attend à ce que le processus réalise une exploration non compacte,
c’est-à-dire qu’il a une probabilité finie de ne jamais trouver une cible en espace infini. Notons
P (a, r), la probabilité de trouver une cible de taille a introduite à une distance r de la cible.
Dans la limite r ≫ a ≫ 1, pour de nombreux processus le comportement asymptotique de
P (a, r) est décrit par une loi de puissance caractérisée par l’exposant dit de transience ψ
(indépendamment de la direction où se trouve la cible y compris sur des réseaux). Il a été
observé que pour des processus non-vieillissants, ψ vérifiait la relation suivante : ψ = d−dw.
Cette relation se vérifie pour la marche ERW malgré les effets de vieillissement à temps longs
(figure II.9, chapitre 4). Justifions ce constat en remarquant que lorsque T ≫ t, le proces-
sus est déjà très loin de la cible et a une probabilité de revenir négligeable. Ainsi pour les
processus non compacts, l’exemple de la marche ERW nous amène à proposer que les effets
de vieillissement diffusifs à toute échelle de temps n’altèrent pas le comportement dominant
des propriétés de premier passage.

Ensuite, considérons le cas de la dimension 2 pour laquelle le processus est dit mar-
ginalement compact. Il présente alors certaines caractéristiques des processus compacts et
d’autres, typiques des processus non compacts. Les processus marginalement compacts ont
une probabilité P (a, r) = 1 de trouver la cible en milieu infini (a > 0). Cependant, il a été
montré que la probabilité de survie présente cette fois-ci une décroissance logarithmique

S(t) ∼
r≫a,t→∞

ln
(
rdw/adw

)
ln(t/adw) .

Dans le cas de la marche ERW, l’analyse numérique de la probabilité de survie présente
une dépendance du logarithmique asymptotique qui n’est plus linaire caractérisée par une
exposant ν ̸= 1 (figure II.9, les détails des mesures numériques sont donnés en annexe F.2 )

S(t) ∼
r≫a,t→∞

 ln
(
rdw/adw

)
ln(t/adw)

ν .
Un tel comportement n’a, à notre connaissance, pas été relevé dans la littérature. À

travers cet exemple, on propose que les effets de vieillissement soient liés à cette décroissance
non linéaire dans le cas marginalement compact. Enfin, cette exploration que l’on qualifiera
d’anormale peut avoir des conséquences importantes sur les propriétés de premier passage
en confinement. Cette dernière observation sera plus largement abordée dans le chapitre 4.
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Fig. II.8 Lien explicite entre l’exposant de persistance et le comportement asymptotique
des incréments. A Illustration du courant de Fick vérifié par la distribution conditionnelle-
ment à ce que la cible n’ait pas encore été atteinte. La distribution est multipliée par

√
t

de manière à observer le comportement à petit x/
√
Dst de fβ donné par (II.14) et son ap-

proximation. Pour cela, on a soustrait le terme linéaire dont les dépendances
√
Ds/2θ et

2
√
Ds sont directement déduits du courant de Fick supposément vérifié par Pc. Dès lors, on

observe bien une annulation en 0 avec une dérivée nulle dans la limite x/
√
t. En conséquence

Pc vérifie bien un courant de Fick faisant directement intervenir l’exposant de persistance
en 0. L’hypothèse conduisant à (II.15) consiste donc à supposer que le préfacteur devant fβ,
et donc ici devant Pc, est en réalité égal à

√
DLt. B Comparaison, entre la valeur exacte

de θ obtenue précédemment pour la marche SATW et la prédiction donnée par la mesure
du rapport Ds/DL en bleu. On observe que celle-ci n’ est pas exacte en particulier dans la
limite β → 0 mais qu’elle suit le comportement global de θ en fonction de β.

Fig. II.9 Probabilité de premier passage de la marche ERW en dimension supérieure à 1 en
espace infini. A Probabilité de trouver la cible notée 1−S∞(a/r) en dimension 3 en fonction
de la distance initiale pour β = 0.3 et β = 0.6. On observe une dépendance linéaire en a/r
attestant d’un exposant de transience ψ = 1. B Probabilité de survie de la marche ERW en
dimension 2 en espace infini normalisée par son comportement asymptotique

(
ln(t/adw)

ln(rdw/adw)

)ν
.

On remarque une décroissance logarithmique non linéaire pour β ̸= 1/2 (ν ≈ 0.61 pour
β = 0.6 et ν ≈ 2 pour β = 0.3), comportement que l’on propose d’associer aux effets de
vieillissement dans le cas d’explorations marginalement compactes.



III – Propriétés de premier passage de
marches à renforcement attractif

III.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéressera plus spécifiquement aux marches dont les effets de ren-
forcement sont considérés comme attractifs, autrement dit pour lesquels le marcheur préfère
revisiter les sites qui ont été le plus souvent occupés. Ces modèles prennent toute leur im-
portance dans la description de trajectoires réelles effectuées par des êtres vivants qui ont la
capacité de déposer des signaux chimiques, puis d’interagir avec ceux-ci, voire de remodeler
le territoire qu’ils explorent et cela à différentes échelles. On peut par exemple penser, à
une échelle microscopique, à des trajectoires de bactéries ou de cellules [Boyer et al., 2012 ;
Cremer et al., 2019 ; Donà et al., 2013 ; Schwab et al., 2007 ; Tweedy et al., 2016], et à une
échelle macroscopique, à des mouvements d’animaux ou d’insectes en quête de nourriture ou
d’un partenaire [Berbert et al., 2012 ; Boyer et al., 2010 ; Börger et al., 2008 ; Sakiyama et al.,
2018 ; Sims et al., 2014]. Les fourmis en sont un exemple particulièrement évocateur puisqu’il
est reconnu qu’elles interagissent, par le biais de phéromones avec les endroits qu’elles ont
déjà visités.

Nous verrons que les effets attractifs peuvent jouer un rôle particulièrement important
dans les propriétés d’exploration de ces comportements, car ils permettent de générer un ter-
ritoire visité particulièrement homogène, y compris en espace infini. En particulier, ce type
d’exploration permet de trouver une cible avec une probabilité 1 en espace infini, et cela
indépendamment de la dimension du milieu dans lequel évolue le marcheur. En revanche, si
les effets attractifs sont trop importants, le marcheur peut être piégé dans sa propre trajec-
toire, ne pouvant alors plus explorer de nouveaux sites. Enfin, nous verrons que les effets de
renforcement à petit nombre de visites ont un impact déterminant sur les propriétés d’explo-
ration de ces processus, rendant l’analyse précise de tels modèles très difficile en espace infini.

On suivra le cheminement suivant. Premièrement, on s’intéressera au comportement du
marcheur que l’on appellera dans la suite piégé. Pour celui-ci, le marcheur fini par osciller
entre un nombre fini de sites du réseau. On verra alors que les caractéristiques du renfor-
cement attractif responsables de l’apparition de ce comportement, dépendent fortement de
la définition exacte des effets attractifs qui peuvent être introduits sur les sites ou sur les
liens du réseau. Ensuite, dans un second temps, on s’intéressera aux marcheurs effectuant
une exploration non piégée, pour lesquels on déterminera les propriétés de transport.

59
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Encore une fois, on prendra soin d’observer que la définition des effets de renforcement
joue un rôle important sur le comportement asymptotique de certains de ces modèles. On
s’intéressera plus spécifiquement aux marcheurs effectuant un comportement sous-diffusif,
pour lesquels on déterminera leurs propriétés de vieillissement et de premier passage en
espace infini. Les propriétés de premier passage et de vieillissement des marcheurs faible-
ment attractifs réalisant un comportement diffusif seront, quant à elles, approfondies dans le
prochain chapitre. Enfin dans une dernière partie, on se penchera sur un exemple pratique
de trajectoires réelles présentant des propriétés de renforcement, réalisées par des cellules
épithéliales déposées sur des substrats 1D et 2D. Nous mettrons en pratique les différents
résultats obtenus dans les parties précédentes afin de caractériser l’importance des effets de
renforcement sur les trajectoires observées.

III.2 Comportement piégé des marcheurs attractifs

III.2.1 Définitions des conventions sur sites et sur liens

Commençons par rappeler la définition générale des marches à renforcement étudiées
dans cette thèse. On définit le poids w(ni(t)) = e−f(ni(t)), associé au site i qui, dans le cas
de marches attractives, est une fonction monotone croissante du nombre de visites, ni(t), du
site i jusqu’à t. La probabilité de réaliser le saut entre le site i et le site voisin j est alors
donnée par

p(Xi → Xj , t) = w(nj(t))∑
i′ w(ni′(t))

, (III.1)

où la somme porte sur les voisins de i. Cette convention de la définition des effets de
renforcement sera appelée dans la suite, convention sur site. Elle sera opposée à la convention
sur lien, pour laquelle ni−j(t) compte le nombre de fois que le marcheur a emprunté le lien
entre les sites i et j. Nous verrons par la suite, que selon le choix de w et de la convention,
les propriétés de ces différents modèles peuvent fortement évoluer. Avant cela, introduisons
le comportement dit "piégé" mentionné en introduction.

III.2.2 Définition du comportement piégé des marcheurs attractifs

Commençons par prendre l’exemple type d’un poids exponentiel où w(n) = e−βn (avec
β < 0 ) pour un modèle sur site et supposons que le marcheur est initialement sur le site x0.
La probabilité d’alterner successivement entre les sites x0, x0 + 1 durant 2n sauts est alors
donnée par

∏n
k=0(1 + e−βk)−2. Il est clair que ce produit tend vers une limite finie pour

n → ∞. Autrement dit, le marcheur a une probabilité finie d’alterner à jamais entre les
deux sites. Cet évènement que l’on appellera effet de piégeage a été largement étudié depuis
l’introduction des modèles à renforcement. Plus généralement, on parlera d’un marcheur
"piégé" si celui-ci a une probabilité 1 de découvrir un nombre fini de sites du réseau (figure
III.1). En conséquence, un tel marcheur a une probabilité 1 de rester infiniment piégé dans
un volume fini de sites du réseau. On va maintenant chercher à décrire les critères relatifs
à l’apparition de ce comportement qui ont été précédemment obtenus dans la littérature, et
ce dans les deux conventions (sites et liens).
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Fig. III.1 Comparaisons entre les comportements piégés et non piégés. La marche TSAW
attractive présente un comportement piégé en dimension 1 A et en dimension 3 B, contraire-
ment à la marche SATW attractive, pour laquelle on définit dans ce chapitre un poids donné
par, w(ni(t)) = e−β pour les sites précédemment visités (ni(t) ≥ 1) et w(ni(t)) = 1 sinon.

III.2.3 Théorème de Davis et extensions
Afin de mieux saisir l’apparition d’un comportement piégé, un théorème proposé par

Davis [1990] apporte une première classification. Ce premier critère a été émis pour des
marches à renforcement en dimension 1 dans la convention sur lien :

— Pour des choix de w(n) tels que
∑∞
n=1w(n)−1 = ∞ la marche n’est pas piégée et va

visiter tous les sites du réseau.
— À l’inverse si

∑∞
n=1w(n)−1 < ∞, la marche est piégée et oscillera entre deux sites du

réseau.

De nombreux travaux ont permis d’étendre la portée de ce théorème en dimension su-
périeure à 1 [Cotar et al., 2017 ; Sellke, 2008 ; Stevens et al., 1997] et pour certains graphes
non-euclidiens∗1 . Par la suite, de nombreuses études, plus mathématiques, se sont penchées
sur le comportement des marches attractives définies sur site par (III.1) dont on résumera les
principaux résultats pour des espaces euclidiens∗1 [Cotar et al., 2017 ; Tarrès, 2004 ; Volkov,
2001, 2006] :

— Pour des poids dont le comportement asymptotique est super linéaire (w(n) ∼ O(nβ),
avec β > 1), le processus est bien piégé sur deux sites du réseau.

— Pour des poids dont le comportement asymptotique est sous-linaire (w(n) ∼ O(nβ),
avec β < 1), le processus n’est plus piégé∗2 .

— Pour des poids asymptotiquement linéaires, w(n) ∼ O(n), les marcheurs sont piégés
contrairement aux modèles sur lien. Ce résultat s’étend aussi aux modèles dont le
comportement est marginalement linéaire en dimension 1, autrement dit, pour lesquels
on définit w(n) ∼ ng(n), où g(n) est plus faible qu’une loi de puissance [Basdevant
et al., 2014].

∗1 Ces critères ont été étendus à des graphes quelconques dont le nombre de voisins restait fini [Cotar
et al., 2017 ; Limic, 2003 ; Limic et al., 2007].

∗2 La propriété de récurrence, autrement dit que tous les sites du réseau sont visités un nombre infini de
fois, n’a toujours pas été prouvée analytiquement pour β > 1/2 [Chen et al., 2014].



62 III.2

Ainsi, le critère émis par Davis reste applicable pour la convention sur site, à l’exception
des poids linéaires et faiblement linéaires. De plus, il est indépendant de la dimension du ré-
seau euclidien dans lequel le marcheur évolue∗3 . Ces résultats ont été obtenus par des travaux
mathématiques, et l’analyse des propriétés soulevées dans ces travaux peut être complexe.
En conséquence, on proposera par la suite des arguments d’échelles permettant de retrou-
ver ces résultats, l’objectif étant de proposer une approche simplifiée, unifiant les différents
résultats énoncés ci-dessus. On cherchera par ailleurs à proposer une représentation faisant
émerger naturellement les critères énoncés ci-dessus, en insistant sur les différences entre les
deux conventions.

Ensuite, l’importance de la définition des deux conventions et les nombreuses différences
qu’elles génèrent restent peu connues en physique. En particulier, la convention sur site
est souvent privilégiée alors que les résultats exacts sont le plus souvent connus pour les
modèles sur lien. En conséquence, avant de développer une analyse des comportements piégés,
on propose de traiter un dernier exemple qualitatif afin de mieux saisir l’importance de
la convention, en particulier pour les modèles dont les poids présentent un comportement
asymptotique en loi de puissance w(n) ∼ nα.

III.2.4 Comparaisons entre les modèles à renforcement sur sites et sur liens
Afin de mieux saisir les facteurs responsables d’une telle déviation entre les deux compor-

tements, intéressons-nous à la situation fictive suivante. Supposons pour cela, qu’un marcheur
attractif, évoluant dans un espace en dimension 1, a passé un temps négligeable entre les
sites i et i + 1 comparé à celui entre les sites i et i − 1. Autrement dit, on s’intéresse à des
sites pour lesquels le gradient du temps local est élevé. Ici, on va considérer des poids w
divergeants, et volontairement simplifier les notations afin de mieux illustrer notre propos.

Penchons-nous alors sur l’instant où le marcheur saute du site i vers le site i + 1, et
notons identiquement wi, les poids respectifs associés au site i ou au lien {i, i + 1} dans
les deux conventions au moment du saut. Dès lors, ce saut est effectué avec une probabi-
lité proportionnelle à wi+1/(wi+1 + wi−1) avec wi+1 ≪ wi−1 pour la convention sur site et
wi/(wi+wi−1) avec wi ≪ wi−1 pour la convention sur lien. Ainsi, un tel saut que l’on qualifie
de rare dans les deux conventions, est bien sûr d’autant plus improbable que le temps passé
entre les sites i et i−1 augmente. La distinctions entre les deux conventions apparaît lorsque
l’on considère le prochain saut (figure III.2).

Dans la convention sur lien, où w(i) dépend du nombre de passages entre les sites i et
i + 1, la probabilité du prochain saut est relativement indépendante du temps passé sur le
site i∗4 , conduisant à

p(x = i+ 2) = w(i+ 1)
w(i) + w(i+ 1) ∼ O(1).

∗3 Le comportement des marches faiblement linéaire a seulement été prouvé en dimension 1, mais on
propose qu’il puisse s’étendre en dimension supérieure à 1.

∗4 Notons que la relation w(i−1) ≫ w(i) implique que w(i+1) = O(w(i)). En particulier si w(i+1) ∼ w(i)
le marcheur n’est plus particulièrement attiré par le site i alors que celui-ci a été visité un nombre de fois
élevé.
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Inversement dans la convention sur site, le prochain saut dépend encore du temps passé
sur le site i, supposé élevé

p(x = i+ 2) = w(i+ 2)
w(i) + w(i+ 2) ≪ 1.

Le marcheur a alors une probabilité élevée de revenir sur le site i, puisqu’il est encore
sensible aux nombreux passages entre les sites i et i− 1. Cette observation est cruciale dans
la compréhension des différences entre les deux conventions, et est peu commentée en phy-
sique. Pour une définition sur lien, les marcheurs sont moins sensibles aux gradients locaux
élevés. Inversement, pour la convention sur site, il faudra deux pas successifs au marcheur
pour s’extraire d’une zone relativement plus visitée. Cet effet s’intensifiant d’autant plus que
les probabilités de tels sauts sont très faibles. Dès lors, une convention sur site imposera
une exploration nécessairement plus lente dont le comportement asymptotique peut parfois
largement différer de la convention sur lien.

Notons que les différences, relevées ici, expliquent le choix de nombreux travaux analy-
tiques y compris dans l’analyse de processus répulsifs en dimension 1 (des détails additionnels
sont consultables en annexe E.1). Après avoir relevé les différences fondamentales entre ces
deux conventions, on peut désormais envisager de retrouver les critères associés au compor-
tement piégé au moyen d’arguments en loi d’échelle.

Fig. III.2 Comparaisons entre les conventions sur site et sur lien. Dans la première défini-
tion sur site, il faudra deux pas successifs au marcheur pour s’extraire d’une zone relativement
plus visitée. Inversement, pour la convention sur lien, après un saut, le marcheur n’est plus
sensible au temps passé sur le lien adjacent du site qu’il vient de quitter.

III.2.5 Comportement des marches attractives piégées

Tout d’abord, observons que les arguments qui vont être développés dans cette partie
ne font pas office de preuve exacte, mais sont supportés par une analyse numérique et les
différents travaux précédemment cités pour les deux conventions.
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Cette approche a principalement comme objectif de fournir un argument mathématique-
ment non rigoureux qui permet d’unifier les résultats mathématiques établis au cas par cas.
En outre, elle permet de poser les fondements de l’analyse des propriétés de transport et
de vieillissement que l’on développera par la suite. Les arguments qui vont être présentés
ci-dessous sont émis dans le cas de la convention sur site, mais le critère de Davis peut être
retrouvé dans le cas de la convention sur lien.

a) Définition du volume piégé V0

Un premier exemple de piège :

Considérons un marcheur attractif évoluant dans un espace infini de dimension quel-
conque dont le nombre de voisins par site reste borné, et introduisons un temps arbitraire
τ > 0. Premièrement, on remarque que le marcheur a une probabilité finie non nulle d’osciller
entre le site de départ et un site voisin jusque à τ . À partir de τ , le marcheur va donc avoir de
plus en plus de difficulté de s’extraire de ces deux sites. Cela va définir notre premier piège,
ici de taille 2. En pratique, si le marcheur effectue une exploration non piégée, il pourra
reproduire au cours de son évolution un nombre infini de pièges de taille variable, similaires
à celui décrit précédemment. Par la suite, on étudiera les conditions nécessaires sur w(n)
pour que le processus reste piégé indéfiniment avec une probabilité non nulle, ou à l’inverse,
pour qu’il puisse s’en extraire avec une probabilité 1.

Définition du volume piégé V0 :

Supposons que le marcheur reste piégé dans un volume V0 depuis un instant τ et cela
jusqu’à t. Le volume V0 est alors défini le plus minimal possible, autrement dit V0 est formé
exclusivement de sites visités un nombre non négligeable de fois selon t et des sites en contact
avec ceux-ci. On cherche à déterminer le comportement de la probabilité d’être resté dans
V0 pendant t − τ dans la limite t ≫ τ . En s’inspirant de la partie précédente, on remarque
que cela induit un gradient fort entre les frontières intérieures et extérieures de V0, notées
respectivement ∂±V0. La frontière extérieure ∂−V0 est formée de sites qui ont été visités un
nombre négligeable de fois comparé aux sites de la frontière intérieure ∂+V0, définis comme
les sites en contact avec au minimum un site de ∂−V0 (figure III.3). Dans le cas de la conven-
tion sur site, on considérera qu’un marcheur est sorti de V0 s’il s’extrait de ∂−V0.

Afin d’expliciter plus clairement le comportement du gradient à la frontière de V0, tâchons
de déterminer le temps passé aux bords ∂+V0. En remarquant que le marcheur passe la
plupart de son temps à l’intérieur de V0, on propose de réécrire le potentiel dans V0 à un
instant t′ ≫ τ de la manière suivante

V (n(xV0 , t
′)) = βf(n(xV0 , t

′)) = βf(A(xV0) t
′

V0
+ o(t′, xV0)),

où on a défini le temps associé à n′ sauts t′ = n′dt et A = 0(1). En particulier, ce
comportement reste valide à la frontière intérieure ∂+V0. D’autre part, on propose que le
potentiel de la frontière extérieure présente le comportement suivant
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V (x∂−V0 , t
′) = βf(o(t′, x∂−V0)).

Fig. III.3 Schéma représentatif du piège V0 ici en bleu foncé. La frontière de celui-ci est
composée de la frontière intérieure en rouge ∂+V0 et la frontière extérieure en jaune ∂−V0.
On observe la formation d’un gradient important entre ces deux frontières, conséquence du
comportement piégé du marcheur ici entre les sites i et i+ 1.

b) Relations d’échelle entre les frontières intérieures et extérieures, et la pro-
babilité de s’extraire de V0

Par la suite, afin de simplifier notre approche, on prendra A(xi) = 1 pour tous les sites
appartenant à V0. Autrement dit, on suppose que l’ordre dominant est identique pour tous
les sites appartenant à V0. En pratique, dans la très grande majorité des processus piégés,
V0 est constitué de deux sites visités infiniment souvent, vérifiant A(xi) = 1. La validité de
cette hypothèse est discutée en annexe E.2.

Afin de déterminer la probabilité de s’extraire de V0, il faut nécessairement déterminer le
comportement de P (x ∈ ∂−V0, t

′). Pour cela considérons deux sites voisins, notés x∂± , appar-
tenant respectivement à ∂±V0. Notons V±,+ l’ensemble de leurs voisins respectifs appartenant
à {V0, ∂+V0} et V±,− les autres sites voisins. On suppose qu’il est possible d’écrire dans la
limite des temps longs un équilibre quasi-stationnaire entre les probabilités de transition de
ces deux sites, on obtient alors
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e−f(o(t′,x∂−V0 ))∑
xi∈V+,− e

−f(o(t′,xi)) +
∑
xi∈V+,+ e

−f( t′
V

+o(t,xi))
P (x∂+ , t

′) =

e−f( t
′
V

+o(t′,x∂+V0 ))∑
xi∈V−,− e

−f(o(t′,xi)) +
∑
xi∈V−,+ e

−f( t′
V

+o(t′,xi))
P (x∂− , t

′)

Notons que l’on a abouti à une première condition sur V0. Afin de vérifier P (x ∈
∂−V0, t

′) ≪ P (x ∈ ∂+V0, t
′), on observe que f doit nécessairement vérifier∗5

e−f(t′) →
t′→∞

∞.

En étendant cette relation d’échelle entre les deux probabilités pour tous les sites ap-
partenant à ∂±V0, et en remplaçant P (x ∈ ∂+V0, t

′) par δV0
V0

, il est possible d’obtenir le
comportement dominant de la probabilité que le marcheur soit dans la bordure inférieure à
l’instant t′

P (x ∈ ∂−V0, t
′) ∼ e

f( t
′
V0

+o∂+ (t′))−f(o∂− (t′))
. (III.2)

Notons que l’on a, sans perte de généralité, réécrit les termes négligeables d’ordre 1 sous
la forme o∂±(t) afin de rappeler qu’ils dépendent des temps locaux moyennés respectivement
sur ∂±V0.

Tournons-nous désormais vers la probabilité de s’extraire du piège V0. Pour cela, définis-
sons Sτ,V0(t), la probabilité d’être piégé depuis τ jusqu’à t. On cherche à exprimer Sτ,V0(t)
en fonction de P (x ∈ ∂−V0, t

′), on montre en annexe E.2 pour la convention sur site que

SV0(t, τ) ∼ exp
(

−
∫ t

τ
e

2f( t
′
V0

+o∂+ (t′))−f(o∂− (t′))−f(O(1))
dt′
)
.

Dès lors, il est possible de déterminer la probabilité de s’extraire de V0 et de tester la
validité de notre première approximation P (x ∈ ∂−V0, t) ≪ P (x ∈ ∂+V0, t). Définissons pour
cela le temps typique passé sur la bordure entre τ et t∗6

∼
T ∂−V0(t, τ) ∼

∫ t

τ
P (x ∈ ∂−V0, t

′)dt′ (III.3)

∼
∫ t

τ
e
f( t

′
V0

+o∂+ (t′))−f(o∂− (t′))
dt′.

∗5 Ainsi pour une fonction f présentant un effet de saturation, le marcheur s’échappera avec une proba-
bilité 1 de n’importe quel piège formé par sa propre trajectoire. Il réalisera alors un trajectoire dont le nombre
de sites distincts visités divergera en fonction du temps.

∗6 Notons que le comportement des différentes observables est indépendant de τ dans la limite t ≫ τ .
Ainsi, on va par la suite prendre sans perte de généralité τ = 0, les différentes observables seront donc réécrites
indépendamment de τ .
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Par la suite, on remplacera directement le temps passé sur la frontière extérieure o∂−(t′)
par son comportement typique

∼
T ∂−V0(t). Cela impose une équation auto-cohérente que doit

vérifier P (x ∈ ∂−V0, t
′). On va donc déterminer le comportement de SV0(t, τ) en fonction des

différents comportements de ef(t).

c) Critères du comportement piégé en fonction de ef(t)∫∞
0 ef(t)dt = cst ⇐⇒ f(t) < − ln(t) :

Dans ce premier cas, le temps moyen passé à la frontière de ∂−V0 est fini. Par consé-
quent, le second terme f(o∂−(t′)) présent dans SV0(t, τ) est aussi fini. Dès lors, en notant que∫∞

0 e2βf(t)dt′ = cst, on obtient que SV0(t, τ) tend vers une constante strictement supérieure à
0. Autrement dit, le marcheur a une probabilité finie de rester piégé dans V0. On en conclut,
pour

∫∞
0 ef(t) = cst, que le marcheur finira nécessairement piégé dans sa propre trajectoire, y

compris pour les modèles à renforcement sur sites, et cela en toute dimension∗7 . Ce résultat
est cohérent avec les travaux mathématiques présentés précédemment.

∫∞
0 e2f(t)dt = ∞ ⇐⇒ f(t) > − ln(t)/2 :

En remarquant que −f(o∂−(t′)) > 0, on obtient que, contrairement au cas précédent,
SV0(t, τ) tend nécessairement vers 0 dans la limite des temps longs. Ainsi, le marcheur a une
probabilité 1 de s’échapper de V0. Le marcheur ne peut donc pas finir piégé indéfiniment, il
continuera à découvrir de nouveaux sites au cours de son évolution. Notons que l’on retrouve
les résultats précédemment obtenus dans la littérature.

∫∞
0 e2f(t)dt = cst <

∫∞
0 ef(t)dt = ∞ ⇐⇒ − ln(t)/2 > f(t) > − ln(t) :

Pour ce dernier cas plus complexe, deux observations s’opposent. En négligeant le second
terme f(o∂−(t′) présent dans SV0(t), on obtiendrait que SV0(t) →

t→∞
cst > 0. Cela sous-

entendrait que le critère de Davis serait différent pour la convention sur site.

Toutefois, notons que
∼
T ∂−V0(t) →

t→∞
∞. Autrement dit, le temps local typique passé sur

les sites ∂−V0 diverge. Celui-ci, noté f(o∂−(t′)), est explicitement impliqué dans le compor-
tement SV0(t, τ) et pourrait modifier le comportement aux temps longs de cette quantité.
Affinons notre approche en supposant que le comportement dominant de f prend la forme
asymptotique suivante

f(t) ∼
t→∞

β ln(t), avec − 1/2 ≥ β > −1. (III.4)

∗7 De toute évidence, si le marcheur s’échappe de V0, il pourra retomber dans V0, ou construire un
nouveau piège appelé V1 à un instant τ1 > t + τ . En réutilisant les résultats obtenus ci-dessus pour V1 avec
des temps relatifs t′ − τ ′ > τ , le marcheur aura de nouveau une probabilité finie de rester éternellement en
V1. Ainsi, en partitionnant sur le nombre de pièges de temps minimal τ > 0 que le marcheur va former au
cours de son évolution, on voit clairement que celui-ci finira nécessairement piégé dans l’un d’entre eux. On
pourrait s’interroger sur les effets de vieillissement de l’espace déjà visité. Cette observation est pertinente,
mais notons qu’à minima le marcheur sera piégé, ou bien dans l’hypothèse où il découvre une zone non visitée,
il aura alors une probabilité finie de recréer un piège dans un espace quasi vierge.
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Comme le temps typique passé ∂−V0 diverge, on propose de considérer un comportement
en loi de puissance (des dépendances plus faibles sont étudiées en annexe E.2). On le réécrit
donc sous la forme suivante

∼
T ∂−V0(t) ∼ tγ+1. (III.5)

En particulier, cela implique en utilisant (III.3) que P (x ∈ ∂−V0, t) ∼ tγ . Notons que
−1 < γ < 0. Ainsi, o∂−(t′) = tγ+1, en injectant cette relation dans (III.2) pour des formes f
données par (III.4), on obtient une seconde expression pour P (x ∈ ∂−V0, t).

P (x ∈ ∂−V0, t) ∼ tβ−β(1+γ).

Ainsi, en comparant les deux expressions obtenues pour P (x ∈ ∂−V0, t), on montre que
γ doit vérifier la condition suivante

γ = −βγ.

On obtient nécessairement que γ = 0 pour β > −1. En reprenant (III.5) pour γ = 0, on
remarque que celui-ci est alors linéaire en t impliquant que P (x ∈ ∂−V0, t) ∼ P (x ∈ ∂+V0, t).
On a donc contredit notre hypothèse principale, le temps passé en ∂−V0 est aussi de l’ordre
de t. Par conséquent, si le temps moyen diverge en loi de puissance, le processus va néces-
sairement s’échapper de V0.

Le cas β = 1 est détaillé en annexe E.2, succinctement, il existe un temps passé dans
∂−V0 divergeant, mais négligeable par rapport à t. La probabilité de s’échapper de V0 tend
vers une constante qui reste alors strictement positive.

d) Conclusion de l’approche

Ainsi, on retrouve que le critère de Davis reste valide pour la convention sur site (
∫∞

0 ef(t)dt =
cst), et cela en toute dimension dans des espaces euclidiens pour des poids w(n) ∼

t→∞
O(tβ)

avec β < 1. Ce résultat n’avait été obtenu que dans la littérature mathématique, dans des
travaux différents, dont les approche dépendaient spécifiquement de la convention et du choix
des modèles. Achevons notre analyse en commentant l’approche développée ici.

Tout d’abord, notons que le résultat obtenu ne dépend pas de la dimension de l’espace
dans lequel évolue le marcheur. La seule condition reste que le nombre de voisins de chaque
site soit borné. On retrouve ici les mêmes conclusions que celles obtenues dans les différents
travaux menés auparavant. Afin de mieux appréhender l’effet de la dimension du réseau,
observons que plus le nombre de voisins de chaque site augmente, plus le temps nécessaire
afin de former un piège est long. Pour construire un piège, le marcheur doit, dans un premier
temps, sauter successivement sur les mêmes sites, alors que ceux-ci ont été peu, voire pas vi-
sités auparavant. Il est évident que cet évènement est plus long à se réaliser lorsque le nombre
de voisins augmente. Dès lors, pour d ≫ 1 et pour des renforcement relativement "faibles",
le marcheur va pouvoir découvrir un nombre important de sites avant qu’il ne finisse piégé.

Ensuite, notons qu’un raisonnement similaire peut être mené pour la convention sur lien
conduisant au critère de Davis en toute dimension.
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Dans ce cas précis, la probabilité de sortie est directement proportionnelle à P (x ∈
∂−V0, t). Le marcheur a donc une probabilité 1 de s’extraire de V0 pour

∫∞
0 ef(t)dt = ∞.

Enfin, cette approche permet de mieux saisir les différences entre les deux conventions.
En particulier l’analyse du cas β > −1, β → −1 en dimension 1, pour la convention sur
site, a bien relevé une croissance extrêmement lente du territoire visité [Stevens et al., 1997],
contrastant avec les résultats obtenus pour la convention sur lien [Tóth, 1996, 2001].

Dans la suite, on va donc s’intéresser successivement aux différentes catégories de mar-
cheurs attractifs qui ont été définies dans cette partie. On cherchera à déterminer leurs
propriétés de premier passage et de vieillissement.

e) Application : efficacité de l’exploration des marcheurs piégés

Considérons les marcheurs sur sites piégés qui possèdent donc un poids supérieur aux
temps longs à w ∝ O(tβ), β ≥ 1 (> 1 pour la convention sur lien). Comme ceux-ci vont être
piégés, la probabilité de trouver la cible est finie, et cela indépendamment de la dimension
du réseau. Ces marches sortent donc du cadre de notre étude. Manifestement, pour des cibles
sur réseau introduites à des distances r ≫ 1, le marcheur aura une probabilité négligeable de
trouver la cible∗8 . Ensuite, les propriétés de transport et de vieillissement sont extrêmement
dépendantes de l’instant où le marcheur commence à être piégé, et leurs analyses précises ne
sont alors que peu judicieuses.

Enfin, se pose la question de la pertinence de l’utilisation de tels modèles pour décrire
des situations réalistes. Nous avons montré l’apparition de gradients du potentiel localement
divergent sur un réseau, ce qui est, en pratique, difficilement appréhendable dans un contexte
biologique. En effet, ces gradients restent très dépendants des propriétés microscopiques du
réseau et du comportement des poids w(n) à petit nombre de visites. En pratique, un effet
de saturation des poids, après un très grand nombre de visites, permettrait de retrouver des
comportements plus réalistes.

III.3 Applications aux marcheurs attractifs non piégés
On va dans la suite de cette étude, distinguer plusieurs caractéristiques communes que

peuvent présenter certains de ces modèles. Dans un premier temps, on retrouvera les pro-
priétés de transport asymptotiques obtenues pour le modèle SATW. Puis on étendra ces
résultats afin de caractériser le comportement des incréments des marches attractives en loi
de puissance. Ces résultats se basent essentiellement sur des arguments d’échelles que l’on
retrouve dans [Ordemann et al., 2001], et qui sont par ailleurs confirmés numériquement.
Ensuite, on s’intéressera à la forme typique que peut prendre la probabilité de survie lorsque
le marcheur présente un comportement sous-diffusif.

∗8 Certes pour des dimensions élevées le marcheur peut parcourir des distances importantes avant d’être
piégé, mais la cible est alors d’autant plus difficile à trouver. L’introduction d’un volume confinant a donc un
effet marginal sur les propriétés de premier passage de tels marcheurs.
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III.3.1 Le modèle SATW attractif en dimension supérieure à 1

Commençons par nous intéresser au modèle le plus simple présentant un effet de satura-
tion dès la première visite. Ce modèle, dont les propriétés en dimension 1 ont été abordées
dans le chapitre précédent, est ici défini par le poids w(n) = exp(−βf(n)), où f(0) = 0
et f(n > 0) = 1 et β < 0. Nous verrons que l’analyse des différents comportements que
peut prendre ce modèle en dimension supérieure à 1 peut être étendue aux autres proces-
sus attractifs. Peu de résultats analytiques exacts ont été obtenus, et les comportements
asymptotiques du MSD proposés dans [Foster et al., 2009 ; Ordemann et al., 2000, 2001]
sont principalement supportés par des analyses numériques. Qualitativement, le processus
est attiré par son territoire visité Dt, dont la géométrie est toutefois plus complexe qu’en
dimension 1.

Afin de déterminer le comportement du MSD, on propose de s’appuyer sur un modèle de
croissance de Dt qui a aussi été développé dans [Ordemann et al., 2001] pour des dimensions
d ≥ 2. On prendra ici comme exemple d = 3, notons que la validité de cette approche, dans
le cas spécifique d = 2 a été débattue dans [Foster et al., 2009].

On propose comme point de départ pour la croissance du territoire visité

d⟨Dt⟩
dt

∼ 1
⟨T ⟩s

, (III.6)

où ⟨T ⟩s est le temps de retour moyen à la frontière de Dt (notée δDt), moyenné sur l’en-
semble des sites de départ tirés uniformément dans δDt. En utilisant un argument similaire
à la formule de Kac pour le temps de retour moyen [Bénichou et al., 2005], on propose que
le comportement de ⟨T ⟩s puisse être écrit selon

1
⟨T ⟩s

∼ δDt

Dt
. (III.7)

On a alors supposé une distribution quasi stationnaire à l’intérieur de Dt. On introduit
aussi dfc et α, les dimensions fractales respectives de Dt et de son bord δDt. Comme l’échelle
typique de Dt est donnée par

√
⟨x2⟩, on obtient respectivement

Dt ∼ tdfc/dw , (III.8)

δDt ∼ tα/dw , (III.9)

où l’exposant de marche dw caractérise le MSD : ⟨x2⟩ ∼ t2/dw . En utilisant les propriétés
de (III.8) et (III.9) dans (III.6) et (III.7), on obtient alors une relation autoconsistante vérifiée
par les différents exposants

α = 2dfc − dw. (III.10)

On suppose dans un premier temps que le poids des interactions est suffisamment faible
(|β| faible) afin que Dt présente les mêmes propriétés qu’une marche symétrique simple. Pour
celle-ci en dimension 3, il est connu que le territoire visité est caractérisé par α = dfc = 2
(vérifiant par là même (III.10) pour dw = 2).
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Ce comportement est aussi observé pour la marche SATW pour des |β| faibles [Foster
et al., 2009] (figure III.4). Celle-ci présente alors un comportement diffusif qui est observé nu-
mériquement. Inversement, supposons que pour |β| suffisamment élevé, la dimension fractale
de Dt est modifiée. Plus précisément on suppose que Dt croît comme un volume homogène
et compact pour lequel dfc = d = 3 et α = dfc − 1 = 2. Autrement dit, le marcheur explore
de manière très homogène l’espace qui l’entoure en formant un territoire visité de dimension
égale à la dimension du réseau. En injectant les différents comportements dans l’équation
(III.10), on obtient dw = 4 en dimension 3. En conséquence, l’argument d’échelle suggère
l’existence d’un régime sous-diffusif, observé numériquement∗9 , pour lequel ⟨X2(t) ∼⟩ ∼ t

1
2 .

En principe, les arguments présentés ci-dessus peuvent être reproduits pour d ̸= 3. La marche
SATW présente alors deux comportements distincts :

— Diffusif avec dw = 2 indépendamment de la dimension pour des |β| < |bc| faibles
— Sous-diffusif avec dw = d+ 1 pour des |β| > |bc| forts

La transition selon β entre les deux régimes dépend de la dimension. En particulier
pour la dimension 2, le comportement sous-diffusif est observé pour des β élevés, amenant
à ⟨x2(t)⟩ ∼ t2/3. En revanche dans la limite |β| → 0, la transition vers un régime diffusif
est encore débattue [Foster et al., 2009]. Enfin, notons qu’en dimension 1 les deux com-
portements amènent à dw = 2. Par conséquent, cette analyse permet de retrouver tous les
comportements observés et les dimensions de marches dw associées, sans toutefois déterminer
les valeurs de transition.

Poussons ces arguments afin de déterminer le comportement des incréments. Commen-
çons par considérer le cas strictement diffusif. Le marcheur va alors explorer un volume de
taille typique

√
t
d. Ainsi pour d ≥ 2 le marcheur a découvert un nombre négligeable de sites

(borné par t ≪
√
t
d) présents dans cette zone, de sorte que la fraction locale de sites visités

finit par être négligeable dans la limite t → ∞. D’autre part, le marcheur effectue alors un
nombre fini de retours pour chaque site du réseau. Ainsi, le potentiel local de l’environnement
autour du marcheur devient stationnaire pour T ≫ 1, signifiant que les effets de vieillisse-
ment sont asymptotiquement indépendants de T . Notons cependant que le coefficient de
diffusion est non trivial et dépend de la dynamique à petit t.

On propose donc que les effets de vieillissement de la marche SATW diffusive en dimension
supérieure à 1 soient stationnaires aux temps longs et caractérisés par un coefficient de
diffusion DL ̸= 1/2.

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = 2DLt
2/dw pour t, T ≫ 1

Ensuite, considérons le cas sous-diffusif pour lequel le volume typique exploré est de
l’ordre de td/(d+1). Il apparaît clairement que le marcheur va donc évoluer principalement
dans un territoire déjà visité. En conséquence, de manière analogue au cas 1d, on peut donc
négliger les effets non-markoviens à l’intérieur du territoire visité. Dans la limite 1 ≪ t ≪ T ,
le marcheur évolue principalement dans le territoire visité dont la taille typique est fixée
par T . Le marcheur va alors présenter un comportement diffusif de coefficient Ds = 1/2.

∗9 Notons que la transition exacte entre les deux régimes a été seulement mesurée numériquement en
dimension 3 [Foster et al., 2009 ; Ordemann et al., 2001].
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Inversement, pour t ≫ T , le marcheur va constamment étendre le bord de δDt qui désormais
a une taille typique fixée par t. Les effets non-markoviens ralentissant la découverte de
nouveaux sites, on retrouve le comportement sous-diffusif obtenu dans [Ordemann et al.,
2001]. On propose donc que les incréments s’écrivent sous la forme suivante

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ =
{

2DLt
2/dw pour t ≫ T

Dst pour t ≪ T
(III.11)

En particulier, notons que les incréments ne dépendent pas de la variable T dans la limite
T ≫ 1. Ainsi, T agit comme une coupure entre les deux régimes, dont on propose que la
transition soit logiquement décrite par le rapport t/T ∗10 (figure III.4). Afin de conclure notre
analyse de la marche SATW, dressons plusieurs observations qui s’avèreront pertinentes dans
l’étude des autres modèles attractifs non-piégés.

— Nous avons vu que le marcheur SATW, en dimension supérieure à 1, pouvait présenter
un comportement sous-diffusif, et ce, simplement avec un effet attractif ajouté lors de
la première visite. En conséquence, pour les marcheurs attractifs le comportement de
w(n), lors des premières visites, joue un rôle déterminant dans le comportement global
du marcheur dans la limite des temps longs. Ainsi, alors que le caractère piégé de ces
modèles est simplement déduit du comportement à grand nombre de visites, le com-
portement à petit nombre de visites peut néanmoins suffire à générer un comportement
sous-diffusif.

— Ensuite, plusieurs régimes ont été observés en fonction du paramètre β. Ainsi, pour
d’autres modèles attractifs, des transitions similaires sont envisageables en fonction des
paramètres qui caractérisent le potentiel lors des première visites.

— Enfin, lorsque le marcheur SATW présente un comportement sous-diffusif, le territoire
visité Dt est compact et présente un bord lisse. À l’intérieur de cette zone visitée,
les effets de renforcement sont négligeables. Cette dernière observation est facilement
concevable pour la marche SATW, mais semble être partagée avec les autres marches
attractives sous-diffusives que l’on va présenter ultérieurement.

III.3.2 Autres modèles à renforcement sur sites

À partir de ce premier résultat, on va considérer d’autres modèles attractifs pour lesquels
on adaptera l’approche développée précédemment pour la SATW. Celle-ci a révélé l’im-
portance du comportement du potentiel V (respectivement f), lors des première visites (n
faibles), qui peut conduire à deux régimes distincts. Nous verrons que ces deux régimes sont
présents pour les autres modèles attractifs non-piégés (la valeur de la transition dépendant
des paramètres qui contrôlent le comportement de w lors des première visites). Ainsi, on
appellera par la suite, modèles à faibles effets de renforcement ceux dont le potentiel à petit
nombre de visites est insuffisant pour imposer un comportement sous-diffusif. Inversement,
on définira les modèles à forts effets de renforcement, comme ceux dont le comportement de
w conduit à un comportement sous-diffusif.

∗10 Notons qu’une telle forme ne peut pas être obtenue pour des processus invariants d’échelle. Ce constat
sera plus amplement détaillé dans le prochain chapitre.
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Fig. III.4 Territoire visité et vieillissement pour la SATW en dimension 2 et 3, et compa-
raison avec une marche aléatoire simple. A,C Aire visitée en dimension 2, pour une marche
SATW sous-diffusive et pour une marche aléatoire simple. L’ensemble des sites visités Dt

pour le SATW croît comme un ensemble compact, selon une aire de taille caractéristique
t2/dw , contrairement à la marche aléatoire simple où Dt présente une aire nulle dans la limite
du continu. B,D Limite de Dt pour la marche aléatoire SATW et pour une marche aléatoire
simple. Les exposants caractérisants la géométrie de δDt sont donnés par αp = 1 pour le
SATW, et αp = 2 pour une marche aléatoire simple. E-H Vieillissement des incréments pour
le SATW (normalisés par l’échelle de diffusion attendue aux temps longs). Chaque courbe
correspond à une valeur fixée de T . Les incréments sont stationnaires aux temps longs pour
|β| faible dans régime diffusif en dimension 3 E. Inversement, pour le cas sous-diffusif observé
en dimension 2 et 3 F-H, un régime diffusif est retrouvé pour t ≪ T , lorsque le marcheur
est principalement situé à l’intérieur de Dt, et est identifiable à une simple marche aléatoire.

Processus à renforcement attractif saturant :

Commençons par considérer des modèles pour lesquels w(n) →
n→∞

cst. Pour ces derniers,
on retrouve un comportement diffusif local sur les sites qui auront été visités un nombre
suffisant de fois. Dès lors, le comportement du temps de retour aux bords de Dt est éga-
lement déterminé par (III.7). Ainsi, on propose qu’en dimension supérieure à 2, les deux
comportements observés dans le cas de la SATW, diffusif sans vieillissement et sous-diffusif
(dw = d+1) avec un comportement diffusif aux temps courts (T ≫ t), peuvent être retrouvés
en fonction des effets de renforcement à faible nombre de visites.
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Ensuite, en dimension 1, on propose que tous ces processus soient diffusifs aux temps
longs, tout en présentant un vieillissement diffusif à toute échelle de temps identique à ce-
lui étudié dans le chapitre 2. Pour finir, considérons le cas critique de la dimension 2. De
manière similaire à la marche SATW, un comportement sous-diffusif est attendu, mais l’exis-
tence d’un régime diffusif reste délicate à conjecturer.

Processus à renforcement attractif en loi de puissance non-piégés :

Intéressons-nous désormais aux processus dont le comportement pour des nombres de
visites élevés est donné par w(n) ∼ nβ avec β < 1. Tout d’abord, rappelons que ceux-ci ne
sont pas piégés et on cherche donc à caractériser leurs propriétés de transport. Pour ces cas
précis, nous avons vu précédemment que le choix de la convention, sur site et sur lien, était
primordial. Commençons par rappeler les travaux de [Tóth, 1996] qui ont déterminé le com-
portement asymptotique de ces marches dans la convention sur lien, obtenant en particulier
⟨x2
t ⟩ ∼ t

2(1−β)
2−β .

On propose de retrouver ce résultat avec des arguments similaires à ceux développés
pour la marche SATW, puis on étendra cette approche en dimension supérieure à 1 pour les
modèles sur lien. Ensuite, on se tournera vers l’adaptation de ces résultats dans le cas de la
convention sur site.

Pour de tels modèles, on comprend que l’hypothèse (III.7) doit être revisitée. En parti-
culier, la probabilité de s’extraire de Dt dépend désormais, du nombre de fois que les sites
appartenant à δDt ont été visités auparavant.

Premièrement, on propose que le marcheur effectue encore un comportement asymptoti-
quement diffusif à l’intérieur de la zone visitée∗11 . Cette hypothèse a été vérifiée numérique-
ment, et est partagée avec d’autres modèles répulsifs.

En revanche, il est plus difficile de déterminer le comportement à la frontière de la zone
visitée. On propose donc d’étendre la frontière δDt à l’ensemble des sites visités pour lesquels
les effets de renforcement ne sont pas encore négligeables. Autrement dit, le marcheur n’est
pas assimilable à un marcheur aléatoire simple seulement lorsqu’il évolue dans δDt. Ensuite,
on propose que le temps passé dans δDt soit négligeable, ce qui est justifié par le comporte-
ment des incréments diffusifs pour T ≫ t observé numériquement.

Notons que le comportement du temps typique de retour aux bords δDt, moyenné sur les
sites de Dt, est donné par t1/dw puisque la marche reste diffusive dans Dt.

∗11 Pour cela, notons que le temps typique passé sur les sites à l’intérieur de Dt est donné par t1− 1
dw .

Dans la mesure où celui-ci diverge avec t, on propose que les écarts du nombre de visites entre les différents
sites à l’intérieur de Dt ont un poids négligeable. D’autre part, une analyse en champ moyen des écarts relatifs
entre les nombres de visites des différents sites de Dt peut être trouvée en annexe G.1 et sera évoquée dans
le prochain chapitre.
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Enfin, on propose que le comportement d’échelle asymptotique de la probabilité que le
marcheur, actuellement au bord, puisse agrandir Dt, est décrite par celle d’un piège de poids
typique∗12 t−β(1− 1

dw
). En reprenant ces différents arguments et les injectant dans (III.6) on

obtient

t
1
dw

−1 ∼ t−β(1− 1
dw

)

t1/dw
.

Après simplification, on retrouve le résultat attendu dw = 2−β
1−β [Tóth, 2001]. Cette ap-

proche revisitée des modèles de croissance de Dt soulève plusieurs points :
— Celle-ci repose sur l’hypothèse que le marcheur, explorant δDt, découvre un nouveau

site avec une probabilité t−β(1− 1
dw

). Ce résultat n’est sûrement pas directement adap-
table pour des modèles sur sites, en particulier lorsque β est proche de 1.

— De plus, cette approche repose sur l’apparition d’un comportement diffusif du marcheur
à l’intérieur de Dt. Ce comportement a été observé à plusieurs reprises pour des marches
à renforcement sur liens, mais aussi sur sites, en dimension supérieure ou égale à 1.

Ainsi, on peut conjecturer un exposant dw en dimension supérieure à 1 pour les modèles
attractifs en loi de puissance sur liens. Pour cela, on reprend les définitions précédentes en
proposant que la probabilité de s’extraire de δDt soit proportionnelle à t−β(1− 1

dw
)δDt. Enfin,

le territoire visité étant compact, on obtient α = d − 1 et dfc = d, ce qui permet d’extraire
dw = 1+d(1−β)

1−β . Cette conjecture semble donner des résultats convaincants (figure III.5) et
nécessite d’être approfondie. Remarquons que cette valeur est obtenue dans l’hypothèse où
ces marches présentent un comportement sous-diffusif. En effet, de manière analogue à la
marche SATW, un comportement diffusif sans vieillissement peut être observé en dimension
supérieure ou égale à 3 pour des effets de renforcement suffisamment faibles à petits nombres
de visites∗13 .

On peut désormais commenter l’adaptation de ces résultats dans le cas de la convention
sur site. Pour ces modèles, l’analyse numérique du MSD souligne que l’exposant de marche
dw est généralement différent des valeurs prédites pour la convention sur lien∗14 . Ainsi, il
semble difficile de proposer une approche valide dans le cas de la convention sur site. Malgré
tout, dans la limite où β est proche de 0, ces modèles présentent des incréments diffusifs
(pour T ≫ t) de manière identique à la convention sur lien. Inversement, pour β proche de
1, l’analyse de (III.4) souligne la difficulté de ces marches sur site à s’extraire des sites les
plus visités. Cet effet a aussi été observé numériquement dans [Stevens et al., 1997], où il a
été relevé que ces modèles présentaient une croissance de Dt et du MSD, extrêmement lente
(plus faible qu’un logarithme).

Concluons notre étude en résumant les différents comportements que peuvent prendre
les marches attractives en loi de puissance :

∗12 Ce comportement d’échelle traduisant le passage d’une zone de poids t−β(1− 1
dw

) à une zone de poids
O(1).

∗13 Malgré un poids divergeant selon le nombre de visite, w(n) ∼ nβ , et de par le caractère diffusif de
ces marches, le nombre de retours sur chacun des sites du réseau est fini. Ce qui conduit à un environnement
local stationnaire de manière identique à la marche SATW.

∗14 Un comportement identique dans les deux conventions peut être envisagé dans la limite β → 0.
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— Pour des effets de renforcement suffisamment élevés, y compris à faible nombre de
visites, un régime sous-diffusif est attendu. De plus, le marcheur formera une zone
compacte et homogène à l’intérieur de laquelle il réalise un comportement diffusif. De
ce comportement, nous en avons déduit, au moyen d’arguments d’échelle heuristiques,
un exposant type dw = 1+d(1−β)

1−β qui permet de décrire le comportement du MSD de
ces marches pour la convention sur lien.

— Enfin, pour des effets de renforcement faibles à petits nombres de visites, le marcheur
va présenter un comportement diffusif. En effet, les effets de renforcement sont trop
faibles pour permettre l’apparition d’une zone compacte et homogène de Dt. Celle-ci
restera comparable à celle d’une marche symétrique simple. Le marcheur effectuera
alors une exploration non compacte, ne repassant que rarement dans des sites visités
longtemps auparavant. Pour finir, rappelons que le cas de la dimension 2 reste critique
comme pour la SATW.

— Seulement pour la convention sur site, pour des exposants 1 > β > βc (où βc est
indéterminé), ces marches ne sont pas piégées, mais la croissance du territoire visité
est extrêmement lente et reste indéterminée.

On va désormais examiner les propriétés de premier passage des marches attractives
présentant un comportement sous-diffusif aux temps longs. Le cas diffusif sera étudié dans
le prochain chapitre puisqu’il présente des propriétés identiques à d’autres modèles répulsifs
abordés dans la suite.

III.3.3 Effet d’un comportement sous-diffusif sur les propriétés de premier pas-
sage en espace infini

a) Incidence des incréments sous-diffusifs

Afin de comprendre les répercussions des incréments sous-diffusifs sur les propriétés de
premier passage, une première comparaison peut être avancée avec la marche continuous-
time random walk (CTRW) présentée dans le chapitre précédent.

Rappelons que ce modèle peut présenter, simultanément, un comportement sous-diffusif
et des exposants de persistance anormaux en dimension 1∗15 . Ainsi, au premier abord, on
pourrait donc supposer qu’un tel résultat puisse être adapté pour les marches à renforcement
sous-diffusives.

Pourtant, malgré le fait que la CTRW et les modèles attractifs présentent tous deux
des incréments sous-diffusifs, leurs propriétés d’exploration seront bien distinctes. Pour la
marche CTRW, la géométrie des sites visités reste identique à celle d’une marche simple. En
revanche, pour les modèles attractifs, le marcheur explore l’espace de manière très homogène,
et donc différemment d’une marche aléatoire simple∗16 .

∗15 Rappelons que ce modèle impose des temps d’attentes entre chaque saut, tirés selon une distribution
en loi de puissance aux temps longs p(τ) ∼ Ct−1−β . Pour des lois larges β ∈]0, 1[, il est connu que ce modèle
est sous-diffusif, et présente simultanément des exposants de persistance anormaux en dimension 1, θ = β/2.

∗16 À titre d’exemple pour une marche CTRW, en dimension 3 la probabilité de ne jamais trouver une
cible tend vers une constante non nulle. Inversement, l’analyse numérique des propriétés de premier passages
de la marche SATW, menée par la suite, souligne que la cible est trouvée avec une probabilité 1.
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Fig. III.5 Propriété de vieillissement des marches à renforcement attractives en loi de
puissance pour lesquelles, ici, w(n) = (1 + qnβ). Chaque courbe est tracée pour une valeur
de T fixée. Les incréments sont normalisés : par le régime asymptotique effectué aux temps
longs pour les figures a,b,d et e, et par le régime diffusif attendu aux temps courts pour
T ≫ t ≫ 1 pour les figures c et f. Pour β, q peu élevés, on observe un comportement
diffusif sans vieillissement, en dimension supérieure on égale à 3, ici testé pour la convention
sur site a. Pour la convention sur site, lorsque un comportement sous-diffusif est observé,
celui-ci est caractérisé par dw ̸= 1+d(β−1)

1−β . Par ailleurs, pour ces marches sous-diffusives un
comportement diffusif aux temps courts est attendu, ici représenté figure c. En revanche, pour
la convention sur lien le comportement sous-diffusif est caractérisé par un exposant dw =
(2−β)/(1−β) [Tóth, 2001] en dimension 1 d. En dimension 2, la valeur dw = 1+d(β−1)

1−β , testée
figure e, semble donner des résultats probants. Enfin, on note que ces marches présentent
aussi un comportement diffusif aux temps courts dans la convention sur lien, représenté figure
f.

Par la suite, on présentera des arguments heuristiques supportant que les marches à
renforcement sous-diffusives présentent un exposant de persistance θ infini, comportement
confirmé numériquement en dimension 2 et 3 pour la marche SATW mais aussi pour les
modèles en loi de puissances sous-diffusifs en dimension 1.

Autrement dit, la probabilité de survie associée à l’évènement de premier passage présente
une décroissance plus forte que n’importe quelle loi de puissance signifiant que tous les
moments de la distribution de premier passage sont finis.
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b) Justifications de θ = ∞

Nous allons dans un premier temps considérer le cas de la marche SATW sous-diffusive
en dimension d > 2 pour laquelle dw = d+1. Introduisons une cible sur un site à une distance
initiale r d’un marcheur en 0. On cherche à déterminer le comportement aux temps longs de
la probabilité de survie S(t).

La marche SATW sous-diffusive réalise une exploration compacte :

Premièrement, on définit une boule centrée sur la position initiale du marcheur et de taille
typique donnée par t1/dw . Comme le marcheur passe un temps t dans un volume typique de
l’ordre de td/dw < t, on en déduit que la plupart des sites à l’intérieur de cette boule ont été
visités. La probabilité de survie tend vers 0, indépendamment de la dimension.

Probabilité de survie conditionnellement à ce que la cible n’a pas été trouvée à T :

Afin de caractériser la queue de la distribution de survie, on va supposer que la cible n’a
pas été encore atteinte après un temps T ≫ rdw . On reprend la définition du territoire visité
de δDT en décomposant le périmètre intérieur δDT,i et extérieur δDT,e. Plus précisément,
δDT,i forme des trous constitués de sites qui n’ont jamais été visités par le marcheur (figure
III.6), on suppose alors, dans un premier temps, que la cible est incluse dans un des trous
de δDT,i.

En reprenant le comportement des incréments (III.11), on propose que la marche présente
un comportement diffusif dans la zone visitée. Afin de déterminer le temps caractéristique
nécessaire pour trouver la cible, on néglige l’impact de la croissance du périmètre extérieur
sur les propriétés de premier passage entre T et t + T . Dès lors, on assimilera le périmètre
extérieur, δDT,e, à une barrière réfléchissante.

On propose que le temps caractéristique nécessaire avant de trouver la cible soit donné
par le FPT d’une marche aléatoire simple dans un volume confiné [Condamin et al., 2007a].
Cela induit qu’après un temps typique T d/dw ln(T ), la cible a été visitée presque sûrement
[Chupeau et al., 2015]. Les détails amenant à ce résultat et testant la consistance de nos
hypothèses tout comme une argumentation similaire s’appuyant sur les temps de retours sur
le trou entourant la cible peuvent être retrouvés en annexe E.3. En conséquence entre T et
T + T d/dw ln(T )∗17 , pour une cible incluse dans le périmètre intérieure δDT,i, la probabilité
de survie présente alors une décroissance plus forte qu’une loi de puissance puisque l’on a
obtenu que S(T + T d/dw ln(T ))/S(T ) = o(1).

Remarquons que nous n’avons pas encore considéré le cas où la cible n’a pas encore été
entourée par le territoire visité DT . Pour cela, observons que si le marcheur effectue de nom-
breuses excursions dans le territoire visité, les prochains sites que le marcheur va découvrir
vont être répartis uniformément autour de DT,e.

∗17 Temps caractéristique associé au temps de couverture, défini comme le temps nécessaire au marcheur,
afin de visiter l’ensemble des sites du volume.
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Notons que les arguments énoncés en annexe s’adaptent pour une cible en contact avec
le territoire visité∗18 . En reprenant cette représentation, on comprend aisément que la cible
va être rapidement trouvée ou entourée par des sites visités. Notons que cet argument repose
encore une fois sur les propriétés de vieillissement diffusif de ces modèles sous-diffusifs.

Pour finir, remarquons que l’argument développé ci-dessus s’étend aisément à l’ensemble
des marches attractives présentant un comportement sous-diffusif (figure III.7). Ainsi, de
par ces propriétés de vieillissement atypiques, les probabilité de survies de ces marches at-
tractives présentent des décroissances suffisamment rapides, afin que tous les moments de la
distribution de premier passage associée soient finis. Cette dernière propriété, spécifique aux
effets de renforcement, en font des exemples très rares d’explorations particulièrement ho-
mogènes du territoire visité ; caractéristique importante lorsque l’on considère des exemples
de trajectoires réelles.

Fig. III.6 Schéma représentatif de la détermination des propriétés de premier passage des
marches à renforcement attractif sous diffusives. a Le périmètre du territoire visité à T (DT )
est décomposé en le périmètre extérieur, DT,e (noir), et le périmètre intérieur, DT,i (noir
clair). Le marcheur réalise un comportement diffusif à l’intérieur du territoire visité alors
que le territoire extérieur suit une croissance sous diffusive (T 1/dw). Cette différence conduit
le marcheur à visiter plus souvent l’intérieur de DT , et une cible située à l’intérieure de DT,i

est trouvée bien plus rapidement (S(t) présente une décroissance non algébrique). b Une
approche similaire pour une cible collée au bord extérieur DT,e est développée en annexe
E.3.

∗18 Ce comportement est encore une fois lié au caractère diffusif de la marche à l’intérieur du territoire
visité qui croît plus lentement. Le marcheur va alors constamment réduire les aspérités du territoire visité, et
découvrir de nouveaux sites uniformément autour de DT,e.
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Fig. III.7 Propriétés de premier passage en espace infini des marches à renforcement at-
tractif sous-diffusives. A,B, les marcheurs SATW sous-diffusifs réalisent une exploration
compacte avec une décroissance de la probabilité de survie proche d’un comportement expo-
nentiel, observée en dimension 2 et 3. De même pour la marche attractive en loi de puissance
en dimension 1 C, on retrouve une décroissance plus forte que n’importe quelle loi de puis-
sance.

c) Effet du confinement

Intéressons-nous maintenant aux effets induits par l’ajout d’un volume confinant de taille
R. Dans ce cas, la détermination de la distribution du FPT, pour une distance initiale r à
la cible dans des domaines confinés de volume V ∝ Rd, notée F (t, r, R), est immédiate dans
la limite des grands volumes. En effet, tous les moments de F (t, r, R) ont une limite finie de
sorte que

F (t, r, R) ∼
t→∞

−dS

dt
,

où S(t, r) est la probabilité de survie en espace infini. F (t, r, R) est alors asymptotique-
ment indépendante de R. En définissant la variable normalisée η = t/rdw , un argument
d’échelle permet de réécrire le comportement asymptotique de la distribution sous la forme

rdwF (t, r, R) = G(η, r,R) = h(η),

où h est une fonction d’échelle indéterminée.

Dès lors, nous avons montré que des effets de renforcement des marches attractives
peuvent induire un comportement sous-diffusif. Ce comportement est couplé par l’apparition
d’effet de vieillissement diffusif traduisant la formation d’un territoire visité compact. En-
suite, nous avons vu que ce comportement était suffisant pour altérer fortement les propriétés
de premier passage en milieu infini et confiné dont tous les moments sont asymptotiquement
finis.

Après avoir caractérisé le comportement asymptotique de ces différentes marches, on
espère mettre en valeur l’apparition d’effets de renforcement pour des trajectoires réelles,
observées expérimentalement.
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III.4 Relation entre mouvement cellulaire et les marches à renfor-
cement attractif

Au fil des parties précédentes, nous avons ébauché une classification des marches attrac-
tives en caractérisant successivement leurs propriétés de transport, l’apparition de potentiels
effets de vieillissement et leur efficacité à trouver une cible dans un espace infini ou confiné.
Ces modèles ont des applications claires, et ce pour un large éventail d’exemples où le mar-
cheur modifie localement son environnement, laissant des traces le long de sa trajectoire,
mais surtout interagissant continuellement avec celles-ci lorsqu’il revient sur ces pas. On
peut par exemple penser à des cellules capables de modifier chimiquement leur environne-
ment et ainsi remodeler la matrice extra-cellulaire sur laquelle elles évoluent [Attieh et al.,
2017 ; Pankov et al., 2000 ; Wolf et al., 2007]. On peut relever les travaux de [Stevens et al.,
1997] qui proposent des modèles, numériques et analytiques, en vue de générer des phéno-
mènes d’exploration et d’agrégation observés pour des bactéries et des micro-organismes.
Dans cette partie, on cherchera à décrire des trajectoires cellulaires évoluant sur des surfaces
micro-imprimées, 1D et 2D, en exhibant l’apparition d’effets de renforcement, qui sont par-
faitement décrits par l’analyse développée précédemment. Même s’il a déjà été établi que
les cellules peuvent modifier leur environnement, l’impact de ces perturbations auto-induites
par les trajectoires cellulaires à différentes échelles reste peu exploré.

Dans la suite, nous monterons que des trajectoires de cellules épithéliales MDCK ap-
partiennent à la classe générale des marches aléatoires à renforcement attractif. Plus géné-
ralement, nous observerons un couplage entre des cellules et leur territoire visité, générant
des effets de mémoire et de vieillissement semblables à ceux étudiés précédemment dans ce
chapitre.

III.4.1 Observations expérimentales

Les travaux que l’on va présenter ici ont été réalisés en collaboration avec Benoit Ladoux
et Joseph D’Alessandro, chercheurs à l’institut Jacques-Monod à l’université de Paris.

Nos collaborateurs ont suivi, par vidéo-microscopie, la migration spontanée de cellules
épithéliales MDCK, isolées sur des pistes linéaires en dimension 1 et 2, imprimées de fi-
bronectine, et ce, sur de larges échelles de temps (48 à 96 h). Décrivons succinctement les
différentes observations qui en ont découlé (une description plus précise de la méthodologie
expérimentale peut être trouvée dans [d’Alessandro et al., 2021]).

a) Comportements oscillants des cellules MDCK épithéliales

Deux comportements principaux ont été observés :

— Une première population de cellules présente un état statique sans déplacement net de
leur centre de masse, comportement que l’on ne considérera pas dans la suite.

— Une deuxième population exhibe des trajectoires oscillantes étonnamment régulières,
dont l’amplitude peut largement dépasser la taille de la cellule. On se penchera plus
particulièrement sur l’étude de cette seconde population.
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Relevons que des modèles oscillants ont été précédemment identifiés pour divers types
de cellules [Holmes et al., 2018 ; Paluch et al., 2005 ; Peyret et al., 2019 ; Zhang et al., 2014].
Néanmoins on soutient, ici, que ces oscillations sont intrinsèquement liées au territoire visité
par le marcheur au cours de son évolution.

En effet, notre analyse révèle que les cellules oscillantes se polarisent et acquièrent une
vitesse instantanée de l’ordre de 100µm.h−1. Ces phases de mouvements sont entrecoupées
par des phases d’inversion de la polarité où la cellule change alors de direction. La répéti-
tion de ces phases conduit à un mouvement global oscillant (figure III.8). Ensuite, on peut
relever que la période et l’amplitude de ces oscillations augmentent au cours du temps. Ob-
servation cohérente avec la représentation d’une cellule rebondissant entre deux barrières
réfléchissantes qui s’éloignent lentement. Ces observations expérimentales suggèrent que les
inversions de polarité sont induites par les interactions des cellules avec leurs propres em-
preintes, et non pas uniquement causées par une horloge intracellulaire. Plus précisément, on
proposera que ces cellules modifient les propriétés de leur environnement local, retombant
alors dans le prisme des marches à renforcement attractif étudiées précédemment. Dans ce
scénario, les cellules fonctionneraient donc de manière localement persistante lorsqu’elles se
trouvent à l’intérieur du territoire visité, et inverseraient leur polarité en atteignant un bord
de celui-ci, étendant ainsi progressivement le domaine visité.

b) Caractérisation de l’impact des empreintes cellulaires

Afin de confirmer cette hypothèse, les expériences précédentes ont été reproduites avec
des substrats conditionnés, pour lesquels un premier lot de cellules ont été déposées à
haute densité et laissées évoluer librement (figure III.8). Ces cellules sont ensuite déta-
chées, avant d’ajouter un second lot en reproduisant le protocole des expériences précédentes
pour lesquelles les cellules avaient été déposées sur des surfaces vierges. Ainsi, la seconde
expérience permet d’observer des cellules évoluant dans un milieu déjà exploré et vieilli.
Celles-ci présentent alors un déplacement net considérablement augmenté, de même qu’un
temps de persistance, défini comme le temps moyen avant l’inversion de polarité, plus élevé
que pour les substrats vierges d’empreintes∗19 . Enfin, ces observations ont été confirmées
pour d’autres types cellulaires, dont des cellules Caco-2 (figure III.8). Celles-ci présentent
également un comportement oscillant tandis que l’on observe un simple mouvement persis-
tant pour des substrats conditionnés.

Une analyse plus précise des empreintes cellulaires révèle que les substrats conditionnés
sont entièrement recouverts de fibronectine cellulaire venant d’être déposée. Cette fibronec-
tine peut provenir de la matrice extra-cellulaire [Pankov et al., 2000], mais également être
directement produite par la cellule [Borsi et al., 1987]. Ces résultats suggèrent donc que la
modification, ou le remodelage d’éléments de la matrice extracellulaire, participe aux effets
de mémoire de la migration cellulaire.

Afin de caractériser l’impact des empreintes cellulaires sur la dynamique de celles-ci, on
propose de développer une analyse cinématique des trajectoires observées.

∗19 Notons par ailleurs, que seuls quelques exemples de cellules statiques ont pu être observés sur le
substrat conditionné.
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Pour cela, en détectant les bords des cellules, il est possible de reconstruire les trajectoires
individuelles et de définir un champ d’empreinte ϕ(x, t), champ défini comme le temps total
passé par la cellule à un emplacement donné x avant le temps t (figure III.9). On analyse
ensuite les corrélations entre l’accélération a du centre de masse de la cellule et les valeurs ϕ
mesurées aux extrémités gauche (ϕl) et droite (ϕr).

Pour une cellule atteignant l’extrémité droite (respectivement gauche) du domaine visité,
le champ d’empreinte locale sur laquelle la cellule se trouve est très asymétrique avec ϕl ≫ ϕr
(respectivement ϕl ≪ ϕr ). On observe alors une moyenne significative de l’accélération vers
l’intérieur du domaine visité (⟨a⟩ ≈ ±100µm.h−2). En revanche, pour une cellule se déplaçant
à l’intérieur du territoire visité, le champ d’empreinte est à peu près uniforme (ϕl ∼ ϕr ),
et on n’observe aucune variation significative de la vitesse de migration cellulaire (a ∼ 0).
Cette corrélation claire indique que la polarité des cellules est en partie régie par les gradients
locaux δϕ = ϕr−ϕl du champ visité, et confirme notre hypothèse selon laquelle les empreintes
cellulaires ont un impact sur les trajectoires.

Fig. III.8 Comportement oscillant des cellules isolées et effet du substrat conditionné sur
les propriétés de transport. A Une part significative de cellules MDCK isolées présentent des
oscillations régulières, ici illustrées par le Kymographe d’une cellule MDCK en dimension 1.
B Principe du substrat conditionné, des pistes linéaires sont imprimées par micro-contact
(1), puis une première couche de cellules est ajoutée à haute densité afin qu’elles en explorent
toute la surface (2), ensuite celles-ci sont décollées (3) avant de débuter l’expérience pour un
second lot de cellules. C Trajectoires des cellules en fonction du temps selon les différents
protocoles (Contrôle et Milieu seul : substrats vierges d’empreintes, Cond : cellules évoluant
sur un substrat conditionné selon le protocole B). On remarque un comportement persistant
plus élevé pour les substrats conditionnés. D Trajectoires des cellules isolées évoluant sur des
surfaces 2D, pour des trajectoires contrôles (Ctl, bleu) ou pour des substrats conditionnés
(Cond en rouge). E Comparaisons des distances parcourues par les cellules depuis leur po-
sition d’origine, après 16 heures sur des substrats de contrôle, ou conditionnés en 1D et 2D
selon différents protocoles et lignées cellulaires (MDCK 1D, Ctl / Medium / Cond.), (Caco2
1D, Ctl / Cond.) et (MDCK 2D, Ctl/Cond.).
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III.4.2 Comparaisons des trajectoires réelles avec les différents modèles à ren-
forcement attractif

L’analyse des trajectoires réelles a révélé des similarités entre les modèles détaillés en
début de chapitre et les trajectoires observées expérimentalement. Il est clair que les modèles
piégés ne correspondent pas aux résultats expérimentaux des cellules oscillantes∗20 . Ensuite,
les trajectoires cellulaires ne semblent pas présenter de variations de comportement impor-
tantes à l’intérieur du territoire visité. Cette dernière observation est partagée avec le modèle
de la SATW, en comparaison des modèles en loi de puissance qui restent dépendants des
gradients locaux à faible nombre de visites.

Dès lors, le modèle à renforcement présentant les caractéristiques les plus proches des
observations expérimentales est le modèle persistant de la marche SATW (PSATW), pré-
senté dans le chapitre précédent. Rappelons que le marcheur PSATW en dimension 1 est
assimilable à une marche persistante simple à l’intérieur du territoire visité, caractérisée
par une probabilité d’imiter le pas précédent p = ek/(e−k + e−k), où k > 0 contrôle la
longueur de persistance lp = e2k. Ensuite, lorsque le marcheur est aux bords de la zone
visitée, les effets de renforcement doivent être pris en compte conduisant à une probabilité
p = 1 − e−k−β/(e−k−β + ek). Ce modèle présente donc un effet de persistance couplé à un
retournement induit par le renforcement seulement au bord de la zone visitée, effets qui sont
les principales caractéristiques observées pour les trajectoires cellulaires.

Remarquons que de nombreux autres choix de modèles saturants présentant un effet de
persistance à faible nombre de visites auraient été valables. En outre, le comportement cel-
lulaire est sûrement plus complexe et n’est pas connu pour des temps plus élevés que 78h.
Enfin, ce modèle défini sur réseau doit être aussi généralisé par une approche continue des
modèles à renforcement afin de capturer au mieux le comportement des trajectoires réelles.
Néanmoins, on propose que la marche PSATW fournit un modèle minimal pertinent afin de
décrire et interpréter les schémas de migration observés (figure III.9).

Afin d’isoler des éléments de comparaison plus explicites, on peut développer une pro-
cédure de discrétisation des trajectoires réelles. La position du centre de masse x est alors
interpolée sur une grille régulière de la taille minimale de la cellule, utilisée comme référence.
Les évènements de sauts notés i entre chaque point de la grille vont donc se manifester à
des temps irréguliers (X(Ti) = X(Ti−1) ± 1)∗21 . En mesurant directement les fréquences
conditionnelles d’inversion, aux bords ou à l’intérieur du territoire visité, il est possible de
mesurer des paramètres probables (β̃, k̃) pour chaque trajectoire cellulaire.

Ainsi, on obtient un élément de comparaison simple entre les trajectoires discrétisées et
le modèle type PSATW, et ce, indépendamment des fluctuations de vitesse ou d’accélération
ou de la forme de la cellule.

∗20 Les cellules statiques sont assimilées à une autre phase dont l’origine ne semble pas être liée à l’em-
preinte de la trajectoire.

∗21 Notons que de cette façon, la distribution des temps de sauts dont on a retiré les évènements rares
(événements où le marcheur semble entrer momentanément dans une phase statique) peut être assimilée à
une loi exponentielle de moyenne ≈ 0, 6h.
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En particulier, on constate que les mesures expérimentales (β̃, k̃) sont concentrées autour
de la ligne β = −2(k + 1) signifiant que la probabilité d’inversion aux bords de l’empreinte
semble être constante p ≈ e2/(e2 + 1), contrairement aux effets de persistance qui restent
variables selon les trajectoires. Pour des substrats conditionnés en revanche, les mesures (β̃,
k̃) présentent des valeurs β plus élevées présentant par ailleurs, une fraction non négligeable
de β positif. Ce dernier constat met en évidence que l’effet attractif a été réduit après de
multiples passages. Enfin, les mesures des couples typiques (β̃, k̃) obtenues permettent de
justifier la présence d’un comportement oscillant. En effet pour des valeurs de k et |β| élevées
et un petit territoire Dt = O(1), le caractère persistant de la marche reproduit un mouvement
balistique entre les deux bords du domaine. Pour affiner notre comparaison, notons qu’il est
possible de générer un équivalent continu du modèle PSATW. Pour cela, on introduit des
temps d’attentes entre chaque saut, temps indépendants et identiquement distribués selon
une loi exponentielle de moyenne τ ≈ 0.6h. Ensuite, chaque trajectoire est générée pour un
couple différent β = −2(k+1) où k est tiré selon une distribution normale de déviation stan-
dard consistante avec les paramètres k̃ mesurés. En particulier, ce modèle en temps continu
permet de capturer les finesses observées aux temps courts pour les trajectoires expérimen-
tales que le modèle en temps discret ne peut pas reproduire (figure III.10). Enfin, remarquons
que la robustesse de la procédure de discrétisation a été mise à l’épreuve en faisant varier la
référence de la taille de la grille et en expérimentant sur des trajectoires PSATW simulées
pour des sauts continus retrouvant le couple (β,k) initialement choisi.

III.4.3 Conséquences des effets de renforcement

À partir des résultats obtenus précédemment, il est possible de générer des trajectoires
du modèle PSATW et ainsi de les comparer aux trajectoires réelles observées expérimen-
talement. Premièrement, l’analyse des incréments déduits des trajectoires expérimentales
(⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩) révèle la présence d’effets de vieillissement et une dépendance claire
de ceux-ci selon le temps d’observation T , y compris pour des temps courts. Un compor-
tement identique des incréments est retrouvé pour les simulations des marches PSATW et
son équivalent continu avec des paramètres (β, k) proches de ceux mesurés à l’aide de la
méthode de discrétisation (figure III.10). Ce constat reste identique en dimension 2 où le
comportement des incréments mesurés expérimentalement est en accord avec ceux obtenus
des trajectoires simulées de la généralisation du modèle PSATW sous-diffusif en dimension
supérieure à 1 (pour des valeurs de |β| suffisamment élevés, figure III.10). Inversement, on
observe que les incréments des trajectoires conditionnées ne présentent pas d’effets de vieillis-
sement notables confirmant que les effets de mémoire sont bien induits par les empreintes
cellulaires déposées. D’autre part, on peut relever que les incréments capturent la transi-
tion entre un comportement balistique persistant et un comportement diffusif dans la limite
t, T ≫ l2p. Cet effet est particulièrement saisissant dans le cas discret pour des paramètres
fixés (β,k)∗22 .

∗22 . Pour ceux-ci un maximum local est observé ; celui-ci correspond aux évènements de retournements
aux bords de Dt qui sont alors synchronisés. En prenant en compte la variabilité des vitesses cellulaires et ses
paramètres (β,k), la synchronisation est perdue et le maximum disparaît (voir annexe E.4).



86 III.4

Fig. III.9 Les trajectoires des cellules isolées présentent des caractéristiques propres aux
marches à renforcement attractif. a Kymographe d’une cellule isolée sur une piste W =
20µm, superposé à son champ d’empreinte φ(x, t), défini comme le temps cumulé passé sur
une position donnée. b Croquis des mesures φl et φr. En haut : la cellule se trouve sur le bord
droit de l’empreinte, son extrémité droite étant à l’extérieur, φr ≃ 0, tandis que son extrémité
gauche est à l’intérieur, φl > 10h. En bas : la cellule est à l’intérieur de son territoire visité,
avec des valeurs comparables de φl et φr. Les symboles sont rapportés dans c afin d’indiquer
où se trouve chaque situation dans la représentation φl − φr. c Accélération moyenne des
cellules isolées sur les pistes 20µm en fonction des valeurs de φ aux deux extrémités des
cellules. d Schéma du modèle PSATW : le marcheur, se trouvant au bord du territoire visité
ou à l’intérieur de celui-ci, a alors des probabilités différentes d’imiter le pas précédent ou de
faire demi-tour. e Trajectoire expérimentale discrétisée d’une cellule oscillante (trajectoire
représentée en a) permettant de mesurer les statistiques de retournement à l’intérieur et au
bord du territoire visité. f Trajectoire simulée d’un marcheur PSATW avec des paramètres
identiques à ceux déduits du panneau e.

Ces effets de vieillissement peuvent avoir des conséquences importantes sur les observa-
tions expérimentales de trajectoires cellulaires. Brièvement, une cellule déposée en avance
sur un substrat présentera des propriétés d’exploration différentes de celles introduites au
moment où l’expérience est déclenchée.
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On peut retenir l’exemple du phénomène oscillant examiné dans ce chapitre, qui ne sur-
vient que dans le second cas. Autrement dit, il est tout aussi important de connaître le temps
d’observation T , défini comme celui où la cellule est déposée, que le temps de départ de l’ex-
périence t où la mesure débute. En particulier, le rapport t/T joue un rôle crucial dans le
comportement des incréments en dimension supérieure à 1.

Par ailleurs, en reprenant les analyses menées précédemment, les effets de vieillissement
observés ont des conséquences importantes sur les propriétés asymptotiques de premier pas-
sage de ces modèles. Ainsi, la probabilité de survie associée aux trajectoires cellulaires pré-
sentera un comportement asymptotique anormal, comportement caractérisé par un exposant
θ(β) ̸= 1/2, en dimension 1, et une décroissance plus forte que n’importe quelle loi de puis-
sance en dimension supérieure à 2. Ce résultat s’étendant à des dimensions supérieures si les
effets de renforcement sont suffisants pour induire un comportement sous-diffusif.

Ainsi au travers de notre analyse, nous avons démontré que les cellules non seulement
s’adaptent à leur environnement, mais sont également capables d’interagir avec leurs propres
empreintes. Nous avons, en particulier, souligné les conséquences de l’empreinte du territoire
précédemment visité sur l’évolution de la trajectoire future de différentes lignées cellulaires.

Fig. III.10 Le modèle PSATW prédit des effets de vieillissement à des échelles de temps
observables expérimentalement. a–f Incréments tracés pour des trajectoires 1D (A-C) ou 2D
(D-F). a,d Données issues des simulations de la généralisation continue modèle PSATW,
et données issues des trajectoires observées expérimentalement sur des substrats témoins
b,e et conditionnés c,f. Les lignes en noir donnent les différents exposants prédits par la
théorie du modèle PSATW. Dans les figures b,c,e,f, les barres d’erreur représentent l’erreur
quadratique moyenne pour n > 100 trajectoires.
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III.5 Conclusion

Ce chapitre entame une analyse extensive des modèles à renforcement en se concentrant
sur ceux dont les effets favorisent les sites les plus visités. La première observation, sur laquelle
nous avons insisté, relève l’importance du choix des définitions microscopiques des effets de
renforcement, et plus particulièrement entre les deux conventions pour lesquelles les effets de
renforcement sont introduits sur les liens ou sur les sites du réseau. Nous avons constaté que
cette petite variation génère des effets importants sur les propriétés de transport des marches
attractives dont le poids w(n) croît en loi de puissance selon le nombre de visites. Puis, nous
avons développé une approche générique permettant de classifier les différents processus à
renforcement en deux catégories, et ce, indépendamment de la convention et de la dimension
du réseau. La première catégorie comprend les marcheurs qui explorent un nombre infini
de sites, contrairement à la seconde où les marcheurs sont nécessairement piégés dans leur
propre trajectoire. Notre résultat a ainsi unifié les différents travaux mathématiques menés
pour les marches sur sites et sur liens. Cette approche synthétise ces différents travaux en
présentant des arguments d’échelle qui éclairent de ce fait les mécanismes fondamentaux à
l’origine du comportement piégé.

Ensuite, nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux marcheurs qui explorent
un nombre infini de site. Tout d’abord, nous avons relevé que contrairement au comporte-
ment piégé, qui est entièrement déterminé par le comportement aux temps longs des effets
de renforcement, les propriétés de transport des marches à renforcement, en dimension su-
périeure à 1, restent très sensibles au comportement de f à faible nombre de visites. Plus
particulièrement, nous avons déterminé que ces marches, à l’exception des marches sur site
en loi de puissance proche de 1, suivent trois comportements distincts en fonction de la force
des effets de renforcement mais aussi de la dimension du réseau.

— En dimension 1, pour tous les modèles dont les effets de renforcement saturent, les
marcheurs présentent un comportement diffusif et des effets de vieillissement diffu-
sifs à toute échelle de temps de manière analogue que ceux détaillés dans le chapitre
précédent.

— En dimension supérieure à 1, pour des processus dont les effets de renforcement à petit
nombre de visites sont suffisamment forts pour altérer le comportement asymptotique
du marcheur. Ces modèles présentent un comportement sous-diffusif couplé à des effets
de vieillissement diffusifs dans la limite T ≫ t, soulignant que le territoire visité croît
de manière homogène et compacte. D’autre part, à l’intérieur de celui-ci, les effets
de renforcement sont négligeables. Ce comportement peut être étendu aux modèles à
renforcement dont le poids croît en loi de puissance selon le nombre de visites, tβ avec
β < 1, y compris en dimension 1. Pour la convention sur lien, une valeur de l’exposant
de marche dw = 1+d(1−β)

1−β , caractérisant le comportement asymptotique du déplacement
quadratique moyen, a été proposée.

— Enfin pour des processus dont les effets de renforcement sont trop faibles pour altérer
le comportement du marcheur en dimension supérieure à 1, ces marches présente un
comportement diffusif et des effets de vieillissement transients, et cela indépendamment
du comportement du poids w(n) à grand nombre de visites n.
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De plus, Notons que les transitions entre les régimes diffusifs et sous-diffusifs en dimen-
sion supérieure à 1, sont indéterminées. Celles-ci restent très sensibles au comportement du
poids w(n) à petit nombre de visites, ce qui rend la détermination exacte de celles-ci parti-
culièrement ardue.

Ensuite, nous avons observé que les modèles attractifs sous-diffusifs présentaient des
propriétés d’exploration particulièrement anormales. Ces modèles sont caractérisés par une
distribution de premier passage qui présente une décroissance asymptotique plus forte que
n’importe quelle loi de puissance, signifiant que tous les moments de la distribution de pre-
mier passage sont finis. En particulier, les propriétés d’exploration de ces marcheurs sont
peu sensibles à l’introduction d’un volume confinant.

Pour finir, nous avons relevé l’importance des effets de renforcement dans l’analyse de
trajectoires cellulaires réelles. Ces effets peuvent avoir de multiples conséquences biologiques.
Tout d’abord, ils procurent à la cellule un faible effet induit de confinement, qui à première
vue empêche une migration efficace sur longues distances. En retour, cette localisation assure
une bien meilleure exploration de l’environnement de la cellule, afin qu’aucune zone ne soit
oubliée, ce qui pourrait être important pour les cellules qui ont besoin de patrouiller sur un
domaine par exemple.

Enfin, ces effets confèrent des propriétés de vieillissement aux trajectoires cellulaires, dont
les conséquences peuvent être cruciales, bien que généralement négligées dans les expériences
de migration cellulaire. Nous avons, en particulier, souligné les conséquences de l’empreinte
du territoire précédemment visité sur l’évolution de la trajectoire future de différentes lignées
cellulaires. Une extension pertinente de cette étude devra prendre en compte les effets col-
lectifs de multiples marcheurs à renforcement qui interagissent avec leur propre empreinte,
mais aussi avec l’ensemble de celles générées par les autres marcheurs.
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IV – Propriétés des marches à
renforcement en espace confiné

IV.1 Introduction

Les résultats relatifs à ce chapitre peuvent être retrouvés dans [Barbier-Chebbah et al.,
2021]

La partie précédente a permis de fournir un cadre général aux modèles attractifs piégés
ou sous-diffusifs. Dans ce chapitre, on cherche à compléter notre étude en considérant les
modèles à renforcement répulsif et les modèles attractifs diffusifs présentés auparavant (cha-
pitre 3). On abordera notamment les problématiques de premier passage en présence d’un
volume confinant [Bénichou et al., 2014 ; Condamin et al., 2007a]. Celles-ci sont en pratique
tout aussi importantes que celles en espace infini. Elles couvrent, par exemple, des réactions
chimiques à l’intérieur d’une cellule ou de son noyau. Elle s’étendent aussi aux systèmes
confinés par le biais d’un potentiel. Les résultats de premier passage sont particulièrement
sensibles à la présence du confinement. Un marcheur symétrique évoluant en espace infini
présente généralement un temps moyen de premier passage (MFPT) infini, contrairement
aux marcheurs astreints à un volume fini qui possèdent un MFPT fini.

Afin de caractériser la statique du FPT en confinement, on s’appuiera notamment sur les
travaux menés dans [Levernier et al., 2018]. Ceux-ci ont permis d’exhiber trois classes d’uni-
versalité vérifiées par la distribution de premier passage en confinement. Celles-ci sont obte-
nues dans la limite des grands volumes, pour des processus strictement invariants d’échelle.
D’autre part, ces travaux soulignent l’importance des effets de vieillissement sur les propriétés
de premier passage en espace infini et en confinement. On se concentrera sur les observables
suivants : incréments et probabilité de survie caractérisée par θ (pour les processus compacts)
et ψ (pour les processus non compacts) en espace infini et confiné. On montrera numérique-
ment, et à l’appui d’arguments heuristiques, que le confinement géométrique peut modifier
profondément et non localement la dynamique du processus au-delà d’imposer des conditions
réflectives au bord du volume.

Ainsi dans un premier temps, on caractérisera quantitativement le comportement des
incréments des marches à renforcement et leur possible vieillissement en espace infini et
confiné. En particulier, pour les explorations non compactes, on observera l’apparition d’ef-
fet de vieillissement en espace confiné différents des comportements observés en espace infini.
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De manière similaire, on déterminera les exposants caractéristiques associés aux propriétés
de premier passage en espace infini, pour les explorations compactes et non compactes, et
on discutera de leurs équivalents en espace confiné après vieillissement.

Ensuite, sur la base de cette analyse, on dérivera la distribution asymptotique du FPT
en confinement pour les deux types d’exploration. Enfin, on discutera de l’impact du vieillis-
sement sur les statistiques du FPT en analysant le cas de conditions initiales vieillies au
préalable. Le cas spécifique des explorations marginales, explorations observées en dimen-
sion 2 pour les modèles à renforcement, sera abordé en fin de chapitre.

IV.2 Propriétés des marches à renforcement en milieu infini et en
confinement

Les connexions entre temps de premier passage et effets de vieillissement sont omnipré-
sentes dans les travaux concernant les processus non markoviens [Bray et al., 2013 ; Krug
et al., 1997]. Prenons l’exemple des modèles étudiés dans le chapitre 2, qui met en lumière
les liens entre le comportement vieillissant des incréments diffusifs et les valeurs non triviales
de l’exposant de persistance. Par conséquent, il faut, tout d’abord, caractériser les effets de
vieillissement des différentes marches, avant de se tourner vers leurs propriétés de premier
passage en espace infini ou confiné. Il est utile d’analyser séparément les processus effectuant
des explorations compactes et non compactes [Hughes, 1995] puisque cette dernière propriété
joue un rôle de premier plan pour les marches à renforcement dont la dynamique est contrô-
lée par le nombre de visites n sur chaque site.

Commençons par réécrire le poids associé au temps local sous la forme d’un potentiel :
w(n) = exp(−V (n)). On propose que la classe des modèles à renforcement répulsif puisse
être relativement bien couverte par l’étude des exemples suivants :

— le modèle TSAW (true self avoiding walk) pour lequel V (n) = βn, β > 0.

— les modèles SESRW à renforcement sous-exponentiels pour lesquels V (n) = βnk, β >
0, k < 1.

— les modèles répulsifs en loi de puissance (PSRW) pour lesquels V (n) = β ln(n+ 1), β >
0.

— les marches présentant un potentiel super-linéaire V (n) = βnk, β > 0, k > 1.

— le modèle SATW pour lequel V (n) = βni où ni = 0 si le site n’a jamais été visité et
ni = 1 sinon.

En outre, on peut ajouter les modèles attractifs diffusifs (chapitre 3).

IV.2.1 Comportement des incréments en espace infini

Commençons par caractériser le comportement des incréments des différents modèles en
espace infini.
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a) Explorations non compactes (d ≥ 3)

En dimension supérieure ou égale à 3, l’ensemble de ces modèles présente un compor-
tement commun. Ils sont alors caractérisés par un comportement diffusif à toute échelle de
temps. Les effets de renforcement ont un impact limité dans le cas des explorations non com-
pactes. Cette dernière observation peut être justifiée heuristiquement comme suit. À l’instant
t, le volume typique couvert est de l’ordre de td/dw , tandis que le nombre de sites distincts
visités est de l’ordre de t, de sorte que la fraction locale de sites où le paysage énergétique
local est non nul est de l’ordre de t1−d/dw . Ainsi cette fraction est négligeable dans la limite
t → ∞. L’environnement local entourant le marcheur est donc asymptotiquement station-
naire, le marcheur ne revenant que rarement sur les sites visités longtemps auparavant. En
conséquence, on observe une relaxation du comportement des incréments, sur des temps
t ≈ O(1) indépendamment de T qui convergent vers un comportement diffusif stationnaire
caractérisé par un coefficient de diffusion DL(β)∗1 (figure IV.2).

b) Explorations compactes (d = 1)

Ensuite, considérons les explorations compactes, majoritairement en dimension 1, pour
lesquelles le comportement asymptotique du MSD est connu pour l’ensemble des modèles
considérés (chapitre 1).

Dans le cas compact, le nombre typique de visites sur un site donné diverge selon t et
T , y compris en espace infini. Part conséquent, le temps local n(t) dépend du temps d’ob-
servation ∀T . Cette dernière remarque implique un vieillissement des incréments en espace
infini à toutes les échelles de temps. On va brièvement détailler le comportement de ces diffé-
rents modèles. Rappelons que la marche SATW et les marches répulsives en loi de puissance
présentent un comportement diffusif, caractérisé par un vieillissement diffusif à toutes les
échelles de temps∗2 (figure IV.1, chapitre 2, [Prasad et al., 1996 ; Tóth, 2001]).

Ensuite, considérons la classe des marches sous-exponentielles. On suggère que ces pro-
cessus réalisent un comportement diffusif aux temps courts T ≫ t ≫ 1. Pour rendre cette
observation quantitative, on propose d’écrire V (ni) sous la forme d’une série de Taylor

V (ni) = V (n̄) +
∑
k≥1

V (k)(n̄)(δni)k

k! ,

De par la définition même des marches à renforcement, leur dynamique ne dépend que
des fluctuations spatiales de V . Autrement dit, les incréments sont indépendants de V (n̄)
pour t ≲ ldw ≪ T où l sont les longueurs caractéristiques des processus. Dans le cas des
marches SESRW, toutes les dérivées V (k)(n̄) pour k ≥ 1 s’annulent dans la limite T → ∞
(T ≫ t), puisque n̄ → ∞.

∗1 D’autre part, notons que DL(β) ̸= 1/2 puisque le marcheur est constamment en contact avec des sites
répulsifs visités récemment.

∗2 Les effets de renforcement ne sont pas suffisamment forts afin d’induire un comportement anormal du
MSD mais sont à l’origine des effets de vieillissement.
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Cela suggère que pour 1 ≪ t ≪ T , les effets de renforcement sont finalement négligeables,
on retrouve alors un comportement équivalent à une marche aléatoire symétrique simple.

Notons que ce raisonnement s’appuie sur l’hypothèse que les fluctuations sont bien
négligeables∗3 . Cette question est abordée en annexe G.1 où l’on détermine leur ampli-
tude, et on montre effectivement que V (k)(n̄)δnik → 0. En conséquence, on propose que
le comportement des incréments de la marche SESRW soit donné par

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ =
{

2DLt
2(k+1)
(k+2) pour t ≫ T

Dst pour t ≪ T,
(IV.1)

ce qui est vérifié figure IV.1∗4 . Cette observation reste importante pour la suite de notre
étude. En effet, la décomposition selon (IV.1), peut s’étendre aux modèles SATW et aux
modèles répulsifs en loi de puissance (figure IV.1) mais aussi aux cas où ces marcheurs évo-
luent dans un espace confiné (où n̄ diverge aussi selon T ). Plus précisément, la statistique
du nombre de visites est modifiée par l’introduction du confinement mais les fluctuations
spatiales de V restent négligeables. Ce constat sera justifié lorsque l’on se tournera vers les
propriétés de transport des marcheurs en confinement.

En revanche, contrairement aux modèles sous-exponentiels, la marche TSAW présente
un comportement super linéaire [Amit et al., 1983], y compris dans la limite T ≫ 1. Pour ce
modèle, en reprenant (IV.1), on a V ′(n̄) = β et V (k)(n̄) = 0 pour k > 1, indépendamment de
n̄. Ce constat implique que dans le régime 1 ≪ t ≪ T , le marcheur continue à évoluer dans
un potentiel rugueux et présente un comportement superdiffusif (résultat justifié en annexe
G.1 et observé en dimension 1 et 2 en confinement dans [Freund et al., 1993]). Ainsi, on
propose que les incréments de la marche TSAW présentent des effets de vieillissement de la
forme suivante∗5

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = 2D(t/T ) t
3
4 . (IV.2)

Ainsi, nous avons observé que les marches à renforcement présentent des effets de vieillis-
sement distincts en fonction de la dimension du réseau dans lequel elles évoluent. Avant de
se tourner vers les propriétés de vieillissement en confinement, relevons plusieurs points :

— En dimension 3, les différents modèles présentent une limite commune pour β → ∞.
Celle-ci est donnée par un marcheur qui saute sur un site choisi uniformément parmi
les sites voisins les moins visités [Avin et al., 2008]. En dimension 3, comme le nombre
de visites d’un site donné est fini, l’ensemble des processus répulsifs convergent vers ce
comportement limite diffusif dont D est difficile à déterminer.

∗3 Notons que des corrélations à longues portées de ces fluctuations pourraient modifier le comportement
asymptotique des incréments mais il faudrait pour cela que le marcheur parcourt des distances suffisantes
impliquant t ≳ O(T ), ce qui est contradictoire.

∗4 En pratique, ce comportement est très difficilement observable, le régime limite étant valide pour des
temps particulièrement longs (T > O(109)). Il a été vérifié numériquement pour des effets de renforcement
faibles (k proche de 0), mais on suggère que ce résultat puisse s’étendre à l’ensemble des marches sous-
exponentielles.

∗5 En pratique, la limite Ds est difficilement observable en raison de l’existence de temps de relaxation
particulièrement élevés.
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— Par ailleurs, en dimension 1, on observe l’émergence de temps de relaxation divergeant
lorsque les effets de renforcement sont faibles (β ∼ 0) mais aussi lorsqu’ils sont élevés.
Ainsi, la principale difficulté de l’analyse numérique des propriétés de vieillissement de
ces modèles provient de l’extrême lenteur de la convergence des différentes observables∗6 .

Fig. IV.1 Vieillissement et propriétés de premier passage pour les explorations compactes
en espace infini et en confinement. Vieillissement des incréments ⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ =
∆(T, t) pour la marche TSAW 1D a, la marche SATW 1D b et la marche SESRW c en
espace confiné et infini (courbes normalisées par l’échelle attendue pour T ≫ t). Il convient
de noter que leur dynamique est identique en espace infini (triangles) et un confinement
(étoiles) dans les deux régimes t, T ≪ Rdw et T ≳ Rdw , t ≪ Rdw . Ainsi, la marche TSAW est
superdiffusive à toutes les échelles de temps et présente un vieillissement similaire à celui de
la SATW diffusive (D<(t) ∼ t1/3). Cependant, la marche SESRW présente un régime diffusif
pour T ≫ t (D<(t) = O(1)), contrairement au régime asymptotique effectué pour t ≫ T ,
connu pour être anormal avec dw = (2 + k)/(k + 1). En espace infini pour les explorations
compactes, la probabilité de survie tend vers 0 selon une loi de puissance, caractérisée par
l’exposant de persistance θ. Les mesures des exposants de persistance θ et θc, son équivalent
en confinement, sont données pour la TSAW 1D a ; la SESRW 1D e ; et pour la SATW 1D f.
On note que l’exposant de persistance peut être altéré par les effets de vieillissement initiaux,
ici, pour les modèles SATW et SESRW. On remarque l’exception de la marche TSAW pour
laquelle on suggère que θc = θ (les détails des simulations numériques peuvent être retrouvés
en annexe H.1).

∗6 En effet, il faut attendre l’apparition d’un territoire visité un nombre conséquent de fois pour attendre
l’établissement des gradients locaux attendus. D’autre part, il faut que les marcheurs présents aux bords
représentent un poids négligeable ajoutant encore à la lenteur de la relaxation. On peut citer les travaux de
[Grassberger, 2017b] autour de la marche TSAW en dimension 2, qui souligne que le régime stationnaire de
cette marche était atteint après des temps longs.
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Fig. IV.2 Vieillissement et propriétés de premier passage pour les explorations non com-
pactes en espace infini et en confinement. Vieillissement des incréments ⟨[X(t+T )−X(T )]2⟩ =
∆(T, t) pour le TSAW a, le SESRW b et le SATW c dans un espace infini (normalisées par
l’échelle diffusive attendue aux temps longs). On peut noter que les incréments sont sta-
tionnaires aux temps longs. Inversement, pour des géométries confinées, le vieillissement se
produit à des temps longs, ici souligné par le vieillissement des incréments pour la TSAW d,
la SESRW e et la SATW f (courbes normalisées par l’échelle diffusive attendue aux temps
longs). Ainsi, les marches à renforcement non compactes dans des géométries confinées, pré-
sentent des effets de vieillissement, mais restent diffusives à toutes les échelles de temps. Pour
une exploration non compacte g pour la SATW diffusive en dimension 3, la probabilité de
survie tend vers une constante non-nulle qui dépend de r. Mesure de l’exposant transience
pour les explorations non compactes en espace infini h et en milieu confiné i. Simulations
numériques (symboles) et leur fit en loi de puissance (lignes continues). Puisque les processus
sont à la fois diffusifs en espace infini et en milieu confiné, on s’attend à ψ = ψc = 1 en di-
mension 3, y compris pour le modèle TSAW (les détails des simulations numériques peuvent
être retrouvés en annexe H.1).
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IV.2.2 Évolution des incréments en milieu confiné

Les propriétés des incréments ayant été déterminées en espace infini, on cherche ensuite
à caractériser l’impact du confinement∗7 sur les propriétés de transport des marches à ren-
forcement.

Pour cela, on se placera nécessairement à une échelle caractéristique T ≫ Rdw , à partir
de laquelle le marcheur interagit avec le bord de la zone visitée. Dès lors, on se concentrera
logiquement sur les comportements aux temps courts, T ≫ t (la limite t ≫ T ≫ Rdw ayant
un intérêt limité pour un marcheur confiné).

a) Explorations non compactes

Examinons le cas des explorations non compactes en dimension 3. En espace infini, nous
avons vu que ces marcheurs ne visitent qu’un nombre fini de fois les différents sites du réseau.
Le paysage énergétique local V (n(t)) atteint un état stationnaire, de sorte que le vieillisse-
ment est transitoire. Le cas des géométries confinées est radicalement différent. La présence
d’un confinement conduit à une divergence du nombre de visites sur un site donné et il a des
conséquences importantes aux échelles de temps T ≳ Rdw . On propose donc que le confine-
ment génère des effets de vieillissement pour des marcheurs évoluant au-delà de la dimension
critique (dc = 2).

Par ailleurs, on note que le raisonnement développé ci-dessus (IV.1) pour les processus
compacts en espace infini s’applique aussi aux processus confinés non compacts (puisque le
nombre de visites moyenné localement, n̄, diverge dans les deux cas). En particulier, cela
impose que pour l’ensemble des marches présentant des potentiels sous-linaires (SESRW,
SATW, loi de puissance), celles-ci soient équivalentes à une marche aléatoire simple pour
T ≳ Rdw .

Justifions cette observation en considérant l’exemple du modèle SATW. Dans la limite
où l’ensemble du volume a été couvert, le potentiel est constant, et le processus réalise un
comportement diffusif simple caractérisé par un coefficient de diffusion Ds = 1

2
∗8 (figure

IV.2).

Ensuite, dans le cas de la marche TSAW confinée non compacte, on trouve numérique-
ment que les fluctuations spatiales δni atteignent un état stationnaire dans la limite T → ∞
(résultat justifié en annexe G.1 et observé en dimension 1 et 2 dans [Freund et al., 1993]).
Ceci, avec (IV.1), nous permet de conclure que dans cette limite, les incréments sont diffusifs
et indépendants de T (figure IV.2).

∗7 Dans notre approche, on considérera des barrières réflectives. Ce choix nous semble plus pertinent dans
le cadre de notre étude. Cependant, on propose que notre résultat reste valide pour des barrières périodiques
à l’exception de la marche ERW, pour des raisons évidentes.

∗8 Plus précisément, dans la limite T ≪ Rdw le marcheur présente un coefficient D(t, T ) = DL(β), puis
ce coefficient évolue pour T ≫ Rdw afin de converger vers D(t, T ) = Ds = 1

2 . Par ailleurs, on peut proposer
que le temps caractéristique de la transition entre les deux régimes soit donné par T = Rd, cette hypothèse
sera justifiée dans la suite de ce chapitre.
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En conséquence, pour les explorations non compactes en confinement, on propose que
l’ensemble de marches répulsives et faiblement attractives vérifient

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ =
{

2DLt pourRdw ≫ t, T
Dst pour t ≪ Rdw ≪ T.

(IV.3)

b) Explorations compactes

Considérons en premier lieu, les marches à renforcement réalisant une exploration com-
pacte. Pour celles-ci, le nombre moyen de visites ⟨ni⟩ sur un site donné diverge selon T
conduisant à un vieillissement des incréments en espace infini à toutes les échelles de temps.
L’ajout d’un domaine confiné, pour T ≳ Rdw , influe sur la statistique du nombre de visites
sur un site donné. Cependant, le nombre de visites sur un site donné diverge encore selon T ,
le vieillissement des incréments est donc également attendu en confinement.

Les simulations numériques confirment ce constat dans tous les exemples de marches à
renforcement compactes (figure IV.1). On retrouve des incréments vieillissants mais plus im-
portant, leurs comportements sont identiques en espace infini et dans les domaines confinés
pour les deux régimes∗9 t, T ≪ Rdw et T ≳ Rdw , t ≪ Rdw (figure IV.1).

Ce constat peut se justifier de la manière suivante. Dans la limite T ≫ t, le marcheur évo-
lue dans un territoire DT , visité un nombre élevé de fois. Dès lors, on propose que l’équilibre
stationnaire qui régit le comportement à l’intérieur du territoire visité ne soit pas altéré par
l’introduction d’un confinement dans la limite des grands volumes. L’ajout d’un confinement
augmente le nombre de visites mais ne modifie pas sensiblement les propriétés du territoire
visité à l’origine du comportement aux temps T ≫ t.

Appliquons cette observation aux différents exemples. Pour la marche SATW, il est clair
que l’ensemble des sites ont été visités après un temps T ≫ Rdw , le marcheur présente un
comportement diffusif identique à celui observé en milieu infini pour T ≫ t. Ensuite, consi-
dérons les marches en loi de puissance et sous-exponentielles pour lesquelles on a observé
un comportement diffusif dans la limite T ≫ t. Le comportement prédit par (IV.1) est donc
retrouvé en présence d’un confinement (celui-ci est justifié en annexe G.1). Enfin, l’analyse
numérique de la marche TSAW suggère que le comportement des incréments en confinement
reste superdiffusif, le préfacteur asymptotique semble bien être commun aux deux situations
(figure IV.1).

Ainsi, pour les explorations compactes, on retrouve un comportement des incréments
identiques en espace infini et en confinement. Examinons ensuite les propriétés de premier
passage de ces différents modèles.

∗9 Notons que les mesures ont été simultanément menées pour des marcheurs initialement au centre du
volume ou sur un site tiré uniformément dans le volume visité. Ces deux mesures amenant à un résultat
identique dans la limite T ≫ Rdw . Observons que les comportements limites des incréments en milieu confiné
ou en milieu infini semblent identiques. En revanche, la vitesse de convergence vers les comportements limites
T ≫ t semble être accélérée pour les modèles à renforcement répulsifs en présence de confinement.
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IV.2.3 Exposants caractéristiques associés au temps de premier passage en milieu
infini

a) Explorations non compactes

Commençons par le cas des explorations non compactes. On cherchera à déterminer
l’exposant de transience ψ, que l’on rappelle défini par le comportement asymptotique de la
probabilité de trouver la cible.

p ∼
a/r→0

(
a

r

)ψ
,

où a est la taille de la cible et r la distance initiale entre la cible et le marcheur. En
dimension 3, l’ensemble des processus à renforcement répulsifs présente un exposant identique
ψ = d − dw = 1, ce qui a été vérifié numériquement figure IV.2 (un argument d’échelle
justifiant ce comportement est détaillé en annexe F.1). Ce résultat peut s’étendre aux marches
faiblement attractives diffusives.

b) Explorations compactes

Ensuite, intéressons-nous aux explorations compactes. Celles-ci sont caractérisées par un
exposant θ particulièrement sensible aux effets de vieillissement (chapitre 2). En effet, à
l’exception de la marche TSAW, on observe que ces exposants, mesurés numériquement ou
déterminés analytiquement pour certains (chapitre 2), sont tous anormaux (figure IV.1, une
revue plus complète peut être trouvée en annexe F.3). Autrement dit θ ̸= 1 − 1/dw. Cette
relation est prédite pour les processus à incréments stationnaires et elle a été vérifiée par de
nombreux modèles, notamment les mouvements browniens fractionnaires [Bray et al., 2013 ;
Molchan, 1999]. Néanmoins, elle ne s’applique pas ici puisque ces processus présentent des
effets de vieillissement à toutes les échelles de temps.

IV.2.4 Propriétés de premier passage pour des conditions initiales vieillies

Pour l’instant, nos analyses se concentrent sur des processus évoluant dans un espace
initialement vierge de tout effet de renforcement. Il est logique d’étendre notre approche en
ayant, au préalable, laissé vieillir ces différents processus avant d’introduire la cible. Pour
cela, on propose de définir un volume confinant dans lequel on aurait laisser le marcheur
évoluer afin de permettre de le couvrir complètement. Cette étape a pour conséquence de
générer un temps de vieillissement initial∗10 T ≫ t, Rdw .

a) Explorations compactes pour des conditions initiales vieillies

On introduit l’exposant de persistance vieilli θc en confinement qui peut être défini par

S(t|T ) ∝ t−θc

∗10 Relevons que pour des explorations compactes, une approche similaire peut être menée en espace
infini, puisque les marcheurs visitent un nombre infini de fois les différents sites du réseau. En revanche, pour
des explorations non compactes, l’introduction du volume confinant est nécessaire afin que le marcheur puisse
visiter un nombre infini de fois les différents sites du volume.
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où T ≫ Rdw , 1 ≪ t ≪ Rdw et S(t|T ) dénote la probabilité de survie que le marcheur
n’a pas atteint la cible entre T et T + t. Au préalable, soulignons qu’il a été montré que
l’exposant de persistance était sensible aux conditions initiales vieillies ou non [Bray et al.,
2013 ; Krug et al., 1997]. On va pouvoir s’appuyer sur notre analyse des incréments en
confinement développée précédemment. On a révélé que les modèles SATW, les modèles
à renforcement en loi de puissance et sous-exponentiels présentent tous un comportement
diffusif en confinement dans la limite T ≫ t, Rdw . Par conséquent, on obtient un exposant
de persistance vieilli, θc = 1/2 (t ≪ Rdw) commun. Considérons le cas des marches TSAW
pour lesquelles θc semble robuste aux effets de vieillissement. On retrouve un exposant θc = θ
identique inchangé y compris pour des temps de vieillissement initiaux élevés∗11 (figure IV.3).

b) Explorations non compactes pour des conditions initiales vieillies

On introduit de manière similaire

S(t|T ) ∝
a/r→0

(
a

r

)ψc
avec T ≫ Rdw et adw ≪ t ≪ Rdw . De manière identique aux explorations compactes, on

s’attend à une exploration non compacte en dimension 3, caractérisée par ψc = 1 pour les
modèles SATW, SESRW et en loi de puissance. Ce constat s’étend aisément aux marches
TSAW diffusives en dimension 3, de variance locale asymptotiquement indépendante de t
(figure IV.3).

Dès lors, on observe que les effets de vieillissement initiaux semblent avoir un impact
majeur sur les propriétés de premier passage des processus compacts contrairement aux
explorations non compactes. En conclusion, on retrouve des statistiques du FPT en confine-
ment particulièrement sensibles aux conditions initiales vieillies en dimension 1 et un effet
plus marginal en dimension 3.

IV.3 Approche développée pour la mesure du FPT en confinement

IV.3.1 Temps de premier passage de processus strictement invariants d’échelle

a) Statistique du FPT en confinement pour des processus strictement inva-
riants d’échelle

Avant de détailler notre approche, nous devons prendre acte des travaux menés dans [Le-
vernier et al., 2018] pour des processus invariants d’échelle et potentiellement vieillissants.
Cette étude met en valeur les mécanismes fondamentaux qui contrôlent la statistique du FPT.

∗11 En revanche, cette valeur θc, obtenue dans l’équilibre stationnaire à l’intérieur du volume visité, se
justifie plus aisément que pour un état initial vierge. En effet, nous avons vu que la variance du temps local
est asymptotiquement stationnaire et indépendante de t en confinement. On propose donc que le processus
après avoir vieilli, présente un comportement super-diffusif et des incréments stationnaires. L’absence de
vieillissement suggère, selon l’analyse menée dans le chapitre 2, que θc est alors bien donné par 1 − 1/dw.
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Fig. IV.3 Définitions des exposants de premier passage pour des conditions initiales
vieillies. a Pour les explorations compactes, le marcheur explore un espace confiné sur des
temps supérieurs à T . Lorsqu’il repasse en 0, une cible est ajoutée à une distance initiale r.
On observe une décroissance de la probabilité de survie S(t|T ) caractérisée par un exposant
de persistance θc. b Pour les explorations non compactes, un marcheur explore un espace
confiné de taille R sur des temps élevés (T = 1010 dans la suite), générant un potentiel
aléatoire sur l’ensemble du territoire visité. Puis, un second marcheur est introduit à une
distance initiale r de la cible. La probabilité de trouver la cible avant les bords est alors
asymptotiquement donnée par (a/r)ψc .

En particulier, cette approche a permis de déterminer le comportement d’échelle du FPT
en confinement uniquement à partir des caractéristiques du processus lorsqu’il évolue en mi-
lieu infini. Plus précisément, il est possible d’exprimer dans la limite des grands volumes R,
la dépendance de la distribution du FPT en fonction des différents paramètres géométriques
R, r et a.

On présentera brièvement les points clés de cette approche dans le cas des explorations
non compactes, avant de les adapter lorsque l’on envisagera de déterminer le FPT des marches
à renforcement. Le cas des explorations compactes reste relativement similaire à la méthode
développée dans [Levernier et al., 2018] et sera abordé dans un second temps.

L’idée principale est d’effectuer une partition sur le nombre de fois que le marcheur tra-
verse le volume avant de trouver la cible (figure IV.4). Pour ce faire, définissons une excursion
comme une portion de la trajectoire qui part du cube S de rayon R/2 centré sur la cible qui
touche un bord du volume confinant, et qui revient en S.

Dans le cas des explorations compactes, le marcheur va effectuer un nombre fini d’excur-
sions avant de trouver la cible (et ce presque sûrement, y compris pour R → ∞). Inversement,
pour un processus présentant une exploration transiente le marcheur va effectuer un nombre
important d’excursions avant de trouver la cible. Plus précisément, le nombre typique d’ex-
cursions que le marcheur va réaliser avant de trouver la cible diverge avec R.
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Ce premier découpage renferme déjà les ingrédients permettant de déterminer le com-
portement du FPT. En effet, celui-ci permet, en premier lieu, d’extraire un nombre typique
d’excursions nécessaires pour trouver la cible et cela, indépendamment du temps mis pour
effectuer les différentes excursions. Puis dans un second temps, il est possible d’extraire le
temps typique nécessaire afin de réaliser une unique excursion∗12 .

Prenons pour exemple les processus invariants d’échelle effectuant une exploration non
compacte. Commençons par isoler la dépendance de la distribution du FPT selon r. Pour
cela, rappelons qu’une exploration non compacte en milieu infini est caractérisée par une
probabilité de trouver la cible p0 ∼

(
a
r

)ψ. Il est clair que dans la limite des grands volumes
(R ≫ r, a), p0 décrit aussi la probabilité de trouver la cible avant les bords. En outre, après
cette première excursion, la probabilité de trouver la cible devient alors indépendante de r.
On fait ensuite l’hypothèse que la probabilité de trouver la cible à la nème excursion, notée
p, est indépendante des excursions précédentes. Cette hypothèse implique que la probabilité
que la cible soit touchée après exactement n excursions, notée P (n), suive la loi géométrique
suivante

P (n) = (1 − p0)(1 − p)n−1p.

Dans la limite p →
R→∞

0, cela implique l’émergence d’un nombre typique d’excursions
nécessaires afin de trouver la cible, noté NTyp ∼ p−1. Dans le cas des processus invariants
d’échelle, Levernier et al. [2018] propose que p ∼

(
a
R

)ψ.

Ensuite, déterminons le comportement selon R et TTyp du temps typique mis pour réaliser
NTyp excursions. On propose que le temps typique d’une excursion notée τn soit de l’ordre
du temps nécessaire au marcheur pour parcourir une distance typique de R. En outre, pour
des processus vieillissants il est important de remarquer que le temps mis pour réaliser les
différentes excursions peut lui aussi vieillir. Afin de caractériser cet effet, on se base sur le
comportement des incréments. Pour des processus strictement invariants d’échelle, ceux-ci
sont donnés par

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ ∼
T≫t

t2/dw−αTα. (IV.4)

On peut noter que cette forme est, par exemple, observée pour des processus comme
le random acceleration process (RAP) [Bicout et al., 2000] ou encore des modèles dérivés
des mouvements browniens fractionnaires (flat-prepared FBM [Krug et al., 1997 ; Levernier
et al., 2018]). On propose alors de reprendre (IV.4) afin d’estimer τn

⟨[X(τn +
n−1∑
k=0

τk) −X(
n−1∑
k=0

τk)]2⟩ ∼ τ2/dw−α
n

(
n−1∑
k=0

τk

)α
= R2

∗12 Par ailleurs, ce temps typique peut être supposé indépendant des propriétés géométriques de la cible,
et dépend logiquement des propriétés de vieillissement du processus.
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Il est alors possible d’obtenir le comportement de Ttyp =
∑NT−1
k=0 τk qui va décrire entiè-

rement le FPT dans la limite des grands volumes∗13

F (t, R, r, a) ∼
R→∞

C

[
a

r

]ψ
δ(t/Ttyp) +

(
1 − C

[
a

r

]ψ) 1
Ttyp

h(t/Ttyp).

b) Limites de cette approche pour les marches à renforcement

Afin de déterminer le comportement asymptotique du FPT en confinement des modèles
à renforcement, plusieurs éléments doivent être pris en compte.

L’approche résumée ci-dessus a été initialement développée pour des processus stric-
tement invariants d’échelle. Pour des processus définis sur réseau, l’ajout d’une longueur
caractéristique supplémentaire peut altérer les différents comportements prédis pour tn et
p. Des incréments présentant des comportements différents de (IV.4) peuvent survenir. Il
est clair que le temps typique associé à un nombre élevé d’excursions en est altéré (figure
IV.4). L’importance de ce effet est discutée pour deux exemples de marches aléatoires non-
markoviennes en fin de chapitre.

Par ailleurs, examinons les potentiels effets induits par les caractéristiques spécifiques des
modèles à renforcement. Dans l’exemple détaillé ci-dessus, la probabilité de trouver la cible
est indépendante des excursions précédentes. Autrement dit, on a fait l’hypothèse que les ef-
fets de vieillissement se manifestaient uniquement sur le temps nécessaire afin de réaliser une
excursion. Sommairement, la géométrie du territoire exploré accélère ou ralentit le processus
mais elle ne modifie pas la manière dont celui-ci explore de nouveaux sites. Il est clair que
cette représentation n’est plus valide lorsque l’on considère les marches à renforcement. Ici,
au contraire, c’est la géométrie des sites explorés qui risque de favoriser ou de défavoriser la
recherche de la cible.

Enfin, on peut citer les travaux autour de la marche TSAW qui mettent en valeur un
comportement non trivial dans le temps moyen nécessaire pour visiter la totalité d’un volume
confinant [Campos et al., 2021 ; Grassberger, 2017b]. Les propriétés d’exploration peuvent
donc être altérées lorsqu’un nombre important de sites ont déjà été visités.

On propose dans la suite de déterminer le comportement asymptotique du FPT en confi-
nement en tenant compte des différentes observations que l’on a émises dans les parties
précédentes. On se concentrera sur les explorations compactes et transientes, les explora-
tions marginalement compactes seront traitées en fin de chapitre.

∗13 On peut aussi adapter cette approche dans le cas spécifique où les temps des excursions sont donnés
par des lois larges
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Fig. IV.4 Approche générale pour les explorations non compactes. a Pour les processus
invariants d’échelle, le poids des trajectoires directes est déterminé par (a/r)ψ, et il est
asymptotiquement indépendant du confinement dans la limite R ≫ r. b On propose donc
de partitionner les trajectoires sur le nombre d’excursions, définies comme une portion de
la trajectoire qui part du cube S de rayon R/2 centré sur la cible qui touche un bord du
volume confinant et qui revient en R/2. Elles sont ici représentées en différentes couleurs.
c Dans le cas des modèles à renforcement, on cherchera à déterminer l’impact des effets de
vieillissement induits par les précédentes excursions sur le comportement de pk dans la limite
k ≫ 1. Celles-ci génèrent un potentiel local dont la valeur est représentée en fond.

IV.3.2 Distribution du FPT pour les processus compacts

Commençons par considérer la classe des explorations compactes. En premier lieu, on
déterminera la dépendance asymptotique de la distribution du FPT dans la limite R ≫ r ≫
a.

a) Démonstration pour les explorations compactes

De manière similaire aux processus invariants d’échelle, on effectue une partition de la
distribution F (t, r, R, a0) du temps de premier passage. On décompose les trajectoires entre
celles qui sont directes et trouvent la cible sans toucher les bords du volume, avec une
probabilité 1 − π, et les trajectoires indirectes qui touchent le bord avant de trouver la cible
(figure IV.5). La dépendance en a0 est rendue explicite pour rappeler que le processus est
défini sur un réseau de taille typique a0. On peut alors réécrire le FPT de la manière suivante

F (t, r, R, a0) = (1 − π)Ft(t, r, R, a0) + πFb(t, r, R, a0), (IV.5)

où on a défini Ft et Fb les distributions conditionnelles du FPT restreintes aux trajectoires
touchant la cible respectivement avant ou après les bords. L’argument principal sur lequel
on va s’appuyer consiste à évaluer le comportement de π à partir des propriétés de premier
passage en milieu infini, ce qui conduit à

1 − π ∼
∫ Rdw

0
F∞(t, r, a0)dt, (IV.6)

où F∞(t, r, a0) est définie comme la distribution du FPT en milieu infini.
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En outre, on a utilisé que le bord était atteint pour la première fois à une échelle typique
Rdw . Pour des explorations compactes, dans la limite t, r ≫ a0, par définition de l’exposant
de persistance on obtient que

F∞(t, r, a0) ∼ rdw

t1+θ ,

où la dépendance selon rdw et t est imposée par la normalisation du FPT (dans la limite
r ≫ a0). On en déduit le comportement de π

π ∼
∫ ∞

Rdw
F∞(t, r, a0)dt ∼

(
r

R

)dwθ
(IV.7)

Il reste à déterminer l’échelle de temps typique associé au FPT des marcheurs qui trouvent
la cible après avoir touché les bords. Pour cela, introduisons la distribution du FPT restreinte
aux trajectoires qui touchent le bord avant la cible. Il est clair qu’elle ne dépend pas de r
dans la limite R ≫ r. On cherche à déterminer la dépendance selon R de Ttyp défini comme
le temps typique du FPT après avoir touché les bords. Pour cela, introduisons Tr le temps
typique mis par le marcheur pour trouver la cible après avoir touché le bord à instant Tb.
On a Tb ∼ Rdw suite à (IV.6), ensuite on propose que Tr soit donné par le comportement
des incréments

⟨[X(Tb + Tr) −X(Tb)]2⟩ = Rdw .

Au vu de l’analyse proposée précédemment, les effets du confinement ne modifient pas le
comportement typique des incréments. Pour des processus invariants d’échelle, en remplaçant
Tb par Rdw , on obtient directement Tr = Rdw . On propose que ce résultat reste valide
pour des processus non-strictement invariants d’échelle∗14 . Par conséquent, la distribution
conditionnelle Ft est donnée dans la limite des grands volumes par

Fb(t, r, R, a0) = 1
t
f( t

Rdw
). (IV.8)

La dépendance en t−1 est induite par la normalisation de Fb. Enfin, on réécrit la proba-
bilité de toucher la cible avant les bords, en introduisant une fonction de coupure g( t

Rdw
),

s’annulant dans la limite t ≫ Rdw

(1 − π)Ft(t, r, R, a0) ∼ g( t

Rdw
) r

dw

tθ+1

(
1 + h1( t

rdw
)
)
.

Notons que l’on a isolé le terme dominant de la distribution du FPT en milieu infini, et
que l’ensemble des termes sous-dominants est donné par h1( t

rdw
) = o(1). Par ailleurs, notons

que g(0) = F0, où F0 est le préfacteur asymptotique de la décroissance de la distribution
du FPT en espace infini. Reprenons alors (IV.5) en injectant les comportements typiques
obtenus ci-dessus à l’ordre le plus bas

∗14 En effet, les effets de vieillissement peuvent générer un comportement anormal dans la limite Tb ≫ Tr.
Dans cette situation, on aurait directement Ttyp = Tr + Tb ∼ Tb = Rdw . Inversement pour Tr ≫ Tb, nous
avons vu que le processus n’était pas sensible aux effets de vieillissement, impliquant Tr ∼ Rdw ce qui est
contradictoire. Il apparaît clairement que Tr ∼ Tb = Rdw .
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F (t, r, R, a0) ∼ g( t

Rdw
) r

dw

tθ+1

(
1 + h1( t

rdw
)
)

+
(
r

R

)dwθ 1
t
f( t

Rdw
)

Comme la décroissance du FPT dans la limite t ≪ Rdw n’admet pas d’échelle caractéris-
tique propre, on peut ré-exprimer le premier terme en fonction de la variable adimensionnée
η = t/Rdw . La distribution du FPT selon η est alors donnée par

G(η, r,R, a0) = F (t, r, R, a0)Rdw ∼
R→∞

(
r

R

)dwθ (
g(η) 1

ηθ+1 + 1
η
f(η)

)
. (IV.9)

Fig. IV.5 Approche générale pour les explorations compactes. a Le poids, 1 − π, des
trajectoires directes touchant la cible avant les bords est déterminé par (IV.7). b Inversement,
les trajectoires indirectes qui trouvent la cible après avoir touché les bords sont caractérisées
par un temps typique Ttyp = Rdw .

b) Remarques et extensions de l’approche

Prenons le temps d’analyser la forme obtenue. Tout d’abord, il apparaît clairement que
l’échelle typique qui décrit le FPT est bien donnée par Rdw . Notons que l’on a redéfini g(η)
afin d’absorber les termes sous-dominants. g(η) présente donc une échelle de coupure en
η ∼ O(1). Ensuite, cette distribution peut présenter un comportement complexe en η = 0
lorsque t ≪ Rdw , mais celui-ci est entièrement déterminé par rdw dans la limite des grands
volumes.

Notons que pour le cas compact, il n’est pas nécessaire de considérer les trajectoires pré-
sentant un nombre élevé d’excursions∗15 .

Notons que pour les explorations compactes, on a exhibé une échelle caractéristique indé-
pendante des effets de vieillissement. Ce résultat était prévisible étant donné que le marcheur
n’effectue pas un nombre suffisamment élevé d’excursions afin que le vieillissement puisse al-
térer le temps caractéristique de celles-ci. En revanche, la valeur de θ qui apparaît dans le
poids des excursions directes reste intimement liée aux propriétés de vieillissement.

Ensuite, justifions brièvement la dépendance selon la distance initiale r, extraite dans
la limite r ≫ a0. Celle-ci est directement induite par la décroissance en espace infini de la
distribution du FPT.

∗15 En effet, dans la limite des grands volumes, comme la probabilité de trouver la cible est proche de 1,
la contribution à grand nombre d’excursions pour le FPT est bien négligeable.
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En pratique, on observe bien une décroissance en loi de puissance pour des temps
t ≫ rdw ≫ 1. Notons que ce comportement est implicitement utilisé dans la détermina-
tion de π. Dans la limite r,R ≫ a0, il est clair que π s’exprime bien en fonction du rapport
r/R.

Enfin, complétons notre approche en considérant le cas r = O(a0). Il apparaît clairement
que le temps caractéristique exhibé précédemment reste inchangé. En revanche, pour des
processus définis sur réseau, le comportement aux temps courts t ∼ O(1) peut différer de la
décroissance en loi de puissance isolée dans (IV.8). Dès lors, on peut réécrire (IV.9) sous la
forme suivante

G(η, r,R, a0) = F (t, r, R, a0)Rdw = h

(
a0
r

)(
r

R

)dwθ (
g(η) 1

ηθ+1 + 1
η
f(η)

)
+
[
1 − h

(
a0
r

)]
δ(η),

(IV.10)
où h(a0/r) →

r→∞
1. Le dernier terme concerne les trajectoires directes trouvant la cible

aux temps courts t ∼ rdw et pour lesquels la distribution de premier passage en milieu in-
fini n’est pas encore donnée par sa limite asymptotique. Par conséquent, on est en mesure
de déterminer la statistique du FPT dans la limite des grands volumes R ≫ r ≫ a0 mais
également pour R ≫ r, a0 et r fixé.

La forme obtenue permet de prédire le comportement d’échelle de l’intégralité des mo-
ments de la distribution du FPT pour θ ≤ 1. En revanche, pour θ > 1, les moments d’ordre
m de la distribution du FPT tels que m < θ, seront donnés par les moments de la distri-
bution de premier passage en milieu infini. Pour ceux-ci, les termes sous-dominants dans
(IV.10) présentent une contribution non négligeable dans la distribution de premier passage
en milieu confiné. Ce comportement spécifique est détaillé en annexe G.3.

Enfin, notons que la forme obtenue est indépendante de a dans la limite r ≫ a. On
propose que ce résultat reste valide en dimension supérieure à 1 pour des cibles a ≫ 1, tant
que la limite r ≫ a reste valide. Cette suggestion s’appuie sur les propriétés des explorations
compactes des processus continus qui trouvent une cible pourtant ponctuelle avec une pro-
babilité 1 [Bénichou et al., 2008]. Dès lors la taille de la cible a n’a que peu d’importance en
comparaison de la probabilité de se trouver proche de celle-ci (puisque le processus a alors
une probabilité très faible de la rater)∗16 .

c) Conclusion de l’approche pour les explorations compactes

Ainsi, on a obtenu le comportement d’échelle de la distribution de premier passage en
confinement pour les explorations compactes

G(η, r,R, a0) = F (t, r, R, a0)Rdw =
(
r

R

)dwθ
h(η) (IV.11)

∗16 Plus précisément pour des processus compacts strictement invariants d’échelle, la dépendance du
MFPT selon la variable a est donnée par rdwθ − adwθ. Notons que l’on retrouve dans la limite où a ∼ r, que
le processus est trouvé presque instantanément tandis que pour r ≫ a le comportement dominant du MFPT
devient indépendant de a. On suggère que cette dépendance en rdwθ − adwθ reste valide pour les modèles à
renforcement sur réseau dans la limite r, a ≫ a0.
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où h est une fonction indéterminée qui dépend du processus (la figure IV.6 confirme notre
prédiction). Enfin, (IV.11) capture explicitement la dépendance de la distribution du FPT
sur les paramètres géométriques r,R, et donc de tous ses moments. En particulier, le temps
moyen de premier passage (MFPT) satisfait

⟨T ⟩ ∝ Rdw(1−θ)rdwθ.

Ainsi, le MFPT présente un comportement non linéaire selon le volume de confinement
V ∼ Rd (car θ ̸= 1−d/dw) pour les marches SESRW et SATW, comme cela avait été observé
pour d’autres exemples de processus vieillissants. Étonnamment, la forme asymptotique de
la distribution du FPT (IV.11) est comparable à celle obtenue dans [Levernier et al., 2018],
et elle peut être déterminée uniquement à partir de la connaissance de dw et θ, que l’on
rappelle définis en espace infini. Ce résultat est en particulier indépendant de l’exposant de
persistance vieilli en confinement θc.

On peut se tourner vers la détermination du FPT pour les explorations non compactes.

Fig. IV.6 Comportement d’échelle de la distribution du FPT selon les paramètres géo-
métriques pour les explorations compactes. La dépendance de la probabilité de survie selon
les différents paramètres géométriques est déduite de (IV.9). La convergence des différentes
simulations numériques, après la normalisation prédite dans (IV.9), capture la dépendance
de la distribution du FPT selon les différents paramètres géométriques. Les simulations sont
réalisées dans des boîtes 1D de taille R avec des conditions aux bords réfléchissantes. a
TSAW 1D avec dw = 3/2 indépendamment de β. b 1D SESRW avec β = 0.5 et k = 0.5. 1D
SATW répulsive avec (1 + e−β)−1 = 0.7 c et (1 + e−β)−1 = 0.4 d.
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IV.3.3 Distribution du FPT pour les processus non compacts

Intéressons-nous maintenant au cas des explorations non compactes en espace confiné
pour un processus non nécessairement invariant d’échelle, potentiellement vieillissant. Dans
un premier temps, on prendra une cible de taille fixée a ≫ a0, où a0 est la taille typique du
réseau.

a) Approche générale pour les explorations non compactes

On reprend l’approche développée dans [Levernier et al., 2018] et on partitionne la dis-
tribution du FPT selon le nombre d’excursions réalisées par le marcheur avant de trouver la
cible. Une excursion est définie comme une portion de la trajectoire qui part ici du cube C
de rayon R/2 (centré sur la cible) qui touche un bord du volume confinant et qui revient en
C. Cette partition conduit à

F (t, a, r, R, a0) = p0Φo(t) + (1 − p0)
∞∑
n=1

Φn(t)P (n),

où on a défini p0 la probabilité de trouver la cible avant de toucher les bords du volume.
Notons que l’on a directement isolé le cas k = 0, atypique puisque le marcheur commence à
une distance r proche de la cible, comparée à R/2 lors des autres excursions.

Rappelons que l’on va chercher à successivement :

1. Caractériser la dépendance selon R de P (n) dans la limite des grands volumes. Autre-
ment dit, la dépendance selon R dans la géométrie du territoire exploré.

2. Déterminer le comportement asymptotique de tn, le temps total typique nécessaire afin
de réaliser n− 1 excursions et τn le temps de la nème excursion.

b) Détermination du nombre typique d’excursions

Commençons par évaluer la dépendance selon R et a de P (n). Contrairement aux ex-
plorations compactes p0 et P (n) tendent vers 0 dans la limite des grands volumes. Notons
que la cible est toujours trouvée dans un volume confiné, impliquant que dans la limite des
grands volumes,

∑n
k=1 P (k) tend vers 1. Par ailleurs, on remarque qu’après avoir réalisé la

première excursion, les effets induits par la distance initiale sont négligeables, impliquant
que P (n) est indépendante de r. Ensuite, introduisons la probabilité pk de trouver la cible
pour la première fois lors de la kème excursion, sachant que le marcheur a déjà effectué k−1
excursions.

Tout d’abord, considérons à titre d’exemple, un marcheur dont la géométrie de la tra-
jectoire est markovienne. Autrement dit, les probabilités pk associées sont indépendantes et
identiques (ii) et égales à p. On peut alors exprimer S(n) la probabilité de ne pas avoir
trouvé la cible après n excursions en fonction de p

S(n) = (1 − p0)
n∏
k=1

(1 − pk) = (1 − p0)exp
[
n∑
k=1

log(1 − p)
]
.
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Ce cas général inclut les marches CTRW, mais peut s’étendre aux mouvements browniens
fractionnaires non vieillissants ainsi que d’autres modèles invariants d’échelle [Levernier et
al., 2018].

Dans la limite des grands volumes, on propose que p ∼ (a/R)ψ pour une exploration
transiente. À faible nombre d’excursions, les effets de confinements sont négligeables et on
peut donc légitimement s’appuyer sur l’exposant de transience défini en milieu infini. À n
fixé dans la limite des grands volumes S(n) tend vers (1 − p0), et ln(1 − p) ∼ −p.

S(n) ≈ (1 − p0) exp
(

−
n∑
k=1

pk

)
(IV.12)

On cherche à extraire Ntyp = O(Rγ) pour lequel
∑O(Rγ)
k=1 pk = O(1). On obtient alors

directement pour des pk ii que Ntyp ≈ 1
p ∼ (R/a)ψ.

La démonstration précédente s’appuie sur l’hypothèse que les probabilités pk sont indé-
pendantes et identiques (ii). Cependant, cette hypothèse devient fausse lorsque la géométrie
des sites visités évolue au cours du temps et plus particulièrement pour les marches à renfor-
cement qui interagissent avec les sites déjà visités. Cet effet devient incontournable lorsqu’une
partie non négligeable du volume a été visitée, ce qui est le cas lorsque le marcheur trouve
généralement la cible.

On considère désormais les marches à renforcement répulsif ou faiblement attractif qui
présentent un comportement diffusif à toutes les échelles de temps. L’analyse numérique des
différents pk suggère que le comportement dominant de pk est toujours donné par ( aR)ψ. On
réécrit pk sous la forme

pk ∼
R→∞

(
a

R

)ψ [
1 + h

(
k

[
a

R

]ψ)]
, (IV.13)

où h est une fonction pour l’instant prise quelconque. Justifions la dépendance en k
(
a
R

)ψ
pour les marches à renforcement. Après k excursions, le marcheur a visité un nombre typique
de sites donné par kRdw dans un volume de taille Rd. Ainsi, on propose que le rapport
kR

dw

Rd
= kR−ψ décrive l’impact des effets de renforcement des sites précédemment visités sur

la probabilité de trouver la cible∗17 . En injectant (IV.13) dans (IV.12) on obtient

S(n) ∼ (1 − p0) exp
[
−n

(
a

R

)ψ
−H

(
n

[
a

R

]ψ)]
,

où on a défini H(n
[
a
R

]ψ) comme la primitive de h. Il apparaît naturellement que Ntyp ∼
(Ra )ψ. En effet, pour n ≪ ( aR)ψ, on obtient que S(n) ≈ 1. Inversement, pour n ≫ ( aR)ψ, il
apparaît clairement que le premier terme amène une décroissance exponentielle∗18 .

∗17 Notons que cet argument d’échelle reste valide tant que k ∼ O(R).
∗18 Par ailleurs, on pourrait supposer que les deux termes puissent se neutraliser mais notons que H est

une fonction définie sur R+ pour des renforcements répulsifs. Enfin pour des processus faiblement attractifs
le comportement diffusif aux temps longs tend à contredire l’apparition de tels comportements.
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On réécrit finalement P (n), la probabilité de trouver la cible à la nème excursion, sous
la forme

P (n) ∼ (1 − p0)
(
a

R

)ψ
exp

[
−f

(
n

Ntyp

)]
, (IV.14)

où f est définie via la dérivée de H(n
[
a
R

]ψ).
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Fig. IV.7 Comportement d’échelle de pn définie comme la probabilité de trouver la cible
à la nème excursion. Afin d’étudier la dépendance selon n de pn, celle-ci est normalisée selon
(IV.13), pour la marche TSAW 3D a (β = 1) et pour la marche SATW diffusive en 3D dans
le cas répulsif, b (β = 3.0) et dans le cas attractif c (β = −1.0). Des figures équivalentes
pour les autres modèles à renforcement peuvent être trouvées en annexe G.5.

c) Remarques autour du nombre typique d’excursions

Émettons plusieurs remarques qui soulignent la force de cette approche :

— Tout d’abord, pour des pk ii, la distribution limite S(n) est exponentielle. En revanche,
ce n’est plus nécessairement vrai pour les marches à renforcement (figure IV.7).

— Ensuite, on ne s’intéresse pas au comportement de h dans la limite +∞ puisque la cible
a été trouvée avec une probabilité 1 dans la limite des grands volumes. On peut par
exemple supposer que h présente un comportement complexe lorsque le site fait partie
des derniers sites visités du volume. Néanmoins, ces évènements sont négligeables dans
la limite des grands volumes.

— Afin de souligner la robustesse de notre approche, on pourrait concevoir une fonction
h qui dépende d’une seconde variable ( aR)δ avec δ < ψ, respectivement h(k, a/R) =
h1(k( aR)δ, k( aR)ψ). Si la primitive de h1 converge, le comportement attendu est toujours
donné par ( aR)ψ. On peut alors réécrire h en ayant fait converger cette seconde variable
h(k, a/R) = h1(∞, k( aR)ψ). En revanche, pour une divergence selon cette seconde va-
riable ( aR)δ, on obtiendrait une dépendance anormale de Ntyp selon h. Ce comportement
ne peut pas être observé pour les marches à renforcement considérées dans cette thèse∗19

en dimension supérieure ou égale à 3. En revanche, de tels comportements surviennent
pour les explorations marginales abordées en fin de chapitre.

∗19 Cela signifierait qu’un nombre de sites négligeable est un effet déterminant dans la géométrie de la
trajectoire en confinement. Ce qui a été réfuté par l’analyse des incréments en confinement.
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— Enfin, notons que la décroissance de S(N) présente un comportement proche d’une loi
exponentielle (f(t) ∼ tα) . Ce constat est primordial lorsque l’on considère les contribu-
tions des évènements rares dans la distribution du FPT. En effet, si la distribution de
S(N) présentait une décroissance en loi de puissance, la contribution des évènements
rares peut dominer le terme principal obtenu par Ntyp, en particulier pour les moments
du FPT en confinement. En revanche, la décroissance exponentielle nous assure que
l’ensemble des moments de la distribution du FPT en confinement sont bien détermi-
nés par Ntyp =

(
R
a

)ψ
(à l’exception de comportements piégés étudiés dans le chapitre

précèdent).

d) Détermination du temps typique des excursions

On se tourne vers la détermination du comportement de Φn(t). Comme la cible est trou-
vée après un grand nombre d’excursions, la distribution du temps passé pour réaliser la
dernière excursion avant de trouver la cible est inconnue. Néanmoins, elle est négligeable
devant le temps passé lors des n premières excursions. Par conséquent, ce comportement
dépend de R et a0 mais reste indépendant de a.

Au vu de l’analyse des incréments effectués précédemment, on propose que les compor-
tements d’échelle de tn et τn (que l’on rappelle définis comme les temps typiques mis par le
marcheur pour réaliser respectivement les n− 1 premières excursions et seulement la nème),
restent déterminés par la relation suivante

⟨[X(tn + τn) −X(tn)]2⟩ ∼
R→∞

R2

Les excursions ne sont plus strictement indépendantes, néanmoins on peut supposer que
les corrélations sont suffisamment faibles pour ne pas altérer le comportement d’échelle de
la somme.

Considérons le cas où les incréments présentent des effets de vieillissement mais dont le
comportement asymptotique est inchangé. Cette analyse couvre les différents exemples de
marches à renforcement répulsif et faiblement attractif en dimension supérieure à 3.

Comme le comportement de ces marches est alors diffusif à toutes les échelles de temps,
on s’appuie sur deux préfacteurs. Le premier, DL est défini à τ = 0 dans la limite où les
effets de vieillissement sont négligeables. Le second Ds est défini par le comportement de
la marche dans la limite où celui-ci a visité un nombre élevé de fois les différents sites du
volume. On peut réécrire les temps caractéristiques associés aux différentes excursions

τn = Rdw

2Ds
[1 + k(n,R, a0)] avec k(1, R, a0) + 1

2Ds
= 1

2DL
et k(n,R, a0) →

n→∞
0.

Comme ceux-ci ne sont pas déterminés par une loi large, on peut alors sommer afin
d’extraire tn

tn = nRdwH(n,R, a0),
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où on a défini H(n,R, a0)

H(n,R, a0) = (2Ds)−1
[
1 + 1

n

(
n∑
i=1

k(i, R, a0)
)]

= O(1) ∀R,n, a0.

Remarquons que l’on n’a émis aucune hypothèse sur la dépendance de H selon les va-
riables R et a. On peut donc réécrire la distribution de premier passage conditionnellement
à ce que la cible ait été trouvée à la nème excursion en faisant apparaître explicitement tn
dans la limite n,R ≫ 1

Φn(t, R, a0) ∼ 1
t
ϕ

(
t

tn

)
. (IV.15)

Plus précisément, par analyse dimensionnelle, on réécrit Φn selon
Φn(t, R, a0) = 1

t g
(
t
tn
, a0
R ,

Rdw
tn
, L(ao,β,..)

ao

)
qui ne dépend que du rapport t ≫ tn dans la limite

n,R ≫ 1∗20 .

On peut alors sommer sur n afin d’extraire la distribution complète du FPT. Pour cela, on
s’appuie sur (IV.15) et (IV.14) en faisant apparaître explicitement le comportement d’échelle
de Ntyp

F (t, R, r, a) ∼
R→∞

p0Φ0(t) + (1 − p0)
∫ ∞

0

aψ

Rψ
1
t
e

−f( n
Ntyp

)
ϕ

(
t

RdwH(n,R, a0)

)
dn.

Les contributions des échelles différentes de Ntyp sont absorbées dans les bornes de l’in-
tégrale. Afin de s’assurer de la validité de cette démarche, les contributions des temps carac-
téristiques autres que tn sont étudiées en annexe G.2. Brièvement, le comportement piqué
de S(N) atour de Ntyp implique que leurs contributions sont bien négligeables. On propose
le changement de variable u = n/Ntyp qui permet d’extraire la dépendance selon R dans la
limite des grands volumes. En définissant η ∼ t/Ttyp avec Ttyp = RdwNtyp, on obtient

G(η,R, r, a) ∼ F (t, R, r, a)Rdw ∼
R→∞

p0δ(η) + (1 − p0)
∫ ∞

0

1
η
e−f(u)ϕ

(
η

hL(u, aa0
)

)
du,

où on a fait apparaître la dépendance explicite de H selon la variable u = n/Ntyp. Pour
cela, on a réécrit la fonction H en faisant apparaître de multiples échelles selon le rapport
R/a0

H(n,R, a) = h

(
n,

n

R/a
,

n√
R/a ln(R/a)

,
n

(R/a)γ ln(R/a)δ
, ..

)
.

Puis, en reprenant le changement de variable u = n/Ntyp, on obtient

H(n,R, a) = h

(
uNtyp,

a

a0
u,

a

a0

u

ln(R/a) ,
a

a0

u

(R/a)γ−1 ln(R/a)δ
, ..

)
∼

R→+∞
h(+∞, u

a

a0
, 0,+∞, 0..)

= hL(u, a
a0

).

∗20 On rappelle que l’on se repose sur tn ≫ τn dans la limite des grands nombres d’excursions.
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Finalement, on remplace p0 par son comportement asymptotique dans la limite r ≫ a
pour obtenir une expression selon η = taψ/Rdw+ψ

G(η,R, r, a) ∼
R→∞

C

(
a

a0

)[
a

r

]ψ
δ(η) +

(
1 − C

(
a

a0

)[
a

r

]ψ)∫ ∞

0

1
η
e−f(u)ϕ

(
η

hL(u, aa0
)

)
du.

(IV.16)
où C( aa0

) →
a→∞

1 traduit les effets de discrétisation du réseau aussi présents dans le cas des
modèles markoviens. Notons que l’on a réécrit h en hL(u, aa0

) afin de rendre plus explicite
la dépendance selon le rapport a

a0
. De toute évidence, les effets de vieillissement associés

aux temps typiques des excursions dépendent de a0, contrairement à Ntyp qui dépend de a.
D’autre part, pour a ≫ ao, on propose que hL tende vers une limite finie où les effets de
vieillissement sont négligeables puisque la cible est atteinte bien avant que le volume ne soit
suffisamment visité∗21 (figure IV.9).

Ainsi, on a déterminé le comportement d’échelle de la distribution de premier passage
des marches à renforcement non compactes

G(η,R, r, a) ∼
R→∞

(
1 − C

(
a

R

)ψ)
h(η), (IV.17)

où h est une fonction indéterminée qui dépend du processus. Dans le cas des marches à
renforcement non compactes, les conditions initiales ne modifient donc pas le comportement
d’échelle de la distribution du FPT ; elles peuvent cependant changer la fonction d’échelle h
(ce résultat est confirmé numériquement figure IV.8).

Pour les processus non compacts, on obtient que le MFPT en confinement est linéaire
avec le volume (⟨T ⟩ ∝ Rd), ce qui est cohérent avec la limite diffusive à grand temps obtenue
en début de chapitre. L’échelle de ⟨T ⟩ avec R est indépendante des effets de mémoire, effets
qui modifient en revanche le coefficient de diffusion effectif.

e) Conclusion de l’approche pour les marches à renforcement dans le cas non
compact

On peut alors résumer, l’impact des effets de renforcement pour les marcheurs diffusifs à
toutes les échelles de temps :

— Pour les effets qui surviennent à un temps caractéristique T ≪ RdwNtyp, ceux-ci sont
compris dans H(n,R, ao), et ne modifient pas le comportement du FPT.

— Pour ceux survenant à un temps caractéristique Ttyp ∼ RdwNtyp, ils sont alors entière-
ment décrits par la variable Ttyp.

— Enfin, pour T ≫ RdwNtyp, ces effets surviendront après que la cible ait été trouvée
presque sûrement et n’influent pas sur la statistique du FPT.

∗21 Cette proposition est spécifique aux marches à renforcement. Par ailleurs, celle-ci est justifiée par
le comportement de la limite continue des marches à renforcement au-delà de la dimension critique, pour
lesquels les effets de renforcement sont négligeables. Plus précisément, dans la limite continue, les processus
sont équivalents à des mouvements brownien qui ont une probabilité nulle de se recouper. Dès lors, on retrouve
des résultats indépendants du vieillissement dans la limite R, r, a ≫ a0.
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Fig. IV.8 Comportement d’échelle de la distribution du FPT selon les paramètres géomé-
triques pour les explorations non compactes. La dépendance de la probabilité de survie selon
les différents paramètres géométriques est déduite de (IV.16). La convergence des différentes
simulations numériques après la normalisation prédite dans (IV.16) capture la dépendance
de la distribution du FPT selon les différents paramètres géométriques. Les simulations sont
réalisées dans des boîtes 3D de taille R avec des conditions aux bords réfléchissantes (la
constante C est mesurée numériquement et elle dépend de a/a0 lorsque a ∼ a0). a TSAW
3D avec β = 1.0. b 3D SESRW avec β = 1.0 et k = 0.5. 3D SATW répulsive avec β = 3.0 c
et β = −1.0 d.

En conclusion, on a obtenu que la distribution du FPT converge dans la limite des grands
volumes vers une distribution qui dépend explicitement des paramètres géométriques au tra-
vers d’une unique variable Ttyp = Rdw+ψ

aψ
. En revanche, les effets de vieillissement influent sur

la forme de la distribution limite∗22 bien que d > dc.

Par ailleurs, notons que l’hypothèse selon laquelle le comportement des incréments est
strictement diffusif à toutes les échelles de temps peut être relaxée pour des temps supérieurs
à T ∗23

typ . En revanche, notre approche doit être relativisée pour des comportements autopiégés.

∗22 En effet, pour des marches markoviennes symétriques, la distribution est exponentielle [Levernier,
2017] (voir annexe G.6). En revanche, ce n’est plus le cas pour les marches à renforcement. Ce dernier
point prendra toute son importance lorsque l’on considérera les temps de couverture des modèles répulsifs en
dimension 3.

∗23 En effet, puisque la probabilité que la cible soit trouvée dans un temps plus élevé que O(Rdw+ψ) est
négligeable dans la limite des grands volumes, les effets de vieillissement spécifiques à cette échelle n’ont pas
à être considéré.
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On peut, à titre d’exemple, concevoir un modèle de marche de pólya fictif en dimension
3 qui serait définitivement arrêté après un temps donné par ln(R)(R3). Le comportement
typique du FPT obtenu reste valide, puisque l’évènement associé survient après que la cible
ait été traversée. Toutefois, les moments sont alors infinis car il y a une probabilité négligeable
d’être piégé en n’ayant pas trouvé la cible.

Fig. IV.9 Effet de la taille de la cible sur les explorations non compactes. a Pour une
cible de taille a ≫ a0, le marcheur a visité un nombre relativement peu élevé de sites
lorsqu’il atteint la cible. Les effets de vieillissement peuvent être négligés ce qui conduit à
une distribution exponentielle du FPT en confinement. b Inversement, pour une cible de taille
comparable à celle du réseau, le marcheur va découvrir un nombre suffisamment important
de sites, et les effets de vieillissement ne sont plus négligeables.

IV.4 Distribution de premier passage dans un espace initialement
visité

L’analyse des modèles précédents a révélé la présence d’effets de vieillissement en dimen-
sion 1 mais aussi en confinement en dimension 3. Néanmoins, notre approche souligne que
pour la majorité d’entre eux, ces effets ne modifient pas l’échelle caractéristique du FPT en
confinement, en particulier pour les explorations compactes où seul l’exposant de persistance
dépend des propriétés de vieillissement. On cherche à étendre notre approche en ayant, au
préalable, laissé vieillir ces différents processus en confinement avant d’introduire la cible
(on choisira des temps de vieillissement initiaux T grands devant le MFPT mesuré précé-
demment).

Ainsi, on peut reprendre les méthodes développées pour les explorations compactes et
non compactes, en remplaçant les exposants dw, θ et ψ par leurs équivalents vieillis dwc , θc
et ψc

Gc(η,R, r, a) ∼
R→∞

(
r

R

)dw,cθc
hc(η), (IV.18)
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et

Gc(η,R, r, a) ∼
R→∞

=
(

1 − C

(
a

R

)ψc)
hc(η) (IV.19)

Par conséquent, on obtient un MFPT linéaire selon le volume confiné pour les marches
SATW, SESRW, répulsives en loi de puissance. Notons que spécifiquement au modèle SESRW
en dimension 1, on observe dwc ̸= dw. Similairement, on s’attend à des explorations non
compactes en dimension 3 caractérisées par Ttyp = Rdwc+ψc/aψc (figure IV.10). Dès lors, on
observe que les effets de vieillissement initiaux semblent avoir un impact majeur sur les pro-
priétés de premier passage contrairement aux explorations non compactes, qui présentent un
comportement d’échelle identique. Toutefois, relevons que les distributions sont bien expo-
nentielles contrairement aux cas T = 0. Ensuite, pour les marches TSAW, on observe θ = θc,
dw = dwc et ψc = ψ, les conditions initiales ont alors un effet marginal sur les propriétés de
premier passage en confinement.

On peut étendre cette analyse aux marches attractives sous-diffusives étudiées dans le
chapitre précédent. L’analyse des incréments de ces modèles permet de conclure qu’ils véri-
fient, eux-aussi, un comportement diffusif dans la limite T ≫ Rdw ≫ t. On propose que les
propriétés de premier passage des marches attractives sous-diffusives dans un volume déjà
vieilli, présentent les exposants dwc = 2 et θc = 1/2 en dimension 1, et une distribution en
confinement Ttyp = Rdwc+ψc/aψc avec ψc = 1 en dimension 3.

IV.5 Applications aux modèles étudiés et possibles extensions

Dans cette partie, on résumera les résultats obtenus pour les différents modèles étudiés
puis on commentera leurs implications.

IV.5.1 Applications aux modèles à renforcement

Modèle SATW répulsif et attractif et marche à renforcement en loi de puissance :

Commençons par la dimension 1 (compact), ces modèles présentent des incréments vieillis-
sants et diffusifs à toutes les échelles de temps, corrélés à un exposant de persistance anormal
(l’exposant de persistance de la marche répulsive en loi de puissance est donnée figure IV.12).
Ils admettent une distribution de premier passage en confinement déterminée par (IV.11)
avec Ttyp = Rdw et un temps moyen donné par ⟨T ⟩ = Rdw(1−θ)rdwθ, non linéaire selon R
(pour θ > 1 et dans la limite des grands volumes). En dimension 3 (non compact), ces
modèles présentent des incréments diffusifs stationnaires en milieu infini, et vieillissants en
confinement tout en restant diffusifs (IV.3). Ces modèles réalisent des explorations non com-
pactes, caractérisées par ψ = 1 en milieu infini, et présentent une distribution de premier
passage (IV.17) dirigée par Ttyp = Rdw+ψ/aψ. Notons que ce comportement est aussi partagé
pour les modèles faiblement attractifs, diffusifs en dimension supérieure à 2.
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Fig. IV.10 Comportement d’échelle de la distribution du FPT selon les paramètres géomé-
triques pour des conditions initiales vieillies. Ici, S(t) est la probabilité de survie du marcheur
aléatoire commençant à chercher la cible après avoir exploré le volume confiné jusqu’à un
temps T . Son comportement d’échelle selon les paramètres géométriques est déduit de (IV.9)
et (IV.16) pour des explorations compactes et non compactes respectivement en reprenant
les exposants θc et ψc et dwc . La convergence des simulations numériques après leur nor-
malisation respective capture la dépendance de la distribution du FPT selon les différents
paramètres géométriques. Les simulations sont réalisées dans des boîtes 1D, 3D de taille R,
avec des conditions aux limites réfléchissantes à r et a fixés. Cas compacts : a 1D TSAW avec
β = 1.0 ; b 1D SESRW avec β = 1.0 et k = 0.5, la distribution limite attendue et donnée
par une marche aléatoire simple est ajoutée à titre de comparaison (courbe en pointillé) ; 1D
SATW répulsif avec β = 3.0 c. Cas non compacts : d 3D TSAW avec β = 1.0 ; e 3D SESRW
avec β = 1.0 et k = 0.5 ; f 3D SATW avec β = 1.0.

Marches sous-exponentielles SESRW :

En dimension 1 (compact), celles-ci présentent un comportement asymptotiquement su-
perdiffusif aux temps longs, et un comportement diffusif dans la limite T ≫ t, y compris
en confinement ((IV.1)). L’exposant de persistance est donc anormal et ces marcheurs ad-
mettent une distribution de premier passage en confinement déterminée par (IV.11) avec
Ttyp = Rdw (dw = (k + 2)/(k + 1)), et un temps moyen non linéaire selon R, donné par
⟨T ⟩ = Rdw(1−θ)rdwθ. En dimension 3 (non compact), ces marches présentent des incréments
diffusifs stationnaires en milieu infini, et vieillissants en confinement tout en restant diffusifs
(IV.3). Ces modèles présentent une exploration transiente caractérisée par ψ = 1 en milieu
infini, et une distribution dirigée par (IV.17) avec Ttyp = Rdw+ψ/aψ.
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Marches TSAW :

En dimension 1 (compact), on retrouve un comportement superdiffusif dw = 3/2 et des
incréments superdiffusifs qui présentent des effets de vieillissement à toutes les échelles de
temps (IV.2). Étonnamment, l’exposant de persistance reste donné par θ = 1 − d/dw, ce
qui conduit à un temps moyen linéaire selon R en confinement ((IV.11) avec Ttyp = Rdw et
⟨T ⟩ = R). En dimension 3 (non compact), ces marches présentent des incréments diffusifs
stationnaires en milieu infini, et vieillissants en confinement tout en restant diffusifs (IV.3).
Ces modèles présentent donc une exploration transiente caractérisée par ψ = 1 en milieu
infini et une distribution dirigée par (IV.17) avec Ttyp = Rdw+ψ/a.

On suggère maintenant d’étendre nos résultats à des marches affiliées qui n’ont pas encore
été évoquées dans ce chapitre.

Marches à renforcement super exponentielles :

Pour celles-ci, en dimension 1 (compact), le comportement asymptotique attendu est
donné par dw = (1+k)/(2+k). Ensuite, on propose que le comportement des marches super
exponentielles soit donné par

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩t, T =
{

2DLt
2(k+1)
(k+2) pour t ≫ T

Dst
2/dw−α pour t ≪ T,

où α < 0 reste encore indéterminé. Ces effets de vieillissement altèrent la valeur de l’ex-
posant de persistance, et par conséquent, le temps moyen en confinement ⟨T ⟩ = Rdw(1−θ)rdwθ

((IV.11) avec Ttyp = Rdw). En dimension 3 (non compact), ces marches présentent un com-
portement diffusif. De par les nombreux parallèles que l’on peut tirer avec le modèle TSAW,
on s’attend à ce que ces marches présentent des effets de vieillissement diffusifs à toutes les
échelles de temps∗24 (IV.3). Ainsi, ces modèles présentent une exploration transiente caracté-
risée par ψ = 1 en milieu infini et une distribution dirigée par (IV.17) avec Ttyp = Rdw+1/a.
Ces différents résultats restent à être vérifiés numériquement, la seule potentielle interroga-
tion reposant sur le comportement en confinement en dimension 1 qui n’influe pas sur la
statistique du FPT proposée.

∗24 La variance du temps local de la TSAW étant stationnaire, ce résultat peut être étendu aux marches
super exponentielles qui vont alors présenter un comportement diffusif
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IV.5.2 Commentaires

— Tout d’abord, notre analyse montre que les effets de renforcement peuvent avoir des
conséquences profondes sur la dynamique de ces modèles ; ils peuvent induire un vieillis-
sement (quantifié par D(T, t) et dw) et des exposants de persistance et de transience
non triviaux θ et ψ. Nous avons montré que le confinement géométrique peut fortement
modifier la dynamique de ces marches, contraste frappant en comparaison des modèles
non markoviens généralement étudiés. Au-delà d’imposer des conditions limites locale-
ment réfléchissantes, la dynamique des incréments peut être modifiée (dans le cas non
compact), ainsi que les exposants de persistance (dans le cas compact).

— Pour des conditions initiales non-vieillies (T = 0), on a montré que la distribution du
FPT en confinement peut être asymptotiquement prédite à partir de la connaissance
du processus en espace infini (via les exposants dw, θ, ψ). Le confinement géométrique
modifie la dynamique du processus et change les exposants correspondants dw,c, θc, ψc
(après vieillissement), mais cela ne se produit qu’à des échelles de temps plus grandes
que le FPT typique. En revanche, pour des conditions initiales vieillies, les exposants
qui déterminent la distribution du FPT sont ceux définis en confinement dw,c, θc, ψc,
et peuvent être différents des exposants classiques dw, θ, ψ.

— Par ailleurs, on observe que dans le cas compact, un processus qui vieillit présente, le
plus souvent, un MFPT non linéaire avec le volume confinant. Alors que les effets de
vieillissement ne semblent pas altérer le temps caractéristique des excursions, l’exposant
de persistance est, en général, différent de 1 − d/dw et ⟨T ⟩ ne varie pas comme Rd.
Pour les explorations non compactes, les effets de vieillissement peuvent entraîner une
dépendance non linéaire du MFPT, lorsque le comportement des incréments aux temps
courts (T ≫ t) n’est plus donné par tdw (en particulier, pour les processus effectuant
un comportement t2dw−α indépendant de T aux temps courts∗25). Par conséquent, pour
des processus non-strictement invariants d’échelle, l’impact des effets de vieillissement
sur les propriétés de premier passage en confinement peut être double. Une modification
de la géométrie de la trajectoire et des effets de vieillissement sur le temps typique mis
pour réaliser de nombreuses excursions dans le volume confinant.

— Ensuite, notons que la dépendance du FPT selon la distance initiale r est non négli-
geable pour les explorations compactes et marginale pour les explorations non com-
pactes. Cette propriété est connue pour les processus markoviens et strictement inva-
riants d’échelle et on peut donc l’étendre pour les marches à renforcement. Par ailleurs,
le comportement d’échelle de Ttyp et la forme fonctionnelle de (IV.16) restent valides
lorsque r = O(1) et seule la dépendance selon p0 reste indéterminée.

— En outre, remarquons que pour les processus compacts, le comportement d’échelle du
MFPT est différent de celui de Ttyp alors que Ttyp permet pourtant de décrire l’ensemble
de la distribution aux temps longs. Cette observation reste générale aux explorations
compactes [Levernier et al., 2018], et elle provient du comportement en loi de puissance
dans la limite t ≪ Rdw .

∗25 On présentera l’exemple de la marche ERW dont le comportement aux temps courts est diffusif et
pour lequel le marcheur effectue une exploration caractérisée par un exposant ψc ̸= ψ.
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— Ces résultats nous permettent d’évaluer l’efficacité de l’exploration spatiale des marches
à renforcement, et en particulier de discuter de l’impact des effets de mémoire sur la
cinétique de recherche de cibles en espace confiné.

Si aucune information préalable sur la position de la cible n’est disponible (r inconnue),
l’observable pertinente pour quantifier la cinétique de recherche est le FPT moyenné
selon r, ¯⟨T ⟩. Pour les processus compacts, nos résultats amènent à ¯⟨T ⟩ ∝ Rdw . La
cinétique de l’exploration est améliorée pour dw faible. Dans ce cas, les effets de mé-
moire des marches TSAW 1d et SESRW 1d l’accélèrent significativement (car elles
présentent un exposant superdiffusif dw < 2). Pour les processus non compacts, on a
obtenu ¯⟨T ⟩ ∝ Rd, et cette échelle est indépendante des effets de mémoire.

Si la distance de départ r de la cible est connue, pour les processus compacts, les expo-
sants dw, θ apparaissent comme des paramètres clés qui contrôlent le poids respectif des
trajectoires directes et indirectes, ainsi que l’échelle de temps typique des trajectoires
qui trouvent la cible après avoir touché les bords. Pour les processus aléatoires à incré-
ments stationnaires, il a été proposé que les deux exposants ne soient pas indépendants
et satisfassent θ = 1 − d/dw [Bray et al., 2013 ; Levernier et al., 2018 ; Meroz et al.,
2011] ; dans ce cas, augmenter le poids des trajectoires directes en augmentant dw se
fait au prix d’une augmentation de l’échelle de temps des trajectoires indirectes. C’est
également le cas de la marche TSAW 1d, pour laquelle on a trouvé numériquement que
θ = 1 − d/dw. En revanche, dans le cas des marches SESRW et SATW, on a observé
que θ ̸= 1 − d/dw. Les effets de renforcement sont favorables pour r grand puisqu’ils
diminuent l’échelle de temps des trajectoires indirectes qui touchent les bords avant la
cible. Elles réduisent cependant le poids des trajectoires directes et sont préjudiciables
pour r ≪ R. À l’inverse, les effets de renforcement attractif (SATW) peuvent cepen-
dant augmenter significativement le poids des trajectoires directes via θ, et sont donc
favorables pour r ≪ R. Enfin, dans le cas non compact, nos résultats (IV.17) montrent
que la statistique FPT est caractérisée par la seule échelle de temps Rd (pour r ≫ a).
Comme dans le cas du FPT moyenné selon la position initiale, les effets de mémoire
ne modifient que le coefficient de diffusion effectif, et ils n’ont pas d’impact sur le
comportement d’échelle de la distribution du FPT.

— Pour finir, rappelons que notre approche s’applique également pour des modèles dont
les propriétés de vieillissement peuvent être anormales, voire indéterminées, lorsque
celles-ci apparaissent à des échelles typiques largement supérieures au temps de premier
passage. On peut, à titre d’exemple, évoquer le modèle introduit dans [Grassberger,
2017b], qui développe une variation de la marche TSAW pour laquelle le marcheur
peut déposer des signaux de renforcement sur les sites voisins sans avoir à les visiter.
L’analyse menée dans [Grassberger, 2017b] a mis en lumière l’apparition de compor-
tements piégés dans la limite des temps très longs mais on peut supposer que notre
approche reste valide puisque ces comportements semblent se manifester au-delà du
temps typique isolé précédemment.
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IV.6 Conclusion

Ce chapitre complète le précédent en étendant notre étude à l’analyse des modèles à
renforcement répulsif en espace infini et en confinement.

En premier lieu, pour les explorations compactes les incréments ne sont pas profondément
altérés par l’introduction d’un volume confinant. Inversement, pour les explorations non com-
pactes, on note l’émergence d’effets de vieillissement qui ne sont pas observés en espace infini.

Ensuite, notre analyse souligne l’importance de la croissance de la variance du temps
local en confinement. En effet, son étude permet d’en déduire les effets de vieillissement en
milieu confiné, et par conséquent de s’assurer de la statistique du FPT en confinement.

Par ailleurs, cette étude souligne encore l’importance de l’exposant de persistance pour
les explorations compactes en confinement. D’autre part, on a pu reproduire un raisonnement
identique pour des explorations compactes dans des espaces initialement visités et vieillis qui
sont caractérisés par des exposants caractéristiques distincts.

De manière générale, notre approche complète les résultats déjà existants pour les pro-
cessus invariants d’échelle. Premièrement, notre analyse s’étend à des effets de vieillissement
dont le comportement aux temps courts est indépendant de T . Ensuite, notre approche a per-
mis de décrire la statistique du FPT dans la limite des grands volumes pour R ≫ r ≫ a mais
aussi pour des cibles de taille fixée a = O(ao), ou pour des distances initiales de la taille ty-
pique du réseau r = O(1). Par ailleurs, on retrouve une propriété générique aux explorations
compactes, pour lesquelles la statistique du FPT en confinement est particulièrement sensible
à la distance initiale à la cible r et indépendante de la taille de celle-ci dans la limite r ≫ a.
Ce constat est inversé pour les explorations non compactes qui dépendent explicitement de a
et dont le poids des trajectoires directes est identifié et asymptotiquement négligeable selon r.

Enfin, on peut noter que la forme de la distribution du FPT en confinement est particu-
lièrement sensible aux types d’exploration et aux effets de vieillissement. Pour les processus
compacts, la distribution présente une décroissance en loi de puissance suivie d’une queue
exponentielle. Inversement, lorsque la cible est d’une taille proche de la taille du réseau, les
effets de vieillissement des explorations non compactes doivent être pris en compte, bien que
ces marches évoluent dans un réseau de dimension supérieure à la dimension critique. En
particulier pour les explorations non compactes, la distribution est une exponentielle pure
pour les marcheurs markoviens alors que les effets de renforcement altèrent la forme de la
distribution.
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IV.7 Extension : comportements des incréments, comparaison avec
les modèles invariants d’échelle

Les résultats que nous avons établis pour le vieillissement des incréments des modèles
à renforcement contrastent avec ceux prédits dans le cas des processus invariants d’échelle.
Développons cette observation. Tout d’abord, considérons le cas des processus strictement in-
variants d’échelle. Pour de tels modèles, l’invariance stricte d’échelle impose le comportement
aux temps courts T ≫ t suivant

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ ∼
T≫t

t2/dw−αTα, (IV.20)

puisque DL/Ds est sans unités. Il est possible de concevoir des exemples de processus
sur réseau pour lesquels on retrouve un comportement proche de (IV.20). Pour cela, consi-
dérons un autre exemple de marche aléatoire sur réseau, introduit dans [Boyer et al., 2014].
Rappelons que ce modèle aussi appelé Monkey Walk, présenté dans le chapitre 2, peut être
défini comme suit en dimension 1. Le marcheur évolue sur un réseau discret et à chaque pas
de temps :

— a une probabilité 1−q de sauter sur un site choisi uniformément parmi les plus proches
voisins

— et a une probabilité complémentaire de sauter sur un site précédemment visité à un
instant t′ ∈ [0, t]. t′ est tiré selon un noyau dépendant du temps pt(t′) = N(t)(t− t′ +
1)−β, où N(t) est une constante de normalisation.

Concentrons-nous sur le cas 2 > β > 1∗26 pour lequel il a été déterminé que la marche
Monkey walk présentait un comportement anormal, caractérisé par un exposant de marche
sous-diffusif dw = 2/(β − 1). Nous avons vérifié numériquement que les incréments de cette
marche prenaient la forme Dst

2
dw

−αTα, où α peut être mesuré numériquement∗27 (figure
IV.11). Ainsi, en autorisant le marcheur à parcourir de larges distances en un unique saut,
on retrouve un comportement analogue aux processus invariants d’échelle.

En revanche, pour un processus défini sur réseau, le rapport DL/Ds peut aussi induire
des échelles différentes. Ainsi, aux temps courts, le comportement des incréments selon les
variables t et T n’est plus contraint. Considérons, l’exemple de la marche éléphant, étudiée
dans le chapitre 2, pour laquelle le comportement des incréments peut être déterminé ex-
plicitement. Rappelons que la marche ERW, introduite dans [Schütz et al., 2004], peut être
définie comme suit en dimension 1. À chaque pas de temps t, le marcheur effectue un saut
σ sur site chois parmi les plus proches voisins. Pour cela on tire σ, selon un poids uniforme,
dans l’ensemble des sauts réalisés par le marcheur précédemment, {σi}i<t, où σi = ±1. Le
marcheur peut imiter ce saut σt = σ avec une probabilité β, où effectuer le saut opposé,
σt = −σ, avec une probabilité complémentaire, 1 − β. On généralise ce modèle en dimension
supérieure en définissant le modèle comme la somme de d marches ERW 1d indépendantes.

∗26 Pour β > 2, le marcheur est diffusif [Boyer et al., 2014], et nous avons observé numériquement qu’il
présente des incréments stationnaires. Pour β < 1, le processus présente un comportement anormalement
sous-diffusif caractérisé par une croissance logarithmique du MSD sortant du cadre de notre étude.

∗27 On suggère par ailleurs, que ce comportement reste indépendant de la dimension du réseau.
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Considérons le cas β > 3/4 pour lequel, le processus réalise un comportement super-
diffusif aux temps longs [Schütz et al., 2004]. Il est possible de déterminer exactement le
comportement des incréments, ce qui est réalisé en annexe D. On y démontre que les incré-
ments sont caractérisés par le comportement de vieillissement suivant

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = t4β−2
[ 2

(4β − 3)Γ(4β − 2)

(
T

t

)4β−2 (1
2 + 1

2(1 + t

T
)4β−2 − (1 + t

T
)2β−1

)
+ t3−4β

( 1
3 − 4β − 2

3 − 4β
T

t

(
(1 + t

T
)2β−1 − 1

)) ]
+ o(t, T ).

(IV.21)

Il apparaît que T représente un seuil critique pour le comportement des incréments. Dans
la limite T ≫ t, le premier terme est négligeable, et on retrouve un comportement diffusif.
Autrement dit, les effets non-markoviens sont négligeables. Inversement pour t ≫ T , les cor-
rélations entre les pas successifs réalisés entre T et t+ T sont suffisantes afin de générer un
comportement anormal (prédit par le premier terme)∗28 .

Notons que pour la marche ERW, les incréments ne divergent pas avec T contrairement
à ce qui a été observé pour les processus invariants d’échelle. Ce constat peut être étendu
à l’ensemble des marches à renforcement pour lesquelles les sauts en temps discret sur les
sites plus proches voisins bornent le comportement des incréments aux temps courts. Ainsi,
on a observé deux comportements distincts des incréments dans la limite T ≫ t. Afin, de
déterminer le FPT en confinement de tels modèles notre approche devra tenir compte de ces
différentes possibilités.

On peut émettre une dernière comparaison entre les modèles ERW et Monkey Walk non
compacts. Alors que les premiers présentent un exposant de transience donné par ψ = d−dw
indépendamment du vieillissement, les seconds présentent un exposant ψ anormal altéré par
les effets de vieillissement.

IV.8 Extension : Détermination du comportement d’échelle du FPT
en confinement pour des vieillissements en loi de puissance

Considérons des modèles comme la marche ERW et la marche Monkey walk qui pré-
sentent des effets de vieillissement qui altèrent le comportement d’échelle du marcheur dans
la limite T ≫ t. On cherche à déterminer le comportement d’échelle de la distribution du
FPT dans le cas non compact (le cas compact est identique à celui développée précédemment
pour les marches à renforcement et dans [Levernier et al., 2018]).

∗28 Le cas β = 3/4 présente un comportement marginalement diffusif que nous ne considèrerons pas dans
cette thèse.
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Fig. IV.11 Propriétés de vieillissement des marches ERW et Monkey walk. a,b Vieillis-
sement des incréments ⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ = ∆(T, t) de la marche ERW superdiffusive
(courbes normalisées par le comportement asymptotique attendu, dw = 1/(2β − 1)) et va-
leurs théoriques obtenues dans (IV.21) (lignes pleines). Chaque courbe est tracée pour une
valeur fixée de T . b Notons que le comportement aux temps courts t ≪ T est diffusif, et
que les incréments sont asymptotiquement indépendants de T dans cette limite, ce qui se
traduit par un décalage selon l’axe horizontal a (tracé pour la variable t/T ). Inversement
pour la marche Monkey walk c, les incréments présentent des effets de vieillissement dont
le comportement aux temps courts diverge selon la variable T , comportement similaire aux
processus invariants d’échelle.

Comportement aux temps courts indépendants de T :

Tout d’abord, débutons par l’analyse des modèles présentant un comportement aux temps
courts Dst

−α, et ce, indépendamment de T . Autrement dit, T agit comme une échelle de
coupure entre deux comportements. L’impact des effets de vieillissement se répercutent sur le
comportement de Ntyp et sur les temps caractéristiques des excursions tn et τn. Néanmoins,
ces deux effets peuvent être étudiés séparément.

Commençons par l’analyse de la géométrie de la trajectoire après un nombre élevé d’ex-
cursions. L’équation (IV.13) est propre aux modèles à renforcement. Pour des modèles vieillis-
sants quelconques, le comportement des termes pk doit être déterminé spécifiquement pour
chacun des modèles. Plus précisément, on propose que l’exposant ψc, associé à Ntyp ∼

(
R
a

)ψc
soit déterminé par le comportement du marcheur dans la limite T ≫ t en confinement (com-
portement souvent identique à celui réalisé en espace infini).

À titre d’exemple, considérons le modèle ERW pour β > 3/4 en dimension supérieure à
3. Il est clair que le marcheur présente un comportement diffusif dès que celui-ci a réalisé un
nombre élevé d’excursions. En conséquence, il apparaît que ψc = d− dw, et est directement
obtenu de l’analyse des incréments en milieu infini.

Ensuite, déterminons le comportement de Ttyp. Alors que le comportement de Ntyp peut
être spécifique à chaque modèle, l’analyse de tn et τn est commune à l’ensemble de ces
modèles. On cherche à sommer les temps typiques des excursions en prenant en compte les
effets de vieillissement.
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Pour cela on introduitN tel que lesN premières excursions soient données par R2 ∼ τ
2/dw
n

et que les excursions supérieures à N soient données par R2 ∼ τ
2/dw−α
n . On peut alors réécrire

tn sous la forme suivante

tn = R
dw

1−αdw/2

( N∑
i=1

uiR
−αd2

w/2
1−αdw/2 +

n−1∑
i=N+1

gi

)
.

Considérons le cas α > 0, le premier terme est alors négligeable (car 2/dw − α > 0). Dès
lors, après un nombre élevé d’excursions on obtient

tn ∼ nR
dw

1−αdw/2 .

Le reste de l’approche reste similaire à celle développée précédemment et on obtient pour
Ntyp ∼

(
R
a

)ψc
Ttyp = R

ψc+ dw
1−αdw/2

aψc
. (IV.22)

Ensuite, pour α < 0 on revient à l’expression de tn. Comme N est fini, on doit comparer

Ntyp à R
−αd2

w/2
1−αdw/2 . Pour Ntyp ∼

(
R
a

)ψc
, si ψc >

−αd2
w/2

1−αdw/2 , tn est toujours dirigé par le second

terme et le comportement d’échelle (IV.22) est encore vérifié. Ensuite, pour ψc < −αd2
w/2

1−αdw/2 le
temps passé dans les premières excusions domine la somme infinie et le temps typique est
alors indépendant du nombre élevé d’excursions

Ttyp ∼ Rdw .

Ces résultats peuvent donc être réadaptés pour des géométries d’exploration plus com-
plexes.

Comportement aux temps courts en Tα :

Enfin, concluons notre approche en considérant les marches qui présentent des effets de
vieillissement aux temps courts Dst

−αTα. Ce comportement a été largement étudié dans
l’analyse des processus strictement invariants d’échelle [Levernier et al., 2018] pour lesquels
le temps caractéristique est donné par

Ttyp = Rdw (R/a)ψ(1−αdw/2) (IV.23)

Pareillement, pour des processus quelconques dont la géométrie de l’exploration est alté-
rée dans la limite T ≫ t, l’exposant ψ peut être remplacé par son équivalent ψc. Considérons
l’exemple des marches Monkey walk qui réalisent une exploration non compacte. Ces marches
semblent présenter des propriétés de vieillissement identiques en milieu confiné ou en espace
infini. Ensuite, la géométrie de l’exploration ne semble pas être impactée par le confinement.
Brièvement, la divergence selon Tα traduit la présence de grands sauts sur des sites visités
longtemps auparavant, mais ces sauts sont aussi présents dans le comportement aux temps
longs t ≫ T . On peut donc raisonnablement penser que la valeur de ψ anormale obtenue
ψ ̸= d− dw dépend déjà des grands sauts y compris en espace confiné.
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Part conséquent, on propose que l’exposant de transience reste valide y compris après
un grand nombre d’excursions (pk reste déterminée par ψ pour k ≫ 1), le temps caractéris-
tique (IV.23) reste valide, ce qui est vérifié numériquement figure IV.12. De plus, on propose
que l’introduction du confinement n’impacte pas le comportement des incréments aux temps
courts. Cette proposition reste valide tant que la taille des grands sauts ne dépasse pas la
taille du confinement (autrement dit pour Tαtyp ≪ R2). On conclut cette partie en résumant
les résultats obtenus pour les marches ERW et Monkey walk.

Marches ERW diffusives et superdiffusives :

Commençons par considérer les marches éléphants ERW diffusives à toutes les échelles
de temps, et qui présentent des effets de vieillissement indépendamment de la dimension
(β < 3/4). Pour les explorations compactes (d = 1), on retrouve un exposant de persistance
anormal (θ = 3/2 − 2β) qui contrôle le MFPT en confinement ⟨T ⟩ = Rdw(1−θ)rdwθ (pour
β ≥ 1/4), généralement non linéaire selon R. La distribution de premier passage est donnée
par (IV.11) avec Ttyp = Rdw .

En dimension 3, pour β < 3/4, nous avons vu que les effets de vieillissement n’induisaient
pas une modification de l’exposant de transience (chapitre 2). Ensuite, après de multiples
excursions, le marcheur redevient équivalent à une simple marche aléatoire symétrique. En
effet, dans la limite T ≫ Rdw , les écarts entre les nombres de pas effectués dans les diffé-
rentes directions sont bornés par Rdw ≪ T . Ainsi, les effets non markoviens vont devenir
négligeables, et on retrouve alors un comportement diffusif identique à celui vérifié en milieu
infini pour tout paramètre β. En conséquence, on s’attend à ce que la distribution du FPT
en confinement reste dirigée par (IV.17) avec Ttyp = Rdw+ψ/aψ.

Ensuite, considérons les marches ERW superdiffusives en dimension 3 (3/4 < β) pour
lesquelles nous avons observé un comportement diffusif aux temps courts (T ≫ t) (IV.21),
y compris en confinement. En dimension 1, exceptionnellement les explorations ne sont pas
compactes et sortent du cadre de notre étude∗29 . En dimension 3, on propose que l’exposant
de transience en milieu infini soit donné par ψ = d−dw, ce qui est vérifié numériquement∗30 .
En revanche, la géométrie des explorations est modifiée dans la limite T ≫ t, avec un expo-
sant ψc = 1 (puisque le marcheur est de nouveau diffusif). Dès lors, en reprenant (IV.22),

la distribution du FPT en confinement est caractérisée par Ttyp = R
ψc+ dw

1−αdw/2

aψc
= R3/a,

avec ψc = 1 et dw/(1 − αdw/2) = 2. Cependant le préfacteur de la distribution du FPT en
confinement (IV.17) reste déterminé par ψ.

∗29 Le marcheur ERW pour β > 1/2 est fortement biaisé par le choix de son premier pas résultant en une
position moyenne divergente pour un choix de premier pas non symétrique [Schütz et al., 2004]. Pour le cas
superdiffusif, le marcheur ne trouve alors plus la cible avec une probabilité 1. Néanmoins, ce comportement
reste sensiblement différent des explorations non compactes décrites auparavant.

∗30 En suivant un raisonnement similaire à celui détaillé pour la marche ERW diffusive dans le chapitre
2, on propose que le marcheur trouve la cible pour des temps caractéristiques donnés par rdw . Ainsi, malgré
l’apparition d’effets de vieillissement, on propose que ceux-ci n’influent pas sur la probabilité asymptotique
de trouver la cible en espace infini.
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Marches monkey walk :

Pour finir, considérons les marches à renforcement monkey walk qui présentent un com-
portement diffusif stationnaire pour β ≤ 2, et un comportement sous-diffusif (2 > β > 1),
caractérisé par des effets de vieillissement similaires aux processus strictement invariants
d’échelle ((IV.4)).

Pour les modèles diffusifs sans vieillissement, on obtient une exploration compacte θ = 1/2
(chapitre 2), le MFPT est alors linéaire selon R et la distribution en confinement est don-
née par (IV.11) avec Ttyp = Rdw . En dimension 3, les incréments restent asymptotiquement
stationnaires, et on retrouve une exploration non compacte en milieu infini, caractérisée par
ψ = d−dw, ce qui induit un MFPT linéaire selon le volume et la distribution en confinement
vérifie (IV.17) avec Ttyp = Rdw+ψ/aψ (comportement valide pour d ≤ 3).

Ensuite, pour les marcheurs sous-diffusifs tels que dw = 2/(β − 1) > d, les excursions
sont compactes, caractérisées par un exposant de persistance θ anormal, dépendant de la di-
mension du réseau. Le raisonnement précédent s’applique et on obtient ⟨T ⟩ = Rdw(1−θ)rdwθ

et (IV.11) avec Ttyp = Rdw , indépendamment de α. Enfin, pour des excursions transientes
dw = 2/(β − 1) < d, un exposant ψ ̸= d − dw anormal est obtenu en espace infini, témoin
des effets de vieillissement dépendant de T aux temps courts. De plus, la géométrie des ex-
plorations semble rester inchangée en confinement. Dès lors, le comportement du FPT en
confinement est identique à celui obtenu pour les processus strictement invariants d’échelle
(IV.11) avec Ttyp = Rdw+ψ(1−αdw/2)

a(1−αdw/2) = R3/a.

Enfin, concluons cette étude en considérant les marches Monkey walk pour des conditions
initiales vieillies en dimension 1. Comme attendu, on retrouve une dépendance forte pour
l’exposant de persistance selon la condition initiale. Pour les marches ERW avec des condi-
tions initiales vieillies, on retrouve un comportement diffusif et un comportement d’échelle
de la distribution du FPT en confinement (IV.18) et (IV.19) déterminé par ψc = 1, θc = 1/2
et dw,c = 2.

IV.9 Extension : Distribution du FPT en confinement pour les ex-
plorations marginalement compactes

Il reste enfin à traiter le cas des explorations marginalement compactes qui surviennent
pour les marches à renforcement en dimension 2. On cherchera à développer une méthode
analogue à celle détaillée pour les processus non compacts, en prenant en compte les ca-
ractéristiques propres aux explorations marginales qui sont partagées avec les explorations
compactes. Cependant, les propriétés de vieillissement et du FPT impliquent des puissances
logarithmiques ce qui rend le comportement d’échelle du FPT dépendant du processus (et
de ces paramètres microscopiques), mais surtout difficile à mesurer avec précision. Comme
cela implique des mesures numériques de puissances de termes logarithmiques, couplées à des
temps de relaxation très longs, les résultats restent approximatifs. Néanmoins, on propose
que notre approche s’applique toujours et on examinera explicitement deux exemples des
marches SATW et TSAW.
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Fig. IV.12 Propriétés de premier passage en espace infini et en confinement des marches
ERW, Monkey Walk et répulsives en loi de puissance. En espace infini pour les explorations
compactes, les mesures de l’exposant de persistance θ, et θc, son équivalent en confinement,
sont données pour la marche répulsive en loi de puissance 1D a ; la marche ERW diffusive
1D b ; et pour la marche Monkey Walk sous-diffusive en 1D c. a Pour la marche répulsive en
loi de puissance, on observe un exposant non trivial θ ≈ 0.25, signe de la présence d’effets de
vieillissement. Ce comportement est partagé par le modèle ERW b pour lequel θ = 3/2−2β.
Toutefois, pour des conditions initiales vieillies, a et b, on observe un exposant de persistance
θ = 1/2 valeur commune aux modèles ERW, SATW et SESRW. c Pour la marche Monkey
walk sous-diffusive, on observe des valeurs non triviales distinctes en espace infini et en
confinement. Ensuite, pour une exploration non compacte en espace infini, la probabilité de
survie tend vers une constante non nulle qui dépend de r. On peut alors mesurer l’exposant
transience associé, d, pour les marches super diffusives ERW et Monkey-walk sous-diffusives.
Les simulations numériques (symboles) et leur fit en loi de puissance associé (lignes continues)
soulignent le comportement non trivial (ψ ̸= 1) de cet exposant pour ces deux modèles. La
notation ψN signifie que la mesure est seulement numérique pour la marche Monkey walk.
En revanche, pour la marche ERW on propose que ψ = d − dw. L’exemple de la marche
TSAW est ajouté à titre de comparaison (les détails des simulations numériques peuvent
être retrouvés en annexe H.1).
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IV.9.1 Approche générale

Spécifiquement aux explorations marginalement compactes, celles-ci ont une probabilité,
notée P (a, r) = 1, de toucher la cible en espace infini pour tout a > 0. Dès lors, contrai-
rement aux explorations non compactes, le poids des trajectoires directes domine celui des
trajectoires indirectes. Cependant, si le marcheur s’est éloigné à une distance O(R) de la
cible sans la trouver, il aura une probabilité de toucher les bords avant la cible qui tend
vers 1, y compris pour R → ∞. Par conséquent, de manière analogue aux explorations non
compactes, le marcheur va réaliser un nombre élevé d’excursions avant de trouver la cible
faisant émerger un temps typique Ttyp qui gouverne le reste de la distribution de premier
passage en confinement.

Afin de mieux saisir cette dernière observation, explicitons le cas du mouvement brow-
nien en dimension 2. En espace infini, la probabilité de survie décroît logarithmiquement
S(t) ∼ 1/log(t). De plus, la probabilité de toucher la cible avant une sphère de rayon
R en partant à une distance r d’une cible de taille a se comporte comme P (a, r,R) =
ln(R/r)/ ln(R/a) →

R→∞
1 ([Redner, 2001]).

Afin de déterminer la distribution du FPT en confinement, on peut reprendre le raisonne-
ment précédent en utilisant les comportements suivants pour p ∼

R≫a

1
ln(R/a) et p0 ∼

R≫a

ln(R/r)
ln(R/a) .

Ce raisonnement conduit à la distribution limite suivante avec Ttyp = Rdw

G(η, a, r, R) = F (t, a, r, R)Rdw = h(η)
ln
(
r
a

)
ln
(
R
a

) + δ(η)
ln
(
R
r

)
ln
(
R
a

) .
Notons que le premier terme présente un poids négligeable devant celui des excursions

directes dans la limite des grands volumes. Cependant, contrairement au reste des excusions
non compactes au delà de Ttyp qui présentait une décroissance exponentielle selon n, le poids
des trajectoires indirectes des explorations marginales décroît selon une échelle logarithmique.
Cette propriété permet au premier terme d’imposer l’ordre dominant à tous les moments de la
distribution de premier passage en confinement, y compris dans la limite des grands volumes.

Par la suite, on cherchera à étendre ce résultat pour les marches à renforcement. Tout
d’abord, on doit déterminer les propriétés de transport et de vieillissement de ces modèles
que l’on va résumer succinctement.

IV.9.2 Comportement des incréments et effet de vieillissement

a) Comportement des incréments en espace infini

Il est clair que les modèles SATW répulsifs et en loi de puissance réalisent un compor-
tement diffusif en dimension 2 (puisque diffusif en dimension 1). L’analyse numérique des
incréments tend à souligner que ces processus présentent des effets de vieillissement diffusifs
à toutes les échelles de temps, dont le préfacteur asymptotique aux temps courts (T ≫ t),
Ds, est atteint à des échelles de temps inobservables en pratique.
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Ensuite, pour le modèle TSAW, il est connu que les effets de renforcement génèrent une
exploration marginalement diffusive caractérisée par ⟨X2(t)⟩ ∼ t2/dw ln(t)α, où α ≈ 0.5 a
été conjecturé et vérifié numériquement [Grassberger, 2017b]. Plusieurs remarques ont été
émises concernant les effets de vieillissement. Elles soulignent que la relaxation vers un état
stationnaire en milieu infini est particulièrement lente. En pratique, les effets de vieillisse-
ment sont donc difficilement discernables de cette convergence lente∗31 .

Enfin, concluons notre analyse des propriétés de transport en considérant les marches
SESRW pour lesquelles on observe un comportement marginalement diffusif ∀k > 0, ⟨X2(t)⟩ ∼
t2/dw ln(t)αk où αk > 0. D’autre part, on note la présence d’effets de vieillissement. On peut
supposer que ceux-ci conduisent à un comportement diffusif dans la limite T ≫ t (en pratique
il est difficile de s’en assurer numériquement).

b) Comportement des incréments en espace confiné

On souhaite émettre l’hypothèse que les incréments présentent des propriétés identiques
en confinement y compris dans le régime T ≳ Rdw , t ≪ Rdw . Malheureusement, la conver-
gence extrêmement lente des incréments rend de telles comparaisons particulièrement diffi-
ciles.

Pour les marches SATW et en loi de puissance, le comportement diffusif attendu dans
la limite des temps longs T ≫ t est donné par Ds = 1/2. On observe un comportement
diffusif à toutes les échelles de temps avec une limite asymptotique du coefficient de diffusion
qui reste connue (Ds = 1/2∗32). Ensuite, l’analyse numérique des incréments de la marche
TSAW tend à souligner que ceux-ci semblent inchangés en confinement pour le régime T ≳
Rdw , t ≪ Rdw . Enfin, concluons notre analyse des propriétés de transport en considérant
les marches SESRW pour lesquelles on s’attend à un comportement diffusif ∀k > 0 dans le
régime T ≫ Rdw , t ≪ Rdw .

IV.9.3 Propriétés de premier passage en milieu infini

On se tourne vers l’analyse des propriétés de premier passage en milieu infini. De manière
similaire au cas de la marche ERW diffusive en dimension 2 (chapitre 2), on remarque que la
dépendance logarithmique de la probabilité de ne pas trouver la cible avant les bords, notée
Pc(a, r, R), n’est plus linaire dans la majorité des cas

Pc(a, r,R) ≈ ln(R/a)ν − ln(R/r)ν

ln(R/a)ν .

L’exposant ν est mesuré numériquement et dépend du processus étudié∗33 . Il atteste
de l’importance des effets de vieillissement sur la statistique des trajectoires directes. À
notre connaissance, l’existence de dépendance non triviale en puissances logarithmiques de
la probabilité de survie n’a jamais été relevée dans la littérature.

∗31 On peut supposer que ce comportement est aussi partagé par les marches super exponentielles pour
lesquelles α > 0.5.

∗32 Reste donc à supposer que cette limite asymptotique est identique en espace infini.
∗33 Une dépendance selon les paramètres microscopiques des différents modèles est attendue.
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IV.9.4 Propriétés de premier passage en confinement

Ensuite, tournons-nous vers l’analyse de la géométrie des excursions et du comporte-
ment d’échelle des temps typiques associés en confinement. Contrairement aux explorations
non compactes, lorsque le marcheur a déjà effectué un nombre important d’excursions et
la plupart des sites proches de la cible ont déjà été visités (le poids des excursions directes
tend vers 1 ce qui souligne ce constat). Relevons par ailleurs que lorsque le marcheur at-
teint les bords avant la cible, la répartition du territoire visité reste très hétérogène puisque
une fraction négligeable de sites (R2/ ln(R) par exemple pour une marche de pólya ) a été
visitée alors que l’environnement autour de la cible a quant à lui été majoritairement visité∗34 .

Cette observation a un impact majeur sur la dépendance des probabilités pk selon R et
a, puisque l’argument énoncé pour (IV.13) n’est plus valide. En effet, si la cible n’a pas été
atteinte avant que le marcheur n’ait touché les bords du volume, celle-ci se retrouve main-
tenant dans un environnement inhabituel qui n’est pas caractérisé par les comportements
étudiés précédemment. De manière identique aux explorations non compactes on propose de
développer un approche pour une cible de taille fixée a.

a) Exemple des marches SATW répulsives

Commençons l’analyse des marches SATW répulsives. Comme attendu, la dépendance
selon R est non triviale et l’analyse numérique des pk suggère que

pk ∼
R→∞

( 1
log(R/a)

)δ
[1 + f(a,R, k)] , (IV.24)

où δ ≈ 1.3, pour β = 1.5 et f est bornée. Cette dernière observation est cruciale car le
temps typique est alors directement donné par Ntyp ∼ log(Ra )δ. On peut justifier ce com-
portement en remarquant que l’énergie déposée sur les sites ne dépend pas du nombre de
visites. Ainsi après un nombre élevé d’excursions, il paraît naturel que f reste bornée.

On peut alors reprendre l’ensemble de l’approche développée dans le cas non compact
conduisant à Ttyp = log(Ra )δRdw . Notons que pour la marche SATW (δ, ν) semblent dépendre
du paramètre microscopique β rendant l’analyse de ce modèle plus complexe. Relevons que
ce comportement est aussi vérifié pour les marches ERW, pour lesquelles on trouve logique-
ment δ = 1∗35 .

On obtient alors une distribution de premier passage dans la limite des grands volumes
donnée par

G(η,R, r, a) = F (t, R, r, a)Ttyp =
(

1 − ln(r/a)ν

ln(R/a)ν
)
δ(η) + ln(r/a)ν

ln(R/a)ν h(η),

avec Ttyp = Rdw ln(R/a)δ.

∗34 On ne parle pas ici simplement des sites plus proches voisins de la cible, mais de l’environnement
autour de celle-ci sur une distance typique de taille r.

∗35 La cible est alors identique aux sites précédemment visités.
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b) Exemple de la marche TSAW

Ensuite, considérons les marches TSAW marginalement diffusives. La dépendance selon
R est non triviale, et l’analyse numérique des pk suggère que

pk ∼
R→∞

( 1
log(R/a)

)δ [
Ao +B0

(
k

log(R/a)υ
)η]

. (IV.25)

Notons que ce comportement n’est plus valide dans la limite n ≫ Ntyp mais qu’il permet
tout de même de déduire Ntyp. Pour cela, on compare les deux termes afin d’en déduire,
après sommation des pk, la dépendance la plus faible selon R. Celle-ci dirigera la décrois-
sance de S(N) avant que le second terme ne puisse avoir un impact sur le comportement des
excursions. Dès lors, pour (ηυ + δ)/(1 + η) < δ on obtient Ntyp ∼ O(log(R/a)(ηυ+δ)/(1+η)).
Inversement, pour (ηυ+ δ)/(1 + η) > δ, le premier terme a une dépendance plus faible selon
R et Ntyp ∼ O(log(R/a)δ).

Pour les marches TSAW l’analyse numérique suggère que η ≈ 1.2, υ ≈ 0.6 et δ ≈ 1.5 si-
gnifiant que Ntyp ≈ O(log(R/a)γ) (γ ≈ 1). Ce comportement complexe implique de multiples
mesures d’exposants de termes logarithmiques et reste difficile à caractériser avec précision.
En outre, les effets de renforcement augmentant avec le nombre de visites, on comprend qu’il
apparaisse une dépendance complexe selon k (puisqu’un grand nombre de sites ont déjà été
visités contrairement à la cible). Enfin, considérons l’influence du comportement marginale-
ment diffusif sur le comportement d’échelle de tn. On propose que dans la limite des grands
volumes τn et tn soient donnés par

⟨[X(tn + τn) −X(tn)]2⟩ ∼ R2 ln(R)α.

Pour la marche TSAW, le comportement des incréments, marginalement diffusifs à toutes
les échelles de temps, permet de dégager le comportement d’échelle suivant tn ∼ nRdw log(R)−α

(pour n ≫ 1 et R ≫ a0). On obtient alors une distribution de premier passage dans la limite
des grands volumes donnée par

G(η,R, r, a) = F (t, R, r, a)Ttyp =
(

1 − ln(r/a)ν

ln(R/a)ν
)
δ(η) + ln(r/a)ν

ln(R/a)ν h(η),

avec Ttyp = Rdw ln(R/a)γ−α

c) Extensions pour les autres modèles répulsifs

Pour finir, énonçons brièvement les comportements observés pour les autres modèles dont
on peut retrouver en annexe les différentes mesures de pk (annexe G.5). Considérons le cas
intermédiaire des marches répulsives en loi de puissance qui présentent un comportement
diffusif mais dont les effets de renforcement augmentent avec le nombre de visites. À l’instar
de la marche TSAW, on retrouve un comportement pk qui présente une dépendance claire
selon k, et un comportement localement divergeant pour k ≫ 1.
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Par ailleurs, notons que la marche SESRW semble vérifier un comportement proche de
celui des marches TSAW. Néanmoins, il est difficile de prédire les différents exposants pour
tous les paramètres (k, β).

Ensuite, l’apparition d’un comportement diffusif aux temps courts R ≫ T ≫ t devrait
imposer une dépendance linéaire en tn ∼ nRdw mais cette hypothèse est inobservable en
pratique puisque cela demande de définir des volumes confinants gigantesques.

d) Conclusion du cas marginal

En conclusion, on observe des comportements anormaux complexes à prédire pour les
explorations marginalement compactes puisque le temps typique qui dirige la statistique du
FPT décrit des échelles pour lesquelles le marcheur a visité une partie important des sites
du volume tout en ne l’ayant pas entièrement couvert. Cette échelle de temps est difficile à
caractériser pour les marches à renforcement. Toutefois, notre prédiction du comportement
du FPT dans la limite des grands volumes reste valide mais elle dépend de l’analyse spéci-
fique de chaque modèle.

Émettons quelques observations afin de compléter ce constat :

— Tout d’abord, de manière analogue aux explorations compactes et non compactes, on
peut énoncer un résultat similaire pour des espaces initialement visités. On retrouve
alors dans la limite des temps initiaux élevés T ≫ Rdw∗36 , un comportement majori-
tairement diffusif pour toutes les marches SATW, sous-exponentielles, répulsives en loi
de puissance et ERW. Ensuite, on suggère que pour la marche TSAW le comportement
du FPT reste inchangé.

— Ensuite, notons qu’il est possible que le premier terme domine la contribution du
temps typique. Dans cette situation précise, les trajectoires directes peuvent diriger le
comportement d’échelle de certains moments de la distribution. Un critère déterminé
en annexe G.4 traite de cette possibilité pour des exposants δ et ν quelconques.

— Enfin, notons que les effets les plus complexes surviennent pour les modèles dont les
effets de renforcement divergent avec le nombre de visites.

— Pour finir, on rappelle que notre analyse implique de nombreux termes logarithmiques,
pour lesquels il est difficile de mesurer avec précision les exposants, et de ne pas les
confondre avec des effets associés à la convergence lente de ces observables. Dès lors,
notre approche ne permet pas de prédire avec exactitude la statistique du FPT mais elle
permet de mieux saisir l’importance des effets de vieillissement pour les explorations
marginalement compactes.

∗36 Notons que la limite des temps initiaux doit être pris bien supérieure à Rdw .
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Fig. IV.13 Comportement d’échelle de la distribution de premier passage selon les para-
mètres géométriques pour les modèles ERW et Monkey Walk. S(t) désigne la probabilité de
survie du marcheur aléatoire dont le comportement d’échelle selon les paramètres géomé-
triques est déduit de (IV.9) et (IV.16) pour des explorations compactes et non compactes
respectivement. La convergence des simulations numériques après leur normalisation respec-
tive capture la dépendance de la distribution du FPT selon les paramètres géométriques. Les
simulations sont réalisées dans des boîtes 1D, 3D de taille R, avec des conditions aux limites
réfléchissantes à a fixé. Cas compacts : a 1D ERW avec β = 0.3 ; b 1D ERW avec β = 0.6.
Notons que l’approche reste valide y compris pour l’apparition d’un biais spontané pour
β > 0.5 (décrit dans le chapitre 2). 1D Monkey walk avec β = 3.0 c pour laquelle l’exposant
de persistance est égal à 1/2 signature d’un comportement des incréments asymptotiquement
stationnaire (chapitre 2, pour β ≥ 2.0). Inversement pour β = 1.8 d), la marche Monkey
walk est sous-diffusive et exprime des effets de vieillissement liés à un exposant de persistance
anormal mesuré numériquement (ici θN ≈ 0.6), Les notations θN , ψN signifient que les me-
sures sont seulement numériques. Cas non compacts : e 3D ERW avec β = 0.3 et f β = 0.6.
g 3D diffusive Monkey walk avec β = 3.0. Pour la marche Monkey walk avec β = 3.0, de ma-
nière analogue au cas compact, puisque les incréments sont asymptotiquement indépendants
de T , cela implique un exposant de transience ψ = d− dw = 1. Inversement, pour la marche
Monkey walk sous-diffusive telle que dw = 2/(β − 1) < d, un exposant ψ ̸= d− dw anormal
est mesuré numériquement, conséquence de la présence d’effets de vieillissement caractérisés
par (IV.4) (où αN est mesuré numériquement). Enfin, pour les marches ERW superdiffusives
i, l’exposant de transience en confinement, après un grand nombre d’excursions, est donné
par ψc = 1.
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Fig. IV.14 Propriétés de vieillissement et de premier passage de la marche SATW ré-
pulsive en dimension 2. a Vieillissement des incréments ⟨[X(t + T ) − X(T )]2⟩ = ∆(T, t)
(normalisés par l’échelle diffusive attendue aux temps longs). Chaque courbe correspond à
une valeur fixée de T . À noter que le régime asymptotique pour T ≫ 1 n’a pas été atteint.
b Probabilité de survie en fonction du temps (échelle logarithmique) en espace infini (nor-
malisée par le comportement logarithmique mesuré), on observe une puissance non triviale
de la décroissance logarithmique de la probabilité de survie affiliée aux effets de vieillisse-
ment. c Comportement d’échelle de pk, définie comme la probabilité de trouver la cible lors
de la kème excursion. Pour étudier la dépendance de k, pk est normalisée selon (IV.24). d
Comportement d’échelle de la distribution du FPT en confinement selon les paramètres géo-
métriques. La convergence des simulations numériques de S(t), après normalisation, capture
la dépendance de la distribution du FPT selon ces différents paramètres. Les simulations
sont réalisées dans des boîtes 2D de taille R avec des conditions aux limites réfléchissantes
(les détails des simulations numériques peuvent être retrouvés en annexe H.1).
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Fig. IV.15 Propriétés de vieillissement et de premier passage de la marche TSAW répulsive
en dimension 2. a Vieillissement des incréments ⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = ∆(T, t) (normalisés
par l’échelle diffusive attendue aux temps longs) en espace confiné et infini, on observe
le comportement marginal réalisé par la marche TSAW qui est caractérisé par ln(t)α avec
α ≈ 0.5 [Grassberger, 2017b]. Chaque courbe correspond à une valeur fixée de T . À noter que
la dynamique semble être la même en espace infini et en confinement dans les deux régimes
t, T ≪ Rdw et T ≳ Rdw , t ≪ Rdw . b Probabilité de survie en fonction du temps (échelle
logarithmique) en espace infini (normalisée par le comportement logarithmique mesuré), on
observe une puissance non triviale de la décroissance logarithmique de la probabilité de
survie, affiliée aux effets de vieillissement. c Comportement d’échelle de pk, définie comme
la probabilité de trouver la cible lors de la kème excursion. Pour étudier la dépendance de
pk selon k, pk/p1 − 1 est exprimée selon la variable normalisée du second terme donnée
par (IV.25). Comme attendu on observe une loi de puissance caractérisée par l’exposant
η introduit précédemment dans (IV.25). d Comportement d’échelle de la distribution du
FPT en confinement selon les paramètres géométriques. La convergence des simulations
numériques de S(t) ; après normalisation ; capture la dépendance de la distribution du FPT
selon ces différents paramètres. Les simulations sont réalisées dans des boîtes 2D de taille R
avec des conditions aux bords réfléchissantes (les détails des simulations numériques peuvent
être retrouvés en annexe H.1).
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V – Propriétés de premier passage de
processus issus d’une équation GLE

V.1 Introduction

Les chapitres précédents ont permis d’explorer les propriétés de premier passage de pro-
cessus à renforcement, définis comme des équivalents dynamiques des marches auto-évitantes
(SAW). Toutefois, nous n’avons pas encore abordé l’étude de la dynamique de longues chaînes
polymériques pour lesquelles les effets non markoviens sont induits par les corrélations entre
les différents monomères qui les constituent. Prenons l’exemple du mouvement brownien fac-
tionnaire (FBM), modèle affilié à l’étude des polymères et qui présente des effets de mémoire
importants. Pour celui-ci, les propriétés de la trajectoire future du marcheur, x(τ > 0),
dépendent explicitement de l’ensemble des positions ultérieures (x(t0) < 0)) [Gripenberg
et al., 1996 ; Yaglom, 1955]. Ainsi, un tel processus dépend aussi de l’historique complet
de la trajectoire. En particulier, pour H < 1/2 le FBM a tendance à rester aux positions
antérieurement occupées, inversement pour H > 1/2 le comportement opposé est observé.
Néanmoins, notons que ce ce chapitre est, de par la nature du sujet abordé, indépendant des
exemples de marches à renforcement étudiés précédemment.

Les questions de premier passage sont omniprésentes dans l’étude des chaînes polymé-
riques, que ce soit en chimie au travers des différents temps de réaction (temps de cyclisation
[Bonnet et al., 1998 ; Guérin et al., 2012 ; Wallace et al., 2001] ou de relaxation dans un
amas [Milner et al., 1998]), ou en biologie (formation d’épingles d’ARN [Wang, 2004] ou de
boucles d’ADN [Allemand et al., 2006] par exemple). La dynamique d’un monomère peut
être généralement décrite par une équation de Langevin généralisée (GLE) y compris dans
la limite où la taille de la chaîne tend vers l’infini. Cette équation a été largement étudiée
dans la littérature [Burov et al., 2008 ; Eab et al., 2010 ; Fa, 2008 ; Lutz, 2001 ; Panja, 2010 ;
Pottier, 2003 ; Sandev et al., 2014 ; Zwanzig, 1973, 2001], et on en résumera les principales
propriétés connues. Plus généralement, cette équation apparaît naturellement dans le cas
de systèmes possédant de multiples degrés de liberté internes. En effet, la dynamique d’un
de ces degrés, potentiellement impliqué dans une réaction d’intérêt, est alors souvent non
markovienne et peut présenter un régime sous-diffusif [Jeon et al., 2010 ; Kou et al., 2004].

Dès lors, on cherchera à déterminer les propriétés de premier passage d’un marcheur sui-
vant une équation GLE en présence d’un piège harmonique.
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Cette dernière question est d’une importance cruciale car elle peut avoir des conséquences
directes sur le comportement de protéines ou de longues chaînes artificielles dans des pièges
comparables (piège optique, polymère attaché à une extrémité ou confiné dans un volume par
exemple). D’autre part, dans le cas où la cible est atteinte au prix d’un coût énergétique, les
propriétés du FPT se rapprochent de la description de taux de franchissement de barrières
énergétiques, en particulier des généralisations non markoviennes de modèle d’évasion de
Kramers [Cao et al., 2015 ; Min et al., 2006], qui peuvent être observées pour des molécules
complexes évoluant dans des bains corrélés [Kou et al., 2004 ; Mei et al., 2019 ; Min et al.,
2005].

Jusqu’à présent, la majeure partie des travaux théoriques concernant l’évènement de
premier passage s’appuie sur des approximations markoviennes ou sur des solutions théo-
riques de l’équation de Fokker-Planck généralisée associée en présence d’un point absorbant
[Goychuk et al., 2007 ; Wilemski et al., 1974a,b]. Cependant, ces dernières approches ne four-
nissent pas une description des évènements de premier passage d’un polymère, pour lequel
les effets non markoviens altèrent profondément le mouvement des monomères. En parti-
culier, nous verrons que ces approches ne parviennent pas à capturer quantitativement les
propriétés de premier passage pour des modèles dont les temps de corrélation sont infinis et
qui présentent des effets de mémoire et de vieillissement forts. L’application directe de telles
méthodes amène à conclure que le temps moyen de premier passage peut être infini pour
des pièges suffisamment grands [Goychuk et al., 2007]. Pourtant, cette proposition entre en
contradiction avec les résultats expérimentaux obtenus dans [Min et al., 2006], mais aussi
avec les mesures numériques directes du temps de premier passage ([Singh, 2019] et les me-
sures que l’on présentera par la suite).

Dès lors, les résultats que l’on va détailler dans la suite sont d’autant plus importants
qu’ils répondent directement à une question controversée. Ces résultats s’appuient sur une
méthodologie, initialement développée dans [Guérin et al., 2012] et qui a mené à des résul-
tats particulièrement précis dans l’étude de temps de premier passage ou de cyclisation de
processus gaussiens non markoviens [Guérin et al., 2014, 2016 ; Levernier et al., 2020]. Cette
approche repose sur un formalisme où les effets non markoviens induits par l’instant de pre-
mier passage, évènement où la chaîne est alors dans un état hors d’équilibre, apparaissent
explicitement. Cette méthode a été principalement utilisée pour déterminer les temps moyens
de premier passage pour des processus évoluant dans des volumes confinés. On propose de
l’adapter à l’étude de processus à forts effets de mémoire en présence d’un piège harmonique.
Par ailleurs, on proposera d’étendre notre approche à des modèles gaussiens de fonction de
covariance arbitraire qui vérifient une équation GLE.

Dans un premier temps, on introduira un premier modèle générique de macromolécule
dont la dynamique asymptotique est alors décrite par une équation de Langevin généralisée.
Par la même, on rappellera les propriétés principales des processus issus d’un modèle de GLE
en absence et en présence d’un potentiel harmonique. Ensuite, on présentera le formalisme
sous-jacent aux travaux [Guérin et al., 2016 ; Levernier et al., 2020], permettant l’analyse des
propriétés de premier passage de processus gaussiens. Dans ce formalisme, on développera
une étude adaptée spécifiquement à la présence d’un piège harmonique. Puis, on détaillera
explicitement nos résultats pour les modèles présentés précédemment. Enfin, on présentera
brièvement des résultats exacts obtenus perturbativement à l’ordre 1 autour du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck.
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V.2 Propriétés générales de l’équation de Langevin Généralisée
Les travaux que l’on va présenter ici ont été réalisés en collaboration avec Thomas Guérin

chercheur au laboratoire ondes et matière d’aquitaine.

V.2.1 La présence de multiples degrés de libertés internes conduit à une équa-
tion GLE

Commençons par présenter un modèle générique, proposé dans [Bullerjahn et al., 2020],
initialement afin de décrire des modèles de liaisons covalentes mais qui s’adapte aisément
à l’étude de modèles de macromolécules complexes, comme des protéines ou de longues
chaînes polymériques artificielles. En effet, on montrera que les dynamiques de ces modèles
vérifient une équation GLE, sur laquelle on s’attardera dans la suite de ce chapitre. Pour
cela, introduisons une première coordonnée x(t), dont on cherche à déterminer la dynamique.
Celle-ci est couplée à N autres degrés de liberté internes notés {y1, .., yn} et évolue dans un
potentiel V . La dynamique de x(t) est donnée par

1
Dxβ

ẋ(t) + V ′(x, t) =
n∑
i=1

κi[yi(t) − x(t)], (V.1)

et où les autres degrés de libertés internes vérifient

1
Diβ

ẏi(t) = κi[x(t) − yi(t)] + ξi(t), (V.2)

où {ξ1, .., ξn} sont des bruits blancs gaussiens décorrélés. Notons que jusqu’à présent, les
constantes de couplages κi et de diffusion internes Di sont laissées quelconques. En intégrant
(V.2) et en remplaçant yi(t) ainsi obtenu dans (V.1), on obtient l’équation de Langevin
généralisée suivante

1
Dxβ

ẋ(t) + V ′(x, t) +
∫ t

0
dτη(t− τ)ẋ(τ) = ξ(t), (V.3)

où le noyau de mémoire η(t) est donné par η(t) =
∑n
i=1 kie

−t/τi avec τi = (Diβki)−1 et

ξ(t) =
n∑
i=1

[
kie

−t/τi [yi,0 − x0] +Diβ

∫ t

0
kie

−(t−τ)/τiξi(τ)dτ
]
.

Tout d’abord, on remarque que l’équation GLE s’est révélée efficace afin de décrire les
fluctuations à l’équilibre de la distance entre un donneur et un accepteur d’électrons au
sein d’une protéine, et ce, sur une large gamme d’échelles de temps [Kou et al., 2004]. Par
ailleurs, relevons que des noyaux de mémoire similaires apparaissent dans divers modèles de
polymères [Bullerjahn et al., 2011 ; Panja, 2010], ou de biomolécules complexes où les noyaux
η(t) sont déterminés par des degrés de liberté intramoléculaires [Kou et al., 2004 ; Makarov,
2013 ; Min et al., 2006 ; Satija et al., 2019 ; Yang et al., 2003]. Plus précisément, pour la
majorité de ces modèles, on retrouve une décomposition du noyau de friction similaire à
(V.3) en une multitude de temps de relaxation, dont les paramètres ki Di, de chaque degré
de liberté, sont spécifiques aux différents modèles.
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Pour un nombre élevé de degrés de liberté, un comportement asymptotique du noyau
η(t), qui dépend du modèle initial de macromolécules, peut être déterminé. Notons que les
composantes inertielles sont généralement négligées (mx = 0, dans la limite suramortie), ce
qui conduit à une forme similaire à (V.3). Évoquons de manière non exhaustive quelques
exemples de modèles de polymères pour lesquels il a été montré qu’ils vérifient une équation
GLE (figure V.1).

— Commençons par le modèle de Rouse [Rouse, 1953], modèle classique de l’étude des
polymères. La chaîne polymérique peut être laissée évoluer librement [Guérin et al.,
2013 ; Panja, 2010 ; Vandebroek et al., 2017] ou attachée à une extrémité [Cao et al.,
2015 ; Levernier et al., 2020]. Pour des temps inférieurs au temps de relaxation associé
à la dynamique de la chaîne entière, communément appelé Rouse time τ1 ∼ N2 (où
N est le nombre de monomères formant la chaîne), on observe un comportement sous-
linéaire du noyau de friction η(t) ∼ t−1/2. Par conséquent, le déplacement quadratique
moyen présente aussi un comportement anormal ⟨X2(t)⟩ ∼ t1/2 (indépendamment de
la condition aux extrémités de la chaîne∗1 [Cao et al., 2015 ; Panja, 2010 ; Vandebroek
et al., 2017]).

— On peut aussi mentionner le modèle de polymère appelé wormlike chain (WLC), adapté
à la description de polymères semiflexibles, pour lequel on observe deux régimes asymp-
totiques distincts (η(t) ∼ t−3/4 et η(t) ∼ t−1/2 [Bullerjahn et al., 2011]).

— Enfin, on peut aussi relever les travaux menés dans [Panja, 2010 ; Panja et al., 2009]
qui abordent aussi le comportement de polymères autoévitants. En particulier, le com-
portement η(t) ∼ t

−2ν
1+2ν a été conjecturé pour des polymères de Rouse autoévitants (où

ν est l’exposant de Flory).

Malgré des différences microscopiques profondes, ces modèles partagent tous un noyau
de friction dont le comportement est une loi de puissance, autrement dit, pour lesquels les
effets de mémoire ne sont pas assujettis à un temps de relaxation caractéristique. Rappelons
que ces différents exemples de noyaux de friction présentent une décroissance exponentielle
au-delà du temps de relaxation associé à la dynamique de la molécule entière. Toutefois, dans
la limite d’une chaîne de taille infinie, ce temps diverge, ce qui nécessite de caractériser la
dynamique de l’équation GLE lorsque le noyau de friction est donné par une loi de puissance
η(|t− t′|) ∼ t−α où α < 1.

Par la suite, on s’intéressera à l’équation GLE suivante dans la limite suramortie∫ t

0
η(t− t′)ẋ(t)dt′ + V (x)′ = ξ(t), (V.4)

où ξ(t) est un bruit gaussien corrélé vérifiant la relation de fluctuation dissipation∗2

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = kBTη(|t− t′|).

∗1 On explicitera par la suite une relation claire entre le comportement du MSD et celui du noyau de
friction

∗2 Notons que cette relation peut être retrouvée pour l’exemple proposé ci-dessus (V.1) pour des conditions
initiales à l’équilibre.
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Avant de rappeler les propriétés génériques de cette équation, rappelons que celle-ci couvre
un cadre plus général que l’étude des polymères. Elle permet de décrire, par exemple, la
réponse diélectrique pour des particules piégées dans des potentiels paraboliques [Cole et al.,
1941] ou des modèles de croissance de cellules cancéreuses [Wang et al., 2007]. En outre, celle-
ci permet de décrire le mouvement d’objets plongés dans des bains viscoélastiques [Bao et al.,
2003, 2006 ; Goychuk, 2009 ; Mason et al., 1995]. On présentera brièvement les propriétés de
transport associées aux modèles GLE, en l’absence et en présence d’un piège harmonique.
On étudiera x(t) pour différents comportements de η(|t− t′|).

Fig. V.1 Schéma représentatif d’une chaîne polymérique dont la dynamique de l’un de
ces monomères, x(t), est décrite par une équation de Langevin généralisée. Le couplage entre
les différents monomères évoluant dans un bain thermique, génère une force de rappel Fη
complexe qui est décrite par un noyau de friction η, soulignant le comportement fortement
non markovien de tels modèles. Dans ce chapitre, on cherchera à déterminer les propriétés de
premier passage à une cible introduite à une distance L lorsque x(t) évolue dans un potentiel
harmonique V (x) = k2x/2.

V.2.2 Propriétés de l’équation GLE en l’absence de piège harmonique

On va dans un premier temps, présenter le cas V = 0 afin de mieux appréhender les
conséquences de l’ajout d’un potentiel harmonique. On va ensuite présenter les différents
modèles de noyaux de friction qui vont être abordés dans le cas harmonique. Tout d’abord,
relevons que l’équation (V.4) est linéaire, y compris en présence d’un potentiel harmonique.
Dès lors, le processus x(t) est gaussien, signifiant que celui-ci est complètement caractérisé
par sa covariance et sa position moyenne. On s’appuiera sur cette dernière propriété afin de
mettre en valeur un cadre général qui permet de retrouver, commodément, les propriétés
de l’équation GLE largement détaillées dans la littérature [Burov et al., 2008 ; Eab et al.,
2010 ; Fa, 2008 ; Sandev et al., 2014]. Avant de considérer des exemples spécifiques de noyaux
de friction, on peut mentionner des propriétés essentielles dans notre analyse de l’équation
GLE. Pour cela, on considère la transformée de Laplace de (V.4)
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x̃(s) = ξ̃(s)
sη̃(s) ,

où x̃(s), ξ̃(s), η̃(s) sont données par la transformée f̃(s) =
∫∞

0 e−stf(t)dt. Le processus a
été initialement pris en x0 = 0 sans perte de généralité. Ensuite, on propose de réexprimer
la relation de fluctuation dissipation dans l’espace de Laplace

⟨ξ̃(s)ξ̃(s′)⟩ =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(st+s′t′)η(|t− t′|)kBTdtdt′

= kBT

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(s+s′)t+s′t′η(t′)dt′dt+ kBT

∫ ∞

0

∫ ∞

t′
e−(st+s′t′)η(t− t′)dtdt′

= kBT
η̃(s) + η̃(s′)

s+ s′ .

Cette dernière relation permet de réexprimer directement la covariance de x(t) en fonction
du noyau de friction

⟨x̃(s)x̃(s′)⟩ = kBT

ss′(s+ s′)η̃(s′) + kBT

ss′(s+ s′)η̃(s) . (V.5)

Il est alors possible d’appliquer ce résultat général afin de déterminer la dynamique de
x(t) selon différents noyaux de friction.

Noyau non corrélé η(t) = λδ(t) :

Considérons tout d’abord, un bruit blanc non corrélé (η(t) = λδ(t)). En s’appuyant sur
(V.5) pour η̃(s) = λ, on trouve après inversion

⟨x(t)x(t′)⟩ = kBT

λ

∫ t′

0

∫ t

0
δ(|t− t′|)dtdt′ = 2kBT

λ
min(t, t′).

En l’absence de bruits corrélés, on retrouve logiquement une équation de Langevin li-
néaire décrivant un mouvement brownien.

Noyau avec une corrélation exponentielle simple :

Poursuivons notre analyse en considérant un noyau de friction formé de la combinaison
entre un terme exponentiel et un dirac

η(t) = Aδ(t) +Be−t/τ (V.6)

En posant D = 2kBT
A+Bτ , λ = A+Bτ

Aτ , Do = 2kBTBτ2

(A+Bτ)2 , on obtient, après simplification de la
transformée de Laplace de (V.6) (les détails sont donnés en annexe I.2), l’expression suivante
du noyau de friction

η̃(s) = 2kBT
λ+ s

(D +Doλ)s+Dλ
.
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En reprenant alors (V.5), et après inversion de la transformée de Laplace, on obtient

2⟨x(t)x(t′)⟩ = D(t+ t′ − |t− t′|) +Do(1 − e−λt − e−λt′ + e−λ|t−t′|).

On reconnaît alors la fonction de corrélation d’un processus gaussien de moyenne nulle
dont on peut montrer que les incréments sont stationnaires. Ainsi, l’ajout d’une compo-
sante exponentielle dans le noyau de friction conduit à un modèle non markovien minimal.
Celui-ci décrit un dimère formé du couplage entre une molécule x(t) et une variable cachée
inobservable en pratique. Aussi, ce processus sera appelé par la suite processus bi-diffusif.
Expérimentalement, on peut observer de telles dynamiques en mesurant la position d’un
traceur dans un bain nématique [Turiv et al., 2013], ou pour des solutions contenant des
polymères souples ou rigides [Ochab-Marcinek et al., 2011].

Noyau de friction en loi de puissance :

On considère un noyau de friction en loi de puissance η(t) = ηα
Γ(1−α)tα . Malgré la divergence

de η en 0, on remarque que l’intégrale du noyau de friction reste finie (pour 0 < α < 1). En
s’appuyant une nouvelle fois sur (V.5), la transformée de Laplace η̃(s) = ηαs

α−1 conduit à

⟨x̃(s)x̃(s′)⟩ = kBT

ηα

( 1
ss′α(s+ s′) + 1

sαs′(s+ s′)

)
= kBT

ηα

[ 1
ss′α+1 + 1

s′sα+1 −
( 1
s′α+1(s+ s′) + 1

sα+1(s+ s′)

)]
.

On reconnaît que le dernier terme est donné par la double transformée de Laplace de
|t−t′|α
Γ(α+1) , ce qui permet d’extraire la fonction de covariance

⟨x(t)x(t′)⟩ = kBT

ηαΓ(α+ 1)
[
tα + t′α + |t′ − t|α

]
.

En conséquence, le processus x(t) est un mouvement brownien fractionnaire d’exposant de
Hurst H = α/2 que l’on retrouve dans de nombreux domaines [Burnecki et al., 2012 ; Cutland
et al., 1995 ; Mandelbrot et al., 1968]. Dans le cas limite α → 1, on retrouve un mouvement
brownien décrit par le noyau η(t) = λδ(t). Cette dernière observation souligne encore les
connexions entre les modèles de polymères et l’équation GLE, y compris en l’absence de
potentiel. En outre, cela apporte un nouvel angle d’observation du noyau en loi de puissance,
puisque l’équation GLE permet donc de généraliser l’équivalent d’un mouvement brownien
fractionnaire en présence d’un potentiel.

V.2.3 Propriétés de transport de l’équation GLE en présence d’un potentiel
harmonique

Considérons à présent le cas d’un potentiel harmonique V (x) = kx2/2 centré en 0. De
manière analogue au cas V = 0, on peut isoler des propriétés générales vérifiées par x(t), et
cela indépendamment de noyau de friction. Désormais, le processus vérifie la relation suivante
en Laplace
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x̃(s) = ξ̃(s) + x0η̃(s)
sη̃(s) + k

, (V.7)

où la position initiale peut être fixée ou tirée aléatoirement. Tout d’abord, relevons qu’en
présence d’un piège harmonique le processus converge généralement vers la distribution sta-
tionnaire, notée ps(x) = e

− k
2kBT

x2
/
√

2πkBT/k, et cela indépendamment du noyau de friction
et de la distribution initiale. Supposons dans un premier temps, que le processus est initia-
lement dans l’état stationnaire. En s’appuyant sur (V.5), on obtient pour la fonction de
covariance

⟨x̃(s)x̃(s′)⟩ = kBT η̃(s) +KBT η̃(s′)
(s+ s′)(sη̃(s) + k)(s′η̃(s′) + k) + ⟨x(0)2⟩η̃(s)η̃(s′)

(sη̃(s) + k)(s′η̃(s′) + k) . (V.8)

Pour une distribution initiale stationnaire kBT = k⟨x(0)2⟩, (V.8) conduit à

⟨x̃(s)x̃(s′)⟩ = ⟨x(0)x̃(s)⟩ + ⟨x(0)x̃(s′)⟩
s+ s′ .

Dès lors, pour une distribution initiale stationnaire, on retrouve une fonction de co-
variance seulement fonction de la variable |t − t′|, signifiant que le processus possède des
incréments stationnaires, et cela indépendamment du noyau de friction. On peut alors défi-
nir la fonction de covariance θ, ⟨x(t)x(t′)⟩ = kBT

k θ(t− t′). Notons que θ(0) = 1 et θ(t) →
t→∞

0
puisque le processus converge vers une distribution stationnaire.

En reprenant alors (V.7) en multipliant par x(0) puis en moyennant successivement sur
le bruit et la position initiale (supposée tirée dans l’état stationnaire), on obtient alors une
relation explicite entre θ et η

θ̃(s) = η̃(s)
sη̃(s) + k

. (V.9)

Considérons à présent le cas d’une distribution initiale fixée à l’équilibre. En s’appuyant
sur les formules de projections des processus gaussiens conditionnels (formules détaillées en
annexe I.1), on obtient alors les relations suivantes

⟨x(t)⟩xo = xo
⟨x(t)x(t)⟩
⟨x(0)x(0)⟩ = x0θ(t),

et pour la fonction de covariance conditionnelle

Cov(x(t)x(t′)|x(0) = xo) = kBT

k
θ(|t′ − t|) − kBT

k
θ(t)θ(t′).

Enfin, notons que pour une position initiale x0 fixée, les incréments sont alors donnés par

⟨[x(t+ T ) − x(T )]2⟩0 = l2T
(
2 − 2θ(t) − [θ(T ) − θ(t+ T )]2

)
+ x2

0 [θ(T ) − θ(t+ T )]2 ,
(V.10)
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et présentent des effets de vieillissement.

Ainsi, la détermination d’une unique fonction θ, qui est donnée par la fonction de cova-
riance pour la distribution initiale stationnaire, permet de déterminer les incréments mais
aussi la position moyenne et la fonction de covariance pour une distribution initiale fixée.
Appliquons ce dernier résultat aux différents noyaux de friction présentés précédemment. En
outre, ces différents résultats soulignent le rôle clé que jouent les caractéristiques propres aux
processus gaussiens dans la détermination des propriétés des modèles issus d’une équation
GLE.

Noyau non corrélé η(t) = λδ(t) :

On reprend (V.7) pour un noyau de friction η̃(s) = λ et qui conduit après inversion à

θ(t) = e−kt/λ

On retrouve logiquement la fonction de covariance d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck
[Ricciardi et al., 1988 ; Van Kampen, 1992] qui présente une décroissance exponentielle de la
fonction de covariance.

Noyau avec une corrélation exponentielle simple :

En reprenant le noyau de friction donné dans (V.6), la transformée de Laplace de la
fonction de covariance s’écrit alors

⟨x̃(s)x(0)⟩ = ⟨x(0)2⟩ A(s+ τ−1) +B

k(s+ τ−1) +As(s+ τ−1) +Bs
. (V.11)

En définissant ∆ = (B +Aτ−1 + k)2 − 4Akτ−1, on remarque que ∆ > 0 pour tout para-
mètre (D,D0, λ). Après plusieurs étapes de calcul (détaillées en annexe I.2), la transformée
de (V.11) peut être inversée, ce qui permet de déterminer la fonction de covariance d’un
processus bi-diffusif en présence d’un potentiel harmonique

θ(|t−t′|) = e− (A+k)τ−1+B
2A |t−t′|ch

[√
∆

2A |t− t′|
]
+τ−1(A− k) +B√

∆
e− (A+k)τ−1+B

2A |t−t′|sh

[√
∆

2A |t− t′|
]
.

(V.12)
Noyau de friction en loi de puissance :

Concluons cette revue en considérant les noyaux en loi de puissance pour lesquels η(t) =
ηα

Γ(1−α)tα . En reprenant la transformée de Laplace de la fonction de covariance

⟨x̃(s)x(0)⟩ = ⟨x2
0⟩ ηαs

α−1

ηαsα + k
,

on reconnaît la transformée de Laplace d’une fonction de Mittag-Leffler, notée Eα [Hau-
bold et al., 2011 ; Mainardi, 2014] . Son inversion conduit à l’identification de θ [Goychuk
et al., 2007 ; Min et al., 2006]
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θ(t) = Eα

(
−
[
t

τT

]α)
. (V.13)

Ce modèle sera appelé par la suite processus fortement corrélé ou processus A.
Prenons le temps de commenter le comportement asymptotique de θ(t). On prendra sans
perte de généralités τT = 1, ⟨x2

0⟩ = l2T = 1 qui définissent complètement les échelles de temps
et d’espace de ce modèle. Dans la limite des temps courts, on retrouve un comportement en
loi de puissance θ(t) ∼

t→0
1 − tα

ταT Γ(1+α) [Mainardi, 2014]. De manière similaire, dans la limite
des temps longs, on retrouve aussi un comportement en loi de puissance

θ(t) ∼
t→∞

t−α

τ−α
T Γ(1 − α)

. (V.14)

En conséquence, la convergence de x(t) vers sa distribution stationnaire est particulière-
ment lente et les effets de mémoire aux temps longs sont algébriques. Cette dernière obser-
vation prendra toute son importance lorsque l’on se tournera vers les propriétés de premier
passage. Ainsi, on a présenté les différents modèles issus d’une équation GLE, en mettant
en valeur l’importance des effets de mémoire induits par le noyau de friction. Les propriétés
de transport de ces différents modèles gaussiens étant connues, on propose de déterminer les
propriétés de premier passage dans le cas harmonique. Avant de développer notre approche,
on propose de faire une synthèse des précédents travaux autour des propriétés de premier
passage de l’équation GLE en précisant les hypothèses sous-jacentes.

V.2.4 Approximation de Wilemski-Fixman et équation de Fokker-Planck géné-
ralisée en présence d’un point absorbant

Tout d’abord, abordons les travaux menés dans [Goychuk et al., 2007], qui proposent une
résolution exacte de la distribution de premier passage. Ceux-ci s’appuient sur l’équation
de Fokker-Planck généralisée vérifiée par la densité de probabilité P (x, t) en présence d’une
cible absorbante en L

∂P

∂t
= D(t) ∂

∂x

(
e
V (x)
kBT

∂

∂x
e
V (x)
kBT P (x, t)

)
et P (L, t) = 0, (V.15)

où 2D(t) = ⟨x(t)2⟩. Notons que ⟨x(t)2⟩ dépend aussi des conditions initiales. L’intégration
de P (x, t) sur l’ensemble de l’espace permet alors de remonter à la probabilité de survie et
donc au FPT. Pourtant, l’emploi de cette approche, bien que très engageant, reste incertain,
puisque l’équation de Fokker-Planck en présence d’une cible ne décrit plus la dynamique de
x(t). Certes, cette équation est exacte dans le cas de processus gaussiens en l’absence de cible,
mais l’équation (V.15) ne permet pas de capturer les effets de mémoire complexes, intrin-
sèques aux marcheurs n’ayant pas encore trouvé la cible. Néanmoins, relevons que l’équation
de Fokker Planck généralisée mène cependant à des résultats exacts dans le contexte de fran-
chissement de barrière.

Les travaux de Goychuk et al. [2007] proposent de s’appuyer sur cette approximation afin
de décrire le comportement de marcheurs vérifiant (V.13), qui expriment pourtant des effets
de mémoire présentant une décroissance algébrique.
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Nous verrons que le processus fortement corrélé A est un exemple clair pour lesquels les
propriétés de premier passage ne sont pas capturées par cette approximation.

En effet, l’analyse développée dans Goychuk et al. [2007], amène à conclure que la pro-
babilité de survie S(t) présente une décroissance aux temps longs en loi de puissance, ce
qui impose que le temps moyen de premier passage (MFPT) est infini. Ce résultat s’oppose
partiellement aux mesures expérimentales réalisées dans [Kou et al., 2004 ; Makarov, 2013 ;
Min et al., 2006 ; Satija et al., 2019 ; Yang et al., 2003]. Celles-ci concernent des temps de
franchissement de barrières, observables différentes du temps de premier passage, mais qui
devraient présenter des propriétés similaires.

Ensuite, évoquons l’approximation de Wilemski-Fixman [Wilemski et al., 1974a,b]. Celle-
ci repose aussi sur une approximation pseudomarkovienne afin de déterminer le temps de
premier passage. Pour cela, on reprend l’équation de renewal introduite dans le chapitre 1

p(x = L, t|x0 = 0) =
∫ t

0
F (τ)p(x = L, t|FPT = τ)dτ, (V.16)

obtenue en partitionnant sur l’instant de premier passage τ , où p(L, t|FPT = τ) est la
probabilité de trouver le marcheur en x = L, sachant que le temps de premier passage est
exactement τ . L’approximation de Wilemski-Fixman consiste à proposer que le comporte-
ment du marcheur dans le futur du FPT (ici p(x = L, t|FPT = τ)) est donné par celui du
marcheur initialement à l’équilibre en L à τ . Après plusieurs étapes de calcul, on peut alors
exprimer une relation vérifiée par le temps moyen de premier passage

⟨T ⟩WF ps(L) =
∫ ∞

0
[p(x = L, t|x0 = L) − p(x = L, t|x0 = 0)] dt,

où ps(L) est la distribution stationnaire évaluée en L et

p(x = L, t|x0 = z) = 1√
2πl2T [1 − θ(t)2]

e
− (L−zθ(t))2

2l2
T

[1−θ(t)2] .

Pour des noyaux en loi de puissance (1 > α > 0), l’intégrale diverge (cette propriété sera
détaillée plus loin dans la suite). Cette approximation prédit donc également un temps moyen
de premier passage infini ce qui en contradiction avec les mesures numériques. Ainsi, les ap-
proches que l’on qualifie de pseudo-markoviennes sont insuffisantes pour décrire les propriétés
de premier passage des modèles (V.13). En outre, relevons que des méthodes similaires déve-
loppées dans [Cao et al., 2015] peuvent être envisagées. Celles-ci amènent généralement à des
résultats proches de l’approximation de Wilemski-Fixman∗3 . Enfin, notons que de nombreux
travaux [Min et al., 2006] qui concernent le temps de franchissement d’une barrière ont été
développés pour des modèles issus d’une équation GLE. Ces méthodes qui reposent sur des
généralisations non-markoviennes des modèles d’évasion de Kramers, obtiennent des taux de
transition finis pour le passage de telles barrières. Toutefois, ces résultats ne peuvent pas être
directement appliqués au MFPT, puisque ces deux observables restent distincts∗4 . En consé-
quence, on va ici proposer d’adapter les approches développées dans [Guérin et al., 2016 ;
Levernier et al., 2020] initialement pour des processus gaussiens en l’absence de potentiel ou
présentant des temps de relaxation finis.
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V.3 Temps moyen de premier passage associé à l’équation GLE

Tout d’abord, on adaptera la méthode développée dans [Guérin et al., 2016], en soulignant
les hypothèses sur laquelle elle repose et les spécificités qui sont engendrées par le choix du
noyau de friction algébrique (processus A).

V.3.1 Approche générale

Considérons un processus unidimensionnel x(t) que l’on suppose continu (absence de
sauts), rugueux (⟨ẋ2⟩ = ∞) et qui admet une distribution stationnaire aux temps longs
(propriété vérifiée en présence d’un piège harmonique). Introduisons deux propagateurs dé-
pendant des conditions initiales. Tout d’abord, on définit p0(x1, t1, x2, t2, ...xn, tn|x0), la pro-
babilité d’observer le marcheur en (x1, .., xn) aux temps respectifs (t1, .., tn), sachant que le
processus était initialement en x0 à t (pour t = 0 la notation t est allégée). Ici, la position x0
est choisie fixée. De manière similaire, on peut définir l’équivalent de la loi à N points ps, où
la position initiale du marcheur xs est tirée selon la distribution stationnaire∗5 . Introduisons
ensuite, une cible à une distance L du centre du piège harmonique, et notons F (t) la distri-
bution de premier passage associée (dont la dépendance selon L et les conditions initiales ne
sont pas rendues explicites par souci de simplicité). On propose de reprendre alors l’équation
dite de renewal (V.16), pour laquelle on va, contrairement aux approximations markoviennes,
conserver explicitement la dépendance en l’instant de premier passage dans le dernier terme.
Pour exprimer le temps moyen de premier passage, on cherche à intégrer (V.16) selon t mais
les différentes intégrales divergent. Afin d’y remédier, on soustrait la limite asymptotique
commune des propagateurs de (V.16) qui est donnée par la distribution stationnaire évaluée
en L (ps(L)), ce qui conduit à

p0(x = L, t|x0) −ps(L) = −ps(L)
∫ ∞

t
F (τ) +

∫ t

0
F (τ) [p(x = L, t|FPT = τ)dτ − ps(L)] dτ,

où on a utilisé
∫∞

0 F (τ)dτ = 1 (puisque la cible est trouvée avec une probabilité 1 en
présence d’un piège harmonique). Définissons alors la quantité qπ(x = L, t) =

∫∞
0 F (τ)p(x =

L, t+ τ |FPT = τ)dτ , qui décrit la probabilité de trouver le marcheur en L à t, après l’évè-
nement de premier passage (figure V.2). Celle-ci peut être vue comme une condition initiale
hors d’équilibre dont les différences avec px0=L(x = L, t|x0), sont induites par les propriétés
de l’évènement de premier passage. Le principe de cette approche consiste à déterminer au
mieux les propriétés de qπ(x = L, t). En regroupant le deuxième terme de gauche et celui de
droite, on obtient

∗3 Une étude comparative, plus complète, peut être trouvée dans [Levernier et al., 2020] pour des modèles
de polymères de taille finie. En conséquence, de manière identique à [Levernier et al., 2020], on s’attend à
ce que ces méthodes conduisent aussi à un MFPT infini. Enfin, une adaptation de l’étude développée dans
[Bullerjahn et al., 2020] en l’absence de force extérieure est une approche crédible. Toutefois, relevons que
celle-ci s’appuie sur une décomposition discrète du noyau de friction en termes exponentiels, point de départ
de notre étude.

∗4 Relevons par exemple, que le passage de la barrière dépend fortement de la forme du potentiel proche
du point de passage et que ces méthodes sont principalement développées pour un nombre de degrés de liberté
internes fini (ce qui n’est pas le cas pour le processus A)

∗5 Notons que le marcheur est supposé à l’équilibre en t dans les deux conditions.
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∫ ∞

0

∫ t

0
F (τ) [p(x = L, t|FPT = τ)dτ − ps(L)] dτdt−

∫ ∞

0
p0(x = L, t|x0) − ps(L)dt (V.17)

=
∫ ∞

0

∫ ∞

τ
F (τ) [p(x = L, t|FPT = τ)dτ − ps(L)] dtdτ −

∫ ∞

0
[p0(x = L, t|x0) − ps(L)] dt

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
F (τ) [p(x = L, u+ τ |FPT = τ)dτ − ps(L)] dτdu−

∫ ∞

0
[p0(x = L, t|x0) − ps(L)] dt

=
∫ ∞

0
[qπ(L, t) − p0(x = L, t|x0)] dt.

Par ailleurs, notons que
∫∞

0 dtps(L)
∫∞
t dτF (τ) = ps(L)⟨T ⟩ où on a supposé que le MFPT

est fini∗6 . On obtient une relation exacte vérifiée par le MFPT

ps(L)⟨T ⟩ =
∫ ∞

0
[qπ(L, t) − p0(x = L, t|x0)] dt (V.18)

Dès lors, le comportement dans le futur du FPT permet de déterminer explicitement
le MFPT. Toutefois, il est nécessaire de caractériser qπ(L, t), ce qui est en pratique une
tâche difficile. De manière analogue, on définit le processus associé xπ(t) et la loi à N points
pπ(x1, t1;x2, t2..;xN , tN ) =

∫∞
0 pπ(x1, t1 + τ ;x2, t2 + τ..;xN , tN + τ |FPT = τ)F (τ)dτ . Dans

le cas d’un processus gaussien, on fait les hypothèses suivantes afin d’évaluer qπ(L, t). Tout
d’abord, on suppose que le processus xπ(t) est un processus gaussien (notée hypo-
thèse 1). Ainsi, la caractérisation de la valeur moyenne ⟨xπ(t)⟩ = mπ(t) = L− µπ(t) et de
la covariance σπ(t, t′) du processus dans le futur du FPT suffit alors pour évaluer qπ(L, t).

Ensuite, on suppose que la covariance σπ(t, t′) est égale à la covariance du pro-
cessus initialement en L à l’équilibre stationnaire (notée hypothèse 2). Prenons le
temps de commenter ces hypothèses qui joueront un rôle crucial dans la suite de notre ap-
proche. Tout d’abord, relevons qu’elles ont été également proposées dans les travaux [Guérin
et al., 2016 ; Levernier et al., 2020] pour des processus gaussiens en l’absence de potentiel, et
qu’elles se sont révélées particulièrement pertinentes. Par ailleurs, ces travaux relèvent que
l’approximation de covariance stationnaire (hypothèse 2) est rarement exacte pour des pro-
cessus non markoviens∗7 . Toutefois, l’analyse numérique des trajectoires issues d’une équation
GLE souligne que cette approche reste pertinente y compris en présence de forts effets de
mémoire (figures V.7, V.8 et V.9).

Dès lors, afin de déterminer le MFPT selon (V.18), il reste à déterminer µπ(t). Pour cela,
on propose de reprendre les étapes de (V.17) pour la loi à deux points p0(x, t1 + t;L, t)

p0(x, t1 + t;L, t) =
∫ +∞

0
F (τ)p(x, t1 + t;L, t|FPT = τ)dτ.

De manière identique, en soustrayant la loi asymptotique à deux points p(x, t1 + t;L, t)
et en intégrant sur t, on obtient une équation intégrale vérifiée par mπ(t).

∗6 Nous verrons dans la suite, de multiples confirmations numériques et théoriques infirmant que le MFPT
est bien fini pour le modèle A.

∗7 Il a été notamment prouvé que cette approximation n’est plus valide perturbativement à l’ordre 2
autour du mouvement brownien en l’absence de potentiel [Guérin et al., 2016].
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Fig. V.2 Schéma représentatif de la définition de qπ(x, t), la distribution du temps de
premier passage dans le futur du FPT. Les trajectoires évaluées après l’évènement de premier
passage, ici t1 et t′1, forment après leur pondération selon F (t1) et F (t′1), une condition initiale
hors d’équilibre selon la variable t. En effet, suite à l’instant de premier passage, les degrés
de liberté internes, ici générés par les interactions de x(t) avec les autres monomères, sont
dans des configurations souvent hors d’équilibres. Ces effets conduisent à un comportement
dans le futur du FPT particulièrement complexe que l’on va chercher à caractériser.

ms(τ |L, 0)ps(L)⟨T ⟩ =
∫ ∞

0
[mπ(τ + t|L, t)qπ(L, t) −m0(τ + t|L, t)p0(L, t)] dt,

où ms et m0 sont les moyennes associées respectivement aux conditions initiales sta-
tionnaires, ou fixées en x0. En utilisant les formules de projection propres aux processus
gaussiens, on obtient pour x0 = 0 l’équation intégrale suivante pour µπ(t)

0 =
∫ ∞

0

[
µπ(t+ τ) − µπ(t)θ(τ) − θ(t)θ(t+ τ)

1 − θ(t)2 − L[1 − θ(τ)]
]
qπ(L, t) (V.19)

−
[
L
θ(τ) − θ(t)θ(τ + t)

1 − θ(t)2 − L[1 − θ(τ)]
]
p0(L, t)dt,

où θ(t) est la fonction introduite précédemment dans (V.9) (le cas d’une position initiale
tirée selon la distribution initiale stationnaire sera discuté plus loin dans la suite). Cette
équation détermine entièrement la position moyenne dans le futur du FPT.
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Fig. V.3 Temps moyen de premier passage des processus dérivés d’une équation GLE.
Le temps moyen de premier passage, normalisé par la distribution stationnaire ps(L), est
représenté, pour un processus bi-diffusif dans un piège harmonique a (dont la fonction de
covariance est donnée par (V.12), pour A = B = τ = 1), et pour des processus fortement
corrélés (V.13) (H = 3/8 b, H = 1/4 c et H = 1/8 d à x0 fixé). Les mesures de (V.20),
en s’appuyant sur l’intégration numérique de (V.19) (croix violettes pour x0 ̸= 0, et bleues
pour x0 = 0 et L = 0), sont comparées aux mesures du MFPT obtenues par simulation (les
détails sont fournis en annexes H.2 et H.3 ). La limite des évènements rares qui sera proposée
dans la suite est représentée pour H = 3/8 et H = 1/4 (lignes rouges pleines).

Toutefois elle reste difficile à résoudre pour θ(t) = Eα(−tα/ταT ). Afin d’évaluer µπ(t), et
par voie de fait le MFPT, on propose de résoudre cette équation numériquement∗8 (figure
V.4). Ainsi, on propose que le MFPT d’un processus issu d’une équation GLE soit donné
par

ps(L)⟨T ⟩ =
∫ ∞

0

 1√
2πl2T [1 − θ(t)2]

e
− µπ(t)2

2l2
T

[1−θ(t)2] − 1√
2πl2T [1 − θ(t)2]

e
− (L−x0θ(t))2

2l2
T

[1−θ(t)2]

 dt.
(V.20)

où µπ(t) est obtenu numériquement de (V.19).

∗8 Notons que cette équation dépend explicitement de L et x0 et qu’elle doit être résolue pour chaque
couple de paramètres (x0, L et α)
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Fig. V.4 Application de l’approche non markovienne pour la position moyenne dans le
futur du MFPT ⟨xπ(t)⟩ = L−µπ(t) pour : un processus bi-diffusif dans un piège harmonique
a (dont la fonction de covariance est donnée par (V.12)), et pour des processus fortement
corrélés ((V.13)), avec H = 3/8 b, H = 1/4 c et H = 1/8 d. L’écart à la position moyenne
dans le futur du MFPT, µπ(t) = L−⟨xπ(t)⟩, est mesuré numériquement pour des trajectoires
générées selon différents pas de temps dt. Ces mesures sont comparées à l’intégration numé-
rique de l’équation (V.19) (lignes pointillées). L’approximation pseudo-markovienne donnée
par µ(t) = L[1 − θ(t)], est fournie à titre d’exemple (lignes rouges pleines). Les choix des
temps de coupure des simulations numériques et de l’intégration numérique (tmax) sont jus-
tifiés en annexe H.3.

Avant de se tourner vers l’application directe de cette approche, relevons que pour un
processus strictement markovien, qπ(L, t) = px0=L(L, t), ce qui permet de retrouver les ré-
sultats exacts connus pour les processus markoviens. Ensuite, notons que l’approximation
de Wilemski-Fixman consiste à supposer que qπ(L, t) = px0=L(L, t). La comparaison directe
du comportement de qπ(L, t) et px0=L(L, t), nous renseignera donc quant à la pertinence de
notre étude, comparée aux précédentes tentatives.

V.3.2 Applications aux processus dérivant d’une équation GLE

Tout d’abord, considérons le cas des processus fortement corrélés A pour lesquels θ(t) =
Eα(−tα). Le temps moyen de premier passage mesuré à partir des trajectoires simulées et
la prédiction de (V.20) sont comparés figure V.3. Relevons que notre approche fournit des
résultats particulièrement précis pour 1 > α > 1/2 (respectivement 1/2 > H > 1/4). D’autre
part, notre approche produit des résultats convaincants pour α < 1/2. Toutefois, on relève
que le pré-facteur exact n’est alors plus prédit par (V.20) et (V.19).
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Les hypothèses 1 et 2 énoncées ci-dessus sont testées figures V.7, V.8, V.9 et sont per-
tinentes. Ce résultat est d’une saisissante précision en comparaison des prédictions décrites
précédemment, et qui conduisaient à un temps moyen infini pour L suffisamment élevé.

Citons l’exemple de la valeur L = 2, pour H = 1/4 qui devrait admettre un MFPT infini
selon [Goychuk et al., 2007], proposition en désaccord avec notre analyse des trajectoires
simulées.

D’autre part, les travaux [Goychuk et al., 2007] proposent que la distribution asympto-
tique du FPT soit donnée par une loi de puissance. Or, ce comportement n’est pas observé
numériquement (les détails des simulations peuvent être retrouvés en annexe H.2). Notre
analyse numérique suggère que la distribution du FPT prend la forme d’une distribution
exponentielle étirée (figure V.6), forme compatible avec l’observation d’un temps moyen de
premier passage fini.

Enfin, rappelons que dans le cas du processus fortement corrélé A, les incréments donnés
par (V.10) présentent des effets de vieillissement algébriques. Ainsi, notre approche conduit
à des résultats précis, y compris pour de tels processus qui présentent de forts effets de
vieillissement.

a) Comportement aux temps longs de la position moyenne dans le futur du
FPT

Prenons le temps de commenter la différence importante entre la mesure du MFPT
extrait de (V.20) et l’approximation de Wilemski-Fixman. Pour cela, commençons par l’ap-
proximation de Wilemski-Fixman pour laquelle qπ(L, t) = px0=L(L, t). On obtient alors le
comportement asymptotique suivant pour qπ(L, t) aux temps longs

px0=L(L, t)
ps(L) = 1√

1 − θ(t)2 e
− L2[1−θ(t)]2

2l2
T

[1−θ(t)2]
+ L2

2l2
T = 1 + L2

l2T

ταT
tαΓ(1 − α) +O(t−2α),

où on s’est appuyé sur le comportement asymptotique de θ(t) ((V.14) et l’on rappelle
que lT et τT sont respectivement la longueur et le temps caractéristique du processus). De
manière similaire, le second rapport de (V.20) conduit au comportement suivant

px0=x0(L, t)
ps(L) = 1 + Lx0

l2T

ταT
tαΓ(1 − α) +O(t−2α).
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Fig. V.5 Comportement asymptotique de la position moyenne dans le futur du MFPT.
⟨xπ(t)⟩ = mπ(t) est représentée pour un processus bi-diffusif en présence d’un piège harmo-
nique a, (V.12), et pour des processus fortement corrélés, (V.13), avec H = 3/8 b, H = 1/4
c, H = 1/8 d à L et x0 fixés. mπ(t) est mesurée numériquement pour des trajectoires géné-
rées selon différents pas de temps dt, et est comparée au comportement asymptotique prédit
par (V.21) (lignes pleines noires). L’intégration numérique de l’équation (V.19) pour x0 ̸= 0
(d lignes pointillées) conduit à un résultat identique, confirmant la validité de la résolution
numérique de (V.19). L’approximation pseudo-markovienne donnée par m(t) = Lθ(t) est
représentée à titre d’exemple (lignes rouges pleines). Les choix des temps de coupure des
simulations numériques et de l’intégration numériques (tmax) sont justifiés en annexe H.3.

Ainsi, pour tout x0 ̸= L dans l’hypothèse de Wilemski-Fixman, le comportement asymp-
totique du terme dans l’intégrale (V.20) est de l’ordre de O(t−α). Cela implique que l’inté-
grale diverge, signifiant que le MFPT est infini. Par conséquent, puisque le MFPT est fini et
afin d’assurer la convergence de (V.20) le comportement aux temps longs de L− µπ(t) doit
nécessairement vérifier

L− µπ(t) ∼
t→∞

x0θ(t). (V.21)

Or, l’intégration numérique de (V.19) et l’analyse des trajectoires simulées confirment
que ce comportement est bien observé et cela pour différentes valeurs de x0 (figure V.18,
V.3.1). Notons que des comportements aux temps longs similaires avaient été obtenus pour
des processus gaussiens en l’absence de potentiel harmonique [Guérin et al., 2016].



V.3 157

Fig. V.6 Probabilité de survie du processus bi-diffusif et des processus fortement corrélés
en présence d’un piège harmonique. Les probabilités de survie sont mesurées à partir des
trajectoires simulées pour différentes cibles. Ces trajectoires exactes sont générées selon dif-
férents pas de temps discrets dt, jusqu’à des temps de coupure donnés par tmax. Le détail des
simulations peut être retrouvé en annexe H.2. L’intégration des distributions représentées
ci-dessus conduit aux mesures numériques du MFPT données dans la figure V.3, pour le pro-
cessus bi-diffusif a-d et les processus fortement corrélés avec H = 3/8 e-h, pour H = 1/4 i-L
et pour H = 1/8 m-p. Notons que la convergence de la distribution selon dt, et ce, pour des
temps de coupure suffisamment élevés, nous renseigne quant à la précision de nos différentes
mesures. Enfin, relevons que les distributions observées ne présentent pas une décroissance
algébrique contrairement à ce qui avait été proposé dans [Goychuk et al., 2007].

b) Comportement asymptotique du MFPT dans la limite des événements rares

Intéressons-nous ensuite à la limite L ≫ lT , où la cible est alors particulièrement éloignée
du centre du piège. On cherche ici à déterminer le comportement asymptotique vérifié par le
MFPT dans la limite où l’évènement de premier passage est rare (L ≫ x0). Dans le cas où la
cible est rarement visitée, les comportements de px0=x0(L, t) et qπ(L, t) diffèrent fortement
dans la limite des temps courts. En effet, après l’instant de premier passage, le marcheur
a une probabilité de se trouver sur la cible plus grande qu’un marcheur initialement au
centre du piège. On propose que le comportement asymptotique du MFPT soit dominé par
la contribution des temps courts de l’intégrale (V.19), où px0=x0(L, t) est négligeable et θ(t)
est approximée par son comportement asymptotique aux temps courts.
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Fig. V.7 Contrôle de l’hypothèse 1 pour le processus bi-diffusif a, et les processus
fortement corrélés b-d en présence d’un piège harmonique. La densité de probabilité du
processus dans le futur du premier passage est représentée, selon la variable normalisée
(Xπ(t)−⟨Xπ⟩)/

√
V ar(Xπ(t), pour des trajectoires générées selon différents pas de temps dt.

Les distributions sont évaluées à différents temps t dans le futur du FPT. On retrouve une
distribution gaussienne (lignes pleines rouges) en accord avec l’hypothèse gaussienne 1 pour
le comportement du marcheur dans le futur du FPT.

Autrement dit, on propose que le comportment asymptotique du MFPT vérifie

ps(L)⟨T ⟩ ≈
∫ O(tD)

0

e
−µ(t)2τα

D
Γ(1+α)

4l2
T
tα√

2tα
Γ(1+α)τα

D

dt,

où µ(t) vérifie l’équation intégrale suivante

0 =
∫ ∞

0

[
µ(t+ τ) − µ(t)τ

α − tα − (t+ τ)α

2tα + Lτα

Γ(1 + α)τα
D

]
e

−µ(t)2τα
D

Γ(1+α)
4l2
T
tα√

2tα
Γ(1+α)τα

D

dt. (V.22)

Notons que cette équation a été aussi obtenue dans [Levernier et al., 2020]. Après plusieurs
étapes de calcul, celle-ci conduit au comportement asymptotique du MFPT suivant
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Fig. V.8 Contrôle de l’hypothèse 2 aux temps courts pour le processus bi-diffusif a, et
les processus fortement corrélés b-d en présence d’un piège harmonique. La variance dans
le futur du FPT, notée ψπ(t), est mesurée pour des trajectoires générées selon différents pas
de temps dt. La variance théorique pour un processus initialement à l’équilibre en L à t = 0,
est représentée pour ces différents exemples (lignes rouges pleines avec lT = 1). Dès lors,
l’hypothèse 2 proposant que ψπ(t) ≈ 1 − θ(t)2 semble pertinente, y compris dans la limite
où H est faible (ici pour H = 1/8 d).

⟨T ⟩ps(L) ∼ AH

κ
1

2H ( LlT )
1
H

−1
, (V.23)

avec κ = 2
Γ(1+α)τα

D

, H = α/2 et AH = 21/2H/H2H où H2H sont connues sous le nom de
constantes de Pickands∗9 [Pickands, 1969]. Ce comportement asymptotique est représenté
à titre indicatif, pour H = 1/4 et H = 3/4 figure V.3. Le comportement asymptotique
prédit par (V.23) semble pertinent mais l’exactitude de celui-ci reste difficile à contrôler pour
des cibles éloignées, puisque des mesures numériques précises du MFPT sont, en pratique,
inaccessibles pour L > 4.

∗9 Les détails conduisant à ce résultat peuvent être trouvés dans[Levernier et al., 2020]. La constante de
Pickand est obtenue via

∫∞
0 dte−f2(t)/(2t2H )/(2πt2H)1/2 où f est solution de (V.22) pour Γ(1 + α)τα

D
= 2 et

lT = 1
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Fig. V.9 Contrôle de l’hypothèse 2 aux temps longs pour le processus bi-diffusif a, et
les processus fortement corrélés b-d en présence d’un piège harmonique. Le comportement
asymptotique de la variance dans le futur du FPT, variance notée ψπ(t), est mesuré pour
des trajectoires générées selon différents pas de temps dt. La variance théorique pour un
processus initialement à l’équilibre en L à t = 0, est représentée pour ces différents exemples
(lignes rouges pleines avec lT = 1). Dès lors, l’hypothèse 2, qui suppose que ψπ(t) ≈ 1−θ(t)2

semble pertinente, y compris dans la limite où H est faible (ici par exemple pour H = 1/8
d).

c) Effet des conditions initiales sur le comportement du marcheur dans le futur
du FPT

Dans les parties précédentes, le comportement du MFPT dans le cas d’une distribution
initiale fixée a été évalué mais on peut également considérer le cas d’une position initiale
où x0 est tirée selon la distribution stationnaire ps(x). Tout d’abord, remarquons que le
MFPT est aussi fini pour une distribution stationnaire∗10 . Il est possible d’adapter (V.20)
en considérant une distribution initiale stationnaire, ce qui conduit à

ps(L)⟨T ⟩ =
∫ ∞

0
[qπ,s(L, t) − ps(L)] dt, (V.24)

où qπ(x, t, x0) =
∫+∞

−∞
∫∞

0 F (T, L|x(0) = x0) p(x, t + τ |FPT = τ, x(0) = x0)ps(x0)dτdx0.
D’autre part, l’hypothèse de covariance stationnaire doit être revisitée. Pour cela, considérons
la covariance dans le futur du FPT pour une distribution initiale stationnaire σπ,s(t, t) qui
peut se déduire du cas x0 fixé

∗10 Le MFPT est fini de par le comportement asymptotique de ⟨T ⟩ps(L) observé pour x0 fixé.
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σπ,s(t, t) =
∫
dx0ps(x0)⟨x(t)x(t′)|x0⟩ −

∫
dx0ps(x0)⟨x(t′)|x0⟩π

∫
dx0ps(x0)⟨x(t)|x0⟩π (V.25)

=
∫
dx0ps(x0)

[
σπ(t, t′|x0) + ⟨x(t)|x0⟩π⟨x(t′)|x0⟩π

]
−
∫
dx0ps(x0)⟨x(t′)|x0⟩π

∫
dx0ps(x0)⟨x(t)|x0⟩π

= σπ(t, t′) +
∫
dx0ps(x0)⟨x(t)|x0⟩π⟨x(t′)|x0⟩π −

∫
dx0ps(x0)⟨x(t′)|x0⟩π

∫
dx0ps(x0)⟨x(t)|x0⟩π,

puisque σπ(t, t′|x0) est indépendante de x0 dans l’approximation de covariance station-
naire (hypothèse 2 et où la notation x(0) = x0 a été allégée en x0). Un argument simi-
laire peut être explicité pour la position moyenne dans le futur du FPT où mπ,s(t) =∫
dx0ps(x0)⟨x(t)|x0⟩.

Dès lors, notre approche s’étend dans le cas d’une distribution initiale stationnaire, sans
que l’on puisse, toutefois, déterminer une forme explicite de mπ,s(t) et σπ,s(t, t′). Dans la
limite des temps longs, en injectant le comportement asymptotique de ⟨x(t)|x0⟩π donné par
(V.21) et (V.25), on obtient le comportement asymptotique de la covariance dans le cas
stationnaire pour t, t′ → ∞

σπ,s(t, t′) ∼
t,t′≫τD

θ(|t− t′|) + θ(t)θ(t′).

En particulier, cela implique que la variance du propagateur qπ,s(L, t) de (V.24), converge
plus rapidement que dans le cas d’une position initiale fixée, comportement partagé par
mπ,s(t) = o(θ(t)). Les deux comportements asymptotiques ainsi obtenus, confirment encore
une fois que le temps moyen de premier passage est fini.

Avant de conclure, remarquons que notre approche s’adapte aussi aux modèles dont les
noyaux de friction présentent une décroissance exponentielle. L’analyse du noyau de friction
associé au processus bi-diffusif en est un exemple évocateur. Les hypothèses proposées pré-
cédemment restent pertinentes, et on propose que le temps moyen du processus bi-diffusif
en présence d’un piège harmonique soit aussi donné par (V.20) et (V.19) pour θ(t) vérifiant
(V.12) (proposition vérifiée figures V.3, V.4, V.5, V.6, V.7, V.8 et V.9).

En conséquence, notre approche apporte une estimation précise du temps moyen de pre-
mier passage pour des processus issus d’une équation GLE et cela indépendamment du noyau
de friction. Les hypothèses 1 et 2 restent pertinentes pour une large gamme de processus
gaussiens (à l’exception de processus fortement sous-diffusifs lorsque α → 0).
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V.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a couvert les propriétés de transport et de premier passage, de
processus issus d’une équation de Langevin généralisée en présence d’un piège harmonique.
Cette équation intervient dans de nombreux processus physiques, qui peuvent s’identifier à
une particule évoluant dans un bain de friction complexe. Elle couvre donc des exemples
bien plus larges que la physique des polymères. Par ailleurs, ce modèle peut résulter du cou-
plage d’un traceur, dont on cherche à caractériser la dynamique, avec de nombreux degrés de
liberté internes qui sont inobservables en pratique. Ce formalise s’inscrit logiquement dans
l’étude de la physique des polymères et plus généralement celle des molécules complexes
pour lesquels les multiples couplages entre les différents constituants sont sources d’effets de
mémoire importants. Lorsque le nombre de constituants diverge (pour des chaînes de taille
infinie), ces différentes interactions constituent alors un noyau de friction global, qui présente
alors une décroissance algébrique.

Une première observation que l’on a émise concerne l’importance des propriétés gaus-
siennes de ces modèles. En particulier, celles-ci permettent de déterminer commodément les
propriétés de transport de ces modèles, y compris en présence d’un piège harmonique. Nous
avons pris le temps d’illustrer ce constat à travers l’analyse de différents exemples. En par-
ticulier, nous avons alors pu déterminer l’ensemble de leurs propriétés à partir d’une unique
fonction θ(t), dont la transformée de Laplace peut être aisément déduite de l’équation GLE.

On a ensuite entrepris la caractérisation des propriétés de premier passage de ces mo-
dèles. Celles-ci ont nécessité le développement d’une approche propre aux processus gaussiens
qui n’avait pas encore été abordée dans cette thèse. Cette approche a été testée sur deux
exemples introduits précédemment, dont les effets de mémoire présentaient des comporte-
ments asymptotiques très différents.

Les résultats numériques sont particulièrement convaincants et contrastent avec ceux
obtenus par les méthodes communément proposées dans la littérature. Rappelons que celles-
ci conduisent pour des processus fortement corrélés à un MFPT infini dans la limite des
évènements rares (L ≫ lT ). À l’inverse, notre approche prédit un MFPT fini, ce qui est
confirmé numériquement par l’analyse des propriétés asymptotiques des marcheurs dans le
futur du FPT. Ensuite, relevons que notre étude capture les différences essentielles entre les
approximations pseudo-markoviennes et les résultats numériques observés qui conduisent à
une erreur conséquente dans l’estimation du MFPT.

En conséquence, on propose d’étendre notre approche à des modèles gaussiens issus d’une
équation GLE pour des noyaux de friction arbitraire en présence d’un piège harmonique (dans
la limite où le MFPT reste fini). Rappelons que notre approche repose sur deux hypothèses
que l’on retrouve dans les analyses récentes de processus gaussiens en l’absence de potentiel,
et où elles s’étaient avérées pertinentes. La première suppose que le processus dans le futur
du FPT est gaussien, permettant une mesure directe du MFPT à partir de la simple analyse
de la position moyenne et de la fonction de covariance des marcheurs dans le futur du FPT.
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Par ailleurs, elle conduit à l’identification d’équations autoconsistantes vérifiées par ces
derniers ce qui rend possible la détermination numérique, voire exacte, de leurs comporte-
ments et donc du MFPT. La seconde consiste à supposer que la covariance du processus dans
le futur du FPT est analogue à celle du processus initialement à l’équilibre sur la cible. En
pratique, cette hypothèse pourrait être relaxée et une équation intégrale analogue à celle ob-
tenue pour la position moyenne dans le futur du FPT peut être déterminée pour la fonction
de covariance. Toutefois, la résolution numérique de celle-ci reste inenvisageable en pratique,
de par la non-linéarité de la fonction de covariance. Enfin, la suite de ce chapitre questionne
la validité de l’hypothèse 2 perturbativement autour du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On
en conclut que la théorie est exacte à l’ordre 1.
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V.5 Extension : théorie de perturbation

Dans la suite, on va déterminer perturbativement à l’ordre 1 selon ϵ, le temps de premier
passage d’un processus fortement corrélé (V.13) pour lequel 2α = H = 1/2 + ϵ. La fonction
de covariance stationnaire associée se réécrit sous la forme θ(t) = e−t + ϵθ1(t) (où θ1 est
donnée par le développement perturbatif de la fonction de Mittag-Leffler de (V.13)). Tout
d’abord, considérons la fonction de covariance pour une position initiale fixée qui est alors
également caractérisée par θ1(t)

σ(t, t′) = θ(|t− t′|) − θ(t)θ(t′)
= e−|t−t′| − e−t−t′ + ϵ(θ1(|t− t′|) − e−tθ1(t′) − θ1(t)e−t′).

(V.26)

Afin d’étudier la validité de l’hypothèse 2, reprenons l’équation à l’origine de notre étude
que l’on peut adapter aisément pour la loi à N points

ps(L, t, x1, t1 + t..;xN , tN + t)⟨T ⟩ =
∫ ∞

0
dt

[
qπ(L, t;x1, t1 + t, ..;xN , tN + t) (V.27)

− ps(L, t;x1, t1 + t, ..;xN , tN + t)
]
.

On va dans un premier temps, choisir une condition initiale stationnaire pour x0

(
ps(x) = e−x2/2

√
2π

)
.

Néanmoins notons que ces différentes étapes peuvent être reproduites pour une position ini-
tiale fixée. En reprenant (V.27) dans la limite N → ∞, on obtient une équation en termes
de chemin y(τ) pour une condition initiale y(0) = L selon laquelle

⟨T ⟩ps(L)Pstat([y(τ ]|y(0) = L) =
∫ ∞

0
(Π[y[τ ], t] − Πs[y[τ ], t]) dt

où Pstat([y(τ ]|y(0) = L) est la probabilité de suivre le chemin y(τ) dans l’état station-
naire ; Π0[y[τ ]] la probabilité de suivre le chemin [y] à t+τ (respectivement, la probabilité que
x(τ + t) = y(τ) ∀ τ > 0, conditionnellement à ce que le processus soit initialement dans l’état
stationnaire à t = 0) et finalement Π[y[τ ]], la probabilité de suivre [y] dans le futur du FPT
à t (respectivement, la probabilité que x(FPT + τ + t) = y(τ) ∀ τ > 0 conditionnellement à
ce que le processus soit initialement dans l’état stationnaire à t = 0 à l’équilibre). On définit
alors la fonctionnelle F ([k])

F ([k]) =
∫
D[y]ei

∫∞
0 dτk(τ)y(τ)

[
⟨T ⟩ps(L)Pstat([y(τ ]|y(0) = L)−

∫ ∞

0
Π[y[τ ], t]−Πs[y[τ ], t])dt

]
,

qui s’annule pour toutes fonctions [k]. En supposant que le processus dans le futur du
FPT est un processus gaussien, les formules d’intégration propres aux processus gaussiens
conduisent à
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F ([k]) =
∫ ∞

0

e
− (mπ(t)−L)2

2γ(t,t)√
2πγ(t, t)

[
ei
∫∞

0 dτk(τ)Aπ(t,τ)− 1
2

∫∞
0

∫∞
0 k(τ)k(τ ′)Bπ(t,τ,τ ′)

− ei
∫∞

0 dτk(τ)ms(τ)− 1
2

∫∞
0

∫∞
0 k(τ)k(τ ′)σs(τ,τ ′)

]

− e− −L2
2

√
2π

[
ei
∫∞

0 dτk(τ)As(t,τ)− 1
2

∫∞
0

∫∞
0 k(τ)k(τ ′)Bs(t,τ,τ ′)

− ei
∫∞

0 dτk(τ)ms(τ)− 1
2

∫∞
0

∫∞
0 k(τ)k(τ ′)σ(τ,τ ′)

]
,

où ⟨T ⟩ps(L) a été remplacé en utilisant (V.20). Explicitons les multiples notations in-
troduites ci-dessus. La distribution des chemins Π est caractérisée dans l’état stationnaire
par la position moyenne et la covariance dans l’état stationnaire notées ms(t) et σs(t, t′). On
définit de manière similaire dans le futur du FPT mπ(t) et γ(t, t′). Enfin les quantités As et
Bs décrivent respectivement la position moyenne et la covariance du marcheur, initialement
à l’équilibre stationnaire, conditionnellement à ce qu’il ait été en L à t. De même pour Aπ
et Bπ dans le futur du FPT conditionnellement à ce qu’il ait été sur la cible en L à t∗11 .
Notons que γ, mπ(t), Aπ et Bπ dépendent aussi du choix de la condition initiale. En utilisant
les formules de projections propres aux processus gaussiens, Aπ, Bπ, A et B peuvent être
exprimées selon γ, mπ(t), σ(t, t) et m0(t) :

 Aπ = m(t+ τ) + (L−m(t))γ(t+τ,t)
γ(t,t) , Bπ(t, τ, τ ′) = γ(t+ τ, t+ τ ′) − γ(t,t+τ)γ(t,t+τ ′)

γ(t,t)
As = Lθ(τ), Bs(t, τ, τ ′) = θ(|τ − τ ′|) − θ(τ)θ(t, t+ τ ′)

La fonctionnelle F ([k]) s’annule à l’ordre ϵ0, conséquence directe des propriétés marko-
viennes du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Le développement à l’ordre ϵ conduit à

F ([k]) = ϵ

(∫
dτk(τ)Q1s(t, τ) +

∫ ∫
dτdtk(τ)k(τ ′)Q2s(t, τ, τ ′)

)
, (V.28)

où Q2s et Q2s vérifient pour une condition initiale stationnaire

Q1s = iB0

∫ ∞

0
dt

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
m1(t+ τ) −m1(t)e−τ − Lσ1(t, t+ τ)(e−t − 1)

1 − e−2t

+ Lσ1(t, t)e−τ (e−t − 1)
1 − e−2t −ms1(τ)

)

∗11 Notons que indépendamment de la position initiale le processus est supposé être initialement à l’équi-
libre.
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et

Q2s = −1
2 B0

∫ ∞

0
dt

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
γ1(t+ τ, t+ τ ′) − γ1(t, t+ τ)e−τ ′ − γ1(t, t+ τ ′)e−τ

+ e−τ−τ ′
γ1(t, t) − σ1(τ, τ ′)

)
,

où B0 = ei
∫∞

0 dτk(τ)Le−τ− 1
2

∫∞
0

∫∞
0 dτ ′dτk(τ ′)k(τ)e−|τ−τ ′|−e−τ−τ ′

est un préfacteur strictement
positif. Ici, on a défini les expansions à l’ordre ϵ, σ1, γ1, m1 et ms1 de σ, γ, m, et ms

respectivement. Pour que la fonctionnelle (V.28) puisse s’annuler pour toute fonction k, les
deux intégrales doivent nécessairement s’annuler. Commençons par Q2s, on déduit σ1 de
(V.26)

σ1(t, t′) = θ1(|t− t′|) − e−tθ1(t′) − θ1(t)e−t′ .

En utilisant cette expression, on remarque que :

σ1(t+ τ, t+ τ ′) − σ1(t, t+ τ)e−τ ′ − σ1(t, t+ τ ′)e−τ + e−τ−τ ′
σ1(t, t) − σ1(τ, τ ′) = 0,

ce qui implique que Q2s s’annule pour γ1(τ, τ ′) = σ1(τ, τ ′). Ainsi, on trouve que l’hypo-
thèse principale 2 (hypothèse selon laquelle la covariance dans le futur du FPT est égale à la
covariance du processus débutant à L à l’équilibre), est exacte à l’ordre 1. On revient ensuite
à Q1s où désormais γ1 = σ1. Afin d’obtenir une théorie exacte à l’ordre 1, l’expansion m1(t)
doit être solution de l’équation intégrale suivante∫ ∞

0
K(t)

(
m1(t+ τ) +m′

1(t+ τ)
)
dt = H(τ), (V.29)

où K(t) est donnée par

K(t) = e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

,

et Hs(τ)

Hs(τ) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L[σ′

1(t, t+ τ) + σ1(t, t+ τ)](e−t − 1)
1 − e−2t +ms1(τ) +ms1(τ ′)

)
.

Il est alors possible d’extraire m1 de (V.29). Le détail de notre approche peut être retrouvé
en annexe J. On obtient finalement une expression explicite pour m1(t)

m1(t) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1[(

θ′
1(x+ t1 + t) − θ′

1(t1 + x)e−t + θ′
1(x+ t) − e−tθ′

1(x)
]
dxdt1,
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où Fst(x) est la distribution de premier passage d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck
pour une distribution initiale stationnaire. L’expression de m1(t) peut être ensuite utilisée
afin de déterminer le développement perturabtif du MFPT à l’ordre 1 selon ϵ pour une
condition initiale stationnaire

Fs(L) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L(1 − e−t)
1 − e−2t

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1[(

θ′
1(x+ t1 + t) − θ′

1(t1 + x)e−t + θ′
1(x+ t) − e−tθ′

1(x)
]
dxdt1

− 2θ1(t)e−t
[
L2(1 − e−t)2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

])
dt.

Notons qu’une approche similaire peut être développée pour une distribution initiale
fixée selon x0 (le cas x0 = 0 peut être retrouvé en annexe J.5). Ensuite, remarquons que
le résultat exact ainsi obtenu dépend de la distribution de premier passage d’un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck initialement dans l’état stationnaire. À notre connaissance, il n’existe
pas d’expression explicite de celle-ci et on se propose donc de déterminer m1(t) et Fs(L)
numériquement (les détails de notre étude peuvent être retrouvés en annexes J.2, J.3 et
J.4). Remarquons que les comportement de m1(t) et σ1(t, t) peuvent être obtenus à partir
du développement perturabtif de la fonction de Mittag-Leffler. Celui-ci peut être déterminé
pour des processus fortement corrélés mais aussi pour des fonctions de covariance quelconque.
Ainsi, nous avons confirmé la validité de notre approche perturbativement à l’ordre 1 autour
du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
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VI – Relations entre temps de premier
passage et géométrie du territoire

visité

VI.1 Introduction

Les résultats que nous avons établis précédemment ont largement abordé les propriétés
de transport et de premier passage des marches à renforcement. Le chapitre 2 a notam-
ment révélé l’impact des effets de vieillissement sur les propriétés asymptotiques de premier
passage en espace infini. Cette analyse a souligné l’importance du territoire visité dans la
compréhension des évènements de premier passage. Dans ce chapitre, on cherchera à affiner
cette observation en étudiant les connexions possibles entre évènement de premier passage
et géométrie du territoire visité.

Avant tout, remarquons que peu de travaux abordent la question de la géométrie du
territoire visité à l’instant du premier passage. Cela est dû à la complexité intrinsèque des
propriétés de premier passage, qu’il est déjà difficile de déterminer, sans également considérer
le territoire couvert pour le marcheur. Pourtant, la géométrie du territoire visité présente des
propriétés spécifiques, dont la compréhension a non seulement un intérêt théorique propre,
mais peut se révéler pertinente dans de multiples situations physiques [Berezhkovskii et al.,
1989 ; Hughes, 1995 ; Larralde et al., 1992 ; Weiss, 1994]. De plus, nous verrons que plusieurs
résultats peuvent être établis, y compris pour des processus non markoviens.

Ainsi, dans un premier temps, on se penchera sur la détermination de la loi jointe du
temps de premier passage et du territoire visité. Puis on s’intéressera à la géométrie géné-
rale du territoire visité en l’absence d’évènement de premier passage. Plus particulièrement,
on cherchera à caractériser la position relative du centre du territoire visité par rapport
à la position initiale du marcheur. On verra par la suite que ces deux problèmes sont in-
timement liés aux observables de premier passage étudiées au cours des chapitres précédents.

Ensuite, l’étude des propriétés des marches à renforcement en confinement a révélé l’émer-
gence d’effets de vieillissement en dimension supérieure ou égale à 3, lorsqu’une partie non
négligeable du volume a été visitée (chapitre 4). Nous avons montré que ces effets ne mo-
difient pas le temps caractéristique de la distribution de premier passage dans la limite des
grands volumes.
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Toutefois, nous verrons que ceux-ci jouent un rôle crucial dans le comportement d’échelle
d’une autre observable, communément appelée temps de couverture. Celui-ci est défini comme
le temps nécessaire au marcheur pour couvrir l’intégralité du domaine confinant. Sa déter-
mination reste un problème classique de la théorie des marches aléatoires. Par ailleurs, cette
observable a des applications claires pour un large éventail d’exemples, et ce, à diverses
échelles, telles que la recherche de séquences spécifiques d’ADN par les protéines, jusqu’aux
mouvements d’animaux en quête de nourriture et aux robots nettoyeurs qui doivent couvrir
intégralement une zone. Afin de déterminer le comportement asymptotique de la distribu-
tion du temps de couverture, on propose de reprendre l’approche développée dans [Chupeau
et al., 2015] et de l’adapter aux marches à renforcement.

L’étude de ces questions sera poursuivie après la rédaction de cette thèse et différentes
perspectives d’extensions seront mentionnées dans ce chapitre.

VI.2 Statistiques jointes des explorations temporelles et spatiales
des marcheurs aléatoires en dimension 1

Les travaux que l’on va présenter ici peuvent être retrouvés dans [Klinger et al., 2021a]
et ont été réalisés en collaboration avec Jérémie Klinger doctorant au laboratoire de physique
théorique de la matière condensée à Sorbonne Université Paris.

VI.2.1 Connexions entre territoire exploré et problème de premier passage

Comme nous l’avons observé, la quantification de l’efficacité d’une exploration réalisée
par des marcheurs aléatoires reste une question clé, et est impliquée dans de nombreux
problèmes physique. Les applications sont nombreuses et couvrent des exemples qui vont des
particules réactives diffusantes en présence de sites catalytiques, des organismes vivants en
quête de nourritures, aux robots nettoyeurs ou démineurs explorant un territoire délimité
[Bénichou et al., 2011 ; Hughes, 1995 ; Viswanathan et al., 2008]. Dans ce contexte, on peut
définir deux classes importantes d’observables :

— Les problèmes de temps de premier passage de sites ciblés, largement abordés dans cette
thèse, jouent un rôle clé dans la caractérisation de la cinétique des modèles d’exploration
[Bray et al., 2013 ; Metzler et al., 2014 ; Redner, 2001]. En particulier, l’étude des
temps de premier passage dans des domaines confinés s’est révélée pertinente afin
d’évaluer l’efficacité de différents processus de recherche de cible [Bénichou et al., 2014 ;
Cheviakov et al., 2010 ; Condamin et al., 2007a ; Schuss et al., 2007]. Dans ce contexte,
des observables connexes, comme le temps de couverture d’un domaine [Brummelhuis,
1991 ; Brummelhuis et al., 1991 ; Chupeau et al., 2015] ou le temps d’occupation d’un
sous-domaine ont également été considérées [Burov et al., 2007 ; Bénichou et al., 2005 ;
Condamin et al., 2008 ; Weiss et al., 1996].

— Une deuxième catégorie d’observables, peu abordée dans cette thèse, s’intéresse plus
particulièrement à la géométrie du territoire exploré par les marcheurs. En particulier,
le nombre de sites distincts visités après n pas (ou l’équivalent continu communément
appelé saucisse de Wiener), qui quantifie le territoire global couvert par le marcheur
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aléatoire, a été la source de nombreuses études qui couvrent un large spectre d’appli-
cations [Berezhkovskii et al., 1989 ; Hughes, 1995 ; Larralde et al., 1992 ; Weiss, 1994].
Parmi les extensions notables, on peut citer le nombre de sites distincts visités par p
marcheurs indépendants [Larralde et al., 1992], le cas des géométries fractales [D.Ben-
Avraham et al., 2000 ; Zschokke, 1986], ou le cas des temps d’arrêt aléatoires [Dayan
et al., 1992 ; Kearney et al., 2005 ; Klinger et al., 2021b ; Krapivsky et al., 2010]. Cer-
taines des caractéristiques de la géométriques du territoire visité sont parfois étudiées
indépendamment du temps que met le marcheur a découvrir un nombre de sites don-
nés. La probabilité de splitting, définie comme la probabilité d’atteindre x avant 0 en
dimension 1 pour un marcheur initialement en x0 [Majumdar et al., 2010], mais aussi
la dimension fractale du territoire visité ou de son périmètre en sont des exemples
[Ordemann et al., 2001].

Bien qu’il soit clair que ces deux classes d’observables sont intimement liées, les proprié-
tés que l’on qualifie sommairement de cinétiques et géométriques de l’exploration ont été
principalement discutées indépendamment (avec les exceptions notables de [Randon-Furling
et al., 2007 ; Wiese, 2020]). Qualitativement, le temps de premier passage d’une cible d’un
processus stochastique générique contient une information sur le territoire visité avant d’at-
teindre celle-ci. Sommairement, de grandes valeurs de temps de premier passage impliquent de
grandes valeurs du territoire visité. Cependant, une analyse approfondie de cette connexion
fait encore défaut.

On va plus précisément chercher à caractériser les propriétés de la loi jointe du temps
de premier passage vers une cible et du nombre de sites distincts visités lorsque celle-ci
est atteinte. Cette loi jointe quantifie le couplage évoqué auparavant et elle donne accès
à une caractérisation plus fine des trajectoires de recherche d’une cible. En particulier, la
distribution de cette nouvelle observable donne lieu à deux distributions conditionnelles qui
permettent de répondre aux questions suivantes :

— Quel est le territoire visité par un marcheur aléatoire sachant qu’il a atteint une cible
à un temps donné ?

— Combien de temps faut-il à ce marcheur pour atteindre une cible sachant qu’il a visité
un nombre donné de sites distincts antérieurement ?

Ces quantités peuvent avoir des applications dans de multiples situations où seule une
information partielle – cinétique ou géométrique – sur les trajectoires est accessible. Refor-
mulé grossièrement, (i) dis-moi quand tu es arrivé, je te dirai quelle surface tu as parcourue,
et (ii) dis-moi quelle surface tu as parcourue, je te dirai quand tu es arrivé.

VI.2.2 Définition de la loi jointe

On cherchera à déterminer la distribution jointe∗1 σ(s, n|s0) du FPT n au site cible 0
et du nombre s de sites distincts visités par des marches 1d partant de s0. Notons que l’on
peut définir de manière équivalente la loi jointe pour des processus continus σ(x, t|x0) (figure
VI.1).
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Par ailleurs, afin de rendre plus explicite l’importance de σ(s, n|s0) sur les questions
énoncées ci-dessus, définissons Gsp(s|n, s0), la probabilité conditionnelle que le nombre de
sites distincts visités soit égal à s, sachant que le marcheur atteint la cible en 0 après n pas

Gsp(s|n, s0) = σ(s, n|s0)∑∞
s′=s0 σ(s′, n|s0) ≡ σ(s, n|s0)

F0(n|s0) , (VI.1)

où F0(n|s0) est la distribution de premier passage usuelle. Ensuite, introduisons,Gtm(n|s, s0),
la distribution conditionnelle du FPT, sachant que s sites distincts ont été visités avant que
la cible en 0 soit atteinte

Gtm(n|s, s0) = σ(s, n|s0)∑∞
n′=0 σ(s, n′|s0) ≡ σ(s, n|s0)

µ0(s|s0) , (VI.2)

où µ0(s|s0) est la distribution du maximum s avant d’atteindre 0. Les connexions entre
la loi jointe et les distributions usuelles, associées respectivement aux problèmes du FPT
et de géométrie, apparaissent explicitement au travers de ces deux définitions. Dès lors, la
loi jointe contient également toute l’information de ces observables, et ce, pour les deux
catégories de problèmes. D’autre part, elle permet de rendre explicites les connexions entre
territoire exploré et problème de premier passage.

Tout d’abord, notons qu’il est possible d’obtenir des expressions exactes de σ(s, n|s0) pour
plusieurs exemples phares de processus markoviens, tels que les marches aléatoires simples
symétriques et biaisées, les marches aléatoires persistantes [Hughes, 1995 ; Weiss, 1994] ou
des marches aléatoires capables de se réinitialiser [De Bruyne et al., 2020 ; Evans et al.,
2011 ; Evans et al., 2020]. L’approche générale qui permet d’obtenir ces différents résultats
est développée dans [Klinger et al., 2021a] et s’applique à des processus markoviens discrets
ou continus (en espace et temps), évoluant dans un domaine semi-infini ou fini.

Dans ce chapitre, on s’intéressera spécifiquement aux processus non markoviens. Tout
d’abord, de manière analogue au chapitre 4, on va déterminer un comportement d’échelle
vérifié par σ(s, n|s0) dans la limite s, n grands. Ce comportement d’échelle capture alors la
dépendance générale de σ, selon les différents paramètres s0, s et n. Le résultat obtenu sera
vérifié sur différents exemples de processus non markoviens, dont les mouvements browniens
fractionnaires évoqués dans le chapitre précédent. Ensuite, on s’attardera sur deux applica-
tions de ce résultat. Premièrement, on s’intéressera à l’efficacité d’une réaction catalytique
générique [Rosenstock, 1961], pour laquelle on peut dériver la probabilité qu’une particule
diffusante, ait réagi avec une cible distribuée selon une loi de Poisson dans un domaine avant
d’en sortir à un temps n. Nous verrons que cette probabilité de réaction est contrôlée de
manière critique par le temps de sortie n du domaine. En second lieu, on se penchera sur
l’importance de la distribution jointe, σ(s, n|s0), sur les propriétés de premier passage des
marches à renforcement [Amit et al., 1983 ; Pemantle, 2007]. Plus précisément, on montrera
que l’on peut déduire de la loi jointe le comportement exact aux temps longs de la distribu-
tion de premier passage de la marche SATW [Sapozhnikov, 1994] dont on avait déterminé
l’exposant de persistance en dimension 1 dans le chapitre 2.

∗1 Cette loi ne doit pas être confondue avec la distribution jointe du maximum et du temps pour atteindre
celui-ci, obtenue pour un mouvement brownien dans [Randon-Furling et al., 2007]
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Fig. VI.1 Définition de la loi jointe et ses applications. a Partant de x0, le marcheur
aléatoire (ici un mouvement brownien) atteint 0 pour la première fois au temps t, après
avoir exploré jusqu’à une distance x de l’origine. La loi jointe σ(x, t|x0) est la densité de
probabilité associée à ces deux évènements. b Considérons un chercheur aléatoire évoluant
dans un domaine inobservable (ici grisé) qui contient des cibles distribuées selon une loi de
Poisson de densité ρ. Ayant pour seule information le temps t de retour, il est possible de
déterminer la probabilité Pt de rencontrer l’une de ces cibles selon la variable adimensionnée
ρdwt.

VI.2.3 Comportement d’échelle de la loi jointe

Intéressons-nous au comportement de la loi jointe dans la limite n et s grands. On cherche
à déterminer un comportement d’échelle général vérifié par des processus symétriques quel-
conques. Puisque l’on s’intéresse à des limites de temps et d’espaces grands, on adoptera un
formalisme continu décrit par les variables x, x0 et t. Commençons par définir F0,x(t|x0) la
densité de probabilité d’atteindre 0 avant x pour la première fois à l’instant t. Puisque les
marcheurs ayant atteint 0 avant x ont nécessairement couvert un territoire de taille inférieure
à x, l’intégration de la loi jointe de x0 jusqu’à x est égale à F0,x(t|x0), ce qui conduit à

σ(x, t|x0) = DxF0,x(t|x0), (VI.3)

où Dx est l’opérateur différentiel selon x. Afin de déterminer le comportement d’échelle
de F0,x(t|x0) à partir de (VI.3), on propose de réadapter le raisonnement développé pour les
explorations compactes en présence d’une cible (chapitre 4) et dont des approches similaires
peuvent être retrouvées dans [Levernier et al., 2018 ; Majumdar, 2010]. Pour cela, rappelons
que le temps typique pour atteindre la position x est donné par Ttyp ∝ xdw (où dw est la
dimension de la marche). Pour des temps plus faibles que Ttyp, les marcheurs qui atteignent
x avant 0 ne contribuent pas à la probabilité F0,x(t|x0). Celle-ci se comporte donc comme la
densité de temps de premier passage F0(t|x0) avec une unique cible en 0.
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On suppose ensuite que F0(t|x0) présente une décroissance algébrique dans la limite des
temps longs, caractérisée par l’exposant de persistance θ du processus [Bray et al., 2013]

F0(t|x0) ∼ k(x0)t−(θ+1),

où k(x0) ∝ xdwθ0 pour x0 ≫ 1. De manière similaire, au chapitre précédent, les marcheurs
qui interagissent avec x et qui composent F0,x(t|x0) sont alors décrits par la variable Ttyp.

Autrement dit, on peut introduire une fonction de coupure différentiable g( t
Ttyp

), telle que
g(y) s’annule pour y grand et F0,x(t|x0) ∼ F0(t|x0)g( t

xdw
). En injectant ce comportement

dans (VI.3), on obtient alors le comportement d’échelle de la loi jointe attendu dans la limite
x → ∞, t → ∞ pour τ = t/xdw fixé

σ(x, t|x0) ∼ h(x0)
xdw(θ+1)+1 f(τ), (VI.4)

où h(x0) ∝ k(x0) ∝ xdwθ0 pour x0 ≫ 1, et f est une fonction normalisée (
∫∞

0 f(τ)dτ = 1)
qui dépend du processus. Prenons le temps de commenter ce résultat :

— Tout d’abord, l’intégration de l’équation (VI.4) selon la variable t permet d’obtenir
la distribution du maximum avant d’atteindre 0, notée µ0(x|x0) = h(x0)x−(dwθ+1).
Ensuite, relevons que ce résultat est en accord avec la prédiction émise dans [Majumdar,
2010] qui se concentre sur le comportement asymptotique de la probabilité de splitting
π0,x(x0), définie comme la probabilité d’atteindre x avant 0.

— D’autre part, il est possible de donner une interprétation physique simple de f(τ).
En reprenant la probabilité conditionnelle (VI.2), on obtient Gtm(t|x, x0) ∼ 1

xdw
f(τ).

Ainsi, f(τ) est la la distribution conditionnelle (VI.2) à x fixé, réexprimée selon la
variable τ . Cette dernière observation justifie l’indépendance de f selon x0.

— De plus, de manière analogue à la distribution de premier passage en confinement pour
des explorations compactes, les effets de vieillissement n’apparaissent pas explicitement
dans le comportement d’échelle de f . En revanche, ceux-ci peuvent altérer la valeur de
l’exposant de persistance comme ce qui a été largement examiné dans le chapitre 2.

— Enfin, notons que les marcheurs qui atteignent x avant 0 puis reviennent en 0 sont
nécessairement décrits par la variable Ttyp ∼ xdw . Ce résultat est obtenu avec un rai-
sonnement similaire à celui développé pour le cas des explorations compactes en confi-
nement dans le chapitre 4. Il s’étend donc sans difficulté aux modèles à renforcement∗2 .
On retrouve l’observation qualitative énoncée précédemment qui associe grand temps
et grand territoire visité, y compris en présence d’une cible absorbante.

∗
2 À l’exception des marches à renforcement attractif sous-diffusives qui présentent une décroissance de la

probabilité de survie plus forte que n’importe quelle loi de puissance.



VI.2 175

Fig. VI.2 A,B Loi conditionnelle selon la variable redimensionnée, τ = t/xdw , pour le
mouvement brownien de coefficient de diffusion 1

2 et la marche de Riemann d’exposant de
Lévy 3

2 . Chaque distribution est représentée pour une valeur fixée de s et converge pour
les grandes valeurs de n vers une fonction dépendante du processus, mais indépendante de
x0. C Convergence des distributions de la loi jointe σ(s, n|s0) prédit par (VI.4) D, E, F
convergence de la loi conditionnelle pour le Random Acceleration Process à partir de x0 = 1
et de deux mouvements browniens fractionnaires à partir de x0 = 1.

La relation (VI.4) est confirmée numériquement (figure VI.2) pour des exemples repré-
sentatifs, à la fois des processus markoviens (marches aléatoires simples∗3 et marches de
Riemann qui sont les équivalents des vols de Lévy en espace et temps discrets [Hughes,
1995]), et des processus non markoviens (mouvement brownien fractionnaire [Mandelbrot et
al., 1968] et un processus dérivé de l’intégration d’un mouvement brownien appelé Random
Acceleration Process [Bicout et al., 2000]∗4).

Un raisonnement similaire peut être mené afin d’obtenir la seconde distribution condi-
tionnelle définie dans (VI.1). On propose ici, de la déduire directement de (VI.4). À ce titre,
on modifie (VI.4) de la manière suivante :

σ(x, t|s0) ∼ h(x0)
tθ+1+1/dw

(
t

xdw

)1+θ+1/dw

f

(
t

xdw

)
.

En définissant maintenant g(u) = u−(dw(θ+1)+1)f(u−dw) et ϕ(u) = g(u)∫∞
0 g(x)dx

on obtient
alors

∗3 Notons que, dans le cas de marches aléatoires simples, f(τ) peut être déterminée explicitement ce qui
amène après plusieurs étapes de calcul à fBM (τ) = 2Dπ2∑∞

k=1 e
−(kπ)2Dτk2 [2(kπ)2Dτ − 3

]
[Klinger et al.,

2021a]. D’autre part cette distribution conditionnelle asymptotique est valable pour toute marche aléatoire
markovienne symétrique satisfaisant le théorème central limite.

∗4 Les définitions de ces processus et les détails des simulations peuvent être retrouvés en annexe H.4.
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σ(x, t|s0) ∼ h(x0)
tθ+1

[∫ ∞

0
g(u)du

] 1
t

1
dw

ϕ

(
x

t
1
dw

)
,

où ϕ est normalisée, ce qui permet d’en déduire la distribution conditionnelle attendue

Gsp(x|t, s0) ∼ 1
t

1
dw

ϕ

(
x

t
1
dw

)
,

où la densité de la variable dimensionnée χ = x/t1/dw peut être déduite de f selon

ϕ(χ) = χ−dw(θ+1)−1f(χ−dw)∫∞
0 u−dw(θ+1)−1f(u−dw)du

,

ce qui est vérifiée figure VI.3. On va ensuite examiner des applications directes de ces
propriétés.

Fig. VI.3 Loi conditionnelle réexprimée selon la variable redimensionnée χ = s/n
1
dw pour,

A, un mouvement brownien de coefficient de diffusion 1
2 , B, une marche de Riemann d’ex-

posant de Lévy 3
2 et, C, une marche de Riemann d’exposant de Lévy 1

2 . Chaque distribution
est tracée pour un nombre de pas fixé n et converge à grand s vers une fonction indépendante
de x0 mais qui reste dépendante du processus étudié. De même, la loi conditionnelle selon
la variable redimensionnée χ = x/t

1
dw pour un temps de premier passage t fixé converge à

grand x pour, D, un processus FBM (H = 0.75) et un RAP E.
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VI.2.4 Applications directes de la loi jointe

a) Problème conditionnel de Rosenstock

Les résultats ci-dessus fournissent une solution explicite à une version conditionnelle du
célèbre problème de Rosenstock [Hughes, 1995 ; Rosenstock, 1961] que l’on va définir briève-
ment. À cet égard, considérons une particule réactive diffusante (qui suit une loi d’évolution
potentiellement non-markovienne) qui entre dans un réacteur chimique 1d en x0, et ressort
en 0. Ce réacteur contient des sites catalytiques ponctuels, distribués selon une loi de Pois-
son de paramètre de densité ρ. Ces sites initialisent alors une réaction lorsque la particule
réactive les atteint (figure VI.1). Dès lors, l’efficacité de cette réaction catalytique, certes
schématique, peut être quantifiée par la probabilité, Pt, pour que connaissant le temps de
sortie t, la particule ait réagi avec un site catalytique avant de sortir du domaine. Cette
probabilité peut être aisément déduite de la loi jointe

Pt =
∫ ∞

0
(1 − e−ρx)Gsp(x|t, x0)dx.

Ainsi, la connaissance de σ(x, t|x0) et donc de Gsp permet une détermination explicite
de Pt. Par ailleurs, il est important de noter que le comportement d’échelle de Gsp obtenu
antérieurement, implique que la probabilité de réaction ne dépend que de la variable d’échelle
tρdw (pour t ≫ xdw0 ), ce qui caractérise la dépendance de Pt vis-à-vis du temps de sortie du
domaine (figure VI.1).

b) Importance de la loi jointe dans le cadre des marches à renforcement

D’autre part, la loi jointe a une importance toute particulière lorsque l’on considère les
modèles à renforcement. Qualitativement, puisque la dynamique de ces marches est notam-
ment contrôlée par le territoire visité antérieurement, une compréhension plus fine de celui-ci
a nécessairement une importance sur la détermination des différentes lois d’évolution de ces
marches.

L’exemple le plus évocateur reste celui de la marche SATW (self-attracting random walk)
que l’on a rencontré à de multiples reprises au cours de cette thèse. Comme nous l’avons vu
dans le chapitre 2, la connaissance simultanée de la position du marcheur et du territoire
visité à l’instant t permet de retrouver une loi d’évolution markovienne. Dans cette partie, on
se concentrera sur le cas 1d, pour lequel le marcheur effectue une marche symétrique simple
à l’intérieur du territoire visité et, a une probabilité β de découvrir un nouveau site lorsque
que celui-ci est au bord du territoire visité.

Puisque la dynamique de cette marche est complètement déterminée par le territoire vi-
sité, l’évaluation exacte de la distribution du temps de premier passage nécessite la connais-
sance de tous les instants auxquels les différents sites ont été découverts. Cependant, dans
le cas où s0 = 1 (la cible est en 0), il n’existe qu’un nombre fini de sites qui peuvent avoir
été visités avant la cible, et dont l’ordre de découverte est sans équivoque (à savoir J2, sK).
Cela nous permet d’écrire la loi jointe comme une convolution temporelle sur les découvertes
successives de ces différents sites.
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On redéfinit alors F0,s(n|s0) comme la probabilité d’atteindre s avant 0 pour la première
fois au pas n, sachant que les sites J1, s − 1K ont déjà été visités∗5 . La fonction génératrice
de σ(s, n|1) peut être alors déduite de F0,s(n|s0)

σ̃(s, ξ|1) = ξ

2

(
s∏

s′=3
F̃0,s′(ξ|s′ − 1)

)
F̃0,s+1(ξ|s).

Dès lors, la connaissance de F̃0,s(ξ|s0) permet d’obtenir une expression exacte de σ̃ (l’ap-
proche complète est détaillée en annexe K). Pour des valeurs élevées de s et n, tout en
conservant τ = n

s2 fixé, on obtient l’expression suivante de la loi jointe

σ(s, n|s0) = h(s0)s− 1−β
β

−3
fSATW (τ), (VI.5)

où h(1) = Γ(−2+2/β)
Γ(−1+1/β)

(1−β)
β et h(s0) ∝ s

1−β
β

0 pour des valeurs élevées de s∗6
0 . Enfin la distri-

bution conditionnelle de la marche SATW peut être définie via sa transformée de Laplace,
notée f̃SATW (p) qui prend une forme extrêmement simple

f̃SATW (p) =
∫ ∞

0
e−pufSATW (u)du =

( √
2p

sinh(
√

2p)

) 1
β

. (VI.6)

Notons que cette expression a été obtenue dans un autre contexte dans [Serlet, 2013].
La distribution de premier passage pour s0 = 1 peut être finalement déduite de σ(s, n|1) et
vérifie le comportement asymptotique suivant

F0(n|s0 = 1) ∼
n→∞

Γ( 2
β − 1)

Γ( 1
2β − 1

2)
2− 1+β

2β n
− 1−β

2β −1
. (VI.7)

Les détails conduisant à ce résultat peuvent être retrouvés en annexe K.5. Par ailleurs
les simulations sont en accord avec nos différentes prédictions (figure VI.4). Notons que la
décroissance selon n

− 1−β
2β −1 est en accord avec la valeur de l’exposant de persistance déter-

minée dans le chapitre 2∗7 .

Ensuite, prenons le temps de commenter le résultat obtenu pour la fonction condition-
nelle (VI.6). Celle-ci est exactement déterminée pour s0 = 1 mais l’analyse numérique de
fSATW (τ) souligne que le comportement de la fonction conditionnelle est indépendant de s0
pour s suffisamment grand (s ≫ s0).

Justifions brièvement ce constat. Tout d’abord, rappelons que f(τ), décrit la probabilité
conditionnelle que le marcheur, qui est allé jusqu’au site s, avant de découvrir la cible en 0,
a réalisé cet évènement en un temps n.

∗5 Plus précisément, le marcheur est en s0 à n = 0 et les sites J1, s− 1K ont déjà été visités.
∗6 Puisque la marche SATW est diffusive, dw = 2, et θ = 1−β

2β selon le chapitre 2, on observe bien que la
loi jointe vérifie le comportement d’échelle proposé dans (VI.4).

∗7 D’autre part, rappelons que l’approche menée dans le chapitre 2 reposait sur le comportement d’échelle
n/sdw de la fonction conditionnelle fSATW (t), qui peut être déduit de (VI.6).
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Puisque le marcheur doit nécessairement visiter s avant de revenir en 0, le temps néces-
saire pour découvrir les sites entre 0 et s0 est négligeable∗8 . Relevons que ce raisonnement ne
s’adapte pas pour la probabilité de splitting qui reste sensible à la position initiale y compris
dans la limite s ≫ 1. Cela ce traduit par la dépendance en h(x0) dans l’expression (VI.5)
qui n’est donc pas explicitement déterminée pour la marche SATW.

L’analyse de la loi jointe nous a permis de déterminer explicitement le préfacteur de la
marche SATW qui est un processus fortement non markovien. L’approche que l’on a déve-
loppée ne s’adapte pas directement aux autres modèles à renforcement. Néanmoins, on peut
relever que la détermination d’un comportement typique de F0,s(n|s0) à grands n, s pourrait
être suffisant afin d’en déduire des expressions génériques des probabilités conditionnelles f .

Dans cette première partie, on a introduit une nouvelle observable qui tient simultané-
ment compte du temps de premier passage vers une cible et du nombre de sites distincts
visités lorsque celle-ci est atteinte. On a observé que la dépendance de la distribution jointe
selon les variables spatiales et temporelles peut être capturée par une forme générale, qui
reste valable pour des processus de recherche non markoviens. Cette distribution jointe peut
avoir des applications dans diverses situations lorsque seulement une information partielle
- cinétique ou géométrique - sur les trajectoires est accessible. En outre, elle semble être
un outil technique utile qui peut, par exemple, permettre de déterminer les propriétés de
premier passage des modèles à renforcement.

Dans la suite, on va s’intéresser à une autre propriété commune du territoire visité, qui
semble partagée par de nombreux modèles de marches aléatoires.

VI.3 Asymétrie du territoire visité

La partie précédente nous a permis de déterminer la taille typique du territoire couvert
par le marcheur en présence d’une cible absorbante. Néanmoins, la question de la géométrie
et de la cinétique de ce territoire en l’absence d’une cible n’a pas encore été abordée dans
cette thèse. En dimension 1, la géométrie de celui-ci est simple et complètement caractérisée
par deux paramètres : le nombre de sites distincts visités N , et le centre du territoire visité
que l’on note xspan = (x+ + x−)/2 (où x+ et x− sont les deux extrémums atteints par le
marcheur).

∗8 Qualitativement, afin d’obtenir une modification sensible de f(τ), il faut considérer les trajectoires
typiques suivantes. Dans un premier temps, le marcheur découvre un territoire de l’ordre de s1 = O(s) < s.
Puis celui-ci revient proche de la cible et découvre des sites entre s0 et 0, sans pour autant l’atteindre. Puis
dans un second temps, le marcheur retourne découvrir les sites entre s1 et s, pour enfin revenir et atteindre la
cible en 0. Le retournement supplémentaire en s1 génère alors un temps supplémentaire de l’ordre de O(sdw )
qui n’est plus négligeable. Pourtant, de telles trajectoires ont un poids négligeable, puisque leurs probabilités
associées admettent un terme multiplicatif additionnel de l’ordre de O(s−1). De manière analogue, pour des
évènements de "retournement" qui surviennent à un nombre de sites visités s′ tels que s′ ≪ s, l’impact sur
le temps caractéristique pour atteindre s puis de revenir en 0 est aussi négligeable. Dès lors, f(τ) est bien
asymptotiquement indépendante de la distance initiale entre le marcheur et la cible s0.
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Fig. VI.4 A Loi conditionnelle de la variable redimensionnée τ , comparée à la prédiction
analytique donnée dans [Klinger et al., 2021a] (pour β = 1/4). On peut relever la convergence
pour des valeurs élevées de s. B Loi conditionnelle de la variable redimensionnée τ comparée
à l’inversion numérique de Laplace numérique (β = 0.3). Chaque distribution est tracée pour
une distance fixée s et converge à grands temps vers une fonction adimensionnée dépendante
de β. Il est important de noter que cette fonction est indépendante de s0. C Convergence
de la loi jointe selon l’échelle prédite par (VI.4) (β = 1

3). On note que la convergence est
indépendante de s et s0. D Probabilité de survie asymptotique pour un marcheur initialement
en s0 = 1 (β = 0.7). Celle-ci est comparée à la prédiction analytique (VI.7).

Une analyse dimensionnelle évidente suffit pour retrouver que le nombre moyen de sites
distincts visités croît asymptotiquement selon t1/dw . Ce comportement a été confirmé à de
maintes reprises dans la littérature, et ce, pour de nombreux exemples de processus de re-
cherche [Palleschi et al., 1989 ; Weiss, 1994 ; Weiss et al., 1986 ; Wiese, 2020]. D’autre part,
la position du centre du territoire visité a aussi été source de différents travaux. C’est cette
dernière observable que l’on va chercher à déterminer dans la suite.

Qualitativement, celle-ci quantifie l’asymétrie du territoire visité relativement à la posi-
tion initiale du marcheur, autrement dit : si le marcheur a découvert des sites majoritairement
dans une direction donnée ou, de manière très systématique, des deux côtés de la position
initiale (ici prise en 0). Notons que les travaux de [Lévy, 1940] abordent cette question sous
le prisme du temps passé par le marcheur dans l’un des demi-axes positifs. Puisque l’on
s’intéresse ici seulement à la géométrie du territoire visité, celui-ci est intimement lié aux
problèmes d’exploration et on cherchera à souligner cette connexion.
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Pour cela, on va dans un premier temps considérer l’exemple de la marche SATW. On
cherche à déterminer la position du centre du territoire visité xspan au moment où N sites
distincts ont été visités. Autrement dit, on cherche à déterminer la position de xspan à un
temps d’arrêt aléatoire, τ , défini comme le temps que met le marcheur à découvrir N sites
distincts. On montrera que la distribution asymptotique du centre du territoire visité xspan
est alors entièrement déterminée par l’exposant de persistance (ou de manière identique par
l’exposant de splitting)

p(xspan, N) = C

2N

(
1 −

[
xspan
2N

]2
)dwθ−1

avec C = Γ(dwθ + 1/2)√
πΓ(dwθ)

.

On discutera ensuite de la généralisation de ce résultat à différents processus de recherche.

Fig. VI.5 Illustration du territoire visité et des différentes notations. En dimension 1, la
position du centre du territoire visité, xspan, est donnée par la moyenne des deux extrémités
(x+ et x−). Ici, on s’intéresse à la position de xspan lorsque le territoire visité atteint la taille
N pour la première fois (le temps associé à la réalisation de cet évènement n’est pas considéré
dans notre étude).

VI.3.1 Distribution du centre du territoire visité pour le modèle SATW

On considère une marche aléatoire symétrique évoluant sur un réseau discret, dont on
cherche à caractériser la distribution du centre du territoire visité lorsque N(τ) sites distincts
ont été visités. Cela implique que x+ − x− = N(τ) − 1, et que le couple (x+, x−) est alors
entièrement déterminé par xspan(N) (figure VI.5){

x+ + x− = 2xspan
x+ − x− = N − 1

⇒
{
x+ = 2xspan+N−1

2
x− = 2xspan−N+1

2 .

Notons que l’on a ici simplifié la notation N(τ) en N . Les différentes réalisations de
xspan(N) surviennent à des temps différents, mais on ne tient pas compte de ces écarts,
ce qui diffère des travaux menés dans [Wiese, 2020]. Ensuite, on souhaite évaluer la pro-
babilité que le marcheur découvre le prochain site respectivement en x+ (x+ → x+ + 1)
ou en x− (x− → x− − 1). Ces deux évènements modifient la position du centre du ter-
ritoire visité de ±1/2. Ainsi, la position xspan peut être assimilée à une marche aléatoire
qui effectue des sauts de tailles 1/2 et dont les probabilités de transition sont données par
P (xspan = k + 1/2, N + 1|xspan = k,N) et P (xspan = k − 1/2, N + 1|xspan = k,N).
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Pour un processus quelconque, il est particulièrement difficile de déterminer ces pro-
babilités de transition, notamment pour des processus fortement non markoviens. Prenons
l’exemple d’une réalisation d’une trajectoire conduisant à (xspan = k,N) à un instant τ . Le
comportement du marcheur dans le futur de τ , et ce, jusqu’à la découverte du prochain site,
va dépendre de la trajectoire passée et notamment de τ . Lorsque l’on considère toutes les
réalisations de trajectoires conduisant à (xspan = k,N), il devient alors laborieux de déter-
miner explicitement ces probabilités de transition.

Pourtant, dans la limite asymptotique N grand, on propose que ces probabilités de tran-
sition puissent être évaluées très simplement. Pour cela, il est important de conditionner ces
probabilités selon le côté où a été découvert le dernier site visité. On définit deux états ±, se-
lon que le dernier site découvert se trouve respectivement du côté gauche (−) ou du côté droit
(+) du territoire visité. Ces deux états vont conditionner la probabilité que le marcheur dé-
couvre le prochain site du même côté que celui-ci, noté P (+, xspan = k+1/2, N+1|+, xspan =
k,N) (respectivement P (−, xspan = k− 1/2, N + 1|−, xspan = k,N)) ou avec une probabilité
complémentaire, bien plus faible, de changer de côté∗9 P (−, xspan = k−1/2, N+1|+, xspan =
k,N) (respectivement P (+, xspan = k + 1/2, N + 1|−, xspan = k,N)).

Dans la limite où N est suffisamment élevé, ces deux probabilités de transition et leurs
probabilités complémentaires présentent un comportement asymptotique qui déterminera
entièrement la distribution de xspan. Considérons dans un premier temps, le cas de la marche
SATW. Pour celle-ci, les probabilités de transition sont exactement connues et données par

P (±, xspan = k ± 1/2, N + 1|±, xspan = k,N) = 1 − 1 − β

2 + β(N − 3) .

Dans la limite asymptotique N ≫ 1, on obtient le comportement asymptotique des
différentes probabilités de transition{

P (+, xspan = k + 1/2, N + 1|+, xspan = k,N) ∼ 1 − ϕ
N

P (−, xspan = k − 1/2, N + 1|+, xspan = k,N) ∼ ϕ
N

où ϕ = 1−β
β = dwθ. Dans la limite continue, en définissant xspan = 2x et N = τ ,

l’évolution de x(τ) est assimilable à un processus dont la dynamique est déterminée par une
équation, communément appelée de télégraphe, dont le coefficient de transition dépend du
temps {

∂p+(x,τ)
∂τ = −v ∂p+(x,τ)

∂x − ϕ
τ (p+(x, τ) − p−(x, τ))

∂p−(x,τ)
∂τ = v ∂p−(x,τ)

∂x − ϕ
τ (p−(x, τ) − p+(x, τ))

avec v = 1.

En introduisant p = p+ + p− et j = p+ − p−, on obtient une équation différentielle du
second ordre vérifiée par p(x, τ) selon τ et x

∂2p(x, τ)
∂τ2 = v2∂

2p(x, τ)
∂x2 − 2ϕ

τ

∂p(x, τ)
∂τ

. (VI.8)

∗9 Notons que jusqu’alors, nous n’avons fait aucune hypothèse quant au comportement de ces probabilités
de transition. Remarquons simplement que la symétrie de la marche impose P (+, xspan = k + 1/2, N +
1|+, xspan = k,N) = P (−, xspan = −k − 1/2, N + 1|−, xspan = −k,N)
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Dans la limite τ grand, on cherche une solution invariante d’échelle f(z)
τ avec z = x/τ , tout

en conservant la condition de normalisation
∫ τ

−τ
f(x/τ)
τ dx = 1. On obtient alors la distribution

mentionnée précédemment

p(x, τ) = C

τ

(
1 −

[
x

τ

]2
)ϕ−1

avec C = Γ(ϕ+ 1/2)√
π Γ(ϕ) . (VI.9)

Notons que cette solution avait été obtenue dans un autre contexte [Barna et al., 2010].
Les différentes étapes conduisant à ce résultat peuvent être retrouvées en annexe L. Dressons
plusieurs remarques autour de ce résultat :

— Tout d’abord, relevons que ce résultat est obtenu dans la limite où xspan = O(N), et
(2xspan+N)/2 et (2xspan−N)/2 sont grands devant toutes les échelles caractéristiques
du processus.

— Ensuite, le second terme de l’équation (VI.8) admet un comportement divergeant
lorsque τ → 0, ce qui n’est pas représentatif des probabilités de transition lorsque
les premiers sites sont découverts. En effet, pour N ∼ O(1), le comportement asymp-
totique de P (−, xspan = k − 1/2, N + 1|+, xspan = k,N) n’est plus valide. Pourtant,
on soutient que la solution obtenue (où l’on a pris un dirac centrée en 0 comme condi-
tion initiale) reste valide. La stabilité de la solution (VI.8) selon des perturbations aux
temps courts reste à examiner. Relevons que la comparaison figure VI.6 des distribu-
tions simulées de la marche SATW et des prédictions théoriques reste concluante.

— Enfin, relevons que l’analyse de la distribution du centre du territoire visité a été
aussi examinée dans [Wiese, 2020] pour un mouvement brownien. Néanmoins, celle-ci
est déterminée selon le temps réel t, et non en fonction du nombre de sites distincts
visités, ce qui amène à des résultats différents.

VI.3.2 Extension pour des modèles de marches aléatoires symétriques

Les résultats obtenus pour la marche SATW semblent prometteurs, et on va désormais
discuter de sa généralisation à d’autres modèles de marches aléatoires symétriques. Tout
d’abord, remarquons que cette approche repose essentiellement sur le comportement asymp-
totique de la probabilité P (−, xspan = k − 1/2, N + 1|−, xspan = k,N). Pour une marche
SATW, cette probabilité est connue exactement mais on relève que son comportement asymp-
totique peut être déduit des propriétés de premier passage étudiées précédemment.

Pour cela, reprenons la probabilité dite de splitting, définie comme la probabilitéQ(−x0, x)
que le marcheur initialement en 0 atteigne le site x avant −x0. Dans la limite où x ≫ x0,
cette probabilité suit une décroissance algébrique (x0/x)ϕ, où ϕ est communément appelé
exposant de splitting. Dans le cas de la marche SATW, ϕ peut être déduit du chapitre 2, ce
qui conduit à ϕ = (1 − β)/β. Or, c’est cet exposant qui détermine le comportement asymp-
totique de P (+, xspan = k + 1/2, N + 1|+, xspan = k,N). En effet, dans le cas de la SATW,
il apparaît clairement que pour tout k

P (+, xspan = k + 1/2, N + 1|+, xspan = k,N) = Q(−1, N)
Q(−1, N − 1) ∼

N→∞
1 − ϕ

N
,
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Considérons désormais un marcheur quelconque, la relation P (+, xspan = k + 1/2, N +
1|+, xspan = k,N) = Q(−1,N)

Q(−1,N) n’est plus exactement vérifiée pour tout k. On conjecture que
pour de nombreux modèles le comportement asymptotique de P (+, xspan = k + 1/2, N +
1|+, xspan = k,N) reste déterminé par 1 − ϕ

N et cela indépendamment de k. Tout d’abord,
relevons que cette hypothèse est bien vérifiée par les processus markoviens. Ensuite, celle-ci
se justifie aisément pour k − N/2 = O(1) (|x−| ≪ N), puisque l’exposant de splitting reste
donné par ϕ pour x0 ≪ N (la découverte d’un nombre négligeable de sites entre −x0 et 0
ne modifie pas le comportement de P (+, xspan = k + 1/2, N + 1|+, xspan = k,N)). Notons
que ce dernier résultat peut être étendu aux processus continus en interpolant les positions
respectives de x+ et x− à l’entier le plus proche. Enfin, pour des marches présentant des
comportements persistants finis (comme par exemple une marche qui effectuerait des sauts
de taille 2), notons que notre approche peut être réadaptée en prenant un incrément lp tel
que N+ lp/2 et k+ lp/2 . Néanmoins, il reste à justifier le cas k−N/2 ∼ O(N) et tester cette
conjecture pour d’autres modèles de marches aléatoires, en particulier les processus dont les
incréments sont stationnaires. Ce travail reste à faire et l’identification de contre exemples
pourrait être aussi riche en perspectives.

Pour finir, remarquons que l’analyse du comportement d’échelle de (VI.4), dans le cadre
de la loi jointe, permet d’isoler une relation explicite entre θ et ϕ

θ = ϕ dw. (VI.10)
Notons que cette relation a été proposée pour des processus strictement invariants d’échelle

[Zoia et al., 2009]. Dès lors, l’analyse (VI.4) l’étend à des processus non strictement invariants
d’échelle. Ainsi, dans l’hypothèse où P (−, xspan = k − 1/2, N + 1|+, xspan = k,N) ∼ ϕ/N
indépendamment de k, la distribution de xspan(N) est entièrement déterminée par ϕ, et donc
d’après (VI.10) par l’exposant de persistance.

Ainsi, on a déterminé la position du territoire visité de la marche SATW en fonction de
nombre de sites distincts visités. Étonnamment, la distribution de celui-ci est entièrement
caractérisée par l’exposant de persistance et la généralisation de ce constat pour un grand
nombre de modèles de marches aléatoires semble prometteuse.

VI.4 Connexion entre temps de couverture et temps de premier
passage

Dans cette dernière partie, on va s’intéresser aux propriétés des processus d’exploration
exhaustifs au sens où ils nécessitent une exploration complète du domaine, et pas seulement
d’une unique cible à l’intérieur de celui-ci. Cette différence conduit à l’introduction d’une nou-
velle observable clé dans la quantification de ce type d’exploration. Celle-ci, communément
appelée temps de couverture, est définie comme le temps nécessaire à un marcheur aléatoire
pour visiter tous les sites d’un domaine donné (figure VI.7). Ces problèmes d’exploration
ont un large spectre d’applications qui va de l’étude des cellules du système immunitaire à
la recherche d’agents pathogènes [Heuzé et al., 2013], aux animaux en quête de nourriture
[Bénichou et al., 2011 ; Viswanathan et al., 2008] et à l’exploration de robots [Masson, 2013 ;
Vergassola et al., 2007 ; Zhang et al., 2015].
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Fig. VI.6 Distribution du centre du territoire visité pour le modèle SATW pour différentes
valeurs de ϕ = (1 − β)/β. Les courbes théoriques (lignes rouges pleines) prédites par (VI.9)
sont comparées aux distributions simulées en bleu. Pour les cas attractifs, β < 1/2, on
remarque que le maximum de la distribution est donné par la position initiale, contrairement
aux cas répulsifs, où les maximum sont atteints pour les valeurs extrêmes du rapport |x|/τ .
La transition, β = 1/2, pour laquelle la marche SATW est assimilable à une simple marche
symétrique, est donnée par une distribution uniforme.

Plus spécifiquement au cas des modèles à renforcement, le temps de couverture de la
marche TSAW dans des réseaux complexes a largement été étudié en vue d’une améliora-
tion significative des procédures d’algorithmes de recherche [Arruda et al., 2017 ; Avin et al.,
2008 ; Campos et al., 2021 ; Grassberger, 2017a ; Herrero, 2019 ; Meyer et al., 2021].

Dans un premier temps, on présentera les différents résultats qui ont été obtenus dans la
littérature en soulignant les propriétés sur lesquelles ils reposent. En particulier, on insistera
sur les connexions que le temps de couverture entretient avec les propriétés de premier pas-
sage. Puis, on développera une approche spécifique aux marches à renforcement qui tiendra
compte de leurs propriétés de vieillissement.

VI.4.1 Résultats connus pour les processus markoviens

Commençons par considérer l’exemple instructif des simples marches aléatoires symé-
triques qui a largement été examiné au cours de ces dernières années [Aldous, 1983 ; Grass-
berger, 2017a ; Yokoi et al., 1990]. En dimension 1, les résultats proposés dans [Yokoi et
al., 1990] ont permis d’obtenir le temps moyen de couverture, et ce, indépendamment de
la condition au bord du domaine. En dimension supérieure, le comportement dominant du
temps moyen de couverture a été initialement proposé dans [Aldous, 1983], puis vérifié nu-
mériquement [Nemirovsky et al., 1990]. Notons que le cas particulier de la dimension 2 a
été largement abordé dans [Aldous, 1983 ; Brummelhuis et al., 1992 ; Dembo et al., 2004]
où un premier préfacteur du comportement dominant du temps moyen de couverture a été
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Fig. VI.7 Schéma représentatif de l’observable du temps de couverture. Celui-ci est défini
comme le temps que met le marcheur à visiter l’intégralité des sites du volume. Le temps
moyen de couverture est donc le maximum des temps de premier passage associés aux diffé-
rents sites du volume.

déterminé analytiquement [Dembo et al., 2004], avant d’être affiné dans [Belius, 2013 ; Grass-
berger, 2017a]. Enfin, on peut mentionner les travaux singuliers [Brummelhuis et al., 1991,
1992] qui se concentrent sur la structure fractale des derniers sites visités.

Comparativement, relativement peu de travaux analytiques ont été menés dans le cadre
de marcheurs non markoviens, en raison de la complexité intrinsèque de ce type d’explora-
tion. La majorité des approches restent numériques, et proposent le plus souvent des études
comparatives de l’efficacité de divers marches à recouvrir différents types de réseaux eu-
clidiens et plus généralement fractals. Dans ce contexte, les modèles à renforcement, et en
particulier la marche TSAW, ont suscité un intérêt grandissant de par leur efficacité à cou-
vrir des réseaux en dimension 1, 2 et pour certains types de réseaux fractals [Avin et al.,
2008 ; Campos et al., 2021 ; Grassberger, 2017b]. Le temps moyen de couverture de la marche
TSAW en dimension 3, n’a pas, à notre connaissance, encore été déterminé. Ce constat est
lié aux propriétés diffusives de ce modèle en dimension 3 qui, a première vue, ne semblent
pas conduire à un comportement non trivial du temps de couverture. Pourtant, on va dans
la suite de notre analyse, démontrer que les propriétés de ces marches restent non triviales
et ce, au-delà de la dimension critique (dc = 2). L’analyse des fluctuations du nombre moyen
de visites de chaque site (chapitre 4 et annexe G.1) en est un parfait exemple.

Avant d’aborder le cas des marches à renforcement, on va rappeler les premiers résultats
fondamentaux pour notre étude qui ont été obtenus pour des processus non markoviens
[Chupeau et al., 2015].

VI.4.2 Distribution du temps de couverture et extension aux marcheurs non
markoviens

Jusqu’à présent, nous avons peu commenté les travaux qui concernent la distribution du
temps de couverture. Celle-ci a été largement examinée dans [Chupeau et al., 2015]. Cette
étude propose des résultats analytiques généraux vérifiés y compris pour des processus non
markoviens. Avant d’aborder le cas des marches à renforcement, on va reprendre l’analyse
développée dans [Chupeau et al., 2015], en soulignant les propriétés sur lesquelles on va se
reposer dans la suite.
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Tout d’abord, relevons que l’analyse du temps de couverture dans [Chupeau et al., 2015]
repose sur une propriété subtile mais fondamentale des explorations non compactes. Pour
celles-ci, les évènements de premier passage des différents sites du réseau peuvent être consi-
dérés comme indépendants∗10 . Remarquons que cet argument est aussi présent dans l’analyse
de la simple marche aléatoire symétrique [Belius, 2013] (en dimension supérieure ou égale à
3). Ce constat est d’une importance primordiale lorsque l’on considère le temps de couver-
ture. En effet, puisque l’on cherche à décrire le temps nécessaire pour découvrir le dernier
site, le temps de couverture est également le maximum des temps de premier passage de
tous les sites du domaine. Dès lors, si ces évènements sont indépendants et présentent une
décroissance plus rapide qu’une loi de puissance (ce qui est généralement le cas en confine-
ment), la distribution du temps de couverture est directement donnée par une loi de Gumbel
[Gumbel, 1958] dont la densité de probabilité est donnée par

fG(t) = e−z−e−z
.

Ce résultat a été confirmé numériquement pour des marches aléatoires simples [Chupeau
et al., 2015] et il s’étend naturellement à divers exemples de processus non markoviens qui
réalisent des explorations non compactes en dimension 3 (comme les vols et les marches
de Lévy introduits dans le chapitre 2, ou les processus intermittents∗11 vérifiés numérique-
ment dans [Chupeau et al., 2015]). Notons que cette étude repose sur l’hypothèse que les
distributions de premier passage sont exactement données par une fonction exponentielle
⟨T ⟩−1e−t/⟨T ⟩. Nous verrons que cette propriété est loin d’être anodine lorsque l’on considère
le comportement d’échelle du temps de couverture selon la taille du domaine (N sites). Or,
l’analyse de la distribution du temps de premier passage des marches à renforcement a révélé
que celle-ci présentait une forme qui n’était plus strictement exponentielle (lorsque la cible
est de taille comparable à celle du réseau, chapitre 4). Cet effet est corrélé à l’apparition
d’effets de vieillissement lorsqu’une partie macroscopique du domaine a déjà été visitée par
le marcheur. Or, c’est à ces échelles de temps que le dernier site est découvert par le mar-
cheur. Dès lors, on va devoir tenir compte du comportement asymptotique de la distribution
de premier passage à des échelles de temps comparables à celle du temps de couverture. Par
la suite, on se concentrera essentiellement sur les marches à renforcement qui réalisent des
explorations non compactes. Le cas marginal pourra être examiné dans de futurs travaux.

VI.4.3 Temps de couverture des marches à renforcement

a) Approche générale

Afin de déterminer la distribution du temps de couverture, on caractérisera, dans un pre-
mier temps, le comportement de la probabilité de survie associée à un unique site du réseau,
à l’échelle caractéristique du temps de couverture. Rappelons que l’on s’intéresse à la limite
des grands volumes pour laquelle la dépendance selon la position de départ reste marginale.

∗10 Cet argument est asymptotiquement valide pour des sites séparés par des distances suffisamment
élevées.

∗11 À chaque instant, le marcheur peut, effectuer un saut sur un des sites adjacents à un taux ρ, ou se
relocaliser sur n’importe quel site du domaine avec un taux λ.
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D’autre part, on considérera des conditions aux bords périodiques, ce qui rend le temps
de couverture indépendant de la position initiale r. Dès lors, on va chercher à déterminer la
distribution de la probabilité de survie moyennée sur l’ensemble des sites de départ∗12 .

Ensuite, remarquons que l’analyse menée dans le chapitre 4, n’a pas déterminé le com-
portement de la probabilité de survie à des échelles caractéristiques grandes devant celle du
FPT (dont le rapport diverge avec R). C’est le cas du temps typique de couverture noté
TC,Typ qui est généralement de l’ordre de TC,Typ ∝ lnδ(R)TTyp, où TTyp est le temps typique
de premier passage déterminé dans le chapitre 4 et δ > 0 [Belius, 2013 ; Chupeau et al.,
2015]. On va donc reprendre l’analyse des propriétés de premier passage en se concentrant
sur les deux exemples évocateurs de la marche SATW et TSAW.

b) Distribution exponentielle vieillie, exemple de la marche SATW

Commençons par examiner le cas de la marche SATW pour laquelle les effets de renforce-
ment ne dépendent pas du nombre de visites (pour ni(t) > 1). Pour celle-ci, on propose que
la probabilité de survie, associée à un unique site, reste exponentielle, y compris à l’échelle
caractéristique du temps de couverture. Motivons cette affirmation en rappelant qu’à l’échelle
du temps de couverture, le marcheur évolue principalement dans un territoire déjà visité∗13 .
Le comportement exponentiel de la probabilité de survie est vérifié numériquement figure
VI.8. Néanmoins, le marcheur a vieilli lors de son exploration, ce qui se traduit par une varia-
tion substantielle de son coefficient de diffusion effectif∗14 . Cet effet altère le comportement
asymptotique de la probabilité de survie qui prend la forme suivante

.

S(t) ∼
t∼TC,Typ

Sce
−t/⟨T ⟩ (VI.11)

où ⟨T ⟩ est le temps moyen de premier passage moyenné sur l’ensemble des sites de départ.
Contrairement aux modèles présentés dans [Chupeau et al., 2015], on observe que Sc ̸= 1
(Sc < 1 pour le cas répulsif et inversement Sc > 1 pour les marches SATW attractives
diffusives). Notons que la valeur de Sc dépend du temps caractéristique de couverture (qui
définit la limite à laquelle la distribution est évaluée). Définissons alors la cumulative de la
densité de probabilité du temps de couverture Qc(t) que l’on approxime dans la limite des
grands volumes par

Qc(t) =
∫ t

0
..

∫ t

0
P (FPT (x1), < t.., FPT (xN ) < t) dx1..dxN ∼

t∼TC,Typ
[1 − S(t)]N (VI.12)

où N = (R/2)d est le nombre de sites du volume.

∗12 Relevons que celle-ci reste, dans la limite des grands volumes, asymptotiquement équivalente à la
probabilité de survie pour R ≫ r ≫ 1.

∗13 Les sites non visités ayant un effet marginal sur les propriétés de premier passage, on propose que
celle-ci reste similaire à celle d’un mouvement brownien évoluant dans un volume confiné [Chupeau et al.,
2015]

∗14 On renvoie le lecteur au chapitre 4 où l’analyse des incréments de ces différents modèles est détaillée.
On a notamment montré que le coefficient de diffusion effectif des incréments dépendait du temps d’observation
T , pour T ≫ Rdw .
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Notons que l’on s’est déjà reposé sur l’approximation selon laquelle les évènements de
premier passage sont indépendants. Après le changement de variable τ = t/⟨T ⟩ et en injectant
le comportement proposé dans (VI.11), on obtient la forme suivante

Qc(t) ∼
[
1 − Sce

−t/⟨T ⟩
]N

= exp
[
Nln

(
1 − Sce

−t/⟨T ⟩
)]

∼ exp
(
−NSce−t/⟨T ⟩

)
= exp

[
exp

[
− t

⟨T ⟩
+ ln(N) + ln(Sc)

]]
.

On reconnaît la fonction cumulative d’une distribution de Gumbel selon la variable
τ = t−⟨T ⟩[ln(N)−ln(Sc)]

⟨T ⟩ . Dès lors, on retrouve une distribution similaire aux cas markoviens
mais dont le temps typique est diminué d’un second terme − ln(Sc). Ainsi, les effets de vieillis-
sement modifient légèrement le temps typique de couverture communément attendu pour les
processus markoviens. Relevons que le préfacteur Sc dépend des effets de vieillissement et
qu’il varie donc selon β∗15 . Enfin, notons que cet effet est sous-dominant comparé au terme
d’ordre ln(N). On va par la suite, considérer un exemple où les propriétés de vieillissement
modifient le comportement d’échelle du temps de couverture.

Fig. VI.8 Connexions entre propriétés de premier passage et temps de couverture pour la
marche SATW en dimension 3. Ici, β = 1.0 définit le poids, associé aux sites ayant déjà été
visités qui est proportionnel à e−β. a Comportement asymptotique de la queue de la proba-
bilité de survie associée à l’évènement de premier passage d’un unique site. La probabilité
de survie, tracée selon la variable normalisée t/⟨T ⟩ et multipliée par et/⟨T ⟩, présente une
légère dépendance temporelle (tracée pour r = 28, R = 50). Cette dépendance est inhérente
aux effets de vieillissement qui modifient le préfacteur, noté Sc, de la probabilité de survie
à l’échelle typique du temps de couverture. b Comportement asymptotique de la densité de
probabilité du temps de couverture. La mesure numérique de la distribution du temps de
couverture est tracée pour différents volumes. Celles-ci convergent vers la distribution de
Gumbel selon la variable d’échelle τ = t−⟨T ⟩[ln(N)−ln(Sc)]

⟨T ⟩ , où Sc est le préfacteur obtenu en
a (les valeurs mesurées sont ⟨T ⟩ ≈ 0.895N et Sc ≈ 0.85 pour β = 1.0). Ainsi, les effets de
vieillissement modifient légèrement les propriétés du temps de couverture.

∗15 On rappelle que l’on a choisi ici la notation selon laquelle β définit le poids associé aux sites ayant
déjà été visités, alors proportionnel à e−β
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Fig. VI.9 Connexions entre propriétés de premier passage et temps de couverture pour la
marche TSAW en dimension 3. a Comportement asymptotique de la queue la probabilité de
survie associée à l’évènement de premier passage d’un unique site du volume. La probabi-
lité de survie, tracée selon la variable normalisée t/⟨T ⟩ et multipliée par etδ/⟨T ⟩δ , converge
lentement vers un plateau Sc (ici tracée pour r = 56, R = 100 et δ ≈ 1.86 est déterminé
manuellement). Ainsi, la queue de la distribution de la probabilité de survie présente une
décroissance exponentielle étirée selon tδ/⟨T ⟩δ avec δ > 1. Ce comportement émerge à des
échelles de temps où la cible fait partie des derniers sites qui n’ont pas été visités par le
marcheur. b Comportement asymptotique de la densité de probabilité du temps de couver-
ture. La mesure numérique de cette distribution est tracée pour différents volumes. Celle-ci

converge vers la loi Gumbel selon la variable d’échelle τ = δ
t

⟨T ⟩ −ln(ScN)1/δ

ln(ScN)
1
δ

−1 où Sc le préfacteur

obtenu dans a (les valeurs mesurées sont ⟨T ⟩ ≈ 0.567N et Sc ≈ 16 pour β = 3.0). Notons
que dans la limite des grands volumes, la dépendance selon Sc devient négligeable comparée
au terme dominant ln(N).

c) Distribution exponentielle étirée, exemple de la marche TSAW

Considérons ensuite, le cas de la marche TSAW, pour laquelle le poids associé à chaque
site dépend du nombre de visites (∝ e−βni). L’analyse du chapitre 4 a révélé que cette
marche était asymptotiquement diffusive, y compris lorsque le volume est totalement cou-
vert. Pourtant, les fluctuations du nombre de visites de chacun des sites du réseau sont
asymptotiquement indépendantes du temps (les détails peuvent être retrouvés en annexe
G.1). Cet effet traduit la capacité de la marche à couvrir de manière extrêmement homogène
le territoire sur lequel le marcheur évolue. Or cette propriété est d’une importance cruciale
lorsque l’on considère le temps de couverture. En effet, on s’intéresse, ici, aux évènements
de premier passage∗16 rares, au sens où la cible est l’un des derniers sites visités du réseau.
Qualitativement, à l’échelle du temps typique de couverture le nombre moyen de visites de
chaque site diverge selon ln(N)1/δ avec δ > 1∗17 . Néanmoins, par définition la cible n’a pas
encore été visitée. Cette différence majeure entre le potentiel associé à la cible (et son environ-
nement local) et l’environnement global du territoire visité, se traduit par une modification
du comportement asymptotique de la probabilité de survie. L’analyse numérique de celle-ci
révèle qu’elle prend la forme d’une distribution exponentielle étirée e−tδ/⟨T ⟩δ (figure VI.9).
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Ce comportement contraste avec les résultats précédemment obtenus pour d’autres pro-
cessus non markoviens [Chupeau et al., 2015], pour lesquels la queue de la distribution de
premier passage était exponentielle. On va maintenant étudier l’impact de ce comportement
sur la distribution du temps de couverture. Pour cela, on reprend la cumulative (VI.12) selon
la variable t/⟨T ⟩. On va suivre une approche similaire aux méthodes détaillées dans [Ma-
jumdar et al., 2020] (initialement développées pour l’analyse d’évènements rares génériques

Qc(τ) ∼
[
1 − Sce

−τδ
]N

= exp
[
Nln

(
1 − Sce

−τδ
)]

= exp
(
exp

[
−τ δ + ln(ScN)

])
.

Afin de déterminer le comportement asymptotique de Qc(τ), on propose le changement
de variable suivant τ = aN + bNz où aN ≫ 1 et bNz ≪ aN ce qui sera vérifié apostériori

Qc(z) ∼ exp
(
exp

[
−(aN + bNz)δ + ln(ScN)

])
∼ exp

(
exp

[
−δ bN

a1−δ
N

z − aδN + ln(ScN)
])

.

Ainsi, en prenant aN = ln(N)
1
δ et bN = ln(N)

1
δ

−1

δ , on retrouve que la fonction cumulative

selon la variable τ = δ
t

⟨T ⟩ −ln(ScN)1/δ

ln(ScN)
1
δ

−1 converge vers une distribution de Gumbel ce qui est
vérifié figure VI.9. Dès lors, l’échelle typique du temps de couverture est désormais donnée
par ⟨T ⟩ ln(N)1/δ (δ ≈ 1.86 pour β = 3.0). Commentons les résultats obtenus :

— On a observé que le comportement du temps de couverture de la marche TSAW reste
non trivial au-delà de la dimension critique alors que le marcheur est asymptotiquement
diffusif. Cela souligne encore l’importance des effets de vieillissement sur les propriétés
d’exploration de ces marches. Ainsi, le caractère diffusif de ces modèles ne doit pas
être méjugé et des différences importantes avec les modèles markoviens apparaissent,
lorsqu’un nombre conséquent de sites a été visité.

— Ensuite, ce comportement est sûrement partagé par les autres modèles de marches à
renforcement pour lesquels le potentiel diverge avec le nombre de visites. Ainsi, une ex-
tension de ce travail sera nécessaire, en particulier, afin de déterminer le comportement
du temps de couverture des marches répulsives en loi de puissance (V (n(t) ∼ −βlog(t)).

— Pour finir, relevons que l’exposant δ peut varier selon le paramètre microscopique β.
De manière analogue, les préfacteurs Sc dépendent aussi de β. Jusqu’à présent, cette
analyse numérique reste principalement une illustration des propriétés non triviales du
temps de couverture induites par les effets de vieillissement. Ainsi, les valeurs mesurées
δ, Sc, ⟨T ⟩ sont pour l’instant numériques et restent donc approximatives. Une extension
naturelle de ces travaux consisterait à déterminer le comportement dominant exact
de ces différents modèles à partir du comportement asymptotique des propriétés de
premier passage.

∗16 Évènements que l’on rappelle, négligeables dans la limite des grands volumes, lorsque l’on considère
les échelles typiques du FPT.

∗17 Le temps typique du temps de couverture diverge généralement selon ⟨T ⟩ ln(N)1/δ. Puisque le temps
moyen de premier passage est linéaire selon le volume, on obtient un nombre moyen de visites sur chacun des
sites de l’ordre de ln(N)1/δ. Ensuite, la valeur de δ est mesurée numériquement (figure VI.9) et on s’attend
à ce qu’elle soit supérieure à 1 (δ = 1 pour la marche SATW).
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VI.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’évoquer différents observables connexes aux évènements de
premier passage. Pour cela, on s’est appuyé sur les différentes observations émises dans les
chapitres 2 et 4, afin d’exploiter les connexions entre les temps de premier passage et la
géométrie du territoire visité. Les résultats obtenus semblent particulièrement prometteurs
et les différentes analyses développées nécessitent d’être étendues dans des considérations
futures. On peut résumer ici les trois axes principaux qui ont été successivement abordés.

Tout d’abord, on s’est intéressé à la question du territoire visité à l’instant de premier
passage. On s’est penché sur la caractérisation jointe du territoire visité et de l’instant de
premier passage en dimension 1. Cette nouvelle observable, nommée loi jointe, permet de
retrouver les différentes propriétés usuellement considérées dans les problématiques de géo-
métrie du territoire visité mais aussi de premier passage. Nous avons vu que sa caractérisation
est nécessaire dans différentes applications qui nécessitent une compréhension plus fine du
territoire visité, le problème de Rosenstock conditionnel [Hughes, 1995 ; Rosenstock, 1961]
en est un parfait exemple. D’autre part, on a montré que cette observable vérifie un compor-
tement d’échelle asymptotique, entièrement déterminé par les exposants caractéristiques du
MSD et de la probabilité de survie. Ce résultat s’étend à de nombreux processus non mar-
koviens, non strictement invariants d’échelle dont les modèles à renforcement étudiés dans
cette thèse. Enfin, la loi jointe nous a permis de déterminer le préfacteur asymptotique de la
probabilité de survie dans le cas du modèle SATW. Une extension de cette approche pour
d’autres modèles à renforcement peut être envisagée.

Ensuite, on s’est intéressé à la forme du territoire visité en l’absence de cible, et en
particulier à la position du centre du territoire visité relativement à la position initiale du
marcheur. On a déterminé que la distribution associée, lorsque un nombre donné de sites dis-
tincts ont été visités, était entièrement déterminée par l’exposant de persistance. Ce résultat
a été obtenu pour les processus markoviens et pour la marche SATW, mais sa généralisation
à d’autres modèles semble possible.

Enfin, on s’est intéressé à un dernière observable, le temps de couverture. Nous avons
remarqué que celui-ci revêt un intérêt tout particulier lorsque l’on considère les modèles à ren-
forcement. En effet, les effets de vieillissement sont suffisants pour impacter le comportement
d’échelle du temps de couverture dont on a pu déterminer la distribution. Ainsi, ces marches
présentent des propriétés d’exploration particulièrement intéressantes, y compris au-delà de
la dimension critique, propriété peu commentée. Enfin, une extension de cette approche peut
être envisagée en dimension 2 pour les explorations marginalement compactes.



Conclusion

Quelles sont les différences entre la première réalisation d’un évènement et les réalisations
à venir de celui-ci ? Plus particulièrement, quel est le temps écoulé avant que cette première
réalisation ne survienne ? Les quantifications que mettent en jeu les réponses à ces questions
jouent un rôle important, et ce, dans de nombreux domaines de recherche que ce soit la
physique et les mathématiques appliquées, mais aussi l’économie, la biologie et la chimie. En
effet, il n’est pas rare qu’une étude d’un modèle ou d’une réalisation expérimentale dépende,
à un instant donné, d’un tel évènement de premier passage. De plus, l’étude des méthodes
d’exploration d’un milieu partiellement connu, dont le temps de premier passage est un élé-
ment essentiel, reste fondamentale dans la compréhension des mouvements réalisés par des
êtres vivants microscopiques et macroscopiques (repensez à votre "supermarché préféré" ou
à votre première fois dans un supermarché américain). Dès lors, le développement d’outils à
même de réaliser de telles quantifications est une nécessité.

Dans cette thèse, on s’est intéressé à la question plus spécifique du temps nécessaire à un
marcheur aléatoire pour que celui-ci trouve une cible pour la première fois dans un domaine
infini ou confiné.

Il convient de noter que ce cadre est plus restrictif que les exemples donnés précédem-
ment. Néanmoins, loin d’être une obstination de chercheur en manque d’équations fortes, il
reste fondamental. D’une part, parce que ce cadre descriptif reste judicieux dans l’étude de
nombreuses situations réelles (comme la recherche de séquences d’ADN, les temps de réaction
contrôlés par le transport de réactifs). Y compris dans des contextes plus complexes comme
des mouvements cellulaires et de bactéries où les résultats obtenus restent pertinents dans
la description de certaines propriétés observées. D’autre part, parce que ce cadre permet le
développement d’outils techniques et de méthodes de résolution importantes qui ont un large
spectre d’applications.

Cette thèse s’est donc essentiellement consacrée à l’extension des travaux de premier pas-
sage à une catégorie complexe de marches aléatoires dans laquelle les marcheurs interagissent
avec l’intégralité de la trajectoire passée. Cette dernière propriété en fait des processus for-
tement non markoviens, dont l’étude est réputée particulièrement difficile, puisque ceux-ci
ont une mémoire infinie de leur trajectoire passée.

En ce sens, il convient de noter que certains des résultats obtenus dans cette thèse ne
reposent pas sur une démonstration exacte, mais capturent avec précision les propriétés d’ex-
ploration spécifiques de ces marches.
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Enfin, ce travail, met en exergue la relation fondamentale qu’entretient le temps de pre-
mier passage avec les propriétés de vieillissement de ces marches (plus facilement mesurables
par un observateur externe) qui s’étend bien au-delà du cadre spécifique des modèles à ren-
forcement.

Le premier point sur lequel on a insisté concerne cette relation pour les processus diffusifs
en dimension 1. On a établi que pour un processus diffusif dont les effets de vieillissement
sont évanescents, l’exposant de persistance associé à la probabilité de survie en espace infini
est égal à 1/2. Inversement, pour un processus dont les effets de vieillissement perdurent à
toutes les échelles de temps, les propriétés de premier passage sont généralement non triviales
(un exposant de persistance diffèrent de 1/2 est attendu). Notre analyse est complétée par
la détermination de plusieurs exposants de persistance de processus non markoviens, dont
celui de la marche self-attracting random walk (SATW) qui est un modèle incontournable
des marches à renforcement. Les perspectives de cette analyse en dimension supérieure ou
égale à 2 ont été évoquées en fin de chapitre.

Ensuite, on a entamé une analyse exhaustive des modèles à renforcement pour lesquels
les interactions du marcheur avec sa trajectoire passée restent locales. On a cherché à ca-
ractériser conjointement, pour ces différentes marches, les propriétés de vieillissement et de
premier passage, avec ou en l’absence de confinement.

Tout d’abord, on s’est intéressé aux modèles attractifs pour lesquels les sites les plus vi-
sités antérieurement sont préférés par le marcheur. On a établi que ceux-ci se répartissaient
selon trois catégories.

La première identifiée dans la littérature mathématique concerne les marcheurs dont les
effets de renforcement sont suffisamment forts, tant et si bien que ceux-ci conduisent le mar-
cheur à se piéger dans sa propre trajectoire où il ne visitera qu’un nombre fini de sites du
réseau. Afin d’identifier les propriétés qui conduisent à ce comportement, on a développé une
approche qui fournit un argument (mathématiquement non rigoureux) permettant d’unifier
les résultats mathématiques établis au cas par cas, et donc d’apporter un critère plus gé-
néral. La seconde catégorie concerne les processus attractifs dont les effets de renforcement
conduisent à un comportement asymptotiquement sous-diffusif du marcheur. On a montré
que les modèles qui vérifient ce comportement (modèles pour la plupart encore peu étudiés)
présentent des propriétés de vieillissement similaires. L’analyse de ces propriétés de vieillisse-
ment, nous a permis de déterminer que ces marches présentaient une distribution de premier
passage dont la décroissance asymptotique était plus forte qu’une loi de puissance en espace
infini. L’analyse du comportement en confinement est alors triviale dans la limite des grands
volumes. Enfin, la dernière catégorie concerne les marcheurs qui restent asymptotiquement
diffusifs et possèdent des propriétés similaires aux marches répulsives.

Pour finir, on a relevé l’importance des effets de renforcement dans l’analyse de trajec-
toires cellulaires réelles. Ces effets confèrent des propriétés de vieillissement aux trajectoires
cellulaires, dont les conséquences peuvent être cruciales, bien que généralement négligées
dans les expériences de migration cellulaire.
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Une seconde étape a consisté à caractériser le comportement des marches répulsives en
confinement. Pour cela, on a généralisé les résultats précédemment obtenus pour les processus
strictement invariants d’échelle. Ces résultats s’appliquent aux trois catégories d’exploration
communément définies dans la littérature : compactes, non compactes et marginalement
compactes. Pour chacune de ces catégories, on a caractérisé les propriétés de vieillissement
de ces modèles en espace infini et confiné, afin d’en déduire les propriétés de premier passage
en confinement. On a alors établi la dépendance de la distribution de premier passage selon
les différents paramètres géométriques (taille du volume confinant, taille de la cible et dis-
tance initiale du marcheur à la cible). De manière analogue, on a déterminé la dépendance
de la distribution de premier passage selon ces mêmes paramètres pour des conditions ini-
tiales vieillies, au sens où le marcheur évolue dans un milieu qui a déjà été visité au préalable.

Pour les distributions non compactes, on retrouve que la distance initiale à la cible joue
un rôle mineur. Les effets de vieillissement ne modifient pas le temps caractéristique de la dis-
tribution du temps de premier passage en confinement, mais altèrent la forme de celle-ci. Ce
résultat contraste avec les explorations compactes pour lesquelles des temps caractéristiques
variables selon les modèles ont été obtenus. La position initiale reste alors un paramètre im-
portant qui influe sur le comportement d’échelle asymptotique de la distribution. En outre, le
comportement d’échelle de celle-ci dépend fortement des conditions initiales vieillies. Enfin,
notre approche a été étendue à des exemples de processus non markoviens pour lesquels le
marcheur interagit avec l’historique complet de la trajectoire de manière non locale. Cette
dernière généralisation permet d’étendre notre approche à des processus non strictement in-
variants d’échelle, dont les effets de vieillissement diffèrent des comportements couramment
observés dans la littérature des marches aléatoires.

Un autre axe de recherche a ensuite été abordé. On s’est intéressé à l’étude des propriétés
de premier passage d’un processus dont l’évolution suit une équation de Langevin générali-
sée (GLE) en présence d’un potentiel harmonique. Cette équation émerge naturellement de
l’étude de modèles de polymères, et plus généralement de particules interagissant avec un
nombre infini de degrés de liberté internes. Ces multiples interactions conduisent à un com-
portement complexe qui présente des effets de mémoire infinis (au sens d’une décroissance
algébrique des fonctions de corrélation). On a alors réadapté les travaux menés en l’absence
de potentiel harmonique afin d’exhiber une relation exacte vérifiée par le temps moyen de
premier passage. À l’aide d’hypothèses essentielles, dont la pertinence a été commentée, on
a pu prédire avec une remarquable précision les valeurs du temps moyen de premier passage
de différents processus vérifiant une équation GLE. La précision de ces résultats contraste
fortement avec ceux obtenus par les méthodes de résolution usuelles qui conduisent le plus
souvent à un temps moyen infini. Cela souligne l’importance du caractère hors d’équilibre de
l’évènement de premier passage dont les effets de mémoire associés peuvent être infinis (on
a notamment observé une décroissance algébrique des corrélations induites spécifiquement
par le FPT). Enfin, nous avons établi que notre approche restait exacte perturbativement à
l’ordre 1 autour du processus d’Ornstein Uhlenbeck.
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Le dernier chapitre se concentre sur les liens qu’entretiennent les propriétés de premier
passage avec d’autres observables caractéristiques de l’étude des propriétés d’exploration des
marches aléatoires. Dans un premier temps, on a défini une nouvelle observable qui caracté-
rise la statistique jointe de l’instant de premier passage et du territoire visité à l’instant où
celui-ci survient. On a alors établi une relation d’échelle universelle vérifiée par cette loi (dans
la limite des grands temps et grandes distances) qui a été vérifiée sur plusieurs processus
markoviens et non markoviens. En outre, on a montré que cette observable s’avère pertinente
lorsqu’une information partielle sur la trajectoire est connue. D’autre part, celle-ci semble
être un outil technique judicieux dans l’étude des marches à renforcement et notamment du
modèle SATW. Puis, on s’est intéressé à la position relative du centre du territoire visité en
fonction de la position initiale du marcheur. On a déterminé la distribution de celui-ci pour
la marche SATW, et la généralisation de ce résultat semble prometteuse. Pour finir, on s’est
intéressé aux propriétés du temps de couverture (défini comme le temps requis au marcheur
afin de visiter l’intégralité des sites du volume) des marches à renforcement. Pour le cas des
explorations non compactes, on a déterminé la distribution asymptotique du temps de cou-
verture, en soulignant l’importance des connexions qu’elle entretient avec le comportement
de la distribution de premier passage à une cible. En particulier, on a démontré que les effets
de vieillissement observés en confinement entraînent un comportement non trivial du temps
de couverture observé pour les modèles à renforcement en dimension supérieure ou égale à
3.

Ces différents résultats présentent une première analyse approfondie de l’étude des pro-
priétés de premier passage et de vieillissement des marches à renforcement. En outre, ceux-ci
avancent plusieurs extensions qui émergent naturellement des propriétés intrinsèques de ces
marches, et les perspectives qu’elles impliquent ont été évoquées à plusieurs reprises. Énu-
mérons certains points fondamentaux qui restent importants à éclaircir.

Les exposants de persistance en espace infini de la plupart de ces modèles en dimension
1 ne sont pas déterminés analytiquement. Ensuite, les formes des distributions de premier
passage en confinement ne sont pas connues exactement, et leur comportement à des échelles
de temps telles que celle du temps de couverture reste à déterminer. De même, l’analyse des
explorations marginalement compactes a souligné l’existence de nombreux exposants non
triviaux dont la compréhension et la caractérisation précise restent à faire. On peut aussi
relever que dans le cas des marches attractives, les valeurs des transitions entre le comporte-
ment sous-diffusif vieillissant et diffusif asymptotiquement stationnaire ne sont pas connues,
y compris pour le modèle SATW. Une analyse de celles-ci comme de la dépendance qu’elles
entretiennent avec le comportement du potentiel à un petit nombre de visites reste à faire.

De plus, l’analyse des fluctuations du nombre de visites de chaque site révèle que ces
marches couvrent de manière très homogène les milieux dans lesquels elles évoluent, y com-
pris lorsqu’elles réalisent un comportement diffusif. Un approfondissement de cette dernière
propriété semble prometteur. Plus généralement, l’analyse des propriétés de premier passage,
de vieillissement et du temps de couverture de ces marcheurs dans des géométries fractales
seront sources de futurs travaux.
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Pour finir, ce travail a souligné que le territoire visité par les marcheurs à renforcement
pouvait prendre de multiples formes, de la boule homogène compacte à celles couramment
obtenues par des modèles de marches symétriques markoviennes classiques. Afin de per-
mettre la génération de formes différentes, il serait intéressant d’étudier un marcheur qui,
par exemple, alternerait successivement entre un comportement attractif ou répulsif. Ces
changements d’état du marcheur pourraient être paramétrés afin d’optimiser son explora-
tion du territoire dans lequel il évolue. L’exemple des fourmis, capables de réaliser différents
comportements d’exploration, reste évocateur. Cette perspective évoque naturellement celle
de l’étude des effets collectifs de multiples marcheurs attractifs ou répulsifs, ouvrant ainsi dif-
férents questionnements tels que : Peut-on voir apparaître un comportement collectif induit
par les effets de renforcement, et ce, sous quelles conditions ? Par exemple, un effet persistant
couplé à un effet de renforcement, peut-il mener à l’émergence d’un mouvement collectif ?
Par ailleurs, l’étude des effets de renforcement et de leur importance dans les propriétés des
trajectoires réelles, réalisées par des cellules ou des insectes, n’en est qu’aux prémices ; et
l’on espère que ce travail en a souligné l’intérêt. Enfin, l’étude des modèles dont les effets de
renforcement seraient non locaux est un vaste sujet d’autant que les propriétés de transport
et d’exploration de ces marches restent largement inexplorées. Tant de sujets passionnants
dont ce travail n’est qu’un aperçu.
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A – Tableaux récapitulatifs des
propriétés des marches à renforcement
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Table A.1 Propriétés de vieillissement et de premier passage en espace infini
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Table A.2 Comparaison des propriétés de vieillissement en espace confiné ou infini

Processus df Paramètres Vieillissement en espace infini Vieillissement en espace confiné

SATW répulsiveg
1 β ∈ [1/2, 1[

Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds2
h > 0

3 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct

SATW attractive

1 β ∈]0, 1/2] Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T
Stationnaire avec Ds

2
h < hc < 0 Coupure selon t/T aux temps courts avec α = −1/3
0 > h > hc Inconnu Dc ̸= Ds où Dc = Ds

3
h < hc < 0 Coupure selon t/T aux temps courts avec α = −1/2 Stationnaire avec Ds

0 > h > hc Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct

ERW 1,2,3
β ∈]0, 1/2]

Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T
Stationnaire avec Dsβ ∈]1/2, 3/4[

β ∈]3/4, 1[ Coupure selon t/T aux temps courts avec α = 4β − 3

TSAW
1

β > 0
Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds

2 Vieillissement transient Marginalement diffusive
3 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct

SESRW
1

β > 0, k ∈]0, 1[
Coupure selon t/T aux temps courts avec α = k

2+k
Stationnaire avec Ds

2 Diffusif aux temps courts T ≫ t Stationnaire avec Ds

3 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct
Monkey walk q > 2 1,2,3 q > 2 Stationnaire Stationnaire avec DL

Monkey walk q < 2 1,2,3 2 > q > 1 Loi de puissance selon T avec αN Loi de puissance selon T avec αN
Persistent 1 β > 0 Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds

TSAW et SESRW attractive 1,2,3 β < 0 Piégée Piégée

PSRW
1

β > 0, k > 0
Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds

2 Diffusive Inconnu
3 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct

Loi de puissance attractive 1,2,3
k ≤ −1 Piégée Piégée

−1 < k < kc ≈ −1/2 Croissance extrêmement lente Inconnu
kc ≈ −1/2 < k < 0 Coupure selon t/T , diffusif aux temps courts Stationnaire avec Ds

Marche asymptotiquement libre
1

V (t) = ln(A + βt−k)
Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds2

3 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct

Table A.3 Explorations non compactes
Processus df Paramètres Vieillissement en espace infini Vieillissement en espace confiné Exposant de transience Exposant de transience

après vieillissement en confinement
SATW répulsiveg 3 h > 0 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψc = ψ
SATW attractive 3 0 > h > hc Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψc = ψ

ERW 3 β ∈]0, 1/2]
Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds

ψ = df − dw ψc = ψ
β ∈]1/2, 3/4[ ψ = df − dw ψc = df − dw
β ∈]3/4, 1[ Coupure selon t/T aux temps courts avec α = 4β − 3 ψ = df − dw ψc = df − dw + α

TSAW 3 β > 0 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψc = ψ
SESRW 1 β > 0, k ∈]0, 1[ Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψc = ψ

Monkey walk q > 2 1 q > 2 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion identique ψ = df − dw ψc = ψ

Monkey walk q < 2 3 2
β−1

< df Loi de puissance T avec αN Loi de puissance selon T avec α ψ = f(k, β) ψc = ψ

PSRW 3 β > 0, k > 0 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψ = ψc
Marche asymptotiquement libre 1 V (t) = ln(A + βt−k) Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion distinct ψ = df − dw ψ = ψc

Table A.4 Explorations compactes
Processus df Paramètres Vieillissement en espace infini Vieillissement en espace confiné T >> t Exposant de persistance θc avec T ≫ t

SATW répulsiveg 1 β ∈ [1/2, 1[ Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β) θc = 1/2

SATW attractive 1 β ∈]0, 1/2] Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β) θc = 1/2
2 h < hc < 0 Inconnu Dc ̸= Ds oùDc = Ds Inconnu Marginale

0 > h > hc Coupure selon t/T aux temps courts avec α = −1/3 Stationnaire avec Ds
θ = ∞ Marginale

3 h < hc < 0 Coupure selon t/T aux temps courts avec α = −1/2 θ = ∞ Transiente ψ = df − dw

ERW 1 β ∈]0, 1/2]
Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β) θc = 1/2β ∈]1/2, 3/4[

TSAW 1 β > 0 Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = 1 − df/dw(exception) θ = θc(exception)
SESRW 1 β > 0, k ∈]0, 1[ Coupure selon t/T aux temps courts avec α = k

2+k
Stationnaire avec Ds and avec α = k

2+k
θ = f(β, k) θc = 1/2

Monkey walk q > 2 1 q > 2 Stationnaire Stationnaire avec un coefficient de diffusion identique θ = 1 − df/dw θ = θc
Monkey walk q < 2 1,2,3 2

β−1
> df Loi de puissance selon T avec αN Loi de puissance selon T avec αN θ = f(β, k) θc = f(β, k)

Persistent 1 β > 0 Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β, k) exception Transiente
PSRW 1 β > 0, k > 0 Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β) θc = 1/2

Loi de puissance attractive 1,2,3 k ≤ −1 Piégée Piégée θ non défini θ non défini
−1 < k < kc ≈ −1/2 Croissance extrêmement lente Inconnu θ = ∞ θc = ∞
kc ≈ −1/2 < k < 0 Coupure selon t/T , diffusif aux temps courts Stationnaire avec Ds θ = ∞ θc = 1/2

Marche asymptotiquement libre 1 V (t) = ln(A + βt−k) Deux préfacteurs distincts aux temps courts et aux temps longs décrits par t/T Stationnaire avec Ds θ = f(β) θc = 1/2
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B – Exposant de persistance de la
marche SATW en dimension 1

B.1 Comportement d’échelle de la borne inférieure Ps(N)
On cherche, ici, à déterminer pour la marche SATW 1D le comportement asymptotique

de la probabilité, notée Ps(N), que l’ensemble des sites visités soit donné par Dt = [x0, x0 +
N − 1]. Autrement dit, Ps(N) est la probabilité que les N premiers sites visités aient été
découverts à partir du même bord du territoire visité noté x+. On définit p+(n,N) comme
la probabilité de splitting classique qu’un marcheur, qui commence au site n + x0, atteigne
le site N + x0 avant de toucher le site x0 − 1. Il est alors clair que Ps(N) vérifie la relation
de récurrence suivante

Ps(N + 1) = p+(N − 1, N)Ps(N). (B.1)

L’observation centrale sous-entendue par (B.1) est que connaissant la taille réelle de Dt,
l’excursion future à l’intérieur du territoire visité est indépendante du passé. À l’exception
des bords du territoire visité, le marcheur effectue une marche aléatoire classique symétrique.
Ainsi, pour 0 < n < N on obtient

p+(n,N) = 1
2p+(n+ 1, N) + 1

2p+(n− 1, N). (B.2)

La solution de (B.2) est donnée par

p+(n) = λ+ µn, (B.3)

où λ et µ peuvent être déduits des conditions aux bords{
p+(0, N) = (1 − β) p+(1, N)
p+(N − 1, N) = β + (1 − β) p+(N − 2, N).

Ce qui amène à λ = 1−β
2+β(N−3)

µ = β
2+β(N−3) .

(B.4)

La combinaison de (B.3) avec (B.4) et (B.1) amène à la relation de récurrence exacte
donnée dans le texte principal
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Ps(N + 1) =
(

1 − 1 − β

2 + β(N − 3)

)
Ps(N). (B.5)

Remarquons que cette relation est également valable pour N = 1. Le comportement
d’échelle de la série harmonique conduit à la forme asymptotique donnée dans le texte prin-
cipal pour N → ∞

Ps(N + 1) = 2−1 exp
(

N∑
i=1

ln
(

1 − 1 − β

2 + β(i− 3)

))
∼

N→∞
A0N

− 1−β
β ,

où A0 est une constante.

B.2 Relation de récurrence pour les événements Ps et Pt
On définit Ps(N,M) comme la probabilité que M −N − 1 sites aient été visités succes-

sivement du même côté alors que le marcheur commence dans un domaine visité de taille
N + 1. De manière similaire à (B.1), on peut écrire une relation de récurrence vérifiée pour
Ps(N,M).

Ps(N,M + 1) =
(

1 − 1 − β

2 + β(M − 3)

)
Ps(N,M). (B.6)

En utilisant encore une fois le comportement asymptotique de la série harmonique pour
N → ∞, on obtient finalement de (B.6)

Ps(N,M) = exp

−1 − β

β

M−1∑
i=N+1

1
j

+
M−1∑
i=N+1

O( 1
j2 )

 ∼
N→∞

N
1−β
β

M
1−β
β

.

En définissant Pt(N) comme la probabilité qu’un changement de côté se produise lorsque
le nombre de sites distincts visités est de N , on remarque que Pt(N) est directement donnée
par l’équation de splitting de (B.5), ce qui amène à

Pt(N) = 1 − β

2 + β(N − 3) ∼
N→∞

1 − β

βN
. (B.7)

B.3 Comportement d’échelle de la borne supérieure

On rappelle que pour l’obtention de la borne supérieure de S(N), on cherche à majorer
les termes obtenus après la partition selon les changements de côtés {a1, ...ak}

P ({a1, ...ak}) = AK

(
1 +O( 1

a1
)
)
N

− 1−β
β (a1a2 × ..× ak)−1,

où on a défini la constante AK = 2−1Ao(1−β
β )k. Pour obtenir P (N, k), il faut alors sommer

sur toutes les séquences {a1, ...ak}. Dans la limite N → ∞, les sommes sont approximées par
des intégrales. De plus, on doit tenir compte du fait que la cible n’a pas été visitée.
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À cause de cette contrainte, le marcheur ne peut pas visiter plus de x0 sites du côté (noté
−) de la cible ; cela va restreindre les domaines d’intégration des variables ai et conduire à
une borne supérieure de P (N, k), et donc de la probabilité de survie. En pratique, quatre
cas doivent être analysés en fonction de la direction du premier pas (noté ±) et de la parité
de k.

B.3.1 Comportement de P−(N, 2p)
En additionnant toutes les séquences {a1, .., ak} qui satisfont la contrainte de ne pas

visiter la cible, on obtient

P−(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ x0

1

∫ N

a1

∫ min(x0+a2,N)

a2

∫ N

a3
..

∫ min(x0+a2p−2,N)

a2p−2

∫ N

N−x0

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p∏

i=1
ai

)−1
da1..da2p.

Remarquons que la borne inférieure de la dernière intégrale est donnée par N−x0 puisque
après le dernier changement de côté, le marcheur ne peut découvrir plus de x0 sites successifs
sans avoir traversé la cible. Cela limite la plage d’intégration de la variable a2p. Pour obtenir
une borne supérieure suffisante pour P−(N, 2p), il est en fait possible de relâcher toutes les
contraintes sur les variables ai pour i ≤ 2p− 1, ce qui conduit à

P−(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ N

1

∫ N

1
..

∫ N

1

∫ N

N−x0

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p∏

i=1
ai

)−1
da1da2..da2p. (B.8)

Toutes les intégrales sont maintenant découplées, ce qui amène à

P−(N, 2p) < A2p(1 + o(1))

N
1−β
β

ln
(

N

N − x0

)
ln(N)2p−1, (B.9)

à partir de laquelle on en déduit finalement la limite supérieure

P−(N, 2p) = O(N− 1−β
β ) (B.10)

B.3.2 Comportement de P+(N, 2p)
En sommant toutes les séquences {a1, ...ak} qui satisfont la contrainte selon laquelle la

cible n’a pas encore été atteinte, on obtient dans ce cas

P+(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ N

1

∫ min(a1+x0,N)

a1

∫ N

a2
..

∫ N

a2p−2

∫ min(a2p−1+x0,N)

a2p−1

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p∏

i=1
ai

)−1
da1da2..da2p.
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On relaxe ensuite les conditions de minimum dans les limites supérieures des intégrales
pour obtenir

P+(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ 1

1/N

∫ a1+x0/N

a1

∫ 1

a2
..

∫ 1

a2p−2

∫ a2p−1+x0/N

a2p−1

(
1 +O(N−1a−1

1 )
)( 2p∏

i=1
ai

)−1
da1da2..da2p.

(B.11)

On traite ensuite itérativement les intégrales deux par deux en utilisant (pour p > 1)∫ 1

a2p−2

∫ a2p−1+x0/N

a2p−1

1
a2p−1a2p

da2p−1da2p <

∫ 1

a2p−2

x0
Na2

2p−1
da2p−1 <

x0
Na2p−2

.

En appliquant ces étapes à l’équation (B.11), on obtient

P+(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ 1

1/N

∫ a1+x0/N

a1

∫ 1

a2
..

∫ 1

a2p−4

∫ a2p−3+x0/N

a2p−3

(
1 +O(N−1a−1

1 )
)( 2p−3∏

i=1
ai

)−1 x0
Na2

2p−2
da1..da2p−2.

En itérant ces étapes, on obtient finalement

P+(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ 1

1/N

1 +O( 1
Na1

)
p− 1!

xp0
Npap+1

1
da1,

qui satisfait

P+(N, 2p) < A2p

N
1−β
β

∫ N

1

1 +O( 1
a1

)
p− 1!

xp0
ap+1

1
da1 = O(N− 1−β

β ).

À noter que le terme p = 0 est exactement la borne inférieure Ps(N) dont l’échelle est
donnée par (B.5).

B.3.3 Comportement de P+(N, 2p+ 1)
On reproduit les étapes décrites ci-dessus et on obtient alors

P+(N, 2p+ 1) < A2p+1

N
1−β
β

∫ N

1

∫ min(a1+x0,N)

a1
..

∫ min(a2p−1+x0,N)

a2p−1

∫ N

N−x0

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p+1∏

i=1
ai

)−1
da1..da2p+1.
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De même que pour (B.8), la limite inférieure de la dernière intégrale est donnée par
N−x0. En appliquant les mêmes étapes (B.9) et (B.10), on obtient le comportement d’échelle
attendu

P+(N, 2p+ 1) = O(N
1−β
β ).

B.3.4 Comportement de P−(N, 2p+ 1)

On reproduit les étapes décrites ci-dessus et on obtient

P−(N, 2p+ 1) < A2p+1

N
1−β
β

∫ x0

1

∫ N

a1

∫ min(a2+x0,N)

a2
..

∫ N

a2p−1

∫ min(a2p+x0,N)

a2p

(
1 +O(a−1

1 )
)( 2p+1∏

i=1
ai

)−1
da1..da2p+1.

On reproduit la même relation de récurrence que celle obtenue dans (B.11) ce qui conduit
à

P−(N, 2p+ 1) < A2p+1

N
1−β
β

∫ x0/N

1/N

1 +O( 1
Na1

)
p!

xp0
Npap+1

1
da1.

Pour p ≥ 1 on trouve finalement

P−(N, 2p+ 1) = O(N− 1−β
β ).

On conclut enfin cette partie en analysant le cas impair p = 0. On trouve alors

P+(N, 1) = A1
1

N
1−β
β

∫ N

N−No
(1 +O( 1

a1
)) 1
a1
da1 = o(N− 1−β

β ),

et

P−(N, 1) = A1

N
1−β
β

∫ No

1
(1 +O( 1

a1
))) 1
a1
da1 = O(N− 1−β

β ).

Enfin, tous les P (N, k) sont bornées par O(N− 1−β
β ), et il en est de même pour S(N),

comme énoncé dans le texte principal.
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Fig. B.1 Distribution conditionnelles du FPT sachant que la cible est le Nème site décou-
vert pour β = 0, 3 a et β = 0, 7 b. Les distributions sont générées et décrites en fonction de la
variable normalisée t/N2 pour des marcheurs initialement à une distance x0 = 20. L’échelle
attendue dans N2 est obtenue dans la limite N ≫ x0.

B.4 Comportement d’échelle de la probabilité de survie en fonction
du temps

On cherche ici à extraire le comportement asymptotique de la probabilité de survie S(t),
en s’appuyant sur celui déterminé pour S(N). Pour ce faire, on reprend la partition donnée
dans le texte principal

F (t) =
∞∑
N=0

F (N, t) =
∞∑
N=0

ΦN (t)F (N),

où ΦN (t) est la probabilité que la cible soit trouvée au temps t sachant que N−1 sites ont
été visités auparavant et F (N) est la probabilité que la cible soit le Nème site découvert. On
suppose que ΦN (t) est invariante d’échelle selon t/N2 (hypothèse discutée dans le chapitre
6). En rappelant que ΦN (t) est normalisée selon t, on écrit

ΦN (t) = 1
N2 f( t

N2 ),

ce qui est confirmé par les simulations numériques (figure B.1). Ce comportement permet
alors une détermination exacte de θ pour la marche SATW.



C – Exposant de persistance de la
marche PSATW

Ici, on cherche à déterminer analytiquement l’exposant de persistance d’une généralisa-
tion de la marche SATW qui présente un caractère persistant. Le modèle est défini comme
suit : lorsque le marcheur se trouve à l’intérieur de la zone visitée, il effectue une simple
marche persistante caractérisée par deux états ± qui indiquent la direction du dernier pas.
À chaque pas de temps t, le marcheur a une probabilité Q = ek/(e−k + ek) de reproduire
le pas effectué au temps t− 1. Lorsque le marcheur se trouve sur un des bords du domaine
visité, cette probabilité est modifiée et devient Q1 = ek/(e−k−u + ek).

Comme dans le cas de la marche SATW, on définit p±(n,N) comme la probabilité de
splitting pour un marcheur qui commence au site n d’atteindre le site −1 avant le site N
sachant que N sites ont déjà été visités et que le marcheur est initialement dans l’état ±
respectivement. Pour n ≤ N − 2 et n ≥ 2, il est clair que p±(n,N) vérifie la relation de
double récurrence {

p−(n,N) = Qp−(n− 1, N) + (1 −Q)p+(n+ 1, N)
p+(n,N) = Qp+(n+ 1, N) + (1 −Q)p−(n− 1, N).

(C.1)

En recombinant (C.1), on obtient les équations différentielles du second ordre suivantes


p−(n−1,N)−Qp−(n−2,N)

1−Q = Q
1−Q(p−(n,N) −Qp−(n− 1, N)) + (1 −Q)p−(n− 1, N)

p+(n+1,N)−Qp+(n+2,N)
1−Q = Q

1−Q(p+(n,N) −Qp+(n+ 1, N)) + (1 −Q)p+(n+ 1, N).
(C.2)

Les solutions de (C.2) sont données par

p±(n,N) = λ± + µ±n.

et (C.2) amène à

µ−n+ λ− = Q(µ−(n− 1) + λ−) + (1 −Q)(µ+(n+ 1) + λ+). (C.3)

On en déduit de (C.3) {
µ− = µ+

λ− = − Q
1−Qµ− + µ+ + λ+.
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On utilise enfin les conditions aux bords (0,N − 1) pour obtenir µ±, λ±.{
p−(0, N) = Q1 + (1 −Q1)p+(1, N)
p+(N − 1, N) = (1 −Q1)p−(N − 2, N),

ce qui amène à {
λ− = Q1 + (1 −Q1)(λ+ + µ+)
λ+ + (N − 1)µ+ = (1 −Q1)[λ− + µ−(N − 2)].

On obtient finalement 
µ± = Q1(1−Q)

2Q1−2Q−Q1Q−Q1(1−Q)N
λ− = 1 + Q(1−Q1)

2Q1−2Q−Q1Q−Q1(1−Q)N
λ+ = 1 − Q1−Q−Q1Q

2Q1−2Q−Q1Q−Q1(1−Q)N ,

ce qui détermine entièrement la probabilité de splitting pour tout n. Le comportement
asymptotiquement selon N de p−(0, N) est alors donné par

p−(0, N) = 1 + Q(1 −Q1)
2Q1 − 2Q−Q1Q−Q1(1 −Q)N ∼ 1 − Q(1 −Q1)

Q1(1 −Q)N ,

ce qui peut être réécrit selon la variable u

1 − p−(0, N) ∼ e−u

N
.

Remarquons que le régime asymptotique est indépendant du paramètre persistant k.
Cette expression est similaire à l’équation (B.7) obtenue à partir du modèle SATW si l’on
fixe β = 1/(1 + exp(−u)). Toutes les étapes techniques peuvent alors être reproduites et
conduisent à la détermination suivante de l’exposant de persistance qui est indépendant de
k

θ = e−u

2 = 1 − β

2β .



D – Incréments de la marche ERW en
dimension 1

On commence par rappeler les deux relations clés sur lesquelles on se reposera dans notre
analyse du modèle ERW [Schütz et al., 2004]

⟨σt+1|σ1..σt⟩ = 2β − 1
t

(
X(t) −X(0)

)
, (D.1)

⟨X(t)2⟩ = t

3 − 4β

(
1 − Γ(t+ 4β − 2)

Γ(t+ 1)Γ(4β − 2)

)
, (D.2)

où {σ1, σ2, .., σt} est l’ensemble des sauts du marcheur effectués jusqu’au temps t. Notons
que (D.1) souligne que la connaissance de la position actuelle du marcheur et du temps t
sont suffisantes pour décrire la future évolution du processus (sachant que le processus est
initialement en X(0)). Le modèle est non-markovien de par la dépendance des probabilités
de transition selon t et X(0).

Dans cette annexe, on déterminera une relation de récurrence vérifiée par les incréments
du modèle. Introduisons p(σ1, σ2, .., σT+t+1) la probabilité associée au chemin {σ1, σ2, .., σT+t+1}.
En utilisant

X(t+ T + 1) = X(t+ T ) + σT+t+1,

on obtient

⟨[X(t+ 1 + T ) −X(T )]2⟩ = ⟨σ2
T+t+1 + [X(t+ T ) −X(T )]2 + 2σT+t+1[X(t+ T ) −X(T )]⟩

= 1 + ⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ + 2⟨σT+t+1

t+T∑
t′=T+1

σ′
t⟩.

(D.3)

Remarquons que le dernier terme, noté (a) par la suite, contient les corrélations entre le
dernier pas et la trajectoire complète depuis le temps T . On réécrit (a) en rendant explicite
la partition selon l’ensemble des évènements passés {σ1, .., σt+T }

(a) = 2
∑

{σ1,..,σt+T }
p(σ1, .., σt+T )

( t+T∑
t′=T+1

σ′
t

)
⟨σT+t+1|σ1..σT+t⟩. (D.4)
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En utilisant (D.1) et en supposant sans perte de généralité que le marcheur commence
en 0, (D.4) conduit à la relation suivante

(a) = 22β − 1
t+ T

∑
σ1,..,σt+T

p(σ1, .., σt+T )
(
X(t+ T ) −X(T )

)
X(t+ T )

= 22β − 1
t+ T

(⟨X(t+ T )2⟩ − ⟨X(t+ T )X(T )⟩).
(D.5)

Ensuite, déterminons ⟨X(t + T )X(T )⟩ au moyen d’une seconde relation de récurrence
conditionnellement à la position du marcheur au temps T

⟨X(t+ T + 1)|X(T )⟩ =
∑

σT+1,..,σt+T

p(σT+1, .., σt+T |X(T ))⟨σt+T+1 +X(T + t)|X(T ), σT+1..⟩

=
∑

σT+1,..,σt+T

p
(
σT+1, .., σt+T |X(T )

)(
X(T + t) + ⟨σt+T+1|X(T ), σT+1..⟩

)
.

En utilisant (D.1) pour le second terme à l’intérieur de la somme conduit à

⟨X(t+ T + 1)X(T )|X(T )⟩ =
∑

σT+1,..,σt+T

X(T )X(T + t)(1 + 2β − 1
T + t

)p(σT+1, .., σt+T |X(T ))

= (1 + 2β − 1
T + t

)⟨X(t+ T )X(T )|X(T )⟩.

En itérant cette relation, on obtient après avoir moyenné sur X(T )

⟨X(t+ T )X(T )⟩ = ⟨X(T )2⟩
t−1∏
i=0

(
1 + 2β − 1

T + i

)
. (D.6)

On peut alors revenir à (D.3). En injectant (D.6) dans (D.5) et en remplaçant finalement
le terme au carré dans (D.2), cela amène à

⟨[X(t+ 1 + T ) −X(T )]2⟩ = 1 + ⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ + 22β − 1
3 − 4β

(
1 − Γ(t+ T + 4β − 2)

Γ(t+ T + 1)Γ(4β − 2)

)
..

− 22β − 1
3 − 4β

T

t+ T

(
1 − Γ(T + 4β − 2)

Γ(T + 1)Γ(4β − 2)

) t−1∏
i=0

(1 + 2β − 1
T + i

).

Enfin l’itération de (D) conduit finalement à la solution explicite des incréments

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = t

3 − 4β − 2(2β − 1)
3 − 4β

t−1∑
t′=1

Γ(T + t′ + 4β − 2)
Γ(T + t′ + 1)Γ(4β − 2) ..

−2(2β − 1)T
3 − 4β

(
1 − Γ(T + 4β − 2)

Γ(T + 1)Γ(4β − 2)

) t−1∑
t′=1

( 1
T + t′

t′−1∏
i=0

(1 + 2β − 1
T + i

)
)

− 2(2β − 1)
3 − 4β .

(D.7)
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Comme attendu, ceux-ci ne dépendent pas de la condition initiale du premier pas. On
cherche donc à exhiber le comportement dominant pour les cas β < 3/4 et β > 3/4.

Cas β < 3/4 :

Le rapport des deux fonctions gammas décroît, impliquant que le second terme de (D)
est négligeable comparé à t. Cela conduit à la relation

1
t

t−1∑
t′=1

2(2β − 1)
3 − 4β

Γ(T + t′ + 4β − 2)
Γ(T + t′ + 1) = ot(1). (D.8)

En outre, le préfacteur du troisième terme présente un comportement asymptotiquement
linéaire selon T

T

3 − 4β
(
1 − Γ(T + 4β − 2)

Γ(T + 1)Γ(4β − 2)
)

∼
T→∞

T

3 − 4β . (D.9)

Ensuite on peut dériver le comportement asymptotique de la somme à l’intérieur du
troisième terme. Dans un premier temps, on détermine le produit asymptotique suivant

t′−1∏
i=0

(1 + 2β − 1
T + i

) = exp
( t′−1∑
i=0

ln
(

1 + 2β − 1
T + i

))

= (T + t′

T
)2β−1(1 +O(T−1)).

(D.10)

Ensuite, (D.10) détermine le comportement asymptotique du troisième terme

t−1∑
t′=1

∏t′−1
i=0 (1 + 2β−1

T+i )
T + t′

= (T + t)2β−1 − T 2β−1

(2β − 1)T 2β−1 (1+O(T−1)) = 1
2β − 1

(
(1+ t

T
)2β−1−1

)(
1+O(T−1)

)
.

(D.11)
Finalement, on rassemble les différents résultats (D.11), (D.9) et (D.8) dans (D.7) ce qui

conduit à l’expression finale

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = t

3 − 4β − 2t
3 − 4β

T

t

(
(1 + t

T
)2β−1 − 1

)
+ o(t).

Cas β > 3/4 :

Dans cette limite, le rapport des deux fonctions Γ est donné par

Γ(t′ + 4β − 2)
Γ(t′ + 1) ∼

t′→∞
t′4β−3. (D.12)

Par conséquent, en combinant (D.12) au comportement de (D.11), on obtient la seconde
composante du troisième terme qui n’est plus négligeable

2(2β − 1)T
(3 − 4β)Γ(4β − 2)

Γ(T + 4β − 2)
Γ(T + 1)

t−1∑
t′=1

∏t′−1
i=0 (1 + 2β−1

T+i )
T + t′

= 2
(3 − 4β)Γ(4β − 2)T

4β−2((1+ t

T
)2β−1−1

)
.
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Pour finir, considérons le second terme pour lequel on utilise une comparaison série
intégrale valide dans la limite T → ∞

2 2β − 1
(3 − 4β)Γ(4β − 2)

t−1∑
t′=1

Γ(T + t′ + 4β − 2)
Γ(T + t′ + 1) = 2 2β − 1

(3 − 4β)Γ(4β − 2)

t−1∑
t′=1

(t+ T ′)4β−2(1 + oT (1))

= 1
(3 − 4β)Γ(4β − 2)T

4β−2
(

(1 + t

T
)4β−2 − 1

)
.

En rassemblant les différents termes, on obtient le comportement des incréments

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = T 4β−2 2
(3 − 4β)Γ(4β − 2)

(
(1 + t

T
)2β−1 − 1

2 − 1
2(1 + t

T
)4β−2

)
+ t

( 1
3 − 4β − 2

3 − 4β
T

t

(
(1 + t

T
)2β−1 − 1

))
+ o(t, T ).

Pour finir, on réécrit les incréments sous la forme attendue

⟨[X(t+ T ) −X(T )]2⟩ = 2t4β−2

(4β − 3)Γ(4β − 2)

(
T

t

)4β−2 (1
2 + 1

2(1 + t

T
)4β−2 − (1 + t

T
)2β−1

)
+ t

( 1
3 − 4β − 2

3 − 4β
T

t

(
(1 + t

T
)2β−1 − 1

))
+ o(t, T ).



E – Propriétés spécifiques aux
marches à renforcement attractif

E.1 Remarques autour de la différence entre les conventions sur
sites et sur liens

Notons que les différences relevées dans le chapitre 3 justifient le choix de nombreux
travaux analytiques y compris dans l’analyse des processus répulsifs en dimension 1. En
effet, considérons le site si dont les deux liens i et i + 1 sont caractérisés par leur poids
respectif dans la convention sur lien. En partitionnant la trajectoire sur les différents retours
du marcheur sur si, on obtient un modèle de croissance markovien pour w(i) et w(i+1). Afin
de rendre cette dernière observation plus explicite, notons tk l’instant du kème retour en si.
Connaissant le couple {w(i, tk), w(i+ 1, tk)}, on obtient pour les probabilités d’incréments

p(wi(tk+1) + 1, wi+1(tk+1)|wi(tk) + 1, wi+1(tk)) = 1 − p(wi(tk+1), wi+1(tk+1 + 1)|wi(tk) + 1, wi+1(tk))

= wi(tk)
wi(tk) + wi+1(tk)

.

Cette observation est primordiale dans les preuves analytiques menées pour les processus
à renforcement sur liens. Notons que dans ce cas précis, la convention sur lien est indispen-
sable afin de mener un tel raisonnement puisqu’on profite de l’indépendance relative entre
(wi, wi+1) et les temps respectifs passés sur les sites si−1 et si+1.

E.2 Comportement des marches attractives piégées

Dans cette partie, on propose de reprendre la preuve énoncée dans le chapitre 3 afin de
compléter les différents arguments qui ont été énoncés dans le texte principal.

E.2.1 Définition de la probabilité de s’extraire du piège

On se tourne ensuite vers la probabilité de s’extraire du piège V0. Pour cela, on définit
Sτ,V0(t), la probabilité d’être piégé depuis τ jusqu’à t. Parallèlement, on définit FV0(t) dt la
probabilité de s’extraire de V0 entre t et t + dt. Notons que Sτ,V0 et FV0 sont liées par la
relation suivante dans la limite continue
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SV0(t, τ) =
t−τ
dt∏
i=0

(1 − FV0(τ + idt)dt)

= exp
(

−
∫ t

τ
FV0(t′)dt′

)
On cherche à exprimer FV0(t′) en fonction de P (x ∈ ∂−V0, t

′). On considérera que le
marcheur s’est extrait de V0 lorsque celui-ci sort de ∂−V0. Pour la convention sur site, les
marcheurs présents sur ∂−V0 sont toujours attirés par les sites voisins appartenant à ∂+V0.
Dès lors, la probabilité de s’échapper de V0 n’est donc plus simplement proportionnelle à
P (x ∈ ∂−V0, t

′) puisqu’il faut faire deux sauts successifs pour s’extraire de V0. Par conséquent,
on propose que pour la convention sur site

FV0(t′) ∝ P (x ∈ ∂−V0, t
′)ef( t

′
V0

+o∂+ (t′))+f(o(t))
.

On a supposé que le temps local moyen des sites en contact avec ∂−V0 est de l’ordre o(t).
Le terme d’ordre f( t′V0

+ o∂+(t′)) traduit la probabilité de réaliser le second saut alors que le
marcheur est toujours en contact avec un site de ∂+V0. Cela conduit pour SV0(t, τ) à

SV0(t, τ) ∼ exp
(

−
∫ t

τ
e

2f( t
′
V0

+o∂+ (t′))−f(o∂− (t′))−f(O(1))
dt′
)

E.2.2 Complément pour le cas − ln(t)/2 > f(t) > − ln(t)

On peut supposer que le temps moyen passé ∂−V0 diverge selon une fonction g(t) plus
faible qu’une loi de puissance. Si l’on reprend le comportement d’échelle de P (x ∈ ∂−V0, t)
dans le texte principal, on remarque que P (x ∈ ∂−V0, t) est au moins de l’ordre de O(tβ).
Ainsi, pour β > −1 le temps moyen diverge au minimum comme une loi de puissance ce qui
est contradictoire.

E.2.3 Cas linéaire f(t) ∼ − ln(t)

Considérons le cas critique linéaire, f(t) ∼ − ln(t). En reprenant les arguments pré-
cédents, on remarque qu’ils ne permettent pas d’imposer une condition particulière sur le
comportement de

∼
T ∂−V0(t) ∼ tγ+1. En particulier, le comportement linéaire est une solution

stable de γ = −βγ. Autrement dit, il peut exister un volume V0 visité infiniment souvent
pour lequel il est difficile de déterminer le comportement asymptotique

∼
T ∂−V0(t) ∼ tγ+1.

On peut avancer quelques éléments justifiant que
∼
T ∂−V0(t) n’est pas de l’ordre de O(t).

On reprend

P (x∂− , t
′) ∼ P (x∂+ , t)e

−f(o(t′,x∂−V0 )) ∑
xi∈V+,+

e−f( t
′
V

+o(t′,xi))

avec t ∼ τ ≫ 1
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P (x ∈ ∂−V0, t) ∼
∼
T ∂−V0(t)

τ + t+
∼
T ∂−V0(t)

(E.1)

Supposons que
∼
T ∂−V0(τ) ∼ O(1), autrement dit un écart significatif de l’ordre de τ s’est

formé entre les temps locaux des deux frontières. En remplaçant
∼
T ∂−V0(t) par O(1) et en

intégrant (E.1), on obtient que P (x ∈ ∂−V0, 2τ) ∼ ln(τ). En reproduisant le même rai-
sonnement en remplaçant cette fois-ci

∼
T ∂−V0(t) par O(ln(t)), on obtient pour t1 ≫ τ que

P (x ∈ ∂−V0, t) ∼ ln2(t1). En procédant successivement pour ti ≫ ti − 1, on propose que
P (x ∈ ∂−V0, ti) ∼ lni+1(ti). Ce petit raisonnement semble indiquer que

∼
T ∂−V0(τ) ne va

jamais être de l’ordre d’une loi de puissance. On pourrait penser à un comportement du
type

∼
T ∂−V0(t) ∼ ln(t)ln(t). Pour le cas linaire, il existe un temps passé dans ∂−V0 divergeant

mais négligeable par rapport à t. La probabilité de s’échapper de V0 tend vers une constante
qui reste strictement positive. Ainsi, on comprend que pour le cas linéaire, le marcheur finit
piégé dans la convention sur site, ce résultat pouvant s’étendre aux poids faiblement linéaires.

E.2.4 Moyennes sur les ensembles ∂±V0

Tout au long de notre analyse, nous avons déterminé le comportement dominant des
différentes observables moyennées sur l’ensemble des sites appartenant à ∂±V0. Notons que
l’on peut développer l’ensemble des arguments énoncés ci-dessus en considérant un unique
site appartenant à ∂−V0. On peut alors déterminer la probabilité de s’extraire de V0 en
passant par ce site, puis dans un second temps, moyenner sur l’ensemble des sites de ∂−V0,
conduisant à un résultat identique.

E.2.5 Répartition du nombre de visites dans ∂±V0

Au cours de notre démonstration, on a supposé que le terme dominant du temps local
des sites appartenant à V0 était constant (A(x) = 1). En pratique les différents travaux
mathématiques tendent à montrer que pour des poids super-linéaires, V0 est constitué de
deux sites. Dans la limite où le poids est linéaire ou faiblement linéaire, il a été montré en
dimension 1 que le nombre de sites de V0 pouvait évoluer avec des fractions du temps passé
qui ne sont pas uniformes. Néanmoins, on propose que notre démonstration reste valide.
Succinctement, pour des potentiels tels que f(t) ∼

t→∞
−t′β, l’apparition d’une asymétrie dans

le nombre de visites entre plusieurs sites de V0 conduirait à une rupture et à l’exclusion des
sites les moins visités. Ainsi, la fraction du temps passé dans V0 est uniforme pour ce choix de
potentiel et notre hypothèse reste valide. Ensuite, pour des potentiels dont le comportement
asymptotique est donné par des comportements du type f(t′) ∼

t→∞
−β ln(t′), l’ensemble des

arguments énoncés précédemment peuvent être reproduits avec A(xi) ̸= 1. De tout évidence,
les rapports des poids entre les différents sites de V0 restent de l’ordre de O(1) et ils ne
modifient pas les comportements asymptotiques déterminés le long de cette démonstration.
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E.2.6 Retours réguliers du marcheur en V0

En outre, on pourrait s’interroger sur l’éventualité d’un retour régulier du marcheur en
V0. En particulier, pour des explorations compactes, le marcheur va nécessairement reve-
nir dans des pièges précédemment constitués. On pourrait concevoir que le marcheur soit
constamment rappelé en V0 explorant un territoire fini. Reformulé différemment, notre ap-
proche ne semble pas avoir considéré l’existence de pièges dont une partie des sites ne serait
pas visité une fraction linéaire du temps. Un examen plus attentif révèle que cette éventualité
peut être réfutée en utilisant les arguments énoncés précédemment.

Pour cela, supposons que le marcheur visite un nombre fini de sites compris dans un
volume V1 dans lequel est inclus V0, le piège où le marcheur passe une fraction du temps
t−o(t). On s’intéresse au cas

∫∞
0 ef(t)dt = ∞, pour lequel nous avons conclu que le processus

s’échappe de V0 infiniment souvent. On rappelle que P (x ∈ ∂−V0, t) ∼ t. Ainsi, dans la limite
t ≫ 1, on comprend aisément que V0 peut être reconsidéré en incluant ∂−V0. On peut donc
définir une nouvelle frontière extérieure qui de manière similaire va être visitée infiniment
souvent. Ainsi, cette frontière va à son tour présenter un comportement linéaire en t. En
reprenant successivement le même raisonnement jusqu’à confondre V1 à V0, on retrouve bien
que le marcheur a une probabilité nulle de rester confiné en V1.

E.2.7 Choix de la variable τ > 0

Par ailleurs, rappelons que le choix de la variable τ > 0 est laissé quelconque dans les
arguments précédents. Tout d’abord, notons que pour τ > 0, le marcheur a une probabilité
finie d’osciller à l’intérieur d’un volume V0. En prenant la limite τ ≫ 1, cette probabilité
devient de plus en plus faible mais reste finie. On peut choisir τ ≫ 1 de manière à ce que les
comportements asymptotiques de P (x ∈ ∂−V0, t), P (x ∈ ∂+V0, t) et l’hypothèse d’équilibre
quasi stationnaire soient valides.

E.2.8 Extension de l’approche pour des espaces non-euclidiens

Ensuite, notons que l’approche proposée ne dépend pas de la dimension de l’espace dans
lequel évolue le marcheur. La seule condition reste que le nombre de voisins de chaque site
reste borné. En effet, les arguments énoncés restent valides indépendamment du nombre
de voisins que possèdent les sites appartenant à V0 et ∂±V0 puisqu’on se concentre sur
les comportements dominants des temps locaux. Afin de mieux appréhender l’effet de la
dimension du réseau, observons que plus le nombre de voisins par site augmente, plus le temps
nécessaire pour former un piège est long. En effet, pour construire un piège, le marcheur doit,
dans un premier temps, sauter successivement sur les mêmes sites alors que ceux-ci ont été
peu visités auparavant. Il est évident que cet évènement est plus long à se réaliser lorsque
le nombre de voisins augmente. Dès lors, pour d ≫ 1 et pour des effets de renforcement
aux temps courts faibles, le marcheur va pouvoir découvrir un nombre important de sites
avant qu’il ne finisse piégé. Cette dernière observation rend difficile l’extension du théorème
de Davis pour des graphes quelconques. On peut, par exemple, penser à des arbres dont le
nombre de voisins diverge, le marcheur pourrait alors suivre une trajectoire pour laquelle, le
nombre de voisins augmentant, il serait impossible de former un piège avec une probabilité
1.
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E.3 Arguments en faveur de θ = ∞ pour une marche attractive
sous-diffusive

On reprend les arguments nécessaires à la caractérisation du FPT en confinement pour
une marche à renforcement sous-diffusive.

E.3.1 Validité des hypothèses
On rappelle que pour déterminer le temps caractéristique nécessaire afin de trouver la

cible, on a négligé l’impact de la croissance du périmètre extérieur sur les propriétés de pre-
mier passage entre T et t + T . Dès lors, on assimilera le périmètre extérieur, noté δDT,e, à
une barrière réfléchissante.

Le comportement de la distribution de premier passage d’une marche de pólya évoluant
dans un volume confinant de taille typique R est connue [Levernier et al., 2018] et présente
notamment une décroissance exponentielle caractérisée par un temps caractéristique Rd dans
la limite des grands volumes. Pour aller plus loin, il est connu que le comportement du temps
de couverture, défini comme le temps mis par le marcheur pour visiter tous les sites d’un
volume confinant, est donné par Rd ln(R) [Chupeau et al., 2015]. Ainsi, en définissant la
taille typique de DT notée R(T ) = T dw , on propose qu’après un temps typique T d/dw ln(T ),
la cible ait été visitée presque sûrement.

Par conséquent, entre T et T + T d/dw ln(T ), si la cible est incluse dans le périmètre
intérieur de DT , la probabilité de survie présente une décroissance plus forte qu’une loi de
puissance puisqu’on a obtenu S(T +T d/dw ln(T ))/S(T ) = o(1). Afin de vérifier la consistance
de nos hypothèses, on remarque que le nombre relatif de sites découverts entre T et T +
T d/dw ln(T ) est donné par

D(T + T d/dw ln(T )) − D(T )
D(T ) ∼ (1 + T−(dw−d)/dw ln(T ))d/dw − 1 = o(1).

De manière analogue, on peut noter que la croissance de la distance typique du volume
confinant est négligeable

R(T + T d/dw ln(T )) ∼ T 1/dw(1 + T−(dw−d)/dw ln(T ))1/dw ∼ T 1/dw + o(T 1/dw).

Ainsi, il paraît légitime de négliger la croissance du périmètre extérieur de δDT,e et d’ap-
proximer la décroissance de la probabilité de survie conditionnelle à celle d’une marche de
pólya dans un volume confinant. Ensuite, notons que l’on a négligé les effets de renforcement
dans la zone visitée. Pour finir, puisque la cible n’a pas été visitée, les effets de renforcement
des sites voisins de la cible doivent être pris en compte afin de déterminer le comportement
de la probabilité de survie conditionnelle. En reprenant les résultats du temps de premier
passage obtenus pour des cibles imparfaites, selon lesquels la probabilité de survie reste ex-
ponentielle, on propose que le comportement précédent ne soit pas modifié par la présence
d’effets de renforcement générés par les sites voisins de la cible.
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E.3.2 Approche complémentaire
Afin de compléter ce raisonnement, on propose de développer une seconde approche qui

reprend les principaux éléments énoncés précédemment.

On suppose que la cible n’a pas encore été atteinte au temps T ≫ rdw . Comme le territoire
visité DT peut être assimilé à un volume régulier de dimension d, on suppose que la cible est
enfermée dans un volume fini VT de sites non visités de rayon typique aT , partageant une
frontière BT de taille typique ad−1

T avec DT . Notons que VT n’est pas forcément entouré de
sites visités et il n’est donc pas nécessairement à l’intérieur de DT ; notons en outre que pour
T ≫ 1, on a aT ≪ R(T ). Suivant l’argument donné ci-dessus, le volume VT des sites non
visités va se réduire au cours du temps lors des visites successives du marcheur aléatoire à la
frontière BT . On peut montrer que le temps moyen de retour τV à la frontière BT satisfait
[Bénichou et al., 2005]

τV ∝ |DT |
|BT |

∝ Rd

ad−1
T

.

L’évolution temporelle de Vt peut donc être exprimée comme suit

d|Vt|
dt

∝ dad

dt
∝ − 1

τV
∝ −ad−1

Rd
.

Par conséquent, le volume VT des sites non visités est finalement entièrement exploré
dans une échelle de temps TV ∝ aTR

d. En effet, la variation relative ∆R de R pendant cette
durée est négligeable dans la limite de T ≫ 1 puisque

∆R
R

∝ TV
T

∝ Rd

Rdw
∝ 1
R
.

Enfin, si la cible est enfermée dans un volume VT , elle est finalement trouvée dans une
échelle de temps TV ∝ aTR

d. En utilisant aT ≪ R(T ) et dw = d+ 1, on obtient l’estimation
suivante ∣∣∣∣dSdt

∣∣∣∣ ∝ S

TV
≫ S

Rdw
∝ S

t
.

Cette analyse montre finalement que tαS(t) → 0 pour tout α > 0, comme trouvé numé-
riquement et énoncé dans le texte principal.

E.4 Comparaisons des modèles continus et discrets de la marche
PSATW

On propose de comparer les incréments obtenus dans le cas de la marche PSATW discrète
et de son équivalent continu décrit dans le chapitre 3. L’effet des fluctuations des vitesses
cellulaires et de la variabilité cellule/cellule est illustré dans la figure E.1. Dans le modèle
à temps discret et en l’absence de variabilité selon k, un maximum local des incréments est
observé ; il correspond à des événements de retournement à la limite du domaine visité qui
se produisent simultanément.
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En prenant en compte les fluctuations des vitesses cellulaires et la variabilité cellule/cellule,
les fluctuations de ces temps de retournement augmentent et le maximum des incréments
disparaît.

Fig. E.1 Incréments de la marche PSATW en temps discret, de la marche PSATW en
temps continu et de la marche PSATW en temps continu avec des paramètres aléatoires
k, β. Chaque courbe correspond à une valeur fixée de T en dimension 1 (a, c) et 2 (d, f). a,
d : PSATW en temps discret (t est donné en nombre de pas) avec des paramètres fixés k, β.
b, e : PSATW en temps continu avec des paramètres fixés k, β. Les temps d’attente sont
tirés à partir d’une distribution exponentielle de moyenne ⟨T ⟩ = 0.6h. c, d : le paramètre k
(et donc β = −2(k + 1)) est tiré à partir d’une loi normale avec ⟨k⟩ = 0.5 et un écart-type
σ = 0.5.
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F – Propriétés des marches à
renforcement en espace infini

F.1 Arguments en faveur de ψ = d−df pour des processus présen-
tant des incréments stationnaires

On rappelle les arguments proposés dans [Levernier, 2017] afin de justifier la valeur de
l’exposant de transience pour des processus à incréments stationnaires.

Ces arguments concernent l’ensemble des processus répulsifs à renforcement auxquels on
ajoute les modèles ERW, Monkey Walk et les modèles attractifs diffusifs. En dimension 3,
l’absence de vieillissement induit que les propriétés de premier passage peuvent être déter-
minées à partir d’une équation de type renewal. Introduisons un marcheur évoluant sur un
réseau de dimension d, de taille a0, et initialement à une distance r d’une cible (définie par
un unique site du réseau). On propose que dans la limite r ≫ a0, l’équation de renewal vérifie

P (x = 0, t|x0 = r, 0) =
∫ t

0
F (t′, 0|x0 = r, 0)P (0, t|x0 = 0, FPT = t′)dt′.

En se reposant sur les propriétés stationnaires des incréments , on propose que P (0, t|x0 =
0, FPT = t′) = f(a0, t − t′). En intégrant alors cette équation sur t de 0 à +∞, on obtient
l’expression suivante de la probabilité d’avoir touché la cible au moins une fois, notée p,

p =
∫∞

0 P (x = 0, t|x0 = r, 0)dt∫∞
0 f(a0, t)dt

.

Dans la limite des grands volumes r ≫ 1, on propose que P (x = 0, t|x0 = r, 0) ∼
t−d/dwΠ(r/t1/dw). Ce qui amène finalement à

p =
(
a0
r

)d−dw
(F.1)

La dépendance selon a0 est déduite afin d’obtenir un résultat sans unités. Remarquons
que le comportement de p reste indépendant de la forme explicite de Π, quand bien même,
la limite de celle-ci est supposée gaussienne pour les processus à renforcement répulsif en
dimension 3 [Levernier, 2017]. On obtient une première vérification du comportement de
l’exposant de transience en fonction de la dimension du réseau

ψ = d− dw
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En particulier en dimension 3, l’ensemble des processus à renforcement répulsif présente
un exposant identique ψ = 1, ce qui a été vérifié numériquement. Ce résultat peut s’étendre
aux marches faiblement attractives diffusives en dimension supérieure à 2. Ensuite, en re-
marquant que la marche Monkey walk présente aussi des incréments asymptotiquement
stationnaires pour β > 2 (chapitre 2), on propose qu’elle effectue une exploration transiente
en dimension 3 caractérisée par ψ = 1.

Notons que l’on suppose que le comportement (F.1) est vérifié dans la limite r ≫ tdwp , où
tp est l’échelle caractéristique de relaxation des différents modèles. Enfin, pour une cible de
taille a formée de plusieurs sites du réseau, on propose que la relation (F.1) prenne la forme
suivante dans la limite r ≫ a ≫ a0

p =
(
a

r

)d−dw
.

Autrement dit, le résultat devient indépendant de la taille typique du réseau.

F.2 Mesure de la probabilité de survie de la marche ERW en di-
mension 2

Dans cette partie, on présente les mesures numériques qui permettent l’analyse de la
probabilité de survie de la marche ERW en dimension 2 en espace confiné et infini (ces
mesures appuient les extensions menées dans les chapitres 2 et 4. Tout d’abord, on s’intéresse
à la probabilité de survie de la marche ERW en présence d’un volume confinant de taille
R ≫ r. Dans le cas du mouvement Brownien, la probabilité de toucher la cible avant les
bords d’une sphère de taille R se comporte comme P (a, r,R) = ln(R/r)/ ln(R/a). Dans le
cas de la marche ERW, une analyse numérique souligne que la dépendance du logarithme
n’est plus linéaire

P (a, r,R) ≈ ln(R/a)ν − ln(R/r)ν

ln(R/a)ν ,

où ν ̸= 1 et dépend de β. Ce comportement a été observé pour un volume confiné carré
mais on propose qu’il reste valide indépendamment de la forme du volume confinant dans la
limite des grands volumes R ≫ r ≫ 1. Notons que ces mesures ont été obtenues pour une
cible formée d’un carré de 9 sites mais on propose que ce comportement reste valide dans la
limite R ≫ r ≫ a ≫ 1.

Ce comportement est obtenu d’après l’analyse de la probabilité de survie des marcheurs,
tout en imposant que ceux-ci s’arrêtent lorsqu’ils touchent les bords du volume confinant.
Cette probabilité de survie jointe est notée S(t, |x| < R). Autrement dit, S(t, |x| < R) décroît
jusqu’à une valeur seuil où tous les marcheurs survivants ont atteint les bords du volume
confinant avant la cible. Il est alors possible de normaliser la probabilité de survie afin de
déterminer le comportement asymptotique de la probabilité de toucher la cible avant les
bords d’une sphère de taille R. En effet, en supposant que les marcheurs survivants touchent
les bords avant la cible à un temps typique Rdw on propose simplement que
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P (a, r,R) ≈ 1 − S(Rdw) ∼ ln(R/a)ν − ln(R/r)ν

ln(R/a)ν

À notre connaissance, un tel comportement n’a pas été relevé dans la littérature. Cet
exemple suggère que les effets de vieillissement sont liés à cette décroissance non linéaire,
dans le cas des explorations marginalement compactes et ils ont un impact majeur sur les
probabilités de premier passage en confinement. Enfin, ce résultat permet de prédire le com-
portement asymptotique de la probabilité de survie en l’absence de confinement, en étudiant
le comportement de S(t) pour t ≪ Rdw .

Fig. F.1 Probabilité de premier passage de la marche ERW en dimension supérieure à 1
en espace confiné. A, B Probabilité de survie de la marche éléphant pour β = 0.3 et β = 0.6
en espace confiné. Ici, on s’intéresse aux marcheurs qui trouvent la cible avant de toucher les
bords. Autrement dit, la probabilité de survie jointe S(t, |x| < R) décroît jusqu’à une valeur
seuil où tous les marcheurs survivants ont atteint les bords avant la cible. En supposant que
les marcheurs survivants atteignent les bords du volume confinant selon un temps typique
Rdw , il est alors possible de normaliser la valeur asymptotique de S(t, |x| < R) afin d’obtenir
P (a, r,R). Par ailleurs, la normalisation de t/Rdw permet de nous assurer que la convergence
de S(t, |x| < R) a lieu sur des échelles de temps de l’ordre de t/Rdw .

F.3 Revue des exposants de persistance des différents modèles étu-
diés

Les exposants de persistance des marches SATW, des marches répulsives en loi de puis-
sance et ERW ayant déjà été déterminés au cours du chapitre 2, on rappelle les exposants
mesurés pour les autres modèles. Il est clair que l’on s’attend à un exposant θ non trivial pour
les marches à renforcement sous exponentiel et super exponentiel puisqu’elles présentent des
comportements asymptotiques distincts pour T ≫ t et T ≪ t. Cette première conjecture
est vérifiée numériquement. D’autre part, on suggère que pour la marche SESRW, θ est
indépendant du paramètre β et qu’il est entièrement déterminé par l’exposant k de la loi
exponentielle.
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La marche TSAW présente un comportement vieillissant super-diffusif à toute échelle
de temps. Les observations menées dans le chapitre 2 conduisent à penser que les effets de
vieillissement de la marche TSAW sont suffisants pour induire un comportement anormal
θ ̸= 1−1/dw. Pourtant, notre analyse numérique semble indiquer que θ est égal à θ = 1−1/dw.
Notons que ce comportement atypique n’entre pas en contradiction avec la conjecture émise
dans le chapitre 2.

Enfin, on conclut cette revue en considérant le dernier exemple de la marche Monkey-
walk sous-diffusive (1 < β < 2). Pour un paramètre β tel que dw = 2

β−1 > d, on observe
une exploration compacte y compris pour des dimensions supérieures à 1. Les exposants de
persistance associés présentent un comportement anormal, résultat justifié par les propriétés
de vieillissement évoquées dans le texte principal. Enfin, pour dw = 2

β−1 < d, on observe une
exploration transiente caractérisée par un exposant ψ ̸= df −dw anormal également impacté
par le vieillissement propre aux processus invariants d’échelle.



G – Propriétés des marches à
renforcement en confinement

G.1 Croissance du temps local dans un espace confiné
Tout au long de cette thèse, on a observé que certains des modèles à renforcement at-

tractif et répulsif présentaient des comportements diffusifs dans la limite T ≫ t, caractérisés
par une constante de diffusion Ds = 1

2 . Autrement dit, après un nombre élevé de visites, les
probabilités de transition entre les différents sites du réseau redeviennent uniformes. Ainsi,
les écarts relatifs entre les nombres de visites de chacun des sites sont trop faibles pour altérer
le comportement.

Par conséquent, afin de justifier ce comportement, il faut caractériser la variance du
temps local, temps passé sur chacun des sites du réseau. Dans ce sens, un travail important
a été mené par [Freund et al., 1993] dans lequel la croissance du temps local de la marche
TSAW a été mesurée pour un tore en dimension 1 et 2. Il y a été observé que la variance du
temps local est asymptotiquement indépendante du temps.

Par la suite, on cherche a étendre ce résultat pour les différents exemples de modèle
à renforcement répulsif en dimension quelconque. Les résultats asymptotiques que l’on va
déterminer concernent les marches évoluant à l’intérieur d’un volume confinant mais on pro-
pose qu’ils puissent s’adapter également pour des explorations compactes en milieu infini. De
tout évidence, les analyses numériques des incréments menées en confinement et en milieu
infini présentent des comportements identiques. On peut alors légitimement supposer que la
variance du temps local à l’intérieur du territoire visité présente aussi des propriétés simi-
laires. D’autre part, on propose que ce raisonnement s’étende aussi aux modèles attractifs
sous-diffusifs dans la limite T ≫ t.

Pour ce faire, on considérera d’abord un marcheur évoluant dans un volume périodique
régulier de taille N sites. En moyennant sur toutes les positions de départ possibles, on
obtient que le nombre de visites moyen est donné par

n̄(t) = t/N

Dans la suite, on propose de déterminer le comportement d’échelle de δni = ni(t) − n̄(t)
pour un tore de dimension infinie signifiant que tous les sites sont entièrement connectés
entre eux (hypothèse similaire à un modèle de champ moyen).
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Cependant, on propose que ces résultats restent valables dans des géométries confinées de
toute dimension (y compris pour des bords réfléchissants) et également pour des explorations
compactes. En d’autres termes, ces résultats restent valides même lorsque n̄ varie sur des
échelles spatiales suffisamment élevées.

G.1.1 Modèle de croissance de la variance du nombre de visites

Dans notre modèle infiniment connecté, on propose que l’ensemble des ni présente un
comportement asymptotique imposé par un équilibre quasi-stationnaire. Plus précisément,
on propose que les croissances respectives des temps ni soient données par

dni(t) = dBi(t) −
∑
i′∈N

dBi′

N
+ e−V (ni(t))∑

i′∈N e
−V (ni′ (t))

dt, (G.1)

où (B1(t), ..BV (t)) dénotent des mouvements browniens indépendants de variance σt.
Par ailleurs, notons que la condition déterministe de normalisation à chaque instant t,∑
i′∈V θi′(t) = t est directement vérifiée par le système (G.1) indépendamment de la réa-

lisation du bruit (B1(t), .., BN (t)).

On cherche à déterminer la dérivée de la variance du temps local. En s’appuyant sur
(G.1) dans la convention d’Ito on obtient

d

[
(ni(t) − t

N
)2
]

= −2dt
N

(ni(t) − t

N
) + 2dni(t)(ni(t) − t

N
) + dni(t)2

= −2dt
N

(ni(t) − t

N
) + 2dni(t)(ni(t) − t

N
) + 2σ(1 − 1

N
)dt

= −2dt
N

(ni(t) − t

N
) + 2σ(1 − 1

N
)dt..

+ 2

dBi(t) −
∑
i′∈N

dBi′

N
+ e−V (ni(t))∑

i′∈N e
−V (ni′ (t))

dt

[ni(t) − t

N

]

En moyennant puis en sommant sur tous les sites du volume, on obtient alors la relation
suivante

∑
i∈N

〈
d

dt

[
(ni(t) − t

N
)2
]〉

=
〈∑

i∈N δni(t)e−V (ni(t))∑
i∈N e

−V (ni(t))

〉
+ 2Nσ(1 − 1

N
). (G.2)

On cherche ensuite à déterminer une borne supérieure afin de caractériser le comporte-
ment typique de δni′(t).
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G.1.2 Majoration de la dérivée de la croissance locale
On s’intéresse maintenant au comportement du troisième terme de (G.2). Pour une réa-

lisation spécifique du bruit {dBi(t′), ∀i ∈ N, ∀t′ ≤ t}, on définit nmin(t), le minimum du
temps local évalué parmi les différents sites et de manière similaire

nmin(t) = δnmin(t) + t

N
.

On peut alors reprendre (G.2) et en déduire une borne supérieure en s’appuyant explici-
tement sur nmin(t)

∑
i∈N δni(t)e−V (ni(t))∑

i∈N e
−V (ni(t))

≤
∑
i∈N δni(t)e−V (ni(t))

Ne−nmin(t) (G.3)

≤ δnmin(t)N−1 +N−1eV (nmin(t))−V ( t
N

) ∑
N\{δnmin}

δni(t)e−V (ni(t))+V ( t
N

)

Ensuite, en rappelant que pour un modèle répulsif, V est une fonction asymptotiquement
positive croissante, on obtient

δni(t)e−V (ni(t))+V (t/N) ≤ δni(t), (G.4)

où on a utilisé ∀x ≥ 0 : e−x ≤ 1 et ∀x, a ≤ 0, ae−x ≤ a. Enfin en s’appuyant sur la
condition

∑
i∈V

∼
θ i(t) = 0, (G.4) conduit à∑
i∈N δni(t)e−V (ni(t))∑

i∈N e
−V (ni′ (t))

≤ N−1δnmin(t)(1 − eV (nmin(t))−V (t/N))

En injectant ce résultat dans la dérivée de la variance locale, on obtient

N
d

dt

[〈
(n(t) − t

N
)2
〉]

≤ 2Ncst+ 2
N

⟨δnmin(t) − δnmin(t)eV (δnmin(t))−V (t/N)⟩, (G.5)

où cette dernière est, de ce fait, indépendante de i.

a) Applications aux marches à renforcement

Il est alors possible de déterminer le comportement δn(t) et δnmin. Pour cela, on sup-
pose maintenant que la variance diverge selon un comportement donné par une fonction g(t)
quelconque. Ensuite, afin d’obtenir une divergence de g(t), sa dérivée doit être asymptoti-
quement positive aux temps longs. Comme

∑
i∈N δni(t) = 0, le minimum choisi δnmin est

toujours négatif, impliquant que V (δnmin(t))−V (t/N) ≤ 0 pour des modèles asymptotique-
ment répulsifs. Comme N est fini, on remplacera δnmin par son comportement typique, noté
⟨δnmin(t)⟩ ∼ −A

√
⟨δn(t)2⟩ ∼ −A

√
g(t). On peut alors déterminer le comportement de g(t)

pour les différentes marches.
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Marche TSAW :

Dans un premier temps, on considère le cas de la marche TSAW pour laquelle V (ni(t)) =
βni(t). L’équation précédente (G.5) devient pour une fonction divergente g(t)

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≤ 2Ncst+ 2
N

⟨δnmin(t) − δnmin(t)eβδnmin(t)⟩

≤ −2A
√
g(t)

N
+ o(

√
g(t)).

Par conséquent, on obtient une dérivé négative aux temps longs pour une fonction diver-
gente g(t), ce qui est contradictoire avec notre hypothèse première. Dès lors, on a prouvé que
la variance du temps local ne peut pas diverger et devient asymptotiquement indépendante
du temps passé dans le volume confinant. Ainsi, on propose que la variance du temps local
de la marche TSAW soit donnée par

⟨n2(t) − t2

N2 ⟩ ∼ g(N)

Notons que ce résultat peut s’étendre aisément aux modèles super exponentiels.

Marches SESRW :

Ensuite, on se concentre sur les marches sous-exponentielles SESRW pour lesquelles
V (ni(t)) = βni(t)k. L’équation précédente devient alors

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≤ 2Ncst+ 2
N

⟨δnmin(t) − δnmin(t)e( t
N

+δnmin(t))k−( t
N

)k⟩.

Dans un premier temps, on suppose que
√
g(t) ≪ t, on obtient alors que

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≤ 2Ncst− 2
N
A
√
g(t)

(
1 − e−Ak( t

N
)k

√
g(t)N
t

)
≤ 2Ncst− 2

N
A2kg(t) t

k−1

Nk−1 .

Si g(t) ≫ ( tV )1−k, on retrouve une dérivée négative ce qui est contradictoire. Par la suite,
on cherchera à montrer que g(t) ∼ ( tV )1−k, l’inégalité précédente n’est alors plus suffisante.
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G.1.3 Minoration de la dérivée de la croissance de la variance locale
On souhaite obtenir une minoration de la dérivée de la variance locale. Pour cela, on

introduit le temps local maximal au temps t, noté nmax(t), et on reprend (G.3)

∑
i∈N δni(t)e−V (θi(t))∑

i∈N e
−V (θi′ (t))

≥
∑
i∈N δni(t)e−V (θi(t))

Ne−θmax(t) (G.6)

≥ N−1eV (δnmax(t))−V ( t
N

)∑
N

δni(t)e−V (θi(t))+V ( t
N

)

≥ N−1eV (δnmax(t))−V ( t
N

)
( ∑

{δni(t)>0}
δni(t)e−V (θi(t))+V ( t

N
)..

+
∑

{δni(t)<0}
δni(t)e−V (θi(t))+V ( t

N
)
)

≥ N−1∆N>(t)
(

1 − e−V (θmin(t))+V (θmax(t))
)
,

où on a défini

∆n>(t) =
∑

{δni(t)>0}
δni(t).

En revenant à (G.6) et après avoir moyenné sur toutes les réalisations du bruit, on obtient

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≥ 2Ncst+ 2
N

〈
∆N>(t)

(
1 − e−V (nmin(t))+V (nmax(t)))〉 . (G.7)

De manière analogue au cas précédent, on suppose que les variables ∆N>(t), nmin(t) et
nmax(t) présentent un comportement similaire, déterminé par

√
g(t) (puisque N fini). On

les remplace par leur valeur typique moyennée N>

√
g(t), m

√
g(t), M

√
g(t).

a) Applications aux marches à renforcement

On reprend (G.7) en utilisant le développement des variables ∆N>(t), nmin(t) et nmax(t)

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≥ 2Ncst+2N>

N

√
g(t)

(
1−e

−β( t
N )k

(
1−mN

√
g(t)
t

)k
+β( t

N )k
(

1−M N
√
g(t)
t

)k)
.

En utilisant que g(t) ≪ t on obtient

N
d

dt

[
⟨(n(t) − t

N
)2⟩
]

≥ 2Ncst− 2kN>

Nk

g(t)
t1−k (M −m). (G.8)

En comparant (G.8) avec l’équation précédente, on obtient que g(t)
t1−k = O(1). Ainsi, on

propose que la variance du temps local soit donnée pour la marche SESRW
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⟨n2(t) − t2

N2 ⟩ ∼ t1−k.

Enfin, complétons notre approche en considérant les marches répulsives en loi de puis-
sance. Comme le potentiel de ces marches est plus faible que ceux obtenus dans le cas des
marches SESRW, on en déduit que le comportement de la variance locale des marches ré-
pulsives en loi de puissance croît plus rapidement que ceux obtenus dans le cas des marches
SESRW. En prenant la limite k → 0 on obtient

⟨θ2(t)⟩ ∼ ta,

avec a > 1. En outre, en se rappelant que la variance du temps local de la marche de pólya
croît comme O(t), on en déduit que a = 1 ce qui est confirmé par notre analyse numérique en
dimension 3. Par conséquent, on propose que pour les marches répulsives en loi de puissance

⟨θ2(t) − t2

V 2 ⟩ ∼ t.

Notons que tous les résultats ont été obtenus en supposant que la distribution station-
naire était uniforme. Pourtant, on propose que les comportements proposés restent valides
dans la limite des grands volumes. On peut dresser plusieurs observations supportant cette
hypothèse :

— Il apparaît clairement que les relations d’équilibre entre les différents sites restent in-
dépendantes des effets spécifiques induits aux bords. Notre approche a été développée
pour un volume confinant mais on peut supposer qu’elle puisse décrire des sous-volumes
dans lesquels la moyenne est asymptotiquement uniforme. Comme notre approche s’ap-
puie sur des sites infiniment connectés, on peut supposer que les équilibre locaux obte-
nus restent valides pour des moyennes locales qui ne sont plus exactement uniformes.
La différence principale reviendrait à soustraire à ni, le temps moyen exact passé sur
le site i, qui est inconnu pour des conditions non-périodiques.

— Ensuite nos différents résultats ont été testés en dimension 3 pour des conditions aux
bords périodiques et réfléchissantes dans la limite N ≫ 1. Pour des conditions pério-
diques nos résultats s’appliquent directement alors que pour des conditions aux bords
réfléchissantes, les comportements prédits sont observés tant que les écarts induits par
la moyenne du temps passé sur les sites aux bords restent négligeables.

Appliquons ce résultat aux effets de vieillissement en confinement dans la limite où le vo-
lume a été visité un nombre suffisant de fois. Considérons les modèles sous-exponentiels pour
lesquels on a déterminé que ⟨n2(T ) − T 2

N2 ⟩ ∼ T 1−k. On peut alors injecter ce comportement
typique dans les probabilités de transition, on obtient alors

e−( T
N

+δni(T ))k∑
j∈pv e

−( T
N

+δnj(T ))k
∼ 1∑

i∈pv e
−( T

N
)k−1kNδnj(T )+( T

N
)k−1kNδni(T )

∼ 1∑
i∈pv

,

où on a utilisé δni(T ) ∼ T
1−k

2 . Ainsi, on a montré que pour des modèles sous-exponentiels,
le marcheur présente un comportement diffusif dans la limite T ≫ 1. On a donc justifié le
comportement diffusif observé numériquement en dimension 1 et 3 pour les marches SESRW.
En outre, cette analyse s’étend à tous les modèles répulsifs présentant un comportement f
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sous-linéaire tels que les modèles en loi de puissance ou la SATW. Notons que notre argument
confirme que les écarts relatifs entre les sites ne peuvent pas être négligés pour la marche
TSAW et les modèles super-linéaires.

Enfin, on propose que ce résultat puisse s’étendre aux explorations compactes en milieu
infini. Pour finir, complétons que ce comportement a aussi été observé pour les modèles
attractifs sous-diffusifs dans le chapitre précédent. On propose que ce comportement diffusif
à l’intérieur de DT est aussi obtenu pour des raisons similaires, mais ce constat est plus
difficilement justifiable.

Fig. G.1 Fluctuations du nombre de visites sur chaque site du réseau pour les marches
à renforcement. Le comportement d’échelle attendu de la variance du nombre de visites à
chaque site est testé pour des réseaux périodiques en dimensions 1 et 3. Pour la marche
TSAW en dimension 1 a et 3 d, les fluctuations δn2 sont asymptotiquement indépendantes
de t comme proposée dans [Freund et al., 1993]. Ensuite, pour la marche SESRW, les échelles
asymptotiques de δn2 sont données par t1−k indépendamment de la dimension. On teste notre
proposition en dimension 1, pour k = 0.5 b et k = 0.8 c et en dimension 3 avec k = 0.5 e et
k = 0.8 f. Les courbes normalisées par le comportement asymptotique attendu convergent
vers un plateau aux grands temps lorsque le volume a été entièrement couvert.

G.2 Contributions des différentes échelles de temps en confinement
pour les explorations non compactes

Dans cette section, on cherche à vérifier que les contributions des temps caractéristiques
sont négligeables dans la limite des grands volumes. Pour plus de simplicité, on a remplacé
ψ par sa valeur 1 obtenue pour la plupart des modèles étudiés dans cette thèse.
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Dans un premier temps, on introduit nc = c(Ra )γ avec γ < 1. On cherche une limite
supérieure à la contribution des évènements qui occurrent avant l’échelle typique déterminée
dans le chapitre 4. Cette contribution est donnée par

nc∑
n=1

(1 − po)p
(1 − p) en ln(1−p)Φn(t, R, a, a0)

On cherche à exhiber une borne valide à toute échelle de temps en s’appuyant sur le
fait que Φn(t, R, a, a0) est une distribution conditionnelle. Pour cela, on intègre sur t les
contributions de toutes les excursions entre 0 et nc

A =
∫ +∞

0

nc∑
n=1

Φn(t, R, a, a0)(1 − po)p
1 − p

en ln(1−p) =
nc∑
n=1

p

1 − p
en ln(1−p).

En introduisant p = C a
R + o( 1

R), on trouve que

A <
nc∑
n=1

C a
R + o( 1

R)
(1 − C a

R + o( 1
R))

e−C an
R

+o( n
R

) < C
a

R

(
1 + C

a

R
+ o( a

R
)
)

+
∫ c(R

a
)γ

1
C
a

R

(
1 + o( 1

R
)
)
e−C an

R
+o( n

R
)dn,

ce qui amène à

A < C
a

R

(
1 + C

a

R
+ o( a

R
)
)

+
[

− e−Cu a
R

+o( a
R

)
(

1 + o( 1
R

)
)]c(R/a)γ

1
,

puis

A < C
a

R

(
1 + C

a

R
+ o( a

R
)
)

+ (1 + o( 1
R

))
[
e−C a

R
+o( a

R
) − e−C( a

R
)1−γ+o( 1

R1−γ )
]
,

et

A < C
a

R

(
1 + C

a

R
+ o( a

R
)
)

+
(

1 + o( 1
R

)
)[

−C a

R
+ o( a

R
) + C( a

R
)1−γ − o( 1

R1−γ )
]
,

pour enfin arriver à la majoration attendue

A < O

(
( a
R

)1−γ
)

+ o( a
R

).

Ainsi, pour γ < 1, la contribution de ces évènements tend vers 0 dans la limite des
grands R. Ce résultat peut s’étendre de manière analogue à des échelles caractéristiques nc =
C R
a ln

(
R
a

)−α
R
a où α < 0. Ensuite, on se tourne vers les temps caractéristiques dominants

comparés à R/a. On définit alors nc = C(Ra )γ ln
(
R
a

)α
, de la même manière, on cherche à

exhiber une borne supérieure de

+∞∑
n=nc

(1 − po)p
(1 − p) en ln(1−p)Φn(t, R, a, a0).
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On définit alors

A =
∫ +∞

0

+∞∑
n=nc

(1 − po)p
1 − p

en ln(1−p) =
+∞∑
n=nc

p

1 − p
en ln(1−p),

ce qui conduit à

A < C
a

R

(
1 + o( 1

R
)
)
eC(R

a
)γ ln(Ra )α(−C a

R
+o( 1

R
))+
∫ ∞

(R/a)γ ln(Ra )α
C
a

R

(
1 + o( 1

R
)
)
en[−C a

R
+o( 1

R
)]dn,

puis

A < C
a

R

(
1 + o( 1

R
)
)
eC(R

a
)γ ln(Ra )α[−C a

R
+o( 1

R
)] +

(
1 + o( 1

R
)
)
eC(R

a
)γ ln(Ra )α[−C a

R
+o( 1

R
)].

Pour γ > 1, la contribution tend exponentiellement vite vers 0 dans la limite des grands
volumes. Ce résultat reste valide pour γ = 1 et α > 0. Dans la limite des grands volumes,
les marches trouvent donc la cible après un nombre d’excursions typique Ntyp = O(R/a).

Ce résultat peut être étendu pour des explorations transientes où ψ ̸= 1 et pour des
explorations marginales où p ∼ 1

ln(Ra ) . En outre, cette démonstration reste valide pour des
séries non géométriques dont le comportement typique reste déterminé par a/R. Cette dé-
croissance exponentielle déterminée précédemment dans la limite des grands n nous assure
que la contribution des évènements rares est négligeable. Cette observation devient cruciale
quand on s’intéresse à la détermination des moments du FPT.

Pour des décroissance en loi de puissance, la contribution des évènements rares peut
dominer celle de Ntyp dans les moments d’ordre supérieur de la distribution, ce qui n’est
plus le cas pour des décroissances exponentielles. Par conséquent, sous l’hypothèse que le
marcheur n’admet pas de comportement piégé. On est capable de prédire le comportement
des moments de la distribution du FPT en confinement. Autrement dit, les évènements rares,
à l’exception des comportements piégés, n’influent pas sur le comportement dominant des
moments de la distribution de premier passage.

G.3 Explorations compactes pour θ > 1 et effet des termes sous-
dominants

Tout d’abord, considérons la limite R ≫ r pour un processus compact caractérisé par un
exposant de persistance θ > 1. Au cours du chapitre 4, le résultat suivant a été déterminé
pour la distribution de premier passage et cela indépendamment de la valeur de θ

G(η, r,R, a0) = F (t, r, R, a0)Rdw = h(a0
r

)
(
r

R

)dwθ (
g(η) 1

ηθ+1 + 1
η
f(η)

)
+
(

1 − h(a0
r

)
)
δ(η),
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En revanche, pour θ > 1, la fonction g(η) 1
ηθ+1 n’est plus intégrable en 0. Cette observa-

tion souligne que le temps moyen de premier passage ne dépend pas de R dans la limite des
grands volumes. Les excursions qui trouvent directement la cible avant les bords dominent
le moment d’ordre 1.

Afin d’illustrer cette dernière observation, on introduit une longueur de coupure rdw

aux temps courts afin de signifier que la décroissance en loi de puissance reste valide pour
Rdw > t > rdw . La contribution pour le MFPT des temps t < Rdw est donnée par p0

rdwθ

tθ

⟨T ⟩ ≈
∫ Rdw

rdw
S0
rdwθ

tθ
dt+

(
r

R

)dwθ ∫ ∞

Rdw
f

(
t

Rdw

)
dt.

Cela amène à

⟨T ⟩ ≈ −(θ − 1)S0

[
rdwθ

tθ−1

]Rdw
rdw

+
(

rdwθ

Rdw(θ−1)

)∫ ∞

1
f(η)dη.

Après développement, on obtient finalement

⟨T ⟩ ≈ S0
(θ − 1)rdwθ

rdw(θ−1) − S0
(θ − 1)rdwθ

Rdw(θ−1) +
(

rdwθ

Rdw(θ−1)

)∫ ∞

1
f(η)dη.

Pour θ > 1, les termes dépendant de R deviennent négligeables. Ainsi, le moment d’ordre
1 dépend de la distribution du temps de premier passage aux temps courts. Afin de déter-
miner exactement le temps moyen, il est alors nécessaire d’ajouter la contribution des temps
t ∼ rdw . On obtient alors que le comportement dominant du temps moyen en confinement
(dans la limite des grands volumes) est exactement égal au temps moyen déterminé en milieu
infini.

Enfin, ce raisonnement peut être étendu pour les moments d’ordres supérieurs n :

— Si n > θ le nème moment est donné par Rdw(n−θ)rdwθ.
— Si n < θ le nème moment est donné par rndw .

En conséquence, pour θ > 1 et R ≫ r ≫ 1, la distribution du FPT peut être décrite
par le temps caractéristique Rdw . En revanche, les moments inférieurs à θ seront indépen-
dants de R. Inversement, pour des moments supérieurs à θ, on retrouve un comportement
déterminé par le temps caractéristique Rdw . Ensuite, considérons les termes sous-dominants
de la distribution de premier passage conditionnellement à ce que la cible soit trouvée avant
les bords. Ces termes sont compris dans la définition de la fonction h1 introduite dans le
chapitre 4

Fb(t, r, R, a0) ∼ g( t

Rdw
) r

dw

tθ+1

[
1 + h1(t/rdw)

]
En réécrivant h1(t/rdw) en fonction de η, on obtient une forme h1(η rdw

Rdw
). Dans la limite

des grands volumes, on propose de réécrire h1(η rdw
Rdw

) sous la forme d’un dirac Cδ(η) où C
est indépendante de r et R dans la limite R ≫ r ≫ 1.
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Ce résultat est direct pour les termes sous-dominants dont le comportement est dirigé par
un temps caractéristique rdw puisqu’ils apparaissent à une échelle de temps négligeable par
rapport à Rdw . Ensuite, pour les termes sous-dominants présentant une décroissance en loi
de puissance θ + 1 + α (α > 0), l’expression selon la variable η fait explicitement apparaître
un poids en R−αdw . Ces termes sont donc négligeables dans la limite des grands volumes
pour θ ≤ 1.

Ainsi les termes sous-dominants modifieront le comportement de la distribution du FPT
seulement sur des échelles de temps négligeables comparées à Rdw . En revanche, on peut
noter qu’ils ont une influence sur la constante de normalisation du FPT et apparaissent
indirectement dans la fonction g et sa réécriture dans le comportement final selon la variable
η.

G.4 Contribution des trajectoires directes pour les explorations mar-
ginales

Ici, on cherche à déterminer les contraintes que doivent vérifier les exposants des termes
logarithmiques isolés dans le texte principal pour les explorations marginales. Ces termes
décrivent le comportement d’échelle asymptotique de la distribution du FPT en confinement
et on cherche à déterminer les contraintes afin que le temps moyen de premier passage en
confinement reste déterminé par les trajectoires indirectes. Pour cela, on reprend la forme
exhibée pour les explorations marginales

G(η,R, r, a) = F (t, R, r, a)Ttyp =
(

1 − ln(r/a)ν

ln(R/a)ν
)
δ(η) + ln(r/a)ν

ln(R/a)ν h(η),

avec Ttyp = Rdw ln(R/a)δ. De manière identique aux explorations compactes, puisque les
exposants ν et δ sont à priori inconnus, la contribution des excursions directes peut dominer
celui des excursions indirectes et contrôler le comportement asymptotique du MFPT en
confinement. On se concentrera sur la contribution des trajectoires directes pour laquelle
on définit le temps moyen conditionnel ⟨T ⟩t. À l’instar des explorations compactes dont le
temps typique afin de toucher les bords est de l’ordre de Rdw , on propose que la contribution
des trajectoires directes soit donnée par l’intégration de la probabilité de survie en espace
infini jusqu’à Rdw . Cela amène à

p0⟨T ⟩t ∼
∫ Rdw

rdw
−t d
dt
S(t, a,R, r)dt ∼ C

∫ Rdw

rdw

lnν(r/a)
ln1+ν(t/adw)dt,

où la borne inférieure est déterminée par le temps caractéristique associé à la distance
initiale rdw . À l’aide d’une intégration par partie, on fait émerger le comportement d’échelle
des trajectoires directes
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p0⟨T ⟩t ∼ Clnν(r/a)
([ t

lnν+1(t)
](R

a
)dw

2
+ (ν + 1)

∫ (Ra )dw

2

1
lnν+2(t)dt..

+
[ −t
lnν(t+ 1)

]( ra)dw

2
−
∫ ( ra)dw

2

1
lnν+2(t)dt

)

On note que les deux derniers termes sont indépendants de R et ils peuvent être négligés.
Ensuite, on peut montrer que le second terme est lui aussi négligeable à l’aide de la récurrence
suivante

∫ R
a

dw

2

1
lnν+2(t)dt =

R
a

dw

lnν+2(Ra
dw)

+ (ν + 2)
R
a

dw

ln3+ν(Ra
dw)

+O

 R
a

dw

ln4+ν(Ra
dw)

 .
On obtient finalement que

p0⟨T ⟩t ∼ CRdw
lnν( ra)
lnν+1(Ra )

.

Pour finir, on peut comparer ce terme à celui obtenu pour les trajectoires indirectes donné
par

(1 − p0)⟨T ⟩b ∼ CbR
dw lnν(r

a
)lnδ−ν(R

a
).

où δ est donné par le temps typique obtenu en confinement Ttyp = Rdw lnδ(R/a). On
obtient donc la relation que doit vérifier l’exposant δ afin que le MFPT soit contrôlé par les
excursions indirectes

δ > −1.

Ce qui est vérifié, à notre connaissance, par l’ensemble des modèles étudiés dans cette
thèse.

G.5 Comportement d’échelle de la probabilité de trouver la cible
lors de la kème excursion pour les explorations non compactes
et marginales

On fournit ici les mesures numériques de pk définie comme la probabilité de trouver la
cible lors de la kème excursion. Le comportement asymptotique de pk est ici donné pour les
explorations non compactes et marginales.
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Fig. G.2 Comportement d’échelle de pk définie comme la probabilité de trouver la cible
lors de la kème excursion pour les explorations non compactes. Afin d’étudier la dépendance
selon k, pk est normalisée selon le comportement prédit dans le chapitre 4 pour une marche
répulsive en loi de puissance 3D a (β = 1), pour une marche Monkey sous-diffusive b, pour
une marche ERW diffusive et enfin pour une marche ERW superdiffusive d. On note que
le comportement d’échelle de pk reste déterminé par l’exposant ψ mesuré en espace infini à
l’exception de la marche ERW superdiffusive pour laquelle le comportement est déterminé
par ψc, l’équivalent de ψ en confinement après un grand nombre d’excursions.

Fig. G.3 Comportement d’échelle de pk définie comme la probabilité de trouver la cible
lors de la kème excursion pour les explorations marginales. a pk est asymptotiquement indé-
pendante de k pour la marche ERW, on retrouve que pk ∼ log(R/a)−1 de manière identique
au mouvement brownien. Inversement, pour les marches SESRW b et les marches répulsives
en loi de puissance c, on retrouve une dépendance non triviale de pk selon k qui diverge pour
k ≫ 1 (de manière analogue à la marche TSAW). Notons que pour la marche SESRW, b,
la variable pk présente une dépendance complexe selon une variable k log(R/a)ν où ν peut
être mesuré numériquement (ici la cible est un carré de taille a = 1).
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G.6 Distribution en confinement pour des modèles à incréments
stationnaires

Ici, on propose de rappeler les arguments évoqués dans [Levernier, 2017] supportant
la forme exponentielle de la distribution du FPT obtenue pour les processus à incréments
stationnaires non-compacts. Notons que ce résultat à été démontré pour des processus mar-
koviens à incréments stationnaires [Bénichou et al., 2014].

Pour cela on reprend la partition effectuée pour les explorations non compactes dans le
texte principal

F (t, a, r, R, a0) = p0Φo(t) + (1 − p0)
∞∑
n=1

Φn(t)P (n) (G.9)

L’absence de vieillissement nous permet de supposer que les durées des excursions sont
indépendantes, de moyenne τ et de variance

√
σ finies et que la probabilité pk de probabilité

de trouver la cible lors de la kème excursion est indépendante de k. On peut alors appliquer
le théorème central limite pour Φn(t)

Φn(t) = 1√
2πnσ2

e
− 1

2

(
t−nτ√
nσ

)2

Ensuite comme pk = p, il vient P (n) →
R→∞

p exp(np). En revenant à la limite continue de
(G.9) on obtient après le changement de variable u = np

F (t, a, r, R, a0) →
R→∞

p0Φo(t) + (1 − p0)
∫ ∞

0

1√
2πuσ2/p

e
− 1

2

(
t−τu/p
σ

√
u/p

)2

e−udu

En réintroduisant la variable η = t/Ttyp avec Ttyp = τ/p, on obtient

G(η,R, r, a) ∼
R→∞

p0δ(η) +
(1 − p0)τ√

p

p
√
σ2

∫ ∞

0

1√
2πu

e
−
pT2
typ

2σ2

(
η−u√
u

)2

e−udu

En réécrivant explicitement les dépendances selon R volumes de p = ρR/a, τ = νRdw/a,
σ2 = sRdw/a, cela conduit à

G(η,R, r, a) ∼
R→∞

p0δ(η) + (1 − p0)
√
Rν2

aρs2

∫ ∞

0

1√
2πu

e
− Rν2

2aρs2

(
η−u√
u

)2

e−udu

Dans la limite où R ≫ 1, l’intégrale peut être assimilée à un dirac centré en η ce qui
amène finalement à

G(η,R, r, a) ∼
R→∞

p0δ(η) + (1 − p0)e−η



H – Mesures numériques

H.1 Mesures numériques des exposants caractéristiques des pro-
priétés de premier passage

On va ici décrire brièvement les méthodes développées afin de mesurer les différents
exposants introduits dans le texte principal. Les valeurs des exposants énoncés sont toujours
compris dans l’écart-type retourné par nos mesures numériques. En dimension 1, la cible est
un unique site du réseau. En dimension supérieure ou égale à 2, la cible est donnée par un
cube d-dimensionnel de taille a.

H.1.1 Mesures numériques de l’exposant de persistance

On suppose que la probabilité de survie vérifie le comportement asymptotique suivant

S(t) = S0t
−θ + o(t−θ).

Afin d’éviter toute hypothèse sur le second terme, on cherche à se reposer uniquement
sur les grands temps t afin de réaliser notre fit polynomial. La fenêtre de celui-ci résulte
d’un compromis entre la nécessité de garder au moins plus d’une décade pour réaliser le
fit aux temps longs tout en ne gardant que les temps pour lesquels on a encore une bonne
précision (afin d’éviter une majorité de points peu fiables). Pour ces raisons, la fenêtre a
été choisie manuellement après plusieurs essais afin de s’assurer de la robustesse de notre
mesure. L’estimateur de S(t) et son écart-type σŜ sont donnés par

Ŝ(t) = #{X(t), ∀t X(t) < r}
N

, σ2
Ŝ

= Ŝ(t)[1 − Ŝ1(t)]
N − 1 ,

où N est le nombre total de marcheurs aléatoires générés. Il convient de noter que tous
les points de mesure à différents t ne sont pas indépendants les uns des autres. Ainsi, pour
que l’hypothèse d’indépendance reste pertinente, les points mesurés doivent être choisis à des
temps espacés les uns des autres. Afin de tester la précision de notre approche, on a comparé
la mesure numérique obtenue de l’exposant de persistance de la marche SATW à la valeur
théorique obtenue dans [Barbier–Chebbah et al., 2020].

Pour des conditions initiales vieillies, le marcheur est laissé libre jusqu’à ce qu’il revienne
à sa position initiale pour un temps supérieur au temps d’observation T fixé. Ensuite, la cible
est ajoutée et θ est mesuré numériquement avec des méthodes identiques à celles détaillées
ci-dessus.
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H.1.2 Mesures numériques de l’exposant de transience
Afin de vérifier les mesures numériques de ψ et ψc, on cherche tout d’abord à mesurer

la probabilité de trouver la cible Π. Dans un second temps, on mesure le comportement
asymptotique de Π à a fixé dans la limite r grand qui permet de déterminer ψ. Pour ce
faire, on suppose que la probabilité de survie à t grand est donnée par le comportement
asymptotique suivant

S∞(t, a, r) = S∞(a, r) +At−c.

On génère N marcheurs aléatoires que l’on laisse évoluer jusqu’à un temps tmax, la
population restante des marcheurs qui n’ont pas encore atteint la cible, forme un premier
estimateur Ŝ(a, r, tmax)

Ŝ1(tmax) = #{X(t), ∀t|X(t) − r| > a}
N

.

Une première approximation de Π est donc donnée par 1−Ŝ1(a, r, tmax) ≈ Π. Néanmoins,
on doit s’assurer que la contribution de At−c est négligeable. Afin de contrôler cette dernière
approximation, on réalise un fit polynomial de la différence S(t, a, r) − Ŝ1(tmax) qui permet
d’obtenir des mesures approchées des paramètres (A, c). On utilise ensuite ces deux mesures
pour construire une seconde observable appelée Ŝ2(a, r, tmax) définie par

Ŝ2(tmax) = Ŝ1(tmax) − Âtĉmax,

où Â, ĉ sont donnés par le fit polynomial de S(t, a, r) − Ŝ1(tmax). La différence entre les
deux mesures, Ŝ2 et Ŝ1, contrôle la validité de notre mesure. Enfin, dans un second temps,
on réalise un second fit polynomial des observables 1 − Ŝ2(a, r, tmax) et 1 − Ŝ1(a, r, tmax)
multipliées par le régime asymptotique attendu (a/r)ψ). Les écart-types retournés servent de
contrôle pour les mesures ψ. L’hypothèse principale reste que tous les termes sous-dominants
de O(a/r) peuvent être négligés dans la limite r grand. La même méthode est reproduite
pour des conditions initiales vieillies, générées avec un marcheur aléatoire ayant parcouru
un volume confiné jusqu’à un temps d’observation T . Un unique espace vieilli a été généré
mais la position de la cible est tirée au hasard à une distance initiale fixée r pour chaque
marcheur aléatoire. Pour finir, on fournit l’écart-type des deux estimateurs

σ2
Ŝ1

= Ŝ1(tmax)[1 − Ŝ1(tmax)]
N − 1 ,

et

σ2
Ŝ2

= σ2
Ŝ1

+
[
t−ĉmaxσÂ

]2
+ (Ât−ĉmaxlog(tmax)σĉ)2 + 2Cov(ĉ, Â)Ât−2ĉ

maxlog(tmax),

où les écarts types de Â, ĉ et Cov(ĉ, Â) sont donnés par le fit polynomial. La principale
approximation reste que l’on suppose que les estimateurs Â et ĉ sont mesurés indépendam-
ment de tmax. Ainsi, le fit doit être réalisé sur une fenêtre temporelle choisie loin de tmax. On
peut noter une seconde approximation qui suppose que les points utilisés afin de déterminer
Â, ĉ ne sont pas indépendants les uns des autres. Afin de pallier à cette dernière observation,
les points utilisés pour le fit sont espacés le plus possible pour obtenir un nombre de points
moins importants mais indépendants.
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Fig. H.1 Mesures numériques de l’exposant de persistance et de l’exposant de transience.
a La valeur attendue θ = 1/3 est testée pour le TSAW en dimension 1. On s’assure que la
valeur de θ, proposée dans le texte principal, est comprise dans la marge d’erreur donnée
par l’écart-type du fit en loi de puissance de la probabilité de survie (ligne pleine rouge). b
Mesure numérique du terme sous-dominant de la probabilité de survie pour une exploration
non compacte. Ici, la convergence de la probabilité de survie tend vers la probabilité de
trouver la cible, notée Π, qui est donnée en première approximation par S(t) − S(tmax) (ici
représentée pour une marche SATW attractive diffusive en 3D). Dès lors, le fit de cette
convergence (ligne pleine) nous permet de prédire la probabilité que les marcheurs restants
trouvent la cible à des temps supérieurs à tmax. Les valeurs proposées de ψ = ψc = 1
peuvent être testées pour ces deux mesures différentes de Π données par 1 − Ŝ1(tmax) et
1 − Ŝ1(tmax) + Âtâmax.

H.1.3 Mesures numériques des exposants associés aux explorations marginales

Les exposants δ, ν et η ont été mesurés numériquement à partir du fit en loi de puissance
de ; S(t) selon la variable ln(t) ; de p1(R) selon la variable ln(R) ; et pk(R) selon k ln(R/a)υ
(υ est choisi manuellement pour que toutes les courbes se superposent). On ne conserve que
la première décimale de ces différentes mesures afin de souligner que celles-ci sont imprécises
et qu’elles reposent sur l’hypothèse d’une convergence suffisamment rapide le long de R (afin
de négliger les termes sous-dominants).

H.2 Simulations numériques de processus gaussiens dérivés d’une
équation GLE

Dans cette partie, on va décrire la méthode utilisée pour simuler les différents processus
gaussiens étudiés dans le texte principal et en particulier ceux issus d’une équation GLE.
Pour cela, on utilise un algorithme basé sur les méthodes dites de matrice circulante, ou mé-
thode de Davis, développé à l’origine dans [Davies et al., 1987] et décrit dans [Dieker, 2013].
La version spécifique de l’algorithme utilisée dans cette thèse est une version généralisée,
détaillée dans [Dietrich et al., 1997], afin de traiter un cas général où la matrice circulante
n’est pas nécessairement définie positive. Cet algorithme permet de générer une trajectoire
exacte d’un processus gaussien stationnaire.



244 H.3

Chaque trajectoire est générée en O(N ln(N)) opérations où N est le nombre de points
de la trajectoire. Plus précisément, on considère un processus stationnaire général dont la
matrice de covariance est donnée par

cpq = ⟨y(p dt)y(q dt)⟩ = θ(|(p− q) dt|),

où dt est un pas de temps constant. L’algorithme consiste à intégrer la matrice de cova-
riance de taille N dans une matrice de Toeplitz et symétrique S de 2N ∗2N dont la première
ligne est donnée par {

si = ci for 0 ≤ i ≤ N

s2N−i = ci for 1 ≤ i < N.

Puisque cette matrice est circulante, les valeurs propres de S, notées λj , peuvent être
obtenues efficacement via la transformée de Fourrier Rapide FFT de la première ligne qui
conduit à

λj =
N∑
k=0

ei2πkj/2Nθ(|k|dt) +
N−1∑
k=1

ei2π(2N−k)j/2Nθ(|k|dt),

ce qui se simplifie en

λj = θ(0) + (−1)jθ(dtN) + 2
N−1∑
k=1

cos(2πkj/2N)θ(|k|dt).

Si les valeurs propres sont toutes positives, il est alors possible de générer des trajectoires
indépendantes du processus gaussien de covariance stationnaire θ(|t− t′|). Pour cela, on suit
les étapes ci-dessous

— Tout d’abord, on génère deux vecteurs de taille 2N , constitués (U, V ) par des variables
aléatoires normales, réelles et indépendantes. Ensuite, on calcule la transformée de
Fourier rapide du vecteur Y donné par

yj = λk
uj + ivj√

2N
— Les parties réelle et imaginaire du résultat final forment deux réalisations indépendantes

du processus gaussien selon la grille d’échantillonage {x(0), x(dt)...., x(Ndt)}.

Cet algorithme ne peut que générer des processus dont la covariance est stationnaire.
Ainsi, dans un premier temps, on simule des trajectoires dont la distribution initiale station-
naire. Ensuite, pour une cible initiale de taille fixée, on sélectionne uniquement les trajectoires
pour lesquelles |x0 − x(0)| < dx avec dx choisi faible, tout en gardant un nombre suffisant
de réalisations.

La validité de notre approche est testée en comparant les incréments mesurés numéri-
quement aux valeurs exactes attendues. Ces comparaisons sont réalisées pour un noyau de
friction en loi de puissance en espace libre et en présence d’un potentiel harmonique.
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Fig. H.2 Vérifications numériques de l’algorithme de matrice circulante. Les incréments
obtenus par simulation sont comparés aux courbes théoriques pour H = 1/4, H = 3/8.
Chaque courbe correspond à une valeur fixée de T . Ensuite, une seconde étape consiste à
garder les trajectoires proches de x0 = 0. À nouveau les incréments obtenus sont comparés
à leur valeur théorique.

H.3 Méthode de résolution numérique de l’équation intégrale vé-
rifiée par la position moyenne du marcheur dans le futur du
premier passage

Dans cette partie, on va détailler les méthodes de résolution numérique des différentes
équations intégrales vérifiées par la position moyenne du marcheur dans le futur du temps de
premier passage, mπ = L−µπ. On cherche à résoudre numériquement cette équation pour les
différents noyaux de friction présentés dans le chapitre 5. Le comportement complexe de la
fonction de covariance θ(t) impose de résoudre une équation différente pour chaque couple de
paramètre α = 2H et L. La position initiale est ici fixée à x0 = 0, mais une méthode identique
peut être également développée pour x0 ̸= 0. Pour cela, on définit l’interpolation numérique
de µπ, notée µ̃π(t, s), et la correction ẽ(t, s) qui vérifient les deux relations d’évolution selon
le temps fictif s
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ẽ(τ, s+ ds) =
∫ ∞ [

µ̃π(t+ τ, s) − µ̃π(t)θ(τ) − θ(t)θ(t+ τ)
1 − θ(t)2 − L(1 − θ(τ))

]
qπ(L, t)

−
[
L
θ(τ) − θ(t)θ(τ + t)

1 − θ(t)2 − L(1 − θ(τ))
]
p(L, t)dt,

et

µ̃π(t, s+ ds) = µ̃π(t, s) − ẽ(τ, s)ds.

La condition initiale est donnée par l’approximation markovienne de la position moyenne
L− µπ

µ̃π(t, 0) = Lθ(t).

Afin de résoudre cette intégration numérique, l’intégrale sur τ est évaluée sur un espace
discrétisé jusqu’à un temps de coupure tmax (les positions sont espacées non uniformément
selon une loi de puissance d’exposant −3). On laisse ensuite µ̃π(t, s) converger lentement à
des temps fictifs élevés s. La convergence de µ̃π(t, s) est aussi évaluée via la convergence de
la valeur du MFPT T (s)

T (s)ps(L) =
∫ ∞

0

e
− µ̃(s)2

2(1−θ(t)2)√
2π(1 − θ(t)2)

− e
−L2(1−θ(t))2

2(1−θ(t)2)√
2π(1 − θ(t)2)

dt,

qui atteint un plateau dans la limite des grands s. D’autre part, les différents paramètres
(ds, N et tmax), respectivement le pas d’intégration du temps fictif, le nombre de points
formant l’espace discrétisé et le temps de coupure, ont été testés afin de nous assurer de
la robustesse de notre approche. Les différentes intégrations conduisent à une courbe limite
identique qui est alors utilisée pour une mesure approchée de ⟨T ⟩.

H.4 Simulations numériques des lois jointes pour les processus FBM
et RAP

H.4.1 Mouvement Brownien Fractionnaire

L’algorithme utilisé afin de générer les trajectoires 1D des mouvements browniens frac-
tionnaires est basé sur la méthode de la matrice circulante, et il est détaillé dans [Davies et
al., 1987 ; Dietrich et al., 1997 ; Wood et al., 1994]. Celui-ci permet de générer des trajectoires
exactes pour un pas de temps constant ∆t ≈ 1.2∗10−4, jusqu’à un temps maximal, ici choisi
égal à tmax = 4000. En raison de la propriété d’invariance d’échelle du FBM, on a fixé x0 = 1
sans perte de généralité. Comme ce processus est défini en espace et en temps continu, la
mesure numérique exacte de la loi conditionnelle évaluée pour un x fixé (ou respectivement
pour un FPT t fixé) doit être approximée.
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Fig. H.3 Résolution numérique de l’équation intégrale vérifiée par la position moyenne
du marcheur dans le futur du FPT. Cette équation est résolue pour un noyau en loi de puis-
sance avec H = 1/4 (a-c) , H = 3/8 (d-f) et H = 1/8 (g-h) et pour un processus bi-diffusif
évoluant dans un piège harmonique (j-l). Chaque résolution numérique est réalisée pour des
paramètres L, tmax, N fixés. La convergence de µ(t), solution numérique de l’équation inté-
grale d’intérêt, est vérifiée simultanément selon t (c,f,i,l) pour différentes valeurs du temps
fictifs s, mais aussi en s’assurant que la mesure ainsi obtenue du temps moyen de premier
passage a atteint un plateau (a,b,d,e,g,h,j,k). Notons que dans la limite des processus sous
diffusifs (H faible), il est difficile de s’assurer de la convergence de µ(t) car le plateau n’est
pas atteint avant l’apparition d’un régime instable induit par les différentes approximations
(discrétisation en temps et en espace et temps de coupure de l’intégrale selon tmax)

Afin d’évaluer f(τ) à t fixé, on a conservé toutes les trajectoires pour lesquelles le FPT
était inclus dans l’intervalle [t − dt, t + dt]. dt est choisi aussi minimal que possible tout en
gardant un nombre de réalisations suffisamment élevé (> 2000). De même pour Φ(x) pour
laquelle on garde les trajectoires telles que x ∈ [x− dx, x+ dx].
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On récapitule ici les intervalles choisis pour chaque courbe donnée dans le texte principal.
Figure de la loi conditionnelle f , H = 0.375 : [(x = 13.0,,dx = 0.5), (x = 17.0, dx = 0.7),
(x = 22.0, dx = 1), (x = 29.0, dx = 2)]. H = 0, 75 : [(x = 23, dx = 0.5), (x = 33.8, dx = 1.5),
(x = 54.0, dx = 3), (x = 83, dx = 4), (x = 127.7, dx = 5) et (x = 197.8, dx = 8)]. Figure
de la seconde conditionnelle ϕ, H = 0.75 : [(t = 145.0, dt = 4), (t = 252.0, dt = 12) et
(t = 438.0, dt = 16)].

H.4.2 Random Acceleration Process

a) Définition

On considère ici un processus unidimensionnel X(t), désigné sous le nom de Random
Acceleration Process (RAP) dans la littérature. Celui-ci est défini par

d2

dt2
X(t) = ξ(t),

où ξ(t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = Kδ(t−t′),
avec K une constante ici prise égale à 1. De toute évidence, ce processus est non-markovien. Il
a été démontré que celui-ci présente un régime super-diffusif caractérisé par ⟨X2(t)⟩ ∼

t→∞
t3.

En outre, il est connu que ce processus réalise une exploration compacte en dimension 1,
caractérisée par un exposant de persistance θ = 1/4 [Bray et al., 2013]. Malgré la présence
d’effets de vieillissement tels que

⟨[X(t+ τ) −X(τ)]2⟩ ∝ t2τ,

on soutient que le comportement d’échelle de la loi jointe proposé dans le texte principal
reste valide.

b) Simulations numériques

Les trajectoires du RAP sont générées au moyen de l’algorithme introduit dans [Bicout et
al., 2000], qui permet d’obtenir des trajectoires exactes selon un pas de temps discret. Puisque
la vitesse croît selon t comme

√
t, on réduit le pas de temps à chaque itération afin de garder

petit l’intervalle d’espace couvert entre deux pas de temps successifs. Pour ce faire, on définit
le pas de temps ∆t = 0.05

n1/3 où n est le nombre de pas. En raison de la propriété d’invariance
d’échelle du RAP, on fixe x0 = 1 sans perte de généralité. Comme pour le FBM, on utilise
les trajectoires pour lesquelles t (de même que x) est inclus dans des intervalles choisis de
manière appropriée. On récapitule ici l’intervalle choisi pour chaque courbe représentée dans
le texte principal. Figure de la loi conditionnelle f , RAP : [(x = 402, dx = 5), (x = 1090,
dx = 15), (x = 2961, dx = 50), (x = 8040, dx = 80) et (x = 21835, dx = 500)]. Figure de
la seconde conditionnelle ϕ, RAP : [(t = 442, dt = 5), (t = 869.7, dt = 10), (t = 1711.26,
dt = 50) et (t = 3367.08, dt = 80)].



I – Propriétés des processus gaussiens
vérifiant une équation GLE

I.1 Formules de projection des vecteurs gaussiens

Cette annexe présente les formules de projection concernant les processus gaussiens dont
l’évolution est conditionnée à un événement passé. Ces résultats ont été essentiellement uti-
lisés afin de déterminer les propriétés de transport de processus vérifiant une équation GLE
pour une position initiale fixée, mais aussi pour déterminer les équations intégrales relatives
aux positions moyennes et aux covariances des processus dans le futur du FPT (chapitre 5).
On présentera ici ces résultats spécifiquement pour le cas des processus gaussiens mais on
peut trouver une démonstration plus générale dans [Eaton 1983].

Considérons un processus gaussien X(t) de moyenne m(t) et de covariance γ(t, t′) et défi-
nissons le processus conditionnel Y (τ) = (X(t0 +τ)|X(t0) = X0) qui restreint les trajectoires
de X à celles pour lesquelles X(t0) = X0. Alors le processus Y (t) est lui-même gaussien de
moyenne m1(t) et de covariance γ1(t, t′)

m1(t) = m(t0 + t) − γ(t0, t0 + t)
γ(t0, t0) (m(t0) −X0),

et

γ1(t, t′) = γ1(t0 + t, t0 + t′) − γ(t0, t0 + t)γ(t0, t0 + t)
γ(t0, t0) .

I.2 Noyau de friction d’un processus bi-diffusif

On propose de déterminer le noyau de friction d’un processus bi-diffusif défini comme un
processus gaussien à incréments stationnaires, de moyenne nulle et de fonction de covariance

2⟨x(t)x(t′)⟩ = D(t+ t′ − |t− t′|) +Do

(
1 − e−λt − e−λt′ + e−λ|t−t′|

)
. (I.1)

En prenant la transformée de Laplace de (I.1) on obtient
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∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−st−s′t′D(t+ t′ − |t− t′|)dtdt′ = 2D

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−st−s′t′min(t, t′)dt′dt

= 2D
(s+ s′)ss′ ,

et

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−st−s′t′e−λ|t−t′|dtdt′ =

∫ ∞

0

∫ ∞

t′
e−st−s′t′e−λ(t−t′)dtdt′ +

∫ ∞

0

∫ ∞

t
e−st−s′t′e−λ(t′−t)dtdt′

=
∫ ∞

0

1
λ+ s

e(−s′+λ−s−λ)t′dt′ +
∫ ∞

0

1
λ+ s′ e

(−s+λ−s′−λ)tdt

= 1
s+ s′ (

1
λ+ s′ + 1

λ+ s
),

ce qui conduit à

2⟨x̃(s)x̃(s)⟩ = 2D
(s+ s′)ss′ + Do

ss′

(
1 − s

s+ λ
− s′

s′ + λ

)
+ Do

s+ s′

( 1
λ+ s′ + 1

λ+ s

)
. (I.2)

En rappelant la relation générale entre la covariance et le noyau de friction obtenue dans
le texte principal

⟨x̃(s)x̃(s′)⟩ = kBT

ss′(s+ s′)η̃(s′) + kBT

ss′(s+ s′)η̃(s) , (I.3)

en comparant (I.2) (après avoir recombiné les deux derniers termes selon leur dénomina-
teur) et (I.3), on en déduit la transformée de Laplace du noyau de friction

2kBT
( 1
η̃(s) + 1

η̃(s′)

)
= 2D+Do

(
s− s

(s+ s′)
λ+ s

+ ss′

s+ λ

)
+Do

(
s′ − s′ (s+ s′)

λ+ s′ + ss′

s′ + λ

)
,

ce qui se simplifie en

2kBT
( 1
η̃(s) + 1

η̃(s′)

)
= 2D +Do

λs

λ+ s
+Do

λs′

s′ + λ
.

.
On obtient alors le noyau de friction à l’origine d’un processus bi-diffusif

η̃(s) = 2kBT
λ+ s

(D +Doλ)s+Dλ
,

où on définit τ−1 = Dλ
(D+Doλ) . Ensuite, on décompose le noyau de friction en deux termes

η̃(s) = 2kBT
(D +Doλ)

λ+ s

s+ τ−1 = 2kBT
(D +Doλ)(1 + λ− τ−1

s+ τ−1 ),

ce qui conduit après inversion à
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η(t) = 2kBT
(D +Doλ)δ(t) + 2kBT (λ− τ−1)

(D +Doλ) e− t
τ .

En conséquence, le noyau de friction suivant

η(t) = Aδ(t) +Be−t/τ

conduit à un processus bi-diffusif dont les coefficients sont donnés par D = 2kBT
A+Bτ ,

λ = A+Bτ
Aτ et Do = 2kBTBτ2

(A+Bτ)2 .

On cherche ensuite à déterminer l’équivalent du processus bi-diffusif en présence d’un
potentiel harmonique. On reprend la relation en Laplace de l’équation GLE en présence d’un
piège harmonique.

x̃(s) = ξ̃(s) + x0η̃(s)
sη̃(s) + k

.

En s’appuyant sur ⟨ξ̃(s)x(0)⟩ = 0 on obtient

⟨x̃(s)x(0)⟩ = ⟨x(0)2⟩ A(s+ τ−1) +B

k(s+ τ−1) +As(s+ τ−1) +Bs

où on définit ∆ = (B+Aτ−1 +k)2 − 4Akτ−1 > 0 ∀B > 0. Après factorisation on cherche
à inverser la transformée de Laplace de la fonction de covariance

⟨x(t)x(0)⟩
⟨x(0)2⟩

= A(s+ τ−1) +B

A(s+ Aτ−1+B+kτ−1−
√

∆
2A )(s+ Aτ−1+B+kτ−1+

√
∆

2A )
.

Pour cela, on inverse dans un premier temps le terme d’ordre 0 en s du numérateur

T0 = L−1

Aτ−1 +B

A

1
(s+ Aτ−1+B+kτ−1−

√
∆

2A )(s+ Aτ−1+B+kτ−1+
√

∆
2A )


= Aτ−1 +B

A

∫ t

0
e− (A+k)τ−1+B+

√
∆

2A t′e− (A+k)τ−1+B−
√

∆
2A (t−t′)dt′

= Aτ−1 +B√
∆

e− (A+k)τ−1+B−
√

∆
2A t

[
1 − e−

√
∆
A
t
]

= 2Aτ
−1 +B√

∆
e− (A+k)τ−1+B

2A tsh

(√
∆

2A t

)

Ensuite, on inverse de manière similaire le terme d’ordre 1 en s
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T1 = L−1

 s

(s+ Aτ−1+B+kτ−1−
√

∆
2A )(s+ Aτ−1+B+kτ−1+

√
∆

2A )


= d

dt
L−1

 1
(s+ Aτ−1+B+kτ−1−

√
∆

2A )(s+ Aτ−1+B+kτ−1+
√

∆
2A )

+ 0

= 2A 1√
∆
d

dt

(
e− (A+k)τ−1+B

2A tsh

[√
∆

2A t

])
+ 0

= e− (A+k)τ−1+B
2A tch

[√
∆

2A t

]
− (A+ k)τ−1 +B√

∆
e− (A+k)τ−1+B

2A tsh

[√
∆

2A t

]

En combinant les différents termes, on obtient

⟨x(t)x(0)⟩
⟨x(0)2⟩

= e− (A+k)τ−1+B
2A tch

[√
∆

2A t

]
+ Aτ−1 +B − kτ−1

√
∆

e− (A+k)τ−1+B
2A tsh

[√
∆

2A t

]



J – Théorie des perturbations autour
du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Dans cette partie, on va reprendre le développement perturbatif présenté dans le chapitre
5. On détaillera la résolution de l’équation intégrale vérifiée par la position moyenne dans le
futur du FPT. De plus, on détaillera les méthodes numériques d’intégration qui permettent
d’évaluer les perturbations du temps moyen de premier passage et de la position moyenne
dans le futur du FPT.

J.1 Résolution de l’équation intégrale vérifiée par la position moyenne
dans le futur du FPT

Rappelons que l’équation Q2s impose que la fonction de covariance dans le futur du FPT
soit identique à celle du processus initialement en L à l’équilibre, γ1 = σ1. On reprend donc
l’équation Q1s que l’on avait obtenue dans le chapitre 6∫ ∞

0
K(t)

(
m1(t+ τ) +m′

1(t+ τ)
)
dt = H(τ), (J.1)

où K(t) est donné par

K(t) = e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

, (J.2)

et Hs(τ)

Hs(τ) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L(σ′

1(t, t+ τ) + σ1(t, t+ τ))(e−t − 1)
1 − e−2t +ms1(τ) +ms1(τ ′)

)
.

La transformée de Laplace de la solution formelle de l’équation (J.1) peut être obtenue
et vérifie

[
∼

m′
1(s) +m1(s)] =

∼
Hs(s)
∼
K(−s)

.

En utilisant la formule de Mellin-Bromwich, on obtient une équation différentielle d’ordre
1 formelle vérifiée par m′

1(t)

253
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m′
1(t) +m1(t) =

∫ i∞+γ

−i∞+γ
est

∼
Hs(s)

s
∼
K(−s)

ds.

On peut alors intégrer cette solution selon t, en utilisant la condition initiale m1(0) = 0
et la définition de la transformée de Laplace de

∼
Hs(s). On obtient alors

m1(t) +
∫ t

0
m1(t′)dt′ =

∫ ∞

−∞

eiwt − 1

iw
∼
K(−iw)

dw

2π

∫ ∞

0
Hs(x)e−iwxdx.

On peut alors intervertir les ordres d’intégration et le changement w → −w ce qui conduit
à

m1(t) +
∫ t

0
m1(t′)dt′ =

∫ ∞

0
Hs(x)dx

∫ ∞

−∞

eiw(x−t) − eiwx

−iw
∼
K(iw)

dw

2π , (J.3)

qui fait apparaître explicitement la transformée inverse de Laplace de sK−1(s) selon
les variables x − t et x. Afin d’expliciter la fonction inverse de sK−1(s), on s’appuie sur
l’équation de renewal du processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour une cible introduite en L et
avec un marcheur initialement dans l’état stationnaire ps(x(0) = x) = e−x2/2/

√
2π. Cette

équation permet d’isoler le FPT d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck

e−L2/2
√

2π
=
∫ t

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

F (L, t′|x0, 0)dt′,

ce qui amène à la relation suivante en Laplace

pst(L)
s

=
∼
F st(s, L)

∼
K(s),

où on a défini Fst(t) comme la distribution de premier passage d’un processus d’ Ornstein-
Uhlenbeck initialement dans l’état stationnaire à t = 0. Dès lors, on obtient la transformée
de Laplace inverse de sK−1(s)

L−1

 1

s
∼
K(s)

 (t) = ps(L)−1Fst(L, t). (J.4)

On peut alors reprendre (J.3) et l’injection de (J.4) conduit à

m1(t) +
∫ t

0
m1(t′)dt′ = −ps(L)−1

∫ ∞

0
Hs(x)[Fst(x− t)Θ(x− t) − Fst(x)]dx,

où Θ est la fonction de Heaviside. On peut alors résoudre l’équation différentielle linéaire
vérifiée par m1(t) avec m1(0) = 0, ce qui amène à

∫ t

0
m1(t′)dt′ = −

∫ t

0
et

′−tps(L)−1
∫ ∞

0
Hs(x)[Fst(x− t)Θ(x− t) − Fst(x)]dxdt′.

Après simplification, on obtient



J.1 255

m1(t)ps(L) =
∫ ∞

0
e−tHs(x)Fst(x)−

∫ ∞

0
Hs(x+t)Fst(x)+

∫ ∞

0

∫ t

0
Hs(x+t′)Fst(x)et′−tdxdt′.

Finalement, une intégration par partie des derniers termes conduit à

m1(t)ps(L) =
∫ ∞

0

∫ t

0
H ′
s(x+ t′)Fst(x)et′−tdxdt′.

Ensuite, en remarquant que

Hs(x) = b(x, L) + b′(x, L), (J.5)

où

b(x, L) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
Lσ1(t, t+ x)(e−t − 1)

1 − e−2t +ms1(x)
)
.

cela permet d’exprimer m1(t)

m1(t)ps(L) =
∫ ∞

0
[b′(t+ x) − b′(x)e−t]Fst(x)dx.

Ainsi, m1(t) et σ1 sont complètement caractérisées par l’expansion à l’ordre 1 de la fonc-
tion de covariance θ. En rappelant le développement perturbatif de la fonction de covariance
et de la position moyenne d’un processus initialement en L, on obtient{

σ1(t, t+ x) = θ1(x) − e−t−xθ1(t) − θ1(t+ x)e−t

ms1(t) = Lθ1(t).
(J.6)

Cela conduit après simplification à une expression explicite de m1(t)

m1(t) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1 ..[
θ′

1(x+ t1 + t) − θ′
1(t1 + x)e−t + θ′

1(x+ t) − e−tθ′
1(x)

]
dxdt1.

(J.7)

Pour finir, en utilisant (J.7) et (J.6), on peut déterminer le développement perturbatif
à l’ordre 1 du temps moyen de premier passage pour un processus initialement dans l’état
stationnaire

ϵps(L)⟨T1⟩ = ps(L)⟨T ⟩ − ps(L)⟨TOU ⟩ = ϵ

∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

..(
m1(t)L(1 − e−t)

1 − e−2t + σ1(t, t)
[
L2(1 − e−t)2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

])
dt,
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ce qui conduit à l’expression de ϵFs(L) = ϵps(L)⟨T1⟩ présentée dans le chapitre 5

Fs(L) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L(1 − e−t)
1 − e−2t

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1 ..[

θ′
1(x+ t1 + t) − θ′

1(t1 + x)e−t + θ′
1(x+ t) − e−tθ′

1(x)
]
dxdt1..

− 2θ1(t)e−t
[
L2(1 − e−t)2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

])
dt.

(J.8)

Fig. J.1 Théorie de perturbation pour un processus vérifiant une équation GLE avec
H = 1/2 + ϵ. a Développement perturbatif à l’ordre 1 du temps moyen de premier pas-
sage. Les valeurs de ⟨T1⟩ obtenues numériquement par l’intégration de (J.8) sont données
pour différents temps de coupure tmax et ϵ = 0.005. b Développement perturbatif de la po-
sition moyenne du processus dans le futur du MFPT obtenu par intégration numérique de
(J.7). m1(t) est ici donné pour différents temps de coupure tmax et ϵ = 0.005.

Tout d’abord, justifions que toutes les intégrales sont bien définies. Le second terme
entre crochet (issu du développement de σ(t, t)) présente une décroissance exponentielle
selon t et son intégration est bien définie pour toutes valeurs de L. Le premier terme est
composé de trois intégrales, on remarque que ce premier terme est proportionnel à e−t1

assurant la convergence le long de t1. De plus, celui-ci est proportionnel à Fst(x) qui est
intégrable puisque le MFPT d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck est fini. Enfin, ce terme
est composé de quatre sous-termes, dont deux décroissent exponentiellement selon t et deux
dont le comportement asymptotique est similaire à θ′

1(t) ∼ t−2, qui est aussi intégrable.
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J.2 Évaluation numérique des perturbations m1(t) et ⟨T1⟩

On propose ensuite d’évaluer numériquement le MFPT. Dans un premier temps, il faut
caractériser la distribution de premier passage d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour
une distribution initiale stationnaire. Pour ce faire, on résout numériquement l’équation de
Fokker-Planck en présence d’une cible absorbante introduite en L, méthode valide pour un
processus markovien. L’intégrale de la densité résultante est égale à S(t) et sa dérivée à Fst(t).
Afin de tester notre approche, la probabilité de survie obtenue est comparée à la solution
exacte obtenue par la méthode des images pour L = 0, F (t) = 2

π
e−t

√
1−e−2t . Pour L ̸= 0, le ré-

sultat obtenu est comparé à l’inversion numérique de la transformée de Laplace L(F̃st(s))−1.
Plus précisément, la transformée de Laplace F̃st(s) peut être déduite des propriétés d’inté-
gration de l’équation de renewal d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck [Veestraeten, 2015]
conduisant à

F̃st(s) = e−L2/2

Γ(s)D−s(L)D−s(L) ,

où D−s(L) est la fonction cylindrique parabolique.

Fig. J.2 Distribution de premier passage d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour une
distribution initiale stationnaire. a Résolution numérique de la densité de probabilité d’un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck en présence d’une cible absorbante, ici L = 1. Le processus
est initialement dans l’état stationnaire et une seconde solution est obtenue pour les mar-
cheurs initialement en x(0) > L. La solution est obtenue par la résolution numérique de
l’équation de Fokker-Planck en présence d’une cible absorbante. b L’intégration de la den-
sité ainsi obtenue pour différents pas de discrétisation dx permet de déduire la probabilité de
premier passage en L. Afin de tester notre approche, la probabilité de survie est comparée
à la solution exacte déduite de la méthode des images pour L = 0 (ligne pleine noire). c
Pour L ̸= 0, le résultat est comparé à l’inversion numérique de la transformée de Laplace
L(F̃st(s))−1 (ligne pleine noire).

Puisque la distribution de premier passage peut être obtenue numériquement pour des
pas de temps discrets dt, on propose que les différentes intégrales soient approximées par
leur discrétisation avec un pas de temps dt. D’autre part, la mesure numérique de la dérivée
de la perturbation à l’ordre 1 de la fonction de Mittag-Leffler est approximée par

θ′
1(t, ϵ) ∼

ϵ→0

∂

∂t

θ(t, ϵ) − et

ϵ
,
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où la valeur de ϵ est choisie la plus petite que possible. Il est alors possible de déduire
une mesure numérique de m1(t) via l’équation (J.7). Afin de vérifier la consistance de notre
approche, le comportement de m1(t) est comparé pour différents paramètres ϵ, dx et tmax.
tmax est choisi suffisamment grand pour que la décroissance exponentielle de Fst(x) soit
atteinte. Pour des raisons pratiques, les deux autres intégrales sont évaluées jusqu’à 3tmax
avec un pas de temps identique.

Fig. J.3 Perturbation de la position moyenne dans le futur du FPT, notée m1(t), obtenue
par intégration numérique. Les résultats obtenus selon différents paramètres (dx, tmax et ϵ)
sont comparés figures a-d. Notons que les courbes ainsi obtenues par intégration conduisent
à des résultats analogues avec dt → 0 pour L = 1 a, selon différents tmax pour L = 2 b et
selon différents ϵ pour L = 3 d. Ensuite, le comportement asymptotique de m1(t) proposé
dans (J.9) (courbe rouge) est comparable aux résultats obtenus par intégration numérique c,
y compris pour des temps de coupures tmax élevés, nous assurant de la robustesse de notre
approche.

J.3 Validité de l’approche perturbative pour les noyaux en loi de
puissance

Pour finir, prenons le temps de commenter la validité de l’approche perturbative dans
le cas de noyau de friction en loi de puissance. Pour cela, on rappelle que le comportement
asymptotique de la fonction de Mittag-Leffler est donné par



J.5 259

θ(t, 1 − ϵ) ∼
t→∞

t−1+ϵ

Γ(ϵ) ∼
t→∞

ϵt.

Ainsi la perturbation à l’ordre 1 de la fonction de Mittag-Leffler peut être obtenue aux
temps longs pour tout ϵ > 0. D’autre part, remarquons que l’ordre 0 devient négligeable
(comparé à l’ordre 1) pour des temps supérieurs à un temps caractéristique, tϵ, défini par
exp[−tϵ]tϵ = ϵ. Toutefois, pour ϵ → 0, la limite du régime de validité peut être étendue à ∞.

J.4 Comportement asymptotique de m1(t)

On propose ici de déterminer le comportement asymptotique de m1(t). Pour cela, on
néglige les termes proportionnels à e−t. Ensuite, on injecte le comportement asymptotique
de la dérivée de la perturbation de la fonction de Mittag-leffler à l’ordre 1 donnée par θ1(t)′ =
−t−2, conduisant à

m1(t) = −
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1

[
(x+t+t1)−2 +(x+t)−2

]
dxdt1.

Ensuite, on note que les deux décroissances selon les variables t1 et x sont exponentielles,
on suppose ainsi que pour t ≫ t1,typ, xtyp, (définies comme les temps de relaxations typiques
des fonctions de t1 et x), m1(t) vérifie

m1(t) ∼ −t−2
∫ ∞

0

e
−L2 1

1+e−t1
√

1 − e−2t1

2Le−t1

1 + e−t1 dt1. (J.9)

J.5 Théorie perturbative pour une position initiale fixée
On propose ici d’étendre notre approche dans le cas d’une distribution initiale fixée

(x0 = 0). On peut reprendre les différentes étapes énoncées dans le cas stationnaire qui
conduisent à deux équations vérifiées par γ1(t, t′) et m1(t). Celles-ci, notées Q2 et Q1, sont
légèrement différentes et elles doivent également s’annuler (puisque de manière identique la
fonctionnelle est nulle pour toute fonction k[τ ]). Pour Q2, on obtient

Q2(t, τ, τ ′) = −1
2B0

∫ ∞

0
dt

[
e

−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
γ1(t+ τ, t+ τ ′) − γ1(t, t+ τ)e−τ ′

− γ1(t, t+ τ ′)e−τ + e−τ−τ ′
γ1(t, t) − σ1(τ, τ ′)

)

− e
− L2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
σ1(t+ τ, t+ τ ′) − σ1(t, t+ τ)e−τ ′

− σ1(t, t+ τ ′)e−τ + e−τ−τ ′
σ1(t, t) − σ1(τ, τ ′)

)]
.
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Tout d’abord, on remarque que la solution γ1 = σ1 reste également valable pour x0 = 0.
En outre, puisque Q2 ne dépend pas de la valeur spécifique de x0 alors la solution γ1 = σ1 est
également partagée pour toute valeur de x0. Ensuite, on se tourne vers l’équation intégrale
Q1 pour x0 = 0

Q1(t, τ) = iB0

∫ ∞

0
dt

[
e

−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
m1(t+ τ) −m1(t)e−τ − Lσ1(t, t+ τ)(e−t − 1)

1 − e−2t ..

+ Lσ1(t, t)e−τ (e−t − 1)
1 − e−2t −ms1(τ)

)
− e

− L2
2(1−e−2t)√

2π(1 − e−2t)

(
L σ1(t, t+ τ)

1 − e−2t − Le−τσ1(t, t)
1 − e−2t −ms1(τ)

)]
.

Par conséquent, la solution m1 vérifie une équation intégrale similaire

∫ ∞

0
K(t)

[
m1(t+ τ) +m′

1(t+ τ)
]
dt = H(τ),

où H(τ) est défini par

H(τ) =
∫ ∞

0
K(t)

(
L(σ′

1(t, t+ τ) + σ1(t, t+ τ))(e−t − 1)
1 − e−2t +ms1(τ) +ms1(τ ′)

)

+ e
− L2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L (σ1(t, t+ τ)..+ σ′

1(t, t+ τ))
1 − e−2t −m′

s1(τ) −ms1(τ)
)
dt,

et où K(τ) reste identique au cas stationnaire (J.2). En suivant les étapes similaires à
celles présentées précédemment, on obtient alors

m1(t)ps(L) =
∫ ∞

0

∫ t

0
H ′(x+ t′)Fst(x)et′−tdxdt′.

Après plusieurs étapes de calcul, on extrait finalement la fonction b introduite dans (J.5)

b(τ) =
∫ ∞

0
K(t)

(
Lσ1(t, t+ τ)(e−t − 1)

1 − e−2t +ms1(τ)
)

+ e
− L2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L (σ1(t, t+ τ))

1 − e−2t −ms1(τ)
)
dt,

ce qui permet d’expliciter la position moyenne dans le futur de l’évènement de premier
passage
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m1(t) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1 ..[

θ′
1(x+ t1 + t) − θ′

1(t1 + x)e−t + θ′
1(x+ t) − e−tθ′

1(x)
]
dxdt1..

+ Fst(x)
ps(L)

e
−L2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1

1 − e−2t1 ..[
e−t1θ′

1(x+ t) − e−t−t1θ′
1(x) − θ′

1(x+ t1 + t) + θ′
1(t1 + x)e−t

]
dxdt1.

Dès lors, m1(t) et σ1 sont entièrement caractérisées par le développement perturbatif de
θ à l’ordre 1 selon ϵ. Enfin, l’expression explicite de m1(t) peut être utilisée pour déterminer
le développement perturbatif du temps moyen de premier passage à l’ordre 1

ϵF(L) = ps(L)⟨T ⟩ − ps(L)⟨TOU ⟩

= ϵ

∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
m1(t)L(1 − e−t)

1 − e−2t + σ1(t, t)
[
L2(1 − e−t)2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

])
..

− e
− L2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

σ1(t, t)
[

L2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

]
dt

Ainsi, en utilisant les expressions obtenues de m1 et σ1, et après plusieurs étapes de
calcul, on obtient finalement

F(L) =
∫ ∞

0

e
−L2 (1−e−t)2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

(
L(1 − e−t)
1 − e−2t

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Fst(x)
ps(L)

{
..

e
−L2 (1−e−t1 )2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1(1 − e−t1)
1 − e−2t1

[
θ′

1(x+ t1 + t) − θ′
1(t1 + x)e−t + θ′

1(x+ t) − e−tθ′
1(x)

]
dxdt1..

+ e
L2

2(1−e−2t1 )√
2π(1 − e−2t1)

Le−t1

1 − e−2t1

[
e−t1θ′

1(x+ t) − e−t−t1θ′
1(x) − θ′

1(x+ t1 + t) + θ′
1(t1 + x)e−t

]
dxdt1

}
..

− 2θ1(t)e−t
[
L2(1 − e−t)2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

])
..

+ e
− L2

2(1−e−2t)√
2π(1 − e−2t)

2θ1(t)
[

L2

2(1 − e−2t)2 − 1
2(1 − e−2t)

]
dt.
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K – Détermination de la loi jointe de
la marche SATW pour s0 = 1

On va dans cette annexe déterminer les différents relations vérifiées par la loi jointe et
qui ont été énoncées dans le texte principal pour la marche SATW avec s0 = 1.

K.1 Probabilité de splitting de la marche SATW pour s0 = 1

On cherche ici à déterminer la probabilité, dite de splitting π0,s, que le marcheur initia-
lement sur le site 1 atteigne le site s avant de toucher le site 0. Pour cela, il est possible de
reprendre les résultats obtenus dans l’annexe 1 pour la marche SATW que l’on réexprime
dans ce système de notations

π0,s =
s−1∏
s′=1

(
1 − 1 − β

2 + β(s′ − 3)

)
∼

s→∞
Γ(−2 + 2/β)
Γ(−1 + 1/β)s

− 1−β
β . (K.1)

Remarquons que la distribution du maximum peut être déduite de (K.1)

µ(s|1) = π0,s
(
1 − π0,s+1(s)

)
, (K.2)

ce qui amène à

µ(s|1) ∼
s→∞

Γ(−2 + 2/β)
Γ(−1 + 1/β)

1 − β

β
s

− 1−β
β

−1
. (K.3)

K.2 Fonction génératrice de la loi jointe

On détermine la fonction génératrice de la distribution jointe, notée σ(s, n|s0), du maxi-
mum s atteint au cours de l’exploration et du FPT au temps n en 0, pour un marcheur
initialement en s0. Pour ce faire, on effectue une partition sur les temps de découverte des
premiers s sites. On définit F0,s(n|s0) la probabilité d’atteindre le site s avant 0 pour la
première fois au pas de temps n, en partant de s0, sachant que les sites {1, .., s− 1} ont déjà
été visités. On obtient pour les fonctions génératrices

σ̃(s, ξ|1) = ξ

2

(
s∏

s′=3
F̃0,s′(ξ|s′ − 1)

)
F̃0,s+1(ξ|s),

263
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où on s’est appuyé sur la propriété que connaissant le nombre actuel de sites découverts,
le temps nécessaire pour découvrir le prochain site est indépendant de la trajectoire passée.
Pour 1 < s0 < n, on remarque qu’à l’intérieur du territoire formé par les sites visités, le
marcheur est assimilable à une simple marche aléatoire impliquant la relation de récurrence
suivante pour F0,s(n|s0)

F̃0,s(ξ|s0) = ξ

2 F̃0,s(ξ|s0 + 1) + ξ

2 F̃0,s(ξ|s0 − 1).

La résolution de l’équation de récurrence conduit à

F̃0,s(ξ|s0) = λrs0
1 + µrs0

2 ,

avec r1 = 1
ξ −

√
1−ξ2

ξ

r2 = 1
ξ +

√
1−ξ2

ξ .

on en déduit maintenant λ et µ à partir des conditions aux bords du territoire visité{
F̃0,s(ξ|1) = ξ(1 − β)F̃0,s(ξ|2)
F̃0,s(ξ|s− 1) = βξ + (1 − β)ξF̃0,s(ξ|s− 2).

Après plusieurs étapes de calcul, on obtient finalement

F̃0,s(ξ|s− 1) = βξ
rs−3

1 (r1 − (1 − β)ξ) − rs−3
2 (r2 − (1 − β)ξ)

rs−4
1 (r1 − (1 − β)ξ)2 − rs−4

2 (r2 − (1 − β)ξ)2 . (K.4)

Pour finir, on peut déterminer les cas spécifiques s = 2, 3.F̃0,2(ξ|1) = ξ
2

F̃0,3(ξ|2) = βξ
1−(1−β)2.ξ2

Enfin, on détermine la dernière excursion avant de trouver la cible

F̃0,s+1(ξ|s) = βξ
(1 − (1 − β)r2ξ) − (1 − (1 − β)r1ξ)

rs−3
1 (r1 − (1 − β)ξ)2 − rs−3

2 (r2 − (1 − β)ξ)2 .

En combinant ces différents termes, on retrouve la transformée de Laplace de la jointe

σ̃(ξ, s|1) = βs−1ξs

2(1 − (1 − β)2ξ2)

(
s−4∏
i=0

ri+1
1 (r1 − (1 − β)ξ) − ri+1

2 (r2 − (1 − β)ξ)
ri1(r1 − (1 − β)ξ)2 − ri2(r2 − (1 − β)ξ)2

)
.. (K.5)

× (1 − (1 − β)r2ξ) − (1 − (1 − β)r1ξ)
rs−3

1 (r1 − (1 − β)ξ)2 − rs−3
2 (r2 − (1 − β)ξ)2 .
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K.3 Comportement à grand temps et grande distance de la trans-
formée de Laplace de la distribution conditionnelle du maxi-
mum atteint à l’instant du premier passage

Dans cette partie, on cherche à déterminer le comportement asymptotique de la distri-
bution du temps de premier passage conditionnée par le maximum atteint s. Pour ce faire,
on doit tout d’abord obtenir le comportement asymptotique des différents termes de (K.5),
divisés par leur probabilité de splitting associées, probabilités qui ont été obtenues précé-
demment dans (K.2) et (K.3).

Commençons par considérer une excursion donnée de la loi jointe (K.4), dont on cherche
à extraire la loi conditionnelle d’une seule excursion. Pour cela, on divise la loi d’une unique
excursion par la probabilité de splitting associée

π0,i+4(i+ 3)−1F̃0,i+4(ξ|i+ 3) = 1
1 − 1−β

βi+2
βξ
ri+1

1 (r1 − (1 − β)ξ) − ri+1
2 (r2 − (1 − β)ξ)

ri1(r1 − (1 − β)ξ)2 − ri2(r2 − (1 − β)ξ)2

= 1
1 − 1−β

βi+2

βξ r1(r1 − (1 − β)ξ) − ri2
ri1
r2(r2 − (1 − β)ξ)

(r1 − (1 − β)ξ)2 − ri2
ri1

(r2 − (1 − β)ξ)2

 .
(K.6)

On change maintenant ξ en e−u, en prenant la transformée de Laplace discrète de la
loi conditionnelle (K.6) pour i fixé. En vue de déterminer le comportement asymptotique à
grand temps et grande distance de (K.6), on peut émettre deux observations :

— On cherche à déterminer la limite jointe u → 0, i → ∞. Ainsi, on souhaite extraire la
dépendance la plus faible (c’est-à-dire l’exposant minimal a) de la variable couplée iua
qui émergera. En effet, celle-ci dirigera le comportement asymptotique de la loi jointe.

— Par définition de la loi conditionnelle, les développements en série à grand i de F̃0,i+4(ξ|i+
3) et π0,i+4(i+ 3) s’annulent dans la limite u → 0 à i fixé.

Par conséquent, on propose de réécrire (K.6) comme

π0,i+4(i+ 3)−1F̃0,i+4(ξ|i+ 3) =
(

1 −
∞∑
k=1

1 − β

β

(
− 2
β

)k−1
i−k
)−1(

1 +
∞∑
k=1

ukaAk(iua)
)
,

(K.7)
avec Ak(iua) ∼

u→0
−1−β

β

(
− 2
β

)k−1
(iua)−k. On propose de déduire l’exposant a à partir

du développement à l’ordre le plus bas selon u de
(
r2
r1

)i
qui apparaît dans (K.6)

ri2
ri1

= exp
(
i ln
(
1 − 2

√
2u+ 4u− 3

√
2u3/2

))
= exp

(
−2

√
2ui− iO(u3/2)

)
.

(K.8)
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En remarquant que la dépendance i n’apparaît que dans le rapport ci-dessus, on en
conclut que a = 1/2. Dans la suite, on négligera tous les termes de la forme iO(u3/2) puisqu’ils
seront toujours négligeables par rapport à i

√
u lorsque u → 0, i → ∞. En injectant (K.8)

dans le terme le plus à droite de (K.6), on obtient après quelques étapes de calcul

βe−u
r1(r1 − (1 − β)e−u) − ri2

ri1
r2(r2 − (1 − β)e−u)

(r1 − (1 − β)e−u)2 − ri2
ri1

(r2 − (1 − β)e−u)2

 = 1 − 1 − β

β

√
2u

tanh
(
i
√

2u
) +O(u)H(i2u).

(K.9)

L’ajout du développement (K.9) dans (K.7) conduit à

π0,i+4(i+ 3)−1F̃0,i+4(ξ|i+ 3) =
(

1 −
∞∑
k=1

1 − β

β

(
− 2
β

)k−1
i−k
)−1

1 − 1 − β

β

√
2u

tanh
(
i
√

2u
) +O(u)H(i2u)



Dans la limite i
√
u → 0, le dernier terme présente un développement en série selon i

pour lequel chaque terme s’annule avec ceux du développement en série de la probabilité de
splitting associée. Enfin, pour i →

ui2 :fixed
∞, on remarque que le dernier terme est négligeable

devant
√
u. On obtient donc

π0,i+4(i+ 3)−1F̃0,i+4(ξ|i+ 3) = 1 + 1 − β

βi

1 −
√

2ui
tanh

(
i
√

2u
)
+R(u, i),

où on a inclus les termes supplémentaires de l’expansion des deux séries O(u)H1(ui2) +
O(i−2) à l’intérieur de la variable notée R(u, i) (H1(ui2) en tenant compte du produit en
croix des termes d’ordre 1). On notera que R(u, i) →

ui2→0
0 mais aussi R(u, i) →

ui2∼O(1)
O(i−2)+

o(
√
u). En d’autres termes, le dernier terme est négligeable pour ui2 ∼ O(1) et i → ∞. En

considérant le produit complet dans (K.5), on obtient dans la limite des grands temps en
Laplace

P (S) =

(
β
∏s−4
i=0

ri+1
1 (r1−(1−β)e−u)−ri+1

2 (r2−(1−β)e−u)
ri1(r1−(1−β)e−u)2−ri2(r2−(1−β)e−u)2

)
∏s−4
i=0 (1 − 1−β

2+βi)

∼
us2∼O(1),u→0

exp

∫ s

i=0
ln

1 + 1 − β

iβ

1 −
√

2ui
tanh

(
i
√

2u
)
 di

 ,
où on a légitimement exprimé la somme selon une intégrale puisque tous les termes avec

i2 ≪ u sont négligeables. On a également négligé R(u, i) puisque la contribution de O(i−2)
est le reste d’une série convergente commençant à un nombre typique donné par O(

√
u

−1).
On remarque la simplification suivante après avoir exprimé i = i′/s
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1 − β

β

∫ 1

0

1
i′

1 − i′
√

2us2

tanh
(
i′

√
2us2

)
 di′ = 1 − β

β
ln
( √

2us2

sinh(2us2)

)
.

On trouve finalement dans la limite des grands s, à s2u fixé

P (S) ∼
us2∼O(1),u→0

 √
2us2

sinh
(√

2us2
)


1−β
β

. (K.10)

On considère enfin la dernière excursion de (K.5), lorsque le marcheur trouve la cible
sans découvrir aucun autre nouveau site. Le comportement asymptotique de cette dernière
excursion, normalisée par sa propre probabilité de splitting, est le suivant

2 + β(s− 3)
1 − β

βe−u(1 − β)(r1e
−u − r2e

−u)
rs−3

1 (r1 − (1 − β)e−u)2 − rs−3
2 (r2 − (1 − β)e−u)2 ∼

us2∼O(1),u→0

√
2us2

sinh
(√

2us2
)

(K.11)
Enfin, on considère les deux premières excursions de (K.5), qui normalisées par leur

probabilité de splitting associées, n’expriment aucune dépendance selon la variable su2

2(1 − 1 − β)2

β

e−u

2
βe−u

1 − (1 − β)2e−2u = 1 +O(u) (K.12)

La combinaison de (K.12), (K.11) et (K.10) conduit à l’expression asymptotique de la
transformée de Laplace de la distribution conditionnelle fSATW (τ), qui a été obtenue dans
un autre contexte [Serlet, 2013]

f̃SATW (p) =
( √

2p
sinh(

√
2p)

)1/β

Les inversions numériques de la transformée de Laplace pour le modèle SATW sont
obtenues en utilisant la méthode proposée dans Stehfest (voir [Stehfest, 1970]). Différentes
méthodes numériques ont également été testées en parfait accord avec notre prédiction.

K.4 Limite continue de la distribution conditionnelle aux grands
temps et aux grandes distances

On souhaite apporter quelques précisions sur le passage du cas discret à une limite conti-
nue grand temps/grande distance. Rappelons que la transformée de Laplace discrète s’écrit

https://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/2691/
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σ̃(u|s, 1) =
∑
n=0

e−unσ(n|s, 1)

=
∑
n=0

e−unϕ(n/s2)
n

=
∫ ∞

0
e−unϕ(n/s2)dn

n

=
∫ ∞

0
e−us2τϕ(τ)dτ

τ

= L
(
ϕ(τ)
τ

)
(us2).

Ainsi, en définissant fSATW (τ) comme la transformée de Laplace inverse de

f̃SATW (u) =

 √
2u

sinh
(√

2u
)
 1

β

,

on obtient finalement pour la loi conditionnelle

Gtm(n|s, 1) = fSATW (n/s2)s−2,

ou de manière équivalente en exprimant la distribution conditionnelle le long de la variable
redimensionnée τ = n/s2

Gtm(τ |s, 1) = fSATW (τ)

K.5 Comportement asymptotique de la probabilité de survie de la
marche SATW

On cherche à déterminer le comportement de la probabilité de survie notée F0(n|s0 = 1).
On effectue une partition sur le nombre de sites distincts découverts avant d’atteindre la
cible

F0(n|s0 = 1) =
∞∑
s=1

σ(n, s|1) =
∞∑
s=1

µ(s|1)Gtm(n|s, 1).

Dans la limite s grand et en considérant (K.3) pour µ(s|1), cela conduit à

F0(n|s0 = 1) ∼ Γ(−2 + 2/β)
Γ(−1 + 1/β)

(1 − β)
β

n
− 1−β

2β −1
∞∑
s=1

Gtm(n|s, 1)n
1−β
2β +1

s
1−β
β

+1
.

En rappelant que Gtm(n|s, 1) est invariant dans la limite des grands n, négligeable pour
n ≫ s2 et n ≪ s2, on réécrit Gtm(n|s, 1) = f(n/s2)

s2 dans la limite continue τ = n/s2, ce qui
conduit à
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F0(n|s0 = 1) ∼ Γ(−2 + 2/β)
Γ(−1 + 1/β)

(1 − β)
2β A(β)n− 1−β

2β −1

où on a défini A(β) comme

A(β) =
∫ ∞

0
fSATW (τ)τ

1−β
2β .dτ

On propose maintenant de déterminer le préfacteur de la distribution de temps de premier
passage dans le cas où n = 1

β est un entier impair. Observons que dans ce cas, τ
1−β
2β = τm

avec m = n−1
2 un entier quelconque. De plus, pour toute fonction donnée g

∫ ∞

0
g(τ)τmdτ = (−1)m dm

dms

∫ ∞

0
e−sτg(τ)dτ

∣∣∣∣
s=0

= (−1)m dm

dmsL(g(τ))(s)
∣∣∣∣
s=0

.

En injectant l’expression de fSATW on obtient

A(β) = (−1)m dm

dmsL

L−1

( √
2s

sinh
(√

2s
))n

 (τ)

 (s)

∣∣∣∣∣∣
s=0

= (−1)m dm

dms

( √
2s

sinh
(√

2s
))n

∣∣∣∣∣∣
s=0

.

On définit maintenant les polynômes de Norlund ou polynômes de Bernoulli d’ordre su-
périeur par leur fonction génératrice [Adelberg, 1998][

t

et − 1

]l
ext =

∞∑
n=0

Bl
n(x) t

n

n! .

On obtient par identification

A

( 1
2m+ 1

)
= B2m+1

2m

(2m+ 1
2

) 23nm!
2m! ,

et en utilisant les propriétés connues des polynômes de Norlund [Adelberg, 1998], cela
amène à

A

( 1
2m+ 1

)
= (2m− 1)!!

On propose le résultat suivant pour une valeur arbitraire de β

A(β) =
2

1−β
2β Γ( 1

2β )
√
π

qui conduit au résultat final énoncé dans le texte principal

F0(n|s0 = 1) ∼
n→∞

Γ( 2
β − 1)

Γ( 1
2β − 1

2)
2− 1+β

2β n
− 1−β

2β −1
.
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L – Distribution asymptotique du
centre du territoire visité

On cherche à déterminer la solution de l’équation différentielle du second ordre vérifiée
par p(x, τ) selon τ et x.

∂2p(x, τ)
∂τ2 = v2∂

2p(x, τ)
∂x2 − 2ϕ

τ

∂p(x, τ)
∂τ

Dans la limite τ grand, on cherche une solution invariante d’échelle f(z)
τ avec z = x/τ

tout en gardant à l’esprit la condition de normalisation
∫ τ

−τ
f(x/τ)
τ dx = 1. La condition de

normalisation pour la solution invariante d’échelle f(z)
τ permet l’identification de β

∫ τ

−τ

f(xdw/τ)
τβ

dx = 1 (L.1)

et ce, pour tout τ , ce qui impose β = 1/dw. Ensuite, on injecte la forme invariante
d’échelle dans (L.1) ce qui conduit à

1/dw(1/dw + 1)
τ1/dw+2 f(x

dw

τ
) + (1/dw + 2)xdw

τ1/dw+3 f ′(x
dw

τ
) + 1/dwxdw

τ1/dw+3 f
′(x

dw

τ
) + x2dw

τ4+1/dw
f ′′(x

dw

τ
) =

dw(dw − 1)xdw−2

τ1/dw+1 f ′(x
dw

τ
) + d2

wx
2(dw−1)

τ1/dw+2 f ′′(x
dw

τ
) + 2ϕ 1/dw

τ1/dw+2 f(x
dw

τ
) + 2ϕ xdw

τ1/dw+3 f
′(x

dw

τ
).

Ce qui peut être reexprimé selon la variable redimensionnée z

1/dw(1/dw + 1)
τ2 f(z) + (1/dw + 2)z

τ2 f ′(z) + 1/dwz
τ2 f ′(z) + z2

τ2 f
′′(z) =

dw(dw − 1)zx−2f ′(z) + d2
wx

2(dw−1)

τ2 f ′′(z) + 2ϕ1/dw
τ2 f(z) + 2ϕ z

τ2 f
′(z).

La seule solution invariante d’échelle stable est donnée par dw = 1, ce qui conduit à

2f(z) + 4zf ′(z) + z2f ′′(z) = f ′′(z) + 2ϕf(z) + 2ϕzf ′(z).

On obtient alors après simplification
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(z2 − 1)f ′′(z) + (4z − 2ϕ)f ′(z) + (2 − 2ϕ)f(z)) = 0.

On reconnaît l’équation différentielle suivante

(z2 − 1)f(z))′′ − (2ϕzf(z))′ = 0,

qui conduit après simplification à

(z2 − 1)f(z))′ − (2ϕzf(z)) = A.

En utilisant la symétrie de la solution en z = 0, on obtient A = 0.

f ′(z)/f(z) = 2(1 − ϕ)z
1 − z2 ,

et on obtient alors après intégration

ln(f(z)) = (ϕ− 1) ln
(
1 − z2

)
+ C,

ce qui permet d’en déduire la forme attendue

f(z) = C(1 − z2)ϕ−1

où C est déterminée par la condition de normalisation.
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Alex BARBIER CHEBBAH

Sujet : Observables de premier passage de marches aléatoires à
renforcement

Résumé : Cette thèse cherche à quantifier le temps de premier passage sur une cible (FPT) d’une
classe de marches aléatoires pour lesquelles le marcheur est doté d’effets de mémoire à longue por-
tée qui émergent de l’interaction de celui-ci avec le territoire qu’il a visité à des temps antérieurs.
La première partie est consacrée à l’étude des liens entre vieillissement et exposant de persis-
tance. Nous y présentons des exemples de processus vieillissants, asymptotiquement diffusifs, et
qui sont caractérisés par des exposants de persistance anormaux. Dans une seconde partie, nous
établissons que les marches à renforcement attractif se répartissent selon différentes catégories
pour lesquelles nous avons caractérisé leurs propriétés de vieillissement et de premier passage.
Nous soulignons l’importance de tels effets de renforcement dans l’analyse de trajectoires cellu-
laires réelles. Dans une troisième partie, nous montrons que ces effets de mémoire à longue portée
peuvent induire un vieillissement et des exposants de persistance et de transience non triviaux
à la fois dans des géométries infinies et confinées. Nous quantifions notamment la dépendance
de la distribution du FPT en confinement envers les différents paramètres géométriques. Dans
une quatrième partie, nous entamons l’étude des propriétés de premier passage d’un marcheur
suivant une équation de Langevin généralisée en présence d’un potentiel harmonique. À partir
de la position du marcheur dans le futur du FPT, nous prédisons les valeurs du temps moyen de
premier passage. Enfin, nous abordons la question de la distribution jointe du temps de premier
passage et du nombre de sites distincts visités à l’instant du FPT.

Mots clés : Temps de premier passage, Marches aléatoires, Marches aléatoires à renforcement,
Non Markovien, Temps de couverture , Vieillissement, Exposant de persistance, Physique Statis-
tique

Subject : First Passage Time of Self-Reinforced Walks

Abstract: This thesis seeks to quantify the time to first passage over a target (FPT) of a class of
random walks for which the walker is endowed with long-range memory effects that emerge from
the interaction of the walker with the territory he has visited at previous times. The first part is
devoted to the study of the links between aging and persistence exponent. We present examples
of aging processes that are asymptotically diffusive and that are characterized by anomalous
persistence exponents. In a second part, we establish that the attractively reinforced walks fall
into different categories for which we have characterized their aging and first-pass properties. We
highlight the importance of such reinforcement effects in the analysis of real cell trajectories. In a
third part, we show that these long-range memory effects can induce non-trivial aging, persistence
and transience exponents in both infinite and confined geometries. In particular, we quantify the
dependence of the FPT distribution in confinement on different geometric parameters. In a fourth
part, we study the first-pass properties of a walker following a generalized Langevin equation in
the presence of a harmonic potential. From the position of the walker in the future of the FPT,
we predict the values of the mean time of first passage. Finally, we address the question of the
joint distribution of the first-pass time and the number of distinct sites visited at the FPT time.

Keywords : First passage Time, Random walks , Self-reinforced random walks, Non Markovian,
Covering Time, Aging, Persistent Exponent, Statistical Physics
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