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Résumé : Dans cette thèse, nous étudions la

géométrie à grande échelle de deux modèles de

graphes aléatoires.

Dans un premier chapitre, nous nous intéressons

aux arbres à attachement préférentiel affine, qui sont

des arbres dont le volume croît avec le temps, selon

un mécanisme récursif, aléatoire et constant. Par-

tant d’un certain état initial — un arbre fini appelé

graine — on ajoute un à un de nouveaux sommets,

en reliant chacun d’entre eux par une arête à un

sommet présent dans l’arbre courant. Le choix de ce

dernier est aléatoire et la probabilité de choisir un

sommet en particulier est proportionnelle à une fonc-

tion affine et croissante de son degré. Ce que nous

montrons dans cette thèse est l’influence asympto-

tiquement persistante de la graine sur la loi d’un

arbre à attachement préférentiel affine. Plus exacte-

ment, si TS
n et TS

0

n sont deux arbres aléatoires à n

sommets, construits d’après la règle décrite ci-dessus

à partir de deux graines S et S0 distinctes, alors la

distance en variation totale entre leur loi respective

est uniformément minorée en n par une constante

strictement positive. Autrement dit, la loi d’un ar-

bre à attachement préférentiel affine dépend de la

graine dont il est issu, y compris en temps long.

Dans un second chapitre, indépendant du pre-

mier, nous étudions cette fois la géométrie de tri-

angulations causales surcritiques, au travers d’un

processus de percolation orientée. Les triangula-

tions causales sont des cartes planaires construites,

pour faire court, en ajoutant des arêtes « horizon-

tales » entre les sommets d’un arbre situés à même

distance du sommet racine. Nous nous intéressons

ici plus particulièrement aux triangulations causales

obtenues à partir d’un arbre de Bienaymé-Galton-

Watson surcritique, conditionné à survivre, de loi

de reproduction géométrique. Nous soumettons ces

cartes à une percolation orientée de Bernoulli et

montrons qu’une transition de phase continue se

produit en un point critique pc, non trivial, dont

l’expression, sous forme de série infinie, est calculée

explicitement. Au dessus de ce seuil, une infinité de

clusters infinis coexistent dans la carte, ce qui con-

firme le caractère fondamentalement hyperbolique

de sa géométrie. Enfin, nous prouvons qu’au point

de percolation critique, un cluster dont le nombre de

sommets est conditionné à être grand, correctement

renormalisé, converge pour la distance de Gromov-

Hausdorff vers l’arbre continu brownien.

Title: Geometry of large random graphs
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Abstract: In this thesis, we study the geometry

of two random graph models.

In the first chapter, we deal with affine prefer-

ential attachment trees. They are trees which re-

cursively grow as follows. Starting with a finite

tree—called the seed tree, vertices are attached one

by one, each linked by an edge to a random ver-

tex of the current tree, chosen with a probability

proportional to an affine function of its degree. We

prove the asymptotic influence of the seed on the

law of an affine preferential attachment tree. To

be more precise, we show that if TS
n and TS

0

n are

two random trees on n vertices, both built accord-

ing to the rule described above but stemming from

distinct seed trees S and S0, then their laws remain

at uniformly positive total variation distance as n

increases.

In the second chapter, we turn our attention

to another random graph model, namely supercriti-

cal causal triangulations, and look at them through

the prism of oriented percolation. Causal triangu-

lations are planar graphs obtained roughly speak-

ing by adding horizontal connections between ver-

tices of an infinite tree. Here we consider the case

where they are derived from a supercritical Gal-

ton—Watson tree conditioned to survive with a ge-

ometric offspring distribution. When such maps are

subject to a Bernoulli oriented percolation process,

we prove that a continuous phase transition occurs

at a non trivial critical point pc and we compute

an explicit expression of the latter as an infinite se-

ries. We establish that strictly above the threshold,

infinitely many infinite clusters coexist in the map.

This is a typical percolation result for graphs with

a hyperbolic flavour. Finally, we demonstrate that

large critical oriented percolation clusters converge

after rescaling towards the Brownian continuum ran-

dom tree.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre d’introduction, nous exposons tout d’abord le cadre mathématique minimal,
commun aux différents travaux présentés dans ce manuscrit. Dans la Section 1.1, nous rappelons
la définition des graphes, arbres et cartes, et motivons leur introduction. Nous donnons dans la
Section 1.2 des exemples de modèles aléatoires impliquant de tels objets. Enfin, dans la Section 1.3,
nous expliquons ce que recouvre pour eux la notion de géométrie, et particulièrement ce que nous
entendons par géométrie à grande échelle de graphes aléatoires.

Dans les sections 1.4 et 1.5, nous présentons les principaux résultats mathématiques originaux,
qui ont été obtenus au cours de cette thèse, ainsi que le contexte dans lequel ils s’inscrivent.

La Section 1.4 introduit au Chapitre 2 de ce manuscrit, qui reproduit un travail [106] mené
en commun avec Ioan Manolescu sur la question de l’influence de la graine dans les arbres à
attachement préférentiel affine.

La Section 1.5 introduit, quant à elle, au Chapitre 3, fruit d’un travail autonome [105], où
nous analysons un processus de percolation orientée sur un modèle de triangulations causales
surcritiques.

Les contributions originales de cette thèse sont les résultats grisés et encadrés.

In section 1.6, the non-French speaker will find a brief presentation of the mathe-
matical problems addressed in this dissertation.
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1.4 Reconnaissance de la graine dans un arbre à attachement préféren-

tiel affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Percolation orientée sur triangulations causales surcritiques . . . . 38

1.6 A brief introduction for non-French speakers . . . . . . . . . . . . . . 58
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Graphes, arbres et cartes

Un graphe G est la donnée de deux ensembles :
— un ensemble V de sommets ;
— un ensemble E µ V 2 d’arêtes.

Les arêtes déterminent les relations d’adjacence (ou de voisinage) entre sommets du graphe. On se
figure en effet généralement un graphe comme un ensemble de points (les sommets) et de segments
(les arêtes), où un segment relie un sommet x œ V au sommet y œ V si (x, y) œ E.

Dans cette thèse, les graphes seront généralement supposés simples : une seule arête au maxi-
mum connecte une paire de sommets. Les ensembles V et E seront en outre toujours finis ou
infinis dénombrables. Enfin, les graphes seront, sauf exception, localement finis, au sens où tout
sommet n’admet qu’un nombre fini de voisins. Ce nombre est appelé degré du sommet. Pour le
sommet x d’un graphe G, nous noterons cette quantité degG(x). Sur la Figure 1.1, nous représen-
tons deux graphes où tous les sommets ont le même degré. À gauche, le graphe dit complet à six
sommets : chaque sommet est relié à tous les autres sommets et admet donc cinq voisins. À droite,
le réseau carré sur Z

2 : tous les sommets ont exactement quatre voisins.

1

2

3

4

5

6

(a) Graphe complet à six sommets.

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)

(b) Réseau carré sur Z2.

Figure 1.1 – Deux exemples de graphes fini (à gauche) ou infini démonbrable (à droite), où tous
les sommets ont le même degré.

Pourquoi des graphes ?

En sciences appliquées [117], on utilise des graphes pour représenter les "relations" existant
entre éléments d’un même réseau réel, afin de mieux comprendre la structure ou "géométrie" de
ce dernier. Ces relations peuvent être de différentes natures : liens d’amitié entre individus sur un
célèbre réseau social, citations entre articles de recherche, voies ferroviaires connectant un réseau
de gares, interactions des neurones du cerveau via les axones, etc.

Les graphes s’avèrent aussi utiles pour résoudre des problèmes pratiques d’optimisation discrète
de type maximisation de flot/minimisation de coût [93] : planification des horaires de train, gestion
de la puissance électrique délivrée par un réacteur nucléaire, etc. Ils sont un outil pour discrétiser des
problèmes physiques continus. Pensons par exemple à la trajectoire d’une particule dans l’espace,
qu’il peut être commode d’approcher par ses déplacements successifs sur un réseau cubique ” · Z3,
avec un pas ” tendant vers 0.

En mathématiques, l’étude des graphes constitue un domaine de recherche en soi, mais inter-
agissant largement avec d’autres. Par exemple, à travers la notion de graphe de Cayley, la théorie
des graphes a des applications en combinatoire et géométrie des groupes [60].

Les arbres

On appelle arbre tout graphe connexe sans cycle : tout sommet du graphe est atteignable par
un chemin d’arêtes depuis n’importe quel autre sommet (connexité du graphe), et le chemin pour
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y parvenir est toujours unique. Il est donc impossible de quitter un sommet, puis d’y revenir, sans
passer deux fois par une même arête. Un exemple d’arbre est représenté en Figure 1.2(a).

En identifiant un sommet particulier de l’arbre, c’est-à-dire en l’enracinant, on peut classer
les autres sommets selon le nombre d’arêtes à traverser pour y parvenir depuis le sommet racine.
Comme le chemin d’arête menant de la racine à un sommet précis est unique, une structure
"généalogique" apparaît : un sommet situé à r arêtes de la racine est voisin et "enfant" d’un et d’un
seul sommet situé à r ≠ 1 arêtes de la racine, qui lui-même est voisin et "enfant" d’un et d’un seul
sommet situé à r ≠2 arêtes de la racine, etc. Un arbre enraciné, c’est donc tout comme on se figure
un arbre généalogique familial. À partir d’un géniteur initial, on trace les relations de parenté entre
cet individu et ses enfants, puis entre ses enfants et les petits-enfants, etc.

Quoi de propre aux arbres ?

Les arbres se distinguent dans la famille des graphes par de remarquables propriétés combina-
toires. Des formules exactes de dénombrement existent par exemple pour les arbres enracinés et éti-
quetés à n Ø 1 sommets — "étiquetés" signifie que l’ensemble de sommets de l’arbre est {1, . . . , n},
pour les arbres plans (voir la définition ci-dessous), etc. C’est rarement le cas des graphes avec
cycles. La raison tient essentiellement au fait que les arbres sont souvent codables par des proces-
sus unidimensionnels, à l’instar des arbres plans de taille finie, que l’on peut mettre en bijection
avec des suites d’entiers positifs.

On appelle arbre plan un arbre enraciné muni d’un système d’orientations : pour chaque som-
met v de l’arbre, on numérote ses enfants, de sorte que si on représente l’arbre dans le plan, l’enfant
no 1 de v sera à la gauche de tous les autres enfants, l’enfant no 2 immédiatement à la droite du
premier, etc. Voir Figure 1.2(a) pour un exemple. En suivant les contours de l’arbre de la gauche
vers la droite, on peut définir une suite d’entiers initialisée en 0, qui effectue des sauts d’ampli-
tude +1 lorsqu’on s’éloigne de la racine, et des sauts d’amplitude ≠1 lorsqu’on s’en rapproche.
Cette suite d’entiers, appelé processus de contour, caractérise l’arbre lorsqu’il est de taille finie,
au sens où la donnée du processus suffit à le reconstituer. D’autres processus existent, comme le
processus de hauteur, dont nous parlerons dans la suite, mais ce ne sont généralement que des
variantes du processus de contour. Sur la Figure 1.2(b), nous avons tracé le processus de contour
associé à l’arbre plan de la Figure 1.2(a).

ρ

T

(a) Arbre plan T enraciné en fl (en noir) et parcours
de contournement de l’arbre (en rouge).

0

Contour(T)

t1

1

(b) Processus de contour associé.

Figure 1.2 – Un arbre plan est caractérisé par son processus de contour.

La spécificité des arbres tient aussi à leur caractère "minimaliste". En effet, parmi les graphes
connexes à n Ø 1 sommets, les arbres sont exactement ceux minimisant la quantité totale d’arêtes, à
savoir n ≠ 1, requise pour garantir la connexité. Il existe un algorithme — celui de l’arbre couvrant
minimal — qui dégarnit progressivement un graphe connexe à n sommets — c’est-à-dire en lui
retirant des arêtes — jusqu’à obtenir un arbre connectant le même ensemble de sommets. C’est un
problème d’optimisation aux applications tout à fait concrètes : minimiser par exemple le nombre
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Quoi de propre aux cartes planaires ?

Les cartes planaires forment une (rare) classe de graphes avec cycles, dont on connaît de nom-
breuses propriétés combinatoires. Citons par exemple la célèbre formule d’Euler, qui relie le nombre
de sommets |V | aux nombres d’arêtes |E| et de faces |F | de n’importe quelle carte planaire finie :

|V | + |E| ≠ |F | = 2.

Citons aussi le théorème des quatre couleurs, qui a longtemps motivé l’étude des cartes planaires :
toutes les faces d’une carte planaire peuvent être coloriées avec seulement quatre couleurs, de telle
sorte que deux faces adjacentes — c’est-à-dire partageant une arête en commun — ne seront jamais
coloriées de la même façon. Ce résultat difficile fut démontré pour la première fois en 1976 par
Kenneth Appel et Wolfgang Haken, avec l’aide de l’outil informatique.

Enfin, grâce à une série de travaux réalisés par Tutte dans les années 60 [133, 134, 135, 136, 137],
on a aujourd’hui de nombreux résultats d’énumération de cartes planaires. La méthode imaginée par
Tutte repose sur une décomposition récursive des cartes par l’effacement d’une arête préablement
choisie (l’arête racine). De cette décomposition, il déduit une équation à deux variables vérifiée
par une fonction génératrice, équation qu’il résout en développant un nouvel outil appelé méthode
quadratique. On obtient par exemple de cette façon que le nombre de quadrangulations enracinées
à n faces est :

2 · 3n

(n + 1)(n + 2)

3
2n

n

4
.

D’autres méthodes d’énumération ont depuis été élaborées. Des liens avec les intégrales de
matrice ont été notés par des physiciens théoriciens dans les années 70 [132]. Une bijection cruciale,
mettant en relation les cartes et un ensemble d’arbres plans, dits bien étiquetés, a été établie la
décennie suivante par Robert Cori et Bernard Vauquelin dans [51].

Cartes planaires et physique théorique

Une des principales motivations modernes à l’étude des cartes planaires est la théorie de la
gravité quantique. À la fin du siècle dernier, il est apparu nécessaire aux physiciens théoriciens,
spécialistes de la question, d’étendre aux dimensions supérieures les intégrales de chemin de Feyn-
man, qui sont des intégrales où la somme porte sur des ensembles de chemins continus reliant deux
points x et y fixés.

Construire des intégrales sur de vastes ensembles compliqués — chemins, surfaces, etc — passe
généralement, dans un premier temps, par la discrétisation de ceux-ci. Pour l’intégrale de chemin, la
méthode standard est de l’approcher d’abord par une somme indexée sur les chemins linéaires par
morceaux reliant x et y en un nombre fini d’étapes, puis de faire tendre ce nombre vers l’infini, et
enfin de vérifier que ce procédé permet d’obtenir à la limite une mesure sur l’ensemble des chemins
continus reliant les deux points, mesure vérifiant un certain nombre de propriétés attendues a
priori. C’est de cette manière, par exemple, que l’on construit la mesure de Wiener, la mesure
de probabilité sur l’ensemble des fonctions continues associée au mouvement brownien. D’après
le théorème de Donsker, ce dernier est en effet la limite en loi, universelle, de marches aléatoires.
Ceci implique que la mesure de Wiener est elle-même limite de mesures chargeant uniquement les
fonctions continues et linéaires par morceaux.

Pour les intégrales de surface, l’idée venue naturellement aux physiciens était de faire jouer
aux cartes planaires le rôle dévolu précédemment aux chemins linéaires par morceaux. Remplacer
donc une intégrale sur un ensemble de surfaces continues, mathématiquement mal définie, par une
somme indexée sur un ensemble fini de surfaces discrètes — les cartes — les recouvrant de plus en
plus finement. Ce qui fit alors émerger de nouvelles questions, en particulier la suivante : existe-t-il
un équivalent bidimensionnel au théorème de Donsker ? Nous en reparlerons plus en détail dans la
suite de ce chapitre. Pour une introduction complète aux raisons amenant à s’intéresser aux cartes
planaires en théorie de la gravité quantique, nous invitons le lecteur curieux à consulter le livre
[10].
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1.2 De l’aléatoire chez les graphes, arbres et cartes

Un graphe, un arbre ou une carte aléatoire est tout simplement une variable aléatoire à va-
leurs dans un ensemble de graphes, arbres ou cartes. Les modèles aléatoires les plus élémentaires
(à décrire) consistent tout simplement à tirer uniformément un graphe, un arbre ou une carte
dans un ensemble fini de graphes/arbres/cartes : graphes généraux ou arbres plans à n sommets,
triangulations ou quadrangulations à n faces/arêtes/sommets, etc.

La principale raison poussant à introduire du hasard en théorie des graphes est celle motivant
habituellement, en science, la décision d’adopter un point de vue probabiliste : l’évidente stochasti-
cité du réel, sa variabilité, sa complexité. Les réseaux par exemple évoqués en début d’introduction
(réseaux sociaux, cérébraux, etc), qui connectent généralement un très grand nombre d’éléments,
n’y échappent pas. Décrire en détail ces réseaux, leur formation, leur évolution, et ce de manière
déterministe, s’avère impossible, car trop de paramètres entreraient en jeu.

Les probabilités constituent par ailleurs un cadre mathématique structurant largement de mul-
tiples pans de la physique théorique moderne (physique statistique, mécanique quantique, etc),
et nous avons expliqué pourquoi les physiciens théoriciens s’intéressaient aujourd’hui aux cartes
planaires.

Enfin, il faut bien le dire, la théorie mathématique des graphes aléatoires ouvre vers de nouveaux
concepts et problèmes intéressants par eux-mêmes, parfois en relation avec d’autres domaines des
mathématiques : théorie ergodique, combinatoire, etc.

Dans cette section, nous présentons trois modèles élémentaires de graphes, arbres et cartes
aléatoires, tous occupant une place importante dans la littérature, et sur lesquels nous aurons
l’occasion de revenir à plusieurs reprises dans la suite de ce manuscrit.

Graphes de Erdös-Rényi

Considérons le graphe complet à n sommets. Par définition, tous ses sommets sont connectés
les uns aux autres, il comporte donc

!
n
2

"
= n(n≠1)

2 arêtes. Introduisons maintenant un peu de
hasard : pour chaque arête, à l’issue d’une épreuve de Bernoulli, nous décidons de la conserver avec
probabilité p œ [0, 1], ou de la supprimer avec probabilité 1 ≠ p, et ce indépendamment de ce qu’il
se produit pour les autres arêtes. À l’issue de ce processus, nous obtenons un nouveau graphe Gn,p

à n sommets, aléatoire, appelé graphe de Erdös-Renyi de paramètres n et p. Notez que le
graphe n’est plus nécessairement connexe.

Si la paternité du modèle revient en réalité à Edgar Gilbert qui l’introduisit dans [70], on
le nomme ainsi en l’honneur de l’article publié par Erdös et Renyi en 1960 [65], qui eut des
répercussions très importantes et fonda quasiment la recherche mathématique en graphes aléatoires.
En dépit de son indubitable simplicité, le modèle de Erdös-Renyi vérifie de multiples et fascinantes
propriétés, que nous détaillerons plus loin dans cette introduction. Il est encore aujourd’hui l’objet
d’innombrables travaux.

Pour terminer cette courte présentation, nous souhaitons faire observer que le processus de
conservation/suppression des arêtes dont est issu Gn,p, est aussi connu sous le nom de perco-
lation par arêtes. Son principe peut être appliqué aux arêtes de n’importe quel autre graphe
déterministe, voire aléatoire. Dans ce dernier cas, on génère aléatoirement un graphe de loi donnée,
puis conditionnellement à la réalisation du graphe obtenu, on applique le processus de percolation
aux arêtes. On obtient ainsi deux niveaux d’aléatoire imbriqués.

Les arbres de Bienaymé-Galton-Watson

Le modèle des arbres de Bienaymé-Galton-Watson joue un rôle central dans la théorie des
arbres aléatoires. Sa définition repose sur la structure généalogique intrinsèque des arbres que nous
évoquions dans la première partie de cette introduction. Un arbre de Bienaymé-Galton-Watson
code la généalogie d’un processus de branchement, introduit en 1845 par le statisticien français
Irénée-Jules Bienaymé, puis trente ans plus tard, de manière indépendante, par les scientifiques
britanniques Francis Galton et Henry Williams Watson, dans le but de modéliser le phénomène
d’extinction des noms de familles nobles. Nous renvoyons le lecteur vers [84] ou vers [81] pour plus
de détails sur l’histoire (récente) des processus généalogiques en mathématiques.
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Définition du modèle Introduisons µ = (µk)kØ0 une mesure de probabilité sur l’ensemble
des entiers naturels N. On construit un arbre plan de Bienaymé-Galton-Watson de loi de
reproduction µ, ici noté T, de la façon suivante :

1. le sommet racine de T donne naissance à X enfants, avec X une variable aléatoire distribuée
selon la loi µ ;

2. (propriété de branchement) conditionnellement à la valeur de X, des arbres de Bienaymé-
Galton-Watson indépendants, de même loi de reproduction µ, émergent de chacun des X

enfants du sommet racine.

Autrement dit, par récurrence, tous les sommets de l’arbre plan aléatoire T donnent naissance à
un nombre aléatoire d’enfants, et ces nombres sont indépendants et identiquement distribués selon
la loi µ. En particulier, on obtient que pour tout arbre plan t de taille finie :

P(T = t) =
Ÿ

vœt

µxv
, (1.2.1)

où xv désigne le nombre d’enfants du sommet v œ t. Remarquons que xv = degt(v) lorsque v est
la racine de l’arbre, mais que xv = degt(v) ≠ 1 lorsque v est un descendant de celle-ci. Voir une
illustration de la construction récursive des arbres de Bienaymé-Galton-Watson en Figure 1.5.

ρ ρ ρ

v1 v2 v3 v1
v2 v3

1. 2. 3.
P(xρ = 3) = µ

3
P(xv1

= 2) = µ
2

P(xv2
= 0) = µ

0

P(xv3
= 4) = µ

4

Figure 1.5 – Construction récursive d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson de loi de reproduc-
tion µ. À gauche, le sommet racine de celui-ci, isolé. Ce sommet donne naissance à trois enfants
avec probabilité µ3 (image du milieu). Ces trois enfants donnent eux-mêmes naissance à respec-
tivement deux, aucun et quatre enfants (image de droite). La probabilité de cet événement joint
est µ2µ0µ4. On itère le procédé indéfiniment ou jusqu’à extinction de toutes les lignées.

Extinction/non-extinction Le modèle de Bienaymé-Galton-Watson peut également, sous cer-
taines conditions, générer des arbres infinis. Trouver un critère nécessaire et suffisant sur la loi de
reproduction µ pour que ceci ait une chance non nulle de se produire est un exercice très classique
de probabilités. En fait, nous l’avons dit, ce problème constitue même la motivation originelle der-
rière l’introduction de ce modèle par Bienaymé, Galton et Watson. Un arbre T de taille infinie
correspondra en effet, dans le processus de branchement associé, à la survie d’un patronyme, alors
qu’un arbre fini signifiera son extinction.

De l’importance de la fonction génératrice La fonction génératrice φ(z) =
q

kØ0 µkzk de µ

joue très souvent un rôle crucial dans l’analyse du modèle. C’est par exemple la valeur de m := φÕ(1)
qui détermine si la distribution de T charge ou non l’ensemble des arbres infinis :

— si m <= 1 (et si µ1 < 1, afin d’éviter une situation dégénérée triviale), l’arbre T est
fini presque sûrement : on parle alors d’arbre sous-critique (pour m < 1) ou critique
(pour m = 1) ;

— si m > 1, la probabilité qu’il soit de taille infinie est non nulle : on parle dans ce cas d’arbre
surcritique.

Ce n’est en réalité guère surprenant, car m correspond au nombre moyen d’enfants E[X] auquel
donne naissance chaque individu de la lignée. Il paraît donc naturel qu’un patronyme dont les
porteurs ont en moyenne moins d’un enfant soit voué à disparaître. Mais s’ils sont plus prolifiques
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et que leur nombre moyen d’enfants devient strictement plus grand que 1, alors le patronyme aura
une chance de survivre. Dans ce second cas, si elle survit, on peut parfois prouver que la lignée
croîtra à vitesse exponentielle. Plus précisément, si on note Zn la taille de la n-ème génération
d’enfants, on a sur l’événement de survie (|T| = +Œ) la convergence presque sûre de m≠n · Zn

vers une variable aléatoire strictement positive. Il est toutefois nécessaire que la loi de reproduction
vérifie certaines conditions d’intégrabilité (theorème de Kesten et Stigum [89], voir aussi [102]).

La fonction génératrice permet aussi de calculer la probabilité de survie, ou de façon équiva-
lente, la probabilité d’extinction de la lignée. On montre en effet que cette dernière est la solution
minimale de l’équation de point fixe φ(s) = s sur l’intervalle [0, 1]. La propriété de branchement
est la principale explication au caractère extrêmement analytique du modèle de Bienaymé-Galton-
Watson. Le premier chapitre du livre [76] propose une revue très complète des résultats connus sur
le modèle de Bienaymé-Galton-Watson, vu comme processus de branchement.

Arbres de Bienaymé-Galton-Watson et marches aléatoires Le modèle de Bienaymé-
Galton-Watson définit donc une distribution sur les arbres plans, caractérisée par l’équation 1.2.1.
Or, nous avons vu en partie 1.1 que ces derniers pouvaient être codés par des processus unidimen-
sionnels, dont le processus de contour (voir Figure 1.2). Lorsqu’on étudie le processus de contour
d’un arbre de Galton-Watson, ce processus devient aléatoire. Dans le cas où la loi de reproduction µ

de l’arbre est géométrique de paramètre – œ (0, 1), autrement dit que

µk = (1 ≠ –)–k

pour tout entier k Ø 0, il est facile de voir — grâce essentiellement à la propriété bien connue
d’absence de mémoire des lois géométriques — que la loi de ce processus est en fait exactement
celle d’une excursion au dessus de 0 de la marche aléatoire sur Z dont les incréments suivent une
loi de Bernoulli de paramètre –.

La loi du processus de contour est moins clair lorsque µ n’est plus géométrique. Il est alors
plus profitable de considérer un autre processus, appelé marche de Lukasiewicz, défini lui aussi
en parcourant, comme sur la Figure 1.2(a), l’arbre sous-jacent T, mais en ne repassant pas par
les sommets déjà visités. Ses variations ne sont plus seulement faites de +1 ou ≠1, mais sont
égales au nombre d’enfants du sommet visité, moins un. Quelle que soit µ, la loi de la marche
de Lukasiewicz est celle d’une excursion au dessus de 0, s’achevant en ≠1, d’une marche aléatoire
dont la distribution des incréments est µ(1 + ·). Grâce à ce résultat général, on réussit à montrer
qu’au moins à grande échelle, c’est-à-dire lorsque le nombre de sommets de l’arbre T tend vers
l’infini, la loi du processus de contour est approximativement celle de l’excursion d’une marche
aléatoire, dont les incréments ont même variance que µ. Ce qui a des conséquences géométriques
importantes, que nous aborderons dans la section suivante. Une référence classique sur le sujet des
liens entre arbres de Bienaymé-Galton-Watson et marches aléatoires est [97].

Arbres de Bienaymé-Galton-Watson et modèles uniformes Si le modèle d’arbres de
Bienaymé-Galton-Watson s’avère si utile, et si étudié dans la littérature, c’est aussi parce qu’en
choisissant intelligemment la loi de reproduction µ, on montre qu’il s’identifie à des modèles aléa-
toires uniformes. Par exemple, lorsque µ est une distribution géométrique de paramètre 1/2, l’arbre
critique de Bienaymé-Galton-Watson associé, conditionné à être de taille n Ø 1, est distribué uni-
formément sur l’ensemble des arbres plans à n sommets. Si nous verrons plus tard que cette
identification a des conséquences théoriques importantes en termes de géométrie, nous pouvons
déjà présenter, en guise d’illustration, une conséquence pratique non triviale. Grâce à la propriété
de branchement, d’aucuns noteront qu’il est aisé de simuler numériquement un arbre de Bienaymé-
Galton-Watson : cela revient à savoir générer des variables aléatoires indépendantes à valeurs en-
tières, de loi µ. Simuler un arbre aléatoire uniformément distribué sur l’ensemble des arbres plans
à n sommets — pour n grand — est à l’inverse compliqué en première approche, car la taille de
l’ensemble, à savoir 1

n+1 ·
!

2n
n

"
, croît avec n à vitesse exponentielle. Sa représentation comme arbre

de Bienaymé-Galton-Watson permet de contourner cette difficulté. En effet, la probabilité que cet
arbre soit exactement de taille n décroît asymptotiquement comme n≠3/2 lorsque n æ +Œ. En
appliquant alors une classique méthode de rejet, c’est-à-dire en ne conservant, à l’issue de nos simu-
lations, que les arbres de taille n, on réduit drastiquement la vitesse de l’algorithme de génération
d’un arbre plan uniforme à n sommets.
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Cartes de Boltzmann

Les cartes de Boltzmann sont nées de la volonté de définir une mesure de probabilité sur les
cartes planaires, ayant la même forme produit que la distribution des marches aléatoires sur les
chemins discrets ou celle des arbres de Bienaymé-Galton-Watson sur l’ensemble des arbres plans
(voir l’équation (1.2.1)).

Définition du modèle Modèle nettement plus récent que ceux d’Erdös-Renyi et de Bienaymé-
Galton-Watson, les cartes de Boltzmann ont été introduites en 2007 par Jean-François Mackert
et Grégory Miermont dans [107]. Il s’agit de cartes aléatoires biparties — toutes les faces sont de
degré pair — définies de la façon suivante. Considérons q = (qk)kØ1 une suite de réels positifs ou
nuls. Pour toute toute carte bipartie m, attribuons-lui un poids de Boltzmann :

wq(m) =
Ÿ

fœFaces(m)

qdeg(f)/2,

où le produit est indexé sur l’ensemble des faces de la carte m, et où deg(·) désigne le degré d’une
face de celle-ci. Le lecteur notera la similarité avec l’équation (1.2.1), la seule différence étant que
ce ne sont pas ici les sommets, mais les faces de la carte, qui portent son "poids".

Une carte planaire aléatoire M est une q-carte de Boltzmann si sa distribution vérifie :

P(M = m) =
wq(m)

Zq

,

pour toute carte bipartie m. Le dénominateur Zq est une constante de normalisation, appelée
aussi fonction de partition. Contrairement aux arbres de Bienaymé-Galton-Watson, le poids de
Boltzmann d’une carte bipartie ne s’interprète pas directement comme une probabilité. En outre,
rien ne garantit a priori que Zq < +Œ, et donc que la distribution définie ci-dessus a bien un sens.
Signalons enfin que le choix de ne considérer que des cartes biparties provient du fait que leur
énumération — d’après la méthode conçue par Tutte — s’avère nettement plus simple que celle
des cartes générales.

Admissibilité On dit que la suite q est admissible lorsque Zq < +Œ. Un critère nécessaire et
suffisant d’admissibilité peut être déterminé, grâce encore aux méthodes d’énumération de Tutte.
Ce critère est lié aux propriétés d’une certaine fonction génératrice fq. Lorsqu’il est vérifié, les
valeurs respectives de f Õ

q(Zq) et f ÕÕ
q (Zq) permettent de classer les cartes de Boltzmann en différentes

catégories — sous-critiques, critiques, régulières critiques, critiques génériques et critiques non
génériques — ayant chacune leurs particularités. On remarquera ici à nouveau la similarité avec
le modèle de Bienaymé-Galton-Watson. En fait, il y a bien un arbre de Bienaymé-Galton-Watson
sous-jacent à la carte, avec une fonction génératrice associée à la loi de reproduction proche de fq.
L’explication repose sur l’existence d’une bijection entre cartes planaires et un ensemble d’arbres
étiquetés, la bijection Bouttier-Di Francesco-Guitter [34]. Voir [107, Section 2] ou l’introduction de
la thèse de Loïc Richier [122, Section 1.3] pour plus de détails.

Cartes de Boltzmann et modèles uniformes En choisissant q = (Ê · 1k=2)kØ0 pour Ê > 0,
on attribue un poids de Boltzmann valant Ên aux quadrangulations à n faces, et un poids nul aux
cartes biparties qui ne sont pas des quadrangulations. La q-carte de Boltzmann est donc presque
sûrement une quadrangulation. Si on la conditionne à avoir exactement n faces, sa loi sera uniforme
sur l’ensemble des quadrangulations à n faces. Il faut cependant s’assurer de l’admissibilité de q,
qui est vérifiée lorsque Ê Æ 1

12 . Le principe peut être généralisé, en prenant q = (Ê · 1k=p)kØ0,
pour générer, quel que soit p Ø 1, des 2p-angulations uniformes, dont on connaît aussi le seuil
d’admissibilité. C’est vrai également des triangulations, qui ne sont pas des cartes biparties, mais
pour lesquelles on dispose de formules d’énumération simples, obtenues à nouveau par la méthode
de Tutte.
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Propriété de Markov spatiale et algorithmes d’épluchage Contrairement à celle des arbres
de Bienaymé-Galton-Watson, la définition des q-cartes de Bolztmann n’est pas récursive. Elle ne
fournit pas d’analogue évident à la propriété de branchement. La forme produit de leur distribution,
imitant délibérément celle des marches aléatoires et des arbres de Bienaymé-Galton-Watson, laisse
cependant penser qu’il en existe bel et bien un.

Apparus tout d’abord en physique théorique dans un travail de Watabiki [143], puis définis
rigoureusement par Omer Angel dans [15] pour étudier des triangulations du plan, les algorithmes
d’épluchage de cartes fournissent une construction dynamique des q-cartes de Boltzmann, tout
en mettant en évidence une propriété de Markov spatiale vérifiée par celles-ci. Éplucher une carte
planaire consiste à la découvrir progressivement, face après face, de proche en proche. Décrivons
le processus sans nous embarrasser de trop de formalisme.

Supposons observée une face d’une carte (bipartie) m. Choisissons maintenant, selon une règle
quelconque, une arête e bordant cette face, puis révélons l’autre face adjacente à celle-ci dans m.
Deux situations sont alors possibles :

1. la face révélée est différente de la face déjà observée. Dans ce cas, on la "colle" à la première
le long de l’arête e.

2. la face révélée est la face déjà observée de m : cela signifie que l’arête e coïncide avec une
autre arête bordant celle-ci. On tord alors notre face de façon à identifier les deux arêtes.
L’opération coupe en deux la zone inexplorée de m (sauf si les deux arêtes pointaient un
même sommet). On crée un trou dans la carte.

Voir une illustration en Figure 1.6.

→

→

1.

2.

0.

Figure 1.6 – Déroulés possibles d’une étape d’épluchage. La face déjà observée d’une carte est
en blanc (elle est de degré 8) . La région grisée est la partie de la carte encore inexplorée par le
processus, c’est-à-dire un trou. Nous révélons une face adjacente à une arête choisie (en rouge) sur
le bord de la face observée. Si la face révélée est connue (situation no 2), l’arête rouge coïncide
forcément avec une autre arête (ici en bleu). On crée alors un second trou dans la carte courante.

On répète l’opération en choisissant à chaque étape une arête bordant un des trous de la carte,
la règle de sélection de celle-ci n’important pas. À tout instant du processus, la carte courante
est un assemblage connexe de faces (ou de polygones, pour reprendre la définition alternative des
cartes décrite en Section 1.1), entourant un ou plusieurs trous. Ces trous peuvent être vus comme
des faces de notre carte courante, mais disposant d’un statut particulier, car il ne s’agit pas de
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"vraies" faces de la carte sous-jacente m. En fait, s’il y a p trous dans notre carte, dont les bords
ont pour longueurs respectives ¸1, . . . , ¸p, on montre qu’il existe p cartes m1, . . . , mp, définies de
manière unique, avec mi contenant une face de degré ¸i, telles que si on les "colle" le long des bords
des trous, alors on reconstitue entièrement la carte m. Voir l’illustration en Figure 1.7.

1.

2.

m

Figure 1.7 – Reconstitution de la carte complète (à droite) à partir des cartes avec trous issues
de l’étape d’épluchage de la Figure 1.6. Les trous sont remplis en "collant" des cartes, définies de
manière unique, le long de leur bord. Les arêtes en rouge indiquent comment est réalisé le "collage".

Quand m = M est une q-carte de Boltzmann, ces p cartes sont elles-mêmes des q-cartes de
Boltzmann, indépendantes, conditionnellement aux longueurs des bords des trous. C’est l’attendue
propriété de Markov spatiale : ce qu’il reste à découvrir de la carte M (le futur) ne dépend des
régions déjà découvertes (le passé) qu’au travers des bords de celles-ci (le présent). En outre, on
montre que le processus d’épluchage est une chaîne de Markov homogène, ce qui fournit donc bien
un algorithme dynamique générant des q-cartes de Boltzmann. Nous invitons le lecteur à consul-
ter [53] pour une introduction aux processus d’épluchage de cartes planaires et leurs nombreuses
applications.

1.3 De la géométrie des graphes, arbres et cartes

Dans la définition d’un graphe (voir Section 1.1), le choix de l’ensemble V pour étiqueter les
sommets peut sembler arbitraire, sauf éventuellement pour certains problèmes de combinatoire. Car
ce qui paraît caractériser réellement un graphe, ce sont les relations d’adjacence entre sommets. On
retrouve ce type de considération en théorie des groupes. Supposons que (G, ú) soit un groupe de loi
de composition interne ú. La nature des élements de G — qu’ils soient des nombres, des fonctions,
etc. — est indifférente. Ce qui rend "unique" ce groupe, décrit sa structure, ce sont les résultats des
opérations g ú gÕ donnés par la loi de composition interne pour toute paire d’éléments g, gÕ œ G.
Pour traduire mathématiquement cette forme d’unicité, on introduit la notion d’isomophisme de
groupes : un groupe est isomorphe à G s’il existe une bijection Ï entre G et ce groupe, qui préserve
les résultats d’opérations par la loi de composition interne, au sens où Ï(g ú gÕ) = Ï(g) ◊ Ï(gÕ)
pour tous g, gÕ œ G. Un groupe est alors généralement identifié à sa classe d’isomorphismes, qui
contient l’ensemble des groupes qui lui sont isomorphes.

Pour les graphes, on raisonne de manière analogue, sauf qu’ici, ce sont les relations d’adjacence
induites par les arêtes que nous souhaitons préserver. On dit que deux graphes G1 et G2 sont
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isomorphes s’il existe une bijection entre les ensembles de sommets, vérifiant la propriété suivante :
l’arête (Ï(x), Ï(y)) existe dans G2 si et seulement si l’arête (x, y) existe dans G1. Deux graphes
isomorphes partagent une même "géométrie". Nous allons préciser dans la suite ce que nous en-
tendons exactement par "géométrie", mais pour donner dès maintenant une intuition du propos,
remarquons que si G1 est un arbre, alors G2 isomorphe à G1 l’est aussi ; si G1 est connexe, alors G2

aussi, etc.

Le graphe comme espace métrique Dans la Section 1.1, lorsque nous avons défini la connexité
d’un graphe, puis présenté la classe des arbres, nous avons parlé de chemin d’arêtes, dont le sens
s’accorde avec l’image que l’on s’en fait : deux sommets x et y sont connectés par un chemin d’arêtes
si une ligne continue peut être tracée de x à y, passant uniquement par les segments représentant
les arêtes du graphe. Plus formellement, il existe une suite d’arêtes telle que : (i) la première émane
du sommet x ; (ii) deux arêtes successives confluent en un même sommet ; (iii) la dernière arête
atteint le sommet y.

On appelle longueur d’un chemin d’arêtes le nombre d’arêtes constituant ce chemin. Il s’agit
donc d’un entier naturel. Si, dans un graphe, deux sommets sont connectés par un ou des chemins
d’arêtes, il en existe forcément un minimisant la longueur. On nomme géodésiques ces chemins de
longueur minimale.

Introduisons dgr l’application qui à toute paire de sommets d’un graphe, associe la longueur
d’une géodésique reliant ces deux sommets. Pour deux sommets x, y qu’aucun chemin ne connecte
— n’étant pas dans la même composante connexe, on pose dgr(x, y) = +Œ. Cette application dgr

vérifie tous les axiomes d’une distance. Elle s’appelle distance de graphe. Muni de celle-ci, l’ensemble
de sommets d’un graphe se transforme en espace métrique. Il devient alors naturel de s’intéresser
aux notions habituelles de topologie des espaces métriques : diamètre du graphe, boules et frontières
de celles-ci, etc. Remarquons pour conclure ce paragraphe que la seule donnée de dgr suffit à
reconstituer la structure d’adjacence du graphe sous-jacent : l’arête (x, y) existe dans celui-ci si et
seulement si dgr(x, y) = 1. Notons aussi qu’un isomorphisme de graphes réalise une isométrie entre
deux espaces métriques. Cette interprétation confirme le caractère fondamentalement géométrique
des graphes.

Géométrie à grande échelle Étudier dans le détail la géométrie d’un graphe particulier peut
apporter de précieuses informations sur celui-ci. Dans cette thèse cependant, nous n’adoptons pas
ce point de vue statique et préférons nous intéresser aux effets géométriques causés par la variation
d’une quantité macroscopique descriptive des graphes, à savoir leur volume, ou nombre de sommets
qu’ils contiennent. Plus précisément, nous souhaitons comprendre l’évolution de la géométrie d’un
graphe aléatoire Gn à n sommets, lorsque sa taille n tend vers l’infini par un mécanisme explicite.
En déterminant par exemple une asymptotique de son diamètre, du volume des boules de rayon
fixé, etc. Ces problématiques sont rassemblées sous le terme de géométrie à grande échelle.

Exemples de résultats Les caractéristiques topologiques des trois modèles fondamentaux que
nous avons présentés dans la section précédente — graphes d’Erdös-Renyi, arbres de Bienaymé-
Galton-Watson et cartes de Boltzmann — sont aujourd’hui bien connues. Ces modèles illustrent
la variété de comportements qu’il est permis d’observer.

Prenons l’exemple du diamètre. Nous avons vu que les arbres de Bienaymé-Galton-Watson
se classent en trois catégories — sous-critiques, critiques, surcritiques — selon que la moyenne
de la loi de reproduction associée est strictement inférieure, égale ou strictement supérieure à 1.
Un arbre surcritique a une chance non nulle d’être de taille infinie. Donc son diamètre aussi. Ce
n’est pas vrai des arbres critiques, ni sous-critiques. On peut cependant tenter d’estimer l’ordre
de grandeur du diamètre d’un arbre appartenant à l’une de ces deux catégories, conditionné à
contenir exactement n sommets, avec n æ +Œ. Dans le cas critique, nous savons par exemple que
le diamètre est d’ordre

Ô
n si la loi de reproduction est de variance finie [7, 97]. Cela inclut les arbres

uniformes. Lorsque la variance est infinie mais que la queue de distribution de la loi de reproduction
décroît (pour faire simple) à vitesse polynomiale, le diamètre est cette fois-ci d’ordre n” pour un
certain ” œ (0, 1/2) [62, 92].

Le paysage est assez similaire dans l’univers des cartes de Boltzmann. La croissance du diamètre
est généralement polynomiale, bien que les exposants ne soient pas identiques à ceux des arbres
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de Bienaymé-Galton-Watson. Le diamètre des quadrangulations uniformes à n sommets est par
exemple d’ordre n1/4 [48]. C’est vrai également pour les cartes de Boltzmann dites génériques
critiques, sorte d’analogue aux arbres critiques avec loi de reproduction de variance finie, évoqués
ci-dessus [98, 108]. Quant aux cartes de Boltzmann non génériques critiques, comparables cette
fois aux arbres critiques avec loi de reproduction de variance infinie, on conjecture que l’ordre de
leur diamètre est n” pour un certain ” œ (1/4, 1/2) [69].

Les graphes d’Erdös-Renyi présentent une plus grande diversité de comportements. L’ordre de
grandeur de leur diamètre change radicalement selon qu’on fait dépendre ou non le paramètre de
percolation p de la taille n du graphe. Lorsque p est constant, le diamètre du graphe converge
presque sûrement vers 2 ! Ce qui signifie qu’à la limite, tous les sommets ont au moins un voisin
en commun. Le résultat reste même valable pour une suite de paramètres pn tendant vers 0, mais

moins vite que (1+‘)
Ò

2 log n
n pour un certain ‘ > 0. Lorsqu’on accélère la vitesse de décroissance, de

sorte que 1 Æ c Æ npn Æ C log n pour C > 0, le diamètre croît vers l’infini comme log n
log npn

[50, 123].
Si C < 1, le graphe est presque sûrement non connexe à l’infini. Le diamètre est alors celui de la
plus grande composante connexe, dont la taille est proportionnelle à n. On dit qu’il s’agit d’une
composante géante. Quand pn ≥

næ+Œ
1
n , la composante géante disparaît [65]. Dans une "fenêtre

critique" mise en évidence par Aldous [8], correspondant à npn = 1 + ⁄n≠1/3 pour ⁄ œ R,
les composantes connexes sont toutes de taille n2/3, et leur diamètre croît comme n1/3 [3]. Les
phénomènes décrits dans ce paragraphe ne constituent qu’une partie de ceux observés dans les
graphes d’Erdös-Renyi, mais prouvent déjà leur grande variété.

Limites locales de graphes Lorsqu’on étudie les propriétés géométriques asymptotiques de
graphes aléatoires, en faisant croître à l’infini leur volume, la question de l’existence de structures
limites émerge naturellement. Introduite par Benjamini et Schramm dans [24], puis dans une
version légèrement amendée par Angel et Schramm dans [20] (c’est elle que nous présentons ici), la
topologie locale donne un sens à la convergence discrète de graphes ou cartes de taille finie vers des
graphes ou cartes connectant un nombre infini (dénombrable) de sommets. Son principe peut être
décrit ainsi : une suite (déterministe) de graphes Gn, enracinés, de volume croissant, converge pour
la topologie locale si le "paysage" autour du sommet racine "se stabilise" asymptotiquement. Nous
insistons sur la nécessité d’enraciner les graphes. Plus formellement, la topologie locale est induite
par une métrique, la distance locale, définie de la façon suivante. Pour tous graphes finis G, GÕ :

dloc(G, GÕ) = (1 + sup{r Ø 0 : Br(G) = Br(GÕ)})≠1,

où Br(G) désigne le sous-graphe de G contenant tous les sommets de G situés à distance au plus r
de la racine (pour la distance de graphe) et les arêtes reliant ces sommets entre eux. On l’appelle
boule de rayon r. Pour résumer, deux graphes sont proches pour la distance locale s’ils coïncident
(au sens des isomorphismes de graphes) sur un grand voisinage autour de la racine.

La distance locale vérifie tous les axiomes d’une distance et transforme en espace métrique
l’ensemble des graphes finis. Son complété est un espace métrique polonais (séparable et complet).
On vérifie que les éléments du complété qui ne sont pas des graphes finis sont effectivement des
graphes contenant un nombre infini (dénombrable) de sommets, mais localement finis (tous les
sommets n’ont qu’un nombre fini de voisins).

Le même résultat vaut pour les cartes planaires. Parmi les cartes planaires infinies obtenues
comme limites locales, celles dites à un bout ont un rôle important. Un carte est à un bout si pour
tout sous-ensemble fini de sommets, le complémentaire contient une unique composante connexe
infinie. La particularité de ces cartes est de pouvoir être vues, à l’image des cartes finies, comme
des graphes infinis plongés proprement dans le plan, à déformation continue près. Tout compact
de R

2 n’intersecte alors qu’un nombre fini de sommets et d’arêtes de la carte. Une carte à un bout
contient au plus une face de degré infini, c’est-à-dire bordée d’une infinité d’arêtes. Lorsqu’elle n’en
contient pas, son plongement recouvre tout R2 et le décompose en une infinité de domaines bornés
—les faces — tous entourés d’un nombre fini d’arêtes. On parle de carte infinie du plan. Lorsqu’elle
contient une face de degré infini, le plongement recouvre cette fois-ci R+ ◊R (par exemple), l’autre
moitié du plan R≠ ◊ R étant la face de degré infini. On parle de carte infinie du demi-plan. Nous
invitons le lecteur à consulter [53, Chapitre 2] pour plus de détails sur la topologie locale.
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Exemples de limites locales et de leurs propriétés Une première limite locale non triviale,
couramment donnée en exemple pour introduire au sujet, concerne les composantes connexes d’un
graphe d’Erdös-Renyi, considéré dans le régime de la transition de phase pour l’existence d’une
composante géante, c’est-à-dire lorsque npn = ⁄ > 0. Sous cette hypothèse, on montre que la
composante connexe d’un sommet particulier converge localement vers un arbre de Bienaymé-
Galton-Watson, de loi de reproduction une loi de Poisson de paramètre ⁄. En effet, le nombre
de connexions réalisées par ce sommet suit une loi binomiale de paramètres n ≠ 1 et pn = ⁄/n,
laquelle converge en loi, quand n æ +Œ, vers la loi de Poisson attendue, par un résultat classique
d’approximation. C’est également le cas du degré des sommets voisins, qui par ailleurs se connectent
entre eux avec une probabilité tendant vers zéro. Autrement dit, la probabilité de créer un cycle
de longueur 3 devient négligeable asymptotiquement. Cette analyse s’étend ensuite aux échelons
suivants, aux voisins des voisins, puis aux voisins de ces derniers, etc. Il n’est donc pas surprenant
de retrouver un arbre à la limite, compte tenu de l’absence de cycles. Voir [78, Chapitre 2] pour
une preuve détaillée du résultat.

Pour les arbres de Bienaymé-Galton-Watson, la topologie locale est l’outil adapté pour construire
un équivalent critique aux arbres surcritiques conditionnés à survivre, seule distribution non triviale
rencontrée à ce stade (voir Section 1.2), chargeant positivement les graphes infinis. Rappelons qu’à
la différence d’un arbre surcritique, un arbre critique est presque sûrement de taille finie. On ne
peut donc pas conditionner sur l’événement de survie du processus de branchement sous-jacent. En
revanche, il est possible de conditionner l’arbre à être grand, puis faire croître son volume à l’infini.
En procédant ainsi, on parvient à faire émerger une limite locale non triviale, qui est presque sûre-
ment un arbre infini. On l’appelle arbre de Kesten, en référence au travail [86] de Harry Kesten, qui
identifia le premier la distribution du graphe limite. Ce dernier est un arbre de Bienaymé-Galton-
Watson de loi de reproduction critique µ, où deux catégories de sommets coexistent, les sommets
normaux et les sommets spéciaux. À la différence des sommets normaux, le nombre d’enfants des
sommets spéciaux n’est pas distribué selon la loi de reproduction µ, mais selon la loi biaisée par la
taille µ̃, définie par µ̃k = kµk pour tout k Ø 0. À chaque génération de l’arbre, un unique sommet
est désigné spécial. Le sommet racine de l’arbre est spécial. À la génération suivante, le sommet
spécial est choisi uniformément parmi les enfants de la racine. Et ainsi de suite. L’arbre résultant
de cette procédure est nécessairement infini, puisque les sommets spéciaux ont toujours au moins
un enfant. Une façon simple de se figurer l’arbre est de tracer un chemin infini de sommets —
les sommets spéciaux —puis de greffer sur eux des arbres de Bienaymé-Galton-Watson critiques
indépendants, de loi de reproduction µ. Le chemin infini est l’épine dorsale de l’arbre. La définition
de l’arbre de Kesten s’étend à des lois de reproduction sous-critiques et surcritiques, mais dans ces
deux cas, la limite pour la topologie locale des arbres de Bienaymé-Galton-Watson, conditionnés à
être grand, est plus complexe à calculer, surtout dans le cas sous-critique. Voir [1, 2] pour plus de
détails. La géométrie de l’arbre de Kesten s’avère significativement différente de l’arbre surcritique
conditionné à survivre. Par exemple, le volume de la boule de rayon r croît comme r2 dans le pre-
mier — à vitesse polynomiale donc — sous la condition de variance finie de la loi de reproduction
(voir [88]), alors que ce même volume croît exponentiellement dans le second, sous l’hypothèse de
Kesten et Stigum [89, 102].

La définition de la topologie locale d’Angel et Schramm [20], reprise ici, est utilisée dans leur
article pour démontrer la convergence quand n æ +Œ des triangulations uniformes à n sommets
vers une triangulation aléatoire infinie du plan, qu’ils nomment UIPT pour Uniform Infinite Planar
Triangulation. Ce résultat fonde la théorie probabiliste des cartes planaires infinies. À leur suite,
Maxim Krikun prouve qu’une convergence similaire se produit avec les quadrangulations uniformes,
la limite étant cette fois une quadrangulation infinie du plan [95]. Plus généralement, ce type de
convergence a lieu avec les cartes de Boltzmann critiques [131]. Avec une approche différente, il est
possible d’obtenir à la limite des cartes aléatoires infinies du demi-plan, voir à ce sujet [16, 53, 59].
Dans [53], sont fournies les preuves des convergences locales mentionnées ci-dessus, utilisant de
façon originale des techniques d’épluchage de cartes.

Par certains aspects, la géométrie de ces cartes infinies du plan, construites comme limites
locales, peut être mise en parallèle avec celle de l’arbre de Kesten. On sait ainsi [15] que le volume
des boules dans l’UIPT croît avec le rayon à vitesse polynomiale, plus exactement comme r4, à cor-
rections logarithmiques près. Le lecteur se demandera alors sans doute s’il existe un analogue dans
le domaine des cartes planaires aux arbres de Bienaymé-Galton-Watson surcritiques conditionnés
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à survivre. Omer Angel et Gourab Ray dans [19], puis Nicolas Curien dans [52], ont respecti-
vement démontré l’existence de triangulations infinies du demi-plan et du plan, appelées PSHIT
pour Planar Stochastic Hyperbolic Infinite Triangulation dans le second cas, partageant avec ces
arbres certaines propriétés géométriques. Par exemple la croissance exponentielle du volume des
boules [52, 121]. La thèse de Thomas Budzinski [41] est consacrée à l’étude de la géométrie de ces
cartes dites hyperboliques. Celles-ci ne peuvent pas ête construites comme limites locales de cartes
planaires. Elles sont en fait limites locales de cartes plongées sur des surfaces de genre très grand,
ainsi que l’ont récemment montré Thomas Budzinski et Baptiste Louf dans [45].

Limites d’échelle

La topologie locale donne un sens aux convergences discrètes de graphes et cartes, vers des
objets de même nature, de taille infinie. En fin de Section 1.1, nous avons expliqué que la physique
théorique fournit des raisons de s’intéresser aux limites continues de cartes, comme un pendant en
dimensions supérieures au théorème de Donsker, qui énonce la convergence de marches aléatoires
vers le mouvement brownien. Il reste à déterminer la topologie adaptée à l’émergence de telles
limites. Rappelons qu’un graphe (ou une carte) muni de la distance de graphe est un espace
métrique. ll est compact quand son nombre de sommets est fini. La topologie de Gromov-Hausdorff
rend rigoureuse la notion de convergence pour des espaces métriques compacts.

La topologie de Gromov-Hausdorff Nous commençons par définir la distance de Hausdorff,
qui compare les parties compactes d’un même espace métrique (E, d). Considérons deux parties
compactes K1, K2 de E. La distance de Hausdorff entre ces deux parties est égale à :

dH(K1, K2) := inf {‘ > 0 | K1 ™ K‘
2 et K2 ™ K‘

1}

où K‘ désigne, pour tout compact K ™ E, le ‘-voisinage de K, qui inclut tous les points de E
à distance strictement inférieure à ‘ de l’un des éléments de K. Par conséquent, la distance de
Hausdorff entre deux parties compactes de E est d’autant plus faible que celles-ci "se superposent"
dans E.

Nous voulons maintenant comparer deux compacts non nécessairement inclus dans un même
espace métrique. L’idée est de les plonger dans un espace métrique tiers, puis de calculer la distance
de Hausdorff des images respectives. Le plongement doit se faire de manière isométrique, afin
de préserver les caractéristiques géométriques des compacts. La distance de Gromov-Hausdorff

est définie en prenant l’infimum sur tous les plongements possibles. Plus exactement, si (E1, d1)
et (E2, d2) sont deux espaces métriques compacts, leur distance de Gromov-Hausdorff est égale à :

dGH(E, F ) = inf {dH(„1(E1), „2(E2))} ,

où l’infimum porte sur tous les espaces métriques (E, d), et les paires d’injections isométriques „1

et „2 de E1 et E2 dans E. La distance de Gromov-Hasudorff mesure ainsi le "degré d’isométrie"
entre deux espaces compacts. Remarquons que cette définition implique que la distance de Gromov-
Hausdorff entre deux parties compactes d’un espace métrique est plus petite que leur distance de
Hausdorff. Ceci est parfaitement souhaitable. Il suffit de songer à deux cercles du plan, de même
rayon, mais dont les centres sont très éloignés : ils sont distincts pour la distance de Hausdorff,
mais pas pour la distance de Gromov-Hausforff, car ils sont isométriques.

La distance de Gromov-Hausdorff n’est une véritable distance que sur l’ensemble des espaces
métriques compacts quotienté par la relation d’isométrie, afin de respecter l’axiome de séparation.
Elle transforme par ailleurs cet ensemble en espace polonais, et fournit donc un cadre agréable
pour étudier la convergence de variables aléatoires. Nous renvoyons le lecteur à [46] pour plus de
détails sur la topologie de Gromov-Hausdorff.

Limites d’échelle Nous avons vu précédemment des exemples de suites de graphes aléatoires,
où le diamètre croissait à l’infini avec le nombre de sommets. On ne peut donc pas espérer une
convergence vers un espace métrique compact, au sens de la topologie de Gromov-Hausdorff. Dans le
théorème de Donsker, les marches aléatoires sont renormalisées pour converger vers le mouvement
brownien, le facteur de renormalisation étant l’ordre de grandeur du déplacement maximal de
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la marche, soit
Ô

n après n sauts. On cherche à procéder de manière similaire avec les suites de
graphes de volume croissant. Au lieu d’étudier directement une suite d’espaces métriques (Gn, dgr)
— où Gn est, rappelons-le, un graphe aléatoire à n sommets — on va plutôt s’intéresser à une
suite renormalisée (Gn, ⁄≠1

n · dgr) — on dit aussi "remise à l’échelle" — où toutes les distances
dans le graphe Gn sont divisées par un facteur ⁄n > 0, correspondant grosso modo à l’ordre de
grandeur du diamètre de Gn. L’idée étant que celui de l’espace métrique (Gn, ⁄≠1

n · dgr) restera
borné asymptotiquement, ce qui élimine un premier motif évident de non-convergence. On dira
qu’une suite de graphes aléatoires (Gn, dgr) de volume croissant admet une limite d’échelle s’il
existe une suite de réels positifs (⁄n)n telle que :

(Gn, ⁄≠1
n · dgr)

(d)≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

(G, ∆),

où (G, ∆) est un espace métrique compact aléatoire. La convergence a lieu en distribution pour la
distance de Gromov-Hausdorff.

L’arbre continu brownien David Aldous énonce dans [7] un résultat fondateur pour la théorie
des limites d’échelle de graphes aléatoires : il identifie un espace métrique universel, vers lequel
convergent tous les grands arbres de Bienaymé-Galton-Watson critiques, renormalisés, dont la loi
de reproduction satisfait une simple condition de second moment fini. On notera la similarité avec
le théorème de Donsker. Formellement, si Tn est un arbre de Bienaymé-Galton-Watson critique
conditionné à être de taille n Ø 1, et si la loi de reproduction µ du modèle est de variance
finie 0 < ‡2 < +Œ, alors la suite (Tn, dgr) admet une limite d’échelle (T , d), universelle, au sens
où sa loi ne dépend pas de µ. Le facteur de renormalisation de la suite est ⁄n = 2

Ô
n

‡
. On appelle

arbre continu brownien l’espace métrique limite, ou CRT en abrégé pour Continuum Random Tree.
Nous insistons sur le fait que le CRT est un espace métrique aléatoire. Il vérifie cependant deux
propriétés presque sûres le rapprochant des arbres binaires, bien qu’il s’agisse d’un espace continu :

1. comme son nom l’indique, le CRT est un arbre continu, donc un espace géodésique — toute
paire de points est relié par une unique géodésique, ou plus court chemin — et sans cycle ;

2. pour tout x œ T , l’espace T \ {x} a au plus trois composantes connexes.

À première vue, le lien entre T et le mouvement brownien n’est pas évident. Pour le comprendre,
il faut se souvenir que le processus de contour d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson de grande
taille peut être approchée par une marche aléatoire, voire être lui-même une marche aléatoire quand
la loi de reproduction µ est géométrique (voir Section 1.2). On l’approche plus exactement par
une excursion de marche aléatoire puisque le processus de contour est à valeurs positives ou nulles.
Quand la variance de µ est finie, on montre ainsi, grâce au théorème de Donsker dans sa version
conditionnelle, que le processus de contour de Tn, remis à l’échelle d’un facteur 2

Ô
n

‡
, converge en

loi vers l’excursion brownienne normalisée e = (et)tœ[0,1]. Par conséquent, de la même façon qu’un
arbre plan peut être reconstitué à partir de son seul processus de contour, on peut espérer qu’une
excursion brownienne code le CRT.

Dans [63, 97], Thomas Duquesne et Jean-François Le Gall ont formalisé cette idée en intro-
duisant une classe d’arbres continus construits à partir de fonctions réelles à support compact.
Soit g une fonction continue sur l’intervalle [0, 1], à valeurs positives, vérifiant g(0) = g(1) = 0.
On associe à g une pseudo-distance sur [0, 1], notée dg, telle que pour tous s, t œ [0, 1] :

dg(s, t) := g(s) + g(t) ≠ 2 min
uœ[s·t,s‚t]

g(u).

On considère maintenant la relation d’équivalence ≥g sur [0, 1], définie par s ≥g t si dg(s, t) = 0.
L’intervalle [0, 1] quotienté par ≥g, muni de dg, est un espace métrique compact. Nous le notons Tg.
Il s’agit de surcroît d’un arbre continu, appelé arbre réel. Il est important de remarquer que lorsque g
est le processus de contour d’un arbre plan, éventuellement reparamétré pour en faire une fonction
définie sur l’intervalle [0, 1], l’espace métrique Tg correspond exactement à l’arbre en question, muni
de la distance de graphe. La relation d’équivalence identifie en effet les points "se faisant face" sous
le graphe de g. Voir Figure 1.8 pour une illustration. Il s’avère en outre que l’application g ‘æ Tg

est continue pour la topologie de Gromov-Hausdorff (et en munissant l’espace de départ de la
norme uniforme). Voir par exemple [97, Lemme 2.4]. Compte tenu du résultat de convergence
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relatif aux processus de contour énoncé plus haut, le CRT coïncide donc avec l’arbre réel Te codé
par l’excursion brownienne normalisée, ce qui rend explicite le lien avec le mouvement brownien.

Terminons ce paragraphe en notant que depuis le résultat d’Aldous, l’arbre continu brownien
est apparu comme limite universelle de nombreuses autres structures géométriques discrètes et
aléatoires. De structures arborescentes, à l’instar des arbres uniformes enracinés non ordonnés
(c’est-à-dire dépourvu du système d’orientations des arbres plans) [73]. Mais également de diverses
structures non arborescentes : de cartes planaires [28], de "dissections" de polygônes [55], de chemins
browniens en milieu hyperbolique [49], etc. Le CRT continue donc d’occuper une place centrale
dans la théorie des limites d’échelle de structures aléatoires.

Tg

0 t1

g

Figure 1.8 – La fonction g, dont le graphe est représenté à gauche de la figure, correspond
au processus de contour de la Figure 1.2. La relation d’équivalence ≥g identifie les points "se
faisant face" sous le graphe de g. Le lecteur pourra vérifier que l’espace métrique Tg qui en résulte,
représenté à droite de la figure, correspond à l’arbre T de la Figure 1.2.

Autres exemples de limites d’échelle Le résultat d’Aldous sur la convergence des arbres
de Bienaymé-Galton-Watson vers le CRT repose de manière cruciale sur l’hypothèse de variance
finie de la loi de reproduction µ, car nous avons vu qu’il est en réalité une conséquence du théo-
rème de Donsker. Le cas d’une variance infinie a depuis été examiné. Dans [62], Thomas Du-
quesne montre que si la queue de distribution décroît à vitesse polynomiale — autrement dit
que µ([k, +Œ)) ≥ k≠– quand k æ +Œ, pour un certain – œ (1, 2) — alors le processus de
contour d’un arbre conditionné à être de taille n, renormalisé cette fois par n≠ 1≠–

– , tend vers un
processus de Lévy –-stable spectralement positif. Voir également [92] pour une preuve alternative
de ce fait. En termes de limite d’échelle, cela signifie que les grands arbres renormalisés convergent
pour la distance de Gromov-Hausdorff vers l’arbre réel codé par ce processus de Lévy. On l’ap-
pelle arbre –-stable. Sa géométrie diffère notablement de celle du CRT. Nous renvoyons le lecteur
vers [63] pour plus de détails sur ses propriétés.

La théorie des cartes planaires aléatoires possède elle aussi son résultat d’universalité. Dans [98],
Jean-François Le Gall prouve que les grandes cartes de Boltzmann régulières critiques admettent
une limite d’échelle commune (à un facteur multiplicatif près) lorsqu’on les renormalise par n1/4,
où n correspond à leur volume. Grégory Miermont démontra simultanément et indépendamment
ce résultat pour les quadrangulations uniformes dans [113]. L’espace métrique apparaissant à la
limite est appelé carte brownienne. Plus tard, c’est Cyril Marzouk qui étend dans [108] le résultat
de convergence aux cartes de Boltzmann génériques critiques, qui sont une sorte d’analogue, dans
le domaine des cartes planaires aléatoires, aux arbres de Bienaymé-Galton-Watson critiques avec
loi de reproduction de variance finie. Comme avec les arbres, la preuve de la limite d’échelle repose
sur un codage des cartes par des processus unidimensionnels, grâce à des bijections existant entre
cartes planaires et arbres étiquetés. La carte brownienne peut elle-même être codée par un processus
aléatoire, la tête du serpent brownien, introduit par Le Gall dans [96]. Ce dernier s’interprète comme
un mouvement brownien défini sur le CRT. La géométrie de la carte brownienne se distingue
nettement de celle de l’arbre continu brownien. On sait par exemple qu’elle est presque sûrement
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homéomorphe à la sphère S
2 [99, 112]. Nous renvoyons le lecteur vers [114] pour une introduction

complète à la théorie des limites d’échelle de cartes planaires aléatoires.

1.4 Reconnaissance de la graine dans un arbre à attache-
ment préférentiel affine

L’avènement de l’informatique, puis les progrès réalisés pour accroître la puissance de calcul
et les capacités de stockage des machines, a considérablement simplifié, et donc motivé, l’étude
empirique des réseaux réels. Prenons l’exemple de la «Base de données cinématographiques d’In-
ternet», ou Internet Movie Database en anglais, qui recense la filmographie de plusieurs millions
d’acteurs et le casting détaillé d’un nombre comparable de films. Cette gigantesque masse de don-
nées est en accès libre, facilement téléchargeable, et fournit une matière précieuse pour analyser le
réseau social des collaborations cinématographiques. Ce qui serait bien sûr impossible sans l’aide
des ordinateurs.

Modéliser des réseaux réels

Au début de ce chapitre d’introduction, nous avons dit que représenter un réseau réel par un
graphe était naturel : on symbolise les élements ou nœuds du réseau par les sommets d’un graphe,
et les "relations" entre ces nœuds, qu’elles soient physiques ou immatérielles, par des arêtes. Dans
l’ouvrage en deux volumes Random graphs and complex networks [77, 78], fondant son propos
sur plusieurs exemples, Remco van der Hofstad énumère quatre caractéristiques fondementales
partagées par de nombreux réseaux réels, devant aiguiller leur modélisation par des graphes :

1. Ces réseaux connectent tous un très grand nombre d’éléments – souvent plusieurs millions,
parfois des milliards, voire bien au-delà pour le réseau neuronal — et qui tend à s’accroître
avec le temps. Ceci suggère de considérer des graphes à n sommets avec n >> 1 (modélisation
statique), voire des suites croissantes de graphes avec un nombre de sommets tendant vers
l’infini (modélisation dynamique). Cela justifie également l’adoption d’un cadre probabiliste.
Les réseaux sont si grands et si complexes qu’ils est impossible de les décrire dans le détail.
Mieux vaut donc essayer de cerner leur structure globale à partir de quelques règles proba-
bilistes simples, qui produiront naturellement de la variabilité dans le modèle. Dans la suite,
nous noterons Gn un graphe aléatoire à n sommets.

2. En moyenne, le nœud d’un réseau n’établit qu’un nombre limité de connexions avec les autres
nœuds. En fait, le nombre total de liens effectivement établis dans un réseau est généralement
infime devant sa valeur maximale potentielle, à savoir n(n≠1)/2 (cas du graphe complet). On
dit que les réseaux sont creux, ou sparse en anglais. Construit à partir de la base de données
des Mathematical Reviews, le graphe de collaboration en mathématiques — les sommets
sont les mathématiciens, deux d’entre eux sont reliés par une arête s’ils ont co-écrit un
article de recherche — contient par exemple près de 400.000 sommets (ou auteurs), pour
"seulement" 700.000 arêtes (ou articles écrits à plusieurs mains). Voir [77, Section 1.6.4] pour
plus de détails. Une manière de formaliser cette propriété de réseau creux est de supposer
que pour tout k Ø 1, on a :

Pk(Gn)
(d)≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
pk, (1.4.1)

où Pk(Gn) désigne la proportion de sommets de degré k dans Gn, et où (pk)kØ0 est une
mesure de probabilité sur les entiers naturels. La convergence a lieu en distribution (ou en
probabilité, puisque la limite est déterministe) lorsque la taille du graphe aléatoire sous-jacent
tend vers l’infini.

3. Dans un réseau, le nombre de connexions réalisées par un nœud est souvent faible, mais
cela masque en réalité de fortes hétérogénéités. Une proportion importante de nœuds —
appelés pôles, ou hubs en anglais — établissent au contraire beaucoup de connexions, bien
que cela reste modéré devant la taille globale du réseau. Ces nœuds impactent crucialement
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la structure de ce dernier. Pour formaliser ce fait, on supposera que la mesure de probabilité
limite pk, introduite dans l’équation 1.4.1, est à queue lourde. Ainsi, on a :

pk ¥
kæ+Œ

k≠“ , (1.4.2)

pour un certain exposant “ > 1. La notation ¥ signifiant que pk est asymptotiquement
proportionnel à k≠“ . Une suite de graphes aléatoires vérifiant (1.4.2) est dite invariante
d’échelle.

4. Enfin, une caractéristique commune à de nombreux réseaux réels est d’être petit monde
(small-world en anglais) : la distance entre deux nœuds est rarement élevée, mais plutôt
remarquablement faible. Une conjecture restée célèbre, issue d’un travail réalisé en 1967 par
Stanley Milgram, est que les êtres humains sont dans leur vaste majorité séparés par une
chaîne d’au plus six amitiés. Formellement, en termes de graphes, on exprime cette propriété
ainsi :

’C > 0, lim
næ+Œ

P(dgr(V1, V2) Æ C · log n) = 1, (1.4.3)

où V1 et V2 sont deux sommets tirés au hasard dans le graphe aléatoire Gn. Dans certaines
définitions, la distance typique dgr(V1, V2) est remplacée par le diamètre du graphe.

Pour constituer une bonne approximation de réseaux réels, un modèle de graphes aléatoires devra
satisfaire aux quatre propriétés recensées ci-dessus. Dans la suite, nous nous focaliserons cependant
sur les points 2 et 3. Il sera peu question du caractère petit monde des différents modèles.

Modèles statiques

Nous commençons par présenter trois modèles aléatoires statiques, c’est-à-dire cherchant à
reproduire les caractéristiques d’un réseau d’une certaine taille, observé à un instant t. Pour cela,
on fixe un nombre de sommets n >> 1 et on construit une règle probabiliste de répartition des
arêtes au sein du graphe, de sorte que celui-ci "colle" à l’observation.

Une première approche naïve et infructueuse : le modèle d’Erdös-Renyi En Section 1.2,
nous avons présenté les graphes d’Erdös-Renyi Gn,p comme résultat d’une percolation par arêtes
de paramètre p, appliquée au graphe complet à n sommets. Une description alternative consiste à
démarrer à l’inverse d’un graphe à n sommets isolés, sans aucune arête, puis à parcourir successi-
vement les n(n ≠ 1)/2 paires de sommets, en créant une arête entre deux sommets d’une paire si
le résultat d’une épreuve de Bernoulli nous indique de le faire. À l’issue de ce processus, le nombre
d’arêtes émanant d’un sommet en particulier suit une loi binomiale de paramètres n ≠ 1 et p. En
moyenne, il crée donc (n ≠ 1)p connexions, se répartissant uniformément parmi les n ≠ 1 autres
sommets du graphe, car le modèle d’Erdös-Renyi est fondamentalement homogène : les rôles joués
par les n sommets sont parfaitement interchangeables, au moins en distribution.

Pour contrôler le degré d’un sommet lorsque la taille n du graphe tend vers l’infini (car on
veut que les graphes soient creux), la probabilité p de connexion à un autre sommet doit concomi-
tamment décroître vers zéro. On pose ainsi p = p(n) = ⁄/n, où ⁄ est un paramètre s’interpètant
comme le nombre moyen de liaisons réalisées par un sommet avec ses homologues. Par un résultat
d’approximation bien connu, la loi binomiale de paramètres n ≠ 1 et ⁄/n converge vers une loi
de Poisson de paramètre ⁄. Asymptotiquement, la probabilité qu’un sommet de Gn,p(n) soit de
degré k est donc

pk = e≠⁄ ⁄k

k!
.

Les degrés des sommets dans un graphe d’Erdös-Renyi ne sont bien sûr pas des variables indépen-
dantes. On ne peut donc pas utiliser la loi des grands nombres pour conclure directement que la
proportion de sommets de degré k dans le graphe converge vers pk :

Pk(Gn,p(n)) ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

pk.

La convergence ci-dessus est toutefois vraie, en probabilité. Voir par exemple [82, Théorème 4.1]. La
suite de graphes Gn,p(n) vérifie donc (1.4.1) et est creuse. Mais elle n’est pas invariante d’échelle,
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car une loi de Poisson n’est pas à queue lourde. Les graphes d’Erdös-Renyi ne sont donc malheu-
reusement pas adaptés à la modélisation de réseaux réels.

Une version inhomogène du modèle d’Erdös-Renyi Le principal défaut du modèle d’Erdös-
Renyi est son homogénéité. Dans la réalité, tous les nœuds d’un réseau n’ont pas la même capacité
d’attraction. C’est pour cela que certains d’entre eux créent beaucoup de connexions, d’autres peu,
et qu’apparaît finalement le phénomène d’invariance d’échelle. Prenons l’exemple des collabora-
tions dans la recherche mathématique. On peut raisonnablement penser qu’un mathématicien très
prolifique, reconnu dans son domaine depuis de nombreuses années, qui a dépensé temps et énergie
à construire et entretenir un vaste réseau de co-auteurs, sera nettement plus susceptible qu’un
jeune docteur débutant, de l’élargir encore, grâce à sa réputation acquise et l’important vivier des
relations secondaires (les co-auteurs de ses co-auteurs).

Une façon de prendre en compte ce constat d’hétérogénéité est de faire varier, parmi les sommets
du graphe Gn devant servir de modèle au réseau, le paramètre ⁄ vu au paragraphe précédent, qui
correspondait au nombre moyen de relations établie par un sommet en particulier. Introduisons
ainsi une suite (⁄v)vœGn

et faisons l’hypothèse qu’une arête relie deux sommets v et w avec une
probabilité

⁄v⁄w

⁄v⁄w +
q

vÕœGn
⁄vÕ

, (1.4.4)

et ce indépendamment de la présence ou non des autres arêtes. Les paramètres ⁄ peuvent être, au
choix, des variables aléatoires i.i.d. ou bien des quantités déterministes. Le modèle avec paramètres
aléatoires fut introduit par Britton, Deijfen et Martin-Löf dans [35]. C’est van der Hofstad qui
propose, quant à lui, un équivalent déterministe dans [77]. Dans les deux cas, le modèle peut
s’interpréter comme un modèle d’Erdös-Renyi où la probabilité d’attachement (des arêtes) est
rendue inhomogène. Une version plus générale du modèle est considérée dans [31].

Quand certaines conditions sont vérifiées par les paramètres ⁄v, la suite de graphes aléatoires Gn

associée devient creuse et invariante d’échelle, contrairement aux graphes d’Erdös-Renyi. En fait,
il s’agit essentiellement de s’assurer que les ⁄v sont asymptotiquement distribués comme une loi
à queue lourde, ce qui semble logique puisque nous avons dit que ⁄v devait s’interpréter comme
le degré moyen d’un sommet v. Plus exactement, si Ln est une variable aléatoire uniforme sur
l’ensemble {⁄v, v œ Gn} (cas de paramètres déterministe), ou si elle a la même loi que ces
paramètres (lorsqu’ils sont aléatoires), on doit supposer qu’elle converge en distribution vers L,
une variable aléatoire à queue lourde. La convergence doit également avoir lieu pour les premier et
second moments. Sous ces trois hypothèses, la convergence (1.4.1) et l’asymptotique (1.4.2) sont
vraies, la distribution limite pk étant par ailleurs identifiée :

pk = E

5
e≠L Lk

k!

6
,

soit une loi de Poisson mélange de paramètre L. Le lecteur trouvera une preuve de ces résultats
dans [35] et [77, Chapitre 6].

Le modèle de configuration Avec le modèle inhomogène décrit dans le paragraphe précédent,
nous disposons d’une règle probabiliste d’attachement des arêtes dans un graphe à n sommets,
générant des suites de graphes creux et invariants d’échelle. C’est un résultat satisfaisant, car le
modèle est en outre facilement simulable. Les paramètres ⁄v peuvent être réglés en fonction de
données issues de l’observation de réseaux réels. Le modèle présente toutefois le défaut de n’offrir
aucun contrôle au modélisateur, à n fixé, sur le degré des sommets, qui sont des quantités aléatoires.
Il risque notamment de génerer des sommets isolés en trop grand nombre, comparé à ce que l’on
constate dans de vrais réseaux.

Un modèle alternatif, palliant ce problème, consisterait à générer des graphes aléatoires co-
piant exactement la distribution des degrés d’un réseau réel. On pourrait procéder de la manière
suivante. Admettons que l’on puisse observer un réseau réel à n nœuds : nous apprenons que les
degrés respectifs de ces derniers sont d1, . . . , dn. On tire alors au hasard un graphe à n sommets,

26



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

par exemple de manière uniforme, parmi tous les graphes à n sommets dont les degrés sont préci-
sément d1, . . . , dn (on suppose que les graphes sont étiquetés). Énoncé ainsi, cela paraît évident et
facile, mais on ne sait malheureusement pas décrire dans le détail un tel ensemble, ni par consé-
quent générer uniformément un graphe sous de telles contraintes. Le modèle de configuration, décrit
ci-dessous, introduit à l’origine par Bollobás pour énumérer une classe de graphes réguliers [30],
remédie à ce problème.

Considérons n sommets numérotés de 1 à n et d1, . . . , dn une suite d’entiers positifs que l’on
souhaite voir coïncider avec les degrés des n sommets dans le graphe final. Représentons le i-
ème sommet avec di "demi-arêtes" émanant de lui et numérotons toutes les "demi-arêtes" de 1
à Dn := d1 + . . . + dn. Maintenant, marions-les de façon à constituer de "vraies" arête. Pour la
"demi-arête" no 1(qui émane du sommet no 1), on tire au hasard une des Dn≠1 autres "demi-arêtes",
puis on relie ces deux "demi-arêtes". Si la "demi-arête" tirée au hasard émane du sommet i, alors
les sommets 1 et i seront reliés par une arête dans le graphe final. On répète ensuite la procédure
jusqu’à épuisement des "demi-arêtes". L’objet obtenu à l’issu du processus n’est pas un graphe à
proprement parler, car plusieurs arêtes peuvent relier la même paire de sommets, voire le même
sommet (ce sont alors des boucles). Il s’agit en fait d’un multigraphe. Le degré du i-ème sommet
de ce multigraphe est, comme attendu, égal à di.

Quel peut être l’intérêt d’un modèle générant des multigraphes, si notre objectif est d’approcher
les réseaux réels ? En fait, quand certaines conditions sont vérifiées par la suite des degrés, la
probabilité que le modèle de configuration génère un multigraphe sans arêtes multiples ni boucles
— donc un "vrai" graphe — tend vers une constante strictement positive lorsque n æ +Œ. De
plus, lorsqu’on conditionne sur un tel événement, le graphe obtenu est uniformément distribué sur
l’ensemble des graphes à n sommets de degrés respectifs d1, . . . , dn. Le modèle de configuration
fournit donc un algorithme de simulation, élémentaire, de cette loi uniforme a priori difficile d’accès.

Les contraintes sur la suite de degrés, nécessaires pour que la méthode exposée ci-dessus fonc-
tionne, sont essentiellement les mêmes que celles imposées aux paramètres ⁄v du modèle inhomo-
gène. Si Dn est une variable aléatoire uniforme sur l’ensemble {d1, . . . , dn}, on doit faire l’hypothèse
qu’elle converge en distribution vers D, une variable aléatoire de variance finie. La convergence
doit également avoir lieu pour les premier et second moments. Sous ces trois hypothèses, la conver-
gence (1.4.1) et l’asymptotique (1.4.2) sont vraies, et la distribution limite pk est celle de D :

pk = P(D = k).

Pour obtenir une suite de graphes aléatoires creux et invariants d’échelle, il suffit donc de choisir D

avec une distribution à queue lourde. Facile dès lors de "coller" aux données réelles ! Le lecteur
trouvera plus de résultats sur le modèle de configuration dans [77, Chapitre 7].

Dans cette section, nous n’avons pas parlé de la propriété petit monde. Les trois modèles pré-
sentés ci-dessus la vérifient tous. À ce sujet, voir par exemple [31] pour le modèle inhomogène
et [138, 139] pour le modèle de configuration. Voir également le livre [78].

Un mécanisme dynamique et explicatif : le paradigme de l’attachement
préférentiel

Dans la section précédente, nous avons présenté trois modèles de graphes aléatoires, que nous
avons qualifiés de statiques, car de taille supposée constante (bien qu’elle puisse être aussi grande
que souhaité). Nous avons dit que la motivation derrière l’introduction de ces modèles était de
reproduire les caractéristiques d’un réseau réel, observé à un instant donné. Tout particulièrement
la distribution des degrés parmi les nœuds. Il ne s’agissait pas d’expliquer, par exemple, l’émergence
de lois invariantes d’échelle.

Des efforts ont cependant été menés pour appréhender ce phénomène, analysant un aspect
totalement négligé par les modèles statiques, qui est la croissance des réseaux. Savoir décrire com-
ment les réseaux grandissent pourrait s’avérer clé. On connaît effectivement plusieurs exemples de
grands réseaux, sur lesquels de nombreuses données sont disponibles, et dont l’invariance d’échelle,
vérifiée empiriquement, se stabilise remarquablement au cours du temps. Réseau de collaborations
cinématographiques, mathématiques, réseau de citations entre articles scientifiques... Le lecteur
trouvera de multiples illustrations étayant ce constat dans les chapitres 1 et 8 de [77].
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L’attachement préferentiel, ou «les riches s’enrichissent» Un principe organisateur ca-
ché pourrait donc implicitement diriger le mode de croissance des réseaux. Ce sont les physiciens
Barabási et Albert qui, avec la parution de leur article pionnier [21], ont imaginé les premiers un
tel mécanisme explicatif, appelé attachement préférentiel, se décrivant très simplement : lorsqu’à
un instant donné, un nouveau nœud rejoint un réseau existant, il est plus susceptible de s’atta-
cher aux nœuds déjà fortement connectés. On le résume parfois par le célèbre adage «les riches
s’enrichissent». Intuitivement, un tel mécanisme paraît effectivement raisonnable pour décrire le
mode de croissance de certains réseaux réels. Pensons par exemple au réseau de citations entre
articles scientifiques. Un article déjà très cité, car occupant une place incontournable dans son
domaine (un peu comme [21] sur le sujet de l’attachement préférentiel), aura nettement plus de
chances qu’un article peu connu, d’être de nouveau cité à l’avenir. Voir [142] à ce sujet. Dans la
section précédente, nous évoquions l’exemple des collaborations en recherche mathématique : un
mathématicien confirmé, entouré d’un vaste réseau, patiemment construit, de co-auteurs, l’emporte
sur le jeune docteur pour attirer de nouveaux collaborateurs. Ces observations ne se limitent aux
seuls réseaux sociaux. Sur le Web, les pages nouvellement créées pointent davantage vers les sites
les plus populaires (Google, Twitter, etc). On trouve même trace d’un tel mécanisme dans des
réseaux biologiques de protéines [111] ! On notera que cette logique d’auto-renforcement favorise
naturellement les éléments les plus âgés d’un réseau, puisque ceux-ci ont bénéficié de plus de temps
pour forger des relations.

Définition du modèle Dans l’article pionnier [21], la définition du modèle de l’attachement
préférentiel de Barabási et Albert est informelle, peu précise. Plus tard, les mathématiens Bollobás,
Riordan, Spencer et Tusnády ont suggéré dans [33] une formulation plus rigoureuse de celui-ci. Dans
sa version la plus élémentaire, nous pouvons la décrire de la façon suivante. Partant d’un graphe
constitué de deux sommets et reliés par une unique arête, on fait croître ce dernier en ajoutant
un par un de nouveaux sommets. Chaque nouveau sommet est connecté par une arête à l’un des
sommets déjà présents dans le graphe courant, qui est choisi de façon aléatoire. La probabilité
de choisir un sommet donné est proportionnelle à une fonction croissante de son degré. Cette
fonction peut être, par exemple, linéaire — c’est le modèle originel de Barabási et Albert — ou
affine, comme elle le sera dans le Chapitre 2. Formellement, sous ce modèle, nous construisons une
chaîne de Markov sur les arbres finis (Tn)nØ2, croissante pour la relation d’inclusion, telle que
pour tout n Ø 2 :

(i) le graphe Tn contient n sommets ;
(ii) le graphe Tn+1 est obtenu en tirant au hasard un sommet un œ Tn, puis en le reliant par

une arête à un nouveau sommet, créé pour l’occasion. La distribution de un est définie de la
façon suivante. Pour tout arbre T à n sommets et u sommet de T , on a :

P(un = u | Tn = T ) =
f(degT (u))q

uœT f(degT (u))
. (1.4.5)

La fonction f : Nú æ R+ est la fonction d’attachement du modèle, supposée croissante.

Le modèle d’attachement préférentiel linéaire correspond à f(d) = d pour tout d Ø 1. Le modèle
affine à f(d) = d ≠ 1 + –, avec – > 0 paramètre fixé du modèle. Ce dernier fut introduit par Móri
dans [115]. Une illustration du mécanisme de construction est présentée en Figure 1.9.

Une spécificité des modèles linéaire et affine Dans le cas d’un attachement linéaire ou
affine, le dénominateur de l’équation (1.4.5) ne dépend que de n, soit la taille du graphe courant,
une donnée de nature globale, et non de T , c’est-à-dire le détail de la structure locale du graphe
courant. En effet, pour tout arbre T à n sommets, on a :

ÿ

uœT

(degT (u) ≠ 1 + –) = (1 + –)n ≠ 2,

car la somme
q

uœT degT (u) compte deux fois le nombre total d’arêtes de T (c’est vrai pour
n’importe quel graphe) et ce nombre vaut n ≠ 1, car le graphe courant est un arbre à n sommets.
Ce simple constat, spécifique aux modèles linéaire et affine, simplifie beaucoup leur étude. Nous
verrons pourquoi dans la section suivante.
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Figure 1.9 – Illustration de la croissance d’un arbre à attachement préférentiel linéaire à cinq
sommets. Un sixième sommet, noté v, se greffe à l’arbre courant T5. Les probabilités d’attache
aux cinq sommets existant sont indiquées sur la deuxième figure, en haut à droite. Le sommet v
se connecte finalement au sommet, noté u5, de plus haut degré (voir troisième figure, en bas à
gauche). Le nouvel arbre à six sommets est représenté sur la quatrième figure, en bas à droite.

Que sait-on sur les arbres à attachement préférentiel ?

La parution de l’article [21] écrit par Barabási et Albert eut un retentissement important.
Son contenu suscita le vif intérêt des physiciens des réseaux et des mathématiciens spécialistes
de graphes aléatoires. Ces derniers cherchèrent à démontrer en toute rigueur les conjectures éta-
blies par les physiciens, alors appuyées par simulations numériques et raisonnements heuristiques.
Compte tenu de la motivation initiale conduisant à introduire le modèle d’attachement préférentiel,
c’est évidemment la question de la distribution des degrés au sein de ces graphes qui inspira les
premiers travaux. Puis, la connaissance du modèle se diffusant, il devint rapidement légitime pour
les mathématiciens de l’étudier comme n’importe quel autre modèle de graphes aléatoires, selon
leurs propres grilles d’analyse. Examiner par exemple finement sa géométrie (limite locale, limite
d’échelle, percolation, etc). Nous recensons ci-dessous quelques résultats notables de la littérature
mathématique sur le modèle d’attachement préférentiel.

Degrés des sommets Dans [21], Barabási et Albert ont conjecturé que les arbres à attachement
préférentiel linéaires constituaient une suite de graphes aléatoires creux et invariants d’échelle. Par
un argument non rigoureux, ils ont par ailleurs estimé que l’exposant “ de l’asymptotique (1.4.2)
devait être exactement égal à 3. Dans [33], les mathématiciens Bollobás, Riordan, Spencer et
Tusnády démontrent la conjecture et identifient exactement la distribution limite pk. Ils obtiennent
que pour tout k Ø 1 :

pk =
4

k(k + 1)(k + 2)
.

Ce résultat sera ensuite généralisé au cas d’un attachement affine par Móri dans [115]. Il obtient
lui aussi l’expression exacte de la distribution pk, qui dépend de la valeur du paramètre – associé
au modèle (voir (1.4.5)). C’est également le cas de l’exposant “ qui vaut 2+–. Un résultat particu-
lièrement intéressant puisqu’il montre que le modèle affine est suffisamment flexible pour "coller"
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à des données réelles. On observe en effet que l’exposant de la loi limite invariante d’échelle varie
selon le réseau considéré.

Dans [116], Móri analyse cette fois la croissance du degré maximal dans l’arbre Tn, de nouveau
dans le cas affine. Il montre que celui croît presque sûrement à vitesse polynomiale avec un exposant
strictement compris entre 0 et 1 et dépendant de –. Plus précisément, il obtient que :

n≠ 1
1+– · Mn

p.s.≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

›, (1.4.6)

où Mn := maxvœTn
degTn

(v) et › est une variable aléatoire strictement positive. La conver-
gence 1.4.6 vaut aussi pour le degré de n’importe quel sommet fixé, seule la variable aléatoire
limite changeant. La distribution (marginale puis jointe) de ces variables à densité est explicite-
ment calculée dans [119, 120]. Le lecteur retrouvera une preuve partielle de la convergence 1.4.6
pour un sommet fixé (la stricte positivité de › n’est pas prouvée) dans la section 4.3 du Chapitre 2
de ce manuscrit. Elle repose essentiellement sur des arguments de martingale, dont le point de
départ est la formule (1.4.5) donnant les probabilités de transition. Voyons dès maintenant, en
quelques lignes, pourquoi l’ordre de grandeur en n

1
1+– semble en effet être le bon.

Pour tout n Ø 2, on note dn le degré d’un sommet fixé de Tn. D’après (1.4.5), on a la relation
de récurrence conditionnelle suivante :

E[dn+1 | Tn] =
dn ≠ 1 + –

(1 + –)n ≠ 2
· (dn + 1)

¸ ˚˙ ˝
le sommet établit une nouvelle connexion au temps n + 1

+

3
1 ≠ dn ≠ 1 + –

(1 + –)n ≠ 2

4
· dn

¸ ˚˙ ˝
le sommet n’en établit pas

=

3
1 +

1

(1 + –)n ≠ 2

4
· dn +

1

(1 + –)n ≠ 2
.

Un rapide calcul de suites récurrentes permet ensuite de voir que

E[dn] ¥
næ+Œ

Ÿ

kÆn

3
1 +

1

(1 + –)k ≠ 2

4
.

Enfin, par des techniques de calcul asymptotique classiques, on sait que le produit ci-dessus croît
comme n

1
1+– . D’où l’ordre de grandeur attendu.

Dans le travail en préparation [29], Bhamidi généralise tous les résultats énoncés ci-dessus à une
large classe de modèles d’attachement préférentiel, grâce à des techniques universelles issues de la
théorie des processus de branchement, dont Rudas, Tóth et Valkó avaient déjà auparavant perçu
la pertinence dans ce contexte [124]. Bhamidi traite par exemple le cas du modèle sous-linéaire,
introduit par les physiciens Krapivsky, Redner et Leyvraz dans [94], correspondant à une fonction
d’attachement de la forme f(d) = d— avec — œ (0, 1). Il montre que la distribution limite pk vérifie
l’asymptotique suivante :

pk ¥
kæ+Œ

k≠—e≠ C
1≠—

k1≠—

,

pour une certaine constante C = C(—) > 0, solution d’une équation explicite. La queue de dis-
tribution de pk décroît donc nettement plus vite que dans (1.4.2). Il montre aussi que le degré
maximal Mn croît cette fois comme (log n)

1
1≠– , soit beaucoup moins vite que dans le modèle

affine.

La géométrie des arbres à attachement préférentiel À l’instar des autres modèles statiques
présentés dans la section précédente, les arbres à attachement préférentiel satisfont la propriété
petit monde. L’ordre de grandeur de la distance typique (voir (1.4.3)) dans Tn et du diamètre de
cet arbre est exactement log n, au sens où ces deux quantités, divisées par log n, convergent en
probabilité vers une constante explicite, dépendant seulement du paramètre – associé au modèle
affine. Voir [78, Chapitre 8] pour une preuve de ces résultats.

Puisque la motivation essentielle derrière l’introduction des arbres à attachement préférentiel
est de modéliser des réseaux réels, il paraît légitime d’étudier leur réponse à un processus de perco-
lation, dont la définition — voir le dernier paragraphe sur le modèle d’Erdös-Renyi en début de Sec-
tion 1.2 — provient elle-même de considérations très concrètes, tester par exemple la résilience d’un
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réseau subissant une panne importante. Le rôle joué par les pôles, ces sommets de haut degré qui
font la spécificité des graphes invariants d’échelle, peut notamment susciter la curiosité. Dans [32],
Bollobás et Riordan montre que lorsqu’on soumet l’arbre Tn à une percolation par sites/arêtes de
paramètre p œ [0, 1], la taille du plus grand cluster croît comme o(n) lorsque n æ +Œ : l’arbre
n’est donc jamais robuste. Dans [29], Bhamidi précise ce résultat et prouve que la taille du cluster
associé à un sommet fixé de Tn croît (en distribution) à vitesse polynomiale, pour un exposant
strictement compris entre 0 et 1, dépendant de p et –. Dans [27], Bertoin et Uribe Bravo mettent
finalement en évidence une phase de percolation surcritique, où l’arbre devient robuste : lorsqu’on
fait dépendre de n la paramètre p, de sorte que p = p(n) ≥ 1 ≠ c

log n quand n æ +Œ pour une
certaine constante c > 0, alors la taille du plus grand cluster de percolation dans Tn est une
fraction de n, et la taille des autres clusters est d’ordre n

log n .
La géométrie des arbres à attachement préférentiel peut également être analysée en adoptant

l’un des deux points de vue décrits dans la Section 1.3 : limite locale et limite d’échelle. Cela fonc-
tionne bien pour la limite locale puisque Berger, Borgs, Chayes et Saberi la calcule explicitement
dans [26]. En revanche, le caractère petit monde des arbres à attachement préférentiel fait d’eux de
mauvais candidats à la limite d’échelle. Dans [54], Curien, Duquesne, Kortchemski et Manolescu
montre toutefois qu’une limite d’échelle est vérifiée par l’arbre à boucles associé à Tn, dans le cas
de l’attachement linéaire. Le principe de construction d’un arbre à boucles est le suivant. À chaque
sommet d’un arbre, on joint un cycle d’arêtes de longueur égale au degré du sommet. Ces cycles
sont ensuite collés entre eux, au niveau des nœuds, en suivant la structure d’adjacence de l’arbre
de départ. Cette construction implique que la distance typique dans l’arbre à boucles de Tn n’est
pas cette fois d’ordre log n, mais plutôt de l’ordre de Mn, le degré maximal dans l’arbre, qui croît
comme n1/2 (voir (1.4.6)). Les auteurs de [54] montre que cet arbre à boucles, remis à l’échelle,
converge pour la distance de Gromov-Hausdorff vers un espace métrique non trivial, appelé arbre à
boucles brownien, car explicitement en lien avec l’arbre brownien d’Aldous. Dans [128], Delphin Se-
nizergues étend ce type de résultat de limite d’échelle aux arbres à boucles associés à de nombreux
modèles dynamiques de graphes aléatoires, dont les arbres à attachement préférentiel affine.

Une contribution originale à une problématique nouvelle : l’influence de
la graine dans les arbres à attachement préférentiel affine

Dans la définition du modèle d’attachement préférentiel que nous avons présentée plus haut,
la suite d’arbres Tn était initialisée en ◆, l’arbre à deux sommets reliés par une arête. Rien
n’interdit toutefois d’amorcer le processus à partir de n’importe quel autre arbre. Ainsi, pour tout
arbre S à k Ø 2 sommets, nous définissons une chaîne de Markov sur les arbres finis (TS

n)nØk,
vérifiant TS

k = S, et dont les probabilités de transition sont données par (1.4.5). La condition
initiale S est appelée graine du processus.

Une définition alternative consisterait à conditionner le processus originel sur l’événement de
probabilité non nulle (Tk = S), puis à effacer de notre suite d’arbres les k ≠ 2 étapes antérieures à
la réalisation de cet événement. Vu ainsi, il paraît clair que l’essentiel des résultats énoncés dans la
section précédente (distribution asymptotique des degrés, vitesse de croissance du degré maximal,
etc) s’étendent aux arbres à attachement préférentiel de graine quelconque.

Une problématique nouvelle Dans [39], Bubeck, Mossel et Rácz pose la question suivante :
les arbres à attachement préférentiel linéaire conservent-ils en eux, à grande échelle, une trace
géométrique quelconque de la graine ? Jusqu’à présent, cet aspect du modèle était tout à fait
négligé dans la littérature mathématique. Pourtant, dès 2007, des biologistes [79, 127] ont montré
expérimentalement que le choix de la graine impactait fortement la topologie de plusieurs modèles
de graphes aléatoires invariants d’échelle, dont l’attachement préferentiel. Pour les auteurs de [39],
il convenait dans un premier temps de préciser le sens mathématique de la problématique soulevée.

Puisqu’il s’agit de comparer la géométrie à grande échelle (ou en temps long) d’arbres à atta-
chement préférentiel issus de graines distinctes, on cherche donc une métrique capable de fournir
des informations asymptotiques sur ces processus. Bubeck, Mossel et Rácz ont comme première
idée de calculer leur "limite", d’abord en tant que suites croissantes de graphes, puis pour la to-
pologie locale (voir Section 1.3). La limite "ensembliste" n’est guère intéressante, car nous savons
d’après (1.4.6) que le degré de chaque sommet tend presque sûrement vers l’infini quand n æ +Œ.
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La suite croissante TS
n converge donc vers un arbre infini dénombrable, où chaque sommet a lui-

même un nombre infini dénombrable de voisins. Voir [90] à ce sujet. De ce point de vue, la graine
n’a donc aucune influence. Bubeck, Mossel et Rácz examinent ensuite le cas de la topologie locale,
la limite des arbres à attachement préferentiel initialisés en◆ ayant été identifiée dans [26]. Mal-
heureusement, ils montrent (voir [39, Théorème 1]) que changer de graine ne modifie en rien cette
limite locale. La grande majorité des sommets de TS

n se situant "loin" de la graine, celle-ci n’est
pas visible à leur voisinage, et disparaît donc asymptotiquement pour la topologie locale.

Ce résultat négatif pousse à considérer une métrique nettement plus riche en informations
sur TS

n . Bubeck, Mossel et Rácz propose la distance en variation totale, afin de comparer directe-
ment les distributions de TS

n et TSÕ

n pour deux graines S ”= SÕ. La démarche est naturelle lorsqu’on
pense à reformuler la question initiale sous la forme d’un test statistique : étant donné l’observa-
tion d’un réseau Gn à n >> 1 nœuds, supposé avoir crû par attachement préférentiel, existe-t-il
un moyen de trancher entre les hypothèses Gn ≥ TS

n et Gn ≥ TSÕ

n sans risque trop élevé de se
tromper ? En conséquence, Bubeck, Mossel et Rácz introduisent la quantité suivante :

d(S, SÕ) := lim
næ+Œ

dV T (TS
n , TSÕ

n ), (1.4.7)

et cherchent à déterminer si celle-ci est non nulle lorsque les graines S et SÕ sont distinctes (c’est-
à-dire non isomorphes, voir Section 1.3). Si c’est vrai, alors on dira qu’il y a influence de la graine.
Notons que la limite (1.4.7) existe toujours (et est positive ou nulle). La suite dT V (TS

n , TSÕ

n ) est
en effet décroissante en n, par un argument de couplage : lorsque les arbres TS

n et TSÕ

n coïncident
à un instant donné, on peut coupler leur évolution future, de façon à ce qu’ils coïncident aussi à
tout instant ultérieur.

Que sait-on de l’influence de la graine ? Le principal résultat obtenu par Bubeck, Mossel
et Rácz danz [39], attestant de l’influence de la graine dans le cas d’un attachement linéaire, est
que d(S, SÕ) > 0 lorsque S et SÕ sont des arbres, comportant au moins 3 sommets, qui n’ont pas la
même distribution des degrés, au sens où pour un certain d Ø 1, le nombre de sommets de degré d
n’est pas égal dans S et dans SÕ. La restriction apportée à leur énoncé n’est pas surprenante, compte
tenu de la forme prise par les probabilités de transition (1.4.5) quand la fonction d’attachement
est linéaire (ou affine). En effet, nous avons vu que dans cette situation, le dénominateur dépend
uniquement de la taille courante de l’arbre. Le modèle devient alors échangeable, à l’image d’une
urne de Pólya : la loi de la distribution des degrés dans TS

n est fonction de la seule distribution
initiale, celle dans S, et non des étapes suivies pour passer de S à TS

n . Il reste à voir si un
"déséquilibre" initial dans la distribution des degrés de deux graines persiste à l’infini. Bubeck,
Mossel et Rácz montre que oui, en se basant notamment sur le travail réalisé par Peköz, Röllin et
Ross dans [119].

Le raisonnement ne tient évidemment plus si les deux graines S et SÕ partagent la même
distribution des degrés. Dans cette situation, la loi de la distribution des degrés dans TS

n est
identique à tout instant à celle dans TSÕ

n . Pour surmonter cette difficulté et montrer que l’influence
de la graine vaut bien dans tous les cas, Bubeck, Mossel et Rácz suggèrent dans [39, section 3.2]
de prendre en compte la structure de graphe des graines, un aspect qui est bien sûr totalement
négligé lorsqu’on raisonne à partir de la seule distribution des degrés. Ils définissent et proposent
d’étudier une certaine "observable", dont l’esprit est de compter pour n’importe quel arbre fini, le
nombre d’injections possibles de cet arbre dans TS

n et TSÕ

n . Ils espèrent prouver l’existence d’un
certain arbre pour lequel les deux "observables" associées divergeraient en variation totale. Cette
idée est directement reprise et mûrie par Curien, Duquesne, Kortchemski et Manolescu dans [54],
qui parviennent à établir en toute généralité, toujours pour le modèle linéaire, que d(S, SÕ) > 0 dès
que S ”= SÕ. Bubeck, Mossel et Rácz s’inspireront à leur tour de ce travail pour démontrer cette
fois l’influence de la graine lorsque la règle d’attachement est uniforme [38] : quand un nouveau
sommet se greffe à l’arbre courant, il choisit uniformément le sommet auquel se connecter. Ce qui
correspond à f constante dans (1.4.5).

Une contribution originale : résolution du cas de l’attachement affine Dans le Cha-
pitre 2 de ce manuscrit, nous présenterons un travail mené en collaboration avec Ioan Manolescu
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(voir aussi [106]), dans lequel nous prouvons l’influence de la graine pour le modèle d’attachement
préférentiel affine, dont le modèle linéaire est bien sûr un cas particulier :

Théorème 1 Soient S et SÕ deux arbres finis contenant 3 sommets au moins. Pour le modèle
d’attachement préférentiel affine de paramètre – > 0, on a d(S, SÕ) > 0 si et seulement
si S ”= SÕ (au sens des isomorphismes de graphes).

La démonstration de ce résultat s’inspire des arguments utilisés dans [54]. Notre méthode
s’avère cependant plus robuste, c’est pourquoi nous parvenons à généraliser le résultat à toute règle
d’attachement affine. Nous exposerons les points clés de cette méthode dans la section suivante. La
restriction dans le Théorème 1 aux arbres à 3 sommets au moins, présentes également dans [38, 39,
54], s’explique pour une raison simple : à isomorphisme près, il n’y a qu’un seul arbre à 2 sommets
et qu’un seul arbre à 3 sommets, la transition 1.4.5 est donc déterministe au temps n = 2.

Trouver effectivement la graine Les résultats énoncés dans [38, 39, 54, 106] peuvent s’inter-
péter comme suit : étant donné un grand nombre de réalisations indépendantes de TS

n , on peut
déterminer, avec une bonne précision, la graine S qui en est à l’origine. En outre, le nombre de
réalisations nécessaires pour atteindre un niveau de précision fixé ne dépend pas de n. En pratique,
plus intéressant serait de construire un algorithme qui localiserait la graine en temps polynomial,
à partir d’une unique réalisation d’un arbre de grande taille, et ce dans une région de l’arbre dont
on contrôlerait l’étendue selon le niveau du risque d’erreur admis. Plusieurs résultats en ce sens ont
été démontrés dans [37, 61, 83, 100] pour les modèles d’attachement uniforme, linéaire, et même
sous-linéaire, demandant toutefois de fortes hypothèses sur la topologie de la graine (singleton,
graphe en étoile ou en ligne). Les algorithmes décrits dans ces articles reposent le plus souvent sur
la recherche d’un sous-ensemble de sommets maximisant une métrique de centralité, dont nous ne
détaillerons pas ici la définition.

Heuristique de la preuve de l’influence de la graine dans les arbres à
attachement préférentiel affine (Chapitre 2, ou [106])

Dans cette section, nous résumons les principaux arguments utilisés dans le Chapitre 2 de
ce manuscrit pour démontrer le Théorème 1, qui affirme l’influence de la graine dans le modèle
d’attachement préférentiel affine. L’ingrédient essentiel consiste à exploiter le phénomène d’auto-
renforcement intrinsèque au modèle, qui tend à maintenir voire creuser les "déséquilibres" initiaux
dans la distribution des degrés des graines. Comme argumenté plus haut, deux situations se pré-
sentent, selon que les deux graines S et SÕ du Théorème 1 partagent ou non une même distribution
des degrés. Dans un premier paragraphe, nous illustrons, via le traitement d’un cas simple, la mé-
thode employée par Bubeck, Mossel et Rácz dans [39] pour prouver que d(S, SÕ) > 0 (voir (1.4.7)
pour une définition de cette quantité) lorsque S et SÕ n’ont pas une distribution des degrés com-
mune. Dans les deux paragraphes suivants, nous présentons la stratégie de preuve adoptée dans le
Chapitre 2 pour traiter le cas général, en la comparant à celle de Bubeck, Mossel et Rácz.

Quand la distribution des degrés suffit à différencier les graines Un arbre de taille k Ø 2
contient exactement k ≠ 1 arêtes, pouvant se répartir de deux manières radicalement contraires
parmi les sommets du graphe. Une répartition "inégalitaire" à l’extrême correspond au graphe "en
étoile" : un sommet "s’accapare" les k ≠ 1 arêtes, ce qui le relie à tous les autres sommets, qui eux-
mêmes ne sont connectés qu’à ce sommet "central". Ce dernier est donc de degré k ≠ 1, quand tous
les autres sommets sont de degré 1. Une répartition "égalitaire" correspond, quant à elle, au graphe
"en ligne", c’est-à-dire un chemin d’arêtes de longueur k ≠ 1. Tous les sommets sont de degré 2,
sauf les deux situés en bout de chemin, de degré 1. Attention, les deux graphes sont réellement
distincts seulement à partir de k = 4. Voir l’illustration en Figure 1.10 du cas k = 9.

Supposons maintenant que ces arbres soient nos deux graines, notées respectivement S et SÕ,
que l’on fait croître à l’infini selon une règle d’attachement affine. Celle-ci favorise par définition, à
chaque instant, les connexions aux sommets de plus haut degré. Tentons de comprendre l’évolution
du degré maximal dans les deux suites d’arbres TS

n et TSÕ

n associées.
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S S
0

Figure 1.10 – Deux graines de taille 9 aux distributions des degrés radicalement opposées. À
gauche, le graphe en étoile ; à droite, le graphe en ligne.

Le graphe en étoile contient un unique sommet de degré maximal, de valeur nettement plus
élevée que les autres. À l’entame du processus de croissance, ce sommet captera une proportion
importante des connexions avec les nouveaux arrivants. Il aura donc de fortes chances de rester le
sommet de degré maximal, et la valeur de ce dernier croîtra continûment, au moins pendant les
premiers instants.

En revanche, dans le graphe en ligne SÕ, la situation initiale est très équilibrée, les probabilités
d’attachement aux différents sommets quasiment toutes égales. Les nouvelles connexions vont donc
se répartir uniformément dans le graphe, ce qui risque de faire varier souvent le sommet de degré
maximal, et stagner la valeur de ce dernier.

D’après (1.4.6), nous savons qu’en temps long, le degré maximal croît toujours à vitesse n
1

1+– ,
quelle que soit la configuration de départ. Le facteur de proportionnalité ›, aléatoire, dépend
toutefois de la distribution des degrés dans la graine dont est issue la suite d’arbres croissant
par attachement préférentiel. Soient ›S et ›SÕ les facteurs de proportionnalité associées aux deux
graines considérées ci-dessus. D’après les arguments avancés, on s’attend à ce que

P(›S > x) > P(›SÕ > x),

au moins pour x > 0 suffisamment grand. Dans [39, Corollaire 1], Bubeck, Mossel et Rácz le
confirment pour le modèle linéaire – = 1. Ils prouvent en effet que la queue de distribution de ›S ,
pour une graine S quelconque, vérifie l’asymptotique suivante :

P(›S > x) ¥
xæ+Œ

x1≠2|S|+2M(S) · e≠x2/4,

où |S| désigne la taille de la graine et M(S) la valeur du degré maximal dans celle-ci. Pour les
deux graines prises en exemple, de même taille, on en déduit que

P(›SÕ > x)

P(›S > x)
¥

xæ+Œ
x6≠2k ≠≠≠≠≠æ

xæ+Œ
0.

Ce qui donne le résultat attendu.
Comment maintenant démontrer que d(S, SÕ) > 0 ? En utilisant que le degré maximal est une

fonction mesurable — ou "observable" — de l’arbre courant. On a ainsi pour tout n Ø k :

dV T (TS
n , TSÕ

n ) Ø dV T (Mn(S), Mn(SÕ)),

où Mn(S) et Mn(SÕ), désignent respectivement le degré maximal dans TS
n et TSÕ

n . Or, pour
tout x > 0 :

dV T (Mn(S), Mn(SÕ)) Ø P(Mn(S) > x
Ô

n) ≠ P(Mn(SÕ) > x
Ô

n)

≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

P(›S > x) ≠ P(›SÕ > x).

Cette dernière quantité est indépendante de n et strictement positive pour x grand. Grâce à
l’inégalité précédente, on obtient donc bien que d(S, SÕ) = lim

næ+Œ
dV T (TS

n , TSÕ

n ) > 0.
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La démonstration fonctionne en fait, telle quelle, pour n’importe quelle paire de graines de
même taille, dont la valeur du degré maximal diffère. Bien sûr, cette situation ne se présente pas
systématiquement : deux graines ne partageant pas une même distribution des degrés peuvent
avoir un degré maximal égal. Selon les cas, l’observable à considérer est alors plutôt le deuxième
degré le plus élevé, le troisième, le quatrième, etc. L’esprit de la preuve ne changeant pas : il
s’agit toujours de comparer les queues de distribution des variables aléatoires apparaissant comme
limites des observables choisies, une fois remises à l’échelle. On peut raisonnablement penser que
cette stratégie de preuve fonctionnerait tout aussi bien pour – ”= 1, bien que Bubeck, Mossel et
Rácz ne le vérifient pas explicitement dans [39].

Quelle observable dans le cas général ? La méthode exposée dans le paragraphe précédent
ne repose que sur la dynamique des degrés dans un arbre à attachement préférentiel. La structure
du graphe sous-jacent n’est nulle part considérée. On va chercher à l’intégrer au raisonnement
pour résoudre le cas de deux graines partageant une même distribution des degrés, suivant la piste
suggérée par Bubeck, Mossel et Rácz dans [39, Section 3.2], puis reprise avec succès par Curien,
Duquesne, Korchemski et Manolescu dans [54] pour le modèle linéaire.

Comment tenir compte de la structure de graphe pour différencier deux arbres à attachement
préférentiel TS

n et TSÕ

n , issus de graines S et SÕ dont la distribution des degrés est identique ? On
peut déjà commencer par trouver une observable permettant de différencier les deux graines. Nous
savons que pour tout d Ø 1, le nombre de sommets de degré d est égal dans S et dans SÕ. Que
se passe-t-il si on complexifie maintenant ce comptage, en le couplant avec la donnée des relations
d’adjacence ? En énumérant, par exemple, dans S et SÕ, le nombre de paires de sommets voisins
telles que le premier soit de degré d1 et le second de degré d2. Sur la Figure 1.11, on voit que ce
type de comptage permet effectivement de distinguer deux graines partageant pourtant une même
distribution des degrés.

S S
0

Figure 1.11 – Deux graines S et SÕ de même distribution des degrés. En revanche, il y a dans
S deux paires de sommets voisins, de degrés respectifs 3 et 1, contre une seule paire dans SÕ. Les
arêtes qui relient ces paires sont en rouge.

On généralise ce constat de la façon suivante. Pour un arbre fini · , une fonction à valeurs
entières d : · æ N et un autre arbre fini U , on note D·,d(U) le nombre d’injections (de graphes) Ï

de · dans U vérifiant degU Ï(u) = du pour tout u œ · . On dit que l’arbre · est clairvoyant pour
distinguer deux graines S et SÕ s’il existe d telle que D·,d(S) ”= D·,d(SÕ). Sur la Figure 1.11,
l’arbre à deux sommets ◆ est clairvoyant. L’existence d’un arbre clairvoyant est universelle, car
si deux graines S et SÕ ne sont pas isomorphes, alors prendre · = S fonctionne toujours, avec d la
distribution des degrés dans S. Il est toutefois possible de mieux faire, en choisissant un arbre de
taille minimale. L’arbre ◆ en Figure 1.11 est clairvoyant et minimal, car le graphe composé d’un
sommet unique n’est pas clairvoyant. Il existerait sinon un d Ø 1 tel que le nombre de sommets de
degré d n’est pas égal dans S et SÕ !

Ainsi, nous cherchons un arbre clairvoyant pour distinguer deux graines S et SÕ. À partir de
cet arbre clairvoyant · , supposé de taille minimale, nous construisons une observable ne prenant
pas la même valeur sur S et SÕ, en nous inspirant de [54]. Nous introduisons à cette fin la fonction

35



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

combinatoire suivante :

[d]¸ =

;
d(d ≠ 1) . . . (d ≠ ¸ + 1) si d Ø 0 et ¸ Ø 1;
1 si ¸ = 0.

Puis, pour toute fonction ¸ : · æ N et tout arbre fini U , nous définissons :

F·,¸(U) =
ÿ

dœN·

D·,d(U) ·
Ÿ

uœ·

[du ≠ 1]¸(u), (1.4.8)

où la somme est indexée sur les fonctions de · à valeurs entières. Il s’agit donc d’une combinaison
linéaire des cardinaux D·,d(·), où les valeurs des pondérations sont ajustées en intervenant sur la
suite ¸. Si cette dernière est correctement choisie, on doit pouvoir obtenir F·,¸(S) ”= F·,¸(S

Õ), car
nous savons que D·,d(S) ”= D·,d(SÕ) pour un certain d œ N

· .
Une fois construite l’observable permettant de reconnaître les deux graines, la suite du raison-

nement consiste à montrer qu’elle convient également pour différencier les grands arbres à atta-
chement préferentiel qui en sont issus, autrement dit que lim inf

næ+Œ
dV T

!
F·,¸

!
TS

n

"
, F·,¸

!
TSÕ

n

""
> 0.

Preuve de l’influence générale de la graine dans le modèle affine La définition (1.4.8)
de l’observable peut être reformulée en indexant la somme sur les injections de · dans l’arbre U :

F·,¸(U) =
ÿ

Ï:·ÒæU

Ÿ

uœ·

[degU Ï(u) ≠ 1]¸(u). (1.4.9)

Cette écriture est plus compatible avec l’évolution dynamique des degrés des sommets dans un
arbre à attachement préférentiel. Contrairement à ce que font Bubeck, Mossel et Rácz dans [39],
nous n’allons pas borner inférieurement la distance en variation totale dV T

!
F·,¸

!
TS

n

"
, F·,¸

!
TSÕ

n

""

en étudiant la distribution asymptotique des observables remises à l’échelle. Suivant plutôt la voie
tracée par Curien, Duquesne, Kortchemski et Manolescu dans [54], nous allons utiliser une inégalité
générale permettant de nous restreindre à l’étude de ses premier et second moments. Pour toutes
variables aléatoires réelles X, Y de carré intégrable, on sait en effet que :

dV T (X, Y ) Ø (E[X] ≠ E[Y ])2

(E[X] ≠ E[Y ])2 + 2 · (E[X2] + E[Y 2])
.

Ainsi, nous aurons prouvé l’influence de la graine si nous parvenons à montrer que

--E
#
F·,¸

!
TS

n

"$
≠ E

#
F·,¸

!
TSÕ

n

"$-- ¥
næ+Œ

!
E

#
F

2
·,¸

!
TS

n

"
] + E

#
F

2
·,¸

!
TSÕ

n

"$"1/2
. (1.4.10)

Dans la Section 3 du Chapitre 2, nous nous intéressons tout d’abord à l’ordre de grandeur du
premier moment de F·,¸

!
TS

n

"
, quel que soit l’arbre · choisi, qu’il soit clairvoyant ou non. Nous

obtenons une asymptotique précise :

Proposition 2 Soit – > 0 le paramètre du modèle d’attachement affine (voir (1.4.5)).
Pour tout arbre fini · et fonction ¸ : · æ N, il existe deux entiers naturels w := w(·, ¸)
et “ := “(·, ¸), calculables explicitement, tels que :

E
#
F·,¸

!
TS

n

"$
¥

næ+Œ
nmax{1, w

1+–
} · (log n)“ .

On a de plus w Ø |¸| :=
q

uœ· ¸(u), avec égalité lorsque ¸(u) Ø 2 pour tout u œ · . Dans ce
dernier cas, on a aussi “ = 0.

Comment comprendre ce résultat ? D’après (1.4.9), l’observable F·,¸

!
TS

n

"
s’écrit comme une

somme sur les injections de · dans TS
n . Parmi ces injections, il y en a qui plongent · dans la

graine, ou près d’elle, touchant donc des sommets déjà présents dans l’arbre aux premiers instants
du processus. Or, on sait que le degré d’un sommet particulier croît en temps long comme n

1
1+– .
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La pondération combinatoire
r

uœ· [degTS
n
Ï(u) ≠ 1]¸(u) associée à ce type d’injections croît donc

comme n
|¸|

1+– pour |¸| =
q

uœ· ¸(u).
Il faut également tenir compte des nouvelles injections apparaissant à mesure que l’arbre à

attachement préférentiel grandit. Donnons un exemple. Soit Ï une injection de · dans TS
n . Choi-

sissons f une feuille de · (c’est-à-dire un sommet de degré 1) et appelons v l’unique voisin de f
dans · . Supposons enfin que ¸(v) = 0. Dans ce cas, le degré de Ï(v) dans TS

n ne contribue pas
à la pondération combinatoire associée à l’injection Ï, car [·]0 = 1. Toutefois, lorsqu’au cours du
processus de croissance de TS

n , un nouveau sommet s’attache au sommet existant Ï(v), se crée
aussi une nouvelle possibilité d’injection de · dans l’arbre : il suffit d’envoyer la feuille f voisine
de v non plus sur Ï(f) mais sur le sommet se greffant à Ï(v). Ces nouvelles injections apparaissent
donc quand Ï(v) réalise de nouvelles connexions. Or, leur nombre croît, on le sait, comme n

1
1+– .

On voit ainsi pourquoi w Ø 1 + |¸| > |¸| dans certaines situations.
Il existe d’autres types de contributions justifiant la présence du facteur logarithmique dans

l’asymptotique de la Proposition 2. Nous ne les détaillons pas ici. Notons que les égalités w = |¸|
et “ = 0 sont réalisées lorsque les paramètres ¸(u) sont "grands", ce qui peut signifier qu’on
a accordé suffisamment de "poids" aux injections près de la graine, parmi les "vieux" sommets,
pour qu’elles deviennent dominantes dans F·,¸

!
TS

n

"
. Aussi, l’exposant max{1, w

1+–
} du facteur

polynomial signifie que l’observable croît toujours au moins linéairement. Ce qui est, pour résumer,
une conséquence du fait que TS

n est un graphe connecté, dont le nombre d’arêtes croît lui-même
linéairement, et où chaque sommet établit en temps long une infinité de connexions.

La preuve de la Proposition 2 repose sur une formule de récurrence vérifiée par E
#
F·,¸

!
TS

n

"$

qui, analysée finement, fournit l’asymptotique attendue. La raisonnement pour démontrer cette
formule consiste principalement à regarder si, à un instant donné n, l’attachement d’un nouveau
sommet à l’arbre courant crée de nouvelles possibilités d’injections de · dans celui-ci. On retrouve
cette formule de récurrence dans [54], bien que sa forme s’avère moins complexe car les auteurs
se restreignent à l’étude du modèle linéaire. Par ailleurs, ils ne déduisent de cette formule qu’un
encadrement de l’ordre de grandeur de E

#
F·,¸

!
TS

n

"$
et non, comme ici, le rythme exact de crois-

sance. Enfin, les cas subtils vus ci-dessus, où par exemple w > |¸|, n’apparaissent nulle part dans
leur article.

Dans la Section 3 du Chapitre 2, nous calculons aussi une asymptotique précise du second
moment de l’observable, dans un cas particulier utile à la démonstration du Théorème 1 :

Proposition 3 Quand |¸| > 1 + – et ¸(u) Ø 2 pour tout u œ · , on a :

E
#
F

2
·,¸

!
TS

n

"$
¥

næ+Œ
n

2|¸|
1+– .

La preuve de ce résultat repose sur la précédente proposition et sur des techniques de calcul
identiques à celles utilisées pour la démontrer.

Dans la Section 4 du Chapitre 2, nous établissons une ultime asymptotique, dans laquelle réside
une bonne partie de l’originalité de la méthode adoptée ici pour prouver l’influence de la graine,
en comparaison des autres travaux sur le sujet [39, 54] :

Proposition 4 Soient deux graines S et SÕ contenant au moins 3 sommets, et · un arbre
clairvoyant distinguant les deux graines, de taille minimale. Il existe ¸ : · æ N, vérifiant à la
fois |¸| > 1 + – et ¸(u) Ø 2 pour tout u œ · , telle que :

--E
#
F·,¸

!
TS

n

"$
≠ E

#
F·,¸

!
TSÕ

n

"$-- ¥
næ+Œ

n
|¸|

1+– .

Ce résultat dit en substance que pour · et ¸ correctement choisis, une différence existe bien
entre les distributions de F·,¸

!
TS

n

"
et F·,¸

!
TSÕ

n

"
, et que cette différence résulte uniquement du

déséquilibre initial relatif aux nombres d’injections de · dans les graines. La démonstration de cette
proposition utilise une technique de couplage, présentée dans la Section 2 du Chapitre 2, qui isole
la graine du mécanisme de croissance de l’arbre à attachement préférentiel.
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En combinant la Proposition 4 avec la Proposition 3, on déduit immédiatement (1.4.10) et
donc l’influence de la graine. Notre preuve est plus directe que celle de [54], grâce au critère simple
trouvé sur le paramètre ¸, qui permet d’annuler le facteur logarithmique dans l’asymptotique
de E

#
F·,¸

!
TS

n

"$
(voir Proposition 2). Dans [54], les auteurs éliminent la perturbation générée par

ce facteur en introduisant une combinaison linéaire d’observables F·,¸(·), indexée, pour résumer,
sur l’arbre clairvoyant de taille minimale et sur des sous-arbres de ce dernier. La combinaison li-
néaire est conçue de façon à obtenir une martingale de carré intégrale, dont l’espérance (constante)
est fonction de la seule graine. Bien qu’ingénieuse (et technique), leur méthode ne s’étend pas
facilement au cas plus général du modèle affine, à cause de la transition de phase que connaît
l’exposant max{1, w

1+–
} du facteur polynomial dans l’asymptotique de la Proposition 2, un com-

portement imperceptible quand on se restreint à – = 1.

1.5 Percolation orientée sur triangulations causales surcri-
tiques

Comme expliqué en fin de Section 1.1, l’étude de la géométrie des cartes planaires est aujourd’hui
profondément motivée par les réflexions menées en physique théorique à la fin du siècle dernier, à
propos de la construction d’une mesure non triviale sur des ensembles de surfaces, sorte d’équivalent
bidimensionnelle à la mesure de Wiener sur les chemins. Afin d’imiter la construction historique de
cette dernière, les physiciens recoururent aux cartes planaires pour discrétiser les surfaces continues,
ce qui mit inévitablement sur la table la question de l’existence ou non d’une forme de limite
d’échelle aux grandes cartes planaires uniformes.

En fin de Section 1.3, nous avons cité plusieurs énoncés mathématiques récents [98, 108, 113],
confirmant tous l’existence d’une limite aux grandes cartes planaires, commune à de nombreux
modèles, la carte brownienne. Les physiciens — qui avaient déjà conjecturé, admis, voire calculé
des quantités les renseignant sur cette limite d’échelle [14]— ont toutefois rapidement observé son
inadéquation avec la théorie de la gravité quantique. Le constat restant valable dans les dimensions
supérieures. Voir à ce sujet la thèse de Timothy Budd [40, Introduction et Chapitre 4]. Une raison
identifiée était le traitement parfaitement symétrique des deux dimensions du modèle, alors que
temps et espace jouent pourtant des rôles distincts en physique. Modifier le modèle pour y intégrer
une forme de causalité parut nécessaire.

Les triangulations causales

Jan Ambjørn et Renate Loll définissent dans [13] un nouvel ensemble de triangulations infinies
du plan, appelées triangulations causales. Celles-ci ont la particularité d’être dotées d’une struc-
ture en couches successives, centrées autour d’un sommet racine. Chaque couche est un cycle de
sommets, et le n-ème cycle contient exactement les sommets situés à distance n de la racine. Voir
Figure 1.12 pour une illustration. Le modèle doit être interprété comme un processus décrivant
l’évolution temporelle d’un univers de dimension 1 ayant la topologie de S

1 (les cycles). On parle
ainsi plus volontiers d’un modèle de dimension 1+1, afin de distinguer les composantes temporelle
et spatiale. La représentation en Figure 1.12 d’une triangulation causale sous forme conique fait
apparaître plus clairement la première. Pour des raisons physiques évidentes, il serait intéressant
d’étendre la définition en dimensions supérieures. En dimension 3 (ou 1 + 2), les couches consis-
teraient par exemple en des triangulations finies de S

2, avec des tétraèdres collées entre elles, de
sorte que la carte entière recouvrirait tout l’espace R

3. Malheureusement, l’analyse mathématique
se complexifie rapidement dès que l’on quitte le cadre planaire. De nombreuses simulations numé-
riques ont toutefois été réalisées en dimensions 1 + 2 et 1 + 3 [11, 12, 40]. Les résultats laissent
penser que les triangulations causales constituent effectivement un modèle de gravité quantique
pertinent.

En dimension 1+1, la structure en couches de la carte masque une géométrie fondamentalement
arborescente. Les triangulations causales sont en effet en bijection avec les arbres plans. À partir
d’un arbre plan infini, on peut construire une triangulation causale de la façon suivante. Pour
tout r Ø 1, on ajoute des arêtes "horizontales" entre les sommets situés à distance r de la racine,
de façon à constituer un cycle. Cela inclut une arête entre le sommet le plus à droite (de la r-ème
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Figure 1.13 – Illustration de la construction en deux étapes d’une triangulation causale (repré-
sentée sur la figure no 4) à partir d’un arbre plan (représenté sur la figure no 1) : ajout des cycles
(figure no 2) puis triangulation des faces (via l’ajout des arêtes rouges de la figure no 3).

La transformation de l’arbre en carte n’agit certes pas sur les distances "verticales", mais est
susceptible d’affecter les distances "horizontales". Dans un arbre de Kesten, la distance maximale
entre deux sommets situés à même hauteur r est asymptotiquement linéaire en r, car la géodésique
reliant le sommet le plus à droite au sommet le plus à gauche descend typiquement près de la
racine, avant de remonter dans l’arbre. Dans [56], Curien, Hutchcroft et Nachmias prouvent que
cette distance est notablement réduite dans les triangulations causales critiques, au sens où son
ordre de grandeur est maintenant o(r) quand r æ +Œ, à condition toutefois que la variance de la
loi de reproduction sous-jacente à l’arbre de Kesten soit finie. L’ampleur de la baisse reste mesurée,
car Curien, Hutchcroft et Nachmias montrent dans le même temps que la distance croît au moins
comme r1≠o(r). Quand la loi de reproduction est à queue lourde (et donc de variance infinie), ce
phénomène n’est plus observé, la distance croît à nouveau linéairement (voir [56, Théorème 4]).

Une autre manière d’appréhender la géométrie d’un graphe est d’étudier le comportement de
la marche aléatoire simple sur celui-ci : un "promeneur" part du sommet racine, puis à chaque
instant, se déplace vers un autre sommet, choisi uniformément parmi tous les voisins de celui où il
se trouve au moment présent. Lorsque la variance de la loi de reproduction sous-jacente à un arbre
de Kesten est finie, la marche sur cet arbre est presque sûrement récurrente : le marcheur revient
une infinité de fois au sommet racine. Durhuus, Jonsson et Weather montrent dans [64] que c’est
également vrai quand le marcheur se déplace sur la triangulation causale associée. D’après Curien,
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Hutchcroft et Nachmias (voir [56, Théorème 2]), le marcheur a toutefois tendance à s’éloigner du
sommet racine plus rapidement. Après n déplacements, la distance qui le sépare du sommet racine
est typiquement d’ordre

Ô
n lorsque n æ +Œ. On dit que la marche est diffusive. Sur l’arbre

de Kesten seul, cette distance est plutôt d’ordre n1/3 [86]. De ce point de vue, carte et arbre
diffèrent à nouveau significativement. Le comportement diffusif de la marche aléatoire simple sur
la triangulation causale rapproche cette dernière des réseaux réguliers (et déterministes) du plan,
à l’instar du réseau carré (voir Figure 1.1(b)).

Triangulations causales surcritiques Après le cas critique, il paraît naturel de s’intéresser
aux triangulations causales construites à partir d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson surcri-
tique, conditionné à survivre. Thomas Budzinski introduit dans [43] ce nouveau modèle de cartes
aléatoires planaires, appelées triangulations causales surcritiques, afin d’étudier certains aspects
de leur géométrie. L’article en question traite plus précisément des cartes causales surcritiques, où
l’étape de triangulation des faces est omise lors du passage de l’arbre à la carte (l’étape no 3 de
la Figure 1.13). L’essentiel des résultats énoncés s’étend toutefois sans difficulté aux triangulations
causales. Le travail de Budzinski s’inscrit par ailleurs dans une démarche plus globale d’analyse de
différents modèles de cartes aléatoires hyperboliques [42, 44], dont les conclusions sont rassemblées
dans le manuscrit de sa thèse [41].

En Section 1.3, nous avons présenté le modèle PSHIT comme un analogue hyperbolique de
l’UIPT. Les triangulations causales surcritiques peuvent, quant à elles, être vues comme une version
hyperbolique des triangulations causales critiques. Outre l’évidente croissance exponentielle du
volume des boules, Budzinski montre dans [43] que les cartes causales surcritiques vérifient certaines
propriétés d’hyperbolicité plus fines, relatives à la forme des géodésiques. Nous ne les détaillons pas
ici. Budzinski réussit ensuite à étendre ces propriétés à d’autres modèles de cartes hyperboliques
(les PSHIT notamment) car il observe que les cartes causales constituent une sorte de modèle-jouet
de cartes contenant presque sûrement en leur sein un arbre de Bienaymé-Galton-Watson surcritique
infini.

Imitant le travail réalisé dans le cas critique [64, 56], Budzinski étudie également le comporte-
ment de la marche aléatoire simple sur les cartes causales surcritiques, pour le comparer à celui de
la marche sur l’arbre seul. Russel Lyons, Robin Pemantle et Yuval Peres ont prouvé [103] que cette
dernière est presque sûrement transiente — au sens où le marcheur ne visite qu’un nombre fini de
fois chaque sommet — et que le marcheur s’éloigne à vitesse positive du sommet racine — ce qui
signifie que la distance entre la racine et celui-ci croît linéairement avec le nombre de déplacements
effectués. Budzinski montre dans [43] que la marche se comporte de manière identique dans la carte
causale. La démonstration proposée ne fonctionne toutefois que lorsque la loi de reproduction de
l’arbre de Bienaymé-Galton-Watson sous-jacent ne génère aucune feuille. Autrement dit, tous les
sommets de l’arbre doivent donner naissance à au moins un enfant.

Percolation orientée sur triangulations causales surcritiques

Dans le chapitre 3 de ce manuscrit (voir aussi [105]), nous élargissons le périmètre de l’étude
des triangulations causales, aux propriétés d’un processus de percolation par arêtes, auquel nous
soumettons une partie d’entre elles. Il s’agit d’une autre manière courante d’appréhender la géo-
métrie des graphes, qu’ils soient déterministes ou aléatoires. En début de Section 1.2, dans le
paragraphe présentant le modèle d’Erdös-Renyi, nous avons énoncé la définition du processus de
percolation par arêtes le plus élémentaire, à savoir le processus de percolation de Bernoulli, qui
consiste à perturber la structure d’adjacence d’un graphe en supprimant des arêtes au hasard. Pour
être plus précis, aux arêtes e d’un graphe G — toujours supposé infini (dénombrable), connexe
et localement fini — nous associons des variables aléatoires de Bernoulli Xe, indépendantes et
identiquement distribuées, de paramètre commun p œ [0, 1]. Ce nombre p est l’unique paramètre
du modèle de percolation. À partir de cette famille de variables aléatoires, nous construisons un
nouveau graphe de même ensemble de sommets que G, mais dont l’ensemble d’arêtes n’inclut que
celles vérifiant Xe = 1. Nous notons Gp ce graphe, qui est bien sûr aléatoire par nature, et P

G
p sa

distribution. À l’issue du processus, chaque arête de G est présente dans Gp avec probabilité p —
on dit alors qu’elle est ouverte — ou absente avec probabilité 1 ≠ p — on dit qu’elle est fermée —
et ce indépendamment des autres arêtes. La percolation de Bernoulli peut s’appliquer à un graphe
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étant lui-même aléatoire : on génère un graphe selon une certaine distribution P, puis condition-
nellement à la réalisation de ce dernier, on exécute le processus de percolation par arêtes décrit
ci-dessus. Le graphe obtenu à l’issue de cette procédure suit alors la distribution

Pp :=

⁄
P(dG)

⁄
dPG

p , (1.5.1)

qui moyenne sur les graphes aléatoires de distribution P, puis sur le processus de percolation
qui leur est appliqué. Elle est appelée distribution recuite — ou annealed en anglais. Tandis que
la distribution P

G
p — où le graphe soumis au processus de percolation est fixé — est appelée

distribution trempée — quenched en anglais. Les deux distributions coïncident évidemment quand
le milieu est déterministe. Dans le chapitre 3, nous nous intéressons au cas où P est la distribution
d’une triangulation causale surcritique, construite à partir d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson
dont la loi de reproduction est géométrique. Avant d’entrer dans le détail des résultats obtenus, nous
allons dresser un rapide historique du modèle de percolation de Bernoulli, exposer les motivations
qui ont présidé à son introduction et présenter les questions classiques qui se posent lorsqu’on
procède à l’analyse du processus sur un graphe.

Un modèle de physique statistique Jusqu’à présent, dans ce chapitre d’introduction, nous
avons fait deux fois allusion au modèle de percolation de Bernoulli. Dans la Section 1.2 pour re-
marquer que les graphes d’Erdös-Renyi étaient le résultat d’une percolation de Bernoulli appliquée
au graphe complet. Dans la Section 1.4 pour citer de récents travaux [32, 29, 27] étudiant le pro-
cessus sur les arbres à attachement préférentiel, notamment guidés par l’idée de simuler une panne
d’ampleur, soudaine et aléatoire, subie par un réseau réel, et estimer ainsi sa capacité de résilience.
À chaque fois, le contexte était donc celui de graphes finis, bien qu’on fasse ensuite fréquemment
tendre leur volume à l’infini, pour déterminer par exemple s’il existe asymptotiquement, dans le
graphe percolé, une composante connexe géante, c’est-à-dire de taille proportionnelle au nombre
total de sommets du graphe. Voir à ce sujet la Section 1.3, où nous citons des travaux répondant
à cette question pour les graphes d’Erdös-Renyi.

Toutefois, la formulation originelle du modèle de percolation de Bernoulli, et les motivations
profondes qui ont amené à son introduction, sont différentes. Historiquement, le modèle fut conçu
en 1957 par Simon Broadbent et John Hammersley [36], pour modéliser l’écoulement d’un fluide
dans un milieu poreux. La dimension des pores étant généralement infimes devant la taille globale
du milieu, Broadbent et Hammersley firent le choix de représenter ce dernier par un graphe infini,
typiquement un réseau régulier sur Z

d. Les arêtes restées ouvertes à l’issue du processus de perco-
lation symbolisaient les points de passage possibles pour le fluide dans le milieu. Le paramètre p
réglait la plus ou moins grande porosité de celui-ci.

Le problème que souhaitait initialement théoriser et résoudre Broadbent et Hammersley, était
le suivant : supposons qu’une pierre poreuse soit plongée dans un seau d’eau, quelle est la pro-
babilité pour que le centre de la pierre devienne humide ? Si on reformule cette question dans les
termes du modèle décrit ci-dessus, y répondre revient en fait à calculer la probabilité qu’un chemin
infini d’arêtes ouvertes — au travers desquelles va s’écouler l’eau environnant la pierre — atteigne
l’origine du réseau. Broadbent et Hammersley ont montré que lorsque ce dernier est le réseau ré-
gulier hypercubique de sommets Z

d, cette probabilité connaît une transition de phase pour d Ø 2 :
sous un certain seuil pc(d) dit critique, strictement compris entre 0 et 1, la probabilité est nulle ;
au dessus de ce seuil, elle est positive.

Ce résultat original et étonnant va indubitablement susciter l’engouement des physiciens sta-
tisticiens et des mathématiciens. Les premiers verront dans ce modèle de percolation une piste
pertinente à explorer pour améliorer la compréhension des phénomènes de transition de phase
observés dans la nature. Une relation forte et fructueuse sera ainsi découverte par Fortuin et
Kasteleyn [68] entre le modèle d’Ising — un modèle de physique statistique introduit dans les
années 1920, censé expliquer la température de Curie, cette température au-delà de laquelle un
matériau ferromagnétique perd son aimantation — et le modèle de percolation de Bernoulli. Les
mathématiciens seront, quant à eux, séduits par la définition élémentaire d’un modèle inédit, où
l’absence totale de corrélations statistiques autorise de nombreux calculs. Ils entreverront dans ce
modèle les ferments de possibles nouvelles théories mathématiques. Dans les décennies suivant la
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parution de l’article fondateur de Broadbent et Hammersley, ils ne cesseront ainsi de le générali-
ser. En le sortant tout d’abord du cadre restreint des réseaux réguliers euclidiens. Ils étudieront
la percolation de Bernoulli sur les arbres, les graphes de Cayley, les arbres et cartes aléatoires,
etc. Les différentes hypothèses du modèle seront aussi progressivement relâchées, en considérant
des probabilités de percolation inhomogènes, en effectuant une percolation par sites (ou sommets)
plutôt que par arêtes, en insérant des relations de dépendances entre elles, etc. Le livre de Geoffrey
Grimmett [72] constitue une excellente introduction aux mathématiques de la percolation dans son
contexte d’origine, à savoir les réseaux hypercubiques de Z

d, avec une insistance particulière sur le
cas du plan.

Une transition de phase Imitant Broadbent et Hammersley, la première question à laquelle on
a envie de répondre lorsqu’on soumet un graphe G à un processus de percolation de Bernoulli est
l’existence (ou non) de composantes connexes — appelées aussi clusters — de taille infinie dans le
graphe percolé Gp. Plus précisément, on cherche à déterminer, selon la valeur de p, si la probabilité
de trouver un cluster infini dans Gp est positive ou non. Par un argument de couplage, il n’est pas
difficile de voir que cette probabilité est une fonction croissante de p. Elle est nulle si p = 0 (il n’y
a aucune arête dans Gp) et vaut 1 quand p = 1 (on a alors Gp = G). En fait, d’après la loi du
zéro-un de Kolmogorov, les deux seules valeurs possibles pour cette probabilité sont soit 0, soit 1,
car l’événement «il existe un cluster infini dans Gp» ne dépend jamais de l’état (ouvert ou fermé)
d’un nombre fini d’arêtes de G. On définit le seuil de percolation critique de G, noté pc(G), par la
relation suivante :

pc(G) := inf{p œ [0, 1] : P
G
p (÷ un cluster Œ dans Gp) = 1}. (1.5.2)

On dit qu’une transition de phase non triviale se produit si 0 < pc(G) < 1. Nous avons dit que
c’était vrai dans les réseaux hypercubiques de Z

d pour d Ø 2. Notons qu’en dimension 1, on a bien
sûr pc = 1.

Montrer l’existence d’une transition de phase non triviale est un objectif généralement acces-
sible. Trouver une formule explicite pour le seuil de percolation critique l’est souvent moins. Plus
de vingt années séparent par exemple l’article fondateur de Broadbent et Hammersley [36] et celui
de Harry Kesten [85], dans lequel est calculée la valeur exacte — à savoir 1/2 — du seuil pc cor-
respondant au réseau carré sur Z

2. La planarité et l’auto-dualité de ce graphe sont des arguments
essentiels à la démonstration. Ces mêmes arguments sont utiles pour déterminer la valeur du seuil
de criticité de quelques autres réseaux réguliers du plan. On sait par exemple que celui du réseau
triangulaire vaut 2 sin (fi/18) [144]. En dimensions strictement supérieures à 2, on ne dispose encore
aujourd’hui d’aucune formule de ce type.

Trouver pc s’avère nettement moins difficile lorsqu’on travaille aves des arbres. Principale-
ment en raison de l’absence de cycles, qui permet d’estimer plus facilement le nombre de chemins
d’arêtes partant d’un sommet précis, de longueur donnée. Le seuil pc de l’arbre infini k-régulier
— tous les sommets ont k Ø 2 voisins — est 1

k . Plus généralement, pour tout arbre infini T , on
a pc(T ) = 1/br(T ), où br(T ) est le nombre de branchement de T , un nombre réel quantifiant en
un certain sens le nombre moyen d’enfants qu’ont les sommets de l’arbre. Ce résultat très général
est dû à Russel Lyons [101].

Paradoxalement, calculer le seuil de criticité est parfois plus simple lorsque le graphe soumis au
processus de percolation est lui-même aléatoire. Attention toutefois, dans ce contexte, le seuil pc

défini par (1.5.2) devient une variable aléatoire. En toute rigueur, on considère ici deux types de
seuils déterministes. Un seuil pr

c dit recuit, égal à l’infimum des p œ [0, 1] tel que P(pc(G) Æ p) > 0,
où G est le graphe aléatoire et P sa distribution. Autrement dit, au dessus de ce seuil, une fraction
positive des graphes chargés par la distribution P abrite presque sûrement un cluster infini. Le
second seuil pt

c dit trempé, est lui égal à l’infimum des p œ [0, 1] tel que P(pc(G) Æ p) = 1. Au
dessus de pt

c, le graphe G contient donc P-presque sûrement un cluster infini. Cette distinction entre
seuils recuit et trempé est heureusement superflue pour la grande majorité des modèles étudiés.

À l’instar des milieux déterministes, la percolation de Bernoulli sur arbres aléatoires est géné-
ralement traitée sans trop de peine. Particulièrement dans le cas des arbres de Bienaymé-Galton-
Watson. En effet, le cluster de la racine d’un tel arbre T, surcritique, dont la loi de reproduction
a pour moyenne m > 1, est lui-même un arbre de Bienaymé-Galton-Watson. La moyenne de
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sa loi de reproduction est égale, quant à elle, à pm. Le cluster a donc une probabilité positive
d’être infini dès que p > 1/m. On déduit de cette simple observation que pc(T) vaut presque
sûrement pr

c = pt
c = 1/m. Le lecteur trouvera une démonstration rigoureuse du résultat dans [101].

La théorie de la percolation sur les cartes aléatoires infinies du plan naît avec la définition du
modèle de l’UIPT par Omer Angel et Oded Schramm [20]. Rappelons que l’UIPT est une trian-
gulation infinie du plan, aléatoire, qui est limite locale des triangulations uniformes du plan (voir
Section 1.3). Dans un article paru la même année [15], Angel calcule le seuil de percolation critique
de l’UIPT. Il montre que celui-ci vaut presque sûrement 1/2. Il s’agit toutefois de percolation par
sites (sur les sommets), non de percolation par arêtes. Plus tard, Laurent Ménard et Pierre Nolin
détermineront, quant à eux, le seuil de criticité de l’UIPQ — l’analogue quadrangulaire de l’UIPT
— pour la percolation par arêtes (entre autres résultats, voir [109]). Presque sûrement, ce seuil est
égal à 1/3. Dans [53, Théorème 12.6], Nicolas Curien obtient une expression du seuil de percola-
tion pour toutes les cartes de Boltzmann critiques infinies du plan, un seuil à nouveau constant
presque sûrement. Dans les trois travaux cités ci-dessus, les démonstrations reposent systémati-
quement sur l’utilisation astucieuse d’un algorithme d’épluchage de cartes (voir Section 1.2 pour
une présentation succincte de ces algorithmes).

L’éventail de résultats est plus complet pour les modèles de cartes aléatoires infinies du demi-
plan. La raison principale tient à la forme simplifiée prise par la propriété de Markov spatiale que
vérifient ces cartes. Cette propriété réduit le problème de la détermination du seuil de percolation
au calcul du drift d’une certaine marche aléatoire. La carte contient un cluster infini si et seulement
si le drift de cette marche est strictement positif. Dans [17], Angel et Curien déduisent grâce à cette
méthode le seuil de percolation par arêtes de l’UIHPT et de l’UIHPQ — les équivalents dans le
demi-plan de l’UIPT et de l’UIPQ — à savoir respectivement 1/4 et 1/3. Dans [53, Théorème 11.8],
Curien généralise le résultat en démontrant une formule donnant le seuil de percolation de n’importe
quelle carte de Boltzmann critique infinie du demi-plan.

La description de la transition de phase ne saurait être complète sans préciser le comportement
en p = pc. A priori, nous ne savons rien de l’existence (ou non) de clusters infinis au point cri-
tique. Résoudre ce problème revient en fait à établir la continuité ou discontinuité de la transition
de phase. Qu’est-ce que cela signifie ? Notons Θ(p) la probabilité qu’un sommet quelconque du
graphe soumis au processus de percolation de paramètre p soit inclus dans un cluster infini. Nous
donnerons plus tard la définition rigoureuse de cette probabilité, notamment en milieu aléatoire.
Intuitivement, on l’interprète aussi comme la "proportion" de sommets du graphe, recouverte par
les clusters infinis. Quand p < pc, on a bien sûr Θ(p) = 0. C’est moins évident à première vue,
mais il est vrai aussi que Θ(p) > 0 pour p > pc : il suffit en effet de modifier l’état d’un nombre fini
d’arêtes du graphe pour connecter le sommet considéré à un cluster infini, présent presque sûrement
en régime surcritique. S’il y a percolation au point critique — c’est-à-dire qu’un cluster infini existe
dans le graphe percolé — on aura par le même argument Θ(pc) > 0. La fonction p ‘æ Θ(p) sera par
conséquent discontinue en ce point. À l’inverse, s’il n’y a pas percolation, on obtient la continuité
de la fonction sur tout l’intervalle [0, 1], car on montre généralement qu’elle l’est sur (pc, 1]. Le
cas Θ(pc) = 0 est particulièrement prisé en théorie de la percolation car on observe alors de remar-
quables phénomènes au seuil de criticité. Des limites d’échelle par exemple, ainsi que l’existence
de constantes "universelles" — appelées exposants critiques — caractérisant le comportement du
modèle dans un voisinage de pc. Nous y reviendrons dans la suite. Tous les modèles cités dans ce
paragraphe connaissent des transitions de phase continues : réseau carré du plan, arbres, UIPT,
etc. Mais pour le réseau cubique de Z

3, cela reste encore aujourd’hui une conjecture. Un graphe
dont la structure est pourtant élémentaire ! En fait, la continuité de la transition de phase du réseau
hypercubique de Z

d n’est prouvée que pour d = 2 et d Ø 11 [66].

Transition de phase de triangulations causales surcritiques Comme annoncé dans le pré-
ambule de cette section, nous étudions dans le chapitre 3 de ce manuscrit un processus de percola-
tion de Bernoulli appliqué à des triangulations causales surcritiques. Plus exactement, nous considé-
rons celles construites à partir d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson T, surcritique, conditionné
à survivre, dont la loi de reproduction µ est géométrique. Cela signifie qu’il existe – œ (1/2, 1)
tel que :

’k Ø 0, µk = (1 ≠ –) · –k.
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Figure 1.14 – Sur la première figure, en haut à gauche, est représentée une triangulation causale
— identique à celle de la Figure 1.12 — dont on a "fermé" les cycles (en traits discontinus) et
orienté les arêtes restantes, dans la direction opposée au sommet racine fl. Sur la figure en haut à
droite, un processus de percolation orientée de Bernoulli a été appliqué à cette carte. Enfin, sur la
figure du bas, on a coloré en violet les sommets et arêtes faisant partie du cluster de percolation
de fl. Notons que des sommets noirs feraient partie de ce cluster si les arêtes n’étaient pas orientées.

La moyenne m d’une telle distribution est égale à –
1≠–

. On notera qu’on a bien m > 1. Le procédé
permettant de passer d’un arbre à une triangulation causale a été décrit en début de section et
en Figure 1.13. Nous notons T la carte obtenue à l’issue de la transformation de T. Nous allons
soumettre T à une percolation de Bernoulli, dans une version toutefois affaiblie de deux façons.

Tout d’abord, nous allons ignorer, tout au long de ce travail, les arêtes "horizontales" de la carte.
Concrètement, les arêtes appartenant aux cycles de la carte T ne sont pas sujettes au
processus de percolation et sont d’office considérées fermées. Tous les résultats énoncés
dans cette section ne sont vrais que sous cette hypothèse. Sans elle, nous sommes à ce jour incapable
d’atteindre le même niveau d’analyse du processus de percolation. Naturellement, l’objectif doit être
de réussir, à terme, à relâcher cette hypothèse forte, car ce sont ces cycles qui font la particularité
des triangulations causales.

Le second changement que nous apportons au modèle de percolation est de supposer orientées
les arêtes "verticales" de la carte, celles connectant les sommets appartenant à deux cycles successifs
distincts. L’orientation donnée à ces arêtes suit la direction opposée au sommet racine. Le procédé
est illustré en Figure 1.14. Ce choix d’orienter les arêtes modifie les notions de chemin d’arêtes et de
cluster. Désormais, un sommet x est relié à un sommet y par un chemin d’arêtes si toutes les arêtes
traversées pour rejoindre y depuis x le sont dans leur sens d’orientation. Dans une triangulation
causale, un chemin d’arêtes éloigne forcément du sommet racine. Si on note fl ce dernier, on a par
exemple forcément dgr(fl, x) < dgr(fl, y) pour les deux sommets x et y considérés ci-dessus.

Après avoir orienté les arêtes "verticales" de T, nous appliquons le processus de percolation
habituel : chaque arête est déclarée ouverte avec probabilité p œ [0, 1], fermée avec probabilité 1≠p,
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et ce indépendamment des autres arêtes. Ce modèle de percolation agissant sur des arêtes orientées
est connu sous le nom de percolation orientée de Bernoulli. Voir une illustration en Figure 1.14.
Comme dans le cas non orienté, le cluster de percolation d’un sommet x œ T désigne l’ensemble des
sommets atteignables depuis x, via un chemin d’arêtes orientées, ouvertes dans la carte percolée.
De la même manière, on dit qu’il y a percolation s’il existe un cluster infini dans la carte. Sur la
Figure 1.14, nous montrons à quoi peut ressembler le cluster de percolation orientée du sommet
racine de T. Il est nécessairement moins étendu que le cluster défini de façon classique, c’est-à-dire
sans orientation des arêtes.

Comme avec l’hypothèse de "fermeture" des cycles, (quasiment) tous les résultats ici énoncés ne
sont vrais que dans le strict cadre d’une percolation orientée de Bernoulli. Le choix de cette dernière
se justifie cependant moins par l’incapacité à analyser le processus de percolation ordinaire, que
par un choix averti, fait en cohérence avec les raisons qui ont poussé à introduire ce modèle de
cartes. En effet, celles-ci ayant été explicitement conçues pour avoir une structure causale, nous
orientons les arêtes de T dans le sens d’écoulement du temps (voir Figure 1.12). Nous n’avons pas
cherché à étendre nos résultats au cas d’une percolation de Bernoulli non orientée.

Nous énonçons maintenant notre premier résultat, qui fournit une expression sous forme de
série infinie du seuil de percolation critique de T. La valeur de ce seuil ne dépend que de la
moyenne m de la loi de reproduction de l’arbre de Bienaymé-Galton-Watson sous-jacent. Nous
précisons également le comportement au point critique :

Théorème 5 Le seuil de percolation critique pc(T) est presque sûrement égal à :

pc = pc(m) :=
÷

1 + ÷
avec ÷ :=

1

m + 1

ÿ

nØ0

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
.

De plus, il n’y a pas percolation au point critique presque sûrement.

Nous avons tracé en Figure 3.2 (une approximation) du graphe de pc comme fonction de –.
Sans surprise, sa valeur est décroissante : plus – est grand, plus il y a d’arêtes dans la carte, et
donc plus vite on crée un cluster infini en augmentant le paramètre de percolation p. Remarquons
que pc æ 1 quand – æ (1/2)+, c’est-à-dire quand m æ 1+.

Il est tentant d’examiner le cas – = 1/2. La triangulation causale T est alors critique, construite
à partir d’un arbre de Kesten, de loi de reproduction géométrique de paramètre 1/2. Commençons
déjà par observer que le théorème ci-dessus reste vrai sous cette forme lorsque la triangulation
causale est issue d’un arbre de Kesten de loi de reproduction géométrique de paramètre – > 1/2.
Et non — comme ici — d’un arbre de Bienaymé-Galton-Watson, de même loi de reproduction, et
conditionné à survivre. Les distributions de ces deux arbres ne coïncident pas, ni a fortiori celles des
triangulations causales associées. En revanche, nous savons que la distribution de l’arbre de Kesten
est absolument continue par rapport à celle de l’arbre de Bienaymé-Galton-Watson conditionné,
car la loi géométrique est de variance finie [102]. C’est pourquoi le théorème vaut aussi lorsque
la triangulation causale est issue d’un arbre de Kesten. Or, lorsqu’on fait tendre le paramètre –

de sa loi de reproduction vers 1/2, cet arbre converge pour la topologie locale vers l’arbre de
Kesten critique. La convergence se produit également pour les triangulations causales associées,
car la transformation d’un arbre en triangulation causale est continue. En conclusion, le seuil de
percolation critique dans le cas m = 1 ne peut qu’être trivial et valoir 1 car lim–æ(1/2)+ pc(–) = 1.

Le nombre de clusters infinis dans le régime surcritique Nous avons procédé à l’analyse
de base d’un processus de percolation, en délimitant précisément la phase surcritique où émergent
les clusters infinis. Cette analyse peut être appronfondie de différentes façons. L’une d’elles consiste
à déterminer si un ou plusieurs clusters infinis disjoints coexistent dans la carte lorsque p > pc.
En règle générale, lorsque le graphe soumis au processus de percolation est "suffisamment homo-
gène", on constate une dichotomie : soit le graphe percolé admet un unique cluster infini, soit une
infinité, et ce presque sûrement. Pour un graphe déterministe, être "suffisamment homogène" est
synonyme de transitivité (ou quasi-transitivité [104, Chapitre 7]) : tous les sommets (ou presque)
sont interchangeables dans la structure d’adjacence du graphe. Les réseaux hypercubiques de Z

d ou
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Figure 1.15 – Tracé de – ‘æ pc(–) sur l’intervalle (1/2, 1).

les arbres k-réguliers sont des exemples typiques de graphes transitifs. Pour les graphes aléatoires,
c’est la notion de stationnarité [9, 22], conjuguée avec une propriété de type Markov spatiale, qui
remplace (et généralise) celle de transitivité.

Combien y a-t-il de clusters infinis dans la phase surcritique ? Un seul ou une infinité ? Deux
facteurs semblent entrer en compétition. À mesure que le paramètre de percolation p augmente,
le nombre d’arêtes ouvertes aussi, ce qui tend à créer de nouveaux clusters infinis. Toutefois,
lorsque p est au voisinage de 1, la densité d’arêtes ouvertes risque d’être trop élevée et les clusters
infinis fusionner entre eux. Le cas extrême étant évidemment p = 1, où l’unique cluster infini est
le graphe tout entier. Dans les faits, lorsque le modèle est raisonnable — c’est-à-dire génère des
graphes "suffisamment homogènes" au sens donné ci-dessus — on rencontre successivement deux
types de phases (voir par exemple [104, Théorème 7.20] et [9, Théorème 6.7]). Dans un premier
temps, immédiatement après avoir franchi le seuil de percolation critique pc, on observe un régime
dans lequel le graphe percolé abrite presque sûrement une infinité de clusters infinis. Cette phase
n’existe toutefois pas toujours et dépend fortement de la géométrie du graphe sous-jacent. Dans
un deuxième temps, alors que la valeur de p continue d’augmenter, on finit par franchir un second
seuil pu Ø pc, à partir duquel les clusters infinis ne font plus qu’un. Cette phase d’unicité existe
toujours, mais peut éventuellement être réduite à p = 1.

Intuitivement, pour qu’un graphe puisse abriter une infinité de clusters infinis, il doit être "vo-
lumineux", contenir une forte "densité" de sommets et d’arêtes, capables de s’intercaler entre les
clusters. Cela suggère d’examiner la croissance du volume des boules. Il s’agit pour résumer de
comparer, quand r æ +Œ, le volume de la boule de rayon r et celui de sa frontière, c’est-à-dire
l’ensemble de sommets à distance exactement r du sommet racine. Si le second est asymptotique-
ment une fraction du premier, Benjamini et Schramm ont conjecturé [23] qu’on a en effet pc < pu,
soit une phase où coexistent une infinité de clusters infinis. Leur critère est en réalité un peu plus
compliqué — sa formulation ne repose pas que sur le volume des boules et de leur frontière — mais
nous omettons ces détails. Dans la littérature, les graphes déterministes qui satisfont le type de
relation isopérimétrique évoquée ci-dessus sont dits non moyennables [104, Chapitre 7]. Il existe
une notion analogue pour les graphes aléatoires, l’expansion enracinée 1 [141]. On s’attend à ce que
les graphes aléatoires satisfaisant une propriété d’expansion enracinée vérifient aussi pc < pu.

Les arbres sont un exemple typique de graphes où on peut observer une telle phase. Par exemple
les arbres k-réguliers et les arbres de Bienaymé-Galton-Watson surcritiques conditionnés à survivre.
Pourquoi ? Car lorsque le processus de percolation déconnecte un sommet de son parent — ce qui
concerne presque sûrement une infinité de sommets de l’arbre — il ferme l’unique point de passage
possible vers le sous-arbre émanant de ce sommet. Or, celui-ci a une probabilité non nulle de
percoler quand p > pc, car il est (quasiment) distribué comme l’arbre tout entier, lequel percole
presque sûrement. On peut remarquer que dans ces deux modèles d’arbres, le volume des boules
et de leur frontière croissent conjointement à vitesse exponentielle, proportionnellement l’un à
l’autre. Ce qui est cohérent avec la conjecture de Benjamini et Schramm. Dans [121], Gourab Ray
prouve que certaines triangulations aléatoires infinies du demi-plan — introduites par Angel et

1. anchored expansion en anglais, la traduction n’est pas canonique.
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Ray dans [19] afin de généraliser l’UIPT — vérifient également pc < pu, pour une percolation
par sites (voir [53, Théorème 12.9] pour la percolation par arêtes). Ces cartes se singularisent
de l’UIPT par leur géométrie de nature hyperbolique, comparable à celle des arbres ci-dessus :
boules dont le volume croît exponentiellement vite, expansion enracinée. L’hyperbolicité est en
soi une notion assez large, admettant plusieurs définitions. On sait que certaines d’entre elles
garantissent l’existence d’une phase où coexistent une infinité de clusters infinis. Dans [80], Tom
Hutchcroft démontre la conjecture de Benjamini et Schramm, sous l’hypothèse supplémentaire
de Gromov-hyperbolicité du graphe. Dans [18], Angel, Hutchcroft, Nachmias et Ray prouvent
que pc < pu est équivalent, pour certaines cartes aléatoires planaires, à vérifier différentes propriétés
d’hyperbolicité. Ce qui met parfaitement en évidence la relation forte existant entre la géométrie
d’un graphe et sa réponse au processus de percolation. Tous les autres modèles cités dans cette
section — réseaux sur Z

d, UIPT, etc. — sont connus pour n’abriter presque sûrement qu’un seul
cluster infini dans la phase surcritique, et vérifient donc pc = pu [5, 47, 15, 17, 53]. Rien de
surprenant puisque dans ces graphes, contrairement aux modèles hyperbolique vus ci-dessus, le
volume de la frontière d’une boule de rayon r est asymptotiquement négligeable (quand r æ +Œ)
devant celui de la boule entière (voir [15, 58] pour l’UIPT).

Les triangulations causales de notre modèle étant une extension d’arbres de Bienaymé-Galton-
Watson surcritiques conditionnés à survivre, on s’attend légitimement à avoir pc < pu. Mais puisque
le processus de percolation considéré agit ici sur des arêtes orientées, la notion de clusters infinis
disjoints nécessite d’être précisée. En effet, deux clusters infinis issus de deux sommets distincts
peuvent être disjoints, tout en étant inclus dans un troisième cluster plus grand, issu d’un sommet
situé plus près de la racine. On ne veut pas les compter comme deux clusters infinis distincts. En
fait, nous allons provisoirement revenir à un cadre non orienté. Pour cet énoncé seulement, les
clusters de percolation sont définis en considérant non orientées les arêtes de la carte :

Théorème 6 Dans le régime surcritique p > pc (excepté en p = 1), il y a presque sûrement
une infinité de clusters infinis disjoints dans T.

On obtient ainsi pc < pu, avec pu = 1. La phase d’unicité du cluster infini est donc tri-
viale, comme elle l’est pour l’arbre de Bienaymé-Galton-Watson sous-jacent. Les triangulations
hyperboliques du demi-plan étudiées dans [121], dont nous avons parlé plus haut, vérifient en re-
vanche pu < 1. Prendre en compte l’effet de la présence des cycles dans T pourrait abaisser de la
même façon la valeur de pu. C’est ce que suggère par exemple la Proposition 1 de [23], qui traite
du cas de l’arbre binaire infini, augmenté d’arêtes horizontales.

Exposants critiques Dans les paragraphes précédents, nous avons établi des propriétés globales
du processus de percolation : l’existence (ou non) de clusters infinis à l’échelle du graphe tout entier,
leur nombre dans la phase surcritique. Pour affiner notre compréhension du processus — l’étendre
notamment aux phases sous-critique et critique — il est naturel de s’intéresser à la distribution
d’un cluster typique, par exemple via l’étude de son volume.

Dans la phase surcritique p > pc, une quantité évidemment importante est la probabilité pour
ce cluster d’être infini. Nous avions précédemment noté Θ(p) cette probabilité, lorsque le cluster est
celui d’un sommet quelconque choisi dans le graphe, lequel est soumis à un processus de percolation
de paramètre p. Nous écrirons C pour désigner le cluster en question. En milieu déterministe, cette
définition de Θ(p) ne souffre d’aucune ambiguïté. Le choix exact du sommet n’ayant pas d’incidence
sur la suite de notre propos, nous n’en faisons pas mention dans la notation. En milieu aléatoire, il
est en revanche nécessaire de préciser un peu plus cette définition. La sélection du sommet dont est
issu le cluster doit tout d’abord se faire de manière déterministe. La plupart des modèles étudiés
produisant des graphes enracinés, on se contente généralement de se placer au sommet racine. Une
autre source d’incertitude dans la définition de Θ(p) concerne la mesure de probabilité utilisée pour
son calcul. Il peut s’agir soit de la distribution recuite, soit de la distribution trempée (voir (1.5.1)).
Avec la seconde, la probabilité Θ(p) devient une variable aléatoire. Le plus souvent, les énoncés
portent toutefois sur la distribution recuite. Ce sera le cas dans la suite de ce paragraphe.

Sous le seuil critique pc, la fonction Θ est identiquement nulle. Elle ne fournit donc plus d’in-
formation pertinente sur le volume du cluster. Il est alors logique de reporter son attention sur le
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comportement asymptotique de la queue de distribution. Autrement dit, d’examiner Pp(|C| Ø n)
quand n æ +Œ, afin de connaître la taille typique des grands clusters dans le graphe percolé, ces
derniers ne pouvant plus être infinis. Comme pour Θ(p), la mesure de probabilité Pp désigne ici la
distribution recuite, qui coïncide bien sûr avec la distribution trempée en milieu déterministe.

Il y a d’autres quantités qu’il peut s’avérer pertinent d’étudier. Nous nous limiterons cependant
à celles introduites ci-dessus. C’est leur comportement au point critique (ou à proximité) qui
nous intéresse tout particulièrement. En physique, un paradigme veut en effet que les variables
macroscopiques, décrivant un système physique subissant une transition de phase, soient toutes
gouvernées par des lois d’échelle près du seuil critique. Dans notre cas, cela se traduit concrètement
par l’existence (présumée) de deux constantes —, ” > 0 — appelées exposants critiques — telles
que :

Θ(p) ¥
pæ(pc)+

(p ≠ pc)— et Ppc(|C| Ø n) ¥
næ+Œ

n≠1/”. (1.5.3)

La notation ¥ signifiant ici que les fonctions à gauche et à droite du symbole sont équivalentes
après passage au logarithme, au voisinage du point limite.

Montrer l’existence et calculer la valeur de ces exposants est un problème central en mathéma-
tiques de la percolation, bien que notoirement difficile à résoudre, en particulier pour les réseaux
réguliers de petite dimension. La physique théorique fournit beaucoup de conjectures, mais rares
sont les démonstrations rigoureuses. Un résultat significatif fut obtenu par Stanislas Smirnov et
Wendelin Werner dans [130]. Ils prouvèrent (entre autres) que — = 5

36 pour une percolation par
sites sur le réseau régulier triangulaire du plan. Leur raisonnement reposait sur un précédent tra-
vail de Harry Kesten [87], qui établit d’importantes relations — dites d’échelle — entre exposants
critiques. Ces relations impliquaient que l’étude au point critique du modèle de percolation suffisait
à caractériser son comportement au voisinage du seuil, et donc à déduire la valeur de certaines
constantes, à l’instar de —. L’enjeu résidant principalement dans le calcul de la probabilité de voir
se former (au point critique) de longs chemins d’arêtes ouvertes. Smirnov et Werner exploitèrent
à cette fin les progrès récemment réalisés dans [129], où était montrée l’invariance conforme de la
limite d’échelle du processus de percolation critique (obtenue quand la maille du réseau tend vers
zéro), ce qui avait des implications pour l’asymptotique recherchée.

La relation KPZ [91], bien que non prouvée, prédit un lien entre les exposants critiques des
milieux déterministes et ceux des milieux aléatoires. Connaître la valeur des seconds permettrait
d’accéder aux premiers. Or, à l’image du seuil pc marquant la transition de phase, calculer les
exposants critiques (recuits) est généralement plus simple lorsque le processus de percolation agit
sur une carte aléatoire qui satisfait une propriété de Markov spatiale. Omer Angel et Nicolas
Curien ont été les premiers à s’intéresser au sujet des exposants critiques en milieu aléatoire. Ils
ont dans [17] examiné le cas d’une percolation par sites sur l’UIHPT. Grâce à un algorithme
d’épluchage, ils ont obtenu pour ce modèle — = 1, ainsi que plusieurs asymptotiques sur la taille au
point critique de l’enveloppe d’un cluster, qui est l’union du cluster et des composantes connexes
finies de son complémentaire dans la carte. La queue de distribution de son volume décroît ainsi
à vitesse n≠1/4, celle de son périmètre comme n≠1/3. Dans l’UIPT, Matthias Gorny, Édouard
Maurel-Segala et Arvind Singh ont calculé [71] que les valeurs des exposants intervenant dans ces
deux lois d’échelle étaient multipliées par 2 comparées au modèle demi-plan, soit 8 pour le volume
et 6 pour le périmètre. Comme dans [17], leur démonstration utilise un algorithme d’épluchage de
cartes. Toujours dans le cadre de l’UIPT, Nicolas Curien et Igor Kortchemski ont étudié la longueur
typique (au point critique) de l’interface séparant un cluster de sommets ouverts d’un cluster de
sommets fermés. Ils ont prouvé que sa queue de distribution vérifiait elle aussi une loi d’échelle [57].
Leur approche diffère toutefois sensiblement de celles adoptées dans [17] et [71], car elle se fonde
plutôt sur des arguments combinatoires. Le lecteur pourra remarquer (avec raison) qu’aucun des
exposants cités ne correspond vraiment à la constante ” de (1.5.3). Sa valeur reste en réalité
inconnue à ce jour, bien que Gorny, Maurel-Segala et Singh soient parvenus à conjecturer ” = 7
(voir [71, Remarque 18]).

Un aspect fondamental de la théorie des exposants critiques est la supposée universalité de ces
derniers. Nous savons que certains graphes ne percolent pas au même seuil, tout en se ressemblant
géométriquement parlant. C’est le cas des réseaux carré et triangulaire du plan [85, 144], ou de
l’UIHPT et de l’UIHPQ [17]. Le seuil de percolation pc est donc fonction de propriétés locales du
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milieu considéré. Il dépend aussi du type de percolation appliquée, qu’elle soit par sites ou par
arêtes. À l’inverse, il y a de bonnes raisons de penser — à la fois théoriques et empiriques —
que les exposants critiques ne sont pas aussi sensibles à ces variations. Dans le contexte originel
des réseaux réguliers de dimension finie, on formule la conjecture d’universalité ainsi : tous les
processus de percolation appliqués aux réseaux réguliers de dimension fixée d Ø 1 connaissent des
transitions de phase de même forme, c’est-à-dire qu’elles sont décrites par des exposants critiques
identiques. On dit que ces processus forment une classe d’universalité. L’égalité — = 5

36 démontrée
par Smirnov et Werner [130] pour une percolation par sites sur le réseau régulier triangulaire du
plan est par exemple présumée vraie pour tout autre réseau planaire — réseau carré, hexagonal,
etc. — et quel que soit le processus de percolation appliqué. On conjecture aussi l’existence de
classes d’universalité parmi les graphes aléatoires. Des arguments l’étayant sont avancés par Angel
et Curien dans [17] pour les modèles demi-plan.

Le principal résultat d’universalité aujourd’hui rigoureusement démontré concerne les modèles
de "haute dimension" Ce terme désigne ceux dont l’ordre de grandeur du volume des boules de
rayon r est rd pour d grand. À partir d’une certaine dimension dc, il est attendu que les valeurs des
exposants critiques se stabilisent et coïncident avec celles observées sur un arbre régulier. Ce dernier
peut être vu comme un réseau de dimension infinie, car sa croissance est exponentielle. Dans le
régime d Ø dc — dit de champ moyen — on aura par exemple toujours — = 1 et ” = 2 (voir le
calcul détaillé dans [72, Chapitre 10]). Pour les réseaux réguliers hypercubiques, Takashi Hara et
Gordon Slade ont prouvé [74, 75] que le basculement vers ce régime de champ moyen se produisait
au plus tard en d = 19. Robert Fitzner et Remco van der Hofstad ont abaissé ensuite ce seuil
à d = 11 [66]. Il est en fait généralement admis que la transition a lieu en d = 6. Pour les graphes
dont la géométrie est de nature hyperbolique — ou qui sont simplement non moyennables — le
volume des boules croît plus vite que n’importe quel polynôme, comme dans les arbres réguliers.
Il paraît donc logique que les exposants critiques y prennent leur valeur de champ moyen. Ceci a
été montré pour certains milieux déterministes [125, 80]. En milieu aléatoire, nous ne connaissons
guère d’analogue à ces résultats, excepté pour les arbres de Bienaymé-Galton-Watson surcritiques.
Lorsque leur loi de reproduction est de variance finie, il est en effet établi que — = 1 et ” = 2. La
régularité de la fonction Θ dans la phase surcritique et son comportement au voisinage de pc sont
analysés dans le récent papier de Marcus Michelen, Robin Pemantle et Josh Rosenberg [110] (voir
en particulier la proposition 2.2). Le fait que la queue de distribution des clusters critiques soit
d’ordre n≠1/2 est une conséquence du codage des arbres par des excursions de marches aléatoires
(voir par exemple [92, Lemme 1]), un codage que nous avons précédemment évoqué à plusieurs
reprises. Dans le Chapitre 3 de ce manuscrit, nous calculons la valeur des exposants — et ” associés
au processus de percolation orienté appliqué à notre modèle de triangulations causales. Celles-ci
suggèrent une transition de phase de type champ moyen. Nous obtenons plus exactement le résultat
suivant :

Théorème 7 Soit C le cluster de percolation du sommet racine de T. Il existe une constante
strictement positive c > 0 telle que pour tout p > pc :

c≠1 · (p ≠ pc) Æ Θ(p) := Pp(|C| = +Œ) Æ c · (p ≠ pc)

et une autre constante C > 0 telle que pour tout n Ø 1 :

C≠1 · n≠1/2 Æ Ppc(|C| Ø n) Æ C · log (n) · n≠1/2.

Le premier encadrement implique que — = 1. Il fournit également une asymptotique de Θ(p)
plus précise que (1.5.3). On déduit du second encadrement que ” = 2. Il est probable que l’on puisse
éliminer le facteur logarithmique de la borne supérieure, mais la méthode de preuve employée ici ne
nous a pas permis d’y parvenir. Enfin, rappelons que Pp désigne la distribution recuite (voir (1.5.1)),
qui moyenne sur le milieu (les triangulations causales) puis sur le processus de percolation qui lui
est appliqué. Nous ignorons si des exposants similaires existent pour la distribution trempée et si
ceux-ci coïncident avec les exposants recuits. Un problème qui reste aussi ouvert pour d’autres
modèles de cartes aléatoires, voir par exemple la question concluant [17, Section 4.3]. Michelen,
Pemantle et Rosenberg ont réussi dans [110] à montrer l’existence pour les arbres de Bienaymé-
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Galton-Watson surcritiques, d’un exposant trempé — valant presque sûrement 1, à condition que
la loi de reproduction de l’arbre admette un moment fini d’ordre suffisamment grand.

Géométrie des grands clusters critiques Après l’étude du volume d’un cluster de percolation,
on va chercher à décrire plus finement sa géométrie, particulièrement au point critique. La deuxième
asymptotique de (1.5.3) — qui introduit l’exposant ” — indique le caractère fractal des grands
clusters critiques, ce qui suggère de s’intéresser à leur limite d’échelle. Comme avec les exposants
critiques, on s’attend à observer une forme d’universalité, une insensibilité de l’objet limite aux
petites variations apportées au modèle de percolation sous-jacent.

On doit à Stanislas Smirnov la première avancée majeure sur le sujet. Dans [129], il démontre
que la limite d’échelle d’un cluster critique issu d’une percolation par sites sur le réseau régulier
triangulaire du plan est invariante conforme — autrement dit, sa loi est invariante par transforma-
tion conforme. En outre, l’interface séparant un cluster de sites ouverts d’un cluster de sites fermés
converge vers une courbe aléatoire du plan, une courbe SLE — pour Schramm-Loewner Evolution
— dont la définition a été posée par Oded Schramm dans [126]. Il est conjecturé que ceci reste vrai
pour n’importe quel modèle de percolation sur un réseau de dimension 2.

Dans [57], Nicolas Curien et Igor Kortchemski établissent une sorte d’analogue en milieu aléa-
toire au résultat de Smirnov. Ils identifient plus exactement les différentes limites d’échelle possibles
(à facteur multitplicatif près) d’une interface de percolation (par sites) sur l’UIPT. En effet, se-
lon la valeur du paramètre p, l’aspect général de cette interface change radicalement. En régime
sous-critique, sa limite est l’arbre continu brownien (voir Section 1.3 pour une définition). En ré-
gime surcritique, il s’agit cette fois du cercle unité S

1. Enfin, au point critique, c’est un arbre à
boucles qui émerge, un espace métrique continu que l’on peut grossièrement décrire comme une
infinité de cercles collés le long d’un arbre stable (qui est, rappelons-le, la limite d’échelle d’arbres
de Bienaymé-Galton-Watson de loi de reproduction de variance infinie, voir plus de détails en fin
de Section 1.3).

À notre connaissance, la littérature sur la géométrie des clusters de percolation en milieu hy-
perbolique est à ce jour vierge de tout résultat. En première approche, analyser le cas des arbres
de Bienaymé-Galton-Watson surcritiques semble être une bonne façon de se forger une intuition
de ce qu’il se produit dans ces milieux. On sait en effet beaucoup de choses au sujet de ces arbres.
Quand p = pc, le cluster du sommet racine est distribué comme un arbre de Bienaymé-Galton-
Watson critique. Sa limite d’échelle est donc l’arbre continu brownien [7, 97] (ou un arbre stable
quand la variance de la loi de reproduction est infinie [62]). Comme il est conjecturé que les graphes
hyperboliques font tous partie d’une même classe d’universalité — avec un comportement de champ
moyen au voisinage du point critique — cette limite d’échelle devrait leur être commune. Voir [53,
Question ouverte 12.12]. Notons qu’il a par ailleurs été montré que l’arbre continu brownien émerge
comme limite d’échelle de processus aléatoires définis sur des espaces hyperboliques. Par exemple
dans l’article [49] de Xinxin Chen et Grégory Miermont. Ce dernier propose en outre une revue
des résultats connus sur le sujet (voir [49, Section 1.3]).

Dans le Chapitre 3 de ce manuscrit, nous montrons qu’au point critique de notre modèle de
percolation orientée sur triangulations causales, le cluster C du sommet racine conditionné à être
grand, converge effectivement vers un arbre continu brownien, après renormalisation :

Théorème 8 En p = pc, la convergence en distribution suivante a lieu pour la topologie de
Gromov-Hausdorff : !

n≠1/2 · C
-- |C| Ø n

" dGH≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

a · T Ø1,

où a > 0 est une constante ne dépendant que de la moyenne m de la loi de reproduction
géométrique choisie pour définir T. L’espace métrique T Ø1 est l’arbre réel construit à partir
d’une excursion brownienne de longueur supérieure à 1.

Nous renvoyons le lecteur vers la Section 1.3 de cette introduction et [63, 97] pour une définition
des arbres réels et de l’excursion brownienne de longueur quelconque. On appelle arbre continu
brownien de masse supérieure à 1 l’espace métrique T Ø1. Comme le Théorème 7, l’énoncé ci-
dessus ne vaut que pour la distribution recuite, non pour la distribution trempée.
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sommets de même ordonnée, puis triangulation des faces en reliant par une arête le coin inférieur
gauche au coin supérieur droit. Voir Figure 1.17 pour une illustration de notre propos.

(0,0)

eT

(0,0)
(0,0)

eT

Figure 1.17 – L’arbre enraciné en (0, 0), coloré en bleu sur la figure centrale et isolé sur la figure
de gauche, est construit selon le procédé décrit dans le paragraphe ci-dessus. Quand la carte sous-
jacente ÂT est une triangulation causale surcritique du demi-plan, il est distribué comme un arbre
de Bienaymé-Galton-Watson surcritique de loi de reproduction géométrique de paramètre –. Sur
la figure de droite, nous observons que tous les arbres enracinés sur la ligne de sommets d’ordonnée
nulle sont disjoints, donc indépendants, et recouvrent complètement la portion de la carte située au-
dessus de cette ligne. Celle-ci peut être reconstruite à partir de ces arbres en connectant les sommets
de même ordonnée (arêtes représentées par des lignes discontinues noires), puis en triangulant les
faces (arêtes noires). Soit les deux opérations qui transforment un arbre en triangulation causale.

Nous souhaitons étudier sur ÂT un processus de percolation orientée comparable à celui que nous
avons défini dans la section précédente sur notre modèle de triangulations causales surcritiques.
Ainsi, nous supposons fermées les arêtes "horizontales" reliant les sommets de même ordonnée,
orientées vers le haut et soumises à une percolation de Bernoulli de paramètre p les arêtes
restantes (celles connectant deux lignes successives de sommets). Nous montrons dans le Chapitre 3
de ce manuscrit le résultat suivant :

Théorème 9 Le seuil de percolation critique pc(ÂT) est presque sûrement égal à pc, quantité
définie dans le Théorème 5. De plus, il n’y a pas percolation au point critique. Enfin, si nous
notons ÂC le cluster de percolation du sommet (0, 0), alors ces quatre assertions sont vraies :

(i) pour tout p < pc, il existe c = c(p) œ (0, 1) tel que Pp(| ÂC| Ø n) = O
næ+Œ

!
cn

"
;

(ii) il existe c1 > 0 tel que Ppc(| ÂC| Ø n) ≥
næ+Œ

c1 · n≠1/2 ;

(iii) il existe c2 > 0 tel que Pp(| ÂC| = +Œ) ≥
pæ(pc)+

c2 · (p ≠ pc) ;

(iv) en p = pc, la convergence en distribution suivante a lieu pour la topologie de Gromov-
Hausdorff : !

n≠1/2 · ÂC
-- | ÂC| Ø n

" dGH≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

a · T Ø1,

pour une constante a > 0 égale à celle apparaissant dans le Théorème 8 (à voir également
pour la définition de T Ø1).

La première partie du théorème décrit une transition de phase identique à celle que connaissent
les triangulations causales surcritiques (voir Théorème 5). L’item (iv), qui traite de la géométrie
à grande échelle des clusters critiques, est l’exacte réplique du Théorème 8. Des items (ii) et (iii),
nous déduisons la valeur des exposants critiques recuits — et ” du modèle demi-plan, à savoir
respectivement 1 et 2. C’est-à-dire les valeurs de champ moyen, que l’on retrouvait déjà pour
le modèle plan (voir Théorème 7). Les asymptotiques énoncées dans ces deux items signifient
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que les suites n1/2 · Ppc
(| ÂC| Ø n) et (p ≠ pc)≠1 · Pp(| ÂC| = +Œ) convergent vers des constantes

strictement positives, au voisinage du point limite indiqué. Un résultat plus fort que le Théorème 7
qui, dans le contexte des triangulations causales surcritiques, impliquait seulement, pour les deux
mêmes suites, l’existence de limites inférieure et supérieure strictement positives. Nous croyons
toutefois qu’il est possible de prouver, comme ici, l’égalité de ces deux limites. Enfin, l’item (i)
du Théorème 9 est une propriété classique en théorie de la percolation, connue sous le nom de
transition de phase abrupte. Elle veut dire que la queue de distribution du volume des clusters
décroît exponentiellement vite dans la phase sous-critique. Plus précisément, quand p < pc, nous
obtenons que la suite c≠n · Pp(| ÂC| Ø n) est bornée supérieurement pour un certain c œ (0, 1).
Contrairement aux autres items, nous n’avons pas réussi à établir une propriété analogue pour
les triangulations causales surcritiques. Il est cependant raisonnable de penser que la transition de
phase y soit aussi abrupte. En effet, elle l’est par exemple pour les arbres de Bienaymé-Galton-
Watson surcritiques.

Exploration d’un cluster de percolation La démonstration du Théorème 9 repose sur un
algorithme d’exploration du cluster ÂC, dont le principe s’inspire de plusieurs travaux traitant
également de percolation sur des modèles de cartes aléatoires [15, 16, 17]. L’idée est la suivante :
un promeneur, partant du sommet origine (0, 0), découvre peu à peu de nouvelles portions du
cluster, en cherchant systématiquement à aller le plus à gauche possible. L’objectif étant de trouver
un chemin infini d’arêtes, indiquant qu’il y a percolation dans la carte. Concrètement, quand le
promeneur est en un sommet donné, on lui révèle l’état de l’arête (orientée vers le haut) la plus à
gauche qui émane de ce sommet. Si elle est ouverte, il la traverse pour rejoindre le sommet situé
de l’autre côté. Si elle est fermée, on recommence avec les arêtes suivantes jusqu’à en trouver une
ouverte. Si toutes les arêtes sont fermées, il n’a pas d’autre choix que de revenir sur ses pas et tenter
de bifurquer plus à droite. Voir Figure 1.18 pour une illustration des différents cas de figure. Quand
aucune voie alternative ne s’ouvre au promeneur, l’exploration s’arrête. On peut alors conclure que
le sommet (0, 0) ne percole pas. La Figure 1.19 montre l’exploration complète d’un cluster de taille
finie, suite et fin des premières étapes présentées sur la Figure 1.18.

Si nous notons Vn le n-ième sommet visité par le promeneur et h(Vn) son ordonnée, on peut
remarquer que l’exploration se poursuit tant que h(Vn) est positive ou nulle. Le cluster ÂC est
donc infini si et seulement si h(Vn) Ø 0 pour tout n Ø 0. La suite de notre démonstration du
Théorème 9 repose alors sur le fait que h(Vn) est une marche aléatoire et que nous pouvons calculer
la distribution exacte de ses incréments. Pour le démontrer, nous interprétons l’exploration décrite
ci-dessus comme un processus d’épluchage de ÂT (voir Section 1.2). La partie de la carte que nous
considérons observée à un instant donné est située à gauche du chemin violet (voir Figure 1.18).
Nous prouvons que ce processus d’épluchage satisfait une propriété de Markov spatiale : la région
inexplorée à droite du chemin violet est indépendante de la partie déjà révélée, et sa loi est celle
d’une triangulation causale surcritique du demi-plan. L’hypothèse que les arbres de Bienaymé-
Galton-Watson sous-jacent à la carte (voir Figure 1.17) ont une loi de reproduction géométrique
— donc sans mémoire — joue ici un rôle fondamental.

La probabilité de percolation du sommet (0, 0) est donc égale à la probabilité pour la marche
aléatoire (h(Vn))n de rester éternellement positive ou nulle. Cette probabilité est strictement po-
sitive si le drift de la marche l’est aussi, nulle sinon. Nous calculons une expression de ce drift,
linéaire en p, et déduisons la valeur du seuil de percolation critique pc, solution d’une équation
linéaire à une inconnue. Ce qui démontre la première partie du Théorème 9. La probabilité pour
cette marche aléatoire de toujours rester au dessus de 0 est approximativement proportionnelle à
la valeur du drift quand celui-ci est positif (voir [4, Théorème 3]). Nous déduisons ainsi l’item (iii).
Pour les items (i) et (ii), nous prouvons que le volume du cluster ÂC croît (en gros) linéairement
avec la durée totale de l’exploration, laquelle est distribuée comme la longueur d’une excursion
positive de la marche aléatoire. Il est bien connu que la queue de distribution de cette dernière
décroît exponentiellement vite si le drift est négatif — d’où l’item (i) — et à vitesse polynomiale
quand la marche est centrée [140] — ce qui donne l’item (ii). Enfin, la démonstration de l’item (iv)
repose sur l’observation que le sous-graphe des sommets visités par le promeneur — en vert sur la
Figure 1.18 — est un arbre, caractérisant quasiment à lui seul la géométrie à grande échelle de ÂC.
Le conclusion vient alors du fait que (h(Vn))n est proche du processus de contour de cet arbre,
puis d’une application du théorème de Donsker, comme vu en fin de Section 1.3.
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1.6 A brief introduction for non-French speakers

Graphs, trees and maps A graph is defined as a pair G = (V, E), where V is a set whose
elements are called vertices of the graph—or sometimes nodes—and E is a set of paired vertices
whose elements are called edges—or links. Vertices are generally visualized as points with segments
linking them to each other. A segment links together two vertices x, y œ V if and only if the
pair (x, y) belongs to the set of edges of the graph. On Figure 1.1 are depicted two examples of
graphs. The figure on the left shows the complete graph on six vertices : all the vertices are connected
to each other. The figure on the right represents the square-grid graph on Z

2 : two vertices are
there joined by an edge if their Euclidean distance is equal to one. There are plentiful motivations
to study graphs. They are for instance used to model real networks like social networks—edges
then modelling "friendship" between individuals—or the brain network. See [117] for more details.
Graphs may also play a role in the field of discrete optimization. As an example, to solve maximum
flow problems [93], which have concrete applications. Finally, unexpected and fruitful relations have
been found between graph theory and other research topics in mathematics [60].

Some graphs exhibit properties which make them particularly interesting to study. This includes
trees, which are connected graphs with no cycles—every vertex of the graph can be reached from
any other vertex via an unique path of edges. Once a particular vertex of the tree is distinguished
from the other ones—it is called the root vertex—the rest of the graph turns out to structure
itself in a genealogical manner around it. See for instance the graph depicted on Figure 1.2(a).
Trees hold a special place among graphs due to several reasons. They are "extremal". Indeed, any
connected graph on n vertices has at least n ≠ 1 edges. Those minimizing the number of edges
are exactly the trees. Furthermore, trees show striking combinatorial properties. There exists for
instance an elegant bijection between plane trees—which are roughly rooted trees with an ordering
on vertices—and some integer valued processes. See Figure 1.2(b) where is plotted the contour
process of a plane tree. Another widely studied class of graphs is planar maps. A planar map is a
connected graph on a finite number of vertices, properly embedded in the sphere S

2, and viewed up
to homeomorphisms that preserving orientation. On Figure 1.3 are depicted two distincts maps,
sharing the same graph structure, though. An alternative representation of maps consists of seeing
them as a gluing of a finite number of polygons—the faces ot the map— along their edges, so that
the resulting manifold is a topological sphere. The map on Figure 1.4 is for instance obtained by
gluing one quadrangle and two pentagons. Like for trees, nice combinatorial formulas are known
for maps, mainly because of the rigidity that brings the fact to consider a graph together with an
embedding. On this topic, see the famous serie of papers written in the 1960s by William Thomas
Tutte [133, 134, 135, 136, 137].

Large scale geometry of random graphs This dissertation is devoted to a study of two
models of random graphs. A random graph is just a random variable taking value in a set of
graphs. For instance, a tree drawn uniformly at random among the plane trees on n vertices,
or a triangulation—a map whose all faces are triangles—among those having exactly n faces. A
famous and more elaborated model, used to describe the growth of some idealized population, is
the Bienaymé–Galton–Watson model (see [76, Chapter 1]). It produces random plane trees in a
recursive way. Fix a distribution µ = (µk)kØ0 on positive integers, called the offspring distribution
of the model. Start with a tree initially made of a single vertex, its root. We draw a random
variable X from distribution µ, create X new vertices in the tree, and link them to the root.
Then, we repeat the procedure for each of these vertices, independently of the others, and so on.
See Figure 1.5 for an illustration of the first two steps of the recursive construction of Bienaymé–
Galton–Watson trees. When the mean m of the offspring distribution is strictly greater than 1, the
tree has a positive chance to be infinite—that is to contain an infinite number of vertices. It is a
supercritical Bienaymé–Galton–Watson tree. When m Æ 1, the tree is almost surely finite, except
in the degenerate case µ1 = 1. It is then a critical (for m = 1) or a subcritical Bienaymé–Galton–
Watson tree.

Graphs are geometric objects by nature. For any two vertices of a graph, their graph distance
is defined as the minimal number of edges that is necessary to cross to go from one to the other.
Endowed with the graph distance, the vertex set then becomes a metric space. The notion of large
scale geometry of a graph refers to features of the latter, viewed as metric space, when its number
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of vertices tends to infinity. As an example, the diameter of a critical Bienaymé–Galton–Watson
conditioned to have n vertices is known to be roughly n1/2, when the offspring distribution has a
finite variance [7, 97].

By letting grow to infinity the number of vertices of a graph, we are naturally inclined to
ask the question whether some notion of limit exists. The metric point of view has led to fruitful
developments in this direction. For instance, by using the Gromov–Hausdorff topology on (isometry
classes of) compact metric spaces, a random tree counterpart was proved by David Aldous [7] to the
well-known Donsker’s theorem for random walks. Under the hypothesis of an offspring distribution
having a finite variance, a critical Bienaymé–Galton–Watson, conditioned to have n vertices and
whose distances within it are all divided by n1/2 (namely the asymptotic order of the diameter),
converges in distribution as n æ +Œ to a universal compact metric space called Continuum
Random Tree, with respect to the Gromov–Hausdorff topology. This is called a scaling limit result.

Influence of the seed in affine preferential attachment trees In Chapter 2 of this disserta-
tion, which is adapted from a common work with Ioan Manolescu [106], we investigate some aspect
of the large scale geometry of affine preferentiel attachment trees. Introduced by the physicists
Barabási et Albert in [21], the model produces sequences of trees that grow randomly according
to a "rich get richer" rule, which also seems intuitively to govern the formation of many real net-
works. Starting from a finite tree S with k vertices, called the seed tree, we inductively construct
a sequence (TS

n)nØk of random trees, where TS
n+1 is obtained from TS

n by adding a vertex and
connect it to a vertex of TS

n chosen at random with a probability proportional to an affine func-
tion of its degree—that is the number of links already established by the vertex. The form of the
affine function—also called attachment function—is more precisely f(d) = d ≠ 1 + – for some fixed
parameter – > 0. Since f is increasing in d, vertices with higher current degree are more likely to
receive new connections. That is why we speak of a "rich get richer" rule. A step of the mechanism is
depicted on Figure 1.9, in the case of a linear attachment (which corresponds to – = 1). Displayed
numbers are the attachment probabilities to existing vertices.

First mathematical publications on preferential attachment trees focused on questions related
to degrees of vertices. It has been shown [33, 115] that the degree distribution of the tree TS

n—
which is the sequence made of the proportions of vertices having a given degree—asymptotically
follows a power law. It is called a scale-free property, which turns out to be shared by a wide range
of real networks. The growth rate of the degree of any given vertex was also investigated. In [116],
Móri proved that its order was n

1
1+– , as well as that of the current maximal degree in the tree. We

refer the reader to [77, Chapter 8] for an extensive overview on these topics.
In [39], Bubeck, Mossel and Rácz raised a new kind of question, that we can formulate as

follows : does the seed tree S have any impact on the large scale geometry of TS
n ? The answer

is positive if we compare, for any two distinct seed trees S, SÕ having at least three vertices, the
distribution of TS

n to that of TSÕ

n , with respect to the total variation distance. More precisely, the
total variation distance dT V (TS

n , TSÕ

n ) is lower bounded by a positive constant, uniformly in n. This
result may be understood as follows : given a large (but uniform in n) number of samples of TS

n ,
one may recover S with high precision. So the seed tree has indeed an impact on the geometry
of TS

n , even at large scale.
Bubeck, Mossel and Rácz actually answered the question in the particular case where the two

seed trees have a distinct degree distribution. Otherwise said, for a certain d Ø 1, the number of
vertices having degree d is not the same in S and SÕ. Given the "rich get richer" phenomenon,
it is not surprizing that an initial imbalance in degree distributions may persist asymptotically.
In [54], Curien, Duquesne, Kortchemski and Manolescu solve the general case, but only for a linear
attachment. Their proof uses an observable of TS

n—that is a measurable function of the tree—which
takes into account the current graph structure, by roughly counting the number of embeddings of
some given finite tree inside TS

n , in addition to the degrees of vertices.
Our main contribution, presented in Chapter 2, is the demonstration of the influence of the

seed, with respect to the total variation distance, for any affine attachment function, not only the
linear one. Our method is inspired of [54], but is arguably simpler, more natural and turns out to
be more robust.
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Percolation on supercritical causal triangulations In Chapter 3 of this dissertation, which
is based on the work [105], we investigate properties of an oriented percolation process performed
on some random causal triangulations.

Causal triangulations were introduced in [13] by theoretical physicists Jan Ambjørn et Renate
Loll as a discrete model of Lorentzian quantum gravity in which space and time play asymmetric
roles. Their definition is as follows. Take an infinite plane tree. Add "horizontal" connections bet-
ween vertices located at the same distance from the root vertex in such a way that it forms cycles.
At this point, the map is not a triangulation yet, and is called causal map. Then, we triangulate
each face by linking vertices on its bottom side—except the rightmost one—to the top right ver-
tex. See Figure 1.13 for an illustration of the construction steps of a causal triangulation from an
infinite plane tree.

The mathematical study of random causal triangulation is quite recent and was launched by the
two papers [64, 56]. Both examine the geometric properties of causal triangulations derived from a
critical Kesten’s tree, which is roughly a critical Bienaymé–Galton–Watson tree that one would have
conditioned to be infinite [2]. In [56], the authors show for instance that the presence of cycles in the
causal triangulation noticeably reduces "horizontal" distances between vertices being at same level,
compared to what happens in the underlying tree alone, provided that the offspring distribution
of the latter has a finite variance though. In [43], Thomas Budzinski introduces supercritical causal
triangulations, which are causal triangulations obtained from a supercritical Bienaymé–Galton–
Watson tree conditioned to be infinite. Among other things, he proves that the random maps
satisfy several metric hyperbolicity properties, more subtle than the classic exponential growth.

In Chapter 3, we deal with supercritical causal triangulations whose the underlying Bienaymé–
Galton–Watson tree has a geometric offspring distribution. We subject the map to an oriented
percolation process, which is an usual method to grasp its geometry. More precisely, we remove
the "horizontal" edges belonging to cycles and direct the other "vertical" edges away from the root
vertex. See the top left drawing on Figure 1.14. Then, we apply a Bernoulli percolation process
on the remaining edges : each one is either kept with probability p œ [0, 1] or removed with
probability 1 ≠ p, independantly of the others. See now the top right drawing on Figure 1.14. Our
main contribution in this chapter is to get a quite complete picture of how the oriented percolation
process behaves on the map.

First, we show the existence of a non trivial percolation threshold pc œ (0, 1) such that there
is no infinite percolation cluster in the map for p Æ pc, but infinitely many when pc < p < 1. This
kind of phase transition is generally met on hyperbolic graphs [80, 121]. Moreover, we compute an
exact formula for pc, which only depends on the mean of the geometric offspring distribution of
the underlying Bienaymé–Galton–Watson tree.

In a second result, we compute several critical exponents of the percolation process. We prove
that the percolation probability of the root vertex is of order p ≠ pc when p √ pc and that the
tail distribution of the number of vertices which belong to the cluster of the root vertex roughly
decreases at polynomial rate n≠1/2.

Finally, we demonstrate that at criticality p = pc, large clusters converge in distribution after
rescaling to the Continuum Random Tree, with respect to the Gromov–Hausdorff topology.

The main ingredient of the proof is to study the same oriented percolation process on a toy
model which approximates and simplifies the structure of causal triangulations. This toy model
is a half-plane model, for which we know tools (like peeling process) to analyse the percolation
on it [15, 16, 17]. The final step of the demonstration is then to transfer back to the supercritical
causal triangulations the results that we have just obtained on the toy model.
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Chapter 2

Influence of the seed in affine
preferential attachment trees

This chapter is adapted from [106], which is a joint work with Ioan Manolescu, published in
Bernoulli.

We study randomly growing trees governed by the affine preferential attachment rule. Starting
with a seed tree S, vertices are attached one by one, each linked by an edge to a random vertex
of the current tree, chosen with a probability proportional to an affine function of its degree.
This yields a one-parameter family of preferential attachment trees (T S

n )nØ|S|, of which the linear
model is a particular case. Depending on the choice of the parameter, the power-laws governing
the degrees in T S

n have different exponents.
We study the problem of the asymptotic influence of the seed S on the law of T S

n . We show
that, for any two distinct seeds S and SÕ, the laws of T S

n and T SÕ

n remain at uniformly positive
total-variation distance as n increases.

This is a continuation of [54], which in turn was inspired by a conjecture of [39]. The technique
developed here is more robust than previous ones and is likely to help in the study of more general
attachment mechanisms.
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2.1 Introduction

Linear preferential attachment trees - or Barábasi-Albert trees - are trees that grow randomly
according to the following simple mechanism. Start with a finite tree S with k vertices - we call it
the seed tree and k its size - and construct inductively a sequence (T S

n )nØk of random trees, where
T S

n+1 is obtained from T S
n by adding a new vertex and connecting it to a vertex of T S

n chosen at
random with a probability proportional to its degree. Thus the tree T S

n+1 has one more vertex
than T S

n - namely n + 1 - and one more edge - namely n.
The reader might note that this model formalises the adage "the rich get richer" since vertices

with high degrees are more likely to receive new connections. This property suits a large class of
real networks (see [21]) mainly because of the emergence of power laws for the sequence of degrees
of the tree as its size grows, see [33]. Such laws are observed in a wide range of contexts, like
social networks (webgraph, citation graph, etc [142], [117]) or even in biological networks such as
interaction protein networks (see [111]). The degree distribution in linear preferential attachment
trees has been deeply investigated; for an extensive overview of these traditional topics in the
preferential attachment model’s analysis, the reader is directed to [77, Ch. 8].

In the literature, there are numerous variations in the definition of preferential attachment
model. Here we will consider one where the new vertex is attached to an old vertex chosen with
probability which is an affine function of its degree, rather than a linear one. Fix a parameter
– > 0 and S a seed tree of size k Ø 2. The –-PA trees grown from the seed S are denoted by
(T S

n )nØk and are defined recursively as follows. Given (T S
n )kÆnÆN for some N Ø k with T S

N = T
for some fixed tree T , select randomly a vertex uN in T with probability:

P(uN = u | T S
k , . . . , T S

N with T S
N = T ) =

degT (u) ≠ 1 + –

(1 + –)N ≠ 2
’u œ T, (2.1.1)

and link it to a new vertex by an edge. The resulting tree is T S
N+1.

Note that (1 + –)N ≠ 2 =
q

uœT degT (u) ≠ 1 + – for all trees T of size N , so (2.1.1) defines
indeed a probability measure. This model, which was first introduced in [115], is a generalisation
of the Barábasi-Albert model, in that the latter is obtained when choosing – = 1. The authors
of [25] remarked that transitions probabilities (2.1.1) provide a Pólya urn representation of –-PA
trees; particularly convenient properties follow, such as estimates on the degree growth and a form
of exchangeability for the sequence (uN )NØk. When the dependence on S is not important, we
will drop S from the notation.

Henceforth – > 0 is fixed.

The same questions as for the linear model may be asked of the affine one. For instance, one
may study the growth of degrees of given vertices in Tn. It may be proved (see [77, Ch. 8.3 &
8.4] or Remark 2.6 of this paper) that the degree of any vertex of the seed increases at polynomial
speed, with an exponent that depends on – and varies between 1 and 0 as – ranges from 0 to
infinity. It may appear surprising that an apparently insignificant difference in the attachment
mechanism leads to different scaling exponents in the power laws governing the degree sequence,
and hence to preferential attachment models of different universality classes. More substantial
variations of the model will be discussed in Section 2.5.

The problem of interest in this paper is that of the recognition of the seed. Precisely, we will
study whether the seed tree has any influence on the law of the tree obtained after a large number
of iterations of the growth procedure. This question was asked (and partly solved) for the linear
model in [39]. The complete answer for the linear model was obtained in [54], and for the uniform
preferential attachment model in [38]. In both cases, the seed is shown to influence the asymptotic
law of the model. Our aim is to generalise the result to the –-PA, of which the uniform model may
be perceived as a limit.

Theorem 2.1 Let S and SÕ be two finite trees of size k1, k2 Ø 3. Then for any – > 0, the following
limit:

d(S, SÕ) = lim
næ+Œ

dT V (T S
n , T SÕ

n ) (2.1.2)

exists and is non zero when S is not graph-isomorphic to SÕ.
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As a consequence of Theorem 2.1, the function d is a metric on finite trees with at least 3
vertices. It measures the statistical chance of distinguishing between two different seed trees given
observations of the –-PA trees grown from them.

Remark 2.1 The existence of the limit in Theorem 2.1 stems from the fact that the sequence
dT V (T S

n , T SÕ

n ) is decreasing in n, which may be proved by a coupling argument.

In proving Theorem 2.1, we will look at the total variation between T S
n and T SÕ

n through some
integer-valued observable obtained from them. The same is done in all previous studies [39, 54, 38].

In [39], where the model is linear (that is – = 1) and S and SÕ are assumed to have dif-
ferent degree sequences, the authors use as observable the maximum degree. Indeed, they show
that the maximal degrees of T S

n and T SÕ

n have different tail distributions, which then easily leads
to d(S, SÕ) > 0. The key to this argument is that the degrees of vertices in the Barábasi-Albert
model evolve as a Pólya urn. When the degree distributions of S and SÕ are identical, but their
geometry is different, the observable of [39] is unable to distinguish between T S

n and T SÕ

n . To over-
come this difficulty, a more complex observable was introduced in [54]: the number of embeddings
of a fixed finite tree · inside T S

n , weighted by some function of the degrees in T S
n of the embedding

of · . The same type of observable was used in [38] and will be used below.
For n Ø 0 and d Ø 1, set [n]d = n(n ≠ 1) . . . (n ≠ d + 1). Also set [n]0 = 1 for any n Ø 0. A

decorated tree is a couple τ = (·, ¸) where · is a tree and ¸ is function from the vertices of · to the
set of non-negative integers. For a decorated tree τ and a (bigger) tree T , set

Fτ (T ) :=
ÿ

„:·ÒæT

Ÿ

uœ·

[degT („(u)) ≠ 1]¸(u), (2.1.3)

where the sum is over all graph embeddings of · in T and the product is over all vertices of · .
For two distinct seeds S and SÕ, we aim to show that, for a well chosen decorated tree τ , the

difference of the expectations of Fτ (T S
n ) and Fτ (T SÕ

n ) is of the same order as each of them and as
their standard deviation. This allows to control the total variation between T S

n and T SÕ

n using the
following bound.

Lemma 2.1 For any two real-valued, square-integrable random variables X and Y ,

dT V (X, Y ) Ø (E[X] ≠ E[Y ])2

(E[X] ≠ E[Y ])2 + 2 ·
1
E[X2] + E[Y 2]

2 .

Proof of Lemma 2.1 Let (X Õ, Y Õ) be a coupling of the random variables X and Y . By using
Paley-Zigmund’s inequality, then Jensen’s one, we get:

P(X Õ ”= Y Õ) Ø (E[X Õ] ≠ E[Y Õ])2

E[(X Õ ≠ Y Õ)2]
.

Furthermore, a simple decomposition gives:

E[(X Õ ≠ Y Õ)2] = E[
!
X Õ ≠ E[X Õ] + E[X Õ] ≠ E[Y Õ] + E[Y Õ] ≠ Y Õ"2

]

Æ 2 ·
!
Var(X Õ) + Var(Y Õ)

"
+

!
E[X Õ] ≠ E[Y Õ]

"2

Æ 2 ·
!
E[(X Õ)2] + E[(Y Õ)2]

"
+

!
E[X Õ] ≠ E[Y Õ]

"2
.

It finally remains to note that X Õ, resp. Y Õ, has the same moments as X, resp. Y , and that
the total variation between X and Y is obtained by taking the infimum of P(X Õ ”= Y Õ) over all
couplings (X Õ, Y Õ) of X and Y .

It comes to no surprise that the evolution of the moments of Fτ (T S
n ) is of great importance for

the proof. Let us fix τ and S and discuss briefly the first moment of Fτ (T S
n ) as n æ Œ. There are

two competing factors contributing to Fτ (T S
n ). First, due to the "rich gets richer" phenomenon,

the "oldest" vertices of T S
n have degree evolving as n

1
1+– . Thus, the contribution to E[Fτ (T S

n )] of

embeddings included in the seed (or close to it) is of the order n
|¸|

1+– for |¸| =
q

vœ· ¸(v).
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Second, one should take into account the embeddings using recently acquired vertices. There
are many such vertices, but they have small degrees. Depending on the form of τ , such embed-

dings contribute to E[Fτ (T S
n )] by a quantity that may exceed n

|¸|
1+– by some logarithmic or even

polynomial factor. Thus we find

E[Fτ (Tn)] ¥ log“(τ )(n) · n
⁄(τ)
1+– , (2.1.4)

for some “(τ ) Ø 0 and ⁄(τ ) Ø |¸|. Both values “(τ ) and ⁄(τ ) are computed explicitly in Section 2.3.
Due to the coupling between –-PA started from different seeds (see Section 2.2), only the first

type of embeddings is sensitive to the seed. Thus, for two distinct seeds S, SÕ, we may expect that

E[Fτ (T S
n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )] ¥ n
|¸|

1+– , (2.1.5)

provided that a difference exists. Let us, for the sake of this explanation, assume that the standard
deviations of Fτ (T S

n ) and Fτ (T SÕ

n ) are of the same order as their expectations. Then, in order to
successfully apply Lemma 2.1, we should have “ = 0 and ⁄(τ ) = |¸|.

Such asymptotics (slightly weaker actually) were already observed in [54] for – = 1; they were
proved using an amenable recursive relation for E[Fτ (Tn)]. Rather than showing that τ may be
chosen to satisfy (2.1.5) and so that “(τ ) = 0 and ⁄(τ ) = |¸|, the authors of [54] constructed a
linear combination over trees τ of observables Fτ (Tn) for which the logarithmic factors cancel out.
The resulting observable, properly rescaled, turns out to be a martingale that is bounded in L2

and whose expectation depends on the seed tree.
We will employ a different, arguably simpler strategy: we will prove that for any two distinct

seeds S ”= SÕ, the decorated tree τ may be chosen so as to observe a difference as in (2.1.5)
and such that “(τ ) = 0 and ⁄(τ ) = |¸|. As such, our strategy is more likely to apply to other
attachment mechanisms, as will be discussed in Section 2.5. Additional differences with [54], are
the recurrence formula used to prove (2.1.4), which is more complex in the affine case, and the fact
that the exponent ⁄(τ ) is not always equal to |¸|, as opposed to the linear case, where ⁄(τ ) = |¸|
always.

Let us finally mention that the exact definition (2.1.3) of the observable is somewhat arbitrary.
Indeed, it is also possible to use slight variations instead, such as

q
„:·ÒæT

r
uœ· (degT „(u))¸(u).

We chose (2.1.3) as it is inspired by the equivalent construction in [54] and has an interpretation
in the planar version of the model (see Section 2.2).

Organisation of the paper In Section 2.2, we introduce a planar version of the affine preferen-
tial attachment model. This construction is not formally necessary to prove our main result, but
we believe it is interesting in its own right and helps clarify the subsequent proofs. In particular,
the planar version will give rise to a natural coupling between two –-PA trees starting from two
different seeds of same size.

In Section 2.3 we study the asymptotics of the first and second moments of Fτ (T S
n ) as n æ Œ.

The only role of this section within the proof of Theorem 2.1 is to show a bound on the second
moment of Fτ (T S

n ) for certain trees τ . These estimates use a recurrence relation for Fτ (T S
n ),

which is similar to that of [54], but more complicated due to the affine probabilities.
Section 2.4 contains lower bounds on the first-moment difference of Fτ (T S

n ) for two distinct
seeds S. Precisely, we prove (2.1.5) for well-chosen decorated trees τ . This is then used to prove
Theorem 2.1.

Finally, certain variations of the model and potentiel extensions of our result are discussed in
Section 2.5.

Notation In the rest of the paper, we will use the following notations:
— for two sequences f, g : N æ (0, +Œ), write f(n) ¥ g(n) if there exists some constant C > 0

such that 1
C Æ f(n)

g(n) Æ C;

— also f(n) = O
!
g(n)

"
if lim sup

næ+Œ
| f(n)

g(n) | < +Œ;

— and f(n) π g(n) if lim
næ+Œ

| f(n)
g(n) | = 0.
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— The size of a tree T is written |T | and stands for the number of vertices of T .
— For a graph S, write VS and ES for its sets of vertices and edges, respectively. For v œ VS ,

write degS(v) or deg(v) for the degree of v in S.

Acknowledgements The authors thank Nicolas Curien for helpful discussions and corrections
on an earlier version of this paper.

The first author is supported by a PhD Fellowship from the MESR, France and was supported
in the early stages of this project by the NCCR SwissMAP. The second author is a member of the
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2.2 Planar affine preferential attachment model

In this section, we first define the planar version of affine preferential attachment trees, then
we present a useful coupling between any two –-PA trees derived from different seed trees of same
size. The coupling is based on the decomposition of T S

n into planted plane trees, which isolates the
roles of the seed and of the growth mechanism, respectively.

We reiterate that this planar version is not formally necessary for any of the results; it is used
merely to illustrate the arguments.

2.2.1 Definition via corners

We first need to introduce the notion of colouring of corners in a plane tree. A plane tree is a
tree embedded in the plane up to continuous deformation, or equivalently a tree whose vertices are
equipped with a cyclic order of their neighbours. A corner of a plane tree is an angular sector of
the plane contained between two consecutive half-edges around a vertex. In particular, the number
of corners surrounding a vertex is equal to its degree.

Definition 2.1 (Colouring of corners) A colouring of the corners of a plane tree T is a choice
of one distinguished corner for each vertex of the tree. The distinguished corners are called “red”;
all other corners are called “blue”.

When indexing {cv,i : v œ VT , 1 Æ i Æ deg(vi)} the corners of T , we will always suppose that
the red vertices are (cv,1)vœVT

.

It will be useful to keep in mind that any plane tree with n vertices and coloured corners has
n red corners and n ≠ 2 blue ones. We are now ready to introduce the planar version of the affine
preferential attachment model.

Definition 2.2 Fix a parameter – > 0 and a plane tree S - namely the seed tree - of size |S| =
k Ø 2 endowed with a colouring of its corners. The planar –-PA with seed S is a growing sequence
of random plane trees (T S

n )nØk (or (Tn)nØk when the role of S is clear) with coloured corners,
evolving according to the following inductive principle:

(i) Tk = S;

(ii) Suppose that our sequence of plane trees is built until step n Ø k. Then, independently
from the past of the process, select at random a corner cn of Tn with

P(cn = cu,1) =
–

n(1 + –) ≠ 2
and P(cn = cu,i) =

1

n(1 + –) ≠ 2
’2 Æ i Æ degTn

(u),

for any vertex u œ VTn
. That is, red corners are chosen with probability proportional to –

and blue corners with probability proportional to 1.

(iii) Write un for the vertex of Tn of which cn is a corner. To obtain Tn+1 add a new vertex
vn+1 to Tn and we connect it by an edge to un through the corner cn.

(iv) All corners of Tn except cn subsist in Tn+1 and conserve their colour. The unique corner
cÕÕ

n of the new vertex vn+1 is coloured red, as required by Definition 2.1. The randomly
selected corner cn is divided in two angular areas by the edge connecting un to vn+1. If cn

was blue in Tn, then both these corners of Tn+1 are blue. If cn was red in Tn, we arbitrarily
colour the corner to the right of the edge (un, vn+1) in red and the other in blue.
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The probabilities appearing in step (ii) indeed sum to 1 since:

n¸˚˙˝
number of red corners

·
–

n · (1 + –) ≠ 2
+ (n ≠ 2)¸ ˚˙ ˝

number of blue corners

·
1

n · (1 + –) ≠ 2
= 1

Observe that, the attachment principle in the planar –-PA is such that the probability for vn+1

to be attached to a vertex u of Tn is
degTn

(u)≠1+–

n·(1+–)≠2 . Thus, we obtain :

Lemma 2.2 If (Tn)nØk is a planar –-PA started from some plane seed tree S, then the trees
(Tn)nØk (stripped of their planar embedding) have the law of a –-PA.

Remark 2.2 Changing the rules of the assignment of labels and colours to the new corners of a
planar –-PA affects the law of the plane tree, but only via its embedding.

In the special case – = 1, the weights of red and blue corners are equal, and the planar –-PA
is simply a uniform embedding of the abstract –-PA. This is not the case when – ”= 1. For more
on this see [54, Conj. 2].

As mentioned in the introduction, the observables Fτ have a particular interpretation in terms
of the planar model. Let τ = (·, ¸) be a decorated tree and T be a plane tree with coloured
corners. Then, for any embedding „ : · Òæ T , the factor

r
uœ· [degT („(u)) ≠ 1]¸(u) is the number

of ordered choices of ¸(u) different blue corners around each vertex „(u) for u œ · . As in [54],
one may imagine that each vertex u œ · is endowed with ¸(u) distinct arrows. Call a decorated
embedding an embedding of „ of · in T together with, for each u œ · and each arrow of u, a blue
corner of „(u) to which that arrow points, in such a way that distinct arrows point to distinct
corners. Then Fτ (T ) is the number of decorated embeddings of · in T .

2.2.2 Decomposition and coupling using planted plane trees

Apart from its intrinsic interest, the decomposition described below will be used in Section 2.4.
We begin with the definition of a planted plane tree:

Definition 2.3 A planted plane tree T( is a plane tree T with a distinguished vertex called the
root and an additional half-edge emerging from the root. This half edge divides the corner of the
root delimited by the two edges linking the root to its leftmost and its rightmost children. When
|T | = 1, the planted plane tree T( is merely a single vertex with an half-edge attached to it.

It should be noted that there is one more corner in any planted version T( of a plane tree T .
A colouring of corners for a planted plane tree T( is defined as for plane trees (see Definition 2.1)
with the exception that the root is allowed to have no red corners or one red corner, which will
always be the corner to the right of the half-edge. In the former situation, we say that T( is a
blue planted plane tree, in the latter we say it is a red planted plane tree.

Since the recursive procedure used to define the planar –-PA tree is simply based on the
colouring of corners, we straightforwardly adapt it to define a planted planar version of the same
model. Note by T(b

n , resp. T(r
n , a blue planted plane tree, resp. a red planted plane tree,

obtained through the preferential attachment algorithm with initial condition (, which is the tree
composed of a single vertex with a half-edge attached to it and a blue corner, resp. a red corner,
surrounding it.

Let S be a plane seed tree of size k Ø 2 with coloured corners indexed {cv,i : v œ VS , 1 Æ
i Æ degS(v)}. Fix n Ø k and Tn be a realisation of the planar –-PA tree at step n starting
from S. For v œ VS and 1 Æ i Æ degS(v), say that a vertex u œ VTn \ VS is a descendent of the
corner cv,i if the unique path linking u to S arrives at S through cv,i. Additionally, say that v is
also a descendent of cv,i. The tree T v,i

n stemming from cv,i is the planted plane tree containing all
vertices of Tn that are descendent of cv,i and all edges of Tn between such vertices; it is rooted
at v. The half-edge attached to v is such that it does not split the corner cv,i. Call these trees the
planted plane subtrees of T S

n . See Figure 2.1 for an illustration.
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Proposition 2.1 Let S be a plane seed tree of size k Ø 2 with coloured corners indexed {cv,i : v œ
VS , 1 Æ i Æ degS(v)}. For n Ø k, let T v,i

n be the planted plane tree stemming from cv,i and let kv,i
n

denote its size. Write xv,1
n = (1 + –)kv,1

n ≠ 1 and xv,i
n = (1 + –)kv,i

n ≠ – for all v œ VS and i Ø 2.
Then

— the vector (xv,i
n )vœVS ,1ÆiÆdegS(v) has the distribution of a Pólya urn with 2k≠2 colours and

diagonal replacement matrix (1+–)I2k≠2, starting from (–1{i=1} +1{i ”=1})vœVS ,1ÆiÆdegS(v);

— conditionally on (xv,i
n )vœVS ,1ÆiÆdegS(v), the trees (T v,i

n )vœVS ,1ÆiÆdegS(v) are independent,
with T v,i

n having law T(r
kv,i

n
if i = 1 and T(b

kv,i
n

if i ”= 1.

Proposition 2.1 may be restated as follows. Given a plane seed S with |S| = k, we would like
to construct T S

n for some n Ø k. This may be done in the following steps.

1. Generate a vector (xv,i
n )vœVS ,1ÆiÆdegS(v) œ R

2k≠2 with the law of the Pólya urn of Proposi-

tion 2.1. Define sizes kv,1
n :=

x
(b)

¸,p
+–

1+–
and kv,i

n :=
x

(r)

¸
+1

1+–
for v œ VS and i Ø 2.

2. Randomly draw independent realisations ·v,1
n of T(r

kv,1
n

and ·v,i
n of T(b

kv,i
n

for each v œ VS

and i Ø 2.

3. Graft each tree ·v,i
n in the corner cv,i of S.

The resulting tree has the law of a planar –-PA started from S.

This decomposition allows to couple the evolution of two planar –-PA trees emerging from
distincts seeds of same size. Indeed, in spite of the notation, the first two steps do not depend on
S, only on k = |S|: in the first step, the vector (xv,i

n ) contains 2k ≠ 2 entries and the Pólya urn
generating it starts with k entries – and k ≠ 2 entries 1; in the second step, k trees are of type
T(r and k ≠ 2 of type T(b. If S, SÕ are two seeds of same size k, then T S

n and T SÕ

n are coupled as
follows. Simulate a common vector for the sizes of the planted plane subtrees of T S

n and T SÕ

n , then
simulate a common set of planted plane trees. Finally graft these trees to S to obtain T S

n and the
same trees to SÕ to obtain T SÕ

n .

Proof of Proposition 2.1 Fix S. Let us fist prove that the vector (xv,i
n )vœVS ,1ÆiÆdegS(v) has the

distribution of the Pólya urn described in the statement. We do this by induction on n. When
n = k, all planted plane subtrees of T S

k = S have size 1. The formula relating the sizes of the
subtrees to xv,i

n then yields xv,1
n = – and xv,i

n = 1 for i Ø 2.
Suppose now that the statement is proved up to step n and let T S

n be a realisation of the planar
–-PA tree of size n. Then, each red planted plane subtree T v,1

n has kv,1
n red corners and kv,1

n ≠ 1
blue ones. Each blue planted plane subtree T v,i

n with i Ø 2 has kv,i
n ≠ 1 red corners and kv,i

n blue
corners. It follows that, for each v

P(vn+1 descendent of cv,1) =
(– + 1)kv,1

n ≠ 1

2n ≠ 2
=

xv,1
n

2n ≠ 2
and

P(vn+1 descendent of cv,i) =
(– + 1)kv,1

n ≠ –

2n ≠ 2
=

xv,i
n

2n ≠ 2
for all i Ø 2.

Finally, if vn+1 is attached to some descendant of a corner cv,i, then xv,i
n+1 = 1 + – + xv,i

n . This
shows that the vector (xv,i

n+1) also has the claimed distribution.
Let us now condition on (xv,i

n )v,i, or equivalently on (kv,i
n )v,i for some n. Then, for each v œ Vs

and i Æ degS(v), the kv,i
n vertices of T v,i

n , independently of the times they join Tk, . . . , Tn, attach
themselves to the planted plane subtree of the corner cv,i with a (conditional) distribution that
assigns to any red corner a weight proportional to – and to any blue corner a weight proportional
to 1. If follows readily that T v,i

n has the law of T(r
kv,i

n
or T(b

kv,i
n

, depending on whether cv,i is red or blue,

respectively. It is also immediate, that the resulting trees in different corners are independent 1.

1. This independence only holds conditionally on the size vector (kv,i
n )v,i. Moreover, we do not claim that the

evolution between step k and n is independent in different corners, only the resulting subtrees are.
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Figure 2.1: An example of decomposition into red and blue planted plane tree.

2.3 First and second moment of a class of observables

The ultimate goal of this section is to obtain precise estimates on the second moment of Fτ (Tn)
for particular decorated trees τ . In doing so we will also prove a general result on the first moment
of Fτ (Tn) for any τ . The latter is longer to state, and is deferred to later in the section. Below is
the minimal result required in the proof of Theorem 2.1.

Theorem 2.2 Let τ be a finite decorated tree with ¸(u) Ø 2 for any u œ · and such that |¸| =q
uœ· ¸(u) > 1 + –. For any seed S, we have the following asymptotic as n æ Œ:

E[Fτ (T S
n )2] ¥ n

2|¸|
1+– .

To prove the above, we will proceed in several steps, each occupying a subsection below. First
we prove a recurrence relation on the first moment of our observables (see Section 2.3.1), which is
then used in Section 2.3.2 to obtain an accurate estimate of E[Fτ (T S

n )] as n goes to infinity (see
Theorem 2.3). Finally, in Section 2.3.3, we use the previous results to prove Theorem 2.2.

2.3.1 A recurrence formula

Recall from the introduction that the asymptotic of E[Fτ (T S
n )] as n æ Œ is polynomial with

an exponent depending on τ . This exponent will be determined by the weight of τ defined below.

Definition 2.4 (Weight of decorated trees) Let τ be a decorated tree. If · has size 1 or 2 and
all decorations of its vertices are 0, then the weight of τ is 1. In all other cases, the weight of τ is

w(τ ) =
ÿ

vœV·

¸(v) + 1{deg· (v)=1 and ¸(v)=0}.

Call a vertex v œ · with ¸(v) = 0 and deg· (v) = 1 a loose leaf of τ . Then the weight of τ is |¸|
plus the number of loose leaves.
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Definition 2.4 induces a partial order on the set of decorated trees.

Definition 2.5 (Partial order on decorated trees) For any two decorated trees τ = (·, ¸),
τ Õ = (· Õ, ¸Õ) we write τ Õ ª τ if and only if:

— w(τ Õ) < w(τ ) and |· Õ| Æ |· |;

— or if w(τ Õ) = w(τ ) and |· Õ| < |· |;

— or if w(τ Õ) = w(τ ), |· Õ| = |· | and
q

vœV·Õ
¸Õ(v) = |¸Õ| < |¸| =

q
vœV·

¸(v).

Clearly, ª is a strict partial order on the set of decorated trees. We denote by ∞ the associated
partial order.

There are three trees τ of weight 1: those with a single vertex and decoration 0 or 1 (they are
denoted by 0• and 1•, respectively) and that with two vertices and decorations 0 for both of them
(denoted by 0• ≠ 0•).

Proposition 2.2 There exists a family of nonnegative real numbers {c(σ, τ ) σ ª τ} such that,
for every seed S, every decorated tree τ with w(τ ) > 1 and every n Ø |S|:

E[Fτ (T S
n+1)|En] =

A
1 +

w(τ )

(1 + –)n ≠ 2

B
· Fτ (T S

n ) +
1

(1 + –)n ≠ 2

ÿ

σªτ

c(σ, τ ) · Fσ(T S
n ), (2.3.1)

where En is the ‡-algebra generated by T S
k , . . . , T S

n . In addition, when:
— τ = 0•, Fτ (Tn) = n;

— τ = 1•, Fτ (Tn) = n ≠ 2;

— τ = 0• ≠ 0•, Fτ (Tn) = 2n ≠ 2.

It is worth mentioning that the constants {c(σ, τ ) σ ª τ} do not depend on n or S, but do
depend on the parameter – of the model.

The proof below is somewhat algebraic and does not use the planar –-PA. A more visual proof
that uses the notion of decorated embedding (as described at the end of Section 2.2.1) may be
given. It is similar to that of [54, Lem. 6] with some additional difficulties due to the colouring of
corners.

Proof Fix the seed tree S and drop it from the notation. First let us prove the three particular
cases.

— For τ = 0•, then F· (Tn) is simply the number of vertices of Tn, hence is equal to n.

— For τ = 1•, then Fτ (T ) =
q

uœT degT (u) ≠ 1 = 2|ET | ≠ |VT | = |VT | ≠ 2. Hence Fτ (Tn) =
n ≠ 2.

— For τ = 0• ≠ 0•, then Fτ (T ) = 2|ET | since the τ may be embedded over any edge of T
in one of two directions. Hence Fτ (Tn) = 2n ≠ 2.

Let us now prove the recurrence formula. Fix τ = (·, ¸) a decorated tree with w(τ ) > 1. For a
tree T and an embedding „ : · Òæ T , let fi(τ , „, T ) =

r
uœ· [degT („(u)) ≠ 1]¸(u), so that

Fτ (T ) =
ÿ

„:·ÒæT

Ÿ

uœ·

[degT („(u)) ≠ 1]¸(u) =
ÿ

„:·ÒæT

fi(τ , „, T ). (2.3.2)

Recall that, in passing from Tn to Tn+1, a new vertex vn is attached to a randomly chosen
vertex un of Tn. Our purpose is to compute the sum above over embeddings „ of · in Tn+1. We
may restrict the sum only to embeddings with fi(τ , „, Tn+1) > 0. We separate such embeddings
into three categories:

1. those who do not include un or vn in their image;

2. those who include un but not vn in their image;

3. those who include both un and vn in their image.

The embedding cannot contain vn without un in its image. Indeed, we have degTn+1
(vn) = 1,

hence, if „ is an embedding that maps a vertex v œ · to vn, then for fi(τ , „, Tn+1) to be non-zero,
it is necessary that ¸(v) = 0. By choice of · , if such a vertex exists, it necessarily has a neighbour
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u, which then is mapped by „ onto un. Moreover, the vertex v needs to have a single neighbour in
· , hence needs to be a loose leaf of τ .

Write F
(i)
τ (Tn+1) with i = 1, 2, 3 for the contribution to (2.3.2) of embeddings from each of

the categories above. For the first two categories, the embeddings considered are in one to one
correspondence with embedding of · in Tn (although their weights are different whether considered
in Tn or Tn+1). Thus

F (1)
τ

(Tn+1) =
ÿ

„:·ÒæTn

fi(τ , „, Tn) ·
Ÿ

uœ·

1„(u) ”=un
and

F (2)
τ

(Tn+1) =
ÿ

„:·ÒæTn

ÿ

uœ·

1„(u)=un

1 Ÿ

vœ·\{u}

[degTn
„(v) ≠ 1]¸(v)

2
· [degTn

„(u)]¸(u).

Now a basic algebraic manipulation shows that [k]¸ = [k ≠1]¸ +¸[k ≠1]¸≠1 for all k Ø 1 and ¸ Ø 0 2.
Moreover

r
uœ· 1„(u) ”=un

= 1 ≠ q
uœ· 1„(u)=un

. Hence

F (1)
τ

(Tn+1) + F (2)
τ

(Tn+1)

=
ÿ

„:·ÒæTn

Ë
fi(τ , „, Tn) +

ÿ

uœ·

1„(u)=un
¸(u)

1 Ÿ

vœ·\{u}

[degTn
„(v) ≠ 1]¸(v)

2
· [degTn

„(u) ≠ 1]¸(u)≠1

È
.

Notice that
q

„:·ÒæTn
fi(τ , „, Tn) = Fτ (Tn). Moreover, recall that, for any fixed u œ · and embed-

ding „ : · Òæ Tn, we have P(„(u) = un | En) =
degTn

„(u)≠1+–

(1+–)n≠2 . Thus, when taking the expectation
in the above we find

E
#
F (1)

τ
(Tn+1) + F (2)

τ
(Tn+1)

-- En

$
≠ Fτ (Tn)

=
ÿ

uœ·

¸(u) ·
ÿ

„:·ÒæTn

1 Ÿ

vœ·\{u}

[degTn
„(v) ≠ 1]¸(v)

2
· [degTn

„(u) ≠ 1]¸(u)≠1 ·
degTn

„(u)≠1+–

(1+–)n≠2 .

The sum over u œ · in the right-hand side above may be limited to vertices u with ¸(u) > 0.
For u œ · with ¸(u) > 0, let τ (u≠) be the decorated tree (·, ¸(u≠)) with decorations identical to

those of τ except at the vertex u for which ¸(u≠) = ¸(u) ≠ 1. Then τ (u≠) ª τ . Write degTn
„(u) ≠

1 + – = [degTn
„(u) ≠ ¸(u)] + ¸(u) + – ≠ 1 to find that the summand in the right hand side is

1
(1+–)n≠2

#
fi(τ , „, Tn) + (¸(u) + – ≠ 1) · fi(τ u≠, „, Tn)

$
.

Thus we find

E
#
F (1)

τ
(Tn+1) + F (2)

τ
(Tn+1)

-- En

$
= Fτ (Tn) +

ÿ

uœ·

¸(u)
(1+–)n≠2 ·

#
Fτ (Tn) + (¸(u) + – ≠ 1) · F

τ
u≠(Tn)

$

=
Ë
1 + |¸|

(1+–)n≠2

È
Fτ (Tn) +

ÿ

uœ·

¸(u)(¸(u)+–≠1)
(1+–)n≠2 · F

τ
u≠(Tn). (2.3.3)

Finally we turn to F
(3)
τ (Tn+1). Let „ : · Òæ Tn+1 be an embedding contributing to F

(3)
τ (Tn+1),

let v be the loose leaf mapped to vn+1 and u its only neighbour in · . Define the following three
modifications of τ :

— τ \ v is the decorated tree obtained from τ by removing the leaf v and conserving the
same decorations for all other vertices;

— (τ \ v)≠ is the decorated tree obtained from τ by removing the leaf v, decreasing the
decoration of u by one, and conserving the same decorations for all other vertices 3;

— (τ \ v)+ is the decorated tree obtained from τ by removing the leaf v, increasing the
decoration of u by one, and conserving the same decorations for all other vertices.

2. when ¸ = 0, the second term in the RHS is not defined. However, its prefactor cancels it out, and we allow
this abuse of notation.

3. This is only defined when ¸(u) > 0; it will implicitly only appear in such cases in the upcoming formulas
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It is immediate to check that all trees above are smaller than τ for the order ª.
Write · \v for the tree (stripped of decoration) of all of the above. To „ associate its restriction

„̃ : · \ v æ Tn to · \ v. Then, by the same type of computation as above

fi(τ , „, Tn+1) =
1 Ÿ

wœ·\v

[degTn+1
„(w) ≠ 1]¸(w)

2
(2.3.4)

=
1 Ÿ

vœ·\{u,v}

[degTn
„(v) ≠ 1]¸(v)

2
·
1

[degTn
„(u) ≠ 1]¸(u) + ¸(u)[degTn

„(u) ≠ 1]¸(u)≠1

2
.

In the first line, since ¸(v) = 0, we removed the term coming from v from the product. The quantity

above will be weighted by P
!
„(u) = un

-- En

"
=

degTn
„(u)≠1+–

(1+–)n≠2 . In preparation, observe that

(d ≠ 1 + –) · [d ≠ 1]¸(u) = [d ≠ 1]¸(u)+1 + (¸(u) + –)[d ≠ 1]¸(u) and

(d ≠ 1 + –) · [d ≠ 1]¸(u)≠1 = [d ≠ 1]¸(u) + (¸(u) ≠ 1 + –)[d ≠ 1]¸(u)≠1.

Applying the above with d = degTn
(u) to (2.3.4), multiplied by P

!
„(u) = un

-- En

"
, we find

P
!
„(u) = un

-- En

"
· fi(τ , „, Tn+1)

= 1
(1+–)n≠2 ·

#
fi

!
(τ \ v)+, „̃, Tn

"
+ (2¸(u) + –) · fi(τ \ v, „̃, Tn) + ¸(u)(¸(u) + – ≠ 1) · fi

!
(τ \ v)≠, „̃, Tn

"$
.

Summing over all embeddings and all values of u, v we find

E

Ë
F (3)

τ
(Tn+1)

--- En

È
(2.3.5)

= 1
(1+–)n≠2

ÿ

v loose leaf

F(τ\v)+(Tn) + (2¸(u) + –) · F
τ\v

(Tn) + ¸(u)(¸(u) + – ≠ 1) · F(τ\v)≠(Tn),

where the sum in the right-hand side is over all loose leaves v of τ and u denotes their unique
neighbour.

By summing (2.3.3) and (2.3.5), we may obtain a recurrence formula similar to (2.3.1), but
with one flaw. Indeed, in such a formula the trees σ would potentially be of the type (τ \ v)+,
hence have same weight as τ . We reduce the contribution of such trees to ones of lower weight via
the following lemma.

Lemma 2.3 Let τ = (·, ¸) be a decorated tree with w(τ ) Ø 2, let v be a loose leave of τ and u its
only neighbour in · . Then, for any tree T :

F(τ\v)+(T ) = Fτ (T ) +
!
deg· (u) ≠ ¸(u) ≠ 2

"
· F

τ\v
(T ). (2.3.6)

Proof of Lemma 2.3 We proceed in two steps. Let us first express Fτ (T ) using F
τ\v

(T ). To
any „ : · Òæ T , associate its restriction „̃ : · \ v æ T to · \ v. Conversely, any tree embedding
Ẫ : · \ v Òæ T may be extended to some embedding Â : · Òæ T in as many different ways as there
are neighbouring vertices of Ẫ(u) not reached by Â, that is to say degT (Ẫ(u)) ≠ deg·\v

(u) ways.
Therefore:

Fτ (T ) =
ÿ

Ẫ:·\væT

!
degT (Ẫ(u)) ≠ deg·\v

(u)
"

· fi(τ \ v, Ẫ, T ). (2.3.7)

In the above equation, we further use that fi(τ , Â, T ) = fi(τ \ v, Ẫ, T ) given that v is a loose leaf.
Next we express F(τ\v)+(T ) in terms of F

τ\v
(T ). Recall that (τ \ v)+ is obtained from τ \ v

by increasing the decoration of the vertex u by one. Thus:

F(τ\v)+(T ) =
ÿ

Ẫ:·\væT

!
degT (Ẫ(u)) ≠ 1 ≠ ¸(u)

"
· fi(τ \ v, Ẫ, T ). (2.3.8)

Writing degT (Ẫ(u))≠1≠ ¸(u) = [degT (Ẫ(u))≠deg·\v
(u)]+ [deg·\v

(u)≠1≠ ¸(u)] and observing
that deg·\v

(u) = deg· (u) ≠ 1, we deduce Lemma 2.3 by subtracting (2.3.7) from (2.3.8).
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By Lemma 2.3, equation (2.3.5) may be re-expressed as

E
#
F (3)

τ
(Tn+1)

-- En

$
= 1

(1+–)n≠2

ÿ

v loose leaf

Fτ (Tn) + (deg· (u) + ¸(u) + – ≠ 2) · F
τ\v

(Tn)

+ ¸(u)(¸(u) + – ≠ 1) · F(τ\v)≠(Tn). (2.3.9)

Since w(τ ) > 1, the vertex u may never be a loose leaf of τ , hence deg· (u) Ø 2 or deg· (u) = 1
but ¸(u) Ø 1. In both cases, the multiplicative factor deg· (u) + ¸(u) + – ≠ 2 is non-negative.
Equations (2.3.3) and (2.3.9) together yield (2.3.1).

Remark 2.3 Following the proof we find that the constants c(σ, τ ) appearing in (2.3.1) are non-
zero only if σ may be obtained from τ by

(i) decreasing the value of one decoration by 1 or

(ii) removing a loose leaf and conserving all other decorations or

(iii) removing a loose leaf and modifying the decoration of its unique neighbour by ≠1.
It is direct that all the trees σ are smaller than τ for ª. Indeed, in most cases we have w(σ) <
w(τ ). However, there are two cases where w(σ) = w(τ ): when the decoration of a leaf is 1 in τ

and decreases to 0 in σ (by the procedure (i)) and when a loose leaf is removed from τ (as in (ii)),
with its unique ancestor having decoration 0, hence becoming a loose leaf of σ. In both these cases,
σ ª τ due to the second condition of Definition 2.5.

2.3.2 The first moment of Fτ (Tn)

We are ready to state the full estimate of the first moment of Fτ (T S
n ).

Theorem 2.3 For any – > 0, any seed tree S of size k Ø 2 and any decorated tree τ , we have:

E[Fτ (T S
n )] ¥ nmax{1,

w(τ)
1+–

} · (log n)“(τ ),

where “(τ ) is a nonnegative exponent equal to zero when w(τ ) < 1 + – and otherwise recursively
defined by:

“(τ ) = sup
σªτ , c(σ,τ )>0, w(σ)=w(τ )

(“(σ) + 1) if w(τ ) > 1 + –,

or by (critical case):

“(τ ) = “c(τ ) := max

;
1 , sup

σªτ , c(σ,τ )>0, w(σ)=w(τ )

(“c(σ) + 1)

<
if w(τ ) = 1 + –.

with the convention sup ÿ = 0.

Remark 2.4 Let τ be a decorated tree with ¸(u) Ø 2 for all its leaves. In particular, it contains
no loose leaves and w(τ ) = |¸| =

q
uœ· ¸(u). Then Remark 2.3 indicates that c(σ, τ ) > 0 only

for decorated trees σ obtained by lowering the decoration of some vertex u œ τ by 1. Moreover,
no such tree σ has any loose leaf either. Assuming in addition that w(τ ) = |¸| > 1 + –, we have
w(σ) < w(τ ) and “(τ ) = 0.

To prove Theorem 2.3, we proceed by induction on the set of decorated trees (for the partial
order ∞) and use the recurrence formula (2.3.1).

Proof of Theorem 2.3 We first note that for the three decorated trees τ with w(τ ) = 1 (thus
w(τ ) < 1 + – for any – > 0) the first moment estimate is satisfied as indicated by the explicit
formula of Proposition 2.2.

Consider now a decorated tree τ with w(τ ) Ø 2 and suppose by induction that Theorem 2.3 is
valid for all decorated trees σ ª τ . Let us define for any n Ø k the quantity Ê

(τ )
n+1 equal to:

Ê
(τ )
n+1 :=

nŸ

¸=k

1
1 +

w(τ )

(1 + –)¸ ≠ 2

2≠1

¥ n≠ w(τ)
1+– , (2.3.10)
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where the latter equivalent is obtained by a standard computation. Then, by multiplying (2.3.1)
by this factor and taking the expectation, we get:

E[Ê
(τ )
n+1 · Fτ (Tn+1)] = E[Ê(τ )

n · Fτ (Tn)] +
ÿ

σªτ

c(σ, τ ) ·
Ê

(τ )
n+1

(1 + –)n ≠ 2
· E[Fσ(Tn)].

By iterating the above over n, we find

E[Ê
(τ )
n+1 · Fτ (Tn+1)] = Fτ (S) +

ÿ

σªτ

c(σ, τ )
nÿ

¸=k

Ê
(τ )
¸+1

(1 + –)¸ ≠ 2
· E[Fσ(T¸)]. (2.3.11)

Thus, the asymptotic behaviour of E[Fτ (Tn+1)] can be derived from that of E[Fσ(T¸)] for σ ª τ

and ¸ Æ n. Define the following variables

Sn(σ, τ ) :=

nÿ

¸=k

Ê
(τ )
¸+1

(1 + –)¸ ≠ 2
· E[Fσ(T¸)].

The growth rate in n of Sn(σ, τ ) depends on w(σ) through E[Fσ(T¸)]. We distinguish three cases
according to the value of w(τ ).

1st case: w(τ ) < 1 + –

In this situation, we necessarily have w(σ) < 1 + – for any σ ª τ . Thus, by the induction
hypothesis:

E[Fσ(T¸)] ¥ ¸.

The above together with (2.3.10) imply that

Ê
(τ )
¸+1

(1 + –)¸ ≠ 2
· E[Fσ(T¸)] ¥ ¸≠ w(τ)

1+– .

Since w(τ ) < 1 + –, the sum over ¸ of the above - which constitutes Sn(σ, τ ) - diverges at rate:

Sn(σ, τ ) =

nÿ

¸=k

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ )
¸+1 · E[Fσ(T¸)] ¥ n1≠ w(τ)

1+– .

We then sum over every σ ª τ to get an asymptotic estimate for the quantity on the right
of (2.3.11):

E[Ê
(τ )
n+1 · Fτ (Tn+1)] = Fτ (S) +

ÿ

σªτ

c(σ, τ )

nÿ

¸=k

Ê
(τ )
¸+1

(1 + –)¸ ≠ 2
· E[Fσ(T¸)] ¥ n1≠ w(τ)

1+– , (2.3.12)

since there exists at least one σ with c(σ, τ ) > 0. Finally, dividing (2.3.12) by Ê
(τ )
n+1 and us-

ing (2.3.10), we obtain the expected estimate:

E[Fτ (Tn+1)] ¥ n.

2nd case: w(τ ) = 1 + –

Now, when σ ª τ , we can either have w(σ) < 1 + – or w(σ) = 1 + –. In the former situa-
tion, we have

1

(1 + –)n ≠ 2
· Ê

(τ )
n+1 · E[Fσ(Tn)] ¥ n≠1,

73



CHAPTER 2. INFLUENCE OF THE SEED IN AFFINE PREFERENTIAL ATTACHMENT
TREES

hence,

Sn(σ, τ ) =
nÿ

¸=k

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ )
¸+1 · E[Fσ(T¸)] ¥ log(n).

In the latter situation, by the induction hypothesis,

E[Fσ(Tn+1)] ¥ n · (log n)“c(σ).

Using (2.3.10), we find,

1

(1 + –)n ≠ 2
· Ê

(τ )
n+1 · E[Fσ(Tn)] ¥ n≠ w(τ)

1+– · (log n)“c(σ) = n≠1 · (log n)“c(σ).

As a consequence, Sn(σ, τ ) diverges at rate:

Sn(σ, τ ) ¥
nÿ

¸=k

¸≠1 · (log ¸)“c(σ) ¥ (log n)“c(σ)+1.

Thus, only the terms σ with maximal weight and c(σ, τ ) > 0 contribute to (2.3.11) significantly:

E[Ê
(τ )
n+1 · Fτ (Tn+1)] ¥

ÿ

σªτ

w(σ)<1+–

c(σ, τ ) · log n +
ÿ

σªτ

w(σ)=1+–

c(σ, τ ) · (log n)“c(σ)+1 ¥ (log n)“c(τ ).

where “c(τ ) is defined as in Theorem 2.3. Dividing the last equation by Ê
(τ )
n+1 leads to the result.

3rd case: w(τ ) > 1 + –

In this case, the trees σ ª τ can satisfy either w(σ) < 1 + –, w(σ) = 1 + –, 1 + – < w(σ) < w(τ ),
or 1 + – < w(σ) = w(τ ). In the two first situations, by the induction hypothesis, there exists
” > 0 such that:

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ )
¸+1 · E[Fσ(T¸)] π ¸≠ w(τ)

1+– · (log ¸)”.

Since w(τ ) > 1 + –, the sum over ¸ of the above converges and Sn(σ, τ ) ¥ 1.
When 1 + – < w(σ) < w(τ ), the induction hypothesis implies:

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ )
¸+1 · E[Fσ(T¸)] ¥ ¸

w(σ)≠w(τ)
1+–

≠1 · (log ¸)“(σ).

Since w(σ) < w(τ ), the sum over ¸ of the above converges again, and Sn(σ, τ ) ¥ 1.
Finally, when w(σ) = w(τ ), the induction hypothesis gives us:

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ )
¸+1 · E[Fσ(T¸)] ¥ ¸≠1 · (log ¸)“(σ).

Consequently, by a direct computation, the divergence rate of Sn(σ, τ ) may be shown to be:

Sn(σ, τ ) ¥
nÿ

¸=k

¸≠1 · (log ¸)“(σ) ¥ (log n)“(σ)+1.

In conclusion, by considering the asymptotic of Sn(σ, τ ) for all σ ª τ with c(σ, τ ) > 0 according
to the above, we obtain

E[Ê
(τ )
n+1 · Fτ (Tn+1)] ¥

ÿ

σªτ

w(σ)<w(τ )

c(σ, τ ) +
ÿ

σªτ

w(σ)=w(τ )

c(σ, τ ) · (log n)“(σ)+1 ¥ (log n)“(τ ),

where the last equivalent is due to how “(τ ) is defined in Theorem 2.3. Divide by Ê
(τ )
n+1 to obtain

the expected result.
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2.3.3 The second moment of Fτ (Tn)

We are now ready to prove the second moment estimate on Fτ (Tn) of Theorem 2.2. We will
build on the analogous result on the first moment obtained in the previous section as well as on
its proof. First, remark that the square of the observables may be written as:

Fτ (Tn)2 =
ÿ

„1,„2:·ÒæTn

fi(τ , „1, Tn) · fi(τ , „2, Tn), (2.3.13)

where the sum is this time over all pairs „1, „2 of graph embeddings of · in Tn. We will decompose
the sum appearing in (2.3.13) in two parts, according to whether the embeddings „1(·) and „2(·)
overlap or not. The same is done in [54]. Call Fτ ,τ (Tn) the first resulting quantity and Fτ+τ (Tn)
the second one:

Fτ ,τ (Tn) =
ÿ

„1,„2:·æTn

„1(·)fl„2(·)=ÿ

fi(τ , „1, Tn)fi(τ , „2, Tn), Fτ+τ (Tn) =
ÿ

„1,„2:·æTn

„1(·)fl„2(·) ”=ÿ

fi(τ , „1, Tn)fi(τ , „2, Tn).

The first moments of the two quantities above are bounded separately. First we estimate
E[Fτ+τ (Tn)], which turns out to be the the easiest of the two. Indeed, it may be expressed
as a sum of first moments of observables for some decorated trees derived from τ . These are
computed using Theorem 2.3. To deal with E[Fτ ,τ (Tn)] we will prove a recurrence inequality on
such quantities, similar to (2.3.1) and using the same techniques.

2.3.3.1 An estimate on E[Fτ+τ (Tn)]

The goal of this section is to show the following:

Proposition 2.3 Let τ be a decorated tree with ¸(u) Ø 2 for any u œ · and such that |¸| =q
uœ· ¸(u) > 1 + –. Then, for any seed S,

E[Fτ+τ (T S
n )] = O

!
n

2|¸|
1+–

"
. (2.3.14)

The proposition is based on the following lemma, which we prove below.

Lemma 2.4 Let τ = (·, ¸) be a decorated tree. There exists a finite set U(τ ) of decorated trees
σ with w(σ) Æ 2w(τ ) and positive constants C(τ , σ) for σ œ U(τ ) (see the proof for an explicit
description) such that, for any tree T ,

Fτ+τ (T ) =
ÿ

σœU(τ )

C(τ , σ) · Fσ(T ). (2.3.15)

In the planar setting the above is very intuitive; we sketch a proof below. If T is plane, then
Fτ+τ (T ) is the number of decorated embeddings („1, „2) of two copies ·1 and ·2 of · in T , which
overlap.

Let us first forget about the decorations and focus on graph embeddings. The union of the
images of ·1 and ·2 via such embeddings is a tree ‡; one may see ‡ as a merger of ·1 and ·2. Thus,
the pairs of overlapping embeddings of ·1 and ·2 in T are in bijection with the embeddings of ‡ in
T where ‡ ranges over all possible mergers of ·1 and ·2.

Now consider overlapping decorated embeddings of ·1 and ·2 in T . Then, each corner of T
may have no arrow pointing to it, an arrow of ·1, an arrow of ·2 or one arrow of ·1 and one of
·2 pointing to it. In the first three cases, the arrows pointing to the corner will be considered as
arrows of ‡; in the last case, the arrow of ·1 and that of ·2 merge into a single arrow of ‡. Thus,
any such pair of decorated embeddings corresponds to a decorated embedding of some decorated
tree σ = (‡, m) obtained as a merger of τ 1 and τ 2. In particular |m| Æ |¸1| + |¸2| = 2|¸|. The
constants C(τ , σ) are combinatorial factors that account for the different ways to merge arrows of
τ 1 and τ 2.

The actual proof given below avoids the use of the planar model and is more algebraic.
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Proof of Lemma 2.4 Fix τ and T as in the lemma. Consider two embeddings Φ1, Φ2 of · in
T whose images intersect. Since T is a tree, Φ1(·) fi Φ2(·) is itself a subtree of T . Moreover,
Φ1(·) fl Φ2(·) is the image via Φ1 and Φ2, respectively, of two isomorphic subtrees ‡1 and ‡2 of · .

For two isomorphic subtrees ‡1 and ‡2 of · , define the (‡1, ‡2)-merger of two copies of · as
the tree obtained by “gluing” two copies of · along ‡1 and ‡2 respectively. Write M(‡1, ‡2) for
this tree. To identify the two copies of · merged to obtain M(‡1, ‡2), call them τ 1 = (·1, ¸1) and
τ 2 = (·2, ¸2).

Each vertex of M(‡1, ‡2) is clearly identified to either one vertex in ·1 \ ‡1, a vertex in ·2 \ ‡2

or to a vertex in ‡1 and simultaneously to one in ‡2. For a vertex u œ M(‡1, ‡2) write ¸1(u) for
its decoration in τ 1, if it is identified to a vertex of ·1, otherwise set ¸1(u) = 0. Define ¸2(u) for
u œ M(‡1, ‡2) in the same way.

Then, the pairs of embeddings Φ1, Φ2 of · in T with Φ1(·) fl Φ2(·) = Φ1(‡1) = Φ2(‡2) are in
bijection with the embeddings of M(‡1, ‡2) in T . It follows that

Fτ+τ (T ) =
ÿ

(‡1,‡2)

ÿ

„:M(‡1,‡2)ÒæT

Ÿ

uœM(‡1,‡2)

[degT („(u)) ≠ 1]¸1(u) · [degT („(u)) ≠ 1]¸2(u), (2.3.16)

where the first sum is over all pairs of isomorphic subtrees (‡1, ‡2) of · . To reduce the above to a
formula of the type (2.1.3), we use the following combinatorial identity.

Fact 2.1 Fix non-negative integers n, ¸1, ¸2. Then

[n]¸1 · [n]¸2 =

min{¸1,¸2}ÿ

j=0

[n]¸1+¸2≠j ·
¸1! · ¸2!

(¸1 ≠ j)! (¸2 ≠ j)! j!
.

Proof First observe that [n]¸ =
!

n
¸

"
· ¸!. Now let us inspect the quantity

!
n
¸1

"!
n
¸2

"
which is the

number of pairs of subsets A1, A2 of {1, . . . , n} with ¸1 and ¸2 elements, respectively. These may
be counted as follows. First establish the set A1 fi A2 which can have ¸1 + ¸2 ≠ j elements with
j œ {0, . . . , min{¸1, ¸2}}. Once A1 fi A2 is chosen, split it into A1 \ A2, A2 \ A1 and A1 fl A2. This
forms a partition of A1 fi A2 into three sets of cardinality ¸1 ≠ j, ¸2 ≠ j and j, respectively. Thus

3
n

¸1

4
·

3
n

¸2

4
=

min{¸1,¸2}ÿ

j=0

3
n

¸1 + ¸2 ≠ j

4
(¸1 + ¸2 ≠ j)!

(¸1 ≠ j)! (¸2 ≠ j)! j!
.

Multiply by ¸1! · ¸2! to find the desired result.

Let us return to the proof of Lemma 2.4. A valid decoration m for a tree in M(‡1, ‡2) is one
such that, for all u œ M(‡1, ‡2),

max{¸1(u), ¸2(u)} Æ m(u) Æ ¸1(u) + ¸2(u). (2.3.17)

Observe that, if u is not in the images of ‡1 and ‡2, then m(u) is entirely determined by the above.
For vertices than are in the overlap of ·1 and ·2, m(u) may take one of several values.

Applying Fact 2.1 to the summand in (2.3.16), we find

Ÿ

uœM(‡1,‡2)

[degT („(u)) ≠ 1]¸1(u) · [degT („(u)) ≠ 1]¸2(u)

=
Ÿ

uœM(‡1,‡2)

min{¸1(u),¸2(u)}ÿ

j=0

[degT („(u)) ≠ 1]¸1(u)+¸2(u)≠j ·
¸1(u)! · ¸2(u)!

(¸1(u) ≠ j)! (¸2(u) ≠ j)! j!

=
ÿ

m

Ÿ

uœM(‡1,‡2)

[degT („(u)) ≠ 1]m(u) ·
¸1(u)! · ¸2(u)!

(m(u) ≠ ¸2(u))!(m(u) ≠ ¸1(u))!(¸1(u) + ¸2(u) ≠ m(u))!

=
ÿ

m

C(τ , (M(‡1, ‡2), m))
Ÿ

uœM(‡1,‡2)

[degT („(u)) ≠ 1]m(u),
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where the sum in the last two terms is over all valid decorations m of M(‡1, ‡2) and

C(τ , (M(‡1, ‡2), m)) :=
Ÿ

uœM(‡1,‡2)

¸1(u)! · ¸2(u)!

(m(u) ≠ ¸2(u))!(m(u) ≠ ¸1(u))!(¸1(u) + ¸2(u) ≠ m(u))!
.

Write M for the tree M(‡1, ‡2) with decoration m. Then
ÿ

„:M(‡1,‡2)ÒæT

Ÿ

uœM(‡1,‡2)

[degT („(u)) ≠ 1]m(u) = FM(T ).

Inserting this into (2.3.16), we find

Fτ+τ (T ) =
ÿ

M

C(τ , M)FM(T ),

where the sum is over all trees of the form M(‡1, ‡2) with valid decorations m. These form the
set U(τ ); it is immediate that they have weight at most 2w(τ ).

We are finally ready to prove Proposition 2.3

Proof of Proposition 2.3 Fix a decorated tree as in the statement. By Theorem 2.3, for any
tree σ œ U(τ ) of weight strictly smaller than 2w(τ ),

E[Fσ(T S
n )] π n

2w(τ)
1+– .

Moreover, if σ = (‡, m) œ U(τ ) is such that w(σ) = 2w(τ ) then its decorations satisfy m(u) =
¸1(u) + ¸2(u) Ø 2 for all u œ ‡ (see (2.3.17) for how m is defined). As explained in Remark 2.4, for
any such tree

E[Fσ(T S
n )] ¥ n

2w(τ)
1+– .

Using (2.3.15) and observing that τ has no loose leaf, we conclude that

E[Fτ+τ (T S
n )] = O

!
n

2w(τ)
1+–

"
= O

!
n

2|¸|
1+–

"
.

2.3.3.2 An estimate on E[Fτ ,τ (Tn)]

We start this section by defining a wider class of observables that will be involved in a recurrence
relation which will eventually allow us to estimate E[Fτ ,τ (Tn)]. Let τ , σ be two decorated trees
and T a (bigger) tree. Then we denote by Fτ ,σ(T ) the following integer-valued observable:

Fτ ,σ(T ) :=
ÿ

„1,„2

„1(·)fl„2(‡)=ÿ

fi(τ , „1, T ) · fi(σ, „2, T ), (2.3.18)

where the sum is over all graph embeddings „1, resp. „2, of · , resp. ‡, in T with no overlap
in their image. The quantity of interest to us is that with σ = τ and T = Tn. This section is
concerned with proving the following bound.

Proposition 2.4 Let Tn be an –-PA tree. Then it holds that:

E[Fτ ,σ(Tn)] = O
!
E[Fτ (Tn)] · E[Fσ(Tn)]

"
. (2.3.19)

Proposition 2.4 implies directly the bound necessary for the proof of Theorem 2.2.

Corollary 2.1 Let τ be a decorated tree with ¸(u) Ø 2 for any u œ · and such that |¸| > 1 + –.
Then, for any seed S,

E[Fτ ,τ (T S
n )] = O

!
n

2|¸|
1+–

"
. (2.3.20)

77



CHAPTER 2. INFLUENCE OF THE SEED IN AFFINE PREFERENTIAL ATTACHMENT
TREES

Proof of Corollary 2.1 Apply Proposition 2.4 with σ = τ and observe that, due to Remark 2.4

and the conditions on τ , we have E[Fτ (Tn)] ¥ n
|¸|

1+– .

Proposition 2.4 is obtained through a recurrence relation, similarly to how Theorem 2.3 follows
from Proposition 2.2. Since we only need an upper bound, we state only a (simpler) recursive
inequality.

Proposition 2.5 There exists a family of nonnegative real numbers {cú(θÕ, θ) : θÕ ª θ} such
that for any two decorated trees τ , σ ”= 0•:

E[Fτ ,σ(Tn+1))|Fn] Æ
1

1 +
w(τ ) + w(σ)

(1 + –) · n ≠ 2

2
· Fτ ,σ(Tn)

+
1

(1 + –) · n ≠ 2

Ë ÿ

tªτ

cú(t, τ ) · Ft,σ(Tn) +
ÿ

sªσ

cú(s, σ) · Fτ ,s(Tn)
È
. (2.3.21)

In the rest of the section, we show how Proposition 2.5, implies Proposition 2.4, then prove
Proposition 2.5. Both proofs follow similar arguments to those in Sections 2.3.2 and 2.3.1, respec-
tively.

Proof of Proposition 2.4 We are going to proceed by induction on pairs (τ , σ) of decorated
trees, for the partial order induced by ª on such pairs (precisely (t, s) ª (τ , σ) if either t ∞ τ and
s ª σ or t ª τ and s ∞ σ).

Base case We show (2.3.19) when τ is any decorated tree and ‡ = 0•. If „1 is a graph embedding
of · in Tn, its image consists of |· | vertices of Tn. Hence, the number of ways to embed ‡ in Tn

without overlapping with „1(·) is n ≠ |· |. Thus

E[Fτ , 0•(Tn)] = E[Fτ (Tn)] · (n ≠ |· |) = O
!
E[Fτ (Tn)] · E[F 0•(Tn)]

"
,

as required.

Induction step Let τ , σ be two decorated trees, both different from 0•. Assume that (2.3.19)
holds for all pairs (t, s) with either t ∞ τ and s ª σ or t ª τ and s ∞ σ. In the following, we set:

Ê(τ ,σ)
n :=

nŸ

¸=k

1
1 +

w(τ ) + w(σ)

(1 + –) · ¸ ≠ 2

2≠1

and

Sn(t, τ ; σ) :=

nÿ

¸=k

1

(1 + –)¸ ≠ 2
· Ê

(τ ,σ)
¸+1 · E[Ft,σ(T¸)]

for any decorated tree t ª τ . Iterating (2.3.21), we obtain:

E[Ê
(τ ,σ)
n+1 · Fτ ,σ(Tn+1)] Æ Fτ ,σ(S) +

ÿ

tªτ

cú(t, τ ) · Sn(t, τ ; σ) +
ÿ

sªσ

cú(s, σ) · Sn(s, σ; τ ).

Thus, to prove (2.3.19), it suffices to show that Sn(t, τ ; σ) = O
!
Ê

(τ ,σ)
n · E[Fτ (Tn)] · E[Fσ(Tn)]

"

for all t ª τ (by symmetry, the same will also hold for Sn(s, σ; τ ) with s ª σ). Recall from
Theorem 2.3 the asymptotic

Ê(τ ,σ)
n · E[Fτ (Tn)] · E[Fσ(Tn)]

"
¥ nmax

)
0,1≠ w(τ)

1+–

*
+max

)
0,1≠ w(σ)

1+–

*
· (log n)“(τ )+“(σ). (2.3.22)

Fix t ª τ . According to the induction hypothesis and the above, the terms of Sn(t, τ ; σ) are
bounded as

Ê
(τ ,σ)
n+1

(1 + –)n ≠ 2
· E[Ft,σ(Tn)] = O

1
nmax

)
w(t)≠w(τ)

1+–
,1≠ w(τ)

1+–

*
+max

)
0,1≠ w(σ)

1+–

*
≠1(log n)“(t)+“(σ)

2
.

(2.3.23)
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The sum of the above has different asymptotics depending on the value of the exponent of n:

1st case : max
) w(t)≠w(τ )

1+–
, 1 ≠ w(τ )

1+–

*
+ max

)
0, 1 ≠ w(σ)

1+–

*
< 0

Then the sum of (2.3.23) converges, thus Sn(t, τ ; σ) = O(1) = O
!
Ê

(τ ,σ)
n ·E[Fτ (Tn)] ·E[Fσ(Tn)]

"
.

2nd case : max
) w(t)≠w(τ )

1+–
, 1 ≠ w(τ )

1+–

*
+ max

)
0, 1 ≠ w(σ)

1+–

*
> 0

Then the sum of (2.3.23) diverges, and a standard estimate provides the precise rate of growth:

Sn(t, τ ; σ) = O
1

nmax
)

w(t)≠w(τ)
1+–

,1≠ w(τ)
1+–

*
+max

)
0,1≠ w(σ)

1+–

*
(log n)“(t)+“(σ)

2
.

Compare the above to (2.3.22) to find

Sn(t, τ ; σ)

Ê
(τ ,σ)
n E[Fτ (Tn)]E[Fσ(Tn)]

= O
1

n
max

) w(t)≠w(τ )
1+–

,1≠ w(τ )
1+–

*
≠max

)
0,1≠ w(τ)

1+–

*
· (log n)“(t)≠“(τ )

2
.

Now, recall that
— w(t) Æ w(τ ) always;

— if w(t) Æ w(τ ) < 1 + –, then “(t) = “(τ ) = 0;

— if w(t) = w(τ ) Ø 1 + –, then “(t) < “(τ ).
A separate analysis of the three different situations above shows that Sn(t, τ ; σ) = O

!
Ê

(τ ,σ)
n ·

E[Fτ (Tn)] · E[Fσ(Tn)]
"
.

3rd case : max
) w(t)≠w(τ )

1+–
, 1 ≠ w(τ )

1+–

*
+ max

)
0, 1 ≠ w(σ)

1+–

*
= 0

Then the sum of (2.3.23) diverges, and a standard estimate provides the precise rate of growth:

Sn(t, τ ; σ) = O
1

(log n)“(t)+“(σ)+1
2

.

By (2.3.22) and our assumption, we find

Sn(t, τ ; σ)

Ê
(τ ,σ)
n E[Fτ (Tn)]E[Fσ(Tn)]

= O
1

n
max

) w(t)≠w(τ )
1+–

,1≠ w(τ )
1+–

*
≠max

)
0,1≠ w(τ)

1+–

*
(log n)“(t)≠“(τ )+1

2
.

(2.3.24)

The power of n in the right-hand side above is negative or null. When it is negative, equa-
tion (2.3.24) is bounded, as required. It can only be 0 in two cases: when w(τ ) < 1 + – or when
w(t) = w(τ ) Ø 1 + –. The former is incoherent with the assumption of this 3rd case; when the
latter occurs, “(t) Æ “(τ )≠1, hence (2.3.24) is bounded. In conclusion, (2.3.24) is always bounded,
which is to say that Sn(t, τ ; σ) = O

!
Ê

(τ ,σ)
n · E[Fτ (Tn)] · E[Fσ(Tn)]

"
.

It remains to prove Proposition 2.5:

Proof of Proposition 2.5 The strategy followed here is the same as for Proposition 2.2. We
start by fixing τ = (·, ¸· ) and σ = (‡, ¸‡) two decorated trees, both different from 0•. Recall our
notation: in passing from Tn to Tn+1 a new vertex denoted by vn is attached to a randomly chosen
vertex un of Tn. Our purpose is to compute the sum (2.3.18) over pairs of non-overlapping graph
embeddings „1, „2 of · and ‡ into Tn+1. We restrict the sum to embeddings with fi(τ , „1, Tn+1) > 0
and fi(σ, „2, Tn+1) > 0.

As it has already been noted in the proof of Proposition 2.2, such embeddings fall into three
distinct categories: those which do not include un nor vn in their image, those which include un

but not vn in their image and those which include both un and vn in their image. Embeddings
that include vn but not un in their image are not authorised as they only have positive weight
when the decorated tree is 0•.

A crucial remark is that two graph embeddings „1 : · æ Tn+1, „2 : ‡ æ Tn+1 with no overlap
cannot be at once in one of the two last categories of embeddings. We thus enumerate three kind
of situations:

79



CHAPTER 2. INFLUENCE OF THE SEED IN AFFINE PREFERENTIAL ATTACHMENT
TREES

1. the images of „1 and „2 are both in Tn+1 \ {un, vn};

2. the image of „1 contains un but not vn, that of „2 does not include any of them; or the same
situation but reversing the roles of „1 and „2;

3. the image of „1 contains un and vn, that of „2 does not include any of them; or the same
situation but reversing the roles of „1 and „2.

Write F
(i)
τ ,σ(Tn+1) with i = 1, 2, 3 for the contribution to (2.3.18) of pairs of embeddings being in

the corresponding situation above. As in the proof of Proposition 2.2, the pairs of embeddings
in the two first situations are in one-to-one correspondance with non-overlapping embeddings
„1 : · æ Tn, „2 : ‡ æ Tn, although their weights fi(τ , „1, Tn+1) and fi(σ, „2, Tn+1) may differ
from that in Tn. The same algebraic manipulations used for F

(1)
τ (Tn+1) and F

(2)
τ (Tn+1) in the

proof of Proposition 2.2 may also be applied here to find

E
#
F (1)

τ ,σ(Tn+1) + F (2)
τ ,σ(Tn+1)

-- En

$
(2.3.25)

=
Ë
1 + |¸· |+|¸‡|

(1+–)n≠2

È
Fτ ,σ(Tn) +

ÿ

uœ·

¸· (u)(¸τ (u)+–≠1)
(1+–)n≠2 · F

τ
u≠,σ(Tn) +

ÿ

vœ‡

¸σ(v)(¸σ(v)+–≠1)
(1+–)n≠2 · F

τ ,σv≠(Tn)

Moreover, the quantity F
(3)
τ ,σ(Tn+1) may be treated as F

(3)
τ (Tn+1) in (2.3.5), and we find

E

Ë
F (3)

τ ,σ(Tn+1)
--- En

È
(2.3.26)

= 1
(1+–)n≠2 ·

3 ÿ

v l.l of τ

F(τ\v)+,σ(Tn) + (2¸· (u) + –) · F
τ\v,σ(Tn) + ¸· (u)(¸· (u) + – ≠ 1) · F(τ\v)≠,σ(Tn)

+
ÿ

v l.l of σ

F
τ ,(σ\v)+(Tn) + (2¸‡(u) + –) · F

τ ,σ\v
(Tn) + ¸‡(u)(¸‡(u) + – ≠ 1) · F

τ ,(σ\v)≠(Tn)

4

where the two sums are over the set of loose leaves of τ and σ respectively. The above equation is
a derivative of (2.3.5). At the same stage, the last ingredient for the proof of Proposition 2.2 was a
combinatorial lemma - Lemma 2.3 - claiming that F(τ\v)+(Tn) is actually a linear combination of
Fτ (Tn) and F

τ\v
(Tn) when v is a loose leaf of τ . Here that is almost what we do for F(τ\v)+,σ(Tn)

and of course for F
τ ,(σ\v)+(Tn) by symmetry. The equality (2.3.6) is just turned into an inequality:

Lemma 2.5 Let τ = (·, ¸· ) and σ = (·, ¸‡) be two decorated trees, v a loose leave of τ and u its
only neighbour in · . Then, for any tree T :

Fτ ,σ(T ) + C(τ , w) · F
τ\v,σ(T ) Æ F(τ\v)+,σ(T ) Æ Fτ ,σ(T ) + Cú(τ , w) · F

τ\v,σ(T ),

with C(τ , w) being the constant defined in Lemma 2.3 and Cú(τ , w) := C(τ , w) + 1.

Proof As for Lemma 2.3, we proceed in two steps. First, we express Fτ ,σ(T ) in terms of pairs of
non-overlapping embeddings of · \ v and ‡, respectively, in T .

To any non-overlapping pair of embeddings „1 : · æ T , „2 : ‡ æ T associate the restriction
„̃1 : τ \ v æ T of „1 to the set of vertices of τ \ v together with the same embedding „2 of ‡.
Conversely, if a pair of non-overlapping embeddings Ẫ1 : · \ v æ T and „2 : ‡ æ T is given, we
may extend Ẫ1 to some Â1 : · æ T which preserves the non-overlapping property with „2. The
number of such extensions depends on how many neighbours of Ẫ1(u) are not contained in the
images of Ẫ1 and „2. The former occupies deg·\v

(u) neighbours of Ẫ1(u); the latter may occupy
0 or 1 neighbour due to the non-overlapping requirement. From this observation, and given that
fi(τ , „1, T ) = fi(τ \ v, „̃1, T ) (v being a loose leaf), we deduce that:

Fτ ,σ(T ) Æ
ÿ

„̃1,„2

„̃1(·\v)fl„2(‡)=ÿ

1
degT („̃1(u)) ≠ deg·\v

(u)
2

· fi(τ \ v, „̃1, T ) · fi(σ, „2, T ) (2.3.27)

and

Fτ ,σ(T ) Ø
ÿ

„̃1,„2

„̃1(·\v)fl„2(‡)=ÿ

1
degT („̃1(u)) ≠ deg·\v

(u) ≠ 1
2

· fi(τ \ v, „̃1, T ) · fi(σ, „2, T ). (2.3.28)
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The two above equations correspond to (2.3.7) in the proof of Lemma 2.3. Finally, similarly
to (2.3.8), we find

F(τ\v)+,σ(T ) =
ÿ

„̃1,„2

„̃1(·\v)fl„2(‡)=ÿ

1
degT („̃1(u)) ≠ 1 ≠ ¸· (u)

2
· fi(τ \ v, „̃1, T ) · fi(σ, „2, T ). (2.3.29)

Subtracting (2.3.27) and (2.3.28) from (2.3.29), we obtain the desired lower and upper bounds,
respectively.

To finish the proof of Proposition 2.5, insert the upper bound of Lemma 2.5 in (2.3.26) to find

E

Ë
F (3)

τ ,σ(Tn+1)
--- En

È
Æ |{v loose leaf of τ}|+|{v loose leaf of ‡}|

(1+–)n≠2 · Fτ ,σ(Tn) (2.3.30)

+ 1
(1+–)n≠2

ÿ

v l.l. of τ

(deg· (u) + ¸· (u) + – ≠ 1) · F
τ\v,σ(Tn) + ¸· (u)(¸· (u) + – ≠ 1) · F(τ\v)≠,σ(Tn)

+ 1
(1+–)n≠2

ÿ

v l.l. of σ

(deg‡(u) + ¸‡(u) + – ≠ 1) · F
τ ,σ\v

(Tn) + ¸‡(u)(¸‡(u) + – ≠ 1) · F
τ ,(σ\v)≠(Tn)

where the two sums are again over the set of loose leaves of τ and σ respectively. Equations (2.3.25)
and (2.3.30) eventually lead to the expected inequality (2.3.21).

2.3.3.3 Proof of Theorem 2.2

Theorem 2.2 follows directly from the estimates of the two previous sections and from the
decomposition

Fτ (Tn)2 = Fτ ,τ (Tn) + Fτ+τ (Tn). (2.3.31)

Proof of Theorem 2.2 Take the expectation of (2.3.31) and insert the bounds (2.3.14) and (2.3.20).

2.4 Observables and their difference around the seed tree

The goal of this section is to produce decorated trees τ that can distinguish between two
different seeds S and SÕ. Moreover, we wish the asymptotic of Fτ (T S

n ) for such trees (both for

the first and the square root of the second moment) be of the type n
w(τ)
1+– , with a null logarithmic

correction. The main result is the following.

Theorem 2.4 For any two seed trees S ”= SÕ of size k, kÕ Ø 3, there exists a decorated tree τ with
w(τ ) > 1 + – and ¸(u) Ø 2 for all u œ · such that

E[Fτ (T S
n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )] ¥ n
w(τ)
1+– .

The next four sections are concerned with the proof of Theorem 2.4. To start, we will consider
seeds S, SÕ of same size. Finally, in Section 2.4.5, we prove our main result, Theorem 2.1.

2.4.1 Differences only appear around the seed

We are here interested in the variation of the first moment of (2.1.3), depending on the value
taken by the seed tree S. We state that :

Proposition 2.6 For any two seed trees S, SÕ of common size k Ø 3, any decorated tree τ and
any n Ø k :

E[Fτ (T S
n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )] = E[Fτ (T S
n , {·} fl S ”= ÿ)] ≠ E[Fτ (T SÕ

n , {·} fl SÕ ”= ÿ)],

where:

Fτ (T S
n , {·} fl S ”= ÿ) :=

ÿ

„:·ÒæT S
n

„(·)flS ”=ÿ

Ÿ

uœ·

[degT S
n

(„(u)) ≠ 1]¸(u),
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and the same for SÕ. In other words, Fτ (T S
n , {·} fl S ”= ÿ) is the contribution to Fτ of embeddings

that “intersect the seed”.

The reader may be surprised that, in the statement above, we assume the location of the seed
inside Tn known, all while trying to prove that the seed may be determined. It should be clear
that, while Proposition 2.6 and other steps of the proof of Theorem 2.4 use the knowledge of the
seed, their ultimate result (that is Theorem 2.4) does not.

The proof is based on the coupling of Section 2.2.2, hence we use the planar –-PA formalism.

Proof Fix seed trees S, SÕ of equal size k Ø 3. We start by decomposing the sum over embeddings
„ defining (2.1.3) according to whether „(·) fl S is empty or not :

E[Fτ (T S
n )] = E[Fτ (T S

n , {·} fl S ”= ÿ)] + E[Fτ (T S
n , {·} fl S = ÿ)].

If an embedding „ of · in T S
n does not intersect S, then „(·) is necessarily a proper subset of one

of the planted plane subtrees T v,i
n , and does not intersect the root of said tree. Write Fτ (T v,i

n ) for
the contribution to Fτ (T S

n ) of all such embeddings. Then

E[Fτ (T S
n , {·} fl S = ÿ)] =

ÿ

vœVS

degS(v)ÿ

i=1

E[Fτ (T v,i
n )].

The right-hand side of the above does not actually depend on S, only on its size. Indeed, the
coupling described at the end of Section 2.2.2 indicates that the same planted plane subtrees may
be used to construct T S

n and T SÕ

n . While it is not necessary for this argument, one may notice that
T S

n and T SÕ

n may even be coupled so that

Fτ (T S
n , {·} fl S = ÿ) = Fτ (T SÕ

n , {·} fl SÕ = ÿ) a.s.

The result follows readily.

2.4.2 Blind trees: differences appear only in the seed

Next we aim to improve Proposition 2.6 by showing that E[Fτ (T S
n )]≠E[Fτ (T SÕ

n )] only depends
on embeddings totally contained in the seed, not just intersecting it. This will not be true for all
trees τ , only for special ones. Some definitions are required.

Definition 2.6 (Perfect embedding) Let τ = (·, d) be a decorated tree and T a (larger) tree.
An embedding „ : · Òæ T is called perfect if

d(u) = degT („(u)) ’u œ ·.

Write D·,d(T ) for the number of perfect embeddings from (·, d) to T . Note that any embedding
of · in T is perfect for exactly one decoration, hence contributes exactly to one D·,d(T ).

Definition 2.7 (Blind tree) Let · , T1 and T2 be finite trees with |T1| = |T2|. We say that · is a
(T1, T2)-blind tree if for any decoration d : · æ N

ú :

D·,d(T1) = D·,d(T2).

Intuitively, · is (T1, T2)-blind if it can not distinguish between T1 and T2 using observables
involving the number of embeddings and the environment around these embeddings (as are our
observables Fτ ). For instance, the tree formed of a single vertex is (T1, T2)-blind if and only if T1

and T2 have the same degree sequence.
Let (·, d) be a decorated tree, ‡ ™ · a non empty subtree of · , and S be a seed tree. Write

D‡,·,d(T S
n ) for the number of perfect embeddings Φ of (·, d) in T S

n with Φ(·) fl S = Φ(‡). We
obviously have :

Fτ (T S
n , {·} fl S ”= ÿ) =

ÿ

‡™·

ÿ

d:·æNú

D‡,·,d(T S
n ) ·

Ÿ

uœ·

[d(u) ≠ 1]¸(u). (2.4.1)

The next proposition constitutes the essential step for the upgrade of Proposition 2.6.
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Proposition 2.7 Let S and SÕ be two seed trees of common size k Ø 3. For trees ‡ ™ · with ‡

which is (S, SÕ)-blind,

’ d : · æ N
ú and n Ø k, E[D‡,·,d(T S

n )] = E[D‡,·,d(T SÕ

n )].

Proof The idea of the proof is to decompose the embeddings contributing to D·,‡,d(T S
n ) according

to degrees of the vertices belonging to its image in the seed tree S. For illustration, we will start
with the simpler case when ‡ = · , then move on to the general case.

Particular case ‡ = ·

For any seed S and n Ø |S|,

D·,·,d(T S
n ) =

ÿ

„:·ÒæS

Ÿ

uœ·

1deg
T S

n
(„(u))=d(u).

Due to the coupling explained in Section 2.2.2, the probability of the event
u

uœ· {degT S
n

(„(u)) =
d(u)} only depends on the degrees of the vertices („(u))uœ· in S. Write fd[degS „(u) : u œ · ] for
this probability. Then

E[D·,·,d(T S
n )] =

ÿ

„:·ÒæS

fd[degS „(u) : u œ · ] =
ÿ

¸:·æNú

D·,¸(S) · fd[¸(u) : u œ · ]. (2.4.2)

Since · is assumed (S, SÕ)-blind, the quantity above remains unaltered when S is replaced by SÕ.

General case ‡ µ ·

For a seed S and v œ S, write (T S
n \ S)v for the subtree of T S

n formed of all vertices that may be
connected to v without using any edge of S. In terms of vertices {(T S

n \ S)v : v œ S} is a partition
of the vertices of T S

n ; in terms of edges, it is a partition of the edges of T S
n not contained in S. In

the language of Section 2.2.2, (T S
n \ S)v is the tree obtained by gluing T v,1

n , . . . , T
v,degS(v)
n together

at the root. Use the same notation for · and ‡: for v œ ‡ write (· \ ‡)v for the subtree of · formed
of all vertices that may be connected to v in · without using any edge of ‡.

For a decoration d of · , and vertices v œ ‡ and v œ S, write D(d, v, v, T S
n ) for the number of

perfect embeddings „ of ((· \ ‡)v, d) in (T S
n \ S)v with „(v) = v:

D(d, v, v, T S
n ) =

ÿ

„:(·\‡)væ(T S
n \S)v

1„(v)=v

Ÿ

uœ(·\‡)v

1{deg
T S

n
(„(u))=d(u)}.

It may not be explicit in the above, but the last product does only depend on (T S
n \ S)v for

u ”= v, since degT S
n

(„(u)) = deg(T S
n \S)v

(„(u)). For v œ S, it should be noted that degT S
n

(v) =
deg(T S

n \S)v
(v) + degS(v).

Now express D‡,·,d(T S
n ) as follows:

D‡,·,d(T S
n ) =

ÿ

„:‡ÒæS

Ÿ

vœ‡

D(d, v, „(v), T S
n ). (2.4.3)

Indeed, any embedding contributing D·,‡,d(T S
n ) comes from an embedding of ‡ in S and embed-

dings of the subtrees (· \ ‡)v in the corresponding subtrees of T S
n \ S. The conditions that the

embedding is perfect may be verified separately in each subtree.
Now, due to the coupling of Section 2.2.2 and to the expression of (T S

n \S)v in terms of (T v,i
n )iØ1,

the expectation of the product above only depends on the degrees of the vertices „(v) in S:

E

Ë Ÿ

vœ‡

D(d, v, „(v), T S
n )

È
= f‡,·,d[degS(„(v)) : v œ ‡],

for some explicit function f‡,·,d. Injecting this in (2.4.3), we find

E
#
D‡,·,d(T S

n )
$

=
ÿ

„:‡ÒæS

f‡,·,d[degS(„(v)) : v œ ‡] =
ÿ

¸:‡æNú

D‡,¸(S) · f‡,·,d[¸(v) : v œ ‡].

Since ‡ is assumed (S, SÕ)-blind, the quantity above is equal when S is replaced by SÕ.

83



CHAPTER 2. INFLUENCE OF THE SEED IN AFFINE PREFERENTIAL ATTACHMENT
TREES

We are now ready to give a finer version of Proposition 2.6. Consider two distinct seeds S, SÕ

of equal size k Ø 4 (non two distinct seeds of smaller size exist). Then there exists at least one
tree which is not (S, SÕ)-blind, for instance S or SÕ have this property. It follows that there exists
at least one minimal tree which is not (S, SÕ)-blind, that is a tree · which is not (S, SÕ)-blind but
for which any proper subtree ‡ ( · is (S, SÕ)-blind.

Corollary 2.2 Let · be a minimal tree that is not (S, SÕ)-blind. Then for any decoration ¸ of ·

E[Fτ (T S
n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )] = E[Fτ (T S
n , {·} ™ S)] ≠ E[Fτ (T SÕ

n , {·} ™ SÕ)],

where

Fτ (T S
n , {·} ™ S) :=

ÿ

„:·ÒæS

Ÿ

uœ·

[degT S
n

(„(u)) ≠ 1]¸(u),

and the same for SÕ.

Proof We apply (2.4.1) together with Proposition 2.7 and use the minimality of · to obtain

E[Fτ (T S
n , {·} fl S ”= ÿ)] ≠ E[Fτ (T SÕ

n , {·} fl SÕ ”= ÿ)]

=
ÿ

d:·æNú

1 Ÿ

uœ·

[d(u) ≠ 1]¸(u)

2
·
!
E[D·,·,d(T S

n )] ≠ E[D·,·,d(T SÕ

n )]
"
.

Furthermore, it is clear that:

E[Fτ (T S
n , {·} ™ S)] =

ÿ

d:·æNú

1 Ÿ

uœ·

[d(u) ≠ 1]¸(u)

2
· E[D·,·,d(T S

n )].

Of course, the above equality also holds when S is replaced by SÕ. Hence the result.

2.4.3 Evaluating the difference in the seed

In light of the above, the quantities of interest for the proof of Theorem 2.4 are of the type
E[Fτ (T S

n , {·} ™ S)]. We give below a more convenient expression for them based on (2.4.2).

Lemma 2.6 Let S be a seed tree of size k and τ = (·, ¸) a decorated tree. Then, for any n Ø k

E[Fτ (T S
n , {·} ™ S)] =

ÿ

d:·æNú

f(k, n; d, ¸) · D·,d(S), (2.4.4)

where f(k, n; d, ¸) are functions defined as follows (for decorations d such that |d| < 2k ≠ 2).
Let (yn(u) : u œ τ fi {other}, n Ø k) be a Pólya urn with |· | + 1 colours, replacement matrix

M = (muv)u,vœτfi{other} with

muv =

Y
___]
___[

1 if u = v ”= other,

1 + – if u = v = other,

– if u ”= v = other,

0 otherwise,

and initial states yk(u) = – + d(u) ≠ 1 for u œ · and yk(other) = (1 + –)k ≠ 2 ≠ q
uœ· yk(u). Then

f(k, n; d, ¸) = E

Ë Ÿ

uœ·

[yn(u) ≠ –]¸(u)

È
.

Remark 2.5 The actual definition of the variables (yn(u) : u œ τ fi {other}, n Ø k) is not very
important; a more intuitive expression will be used (see (2.4.6)). The important aspect of (2.4.4)
is that E[Fτ (T S

n , {·} ™ S)] is factorised between a part that depends on n but not the seed structure
(namely f(k, n; d, ¸)) and one that depends on the seed structure but not on n (namely D·,d(S)).
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Proof Fix S and τ = (·, ¸). Recall that

E[Fτ (Tn, {·} ™ S)] =
ÿ

„:·ÒæS

E

Ë Ÿ

uœ·

#
degT S

n
(„(u)) ≠ 1

$
¸(u)

È
, (2.4.5)

where the sum is over all embeddings of · in S.
Let „ be an embedding of · in S. Then the family {degT S

n
(„(u)) : u œ ·} has a markovian

dynamics as n increases described as follows:

— for each u œ · , with probability
deg

T S
n

(„(u))≠1+–

(1+–)n≠2 , we have degT S
n+1

(„(u)) = degT S
n

(„(u))+1

and all other entries remain the same;

— otherwise degT S
n+1

(„(u)) = degT S
n

(„(u)) for all u œ · .
Then, if we set

yn(u) = degT S
n

(„(u)) + – ≠ 1, for u œ · and

yn(other) = (1 + –)n ≠ 2 ≠
ÿ

uœ·

yn(u) =
ÿ

vœT S
n \„(·)

degT S
n

(v) + – ≠ 1,

we deduce readily that the family (yn(u) : u œ τ fi {other}, n Ø k) has the dynamics of a Pólya
urn with the replacement matrix M and initial conditions given in the statement. Thus

E

Ë Ÿ

uœ·

#
degT S

n
(„(u)) ≠ 1

$
¸(u)

È
= E

Ë Ÿ

uœ·

[yn(u) ≠ –]¸(u)

È
= f(k, n; d, ¸). (2.4.6)

By inserting the above in (2.4.5) and grouping the terms of the sum by the degrees in S of the
embedding, we obtain (2.4.4).

Corollary 2.2 and Lemma 2.6 state that, for seeds S ”= SÕ of same size and · which is a minimal
non-(S, SÕ)-blind tree, the difference of the observables Fτ for T S

n and T SÕ

n is a linear combination
of functions f(k, n; d, ¸):

E
#
Fτ (T S

n )
$

≠ E
#
Fτ (T SÕ

n )
$

=
ÿ

d:·æNú

f(k, n; d, ¸) · [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)] (2.4.7)

for any decoration ¸ of · . Thus, for our proof of Theorem 2.4, it will be of great interest to study
the asymptotics of the functions f(k, n; d, ¸) as n æ Œ. The relevant result is the following.

Proposition 2.8 Let S be a seed tree of size k Ø 2, τ = (·, ¸) be a decorated tree and d : · æ N
ú

be some decoration of · . Then

n≠ |¸|
1+– · f(k, n; d, ¸) ≠≠≠≠æ

næŒ
C(k, |¸|) ·

Ÿ

uœ·

[d(u) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u), (2.4.8)

where C(k, |¸|) > 0 is some constant depending only on k and |¸|.

The above is a technical result based on the study of Pòlya urns; the rest of the section is
dedicated to proving it. It is possible to prove (2.4.8) using only the abstract quantities (yn(u) :
u œ τ fi{other}, n Ø k). We prefer however to use the more visual interpretation of these quantities
in terms of the degrees in T S

n of some embedding of · in S.
Fix a seed S of size k and R a subtree of S. Also fix some decoration ¸ of R. Set

M ¸
n =

Ÿ

uœR

[degT S
n

(u) + – + ¸(u) ≠ 2]¸(u)

and

W¸
n =

Y
_]
_[

1 if n = k,
n≠1Ÿ

t=k

1
1 +

|¸|

(1 + –)t ≠ 2

2≠1

if n Ø k + 1.

When the dependance on ¸ is not important, we will drop it from the notation.
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Lemma 2.7 The sequence (Mn · Wn)nØk is a martingale and is bounded in L2.

Proof We start by proving that (Mn · Wn)nØk is a martingale. We introduce En the ‡-algebra
generated by Mk, . . . , Mn. When going from n to n+1 one of two things can happen: either the new
vertex of T S

n+1 is attached to a vertex u œ R or it is attached to some other vertex of T S
n . In the first

case Mn is multiplied by
deg

T S
n

(u)+–+¸(u)≠1

deg
T S

n
(u)+–≠1 ; this occurs with probability 1

(1+–)n≠2 (degT S
n

(u)+–≠1).

In the latter case the value of Mn remains unchanged. Thus

E(Mn+1|En) ≠ Mn

Mn
=

ÿ

uœR

degT S
n

(u) + – ≠ 1

(1 + –)n ≠ 2
·
1degT S

n
(u) + – ≠ 1 + ¸(u)

degT S
n

(u) + – ≠ 1
≠ 1

2
=

|¸|

(1 + –)n ≠ 2
.

It follows that E(Mn+1|En) =
!
1 + |¸|

(1+–)n≠2

"
· Mn, which is to say that Mn · Wn is a martingale.

That the martingale Mn · Wn is bounded in L2 follows from:

’u œ R, [d + – + ¸(u) ≠ 2]2¸(u) Æ [d + – + 2¸(u) ≠ 2]2¸(u)

and also:

(W¸
n)2 Æ W2¸

n ,

where 2¸ is the decoration such that for every u œ R, (2¸)(u) = 2 · ¸(u). Indeed, the two above
inequalities together imply that (M ¸

n · W¸
n)2 Æ M2¸

n · W2¸
n for every n Ø k. But since M2¸

n · W2¸
n is

a martingale according to what we have just proved, it is bounded in L1, thus Mn · Wn is for its
part bounded in L2.

Corollary 2.3 The following convergence holds almost surely and in L1:

n≠ |¸|
1+– · Mn ≠≠≠≠æ

næŒ
C(k, |¸|) · ›(R), (2.4.9)

where ›(R) is a random variable of expectation E[›(R)] =
Ÿ

uœR

[degS(u) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u) and

C(k, |¸|) > 0 is a universal constant depending only on k and |¸|.

Proof As a martingale that is bounded in L2, (Mn · Wn) converges a.s. and in L1 when n æ Œ
to some random variable ›(R). By the L1 convergence,

E[›(R)] = E[Mk · Wk] =
Ÿ

uœR

[degS(u) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u).

Finally, as in (2.3.10), a straightforward computation proves that Wn · n
|¸|

1+– converges as n æ Œ
to some constant depending only on |¸| and k. This implies (2.4.9).

Remark 2.6 If we apply Corollary 2.3 to R being formed of a single vertex u with ¸(u) = 1, we
obtain

n≠ 1
1+– degT S

n
(u) ≠≠≠≠æ

næŒ
C(k, 1) · ›(u),

where E[›(u)] = degS(u) + – ≠ 1 and C(k, 1) > 0 is defined as above. Moreover, it may be shown
that ›(u) > 0 a.s. (see [77, Lemma 8.17]), which is to say that degT S

n
(u) grows as n

1
1+– .

We are now ready to prove Proposition 2.8.

Proof of Proposition 2.8 Fix some S, · , ¸ and d as in the proposition. Let „ be some perfect
embedding of (·, d) in S. Write R = „(·) and keep in mind that degS(„(u)) = d(u) for all u œ · .
We will use the notation of Corollary 2.3 for R.
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Using (2.4.6) and the fact that degT S
n

(u) æ Œ for all u œ · , we have

r
uœ· [yn(u) ≠ –]¸(u)

Mn
=

Ÿ

uœ·

[degT S
n

(„(u)) ≠ 1]¸(u)

[degT S
n

(„(u)) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u)
≠≠≠≠æ
næŒ

1.

Moreover, the ratio is always bounded from above by 1 4. Thus, by the dominated convergence
theorem,

lim
næŒ

n≠ |¸|
1+– · f(k, n; d, ¸) = lim

næŒ
n≠ |¸|

1+– · E[Mn] = C(k, |¸|) ·
Ÿ

uœ·

[d(u) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u),

where the last equality is due to Corollary 2.3.

2.4.4 Proof of Theorem 2.4

In proving Theorem 2.4 we analyse differently the case where the two seeds S, SÕ have same
size and that where they have distinct sizes. We start with the former.

Proof of Theorem 2.4 for seeds of common size Fix S, SÕ two distinct seeds of same size
k Ø 4. Let · be a minimal tree which is not (S, SÕ)-blind. Then, for any decoration ¸ of · ,
equation (2.4.7) and Proposition 2.8 imply that

lim
næŒ

n≠ |¸|
1+– ·

!
E[Fτ (T S

n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )]
"

=
ÿ

d:·æNú

f(Œ; d, ¸) · [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)], (2.4.10)

where f(Œ; d, ¸) := lim
næŒ

n≠ |¸|
1+– · f(k, n; d, ¸) = C(k, |¸|) ·

Ÿ

uœ·

[d(u) + ¸(u) + – ≠ 2]¸(u). Thus, our

goal is to find a decoration ¸ : · æ N with ¸(u) Ø 2 for all u œ · , |¸| > 1 + – and such that the
right-hand side of (2.4.10) is non-zero.

Fix some arbitrary order u1, . . . , ur for the vertices of · (where r := |· |) and write ª¸ for the
lexicographical order induced on the set of decorations of · . Consider the set ∆ of decorations d
of · with D·,d(S) ”= D·,d(SÕ). This set is finite, since D·,d(S) = D·,d(SÕ) = 0 for all large enough
decorations. Moreover, it is not void since · is not (S, SÕ)-blind. Let dmax be the maximal element
of ∆ for ª¸.

Consider some d œ ∆ with d ”= dmax and let j = min{i : d(ui) ”= dmax(ui)}. Then

f(Œ; d, ¸)

f(Œ; dmax, ¸)
=

Ÿ

iØj

[d(ui) + ¸(ui) + – ≠ 2]¸(ui)

[dmax(ui) + ¸(ui) + – ≠ 2]¸(ui)
≠æ 0 (2.4.11)

when all ¸(ui) for i > j are fixed and ¸(uj) æ Œ.
Write ∆j for the set of decorations d œ ∆ with d ”= dmax and such that min{i : d(ui) ”=

dmax(ui)} = j. Then ∆ \ {dmax} =
gr

j=1 ∆j . Now let us construct a decoration ¸ with the
necessary requirements by first choosing ¸(ur), then ¸(ur≠1) etc.

First fix ¸(ur) > 1 + – large enough so that

---
ÿ

dœ∆r

f(Œ; d, ¸)

f(Œ; dmax, ¸)
· [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)]

--- Æ 1

2r
.

This is possible by (2.4.11). Observe that the values of ¸(ui) for i < r are irrelevant, as they do
not appear in the above. Once ¸(ur) is fixed, fix ¸(ur≠1) Ø 2 so that

---
ÿ

dœ∆r≠1

f(Œ; d, ¸)

f(Œ; dmax, ¸)
· [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)]

--- Æ 1

2r
.

Again, (2.4.11) shows that the values {¸(ui); i < r ≠ 1} do not appear in the above and that such
a choice of ¸(ur≠1) is possible regardless of the value of ¸(ur) fixed before.

4. This is proved individually for each term in the product: it is clear when ¸(u) ≥ 1; when ¸(u) = 0, the ratio
is 1
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Continue as such until all values {¸(u) : u œ ·} are fixed. The resulting decoration ¸ has
¸(u) Ø 2 for all u œ · 5, it is such that |¸| Ø ¸(ur) > 1 + –, and satisfies

---
ÿ

dœ∆j

f(Œ; d, ¸)

f(Œ; dmax, ¸)
· [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)]

--- Æ 1

2r
, ’j = 1, . . . , r.

When summing the above, we find
---

ÿ

dœ∆\{dmax}

f(Œ; d, ¸) · [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)]
--- Æ 1

2 f(Œ; dmax, ¸).

Now, since D·,dmax(S) ”= D·,dmax(SÕ), this implies that
---

ÿ

d:·æNú

f(Œ; d, ¸) · [D·,d(S) ≠ D·,d(SÕ)]
--- Ø 1

2 f(Œ; dmax, ¸) > 0,

which was the desired condition.

Proof of Theorem 2.4 for seeds of different sizes Fix two seeds S, SÕ of sizes k and kÕ, re-
spectively, with 3 Æ kÕ < k. Due to the Markov property, the law of (T SÕ

n )nØk is a linear combina-
tion of laws (T R

n )nØk with R ranging over the different values taken by T SÕ

k . Write Tk for the set
of trees of size k with P(T SÕ

k = R) ”= 0.
First we claim that there exist two trees in Tk with different maximal degree. Indeed, one

possible way of going from SÕ to a tree in Tk is to always attach the new vertices to leaves. In this
scenario, the maximal degree of the resulting tree is the same as that of SÕ (since that in SÕ is at
least 2). In conclusion

P
!

max{degT SÕ

k
(u) : u œ T SÕ

k } = max{degSÕ(u) : u œ SÕ}
"

> 0.

Another is to always attach the new vertex to the one of maximal degree. The resulting maximal
degree in T SÕ

k would then be k ≠ kÕ more than that in SÕ:

P
!

max{degT SÕ

k
(u) : u œ T SÕ

k } = max{degSÕ(u) : u œ SÕ} + k ≠ kÕ" > 0.

Thus, there exist two trees in Tk with distinct maximal degree, as claimed.
Fix · to be the tree formed of a single vertex. A decoration for · is then simply an integer

number. This tree has no subtree, hence Proposition 2.7 applies to it. For any decoration ¸ œ N

of · , equation (2.4.10) adapts to

lim
næŒ

n≠ ¸
1+–

!
E[Fτ (T S

n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )]
"

=
ÿ

dœNú

f(Œ; d, ¸)
ÿ

RœTk

P(T SÕ

k = R) · [Dd(S) ≠ Dd(R)],

where f(Œ; d, ¸) = C(k, ¸) · [d + ¸ + – ≠ 2]¸ and Dd(S) is simply the number of vertices of degree
d in S.

Write dmax for the maximal number d œ N
ú with

ÿ

RœTk

P(T SÕ

k = R) · [Dd(S) ≠ Dd(R)] ”= 0. (2.4.12)

First observe that the set of values d satisfying (2.4.12) is finite since Dd(S) = Dd(R) = 0 for all
R œ Tk provided d is large enough. Second, notice that there exist at least one d satisfying (2.4.12)
since the maximal degree of R œ Tk is not constant.

Now, by (2.4.11),

lim
¸æŒ

ÿ

dœNú

f(Œ; d, ¸)

f(Œ; dmax, ¸)

ÿ

RœTk

P(T SÕ

k = R) · [Dd(S) ≠ Dd(R)]

=
ÿ

RœTk

P(T SÕ

k = R) · [Ddmax
(S) ≠ Ddmax

(R)] ”= 0.

In conclusion, one may fix ¸ > 1 + – (and implicitly ¸ Ø 2) so that

lim
næŒ

n≠ ¸
1+–

!
E[Fτ (T S

n )] ≠ E[Fτ (T SÕ

n )]
"

”= 0.

5. ¸(ur) ≥ 2 is ensured by the fact that ¸(ur) > 1 + –
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2.4.5 Proof of Theorem 2.1

Proof Fix S, SÕ two distinct seeds of sizes at least 3. Let τ be the decorated tree given by
Theorem 2.4 for these two seeds. Due to our assumptions on τ , Theorem 2.2 applies to it, and we
have

E
#
Fτ (T S

n )2
$

= O
!
n

2|¸|
1+–

"
and E

#
Fτ (T SÕ

n )2
$

= O
!
n

2|¸|
1+–

"
.

Lemma 2.1 then yields lim inf
næŒ

dT V (Fτ (T S
n ), Fτ (T SÕ

n )) > 0, which in turn implies Theorem 2.1.

2.5 Open problems and future research

Other attachment mechanisms As mentioned in the introduction, our approach uses the fact
that the attachment mechanism is affine to couple the evolution of trees starting from distinct
seeds of same size; see the coupling of Section 2.2.2 and its use in Section 2.4.1 and 2.4.2 to deduce
Corollary 2.2.

Suppose now that we consider a different attachment model, where the new vertex is attached
to a vertex u œ Tn with probability proportional to g(degTn

(u)) for some function g : N æ (0, +Œ).
Thus (2.1.1) becomes

P(uN = u | T S
k , . . . , T S

N with T S
N = T ) =

g(degT (u))q
vœT g(degT (v))

’u œ T.

Notice that, when g is not affine, the denominator above depends on the structure of T , and the
attachment probabilities cease to be a local function of u. In other words, the sequence of drawn
vertices loses its exchangeability. As a consequence, it is not possible anymore to construct a
coupling between sequences (T S

n )nØk and (T SÕ

n )nØk as in Section 2.2.2, where S and SÕ are two
seeds of size k. Nevertheless, if S and SÕ have same degree sequences, then regardless of the form
of g, one may couple the evolution of T S

n and T SÕ

n so that the sets of connected components of
T S

n \ S and T SÕ

n \ SÕ are identical (here T S
n \ S stands for the graph obtained from T S

n by removing
all edges of S). The equivalent of Corollary 2.2 may then be proved in the same manner.

This hints to the possibility of seed recognition (i.e. Theorem 2.1) for a much larger set of
models. One particular example of interest is when g(k) = k— for some — œ (0, 1) [94]. In such
models, the largest degree in T S

n is of order (log n)
1

1≠— , hence much smaller than in the affine case
[29, Thm. 22]. The case — = 1 is that of the linear preferential attachment model treated in [54];
when — = 0 we obtain the uniform attachment model of [38]. For — œ (0, 1) we expect the same
type of result to hold, and plan to investigate this in future work.

Let us also mention that, when — > 1 a single vertex of T S
n has degree tending to infinity, all

other degrees are a.s. bounded by a constant, as is the diameter of T S
n [118, Thm. 1.2].

Finding the seed Our result may be understood as follows: given a large (but uniform in n)
number of samples of T S

n , one may recover S with high precision. A related question is to locate S
given a single instance of T S

n . One may not hope to do this with high probability, but is it possible
to do it with uniformly positive probability? Results in this direction were obtained in [37, 61, 100]
for the uniform and linear preferential attachment models.

One may ask whether having a uniformly positive chance of locating the seed is equivalent to
Theorem 2.1. Moreover, for specific cases such as the –-PA, is there an explicit algorithm that
locates the seed?

Beyond trees Finally, one may consider randomly growing graphs, rather than trees. Indeed,
imagine a model where vertices are added one by one to a growing graph, with each new vertex
being attached to each old vertex independently, with a probability depending on the size of
the graph and on the degree of the old vertex. This offers great freedom for the choice of the
attachment probability, but the resulting graph ceases to be a tree; it may even have multiple
connected components. These aspects render the study of such models more delicate. However, we
believe that for certain attachment mechanisms - affine for instance - an equivalent of Theorem 2.1
would remain valid.
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Chapter 3

Percolation on supercritical causal
triangulations

This chapter is adapted from the work in progress [105].
We study oriented percolation on random causal triangulations, those are random planar graphs

obtained roughly speaking by adding horizontal connections between vertices of an infinite tree.
When the underlying tree is a geometric Galton–Watson tree with mean m > 1, we prove that the
oriented percolation undergoes a phase transition at pc(m), where

pc(m) =
÷

1 + ÷
with ÷ =

1

m + 1

ÿ

nØ0

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
.

We establish that strictly above the threshold pc(m), infinitely many infinite components coexist
in the map. This is a typical percolation result for graphs with a hyperbolic flavour. We also
demonstrate that large critical oriented percolation clusters converge after rescaling towards the
Brownian continuum random tree. The proof is based on a Markovian exploration method, similar
in spirit to the peeling process of random planar maps.
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CHAPTER 3. PERCOLATION ON SUPERCRITICAL CAUSAL TRIANGULATIONS

3.1 Introduction and main results

In these pages we study oriented percolation on a random "hyperbolic" type of planar graph
which is constructed as follows. Let t be any infinite rooted plane tree. For any r Ø 1, we add
horizontal edges between consecutive vertices belonging to the boundary of the ball of radius r
in t, so that it forms a cycle. Then, we triangulate each face by linking vertices on its bottom
side—except the rightmost one—to the top-right vertex. See Figure 3.1 for an illustration. The
planar triangulation that we get is called a causal triangulation.

T∞

ρ

T

ρ

Figure 3.1: A piece of an infinite supercritical Galton–Watson tree TŒ, rooted in fl, and its
associated causal triangulation T. In dashed lines are the horizontal edges connecting at each level
consecutive vertices. They do not play any role in our work. Red edges are added to triangulate
the map. Edges in purple illustrate the orientation—away from the root—chosen in our percolation
model.

We are interested in the case where t is a random supercritical Galton–Watson tree condi-
tioned to survive, denoted by TŒ. Specifically, we shall focus on the case where the offspring
distribution µ of the tree is geometric. That is for some – œ (1/2, 1), we have for every k Ø 0,

µ(k) = µ–(k) := –k(1 ≠ –).

We recall that the mean of µ– is

m := – · (1 ≠ –)≠1 > 1.

We will denote by T the random causal triangulation resulting from TŒ, and PT the associated
probability measure. We call the model supercritical causal triangulation, abbreviated to SCT.
In what follows, we will write GW— to designate the distribution of a Galton–Watson tree with off-
spring law µ——without conditioning on the survival event—and where — is more generally in (0, 1).

In the rest of the paper, we assume that – œ (1/2, 1) is fixed. We will omit – in our
notation most of the time, although what will be stated will often depend on it.

Causal triangulations first appeared in the physics literature [13]. Random versions have been
recently studied from a mathematical point of view [56, 43]. In particular, the author of [43] focuses
on the causal maps derived from a supercritical (non necessarily geometric) Galton–Watson tree
conditioned to survive. Causal maps are constructed from a rooted tree in the same manner
as causal triangulations, except that they are not triangulated. It is shown in the mentioned
paper that they have "hyperbolic" properties (anchored Gromov hyperbolicity, positive speed of
the associated simple random walk, a non-trivial Poisson boundary, etc).

Results. Our contribution here is to grasp the SCT model through the lens of directed perco-
lation. Fix a (deterministic) causal triangulation ◊. The edges are directed away from the root,
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the horizontal connections play no role. A Bernoulli bond percolation is applied on them:
for some fixed parameter p œ [0, 1], each (directed) edge is declared either open or closed with
probabilities p œ [0, 1] and 1 ≠ p respectively, independently of the others. We denote by Pp,◊ the
distribution of the percolation process on ◊. Now, we introduce Pp the overall distribution

⁄
PT(d◊)

⁄
dPp,◊

which averages the percolation process on supercritical causal triangulations. This is an annealed
percolation distribution, while Pp,◊ is a quenched one.

In our first main result, we show the existence of a non trivial annealed phase transition:

Theorem 3.1 Let C be the (directed) percolation cluster of the root in T. We define Θ(p) the
annealed probability that C is infinite and set

pc = pc(m) :=
÷

1 + ÷
with ÷ =

1

m + 1

ÿ

nØ0

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
. (3.1.1)

Then:

Θ(p) =

;
0 if p Æ pc

> 0 if p > pc.
(3.1.2)

Furthermore, when pc < p < 1, there are Pp-almost surely infinitely many disjoint infinite clusters
in T.

Since the environment is directed, the notion of disjoint clusters may seem ambiguous. Imagine
indeed two clusters Cu and Cv associated to two distinct vertices u and v, which do not share any
vertex in common, but are both included in a bigger cluster emanating from a third vertex nearer
to the root. We do not definitely want to consider them as disjoint. So, to be more precise, our
statement is that as pc < p < 1, there are Pp-almost surely infinitely many disjoint non-directed
clusters (i.e. when edges are not directed anymore), each containing at least one infinite directed
cluster within it.

We easily derive from Theorem 3.1.1 a quenched version of it. In a classic way, we define for
any causal triangulation ◊:

pc(◊) := inf
)

p œ [0, 1] : Pp,◊(there exists an infinite (directed) cluster in ◊) = 1
*

.

The theorem ensures that pc(◊) is PT-almost surely equal to pc. Also, we have PT-almost surely
infinitely many disjoint infinite clusters in ◊ with probability one.

The graph of pc as a function of – is plotted in Figure 3.2. We remark that pc(–) æ 1
as – æ 1/2. It is worth to investigate the case – = 1/2. The Galton–Watson tree T is then critical
and almost surely finite. If we condition its size to be increasingly large, an infinite random tree still
emerges as local limit in distribution, namely the Kesten’s tree with offspring distribution µ1/2 [2].
Since the latter is infinite, a causal triangulation can be defined from it. This infinite tree is fur-
thermore the local limit as – æ (1/2)+ of Kesten’s trees with offspring distribution µ–. Naturally,
the convergence also holds for the related causal triangulations. Now, we claim that the percolation
threshold of the causal triangulation derived from the Kesten’s tree with offspring distribution µ–

is equal to pc as defined in Theorem 3.1. This is due to the fact that the distribution of the tree is
absolutely continuous with respect to that of a Galton–Watson tree with offspring distribution µ–,
conditioned to survive [102]. Finally, since the critical percolation threshold is continuous with
respect to the local topology, we deduce that the phase transition indeed degenerates and pc = 1
when – = 1/2. Although the percolation problem is trivial on the critical causal triangulation, its
geometric and spectral properties are not and have been studied in [64] and [56].

The annealed phase transition described in Theorem 3.1 is of the same nature when bond
percolation is performed on the underlying Galton–Watson tree alone. Only the value of the
threshold pc change into m≠1. It stems from the fact that in such context, the cluster of the root
vertex is itself a Galton–Watson tree of mean p · m. The conclusion is identical by taking for
instance an infinite regular tree instead of a supercritical Galton–Watson tree. Such kind of phase

93



CHAPTER 3. PERCOLATION ON SUPERCRITICAL CAUSAL TRIANGULATIONS

transition—including a non degenerate phase pc < p < pu where infinitely many infinite clusters
coexist in the map—is typical of percolation on "hyperbolic" type of graphs—that is roughly
those where the volume of balls of radius r grows exponentially fast as r æ +Œ. See [23] or
[80] for a deterministic environment. Similar results have also been established in some random
environment context. In [121] for site percolation on hyperbolic half-planar triangulations, or
in [53] for bond percolation on hyperbolic bipartite half-planar maps. In the former reference, the
author furthermore shows the existence of another non degenerate phase pu < p, where there is
exactly one (and only one) infinite cluster in the map. In our case, the phase is unfortunately
trivial with pu = 1, as it is also in the tree set-up mentioned above.

0

1

α1/2 1

Figure 3.2: Plot of the map – ‘æ pc(–) on the interval (1/2, 1).

In a second result, we compute several annealed exponents related to percolation cluster:

Theorem 3.2 We have:

(i) Ppc
(|C| Ø n) = Ω

!
n≠1/2

"
and Ppc

(|C| Ø n) = O
!

log (n) · n≠1/2
"
;

(ii) C≠1 · (p ≠ pc) Æ Θ(p) Æ C · (p ≠ pc) for any p > pc and some constant C > 0.

Here and later, for any two sequences f, g : N ‘æ (0, +Œ), we use the notation f(n) = O
!
g(n)

"
,

resp. f(n) = Ω
!
g(n)

"
, if the ratio f/g is bounded below, resp. above, by some positive con-

stant C > 0. Sometimes, we also write f(n) = o
!
g(n)

"
to mean that f(n)/g(n) ≠æ 0. We

expect the second asymptotic of item (i) to hold with no logarithmic correction to the polynomial
term. We insist on the fact that exponents of Theorem 3.2 are annealed versions, i.e. averaged on
the random map and the percolation process. We do not know if quenched exponents exist and
if their values coincide with the annealed ones. The same critical and off-critical exponents arise
in the context of bond percolation performed on the underlying Galton–Watson tree, or on some
deterministic hyperbolic graphs as well [80]. We do not have knowledge of any equivalent result in
the literature about other model of random hyperbolic maps. See [17, 57, 71] or [53] to get a more
general background, which are works dealing with non-hyperbolic random environment, where it
turns out that critical exponents significantly differ from what is observed in our model. We expect
the second asymptotic of item (i) to hold with no logarithmic correction to the polynomial term.

In our last main result, we establish that a large critical oriented percolation cluster admits the
Brownian continuum random tree as scaling limit:

Theorem 3.3 At p = pc, we have:

!
n≠1/2 · C

-- |C| Ø n
" dGH≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
ŸÕ · T Ø1, (3.1.3)

where ŸÕ = ŸÕ(–) > 0 is a positive number only depending on – and T Ø1 is the Continuum
Random Tree of mass greater than 1 [6, 7]. The convergence (3.1.3) holds in distribution for the
Gromov–Hausdorff distance.

Again, a comparable behaviour is witnessed in the Galton–Watson tree cleared of the additional
edges of the causal triangulation. Indeed, at the critical threshold pc = m≠1, the percolation cluster
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of the root is distributed as a critical Galton–Watson. When the latter is conditioned to have a
large size, it converges to the CRT [7, 97]. The emergence of such scaling limit in a hyperbolic
context is not new. See for instance [49] where the authors prove that the CRT is the limit of long
Brownian bridges in hyperbolic space. For a precise definition of the Gromov–Hausdorff topology
and of the metric space T Ø1, we refer the reader to Section 3.3.3.

Techniques. The main tool to prove Theorems 3.1, 3.2 and 3.3 is a Markovian exploration
of T along the directed cluster of the origin. More precisely, we show that in a simplified "half-
plane" model ÂT of T, we can explore the underlying map step-by-step using an algorithm tailored
to the percolation. This exploration yields a random walk with independent increments which
roughly does the contour of our percolation cluster. This is reminiscent of the peeling process
in the theory of random planar maps, and in particular of the fact that percolation on random
half-planar maps can be studied (using the peeling process) via a random walk with independent
increments, see [15, 16] for the pioneer works of Angel on the subject and [53] for a comprehensive
treatment. With this tool at hands, a version of Theorems 3.1, 3.2 and 3.1.3 is easily established
in our simplified model ÂT. The results are then transferred back to T.

Organisation of the paper In Section 3.2, we introduce the toy model of random triangulations
of the half-plane, and outline its main properties. We describe a peeling procedure for these maps
which exhibits a spatial Markov property. In Section 3.3, we study percolation on the toy model
and prove an equivalent of our three main theorems. Section 3.3.4 plays a special role, as an
intermediate section where we generalize some of the previous results and pave the way to the
analysis of the SCT model, which is finally carried out in Section 3.4.

Acknowledgement I deeply thank Nicolas Curien for his careful reading of the earlier versions
of this work.

3.2 The supercritical causal triangulation of the half-plane

We present in a first section the definition of a random model of triangulations of the half-plane,
which is supposed to approach SCT. The idea is that it will capture essential features of T at large
distances from the root vertex. In the next two sections, we outline some basic properties of this
model, and introduce a Markovian exploration of the map.

3.2.1 Definition of the model

We start by introducing a family of random triangulation of the cylinder R◊ [0, 1], with vertex
set N ◊ {0, 1}. The maps are then labelled. Any face of such a map is a triangle, which has to
be either top-oriented—if it shares an edge with the upper boundary of the cylinder—or bottom-
oriented—if it does with the lower boundary. We can rank them according to their order of
apparition from left to right. In our random model, we assume that each triangle is top-oriented
with probability –, or bottom-oriented with probability 1 ≠ –, independently of the others. Then,
the triangulation can be summed up by a sequence of i.i.d. biased Bernoulli trials of parameter –,
where the i-th trial indicates whether the i-th leftmost triangle is top or bottom-oriented.

Consider now an i.i.d. sequence (indexed by Z) of such random maps. We glue them so that
for any i œ Z, the lower boundary of the i-th cylinder coincides with the upper boundary of
the i ≠ 1-th. After a simple relabelling operation of vertices, it yields a random triangulation of
the half-plane R+ ◊ R, denoted by ÂT, with vertex set N ◊ Z. We call it –-supercritical causal
triangulation of the half-plane, abbreviated to –-SCTHP or just SCTHP. See Figure 3.3 for
an illustration.

As in the SCT model, horizontal edges here never play an effective role since our aim
is to study directed percolation with edges being oriented in the bottom-up direction. This is why
they are drawn in dashed lines in our figures. Their presence is however helpful to understand the
peeling algorithm that we will introduce later.

95





CHAPTER 3. PERCOLATION ON SUPERCRITICAL CAUSAL TRIANGULATIONS

(0,0)
(0,0)

t↓
0

(0,0)

t↑
0

eT

Figure 3.4: Ascending (in blue) and descending (in red) trees emerging from vertices of N◊{0} µ ÂT.
Note how large is t

ø
(3,0) while t

ø
(2,0) and t

¿
(1,0) are for instance made of a single vertex. On the left-

hand side of the figure are depicted the ascending and tree associated to the origin vertex. The
thin continuous or dashed black lines are the edges deterministically added to recover the whole
map, in case where the only provided data are the blue and red trees. The operation is the same
than that to build T from T in the SCT model. See Figure 3.1.

that we know the orientation of the K first triangles (ordered from left to right), the next triangles
remain i.i.d. with the same distribution. In particular, the probability that the next L first triangles
are top-oriented is –L = µ–(· Ø L). Since the number of offspring of some vertex v is equal to the
number of top-oriented triangles which emerge from it, the above facts imply that it is distributed
as µ– and independent of the corresponding quantity for the other vertices. Triangulations of the
cylinders being independent, we deduce that the ascending trees

!
t
ø
v

"
v

emerging from vertices with
some height h œ Z are i.i.d. with distribution GW–. Due to duality, a similar conclusion holds
for the descending trees, but the offspring distribution is in this case µ1≠–. Finally, the ascending
and descending trees are mutually independent since the former are measurable with respect to
cylinders above height h, while the latter are with respect to those below height h.

A straightforward consequence of Proposition 3.1 is that ascending trees in SCTHP are super-
critical Galton–Watson trees—since

q
kØ0 k · µ–(k) = –

1≠–
> 1 when – œ ( 1

2 , 1)—while descending
trees are subcritical. Later on, it will be useful to have some more information on the latter.
Below, we prove that the distribution of their height is exponentially tailed. We also express the
first moment as an infinite series.

Proposition 3.2 Consider t
¿ (d)≥ GW1≠– for – > 1/2. We note h(·) the function returning the

height of any rooted tree. Recall that m := –
1≠–

> 1. Then:

P

1
h(t¿) Ø n

2
=

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
and so E[h(t¿)] =

ÿ

nØ1

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
.

Proof of Proposition 3.2 Let (Zn)nØ0 be a Galton–Watson process started from one particle
and with µ1≠– as offspring distribution. We have:

E[h(t¿)] =
ÿ

nØ0

P

1
h(t¿) Ø n

2
=

Proposition 3.1

ÿ

nØ0

1 ≠ P(Zn = 0)¸ ˚˙ ˝
:=un

(3.2.1)

The stake is to derive an exact formula for the un. It is classic and easy to see that un satis-
fies u0 = 0, and for every n Ø 0, the recurrence relation

un+1 = „(un), (3.2.2)
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where „ is the generative function „ : [0, 1
1≠–

) æ R+ of the distribution µ1≠–, which is equal to

„(z) :=
ÿ

nØ0

µ1≠–(n) · zn =
–

1 ≠ (1 ≠ –) · z
. (3.2.3)

The next step is then to find the fixed points of the homography:

„(z) = z … – · z2 ≠ z + (1 ≠ –) = 0 … z = 1 or z =
–

1 ≠ –
= m > 1.

Let us introduce now the new sequence vn := un≠m
un≠1 . We check that it is geometric of ratio m and

immediately deduce that for every n Ø 1:

vn = mn≠1 · v1 = mn≠1 ·
–2

(1 ≠ –)2
= mn+1.

Which yields the conclusion.

3.2.3 A peeling exploration and a spatial Markov property

In this section, we describe a particular way to peel a SCTHP, that exhibits a nice spatial
Markov property. By peeling, we mean that the map is "revealed" step by step through some
process: at each time, we only know and observe a portion of the map—a submap of it. In the next
definition—in which we introduce the fundamental pattern of our peeling process, it will become
clear for the reader what is a submap.

Definition 3.2 Let ÂT be a SCTHP and e be an edge of its left boundary σ0 := {0} ◊ Z. Note
that e = (x, y) is necessarily such that x = (0, n) and y = (0, n + 1) for some n œ Z. Then:

— (upward revelation) if the triangle bordering e on its right is bottom-oriented, we reveal
all the vertices of the ascending tree t

ø
y, and all the edges emerging from them;

— (downward revelation) otherwise, the triangle is top-oriented. Here, we reveal all the
vertices of the descending tree t

¿
x, and again all the edges emerging from them.

In both cases, our procedure is actually equivalent to reveal a certain number (maybe infinite) of
triangles in ÂT. Glued together with the unique face of infinite degree of ÂT (that on the left of the
infinite path {0} ◊ Z), we obtain a planar map that we denote by Peel(σ0, e, ÂT). It is the submap
of ÂT obtained after the peeling of the edge e. See Figure 3.5 for an illustration. The map which
instead results from the gluing of the non-revealed faces of the SCTHP is called the complement
submap of Peel(σ0, e, ÂT) and is written ÂT \ Peel(σ0, e, ÂT).

We label vertices both in Peel(σ0, e, ÂT) and in the complement submap. In the former, we
simply keep labels of the underlying SCTHP. In the latter, heights are unchanged but we translate
in a trivial way the first coordinates so that to get a labelling in bijection with N ◊ Z. Note that
the submap Peel(‡0, e, ÂT) has two faces of infinite degree, which surround triangles. We define the
right boundary as the path bordering the right infinite face.

Remark 3.1 An alternative way to construct Peel(σ0, e, ÂT) is as follows. If the triangle bordering e

is bottom-oriented, we set γ as the leftmost (vertical) path crossing the edge (x, z), where z is the
right neighbour of y. Otherwise, we set γ as the leftmost (vertical) path crossing the edge (z, y),
where z is this time the right neighbour of x. In both cases, the submap Peel(σ0, e, ÂT) is obtained
by gluing together all the faces of ÂT located on the left of γ. See Figure 3.5 for an illustration.

As announced earlier, the above peeling procedure highlights a spatial Markov property of
SCTHP, summed up in two points:

1. the submap Peel(σ0, e, ÂT) and its complement ÂT \ Peel(σ0, e, ÂT) are independent;

2. the complement submap ÂT \ Peel(σ0, e, ÂT) is distributed as a SCTHP.
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Our third concern is to investigate the geometry of a large critical cluster and demonstrate that
the Brownian continuum random tree emerges—like in SCT—as its scaling limit:

Theorem 3.6 At p = pc, we have:

!
n≠1/2 · ÂC

-- | ÂC| Ø n
" dGH≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
ŸÕ · T Ø1, (3.3.2)

where ŸÕ = ŸÕ(–) is a positive number only depending on – and T Ø1 is the CRT of mass greater
than 1 [6, 7]. The convergence (3.3.2) holds in distribution for the Gromov–Hausdorff distance.

Again, the proof rests on a clever use of the cluster’s exploration. While the convergence in (3.3.2)
involves metric spaces, we will rewrite it in terms of random processes instead. The result will
decisively stem from the Donsker’s theorem. Details are tackled in Section 3.3.3. Definitions of
the Gromov–Hausdorff topology and of the CRT are also recalled in the latter.

Finally, in Section 3.3.4, we look at how interact percolation clusters emerging from vertices
on the x-axis of the SCTHP. We generalise Theorem 3.5(ii) and Theorem 3.6. This will be mostly
helpful to transfer back the above result on the scaling limit to SCT.

3.3.1 Exploration of the percolation cluster via a peeling process

A simple way to find an infinite directed path—provided that it exists— in the cluster ÂC is by
tracing its contours from left to right. We start by following the leftmost directed path emerging
from the origin vertex, as far as possible. At some point, we may reach a dead end—a vertex,
say x, with no offspring in the cluster: all the opportunities to go further have been exhausted
in that direction. A clear consequence is that at our current height in the SCTHP, any infinite
directed path in the cluster necessarily crosses an edge located strictly on our right. The leftmost
such edge is that connecting the first right neighbour of x to the rightmost offspring of x—say z
and y. We look now for a way to reach the latter edge (z, y) from (0, 0).

For this purpose, it is natural to consider “ the leftmost directed path in the map passing
through the edge (z, y). The friendly situation is when “ meets somewhere downward a vertex xú

(take the highest one), on the segment explored by the walk from (0, 0) to x. In such case, we get
a possible path from the origin to z. So we restart the walk at xú and continue the exploration on
the right of “, according to the same principle (following the leftmost directed path up to a dead
end, etc). We insist again on the fact that an infinite path in ÂC cannot be found anywhere else but
on the right of “. By dropping to xú, some vertices of the cluster are set aside by the walk, but
we do know that they are in finite number, enclosed between the explored segment [xú, x] and “.
See Figure 3.7 for an illustration.

An unfriendly situation may also happen when “ do not intersect vertices visited earlier. The
finding is in fact more definitive: the cluster ÂC do not merely contain any infinite directed path
since then, there is no way to get through “ from the origin and connect itself to an infinite directed
component.

The link with peeling A crucial point in our analysis is to read the above exploration of ÂC
through the prism of peeling. All along the process, is in fact extended a submap of ÂT containing for
sure a finite portion of the cluster, while we may still find an infinite component in its complement.
Indeed, when we are at some vertex x, we successively check from left to right whether the edges
emerging from x are in ÂC or not. This operation is performed until we perhaps find one open.
Each time that we find a closed edge—say (x, y)—we derive a set of vertices becoming inaccessible
in a directed fashion from x and, a fortiori, from the origin. Those are exactly the vertices in the
ascending tree of y. So, in case of such event, the submap in question can be enlarged like after an
upward revelation. When, finally, we end up not having any possibility to go further from x, the
walker dropping to the vertex xú defined in the foregoing, we enlarge this time our current submap
with the finite area bounded by the explored segment [xú, x] on the left and “ on the right. It is
not hard to see that such operation actually corresponds to a downward revelation. See indeed
Remark 3.1.
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The update is well-defined since the height of the descending tree t
¿
(0,0) is finite almost surely,

given it is distributed as a subcritical Galton–Watson tree according to Proposition 3.1. The
algorithm is then iterated. This is possible because, by construction, the vertex Vn and the
edge ęn are always on the right boundary of Σn. See Figure 3.8(c) for an illustration of a complete
exploration of the cluster ÂC.

The height process Derived from the peeling exploration, the height process H :=
!
h(Vn)

"
nØ0

plays a key role in our work. For instance, we show below that it condenses many information about
the size of the cluster ÂC. Given the spatial Markov property, combined with the fact that updates
during the peeling exploration all obey the same rules, it is straightforward that the height process
is a random walk with i.i.d. increments. Their common distribution can be explicitly computed:

Proposition 3.3 Recall that h(·) is the function returning the height of any rooted tree. Then we
have:

ÂPp(h(V1) = h) =

Y
]
[

p for h = 1
– · (1 ≠ p) for h = 0
(1 ≠ –) · (1 ≠ p) · P(h(t¿) = ≠h ≠ 1) for h < 0

(3.3.3)

where t
¿ d≥ GW1≠–.

The proof of (3.3.3) is totally transparent if we carefully read the instructions guiding updates
during the peeling exploration, and if we remember that the graph structure of the SCTHP is
independent of the percolation process. From (3.3.3) and Proposition 3.2, we easily deduce that
the distribution of increments has a finite first moment and:

ÂEp[h(V1)] = p ≠ (1 ≠ p) · (1 ≠ –) · (1 + E[h(t¿)]) = p ≠ (1 ≠ p) · (1 ≠ –) ·
ÿ

nØ0

m ≠ 1

mn+1 ≠ 1
. (3.3.4)

Recall that m is the mean of a geometric law of parameter –, so is equal to – · (1 ≠ –)≠1 > 1.

Percolation is governed by the drift of H: proof of Theorem 3.4. Let T be the first
hitting time of negative integers {≠1, ≠2, . . . } by the height process H. We have:

| ÂC| = +Œ if and only if T = +Œ. (3.3.5)

Indeed, vertices visited up to the time right before T are all in the cluster. At time T < +Œ, we
drop to negative heights after a downward revelation. It means that the right boundary of the
new submap ΣT —or the path “ defined at the beginning of the current section—did not meet any
vertex visited earlier. And as it has been argued, it implies that ÂC is finite. See Figure 3.8(c) for an
illustration. The converse statement is trivial. With (3.3.5), the proof of Theorem 3.4 is reduced
to the well-known fact that:

ÂPp(T = +Œ) > 0 if and only if ÂEp[h(V1)] > 0.

Given (3.3.5), this yields the conclusion of Theorem 3.4.

The off-critical percolation probability Let T Õ be the first hitting time of non-positive inte-
gers {0, ≠1, ≠2, . . . } by the height process H. In the case p > pc, the drift of the latter is positive
and a standard result on skip-free ascending walk—which are random walks with integer valued
increments and +1 as the only possible positive one, like H—ensures that:

ÂPp(T Õ = +Œ) = ÂEp[h(V1)].

See for instance [4, Theorem 3]. When T = +Œ, the height process may touch 0 a finite number
of times n before never come back again. Thanks to the strong Markov property, the distribution
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3.3.2 The volume of the percolation cluster

Recall that we have defined earlier T as the first hitting time of negative numbers by the height
process H. At the critical threshold p = pc, the cluster ÂC is finite almost surely and is fully
contained in the submap ΣT . Actually, it is merely the union of vertices explored up to the time
right before T—with a new vertex visited at each +1 jump in the associated height process—
plus some others left behind, at times of downward revelation, or negative jump for H. See
Figure 3.8(c). We know that these vertices are all enclosed in areas whose volume is distributed as
the total progeny of a subcritical Galton–Watson tree with offspring law µ1≠–. See Figure 3.5(b).
It is well known that the latter quantity is exponentially-tailed, by considering for instance its
generative function. All these facts allow us to write the following equality, holding in distribution:

| ÂC|
(d)
= 1 +

Tÿ

t=1

θt. (3.3.7)

where (θt)tØ1 is a sequence of i.i.d. random variables, satisfying:

θt =

Y
]
[

1 if h(Vt) ≠ h(Vt≠1) = 1;
0 if h(Vt) ≠ h(Vt≠1) = 0;
Ø 0 otherwise.

The random variable θt is furthermore, in the third case (corresponding to a negative jump in the
height process), stochastically dominated by the volume of a Galton–Watson tree with offspring
law µ1≠–, conditioned on having height |h(Vt) ≠ h(Vt≠1)| ≠ 1. In (3.3.7), pay attention to the
fact that θT plays a special role since vertices in ÂC must have a nonnegative height. However, it
does not change anything for our further analysis since the above stochastic domination holds even
more for θT .

Set now Ÿ := E[θ1] < +Œ. Equation 3.3.7 suggests that the cluster ÂC roughly contains Ÿ · T
vertices, as T æ +Œ. This is indeed true and it turns out to be a crucial point in order to prove
the two first items of Theorem 3.5. Large deviations arguments will help us to make it rigorous.

Before entering into details, we introduce a new notation which will simplify the presentation:

Definition 3.3 We write xn = oe”(n) for some sequence (xn) and ” > 0 if there exists con-
stants c, C > 0 such that xn Æ Ce≠c·n”

for any n.

Remark 3.2 If xn = oe”(n) and if yn :=
q

kØn xk, then yn = oe”(n).

3.3.2.1 The sharpness of the phase transition

Fix p < pc. We aim to prove the first item of Theorem 3.5. Let n Ø 1 and nÕ Æ n/2Ÿ. We have:

ÂPp

1
| ÂC| Ø n; T = nÕ

2
Æ

(3.3.7)

ÂPp

1
1 +

nÕÿ

t=1

θt Ø n
2

Æ ÂPp

1
1 +

Ân/2ŸÊÿ

t=1

θt Ø n
2

.

The last inequality comes from the fact that as nÕ increases, so does ÂPp

1
1 +

qnÕ

t=1 θt Ø n
2

. By a
standard large deviations argument, we know that:

ÂPp

1
1 +

Ân/2ŸÊÿ

t=1

θt Ø n
2

= oe1(n).

Given both inequalities above, by summing over nÕ Æ n/2Ÿ, we get:

ÂPp

1
| ÂC| Ø n; T Æ n/2Ÿ

2
= oe1(n).

Also, it is clear that ÂPp

1
T > n/2Ÿ

2
Æ ÂPp

1
h(VÂn/2ŸÊ) Ø 0

2
, and the latter probability is oe1(n)

because the drift of the height process is negative when p < pc (so the event
)

h(VÂn/2ŸÊ) Ø 0
*

is
a large deviations event). Finally, it holds that:

ÂPp

1
| ÂC| Ø n

2
Æ ÂPp

1
| ÂC| Ø n; T Æ n/2Ÿ

2
+ ÂPp

1
T > n/2Ÿ

2
,
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and the two quantities on the right-hand side of the inequality are oe1(n), as it has just been

argued. So is then ÂPp

1
| ÂC| Ø n

2
, which is the expected conclusion.

3.3.2.2 The volume of a critical cluster

We focus now on the second item of Theorem 3.5 with p = pc. It is well known that the
distribution of the hitting time T is polynomially-tailed as the underlying random walk has no
drift (like here). The speed of decreasing is explicit, see for instance [140, Theorem 11] applied to
an integer-valued random walks with square-integrable increments:

Proposition 3.4 There exists A > 0 such that:

ÂPpc(T = n) ≥
næ+Œ

A · n≠3/2 and ÂPpc(T Ø n) ≥
næ+Œ

2A · n≠1/2.

Now we recall a classic moderate deviations result on exponentially-tailed random variables:

Lemma 3.1 Let (Xt)tØ1 be a sequence of i.i.d. random variables with mean x and an exponentially-
tailed distribution, meaning that P(X1 Ø n) = oe1(n). Then, for any C > 0:

P

1---
1

n

nÿ

t=1

Xt ≠ x
--- > C · n≠1/4

2
= oe1/2(n).

This is a particular case of [97, Lemma 1.12]. With the help of the latter lemma, we are going to
prove that:

ÂPpc

!
(| ÂC| Ø Ÿ · n) — (T Ø n)

"
= O

1
n≠3/4

2
= o(n≠1/2) = o

1
ÂPpc(T Ø n)

2
. (3.3.8)

The symbol — denotes the symmetric difference of two sets. Together with Proposition 3.4, the
estimate (3.3.8) is enough to get the conclusion since it implies that

ÂPpc

1
| ÂC| Ø Ÿ · n

2
≥

næ+Œ
ÂPpc

1
T Ø n

2
.

Fix C > 0. Proposition 3.4 ensures that

ÂPpc

1
|T ≠ n| Æ C · n3/4

2
= O

1
n≠3/4

2
= o(n≠1/2) = o

1
ÂPpc

(T Ø n)
2

. (3.3.9)

Moreover, for any n Ø 1 and nÕ Ø n + C · n3/4:

ÂPpc

1
| ÂC| < Ÿ · n; T = nÕ

2
Æ

(3.3.7)

ÂPpc

A
1 +

qnÕ

t=1 θt

nÕ < Ÿ · n/nÕ
B

Æ ÂPpc

A
1 +

qnÕ

t=1 θt

nÕ < Ÿ · n/(n + C · n3/4)

B
.

There exists some C Õ > 0 such that n/(n + C · n3/4) Æ 1 ≠ Ÿ≠1 · C Õ · n≠1/4 for any n. Since nÕ Ø n,
and given the above inequality, we get that:

ÂPpc

1
| ÂC| < Ÿ · n; T = nÕ

2
Æ ÂPpc

A
1 +

qnÕ

t=1 θt

nÕ < Ÿ ≠ C Õ · (nÕ)≠1/4

B
=

Lemma 3.1
oe1/2(nÕ).

By summing over nÕ, we deduce that:

ÂPpc

1
| ÂC| < Ÿ · n; T Ø n + C · n3/4

2
= oe1/2(n).

Then, by using (3.3.9):

ÂPpc

1
| ÂC| < Ÿ · n; T Ø n

2
= O

1
n≠3/4

2
. (3.3.10)

106



CHAPTER 3. PERCOLATION ON SUPERCRITICAL CAUSAL TRIANGULATIONS

Furthermore, for any nÕ Æ Ân ≠ C · n3/4Ê := N , we have:

ÂPpc

1
| ÂC| Ø Ÿ · n; T = nÕ

2
Æ

(3.3.7)

ÂPpc

1
1 +

nÕÿ

t=1

θt Ø Ÿ · n
2

Æ ÂPpc

1
1 +

Nÿ

t=1

θt Ø Ÿ · n
2

.

The last inequality comes from the fact that as nÕ increases, so does ÂPp

1
1 +

qnÕ

t=1 θt Ø Ÿ · n
2

.

Since there exists some C Õ > 0 such that n/N Ø 1 + Ÿ≠1 · C Õ · n≠1/4, we derive that:

ÂPpc

1
| ÂC| Ø Ÿ · n; T = nÕ

2
Æ ÂPpc

A
1 +

qN
t=1 θt

N
Ø Ÿ + C Õ · n≠1/4

B
=

Lemma 3.1
oe1/2(n).

By summing over nÕ, we obtain that:

ÂPpc

1
| ÂC| Ø Ÿ · n; T < n ≠ C · n3/4

2
= oe1/2(n).

Then, by using again (3.3.9):

ÂPpc

1
| ÂC| < Ÿ · n; T Ø n

2
= O

1
n≠3/4

2
. (3.3.11)

The estimates (3.3.10) and (3.3.11) are together equivalent to (3.3.8).

3.3.3 Scaling limit of the critical percolation cluster

We have shown that the height process condenses many information on the size of ÂC. It turns
out that it captures the geometry as well. Consider the graph made of vertices and edges of the
SCTHP, visited by the peeling exploration up to the time right before T . This graph is tree-shaped
since is basically the result of the gluing of non-intersecting paths of the map. See Figure 3.8.
Henceforth, we call it tree skeleton, denoted by S. We choose (0, 0) as root vertex.

As it has been explained at the beginning of the previous section, the percolation cluster is the
union of the tree skeleton and some other vertices left behind. This suggests to divide the proof of
Theorem 3.2 in two parts. Adopting a method common in the literature—see for instance [62, 97]—
based on the coding of rooted trees via discrete processes, we are going to demonstrate that the
(properly rescaled) tree skeleton admits some close to (3.3.2) scaling limit, as the length T of the
exploration tends to infinity. Then, we will extend the convergence to the whole cluster, observing
that the "left-behind" vertices are wiped out at large scale, because are confined in small areas.
Finally, we use results of Section 3.3.2 to transform the conditioning on T into a conditioning
on | ÂC|.

Scaling limit of the tree skeleton The purpose of the paragraph is to establish the following
convergence, holding in distribution at p = pc for the Gromov–Hausdorff distance:

!
n≠1/2 · S

-- T Ø n
" dGH≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
‡ · T Ø1, (3.3.12)

where ‡ = ‡(–) is the standard deviation of h(V1) and T Ø1 is the CRT of mass greater than 1.
Let us start by clarifying notions and objects. Any finite (or discrete) tree can be viewed as

a compact metric space by endowing its set of vertices with the graph distance. The Gromov–
Hausdorff distance is a distance on the set of metric spaces, inducing some notion of convergence.
If (E, d) and (EÕ, dÕ) are two compact metric spaces, the Gromov–Hausdorff distance between them
is set as

dGH

1
(E, d), (EÕ, dÕ)

2
= inf

Ó
dH

!
φ(E), φÕ(EÕ)

"Ô
, (3.3.13)

where the infimum is taken over all metric spaces (F, δ) and isometric embeddings φ : E æ F
and φÕ : EÕ æ F , and where dH designates the Hausdorff distance between compact sets in F .
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The limit in distribution in (3.3.12) of the tree skeleton for dGH is claimed to be the CRT (up
to a positive factor) of mass greater than 1. The CRT is a real tree, that is roughly a compact
metric space containing no cycle within it. A very convenient method to represent real trees is by
using nonnegative real functions with compact support in R+. Let g be as such, with g(0) = 0.
We set for every 0 Æ s Æ t:

dg(s, t) := g(s) + g(t) ≠ 2 inf
uœ[s,t]

g(u),

and the following equivalence relation ≥g on [0, +Œ[:

s ≥g t ≈∆ dg(s, t) = 0.

The quotient space Tg := [0, +Œ[/ ≥g endowed with the distance dg is a compact real tree. In
Figure 3.9, we show how is derived a real tree from a piecewise linear function. The CRT of mass
greater than 1 is the real tree obtained by taking for g = eØ1, where eØ1 is the Brownian excursion
of duration greater than 1 (we have eØ1(t) = 0 for t > texc and some texc Ø 1). See [63, 97] for
more details.

t

1

2

g(t)

(a) Graph of a piecewise linear g.

ρ

(b) The real tree coded by g.

Figure 3.9: Construction of a real tree via the coding by a piecewise linear function. Imagine that
we apply glue all along the bottom side of the curve, then press it on both sides.

Discrete trees—like S—may also be viewed as real trees if we imagine them in the plane an
union of line segments of length one (the edges), equipped with the obvious distance (the length
of the shortest path between two vertices). As real tree, the tree skeleton is isomorphic to that
coded by a linearly interpolated version of the height process. Set for instance for all t Ø 0:

H(t) =

I 1
h(Vn) + (t ≠ n) · (h(Vn+1) ≠ h(Vn))

2

+
for n Æ T ≠ 1 and t œ [n, n + 1];

0 elsewhere.
(3.3.14)

Then, up to some isometry, we have:

(S, d) = (TH, dH), (3.3.15)

where d stands for the shortest-path distance in S viewed as real tree. The statement is clearly
supported by Figure 3.8 and 3.9.

Once (3.3.15) is known, the scaling limit (3.3.12) merely results from a suited application of the
Donsker’s theorem. Indeed, a consequence of the latter is that the continuous-time (and properly
rescaled) height process defined in (3.3.14) converges in distribution as follows:

3!
n≠1/2 · H(n · t)

"
tØ0

---- T Ø n

4
(d)≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
‡ · eØ1, (3.3.16)
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where ‡ = ‡(–) is the standard deviation of h(V1) and eØ1 a Brownian excursion of duration
greater than 1. Then it becomes clear—by using for instance [97, Lemma 2.4]—that:

!
n≠1/2 · S

-- T Ø n
"

=
!
Tn≠1/2·H

-- T Ø n
" dGH≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
‡ · TeØ1

,

where the convergence holds in distribution for the Gromov–Hausdorff distance. This is exactly
the expected conclusion.

A large cluster is roughly the tree skeleton Now we aim to extend (3.3.12) to the whole
cluster. It is enough to prove that

!
n≠1/2 · dGH

! ÂC, S
" -- T Ø n

" (d)≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0, (3.3.17)

where the convergence holds in distribution. Since ÂC and S are two subsets of the same SCTHP,
we have:

dGH

1
ÂC, S

2
Æ dH( ÂC, S),

where dH is the Hausdorff distance between compact sets of Θ. See indeed (3.3.13). By construc-
tion, the tree skeleton is contained in the percolation cluster. Some vertices are in the latter, but
not in the former. As it has already been explained, they are those left behind by the peeling
exploration when occurs a downward revelation, or a drop for the height process. The distance
between such vertices and the tree skeleton cannot exceed the amplitude of the jump carried out.
See Figure 3.7 or Figure 3.8. As a consequence:

dH( ÂC, S) Æ max
tÆT ≠1

)
|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|

*
. (3.3.18)

The distribution of |h(V1)| is exponentially tailed. Then, for any ‘ > 0, any integer n Æ nÕ Æ n1+‘

and any real C > 0:

ÂPpc

3
max

tÆT ≠1
{|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|} > C · log n; T = nÕ

4

Æ ÂPpc

3
max

tÆnÕ≠1
{|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|} > C · log n

4

= 1 ≠
!
1 ≠ ÂPpc

(|h(V1)| > C · log n)
"n1+‘

.

By using Propositions 3.2 and 3.3, we get the estimate

ÂPpc

!
|h(V1)| > C · log n

"
= O

!
m≠C·log n

"
= O

!
n≠C·log m

"
.

Recall that m = – · (1 ≠ –)≠1 > 1. We can choose C large enough so that

ÂPpc

!
|h(V1)| > C · log n

"
= o

!
n≠5/2≠2‘

"
.

A classic asymptotic expansion then ensures that:

1 ≠
!
1 ≠ ÂPpc(|h(V1)| > C · log n)

"n1+‘

= 1 ≠ en1+‘·log (1≠ÂPpc (|h(V1)|>C·log n)) = o
!
n≠3/2≠‘

"
.

From the foregoing, we deduce that:

ÂPpc

3
max

tÆT ≠1
{|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|} > C · log n; n Æ T Æ n1+‘

4

=
ÿ

nÆnÕÆn1+‘

ÂPpc

3
max

tÆT ≠1
{|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|} > C · log n; T = nÕ

4

Æ n1+‘ ·
1

1 ≠ ÂPpc

!
|h(V1)| > C · log n

"2n1+‘

= o
!
n≠1/2

"
= o

1
ÂPpc

(T Ø n)
2

. (3.3.19)
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Furthermore, according to Proposition 3.4:

ÂPpc

!
T > n1+‘

"
= O

!
n≠1/2≠‘/2

"
= o

!
n≠1/2

"
= o

1
ÂPpc(T Ø n)

2
. (3.3.20)

Given (3.3.19) and (3.3.20), we eventually derive that

ÂPpc

3
max

tÆT ≠1
{|h(Vt+1) ≠ h(Vt)|} > C · log n | T Ø n

4
≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0,

for C > 0 large enough. With (3.3.18), this yields the limit (3.3.17).

Scaling limit of the percolation cluster: proof of Theorem 3.6 Let F be a measurable
and bounded function on the set of compact metric spaces, which is moreover continuous with
respect to the Gromov–Hausdorff distance. We have:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂC)

-- | ÂC| Ø n
$

=
1

ÂPpc
(| ÂC| Ø n)

· ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂC) · 1

|ÂC|Øn

$

=
1

ÂPpc
(T Ø n/Ÿ)

· ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂC) · 1T Øn/Ÿ

$
+ o(1). (3.3.21)

In the last estimate, we use that F is bounded and (3.3.8). The limit (3.3.17) implies that:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂC)

-- T Ø n/Ÿ
$

≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

E[F (Ÿ1/2 · ‡ · T Ø1)].

Together with (3.3.21), we get the expected conclusion for ŸÕ = Ÿ1/2 · ‡.

3.3.4 From SCTHP to SCT: an union of critical percolation clusters

In this section, we generalise our results on large critical percolation cluster in SCTHP, namely
the second item of Theorem 3.5 and Theorem 3.6. This is a necessary intermediate step before
tackling these problematics in the SCT context. To be more specific, here we study the inter-
actions at criticality, existing between (directed) percolation clusters emanating from a growing
number of vertices located on the horizontal axis N ◊ {0}. Fix an infinite sequence of such ver-
tices

!
vk = (ik, 0)

"
kØ1

, ordered from left to right—that is ik < ik+1 for every k Ø 1. We denote

by ÂCvk
the directed cluster associated to vk. We write for any N Ø 1:

ÂCN :=
€

1ÆkÆN

ÂCvk
,

which is literally the union of the N directed percolation clusters emanating from the N leftmost
vertices vk of our sequence.

We are interested in the tail distribution of ÂCN and its geometry at large scale, as N goes to
infinity, when p = pc. The growth rate of N has to remain slow compared to the volume of ÂCN ,
though. Our main statement is the following:

Theorem 3.7 We fix some ‘ œ (0, 1/20) and a sequence (Nn)nØ1 such that Nn = O
!
n‘

"
. Then

we have:

ÂPpc
(| ÂCNn

| Ø n) = O
!
Nn · n≠ 1

2

"
(3.3.22)

and also:
!
n≠1/2 · ÂCNn

-- | ÂCNn
| Ø n

" dGH≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

ŸÕ · T Ø1, (3.3.23)

where ŸÕ = ŸÕ(–) is the positive number defined in Theorem 3.6 and T Ø1 is the CRT of mass
greater than 1 [6, 7]. The convergence (3.3.23) holds in distribution for the Gromov–Hausdorff
distance.
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Remark that the scaling limit (3.3.23) does not depend on the specific choice of vertices vk made
in the original definition of ÂCN . It turns out to be true for the asymptotic (3.3.22) as well, in the
sense that we provide in the proof an universal bound to lim supnæ+Œ N≠1

n n1/2 · ÂPpc
(| ÂCNn

| Ø n).
The convergence (3.3.23) is a bit confused, since ÂCNn may contain several disjoint components
emanating from different vertices vk on the x-axis, and so not to be compact. For two vertices
v, w œ ÂCNn

belonging to disjoint components, say for instance associated to vk and vkÕ , we set

d(v, w) := d(v, vk) + d(w, vkÕ).

By doing so, we turn ( ÂCNn , d) into a compact metric space.
Note that Theorem 3.5(ii) trivially implies that ÂPpc(| ÂCNn | Ø n) = Ω

!
n≠1/2

"
, since we have

ÂPpc
(| ÂCNn

| Ø n) Ø ÂPpc
(| ÂCv1

| Ø n) = ÂPpc
(| ÂC| Ø n).

The proof of the above theorem rests on a wider application of the peeling exploration designed
in Section 3.3.1. Fix n Ø 1. We aim to discover one by one the clusters ÂCvk

for k Æ Nn. Let us
outline the guiding principle.

First, the vertex v1 may not be the origin vertex of the map ÂT. In such case, we simply remove
vertices (in the underlying SCTHP ÂT), inaccessible from v1 in a directed fashion. It merely
consists of erasing the ascending trees associated to vertices on the x-axis of ÂT which are on the
left of v1. The new map obtained through this operation is distributed as a SCTHP with v1 as
origin vertex—see indeed Section 3.2.2. Once the pruning achieved (if needed), we perform the
usual peeling exploration of ÂCv1

described in Section 3.3.1.
Since p = pc, the exploration of ÂCv1 ends at some time T < +Œ. The cluster ÂCv1 is finite,

considered explored, as well as those of vertices vs located in the interior of ΣT . Indeed, paths
emerging from such vertices cannot overcome the right boundary of the submap, so the clusters
are entirely contained in ΣT and we thus know everything about them. See Figure 3.10 for an
illustration. We do not stop the process however, and refresh it at the leftmost vertex of our
sequence, say vr, belonging to the complement submap of ΣT . We then iterate the procedure.
It means that we explore now the part of ÂCvr contained in ÂT \ ΣT , again after a pruning of the
complement submap if vr is not its origin vertex. We carry on as long as there remains some
cluster ÂCvk

—for k Æ Nn—unexplored. The iteration is allowed since the complement submap is
itself distributed as a SCTHP, given the spatial Markov property.

Vertices of our sequence are of two kinds. Either the peeling exploration refreshes at them—
like vr in Figure 3.10, or they are skipped—like vs. We name the former core vertices. We guess
indeed that clusters emanating from them contribute the most to the size and the shape of ÂCN ,
since directed paths starting from the other vertices are enclosed in quite limited area, as it has
been observed before. We will clarify what we mean below.

Obviously, the status of any vertex vk of our sequence is not deterministic, except v1 which
is a core vertex by convention. From now on, we denote by R œ [1, Nn] the random number of
core vertices (or refreshment times). For any 1 Æ r Æ R, we write vú

r for the r-th core vertex
met and C

ú
r to designate the part of the percolation cluster emanating from vú

r , contained in the
current complement submap—that is the complement submap at the r-th refreshment time. Note

that C
ú
1 = ÂCv1

(d)≥ ÂC.
A straightforward consequence of the spatial Markov property is that for any 1 Æ r Æ Nn:

C
ú
r

(d)≥ ÂC conditionally on the event R Ø r,

and C
ú
r is independent of the part of ÂCNn

explored before the r-th refreshment time. In particular,
the distribution of C

ú
r does not depend on the vertex vú

r of our sequence (vk)k where this refreshment
occurs.

As said above, the intuition is that the clusters emanating from core vertices concentrate most
of the mass of ÂCNn . Ultimaltely, we are going to prove that only one of them does, as the following
proposition sums it up:
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Markov property, we derive that:

ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar

4
=

Nnÿ

r=1

ÂPpc

3
Ar fl

!
’rÕ < r : |Cú

rÕ | < n ≠ Ï(n)
"4

= ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"
·

Nnÿ

r=1

ÂPpc

3
(R Ø r) fl

!
’rÕ < r : |Cú

rÕ | < n
"4

. (3.3.27)

From this equality, we directly deduce the upper bound:

ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar

4
Æ Nn · ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"
.

Added to Theorem 3.5(ii), the fact that Ï(n) = o(n) as n æ +Œ and the asymptotic (3.3.26), this
leads to (3.3.22).

Remark 3.3 The asymptotic (3.3.26) combined with the equality (3.3.27) ensures that for any
function Â such that Â(n) = o(n):

1 Æ
ÂPpc

1
| ÂCNn

| Ø n
2

ÂPpc

1
| ÂCNn

| Ø n + Â(n)
2 Æ

ÂPpc

1
| ÂC| Ø n

2

ÂPpc

1
| ÂC| Ø n + Â(n)

2 =
Theorem 3.5(ii)

1 + o(1).

Thus, we have ÂPpc

1
n Æ | ÂCNn | < n + Â(n)

2
= o

1
ÂPpc

1
| ÂCNn | Ø n

22
as n æ +Œ.

The scaling limit of ÂCNn Let F be a measurable and bounded function on the set of compact
metric spaces, which is moreover uniformly continuous with respect to the Gromov–Hausdorff
distance. We get:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn) · 1

|ÂCNn |Øn

$

= ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1fiNn
r=1ArflBr

$
+ o

1
ÂPpc

1
| ÂCNn

| Ø n
22

, (3.3.28)

by using the fact that F is bounded, together with (3.3.25). Note that events Ar fl Br are disjoint
for large n because Ï(n) = (n1/2) as n æ +Œ. Thus:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1fiNn
r=1ArflBr

$
=

Nnÿ

r=1

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1ArflBr

$
,

for n sufficiently large. Given the definition of the shortest-path distance d and since any C
ú
r—if it

exists—is obviously a subset of ÂCNn
, the Gromov-Hausdorff distance between them can be upper

bounded as follows:
dGH

1
ÂCNn

, C
ú
r

2
Æ dH

1
ÂCNn

, C
ú
r

2
Æ | ÂCNn

\ C
ú
r |,

where dH is the Hausdorff distance between compact sets of ÂCNn . It implies that on the event Arfl Br:

dGH

1
n≠1/2 · ÂCNn

, n≠1/2 · C
ú
r

2
Æ n≠1/2 · Ï(n),

for any 1 Æ r Æ Nn. If we denote by ω(·) the modulus of continuity of F , we deduce that:
----ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1ArflBr

$
≠ ÂEpc

#
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1ArflBr

$---- Æ ω

3
Ï(n)

n1/2

4
· ÂPpc

(Ar fl Br),

again for any 1 Æ r Æ Nn. By using (3.3.24) and the boundedness of F , we have:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1Ar

$
≠ ÂEpc

#
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1ArflBr

$
= o

!
n≠1/2≠‘

"
,
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uniformly with respect to r. Remark also that lim
næ+Œ

ω( Ï(n)
n1/2 ) = 0 because Ï(n) = o

!
n1/2

"
and F

being uniformly continuous. Then, for n large enough:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1fiNn
r=1ArflBr

$

=

Nnÿ

r=1

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1Ar

$
+ o

3
ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar fl Br

44
+ o

!
n≠1/2

"

=

Nnÿ

r=1

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1Ar

$
+ o

1
ÂPpc

!
| ÂCNn | Ø n

"2
. (3.3.29)

The last estimate is due to (3.3.25). We state now that:

Nnÿ

r=1

ÂPpc

3!
÷rÕ < r : |Cú

rÕ | Ø n
"

fl Ar

4
= O

!
n≠1+2‘

"
. (3.3.30)

Indeed, for any 1 Æ rÕ < r Æ Nn:

ÂPpc
(Ar fl ArÕ) = ÂPpc

(|Cú
r | Ø n | R Ø r) · ÂPpc

1!
|Cú

rÕ | Ø n
"

fl
!
R Ø r

"2

Æ ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"
· ÂPpc(ArÕ) (spatial Markov property)

Æ ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"2
,

since ÂPpc
(ArÕ) Æ ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"
, again thanks to the spatial Markov property. From the last

inequality, we derive that:

Nnÿ

r=1

ÂPpc

3!
÷rÕ < r : |Cú

rÕ | Ø n
"

fl Ar

4
Æ

Nnÿ

r=1

ÿ

rÕ<r

ÂPpc(Ar fl ArÕ) Æ N2
n · ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

"2
.

Theorem 3.5(ii) then implies (3.3.30). Since the function F is bounded and ‘ < 1/4, we can
change (3.3.29) into:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

) · 1fiNn
r=1ArflBr

$

=

Nnÿ

r=1

ÂEpc

5
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1Arfl(’rÕ<r: |Cú

rÕ |<n)

6
+ o

1
ÂPpc

!
| ÂCNn

| Ø n
"2

.

We apply the spatial Markov property like in (3.3.27) to deduce that:

Nnÿ

r=1

ÂEpc

5
F (n≠1/2 · C

ú
r) · 1Arfl(’rÕ<r: |Cú

rÕ |<n)

6

= ÂEpc

5
F (n≠1/2 · ÂC) · 1

|ÂC|Øn

6
·

Nnÿ

r=1

ÂPpc

3
(R Ø r) fl

!
’rÕ < r : |Cú

rÕ | < n
"4

.

By using (3.3.28), together with (3.3.26) and (3.3.27), we get that:

ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂCNn

)
-- | ÂCNn

| Ø n
$

= ÂEpc

#
F (n≠1/2 · ÂC)

-- | ÂC| Ø n
$

+ o
!
1
"
.

The scaling limit in Theorem 3.7 is then a consequence of Theorem 3.6.

How the mass spreads across ÂCNn
Here we prove Proposition 3.5. Set ‘ œ (0, 1/20). We

begin with a preliminary statement on the maximal time spent between two refreshment event.
We write Tr for the length of the exploration of C

ú
r . By the spatial Markov property, as R Ø r,

the random variable Tr is distributed as the hitting time T of Proposition 3.4. Our claim is:

ÂPpc

3
max

1ÆrÆR
Tr > n1+5‘

4
= o(n≠1/2≠2‘). (3.3.31)

114



CHAPTER 3. PERCOLATION ON SUPERCRITICAL CAUSAL TRIANGULATIONS

It stems directly from an union bound argument. With the help of this technical result, we
gradually rule out the negligible contributions to the mass of ÂCNn .

We deal first with the specific contribution of non core vertices, that is the number of vertices
of ÂCNn

which are only accessible from them. We observe on Figure 3.10, that they are all located
in the interior of bottom "red areas", those revealed right before a refreshment through some
downward revelation. Note that there are as many as core vertices. We denote these sets by Ar

for 1 Æ r Æ R. As R Ø r, given the spatial Markov property, the volume of Ar is controlled by

that of a subcritical Galton–Watson tree tr
(d)≥ t

(d)≥ GW1≠–, whose distribution is exponentially-
tailed. See the analysis of the peeling exploration algorithm in Section 3.3.1. Fix 1 Æ r Æ Nn

and t Æ n1+5‘. We have:

ÂPpc

1
|Ar| > n”; Tr = t

--- R Ø r
2

Æ ÂPpc

1
|tr| > n”; Tr = t

--- R Ø r
2

Æ ÂPpc

1
|t| > n”

--- R Ø r
2

= oe”(n),

for any ” > 0. We recall that the notation oe for asymptotics was introduced in Definition 3.3.
Now, we sum over t Æ n1+7‘ and use (3.3.31) to deduce that

ÂPpc

1
|Ar| > n”

--- R Ø r
2

= o(n≠1/2≠2‘).

This holds again for any ” > 0. Finally, by an union bound argument, we get that:

’” > 0, ÂPpc

3 Rÿ

r=1

|Ar| > Nn · n”

4
= o(n≠1/2≠‘). (3.3.32)

A roughly similar demonstration works for the (left-behind by the peeling exploration) contri-
butions

! ÂCvr \ C
ú
r

"
r

coming from clusters associated to core vertices. This time, vertices of ÂCvú
r

\C
ú
r

might be found in several distinct "red areas" generated during the exploration of C
ú
r≠1. We wit-

ness on Figure 3.10 that the latter are necessarily bordering the left boundary of the complement
submap obtained after the r-th refreshment. Hence, their number is bounded by the amount of
vertices of C

ú
r tracked on the left boundary throughout the r-th exploration. Such quantity is

geometrically distributed. Indeed, if at some point of the exploration of C
ú
r , an upward revelation

occurs and an infinite part of the SCTHP is unveiled—because the underlying ascending tree is
infinite, then we are sure that we will never meet again the left boundary in the future. This event
has of course a non-zero chance to occur since ascending trees are supercritical. Thus, for any ” > 0,
the number of "red areas" containing vertices of ÂCvú

r
\C

ú
r is lower than n” with probability 1 ≠ oe”(n)

as n æ +Œ. Furthermore, the total number of "red areas" generated throughout the (r ≠ 1)-th
exploration is bounded Tr≠1, so is by n1+5‘ with probability 1 ≠ o(n≠1/2≠2‘)—see (3.3.31). Large
deviations theory ensures that the probability for the total volum of n” i.i.d. subcritical Galton–
Watson trees to be greater than n2” is oe2”(n). Since there are at most n(1+5‘)n”

= e(1+5‘)·log (n)·n”

ways to choose n” "red areas" among n1+5‘, we derive from an union bound argument that:

’” > 0, ÂPpc

1
| ÂCvú

r
\ C

ú
r | > n2”; Tr Æ n1+5‘

--- R Ø r
2

= oe”(n).

And as for (3.3.32), it implies that:

’” > 0, ÂPpc

3 Rÿ

r=1

| ÂCvú
r

\ C
ú
r | > Nn · n”

4
= o(n≠1/2≠‘). (3.3.33)

Take now ” = 9‘. It stems from (3.3.32) and (3.3.33) that the mass of ÂCNn
\

R€

r=1

C
ú
r does not

exceed 2Nn · n9‘ with probability 1 ≠ o(n≠ 1
2 ≠‘). Meanwhile, by using the spatial Markov property,

combined with an union bound argument and Theorem 3.5(ii), we obtain that:

ÂPpc

1
÷1 Æ r ”= rÕ Æ R s.t. |Cú

r | Ø n ≠ 4Nn · n9‘ and |Cú
rÕ | Ø n9‘

2

= O
!
N2

n · n≠1/2≠9‘/2
"

= O
!
n≠1/2≠5‘/2

"
= o(n≠1/2≠‘).
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Remark that Nn ·n9‘ = O(n10‘) = o(n1/2) as n æ +Œ because 10‘ < 1/2. See the proof of (3.3.30)
for details. Hence:

ÂPpc

3
÷1 Æ r Æ R s.t. |Cú

r | Ø n ≠ 4Nn · n9‘ and
-- €

rÕ ”=r

C
ú
rÕ

-- Ø Nn · n9‘

4
= o(n≠1/2≠‘). (3.3.34)

For any 1 Æ r Æ Nn, we define the event AÕ
r = (R Ø r) fl

!
|Cú

r | Ø n ≠ Ï(n)
"

where Ï(n) = 4Nn· n9‘.
As already noticed before, the function Ï is o(n1/2) as n æ +Œ. Recall the definition of the
events (Ar)r and (Br)r from Proposition 3.5. The straightforward consequence of the asymptotics
(3.3.32), (3.3.33) and (3.3.34) is that

ÂPpc

3 Nn€

r=1

AÕ
r fl Bc

r

4
= o(n≠1/2≠‘). (3.3.35)

This yields (3.3.24) because Ar µ AÕ
r for any 1 Æ r Æ Nn.

As | ÂCNn
| Ø n and

-- ÂCNn
\

R€

r=1

C
ú
r

-- Æ 2Nn · n9‘, we necessarily have
-- tR

r=1 C
ú
r

-- Ø n ≠ 2 · Nn · n8‘.

Since R Æ Nn, it means that there exists 1 Æ r Æ R such that

|Cú
r | Ø n/Nn ≠ 2 · n9‘ Ø C · n1≠‘,

for some C > 0. In the same way as for (3.3.34), we can prove that:

ÂPpc

3
÷1 Æ r Æ R s.t. |Cú

r | Ø C · n1≠‘ and
-- €

rÕ ”=r

C
ú
rÕ

-- Ø Nn · n9‘

4
= o(n≠1/2≠‘).

This implies that:

ÂPpc

3
| ÂCNn

| Ø n;

Nn€

r=1

AÕ
r fl Br

4
≥

næ+Œ
ÂPpc

!
| ÂCNn

| Ø n
"
, (3.3.36)

because ÂPpc

!
| ÂCNn | Ø n

"
= Ω

!
n≠1/2

"
.

Now, by using the fact that both ÂPpc

1 tNn

r=1 AÕ
r

2
and ÂPpc

1 tNn

r=1 Ar

2
are Ω

!
n≠1/2

"
, together

with the asymptotic (3.3.35), we derive that:

ÂPpc

3 Nn€

r=1

AÕ
r fl Br

4
≥

næŒ
ÂPpc

3 Nn€

r=1

AÕ
r

4
and ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar fl Br

4
≥

næŒ
ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar

4
. (3.3.37)

Given (3.3.27), we know furthermore that:

1 Æ
ÂPpc

3 tNn

r=1 AÕ
r

4

ÂPpc

3 tNn

r=1 Ar

4 Æ
ÂPpc

!
| ÂC| Ø n ≠ Ï(n)

"

ÂPpc

!
| ÂC| Ø n

" Theorem 3.5(ii)≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

1. (3.3.38)

We deduce that ÂPpc

1 tNn

r=1 AÕ
r

2
≥

næŒ
ÂPpc

1 tNn

r=1 Ar

2
. Then, by (3.3.37):

ÂPpc

3 Nn€

r=1

AÕ
r fl Br

4
≥

næŒ
ÂPpc

3 Nn€

r=1

Ar fl Br

4
.

Finally, we remark that
tNn

r=1 Ar fl Br µ
)

| ÂCNn
| Ø n

*
. So the latter asymptotic equivalent,

combined with (3.3.36), completes the proof of (3.3.25) and of the proposition.

Remark 3.4 By reading carefully the section, we observe that Theorem 3.7 would still hold by
taking random numbers Nn = Nn satisfying P(Nn Æ Cn‘) = 1 for some C > 0 and any n Ø 1,
provided that they are generated independently of the map and the percolation process.
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the root of the SCT is connected to it. Given what it has just been argued, the probability that
an infinite cluster emerges from the second leftmost vertex, conditionally on the previous event, is
exactly ÂΘ(p), where ÂΘ is the percolation probability function of the SCTHP model. We deduce
that

Θ(p) Ø a1 · ÂΘ(p), (3.4.1)

for some a1 œ (0, 1). By using the third point of Theorem 3.5, we conclude that Θ(p) is greater
than a linear function in p ≠ pc for p > pc. In particular, we have Θ(p) > 0 for such p, as stated
in Theorem 3.1.

Obviously, the subtree emanating from the leftmost vertex is wide with a non zero probabil-
ity, but not equal to one. So our method does not work as such to reverse the inequality 3.4.1
between Θ(p) and ÂΘ(p), which would be enough to establish the upper bound of Theorem 3.2(ii).
Nevertheless, there exists a smart way to choose a vertex in TŒ—not just the leftmost at some
given height—for which we roughly get in the same position:

Lemma 3.3 By some explicit procedure, we find almost surely a vertex vú œ TŒ such that:

1. the subtree emanating from vú is wide;

2. it is disconnected from the previous generation of vertices in TŒ after the percolation process
is performed on the SCT;

3. the number of cousins of vú has a finite mean;

4. conditionally on vú and its number of cousins, the other subtrees in TŒ emanating from the
latter are i.i.d. with common distribution GW–.

Admit temporarily the lemma to see how it helps us to get the desired result. Given the second
point, an infinite path emerging from the root vertex of the SCT necessarily visits some cousin w
of vú. The percolation cluster associated to w is then infinite. Thanks to the first and fourth
points, it is distributed as the cluster of the origin in a SCTHP. By an union bound argument, we
obtain:

Θ(p) Æ ÂΘ(p) · E
#
number of cousins of vú$

.

Then we use the third point of Lemma 3.3, together with Theorem 3.5, to get as expected the upper
bound of Theorem 3.2(ii). Note that the above inequality also implies that Θ(p) = 0 for p Æ pc,
which completes the proof of the first part of Theorem 3.1.

Proof of Lemma 3.3 The broad idea of the proof is that a wide subtree can always be found
in TŒ by going far enough from the root vertex. We proceed as follows. We start by choosing
a vertex of the tree TŒ, which is—as required in Lemma 3.3—disconnected from the previous
generation of vertices after the percolation process is performed on the SCT T. For instance,
the leftmost one at minimal distance from the root vertex. Given the independance between the
percolation process and the map, it is clear that such vertex always exists. We denote it by v1.

The number of cousins of v1 has a finite mean. Indeed, for any h Ø 1, the total number of
vertices of TŒ at height h has a finite mean and is negatively correlated with the event that the
height of v1 is greater than h, since more vertices gives more possibilities to disconnect one from
the previous generation. Furthermore, this number is known to grow like mh [89, 102], where m is
the mean of the offspring distribution of TŒ. As h æ +Œ, according to a law of large numbers,
a positive proportion of vertices at height h are linked in the map T to only one vertex from the
previous generation. The probability that the percolation process does not disconnect any of them
thus decreases super-exponentially fast when h æ +Œ. As a consequence, we have:

ÿ

h

mh · P(height of v1 Ø h) < +Œ,

and this yields the expected conclusion.
We reveal now whether the subree Tv1

emanating from v1 is wide or not. It is with positive
probability, and if so, we stop the algorithm and simply set vú = v1. Indeed, the first three
conditions of Lemma 3.3 are obviously satisfied by v1. The fourth too, because the "wideness" of
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the subtree ensures that the underlying Galton–Watson tree TŒ is indeed infinite. We already
met this argument to prove the inequality (3.4.1).

When the subtree of v1 is not wide, its wide component—that is the black part of the tree
depicted on Figure 3.12(a)—is by definition finite. If its height is H Ø 0 and if v1 had height h Ø 1,
we pursue our search for the vertex vú above height h + H + 1, by repeating the pattern that we
have just described. More precisely, we look now for a vertex v2, at distance at least h + H + 1
from the root vertex, disconnected from the previous generation of vertices after the percolation
process is performed on the SCT. Like was v1. We choose again the leftmost one, with minimal
height, and check whether the subtree Tv2 is wide or not. If it is, then vú = v2. Otherwise, we
continue higher in the tree TŒ, and so on.

Why are we sure that we only need a finite number of steps before finding a vertex vú satisfying
the four conditions of Lemma 3.3? Vertices above height h + H + 1 all belong to subtrees emerg-
ing either from cousins of v1 or from the orange "removed vertices" of Tv1

(see Figure 3.12(a)).
Conditionally on the number of vertices belonging to one of these two sets, the latter subtrees are
distributed as i.i.d. Galton–Watson trees with common distribution GW–, but conditioned on the
event that at least one of them is infinite, because we have to guarantee that the underlying tree TŒ
is indeed infinite. Furthermore, the structure of these subtrees is (still conditionally) independant
of the structure of TŒ below height h and of the finite wide component of Tv1 . The same things
hold for subtrees emanating from vertices at height h + H + 1, conditionally on their number. As
a consequence, the environment on which is carried out the second step of the algorithm consists
of a finite collection of i.i.d. Galton–Watson trees with common distribution GW–, conditioned
on the event that at least one of them survives. The environmement was the same during the
initial step, except that there was only one subtree, that of the root vertex, namely TŒ. It is
clear that the probability for the subtree Tv2

to be wide is lower bounded by a positive constant,
uniformly in the number of trees forming the environment. So, by iterating the argument to the
next steps—if Tv2

is not wide—and using Borel–Cantelli lemma, we conclude that the algorithm
stops almost surely.

3.4.2 Large critical percolation clusters in SCT

In this section, we demonstrate the first item of Theorem 3.2 which provides an asymptotic
on the tail distribution of the size of a critical percolation cluster (emerging from the root vertex)
in a SCT, as well as the scaling limit of Theorem 3.3. An approximation (in distribution) of the
cluster by that of the origin vertex in a SCTHP is mainly used.

We rely again on the emergence of wide trees in the underlying supercritical Galton–Watson
tree TŒ, conditioned to survive. First, it is worth noting that we easily obtain some equivalent
of (3.4.1) involving Ppc

(|C| Ø n), that is:

Ppc
(|C| Ø n) Ø a1 · ÂPpc

(| ÂC| Ø n), (3.4.2)

where a1 œ (0, 1). Together with Theorem 3.5(ii), this implies that Ppc
(|C| Ø n) = Ω

!
n≠1/2

"
. As

for (3.4.1), the idea is here to condition on a smartly chosen event having a non-zero chance to
occur, under which the mass of C is mostly supported by some sub-cluster distributed as ÂC. This
can be achieved for instance, by conditioning on the joint events "the subtree emanating from the
leftmost children of the root vertex of TŒ is wide" and "the root vertex is only connected to its
second leftmost children". Indeed, the latter event ensures that the size of the percolation cluster
emanating from the second leftmost children is at least n ≠ 1, while the former event implies that
its distribution is that of ÂC, as argued in the previous section. Hence (3.4.2).

The approach to get an upper bound on Ppc
(|C| Ø n) is roughly to say that wide trees quickly

appear in TŒ, that is not so far from the root vertex, thus most of the mass of C is always
concentrated in a region of the SCT akin to a SCTHP. We are going to sum up such observation
in a statement but we first need to introduce several notations.

In what follows, for any h Ø 1, we write Bh to designate the ball of radius h of TŒ centered
at the root vertex, which is by definition the set of vertices of TŒ whose height is at most h. We
denote by ˆBr its boundary, that is the set of vertices whose height is exactly h. Now we set for
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any N Ø 1:

HN := 1 + inf{h Ø 1 s.t. |ˆBh| > N}.

The random variable HN is almost surely finite because ˆBh æ +Œ as h æ +Œ. Finally, for
any h, N Ø 1, we define the event W N

h on which |ˆBh| > 2N and there exists two vertices v ”= w
of ˆBh such that:

1. one is among the N leftmost vertices of ˆBh, the other among the N rightmost;

2. subtrees emanating from them in TŒ are both wide;

3. they are disconnected from ˆBh≠1 (in the SCT subject to the percolation process).

The heralded statement is then:

Lemma 3.4 For any — > 0 large enough, we have:

P

3
m/2 Æ |ˆBH— log n

|

— log n
Æ 4m2

4
= 1 ≠ o

næŒ

!
n≠1/2

"
, (3.4.3)

and for any ” > 0:

P

1
|BH— log n

| Æ n”
2

= 1 ≠ o(n≠1/2). (3.4.4)

Moreover, there exists some C > 0 such that—again for — > 0 large enough:

Ppc

1
W C log n

H— log n

2
= 1 ≠ o

næŒ
(n≠1/2). (3.4.5)

We postpone the proof of the lemma at the end of the current section. The asymptotics (3.4.4)
and (3.4.5) together say that as wide trees emerge in TŒ at the (random) height H—·log n with
probability 1≠ o(n≠1/2), the volume of TŒ standing below is still subpolynomial in n. Under these
conditions, most of the mass of a large cluster C—that is with a mass larger than n—would neces-
sarily be concentrated in a region of the SCT where some wide trees exists, making the part of the
map there look like a SCTHP. Given our preliminary result stating that Ppc

(|C| Ø n) = Ω
!
n≠1/2

"
,

the main consequence of Lemma 3.4 is that we can work under such conditions to study a large
cluster. To be more precise, we have

Ppc

!
|C| Ø n

"
≥

næ+Œ
Ppc

!
|C| Ø n

-- E—,n

"
, (3.4.6)

if we denote by E = E—,n = E—,C,”,n the intersection of the three events whose the asymptotic
probability is evaluated in Lemma 3.4.

On the event E, the tree TŒ contains at most n” vertices up to height H— log n. If the cluster C

itself contains more than n vertices, there will be at least n ≠ n” among them, located above or at
the height H— log n.

On the event E too, there exists two distinct vertices of ˆBH— log n
from which are emanating

wide subtrees of TŒ. They are also disconnected from the previous generation in the perco-
lated SCT. In particular, they cannot belong to C. We write w¸ and wr for the leftmost and
the rightmost such vertex, respectively. Conditionally on them, subtrees emanating from their
cousins are mutually independent. The distribution of those being on the left of Tw¸

, resp. on
the right of Twr , depends on whether the root vertex is connected or not to ˆBH— log n≠1. For
those concerned, they are distributed as GW– but conditioned to be non wide. For the others,
the distribution is simply GW–. Between Tw¸

and Twr
, subtrees are all distributed as GW–.

The main consequence of the last point is that, as already explained in Section 3.4.1, the (up-
ward directed) environment of the SCT seen by vertices flanked by w¸ and wr is like in a SCTHP.
It is slightly more complex elsewhere given the non wide conditioning on some subtrees. That
brings us to split the subgraph of C starting at height H— log n into two parts, denoted by Cmid

and Cout. The former part gathers sub-clusters emanating from vertices of C located in the middle
area (between w¸ and wr), while the latter does with those remaining outside. Conditionally
on these vertices and on the event E, the graphs Cmid and Cout are independent, because the
subtrees—on which they stand—are themselves.
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The random number of vertices of C in the middle area only depends on the structure of the
percolated SCT up to height H— log n. Given its value nÕ Ø 1 and the event E, the graph Cmid is
distributed as ÂCnÕ—see Section 3.3.4. Since we have furthermore |ˆBH— log n

| Æ 4m2— log n as the
event E occurs, we get by using Theorem 3.7:

Ppc

!
|Cmid| Ø n

-- E—,n

"
= O

!
log (n) · n≠1/2

"
. (3.4.7)

The same holds even more for Cout although it could seem less obvious. Indeed, the potential non
wide conditioning on some subtrees outside the middle area merely pushes down (in distribution)
their volume, and consequently, the number of vertices which are accessible (in a directed fashion)
from their root vertex in the SCT. So does once the map is percolated, on top of that.

Remember that the total mass |Cmid|+|Cout| is greater than n≠n” on the event
)

|C| Ø n
*

. One
of the two parts of course captures a half of it. From (3.4.7) and their conditional independence
given E, we derive that the latter receives in fact, as n æ +Œ, an overwhelming proportion of the
total mass. We mean that conditionally on both events E and

)
|C| Ø n

*
, we have for instance

either
|Cmid| Ø n ≠ 2n” and |Cout| Æ n”,

or the converse (by switching roles of Cmid and Cout), with probability tending to one. Hence, we
get from (3.4.6):

Ppc

!
|C| Ø n

-- E—,n

"

≥
næ+Œ

Ppc

!
|Cmid| Ø n ≠ 2n”; |C| Ø n

-- E—,n

"
+ Ppc

!
|Cout| Ø n ≠ 2n”; |C| Ø n

-- E—,n

"
. (3.4.8)

However, chances that Cout overtakes Cmid are slim. Indeed, as the event E happens, the number
of vertices on the left of w¸ or on the right of wr is at most 2C log n ≠ 2, while there are more
than m—/2 log n≠2C log n in the middle area. Remind you—by reading again through the proof of
Theorem 3.7 in Section 3.3.4—–that this is actually a single sub-cluster of Cmid fi Cout—emanating
from a vertex of the middle area or outside— which monopolizes most of the mass, and not Cmid

or Cout as a whole. Given the rotationally invariant distribution of the SCT, it is clear that the
probability that the sub-cluster emerges from the middle area increase up to one as — æ +Œ.
Therefore:

lim
—æ+Œ

lim sup
næ+Œ

Ppc

!
|Cout| Ø n ≠ 2n”; |C| Ø n

-- E—,n

"

Ppc

!
|Cmid| Ø n ≠ 2n”; |C| Ø n

-- E—,n

" = 0. (3.4.9)

With the help of Remark 3.3, and since
)

|Cmid| Ø n
*

µ
)

|C| Ø n
*

, we remove the "2n”" of the
event involving Cmid. Then, from the asymptotic (3.4.8) and the limit (3.4.9), we derive that:

1 Æ lim inf
næ+Œ

Ppc

!
|C| Ø n

-- E—,n

"

Ppc

!
|Cmid| Ø n

-- E—,n

" Æ lim sup
næ+Œ

Ppc

!
|C| Ø n

-- E—,n

"

Ppc

!
|Cmid| Ø n

-- E—,n

" Æ 1 + M— , (3.4.10)

with M— ≠≠≠≠≠æ
—æ+Œ

0. Combined with (3.4.7), this is enough to complete the proof of Theorem 3.2(i).

We roughly adopt the same strategy to prove the scaling limit of Theorem 3.3. Take F a
measurable and bounded function on the set of compact metric spaces, which is moreover uniformly
continuous with respect to the Gromov–Hausdorff distance. On the event

E—,n fl
)

|C| Ø n
*

fl
)

|Cmid| Ø n ≠ 2n”
*

fl
)

|Cout| Æ n”
*

,

we have
dGH

1
n≠1/2 · C, n≠1/2 · Cmid

2
Æ

Cmid µ C

n≠1/2 · 2n” ≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

0,

for ” < 1/2. Since F is uniformly continuous, we deduce that:

Epc

Ë
F (n≠1/2 · C) · 1|Cmid|Øn≠2n” 1|Cout|Æn” 1|C|Øn

--- E—,n

È

= Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cmid) · 1|Cmid|Øn≠2n” 1|Cout|Æn” 1|C|Øn

--- E—,n

È
+ o

1
Ppc

!
|C| Ø n

"2
.
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The same holds by switching roles of Cmid and Cout. Then, by using in addition the boundedness
of F and the arguments developed up to (3.4.8), we get:

Epc

Ë
F (n≠1/2 · C) · 1|C|Øn

È
= Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cmid) · 1|Cmid|Øn≠2n” · 1|C|Øn

--- E—,n

È

+ Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cout) · 1|Cout|Øn≠2n” · 1|C|Øn

--- E—,n

È
+ o

1
Ppc

!
|C| Ø n

"2
. (3.4.11)

The boundedness of F combined with (3.4.9) and Remark 3.3 ensures that:

lim sup
næ+Œ

----
Epc

#
F (n≠1/2 · Cout) · 1|Cout|Øn≠2n” · 1|C|Øn

-- E—,n

$

Ppc

!
|Cmid| Ø n

-- E—,n

"
---- Æ M— · ||F ||Œ, (3.4.12)

where M— tends to 0 as — æ +Œ.
As explained above (3.4.7), conditionally on both events En,— and

)
|Cmid| Ø n

*
, the graph Cmid

is distributed as ÂCN conditioned to have a mass larger than n, where N is a random variable almost
surely lower than 4m2— log n, drawn independently of the underlying SCTHP and the associated
percolation process. See Section 3.3.4. The quantity N corresponds to the number of vertices of C

in the middle area at height H— log n. Given the straightforward extension of Theorem 3.7 stated
in Remark 3.4, we derive that:

Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cmid)

--- |Cmid| Ø n; E—,n

È
≠≠≠≠≠æ
næ+Œ

E

Ë
F (ŸÕ · T Ø1)

È
,

where ŸÕ = ŸÕ(–) is the positive number defined in Theorem 3.6 and T Ø1 is the CRT of mass
greater than 1. Then:

Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cmid) · 1|Cmid|Øn≠2n” · 1|C|Øn

--- E—,n

È
· Ppc

!
|Cmid| Ø n

-- E—,n

"≠1

=
Remark (3.3)

Epc

Ë
F (n≠1/2 · Cmid)

--- |Cmid| Ø n; E—,n

È
+ o(1) ≠≠≠≠≠æ

næ+Œ
E

Ë
F (ŸÕ · T Ø1)

È
. (3.4.13)

The inequalities in (3.4.10), the asymptotic (3.4.11), the limit (3.4.13) and, the upper bound
(3.4.12) together imply that:

lim sup
næ+Œ

Epc

Ë
F (n≠1/2 · C)

--- |C| Ø n
È

Æ E

Ë
F (ŸÕ · T Ø1)

È
+ M— · ||F ||Œ

and

lim inf
næ+Œ

Epc

Ë
F (n≠1/2 · C)

--- |C| Ø n
È

Ø (1 + M—)≠1 · E
Ë
F (ŸÕ · T Ø1)

È
≠ M— · (1 + M—)≠1 · ||F ||Œ

We conclude by taking — ≠æ +Œ to get M— ≠æ 0.

Proof of Lemma 3.4 We start with the proof of (3.4.3). For sake of simplicity, we remove the
conditioning on TŒ (imposing to be infinite). We will write PŒ instead of P to indicate when the
conditioning is back. By definition of H— log n, we have |ˆBH— log n≠1| Ø Á— log nË. So:

P

1
|ˆBH— log n

| <
m

2
— log n

--- H— log n < +Œ
2

Æ P

1 Á— log nËÿ

i=1

Xi <
m

2
— log n

2
,

where the (Xi)i are i.i.d. random variables with distribution µ–. According to a classic result of
the large deviations theory, the right-hand side of the inequality is o(n≠1/2) when n æ +Œ, as —

is large enough, because µ– is an exponentially-tailed distribution. We deduce that:

PŒ

3
|ˆBH— log n

|

— log n
<

m

2

4
= o

næŒ

!
n≠1/2

"
. (3.4.14)
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Similarly, by using this times that ˆBH— log n≠2 Æ Â— log nÊ, we get for — large enough:

P

1
|ˆBH— log n≠1

| > 2m— log n
--- H— log n < +Œ

2
Æ P

1 Â— log nÊÿ

i=1

Xi > 2m— log n
2

= o
næŒ

!
n≠1/2

"
.

In the same way, again for — sufficiently large:

P

1
|ˆBH— log n

| > 4m2— log n
--- H— log n < +Œ; |ˆBH— log n≠1

| Æ 2m— log n
2

Æ P

1 Â2m— log nÊÿ

i=1

Xi > 4m2— log n
2

= o
næŒ

!
n≠1/2

"
. (3.4.15)

We derive from the two last asymptotics that:

PŒ

3
|ˆBH— log n

|

— log n
> 4m2

4
= o

næŒ

!
n≠1/2

"
, (3.4.16)

which yields the expected asymptotic (3.4.3), by combining with (3.4.14) and using an union bound
argument.

We continue with the proof of (3.4.4). Since |ˆBh| Æ — log n for every h < H— log n ≠ 1, the
volume of BH— log n

is bounded by

H— log n · — log n + ˆBH— log n
.

Hence, as we condition on the event
)

|ˆBH— log n
| Æ 4m2— log n

*
, if |BH— log n

| > n” for some ” > 0,
it holds that:

H— log n > n”/2,

for n large enough. In particular, this means that ˆBn”/2≠1 Æ — log n. Now we state that if a
function Φ : Nú ‘æ]0, +Œ[ satisfies Φ(n) = o(mn), then we have:

P
!
1 Æ |ˆBn| Æ Φ(n)

"
= O

!
Φ(n) · m≠n

"
.

The asymptotic can be proved via an explicit computation of the generative function of |ˆBn|, by
mimicking the strategy employed in the proof of Proposition 3.2. Just set u0 = s for s œ [0, 1]
instead of u0 = 0. Otherwise, see [67] where the authors deal with such asymptotic in a much
wider context. In our situation, the above statement implies that:

P

1
|BH— log n

| > n”
--- |ˆBH— log n

| Æ 4m2— log n; H— log n < +Œ
2

Æ
for n large enough

P
!
ˆBn”/2≠1 Æ — log n

"
= O

!
log n · m≠n” "

= o(n≠1/2),

for any ” > 0. Given (3.4.16), we are allowed to conclude that PŒ
!
|BH— log n

| > n”
"

= o(n≠1/2).
This completes the proof of (3.4.3).

We finally turn our attention to the asymptotic (3.4.5). Again, we lighten the demonstration by
temporarily removing the conditioning on TŒ. Assume that ˆBh > — log n for some height h Ø 1
and large n. Choose a vertex v in Bh and assume that it gives birth to (at least) two children.
Then, we force the edge connecting v to its rightmost child to be closed, after the percolation
process has been performed. We also impose that the subtree emanating from the latter is wide.
Since the closed edge was the only possible path in the SCT between ˆBh to v, we have yielded
in ˆBh+1 a vertex which is disconnected from the previous generation and whose the associated
subtree is wide. By Lemma 3.2, it has of course a positive probability to occur, namely

q := –2(1 ≠ p) · P(T is wide),

where T
(d)≥ GW–. The probability that such event happens for one of the K Æ — log n leftmost

vertices of ˆBh is 1 ≠ (1 ≠ q)K . Consequently, it does with probability 1 ≠ o(n≠1/2) as n æ +Œ,
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when K = C log n for sufficiently large 0 < C < —. Conditionally on the latter event, the
leftmost vertex for which the event occurs has, by definition, at most C log n vertices on its left
in ˆBh—including itself. The number of vertices on the left of its rightmost child in ˆBh+1 is thus
stochastically dominated by the sum of ÂC log nÊ i.i.d. random variables with common distribu-
tion µ–. By a large deviation argument —see (3.4.15), the sum does not exceed 2m · C log n with
probability 1≠o(n≠1/2) as n æ +Œ. It ensures that the rightmost child is among the 2m · C log n
leftmost vertices of ˆBh+1. A symmetric argument works to find another such vertex at the op-
posite side of the set. This puts an end to the demonstration.

3.4.3 The number of clusters in the supercritical phase

This paragraph is devoted to demonstrate the last part of Theorem 3.1, saying that there are
almost surely infinitely many infinite non-directed clusters in the SCT, as pc < p < 1. We insist
on the fact that the statement holds for the non directed Bernoulli percolation process, contrary
to the other results.

The proof is broadly similar to that of the asymptotic (3.4.5), outlined at the end of the
previous section. We remove—for sake of simplicity—the conditioning (to be infinite) on TŒ and
assume that ˆBh > — log n for some h Ø 1 and large n. This times, we choose a vertex v œ ˆBh

which gives birth to (at least) four children. We force the three edges connecting v to its three
rightmost children to be closed, once the percolation process has been performed. We impose that
subtrees emanating from the rightmost child and the third are wide. Such operation isolates the
second rightmost child of v, denoted by w, from the rest of the SCT. Furthermore, the (directed)
cluster emanating from w is distributed as ÂC given the wide status of subtrees flanking w. See
Section 3.4.1. The latter cluster is then infinite with probability ÂΘ(p) and it occurs independently
of the previous steps of the operation. The probability of the whole operation is

qÕ := –4 · (1 ≠ p)3 · P(T is wide)2 · ÂΘ(p) > 0.

By construction, the non directed clusters emanating from several distinct vertices like w are
disjoint. For any 1 Æ K Æ — log n, conditionally on the value of |ˆBh|, the probability to find less
than K in ˆBh+1 is

Kÿ

k=0

3
|ˆBh|

k

4
(qÕ)k · (1 ≠ qÕ)|ˆBh|≠k.

It tends to zero as n æ +Œ because we have assumed that |ˆBh| > — log n.
The straightforward consequence is that the probability to get at least K such vertices at

height H— log n—if it exists—tends to one as n æ +Œ. Since H— log n < +Œ for any n Ø 1 in a
supercritical Galton–Watson tree conditioned to survive, there exists almost surely some height at
which we will find them. In particular, this implies that the SCT contains at least K disjoint infinite
non-directed clusters with probability one, as pc < p < 1. The latter being true for any K Ø 1,
there are in fact infinitely many in the map.
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