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Résumé

Cette these est divisée en deux parties concernant toutes deux les propriétés différen-
tielles et diophantiennes des G-fonctions de Siegel, ainsi que des E-fonctions dans une cer-
taine mesure. Dans une premiere partie, nous nous intéressons, étant donnée une G-fonction
F(z) a coefficients dans un corps de nombres K et un entier S, a une famille de G-fonctions
(F,[f,]ﬁ(z)), indexées par les entiers naturels n et les entiers s < S, qui correspondent essen-
tiellement, dans le cas ot § est nul a des primitives itérées de F. Nous obtenons des bornes
supérieure, de I'ordre de S, et inférieure sur la dimension sur K de I'espace vectoriel @ g s
engendré par les valeurs F,[;]ﬁ(a), quand «a est un élément de K dans le disque de conver-
gence de F. Ceci est une généralisation de travaux menés par Fischler et Rivoal dans le cas
B = 0. De plus, nous obtenons de deux manieres différentes des majorations explicites de la
taille de 'opérateur minimal annulant une série Nilsson- Gevrey de type arithmétique et de
type holonome d’ordre 0. La premiere maniere se fait en généralisant des travaux d’André
sur la taille des modules différentiels et leur compatibilité avec les opérations algébriques
usuelles. La seconde consiste, sous une hypothese de liberté plus forte, a prouver un ana-
logue du théoreme des Chudnovsky pour certaines séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique d’ordre 0. Ceci permet de rendre explicite les bornes inférieure et supérieure sur la
dimension de @4 g 5, ce qui n'avait pas été fait par Fischler et Rivoal dans le cas § = 0. La
deuxiéme partie de la thése est consacrée dans un premier temps a I'étude des G-fonctions
au sens large, qui sont des séries holonomes dont le dénominateur et la maison des coef-
ficients a une croissance en n!® a partir d'un certain rang pour tout ¢ strictement positif.
Nous prouvons, en développant une esquisse donnée par André et en la complétant, un ana-
logue au sens large du théoréme d’André- Chudnovsky-Katz sur la structure des équations
différentielles satisfaites par les G-fonctions au sens strict. Une conséquence de cela est la
preuve d'un théoréme de structure sur les E-opérateurs au sens large, dont sont solutions les
E-fonctions au sens large. Ceci permet de donner une nouvelle preuve d'un théoreme d’An-
dré généralisant le théoreme de Siegel-Shidlovskii sur I'indépendance algébrique de valeurs
de E-fonctions au sens large.



Abstract

This PhD thesis is divided into two parts which both concern the differential and Dio-
phantine properties of Siegel’s G-functions, as well as the properties of E-functions to some
extent. In a first part, we interest ourselves, given a G-function F(z) with coefficients in a
number field K and an integer S, to a family of G-functions (F’[;]ﬁ(z)), indexed by the posi-
tive integers n and the integers s < S, which essentially correspond, in the case when f is
null to iterated primitives of F. We obtain upper and lower bounds on the dimension over
K of the vector space @, g s spanned by the values F,[i]ﬁ(a), when « is an element of K in
the disc of convergence of F. This is a generalization of the work carried out by Fischler et
Rivoal in the case f = 0. Moreover, we obtain by two different ways explicit upper bounds
on the size of the minimal operator cancelling a Nilsson- Gevrey power series of arithmetic
and holonomic type of order 0. The first way is done by generalizing André’s work on the
size of differential modules and their compatibility with the usual algebraic operations. The
second way consists, under a stronger hypothesis of linear independence, in proving an ana-
logue of Chudnovsky’s theorem for some Nilsson-Gevrey series of arithmetic and holonomic
type of order 0. This allows us to make explicit the lower and upper bounds on the dimen-
sion of @4 g 5, which had not been done by Fischler in Rivoal in the case § = 0. The second
part of the thesis is devoted in the first place to the study of G-functions in the broad sense,
which are holonomic power series whose coefficient have their denominator of houses gro-
wing at most in n!® from a certain rank for all positive e. We prove, by developing a sketch
given by André and completing it, an analogue in the broad sense of the André-Chudnovsky-
Katz theorem on the structure of differential equations satisfied by G-functions in the strict
sense. A consequence of this is the proof of a structure theorem on the E-operators in the
broad sense, of which the E-functions in the broad sense are solutions. This allows us to give
a new proof of atheorem of André generalizing the Siegel-Shidlovskii theorem on the alge-
braic independence of values of E-functions in the broad sense.
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Introduction

Cette thése est motivée par la recherche de résultats d’irrationalité ou de transcendance
sur les valeurs de fonctions spéciales telles que les séries

00 Z 00 Zk v 2 2k+1
log(1 - 2) g = Lis(z) = kZ:‘iE’ arctan(z) = ;)(_ ) ETRE
oo N 2n
I'exponentielle exp(z) = Y. —, la fonction de Bessel Jy(z) := Z (-n" et la famille des
n=0 n! n=0 4np)?

fonctions hypergéométriques

vEByo1(a; ﬁ; z)=

M

S (a)p.. (@)
k;k!(ﬁl)k...(ﬁv_l)kz

quand & = (a1,...,ay) €QV et = (B1,..., Bv_1) € (Q\ Z<y)V L.

Toutes ces fonctions ont en commun de faire partie de deux classes plus larges de fonc-
tions, les G-fonctions et E-fonctions. Elles ont été définies par Siegel (voir [51]) en 1929, qui
a constaté qu'’il fallait introduire certaines conditions de croissances archimédiennes et non
archimédiennes pour pouvoir obtenir des résultats sur l'irrationalité ou la transcendance
des valeurs de telles séries.

Définition 0.1

o0 J—
Une G-fonction au sens strict est une série f(z) = ). apz* € Qlz] satisfaisant les trois
k=0
conditions suivantes :
a) f estsolution d’'une équation différentielle non nulle a coefficients dans @(z) ;

b) Il existe C; > 0 tel que Yk € N, [ax] < C¥*!, ot [ag] est Ia maison de ay, i.e. le maxi-
mum des conjugués au sens de Galois de ay;

c) Il existe Cy >0 tel que Vk € N,den(ay, ..., ai) < Céc“, ouden(ay,..., a;) estle déno-
minateur de ay,..., a, i.e. le plus petit d € N* tel que day,...,day sont des entiers
algébriques.

On dit que f(z) = Z anz" est une G-fonction au sens large si elle vérifie a) et les
conditions alternatives b?’ et ¢)’ suivantes :
b)’ Pour tout € > 0, il existe ny(e) € N tel que Vn = ny(€),[a,] < (n)¢;
¢)’ Pour tout € > 0, il existe ny(€) € N tel que Vn = ny(€),den(ay, ..., a,) < (n})f.

. . ‘. X ag ‘.
Une E-fonction au sens strict (resp. au sens large) est une série f(z) = ). —=£ 2k véri-

k=0 k!

fiant a) et telles que les ay. vérifient b) et c¢) (resp. b)’ et c)’).

Les noms de G- et E-fonctions viennent respectivement de la série géométrique f(z) =

o0

Y. 2" =1/(1-z) etdelasérie exponentielle. Siegel a défini les E-fonctions au sens large mais
n=0
les G-fonctions au sens strict. Les articles récents sur les E-fonctions portent plutot sur les

E-fonctions au sens strict, et tres peu a été écrit sur les G-fonctions au sens large.



L'étude des E- et G-fonctions a été développée, entre autres, par Shidlovskii [49], puis
poursuivie par Nesterenko et Shidlovskii [41], André [5} |6], Galochkin [27], Katz [34], Bom-
bieri et Beukers [14].

Le but de Siegel en étudiant les E-fonctions était de généraliser le théoréeme de Lindemann-
Weierstrass, qui affirme que si a;,...,a, € @ sont linéairement indépendants sur Q, alors
e%,...,e% sont algébriquement indépendants sur Q. En particulier, e* est transcendant si
ae @* La généralisation souhaitée par Siegel est donnée par le théoreme suivant :

Théoreme 0.1 (Siegel-Shidlovskii, 1929/1956, [49], p. 139)

Soit (f1,..., f») une famille de E-fonctions au sens large. Soitf=' (fi,..., ), supposons
qu'il existe A € /%n(@(z)) tel que f' = Af. Prenons a € @ telqueaT(a) #0,0u T(z) € @[z]
est tel que T(2) A(2) € M, (Q|z]).

Alors le degré de transcendance sur Q de (fi(a), ..., fu(a)) est égal au degré de trans-
cendance sur Q(z) de (fi(2),..., [n(2)).

Un énoncé encore plus précis a été obtenu par André [7]. Beukers a obtenu le méme
énoncé dans le cas strict dans [14].
Théoreme 0.2 (André, 2014)

Soit (fi,..., fn) une famille de E-fonctions au sens large. Supposons que

"o ) =AM o0 fr)), A€ ly(Q(2),

et prenons a € Q tel que aT(a) # 0, oi1 T(z) € Q|[z] est tel que T (z) A(z) € 4, (Q[z]). Alors
pour tout polynéme homogéne P € Q[X;,..., X,] tel que P(fi(a),..., fu(a)) =0, il existe
un polynéme Q € Q[Z, X3, ..., X,,] homogene en les variables X, ..., X, tel que

Q(aery---an):P(Xlr'-'an) et Q(nyl(z)y---!fn(z)):()-

L'étude des E-fonctions permet de déduire la transcendance de log(a) pour a € @* Ceci
est une conséquence directe du théoréeme de Lindemann-Weierstrass. On peut obtenir ce
résultat par I'étude directe des G-fonctions, mais cela est plus difficile.

L'un des résultats principaux de la théorie des G-fonctions, le théoreme d’André-Chudnov-
sky-Katz qui a fait I'objet de mon mémoire de Master 2 [38] inclut le fait suivant : I'opérateur
différentiel d’ordre minimal a coefficients Q(z) annulant une G-fonction appartient 2 une fa-
mille spécifique d’opérateurs différentiels, appelés G-opérateurs, définis par une condition
de croissance modérée sur certains dénominateurs, la condition de Galochkin (cf [27]) :
Définition 0.2 (Galochkin)

Soit G € ,,(Q(2)). Considérons, pour tout s entier, la matrice Gy € ./,,(Q(2)) telle que
y¥ = Gy pour tout 'y € Q[z]" solution de'y = Gy. On prend T(z) € Q[z] le plus petit
dénominateur commun des coefficients de la matrice G(z). On note, pour s € N, ¢; le
plus petit dénominateur supérieur ou égal a 1 de tous les coefficients des coefficients des
matrices polynomiales T (z)"'G,(z)/ m!, quand m € {1,..., s}.

e On dit que le systéme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin si

3C>0: VseN, g;<C™.

* Si G est la matrice compagnon d’un opérateur L, on dit que L est un G-opérateur
si G vérifie la condition de Galochkin.

D.etG. ChudnovskyE] ont démontré dans |17, Theorem III p. 17] le théoréme suivant :

1. Ces auteurs seront nommés dans la suite de cette thése comme « les Chudnovsky ».
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Théoreme 0.3 (Chudnovsky)

Soit f = _t (fi(2), ..., fu(2)) une famille de G-fonctions libre sur Q(z) et vérifiant f = Gf,
G € M, (Q(2)). Alors le systéeme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin.

Le théoreme[0.3]implique alors le point a) du théoréme suivant (voir [5}, pp. 717-720]) :

Théoreme 0.4 (André-Chudnovsky-Katz)

a) Tout opérateur différentiel a coefficients dans @(z) annulant une G-fonction f(z)
et d’ordre minimal pour f(z) est un G-opérateur.

b) Tout G-opérateur d’ordre i est fuchsien a exposants rationnels et admet au voisi-
nage de tout point a de P! (Q) une base de solutions de la forme

(filz=a@),..., fulz— @) (z— @),

en remplacant, pour a = 0o, z— a par 1/z, ot les f;(u) sont des G-fonctions et C, €
M (Q).

Du point de vue des résultats diophantiens, la théorie des G-fonctions est loin d’étre
achevée. Un des premiers théoremes diophantiens généraux a été obtenue par Galochkin
dans [27].

Théoreme 0.5 (Galochkin, [27])
Soit f="'(fi(2),..., fx(2)) € Qlz]" un vecteur de G-fonctions vérifiant f = Gf, avec G €
My, (@(z)), tel que (f1(z),..., fn(2)) est libre sur @(z), et satisfaisant la condition de Galo-

chkin.
Alors il existe une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de f et de G telle que pour

1 1
tout b € Z vérifiant c < |b|, la famille (f1 (E) veer I (E)) est libre sur Q.

a
Si (a, b) € 72, on a le méme type de résultat sur les f; (E) pourvu que 0 < c¢;|a|® < |b|, avec

c1, o des constantes.

La présence de la condition de Galochkin dans ce théoréme illustre le fait que la nature
des équations différentielles satisfaites par les G-fonctions influence de maniere essentielle
les propriétés de leurs valeurs en des points algébriques. Ultérieurement, les Chudnovsky
ont montré que cette condition était automatiquement vérifiée, ce qui est 'objet du théo-
réme[0.3ci-dessus.

La recherche de résultats diophantiens sur les valeurs de G-fonctions a ensuite été pour-
suivie par Bombieri dans [15], puis par les Chudnovsky, qui ont démontré le théoréme sui-
vant, qui est essentiellement le meilleur connu a ce jour (cf [17, Theorem II p. 17]).

Théoreme 0.6 (Chudnouvsky, [17], p. 17)

Soit f = 1 (fi(2), ..., fa(2)) € Qlzl" un vecteur de G-fonctions vérifiant f = Gf avec G €
M (Q(2)) telle que 1, fi(2),..., fn(2) sont algébriquement indépendantes sur Q(z). Alors
pour tout t = 1, il existe une constante cy > 0 dépendant de f et de ¢ telle que pour tout
nombre algébrique ¢ de degré inférieur ou égal a t, et vérifiant

0< ¢l < exp (- o (log H) ™7,

les nombres 1, f1(£),..., fn (&) ne sont pas liés par une relation algébrique de degré infé-
rieur ou égal a t sur Q(¢).

Ici, H(¢) est la hauteur naive de ¢, c’est-a-dire le maximum des valeurs absolues des
coefficients du polyn6me minimal normalisé de ¢ sur Q.

11



Hata [31] et Chudnovsky [18] ont obtenu des résultats analogues et plus précis pour les
polylogarithmes Lig(z), quand s = 1. Soulignons qu'’il s’agit de fonctions qui jouent un role
central en approximation diophantienne, car elles sont liées aux valeurs de la fonctions zéta
de Riemann par les formules, valables pour s = 2,

Lis(1)={(s) et Lig(—1)=@'"™ -1){().

Les résultats d’'Hata et Chudnovsky sont de la méme forme que le théoreme mais
concernent uniquement l'indépendance linéaire sur Q. Hata ayant raffiné le travail de Chud-
novsky, nous n’énongons que le résultat suivant :

Proposition 0.1 (Hata, [31], p. 135)

Définissons
b ( ) mm (Xil)m+l
X) = ,
e (m+1)m+l  xm
Fp,+(X) := Dy, (1/x) et
D, _(1/x) sim=1
2 1
Fp () := —{x2—9+ —(x2+3)3/2} sim=2
27 X

Dy +(1/x) sim=3

Soit g € Z tel que |q| > Fm,sgn(q)(em). Alors les nombres 1,Li,(1/q),...,Li;,(1/q) sont
linéairement indépendants sur Q.

Pour k =1, le polylogarithme Li, (z) est égal a —log(1 — z). Alladi et Robinson ont prouvé
en dans [3] que log(1l + p/q) est un nombre irrationnel pour tous les entiers p, g vérifiant
q(1- \/W)Z < e~!. Comme nous’avons mentionné plus haut, on savait déja, vial’étude
des E-fonctions, que log(a) est un nombre transcendant pour tout a € @ \ {0, 1}, mais il est
intéressant de voir quels résultats effectifs nous pouvons obtenir du point de vue des G-
fonctions.

A la suite de la preuve de l'irrationalité de {(3) par Apéry [8], une autre direction fruc-
tueuse a consisté a adopter un point de vue dual : ce n'est plus le nombre a en lequel on
évalue les polylogarithmes qui varie, mais la famille de polylogarithmes que 'on considére.
Ainsi, les résultats de Ball et Rivoal [10] sur I'indépendance linéaire des valeurs de la fonction
¢ de Riemann ont été suivis de ceux de Rivoal [45] puis Marcovecchio [40] surl'indépendance
linéaire des valeurs des polylogarithmes.

Précisément, Marcovecchio a démontré le résultat suivant, que Rivoal avait déja prouvé
dans [45] dans le cas particulier ou a est un nombre algébrique réel tel que 0 < |a| < 1.

Proposition 0.2 (Marcovecchio, [40])

Siae@et0<|a|< 1, alors on a

1+o0(1)
(1+1og(2))[Q(a) : Q]

log(S) < dimge Vect(1,Lij (a),...,Lis(@)) <S+1, S— +oo.

Dans [24], Fischler et Rivoal ont généralisé cette démarche en considérant le probleme
o0

suivant : étant donnée une G-fonction non polynomiale F(z) = Y. Azz* € K[z] de rayon
k=0

de convergence R > 0, ou K est un corps de nombres, d’opératel_lr minimal non nul L €
K (z)[d/dz], on définit la famille de G-fonctions (F,[f] (2)) yens 0<s<s PAT 'équation

x A
[s] k k+n
F, ' (2) = k§:0 T n)SZ 1)
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La question est de savoir, pour a € K N D(0,R) donné, s’il est possible de trouver des
bornes inférieures et supérieures pertinentes sur le K-espace vectoriel ®, s engendré par les

valeurs F2 (@), ne N*,0< s <.
(e 0]

Cette étude est motivée par 'exemple des fonctions polylogarithmes : si F(z) = Y. zF =
k=0
1/(1 - z), alors on remarque
n-1 ,k
Fi9(2) = Lija) - ¥ —
n ) ks
k=1
de sorte que F,[f] (z) est, aun terme additif polynomial pres, la fonction polylogarithme d’ordre s
k
x® z
définie par Lis(z) := Y —.
k=1 k*

Théoreme 0.7 (Fischler—Rivoal, [24])
Il existe des constantes C(F) >0 et ¢, € N* ne dépendant pas de « telles que

1+o0(1)

————log(S) <dim ®, s< S+, S— +oo.
CP)IK:Q] g K Pa,s o0+ U

Dans [25], le théoreme a été généralisé a a € D, ou Dr est un ouvert étoilé en 0
contenant le disque ouvert D(0, R).

Les propriétés diophantiennes des valeurs des E- et G-fonctions sont étroitement liées a
leurs propriétés différentielles : le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz (théoréme [0.4), qui
est un théoréme de structure sur les G-opérateurs, permet d’obtenir des résultats diophan-
tiens sur les valeurs des E-fonctions, comme on le verra dans le chapitre

Je vais maintenant présenter le contenu de mon travail de these.

0.1 Propriétés diophantiennes des valeurs des G-fonctions

Dans un premier temps, I’essentiel de mes travaux a été tourné vers la recherche d’'une
généralisation du théoreme qui est le résultat principal de l'article de Fischler et Rivoal
[24].

Dans le théoreme I'entier ¢ est donné par une expression explicite en fonction des
exposants de L en 0 et en co. En revanche, quoique la constante C(F) obtenue par Fischler et
Rivoal soit théoriquement calculable, elle n’a pas été explicitée dans [24].

L'un des objectifs de ma these est d’étudier le probleme suivant :

Soit B un rationnel positif. Définissons les G-fonctions

(&) A
FY (2):= —kzk+", 0<s<S, neN".
npt? kgb(lc+n+,6)s

En prenant § = 0, on retrouve la famille (F,[,S] (z)) ns définie dans (I). Comme ci-dessus, on se
donne a € K tel que 0 < |a| < R et on pose

D p,5:= Vecty (F,[;]ﬁ(a),o <s<SneN").

Dans le chapitre |3} qui correspond a I'article [36], j’ai adapté la démarche reposant sur la
méthode du col de [24] pour prouver "analogue du théoréeme dans cette nouvelle situa-
tion. C’est'objet du théoreme suivant :
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Eléoréme 0.8

On peut trouver des constantes C(F, ) > 0 et £((p) € N* telles que

1+0(1)

. QICE p) 08O < dimi P ps < Lo(P)S + .

En prolongement de cette étude, je me suis intéressé aux questions connexes suivantes,
numeérotées de 1) a 3).

1) Comme expliqué ci-dessus, il n'y a pas dans [24] d’expression explicite de la constante
C(F) du théoréme[0.7] Peut-on donner une expression effectivement calculable de la constan-
te C(F, ), de maniere a obtenir une version quantitative du théoreme|0.7/?

On peut la encore répondre par I'affirmative a cette question comme on le montre dans
le chapitre 3] En m’appuyant sur les livres de référence d’André [4] et Dwork [21] sur les G-
fonctions et G-opérateurs, j’ai pu obtenir une expression de C(F, ) en fonction de constantes
analytiques et arithmétiques de 'opérateur L et du dénominateur de S. Il se trouve que
C(F, B) dépend de maniere cruciale de la raille 0 (Mpg) d'un opérateur différentiel Mg dépen-
dant a la fois de L et de 3. Cette quantité, définie a ’aide des valeurs absolues p-adiques sur
un corps de nombres par André dans [4], encode la condition de Galochkin vérifiée par les G-
opérateurs. Avec les notations de la définition[0.2} dans le cas particulier ot M € Z[z,d/dz],
G estla matrice compagnon de M, et T'(z) € Z[z] a au moins un coefficient égal a 1, alors on a

o(M) =limsup 1 logg;.
s—+o00 S
Ce réel positif o(M) a I'inconvénient de ne pas étre directement calculable numérique-
ment, c’est pourquoi j'ai étudié et adapté les travaux de Chudnovsky, Dwork et André afin de
lever certains obstacles :
2) Soit G(z) une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0 (cf [5]) de la forme

G(z) = Z ca,k,gzalog(z)kga,k,e(z),
(a,k,0)eS

étant donnés un ensemble fini S € Q x N x N, une famille de nombres complexes non nuls
(Ca,k,0) (a,k,0)es €t une famille de G-fonctions non nulles (ga,k,ﬁ(z))a,k,g- Soit L € @(z) [d/dz]
un opérateur non nul d’ordre minimal tel que L(G(z)) = 0. On définit une notion de taille
étenduec (gq, i,¢) de gq k,¢(2), qui estun réel quantifiant les conditions b) et ¢) de la définition
de G-fonction (définition [0.1). Peut-on obtenir une estimation de la taille de L en fonction
de S et des failles étendues 0 (gq,k,¢(2)) 2 On démontrerait ainsi un analogue quantitatif du
théoreme des Chudnovsky pour les séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique. C'est ce que
nous allons faire, de deux manieres différentes, dans les chapitres|1]et[2]

3) Etant donnés deux opérateurs différentiels L; et Ly, peut-on trouver une borne supé-
rieure sur o (L; L,) en fonction de o (L1) et 0(Ly) 2

Dans le chapitre |1, qui correspond a I'article [37], j'utilise la méthode d’André (voir [4,
5]) consistant a associer a tout opérateur différentiel L un module différentiel .4, a définir
la taille d’'un module différentiel .4, puis a étudier le comportement de la taille vis a vis des
opérations algébriques usuelles sur les modules différentiels : produit cartésien, quotient,
inclusion, produit tensoriel, etc. Ceci est le point clef permettant de répondre positivement
a 2) et 3). Précisément, la solution obtenue au probleme 2) est résumée dans le théoreme
suivant :
Théoréme 0.9

Soit S € QxNxN un ensemble fini, (Cq k,¢) (a,k,0)cs € (C*)S et une famille (8a,k,0(2)(a,k0)es
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de G-fonctions non nulles. On considére

Gz = ). Ca k,02%108(2) 8o 1,0 (2),
(a,k,0)€S

qui est une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0. Alors :

a) La fonction G(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle a co-
efficients dans Q(z) et I'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur
[, p. 720].

b) Pour tout (a,k,¢) € S, notons Ly ¢ # 0 un opérateur minimal de la G-fonction
8a,k,¢(2).0n définit k comme le maximum des entiers k tels que («a, k,¢) € S pour
un certain (a,¢) e Q xNet A:={a e Q:3(k,¢) eN?,(a, k, ¢) € S}.
On note pg k0 :=0rd (Lg k,0), O o k0 := deg,(Lq k.0), €L (X, ) := { 10 Sslirjlcon%/

Alorson a

L)< 1+1 2),2(1+1 2))1 d , 1+log(k+2
o )<max( +log(k +2), 2(1 +log(x +2)) og[rcrxleaj( en(a)) (ar}cl,%{es[( +log(k+2))

((5 +&(Ua ke, 1) ,ufryk,,(%,k,z +1D) 1= (g ke —1D(Oa e+ 1))E(ga,k,[))])

Le point clef est d’obtenir une majoration entre o (L) et les tailles (L x,¢) des opérateurs
minimaux non nuls respectifs sur Q(z) des G-fonctions 8a.k¢(2). Lapplication d'une version
quantitative du théoréeme des Chudnovsky diie a Dwork [21, p. 290, p. 299] permet alors de
faire le lien entre les tailles de Lg i ¢ et les tailles étendues des g, k¢ (2).

Par ailleurs, dans le chapitre[2} j’adopte une autre démarche pour résoudre le probleme 2)
dans un cas particulier. En adaptant directement le théoreme des Chudnovsky [17, Theorem
II p. 17] aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0 s’écrivant sous la forme

K A
Gi2)=Y Y z%log(2)*gr(2), )
k=0/¢=1

ot ax=(ay,...,ay) € (IJ)’1 et les g ¢(z) sont des G-fonctions, j'ai pu exprimer la taille de 'opé-
rateur minimal L de G sur @(z) en fonction de «, A, @, ainsi que de la taille étendue des
G-fonctions g ¢(z). Notons que I'’ensemble des séries s’écrivant sous la forme (2) est inclus
strictement dans ’ensemble des séries particulieres (de type Nilsson-Gevrey arithmétique
d’ordre 0) considérées dans le théoréme|0.9]

Dans la section[3.3.3} une comparaison des majorations obtenues sur o (L) dans les cha-
pitres et est menée dans le cas particulier des séries G(z) = ZPF(2), quand S € Q et F(z)
est une G-fonction.

0.2 Structure des G-opérateurs au sens large

Une seconde partie de la these, qui correspond a la prépublication [35], a consisté, dans
la continuité de mon travail de mémoire de deuxieme année de Master [38], a chercher une
généralisation du théoreme d’André-Chudnovsky-Katz pour la classe de fonctions plus gé-
nérale des G-fonctions au sens large.

On sait que toute G-fonction au sens strict est une G-fonction au sens large, mais la ré-
ciproque est a I'état de conjecture. Dans le chapitre[4} je montre a la suite des travaux d’An-
dré [5, 6] le théoreme|[0.10] Sa preuve a été sommairement esquissée par André dans [6, pp.
746-747], qui n'a énoncé qu’'une partie de ce théoreme. Précisément, André énonce que la
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singularité en l'infini d’'un opérateur d’'ordre minimal annulant une G-fonction au sens large
est réguliere. Dans le chapitre[4] nous donnons tous les détails de I'esquisse d’André et nous
obtenons également des résultats supplémentaires sur la structure des bases de solutions
aux points algébriques non singuliers. Lensemble de tous ces résultats est résumé ainsi :

Théoréme 0.10

Soit f(z) une G-fonction au sens large et L € Q(z)[d/dz] \ {0} un opérateur différentiel tel
que L(f (2)) = 0 et d’ordre minimal y pour f.

Alors au voisinage de tout a € P'(Q), il existe une base de solutions de Ly(z) = 0 de la
forme

(filz—a), ..., fulz— @) (z— )%,

en remplacant, pour a = oo, z—a par 1/z, ou Cy € J%,J (@) est triangulaire supérieure a
valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[u] sont des G-fonctions au sens large.

Le théoreme constitue une généralisation du théoréme d’André-Chudnovsky-Katz
(théoréme aux G-fonctions au sens large. La démonstration, inspirée de [13], s’appuie
sur la définition d’'une notion de G-opérateur au sens large adaptée aux conditions b)’ et c)’.

Elle repose sur quatre éléments :

i) On commence par montrer I’analogue du théoréme des Chudnovsky pour les G-fonctions
au sens large en définissant une condition de Galochkin « large ». Il s’avere qu’André a intro-
duit cette condition, en la formulant dans un autre langage, dans [6, p. 747].

Définition 0.3

On reprend les notations de la définition[0.2,
e On dit que le systéme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin au sens large si

Ve>0, dsple): Vs=sp(e), ¢s< s,

* Si G est la matrice compagnon d’'un opérateur L, on dit que L est un G-opérateur
au sens large si G vérifie la condition de Galochkin au sens large.

On donne alors les détails du résultat suivant, esquissé par André.
Théoreme 0.11 (André, |6], p. 747)

Si f(z) est une G-fonction au sens large et L € Q(z)[d/dz] \ {0} est un opérateur d’ordre
minimal tel que L(f(z)) =0, alors L est un G-opérateur au sens large.

ii) Suivant André [6, p. 747], on introduit une condition de Bombieri au sens large. Si G est
une matrice a coefficients dans K (z), ou K est un corps de nombres, et p est un idéal premier
de O, on définit R,(G) comme le rayon de convergence d’'une matrice fondamentale de
solutions du systeme y’ = Gy au voisinage du point générique p-adique tel que construit
dans [21, pp. 92-97].

Définition 0.4 (André, (6], p. 747)

Soit, pour n e N*, p,(G) := Y log* (
peSpec (O)
pp)sn

gendrant p N Z. On dit que le systéme y' = Gy satisfait la condition de Bombieri au sens
large quand

1
, oll p(p) est le premier positif de Z en-
Rp(G)) pp p p

on(G) = o(logn).

Nous montrons alors que tout opérateur différentiel dont la matrice compagnon satisfait
la condition de Bombieri au sens large est globalement nilpotent selon la terminologie de
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Dwork [21} p. 95, 98], et donc, selon un théoreme de Katz [21, p. 98], est a exposants rationnels
en tout point de P! (Q).

iii) On prouve un analogue au sens large du théoréme d’André-Bombieri (voir [21, pp. 228—
234]) :

Proposition 0.3 (André, [6], p. 747)

Soit G € .#,(IK(2)). La condition de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si
la condition de Bombieri au sens large p,(G) = o(logn) est vérifiée.

Les trois points précédents fournissent, au voisinage de tout point @ de P'(Q) une base de
solutions de I'’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(filz—a),..., fulz— @) (z— )%,

ou Cy € .4, (Q) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f; (1) € Q[ul.

iv) On montre enfin, en adaptantla démonstration donnée dans le cas strict par Dwork dans
(21, pp. 234-248], que les f;(u) sont alors des G-fonctions au sens large, ce qui n’avait pas été
énoncé par André.

Malheureusement, on ne dispose pas d'une généralisation complete au sens large de la
théorie des G-fonctions au sens strict, car il manque I'’analogue du théoreme diophantien0.6|
Plus précisément, il serait difficile de concilier rayon de convergence fini et dénominateur
en n!® dans les constructions diophantiennes usuelles. Pour compléter la théorie, pourrait-
on prouver a partir du théoreme de structure des E-opérateurs au sens large un analogue
au sens large du théoreme de la méme maniere que I'on peut obtenir une preuve du
théoreme de Siegel-Shidlovskii a partir de la connaissance de la structure des G-opérateurs
au sens large? Ceci constituerait une forme de réciproque a la méthode de « transcendance
sans transcendance » menée par André dans [6]. Ceci semble étre un probleme difficile qui
reste ouvert a ce jour.

0.3 Structure des E-opérateurs au sens large

Dans le chapitre |5, nous tirons plusieurs conséquence du théoreme Lune d’elles
est I'obtention d'un théoreme de structure sur les E-opérateurs au sens large, qui sont les
transformées de Fourier-Laplace des G-opérateurs au sens large. Ce résultat n’avait pas été
écrit auparavant par André.

Théoréeme 0.12

Soit f(z) une E-fonction au sens large et L son opérateur minimal non nul sur Q(z). Alors

a) Toute les singularités différentes de 0 et oo de L sont apparentes.

b) Lopérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les ex-
posants en oo de sa transformée de Fourier-Laplace & ™ (L).

c) Il existe une base de solutions en 0 de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme
(Fi(2),..., Fy(2))-2'°,

ot les F; sont des E-fonctions au sens large et I'g € .4, (Q) est triangulaire supé-
rieure.
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Ceci méne a une nouvelle preuve du théoreme|0.2|ci-dessus, qui est davantage dans I’es-
prit de la démonstration du théoréme dans le cas strict (dGie a Beukers [14]). Nous obtenons
ensuite d’autres conséquences diophantiennes sur les valeurs des E-fonctions au sens large

(voir les parties[5.4)et[5.5).

Remarques et notations
* Dans ce qui suit, étant donnée une fonction f, on appellera « opérateur minimal de f sur
Q(2) », ou « opérateur minimal » quand il n’y a pas d’ambiguité possible, tout opérateur non
nul L € Q(z) [d/dz] tel que L(f(z)) = 0, et dont I'ordre est minimal pour f.
e Pour uy,...,u, € Q, on note den(uy,..., u,) le dénominateur de uy,...,u,, c'est a dire le
plus petit d € N* tel que du;,...,du, sont des entiers algébriques.
* SikK est un sous-corps de @, on note Oy I'ensemble des entiers algébriques de K.
e Pour éviter trop de retour du lecteur vers I'introduction, on réécrira explicitement certains
des théoremes cités en introduction dans les divers chapitres.
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Chapitre 1

Problemes quantitatifs sur la taille des
G-opérateurs

Ce chapitre correspond a I'article [37].

1.1 Introduction

La pierre angulaire de la théorie des G-fonctions est 'étude des opérateurs minimaux
non nuls des G-fonctions sur Q(z). Il se trouve qu’ils ont des propriétés spécifiques, incluant
le fait que ce sont des opérateurs différentiels fuchsiens a exposants rationnels en tout point.
IIs appartiennent a la classe des G-opérateurs, qui sont conjecturés comme « venant de la
géométrie » (voir [4} chapitre I1]).

Le théoreme des Chudnovsky affirme que 'opérateur minimal non nul L d'une G-fonction
f satisfait une condition arithmétique de croissance géométrique sur certains dénomina-
teurs, appelée condition de Galochkin (définition[0.2). Cette condition est équivalente au fait
qu'une quantité o (L), définie en termes p-adiques (voir définition[I.7]dans la section|[L.2|ci-
dessous), est finie. Cette quantité est appelée la taille de L. Plus généralement, il est possible
d’associer une taille o (G) a tout systeme différentiel y' = Gy, ou G € M, (@(z)).

Similairement, on associe a toute G-fonction f(z) = OZOO a,z" sa taille étendue o (f), en-

n=
codant les conditions de croissance modérée [a;| < C{l“ etden(ay,...,a,) < CZ”H (voir I'in-
troduction).

Le théoreme des Chudnovsky a été prouvé de telle sorte qu’il existe un lien explicite entre
la taille de L et la taille de f, ou L est I'opérateur minimal non nul de f sur @(z) (voir [21,,
chapitre VII]). Ceci est particulierement utile pour des applications diophantiennes, comme
par exemple dans [36].

Dans [5] et [6], André a étudié les propriétés des séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique d’ordre 0, i.e. les fonctions qui peuvent étre écrites sous la forme

f@= Y  carez®10g@" fare(2), (1.1)
(a,k,0)eS

ouScQxNxN, cq e €C* etles fur(2) vérifient les conditions b) et ¢) de la définition
On dit de plus que f(2) est de type holonome si les fg i ¢(2) sontllolonomes, c’est a dire
solutions d’'une équation différentielle non nulle a coefficients dans @(z)

1. Dans [22, Proposition 1, p. 2], Fischler et Rivoal prouvent que toutes les séries Nilsson-Gevrey holonomes
d’ordre s de type arithmétique sont des séries de type holonome. Ainsi, dans la suite de la these, tous les énon-
cés portant sur les séries Nilsson-Gevrey de type holonome seront également vrais si I’'on suppose seulement
ces séries holonomes.
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André a démontré en particulier un analogue du théoreme des Chudnovsky pour les sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 :

Théoreme 1.1 (5], p. 720)

Soit S € QxNxN un ensemble fini, (Cq, k,¢) (a,k,0)cs € (C*)S et une famille (fa,k,0(2) (@ k,0)es
de G-fonctions non nulles. On considére

fz)= Z Ca, k02" log(z)kfa,k,f(z)
(@,k,0)eS

une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0. Alors f(z)
est solution d’'une équation différgntielle linéaire non nulle a coefficients dans Q(z) et
l'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur.

Dans la suite de ce chapitre, nous n’écrirons plus « ordre 0 ».

Nous voudrions obtenir un résultat plus précis : est-il possible de trouver un lien quan-
titatif entre la taille o (L) de 'opérateur minimal de f(z) sur Q(z) et les tailles étendues des
G-fonctions fy k¢ (2)?

Dans la section 1.3} nous étudierons cette question et y répondrons par |'affirmative.

Le résultat principal de ce chapitre — et le réponse au probléme posé ci-dessus — est le

théoréme suivant :
Théoréeme 1.2
Nous conservons les notations du théoréme Pour tout (a, k,¢) € S, notons Ly j,¢ # 0
un opérateur minimal de la G-fonction fy i ¢(z). On définit k comme le maximum des
entiers k tels que (a, k,¢) € S pour un certain (a,¢) € Q xN et A:={a € Q:3(k,¥¢) €
N2, (a, k, ¢) € S}.

On note g k¢ :=0rd(Ly k¢), Og k¢ :=deg, (Lg k.¢), €LE(X,Y) := { L 51'x -V

" e TR e ’ 0 sinon.

Alors on a

o(L) < max(l +log(x +2), 2(1 +log(x +2)) log[maj(den(a)), max [(1+log(k+2))

(a,k,0)eS

((5+e(tak e D)2 1 Gare + D =1~ (a e = D@Bae + D)Tfake)|) 1.2

Dans le chapitre [2, nous adapterons la preuve du théoreme des Chudnovsky aux séries
Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome pour prouver un résultat analogue
au théoreme|L.2| (théoreme[2.4), moyennant une condition supplémentaire sur f(z). On ob-
tient ainsi une meilleure estimation sur o (L) que celle donnée par le théoréme[1.2|dans des
cas particuliers (voir la comparaison menée dans la partie(3.3.3).

Le théoreme|1.2|est la combinaison, d'une part d’'une version quantitative du théoreme
de Chudnovksy, faisant le lien entre la taille étendue d'une G-fonction et la taille de son opé-
rateur minimal non nul sur @(z), et d’autre part du théoreme suivant, que ce chapitre vise a
prouver :

Théoréme 1.3
Nous conservons les notations du théorémell.2l Alors on a

o (L) <max|1+log(x +2), 2(1 +log(x +2)) log[ma}den(a)),
ae

(ar,ﬁ%xes((l +log(k+2)0 (Lo k)| (1.3)
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Il s’avere que la taille d'un systéme différentiel est invariant par équivalence de systemes
différentiels. Ainsi, André a pu généraliser la notion de taille aux modules différentiels et
étudier le comportement de la taille relativement aux opérations algébriques usuelles sur les
modules différentiels : sous-module, quotient, somme directe, produit tensoriel, etc.

Nous allons suivre ce point de vue pour résoudre le probleme énoncé ci-dessus et consa-
crerons la section([1.2)a quelques rappels utiles sur les modules différentiels et a une synthese
des résultats d’André sur la taille des modules différentiels.

Enfin, dans la partie|l1.4} nous donnerons une application de ces résultats qui consiste,
étant donnés deux G-opérateurs L; et Ly, a trouver une inégalité explicite entre la taille de
L1 L, etles tailles de L et L, (Théoreme|[1.4} §1.4).

1.2 Taille dun module différentiel

1.2.1 Rappels sur les modules différentiels

Dans cette partie, nous allons essentiellement synthétiser la présentation de la théorie
des modules différentiels issue de |52, chapitre 2], qui sera utile dans le reste du chapitre.
Les preuves et davantage de détails sur les modules différentiels peuvent étre trouvées dans
dans le livre cité ci-dessus.

Définition 1.1

Soit (k,6) un corps différentiel. On note k(0] I'anneau des opérateurs différentiels sur k.
Il est défini comme I'ensemble des polyn6mes non commutatifs en 0 avec la condition
de compatibilité

Yaek, 0a=ad+d(a).

C’est un anneau euclidien a gauche (et a droite) pour le stathme

n
ord:L:ZakOan (ou a, #0).
k=0
Eéﬁnition 1.2
Soit (k,0) un corps ditférentiel. Un module différentiel .4 sur k est un k-espace vectoriel

de dimension finie qui est un k[0]-module a gauche, ou, de fagon équivalente, un k-
espace vectoriel de dimension finie muni d'une application 0 : 4 — ./ telle que

VYAek, Yabe #, O0la+b)=0(a)+db) et 0(Aa)=Ad(a)+dN)a.

Soit ./ un k-module différentiel de dimension 7, muni d'une k-base (ey,...,e;). Alors
n

il existe une matrice A = (a; j);,j € My(k) telle que V1 < i <n, de; = — )} aj;e;. Un calcul
j=1

n
direct montre que si u= Y, u;e; € 4, alors0u=0 < u' = Au,u="(u,..., Uy).
i=1

n
Remarque. Sil'on choisit une autre k-base (f1,..., f;,) de ./ telle que df; = — ¥ b;; f}, alors
j=1
il existe P € GL, (k) telle que B = P[A] = Plp' + plap.
Les systemes différentiels définis par A et B sont dits équivalents sur k. Ceci équivaut au
fait que y — Py établit une bijection entre les ensembles des solutions de A et de B.

Par conséquent, la matrice A obtenue par la construction ci-dessus ne dépend pas du
choix de base que 'on fait, a équivalence de systemes différentiels pres.

On peut aussi effectuer 'opération inverse :
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Définition 1.3

Soit A = (a;j)i,j € My(k), On définit le module différentiel ./ 4 associé au systeme dif-
férentiel y' = Ay par 4, = k", muni de la dérivation 0 telle que Vi € {1,...,n}, de; =
n

- Y ajiej, ou(ey,...,ey) estla base canonique de k".
j=1

n—1
On associe a un opérateur différentiel L = 0" + ). akdk € k[0] le module différentiel
k=0
M1 = Ma,, 0u A estla matrice compagnon de L :

0 1 0)
AL - .- .-
0) 0 1
—dag ... —Anp—1

Définition 1.4

Un morphisme de modules différentiels est une application k-linéaire ¢ : (M,0_4) —
(N,0. ) tellequed gy o =pod 4.

Proposition 1.1

Soient A, B € M, (k). Alors il y a un isomorphisme de modules différentiels entre 4 4 et
M si et seulement si A et B définissent des systemes différentiels équivalents sur k.

Ainsi, les classes d’équivalence des systemes différentiels sur k classifient les k-modules
différentiels a isomorphisme pres.

On peut effectuer les constructions algébriques usuelles avec les modules différentiels :
* Un sous-module différentiel de .4 est un sous-k[0]-module a gauche de .#.
* Si ¥ estun sous-module différentiel de .4, alors le module différentiel quotient 4 | ./ est
muni de la dérivation quotient 4 : 7 — d(m).
* Le produit cartésien (ou somme directe) de (.#1,0,) et (#>,0,) peut étre muni de la déri-
vation 0 : (my, my) — (01(my),02(my)), qui en fait un k-module différentiel.
* Le produit tensoriel 4, ®y 4> est un module différentiel quand on le munit de 6 : m; ®
my — m; ® 02(my) + 01(m;) ® my (étendu a l'espace vectoriel entier avec la regle de Leibniz).
Il est a noter que le produit tensoriel ne peut pas étre défini sur I’anneau de base non com-
mutatif k[0] puisque .4 et ./, sont seulement des k[d]-modules a gauche. Par conséquent,
nous noterons souvent .4, ® /> sans préciser le corps de base.
e La dérivation 0* : ¢ — (m— @(0(m)) - 6(¢(m))) fait du dual .4* = Homy (4, k) un mo-
dule différentiel.
* Plus généralement, les constructions précédentes permettent de définir une structure de
module différentiel sur l'espace des morphismes Homy (A, M>) = M| ® . M>.

Remarque. En réalité, pour tout A€ M,(k), on a J%/’; ~ H -, 00 A* = =1 A. Si X est une ma-
trice fondamentale de solutions du systéme y’ = Ay, alors Y := ! X! satisfait Y’ = -7 AY.
Lemme 1.1

Iy a un isomorphisme de modules différentiels .41, = (@(z) [0]/Q(2)[0] L) *.

Définition 1.5

L’opérateur adjoint de L € Q(z)[0] est 'opérateur L* tel que 41+ = Q(2)[8]/Q(z)[0]L.

n-1 n-1
On peut calculer directement L* :si L = 0"+ Y, a;df, alors L* = (=0)" + ¥ (-0)Fay.
k=0 k=0
Lopérateur adjoint a des propriétés utiles; par exemple,ona L** = Let (L1Ly)* = L L.
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Mentionnons finalement le théoreme du vecteur cyclique implique que tout systéme dif-
férentiel y' = Ay est équivalent a un systeme y' = Ay y, L € k[0]. Ceci fournit in fine une équi-
valence entre les systemes différentiels et les opérateurs différentiels (voir [52, pp. 42-43]).

1.2.2 Taille et opérations sur les modules différentiels

Soit K un corps de nombres et G € M, (K(z)). Dans cette sous-section, suivant les nota-
tions d’André, nous introduisons une quantité o (G) qui encode une condition arithmétique
de croissance modérée sur un systeme différentiel, appelée condition de Galochkin.

Pour tout s € N, on définit G; comme la matrice telle que, si y est un vecteur satisfaisant
y' = Gy, alors y® = G,y. En particulier, G, est la matrice identité. Les matrices G, satisfont
la relation de récurrence

VseN, Gg1=G;G+G,,

ou G, est la dérivée de la matrice Gs.

Définition 1.6 (Galochkin, [27])

Soit T(z) € K[z] tel que T(z)G(z) € M, (IK[z]). On note, pour s € N, ¢, le plus petit dé-
nominateur supérieur ou égal a 1 de tous les coefficients des coefficients des matrices
m Gm(z)
T(z) '
Galochkin si

, quand m € {1,..., s}. On dit que le systéme y' = Gy vérifie la condition de

3C>0: VseN, gs<C*L

Le théoreme des Chudnovsky (cf [17]) affirme que si G est la matrice compagnon de
I'opérateur minimal non nul L associé a une G-fonction, alors le systeme y’ = Gy satisfait
la condition de Galochkin. C’est pour cette raison que L est appelé G-opérateur (voir [5} pp.
717-719] pour une revue des propriétés des G-opérateurs). Suivant [21, chapter VII], nous
allons maintenant reformuler cette condition en termes p-adiques.

Pour tout idéal premier p de Oi, on définit | - |, comme la valeur absolue p-adique sur [,
avec le choix de normalisations donné dans [21, p.223].

On rappelle que la valeur absolue de Gauss associée a | - |, est la valeur absolue non-
archimédienne

|- |p,Gauss : Kz) — R
N i
> az max |a;l,
i=0 0<i<N
M max |bil,
> bjz o<j<M ? P
j=0

La valeur absolue |- |y Gauss induit naturellement une norme sur M,, ,,(K(z)), définie pour
tout H = (h; j);,j € My,m(K(2)) comme || Hllp Gauss = Max;, j 1i; jlp, Gauss- On I'appelle norme de
Gauss. Si n = m, M (K(z)) munie de || - [lp,Gauss €St une algebre normée. Utilisons a présent
cette notation pour définir la notion de taille d’'une matrice :

Définition 1.7 (j21])

a) (|21, p. 227]) Soit G € M,,(K(z)). La taille de G est

1
o(G):=limsup= ) h(sp),
s—+00 S peSpec (Ok)

ol

VseN, h(s,p)=suplog”

ms<s

M

p,Gauss

aveclog® : x — log (max(1, x)).
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(o)
b) (|21, p.243]) La taillede Y = Y Y,,z2", Y, € My, 4(K) est

m=0

1
o(Y):=limsup— ) suplog" || Ypl,.

s—+oo § peSpec (G ) M<$

1
¢) (...Dwork) La taille étendue dea (y) := o(y)+limsup— Y suplog”|yml;, ot1 pour

s—+400 S iIK—Cmss
tout plongement 7 : K — C,

= TN siT() R
O™ ginon.

Pour donner un lien entre o (G) et la condition de Galochkin, nous allons introduire une

. . , . . a;
notion alternative de dénominateur. Si ay,...,a, € [ sont tels que (a;) = b—l, ol1 a; et b; sont
i

des idéaux premiers entre eux de Oy, on définit den’(a;, ..., a,) comme la norme N 19(b) du
plus petit multiple commun b de b;,..., b, dans le sens des anneaux de Dedekind.
Ce dénominateur n’est pas nécessairement le plus petit multiple commun des «; dans
le sens classique du terme, comme le montre I'exemple de a = (1 +i)/2 dans K = Q(i) : il
satisfait den(a) = 2 et den’(a) = 4, puisque (1 +i) est un idéal premier de Z[i] = . Toutefois,
ona
den(ay,...,a,) <den'(ay,...,an) < (den(ay,...,a,) . (1.4)

Cette notion alternative de dénominateur s’avere étre plus utile que la notion usuelle
dans notre contexte, car, comme il a été prouvé dans [21, p. 225], on a

Yai,...,a, €K, Y. sup log"la;l, = log(den'(ay,...,a,)). (1.5)

peSpec (Ok) 1sisn K: @]

Nous commencons par prouver la proposition suivante qui donne le lien entre la condi-
tion de Galochkin et o (G).

Proposition 1.2

Soit T(z) € K|z] tel que T(z)G(z) € M, (IK[z]). Définissons, pour s € N, q; (resp. qg), le

dénominateur (resp. le den’) des coefficients des coefficients des matrices TG, Tz?z, eee)

G
TS —'S Alors
s!

1 1 1
a) Pour tout entier s, ;log(qs) < ;log(qg) <[K: @];log(qs).

b) Posons

h™(T) = Z log_ |T|p,Gauss et h+(T) = Z 10g+ |T|p,Gauss»
peSpec (Ok) peSpec (Ok)

aveclog™ : x —log(min(1, x)). Alors

[K:Qlo(G)+h (T) < limsupllog(qg) <[K:Qlo(G)+h* (T).

s—+oo0 §

c¢) Le systéme différentiel y' = Gy satisfait la condition de Galochkin si et seulement
sio(G) < +oo |21, p. 228].
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Démonstration. Le point a) est une conséquence directement de 1'inégalité (1.4). Il im-
plique immédiatement c).
b) L'équation (1.5) donne

m!

loggy=[K:Q] )  suplog®

peSpec (O) MSS$

p,Gauss

De plus, pour se N* et m< s,ona

Gm Gm m
log* Tm—' =log* (|T|)’;:‘GauSS — < slog” | Tlp,Gauss +1og" — .
m. p,Gauss m. p,Gauss m. p,Gauss
D’ou
+ m Gm +
suplog™ | T™— < slog™ | Tlp,Gauss + R (s, p),
mss m! p,Gauss
de sorte que
TG
Y. suplog® 'm <s Y suplog”|TlyGauss + A(s,P).
peSpec (O) MSS$ m:  llp,Gauss peSpec (Ok) MSS$
- Gm (1\"T"Gpn N _
Symétriquement, en remarquant que — =7 ' etlog™ || = = —log™ |Tlp,Gauss
m! T m! p,Gauss
ona
h(s,p)<-s Z suplog™ [Ty, Gauss + Z suplog ' .
peSpec (Ok) =S peSpec (O ) MSS$ m.  llp,Gauss
On obtient le résultat voulu en divisant par s et en passant a la limite supérieure. O

Remarque. Une situation commode apparait quand G € .#,(Q(z)) et T(z) € Z[z] a au moins
un coefficient égal a 1. Dans ce cas, la proposition[l.2]se résume a I'égalité

1
0(G) =limsup - log(gs).
s—+oo0 §
Le lemme suivant montre que la taille ne dépend pas du corps de nombres K considéré
et elle est invariante par équivalence de systemes différentiels. Il est dti a André [4, p. 71].
Nous donnons une preuve plus détaillée que dans [4] par souci d’exhaustivité.

Lemme 1.2 ([4], p. 71)
Soit K un corps de nombres, G € M,(K(z)) et P € GL,(Q(2)), soit H = P[G] = PGP~ ! +

p'p1 une matrice définissant un systeme différentiel y' = Hy qui est équivalent a y' =
Gy surQ(z). Alors 0(G) = o (H).

Démonstration.  Quitte a remplacer K par une de ses extensions finies de corps, on peut
supposer que P est a coefficients dans K (z).

Ona
S

S
VseN, Hy= Y. ( )P(S_m)GmP_l. (1.6)

m=0

En effet, soit s € N et y tel que ' = Gy. Alors y'¥ = G,y et, comme H = P[G], (Py)"® =
HPy.Or,
N
HPy=(Py)® =}
k=0

s
k

S -k, (k .
k)P(S )y( ) — Z
k=0

)P(S_k) Giy.
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Comme cette égalité vaut pour toute solution y de de y' = Gy, il s’ensuit que

s
N _ —
Hy=Y | |P*"™H,P .
m=0\"M
Par conséquent, pour p € Spec (O),
H, pls=m) ) Gm
— < max ' “IP~llp,Gauss * | —~
S! |lp,Gauss  Osmss (s—m)! p,Gauss M |l p,Gauss
1 Gm
< | Pllp,Gauss * 1P~ " lIp,Gauss - Mmax || — )
osmss || m! p,Gauss
pls—m) ~
car < | Pllp,Gauss (cf[21, p. 118]). En notant C(p) = I Pllp,Gauss* I P 1”p,Gauss; on
(s—m)! p,Gauss

a alors, pour tout entier s,

max ||— < C(p) max |— .
o<ms<s| s! p,Gauss o<ms<s| m! p,Gauss
D’ou
. 1 +
o(H)<o(G)+limsup- )  log" C(p)=0(G).
s—=+00 S peSpec (Ok)
Symétriquement, on a 0(G) < o (H), puisque G = P~ [H]. O

La proposition [1.1] et le lemme [1.2] impliquent que 'on peut définir sans ambiguité la
taille d'un module différentiel .4 par o(#) := o(A), car tout module différentiel .4 peut
étre associé a une unique classe d’équivalence de systemes différentiels [A].

Définition 1.8 (/4], pp. 74-76)

Soit L € @(z) [0]. On pose o(L) = o(#1). Si 0(L) < +00, on dit que 'opérateur L est un
G-opérateur.

Cette terminologie est justifiée par le fait que toute solution de I’équation L(y(z)) =0 au
voisinage de tout point non singulier du G-opérateur L est une G-fonction.

Le résultat suivant est un résultat essentiel de ce chapitre. Il est dG a André. Il démontre
que la notion de taille est compatible avec la plupart des opérations usuelles sur les modules
différentiels.

Rappelons que pour n € N*, la n®™® puissance symétrique du module différentiel .4,
Sym%(z) (L), est le quotient de ./ ®" par le sous-module engendré sur Q(z) parles m; ®---®
My — Mga) ® -+ ® Mg(p), quand o est une permutation de {1,..., n}.

Proposition 1.3 (/4/, p. 72)

Soient 1, >, #3 des modules différentiels sur@(z). Alors

a) Si. /> estun sous-module différentiel de ¢, alors o () < o (A1) eto (./%1/./%2) <
O'(./%l).

b) o (A x M>) = max (o (M), 0 (M) < 0( ML) + 0 (Mr).

0o (Symg(z) (£4)) < (1+10g(N)) o (421).

d) o)) <o) (1+logu — 1), oty = dimg,.,

M.
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e) Silasuite 0 — 4, — M — M3 — 0 est exacte, alors on a
oM <1+20 (Mo x M3 % (M3)") <1+2max (o (M>),0(M3) +us—1), 1.7

avec 3 = dim

Q(2) M.

Dans d), on peut également prouver I'inégalité alternative suivante, dont nous donne-
rons une démonstration dans la preuve de la proposition 1.3|:

o) - +1<o(l) <o)+ —1. (1.8)

Dans e), on peut en réalité déduire de la preuve d’André le résultat un peu plus précis
suivant

11
U(.ﬂl)<1+€0'(./%2x./%3x(./%3)*). (1.9
De maniére alternative (voir ci-dessus et ci-dessous), on a
o) <1+o(Mo)+o(Ms)+ U(./%3*) < Uz +0(Mo) + 20 (M3). (1.10)

Notons que n’est pas toujours une meilleure estimation que (I.10), comme I’exemple
avec U(Zﬁ) dans la sous-section le montre.

La preuve des points a) et e) repose essentiellement sur le lemme classique suivant,
énoncé sans preuve dans [4, p. 72], dont nous donnons une démonstration pour la conve-
nance du lecteur :

Lemme 1.3 ([4], p. 72)

Soient M, M,, 45 des modules différentiels sur Q(z). Si la suite 0 — Mo — M1 — M5 —

0 est exacte, alors, avec un choix adapté de bases, ./ est asssocié a un systéme différen-
G® GO

0o G®
ment associés a . et 5.

tiel 0y = Gy, o1 G = ( ) et les systémes 0y = GPy et 8y = G®y sont respective-

Démonstration.  On lit sur la suite exacte que .43 = ./, / M .

Un raisonnement d’algebre linéaire nous convainc alors que, si (ey,..., e;) est une base
sur k de /- et (ﬁ,...,f_m) est une base sur k de .4 /4>, alors B = (ey,...,en, f1,---» fm) €st
une base de ..

Ainsi, siVl<i<m, éﬁ— - Z g(3)f], onadf;+ Z g}sl)f] € », de sorte qu'il existe une

matrice GO = (glgf)}) € My n(k) telle que

Vi<ism, 0fi= Zg(3)f] Zg(o)
De plus, on peut trouver une matrice G € M,,(k) associée a ./, telle que

vi<i<n 285231

G? GO
0 G(3))'

Par suite, la matrice G telle que 0’ % = -G % est de la forme G = (

Démonstration de la proposition Nous donnons cette preuve pour la convenance
du lecteur, en donnant de plus des détails qui n’ont pas été écrits par André.
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L'assertion a) est une conséquence directe du lemme|1.3} et b) s’ensuit de la définition.
Pour le point c), voir [4, p. 72] (et [4, pp. 17-18] pour I'argument clé).

Linégalité d) est prouvée dans [4, p. 80]. La preuve consiste a utiliser le théoréme de Katz
sur les exposants d'un G-opérateur pour exprimer la taille de .#;" en fonction de la taille de
o (Sym*#1~1 /), puis a appliquer le point c).

Expliquons maintenant comment obtenir la borne alternative sur O'(./%l*).

En suivant les notations de [21} p. 226], on note p(.#) le rayon inverse global de ..
Alors le théoréme d’André-Bombieri [4, p. 74] donne

p(t) <o(Ah) < p(Ah) + -1,

ou y = dim@(z) . De plus, [4, Lemma 2, p. 72] affirme que p(4]") = p(.). Ainsi, I'ap-
plication du théoreme d’André-Bombieri au module adjoint .#;" donne p(./1) < o(A]") <
p(AL) + 1 — 1, d’ou

O'(J%l)—[,tl+1<0'(ﬂ1*) SO’(./%l)-Ful—l.

Remarque. Dwork |20, Theorem 1 p. 226] a obtenu le raffinement suivant du théoreme d’André-
Bombieri :

Supposons que #; soit un module différentiel vérifiant p(.#;) < +oco représentant un
systeme y' = Gy tel que G € My, (Q(2)), alors

A(V), (1.11)

_ 1
p(AL) +A(V) < o(AMy) < p(Ah) + 1+§+---+ ]
H1—

— 1
ou A(V) :=limsup 3 Y logp et V estI’ensemble des nombres premiers p tels que I’équation
§—+00 pev
pss

y' = Gy a une réduction modulo p et cette réduction a une p-courbure non nulle (avec la
terminologie de [20, p. 228]).

On pourrait, sous les conditions énoncées ci-dessus, utiliser pour obtenir une in-
égalité plus fine que (1.8).

Passons maintenant a la preuve de e). André a donné une démonstration de cette asser-
tion sans en fournir tous les détails. Nous les présentons ici.

Parle lemme on peut trouver des bases convenables de ./, 4>, ¢ telles que, dans
ces bases, ./, (resp. >, /3) représente le systéme dy = Gy (resp. 0y = G@y et dy = G¥ y),

ot @ GO
G G
G= ( 0 G(S)) :

Soit K un corps de nombres tel que G € M, (K(z)). On fixe p € Spec (0O). On considere
fp une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire une extension
complete et algébriquement close de (KK (%), |- |p,Gauss). Concrétement, Qy, est la complétion
de la cloture algébrique de la complétion de K(#,) muni de la valeur absolue de Gauss |-
|p,Gauss (voir [21, p. 93]).

On pose

X@(z) =
2 (2) ;0 "

(z— t,)° € GL,(Qplz— 1)

(resp. lef) € GL;;(Qplz - %])) une matrice fondamentale de solutions de dy = G®y (resp.
0y = G®y) au point générique 1, telle que Xg)(tp) = I, (resp. Xg’)(tp) = I,;). On consideére
Xg:) € My, m(Qplz — £p]) une solution de

6X§O) — G(3)X§0) + G(O)X§2) (1.12)
p p P
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telle que Xg:) (tp) =
@ V)

X
Alors X, = s | est une matrice fondamentale de solutions de dy = Gy telle que
p 0 X(3)
Ip

Xt, (ty) = In+m. Ainsi, on a Vs € N, OS(ti)(tp) = Gs(1p). Puisque 'on sait que OS(Xg?)(tp) =
G?(t,) (et de méme pour Xg)), il suffit d’estimer la norme de Gauss de OS(X,ES))(tp) pour
obtenir une estimation sur la taille de G.
Par souci de simplicité, on omettra l'indice #, dans ce qui suit.
L'équation (1.12) implique que
a(X(?’)'lX(O)) _ X(3)_16(X(°)) _ X(s)—la(X(S))X(s)—IX(O)
= X (GO X0 L GO x@)_ xBOT g8 xO = x® GO x@

de sorte que, pour ¢ € N, par la formule de Leibniz,

' xO i al-1(x®) gi(x® " xO) ~ GE(XB))X(?’)_IX(OHi Al (x®) pi-1(x @ GO x @)
0 s (- il o = (-0 il
6[ (X( )) @ IX(O) Z af—i(XB)) l oh (X(3)’1) ot (G(O)) o (X(Z))
i. i=0 ([ - i)! l i1+i2+i3:i—1 il! iz! ig! '

On évalue maintenant cette égalité au point générique #,. Puisque X © (ty) = 0, on obtient

OZX(O) _ Z 6€—i(X(3))(tp) l Z oh (X(g)_l)(tp) o2 (G(O))(tp) ois (X(Z))(tp) .
-0 i ! i) N

i=0 Uiytip+iz=i-1 h: l2: I3:

On fait les observations suivantes :

alz (G(O))
e Puisque GO(tp) est a coefficients dans K(#,),ona | ——— < IIGOII,,,GauSS par 21, p.
! p,Gauss
94].
e Posons 6, =ppcm(l,2,...,¢). Alors
Lo 1 g0 <———+o)
sup — 0gloy otl)),
peSpec (O) 1si<l |l|P [ @] [ @

par [21, Lemma 1.1, p. 225].
Donc, puisque |l - [lp,Gauss €st non-archimédienne, on a

¢ +v(0) C—i (3 (3)
log* X < max (log+ w +log" |- +
€' llp,Gauss iy iyl (€ =D llp.causs L llp,Gauss
i (x®™! 0i2(GO o (X®@
log* —(. ) +log* —(. ) +log” —(- ) (1.13)
i! p,Gauss Ip! p,Gauss i3 p,Gauss
Or,
_i ; 2
‘ 3¢ ,(X(g)) _ (G(g))f—i' ‘ als(X(Z)) _ (G( ))l_3
(0 —1i)! p,Gauss (¢! p,Gauss I3! p,Gauss is p,Gauss
et de plus, on a
“ywxw”) _“PJG@Ll
. ' - . ' )
h: p,Gauss h: p,Gauss
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-1 . . . .
car ' X® " est une matrice fondamentale de solutions du systéme y’ = —!G® y, associé au
module dual .4 . Ceci implique, pour tout £ e N* et N = ¢

¢ (X(O))(pr)
4

+

<h(N,p,G®) + h(N,p, - G®) + h(N,p, G?)

p,Gauss

log

1
+log” ”G(O)”p,Gauss +log max —. (1.14)
0<i<N |i]p

Par conséquent, on obtient

0% (X)(z,) 1 .
— < +0(M3) + 0 (M) + 0 (M2)

1
limsup— )  suplog® KO

N—+o00o peSpec (Ok) ns<N

p,Gauss

puisque || GO lp,Gauss = 1 pour tous les premiers sauf un nombre fini. Par ailleurs,

' Gy _[[of0 @)
l! p,Gauss 2 p,Gauss
o' (XO)(t) 0’ (X@)(ty) 0° (X®)(ty)
= max T ) T ) T )
' p,Gauss ’ p,Gauss ’ p,Gauss
d’oty, finalement,
o (M) < 1+0(MB) +0(M3) +0(M). (1.15)

On peut en réalité obtenir une inégalité plus raffinée en utilisant 'argument qui suit.
Soient ¢ e N et iy, i2, i3 € N tels que i1 + iz +i3 < £—1. On suppose par exemple que i} = i = i3,
les autres cas pouvant étre traités de la méme maniére en menant a la méme conclusion

. o -1 . l-1 . -1
finale.En considérant séparément les cas i} < > et i > T,on prouve que iy < > et
/-1

i3< ——.

Ainsi, on obtient dans I'inégalité (1.13)

oi X(s)*l 9i2(GO oB(X®@
max [log" X" ) , ) +log* —(_ ) +log* ' —(_ )
0! p,Gauss ip! p,Gauss i3! p,Gauss
¢ ¢
sh([,p,G(S))+h(5,p,—tG(3))+h(§,p,G(Z)),

de sorte que

- h(é’p’G)s—_‘__ 108 ”G ”p,G TVt — || Vil T5 5| Ve
¢ pESp;(@K) ¢ ¢ peSpgc"(@K) e C[2 M ¢ 13 M

1

avecvy=-— Y  max(h(,p,G¥),h,p,—'G®), h(¢,p,G?)). En passant 2 la limite su-
4 peSpec (Ok)

périeure de part et d’autre de I'inégalité, on obtient

11
o) <1+ Emw(a(%g),a(ﬂs),a(w%z)),

quantité majorée par 1 +2max (o (4;), 0 (M3),0(M)) dans [4]. Ceci est la conclusion vou-
lue. O
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Les points a), b) et ¢) de la proposition|1.3|/impliquent en fait le résultat suivant, qui n’est
pas énoncé explicitement par André et sera un point important de la preuve du théoreme
L1 ci-dessous.

Proposition 1.4

Soit (M), <;<n une famille de modules différentiels sur Q(z). Alors

oM ® M) < (1+1og(N)) max (o (M), ..., 0 (MN)).

2 %o

En particulier, on a o (J%l@N) < (1+log(N))o ().

Démonstration. On note « la classe d'un élément a € (/ x --- x #N)®" dans I'espace
quotient Sym” (.#; x -+ x #y). 11 y a un morphisme injectif de modules différentiels

0: MO M — SymN(%IX---X%N)
me---emy — (m;,0,...,00®---®(0,...,0,mp).

En effet, pour tout i, soit B; = (egi), . eﬁf}) une base sur @(z) de .#;. Une base sur @(z) de
M- --@ M) estlafamille & dontles éléments sont les eg) ®e§§) ®-- -®e§g), quand 1 < iy < ng.

Notons % = (fi,..., fp) la base de .4, x --- x 4 obtenue a partir des bases %;. Alors la
famille &' dont les éléments sontles f;, ® i, ®---® f;,, quand 1 < i} S fp <--- < iy <N+

--++ ny est une base de SymN(Jﬂl ®---® M) (cf[29, p. 218]). De plus, on a

€8] @ (N)y —
(P(el-l ®ei2 ®.”®el’N )_ﬁl ®fl’l1+i2®"'®fn1+"'+nN_1+iN)

donc . est envoyée par ¢ sur une famille libre de Sym™ (.#; ® - -- ® ), ce qui montre que
@ est injective.
Ainsi, en combinant les points a), b) et ¢) de la proposition|1.3} on obtient

oM ® - ® MN) < (1+]og(N))max (o (L),...,0(MN)).

1.3 Une généralisation du théoréme des Chudnovsky aux sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holo-
nome

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme une version quantitative d'un
résultat d’André, qui est un théoreme de type Chudnovsky pour les séries Nilsson-Gevrey de
type arithmétique et de type holonome [5].

Dans ce qui suit, nous noterons d la dérivation standard d/dz sur Q(z) .

1.3.1 Produit et somme de solutions de G-opérateurs

Le résultat suivant est prouvé par André dans [5, p. 720] :
Proposition 1.5 (|5, p. 720)
Si y, (resp. y») est solution d’'un G-opérateur L, (resp. L), alors

a) y1+ y» estsolution d’'un G-opérateur L3 ;
b) y1y» estsolution d’'un G-opérateur Ly.
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Notons que y; et y» ne sont pas nécessairement des G-fonctions, mais ce sont des sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome. Cette proposition devient
évidente, une fois que I'on dispose du théoreme de Chudnovsky (théoreme|0.3|dans I'intro-
duction), quand y; et y» sont des G-fonctions, car ’ensemble des G-fonctions est un anneau.

Nous allons utiliser les résultats de la partie[l.2| (proposition[1.3) pour trouver une borne
supérieure sur les tailles de L3 et Ly.

Proposition 1.6

Soient L; et L, les opérateurs minimaux respectifs de y; et y,, qui sont des G-opérateurs.
Alors on peut trouver des G-opérateurs non nuls L3 et Ly, comme dans la proposition[1.5]
tels que

o(L3) <max(o(Ly),0(Ly)) et o(Ly) <(1+log(2))max(o(L;),0(Ly)).

Démonstration des propositions[l.5let[1.6,  Dans [4} p. 720], André a donné une esquisse
de preuve de la proposition[1.5, que nous explicitons ici afin de trouver une borne sur la taille
des opérateurs L et Ly.

Si L € Q(2)[0] est 'opérateur minimal d'une fonction y, on remarque qu’il y a un isomor-
phisme naturel de modules différentiels entre Q(2)[0]/Q(2)[0]L et

Q)[01(y) := {M(y) | M € Q(2)[01}

donné par M mod L— M(y). D'ouo(L) = ((@(z) (y)) )
On définit aussi, pour u, v solutions de G-opérateurs, Q(z)[0](u, v) := (@(z) [6](u)) [0]1(v)

qui est'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans @(_z) des 0* (1)’ (v), quand
k,¢ € N. Lexistence d’équations difféientielles a coefficients dans Q(z) satisfaites par u et v
nous assure qu’il s’agit en effet d'un Q(z)-espace vectoriel de dimension finie, de sorte qu’il
peut étre muni d'une structure de module différentiel.

e Soit L3 'opérateur minimal de y; + y» sur Q(2). Alors 0 (L3) = o ((@(z) [0](y1 + yg)) )

Soit ./ I'image du morphisme de @[z] [0]-modules a gauche

1 Q)0 — Q2)[01(y1) x Q(2)[01(y2)
L — (L(y1),L(y2)).

Ainsi, .4 estun sous-module différentiel de Q(z)[d]( ¥1) xQ(2)[0]( ¥2), car c’'estun sous-Q(z)[0]-
module a gauche de Q(2)[0](y1) x Q(2)[](y2) qui est de dimension finie sur Q(z).
De plus, on pose

@: M — Q@)1+ y2)
(L(y1),L(y2)) =—— L(y1+y2)=L(y1)+L(y2).

Ce morphisme de modules différentiels est bien défini et surjectif, donc sa factorisation
par son noyau induit un isomorphisme de modules différentiels entre Q(z)[0](y; + y2) et
M | ker(¢p). Par suite, il y a un isomorphisme (@(z) [0](y1 + yz)) = (M I ker(@))" = 4* ITm (¢*),

ol ¢* estle morphisme dual de ¢ dans le sens de I’algebre linéaire. D’ou, par la proposition

[1.3]a), on obtient
o (L) = 0(Q(2)[01(y1 + y2)*) S o (M¥). (1.16)

Nous allons maintenant trouver une borne sur o(4*). Le morphisme dual de l'injection
M — Q(2)[0](y1) x Q(2)[0](y2) est une surjection (@(Z) 1(71) x Q(2)10] (yz)) — M*, et

[@@010) Q@ BI) = ([@@EIG) * (B0,
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de sorte que .4 * peut étre écrit comme un quotient de (@(z) [0]( yl)) " x (@(z) [0]( yg)) *.
Ainsi, il s’ensuit de la proposition[I.3]a) et b) que

o) <o (@101 x (R@I010») ) < max(o (L), o(12). (1.17)

Finalement, (1.16) et (1.17) impliquent que o (L3) < max (U(L1),U(L2)) < oo. Donc Lj est en
effet un G-opérateur.
¢ On définit le morphisme

v: Q@01(y)eQI01(y2) — Q2)01(y1,¥2)
K(y1)®L(ys) — KLy

Deplus, I’ ensemble M = @(z) [0](y1y2) est un sous-module différentiel de (I;D(z) 1(y1,y2), car
51L€Q(z)[6], L= Z aka ,ona
k=0

L(y1y2) = Z ary. ( )a”(yl)ak‘P(yz) = (Z ax Z ( )a"’(yl) ®0* ”(yz)) €QI01(y1,y2).
k=0 p=0 k=0 p=0

Par définition, la restriction de w a w1 (%) est une surjection v : = (4) — M

La factorisation de 1 par son noyau fournit un isomorphisme entre .4 et A4/ ker(y), ol

N =y~ () est un sous-module différentiel de Q(2)[8](y1) ® Q(2)[0](y2).

En passant aux modules duaux, on obtient .4 * =~ A */Im (¢*) donc par la proposition

a), 'opérateur minimal L, de y, y» vérifie

o(Ly) =a(U*)<Oo(NT). (1.18)

Par ailleurs, le morphisme dual de A — Q(2)[d](y1) ® Q(2)[8](y2) est une surjection

(@@ eR@0IG) - 4"

etona

(@@ eR@0IG) = (@BIo) & (@@0I)
de sorte que, par les propositions[1.3a) et[L.4]

o <o ((@@Ia1) o (@@0102) ) < (1+10g@) max(o(Ly,0(L2).  (119)

Ainsi, la combinaison de (I.18) et (I.19) montre que o (Ly) < (1+log(2)) max (o (L), 0 (Ly)),
de sorte que L4 est un G-opérateur. O

Remarque. En utilisant la proposition[I.4} on peut généraliser la seconde assertion de la pro-
position[I1.6]a un produit quelconque y; ... yn de solutions de G-opérateurs : si Ly est 'opé-
rateur minimal de y; ... yy et L; est'opérateur minimal de y;, on obtient

o (Lo) < (1+log(\N))max(a(Ly),...,o(Ln)).

Il existe une version « générique » des propositions [1.5] et [1.6). En effet, il est possible
de trouver des opérateurs L3 et L4 dans @(z) [0] tels que L3(y; + y2) et Ly(y1y2) = 0 pour tous
¥1, ¥2 vérifiant Ly (y;) = Lo(y2) = 0. Explicitement, on peut prendre L3 := LCLM(L;, Ly) et Ly :=
L, ® L, respectivement construits dans [52, p. 40] et [52, Corollary 2.19 p. 51]). Si L, et L, sont
des G-opérateurs, Lg est encore un G-opérateur et o(L3) < max (O‘(Ll) O'(Lg)) (voir la preuve
de la proposition |4.10| ¢)). On peut obtenir un résultat analogue concernant L; ® L,; c’est
I'objet de la proposmon suivante :
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Proposition 1.7

Soient Ly, L, € Q(2)[0] des opérateurs d’ordres respectifs (1, et . Alors
0(L1®Ly) < (1+log2)) max (o (Ly) + 1 — 1,0 (La) + o — 2) + py pio — 1.

En particulier, si Ly et L, sont des G-opérateurs, alors L ® L, également.

Démonstration.  Lopérateur L; ® L, est défini (voir [52, Definition 2.20 p. 51]) comme
I'opérateur minimal de 1 ® 1 dans Q(z)[0]/Q(z)[0]1L; ® Q(2)[0]/Q(2)[0]L,.
On dispose d'un morphisme

v: Q@0 — Q2)[01/Q(2)[0]L; ® Q(2)[0]/Q(2)[0]L,
L — L(1®1)

dont le noyau est par définition Q(z)[0](L; ® L,), de sorte que selon la proposition a) etla
proposition 1.4}

O} o1,) <0 (M7, ® 407,) < (1+10g(@) max (o (4}), 0 (L), (1.20)
Or, selon (1.8), pour i € {1,2}, U(./%L*i) <o(Mr,;) + pi — 1. De plus,

0 (M1 81,) SO(M] gp,) +01d (L1 ® L) — 1
et
ord(L; ® Ly) = dim@(z) '/%Iikl@:Lz < dim@(z) ./%L*l ®./%Z<2 = U2

car la factorisation de v par son noyau fournit une injection Q(z)-linéaire de ./ dans

Li®L
M L*l ® M L*z. Ainsi, on déduit de que o
0(L1®Ly) = 0 (M1, 01,) < (1+10g2)) max (o (L1) + 1 —1,0(La) + o — 1) + iy pi2 — 1,

ce qui est le résultat voulu. O

1.3.2 Démonstrations des théoremes[1.2 et

On peut a présent déduire de la proposition[1.5]et de sa version quantitative la preuve du
théoreme[L.3]énoncé dans I'introduction.

Démonstration du theoréme([1.3l  Pour tout (@, k, ) € S, soit Ny i ¢ # 0 'opérateur mini-
mal sur Q(z) de 8a.k,0(2) :=Cq k02" log(z)k fax,e(2), avec fy k.¢(2) une G-fonction, qui existe
puisque cette fonction est un produit de solutions d’opérateurs différentiels a coefficients
dans @(z).

* Comme f(z) est la somme sur (a, k,¢) € S des fonctions gg 1 ¢(2), la proposition [I.6im-
plique que la taille de 'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) satisfait

o(L)< max o(Ngke).
(a,k,0)€S

e Soit (a, k,?) € S. La fonction z% log(z)kca,kygfayk,g(z) est un produit de k + 2 solutions de
G-opérateurs. Les facteurs de ce produit sont :

— z% d’opérateur minimal K, = d/dz— a/z sur Q(z);

- log(z) d’opérateur minimal T = z(d/ dz)?2 +d/dz sur @(z) (k fois) ;

— Cq.k.0fa,k¢(2) dopérateur minimal Ly i ¢ Sur @(z).
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Ainsi, il découle de la remarque apres la proposition|[1.6/que
0(Ng,k,0) < (1 +1log(k +2))max (0 (Ky),0(T),0(Lg,k,0)) -

Or, on peut calculer directement les matrices itérées correspondant au systeme différentiel

a a . .
y' = —y:ennotant B, = —, avec les notations de la sous-section|1.2.2, on a
z z

ala—1)...(a—s+1)
ZS

)

VseN, (By)s=

de sorte que, selon le lemme den(a)?* (By),/s! € Z(z), d'ot1 0(K,) < 2log(den(a)). De
plus, o(T) <1, donc on obtient finalement

o(L) < max ((1+log(k+2))max(2log(den(a)),1,0(Lg,e)))
(a,k,0)eS

< max|1+log(k +2), 2(1 +log(x +2))log(maxden(a)), max ((1+log(k+2))0(Lake))|,
acA (a,k,0)eS

ou x est le maximum des entiers k tels que (a, k,#) € S pour un certain (a,¢) € Q xN et
A={aeQ:3(k 0) eN? (a,k ¢) € S}. Ceci conclut la preuve du théoréme[1.3] O

Ceci, combiné a la version quantitative du théoreme des Chudnovsky issue de [21} p. 290,
p. 299], permet d’obtenir le théoreme|1.2

Démonstration du théoréme([1.2l  On a, selon le théoreme|1.3]

o(l) < max ((1+log(k +2)) max (2log(den(a)), 1,0 (Lq k7))
a,k,l)e

< max(l +log(k +2), 2(1 +log(x +2))log(maxden(a)), max ((1+log(k+ 2))0’(La,kyg))) .
acA (a,k,0)€S
Ee plus, pour tout (a, k, £) € S, comme L, ¢ est'opérateur minimal non nul de fj i ¢(2) sur
Q(2), [21, p. 290, p. 299] implique que

0(Lake) < ((6+E(Hak e D) 1 g (Gake+ 1 =1 (Ha ke = DOake+ DT (fare)  (121)

lsix=y

ol g k¢ :=0rd (Lq k,0), O k0 := deg,(Lq r,¢) et e(x, y) := { 0 sinon

Par conséquent, on a

o(L) < max

1+log(x +2), 2(1 +log(x +2))log (maxden(a)), max [(1+log(k+2))
acA (a,k,0)€S

((5 +€(ta,k,0)) Mi,k,g@a,k,é +1) = 1= (La ke — DG a e+ 1))6(fa,k,£))])

1.4 Application: taille d’'un produit de G-opérateurs

Dans cette partie, nous allons interpréter le résultat d’André sur la taille des modules
différentiels (Proposition[L.3) en termes d’opérateurs différentiels.

La proposition suivante nous permet de formuler une correspondance entre les facteurs
a droite d’'un opérateur différentiel L et les sous-modules différentiels de .4 (voir [52, p. 47,
p- 58]). On note 0 la dérivation d/dz sur @(z).
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Proposition 1.8 (/52], p. 47)

Etant donnés L, L, € Q(z)[0], on a une suite exacte

0— My, — M, 1, — My, — 0. (1.22)

Démonstration. Puisque nous travaillons avec des espaces vectoriels de dimensions fi-
nies, une suite
u 4
0—’./%L2 _’-/%Lng _"/%Ll —0

est exacte si et seulement si la suite duale
0 — M} 2ty Ll —0
est exacte (voir [33} pp. 53 — 59]). Ainsi, il suffit de trouver une suite exacte
0—Q(2)101/Q(2)AIL; 2 Q(2)[0)/Q(2)0] L1 Lz - Q(2)[0)/Q(2)[9] L, — 0. (1.23)
Pour cela, nous définissons I'application injective

¢: Q@I0/QR)IOIL; — Q(2)01/Q(2)[0]L Ly
u modlL, — ul, modlLiL,

et I'application surjective

v: Q©)01/Q2)01L1L; — Q(2)[0]1/Q(2)[d]1L,

u modLiL, — u modL,.

On aker(y) = Q(2)[0]L, / Q(2)[01L1 L, =TIm (¢). Donc la suite est bien exacte. O

Remarque. Une conséquence pratique de la propositionest I'équivalence sur Q(z) du sys-
A;, B°

0 A
a coefficients dans Q(z). Cela découle du lemme appliqué a (1.22).

teme différentiel Y' = A;,7, Y aunsystéeme Z' = BZ,ou B = ( ), BY étant une matrice

Les propositions[L.3|et[L.8impliquent alors le résultat suivant qui est I'application voulue.
Théoréme 1.4

Pour tout Lq,L, € @(z) [0], on a les inégalités suivantes
11 .
max (o (Ly),0(Ly)) <o(L1Ly) <1+ 5 max (o(L1),0(Ly),0(L)))
11
<1+ n max (o(Ly) +ord(Ly) — 1,0 (L))

et
o(Li1Ly) <ord(Ly)+20(L1) +0o(Ly).

Démonstration.  La proposition|1.8/nous assure que la suite
0_’-/%L2 _’-/%Lle _)'/%Ll -0

est exacte. Par conséquent, ./, est un sous-module différentiel de .4y, 1, et M, = M1, 1, [ M1, .
Il découle alors de la proposition[1.3|a) que

max(o(L1),0 (L)) = max (o (Hy,),0(M1,)) < oM, 1,) =0(L1Ls),
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ce qui est la premiere égalité que nous voulions prouver.
Par ailleurs, I'équation (1.9) et la proposition[1.3]b) impliquent que

11
oLy <1+ Emax(U(Ll),a(Lz),U(LT)).

De plus, l'assertion (1.8) apres la propositionimplique que o(L}) <o(L;)+ordL; -1, de
sorte que

11
o(L1Ly) <1+ 5 max (o(L1) +ordL; —1,0(Ly)).

De méme, on obtient 'inégalité o(L,Ly) < ord(L,) +20(L;) + 0(Ly) en appliquant 'asser-

tion (1.10). O
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Chapitre 2

Un analogue du théoreme de Chudnovsky
pour les séries Nilsson-Gevrey de type
arithmétique

2.1 Généralités sur les séries Nilsson-Gevrey de type arith-
métique

On s’intéresse dans ce chapitre une sous-classe de I'ensemble des séries Nilsson-Gevrey
de type arithmétique d’ordre 0. Les séries Nilsson-Gevrey d’exposant & sont les fonctions de
la forme

P
F@=Y Y'Y ckomfeem@z*log@)F, 2.1)
m=0¢=1k=0

quand (g, v,p) € N* x N x N, fi.s,m(2) € Qlzl, ckrm € C et @ = (ay,...,ay) € @". On appelle
a l'exposant de f(z). Par le théoréeme de Frobenius (cf [32, Theorem 3.5.2, p. 349]), ces sé-
ries apparaissent naturellement comme solutions d'une équation différentielle L(y(z)) =0,
quand L € Q(z) [d/dz] est un opérateur différentiel fuchsien.

On dit que f(z) est de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 si tous les fi. ¢, (2)
sont des G-fonctions.

Dans [5], André a défini et étudié les propriétés des séries Nilsson-Gevrey de type arith-
métique d’ordre s. Les séries auxquelles nous allons nous intéresser dans ce chapitre corres-
pondent a un cas particulier du cas s = 0.

On note, pour a € Q¥, et K sous-anneau de C (en général, K sera soit un corps de nombres
L, soit 'anneau des entiers ) de L), (K, &)[z] '’ensemble des séries de la forme

H v
f@=YY fie(2)z*log(2)* 2.2)
¢=1k=0

telles que les fi ¢(z) € K[z] sont des G-fonctions. Elles sont évidemment des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique d’exposant « et d’ordre 0. Dans ce cas, comme les f ¢(z) sont
solutions d'une équation différentielle a coefficients dans @(z), ainsi que les z%¢ log(z)k , on
en déduit que c’est également le cas de f(z). On appelle ces séries « séries . » d’exposant a.

Notons que si a = (a7,...,ay) € [0, 1[* et les a; sont deux a deux distincts, alors les fi ¢
sont uniques. En d’autres termes, la famille (z%¢ log(z)k)k_ ¢ est alors libre sur Q[z]. A multi-
plication prés par un monéme z°%, c(a) € Z, toute série . d’exposant a s’écrit sous cette
forme.

Le but de ce chapitre est de démontrer un analogue du théoreme de Chudnovsky (théo-
reme|0.3|en introduction) pour un cas particulier de ce type de séries pourvu qu’'une certaine
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condition de liberté soit vérifiée. On obtiendra ainsi un lien entre la taille o (L) de 'opérateur
minimal sur Q(z) d’une série f(z) de la forme et la taille étendue des fi ¢(z). Lénoncé
principal se trouve dans la partie Il fournit une estimation de o(L) alternative a celle
obtenue dans le chapitre [I] (théoréeme [1.2), qui s’avere meilleure dans certains cas (voir la
comparaison menée dans la partie(3.3.3).

On note
LK)zl := U LK, a)lz].

peN*
acQH

On note aussi #(K)[z] I'’ensemble des séries de .# (K, @)[z], o ay = 0. Remarquons que
toute série de 4 (K)[z] peut s’écrire sous la forme (2.2), ou1 les a, sont dans [0, 1[ et deux a
deux distincts, en rassemblant les termes d’exposants identiques et en regroupant les puis-
sances entieres positives dans les fi ¢(z) € K[z].

On définit 'ensemble . (K, &)[z] des polynémes ¥ d’exposant «, c’est a dire des fonc-
tions de la forme (2.2), ot tous les f, ¢, sont des polynémes a coefficients dans K. De méme,
on définit ’anneau

FK)lz:= | LK a)lzl.

peN*
acQH

On définit également
HKzl:= | LK a)lzl.

peN*
ae(@zg)H

On note Z.% (K)|z] le corps des fractions de . (K)[z].
Pour P =Y z% log(z)kPk,g(z) € HK)[z], ot ay €[0,1], le degré de P est
k¢

deg(P) := nlga[xdeg(Pk,g).

Lemme 2.1

a) L'ensemble ¥ (K)|z] est stable par dérivation. Plus précisément, si Q(z) € & (K, @)|z],
alors zQ’(z) € 5”([K a)|[z]. De plus, deg(zQ') < deg(Q)

b) Soient A= Z Z Ay, 02% log(z)key([& «)[z],B = Z Z By, gzﬁf 1og(z)k€5ﬂ([K Pzl
k=0¢=1 k=0¢=1
et C = AB, alors deg(C) < deg(A) +deg(B) + 1.

Démonstration.  a) Il suffit de le vérifier pour un élément de la forme Q(z) = P(z) ZP log(z) k
ou P(z) e K[z], et keN.

Dans ce cas, on a, si k = 1, zQ'(z) = zP'(2)zPlog(2)* + BP(2)zPlog(2)* + kzPlog(2)* ! €
F (K, B)z] et, si k=0, zP'(2) 2P + BP(2)zP € # (K, B)|z], ce qui prouve le résultat voulu. Re-
marquons de plus que

Q=) = Z Z Qi (2)2%log(2)* € (K, @) (2],
/=1k=0

alors les bornes p et v sont inchangées pour zQ'(z), i.e.
bovo .~
z2Q'(2) =) Y Qrr(2)z%1og(2)", Qe cKlz].
0=1k=0

b)On a

vc Hc

C= Z Z Cku ngW” log(z)
k” 0[// 1
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ou pour tout k", €, Cyn pn = Y 2°K.0.¢" Ay ¢ B ¢, o1 la somme est sur les k, k', ¢, ¢' satisfaisant
k+k =k" et Exx, 00 :=Yer— (g + Pp) €{0,1}. (2.3)
Donc pour tout k”, ¢", deg(Cy» o) < deg(A) + deg(B) + 1. O

On dispose du théoreme de structure suivants sur les solutions de I’équation différen-

tielle non nulle d’'ordre minimal satisfaite par une G-fonction. Il a déja été énoncé dans l'in-
troduction, nous le rappelons pour faciliter la tache du lecteur.

Théoreme 2.1 (André-Chudnovsky-Katz)

Soit f(z) € @[[z]] une G-fonction, et L € @(z) [d/dz] un opérateur différentiel non nul
d’ordre minimal pour f tel que L(f(z)) = 0. Alors I'opérateur différentiel L est globale-
ment nilpotent. En particulier, tout point de P!(C) est un point singulier régulier de L et
les exposants de L en tout point sont dans Q. De plus, la condition de Galochkin définie
dans I'introduction (définition[0.2) est satisfaite par la matrice compagnon de L.

Ce théoréme implique en particulier que I'opérateur L admet en tout point a € Q une
base de solutions de la forme (f1(z — a),..., fu(z — a)), ou les f;(u) sont des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 d’exposants rationnels.

2.2 Condition de Galochkin

Cette partie est une partie de rappels autour de la condition de Galochkin et des théo-
remes associés. Nous commencons par rappeler comment est définie la condition de Galo-
chkin mentionnée dans le théoréeme 2.1} ainsi que la notion de taille utilisée au chapitre[l}

On considere G € 4, (@(z)) définissant un systeme différentiel y' = Gy . Pour s € N, soit
Gs € ,(Q(2)) la matrice telle que pour toute solution y de y' = Gy, on a y* = G,y. En
particulier, Gy = I,. On rappelle que les Gs, s € N, sont liées par la relation

Gs+1 = GG+ G, (2.4)
ol G; désigne la matrice G dérivée coefficient par coefficient. On prend T'(z) € @[z] le plus
petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z).
On peut prouver que pour tout s € N*, T°Gs € 4, (Q[z]).
On note, dans toute la suite,

t:=max(deg(T),deg(TQ)).
Définition 2.1 (/27])

On note, pour s € N, g le plus petit dénominateur supérieur ou égal a 1 de tous les
Gm(2)
m!
systéme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin si

coefficients des coefficients des matrices T (z)" ,quand me {1,...,s}. On dit que le

3C>0: VseN, gs<C*

Définition 2.2 (/4], pp. 74-76)

Soit L € Q(z) [d/dz]. On dit que L est un G-opérateur sila matrice compagnon de L vérifie
la condition de Galochkin.

Cette appellation de G-opérateur est justifiée par le théoreme de Chudnovsky (théoréme
ci-dessous, également cité dans l'introduction) puisqu’il affirme que si f est une G-
fonction, tout opérateur différentiel d’ordre minimal L tel que L(f(z)) = 0 est un G-opérateur.
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Théoreme 2.2 ([17])

Soitf = llfl, ..., [) € Q[2]" un vecteur de G-fonctions telles que f = Gf et (fi,..., f,,) est
libre sur Q(z). Alors le systéme différentiel y' = Gy vérifie la condition de Galochkin.

On peut trouver dans les ouvrages d’André [4, pp. 120-123], puis Dwork [21, chapitres VII
et VIII] une version « effective » du théoréme de Chudnovsky; pour cela, il faut définir une
quantité o(G), la taille de G, qui sera essentiellement la plus grande constante C € R, tel que
VseN, g, < csU+ol),

Définition 2.3 (j21], p. 227)
La taille de G € ./, (IK(2)), ou K est un corps de nombres, est

a(G) = limsup1 Y. h(sp),

s—+oo0 § peSpec (Ok)

ol

VseN, h(s,p)=suplog”

mss

p,Gauss

Lavaleur absolue non archimédienne |-|, associée au premier p et la norme de Gauss |-|p Gauss
construite a partir de cette valeur absolue sont définies dans [21, pp. 222-223].

Le lien entre la taille et le dénominateur g, introduit dans la définition[2.1est donné par
la proposition|[I.2|dans la section|[1.2.2)

Eéﬁnition 24
Sif= OZO fmz™eQlz]%, fin = (fi,m,---» fa,m), on définit la taille étendue de f paro(f):=
=0

00(f) + oo (f), Ol

1
oo(f) :=limsup — Z sup 10g+|fk,m|¥J

s—+oo § peSpec (Ok) lg’kisd

et
1
Ooo(f):=limsup= Y sup log*|fimlr

s—+00 S .. m<s
TK=C | C<a

ou pour tout plongement 1 : K — C et tout { € K, on définit

la,_|ﬂowmm siT(K) =R
e ginon.

Pour f(z) = ). z% log(z)kfk,g(z) une série &, ol les ay sont des éléments deux a deux
k,¢

distincts de [0, 1], on pose o (f) := HICIE;XE(fk,g).

La version effective du théoreme des Chudnovsky annoncée est alors donnée par la pro-
position suivante :

Proposition 2.1 (/21], p. 299)
Ona,sin=2,0(G) <6Gri(t+1)-(n-D(t+1)-1)od), etsin=1,0(G) < 6(t+1)-1Da®.

Une conséquence des travaux d’André dans [5, p. 720] est la généralisation suivante du
théoreme des Chudnovsky aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique de type holo-
nome d’ordre 0.

Théoreme 2.3 (André)

| Soit a € Q*, f(z) une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
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d’ordre 0 et d’exposant & et L € Q(z) [d/dz] un opérateur tel que L(f(z)) = 0 et d’ordre
minimal. Alors L est un G-opérateur.

En effet, André a prouvé la proposition suivante :
Proposition 2.2 (André, [5], p. 720)

Si @ € QF, alors toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0 et d’exposant « est solution d’'un G-opérateur.

En notant L; un tel opérateur, par minimalité, L est un diviseur a droite de L, dans
@(z) [d/dz], donc un G-opérateur.

André démontre la proposition[2.2en s’appuyant sur la théorie des modules différentiels.
Cependant, cela ne permet pas a priori de donner un lien explicite entre le dénominateur g
et le dénominateur des coefficients des G-fonctions f ¢ telles que

©owv
f@=YY fir(2)2*1og(z)F.
¢=1k=0

2.3 Enoncé du théoréme principal

Enoncons maintenant le résultat principal de ce chapitre, le théorémeci—dessous, qui
est un analogue de la proposition 2.1 pour les séries ..

Soient @ € Q* et f = '(fi,..., fn) € 5”(@, a)[z]". On suppose trouvée une matrice G €
M (Q(2)) telle que ' = Gf. Rappelons qu'il existe un corps de nombres K tel que fe ¥ (K, ) [z].
On suppose de plus que K/Q est une extension galoisienne et que G(z) € .#,(K(z)). Enfin,
on se donne T(z) € K[z] tel que T'(2)G(z) € 4, (K[z]).

Dans la fin de cette section et dans les sections[2.4]et[2.5], on note

©owv
Vi<isn, fi(2)=) Y fire(@2%log(@,  fire(2) eKlzl.
¢{=1k=0

Eléoréme 24
Sous les hypotheses ci-dessus, si (fi,..., fn) est libre sur 2. (K)[z], alors G vérifie la
condition de Galochkin et, en reprenant les notations de la définition[2.1}

. 1 —
limsup —log(qs) < [K: Q] (2log(den(a)) + v +2n2nu(v+1)+ 1) (¢t + o).

s—4+o00 §
Donc
0(G) < [K:Q](2log(den(a)) + v +2n2nu(v+1)+ D(t+ o) - [[K%@] h™(T),
ouh™(T):= ¥ logmin(1,1Tly Gauss)-
peSpec (Ok)

La deuxieme inégalité est déduite de la premiere en utilisant la proposition|1.2

Remarques. i) Un corollaire de ce théoreme est que si f € L (K, a)[z] et L € K(z) [d/dz] est
un opérateur non nul d’ordre minimal tel que L(f(z)) = 0, alors L est un G-opérateur et on
dispose d'une estimation de o (L), définie comme la taille de la matrice compagnon de L, en
fonction de den(a) et de la taille des G-fonctions apparaissant dans le développement en
série & def.

ii) Ce théoreme n’est pas une généralisation du théoreme d’une part car il s’applique
seulement aux séries . et d’autre part parce qu'on demande la liberté de (fi,..., f) sur
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2.% (K)lz] et non sur Q(z). Néanmoins, on peut lever ce dernier probléme dans le cas parti-
culier des opérateurs Lg considérés dans la partie[3.3.3]

Par ailleurs le théoreme[2.4)est moins général que le théoréme principal du chapitre[I] (théo-
reme(1.3) quis appllque aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Une comparaison quantitative des théoremes[1.3] et [2.4] sera menée dans un cas
particulier dans la partie(3.3.3

iii) On retrouve une version quantitative du théoreme des Chudnovsky (déja obtenue dans

[21, p. 299]) dans le cas ou (fi,..., fn) € K[z]" est libre sur Q(z). En effet, soit, pour i €

{1,...,n}, P;:= Y z% log(z)kPi,k,g(z), ou les ay sont deux a deux non congrus modulo Z et
k¢

n
P; .¢(2) € K[z]. Supposons que ) P;f; =0.Alorsona
i=1

0= z%log(z)" Z Pik0(2) fi(2),
k,¢ i=1

n
dong, par liberté de (z%¢ 1og(z)k)k,g sur K[z], on obtient, pour tout k, ¢, Y} P; i ¢(2) fi(2) =0
i=1
de sorte que la liberté de (fi,..., f,,) sur Q(z) implique que P; 1 ¢(z) = 0 pour tout i,k, £ , c’est
adire Py =---= P, =0. Ainsi, (f1,..., f) estlibre sur Z.# (K)|z].

iv) On peut supposer que f= (fi,..., fn) € HK)[z]" (i.e. les f; sont représentables par des
séries . a exposants positifs). En effet, dans le cas contraire, on peut trouver ¢ € N tel que
g=zfe AK)[z]". Soit G € 4, (K(z)) tel que g’ = Gg.
Supposons que G vérifie la condition de Galochkin. Alors f = z7°g donc par la formule de
Leibniz,

f(s) S (z —C)(k) g(S—k) S (—c— k l)kz ok Gs—k

kzz() K (s— k! ,CZZO -k
d’ou f¥ = F,f, o1
F S (—c—k-1 _
Is _ Z ( c )kz_k Gs k .
st oo k! (s—k)!
. . (mc—k-1Di . 3
Comme le dénominateur commun des ————— pour k € {0, ..., s} a une croissance géo-

!
métrique en s (cf lemme|3.11) et G satisfait la condition de Galochkin, on en déduit que F

satisfait également la condition de Galochkin.

La section suivante est consacrée a la preuve du théoréeme

2.4 Démonstration du théoréme[2.4]

Le but de cette section est d’exposer la preuve du théoreme Elle consiste en une
adaptation de la preuve originale des Chudnovsky (voir [38, pp. 27-33] ou la section[4.2.2|du
chapitre[4), selon la trame donnée par Beukers dans [13} pp. 21-22].

L'existence d'un systeme différentiel satisfait par f sera cruciale dans la démonstration.
En revanche, 'hypothése de croissance géométrique des coefficients et des dénominateurs
de la définition de G-fonction ne sera utilisée que dans I'étape 7.

Le résultat suivant, couramment appelé « lemme de Siegel », a été énoncé par Siegel dans
[51]. Il s’agit d'un outil classique en approximation diophantienne qui nous servira au cours
de la démonstration. Une preuve peut étre trouvée dans [50, p. 37]. On rappelle que Gy dé-
signe ’ensemble des entiers algébriques du corps de nombres K.
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Proposition 2.3 (/50], p. 37)
Soit K un corps de nombres. Considérons un systéme de m équations linéaires

n
Y aijxj=0, Vli<i<m, (2.5)
j=1

ouVi,j,a;j € Ok. On note A = max|a;;|. Alors si n > m, (2.5) a une solution non nulle
12%]
(X)1<j<n € Oy, vérifiant

m
max [xi]| < cj(cgnA)n-m
ls],sn|_| 1(cinA)n-m,

ot ¢} > 0 est une constante dépendant uniquement de K.

La proposition[2.3|servira de maniére essentielle dans I'étape 7 de la démonstration pour
montrer |'existence de certains approximants de Padé.

Notations et hypotheses: On a T (z) € K[z], mais quitte a multiplier par un entier adapté,
on peut supposer que T'(z) € Ok|z] et T(2)G(z) € M (OKkz]).

Selon le point iv) de la remarque finale de la partie on peut supposer que pour tout
¢efl,...,u}, ay = 0 et qui plus est, sans perte de généralité, on peut supposer que a, < 1.
Cela revient a mettre les puissances entieres de z dans les séries formelles f; . »(z). De plus,
on peut supposer sans perte de généralité que les a, sont deux a deux distincts. On fait ces
hypothéses dans tout ce qui suit.

On note D = P la dérivation usuelle sur K[z].
z

SiAe (K)[z] et eR, onnote A=0 (z[) s’il existe une fonction B € #4(K)[z] telle que
que A = z’B. En particulier, si A € K[z] et £ €N, on a A = O(z%) si et seulement si il existe
B eK[z] tel que A = z’B, ce qui est la notation usuelle dans K [z].

On note A = [K : Q] le degré du corps de nombres K.

Etape 1 : Soient N, M € N. On introduit des .#-approximants de Padé (Q,P) de type Il de
parametres (N, M) associés a f dont on laisse les parametres libres pour 'instant, c’est-a-dire
un polynome Q € K[z] et un vecteur de polynéomes .# P = !(Py,..., P,) € (K, a)[z]" tels que
deg(Q) < N, 1r<nl_aé>1<vdeg(P,-) < Netsi, alors

Qf-P=0(z"*"M). (2.6)

On ne discutera des conditions d’existence de telles généralisations des approximants de
Padé que dans |'étape 7. Ce type de généralisation a déja été considéré dans [25].
L'équation (2.6) peut étre traduite par un systeme d’équations de Padé de type II poly-
[V Y H v
nomiales. En effet, si f(z) = Y. Y fr/(2)2% log(z)k etP =Y Y Pr,z% log(z)k, ou Pyy €

0=1k=0 0=1k=0
Kn[z]", alorson a

v
Y Y Q@ 0(2) = Prp(2))2% log(2)* = O (VM)
/=1k=0

ce qui est équivalent, en identifiant composante par composante selon la famille libre (z%¢ x

log(2)")1.0, 2
Vo<ks<v, Vi<sl<p, Qfi,—Pr,=0(z"N"M), 2.7)

Notons que dans (2.7), la notaiton O désigne la notion standard dans K[z].
On a pour tout m < N+ M, z"T"(D - G)"P € (KK, &)|z] (voir étape 4). De plus, on va
montrer par récurrence sur m que

VmeN*, (zD)"Q"f-z"T™(D-G)"P=0(""M). (2.8)
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Pour m =1, c’est la définition de Q et P.
Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (2.8) et en multipliant par zT,
ona

(mzT) (zT)" Q"™ + (zT)" 1 QU Hf+ (z )™+ 1 QU
~mzT)' zT)™(D-G)"P~(zT)™''D(D-G)"P=0(z"*"M).
En effet, selon le lemme[2.1]a), si g € # (K, @) [ z] est dans 4 (K)[z], alors zg'(z) € L (K, @) [z]
I'est aussi.

Or, f' = Gf donc en multipliant (2.8) par la matrice polynomiale zTG et en retranchant a
I’équation précédente, on obtient

(mzT) (zT)™ Q"™ + (zT)™" 1 QY — m(zT) (zT)™(D - G)"P

Finalement, comme (zT)" Q" f— (zT)™(D-G)"P =0 (zN+M), on a le résultat voulu.

Ftape2:Ona

S

VseN*, Z = ])' 'DS I(D-G)/P. (2.9)

Ceci est quelque chose de tres général qui n’a pas de rapport avec le contexte dans lequel
nous travaillons. Voir [21} p. 284] ou I’étape 2 de la sous-section pour une preuve.
Ftape 3 :

1
Onnote pour heN, Py, = —(D —-G)"Pet Ry € Mp(RF (K)[z]) la matrice dont la j-ieme

colonne est (h” NP 11 decoule directement de I'étape 2 (formule (2:9)) que

Gs So(=17 .
—R) = DS IR .
o 1O ;0 5= ) )

A ce stade, on doit utiliser une variante du lemme de Shidlovskii, le théoreme [2.5| qui
sera démontré dans la partie[2.5] C’est ici que I'on va se servir de 'hypothese de 11berte de
(fi,..., fn) sur ¥ (K)|z].

Selon le théoréme[2.5} la matrice R(g est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui
sera réalisé quand on spécifiera M et N dans I'étape 7. Donc

S D R . i
D=y DT 1(8—])('])T5_](T”_1R(O))_1. (2.10)
=

Etape 4 : Soit dy .y le dénominateur commun des coefficients d’ordres inférieurs 8 N+ M
du développement en série entiere des f; i ,. On suppose trouvés des .#-approximants de
Padé de type Il Q e K[z], Py,...,P, € (K, a@)[z] de df tels que deg(Q) < N, 122)1(vdeg(Pi) <N
et

Qdn+mf) —P=0(z""M),

avec P = (Py,..., Py). On fait I'hypothese supplémentaire que Q est un polyndéme a coeffi-
cients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois étapes précédentes,
dont on conservera les notations, a Q et P puisque dn uf est encore solution du systéme
différentiel y' = Gy.
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Selon (2.8), on a

(m)
Vm<N+M, (zT)mQ—'(df)—zmePm:O(zN+M). (2.11)
m.
Montrons par récurrence sur m que
vmeN, z""T"P,, € (K, a)(z] et 1max deg(z"'T™P; ) S N+ (t+1)m. (2.12)
<Isn

e Pour m = 0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P € # (K, &)[z]" sont de
degrés inférieurs a V.

e Pour m = 1, le lemme[2.1]implique que zP’ € # (K, &)[z]" donc, comme les coefficients de
TG e 4, (K[z]) sont de degrés inférieurs a t, les composantes du vecteur zTP' — zTGP sont
dans (K, @)|[z] et sont de degrés inférieurs a N + t + 1, car les coefficients de TG sont de
degrés bornés par ¢.

* Soit m € N, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D-G)(Z"T™(D-G)"™P)
=miD) D™ Y D-6"P+z"T"DMD -G P -z"T"G(D - G)"P
=mD) D™ Y D-6"P+z"T™D-G) ™ 'p.

Donc
ZMIrmHL(D o G)Y"p = zT(D - G)(T™(D - G)"P) — m(zT) 2" T"™(D - G)™P.

Or, en utilisant a la fois 'hypothése de récurrence et le cas m = 1, on voit que T(D—-G)(T"(D—
G)""P) e L (K, @)[z]" a ses composantes de degrés bornés par N+ m(t+1)+t+1=N+(m+
1)(t + 1); par ailleurs, I'hypothése de récurrence nous assure que m(zT)'z"T™(D — G)"P a
des composantes de degrés inférieurs a t +1+ N+ mt = N+ (m+ 1)(t + 1). On en déduit le
résultat souhaité (2.12).

(m)
Onremarque que € Ok [ z] puisque Q est a coefficients dans Gy . On déduit de I'équa-
m!
tion (2.11), a conditionque N+ M= N+ (t+1)m= 1m_ax deg(P; ), C’'est-a-dire
<Is<n
M
ms<—, (2.13)
r+1

que les coefficients de (zT)™P,, sont des éléments de . (O, a)[z].

Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel que j+n -1 < 1

alors (zT)/ "1 R(j) est une matrice a coefficients dans ¥ (O, «)[z]. En particulier, on obtient
(zT)" ' R) € Mu(F Ok, @) 2]).

M
Montrons a présent que pour tout § < P (n—1) ettout j €{0,...,s},

o (ZT)S+n—l

2
den(a) S6Z_jz G

DI R(j) € Mu(F Ok, @)[2]). (2.14)
avec 6, = ppcm(1,2,...,7).

Rappelons la formule de Leibniz: si £ € N* et fi, ..., f, sont £ fonctions dérivables k fois,
alors

(fifo¥=" % ( k )Hft”f)-
1

i+-+ip=k oo le ) 1<v<k
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[T
En particulier, considérons un élément quelconque W = Y Y. Wy 2% log(z)k € (0O, a)|z].

£=1k=0
Alors

W o o)

WY (z)
)3 ol

S! k,[l'1+i2+i3=S (ll)‘ (12)' l3'

(i) (i)
i Woo [ae z“f_i2+ y ¥ Wir [ae Lz
i !\ iz

, - | . .
0=1i1+ir=s (i1)! k,0=i1+ir+iz=s

1 ]u_1 .
=D — 1)z Ju,

% Z log(z)Card{u:ju % 1‘[

Jitetie=is Ju#0 (ju)!

Onapourtout k, 4, i, W(“)/(zl)' € Ok z]. De plus, comme @ € Q¥, lelemme(3.11{implique
que pour tout i < s,

den(a)2® (W ) €z (2.15)
2
. . . Lok oo (DI iy
Enfin, on voit que si j; +--- + ji = i3, alors z’36i3 I W(]u - D!z7lv € L (O, ). Par
Ju#0 Ju):
conséquent,
w®
den (@)* 62— € Z (K, a)[2]. (2.16)
s!
De plus, on prouve dans I'étape 4 de la partie[d.2.2que, comme T € Ok [z], alors
(THW ok
V€€N, Vksf, TeT @K[Z]. (217)

Déduisons de cela par récurrence le résultat (2.14). On commence par montrer par ré-
M
currence sur s que pour tout s € N tel que s < 1 (n—-1),
DS(Tj/+n—lR(j))

VjeN, Vj'=j, den(a)*s¥z5/*"! " € M (L Ok, @)[2)). (2.18)

* Cest clair pour s =0, car 2" ! T" 'Ry € M, (¥ Ok, @)[2]).
* Soit s € N, supposons (2.18) vrai pour tout s’ < s. Prenons jJeNet j’ = j. Alors

Dk Z]+n 1) DS~ k(T] +n— 1R( ))

s! (s—k)!
~ min(sf—n—l) j+ n—1 s+j+n—1—kDs_k(qu—n_lR(f))
_ swjan1 DT R)) +min(s§"_” Jrn=1) oy DT IRG)
s! =1 k (s—k)!
Or, par hypothese de récurrence, pour tout k = 1,
) Ds—k(Tj'+n—lR . )
den(a)2RgY_ zs-kritn-l Ve oy (O, )[2)).

(s—k)!
Pe}r aillel.llrs, comme zj+”_1Tj,+”_1R(j) € #(0k, @)|z], on déduit de (2.16) appliqué a W =
Zitn=1rj +n—1R(j) que

S(Zj+n—1 Tj,+n—1R(j))
€ Mn (S Ok, a)[z]).

den(a)*6" z*

s!
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Donc y
DS(T] +n_lR(j))

s!

Zsavzs+j+n—1
N

den(a) € (0K, a)[z].

. ) M
Prouvons a présent (2.14) par récurrence forte sur se N, s < t_ —(n-1).
¢ Pour s =0, c’est évident.
* Soit s € N*, supposons (2.14) vrai pour s’ € {0,...,s — 1}. Par la formule de Leibniz, on a,
pour j €{0,...,s},
DS~ ](TS+I’L IR(]))
(s= !

Zs—j+j+n 1

s+n1 S] 1 s+n1(k)51k

DS (R(]-)) S+n_1s‘f (T””‘l)(k) DS=I7kR

(s—j)! a0 K (s—j-k!

. . ki
s+n—1ps+n lDS ]R(j) P i+ D® ](R(j))

— gStn-lpstn- Ly UkTs+n—1—kaZs—k—]+]+n—l .
(s=! ,;1 (s—k—)!

— Zs+n—1 Ts+n—1

)

avec Uy € Ok [z], en utilisant (2.17).

—7 _l
Or, d’une part, selon (2.18), den(a)?>*~/§Y .z””_le (T R)
y y . ) s—j

(s—= !

€ Mu(F Ok, @)[z]) et

d’autre part, par hypotheése de récurrence,

_k_‘
Vke{l s—j} den(a)2¢-7-Pgv 25" k+n—1Ts—k+n—1Ds TRj)

= j-k% T € Mn(F Ok, @)2]).

Par conséquent,

DR

o) Mn(F Ok, @)2]),

2(s—j) sv s+n—1ps+n—-1
den(a) O iz T
ce qu’il fallait démontrer.

Etape 5 : Lien entre g; et taille des coefficients de det((zT)" ! Rg)).
Selon (2.10), on a pour tout s€ N,

TR(j) _ r

D™
(zT)S ! Z( 1)/ den(a)*6Y (zT)S*" (com((zD)" 'Ry))) , (2.19)

s! (s—= !

ou Vs = den(a)zség’ det ((z T)”_IR(O)) € #(0K)[z], et selon [2.14), tous les termes de la somme

sont a coefficients entiers algébriques a condition que s+ n—-1< —.

r+1
Prenons pour s € N, ¢, le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices
G G
TG, T? 2'2 . TS—'S, comme dans la déﬁnition Pour estimer ¢, sous la condition s+ n —
s!
M
1< PEE il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des coefficients de V;. C’est ce
que permet de faire ce lemme :
Lemme 2.2

Soient U € (0, P)(z], V € (O, B)lz], ou B € [0,1[* est de coefficients deux a deux
distincts, et W € K|[z] tels que U = VW. Notons

u v d .
V=) >y v,-,k,gz’zﬁf log(2)~.

¢=1k=0i=0
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Alors pour tous k, ¢ < p ettout j €10,...,d} tels que vj ¢ # 0, on a Nk (v} k,0) W € Oklz].

) pov
Démonstration. EcrivonsV =Y Y Vk,gzﬁf log(z)k, ou Vi ¢ € Ok|z]. Alors
0=1k=0

Vvw

Hov
YN Vi WzPllog2)f,
¢=1k=0

donc pour tous k,¢, on a Vi /W € Oklz]. Par suite, le lemme démontré dans la partie
4.2.2} implique que Ni/q (vjk,¢) W € Ok 2] si vj k¢ # 0. O

L v g .
Pour W= Y Y Y wiyeiz'z% log(2)* € #(K)|[z], on définit o(W) = max Wy ¢,;|, la mai-

¢=1k=0i=0 k,l,i
v

o
sonde W. Soit s € N* et s’ < 5. Alors on remarque que Vs = den(a)2¢~s" —- V;. Ainsi, on déduit

dulemme[2.2]appliqué a la formule (2.19), avec

/

J , ) D?
U=Y (-1)/den(@)*6}(zT)* "' ———
20 ("= !

/Gs’ ye . . A
V=Vyget W= (zT)* —7 qu il existe un coefficient v non nul du polyndéme . V; tel que
sl
)A

rG !
Ny o) (zT)* s_’s" de sorte que g; divise Ny /g (Vs) < o (Vy)". Par suite,

M
VseN tel que s+n—lsm, ona qssa(Vs)A. (2.20)

Etape 6 : Majoration de la maison de den(a)?*6" det((zT)" "' R()) € #(0k)|z] en fonction
de la maison de Q.
Par commodité, on s’intéresse a

n(n-1)

> n-1 nn-1) 2s -1
V = det(P, zTP,,...,(zT)" 'P,_)=T" 2 det(R(o)):(den(ac) 5s(zT) "% ) Ve.

Le lemme suivant nous assure que ce changement n'introduit qu'une constante multiplica-
tive dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

L_emme 2.3
va HA VB HB
Soient A=Y Y A,(2)z%log(2)f e S (K, @)[z],B= Y. Y. Bi,(2)zPlog(z) e (K, B)lz],
k=0¢=1 k=0¢=1

ollace Q)ZS etfe @gg sont de coefficients deux a deux distincts. Notons C = AB, alors

0(C)<2(va+vp+1)max(ua, pug)(deg(A) +deg(B) +1)o(A)o(B).

Dans le cas ou A et B sont des polynomes ordinaires, le résultat est déja connu (cf [38, lemme
4p.32))

Démonstration. On se ramene au cas ol @ € [0, 1[4, B € [0,1[*2 Comme on ’a vu dans la
preuve du lemme[2.1lb), on a

vc Hc

1
C= Z Z Ckuygﬁzn” log(z)k )
K7=00"=1
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avec pour tout k", 0", Cyn gn = Y. 2°6¥.00' A ¢ B o, ol la somme est sur les k, k', ¢, ¢' satisfai-
sant
k+k =k" et Exx 00 =Yer — (g + Pe) €{0,1}. (2.21)

Cette condition implique que la somme définissant Cy- o+ contient au plus k" x2max (4, i) <
2(va+vp+1) max(ua, up) termes. Remarquons de plus que o (260" Ay ¢ By o) = 0 (Ag, ¢ By o).
On a donc par inégalité triangulaire

0(Cyrer) S2(va+vp+1)max(pa, pp)  max o (AgeBy,e)
SVAESHA
k’SVB,[IS[,tB

<2(va+vp+1)max(ua, ug)o(A)o(B)(deg(A) +deg(B) +1)

selon le cas polynomial (lemme[4.1]de la sous-section[4.2.2). Ceci conclut la démonstration.
O

N .
Soit me{0,...,n—1}.SiQ = Y g;z', alors
i=0

QUM N (i+1)...(i+m) ;o N m+i ;
V= " dm+iz = 2 dm+iz .
m! =0 m! =0

Il suit de la majoration
m+ i m+i N N™
.= < ~N—+c0
i m m m!

(m)
que O'(Q?) < £1,50(Q), ot limsupe}/yf = 1 Selon le lemme 2.3 appliqué a A = (zT)"™ et

! N—+oco
B = Q) /ml, pour N suffisamment grand,

(m)
o ((zT)QO—') <eno(Qo(T™(mt+N-m+1)<eno(Qa((zT)™), (2.22)
oulimsup e}/l = 1. Toutes les suites (¢ j,n) introduites par la suite vérifieront lim sup 8}./ N=1.

N—+o0

En appliquant m fois le lemme[2.3|on obtient, pour N suffisamment grand,
o((zT)™ <e3no(zT)o((zT)™ ) <---<eqno(2T)™.

Ceci combiné a I'inégalité (2.22) donne donc
Q(m)
o ((zT)m—') <esno(Q)a(zD)™.
m!

Soit O x4+ le maximum des maisons des N + M premiers coefficients du développement
en série entiere des f; i ¢, et dy.p leur dénominateur commun. En répétant le raisonnement

de la preuve du lemme on voit que la maison de la partie dans .# (K, @)[z] tronquée a
(m)

l'ordre N + (¢t + 1)m de (zT)m—'(dN+Mﬁ) est majorée par
m!

e, NO(Q)AN+MON+ M) (N+ (t+1)m+1) < €780 (Q)dN+MON+M-

Or,si N+ M = N+ (t+1)(n—1), selon (2.11), cette partie « polynomiale » est (zT)"P,,, donc
avec une extension de la notation ¢ aux vecteurs colonnes,

Vme{0,...,n—1}, o((z])"P) <e7,n0(Q)dAN+MON+M-
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~ n-1 .
OnaV= Y &(1) [ (zT)/Py(j),j, ou &(7) € {~1,1} est la signature de 7, et pour 7 € G, selon
€6, j=0

n—1 .
le lemmeappliqué aA=PrqoetB=[] (z1)/ Py,
j=1

n—1 .
o (ZT)]PT(]'),]'
j=0

n-1

I (zT)fP,(]-),j) n(N+(t+1)(n-1)+1)
j=1

< EB,NU(PT(O),O)U(

en utilisant (2.12). En itérant le procédé, on obtient une suite (g9 y)telle que
n-1 .
o| [1GED/ Py, | <eono Q" AR, pON- 11
j=0
Donc par inégalité triangulaire

0-(‘7) < 810,N0'(Q)nd]r\l]+M91r\l]+M»

nn-1) ~

si bien que, comme Vi = den(a)ZS(S;’(z Yz V,

o (Vy) < e11,nden(@)*6Ya(Q)"dyy, 1,0% ., v

M
D’ou selon (2.20), pour tout se Ntel que s+ n—1< P

gs < 0(V)" < eg yden(@)*°6Y2a (Q)"2 4 1,005 - (2.23)

Etape 7 : Conclusion a I'aide du lemme de Siegel.
Soit s € N*, supposé suffisamment grand. On choisit dorénavant N et M de la forme
suivante :

N:=2nuv+1)(+1)(s+n-1) et M:= L =(t+1)(s+n—-1)eN",
2nu(v+1)

- .M . .
En particulier, on a bien 1 = s+ n—1.Alors 'équation

Q(dn+mf) —P=0(z"M)
se traduit par un systeme linéaire donné par I'’équation (2.7) de

nuv+1)N N

2npu(v+1) 2

équations a N + 1 inconnues (les coefficients de Q). Selon la proposition il existe une
solution Q € O [z] telle que

o(Q)<ci(c1(N+1)0n+m) NEISNTE < eg NON+M,

ol c; est une constante, car N/2 < N + 1 — N/2. Puisque les composantes de f sont des G-

fonctions, on peut trouver des constantes ¢; et cs telles que Oy < céN M)A+ of g N+M S
(N+M)(1+0(1))
Cy .
Comme M/(t+1) =s+n—-1, il découle de (2.23) que
qs < €9 nden (@) 55V O AN ON 4 = €9 nden(@)* 555V 0N AR, (2.24)
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qs < Elo,sden(a)ZAs(S?vCSA(ZHH(V+1)+1)(HDS)(1+0(l))C§nA(2ny(V+l)+l)+l)(Hl)s)(lﬂ)(l))

’

de sorte qu’'on peut trouver une constante c; > 0 dépendant seulement de G telle que Vs €
N*, gs < c;, ce qui prouve que G satisfait la condition de Galochkin.

Etape 8 : Nous allons donner une version quantitative du théoreme
Comme & < e$1+°W) en conséquence du théoréme des nombres premiers, on a

1
limsup ;log gs < 2Alog(den(a@)) + Av+2nAQnu(v+ 1)+ 1)(t +1)(c2 + ¢3)
et on peut prendre

Co = limsup%log (den (fi k,e,m» 0<m<N))<Ago(F),

N—+oo

ot F = (f k.0)i ke € K[2]"VD et

1
c3=limsup— max maxlog|o(f; ).
N_,+<XI,) N oeGal(K/Q) i,k,¢ g| fiken |

Ceci conclut la démonstration du théoréme[2.4l

Remarque. Lhypothese que a € Q est cruciale dans cette preuve. En effet, 'affirmation
(2.15) dans I'étape 4 ne tient plus si a € Q\ Q.
De plus, par exemple, si a = V2 e 0, I'opérateur minimal sur 2. (K)[z] de cette fonc-

d 2
tionest Ly = P £ qui n’est pas un G-opérateur selon le théoreme d’André-Chudnovsky-
z z

Katz puisque son exposant en 0 est v2 ¢ Q.

2.5 Unlemme de Shidlovskii pour les . -approximants de Pa-
dé de type 11

Dans I'étape 3 de la démonstration du théoreme 2.4, nous avons utilisé une variante du
lemme de Shidlovskii, et I'objet de cette partie est de le démontrer.

Soit KK un corps de nombres. Soit a € Q% et f="(fi(2),..., fa(2)) € LK, @)[z]" une so-
lution d’un systeme différentiel y' = Gy, G € .4, (IK(z)). Lhypothese que les séries formelles
intervenant dans I'écriture des f; en séries Nilsson-Gevrey sont des G-fonctions n’est ici pas
nécessaire. On suppose de plus que les composantes def sont linéairement indépendantes sur
2. (K)[zl], ce qui est une hypothése fondamentale dans la suite.

On note T(z) € K[z] un dénominateur commun des coefficients de G et on définit ¢ le
maximum du degré de T et des degrés des coefficients de TG.

Soient N, M € N. On se donne Q € K[z], Py,..., P, € (K, @)[z] des approximants de Padé
& de type Il de f:deg(Q) <N, lrgligdeg(Pi) < Net

Qf-P=0(z"N"M),

o P =(Py,..., P,). Rappelons que A = O(z*) ¢'il existe une fonction B € #(K)[z] telle que
que A= z'B.
Comme on I'a vu dans I'étape 1 de la section[2.4} on a alors pour tout m € N

(zD)"Qf~ (z1)™(D - G)"™P=0(z"*M),
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de sorte qu’en posant

PLm
Qm:(ZT)mQ(m) et Pm:(ZT)m(D—G)mP: ,
an

’

(Qm,P1,m) ..., Py,m) estun systeme de .#-approximants de Padé de type Il de f.

On pose par convention Py = P. On s’intéresse a la matrice R(g) € 4, (¥ (K)[z]) de j-ieme
colonne P;_;, et a son déterminant A(z) = det(R(g)) € % (K)[z]. Le théoréme suivant, qui est
un point crucial de la démonstration du théoreme [2.4, est un analogue d'un « lemme de
Shidlovskii » prouvé dans |17, pp. 42-43], avec une correction issue de [4, pp. 115-119].

Théoréme 2.5
Le déterminant A(z) n’est pas identiquement nul si M est assez grand.

Le reste de la section consiste a démontrer ce théoreme. On commence par quelques
lemmes techniques.

2.5.1 Lemmes techniques

La preuve du théoreme [2.5|repose sur I'obtention de bornes inférieure et supérieure sur
I'ordre d’annulation de A(z). On définit cette notion, ainsi que celle de degré total d'un élé-
ment de Z.%(K)[z], de la maniere suivante :

Définition 2.5

e ['ordre d’annulation de h € ¥ (K)[z] \ {0} est la borne supérieure de I'ensemble des
m € R tel que h = O(z™). On le note ord (h). On pose ord (0) = +oo.
e Le degré total de F € Z.¥ (K)|[z] est

deg,(F) = min{deg(P) +deg(Q), F = g,P € HK)[z],Qe AHK)[z]\ {0}}.

Hov .
Remarque. Concretement,sih= ). Y z% log(z)szkf hie € LK, a)[z], oules ay sont deux
¢=1k=0
a deux non congrus modulo Z, ji, € N et hy 0(0) # 0, 'ordre d’annulation de & est le mini-

mum des ay + jr s, quand 0 < k < v et 1 < ¢ < p. En particulier, la borne supérieure définis-
sant I’ordre d’annulation de /& est atteinte. On remarque que comme les @, sont deux a deux
non congrus modulo Z, tous les a, + j i sont distincts.

Proposition 2.4

a) Lafonction ord définit une valuation sur I'anneau %, (IK)[z]. On peut donc étendre
la fonction ord a Frac(%#(K)[z] en posantord(f/g) = ord (f) —ord(g).

b) Soient H,I € A% (K)|z]. Alors

deg,(HI) < deg,(H) +deg,(I)+2 et deg,(H+I) <2(deg,(H)+deg,(I)) +3.

Démonstration. a) Laremarque ci-dessus nous assure que toute série . non nulle pos-
sede un ordre d’annulation finie et donc ord (f) = +oco < f =0

Soient f1, f» € #(K)[z]. On note m; = ord (f;).
En notant m = min(my, my), ona fi = Z"fi et fo=2"f, ol fi € #(K)lzl. Donc fi + f> =
Z™(fi+ f2) etdonc

ord (f1 + f2) = min(ord (f1), ord (f2)). (2.25)
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De plus, si fi =z™ fi et fo = 2™ f5, ol fi € #(K)[zl,ona fi fo = 2™+ f f, donc
ord (fi f2) = ord (f1) +ord (f2). (2.26)
Ecrivons a présent f; = z™ilog(2) g;(2) + f;(2), ol1 ;(0) # 0 et ord (f;) > m;. Alors on a
f(@) fa(2) = 2™ ™ 1og(2)" % g1(2) g2(2) + h(2),
ou (g182)(0) #0 et
h(z) = 2™ log(2)" g1 (2) fo(2) + 2™ log(2)*2 g2(2) fi (2) + f1(2) fo(2)

est d’ordre strictement supérieur a m; + my selon (2.25) et (2.26). Donc selon la remarque
précédente, fi(z)f2(z) est d’'ordre d’annulation exactement ord (f;) + ord (f2), ce qui conclut
la preuve de a).

) H I
b) Ecrivons H = Fl etl= I—l avec deg, (H) = deg(H)) +deg(Hy) et deg, (I) = deg(I}) +deg(I).

2 2
Alors
deg,(HI) < deg(H; 1) + deg(H.I») < deg(H;) +deg(l;) + 1 +deg(H>) +deg(l;) +1

H L+ HI
selon le 1ernmeb). Par ailleurs, H+ I = St donc
Hy I
degt(H+ < deg(H1 Iz + Hgll) + deg(Hzlz)
< deg(H;) +deg(l>) +1+deg(H,) +deg(l;) +1+deg(H,) +deg(ly) +1

< 2(deg,(H) +deg,(I)) + 3.

Remarque. On a Frac(#(K)[z]) = Frac(#(K)[z]) puisque toute série f € #(K)[z] s'écrit
comme f =z°g, ce Z, g € #(K)[z]. De méme, on voit que Z.¥ (K)[z] = Frac(# (K)[z]).

On aura besoin dans la démonstration du théoréme [2.5/de deux lemmes techniques, les
lemmes et ci-dessous. Le premier est une adaptation d'un lemme de Baker [9} pp.
112-113]. Sa preuve est mutatis mutandis la méme que dans le cas classique, mais nous la
donnons ici par souci de complétude.

Lemme 2.4

Soient G € ., (K(2)) et P € 2. (K)[z]", on définit P,, = (D — G)""P. Notons ¢ le rang
sur 2.5 (K)lz] de la famille (P,Py,...,P,_1). Alors F = (P,Py,...,P;_1) € My o (RS (K)[z])
est de rang ¢. Quitte a renuméroter les composantes de P, on peut supposer que la ma-
trice R € Mo(RS (K)|[z]) formée des ¢ premieéres lignes de F est inversible. On note Sla
matrice de My,— ¢, (RS (K)|z]) formée des n— ¢ derniéres lignes de F.

Alors les coefficients de SR™! sont des éléments de Z.% (K)|z] de degrés totaux bornés
par une constante ¢y ne dépendant que de G.

Le lemme suivant, adapté de [49, p. 86], sera utilisé dans la démonstration du lemme 2.4
Lemme 2.5

Soit L une extension de Z.% (K)|z] et soient ¢y,...,Qs, ¥1,..., ¥, des éléments de L tels
que les w; ne sont pas tous nuls. Alors il existe Ny € N tel que pour tous (ay,...,a;) € K*

m
et (B1,...,Bm) e K™ tels que 'Zlﬁi% #0,
i=
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s m -1
w= (Z aigoi)(z /3,-1//,-) € ZS(K)[z] = deg,(w) < Np.
i=1 i=1

Démonstration.  Soient (a;,...,a;) et (B1,..., B,») comme dans I'énoncé du lemme. Soit
r le rang sur 2% (K)|z] de {(pl,...,(ps,wl,...,wm}. On choisit r fonctions extraites de cette
famille (g3, ..., gr) formant une famille libre sur Z.¥ (K)|z].

p
Notons pour tout i € {1,...,st,; = 3 A;;gj, Aij € ZF(K)|z], etpouri€e{l,...,m}, y; =
j=1

.
> Bijgj, Bij € Z¥(K)[z]. Notons N le maximum des degrés totaux des A;; et des B; ;. C'est
j=1

un nombre qui dépend uniquement des ¢; et des ;. On a donc

S r r
> 2 a;jAijg X Cigj
i=1j=1 j=1

W= m r = r )
Zl ZlﬂiBijg] > Djgj
1= ]= =

s m
ou Cj= i§1aiAij, Dj= iglﬁiBij.

-
Par hypothese, }. D;g; n'est pas nulle donc comme (gi,..., &) estlibre sur 2. (K)|z], il
j=1
existe jo €{1,...,r} tel que Dj, # 0.
r
De plus, w e ZF(K)[z] et } (Djw—Cj)g;j=0,sibienqueVjefl,...,r},Djo—-C;=0.En
j=1

C .
prenant j = jy, on obtient w = D_]O On déduit de la propositionb) que
Jo
deg,(Cj,) <2sN+3s et deg,(Dj)<2mN+3m,

donc deg,(w) < 2(s+ m)(N + 3) est borné par une constante ne dépendant que des ¢; et
des y;. O

Démonstration du lemme 2.4,  Commencons par justifier que F est de rang ¢ en mon-
trant que (P,Py,...,P,_;) est libre sur Z.%(K)[z]. En effet, supposons le contraire et fixons
ke{l,..., -1} tel que Py € Vectg. o)z (P, P1,...,Pr_1). Alors on montre par récurrence, en
utilisant la relation P, = (D — G)""P, que Py ; € Vectg o)z (P, P1,...,Pr_1) pour tout s € N,
de sorte que le rang de (P, P,,...,P,_;) est strictement inférieur a ¢, ce qui est absurde.

On considere a présent le systeme, dont I'inconnue est un vecteur ligne y,
Y'=y-'G). (2.27)

On peut trouver une matrice Q € #y(2.¥ (K)[z]) telle que si y = (yy,..., yn) est solution de
(2.27), alors le vecteur ligne Y = yF vérifie Y' = Y Q. En effet, notons G = (g;, )1<i,j<n- Alors,
siY=(Yy,...,Yy),ona,pourl<j<?-1,

n

4 n n
y;’Pi,j—l) = Z y;Pi,j—l + yiPIi,j—l = Z Z (_aki)ykpi,j—l + yiPli,j—l'
i=1 i=1k=1

r_
Yj—

n

i=1

Or P, = 1~)’j_1 —GP;_; donc

n
Vie{l,..., n}, P;,j_l =P; i+ ) 8ikPrj-1,
k=1
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de sorte que

q:—z

n n
i=1 —

n n n n
Y gkivkPij1+ ). ). 8ikPrj-1yi+ ) yiPij= Y yiPij =Y.
k=1 i=1k=1 i=1 i1

n ~ ~ ~ ~
Le méme calcul nous donne Yl’ = ) yiP;, donc comme P € Vectg.» k)2 (P,P1,...,Pr-1),
i=1

Y, est une combinaison linéaire a coefficients dans 2.7 (K)[z] (ne dépendant pas de y) des
Yi1< j< ff]

Soit L une extension de Picard-Vessiot de Z.% (K)|z] telle que le systeme a une
base de solutions (wy, ..., wy,) € L" sur Z.% (K)|[z]. Par les propriétés du wronskien, c’est éga-
lement une base sur K de ce systeme (voir |52, pp. 7-9]). On introduit la matrice wronskienne
associée

wi
W=\ : |edy,L).

Wn

Donc pour tout i € {1,...,n}, la i® ligne ¥; = w; F de WF vérifie Y/ = Y;Q. Or, le systeme
Y’ = YQ n’a que ¢ solutions linéairement indépendantes sur K. Par suite, en effectuant des
opérations a coefficients dans K sur les lignes et les colonnes de WQ, on obtient une matrice
Me My, (K) derang n— ¢ telleque MWQ =0.

On note U la matrice formée des ¢ premieres colonnes de MW et V la matrice com-
posée des n — ¢ derniéres colonnes de MW. En écrivant le produit de matrices par blocs,
on constate que UR + VS = 0, de sorte que U = —VSR™'. Donc M = (-VSR™' V). Siu=
Huy,..., up) € My (RS (K)[z]), alors

231 Uyl
Mu=V|(=SR™YH| : [+]| : eIm (V).
Donc le rang sur 2. (K)[z] de M est inférieur au rang de V. Or, M € #,,_¢ ,(K) est de rang

n— ¢ sur K donc également sur 2. (K)|[z], donc V estderang n—¥¢,car V€ M,,_¢(L), et V
est donc inversible. De plus, SR™! = -V~1U.

1
Mais si W = (w;)1<i,j<n,» alors on voit avec la formule vl= V(com(V))T (formule

de la comatrice) que les coefficients de V™'U sont des fractions rationnelles en les (w;, ;)
de degré total borné par une constante qui ne dépend que de n. De plus, comme SR™! €
Mu—v,0( RS (K)[z]), ces coefficients sont également des éléments de Z.% (K)|[z].
Finalement, le lemme [2.5/ nous fournit une borne supérieure Ny > 0 ne dépendant que
de W (donc in fine de G) sur les degrés totaux des coefficients de VU, donc sur ceux des
coefficients de SR™!. O

Le résultat suivant est un analogue pour les séries . d’'un lemme provenant de [49, p.
85].
Lemme 2.6
Soit @ € Q¥, f1,...,fn € LK, @)[z] tous non nuls et Ry,...,R, € Z¥(K)[z] de degrés

n
totaux bornés par ¢ > 0. Alors R- f = ) R;f; a un ordre d’annulation au plus d > 0, ot d
i=1
est une constante dépendant uniquement des f;, de « et de c.

1. On peut en réalité montrer que Y,f est une combinaison linéaire a coefficients dans K(z) des Y;.
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Démonstration.  Etape 1 : réduction au casou1 V1 <i<n,R; € (K, a)[z].

. p;
Ecrivons, pour tout i, R; = al, ou deg(P;) +deg(Q;) = deg,(R;) < c. Alors

i

R-f i(]_[ Qj)Pifi

j#i

et pour tout 7, selon le lemme[2.1]b),

P;<) deg(Q))+deg(P)+n<(n-1c+n-1+c=(n+1ec
J#i

deg(HQj

J#i

De plus, comme ord est une valuation sur Frac(.# (K)[zl),

ord(R- f) = ord (i (H Qj)pifi

=1 \j#i

—ord(Q;...Q,) <ord (Z (H Qj)f,-).
i=1\j#i

On peut donc se ramener au cas ou Vi € {1,...,n}, R; € L (K)[z].
Etape 2 :réduction aucasou V1 <i < n,R; € K[z]

) Y
Ecrivons R; = Y. Y Rjk¢(2)z% log(z)k, avec R; . ¢(z) € K[z]. Alors
/=1k=0

n K v
R-f=Y Y 3 Rirez™log(@)* fi(z) = Y Rike8ike
i=10=1k=0 il

oitles g; r.¢(2z) = 2% log(z)* f;(2) € # (K, &) [ z] sont tous non nuls, car les f; le sont.
Etape 3:réductionaucasou VvVl <i<n,R; K.

4 .
On écrit donc pour tout i € {1,...,n},R; = Y rj,izf avecr;j; € K.
j=0

n C . .
DoncR-f=% Y rj;z/fi= ¥ rji&ij ougijz) =2 fi(z) € K, a)z]. On remarque
i:lj:o 1<sn

0<js<c

que les g; j sont tous non nuls, car les f; le sont.

Etape 4 : traitons le cas ou, pour tout 1 < i < n, R; € K. Introduisons & I'ensemble des
R e K" tel que R f n'est pas identiquement nul. Remarquons que si gi,...,8s € LK, a)[z]
ont des ordres d’annulation en 0 deux a deux distincts, alors (g, ..., gs) est libre sur K.

En effet, supposons que ord(g;) = my < ord(gz) = my < --- < ord(g;) = m; et prenons

(uy,..., us) € K° tels que Z u;g; = 0. Supposons sans perte de généralité que u; # 0. Alors,

comme ord est une Valuatlon sur & (K)[z],

81=—2, —8i

i=2 W1

est d’'ordre au moins min ord(g;) = my ce qui est absurde. Donc u; = 0.
i>2,1;#0

En itérant le procédé, on obtient u; =--- = u; =0, donc (g3, ..., gs) est libre sur K.

Notons v le maximum des k € N tel que & contient k éléments d’ordre deux a deux dis-
tincts. Selon ce qui précede, v < dimk K" = n. Soient R; - f,..., R, - f € & d’ordres deux a deux
distincts.

SiReé&,(R-f,Ry-f,...,Ry-f) estune famille a v+1 éléments donc elle contient au moins
deux éléments d’ordre égal. D’ott ord (R- f) € {ord (R; - f),1 < i <v}. O
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2.5.2 Démonstration du théoréme

Cette partie est consacrée a la preuve du théoreme[2.5] Elle est trés similaire a la démons-
tration du lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type II ordinaires, mais
nous donnons une preuve compléte par souci de complétude.

Supposons que A(z) est identiquement nul. Notons ¢ le rang sur Z2.% (K)[z] de la famille
P,Py,...,Py_1).

Notons F = (P,Py,...,Py_1) € My, o (F(K)[z]). Alors en reprenant les notations du lemme
on a P, = (zT)"P,,, de sorte que si D = Diag(1,zT,...,(zT)'™"), on a F = FD, donc
comme F est de rang ¢, il en va de méme de F. Quitte 2 renuméroter les composantes de f,
on peut supposer que la matrice R € 4,(#(K)[z]) formée des ¢ premieres lignes de F est
inversible. On note S € #,,_¢ ¢ (S (K)[z]) la matrice formée des n — ¢ dernieres lignes de F.

Le lemmeci—dessous nous assure que les degrés totaux des coefficients de SR™! sont
bornés par une constante ¢y > 0 qui ne dépend que de G. En effet, toujours avec les notations
dulemme[2.4 ona R=RD et S=SD donc SR™! = SR 1.

Considérons
falzy 0 ... 0 0 .. -filz)
e szZ) -fi2) ... 0
: : (0)
fr(2) 0 ... —filzy 0 ... 0

On note Hy € 4, (< (K)[z]) la matrice composée des ¢ premiéres colonnes de H et H; €
My n-0(F ([K)[z]) la matrice formée des n—¢ dernieres colonnes de H. Notons U = HF.On a

P1j-1fn(2) =Py j-1fi(2) sii=1

Vi, j)e{l,..., 00, U=
(6,7 ed } Y {Plyj_lfi(Z)—Pi,j—lfl(Z) sii=2.

Un calcul de matrices par blocs nous montre que U = HyR + H; S, soit UR™! = Hy +
H SR
Notons B=SR™! = (B; j);,; € My-0,¢(RFK)[2]). Ona

H]_B = (_f]_(z)Bn—é,l)---)_f]_(z)Bl’l—é,é) = (_blf]_(Z),...,_b[f]_(Z)),

avec b; = B,,_y,; € 2 (K)[z] de degré total borné par ¢y. Donc

Mm@ =b1filz) —b2fi(z) ... —befi(2)
— f2(2) AL 0
fe(2) 0 .. —f)

Par suite, en effectuant les opérations sur les lignes L; < L; — b;L; pour i € {2,...,¢}, on ob-
tient

¢
fn(z)—g,lblfi(Z) 0 0
det(UR™) = f(2) ~fia) ... 0
fe(@) 0 .. -fi@
¢
=|fa2) = }_ bifi(2) | x det(- fi(2) Ip-1) (2.28)

i=1
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en développant selon la premiere colonne. Donc

4
det(UR™) = (fn(z) - bifi(z)) x (~fi(2) ' £0,

i=1

car (f1(2),..., fu(2)) est supposée libre sur Z.% (K) [z]ﬂ
Pour aboutir a une contradiction, on va minorer puis majorer I'ordre d’annulation de
det(UR™'). D’abord, si je{1,...,f}eti€{2,...,n},ona

Qi-1fie) =Py ;-1 =0(zN*M)
Qj-1fi(2)—P;j1 =0(zNM).

Donc en multipliant la premiere ligne par f;(z) € #(K)[z], la deuxieme par — f(z) €
S (K)[z] et en les additionnant, on obtient que

P;j-1fi(z) =Py j-1fi(2) =0 (zN+M) )
Or, det(U) est une somme de produits de ¢ termes de cette forme, donc
det(U) = o(zf (N+M>).

Mais comme on I’a montré dans I'étape 4 de la section sijedl,...,f}, les compo-
santes de P;_; sont de degrés inférieursa N + (¢ +1)(j —1) < N+ (£ +1)(¢ —1). Donc les coef-
ficients de la matrice R sont de degrés inférieurs a N + (¢t +1)(¢ —1). Ainsi, detR € A (K)[z] a
un degré inférieur a /(N + (£ + 1)(¢ — 1)), de sorte que det(UR™) = detU(detR)~! a un ordre
d’annulation en 0 au moins

C(N+M)-C¢(N+(t+ 1)l -1)=¢lIM-(t+1D){l-D]=M-(t+1)(¢-1),
car ¢ = 1. D’autre part, comme by, ..., by € Z.%(K)[z] sont de degrés totaux bornés par cy, le
lemme [2.6|ci-dessous nous assure, puisque les f;(z) sont tous non nuls, que 'ordre d’annu-
¢
lation en 0 de f;,(z)— Y. b; fi(z), donc de det(UR™!) selon (2.28), est borné par une constante
i=1

c1 > 0 dépendant uniq_uement du systemey' = Gy et de f.
Par conséquent, si M — (¢ + 1)(¢ — 1) > c;, on aboutit a une contradiction. Donc A(z) # 0,
ce qui conclut la preuve.

2. La démonstration jusqu'’ici suit pas a pas celle de Chudnovsky [17, pp. 42-43]. 1l aurait été souhaitable
que les b; soient dans [K(z) afin d’utiliser une hypothese plus faible de liberté de (f7,..., fi) sur K(z), mais la
preuve de Shidlovskii ne permet pas cela.
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Chapitre 3

Sur I'indépendance linéaire des valeurs
des G-fonctions

Ce chapitre correspond a I'article [36].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier le probleme suivant, mentionné dans l'intro-
duction, qui a d’abord été considéré dans un cas particulier (i.e., § = 0) par Fischler et Rivoal
[24], impliquant des G-fonctions et des G-opérateurs.

o0
Soit K un corps de nombres et F(z) = ), Akzk € K[z] une G-fonction non polynomiale.

Soit Le @ [z,d/dz] \ {0} un opérateur tel que L(F(z)) =0 et d’ordre minimal p.
Prenons un parametre 8 € Q\Z¢, qui restera fixé dans le reste de ce chapitre. Pour n € N*
et s €N, on définit les G-fonctions

F[S] —
pnt? kgb (k+p+m)s-

k+n

Elles sont liées a des primitives itérées de F(z). Le but de chapitre est de trouver des bornes
supérieures et inférieures sur la dimension de

Qg p,5 1= Vecty (F[[;,L(a), neN*, 0<s< S),

quand S est un entier suffisamment grand et @ € K, 0 < |a| < R, ol R est le rayon de conver-
gence de F. Notons qu'il n’est pas évident que @, g s est de dimension finie. Précisément, on
veut prouver le théoreme suivant :

Eléoréme 3.1

Supposons que F n’est pas un polynéme. Alors pour S suffisamment grand, on a I'inéga-

lité suivante :
1+0(1)

[K:QIC(F B)
Ici, sié = deg, (L) et w est'ordre de 0 en tant que singularité de L, ¢((f) est défini comme
le maximum de ¢ := 6 — w et des nombres f — 3, quand f est un exposant de L en I'infini

tel que f — B €N, et C(F, ) est une constante strictement positive dépendant de F et 3,
et pas de a.

log(S) < dimk ®g g5 < Co(B)S + .

Si F(z) € K[z], alors F[[;]n(z) € K[z] également et ®, g 5 < K.
Dans [24], Fischler et Rivoal ont prouvé ce théoreme avec § = 0. Leur but était de gé-
néraliser des résultats antérieurs de Rivoal ([45], pour a € Q) et Marcovecchio [40] sur la
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dimension du K-espace vectoriel engendré par Lig(a), 0 < s< S, poura €K, 0 < |a| < 1, ou
k
o0
Lis(z) := ) = est la fonction polylogarithme d’ordre s. En effet, sil’on pose Ay = 1 pour tout
k=1

entier naturel k, la famille de fonctions (F Ls] (z)) est la famille des polylogarithmes Lig(z)

a un terme additif polynomial pres. En utilisant une méthode différente, fondée sur une gé-
néralisation du lemme de Shidlovskii, Fischler et Rivoal ont prouvé ensuite dans [25] que le
théoreme[3.1] était aussi vrai pour = 0 et @ dans un ouvert étoilé en 0 dans lequel le disque
de convergence de F est strictement contenu. Nous ne savons pas si ceci vaut également
pour tout rationnel S, et cela semble étre un probleme difficile.

Nous allons adapter leur approche de [24] au cas plus général qui nous intéresse. Dans
une premiere partie, nous nous appuyons sur les propriétés de G-fonction de F pour trouver
une relation de récurrence entre les fonctions F }63]” (z), ce qui démontrera la borne supérieure
dans le théoréme Dans une deuxieme partie, nous étudierons le comportement asymp-
totique quand n — +oo d’une série T, ,(2), qui est une forme linéaire en les F [[;’]n(z), de fagon
a utiliser un critére d’'indépendance linéaire a la Nesterenko dii a Fischler et Rivoal, menant
a la preuve de la borne inférieure du théoreme Loutil clé pour cela sera la méthode du
point col.

Dans la section nous donnerons une expression explicite originale de la constante
C(F, B). A cette fin, nous rappelons dans la section des résultats de Dwork [21], André
[4] et du chapitre (1| sur la notion de taille d'un G-opérateur, qui encode une condition de
croissance modérée sur certains dénominateurs, la condition de Galochkin (voir définition
0.2). En particulier, une version explicite du théoréme de Chudnovsky donne une relation
entre la taille d'une G-fonction, encodant les conditions b) et ¢) de la définition et la
taille de son opérateur minimal.

Apres simplification, I'estimation de C(F, ) que nous obtenons dépend finalement de
B (en fait, de son dénominateur), d’'invariants arithmétiques et analytiques de 1'opérateur
minimal L de F et de la taille de F elle-méme.

Afin de calculer C(F, p), il est possible et plus pratique de réécrire L sous la forme

w—p £

Y Qi+, 9=Z£, 3.1)
i=0

avec w € N¥, Qj(X)eOk[Xletue N*. On note que si £ = 0, alors les seules séries entieres

solutions de L(y(z)) = 0 sont des polynomes (voir la remarque apres (3.27), section.
Nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 3.2

Supposons que F n’est pas un polynéme. On note 9 le dénominateur de 3. Alors I'en-

tier ¢ défini dans plus haut est = 1 et une constante C(F, ) qui convient dans le

théorémel3.1] est

C(F p) =log(2eC:1(F)Co(F ), 3.2)
avec
C1(F) = max (1, [yol 7], @ (1™~ (3.3)
et
Co(F p) =

den (1/7o)° dene, B)%* exp (3max(1, £ — [K : Q1 A¢(L, f) + 3(u+ 1den(f, §)), (3.4)

H H
ol1les polynémes Qo (X) =vo [1 (X—e;) et Qu(X) =7y, [1 (X+ f;—¢) sont définis dans (3.1).
i=1 i=1
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Les nombres e; (resp. f;) sont congrus modulo Z aux exposants de L en 0 (resp. oo) et
sont donc des nombres rationnels par le théoréeme de Katz [21, p. 98], puisque L est un opé-
rateur d’ordre minimal annulant la G-fonction F. Les nombres Ay (L, B) et ®¢(L) seront dé-
finis respectivement dans les formules et de la section[3.4] Ce théoreme fournit
une constante C(F, ) qui dépend en fin de compte uniquement de F et du dénominateur 2
de S.

Les termes C; (F) et Cy(F, f) composant la constante C(F, f) proviennent de calculs tres
différents : C; peut étre vu comme la partie « analytique » de C, tandis que C, est lié a des
invariants arithmétiques de F, L et f.

Dans la section 3.5, nous terminerons le chapitre en explicitant les résultats des théo-
remes [3.1] et [3.2] dans les cas d’exemples classiques, incluant les polylogarithmes, les fonc-
tions hypergéométriques et la fonction génératrice des nombres d’Apéry.

3.2 Preuve durésultat principal

3.2.1 Unerelation de récurrence entre les I g]n (2)

Comme F est une G-fonction, 'opérateur minimal non nul L de F est un G-opérateur par
le théoreme de Chudnovsky (voir [21, p. 267]). En particulier, le théoréme d’André-Chudnov-
sky-Katz (cf [5} p. 719]) mentionnée dans la section|3.1|{implique que L est un opérateur fuch-
sien a exposants rationnels en tout point de P!(Q). En s’appuyant sur cette propriété, nous
allons obtenir une relation de récurrence entre les séries F [[_js,]n(z), quand se N et n € N* (pro-
position ci-dessous). Ici, et dans tout ce qui suit, N (resp. N*) désigne I’ensemble des
entiers positifs ou nuls (resp. des entiers strictement positifs).

Cette méthode algébrique sera 'argument clef pour obtenir la borne supérieure dans le
théoreme|3.1|et sera aussi utile dans la sous-section dans laquelle nous prouverons la
borne inférieure.

Par [24, Lemma 1, p. 11], il existe des polyndomes Q;(X) € Ok [X] et u € N* tels que

[ .
uzt=“L=Y 2z/Q;0 + j), (3.5)
j=0

ol 0 = zd/dz, pestl'ordre de L, w 1a multiplicité de 0 en tant que singularité de Let ¢ =6 —w,
ol 6 estle degré en z de L.
Lemme 3.1

Définissons, pour j €{0,..., ¢}, Q; s(X) = 2Q;(X — ), ou D := den(p). Alors I'opérateur

[ .
Lg=) 2/Qjp0+))
=0

est un opérateur dans @ [z,d/dz] \ {0} annulant zP F(z) et d’ordre minimal pour ZPF(z).

Avant de prouver le lemme[3.1} nous mentionnons la conséquence suivante du théoreme
de Chudnovsky, énoncée par Dwork [21, Corollary 4.2, p. 299].

Proposition 3.1

Soit L un opérateur Q(z) [d/dz| tel que I'équation différentielle L(y(z)) = 0 a une base
de solutions au voisinage de 0 de la forme (f; (z),...,f“(z))zA, ot les f;(z) sont des G-

fonctions et la matrice A € ), (@) a ses valeurs propres rationnelles. Alors L est un G-
opérateur.
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On rappelle que z* est définie dans une partie ouverte simplement connexe Q de C*

par z4 := exp(Alog(z)) = ¥ log(2)* A*/k! pour z € Q, oi1 log est une détermination du loga-
k=0
rithme complexe sur Q.

La propositionimplique que Lg est un G-opérateur. En effet, si I'on fixe une base de
solutions de L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme (f; (z),...,f,,(z))zc, ouCe '/%u@) a
est a valeurs propres dans @, une base de solutions de Lg(y(z)) = 0 au voisinage de 0 est
(fi(2), ..., ful2)zC Pk,

Démonstration dulemme[3.1}  Nous commengons par I'observation suivante : pour tout
m,jeN,
O - B+ )" (2 F(2) = 2P0+ )™ (F(2)).
Il suffit de le prouver pour F(z) = zF. Dans ce cas, pour m=1,
O-B+)NEP" =B+ )P+ (- PP =Pk + j)zF = 2P0+ j)2F
et le résultat s’ensuit par récurrence sur m.

dj
Maintenant, avec Q; = ¥ p;»X"™, ona
m=0

d]
Lﬁ(zﬂF(z))—@“Z Y ZpjmO@-p+ )" (2P F(2) =D 2 ﬁZ Z 2 pjm@+ )" (F(2)
j=0m=0 Jj=0m=0

14
=2+2P Y 2/Q;(0+ j)(F(2) =0.
j=0
Notons que Lg a le méme ordre que L. Prouvons maintenant que cet ordre est mini-
mal pour zPF(z). Soit L un opérateur d’ordre minimal pour F(z) := zPF(z). Alors F(z) =
2z PF(z), donc E_ﬁ (F) = 0. Ainsi, ord (L) < ord (Z_ﬁ) = ozd (), puisque L est~minimal pour
F. Par aillegrs, Lg(F) = 0, de sorte que la minimalité de L implique que ord (L) < ord (L). Fi-
nalement, L est de méme ordre que L et Lg, donc Lg bien minimal. O

De maniere similaire a [24, Lemma 3, p. 17], on obtient le lemme clé suivant :
Lemme 3.2

Pour tout s € N*, la suite de fonctions (F [[;]n(z))n;l satisfait la relation de récurrence in-
homogeéne suivante :

l s—1
Vn=1, 3 Qipl-mFg,, (2= Zmeﬁ ﬁn+](z>+Zz"“BJnsﬁth(z»
j=0 j=0t=

OU Y n1sp € Ok et chaque polynome Bj ;, 5 5(X) € Ok [X] est de degré inférieur ou égal a
dj —S.

Démonstration. On procede par récurrence sur s = 1.
* Pour s =1, remarquons que pour u € N,

fzxﬁ”‘F(x)dx: i A fzxﬁ+u+kdx: i Lzﬁ+u+k+l ﬁF (2).
0 = ko SoBb+u+k+1 pru+l

Dong, sil’'on pose Ly = uz*~“L comme dans (3.5) ci-dessus, on a

Z .
0= f XL (F(x))dac = Z Z oim Y (p) f xXPHITlgP F(x)di
0 0

j=0m=0 p=0
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Des intégrations par parties successives donnent alors

z . p-1
f PHHITlgPE(x)dx = 287 Y ()P B+ n+ HPTITIQ9E(2)
0 q=0

+(DP(B+n+ HPPEY | (2). (3.6)

Par conséquent, en divisant les deux cotés de I'égalité par z et en utilisant I'égalité

ZPJmZ( )( DP(B+n+HPj" P =Qj(-n-p),

on obtient ,
.ZOQ]-(—n—ﬁ)F/g”n+ @)= Zoz’”f Bjn1p0)F(2),
]:
avec
! < - [™m 1 1
Bj,l’l,l,ﬁ = Z bj'n'llq'ﬁXq’ bjrnrlvqrﬁ = Z p],m Z ( )jm_p(ﬁ+ n+j)p_q_ (_1)p_q_ .
q=0 m=0 p=q+1\ P

En multipliant les deux cotés de I'égalité par 2#, on voit que les coefficients de 2 B; ,, 1 5(X)
sont des entiers algébriques qui sont aussi des polyndmes en n a coefficients dans Oy de
degrés inférieurs ou égaux a d; — g — 1. Ceci est la conclusion voulue.

¢ Soit s € N*. On suppose que le résultat est vrai pour s. On a vu dans le premier point que

fo RS odx= 2P L (2.

Donc, par hypothese de récurrence,

z 4
ZQ]ﬁ( n) [[;;i]](z) ﬁ,/(; ;)Qj,ﬁ(—”)xﬁ lFE]nﬂ(x)dx

1 ¢ s-1 z -
= L L Viness f 2 IF,?],H,(x)dH—Z IR p(O)F(x)dx
j=0t1=1
? s—1 ) ¢ dj-s
:Z antsﬁF[[;t;_'_]](Z)‘i'Z Z b]nsqﬁ ﬁf X’B+n+] IHqF(x)dx
j=01t=1 j=0 g=0

Finalement I’équation (3.6) implique

l s
Y Qin=PFg @ =3 Y VinusipFpn, (D) + Z 2" 1By 5+1,50)F(2),
j=0 j=01=1

ol
Yijnt-1,6» 2<t<s+1
Yints+1, =4 & dj=s
Z Y DUB+n+)T binsqp, t=1
i=0 g=0
et p
j=S q-1
Binsip¥= 2 b]nsqﬁz( NPT B+ n+ HTPIXP € Ok(X]
q=
est de degré inférieur ou egaladj—s—l. O
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Le lemme[3.2]implique la proposition suivante, qui est le résultat principal de cette sous-
section. Elle fournit une relation de récurrence inhomogene satisfaite par la suite de G-

fonctions (F Ls] (z))
p.n neN*, 0<s<S$§

tions sur j ne dépend pas de n.

. Le fait important dans (3.7) est que la longueur des somma-

Proposition 3.2

Soit m € N* tel que m > f — ¢ — B pour tout exposant f de L en oo satisfaisant f — f € N.
Alors pour tout s,n =1,
a) Il existe des nombres algébriques K j 1 s n,p € K et des polynomes K; s, p(z) € K[z]
de degré au plus n+ s(¢ — 1) tels que

s {+m-1

p-l ,
Fgl ()= KjtsnpFhs(@+ ) Kjsnp(@)6!F)(2). 3.7)
=1 j=1 j=0

b) Il existe une constante Cy(F,f) > 0 telle que [ ;s npll<j<fl+m—-1,1<t<s),
et les maisons des coefficients des polynomes Kj s ,,6(z),0 < j < u— 1 sont bornées par
H(F, B, s, n), avec

VneN*, Vli<s<S, H(EPB s n''"<Ci(Ep°.
¢) Soit D(F; 3, s, n) le plus petit dénominateur commun des nombres algébriques« j 1 s '
(1<sj<fl+m-1,1<t<s,n <n)etdes coefficients des polynémes Kjsnwplz) 0<j<

1—1, n' < n). Alors il existe une constante C,(F, 8) > 0 telle que

VneN*, Vi<s<S, DB snm'"<C(Ep)S.

La démonstration de cette proposition est, mutatis mutandis, la méme que la démons-
[
tration de 24, Proposition 1, p. 16]. En effet, la proposition(3.1jimplique que Lg = ¥ z/Q; g0+
Jj=0

j) est un G-opérateur, ce qui nous permet d’utiliser [24, Lemma 2, p. 12] afin de déduire la
proposition[3.2|du lemme 3.2|ci-dessus.

Cependant, nous présenterons dans la section|3.4jJun moyen précis de calculer les constan-
tes C, (F, B) et C»(F, B) quin’a pas été donné dans [24]. En particulier, on verra que la constante
C1(F, B) peut étre choisie indépendante de .

Dans les deux sous-sections suivantes et dans la section I'indice g dans « ;5 p €t
K s np sera omis s'il n'y a pas d’ambiguité.

Remarque. Notons &(f) 'ensemble des exposants f de L en oo tels que f — € N. Alors la
meilleure valeur possible pour m est m = max({L}u{f+1-¢—-6,f € EP)}) = Co(f) - € +1,
ou

Co(B):=max({}Ulf - B, fe&P)). (3.8)

Le théoreme de Katz (voir [21, Theorem 6.1, p. 98]) nous assure que les exposants de L en
oo sont tous des nombres rationnels. Supposons que I'un d’entre eux, noté f est non nul, et
posons pour tout k € N, B := (sign(f) — kden(f)) | fI. Alors on a f — . = kden(f)|f] € N, de
sorte que pour tout k,

lo(Br) =den(f)Ifk

+00.
k—+o0

De méme, si 0 est le seul exposant de L en oo, alors ;. = —k — ¢ satisfait £o(fy) = k+ ¢ — +oo.
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3.2.2 Ftude d’une série auxiliaire

Comme dans [24, p. 24], nous définissons dans cette sous-section une série auxiliaire
Ts,rn(2), qui dépend de f et s’avere étre une forme linéaire a coefficients polynomiaux en les
Fy ] ,(2) (proposmon

PourSel\Ietrel\ltelquersS,soit

Ts,rn(z) = nS=r OOE —(k rnt e —k
yhn *
k=0 (k+1 lé)n+1

(0,0
Cette série converge pour | z| > R™1 ol Restle rayon de convergence de F(z) = ). Akzk .

Le but de cette partie est d’obtenir diverses estimations sur T ,,(z) afin de pouvoir ap-
pliquer une généralisation du critere d'indépendance linéaire de Nesterenko [24, Section 3].
Ceci fournira la borne inférieure sur la dimension de ®, g s dans le théoréme Le controle
de la taille et du dénominateur des coefficients apparaissant dans la relation entre T, ,(2) et
les F E]u [2) lemmes et|3.4) jouera un role central, mais la partie la plus fastidieuse dans le
papier original de Fischler et Rivoal a consisté a utiliser la méthode du point col pour obtenir
un développement asymptotique de T, (1/a), quand n — +oo, pour 0 < |a| < R. Heureu-
sement, nous pouvons adapter leur preuve avec seulement quelques changements mineurs

(lemme[3.6).

Proposition 3.3

Pour n = ¢y(P), il existe des polynémes C, s ,(2) € K[z] et Cu,n(z) € K[z] de degrés res-
pectifsauplusn+1etn+1+ S —1) tels que

(B S
TS,r,n(Z) Z Zcusn(z)F N ( ) Z Cu n(Z)Z_Sw Dqu)( )

u=1 s=1

Démonstration.  Ecrivons la décomposition en éléments simples de

. XX-D...X-rn+1) LS Cisn
Ry(X):=n!5" ; , .
n(X):=n (X+B+DS...(X+B+n+1)S ]leZI(X+,B+])S Crsn € Q 59

de sorte que
n+l S 1
Ts,rn(2) = Z Z Cj, an]F[S] ( )
Jj=1s=

Alors [24, Lemma 4, p. 24], la combinaison de I'’équation (3.9) et de la proposition [3.2] im-
plique que

oS [s] T A S(e-1 1
Tsn(2)= Y. ZCusn(z)Fs —)+ Y Cun(@z7 %P0 F) (—) ,

u=1 s=1 u=0 <

ou
n+l
Cus,n(2) = Cu,s,nzu + Z Z 2 Cj,o,nKu,s,0,j
j=lo(P)+10=5

et

" n+1 4 SW-1) 1

Cun(z) = Z Z Cj Z]+ Ku,s,j (_) .

j=lo(B)+1s=1 Z
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On commence par calculer une borne supérieure sur la maison des coefficients des po-
lynéomes C,, s ,(z) et C,, ,(z) apparaissant dans la proposition
Lemme 3.3

Pour toutz€ Q, on a

1/n
limsup (max Cusn(2) ) < C1(F,B)°r 25 max(1,z])

n—+oo
et
1/n
hmsup(max usn(z)) < C1(E B)5r" 25 max(1, [z).

n—+oo

Démonstration. Nous allons nous inspirer de la preuve donnée dans |45, pp. 6-7].

Soit neN*, joe{l,...,n+1} et sope{l,...,S}. Le théoreme des résidus donne
1
2im

Cj(),S(),I’l = ‘[ Rn(z)(z+ﬁ+j0)so_ldz’
lz+f+jol=1/2

1
ol R, (z) a été définie dans (3.9). Si |z + B+ jol = 2 ona

rn—1 rn—1

l(z=rn+Drml= [] lz—rn+1+kl=[] |z+B+jo—(rn—-1-k+p+ jo)|
k=0 k=0
rn—1 rn—1
<[] S +rn=(+D+1pl+jo| < [T (rn=k+1B1+ jo) = UBI+ jo+ Drn
k=0 k=0
B+ jo+rn+1)!

<B+jo+2)p, = —
(ﬁ Jo )rn (,3+j0+1)!

avec f:= ||Bl, ol |-] désigne la fonction partie entiére. De plus,

|z+B+Dpsr|=[]1z+B+k+1=]]|z+B+jo— Go—k—-1)|
k=0

:

1| o8 1\ (1Y 1
ljo— k- 1|—5':H(j0—k—1—5)x(5) < 1 (k+1—j0—§)

k:O k=0 k=jo+1
1
Z(in=2)! !
8(]0 N —jo)! .
Par conséquent,
B+ i ! !
Ry <ntS~ — B+ jo+rn+1)! gs B+jo+rn+1 | (rn)! ' S pyS-r
(B+ jo+ Do —2)18(n— jo)!S Brjo+1 | Go-2B(n—jo)s

S
+jot+rn+1 ! -
,B jo+rn X(rn).x n 2 xns(n—l)SXSS.
B+jo+1 n!” Jo—2

D’ou
_ 1S = 1\%
|Cj0’5,n| < 2ﬁ+]0+rn+lrrn28(n—2) (n(n _ 1))S8S (5) < 2ﬁ+(r+l)n+lrrn25(n—2) (n(n _ 1))588 (5) )
de sorte que, puisque la derniere inégalité est indépendante de jy, on obtient

1/n

limsup| max |c;gnl <25t
S

n—+oo \Isjsn+l

Le résultat voulu découle alors de cette inégalité et du point b) de la proposition 3.2 0O
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La lemme suivante fournit alors une borne supérieure sur le dénominateur des coeffi-
cients de C, s »(2) et Cy,,(z). On rappelle que 2 est le dénominateur de g.

L_emme 3.4

Soit z€ K et g € N* tel que gz € O. Alors il existe une suite (Ay) =1 d’entiers strictement
positifs tels que, pour tout u, s :

AnCusn(@ €0k,  A,Cun(2) €0k, et lim AV = qCy(F B)S 2% €S,
—1T00

Démonstration du lemme 3.4,  Nous suivons la preuve donnée par Rivoal dans [45} pp.
7-8]. Pour des raisons pratiques, nous travaillerons avec

1S—r (t—=1M)rn

R,()=R,(t—-1)=n )
e +P)3

plutot qu’avec R, (f). Pour tout jj € {0,...,n},ona

V1i<s<S, cjoﬂ,s,n:DS_S(En(r)(t+ﬁ+j0)5)|t:_ﬁ_j0, (3.10)
. 1 d* . . L
ou D) = ——. Considérons la décomposition suivante :
Alde?
.
Ru()(t+ B+ jo)* = HFe(t))H(t)S‘r,
/=1
avec,pourl<?¢<r,

(t—nf), . n! :
Fo(t) = ——(t+p+jo), et H({E)=———{&+0+ o).
= e TP (o PR

On obtient
n s
jo—p n_plB|[B+Pp+{ln
Fe()=1+ R a— ) =(=D"P
¢ pZ:OHﬁerfp.é,n Joen (p)( " )
p#Jo
et

_ L (jO_p)hp,n _ p n
H(t)—pzzo i hip hpn=(-1) o)
p#jo

Notons que hy,, € N*. D'ol;, si A €N,

1 (o= P fp,en " fpn
Da(Fo()jjeepi =002+ Y (-DA— =28 — 5y 2220
AUy [t==B—jo 0,4 pz—p (P—]o)“l 0,1 ;—Q(]O_p)/l
pP#Jjo pP#Jjo

ol dpr =1si A =0et0sinon, et

n

DA(H@)jt=-p-jo == 2. =7~
A [t=—p—jo EO(JO_P)A

hp)n

Ainsi, pourtout 1</ <rettout AeN,ona
drAD Dy (Fr(0))r=—p-jo €Z et drDy(H(D)j=—p-jy €EZ

avec d, =ppcm(1,2,...,n) et AS}) € N* un dénominateur commun des fp,e.n pour tout p, 2.
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Lelemme b) de la sous-section nous assure que les entiers A%U = 9?" conviennent.
De plus, la formule de Leibniz donne

Ds—s(Ra(0)(t+ B+ j0)®) =Y. Dy, (Fi(£)... Dy, (Fr (D) Dy, ,, (H()) ... Dyg (H(2))
M

oi1 la somme porte sur les g = (i1, ..., us) € NS tels que iy +--- + g = S — 5. Finalement, en
utilisant (3.10), on voit que

VO<js<n, V1<s<S, d 2*"cisneZ

Le théoréme des nombres premiers donne d, < e"*°, si bien que la conclusion voulue
découle du point c) de la proposition[3.2] O

Expliquons a présent brievement comment I'approche de Fischler et Rivoal dans [24]
pour estimer 75, (1/a) quand n — +oo pour 0 < |a| < R avec la méthode du point col peut
étre adaptée a notre cas.

Dans [24], une famille de fonctions By (z),..., By(z) analytiques sur un demi-plan Re(z) >

P
u tel que A(z) = Y. Bj(z) satisfait A(k) = Ay pour tout entier k suffisamment grand a été
j=1
construit. Ici, u est un réel positif tel que |F(z)| = O(|z|*) quand z — codans C\ (LoU---U L),
ou les L; sont des demi-droites (voir |24, p. 28]). La théorie des points singuliers réguliers
(voir |32, Chapter 9]) nous assure de |'existence de u. De plus, [24, Lemma 8, p. 29] donne,

pour tout j € {1,..., p}, le développement asymptotique suivant de B;(¢n), quand n tend vers

I'infini :
log(n)®i
Bj(tn) =xj———|1+0
(tn)"i1gi"

log(n)))’

ous;eN, bj€Q,«x;eC etly,...,¢)p sontles singularités finies de F(z). De plus, la constante
implicite est uniforme sur tout demi-plan d’équation Re(#) = d,d > 0.
On définit

c+ico nSTT((r—mT(tn+B+1)5T(tn+1)

P (@) :fc_ioo Bjtem) T((t+D)n+p+2)8

(—a)dt,

pourl<js<p,oul<c<r.

En adaptant les calculs faits dans [24, p. 31], utilisant la formule des résidus, on obtient
le résultat suivant :
Lemme 3.5

Si0 < |a| <R etr>u,alors pour n assez grand, on a

p 1 rn
TSr, ( ) Z( ) %Srn](a)

I s’agit maintenant d’étudier le comportement asymptotique de %s ;. », j (@) quand n tend
vers I'infini; c’est une étape délicate qui utilise la méthode du point col.
La formule de Stirling fournit le développement asymptotique suivant de %Bs,,, j (@) :

IOg(I’l)Sj c+ioo .
. (S—r+2)/2 . np(—al;,t)
s, (@) = (27) i Sniz+D; fl. gjp(tle ! (1+O(

s
log(n)

quand n — oo, ol la constante dans O est uniforme en ¢,
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et
p(z,t) =tlog(z) + (S+1)tlog(?) + (r — t)log(r — t) — S(t + 1) log(t + 1).

On remarque que ¢ est la méme fonction que dans [24]. Ainsi, I'application de la mé-
thode du point col ne changera pas beaucoup dans ce cas, car  apparait seulement dans
gj,p(1). Nous aurons a vérifier que g; g(t) est définie et prend une valeur non nulle au point
col.

Lemme 3.6

Pour z tel que 0 < |z| <1 et —7 < arg(z) < m, soit Ts,-(z) 'unique t tel que Re(t) > 0 et

9
02,1 =0, 0t/ (z, 1) = a—f(z, ).

Supposons que r = r(S) est une fonction croissante de S telle que r = o(S) et Se™>/U 1) =

o(1) quand S tend vers I'infini. Alors si S est suffisamment grand (relativement au choix
de la fonction S — r(S)), I'estimation asymptotique suivante vaut pour tout j € {1,...,p} :

ys-r+312 K1V i log(n)*e®"
\/__U/j n(S+r+1)/2+ﬁj

outj=1s,(~allp, ¢j=p-alé;1)),vj=¢"(-alé;,T}) v;s = gjpT}). De plus, pour
tout jefl,...,p},onax;y;sw;#0.

Bs,rn,j(@) = 21 (1+0(1)), n— +oo,

Notons que ¢;, v, 7; sont les mémes quantités que dans [24]. La condition de r est en
particulier satisfaite par r = | S/(log(8))?].
Démonstration. Seule la quatrieme étape de la preuve de [24] doit étre adaptée a ce cas

pour pouvoir appliquer la méthode du point col.
Onag;p(t) = 'STV/2+8h=bj(r — 1)=112( + 1)=S@P+3)/2 Donc, en notant 7 = 75,,(2),

T(S+1)/2+Sﬁ

gj:ﬁ(T) = -L-bf(r _ 7)1/2(‘[ + 1)8(2ﬁ+3)/2'

Mais, comme il est mentionné dans |24, Step 1, p. 33], on a zr3* — (r—=1)(t+1)5 = 0, de sorte
ZTS+1 .
quer—-17=—-—,dou
(T+1S
7SP-(S+1)/2

gjpT) =

’

‘[ble/z(‘[ + 1)8(ﬁ+1) 7
car Re(z) > 0. O

On déduit ensuite du résultat ci-dessus la proposition suivante, qui est I'adaptation de
[24, Lemma 7, p. 26]. Le point clé, qui est démontré dans [24, p. 41], est que les nombres e?¥/
sont deux a deux distincts si 'on fait I’hypothése supplémentaire que r*e~5'"*1) = o(1) pour
tout w > 0. Elle est satisfaite par r = [S/(log(S))ZJ.

Proposition 3.4

Soita € C tel que 0 < |a| < R. Supposons que S est suffisamment grand (relativement a F
et ), et que r est la partie entiére de S/ (log S)?. Alors il existe des entiers Q =1 et A = 0,
des nombres réels a et x, des nombres complexes non nuls ¢, g,..., ¢ g, et des nombres
complexes deux a deux distincts 1, ..., (o, tels que |{ 4| = 1 pour tout q et

Q
Ts,yn(l/a)=a"n* log(n)}” ( Z quﬁcg + 0(1)) quand n — oo,
q=1

et

1
< -
O<as S
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La preuve de ce résultat est, mutatis mutandis, la méme que dans [24, pp. 41-42] mais
nous en donnons une esquisse pour la convenance du lecteur.

Démonstration (esquisse). Par le lemme(3.5) on a

p lrn
TS nn ( ) Z - ) %S r,n](a)

Il découle alors du développement asymptotique de s, ., j(@) donné par le lemme
que

1 n" (2 (S—-r+3)/12 p K
Sr,( )—( L&D 118 n Filog(n)e?"(1+0(1)), n— +oo.

207 n(S+r-1/2 = /__w]

On consideére J = {ji,..., jo} 'ensemble des j € {1,..., p} tels que (Re(g;),—B; — (S+71—
1)/2,s;) est maximal pour 'ordre lexicographique, égal a un certain (a,x,A) € R3. Alors on
peut négliger les autres termes de la somme; précisément, on a

1 Q
Ts.rn (a) =a"n"log(n)* ) Cq,60g(1+0(1),
g=1

_ )Tl’l

(2m) S-T+3)/2 KiaYiap
A 1//167
Finalement, le point difficile est de démontrer que les {4 sont deux a deux distincts. Ceci
vient du fait, prouvé dans [24, p. 42] que les ¢; sont deux a deux distincts. Comme nous
'avons mentionné plus haut, il est crucial pour cela de faire 'hypothése que r?e 5+ =
o(1) pour tout w > 0. O

ou {4 :=exp (iIm((qu)) etcgp:=

3.2.3 Démonstration du théoréme

Nous allons maintenant prouver le résultat principal de ce chapitre. La borne supérieure
sur la dimension @, g s provient de la relation de récurrence de la proposition [3.2| ci-
dessus. Par ailleurs, grace aux estimations de la sous-section on peut maintenant ap-
pliquer un critere d'indépendance linéaire a la Nesterenko |24, Theorem 4, p. 8] pour obtenir
la borne inférieure.

Par souci de clarté, nous reproduisons ici, avec quelques adaptations, la preuve de [24),
pp. 26-27].

Soit a un élément non nul de K tel que |a| < R; choisissons g € N* tel que q € Ok. Parles
a

lemmeset ‘ Pusn:=ApCyusn(l/a) et py,:= Anéu,n(l/a) appartiennent a O et pour
tous u, s,

lim sup max( Dusnl T <bi= qCi(F, B)SCo(F, B)32% Sr 25 max(1,[1/al).

n—+oo
En utilisant la proposition[3.3} on considére

4P S
Tn:=ApTsrn (a) Z Z Pu,snF B, u(a) + Z Pu, na:S(Z 1) O“F)(a).
u=1 s=
En choisissant r = | S/ log(S)ZJ ,le lemmeet la propositiondonnent, quand n tend
vers I'infini,

qCZ(E ﬁ)8@2r65

Q
T, = ag(“o(l)) (Z cq_ﬁCZ + 0(1)) avec 0 < ap < —
-

q=1
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On note ¥, g 5 le K-espace vectoriel engendré par les nombres F /gs]u(a) et (0'F)(a), 1 <
us/typ),l1<ss<S0svspu-—-1.
Par [24, Corollary 2, p. 9], on obtient

dimy (\Pa,ﬁ,S) = ! (1 - log(do) ) .

[K:Q] log(b)
De plus, quand S tend vers l'infini
log(b) =log(2eC, (F, B)Ca(F, B))S + o(S) et log(ag) < —Slog(S) + o(SlogS). (3.11)
En effet,

log(b) = Slog(2eC; (F, B)Cy (F, B)) + r (log(r) +log(2) + 21og (@) + log (2qmax(1, ml))

etonar =o0(S) et

1 2loglog(S)
log(S) log(S)?

rlog(r) = 1+o0(1) = S( ) 1+ 0(1)) = 0o(S).

S lo( S )
log(S)2 8llog(S)?

Par ailleurs, log(ag) < —(S—r)logr + Slog(C,(F, B)e) + 2rlog(2) +log(qg) et

—(S—r)log(r)=—-(S-r) (log( ) + 0(1)) = —Slog(S) —2Sloglog(S) + o(Slog(S))

log(S)2
< —Slog(S) + 0(Slog(S)),

ce qui prouve la deuxieme partie de (3.11), puisque r = 0(S) = 0(Slog(S)).
Par conséquent,
1+0(1)

i Was) = I — . 12
dimy ( ’S)>[K:Q]log(ZeCl(Eﬁ)Cg(F,,B)) 0g(S) quand S — +o0 (3.12)

Lapplication du point a) de la proposition[3.2Javec m = ¢((f) — £ + 1 et z = a montre que
@, p,s, qui est le [K-espace vectoriel engendré par les F[[;]u(a) pouru=let0<s<S§, estun
[K-sous-espace vectoriel de ¥ g,5. En particulier, pour tout S =0,

dimy (Pg,6,5) < dimk (Vg p,5) < o(B)S+pu,
ce qui démontre la partie droite de I'inégalité du théoreme Par ailleurs, on a
dimy (W4 p,5) < dimg (®g g 5) + W,

de sorte que la borne (3.12) vaut aussi pour @, g s ala place de ¥ g5, car u est indépendant
de S. Ceci prouve la partie gauche de 'inégalité du théoréme|3.1|avec

C(F, B) := log(2eC\ (F, B)C2 (F, B)). (3.13)

Les sections suivantes sont consacrées au calcul explicite de C(F, ). Avant cela, nous
présentons une généralisation du théoreme[3.1}

3.2.4 Cas général

Dans cette partie, nous allons étudier une famille plus générale de séries construites a
partir de F, dépendant de plusieurs parametres rationnels §3;, et montrer comment une gé-
néralisation du théoreme|3.1|a ces séries peut étre déduite des constructions précédentes.
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Fixons B = (B1,..., Bv) € (Q\ Z<p)". On définit, pour s = (sy,...,8,) e NV etn = (ny,...,n,) € N,

Ak

k+ni+-+n
zv v.

8 -
s _
Fgn(2) = Y =
k=0 1 (k+ ni + Bi)%
i=1
Soit
Dy s.p:= VectK(Fl[f]n(a),n eNY,0<s;<8S)),
quand S est un entier suffisamment grand et @ € @, 0 <|al < R (onrappelle que R est le rayon
de convergence de F).
Eléoréme 3.3

Supposons que pour tout i # j,; — fj € Z. Quand les composantes S; de S sont suffi-
samment grandes, on a

v
dimg g 56 <D Lo(Bi)S; + .
i=1

De plus, si Sy =--- =8y =S, onnote @y (s, .5),p = Pa,s,p €t 0N &, si S est assez grand,
1+o0(1) ) Y
——————1log(S) <dimk ® < Oo(B) S+,
i qictE py OB < dime Pasp | L (o ’)) 8

ou C(F, B) est une constante dépendant seulement de F et f.

Nous allons donner deux preuves du théoreme|3.3} avec deux expressions différentes de
la constante C(F, ) données par les équations (3.14) et (3.15). La preuve la plus courte vient
de l'observation suivante :

Lemme 3.7

v
On pose @, s,p, = Vecty (Fl[i-].n(a)’ neN,0<s<S).Alors®,sp= 'Zl Dy.s;.6;
l:

Démonstration. Comme les §; — f; ne sont pas entiers, on peut écrire la décomposition
en éléments simples

1 v oS

aio
Y ——=—— a;s€Q.

o=l (x+ B +np)°

(x+pf1+n)% ... (x+ By +ny)v ]

On a ainsi , N
Fil =Y. 254 Y. a o FY) (2.
i=1 o=1
Sia € K et 0<|al <R, la formule ci-dessus montre que Fl[isyln(oc) est une combinaison
linéaire a coefficients dans K des F[[j‘:}n(a), quand 1<si<v,neNet0<o <S. Endautres
termes, Py 5 p ilq)“’si’ﬁi'
i=

Par ailleurs, on observe quesil <i<v,neNet0<s< S, ona F[[;]n(z) = FI[;]n(z) avec
n=(0,...,0,n,0,...,0) ets = (0,...,0,5,0,...,0). D’'oll @4 5, g, < Py, g- Ceci prouve I'autre in-
clusion. O

Démonstration du théoréeme 3.3 Soit ¢ e K tel que 0 < |a|] < R. Le lemme ci-dessus
nous assure que les F I[iS]n (a) sont des combinaisons linéaires a coefficients dans K des F /[;] 2@
quandl1<i<v,ueNet0<s<S.
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De plus, le point a) de la propositionappliqué atousles B; avec m = ¢y(B;)— ¢ +1et
z=amontrequepouru=1let0<s<S§;,F ﬁs_ ,,(@) estune combinaison linéaire a coefficients

dans K des Fés_]u(a), I1<sus</ty(Bi)etdes (0'F)(a),0<v<p—1.Dou, pour tout S=0,

v
dimg (@a,5,6) < Y Co(Bi)Si+ 1,
i=1

ce qui prouve la partie droite de 'inégalité dans le théoreme 3.3
Par ailleurs, par lelemme[3.7, ona pour touti € {1,..., v}, ®q,5,, = Py, 5,6 donc dimk g 5,6 =
max dimk @45 6,. Par conséquent, le théoreme 3.1/appliqué a §; donne

1<isv
1+0(1)
dim® =———log(9),
“SEZ K QICEP) P
avec
CEp) = 1rgii<nv C(F By = 1rgii<nvlog(ZeC1 (F, Bi)Ca(F B)). (3.14)

Remarque. On peut donner une preuve alternative, fondée sur la méthode du point col, du
théoréme qui donne une autre expression C(E PB) de C(F, B). Elle consiste en 'adaptation
de la preuve de la sous-section[3.2.2]a ce cas.

On définit, pour Se N et r e N tel que r < S, la série auxiliaire

X (k—vrn+1
Tsrn(2) = n!v(S—r) (v Jvrn Akz_k.
k=0 [T (k+1+Bi)5

i=1

On peut prouver la proposition suivante, qui nous permet d’écrire 75, (z) comme une forme

« s s [s]
linéaire en les F n’

Proposition 3.5

Pour n = 1max (¢o(B1)), il existe des polynomes C; , s (2) € K[z] et C’u,n(z) € K[z] de de-
<ISV

grés respectifs inférieurs ou égauxan+1etn+1+S(¢ —1) tels que

v Go(Bi) S 1\ A=l S(0-1 1
Torn@=Y Y Y. Cinsn@FS (—) +Y Cun(2z SV gup) (—)
i=1 u=1 s=1 PE\Z u=0 z

On obtient la formule suivante :

CEER =v! (10g (lmax C.(F, ,6,-)) + ) log(Ca(F ) + vlog(2) + (3v+2)2 +2v1og(2) |.
<ISV

1<isv
(3.15)
Les constantes C(F, ) et C(F, p) sont qualitativement du méme ordre. En effet, si 'on
prend par exemple ; = --- = 8, (ce qui est en fait impossible sous les hypothéses du théo-

reme(3.3), on a dans I'équation
C(F p) =log(2eCy (F, 1) C2(F, B2))

et dans I'équation (3.15)
Bv+2)

C(F,B) = v '1log(Ci (F, B1)) +10g(Ca(F, B1)) +log(2) + 210g(D) + 9.
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Ainsi, la différence entre ces deux quantités dépendra de C;(F, 1), v et le dénomina-
teur 9.

Les expérimentations numériques que nous avons faites tendent a nous faire penser que
la seconde quantité est systématiquement supérieure a la premiere, mais cependant proche
d’elle.

3.3 Résultats quantitatifs sur la taille d’'un systeme différen-
tiel

Dans cette section, nous rappelons la notion de taille d'un systeme différentiel introduite
dans le chapitre[l]et donnons plusieurs résultats quantitatifs a son sujet. Cela sera utile pour
donner une expression explicite de la constante C(F, ) du théoreme|[3.1]dans la section[3.4]

3.3.1 Taille d’'un systéeme différentiel

Dans cette sous-section, nous rappelons la définition de la notion de taille donnée dans
le chapitre 1] (définition [1.7)

Soit K un corps de nombres et G € .#,(I<(z)). Pour tout s € N, on définit G; comme la
matrice telle que, si y est un vecteur satisfaisant y' = Gy, alors ¥ = Gsy. En particulier, G,
est la matrice identité. Les matrices G, satisfont la relation de récurrence

VseN, Gg=GG+G,

ou G, est la dérivée de la matrice Gs.
Définition 3.1 (Galochkin, [27@

Soit T(z) € K[z] tel que T(2)G(z) € 4,(K[z]). On note, pour s € N, g5 le plus petit dé-
nominateur supérieur ou égal a 1 de tous les coefficients des coefficients des matrices
Gm(z)

m! ’
Galochkin si

quand m € {1,...,s}. On dit que le systéme y' = Gy vérifie la condition de

IC>0: VseN, g,<C™.

Le théoréeme des Chudnovsky (théoreme[0.3) affirme que si G est la matrice compagnon
de I'opérateur minimal non nul L associé a une G-fonction, alors le systeme y’ = Gy satisfait
la condition de Galochkin. C’est pour cette raison que L est appelé G-opérateur (voir [5} pp.
717-719] pour une revue des propriétés des G-opérateurs). On rappelle la notion de taille
(voir section dont on reprend les notations), qui permet de reformuler la condition de
Galochkin en termes p-adiques.

Définition 3.2 (j21], p. 227)
Soit G € #,(IK(2)). La taille de G est

1
o(G):=limsup—- )  h(s,p),
§—+00 SpeSpec(@K)

ol

m!

VseN, h(s,p)=suplog”

ms<s

)
p,Gauss

aveclog® : x — log(max(1,x)). La taillede Y = Y} Y,;,z2™, Yy, € Mp,q([K) est

m=0

1
o(Y):=limsup— Y suplog” | Yl,.

s—+00 S peSpec (Ok) M<$
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o0
Remarque. Si u(z) = ), uyz",ona
n=0

1 1
limsup—log(den'(uo,...,us))/ —— limsup — log(den(uo, , Us)),

o(u) =
[K:Q] s—+c0 S [K:Q] s—+c0 S

de sorte que
limsupden(u, ..., us) " < Q7@
§—+00
Le lien entre la condition de Galochkin et la taille est donné par la proposition [1.2/dans
la section[1.2.2] Rappelons deux conséquences de cette proposition :
* Onao(G) < +oo si et seulement si G satisfait la condition de Galochkin.

* Quand G € M, (Q(z)) et T(z) € Z[z] a au moins un coefficient égal a 1, on a l'égalité

0(G) =limsup - log(qs)

§—+00

Les lemmes techniques suivants montrent que la taille d'un systeme différentiel ou d'un
opérateur différentiel est invariante par changement de variable u = z~. On rappelle qu’elle
est invariante par équivalence de systemes différentiels (lemme|(1.2).

Lemme 3.8

a) Soient G € 4, (K(2)) et Goo(u) := —u~*G(u™") la matrice telle que y' = Gy < j' =
Goo, 011 y(1) = y(u™"). Alors on a

. 1
VsEN,  Goos(u) = (=1)° Z Hk G|~ (3.16)
ou
VseN*, vi<ks<s co=|""H ez (3.17)
R R o '
b) Soit
d ¥ d \#1 d
L:Pﬂ(z)(&) +Pu_1(z)(& 4+ Py(2) eK(2) d—zl,

on consideére Ly, € K(u)[d/du] tel que pour tout f, L(f(z)) = 0 © L(g(w) =0,
ou g(u) = f(u™1). Alors les systéemes différentiels y' = (Ap)ooy €t ¥ = ALy sont

équivalents sur Q(z).
¢) Ona

d\# d\#!
Loo = Py,oo(u) (a) +P,u—1,oo(u) (E) + -+ Py oo(u),

ol

K 1 1
Vsell,... Ps,oo(u)zZ(—l)scs,ku“’fps(a) et Po,oo(u)zpo(;).
s=k

Le lemme implique que la taille est invariante par changement de variable u = z 71,

comme énoncé dans le lemme suivant.
Lemme 3.9

On garde les mémes notations que dans le lemme[3.8, Alors

a) Pour tout G € ,,(K(z)), on a 0 (Go) = 0(G).
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b) Pour tout M € Q(z) [d/dz], on a (M) = o(M).

Démonstration dulemme[3.8,  a) Nous allons montrer par récurrence sur s que

N 1
VSENT,  Goos(w) = (-1 Z Hk Gk (3.18)
oucy=1let
(s+1)cs1 si k=1
VseN*, VI<k<s+l, Co1k=14Csp-1+(S+klesy si2<k<s. (3.19)
Cs,s sik=s+1

Pour s =1, c’est la définition de G,. Supposons que (3.16) est vérifiée pour un certain
s € N*; alors, comme G4 = G;G + Gy,

Goo,5+1 (1) = Goo, s (1) Goo (1) + G, (1) = —%Goo,s(u)G(%) + G s (1)
_ s+1 s+1 s+1 (s+k)cg 1
=D Z ( )“ D™ Z — Gk ( )+( D™ ZWG'C(;)
X _Csk 1 1 1 s (s+Kk)cs 1
! Z s+k+2 ( (;) G u) +A ( )+( 1) i Z s+k+1 Gk (a)

_ st1 v~ _ Csk s+1 (S+k)csk s+1 s+1k 1
=D ];us+k+2Gk+1( )+( D Z ( )—( D Z (u)

s+k+2 k(

s+k+1 s+1+k k

ot les coefficients ¢y ;. vérifient (3.19). Ceci conclut la preuve de (3.16).
Il reste a expliciter les coefficients c; ;. Montrons que

N s—1)s _
VseN", VI<{<s, cg0= s — 1= Cy . (3.20)

Il suffit pour cela de vérifier que les suites (cs /)¢ €t (Cs¢)s¢ Vérifient la méme relation de
récurrence (3.19). En effet, onac;; =1=1¢1,.

Soientdonc se N* et k€ {1,...,s—2}, alors selon (3.16),

s+ " . © k) -1 s! s—1 s!
S+S—K)Cs 5— Cg 5— S— 7.1\
s,s—k s,s—(k+1) = (s— k)' k+1|(s—k-1!

triangle de Pascal | s! s—1 s! B 3 s!
= @ k)(k 1)(s—k)' (k+1) TETET k)(s—k)!]

— 25— k) s! s—1 s!
S k -k \k+1 G-k

s! s!
T (s—k)! (2s )k+1 (k+D!(s—k—2)!

B s! s! 2s—k 1

T (k+ D! (s—k)! (s—k—l)!_(s—k—2)!]

4 s! s+1 s+l (s+1)! e

T k+ D! (5K (s—k-1)! (k+1) (5+1—(k+ 1yl Cotbstl-en

De plus, Cs41,1 = (s+1)! = (s +1)C;,1 et Cst1,5+1 = 1 = Cs 5. Par suite, (Es,h) sen+  satisfait la
0<hss
relation de récurrence (3.19), ce qui prouve (3.17).
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b) On a pour tout f, L(f(2)) = 0 & Lo (g(u)) = 0, ol g(u) = f(u™!). Notons G = A; la
matrice compagnon de L. On pose, pour tout f satisfaisant L(f(z)) =0,

y@="(f@),f'@,...f* V@) et ww:="gw,gw,...g" w),
de méme que y(u) := y(u_l). Les solutions de h' = G, h (resp. h' = Ar, h) sont les vecteurs

y(u) (resp. w(u)), quand L(f(z)) =0.
L'équation ci-dessus donne pour tout s € N*

1 o1
s

de sorte qu’en prenant la premiére composante des vecteurs de chaque c6té de I'égalité, on
obtient

T W) = Goo, s F(w) = (-1)° Z

© gOw) = S Csk (k)
VseN*, (w) = (-1)° Z —f

s+k

Par suite, w(u) = P(u)y(u), ou P(u) est une matrice triangulaire inférieure dont la diago-
nale ne comporte que des termes non nuls. Ainsi, P € GL,(Q(u)) et 7 — Py est une bijection
de I’ensemble des solutions de h' = G, h vers I’ensemble des solutions de i’ = Ar (wh. Ces
deux systémes différentiels sont donc équivalents sur @(z).

¢) Comme (Go) o, = G, on peut échanger les roles de y et y dans (3.21) pour obtenir

¥9(2) = Gs(2)y(w)(-1)° Z Sk~(k)(l). (3.22)

S+k z

En prenant de méme la premiére composante des vecteurs de chaque coté de I'égalité (3.22),
on obtient

VseN*, f9)=(-1° Z Hk (’“)(1).

z
D’olu
L(f(z))—0©ZP(z)Z g® ! —|+ P02 D<o
=1 S S+k 0 g z -
= Z Z(—nsﬂp (2)| g™ 1) +P0(z)g(l) =0
k=1\s=k zs+k ’ z <
& Puoo(wg® (W) +++++ Pooo(w)g(w) =0,
ol les Py (1) sont définis dans I'énoncé du lemme. O

Démonstration du lemme[3.9)  a) Par le lemme|[3.8]a), on a pour s € N*,

1 . s—=1}|s! .
Goo,s(u) = (-1)° Z Hk k(u)’ Oucs’k:(s_kEEN’ 1<ks<s.
. s—1
Si p € Spec (Ok), alors ( k) <1, de sorte que
s p
' Goo,s ( Gr(u™) ) ( G (W) )
< max = max
s llp,Gauss  1<kss k! p,Gauss)  1<kss k! llp,Gauss
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puisque, si h(z) € K(z), alors |h(z™}) |p,Gauss = |1(2)|p,Gauss- Par conséquent,

Gr(u)
k!

Goo,k(u)
k!

<

’
lskss( p,Gauss)

lskss( p,Gauss)

d'ol1 0(Gxo) < 0(G). Comme (Goo)oo = G, on a finalement 0 (G) = 0(Gyo).-

¢) Si G = A, est la matrice compagnon de M et G, est définie comme dans le point a),
alors 0(G) = 0(Gy,). Mais le lemnleb) implique que les systemes différentiels y' = Ay
et y' = G,y sont équivalents sur Q(u). D’ot, par le lemme 0(Myo) = o (M). O

3.3.2 Une forme quantitative du théoreme des Chudnovsky

Le but de cette sous-section est d’énoncer et généraliser des résultats de Dwork [21, cha-
pitres VII et VIII] formulant une relation entre la taille de o (G) et la taille des G-fonctions qui
sont solutions du systeme différentiel y’ = Gy. Ceci sera un point clé de la méthode employée
dans la section[3.4]

Rappelons que si { € K, la taille logarithmique absolue de ( est

hO= ) K+ Y Il

T:K—C peSpec (Ok)

avec, pour tout plongement 7 : K — C,

K|_|ﬂowm@ si7(K) cR
T Ir©@P® sinon.

Le théoreme suivant est une combinaison des théorémes 2.1, p. 228, 3.3, p. 238 et 4.3, p.
243 dans [21, chapitre VII].
Théoreme 3.4 (/21)])
Supposons que G € ./, (K(z)) satisfait la condition de Galochkin ¢(G) < +oo Soit une
matrice fondamentale de solutions du systéme y' = Gy de la forme Y(2)z€, ouCe My, (@)

est une matrice a valeurs propres dans Q et Y (z) € ./, (K [z]), qui existe selon le théoréeme
d’André-Chudnovsky-Katz . Alors on a

o(Y)<SAG):= oG+ P +u—1+pp-DHN) + (@2 +1) Y. hQ),
{#0,00

ol la somme porte sur les singularités non apparentes { du systéeme y' = Gy, N¢ est le
dénominateur commun des valeurs propres de C et

1 e
H(N):=—— Z -, ou ¢ estla fonction indicatrice d’Euler.
@(N) G,N=1J
Remarques. * Dans le cas ou G est une matrice compagnon A associé a un opérateur

différentiel L € K(z) [d/dz], N¢ est le dénominateur commun des exposants de L en 0.
* Par souci de simplicité, on notera A(L) := A(Ar) dans ce cas.

Nous aimerions trouver une borne supérieure simple sur la taille o (G) apparaissant dans
I'expression de A(G) dans le théoreme [3.4] ci-dessus. Il s’agit d’'une constante qui peut étre
difficile a calculer, alors qu'’il est parfois plus simple d’étudier le comportement d'une solu-
tion particuliére de y' = Gy. C’est I'intérét de la version quantitative du théoreme des Chud-
novsky suivante.
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Théoreme 3.5 (j21], p. 299)

Soit y(z) € K[z]* un vecteur de G-fonctions dont les composantes forment une famille
libre sur K(2) et G € .#,(K(2)) une matrice telle que y' = Gy. Soit T(z) € K[z] tel que
T(2)G(z) € M, (K[z]), et t := max(deg(T'G),deg(T)). Alors, si 1 =2,

o(G) <BEr+1)—-1-(u-1E+1))a(y),

1
ouc(y)=c(y)+limsup- Y suplog®|yml;.Sig=1,0na

s—+o0o S T:K—Cms<s

o(G) < (6(t+1)-Do(y).

Remarques. * En particulier, si G est la matrice compagnon d'un opérateur différentiel L
d’ordre minimal p = 2 annulant une G-fonction F(z), le théoréme 3.5/ peut étre refor-
mulé en

o)< GG+ -1-(u-1)@E+1)T(F), 6=deg, (L),

oubiensiu=1,0(L) < (6(0+1)—-1)o(F).
* En pratique, on utilise la formule d’'Hadamard-Cauchy pour estimer la partie analy-

tique de o (y). En notant R; le rayon de convergence de ) 7(y,)z"" pour tout plonge-
m=0
ment 7 : K — C, on obtient

1
limsup — maxlog™ |y, < e, max (0, —log(R;)
s—>+oop N T;KZ._,C mss & mlr (K:Q] T:KZ‘—>C ' ( B )

avec e; = 1si 7(K) c R et 2 sinon.

André a prouvé dans [5] un analogue du théoreme des Chudnovsky pour des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0. Nous rappelons que nous avons
prouvé dans le chapitre|1{le théoréme [1.3| qui est une version quantitative de ce résultat, et
ainsi une généralisation aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
du théoreme[3.5

3.3.3 Estimation dela taille de L
On a vu dans le lemme(3.1|que I'opérateur différentiel d’ordre u

é .
Lﬁ = Z Z]ijﬁ(e-l-]‘) ek

j=0

z i] (3.23)
)dz ’ .

ou Q; p(X) := 2#Q;(X — B), est 'opérateur minimal sur Q(2) de la série Nilsson-Gevrey de
type arithmétique et de type holonome z° F(z). On introduit m € N* et 'opérateur

- d\¢ ,
LﬁZ(&) z™ Lﬁ.

Dansla secEion un point crucial est ’évaluation de a(zﬁ) en fonction de (L) oude o (F).
En effet, o (Lg) apparait dans I'expression de C(F, f).

On peut maintenant répondre a cette question de deux manieres différentes, en utilisant
respectivement les résultats des chapitres|l|et

1) D’une part, si Ly = (d/ dz)l ,le théorémeimplique que

o(Lp) < l+20(Lo) +0(Lp) (3.24)
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puisque a(zm‘lLﬁ) = 0(Lp). De plus, une base de solutions de I'équation Ly(y(z)) = 0 est
(1,z,...,z""1) de sorte qu'une matrice fondamentale de solutions du systeme y' = Ar,y est
la matrice wronskienne

1 z z¢-1

0 1 (0 —-1)z{2
Y=|. ) )

0 :

00 -1

qui satisfait Y® = 0 pour s assez grand. D’ot1 (Ar,)s = YY1 = 0 pour s assez grand et par
suite o(Lg) = 0.
En appliquant le théoréme a la série Nilsson-Gevrey zP F(z), on obtient

o(Lp) < (1+log(2)) max(1,210g(?), ((5+ €, )p* G+ 1) —1— (u-1G+1D)T(F), (3.25)

1 six=
ol €y, = . Y est le symbole de Kronecker, et
0 sinon

U(fﬁ) <+ (1+log(2))max(1,210g(2),((5 +£u,1)u2(6 +1)-1-(u—-1D@E+D)oE)).
Ceci est la borne que I’on voulait.

2) Dans le chapitre |2} nous avons essayé une autre méthode pour obtenir une inégalité
du type de : nous avons adapté directement la preuve du théoreme des Chudnovsky
au cas d'une sous-classe de I'’ensemble . (IK)[z] des séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique. Ceci donne le théoreme Ses hypothéses sont plus fortes que celles du théoreme
car il demande une condition de liberté sur le corps des fractions 2. (K) [z] de # (K) [z].

Cependant, dans le cas particulier qui nous intéresse, on peut montrer que si f € Q et L
est 'opérateur minimal d’ordre u de F(z) € K[z], alors Lg est I'opérateur minimal de ZPF(2)
sur Z.%(K)[z]. En effet, notons G(z) = zPF(z), alors selon le lemme Lg est I'opérateur
minimal de G(z) sur Q(z). Ainsi, (G(z), G (2), ..., G* D (z)) est libre sur Q(z).

Or,

k=0

2)( ﬁk)(s_ J)2F—(5=0 k) ()

S
L (lsc) (sf3 k) (s =1zt FH(2) € 22K 2l

Selon le point iii) de la remarque finale de la section (z P*EG(2),...,z PrEGH-D ()
est donc libre sur 2. (K)|[z] ; par conséquent, il en va de méme de (G(z),..., GHD(z)).
Comme Lg(G(z)) =0et Lg € K(z) [d/dz] est d’ordre u, on en déduit que Lg estl’opérateur

minimal de G sur Z.% (K)[z]. En appliquant le théoréme ala fonction z° F(z), on obtient
donc
o(Lg) <2log(2) +2[K: Qlu2u+1)(6 + 1)o(F), (3.26)

donc selon (3.24),
U(Iﬁ) <l +210g(2) +2[K: Qluu+1)(6 + 1)o(F).
Ceci est la borne que I'on voulait.

Comparons a présent les deux méthodes employées ci-dessus. Pour simplifier, on sup-
pose K=Qet2 =2 (i.e. B¢ Z).
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e SiZ=exp(5+e,)pt 6+ —1—(u—1)(6 +1)T(F)/2), alors donne
o(Lg) <2(1+10g(2))log(2),

qui est une meilleure estimation sur o (Lg) que (3.26) si et seulement si

log (D +2
5 > 0g(2 +2)

pRu+1)(6+1)°

e Sinon, on voit que la fonction

Comp: N*xN — R
1,6) — (1+10g@)(G+e, )@ +1)—1-(u-1D@E+1) —2u@u+1)(G +1)

est strictement positive. En effet, pour =2 Comp(u,d) = A(w) (6 + 1) — (1 +1log(2)), ou
A(p) := B +5log2) 1 — 3 +1log(2) + 1 +log(2)

est strictement plus grand que 1 + log(2) pour tout p = 2. De plus, Comp(1,9) = 6log(2) (6 +
1) -1-1log(2) = 0 pour tout 6 € N.
D’oll, si (i,6) € N* x N et 2 < exp (0 (F)Comp(,6)/2), alors (8:26) est une meilleure estima-

tion que (3.25).
e Sinon, si 2 > exp (0 (F)Comp(,§)/2), alors (3:25) est une meilleure estimation que (3:26).

Considérons finalement I'exemple explicite suivant : soit F(z) la G-fonction hypergéo-
2 1

métrique
1 © (3); (%) k
o= (L2 L)
e L

dont I'opérateur minimal sur Q(z) est

=0 (] (G (@) 5
—_— —_— —_— —_ _— —_—— —_— _x_.
TP BT ) e de) T3
On prend B = 1/7. 1l satisfait & = yu = 2. On obtient donc avec o(Lg) <1232 et avec

(3.26) o (Lg) < 784. On voit donc que notre méthode alternative améliore la borne (3.25) sur
o(Lp).

3.4 Calcul des constantes C; et C,

Le but de cette section est de prouver le théoréeme énoncé dans l'introduction du
chapitre. Les résultats de la section[3.3|seront beaucoup utilisés.

A cette fin, nous rappelons que si C; (F, §) et C»(F, f) satisfont les conditions de la propo-
sition[3.2]b) et ), alors I'équation (3:2) de la sous-section implique que

C(F p) =log(2eC (F, p)Co(F, B))

est une constante convenable dans le théoreme[3.1]

Dans [24], 'existence de constantes C; (F, ) et Co(F, ) pour 8 = 0 de la proposition a
été démontrée, mais aucune formule ou algorithme n’a été donné pour les calculer explici-
tement. Nous voulons donner une expression explicite de ces constantes.

Commencons par expliquer comment les constantes C; (F, ) et C, (F, f) sont définies. On
prend m tel que pour tout n = m, Q/(—n— f) # 0 et Qo(—n — B) #0. Un m convenable est le
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plus petit entier positif tel que m > —-e— f et m > f — ¢ — 5 pour tout exposant e de L en 0 tel
que e + f € Z et tout exposant f de L en l'infini tel que f — e N.

Soit (u1,6(n) n=ms - -, (Ue, (M) n=m une base de solutions de la relation de récurrence li-
néaire homogene associé a I'opérateur Lg, obtenu a partir de Lg par un changement de
variable u=1/z:

14
Vn=m, Qj(-=n-Pu(n+j)=0. (3.27)
Jj=0

Remarque. Si ¢ = 0, la seule solution est la suite nulle a partir de I'indice m. Donc les
seules séries formelles y(z) € K[z] solutions de Lg(y(2)) = 0 sont des polynomes a coeffi-
cients dans K.

La réciproque est vraie : si L est un opérateur admettant au moins une solution série
formelle au voisinage de 0 et tel que les seuls y(z) € Q[z] satisfaisant L(y(z)) = 0 sont des
polyndmes, alors ¢ = 0.

On suppose maintenant que ¢ = 1. Définissons

upgn+€-1) - uggn+€-1)
ulyﬁ(n+€—2) ug,ﬁ(n+€—2)
Wg(n) = ) : )
uy,p(n) ug,p(n)

le déterminant wronskien associé a la base (uy,g, ..., ug g) et

wpgn+€-2) - ujpn+0-2) ujpn+€-2) - uggn+£-2)
Djp(m) = (=1 : : : : :
uy,p(n) uj-1,6(n) uj1,6(n) ue,p(n)
(3.28)

un de ses mineurs d’ordre j.
Le méme argument que dans [24, p. 20] montre que la constante C,(F, ) (resp. C;(F, )

peut étre prise comme n'importe quelle borne supérieure sur limsup 65" (resp. limsup M5'"),
n—+oo n—+oo
ol 6, (resp. M) est un dénominateur commun (resp. le maximum des valeurs absolues) des

nombres
1 Djp(k)
Ws(k)' Qe(1-k—-p)’

Les quatre sous-sections suivantes sont consacrées au calcul de constantes convenables
C1(F, B) et Co(F, B). Ceci prouvera le théoreme [3.2] En particulier, nous verrons que C; (F, f)
ne dépend en fin de compte que de F et pas de 8.

ujpk), keim,...,n}, jefl,... ¢}

Remarque préliminaire. La méthode que nous allons présenter pour calculer C,(F,f)
peut étre raffinée quand ¢ = 1. Dans ce cas, il existe une fagcon beaucoup plus simple et di-
recte de procéder.

En effet, si £ =1, alors implique que

Qo(—=n—p)

Qi(-n-p) ),

Vn=zm, uln+1l)=

[ [
de sorte que, en notant Qu(X) =7y [ (X —¢€;) et Q1(X) =vy; [1 (X + f; —1), on obtient
i=1 i=1

n-m H -fit1+B),_,,
ﬁ) 1:[l(m Jn-m

U(n):(_ (m+ei_ﬁ)n—m

Yo
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Le méme calcul que dans la sous-section [3.4.2|ci-dessous montre alors que

limsup 6?1/” < den(1/y¢)3den(1/y1)3den(e, B)* den(f, B)°H
exp (3(u+ den(f, B) + 3uden(e, B)) := Co(E f). (3.29)

La constante C,(F, ) ainsi définie convient dans la proposition danslecas ¢ =1.
Dans tout ce qui suit, on suppose que ¢ = 2. Notons que le théoreme 3.2]est toujours vrai
(mais d’intérét moindre) si £ = 1.

3.4.1 Estimation du dénominateur des u; (1)

Dans cette sous-section, nous allons nous appuyer sur les résultats de la section [3.3| sur
la taille des G-opérateurs pour estimer le dénominateur des u; g(n) pour j € {1,..., ¢} quand
n tend vers l'infini. Voici comment nous allons procéder.

On peut prouver comme dans [24, p. 13], que si (4,,) ,>m €st une solution de (en par-

o0 —~
ticulier, (u g(n)) n=m est dans ce cas), alors UizY= Y u,z "estunesolution de Lg(U(2)) = 0,
n=m
avec

~ d\’
Lg= (&) 2" Lg, (3.30)

i.e. U(z) est une solution de I'opérateur fﬁ,oo obtenu par le changement de variable u = z7!.

Le but de cette sous-section est de prouver la proposition suivante et de calculer la constante
Ao(L, B) quiy apparait en fonction du parametre £, de la fonction F et de son opérateur mi-
nimal L.

Proposition 3.6

u
Notons, pour0< j<¢,Q;(X)= X} qj,ka.Alors ona
k=0

limsupden(u;p(k), 1< j<l, m<k< n)lln <exp ([K:QIAo(L,B)), (3.31)

n—+oo

avec

Ao(L, B) = (u+0)* (¢ +1+1og(2)) max(1,2108(2),0(L)) + (u+ O)* +pu+ £ -1

+(u+ O+ 0-DH(den(fi,.... f)2)+((u+O*+1) Y h(@1/), (3.32)
{#0,00

0 .
ot la derniére somme porte sur les racines { de y(z) := ). qj,uz].
j=0

Le lemme suivant sera utile pour la preuve de la proposition puisqu’il nous permet
de trouver les singularités de Lg, en fonction des singularités de Lg. Nous donnons une
preuve pour la convenance du lecteur.

Lemme 3.10
Soit M € @(z) [d/dz]. Alors les singularités ¢ € C* de M., sont les (!, quand ¢ est une
singularité non nulle finie de M.

Démonstration du lemme On pose

u

d\+!
+Py-1(2) (—) + .-+ Py(2).

M = Py(2) ( -

dz
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Alors, par le lemme[3.8|c), on a

d ¥ d !
Moo:Pp,oo(u)(a) +P,u—l,oo(u) (a +"'+P0,oo(u)y
ou
K k—-1)\k! 1 1
V0=1, Proow)=Y (-DF —ultkp (—) t Pooo(u) =P (—) 3.33
> £,00(W) k;( )(k—z)m“ ko] et Pocolu)=Po|—~ (3.33)

Les singularités de M, sont les ¢’s tels qu'il existe £ € {0,..., u — 1} tel que Py o/ Py oo @a un
pole en ¢.
On écrit pour tout k
dy
Pi(2) = apu* [[(z—rip) "0k (3.34)
i=1
Si { # 0,00 n'est pas une singularité de M, alors pour tout k, { n’est pas un pole de Py/P,. En
particulier, méme dans le cas ol (¢ est une racine de P, (z), c’est une racine de multiplicité
supérieure de Py pour tout k € {0,...,u—1}.
En observant que si r € C*,
L ( _ 1)
r= u ,
u ru r

I'expression (3.34) implique I'existence de yy € C et fi € Z tel que

Pp(l/u) o
—Py(llu) =Yiuw*Qr(w),
o1 {~! n'est pas un pole de Qi (u) € Q(u). Finalement, puisque Py oo(1) = (-1)Hu?#Py(u™)),
I’équation montre que pour tout £ € {0,..., 1 — 1}, Py oo (1) Py oo(u) n'a pas de pole en
¢~'. En d’autres termes, { ! est un point ordinaire de M.

Puisque (Myo)oo est égal 2 M a multiplication par un élément de Q(z) prés, on obtient par
symeétrie que les points ordinaires ¢ # 0,00 de My, sont les (™!, quand ¢ # 0,00 est un point
ordinaire de M. Par conséquent, par définition, les singularités de M, sont les ¢ - quand
¢ # 0,00 est une singularité de M. O

Démonstration de la proposition 3.6, Comme cela a été mentionné au début de cette

(0,0] —~
sous-section, si 1 < j < /¢, alors U(z) = ), ujyﬁ(n)z” est une solution de Lg,(y(2)) =0, ou
n=m

fﬁ,oo est défini par I'équation (3.30). Ainsi, par le théoreme et la remarque apres I'équa-
tion (1.5), on a

limsupden (u5(k), 1<j<¢, m<k<n)""<exp(IK:QIA(Lpp))- (3.35)

n—+oo

La preuve consiste 4 présent essentiellement 42 majorer la constante A (L f,00) du théoreme
B.4)en fonction de B, L et F.
* Puisque Lg est d’'ordre y, 'ordre de fﬁ,oo estu+/.
* L'ensemble des exposants de Lg, en 0 est 'ensemble des exposants de Lg en oo, qui est
I'union deI'ensemble des exposants de Lg en co et de 'ensemble des exposants de (d/ dz)¢ zm-1
en oo, qui sont tous entiers. Par conséquent, en notant fi,..., fy les exposants de L en oo, la
constante N¢ dans le théorémeﬂ est dans ce cas den(fj + f,..., fr + B), qui est un diviseur
deden(fy,..., fr)2.
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e Lelemme nous assure que les points singuliers ¢ # 0,00 de zﬁm sont exactement les
(!, quand { est une singularité finie non nulle de Lg.
Mais Zﬁ =(d/dz)’ zm‘lLﬁ, de sorte que la formule de Leibniz montre que si

M d ¥
Lﬁ:ZPk,ﬁ(z)(&) , avec Py p(z)€Klz],
k=0

alors fﬁ =2z""1P, g(2) (d/ dz)**¢ + M, ot M est un opérateur différentiel d’ordre strictement
inférieur a p + ¢. Donc les singularités finies non nulles de Lg sont parmi les racines de
lﬁhﬁ(z)

De plus, on peut écrire

]_() ]=0 k=0

14 H k\ .. ufe H ©
=22 Y qju) | |iT0 =3 (2 Y k| 0°

j=0 k=0 s=0\$ s=0\j=0 k=s

et de méme

1 uof e 1
gnh= ZZ]QJ(B’LJ pr= Z(szij,k(j_ﬁ)k_s)es

j=0  k=s

¢ ;
Le coefficient devant 6/ s’avere étre le méme pour L et Lg/9#;ilest égala y1(z) := ¥ qj .z’
=

et estindépendant de f. Par conséquent, puisque

d k
o = z“( )+Zakz( ), ap€C,

onaLg=2zly1(z)(d/dz)" + Mg, ou Mg est d’ordre strictement inférieur a u.

Dong, finalement, P, (z) = z*y1 (z) et les singularités finies non nulles de Lg sont parmi lfs
racines de yr(z), qui ne dépend pas de f. Il se peut que I'ensemble des singularités de Lg
varie avec f§ au sein de '’ensemble des racines de y;, mais cela ne nous importe pas.

e Ona U(Iﬁ,oo) = U(Iﬁ) par le lemmec).

* Selon les équations et (22) de la partie[3.3.3) ona

o(Lp) < £+ (1 +log(2) max(1,210g(@),0(L)).
Tout cela donne, par le théoreme :

A poo) < (u+ 2)2(2 +(1 +1og(2))max(1,2log(@),a(L))) O -1

+(u+ O+ 0-DH(den(fi,..., fA2) + (u+0*+1) Y h(1/{):=NAo(L,B), (3.36)
{#0,00

14 ;
ot la derniére somme porte sur les racines de y7(z) = ¥ ¢;,,2/, quine dépend pasde . [
j=0

Remarque. Puisque /(L) < (6p*(6 +1) — 1 - (u—1)(6 + 1)) 5 (F) par le théoréme|[3.5|ci-dessus,
on a aussi

o(Lg) <+ (1+log(2)max|1,210g(@), (61> +1) -1 - (u—1)( + )T (F)|.
B

Ceci nous permet de calculer un majorant de Ag(L, f) en termes de o (F) plutdot que o (L).
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3.4.2 Estimation du dénominateur de 1/ Ws(n)

Afin d’estimer le dénominateur de 1/Wg(n), nous allons nous appuyer sur une relation
de récurrence d’ordre 1 satisfaite par (Wg(n)) »>m qui nous permet de donner une expression
de cette suite a ’aide de symboles de Pochhammer.

C’est pourquoi nous allons avoir besoin du lemme suivant. Il fournit des estimations sur
le dénominateur d'un quotient de symboles de Pochhammer. Il est aussi nécessaire pour
prouver le lemme3.4]dans la sous-section ci-dessus.

Lemme 3.11
Soita,BeQ\Zg. Alors

a) Ona )
1/n
limsup (den (%, s (@n )) < den(a)?eden®, (3.37)
n—+00 (Bo Bn
. . . . . (a+n—1 @n .
b) Dans le cas ot f =1, pour n € N*, le coefficient binomial = satis-
n n!
fait
-1
den(a)zn(a+ " €z,
de sorte que
1/n
limsup (den(@,..., (a)n) < den(a). (3.38)

Nous donnons une démonstration pour la convenance du lecteur. Elle est inspirée par
un argument de Siegel dans [50, pp. 56-57]. Notons que (3.38) économise un facteur e par
rapport a (3.37).

Démonstration.  FEcrivons a = a/b, § = c/d et supposons que a et b (resp. c et d) sont
premiers entre eux. Soit

y _ V" (@, _b"ala+b)...(a+(n-1b)
"dn (B,  cle+d)...(c+(n-Dd)

Si p est un facteur premier de c(c+ d)...(c + (n—1)d), alors, comme c et d sont premiers
entre eux, p ne divise pas d. Si £ € N*, alors parmi p’ entiers consécutifs de la forme ¢ +vd,
ve{0,...,n—1}, un seul est divisible par p’. Ainsi, au moins | n/p’| etau plus |n/p’| +1 des
¢+ vd sont divisibles par p’. Ceci prouve que

CipuﬁJ+1

Cup
7| 1) B vetete ) er - ndn > 3 {;J = v, (n)),
/=1

/=1

ouCy,p= |log(n)/1og(p)|. De plus, en supposant que p ne divise pas b, on obtient de méme

%”(PJH

Cn,p
o) *1)7 vtatar bt -0y = ) {%J

/=1 /=1
D’ou
Cn,p
Remarquons quesif=1,onac=d=1etvy(c(ctd)...(c+(n—-1)d)) = vp(n!) = 3. Ln/pq,
r=1
si bien que v, (u,) =0, d’'ott den(a)zn% € Z. Cela prouve b).
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On revient au cas général 8 # 1. Si p divise b, alors
vp(b"ala+Db)...(a+(n—-1b)) = nv,(b) = n,

et
vpclc+d)...(c+(n-1)d)) <vy(n) +Cpp<n+Cyp,
donc vy (uy) = —Cy,p. Par conséquent, A, := I1 pC"vP est un dénominateur commun
psc+(n-1)d
de uy,..., up, de sorte que b*" A, est un multiple de den ((@)o/(B)o, - --, (@) n/ (B)n)-
Et

logAp,= ) og(p) { og(n )J <n(c+(n—-1)d)log(n),
pso+(n—1)d ( )
ou 7 est la fonction de comptage des nombres premiers. Le théoreme des nombres premiers
implique alors que
c+(n-1d n

w(c+(n-1)d) ~ loglc+(n—-1d) _ “log(n)’

de sorte que logA, < dn+ o(n). Puisque b = den(a) et d = den(f3), on obtient ainsi a). O

Utilisons maintenant ce lemme pour majorer le dénomijnateur de Wﬁ(n)_l. On sait que
Qo(X) =70 H (X —ej) et Qu(X) =7y¢ H (X + fi —0), ou vp,Yr € Ok. Ainsi, on trouve avec le
méme calcul que dans [24, pp. 13- 14] que

Vazm, Qu-n-PWsn+1)= (-1 Qo(-n-pWsn)

et par suite que

n-m
[70) 1—[ (m+e;j+PB)pn-m (3.39)

Vn=zm, W;szn) = W(m)(( 1)"—
p p Ye (m—fi+l+Bn-m

D’oty, par le lemme[3.11]

< den(1/yo)den(e, B)** exp (uden(f, B)),
(3.40)

limsupden , . )
n—+00 Wg(m) Wg(m+1) Wpg(n)

ouden(e, §) := den(ey, ..., ey, B) etden(f, B) :=den(fi,..., fu, B).

3.4.3 Estimation du dénominateur des D; ;(n)/Q,(1—n— f)

On considére 2, := den(u; g(k),1 < j <¢,m < k< n). Alors, par la formule du détermi-

nant (3.28), on a

vm<ks<n, 25} ,D;pk) € 0xk.

De plus,

1 _ilﬂl 1 den(fﬁ)ﬂlﬂl 1
Qr(l—n—-p) vyril-n+0O)+fi—p ioiydenf,f)(1—(n+0) +v;

avec v; =den(f, B)(f; — B). Pour n = m, on a

Vk<n, Vi<is<py, |den B)(1—(k+¢)+v;|<den(f,f)(n+¢—1)+v,,
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oll vo = max|v;|. Ainsi,

1
u
Vn=m, Vm<k<n, dden(fﬁ)(n+l 1)+V0den(1/W)Q4(1——k—ﬁ)€@K’
avec ds = ppcm(l,2,...,s). Finalement,
Vvms<k<n, 2'7% " den (1/y,) —E" g 3.41
msksn, n+6-2"den(f,f) (n+0-1)+vy en( Ye )Q 1-n-p) K- (3.41)

3.4.4 Conclusion de la preuve du théoréme
Calcul de C»(F, B)

Onrappelle que 6§, est défini comme le dénominateur commun de 1/ Wg(k), D g(k)/ Q¢ (1—
k—p) et ujp(k), quand k € {m,...,n} et j € {1,...,£}. Les équations (3.31), (3.40) et (3.41)
donnent

limsup s}/ < exp (max(1, £ - D[K : Q1Aq(L, B)) exp (den(f, B)) den (1/y,)

n—+oo
x den(e, B)** exp (uden(f, §))
< den (1/y¢)den(e, B)* exp (max(1, £ — 1)[K : Q] Ag(L, f) + (. + 1)den(f, §)),

de sorte que

Co(E,B) := den (1/y,)° dence, §)* exp (3max(1,4 - 1)[K: QIA¢(L, f) +3(u+ 1)den(f, B))

majore limsup 63/
Comme nous 'avons mentionné dans I'introduction, nous observons que Cs(F, ) dé-

pend seulement de F et du dénominateur & de g.

Calcul de C; (F)

Dans cette partie, nous allons trouver une constante explicite C; (F, ) satisfaisant la condi-
tion de la proposition[3.2]b). Il s’avere qu’elle ne dependra pas .

¢ Comme toute série hypergéométrique de la forme Z (@h... (@
YPETs . k=0 (DD ... (bP);

zF arayon de conver-

gence 1, en utilisant la formule (3.39), on a

limsup YO
n—+oo Wﬁ | |rel

e Soit j€{1,...,¢}. On avu dans la preuve de la propositionque siup=ujpn)etU(z) =
Y unz", alors Lg o (U(z)) = 0.

n=m
Par le théoréeme de Frobenius [32, Theorem 3.5.2, p. 349], le rayon de convergence de U au-

tour de 0 est exactement le plus grand R > 0 tel que les coefficients de la matrice compagnon
associée a Iﬁ,oo sont holomorphes dans le disque D(0, R) \ {0}. Précisément, R est égal au mi-
nimum des ||, quand ¢ est une singularité non apparente et non nulle de Zﬁ,oo. La formule
de Hadamard-Cauchy donne alors

limsup |u,|"" =

n—+oo
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De plus, on a vu dans la sous-section que les singularités non nulles finies de fﬁyoo sont
parmiles (7!, quand ¢ # 0 est une racine de y7(z). Donc R> min [{|™!, d’ol1

xL)=0
limsup |u,|!" < Do(L),
n—+oo
avec ,
®y(L) := max [{|, ou yr(2)=) ¢ mzj est indépendant de f. (3.42)
XL(O:O j=0

Iz .

On rappelle que pour tout j € {0,..., ¢}, Q;(X) = ¥ qj«X/.
k=0
¢ Laformule du déterminant implique alors que
D (n) 1/n
limsup __hT < q)o(L)g_l.
n—+oo Qé(l —n- ﬂ)

Finalement, C; (F) := max(l, Yolyel, @ (L)™XLE _D) satisfait

1 ID; 5 (k)|
(W51 1Qr (1~ k— )l

max max(luj,ﬁ(k)l,
m+l<k<n

) < Cl (F)I’l(1+0(l))’

comme annoncé. Ceci acheve la preuve du théoréme 3.2] Notons que C; (F) ne dépend pas
de B.

3.5 Exemples

Nous appliquons a présent le théoreme[3.1]a des exemples classiques de G-fonctions, et
calculons explicitement C(F, ) dans ces cas particuliers. La seule vraie difficulté est de trou-
ver une borne supérieure sur g (L), ou L est 'opérateur minimal de la G-fonction F(z), mais
elle peut souvent étre calculée a partir de ce que 1'on sait du comportement arithmétique
des coefficients de F(z). Nous allons utiliser les résultats de la section a cette fin. Nous
avons implémenté sur Sage des programmes calculant C(F, ) a supposer que I'on dispose
d'une borne supérieure sur o (L).

Comme mentionné dans la remarque préliminaire de la section[3.4} lescas ¢/ =1 et £ =2
utilisent des formules différentes — le premier cas étant beaucoup plus simple. C’est pour-
quoi les exemples suivants sont séparés selon ces deux catégories.

3.5.1 Exemples pour lesquels ¢ =1

o0
* Considérons d’abord I'exemple simple de F(z) = Y. z¥ =1/(1-z). Lopérateur minimal de
k=0

F sur @(z) est
d
L=1-2)|—|-1.
(1-2 ( dz)
Il satisfait £ =6 =1 et £((0) = 1 (voir (3.8)). Pour tout n € N* et 0 < s < S, la G-fonction F,[ﬂ)(z)
est égale a
k+n n-1 Zk

28]
F'l(z)=) =Li;(a - Y, =, 3.43
(= X s =L@ - X 5 (3.43)

de sorte que I'espace vectoriel engendré par les Fr[ﬁ)(a), neN*,0<s< Sestégala

Vect(1,Lis(a), 0<s<S).
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Pour a € @, 0 <|a| < 1, Marcovecchio [40] a prouvé que

- 1+o0(1)
" Q@) : QI (1+1og(2)

dim Vectgq) (1, Lis(@), 0< s< §) log($),

obtenant ainsi une constante convenable C(E,8) = 1 +log(2) = 1.693 pour le théoréme
dans ce cas.

Avec notre méthode, puisque ¢ = 1, on peut utiliser un raffinement de autorisé par le
lemmeb) et on trouve que C(F, ) =4 +1og(2) = 4.693. Ainsi, notre méthode n'améliore
pas dans ce cas la constante déja connue dans la borne inférieure du théoreme
Remarque. Lopérateur L est un exemple de « cas trivial » pour nos estimations de la section

B.4] puisque ¢ =1 et de plus
ol (2
=(1-2)|—| - —
0 dz dz

satisfait o'(Ly) = 0. En effet, soit A la matrice compagnon de Lo; alors on peut prouver par
récurrence que

(=D 0 1-2z
T z-1Ds\0 s+1)°

N

Si B est un nombre rationnel quelconque, I'étude de la suite (Fr[lS]/j(Z)) fournit un énoncé
4 n,s

sur I'indépendance linéaire des valeurs des fonctions de Lerch, également citées dans [45, p.
2]. Elles sont définies pour Re(s) > 1, f € Q¢ par

o) k
D (z,P) = R <1.
s(z,B) kZ:O Yk ||

En effet, sia € @ et0 < |a| <1, le méme raisonnement que dans (3.43) donne
Vecti (Fyy (@), n €N,0 < s < 8) = Vecti (1, ®5(a, ),0 < s < S).

Par exemple, si f = 1/2, on calcule numériquement C(F, f) =~ 28.01 de sorte qu’au moins
1+o0(1)

28.01
quand S — +oo.

log(S) des valeurs ®¢(a,1/2) pour 0 < s < S sont linéairement indépendantes sur Q,

e Soitv=2 a=(a,...,a,) € (Q\Z<)  eth=(by,...,by_1) € (Q\Z<)"!. Lafonction hyper-
géométrique F(z) =, F,_;(a, b; z) définie par
o (@k...(a)r &

vFy-1(a,b;z) = z
! ,CZO k!(b1)...(by_1)k

est une G-fonction non polynomiale, qui est solution de I'équation hypergéométrique géné-
ralisée A, p(y(2)) =0, ou

Foap=20+ay)...0+a,)—O+b—1)...0 +b,_, —1)0 €Q

; ]
z,—|.
dz
Sipour tout i, j, a; — bj € Z, alors #, j est un opérateur minimal sur Q(2) de F(z). 1l satisfait

u=v,6<v+letw=v,donc?=1.
Donc, par le théoréeme[3.5]

0(Hap) < (V' +2) =1~ v =1V +2)TF)
<(5v*(v+2)—1-(v-1)(v+2))(2vlog(den(a) + (v — 1)den(b))
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puisque F(z) arayon de convergence 1, et en utilisant ’estimation sur le dénominateur d’'un
quotient de symboles de Pochhammer donnée par le lemme[3.11]

Les exposants de %, p en 0 sont0, 1 - by, ..., 1 — b,_; et ses exposants en cosont ay, ..., ay.
Par exemple, pourv=2, a; =1/3, a, =2/11, by =1/6, et f =1/7, on trouve numériquement,
d'une part o [Jfayb) < 1119 et d’autre part C(F, f) =~ 2443, de sorte que, si @ € @* et0<|al<1,

1+o0(1
au moins _ Lrol) log(S) des nombres

2443[Q(a) : Q]

(1/3)r2/11) 2

o0
, 0<s<S
kzzo K(1/6);  (Tk+1)s )

sont linéairement indépendants, quand S tend vers I'infini. Ceci fournit un raffinement de
(24} Corollary 1, p. 4] dans ce cas, ou la constante n’avait pas été donnée.

3.5.2 Exemples pour lesquels ¢ =2

* On considere d’abord la G-fonction suivante qui est algébrique sur @(z) :

1 ® K (k+j\[k| ,
F(2)= —== | I -
V1-6z+ z° kzzojg')( J )(])

dont I'opérateur minimal sur Q(z) est
9 d
L=(z"-6z+1)|—]|+2z-3.
dz

La série F(z) € Z[z] a pour rayon de convergence 3 —2v2,d'ouG(F) < - log(3—2\/§). De plus,
L satisfait £ =6 = 2, u = 1. Son exposant en 0 (resp. co) est 0 (resp. 1).

Avec 8 = 3/5, on obtient ¢((8) = 2 et C(F, ) =~ 3164, de sorte que, pour tout a € @*, 0<|al<

1+o0(1)
3—2+/2, au moins ———————1og(S) des nombres
31641Q(a): Q] °

o Kk (k\[k+j k o k (1\[k+i k
2| = et » > |. Il os<s<s.
k=0j=0\JJ\ J JOk+3) S\ o ek+8)y

sont linéairement indépendants sur Q(«), quand S — +oo.

Pour =0, on trouve ¢((0) =2 et C(F,0) =~ 3083.

d \f d

e Notons, pour tout k € N*, &} = ((1 — z)d— - 1) X P I'opérateur minimal de log(1 - z)k.
z z

C’est un opérateur d’ordre k + 1, avec w = 0 et 6 = k. Ses exposants en 0 (resp. co) sont

0,1,...,k (resp. 0).
En utilisant la proposition[1.6} on obtient que o (%) < (1 +log(k)).
Pour k=2et f=1/12,0n a ¢y(f) = 2 et on obtient une constante C(F, §) = 1912.

0o 1 k1 —x
Puisque log(l—z)zzzkz m(z ;) z**1 cecidonne poura €@ ,0<|al<1,
=0 i=1
[e) 1 1 Ofk+1 00 1 k 1 ak+1
dimg ) Vect — |, — —|—=——=—, 0s<s<S
@ ,CZZO +1(i;i)(12k+1)5 k=0k+1(l-zzli (12k+13)°

1+o0(1)

> o120 g1 8"

Pour =0, on calcule ¢(y(0) =2 et C(F,0) = 570.
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¢ Intéressons-nous finalement a 'exemple de la série génératrice des nombres d’Apéry, in-
troduits par Apéry dans [8] pour prouver l'irrationalité de {(3) :

F(z) = Z Z(k+]) (],)zzkEZ[[z]].

k=0j=0\ J

C’est une G-fonction de rayon de convergence (v2 - 1)* < 1 et ses coefficients sont entiers
donc & (F) < —4log(v/2 - 1). Lopérateur différentiel minimal non nul de F(z) sur Q(z) est

3

2 2 (d 2 (d)2 2, d
L=z"1-34z+2z°)|— | +z(3-153z+6z°)|—| +(1-112z+7z°)— +z—5.
dz dz dz

Il est d’ordre 3, avec 6 = 4 et £ = 2. En utilisant le théoréme [3.5, on obtient, avec 8 = 2/3,
C(F, ) =209532.

De plus, £y(f) = 2. Ainsi, si a € @* et0<]al < (\/_— 1)4, la dimension sur Q(a) de I'espace
vectoriel engendré par les nombres

oo k k- -\ 2 k oo k k 2 k+i 2 k
k=0j=0 J J Bk +5) k=0j=0\J J 3k +8)

. 1+o0(1)
est au moins log(S), quand S — +oo.
209532 [Q(a) : Q]

Pour =0, on trouve ¢((0) =2 et C(F,0) =~ 209533.
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Chapitre 4

Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz
« au sens large »

Ce chapitre correspond a la prépublication [35, §1 a 5].

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la structure des G-opérateurs au sens large. Rappelons
d’abord la définition suivante.

Définition 4.1
o0 —

Une G-fonction au sens large est une série f(z) = Y. a,z" € Q[z] telle que
n=0

a) f estsolution d’'une équation différentielle linéaire a coefficients dans @(z) ;

b) Pour tout € > 0, il existe n;(¢) € N tel que Yn = ny(€),[a,| < (n), ot [a,] est la
maison de a,, c’est-a-dire le maximum des modules des conjugués (au sens de
Galois) de a;,;

¢) Pour tout € > 0, il existe ny(e) € N tel que VYn = ny(€),den(ay,...,a,) < (n)¢, ol
den(ay,...,an) est le plus petit d € N* tel que day,...,da, sont des entiers algé-
briques.

On dispose d'une notion de G-fonction au sens strict, plus restrictive que la définition
qui est en fait celle considérée par Siegel. On définit de la méme maniere les E-fonctions
au sens strict (resp. au sens large), voir la définition[0.1]dans 'introduction.

Siegel a étudié les E-fonctions au sens large et les G-fonctions au sens strict, mais n'a
fait qu’évoquer les G-fonctions au sens large. 1l est conjecturé que les définitions large et
stricte sont équivalentes pour les E- et G-fonctions, mais cela n'a pas été prouvé a ce jour.
Précisément, on sait que la condition b) de la définition [4.1]implique, sous la condition a),
la condition b) de la définition[0.1} car on peut appliquer des estimation « Gevrey » dues a
Perron (cf [42], voir aussi [44, pp. 85-86]) ; en revanche, on ne sait pas si la condition c) de la
définition[4.1]implique la condition c) de la définition[0.1] (cf [5} p. 715]).

On dispose d'un théoreme de structure sur les équations différentielles satisfaites par les
G-fonctions au sens strict : lethéoreme d’André-Chudnovsky-Katz (théoreme|0.4).

Dans [6, pp. 746-747], André esquisse la preuve du fait que la singularité en l'infini d'un
opérateur ¢ d’ordre minimal annulant une G-fonction au sens large est réguliere. Son argu-
ment est le suivant :

« Pour établir le point ci-dessus, le critere p-adique de régularité de Katz montre qu'il suffit
d’établir que }. )<, 10g Ry (¢, 1) = o(logn). Avec les notations de [4], on voit facilement que
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cette condition découle d'une estimation

Y. hyn(@)= ). hya(p) =o(ogn);

v finie p(v)sn

or les estimations de [4, p. 122] donnent

1
Y hya(g) < CIZngmaxu,|a0|,,,...,|ancz|,,)+cg,
v

v finie

(pour des constantes C; indépendantes de n), et la condition (G™) équivaut a

1
= Y logmax(1,ldgly, ..., anly) = ologn).»
v finie

La condition (G™) correspond aux points b) et ¢) de la définition[4.1] (cf [5, p. 714]).

Dans ce chapitre, nous commencons par donner les détails de 'esquisse d’André et nous
complétons ensuite ses résultats. Précisément, nous allons donner la démonstration du théo-
reme suivant. Il est implicite dans I'esquisse ci-dessus d’André, méme s’il ne 'énonce pas
formellement.

Théoreme 4.1

Soit f(z) € @[{z]] une G-fonction au sens large, et L € @(z) un opérateur différentiel

non nul d’ordre minimal u tel que L(f(z)) = 0. Alors
e ['opérateur L est un G-opérateur au sens large.
e L'opérateur L est globalement nilpotent.
e Tout point deP!(C) est un point singulier régulier de L et les exposants de L en tout
point sont dans Q.

La preuve de ce résultat fera 'objet des sections [4.2] et [4.3| Dans la partie nous raffi-
nerons le théoreme |4.1| en précisant la forme d'une base de solutions d’'un G-opérateur au
sens large L d’ordre p : au voisinage de tout point a € @Q, il existe une base de solutions de
I’équation Ly(z) = 0 de la forme

(filz= @), ..., fulz— @) (z— )%,

ou C, est une matrice triangulaire supérieure a valeurs propres rationnelles et les f;(u) €
Q[u] sont des G-fonctions au sens large. Ceci constitue un analogue complet du théoréme
d’André-Chudnovsky-Katz. Enfin, dans la partie[4.5, nous étudions les propriétés algébriques
de I'ensemble des G-opérateurs au sens large, ce qui sera utile dans le chapitre

4.2 Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky

Soit f=(f1(2),..., fu(2)) € QlzI* vérifiant = Gfavec G € .4, (@(z)). Soit G, € .4, (@(z))

la matrice telle que y¥ = Gsy pour tout y tel que y’ = Gy. On rappelle que Gy, s € N, sont
liées par la relation
Gs+1 = GG+ G, 4.1)

oi1 G, désigne la matrice G, dérivée coefficient par coefficient. On prend T (z) € Q[z] le plus
petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z). On rappelle égale-
ment que

VseN, TG, e .4, (@[z]). 4.2)
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4.2.1 Condition de Galochkin au sens large

Rappelons tout d’abord la définition de la condition de Galochkin au sens strict, intro-
duite dans [27].

Définition 4.2 (Galochkin)

On note, pour s € N, g; le plus petit dénominateur supérieur ou égal a 1 de tous les
Gm(z)
m!
systéeme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin au sens strict si

)m

coefficients des coefficients des matrices T (z ,quand me {1,...,s}. On dit que le

3C>0: VseN, gs<C™.

On a alors le théoréme fondamental suivant (cf [17, p. 17]), déja mentionné dans 'intro-
duction de cette these.
Théoreme 4.2 (Chudnovsky)
Sous les mémes hypotheéses que ci-dessus, si pour tout i € {1,...,4}, fi(2) est une G-

fonction au sens strict et (f1(2),..., fu(2)) est une famille libre sur Q(z), alors G vérifie la
condition de Galochkin au sens strict.

Dans [6, p. 747], André a introduit, en la formulant différemment, la condition suivante,
qui est adaptée au contexte des G-fonctions au sens large.

Définition 4.3 (André)

Avec les notations de la définition précédente, on dit que le systéme y' = Gy vérifie la
condition de Galochkin au sens large si

Ve >0, 3sg(e) EN: Vs = sp(e), gs < (sHE.

U

pu—1
+ a;(2) (d—) + .-+ ap(z) # 0 est un opérateur différentiel
z

d’ordre  a coefficients dans Q(z), la matrice compagnon de L est

d
Rappelons que si L = (—
dz

0 1 (0)
AL — . * .
0) 0 1
- au cee - al
On sait que les solutions du systéme différentiel y' = Ay y sontles vecteurs f=/(f, f',..., f#~V)

tels que L(f(z)) =0.
Suivant la définition des G-opérateurs au sens strict (cf [5, p. 718]), on peut considérer
une notion analogue au sens large.

Définition 4.4

Soit L € Q(z) [d/dz]. On dit que L est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict) si
la matrice compagnon de L vérifie la condition de Galochkin au sens large (resp. au sens
strict).

La dénomination de « G-opérateur » est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 4.1

Soit L € Q(z) [d/dz] un G-opérateur au sens large non nul d’ordre . Soit & € Q un point
ordinaire de L, alors il existe une base de solutions de I'équation L(y(z)) = 0 au voisinage
de a de la forme (f1(z— a),..., fu(z— @)), oti les f;(u) sont des G-fonctions au sens large.
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Il est bien connu que cette proposition est également vraie pour les G-opérateurs au sens
strict, la preuve ci-dessous s’adaptant mutatis mutandis.

Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz affirme entre autres qu'un G-opérateur au sens
strict aau voisinage de toute singularité a une base de solutions dela forme (f1 (z—a),..., f,(z—
@) (z—a)C, ot1 Cy € M W (Q) ases valeurs propres rationnelles et les f;(u) sont des G-fonctions
au sens strict. On verra dans la section 4.4|que ceci est également vrai au sens large.

Démonstration de la proposition[4.1,  Notons G(z) = A (2) la matrice compagnon de L.
Comme « est un point ordinaire, on sait qu’il existe une base de solutions (fi(z—a),..., fu(z—
a)) de I'équation L(y(z)) = 0, ou les f; sont holomorphes de coefficients de Taylor algé-
briques au voisinage de 0. On sait aussi que la matrice wronskienne de cette base Y (z) €
/%N(@[[z]]) a un rayon de convergence non nul et est telle que Y(a) € GLM(@) et Y'(z) =
G(2)Y (2), de sorte que Y ¥ (z) = Gs(2) Y (2) pour tout entier s. D’oit

o yn) x G,
Y(2)=Y nf“) (z—a)" = (Z n('“) z—a)"| Y (). (4.3)
n=0 : n=0 :

Puisque « est un point ordinaire, G(z) n’a pas de podle en « et la condition de Galochkin au
sens large implique qu'’il existe une suite d’entiers strictement positifs (q,) nen telle que
Gk (a) €
VneN, Vk<n, g €4, (@’@) et Ve>0,3ngle) €N, Vn=np(e), gn < (n)E.
Ainsi, selon 4.3), ona Vn e N, den(Y(a))an(”)(a) € My (6’@). Ainsi, les fi(z) vérifient la
condition c) de la définitionf4.1
Par ailleurs, soit K un corps de nombres galoisien contenant a et les coefficients de Taylor

p d ¥
des fi(u) tel que L € K [z,d/dz]. Soit T € Gal(K/Q). Si L = Y ay(z) (&) , ar(z) € K[z], on
k=0

1 d\F
définit L7 := ¥ a;(2) (d—) en étendant I'action de 7 a K[z] coefficient par coefficient.
k=0 Z

Alorspourtouti € {1,...,u}, L* (fl.T (z—7(a))) = 0. De plus, comme a,(a) # 0,ona aL(T(a)) =
7(au(a)) # 0, de sorte que 7(a) est un point ordinaire de L'. Ainsi, f est analytique au voi-

o0
sinage de 0. Ceci valant pour tout 7, on en déduit que, si fi(z) = Y. b; 2", il existe une
n=0

constante C > 0 telle que Yn € N, |b; ,| < C"*!, ce qui prouve que les f;(z) vérifient la condi-
tion b) de la définition 4.1 O

Lensemble des G-opérateurs au sens large possede une structure algébrique analogue a
celle de I'ensemble des G-opérateurs au sens strict. On a les propriétés suivantes (listées par
André dans le cas strict [5} p. 720]) :
¢ Un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

« Tout diviseur a droite d’'un G-opérateur au sens large dans Q(z)[d/dz] est un G-opérateur
au sens large.

e Lopérateur adjoint L* d'un G-opérateur au sens large L est un G-opérateur au sens large.
e Si L et L' sont deux G-opérateurs au sens large, alors ils admettent un multiple commun a
gauche qui est un G-opérateur au sens large (propriété de Ore a gauche).

La démonstration de ces propriétés est donnée dans la section[4.5] Elle consiste en1’adap-
tation de propriétés des modules différentiels données dans le cas strict par André [4, SIV],
qui sont détaillées dans le chapitre[I]de cette these.

Le but de la suite de cette partie est de démontrer un analogue au sens large du théo-

réemel[4.2l
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Théoréeme 4.3

Le théoréme(4.2)reste vrai si I'on remplace « strict» par « large ».

Ceci implique en particulier que si f est une G-fonction au sens large, tout opérateur
différentiel non nul L a coefficients dans Q(z) tel que L(f(2)) = 0 et d’ordre minimal est un
G-opérateur au sens large. En effet, la condition de minimalité sur I'ordre i de L impose que
fs--0n f =1y est libre sur @(z). Le théoreme assure donc que la condition de Galochkin
au sens large est vérifiée pour Ay.

Notons que la proposition(4.1|constitue une réciproque partielle du théoreme4.3

4.2.2 Démonstration du théoréeme 4.3

La preuve que nous allons présenter est une adaptation de la preuve originale du théo-
reme[4.2|[17, pp. 38-50] au cas des G-fonctions au sens large. Les six premieres étapes de la
démonstration sont identiques dans les cas strict et large puisque les conditions b) et ¢) de
la définition d'une G-fonction (définitions [0.I]ou[4.I) n'y sont pas utilisées, y compris dans
le lemme de Shidlovskii évoqué dans I'étape 3. Dans [13, pp. 21-22], Beukers a reformulé
les idées des Chudnovsky en une trame condensée; a des fins de clarté, nous suivrons cette
trame dans les étapes 1 a 6, en la détaillant. La nouveauté de cette démonstration est1’étape
7, dans laquelle les conditions b) et c) de la déﬁnition spécifiques aux G-fonctions au
sens large, seront utilisées. André a également mentionné dans [6, pp. 746—747] un argument
qui permet d’adapter au sens large la preuve du théoreme des Chudnovsky donnée dans [4,
pp. 112-123], mais sans donner de détails.

Remarquons tout d’abord que si K est un corps de nombres contenant les coefficients
des coefficients de G(z) et les f;(0), 1 < i <, alors G € .4,(K(2)) et f € K[z]*. En effet, cela
découle de I'équation f' = Gf en écrivant G comme un élément de .#, (K ((2))) et identifiant
les coefficients du développement en série de Laurent de part et d’autre.

Notations et hypotheses :
On a T(z) € K[z], mais quitte a multiplier par un entier adapté, on peut supposer que
T(z) € Oklz] et T(2)G(z) € M, (Ok|2]).

d e
On note D = P la dérivation usuelle sur K[z].
z
Si AeK[z]? et £ €N, on note A= 0(z’) s'il existe B € K[z]? tel que A= z‘B.
On note 6 = [K : Q] le degré du corps de nombres K.

Ftape 1 : Soient N, M € N. On introduit des approximants de Padé (Q,P) de type II de
parametres (INV, M) associés a f dont on laisse les parametres libres pour 'instant, c’est-a-
dire des polynomes Q,P;,...,P, € K[z] tels que deg(Q) < N, 1max deg(P;) < NetsiP =

<isp
(Py,...,Py), alors
Qf-P=0(N"M).

On ne discutera des conditions d’existence de tels approximants de Padé que dans I'étape 7.
m

On a pour tout m < N + M, —'(D — G)P € K|[z], ce qui est immédiat en utilisant la
m

formule de Leibniz. De plus, on va montrer par récurrence sur 7 que
™ (m) ™ m N+M-m
vmeN, —Q"f-—(D-6)"P=0(z ). (4.4)
m! m!
Pour m =0, c’est la définition.
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Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (4.4) et en multipliant par T,
ona

—-mT'T™(D-G)"P-T"™'D(D-G)"P=0(N*Mm+D),

Or, f = Gf donc en multipliant (4.4) par la matrice polynomiale TG et en retranchant a
I’équation précédente, on obtient

_ Tm+l(D _ G)m+1P — O(ZN+M—(m+1)) .

Finalement, comme T™Q"f— T™(D - G)"P = O(zN*M~™), on ale résultat voulu.

Etape 2 : Montrons que

S
VPeK[z]*, VseN*, — Z ), ,DS I(D-G)'P. (4.5)
—(s—J

On procede par récurrence :
e pours=1,Gs=Get GP=D(P)—- (D - G)P.
* Soit s € N*, supposons la formule (4.5) vraie pour s.

Ggi1 1 (G G
Alors Ggy41 = GG + G}, donc ——— Sk — =G+ —s) Donc en appliquant I’hypotheése de
s+ (s+1)' s+1\s! s! bpiq P
récurrence au vecteur GP, on a

G5+1 J j s—1i i G;
= Z D /(D-G)(GP) + —P|.
(s+ 1)' T os+1 =0 (s= P! s!

Or,

G, (Gs ) G S J 1
—p= ( - ) —P' = Z D I(D-GYP- Z—)DS I(D-G)/DP.
s! s! — )l | = O(S ])l !

Donc, en remarquant que Vj € {0,...,s},(D-G)/D = (D-G)/*' + (D-G)/G,on a

S, (-1
GS+1 P: 1 Z DS+1 ](D G)]P Z—]')DS ](D G)]+1P
s+ s+1\15 (s P! izo (s= P!
1 s _ j s+1 -1 k
s+1\i% (s ! o (s—k+D!(k- 1)'
1 s (=1)J 1— )+ 7 . .
_ Z( V(S+1=)) 4] pe-ip_ gyip+
s+1 =1 (s+1- !

_1\k s+1 _1ys+1
1) Ds+1_k(D—G)kP+D py T (D—G)”lp)

+1
,;(s—lﬁ D!(k-1)! s! s!

s+1 (_1)]

— D" (D-G)p

Cela conclut la récurrence.
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Etape 3 : Utilisation du lemme de Shidlovskii.
1 R
Onnote pour heN, P, = E(D —G)'"Pet Rpy € A, (IK(2)) la matrice dont la j*™ colonne

est (h;'f II)P;H j—1. Alors la formule (@.5) implique immédiatement que
Gs S G L
—Rq) = . STIR .
o fo j;o(s_])! )

Selon le lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type II (voir [4, p. 115]),
la matrice R(g) est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui sera réalisé quand on
spécifiera M et N dans I’étape 7. Donc

s . DS /R
5= = _Z(—1>fT”“'ls—j(”(T”'lRm))‘l. (4.6)

Etape 4 : Soit d le plus petit dénominateur commun des coefficients d’ordres inférieurs a
N+M du développement en série entiére de f. On suppose trouvés des approximants de Padé
Q,Py,...,P, € K[z] de df, c’est a dire des polyndomes tels que deg(Q) < N, 1max deg(P;)) < N

<isp

et
Q(df)—-P=0(N"M),

avec P = (Py,...,P,). On fait 'hypothese supplémentaire que Q est un polyndéme a coeffi-
cients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois étapes précédentes,
dont on conservera les notations, a Q et P puisque df est encore solution du systeme diffé-
rentiel y' = Gy.

Selon (4.4), ona

Tm
Vm<N+M, — Q" (dh)—T"P,=0(z""M). 4.7)
m.

(m)
On remarque que — € Ok [z] puisque Q est a coefficients dans Oy. On en déduit que si
m

N+M-m> 1max deg.(TmPi,m), les coefficients de T"'P,,, sont des éléments de O [z].
<i<u

Notons ¢ := max(deg(T),deg(TG)). Montrons par récurrence sur m que

max deg(T"'P; ;) < N+ tm. (4.8)

1<isp
e Pour m =0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P sont de degrés inférieurs
aN.
e Pour m=1, TP’ — TGP a des composantes de degrés inférieurs a N + ¢, car T et les coeffi-

cients de TG sont de degrés bornés par .
e Soit m € N, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D-G(T™"D-G)"P)=mT' T" Y (D-G)"P+T"DMD-G)"P-T"GD-G)"P
=mT' T" Y (D-G™P+T"™D-G)™'P.
Donc
TN D-G)"™'P=(D-G(T"™D-G"P)—mT' T"™(D-G)"P.

Or, en utilisant a la fois 'hypotheése de récurrence etle cas m = 1, on voit que T(D—-G)(T"(D—
G)""P) a ses composantes de degrés bornés par N+ mt+ t = N+ (m+ 1) ¢t; par ailleurs, 'hy-
pothése de récurrence nous assure que mT'T™ (D — G)™P a des composantes de degrés in-
férieursa t+ N+ mt = N+ (m+ 1)t. On en déduit le résultat souhaité (4.8).
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On en déduit, a condition que N+ M —m > N + tm, c’est-a-dire

M
< —, (4.9)
r+1

que T"P,, € Okl[z]*. Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel que
jtrpu-1< tTMl’ alors T/tF-1R j) est une matrice a coefficients dans O [z]. En particulier,
TH Ry € Mu(Ok[2)).

Montrons a présent que
s+u—1

T DI Rj) € MOk ). (4.10)

M
VseN, s+u— 1<t+ , Vje{o,...,s},

Rappelons la formule de Leibniz généralisée : si £ e N* et fi,..., fy sont £ fonctions dérivables
k fois, alors

(fl---fé)(k)_ Z ( ) H (lt).
i++ip=k 1,000 1<t<k

En particulier, considérons un élément quelconque W € G [z]. Alors

(Wf)(k) wtid
K. > i
: i1+-+ig=klstse  °r*
wtid
Si k < ¢, pour tout (iy,...,1,) intervenant dans la somme, chaque terme [] contient
IEAN
w®

au moins ¢ — k indices de dérivation nuls. Ainsi, comme pour tout entier s,T € Ok [z], on

(WH®
k!

Déduisons de cela par récurrence le résultat (4.10). Pour s = 0, c’est évident.

Soit s € N*, supposons (4.10) vrai pour s’ € {0,...,s— 1}. Par la formule de Leibniz, on a,
pour j €{0,..., s},

e Wik (2.

DSi(Tstu-1R . S=Jfe_ i 1 ,
( (])) _ Z (S ]) y (Ts+p—1)(k)Ds—]—kR(j)

(s=j)! k (s—=j!
- k
_ s DTIRG) Z [ (rs0#1)® DT kRy,
s=-nD' & k! (s—j—k)!

- — —k—1i

_ peeu-1 P27 R(j) .\ Z UkTs+y—1—sz R(j)

= & (s—k—-j)

avec Uy € O |z], en utilisant la remarque précédente.
Or, d’'une part, .
DI (T IR;)
(s—j)!

puisque TSTH-1 = TS=J Ti*H= 'R(j) € M, (0Ok|z]), et d’autre part, par hypothése de récurrence,

€ M, (O 2)),

DS *R;
iy s—k+p—1 (J)
Vke{l,...,s—j}, T —(s—k—j)! € M, (Oklz]).

Par conséquent,

DSIR;
Ts+,u—1(s_—j)(']) € My (O 2)),
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ce qu'il fallait démontrer.

Etape 5 : Lien entre g; et taille des coefficients de det(TH# ! R(y)).
Selon (4.6), on a pour tout s € N,

G 1
TS5 - —
s! V]-

DRy

T
(s =t (com(T*7'Ry)) (4.11)

N
(_1)] TS+/J—1
=0

ou V =det(T “‘1R(0)) € Ok [z], et selon ([@.10), tous les termes de la somme sont a coefficients
entiers algébriques a condition que s+ pu—1< 1

Prenons pour s € N, ¢, le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

2 GZ s GS . .. . ..
TG, T ETRA T —» comme dans la définition |4.3| Pour estimer ¢, sous la condition s+ y —
! s!
M

1 < ——, il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des coefficients de V. C’est ce

que permet de faire ce lemme :
Lemme 4.1

4 .
Soient U € Ok [z], V € Oklz], W € K|z] tels que U = VW. Notons V = Y_ v;z', alors pour
i=0

tout k tel que v # 0, on a Ny g (Vi) W € Ok|z].

Démonstration. Introduisons la valuation de Gauss associée a un premier p de Oy :

q .
l .
v a;z' | := min (vy(a;)),
p(;} ! ) 0<i<gq P

ol vy est la valuation p-adique associée a I'idéal premier p de Ok. En utilisant les propriétés
de valuation, on a vy (U) = vp(V) + vp(W) donc vy (W) = —v,(V) car, comme U est a coeffi-
cients entiers algébriques, v, (U) = 0.

Notons S 'ensemble fini des premiers divisant tous les coefficients de V. Alors si W =
d .
Y w;z', pour tout i € {0,...,d} et p € S, on a vp(w;) + vp(V) = vp(V) + vp(W) = 0, donc
i=0
T p»*Y(w;) cOGx.En particulier, si vi # 0, comme vi € [] plr(V) = pged((vg), ..., (vy)), ona
pes pesS

Viel{o,...,d}, (vi)(w;)c<Ok.

D’oi comme Ny g (vg) € (Vi) N Z, on a Ny /q(vi) W € Ok z]. O

l .
Pour W = 'Z w;z' € Kl[z], on définit 0 (W) = max [w;], la maison de W. Selon le lemme

i=0 O<is/t
appliqué a la formule [@.11) avec

s ) DS IR, T
vs Z()(—l)JTHM—l (s—j)(vn (com (T Rp))
= !

G
V =det(TF 'Ryg)) et W = Ts?'s, on a donc ici

M 5
VseN tel que s+p—1<m, gs<o(V)°. (4.12)

Etape 6 : Majoration de la taille des coefficients de det(T# ! R)) € Ok z] en fonction de
la maison de Q.
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Par commodité, on s’intéresse a

(u=1)

~ (u—1)
V=det(®P,TPy,...,T* 'P, ) =T 7 det(Rg)=T" 7 V.

Le lemme suivant nous assure que ce changement n'introduit qu'une constante multiplica-
tive dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

Lemme 4.2
Soient A, B € K[z] et C = AB, alors 0(C) < (deg(A) + deg(B) + 1)a(A)o (B).

ptq
Démonstration. On écrit A= Z a;z' et B= Z b;z', de sorte queC= } ¢j zJ, avec, pour
i=0 i=0 j=0

J
tout j €{0,...,p+q}, ¢cj = 'Zoaibj_i'
1=

Soit 7 : K — Q un plongement. Alors

j
lzepl < Y. le@@)lltbj-pl < (j+ Da(A)a(B) < (p+ g+ Do (Ao (B),
i=0

si bien qu’en prenant le maximum sur j et sur 7, on obtient I'inégalité voulue. O

N .
Soit me{0,...,u—1}.SiQ= Y g;z', alors
i=0

QM N=m(j+1)...(i + m) - (m+1)
—0 = m+lz Z

m! =0 m!

. (m)
De la majoration (m”) < 2™+ < 2N il gensuit que o (Q—‘) <2Ng(Q). Selon le lemme
m!
appliqué a A= T™ et B= Q" /ml,

mQ(m) N m
o|T P <270 Q)o(T")(mt+N-m+1)
<2V Qo (T™ (u-1)(t-D+N+1) < cNo(Qa(T™,

avec c; constante dépendant seulement de G pour N suffisamment grand.
En appliquant m fois le lemme[4.2} on obtient

o(T™ < cNo(Mo(T™ H<---<cfa (D™

ol ¢, et c3 sont des constantes. Dans ce qui suit, les ¢; désigneront des constantes.
Ainsi, pour N suffisamment grand,

Q(m) N
( 7) < No(Qua (D)™ < <c; 0(Q).

Soit O+ le maximum des maisons des N + M premiers coefficients du développement
en série entiere des f;, et dy+p leur dénominateur commun. En répétant le raisonnement

de la preuve du lemme[4.2} on voit que la maison de la partie polynomiale tronquée a1’ordre
(m)

N+ tmde TmW(dN+Mﬁ) est majorée par

ca' 0(Q)(dn+mOn+a) (N + tm +1) < ¢ 0(Q) (A4 MO+ 1)
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Or,si N+ M—(u—1) > N+t(u—1), selon (4.7), cette partie polynomiale est T™P,,,, donc, avec
une extension de la notation o aux vecteurs colonnes,

Vmel{0,....u—1}, o(T"Py) < No(Qdn+mOn+m.

~ p-1
OnaV= Y &) ] T/Py),;. Pour 7 € &, en appliquant le lemmeé A=ProoetB=

€6, j=0
p-1
[l T/P.;y,j,ona
j=1
pol o polo
U( T]PT(]'),]') < O'(PT(O),())O' ( H T]PT(]')’]') ([J,(N+ t(,u— 1)+1)
j=0 j=1

en utilisant (4.8). En itérant le procédé, on obtient une constante cg telle que

N_ N
cy <co@Q*dk, 0%

pu—-1
; N
0( T]Pr(j),f)scl; o(Q*dy, 0% N+MYN+M-

N+MYN+M
Jj=0
Donc par inégalité triangulaire

o(V) < clyo(QFdh, 10

si bien que, comme V = THE-D2Y (V) < cﬁo(Q)“df{HM@]’fHM. D’oti selon (4.12),

M
VsEN, s+p-1<——, <o)’ <choQFdy, 04y (4.13)

Etape 7 : Conclusion a I'aide d’'un lemme diophantien.
Rappelons le lemme classique suivant dont une preuve peut étre trouvée dans [50, p. 37].

Lemme 4.3 (Lemme de Siegel)

Soit K un corps de nombres. Considérons un systéme de m équations linéaires
n
vi<i<m, ) a;jjx;=0, (4.14)
j=1

ou Vi, j,a;ij € Ok. On note A = max|a;;|. Alors si n > m, (4.14) a une solution non nulle
i,j
(xj)1<j<n € Oy, vérifiant

_m_
max [Xj]| < ci1(cynA)n-m,
1<j<n

ot c; > 0 est une constante dépendant uniquement de K.

Soit s € N*. On choisit dorénavant N et M de la forme suivante : N :=2u(t+ 1)(s+ p)) et
M:=N/Q2u) = (t+1)(s+ ) € N*. En particulier, on a bien ?Ml >s+u—1.

Alors I'équation de Padé Q(dy+yf —P = O(2V*M) se traduit par un systéme linéaire de
'L?f—]: = g équations a N +1 inconnues (les coefficients de Q). Selon le 1emme il existe une
solution Q € Ok [z] telle que

0(Q) < cyolero(N + 1)19N+M)$g\”2 < 150N+ M,

N N
car—<N+1—-—.
2 2

C’est a partir de maintenant que I’on va se servir des propriétés b) et c) de la définition
qui sont propres aux G-fonctions au sens large.
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Soit € > 0. Puisque les composantes de f sont des G-fonctions au sens large, on peut trou-
ver une constante cy4(€) telle que 0y < (k!)¢ et dy. < (k!)¢ pour k = c14(¢).
Onas=|N/Qu(t+1))] — p, de sorte que M/(t+1) = s+ pu— 1 donc selon @.13),

op 96u

s < iy ey OO d O (4.15)

D’une part, les termes géométriques clI.V peuvent étre dominés a partir d'un certain rang
qui dépend de € par (N!)¢. D’autre part, on a (N + M) <2N. Or, si a > 1, selon la formule de
Stirling,

ak ak
(ak)! V2mak (7) ak
~ = = rea®, (4.16)
(Kh*  (Vermk)« (l_c)a
e

avec (ry) Nen+ une suite tendant vers 0. Ainsi, si k est assez grand, (ak)! < (kha+t,

Par conséquent, en reprenant ’équation (4.15), on obtient que g, < (IN!)€15*¢ pour s plus
grand qu’'un certain rang dépendant de € et de la constante cys.

Mais N <2u(t+1)(s+u—1) <4u(t+1)s pour s assez grand, donc a partir d'un certain
rang, selon (£.16), N! < (s)**"*U+1 Finalement, pour s assez grand (relativement a £), on a

gs < () 1%, (4.17)

€
1l suffit d’appliquer ce résultat a ¢’ = — pour obtenir la majoration désirée.
C16

4.3 Démonstration du théoréeme

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme 4.1 en suivant I'esquisse fournie
par André [6, pp. 746-747].

4.3.1 Reformulation de la condition de Galochkin

On peutreformuler les conditions arithmétiques et analytiques définissant une G-fonction
au sens large al’aide des valeurs absolues sur le corps de nombres K.

Proposition 4.2 (André, [6])

o0
Soit f(z) = Y. a,z" € Klz]. Les conditions b) et ¢) de la déﬁnition équivalent a

n=0
1
ZZlogmax(l,Iaolv,...,lanlv):o(logn), (4.18)
v

ol la somme porte sur toutes les valeurs absolues (a équivalence preés) |- |, sur K, finies
et infinies.

On rappelle que deux valeurs absolues |- |, et | - |, sont dites équivalentes s’il existe ¢ > 0
tel que |- |, =1-1¢. Les valeurs absolues sur un corps de nombres K sont, a équivalence pres,
les valeurs absolues p-adiques (dites finies) |- |, pour p € Spec(0Ok) et les valeurs absolues
infinies | - |; pour tout plongement 7 : K — C définies par

o = [T@IYR siTEO <R
"1t @R sinon.,

Pour la démonstration de la proposition 4.2} on aura besoin du lemme technique suivant :
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Lemme 4.4

a) Soit (u,) nen une suite de réels et g : R, — Ry une fonction croissante tendant vers
+o0o en l'infini. Alors la condition

max(0, u,) = o(g(n)) (4.19)
est équivalente a la condition
max(0, uy,..., Uy) = o(g(n)). (4.20)
b) Etant donnée (u;,) ,en une suite de réels positifs, on a
Ve >0,3ng(e) eN: Vn=ngle), u,<nhH (4.21)

si et seulement si max(0,logu,) = o(nlogn).

Démonstration.  a) Supposons que max(0, u,) = o(g(n)).
Soit € > 0 et ny(e) € N tel que Vn = ny(e), luy| < eg(n). Comme g est croissante, on a

Vn = ny(e), max(0, Up,e), ..., Un) < emax(g(ngy(€)),...,gn)) <eg(n).
Soit n; (€) € N tel que

Vn = ny(e), max(0, ug,..., Unye)-1) < £g(N).

Son existence est assurée par le fait que g(x) +00. Posons ny(€) := max(ng(€), ny (€)).

X—+00
Alors pour tout n = ny(€),

max(0, ug, ..., uU,) <eg(n,

ce qui prouve

La réciproque est évidente.

b) On a max(0,logu,) = o(nlogn) si et seulement si max(0,logu,) = o(logn!) d’apres la
formule de Stirling, ce qui équivaut a

Ve>0, Ing(e) eN: Vn=ny(e), logu, <elog(n!),

ce qui est équivalent a (4.21) en passant a '’exponentielle de part et d’autre de I'inégalité. [

Démonstration de la proposition[4.2l  On suppose sans perte de généralité que K est ga-
loisien. Il est prouvé dans [21, p. 225] que si ay, ..., a, € K, alors

1
Y. sup log"la;l, = ———1log(den'(ay, ..., an)), (4.22)
peSpec (O ) 0<i<n K: @]

ottlog™ (x) =logmax(1, x) et den’(ay, ..., a,) estlanorme Ni g (a) du plus petit multiple com-
mun a de ag,...,a, dans le sens des anneaux de Dedekind. On a alors

den(ay, ..., ay) < den'(ay,...,ay) <den(ay, ..., a,) " (4.23)
(cf proposition[1.2). Ainsi, comme

sup log*lail,= ), sup log*lail,+ Y sup log*lails,

v valeur absolue 0<i<n peSpec (Ok) 0<i<n 7€Gal (K/Q)0<i<n
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la condition (4.18) est vérifiée si et seulement si

1 1
= Z 10g+ sup |ai|p =o(logn) et — Z 10g+ sup |a;l; = o(logn),
n peSpec (Ok) o<i<n n T€Gal (K/Q) o<i<n

c’est a dire, selon ([4.22) et (4.23), si

logden(ay, ..., a,) = o(nlogn) et V1 € Gal (K/Q), logmax(1, |t (ayp),...,|t(a,)|) = o(nlogn).
(4.24)
Selon le lemme[4.4]a), comme

logmax(1,|7(ap),...,|7(an)) = max(0,loglz(ap)l, ..., loglt(ax)),
la condition équivaut a
logden(ay,...,a,) = o(nlogn) et V1 € Gal (K/Q), max(0,log|t(a,)|) = o(nlogn). (4.25)

Donc selon (4.25) et le lemmeb) la condition (4.18) est bien équivalente aux condi-
tions b) et ¢) de la définition|4.1 O

Remarque. De la méme maniére, on montre que f(z) vérifie les conditions b) et c) de la défi-
nition [0.1]si et seulement si

1
— Y logmax(1,|agly, ..., |asly) = O(1).
ns

Par un raisonnement analogue, on peut reformuler la condition de Galochkin introduite
dans la sous-section al'aide d'une quantité h(n,p,G) définie en termes de valeurs ab-
solues p-adiques sur K.

Eéﬁnition 4.5
Pour tout G € /(K (z)) et pour tout idéal premier p de Ok, la quantité h(n,p, G) est défi-
nie (cf [4, p. 70]) par

Gm

1
VneN, h(n,p,G):=—maxlog"
n m<n m!

p,Gauss

Pour un opérateur différentiel L € K(z)[d/dz], on pose h(n,p,L) := h(n,p, Ar), ou Ay est
la matrice compagnon de L.

Proposition 4.3

Soit G € .#,,(K(z)). La condition de Galochkin au sens large introduite dans la défini-
tion[4.3 est équivalente a 0 ,(G) = o(logn), ot

on(G):= ) hnpG).
peSpec (Ok)

Dans le cas strict, la condition de Galochkin au sens strict est équivalente au fait que
0(G) < oo, ou
o(G) :=limsup Z h(n,p,G)

n—+00 peSpec(Ok)

est la taille de G introduite dans le chapitre|[I] (définition[1.7).
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Démonstration de la proposition[4.3,  On a vu dans la preuve de la proposition4.2|que si
ay,...,a, €K, alors

1
— Z sup log"|a;l, = o(logn) < logden(ay, ..., a,) = o(nlogn).

n peSpeC (OK) o<i<n
Doncg, ici, en notant g; le plus petit dénominateur commun des coefficients des coefficients

. m
des matrices — pour ms<s,ona
m!:

1
> maxlog”
n peSpec (Ok) msn

Gm

-~ = o(logn)

p,Gauss
si et seulement si log g, = o(nlogn), c’est-a-dire, comme g, = 1, selon le lemmeb), si
Ve>0,3ng(e) eN:Vn=sy(€), qn<nlf,

ce qui n’est autre que la condition de Galochkin au sens large (définition[4.1). 0O

Remarque. Montrons comment la preuve du théoréemel4.3|présentée dans la partie per-
met de relier quantitativement o ,(G) et les quantités

o, = 1 Y maxifimly et opeo®= 1 Y max|fimle
M peSpec () 1212y LR e oy
encodant respectivement les conditions b) et ¢) de la définition (Proposition , les
composantes du vecteur f = ’(fi(z),.. ., fu(2)) étant écrites sous la forme f;(z) = mOZiOﬂ,mZm €
Klz].

On commence par appliquer le logarithme de part et d’autre de I'inégalité (4.15) dans la
partie On obtient

lo logc logc 0 logd
‘c’;qs <N gs 12 +NM[K:@]%+2MK:@] e +u[K:@]w,
ol ¢y et 13 sont des constantes explicitables.
log6
Or, N=2u(t+1)(s+pu—1) et M = (t+1)(s+p—1) donc en posant, pour tout k, Uy = Oi k
logd
et Vi = o8 k,ona
k
loggs _, 211 -
<2u(t+1)(Q+o0()logerr +2p°[K: QI(t+ 1) (1 + o(1)) logciz+
S

2ulK: QICu+ 1) (E+ 1A+ 0(1) Unsar + ulK : Q1 2u+ 1) (£ + 1)1+ 0(1) Vivanm
<O +puK:QICu+ 1)+ +o0)[2UN+mMm + VNeMml.
Or, I'équation ci-dessus implique que

[K:Q]
s

1
Uy = L logden(fim 1 <i<pms<k) < sup | fi klp = [K: Qlok (.

peSpec (Ok) M=k

1<isp

1
De méme, on montre que 0(G) < 3 log g; et par ailleurs que Vi < [K : Qo (f). Finalement,
on obtient I'inégalité explicite
05(G) < O() + [K: QP u@u+D(t+1)(1 + o) (20 eu+1)(t+1)(s+p-1) D+

Ooo,u+1) e+ 1) (s+u-1) (D], (4.26)

ol les termes O(1) et o(1) peuvent étre explicités.
Dans le cas des G-fonctions au sens strict, une majoration analogue est déja connue : voir
la preuve de Dwork du théoreme des Chudnovsky |21, p. 299].

109



4.3.2 Condition de Bombieri au sens large

Le théoréme de Katz affirme qu’'un opérateur globalement nilpotent (selon la terminolo-
gie de [21, p. 95, p. 98]) est fuchsien a exposants rationnels en tout point de P!(Q) (voir [21,
p- 98]). Dans cette section, nous allons introduire une condition de Bombieri au sens large
(définition[4.8) qui implique la nilpotence globale des opérateurs qui la vérifient. Nous ver-
rons dans la sous-section que les G-opérateurs au sens large vérifient la condition de
Bombieri au sens large. Cette condition est donc adaptée au contexte des G-fonctions au
sens large.

On se donne un corps de nombres K. Rappelons que, pour tout idéal premier p de Oy,
on note p(p) le nombre premier engendrant I'idéal pn Z.

Définissons d’abord une notion de densité qui sera utilisée par la suite (cf [19, pp. 255-
257]).

Définition 4.6
Soit # < Spec(0y). On note Ny g (p) = Card (O /p) la norme d’un idéal p de Oy.
On dit que ¥ admet d = 0 pour densité de Dirichlet (ou densité analytique) lorsque
-1 1
log(s -1 pes NK/@(}J)S

quand s tend vers 1 pour s réel, s > 1.

On prend le choix de normalisation pour la valeur absolue p-adique | - |, donné dans [21,
p. 222], c'est-a-dire |[p(p)ly = p~ %' ot1 dy = [Ky : Q).

Définition 4.7

Soit K un corps de nombres. Un systéme différentiel y' = Gy, G € ., (K(2)), est dit globa-

lement nilpotent sion a R, (G) > |p(p) I;/(p(p)_l) pour tout idéal premier p de Ok en dehors

d’un ensemble de densité de Dirichlet nullelll

En suivant la constuction faite au sens strict dans [21], nous allons maintenant définir,
en suivant [6, p. 747], une condition de Bombieri adaptée a notre situation.

Si G est une matrice a coefficients dans K(z) et p est un idéal premier de O, on définit
Ry (G) comme le rayon de convergence d'une matrice fondamentale de solutions du systéme
y' = Gy au voisinage du point générique p-adique tel que construit dans [21, pp. 92-97].

Définition 4.8 (André, [6], p. 747)

Soit, pour n e N*, p,(G) = ¥ log+(
peSpec (O )
pp)<n

la condition de Bombieri au sens large quand

Ry (G) ) On dit que le systéme y' = Gy satisfait

pn(G) =o(logn).

Dans le cas strict, la condition de Bombieri au sens strict est p(G) < oo ou

p(G):= Z log* (

peSpec (Ok) RP (G) )

est le rayon de convergence générique global inverse de G (cf [21, pp. 226-227]).

1. Dans la caractérisation de la nilpotence donnée par Dwork dans [21} p. 99], il estindiqué que la condition
serait Ry (G) > || = [p)ly " "®”, ot 27! = —p. Légalité ] = [pp)l, ' ~P*” est une erreur, étant donnée la

définition de 7.
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La proposition suivante illustre, comme annoncé au début de la section, l'intérét de la
condition de Bombieri : les systemes différentiels la satisfaisant font partie de ceux auxquels
on peut appliquer le théoreme de Katz sur la rationalité des exposants.

Proposition 4.4

Si la matrice G satisfait la condition de Bombieri au sens large, alors y' = Gy est un
systeme différentiel globalement nilpotent.

La démonstration fera usage du résultat suivant :

Proposition 4.5

1
Soit & < Spec(Z). Si ). 08P _ o(logn), alors ¥ a une densité de Dirichlet nulle.
p

pes
psn

Démonstration. La preuve repose sur une transformation d’Abel de la série Y. p~°.

pes
Pour tout s > 1, on définit la fonction de classe ¢!
gs: 11,400 — R
1
t _—
t5~1logt
Selon [53, Theorem 1, p. 3], on a pour tout x = 2,
logp 1 * ;
— = =T(x)gs(x) —j T(t)g,(r)dt
,;ﬂp ,;y p p*'logp & 2 ’
psx p<x
X T(¢) fx T(1)
=T +(s—-1 dr+ —dt, 4.27
(x)gs(x) +(s—1) , Tlog(d) , T0og(D)? (4.27)
|
ouT(t)= ) 08P _ o(log ) par hypothese.
pes P

p<t

En particulier, T'(x)gs(x) —

0 et T g est intégrable sur [2, +ool. Ainsi, en passant a la

limite x — +o00, on obtient

+00Et
Z(s):= Z——(—l)f ()
pey

oo F(f)
s log(t)

L, (4.28)

T Z($)
uE(r):= = 0(1). On veut montrer que
logt —log(s—1) s—1*

e D’'une part, soit M >0telque Vt =2, 0< E(t) < M. Alors

l-—8+1 _M

= 0
25-log(s—1) s—1+

_ +00o _
Vsell,2) 0< —O l)l)f E@ 4y < M=

—log(s - " —log(s—1)

—s+1 2
e D’autre part, on va montrer que

Gls) = f+°° E(1t) "
" —log(s—1)J> tslog(t)  s—1+

Par un changement de variable u = (s — 1) log t, on voit que pour tout / = 2,

+00 dt
=Ei(-(s—1)1 ,
‘/}; tslog(t) 1( (S ) Ogh)
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+oo ,— 1t
ouEi:x— — —d estla fonction exponentielle intégrale. Par suite, il découle de I'équi-

valent (cf [1, pi)x 229-230]) Ei(u) ~y—o+ log(— u) que

Vh=2, f 1
—log(s -1) tslog(t) s—1+
Soit € > 0. Comme E tend vers 0 en I'infini, on peut fixer h =2 tel que V¢ = h, E(f) < g D’olu
M hde
0<G(s) <
—log(s—1) Jo t*log(?) —310g(s -1) ts log(t)
M b de gEl(—(s—l)logh)

< + -
—log(s—1) Jo tlog(t) 3 —log(s—1)

car t° = t pour t > 1. Le premier terme de la derniére somme tend vers 0 et le second tend
vers 1 quand s tend vers 1, s > 1, on peut donc fixer n > 0 tel que pour tout s €]1,1 + 17|,
h Ei(—(s—1)logh
M dr ¢ i(-(s—1)logh) <

<— et
—log(s—1) Jo tlog(t) 3 —log(s—1)

de sorte que
Vsell,1+n[, 0<G(s) <e.
En d’autres termes, G(s) tend vers 0 quand s tend vers 17.
Z(s
Selon ces deux points et (4.28), on a bien lim () =0, soit selon la définition S a

s—1+log(s—1)
une densité de Dirichlet nulle.

On peut a présent démontrer la proposition [4.4, en s’inspirant de la preuve du fait que
la condition de Bombieri au sens strict p(G) < oo implique que y’' = Gy est globalement nil-
potent dans [21, pp. 226-227] (voir aussi celle présentée par André, [4, p. 77]).

Démonstration de la proposition[4.4,  Soit . I'ensemble des nombres premiers p de Z

tels qu'il existe p € Spec (O) au-dessus de p tel que Ry(G) < | pIp . Selon [21, Proposition
5.1, p. 95], .# est’ensemble des p tels que y' = (G mod p)y est non nilpotent pour au moins
un premier p au-dessus de p. Fixons pour chaque p € . un tel premier p(p). Alors
1 1logp
on(G) = log* ( ) > = .
" pezy Ry(p) (G) ;;ﬂ dp-1

ps<n psn

En effet, |pl, = p‘fp/ 9 avec la normalisation choisie.

1
Grace a ’hypothese p,(G) = o(logn), on a donc } ili = o(logn). Donc selon la pro-

pes P —
p<n

position[4.5] & a une densité de Dirichlet nulle.

Or, si p € Spec (Ok) est tel que ¥’ = (G mod p)y est non nilpotent, alors pnZ € ¥ donc
I'ensemble .#’ des idéaux premiers vérifiant cette propriété est de densité de Dirichlet nulle.
En effet,sis> 1,

1 _ ZL<Z’Card{p€§”’plp}\éz_
pes’! N[K/Q)(p)s peSpec(2) ppelr; pfps peS p? pes P

car le nombre de premiers p au-dessus de p est borné par 6 selon la formule }_ dy, = 6. Donc
plp
en divisant par —log(s — 1) de part et d’autre de 'inégalité et en passant a la limite, on ob-

tient que .’ a une densité de Dirichlet nulle. Par définition, le systtme y’ = Gy est donc
globalement nilpotent. O
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Remarques. i) Lassertion minimale pour que la preuve de la proposition 4.4 fonctionne

ii)

est la suivante.

1
Assertion (A) : « Soit .¥ < Spec(Z). Si ), 08P _ o(logn), alors . a une densité de

pesS
psn

1
Dirichlet d < E »

En effet, en reprenant les notations de la preuve, si . vérifie (A), alors .#’ est un en-
semble de premiers de K divisant un ensemble de premiers de Z de densité de Diri-
chlet < 1/2 et selon [21, Remark 6.3, p. 100], on peut appliquer le théoreme de Katz au
systeme y' = Gy, bien qu'il ne soit pas stricto sensu globalement nilpotent, puisque .’
n’'a pas nécessairement dans ce cas une densité de Dirichlet nulle.

On considere les assertions (A’) et (A”) :
Assertion (A) :
I 1
« Soit & < Spec(Z).Si Y. 08P _ o(logn), alors ) — <oo.»
pes P pes p

psn
. : .« logp
Assertion (A”) : « Soit.# < Spec(Z).Si ), ——

pes
psn

= o(logn), alors . a une densité natu-

relle nulle, c’est a dire

Card{pe &, p<x}
Card{p € Spec(Z), p < x} x—+o0

0.»

Puisqu’'un ensemble de premiers de densité naturelle d a également une densité de Di-
richlet, qui est égale a d, un ensemble .# vérifiant I'hypothese de (A’) a également une
densité de Dirichlet nulle. Ce n’est cependant pas une équivalence puisqu'il existe un
ensemble de premiers ayant une densité de Dirichlet (non nulle) mais pas de densité
naturelle (voir [48, p. 126]).

Si (A) est vraie, 'ensemble .# considéré dans la preuve de la proposition 4.4| a une
densité de Dirichlet nulle, c’est-a-dire que

1 Z -5 0
log(s—1) peyp

quand s tend vers 1, s > 1. Il en va de méme si (A”) est vraie.

Néanmoins, les assertions (A’) et (A”) sont fausses en général, comme on le verra dans
la section annexe En particulier, on ne peut pas calquer telle quelle la preuve de
I’équivalent de la proposition donnée par André dans le cas des G-opérateurs au
sens strict [4, p. 77]. En effet, André commence par prouver que '’ensemble de premiers

& considéré vérifie ) — <oopour en déduire que .# aune densité de Dirichlet nulle.
pes P

4.3.3 Théoréme d’André-Bombieri au sens large

Lobjectif de cette section est de démontrer la proposition [4.6] ci-dessous, qui est I'ana-
logue du théoreme d’André-Bombieri |21, pp. 228-234] pour les G-fonctions au sens large.
Ce résultat fait le lien entre les conditions de Galochkin et de Bombieri, présentées respecti-

vement dans les parties et Voir la proposition 4.8/dans la sous-section pour
une version quantitative.

Proposition 4.6

| SoitGe M, (K(2)). La condition de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si
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la condition de Bombieri au sens large p,(G) = o(log n) est vérifiée.

Nous aurons besoin pour la démonstration du lemme suivant. On rappelle que si p €
Spec (Ok), p(p) est défini comme 'unique premier positif de Z engendrant p N Z.

Lemme 4.5
SiGe ., ([K(z)), ona

Y. h(np,G)= Y hnpG+0Q).
peSpec (Ok) pp)sn

Démonstration.  Soit p € Spec (O). On suppose que || Gllp Gauss < 1. A l'aide de la formule
de récurrence G5, = GG+ G’s, comme |- |, est une valeur absolue non archimédienne, on
montre que || Gslly,Gauss < 1 pour tout s € N. Donc

1
- ) log" max
1 heSpec (k) msn

1

s!

-1
< —logmin(l,minls!lp).
n ssn

m!

1 +
=h(n,p,G) < ;log I?sag(

p,Gauss

p

Or si s < n, les diviseurs premiers p de s! vérifient p < n. Par suite, si p(p) > n,ona|s!|, =1 et
donc h(n,p,G) =0.
Si [|Gllp,Gauss > 1, on prend a € K tel que |aly = [ Gllp,Gauss- Ainsi, |G/ ally Gauss < 1. De plus,

si|Gs/@’lly Gauss < 1, alors
Gss1 (G (G (Gs)'1
a1\ )\a) &) @

est une somme de produits de termes dont la norme de Gauss associée a p est inférieure a 1,
s hi s+1 : A N

si bien que ||Gs41/a ||p,Gauss < 1. Ceci montre par récurrence que ||Gs/a*[lp Gauss < 1 pour

tout s € N.

Donc comme ci-dessus, il en découle que si p(p) > n, on alog™ max o =0.0r
ssnjla’s: p,Gauss
+ + Gy +
log™ max — <log” max o +nlog” |aly,
ssnl s p,Gauss ssnjla’s p,Gauss

de sorte que h(n,p, G) <loglaly, car |al, > 1.
Comme on a || Gllp,Gauss > 1 pour un nombre fini de premiers de [, on peut prendre « tel
que |alp = [|Gllp,Gauss pour tout tel premier. On a alors

Y h(np,G= Y hnp,G+ Y  loglal,

peSpec (O) pp)<n I1Gllp,Gauss>1

ce qui est le résultat voulu, c’est-a-dire

Y h(np,G= Y hnpG+0Q).
peSpec (Ok) pp)sn

Démonstration de la proposition Selon la proposition [4.3]et le lemme[4.5} la condi-
tion de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si

Y h(n,p,G) =o(logn), n— +oo.
pp)<n
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e Selon [21} p. 234], on a pour tout n € N* et pour tout p € Spec (O),

1
—| =1 h(n,p,G) < h(n,p,G
) .6 < 6+

10g+( logp(p)  logn
n n

Donc
logn

@< Y hnp.o+C Y 98P ¢

pp)sn pespec I n

p<n

n(n),

ou C; est une constante majorant le nombre d’idéaux premiers p de Ok au-dessus d'un
nombre premier p donné, et  est la fonction de comptage des nombres premiers.
Par le théoreme des nombres premiers, on a donc

PG < Y. h(np,G)+2Ci(1+0(1),
pp)sn

desortequesi ) h(n,p,G)=o(logn), alors p,(G) = o(logn).
pp)sn
e Réciproquement, I'équation (2.6) de [21, p. 229] donne

logn G,
h(n,p,G) <l +(—) Tpyen—— (= 1) —— + -,
(n,p,G) <log Ry (G) + P(p)\n[K:@](ﬂ ) ot

ou d, est un entier tel que pour tout premier p, plzp dy = [K : Q], et Cy est une constante nulle
pour tous les premiers p sauf un nombre fini.

On peut donc trouver une constante C telle que, pour tout #,

5 dy logn+£
n

5 K:Q)

logn C
=pn(G) + (u— I)Tﬂ(n) + P Pn(G)+ (-1 1+ o0(1)),

Y. h(n,p,G)<puG)+ )
pp)sn psn

(-1

n

puisque selon le théoréme des nombres premiers, 7 (n) ~ li Ainsi, si p,(G) = o(logn),
ogn

alors ). h(n,p,G)=o(logn). O
pp)<n

4.3.4 Conclusion de la démonstration du théoréme

Nous pouvons a présent synthétiser les différents résultats des sections précédentes pour
prouver le théoreme(4.1

d
z,—
dz

o0
Soit K un corps de nombres, f(z) = Y. a,z" € K[z] une G-fonction et L € K
n=0
opérateur d’ordre minimal non nul tel que L(f(z)) = 0.
* Selon le théoréeme[4.3| (partie[4.2.1), la matrice compagnon A; de L vérifie la condition de
Galochkin au sens large.
* La proposition[4.6| (partie[4.3.3) implique alors que Ay, vérifie la condition de Bombieri au
sens large (définition4.8).
* Selon la proposition (partie [4.3.2), L est donc un opérateur différentiel globalement
nilpotent. Par le théoréeme de Katz [21, p. 98], on en déduit que L est donc un opérateur
fuchsien a exposants rationnels en tout point de P!(Q). Ceci conclut la preuve du théoréme

4.1

un
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4.4 Existence d'une base de type ACK au voisinage d’un point
singulier

Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz dans le cas des G-fonctions au sens strict est un
résultat plus fort que I'analogue strict du théoreme 4.1

Théoreme 4.4 (André-Chudnovsky-Katz)

Soit f(z) une G-fonction au sens strict et L € @(z) [d/dz] \ {0} un opérateur différentiel tel
que L(f(z)) =0 et d’ordre minimal B

Alors au voisinage de tout a € P! (Q), il existe une base de solutions de Ly(z) = 0 de la
forme

(ilz=a),..., fulz— @) (z— &),

ouCy € ./%”(@) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[ul
sont des G-fonctions au sens strict.

Le but de cette partie est d’'en montrer I'analogue au sens large, qui n’avait pas été men-
tionné par André dans [6].

Théoréeme 4.5

Le théoreme[4.4 reste vrai si 'on remplace partout « strict » par «large ».

Les valeurs propres de la matrice C, sont, modulo Z, les exposants de L en a, le théo-
réeme4.1{implique donc qu’elles sont rationnelles. Il reste donc a prouver que les f; sont des
G-fonctions.

La partie suivante permet de montrer un point essentiel de la preuve du théoreme [4.5
(section[4.4.2), puisqu'il permet de ramener I'étude au voisinage du point 0 dans I'étape 4.

4.4.1 Invariance des G-opérateurs au sens large par changement de va-
riable

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante affirmant que la condition
de Galochkin au sens large est invariante par changement de variable u =z —a si @ € Q ou
u=z"'enlinfini. La proposition est également utilisée dans la preuve de la proposition
(section annexe[6.1).

Proposition 4.7

a) SoitGe M, (K(z)) eta € P'(Q). On définit G, € M, (K(2)) la matrice telle que, pour
tout vecteur colonne y,

¥'(2) = G(2)y(2) © J' (u) = Go (W) (1),

ot y(u) := y(u—a) sia # oo et y(u) = y(u™') si @ = co. Alors la condition de Galo-
chkin au sens large est vérifiée par G, si et seulement si elle est vérifiée par G.

b) Soit L € K(z)[d/dz]. On définit L, € K(u) [d/du] tel que, pour toute fonction f(z),
L(f(2) =0< Lo(f(w), ott f(w) = fu—a) sia #oo et f(u) = f(u™) sia = oo.
Alors L, est un G-opérateur au sens large si et seulement si L est un G-opérateur
au sens large.

Remarque. En reproduisant la méme preuve mutatis mutandis, on prouve I'’énoncé analogue
concernant la condition de Galochkin au sens strict.

Nous aurons besoin pour prouver la proposition [4.7]du lemme [4.6| ci-dessous, da a An-
dré, qui montre que la condition de Galochkin est invariante par équivalence de systémes
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différentiels. Commencons par rappeler cette notion d’équivalence (cf [47, p. 120]) :
Définition 4.9

Soient A, B € ., (@((z))). On dit que les systémes différentiels y' = Ay et y' = By sont

équivalents sur Q(z) s'il existe P € GL,(Q(2)) tel que B = P[A], o1 P[A] = PAP™! + P'P7L.
Ceci est équivalent a dire que y — Py réalise une bijection de I'’ensemble des solutions
de y' = Ay sur I'ensemble des solutions de y' = By.

Lemme 4.6 (André, [4], Lemma 1 p. 71)

Soient A,B € M, (@(z)) définissant deux systémes différentiels équivalents y' = Ay et

y' = By sur Q(z). Alors A satisfait Ia condition de Galochkin au sens strict (resp. large) si
et seulement si B satisfait la condition de Galochkin au sens strict (resp. large).

André a déja prouvé le cas strict et nous donnons ici une preuve différente de celle de [4,
pp. 71-72], afin d’éviter d’utiliser la notion de module différentiel. Notons que le lemme
a déja été prouvé dans le cas strict dans le chapitre[I| (lemme|[1.2).

Démonstration du lemme Soit P € GL, (Q(2)) tel que y — Py induit une bijection de
I’ensemble des solutions de y' = Ay sur I'ensemble des solutions de y’ = By.
Siy'=AyetseN,ona, y¥ = Agy et (Py)® = BsPy. Or,

PSR Apy.

s
- N
pts k)y(k) — E ‘ (k
k=0

S
BPy=PyY=Y |
k=0 k

L'égalité étant valable pour toute solution y de y' = Ay, on en déduit

s
k

S
By=)_

k=0

)P(s_k) APl

Soit T'(z) € @’@[z] tel que T'(z) A(z) € A, (@’@[z]). Sans perte de généralité, on peut suppo-
ser que T(z)P(z) € ./%u(@@[z]) et T(z)P1(2) € %y(@@[z]). On montre par récurrence sur ¢

que
/+1 P([)
VéeN, T 7 € Mu(@@[z]). (4.29)

En effet, c’est clair pour ¢ = 0 et si (4.29) est vraie au rang ¢ — 1 pour un certain ¢ = 1, alors
par la formule de Leibniz,

¢ 0 - o~k k
Té(TP)( : _ Te+1£+izl 70~ (k+1) 0 e PY
7 n e -0 k-

Le membre de gauche est a coefficients dans @@[z] par le cas ¢ = 0 et les termes d’ordre

k < ¢ —1 du membre de droite le sont également par hypotheése de récurrence. On obtient
@)

P
donc T¢*! v €M, (@@[z]), ce qui conclut la récurrence.
o . . . . . T? A,
Ainsi, si g; est le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices T'A, o

A _
TS—f,etT: T3, 0ona
S!

!B,

Vis?l<s, (s

) Tﬂ—k+lp([—k) TkAk
qs

¢
20—
LT (0 -k)! k!

= TP e #,0-[z2]).
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~ . . . =~ B ~
Donc, en notant ¢ le dénominateur des coefficients des coefficients de T'B, T22—'2, e Ts—',
! s!

on obtient que ¢, divise g pour tout entier s.

On en déduit que si A vérifie la condition de Galochkin au sens strict (resp. large), il en
va de méme de B. Par symétrie de la relation d’équivalence des systémes différentiels, on
obtient I'implication réciproque, ce qui achéve la preuve. 0O

La preuve de la proposition a déja été donnée par André [4, p. 83] dans le cas ou
ae @@, nous donnons une preuve compléte par souci d’exhaustivité.

Démonstration de la proposition a) Soita € Q.OnaVseN, Ga,s(u) = Gs(u+ a). De
plus, le polyndme T, (u) := d; Tu+a)e @’@[u], oudyace 6@, vérifie Ty (1) Gy (u) € Q[u].
On voit que pour tout se N* et p < s,

qs

Ta(u)pGa,p(u) _ dpt(qupGp
p! o !

(u+a)e ., (@’@[u])

puisque ¢sT(2)"G,(2)/ p! € M, (@’@[z]) et on montre par récurrence que les coefficients de
TP G sont de degrés au plus pt.

Donc si G satisfait la condition de Galochkin au sens large, G, également. En remarquant
que G = (Gg)_4, on en déduit 'implication réciproque.

Le résultat au point al'infini découle essentiellement du[3.8] Remarquons que si 7(z) G(z) €
My (@’@[z]), alors Too (1) := u'™?T(w ™ H e @’@[u] vérifie Too (1) Goo(u) € M), (@’@(u)), de sorte

que, selon (4.2), T3, Goo s € My (@@[u]) pour tout entier s.
On a montré dans le lemme[3.8|que

S
* _ S Cs!k ]'
VseN®,  Goos(u) = (=1) I;MG;C(;), (4.30)
ol
. s—1}s¢!
VseN*, VI<k<s, co= - EEZ' (4.31)

Ainsi, si se N* et p < s, on a, selon (4.30),

Too ()P Goo p(u) P Cp,e 1)\? 1
) — (_1\P ) —(p+0) 2.t - -
qs p =(-1 gZ:l_P! u (u u T(u)) qng(u)
p _ p-¢ 4
_ ey [P, e -0 (L eo(T°Ge) (1 _
=(-1 g;(p—é uP~"u T ” gsu 7 ” €./%H(@@[U])

de sorte qu’en notant g, s le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

2 s
TOO GOO,Z TOO GOO,S
) ) )

T Goos 2 3

onaVseN", goo,s < gs. Donc si la condition de Galochkin au sens large est vérifiée par G, elle
'est également par Go.. Puisque (G)o = G, on en déduit I'implication réciproque.

b) Soit_L € @(z) [d/dz], on note G = Ay la matrice compagnon de L.
Si a € Q, la matrice G vérifie G, = Ar,, donc selon a), L est un G-opérateur au sens large
si et seulement si L, 'est.
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Sia =o00,selonle lemmeb), le systeme h' = Gy, h est équivalent au systeme h' = A;__h.
La conclusion voulue découle ainsi du lemme[4.6

Supposons que L est un G-opérateur au sens large. Selon a), G, vérifie alors la condition
de Galochkin au sens large. 1l en va donc de méme de A;_ selon le lemme Par consé-
quent, Lo, est un G-opérateur au sens large. O

4.4.2 Démonstration du théoréme 4.5

Le but de cette section est de prouver le théoremel[4.5)en adaptant la démonstration don-
née dans le cas strict par Dwork dans [21, pp. 234-248], et en utilisant également les résultats
de la section[4.4.1]

On considere K un corps de nombres tel que G € .#,(K(z)) et on se donne C € .4, @)

une matrice a valeurs propres rationnelles, et Y(z) = Y Y,,2™ € 4, (K[z]) N GL,(K((2)))
m=0

telle que Y (2)z* est une matrice de solutions du systéme y’ = Gy. Quitte a remplacer K par
une extension de degré supérieur, on peut supposer que C € .4, (K).

Commencons par démontrer que les coefficients de Y vérifient les points a) et b) de la
définition[4.1l
« D’abord, selon [4; Corollary, p. 109], si Y (z) = Y (2)z* avec Y (z) € 4,(Qlz]) et C € 4, (Q)
vérifie Y = GY, G € ./%H(@(z)), alors chaque coefficient de Y (z) est solution d'une équa-
tion différentielle non nulle a coefficients dans Q(z) (qui plus est d’ordre inférieur a u?) .
Autrement dit, les coefficients de Y (z) satisfont le point a) de la définition Ce fait est
indépendant du contexte des G-fonctions (voir [4, Remark 2, p. 53]).

e Soit 7 : K — C un plongement. On note R;(Y) le rayon de convergence de la série Y’ :=
o0

Y 1(Yy)z™. Alors |21, Equation (3.5), p. 242] implique que
m=0
R:(Y) = p:= mi >0,
(Y)=p (%EOKH

ot le minimum porte sur les singularités non apparentes du systeme y’ = Gy. D’oti selon la
formule d’'Hadamard-Cauchy,

limsup | 7(Y;) |17 = ! < 1
m - ~ .
n—-+oo e R (Y) P
Ainsi, pour tout entier m, les maisons des coefficients de Y, sont bornées par k"1, o1 x > 0
est une constante. On rappelle que la maisonde a e Q est[a]= max |o(a)|. Ceci prouve

0€Gal (Q/Q)
que les coefficients de Y (z) vérifient la condition b) de la définition 4.1

Le reste de la démonstration est consacré a la vérification de la condition arithmétique
¢) de la définition}4.1
Etape 1. Pour tout idéal premier p de Gy, on désigne par R, (Y) le rayon de convergence

[e,0]
pourlanorme || - |, dela série Y (z) = ¥ Y;,z". On note alors
m=0

pn(Y):i= ). 1og+(

peSpec (O )
plp)s<n

Rp(Y))’

ol p(p) est'unique premier positif de Z engendrant pn Z.
Le but de cette étape est d’établir un lien entre p ,(Y) et la quantité p, (G) introduite dans
la déﬁnition en suivant la démonstration de [21, Theorem 3.3, p. 238].
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Dwork a obtenu dans [21, Equation (3.4), p. 240], sous les hypotheses sur C et Y ci-dessus,
que pour tout premier p de O,

log* (

)+ W +1 Y log

) <yl log(
(#0,00

1
¢l
ou la derniere somme porte sur toutes les singularités non apparentes { ¢ {0,000} du systeme
¥y =Gy.

Donc en sommant sur tous les premiers p tels que p(p) < n, on obtient

1
Ry (Y) Ry, (G)

1
PN <P @+ W2+ Y. Y logt|:
(76()00 pGSI(Je)c(@K) C

pp)sn

< 2pn(G)+ B,

p

ol f:= (u?+1) ¥ Y log*
{#0,00peSpec (Ok) p
p est finie, car pour tout « € K, |al, = 0 pour tout premier p sauf un nombre fini.

Ainsi, si G vérifie la condition de Bombieri au sens large p,,(G) = o(logn), on a p,(Y) =
o(logn).

est une constante ne dépendant que de G. La constante

Etape 2. On note
1
on(Y):=— ) suplog®|Vplp.

n peSpec (O) M<N
p(p)<n

Le but de cette étape est de lier o ,(Y) et p,(Y).

Soit N € N* un dénominateur commun des valeurs propres de C, qui sont par hypothese
rationnelles. Alors Dwork prouve dans [21, p. 247] qu'on peut trouver des constantes posi-
tives ¢ et hy telles que si p est en dehors d'un ensemble fini de premiers . < Spec (O ), on
a pour tout n € N*,

1 1 €0+h0) ( 1 )
—suplog®|Vul,<—|n+ log*
st lo8 i <, [ 2 o

pol dy
n [K:0]

nN+ho+€o=pp) log(”N + 80 + h())r (432)

ou dy = [Ky : Qp] est le degré de la complétion p-adique de K sur le corps Q, adapté.
Cette inégalité découle essentiellement de I'application du théoréme de Christol-Dwork [21,
Theorem 2.1, p. 159].

On obtient alors en sommant 'inégalité sur tous les premiers p tels que p(p) < n et
pegS

o+ hy u—1 dp 1 +
o (Y)<(1+ ) (Y)+ log(nN+£¢y+ hy) + —suplog” |Yu,lp,
" N )P n 8 ° °u<§<n,§9m:@1 pezynméi & Hmlp
ol u est le maximum de I’ensemble fini .%#. .
Or, selon la formule d’'Hadamard, on a pour tout p, limsup | Yslé’ S= R donc IYmI}J/ m<
p
——+0(1),dousim<n,
Ry (Y)
1|Y|<1(1+(1))<1( )+
o} <smlog|——+o0 < nlo nv,
81 imly = MO8 B (V) S\ R, (1)

ou v > 0 est une constante. Ainsi,

J+v) <tog” (735 +v

1
—suplog* | Yy, smax(o,lo (
plog | Ymlp g Ry(Y)

n m<n

Ry(Y)
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Donc

1

—suplog* |Yi,lp < Card(F£)v+ Y lo +( )::
25 suplog” Yo, Llg ) 7Y
et y est une constante ne dépendant que de Y.

De plus, on a, pour tout nombre premier p, 3 dy, = [K: Q] (cf [21} p. 222]), d’ol, en notant
plp
7 la fonction de comptage des nombres premiers,
-1
n

lo+h
0 NO)Pn(Y)+u

o,(Y) < (1+ log(nN + ¢y + hy) (m(n) —n(u) +y

u—1 n
<(1+o0)pn(Y)+ - log(n)(l+0(1))10gn(1+0(1))+)/

selon le théoréme des nombres premiers. Finalement,
0n(Y)<s(0+oM)pn(Y)+E-DA+0(1)+7y,
de sorte que si p,(Y) = o(logn), alors 0,(Y) = o(logn) également.

Donc selon les étapes 1 et 2 précédentes, si G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, alors 0,(Y) = o(logn). Or, en reprenant la preuve de la proposition on voit que
0,(Y) = o(logn) si et seulement si tous les coefficients de Y vérifient la condition c) de la
déﬁnition Ainsi, les coefficients de la matrice Y sont des G-fonctions au sens large.

Ftape 3. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large d’ordre u. Selon le théoréme
et le théoreme de Frobenius [32, Theorem 3.5.2, p. 349], on peut trouver une base de
solutions de I'’équation L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme

F=(fi(@),.... fu(@) = (fi(@),..., fu(2))2° = F2E,

ou C € ., (K) est a valeurs propres rationnelles.

Donc si G = Ap est la matrice compagnon de L, et U(z) est la matrice wronskienne de
la famille (fi,..., fu), ona U = ! (F,F,...,F#~V) et U est inversible, car F est une base de
solutions de L(y(z)) = 0. De plus, U vérifie U’ = A U. Or, selon la formule de Leibniz, pour
toutsspu-—-1,

N

N
F(k) (ZC)(S—k) — Z v

k=0

S
F9=% (]SC FPC(C-1p)...(C= (s— k= 1)I) 2 0n

k=0

S
= (Z (2)zﬂ‘1‘s+kp(k)(7(c —Ip)..(C—(s—k=1)I) | gC W VIn =; g zC-W=Dn
k=0

donc la matrice U sécrit sous la forme U(z) = H(z)z%, ott C = C — (u— 1)I,, est a valeurs
propres rationnelles et H € .#,(K[z]) est la matrice de s*™ ligne H;_;. Comme U est inver-
sible, H = Uz~ I'est également.

Donc selon la conclusion de I'étape 2, les coefficients de H sont des G-fonctions au sens
large. En effet, la proposition |4.6/nous assure que G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, puisque L est un G-opérateur au sens large.

De plus, la premiere ligne de H est Hy = z*~1F, si bien que les f;(z) sont des G-fonctions
au sens large.

Etape 4 : changement de variable. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large
d’ordre p et a € P}(Q). Selon la proposition b), I'opérateur obtenu par changement de
variable u = z — a (avec la convention que z — a = z~! si @ = co0) est un G-opérateur au sens
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large. Donc selon I'étape 3, il existe une base de solutions de L, (y(u)) = 0 au voisinage de
0 de la forme (fi(w), ..., fu(w)) u®, o1 les f;(u) € K[u] sont des G-fonctions au sens large et
C € 4,,(K) est a valeurs propres rationnelles. Par changement de variable z = u + a, on ob-
tient donc pour base de solutions de L(y(z)) = 0 au voisinage de « la famille

(fiz—@),..., fulz— @) (z- ),

qui est bien de la forme annoncée dans I'énoncé du théoreme4.5

4.5 Taille au sens large d’'un opérateur différentiel

Le but de cette partie est d’adapter les résultats du chapitre (1| aux G-opérateurs au sens
large, ce qui permettra de prouver des propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large
cruciales pour les applications aux E-opérateurs au sens large définis et étudiés dans le cha-

pitre

4.5.1 Taille au sens large d'un module différentiel

Commencons par définir une notion de taille au sens large pour les modules différentiels.
Pour cela, il convient d’étudier le comportement de la suite (05(G))sen par équivalence de
systemes différentiels.

Lemme 4.7

Soit K un corps de nombres, G € M, (K(z)) et P € GL,(K(z)), soit H = P|[G] :_PGP_1 +
P'P~! une matrice définissant un systéme y' = Hy équivalent 4 y' = Gy sur Q(z). Alors
os(H)=05(G)+o0(1)

En particulier, on retrouve le fait, énoncé dans le lemme que H satisfait la condition
de Galochkin au sens large si et seulement si G la satisfait.

Démonstration.

Par I’équation (1.6) dans la preuve du lemme(1.2} on a
H,

m!

max

< C(p) max
0osms<s

osms<s

m!

’
p,Gauss

p,Gauss

ou C(p) = 0 pour tout premier sauf un nombre fini. Donc

os(H) <

» | -

Y logt Cp) +05(G) = 05(G) +o(1).
peSpec (Ok)

Symétriquement, puisque G = P~![H], on a 04(G) < os(H) + o(1). Ceci donne 1'égalité
voulue. 0O

Le lemme [4.7]implique que 'on peut définir sans ambiguité la taille au sens large d'un
module différentiel .4 par la suite o (4) := 0s(A), car tout module différentiel .4 peut
étre associé a une unique classe d’équivalence de systemes différentiels [A]. Précisément,
(05(M)) senr €st une classe d’équivalence dans RV pour la relation d’équivalence

(up) ~ (vp) © uy— vy = o(1).

On note u, < v, s'il existe (¢,) tendant vers 0 quand n tend vers I'infini et tel que u,, <
v, + €,. Cette notation sera utile, car toutes les inégalités énoncées ci-dessous sont vraies a
un terme négligeable en o(1) pres.
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On rappelle qu'un opérateur L est un G-opérateur au sens large si et seulement si
os(L) = o(logs).

Comme, pour tout idéal premier p de K et G € My (K(2)), la quantité R,(G) est inva-
riante par équivalence de systemes différentiels, on peut associer a un module différentiel
A représentant un systeme y’ = Gy une quantité ps(.4) = ps(G) (voir [4, p. 67]). On dit que
(ps(G))sen est le rayon de convergence global au sens large de . .

Le résultat suivant est I’analogue au sens large du théoreme d’André-Bombieri. C’est une
version quantitative de la proposition (4.6

Proposition 4.8
On a, pour G € M, (K(2)),

Ps(G) S05(G) Sps(@)+pu—1. (4.33)

Par conséquent, la condition de Bombieri au sens large ps(G) = o(log s) est vérifiée si
et seulement la condition de Galochkin au sens large est satisfaite par G.

La preuve découle immédiatement de celle de la proposition 4.6

Remarque. Si limsupo(G) < +oo, la matrice G satisfait la condition de Galochkin au sens
§—+00
strict et de maniére équivalente, par le théoreme d’André-Bombieri, la condition de Bom-

bieri au sens strict ps(G) p(G) < +o0. Cette situation a déja été étudiée dans le cha-

§—+00

pitre (1} si bien que 'on peut supposer que G ne satisfait pas la condition de Galochkin au
sens Strict.

Le résultat suivant montre le comportement de la notion de taille au sens large est com-
patible sous les opérations usuelles sur les modules différentiels.

Proposition 4.9
Soient ., M, H5 des modules différentiels sur Q(z). Alors

a) Si. /, est un sous-module différentiel de ¢, alors

0s(M) Sos( M) et oM [ AMo) S os( ).

b) On ao( At x Mr) =max(0s(M1),05(Mo)) S O5(M) + 0 5(Mr).
c) Onaogy (M) Sog( M)+ —1, 0l py = dim@(z) M.
d) Sila suite 0 — 4> — M1 — 3 — 0 est exacte, alors on a

o s(A) S 1+ 0s(AM) + 0 5(AM3) +05(,/%3*). (4.34)

e) Onaos(Sym"./,) < Nog( ).

La preuve est I'adaptation de celle donnée dans le chapitre[I|pour la proposition[1.3
Démonstration de la proposition On rappelle que si A€ M, (@(z)), la suite de ma-
trices (As) sen est définie par Ag = I, et Ay = A;A+ Al pour tout s.

a) est une conséquence directe du lemme[1.3} et b) suit directement de la définition.

Prouvons I'inégalité c) avec I'aide de la proposition (4.8

On a p;(A") = ps(Ah), puisque Ry (A]) = Ry (A1) pour tout idéal premier p d'un corps
de nombres K [4, Proposition 1, p. 67].

Ainsi, 'application de la proposition au module adjoint de .4/ donne

Us(-/%l*) SJ Ps(-/%l*) +ur—1=ps(AH)+p -1 fS os(AM)+ 111,
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ol = dim@( 2 . Ceci démontre c).

On passe a la preuve de d).
Parle lemme on peut trouver des bases adaptées de .#, .4, 45 telles que, dans ces
bases, ./ (resp. M, 43) représente le systéme 0y = Gy (resp. 0y = GP yetdy = G®y), ol

G®» GO
G:( 0 GB))'

Soit K un corps de nombres tel que G € M, (KK (z)). On fixe p € Spec (Ok). On considere #,
une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire une extension
compleéte et algébriquement close de (K(£), - Ip,Gauss)-

On pose

XP(z) =
2(2) ;0 .

(Z— tp)s € GLn(Qp IIZ— tp]])

(resp. Xg’) € GL,(Qplz - £p])) une matrice fondamentale de solutions de 0y = G@y (resp.
0y = G®y) au point générique 1, telle que Xg)(tp) = I, (resp. Xg)(tp) = I,;,). On consideére
ng) € My, m(Qplz - £p]) une solution de

oxy) =GUx +GOX? (4.35)
telle que X;S) (t,) =0.
X(Z) X(O)
Alors X, = g‘ Xﬁg)) est une matrice fondamentale de solutions de 0y = Gy telle que
Ip

X, (tp) = Intm. Ainsi, on a Vs € N, 0°(X¢,)(#p) = Gs(1p). Puisque l'on sait que 6S(Xg‘))(tp) =

GEZ)(tp) (et de méme pour Xf‘)), il suffit d’estimer la norme de Gauss de OS(X,ES))( tpy) pour
obtenir une estimation sur la taille de G.

Par souci de simplicité, on omettra l'indice #, dans ce qui suit.

Selon I'équation dans la preuve de la proposition on a, pour tout £ € N* et
N=/,

¢ (X(O))(tp)
4

+

log < h(N,p,G®) + h(N,p,-'G®) + h(N,p, G?)

p,Gauss

1
0
+ 1og+ ||G( )||p,Gauss + IOgOrBiE)](VW'
<i< p

De plus, quand N — +o0,

' Ge _19° o
2 p,Gauss 2 p,Gauss
( 0% (X ) (1) 0/ (X)(1,) 0/ (X¥)(1,) )
=max| || ————— N | ra— )
¢! p,Gauss a p,Gauss 4 p,Gauss
donc finalement, pour tout s € N*,
. 1
05 M) S1+05(M3) +05( M) +os(ll) +~ Y 10g" GOl Ganes (4.36)
peSpec (Ok)

et le dernier terme de la somme tend vers 0 quand s tend vers I'infini.
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Passons a présent a la preuve de e). On notera a,...ay laclassede a; ® ---® ay € MON
dans le quotient Sym” (/).

Soit une base 2 = (ey,...,e,) de 4 telle que .4, représente le systeme 0y = Gy, G €
M, (IK(2)). Alors on peut trouver une matrice Gsym a coefficients dans K(z) telle que dans la
base Bsym = {e;,...e;\, 1 < i1 <---<iy<n} SymN(J%I) représente le systeme 0y = Gsymy -
Suivant André dans [4, p. 72], introduisons, pour p € Spec (Ok), Xy, une matrice fondamen-
tale de solutions de dy = Gy au voisinage du point générique £, telle que Xy, () = I. Alors
on a que dSym™ (X;,) = GeymSym™ (X,).

On omettra 'indice #, dans ce qui suit. Rappelons que si € = (f,..., f,) est la base ca-
nonique de Q7, X = Mat (1), alors Sym”™ (X) est la matrice représentant I’endomorphisme
Sym™ (u) dans la base Gsym := {fj, ... fix, 1 < j1 <+ < jn < m}, olt

Sym™ (W) (f, --- fin) = u(fjl)...u(fm):(z Xiljlﬁl)...( Y X,-Nij,-N)

i1=1 in=1

= Z Xiljl"'XiNjNﬁl"'ﬁN

1<iy,..., iNsn

= Z Z Xg(il)jl ...Xa‘(iN)jNﬁl le

1<iy<-<iysn oceS({iy,...iN})
Donc les coefficients de Sym” (X) sont les > Xo(inji --- Xa(iy) jy- ON constate en
UEG({il,...iN})

particulier, en regardant les coefficients pour (iy, ..., ix) = (j1, ..., jn), que Sym’Y (X)(#p) estla
matrice identité, de sorte que pour tout s, (0°Sym™ (X)) (£,) = (Geym)s (£p)-

Comme |- [y Gauss €st non archimédienne, il s’agit donc de majorer, a (ji,..., jny) fixé,
|Xi1j1 .. -XiNlep,Gauss pour tout (iy,...,IiN)-

Soit s e N* et m < s. Selon la formule de Leibniz généralisée, on a

1 alei . akNXl. )
— 0" (Xiyjy o Xiy i) = L NIV
! 1 INJN k1+"';CN:m k1! k!
On adonc
1 ak1X. .
log* | = 0" (Xiy . Xin jn) (1) <log" max|——% L (1) ...
m. p,Gauss 1sm 1: p,Gauss
okvx: .
+log" max [—— V(1)
kn<m kN! p,Gauss
(4.37)
ok x G
< Nlog" max | ——(f,)| = Nlog" max —k
k<s k! kss || k! p,Gauss

Ainsi, si ¢ est un coefficient de la matrice Sym™V X, et m<s,ona

m

0"c
log* W(tp) < Nlog* max

n,Gauss k<s

k!

p,Gauss

En prenant le maximum sur tous les coefficients de SymN X et sur tous les m < s, on obtient

donc

0"Sym”" X
m!

Gk
k! p,Gauss,
c’est-a-dire h(s,p,Gsym) < Nh(s,p,G). Donc en sommant sur tous les p € Spec(0k), on a

0 5(Gsym) < Nog(G). D’our finalement

< Nlog" max

log" max
p,Gauss k<s

ms<s

)

os(Sym™ ty) < Nos( ).

Ceci conclut la preuve de la proposition (4.9 0O
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Remarque. Dans le cas strict, on obtient une inégalité o (Sym™ .#1) < (1+log(N))o (1), énon-
cée dans [4, Lemma 2 c), p. 72].
En effet, dans I'équation (4.37), on peut supposer quitte a réordonner les termes du pro-

. m
duit que k; = k, = --- = ky, de sorte que, pour tout ¢, m = ky +---+ ky = ¢ ky et donc ky < 7
On obtient ainsi

1 Gk
10g+ %am(Xiljl.”XiNjN)(tp) p,G::luSSSlog+ I}CIgHF(tp) +10g <Ls/N “ (tp)
de sorte que
1 (Gsym) 1 G
—log" max o < ~log" max —log ”—k(tp)H.
S mss m! p,Gauss S k<s k<Ls/NJ k!
En d’autres termes,
sl S s s
h(s,p, Geym) < h(s,p, G) + [EJ ;h(bJ .G+t {NJ Eh([ﬁj ,G).
En sommant sur tous les p € Spec (O ), on obtient
0(Goym) <05(G) + |5 | L sy (G) e+ <] L (G (4.38)
s\Usym/) = 0Ug 215 Ls/2] NS Ls/N] ’ .

ce qui est une inégalité alternative au point e) de la proposition[4.9} mais est peu exploitable.
En revanche, en passant a la limite supérieure s — +oo dans (4.38), on obtient

0 (Geym) <0(G) + %O'(G) +---+ %U(G) < (1+log(\N)o (G), (4.39)

ce qui est le résultat annoncé pour la taille au sens strict.

4.5.2 Propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large

Dans ce qui suit, on note d la dérivation standard d/dz sur Q(z).

Nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour en déduire des propriétés
de stabilité algébriques sur '’ensemble des G-opérateurs au sens large qui ont été énoncées
dans la partie Toutes les propriétés listées ci-dessous sont également vraies pour les
G-opérateurs au sens strict.

Proposition 4.10

Soit L un G-opérateur au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans Q(z)[0] est un G-opérateur au sens large.
b) L'opérateur adjoint L* de L est un G-opérateur au sens large.

¢) L'ensemble des G-opérateurs au sens large satisfait la propriété de Ore a gauche : si
L et M sont des G-opérateurs au sens large, il existe un multiple commun a gauche
de L et M qui est un G-opérateur au sens large.

Démonstration. Les assertions a) et b) découlent directement des points a) et ¢) de la
proposition[4.9} puisque, d'une part, si N est un diviseur a droite de L, le module différentiel
My est un sous-module différentiel de .4 et d’autre part, 4+ = (M1)".

Il reste a prouver c). Soit N = LCLM(L, M) le générateur de I'idéal a gauche @(z) [0]L N
@(z) [0]N. Alors N est un multiple commun a gauche de L et M etil y a un morphisme injectif
de modules différentiels

¢: Q01/Q2)OIN — Q(2)[01/Q(2)[01L x Q(2)[8]/Q(2)[0]1M ,
P modN — (P modL,P modM)
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qui faitde Q(2)[0]/Q(2)[0] N un sous-module différentiel du module produit Q(2)[0]/Q(z)[0] L x
Q(2)[0]/Q(2)[6]1M. De plus, Q(2)[0]/Q(2)[0] N = 4+ et de méme pour L et M.

D’ou, par la propositiona) etb), onaos(N*) Smax(os(L*),05(M")).

Le point b) nous assure alors, puisque L et M sont des G-opérateurs au sens large que N
est un G-opérateur au sens large. 0O

Corollaire 4.1
Siyy (resp. y») est une solution d’'un G-opérateur au sens large L, (resp. L,), alors y; + y»
est solution d’un G-opérateur au sens large Ls.

Démonstration. En utilisant la proposition ¢), on considere M = M L, = ML, un

multiple commun a gauche de L; et L, dans @(z) [0] qui est un G-opérateur au sens large.
Alors on a M(y1) = M(y2) =0, de sorte que M(y; + y») =0. O

La proposition implique aussi le résultat suivant. On rappelle que u, < v, si u, =
v, +o(l).
Proposition 4.11

Pour tout Ly, L, € @(z) [0], on a les inégalités suivantes :

max (0s(L1),0(L)) S 0s(L1L2) S 05(L1) +205(Ly) + ord (L) - 1.

Ainsi, un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition4.11 La proposition [I.8|dans la partie[1.4| nous assure
que la suite
0_’-/%L2 _’-/%Lng —>./%Ll -0

est exacte. Par conséquent, .4, est un sous-module différentiel de .#1,1, et on a .41, =
M1,/ M1, . 11 découle alors de la propositiona) que

max(os(Ly),05(L)) = max (os(ML,),05(M1,)) S0 s( My, 1,) =0s(L1Ly),

ce qui est la premiere inégalité que 1'on voulait prouver.
D’autre part, la propositiond) donne o4(L1Ly) S 05(L1)+0(Ly) +0(Ly). En utilisant
finalement la proposition[4.9b), on obtient

0s(L1Lp) 5 os(L1)+20s(Ly) +ord (L) -1,

ce qui est le résultat voulu. 0O

4.5.3 Produit de solutions d'un G-opérateur au sens large

Le résultat suivant est une conséquence des points a) et ) du théoréme La preuve
est, mutatis mutandis, la méme que celle de la proposition|1.4

Proposition 4.12

Soit (;)1<;<n une famille de modules différentiels sur Q(z). Alors

os( M ® M) S Nmax (o5( ), ..., 0(MHY)).

(ORI
En particulier, ona o5 (MFN) S Nos( ).
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Remarque. Dans le cas strict, on a (voir la remarque finale de la sous-section(4.5.1) :

oM ® M) < (1 +1log(N) max (o5(A), ..., 0 (MN)).

2 " ®ow

Proposition 4.13

Soient y; et y» des solutions respectives de G-opérateurs au sens large L, et L,. On sup-
pose que chaque L; est d’ordre minimal pour y;. Alors y, y» est solution d’'un G-opérateur
au sens large L3 et on peut trouver un tel L vérifiant

05(L3) S 2max(os(L1),0(L2)).

Remarque. En utilisant la proposition[4.12} on peut généraliser la proposition[4.13]a un pro-
duit quelconque y;...yn de solutions de G-opérateurs : si Ly est I'opérateur minimal de
¥1... YN sur Q(z) et L; est'opérateur minimal de y;, on obtient

05(Lo) S Nmax(os(Ly),...,05(Ly)).

Démonstration de la proposition On reprend les notations de la preuve de la pro-
position[L.5] On définit le morphisme

v: Q@01 eQ@)01) — Q@011 y2)
K(y)®L(y:) — K{)L(yp).

De plus, I'ensemble .4 = @(z) [0]1(y1)2) est un sous-module différentiel de @(z) [01(y1, ¥2),
comme on I'a vu dans la preuve de la proposition[1.5b).

Par définition, la restriction de y a w1 (%) est une surjection v : = (4) — M.

La factorisation de i par son noyau fournit un isomorphisme entre .4 et A/ ker(y), ol
N =y () est un sous-module différentiel de Q(z)[0](y1) ® Q(2)[0](y2).

En passant aux modules duaux, on obtient .#* =~ A*/Im (¥*) donc par la proposition
a), si L3 est'opérateur minimal non nul de y; y» sur @(z),

o5(L3) =05(M") Sog(NT). (4.40)
Par ailleurs, le morphisme dual de A — @(z) [01(y1) ® @(z) [0](y2) est une surjection

@I eRE@0IG) -4

etona

(@101 8T@B1(1)) = ([@@EIGN) & (B@010)
de sorte que, par les propositions[4.9)a) et[4.12}

oA So(([@@B1)) 8 (@@I0102) ) S 2max(ogl),oul).  @4D

Ainsi, la combinaison de (4.40) et (4.41) montre que 0s(L3) < 2max [as(Ll),as(Lz)), si
bien que L, est un G-opérateur au sens large. O

Une autre application est que 'opérateur minimal d’une série Nilsson-Gevrey au sens
large de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 est un G-opérateur au sens large.
On définit la notion de série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’apres An-
dré, qui a étudié les propriétés de leurs analogues au sens strict dans [5].
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Définition 4.10

e Soit s € Q. Les séries Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’ordre s
sont les .
Y@= Y cakez”(1082)" Yake(2), (4.42)
(a,k,0)eS

ot S Q xN? est fini, cg 1.0 € C et
w —
Vako(@) =) nagrnz" €Qlzl
n=0

est tel que (A k¢,n)nen Vérifie les conditions b) et c) de la définition[4.1, On note
NGAY{z} s I’ensemble de ces séries.

* On dit de plus que y(z) est de type holonome si les y, i, ¢(2) satisfont la condition
a) de la déﬁnition On note NGA‘fl{z} s 'ensemble des séries Nilsson-Gevrey au
sens large de type arithmétique et de type holonome d’ordre s.

Une conséquence immédiate de la proposition et du corollairel4.1|est la proposition
suivante :
Proposition 4.14

Soit S € QxNxN un ensemble fini, (cq, k,¢) (a,k,0)cs € (€*)’ et une famille (fa.k,0(2)(a,k0)es
de G-fonctions au sens large non nulles. On considére

fa= ) Ca 021082 X fur0(2),
(a,k,0)eS

qui est une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Alors f(z) est solution d’'une équation différentielle linéaire non nulle a coef-
ficients dans Q(z) et 'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur au sens
large.

Démonstration. La fonction f(z) s’écrit comme une somme de produits de solutions de
G-opérateurs puisque toute G-fonction au sens large est solution d'un G-opérateur au sens
large. Donc selon la proposition [4.13]et le corollaire 4.1} f(2) est solution d'un G-opérateur
au sens large L. Le point a) de la proposition[4.10|nous assure alors que I'opérateur minimal
de f(2) sur Q(z) est un G-opérateur au sens large. O
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Chapitre 5

Structure des E-opérateurs au sens large

Ce chapitre correspond a la prépublication [35, §6 et 7].

Létude, menée dans le chapitre[4]de la structure des G-opérateurs au sens large, permet
d’obtenir des informations sur les équations différentielles satisfaites par les E-fonctions au
sens large. En effet, via la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels, André
(cf [56]) en a déduit que toute E-fonction au sens strict était annulée par un E-opérateur au
sens strict dont les seules singularités sont 0 et oo, la premiere étant réguliere. André a déduit
du théoreme d’André-Chudnovsky-Katz un théoreme de structure sur les E-opérateurs. Ce
chapitre est consacrée a la définition et a I'étude des E-opérateurs au sens large, a 'aide du
théoreme 4.5} et a ses conséquences diophantiennes sur les valeurs des E-fonctions au sens
large.

5.1 E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de définir la notion d’E-opérateur au sens large et de donner
quelques propriétés de ces opérateurs. Nous suivons la définition des E-opérateurs au sens
strict d’André.

Si f(z) est une fonction suffisamment réguliere, sa transformée de Laplace est 1a fonction

F(f):x— f e f(z)dz. (5.1)
0

N X ap . . .
Dans le cas ou f(z) = ) —'z” est une E-fonction au sens large, & (f) est bien définie,
n=0 Nn.
car, comme mentionné dansla section la suite (Ja,l|), est en réalité majorée par une suite

géométrique (C"*1), a partir d’'un certain rang, ce qui assure la convergence de l'intégrale
1
de (5.1) pour Re(x) > rok

Considérons d d
F*: Qlz,—| — Qlz,—
Q= dz] Q= dz

. d

d
d z
_ —_ —Z
dz

la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels. Il s’agit d'un automorphisme
d’anneaux non commutatifs de @[z, d/dz] d’ordre 4 et d’'inverse F* = so F*os, ol s est la
symétrie définie par (s(z), s(d/dz)) = (d/dz, z).

Les propriétés essentielles des transformées de Laplace et Fourier-Laplace sont rappelées
dans [5, p. 716]. Signalons que ce qu’'André entend par transformée de Fourier-Laplace est,

131



avec nos notations, % *, ce qui n'influe pas sur la définition de la notion d’E-opérateur (voir
15, §4.1, p. 720]). De plus, 'argument de [5, §4.1, p. 720] prouve mutatis mutandis que L est
un E-opérateur au sens large si et seulement si & * (L) est un G-opérateur au sens large.

Les faits suivants découlent des calculs de [13, p. 25] :

i) Si f est une E-fonction au sens large, alors sa transformée de Laplace g(x) = & (f)(x)
est une G-fonction au sens large en 1/x. La transformée de Laplace établit ainsi une
correspondance entre E- et G-fonctions au sens large. Ceci est également vrai au sens
strict.

ii) Si L est un opérateur différentiel tel que L(Z(f)) =0, alors on a F*(L)(f) = 0, ce qui
explique le nom donné a & *.

André a défini un E-opérateur au sens strict comme la transformée de Fourier-Laplace
d'un G-opérateur au sens strict. Par analogie, on définit une notion d’E-opérateur au sens
large.

Définition 5.1

On désigne par E-opérateur au sens large la transformée de Fourier-Laplace d’'un G-
opérateur au sens large.

Les propriétés de morphisme d’anneaux de la transformée de Fourier-Laplace permettent
de déduire que 'ensemble des E-opérateurs au sens large a les propriétés algébriques de
'ensemble des G-opérateurs au sens large (proposition[4.10). C’est ce qu’affirme la proposi-
tion suivante.

Proposition 5.1

Soient L et M des E-opérateurs au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans Q(z)[0] est un E-opérateur au sens large.
b) L'opérateur adjoint L* de L est un E-opérateur au sens large.

¢) Il existe un multiple commun a gauche de L et M qui est un E-opérateur au sens
large (propriété de Ore a gauche).
d) Le produit LM est un E-opérateur au sens large.

Ceci découle des propositions[4.10et[4.11]et du fait que & * est un morphisme d’anneaux
de’ensemble des G-opérateurs au sens large vers 'ensemble des E-opérateurs au sens large.

De plus, pour le point b), on rappelle que I'opérateur adjoint (& * (L))" est la transformée
de Fourier-Laplace & *(L*) de L* (cf [39, §V.3.6]).

Un résultat similaire vaut pour les E-opérateurs au sens strict, comme cela avait été re-
marqué par André [5, p. 720].

L'appellation d’'« E-opérateur » au sens large est justifiée par la proposition suivante, adap-
tation du résultat déja connu dans le cas strict [5, Théoréme 4.2, p. 720]. C’est une consé-
quence du théoréme[4.1|de la partie[d.1

Proposition 5.2

Toute E-fonction au sens large est solution d’une équation différentielle L(y(z)) =0, ou
L est un E-opérateur au sens large.

De maniére générale, soit une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmé-
tique et de type holonome d’ordre -1, c’est-a-dire une fonction

f@= Y courez®10g(@)" fore(2), (5.2)
(a,k,0)€S

oi1 S ¢ Q x N? est un ensemble fini, Ca,k,¢ €C, etles fq r.¢(2) sont des E-fonctions au sens
large. Alors f est solution d’'un E-opérateur au sens large.
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Pour la démonstration, nous aurons besoin de la proposition ci-dessus, qui affirme
que toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 au sens
large est solution d'un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition Soit f(z) une E-fonction au sens large. Alors il
existe une G-fonction g telle que & (f)(x) = g(1/x).

Selon le théoréme l'opérateur minimal M, de g(u) sur Q(u) est un G-opérateur au
sens large. Donc comme la notion de G-opérateur au sens large est invariante par change-
ment de variable u=1/x (Propositionb) ci-dessus), 'opérateur minimal M de & (f) sur
Q(x) estun G-opérateur au sens large.

Or, I'assertion #i) précédant la définition[5.1]implique que M(Z (f)) = 0= F*(M)(f) =0,
de sorte que & * (M) est un E-opérateur au sens large annulant f(z).

—[ d
Traitons le cas plus général ot f(z) estdelaforme (5.2). Soit L € Q [z, d_] telque L(f(2)) =
z
0. Alors, en notant g(z) = % (f)(z), selon les formules (5.3.7) et (5.3.8) de [5, pp. 729-730], on
o

dP —

peut trouver p € N tel que ﬁg *(L)(g(2z)) = 0. Donc g(z) est holonome. De plus, selon le
z

lemme5.2|ci-dessous, on peut écrire

g = Y Aairzlog(2)*ga ks (1),
(a,k,0)€T z
ot T c Q@ x N? est un ensemble fini, Aak,e € C, etles g4 k¢(2) sont des G-fonctions au sens
large.

Ainsi, selon la proposition[4.14} g(1/z) est annulée par un G-opérateur au sens large. En
effectuant le changement de variable u = 1/z, on obtient en conséquence de la proposition
[4.7b) que g(z) est annulée par un G-opérateur au sens large M. On a alors, selon [5} (5.3.7)
et (5.3.8), p. 729], F* (M) (f (z)) = 0 et F* (M) est un E-opérateur au sens large par définition.
Ceci est le résultat voulu. O

On peut traiter de maniere plus directe le cas ou f(z) = z*F(z), ou F est une E-fonction
au sens large. On utilise pour cela la méme formule que celle donnée dans [5, p. 721], c’est-
a-dire u

* xF (F)(x)

)

F(f)x)=T(a+1)x"*! [(1 —%

1 -
ol x désigne le produit de Hadamard. On voit que (1 - —) * xZ (F)(x) est une G-fonction
X

au sens largeen 1/ x, car @ € Q et F est une E-fonction au sens large.
On se sert alors du lemme suivant :
Lemme 5.1

Soit L un G-opérateur au sens large (resp. au sensstrict), a€ Q et L, = z%Lz"% € Q(z)[d/dz].

Alors L, est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict).

Selon ce lemme, & (f)(x) est donc solution d'un G-opérateur au sens large. Le raisonne-
ment ci-dessus s’applique donc encore a % (f)(x).
La preuve du lemme5.1|ci-dessous est plus directe que celle de la proposition[4.14

Démonstration du lemme On fait la démonstration dans le cas large. Les solutions
del'équation L,(w(z)) =0 sont les z?y(z) quand L(y(z)) = 0. On note G (resp. G,) la matrice
compagnon de L (resp. L,). Soit

fi fu
Y(2) = :

(u—-1) (u-1)
A e [

133



une matrice fondamentale de solutions du systeme y’ = Gy. En notant g;(z) = z%f;(z), on
voit donc que

gl cee gll

Z(z) = :
-1 -1
giu ) g/(i“ )

est une matrice fondamentale de solutions du systéme y' = G,y. De plus,ona Gg= Y® y~!
et (Go)s = Z¥9ZED pour tout s.

Calculons la matrice Z en fonction de Y. Selon la formule de Leibniz pour tout ¢ €
{0)"-)#_ 1})

¢
RCED) (k
k=0

4
PP = Y (a- -k + Dz P P @),
k=0

— 4
Ainsi, Z=UY, ot U := (ug i), , € 2°Mn(Q(2), Uy i := (

k)(a — (0 k) +1)p 2% 0 est

l
une matrice triangulaire inférieure inversible. En notant vy j = (k) (a—(€—-k)+1)yp_,ona,

pour tout k </,

(s)
Uy (g0 =R) (@—(0—k)— s+ 1) (24RO
| =V | =UVyk | ) .
s! s! s! s!
Or, pour tout y € Q, le dénominateur commun de (y)o/0!,...,(y)s/s! divise den(y)zs (voir
S

U
lemme|3.11). Donc on peut trouver une constante ¢ € N* tel que den(a)zsc—' € z% My (@’@[z, 1/z]).
s!

Donc par la formule de Leibniz, on a pour se N,

z8z1
s!

(s—k)
— (UY)(S) — Zs: l(S)U(S—k)Y(k)Y—lU—l — i u® Gk U_l-

& stk = (s—k)! k!

Considérons T € Q|z] tel que TG € ./, (Q[z]) et g € N tel que z9U € z%.4,,(Q[z]). Comme

G vérifie la condition de Galochkin au sens large, on peut trouver pour tout s un entier ¢;
k

TG
non nul tel que quk € My (@’@[z]) et vérifiant, pour tout € > 0, g, < s!° pour tout s suffi-

samment grand relativement a . Prenons un polynéme D tel que DU ! € z%.4,, (@’@[z]).
Ainsi, on obtient finalement
() -1

z1DT*gyden(a)* ¢ € My (Oglz2)

s!

et gs := zququSden(a)zs satisfait, pour tout € > 0, la condition g < s!* pour tout s suffi-
samment grand relativement a €.
Le cas strict se traite mutatis mutandis. Ceci achéve la preuve du lemme|5.1 O

5.2 Structure des E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théoreme de structure des G-opérateurs au sens
large (théoreme le théoreme [5.1] sur les équations différentielles satisfaites par les E-
fonctions au sens large, en adaptant la théorie d’André des E-opérateurs au sens strict déve-
loppée dans [5} pp. 715-724].

Par analogie avec les 3-fonctions introduites dans [5} p. 713], on définit la famille de fonc-
tions suivante, qui apparait dans le théoreme de structure des E-opérateurs au sens large
(théoréme|5.1|ci-dessous) :

134



Définition 5.2

o0 —

Une 3-fonction au sens large est une série f(z) = Y. a,n!z" € Q[z] vérifiant la condition
n=0

a) de la définition (4.1| et telle que les a, vérifient les conditions b) et ¢) de la définition

Dans [5, Théoréme 4.3, p. 721], André a précisé la structure des E-opérateurs au sens
strict. Le théoréme suivant est ’analogue de son résultat au sens large. La démonstration,
adaptée de celle donnée par André dans le cas strict, fera I’objet de la partie|5.3

Théoreme 5.1
Soit L € Q(z)[d/dz] un E-opérateur au sens large d’ordre v. Alors

a) Les seules singularités de L sont 0 et I'infini, qui est en général un point irrégulier;

b) Lopérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les ex-
posants en oo de & *(L).

¢) Les pentes du polygone de Newton de L en I'infini sont dans {0, 1}.
d) Il existe une base de solutions en 0 de I’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(F1(2),...,Fy(2)-2"°,

ot les F; sont des E-fonctions au sens large et I'g € ./, (Q) est triangulaire supé-
rieure.

e) Il existe une base de solutions en oo de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme

(2 (e

ot les f; sont des 3-fonctions au sens large, A est la matrice diagonale dont les
coefficients sont les singularités a distance finie de & * (L) (comptées avec multi-
plicité), et I', désigne une matrice triangulaire supérieure a coefficients dans Q
qui commute avec A.

En conséquence de la proposition 5.2 et du théoreme si f(z) est une E-fonction au
sens large, toutes les singularités différentes de 0 et co de son opérateur minimal non nul
L sur Q(z) sont apparentes. En effet, I'opérateur minimal de f(z) est facteur a droite d'un
opérateur n’ayant que 0 et co pour singularités. Ce fait a été énoncé par André dans [6, p.
747]. De plus, la singularité 0 vérifie les propriétés b) et d) du théoréme (cf [, Corollaire
4.4,p. 724)).

Remarques. i) Lelemme 4, p. 518, de [28] affirme que tout point ¢ € @* est un point régu-
lier ou une singularité réguliere de I'équation différentielle minimale d'une E-fonction,
ce qui est une conséquence du théoreme En effet, si L € Q(z)[d/dz] est un opéra-
teur singulier régulier en a € @ et M divise L dans @(z) [d/dz], alors M est singulier ré-
gulier en a. Ceci est un résultat connu qui découle de la définition de la régularité des
singularités. La preuve de Gorelov exploite directement les propriétés des E-fonctions
au sens large sans passer par la transformée de Fourier-Laplace.

ii) Gorelov [28, Theorem 1, p. 514] a obtenu le résultat suivant sur les E-fonctions d’ordre
2 :si f(z) une E-fonction au sens large dont I'opérateur minimal L sur (z) est d’ordre
2, on peut écrire

f(2) = a(z)e!*1 Fi(a; B; Az) + b(=)e!* 1 F) (a; B; 12), (5.3)
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olt a(2),b(2) €Qlz], L eQ, ueQ,etacQ,feQ\Zy.

Dans [46], Rivoal et Roques ont démontré, en s’appuyant sur la théorie d’André des E-
opérateurs, un énoncé analogue a dans le cas ou f(z) est une E-fonction au sens
strict, en ajoutant que a — f ¢ Z mais avec I'affirmation plus faible que a(z), b(z) € @(z).

Le théoreme/5.1|ci-dessus permet d’obtenir '’analogue du résultat de Rivoal et Roques
pour les E-fonctions au sens large en adaptant la démarche de [46]. En effet, selon
le théoreme I'opérateur minimal de f(z) sur @(z) vérifie les hypotheses de [46,
Theorem 5, p. 8], ainsi que les conditions (1), (2) et (3) de [46} §5.2, p. 12-13].

Le théoréme de Gorelov constitue une réponse positive au probléme de Siegel pour les
E-fonctions d’ordre 2. Le probleme de Siegel consiste en la question suivante : toute
E-fonction est-elle dans la Q[z]-algebre engendrée par les fonctions hypergéométriques
de la forme

i (a1)n...(ap)n /lnzn(q_p),
=0 (bl)n cee (bq)n

quand0<p<gq,ay,...,ap€Q, by,..., b€ Q\ Z< ez%e@?
Dans le cas général, on sait que la réponse a cette question est négative. En effet, dans
[26], Fresan et Jossen ont exhibé un exemple de E-fonction non hypergéométrique.

5.3 Démonstration du théoréeme/5.1]

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme [5.1, en suivant et adaptant la dé-
monstration du Théoréeme 3.4.1 de [5] détaillée dans [5} §5, pp. 725-735].

Puisqu'un G-opérateur au sens large est fuchsien selon le théoreme[4.1} le point a), ainsi
que la régularité de L en 0, découlent des calculs menés dans [13, p. 25]. En réalité, pour
avoir la régularité de L en 0, il suffit d’'invoquer le fait que co est une singularité réguliere du
G-opérateur au sens large F* (L).

Passons au point b). Pour M € @(z) [d/dz], on note NR(M) le polygone de Newton-Ramis
de M, tel que défini dans [44, pp. 7-8]. On sait que M est un opérateur singulier régulier en
0 et oo si et seulement si NR(M) admet pour seule pente 0, c’est-a-dire si on peut trouver
a,b, ceRtels que

NR(M) = {(u,v) eR*,a<us<b et v<c}.

Or, selon 5, p. 726], NR(%(M)) =7(NR(M)),out:(u,v)— (u+v,—v). Comme 7 est in-
volutive, on en déduit que NR(Z * (M)) = Tt(NR(M)). De plus, si (u,v) € R et 7(u,v) = (u,v),
ona

vV<e-u,

as<vs<b -b<sv' <-a
<>

usc

de sorte que M est singulier régulier en 0 et co si et seulement si les seules pentes du polygone
de Newton NR(Z * (M)) sont 0 et —1. Puisque les pentes négatives correspondent aux pentes
du polygone de Newton classique de & * (M) en oo, il en découle que M est singulier régulier
en 0 et oo si et seulement si & * (M) est singulier régulier en 0 et irrégulier de pentes dans
{0,1} en oco.

En appliquant cette assertion au G-opérateur M tel que L = & * (M), qui est un opérateur
fuchsien selon le théoréme on obtient le point c).

On peut répéter le méme raisonnement au voisinage de tout point a de Q. Il découle
du caractere fuchsien de M que les pentes de & *(M,), ou M, est I'opérateur obtenu par
changement de variable u = z — a, sont dans {0, 1}.

On obtient ainsi en reproduisant mutatis mutandis I'argument de [5, p. 720], qui utilise
le théoréeme de Turritin-Levelt, une base de solutions en co de I'équation L(y(z)) = 0 de la
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forme . X \Ae

ou les f; sont des séries de Laurent a coefficients dans @, A est une matrice diagonale, et I',
désigne une matrice triangulaire supérieure sous forme de Jordan qui commute avec A.

Par construction (voir [5, p. 725]), si M € @(z) [d/dz] est fuchsien, alors & * (M) est de type
exponentiel selon la terminologie de [39, p. 195] (ou exponentiel élémentaire avec les mots
d’André). On peut donc utiliser le raisonnement de [5, §5.2, pp. 726-728], fondé sur des ar-
guments généraux sur les microsolutions des opérateurs de type exponentiel. Il nous assure
alors que, puisque & * (L) est fuchsien a exposants rationnels, les exposants non entiers de L
sont (modulo Z et comptés sans multiplicité) les exposants en co de & *(L). Ceci prouve le
point b) du théoreme|5.1

La partie 5.3 pp. 728-730 de [5] a permis de construire a partir de la transformée de La-
place deux applications injectives C-linéaires

1

Clz][logz] S [’ ﬂ , (5.4)
1/ Z

1
log =
ng

Clu] désignant 'anneau des séries de Puiseux en .

Un ingrédient essentiel de la preuve des points d) et e) du théoreme |5.1| est le lemme
suivant, analogue de [5, Proposition 5.4.1]. Il est également utilisé dans la preuve de la pro-
position dessus. On rappelle que les ensembles NGAfZ{z} s ont été introduits dans la
définition|4.10]

Lemme 5.2
Les applications définies en induisent des applications C-linéaires injectives

1 1
NGA!{z}_1 2= NGAL 1=t ,  NGA’{z}g =2 NGA, =t .
Z)o <)

De plus, on a
-1 01

1
et de méme pour NGAfl{z}o et NGAfl { - } .
<)

1
) =NGA%{z}., vt (NGAfl{z}_l) = NGA?, { 2}

0 0

Démonstration. Ils’agit de montrer’analogue au sens large des assertions (5.4.2) et (5.4.3)
de la démonstration d’André dans le cas strict [5, pp. 731-732]. Dans ce qui suit, on appelle

o0
« suite holonome » toute suite (ay,), telle que Y. a,z" est solution d'une équation différen-
n=0

tielle non nulle a coefficients dans Q(z).

Le seul point de I'argumentation d’André qui nécessite une adaptation au sens large
consiste a prouver que les formules (5.4.4) et (5.4.7) de [5], issues de calculs génériques sur
la transformée de Laplace, définissent des suites holonomes vérifiant les conditions b) et c)
de la définition

Soient donc a = (a;,) nen une suite holonome de nombres algébriques vérifiant les condi-
tions b) et c) de la définition[4.1} a € Q et k € N. On définit respectivement la E-fonction au
sens large et la 3-fonction au sens large en la variable 1/z

(o] an [e.°] _
B n=0 1 T n=0
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Alors André a prouvé que

Jo oo .
F (z“ logk(z)Fu(z)) = Z Z bn,jz_“_l_”log] z (5.5)
B j=0n=0
J1 oo )
et & (z“ logk(z)fg(z)) = Z Z cnyjz'“'l'"log] z, (5.6)
j=0n=0

ou,sia g Z_ (resp. a ¢N) la suite (by, ), (resp. (cy,j,)n) correspondant a la plus haute puis-
sance du logarithme apparaissant dans (resp. (5.6)) est définie par I'équation (5.4.4) de
(50 :

jo=k et by j,=(-DPT(a+1) "

an

|

: n
h=ketc,;,=D""T(a+1)———a siagZ
1Al n,j1 ( ) ( )(—Gf—l)n n ¢

1
n
—a—1

Ji=k+1letc,;=-D*" a, siaeZ a<0

J

et dans le cas contraire, comme I’a remarqué André, on se rameéne au cas précédent en re-
tranchant de F,(z) (resp. f4(2)) un élément de @[1/ z] (resp. @[z]).

Il s’agit donc de démontrer que les suites (by, j,)» €t (¢, j;), Vérifient les points b) et ¢) de
la définition[4.1] Comme le maximum des dénominateurs (resp. des tailles) d’'un quotient de
symboles de Pochhammer (u)o/(v)y, ..., (1) ,/(v), a une croissance au plus géométrique en
n (cf |50, §9, pp. 54-58]), (5.4.4) de [5] fournit bien des suites dont le dénominateur et la taille

croissent au plus en n!¢, pour tout € > 0 fixé.

- , L. x© (al)n---(ap)n n ,
De plus, comme toute série hypergéométrique ). —— 2" estholonome et qu'un

n=0 (,Bl)n (ﬁq)n

produit ou une somme de suites holonomes est holonome, I'équation (5.4.4) de [5] définit
bien des multiples dans C de suites holonomes.

Soit maintenant j € {0,..., k — 1}. De la méme maniere, les suites apparaissant dans la
formule (5.4.7) de [5] :

n!
byj=——
P a1,
Cn,j = -1n"

1 . *
Cnj=7—P-njan siae”Z”
n

Pn,jan (agZ”)
n!

—p0_,ia siag”Z
(_a_l)np n,jan 4

sont combinaisons linéaires a coefficients dans C de suites satisfaisant les conditions b) et c)
de la déﬁnition En effet, la formule (5.4.6) implique I'existence de suites (7,,;) mez pour
0<i< k+1etdenombres complexes py,..., pk+1 tels que

k+1
YMEZ, rmj=) I'miPi
i=0
ol pour tout i, (7y,,;) men €t (T i) men satisfont les conditions b) et ¢) de la déﬁnition De
plus, 'holonomie des suites (7,,,;) m €t (r—,,;) m est assurée par la formule (5.4.6) de [5] :

Jj+1
pm,j = pm—l,j - o+ mpm—l,j+1-
Ainsi, la formule (5.4.7) de [5] fournit bien des suites (by, ;) et (cy,j) qui sont combinaisons
linéaires a coefficients dans C de suites holonomes. O
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On démontre le point d) en remplacant « E-opérateur » par « E-opérateur au sens large»,
et de méme pour les G-opérateurs, dans [5, p. 734]. En effet, la preuve d’André utilise les ré-
sultats de [5, §5.3, pp. 728-730] qui ne concernent pas les E-fonctions et la proposition 5.4.1
d’André dont le lemme[5.2]est I'analogue au sens large. De plus, on prouve les trois faits sui-

vants :
I

de —
e Si @ est un E-opérateur au sens large et p € N, alors ¥V := ﬂg *(®) est un G-opérateur
z

au sens large, car la transformée de Fourier-Laplace d'un E-opérateur au sens large est un G-
opérateur au sens large et 'ensemble des G-opérateurs au sens large est stable par produit.

1
appliqué en oo, si y(z) € C —ﬂ
z

alors, selon le lemme E, onay(z) € NGAfl {z}_1.

¢ Selon le théoreme

1
log—
z

est tel que W(y(z)) =0, alors

y(z) € NGAfl{%} :
0

. 1
* SiF(y)(a) € NGAfl{E}

0
On obtient ainsi une base de solutions de I’équation L(y(z)) = 0 de la forme

31(2), .., yv(@) = (F1(2),..., Fy(2)) - 2"° € NGA} {2},
oul'g € 4, (Q) est triangulaire supérieure.

Enfin, la preuve du point e) issue de [5, §5.6, pp. 733-734] s’adapte également au sens
large. Elle utilise une nouvelle fois les résultats de [5}, §5.3, pp. 728-730] ainsi que le lemme/5.2]

Les points spécifiques aux E-opérateurs a adapter — et les arguments qui permettent cette
adaptation — sont les suivants :
o ®®e ti? [..] est encore de type E, car F*(® ® e"%i%) est le G-opérateur translaté de F*®
par { ;. Dans le cas large, ceci découle de ce que I'ensemble des G-opérateurs au sens large
est invariant par changement de variable u = z — a, a € Q (Proposition 4.7|b)). De plus, la
transformée de Fourier-Laplace d'un E-opérateur au sens large est un G-opérateur au sens
large.
. j/;f(—z) est solution du G-opérateur F*® [...], on a donc )7} € NGA{z}, (ici, y}L désigne la
transformée de Laplace de y;). Dans le cas large, ceci découle du théoreme De plus, y;
est de type holonome, toujours selon le théoreme[4.5]

La conclusion de la preuve du point e) du théoréme5.1|repose alors sur le lemme suivant,
analogue au sens large de [5, Proposition 5.6.3, p. 734] :
Lemme 5.3

A 1 A
Soient f e C ((—)) eta € Q. Alors f est solution d’un E-opérateur au sens large si et seule-
z

ment si z% f est solution d’'un E-opérateur au sens large.

Démonstration. La preuve est la méme mutatis mutandis que celle de [5, Proposition
5.6.3, p. 734]. En effet :

e Tout E-opérateur au sens large @ a ses pentes a I'infini dans {0, 1} selon le point ¢) du théo-
reme(5.1] Si 1 est effectivement une pente de ® a I'infini, alors toute solution g € C[1/z] de
®(y(z)) = 0 au voisinage de oo est 1-sommable au sens de Ramis (voir [43, p. 34]) dans toute
direction non singuliére. Ceci est a fortiori vrai si 0 est la seule pente de ® a l'infini, car co
est alors un point singulier régulier de @, ce qui assure la croissance modérée des solutions
de ®(y(z)) = 0 dans les secteurs. C’est cette 1-sommabilité qui est nécessaire dans la preuve
d’André que nous adaptons.

* Soit V un secteur de C inclus dans un plan fendu C\ 2, ou & est une demi-droite d’origine
0. Selon le théoreme d), toute fonction j(z) vérifiant L(7(z)) = 0 dans V est la restriction
d’'un certain élément y(z) de NGAfl{z}_l.
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e Siw(z)e NGAfl{z}_l, alors la propositionnous assure de I'existence d'un E-opérateur
au sens large L' tel que L'(w(z)) = 0.
O

5.4 Nouvelle preuve d’'un théoreme d’André sur les E-fonctions
au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théoréme de structure des E-opérateurs au sens
large (théoreme une nouvelle démonstration d'un résultat diophantien sur les valeurs
des E-fonctions au sens large, dG a André [7], qui généralise le théoréme fondamental suivant
de Siegel-Shidlovskii.

Théoreme 5.2 (Siegel-Shidlovskii, 1929/1956, [49], p. 139)

Soit (f1,..., f») une famille de E-fonctions au sens large. Soitf=' (fi,..., ), supposons
qu’il existe A € %n(@(z) tel que f' = Af. Prenons a € @ tel que aT(a) #0, ot T(z) € @[z]
est tel que T(2) A(2) € M, (Qlz]).

Alors le degré de transcendance sur Q de (fi(a), ..., fu(a)) est égal au degré de trans-
cendance sur@(z) de (f1(2),..., fn(2)).

Ce théoreme généralise le théoréme de Lindemann-Weierstrass. En effet, si (ay,...,a,) €
@n est une famille libre sur @, alors (e%1%,...,e%"%?) est une famille de E-fonctions au sens
large vérifiant les hypotheses du théoreme dont les composantes sont algébriquement indé-
pendantes sur @(z), de sorte qu’en évaluant en 1, le théoreme nous assure que e“!, ..., e%n
sont algébriquement indépendants sur Q.

Beukers a ensuite démontré le théoréeme suivant dans [14]. Il constitue un raffinement
du théoréme [5.2|dans le cas strict. En effet, le théoreme |5.2| est vrai quant a lui pour les E-
fonctions au sens large.

Théoreme 5.3 (Beukers, 2006, [14], Theorem 1.3, p. 370)

Soit (fi,..., fn) une famille de E-fonctions au sens strict vérifiant les hypothéses du théo-
réme Alors pour tout polynéme homogene P € Q[ X;, ..., X,] telque P(fi (@), ..., fn(a)) =
0, il existe un polynéme Q € Q[Z, X3,..., X,] homogeéne en les variables X, ..., X, tel que

Q(a’Xl)---)X}’Z):P(le---’Xn) et Q(Z,f](Z),...,fn(Z)):O.

Finalement, le théoréme suivant, déja cité dans I'introduction (théoreme[0.2), a été prouvé
par André dans l'article [7] dans lequel il développe une généralisation de la correspon-
dance de Galois différentielle. C’est une conséquence de [7, Corollaire 1.7.1, p. 6], qui s’ap-
plique non seulement, sous certaines hypothéses, a une famille de fonctions de la forme
1,¥,...,y" D), quand y est solution d’'une équation différentielle a coefficients dans Q(z),
mais plus généralement a tout vecteur de fonctions (f7, ..., f;) solution d'un systeme diffé-
rentiel y' = Ay, A € #,(Q(2)), comme Y. André nous I'a confirmé. Les hypothéses du corol-
laire 1.7.1 sont satisfaites si (fi, ..., f») est un vecteur de E-fonctions au sens large car, d'une
part, toute E-fonction au sens large non polynomiale est transcendante sur Q(z) puisque
c’est une fonction entiére, et d’autre part, le théoreme[5.2nous assure que le degré de trans-
cendance sur Q de (f; (&), ..., f,(&)) est égal au degré de transcendance sur Q(z) de la famille

(fl(z)) .. ;fn(z))
Théoreme 5.4 (André, 2014, |7])

Le théoréme|5.3|reste vrai si I'on remplace partout « strict » par « large ».
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Notre but dans cette partie est de fournir une nouvelle preuve du théoréme plus
proche de 'esprit initial de la preuve de Beukers, a I'aide de I'étude des E-opérateurs au
sens large menée dans la section|5.1

Le point central de la preuve est la proposition suivante, conséquence du théoréme 5.1
Beukers en a prouvé ’analogue au sens strict dans [14, p. 372].

Proposition 5.3

Soit f une E-fonction au sens large a coefficients rationnels. Alors si f(1) =0, 'équation
différentielle minimale de f admet 1 pour singularité, et elle est apparente.

. © [e)
Démonstration.  Ecrivons f(z) = ). f—?z” =(1-2)g(z),ou g(z) = ). g—’:z".Alors, puisque
n=0 n. n=0 n.

f()=0,ona
8« Jk S
VneN, £2=%Y IE__ =,
n! 1;) k! k§+1 k!

Soient £ > 0 et ny(e) € N tels que Vn = ng(€), | f] < (n!)¢. On déduit d'une majoration du reste
delasérie Y (n)¢! que

neN
S 1 ! e
VnzngE), |lgnl<n! < < (n)),
sl<n] X G| Sty

et de plus si d,, = den(fy,..., fn), ona Vk < n,d,gx € 6’@, donc den(gy,...,&n) < d, < (n)¢
pour n suffisamment grand. Ainsi, comme g est solution de L((1 — z)g(z)) = 0 si f vérifie
L(f(2)) =0, Le Q(z) [d/dz], on en conclut que g est une E-fonction au sens large.

Selon le théoréme a), si M(y(z)) = 0 est une équation différentielle minimale de g,
M # 0, alors elle a une base de solutions holomorphes au voisinage de 1, notée (g1 (2), ..., g.(2)).
DoncsiL=Mo(1—-2) € @(z) [d/dz], I'équation différentielle L(y(z)) = 0 est d’ordre minimal
p pour f et possede au voisinage de 0 une base de solutions ((1 - z)g1(2),...,(1 — 2)g,(2))
holomorphes s’annulant en 1. Donc elle a une singularité en 1, mais elle est apparente. [

En répétant mutatis mutandis la preuve, basée sur des arguments de théorie de Galois
différentielle, de [14} pp. 373-374], on en déduit le théoreme suivant. Les points clefs qui
permettent de généraliser sa démonstration au cas large sont le fait qu'une E-fonction au
sens large est une fonction entiére et la proposition|[5.3] le reste releve d’arguments généraux
sur les groupes algébriques.

Théoreme 5.5
Soit f(z) une E-fonction au sens large d’équation différentielle minimale L(y(z)) = 0.
—%
Soit{ € Q tel que f (&) =0. Alors L a une singularité en ¢, qui est apparente.
Le théoreme|5.4|s’ensuit par une preuve identique a celle de |14} pp. 375-377].
Remarque. Avec les notations du théoréme|5.5, Gorelov a montré par des moyens différents
—%
dans [28, Lemma 6, p. 520] que toute singularité { € Q de L est apparente, ce qui est une
partie de ce théoreme.

5.5 D’autres résultats diophantiens

Le théoréme suivant a été aussi démontré dans [14]. Nous allons en prouver un analogue
au sens large.
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Théoreme 5.6 (Beukers, [14], Theorem 1.5, p. 371)

Soitf=(fi,..., f,) une famille de E-fonctions au sens strict libre sur Q(z) telle que f' =
Af, ot1 A€ M, (Q(2)).
Alors il existe des E-fonctions au sens strict eq,..., e, et une matrice M € ./%n(@[z])
telles que :
e Ona f=M'(ey,...,e,);
e La famille (ey,...,e,) est solution d’'un systéme de n équations différentielles ho-
mogenes du premier ordre a coefficients dans Q [z,z71].

Théoreme 5.7
Le théoréme|5.6 reste vrai si I'on remplace partout «strict » par «large » .

La preuve est une conséquence du théoreme elle consiste a décrire un algorithme
de désingularisation d'un systéeme différentiel du premier ordre, en montrant qu'a chaque
étape les fonctions obtenues restent des E-fonctions au sens large. C’est ce que la proposi-
tion suivante permet de prouver.

Proposition 5.4

f(2)

Soient f(z) € @[[z]] une E-fonction au sens large et ¢ € @* tel que f (&) =0. Alors est

une E-fonction au sens large.

On peut trouver une version plus faible de cette proposition dans [28, Lemma 9, p. 522],
qui donne le méme résultat sous '’hypotheése supplémentaire que f(z), f'(2), ..., f (m=1) 7y
sont algébriquement indépendantes sur @(z), m étant I'ordre de I'équation différentielle mi-
nimale de f(z).

Démonstration de la proposition[5.4,  Quitte a remplacer f(z) par f({z), qui est une E-
fonction au sens large, on peut supposer que ¢ = 1. En effet, si h(z) = f({z),ona

f(&) _1hE'2)
z—& E&lz-1

Selon le théoréme comme f (1) = 0, toutes les solutions de I'équation différentielle
minimale L(y) = 0 de f sont holomorphes et s’annulent en 1.

Soit o € Gal (Q/Q). En définissant L comme dans la preuve de la proposition on voit
que L? (y?) = L(y)? pour tout y € @I[z]], donc I'espace des solutions de L7 (y) = 0 est I'image
par o des solutions de L(y) = 0. En particulier, L? a une base de solutions holomorphes s’an-
nulant en 1 = o(1). D’'ou f?(1) = 0. En répétant 'argument utilisé dans la preuve de la pro-
position|5.3} on obtient que si

g(2): f@ _ > En o

S n!

n=0 ’
alors pour tout € > 0, |0(g,)| < (n!)¢ pour n = ny(o,€). Comme g(z) est a coefficients dans un
corps de nombres, il n’y a qu'un nombre fini de o a considérer, si bien que [g;] < (n!)¢ pour
n=ny(e).

La condition sur les dénominateurs étant vérifiée de la méme maniere que dans la preuve
de la proposition5.3] on en déduit que g est une E-fonction au sens large. O

Une fois cette proposition prouvée, on obtient le théoreme 5.7 en répétant mutatis mu-
tandis la démonstration de [14, p. 378], a 'aide également du théoréeme a) et du théo-
reme[5.5
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Dans [2], Adamczewski et Rivoal ont construit, a partir de ’algorithme de la preuve du
théoreme 5.6, un algorithme permettant de déterminer les points auxquels une E-fonction
au sens strict donnée prend des valeurs algébriques.

Théoreme 5.8 (Adamczewski, Rivoal)

Il existe un algorithme qui, étant donnée une E-fonction au sens strict f(z), indique si
f(2) est transcendante sur Q(z) ou non et, si elle est transcendante, fournit la liste finie
des nombres algébriques a tels que f(a) est algébrique, ainsi que la liste des valeurs f(«)
correspondantes.

Proposition 5.5

L'algorithme du théoréme précédent fonctionne si f (z) est une E-fonction au sens large.

En effet, I'algorithme en question est décomposé en trois étapes, les deux premieres
n’étant pas particulieres aux E-fonctions.
e D’abord, il détermine une équation différentielle homogene minimale M(y(z)) = 0 sur
Q(2) satisfaite par f(z). La preuve de la terminaison de cette étape vient essentiellement
d’'une borne sur le degré en z de M issue d'un théoreme de Grigoriev [30, p. 8], rendu plei-
nement explicite par Bostan, Rivoal et Salvy |16, Theorem 1, p. 54], d'une borne sur les mo-
dules des exposants de M diie a Bertrand, Chirskii et Yebbou [12, p. 246, p. 252] et enfin d'un
lemme de zéros de Bertrand et Beukers [11, p. 182]. Ces trois résultats sont valables sur les
opérateurs différentiels linéaires a coefficients dans Q(z) en général.
e Puis il détermine, a partir de 'équation de I'étape précédente, une équation différentielle
minimale inhomogeéne sur Q[z], uy(2) y® (2) + -+ + us(2) y(2) + us11(2) = 0, avec ug # 0, dont
f(2) est solution. La encore, cette procédure est valable pour n'importe quel opérateur diffé-
rentiel.
* La troisieme étape détermine quels éléments a parmi les racines du polynéme u(z) véri-
fient f(a) € Q. Le fait que les autres nombres algébriques sont exclus est une conséquence
du théoreme[5.3} qui reste vrai au sens large selon le théoreme[5.4] Cette étape consiste prin-
cipalement a appliquer I'algorithme de désingularisation de Beukers décrit et utilisé dans la
preuve du théoreme[5.6} qui est valable au sens large selon le théoreme

Notons pour finir que Fischler et Rivoal [23] ont obtenu la généralisation suivante du
théoreme[5.8l
Théoreme 5.9
On peut construire un algorithme qui permet, étant donné une famille de E-fonctions
au sens large Fy(z),...,Fy(z), de:
e calculer un systéme de générateurs de I'idéal des relations polynomiales entre les F;(z)
a coefficients dans Q(z) ;
e étant donné a € Q, calculer un systéme de générateurs de I'idéal des relations polyno-
miales entre les F;(a) a coefficients dans @ ;
* siFi(z),...,Fy(z) sont algébriquement indépendantes dans@(z), déterminer’ensemble
fini des a € Q tels que les valeurs F, (a), ..., F) (@) sont algébriquement dépendantes surQ.

La preuve s’appuie sur le théoréme du présent article (cf [23, p. 4]).
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Chapitre 6

Annexes

6.1 Démonstration directe du caractere fuchsien des G-opé-
rateurs au sens large

Dans cette annexe, nous allons démontrer le résultat de structure sur les G-opérateurs
au sens large suivant, qui est une partie du théoremel4.1] La preuve n’utilise pas le théoreme
d’André-Bombieri au sens large, elle est donc plus directe que celle qui a été présentée dans
la sous-section [4.3.4]

Proposition 6.1

a) SoitLe @(z) [d/dz] \ {0} un G-opérateur au sens large. Alors L est fuchsien, c’est-a-
dire que tout élément de P! (C) est un point singulier régulier de L.

b) En particulier, si f est une G-fonction au sens large, alors I'opérateur différentiel
d’ordre minimal L € Q(z) [d/dz] \ {0} tel que L(f(z)) = 0 est fuchsien.

Démonstration de la proposition6.1.  Remarquons d’abord que le pointb) est une consé-
quence du point a). En effet, selon le théoreme I’équation différentielle minimale sur
Q(2) satisfaite par une G-fonction au sens large f(z) vérifie la condition de Galochkin au
sens large. Passons donc a la preuve de a).

Etape 1 : montrons que si L € @(z) [d/dz] vérifie la condition de Galochkin au sens large,
alors 0 est un point singulier régulier de L.

Nous adaptons la preuve donnée par Beukers dans le cas des G-opérateurs au sens strict
(13} pp. 23-24]. Ce qui précede I’équation n’est pas spécifique aux G-opérateurs au sens
large.

Quitte a diviser par un élément de [K(z) adapté, on peut supposer que, pour toute fonc-

tion y(z),
L(y(2)) = 2"y (2) - 2" 'B,_1(2)y" P (2) -+ — 2B1(2)y'(2) — Bo(2) y(2),

avec Yk € {0,...,n— 1}, Bix(2) € K(z), ou K est un corps de nombres, qu'on peut supposer
galoisien sans perte de généralité.
Par le théoréme de Fuchs, 0 est un point singulier régulier de L si et seulement si pour

Bn (2)2"* o e
tout k, ”k—n admet un pole d’ordre au plus k en 0, c’est-a-dire si B;,_x(z) admet un

z
pole d’ordre au plus 0 en 0. Ainsi, en notant v(B,,_) 'ordre du pole de B,,_r(z) en 0 et
1 1
A:=max|v(B,-1), =v(By-2),...,—v(Bo) |,
2 n
on voit que L est régulier singulier en 0 si et seulement si A < 0.
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Supposons donc que 0 est un point irrégulier de L et montrons qu’alors la condition de
Galochkin au sens large ne peut étre satisfaite.

On considere T'(z) € @[z] le plus petit dénominateur commun des fractions rationnelles
Bk(z)zk_”, k €10,...,n—1}. On peut supposer, quitte a le multiplier par un entier adapté que
T(z) € Oklz].

Pour m = n, considérons les fractions rationnelles A, ¢(2), ..., Am, n—1(2) définies par

n—1
2"y () =Y 2 A2y (2). 6.1)
r=0
Les 2" 7™ A, r (2) sont les coefficients de la derniere ligne de la matrice itérée Ay, ;,—(,—1) dela
matrice compagnon Aj associée a L. Par conséquent, selon (4.2), pour tout r € {0,...,n— 1},
T(2)" "1 2™ A r(2) € QL.
Nous allons montrer par récurrence sur m que

Vm=n, Vre{0,...,n—-1}, Ay, (2):=2"""4,,_,(2)

admet une limite en 0. On en déduira des relations entre les quantités lir% ﬁm, +(2).
Viand

Pour m = n, par définition de A, pour tout r € {0,...,n—1}, B;(z) aun pole d’ordre au plus
(n—r)Aen0donc B,(z) := z(”_rMBr (z) admet une limite en 0. Notons que f; := lil’I(l) B;(z) est
Z—b

non nul pour au moins un r.
Soit m = n. Dérivons (6.1) et multiplions-la par z :

n-1 n-1
z2mz" Yy (2) + 2"y (2) = Y (2A, 4 T A2 Y (@ + Y. Ay YTV (2)
r=0 r=0
n—1 n—1 n—1
= (ZA;n,r + rAm,r)Zry(r) (2) + Am,n-1 Brzry(r) (2) |+ Z Am,r—1z’ym (2)
r=0 r=0 r=1

n—1
= Z (ZA,m,r + rAm,r + Am,n—lBr + Am,r—l)zry(r) (2)
r=0

en posant A;, -1 =0. Donc

n-1
Zm+1y(m+1) (Z) — Z (ZAlm,r + (r — m)Am,r + Am,n—lBr + Am’r_l)zry(r) (Z)y
r=0

de sorte que
Amsr,r = ZA;n,r +(r—m)Am,;r+Amn-1Br+Amr-1,
si bien qu'en posant B, = z""7*B, ona

}L+1A“/

Am+l,r =z mr T (r—m)(A+ 1)Z/l;im,r + Am,n—lgr + Am,r—l- (6.2)

En effet, (A,,) = 2™ 1A) + (m—r)Azm A4, L dott

B (m-r)A ~

+1-r)A A+1 71 AR A n A
ZmHi=n) Am+1,r=2 Am,r Amyr+(r—m)zZ" Apr + Amn-1Br + Amr-1,

ce qui donne apres simplification la formule (6.2). Lhypotheése de récurrence et (6.2) im-
pliquent alors que A,,1, admet une limite en 0, ce qui acheve la récurrence.
De plus, la formule (6.2) nous assure que si m = n, en posant @, := lirr(l) Am,r(2) et B, =
—

lim B, (z), on a
z—0

Am+1,r = ,Bram,n—l +Am,r-1,
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si bien que

_ 1 (0)
Em+1,n-1 ,Bn ! )
Am+1 = =Ba,, B= : h
“ p1 (0 1
m+1,0 ﬁ() 0 0
D’ou finalement
VvmeN, a,,=B"e, e=(0,...,0,1). (6.3)
On en déduit que
VoeGal(K/Q), VmeN, o(ay)=0c(B)"e. (6.4)

en faisant agir o coefficient par coefficient sur les vecteurs et matrices.

Supposons qu'il existe m € N tel que «,, = 0. Alors on aurait pour tout r € {0,...,n— 1},
B™(B"e) = 0. Mais (e,..., B 'e) est la base canonique de C"* donc B™ = 0. En particulier, B
est nilpotente. Le théoreme de Cayley-Hamilton permet alors d’affirmer que son indice de
nilpotence est au plus n, d’ot1 B” = 0. Ainsi, en vertu de (6.3), (Bo,..., Bn-1) =0, ce qui est faux
par définition de A. Donc les &, sont tous non nuls. Par suite, il en va de méme des o(a,),
quand o € Gal (K/Q) est fixé.

Pour N = n, notons gy le dénominateur commun des coefficients des polynémes

T(Z)m—n+l

' 277" Am(2), 0<sr<n-1, n<ms<N.
m!

Si T(z) = 2%Ty(2) avec z 1 T1(z) et T1(2) € Ok|z], on constate que gy est également le
dénominateur commun des coefficients des T; (z)m_”“Am,r(z)/ mle@ [z, z‘l], puisque gy
est invariant par multiplication des polyndmes considérés par une puissance de z.

!

¢ _
De plus, si C(z) = Y. cxz" € Q[z,z7!] aun pole d’ordre £ en 0 et p € C, z°C(z) admet
k=—¢
une limite en 0 si et seulement si p = ¢ et dans ce cas, elle tend vers 0 si p > £ et vers c_y si

p=2.
Donc, en passant a la limite en 0, on obtient

N-n+1
wy = anNy ~i AN €0k, avec y:=T(0)eOk\{0}.

Comme les @ sont tous non nuls, il existe r tel que (&) N>, Soit non nulle pour une in-
finité de N. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que VN € N,ay , # 0. Par
ailleurs, si o € Gal (K/Q), selon (6.4), 1a suite (|0(aN,r) |)N>n est bornée par une suite géomé-
trique (Cév +1) Nsp- DONC si la condition de Galochkin au sens large était vérifiée, on aurait
pour tout € €]0,1[ et N suffisamment grand,

N-n+1 £
qNU(Y) U(aN,r) N! N+1
o(wn)| < <—0~C —— 0. 6.5
oWl NI Nl 7 Neoo (65
Ceci valant pour tout automorphisme de corps de K, on en déduit en passant a la norme
que Nk /q(wn) = 11 o (wy) est une suite d’entiers non nuls tendant vers 0, ce qui est
oeGal(K/Q)

impossible.
Par contraposée, on obtient le résultat annoncé.

Etape 2 : changement de variable.

Soit a € P'(Q). Selon la proposition I'opérateur L, obtenu par changement de va-
riable u = z—a (ou u =z~ ! si @ = 0o) est un G-opérateur au sens large. Donc selon I'étape 1,
0 est un point singulier régulier de L,. En d’autres termes, a est un point singulier régulier
de L. Donc L est un opérateur fuchsien. 0O
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Remarques. i) Dans I'étape 1, si 'on suppose que gy = O (N!P) pour un certain p €]0,1[
fixé, alors'inégalité permet encore d’obtenir une contradiction. Cependant, I'étape
7 de la preuve du théoreme |4.3| ne s’adapte pas. En effet, définissons une notion de
E et G-fonction au sens « tres large » en remplagant dans la définition [4.1]les condi-
tions b) et ¢) par : il existe p €]0,1[ tel que [a,| = O (n!?) et den(ay,...,a,) = O(n!P),
et considérons une condition de Galochkin associée en remplacant dans la définition
« 3C > 0:gs < C*™1» par « 3p €]0,1[: g5 = O(s!P) ». Lobstruction a I'adaptation
de I'étape 7 a ce cas provient de la constante cy4 dans 'inégalité (4.17), qui n’est pas a
prioridans ]0, 1[.

ii) Comme nous I'avons mentionné au cours de la preuve, Beukers avait déja montré par
I'argument de I’étape 1 que 0 est un point singulier régulier de tout G-opérateur au sens
strict, sans passer par le théoréme d’André-Bombieri. Une légere adaptation de la dé-
monstration de la proposition[6.1|permet de prouver un énoncé plus fort : 1a condition
de Galochkin au sens strict implique que tout G-opérateur au sens strict est fuchsien.

6.2 Construction d'un contre-exemple a (A’) et (A”)

Le but de cette partie est de construire un contre-exemple aux assertions (A’) et (A”) men-
tionnées dans la remarque finale de la section Commencons par rappeler ces deux
énoncés.

Assertion (A) :

| 1
« Soit & c Spec(Z).Si ). =14 =o(logn), alors )} —<oo.»
pes P pes P

psn
1
Assertion (A”) : « Soit.% < Spec(2).5i ¥ —&P
pes
psn

= o(logn), alors . a une densité naturelle

nulle, c’est-a-dire
Card{pe &, p<x}
Card{p € Spec(Z), p < x} x—+o0

0.»

Nous allons construire dans la partie un ensemble . de premiers n'ayant pas de
lo
densité naturelle mais vérifiant Y 08P

pes
psn

= o(logn). Nous montrerons dans un deuxieme

1
temps que Y — diverge (sous-section|6.2.2).
pes P

Remarque. Lensemble .# ainsi construit donne un nouvel exemple d’ensemble de premiers
ayant une densité de Dirichlet (ici égale a 0 selon la proposition [4.5) mais pas de densité
naturelle. Un autre exemple, d(t a Bombieri, est mentionné par Serre dans [48, p. 126].

6.2.1 Construction d’'un ensemble sans densité naturelle

On se donne une suite d’entiers (N;) jen strictement croissante, vérifiant No = 1 et les
quatre conditions suivantes :
(co) : VjEN,2Nj < Njy1.
N; N;

(c1): / :o( I+l )

logN; logNj1
(c2) : j = o(logNj).
(c3) :1ogNj1 = O(logNj).
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On définit . ’ensemble

&= |JIN;j,2N;1 nSpec(2),
j=0

de sorte que, pour tout j, [2Nj, Nj 11N = @.
On note 7 la fonction de comptage des nombres premiers. On rappelle qu’en vertu du
théoréme des nombres premiers,
x

T[()C) ~x—+00 —.
logx

Enfin, posons 7.« (x) := Card{p € ¥, p < x}.
log(x)

=0.

Etape 1 : montrons que lim +inf T (X)
X—+00 X
Soit j < 1. Comme .# ne contient pas de premiers de I'intervalle [2N;_;, N;], on a

Nj-1
logNj_l

T (Nj) =m5(2Nj-1) < T@Nj_1) ~2 = o(m(N}))

selon la condition (c;), en appliquant le théoréme des nombres premiers. En d’autres termes,

75 (Nj)
H(Nj) j—+o0

ce qui prouve le résultat voulu.

log(x)

Etape 2 : prouvons que limsup .o (x) > 0.

X—+00
Ona

T[y(ZNj) Bﬂy(ZN]’)—ﬂy(Nj) ZJT(ZN]')—]T(N]'),

puisqu’il y a par construction autant de premiers dans % N [N;,2N;] que dans [N;,2N;]. Or,

RN}~ 71Ny = 2l (1 + 0(1)) — — (1 + 0(1)) ~ —L—,
log N; logN; log N;
d’ou
Ty @N) 1lgN;  Ni oo Loy,
n(2N;) 2 N; log N; 2
si bien que

. T (X) _ . ny(2Nj) 1
limsup =limsup————= -
x—too N(X)  joieo TE2Nj) 2

ce qui conclut.

. 1
Etape 3 : montrons que }. 08P _ o(logn).

pes
psn

On remarque que, pour tout entier k positif, 7. (k) — 1 (k —1) > 0 si et seulement si
ke.#.Dou

1 n _ -1 n n-1
Z ngzzny(k) ﬂy(k )logk_:z”y(k)logk_z le(k) lOg(k+1)
b P k=2 k k=2 o1 k+1
.y (n) n-l logk log(k+1)
= 1 k - : 6.6
ogn+kz::2ny( ) p 1 (6.6)
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.y (n) ) ) s e
Le terme log n étant borné selon le théoréme des nombres premiers, il s’agit d’étu-

n
dier I'autre terme de la somme. On a

logk log(k+1) _ (k+1)logk—klog(k+1) k(logk—log(k+1))+logk
k k+1 k(k+1) k2

1
etlogk—log(k+1) ~ p donc

1 1 ) 1 1
ogk log(k+1) _ ng+0( )

k k+1 k2 k)

Ainsi,

n-l logk log(k+1)) "=l gk n-1 ﬂy(k))

7. (k) - ) = +0

Z E ke )G e

en supposant que la série Y. 7w« (k)/k? est divergente (dans le cas contraire, on obtient un
keN

terme O(1) qui permet également de conclure).

D’une part,
n-1 k n-1 k n—1 1
Z nyi ) < Z &2) _ ’
-k i k s klogk

n—-1

logk est divergente. De plus, on a kzz Klogk

car la série de Bertrand ). = O(loglogn), d’'ou
k

n—ln. (k)
o>, ‘5;;2 ):O(loglogn):o(logn).
k=2
gk
D’autre part, notons S(n) := Z Tk 2
k=2
/ logk
SN = z > >
=1k= N[ 1+1

Etant donné k € {N,_; +1,..., Ny}, on déduit de I'absence de premiers de S entre 2N,_; et Ny
que

Ny_y
logNy_,’
ol a; > 0 est une constante. De plus, une comparaison série-intégrale fournit une constante
as > 0 telle que

To(k)<m@2Nyp_1) <ay

Ne o logk & logk<a log Ny,

S ap
k=Np_1+1 k=Nyp_ kz Nf—l
Ainsi,
Npy log Ny, . .
SIN))< ) o X @ =ajazj=0(j).
g Z log Ny Ny

Il découle alors de (c2) et (c3) que
S(Nj) = o(logN;j) = ologN;-1).
Déduisons-en finalement que S(n) = o(logn). On considere la fonction ¢ : N — N qui a

tout entier n associe I'unique ] € I\I tel que N;j < n < Nj;1. On peut trouver une suite (g;) ;
tendant vers 0 telle que si p(n) =

0<S(n) <S(Nj;1) =¢jlogN; <ejlogn =gy logn.
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Comme ¢(n)
que

" oo, ona donc bien S(n) = o(logn). En utilisant (6.6), on en déduit
n—+oo

1
Y % = o(logn).

psn
pesS

Ainsi, selon les étapes 1 et 2, ¥ n’'a pas de densité naturelle, et selon I'étape 3, ¥ vé-
rifie 'hypothése de (A”). Cet ensemble est donc un contre-exemple a l'assertion (A”). Pour
conclure, il reste a trouver une suite (IV;) ; vérifiant les conditions (¢;) pour i €0,...,3.

Posons N; = ji. Alors:
e Pour j=3,0ona2j/ <(j+1)/".

* Ona ‘ ,
j’ (j+Dlog(j+1) ( j )Jx 1
X - ~
jlogj (j+1J*1 j+1 j+1
et j
j 1
(]]?) = exp (—jlog(l + ;)) =e 1o — (1) 6.7)

donc (c;) est vérifiée.
* OnalogN; = jlogj donc j = o(log Nj).
* Enfin, logN; = (j +1)log(j +1) ~ jlogj.

6.2.2 Divergence de la série des inverses

On consideére le méme ensemble .# et la méme suite (V) jeny que dans la sous-section

1
précédente. Notre objectif a présent est de démontrer que ) — ne converge pas. Précisé-
pes P
ment, nous allons établir )
Y == (logloglog N;)(1 + o(1)).

peS
,USNj

1 .
En effectuant la méme transformation sur la série }  — que celle effectuée sur la série
p

1

) -1 dans1’étape 3 de la partie(6.2.1, on obtient
y 1_ % ny(k)-nyk-1) me(Nj) +Nil ng(k) 7wy (Nj) i Nfl 7o (k)
v P ko1 k Nj = k(k+1) N;  Sm ke+ D)

Donc, puisque . contient tous les premiers entre Ny_; et 2Ny_1, on a

1 L Nl g@eNi)-a(Nply) Ny N1 1
Z_BZ -1 ZIZZ -1 1+ o(1)) Z .
pEIf; p [21 kZZN[_l k(k + 1) [21 lOg(N[_l + ].) kZZN[_l k(k + ].)
p<Nj

Or,
Nfl 1 Nfl 1 1 1 1
vesm, ke+1D) gy ko k+1 2Ny, N/
de sorte que
1 J J Ny_;
—= (1+o0(1)- ——(1+o(1)).
pezy p gZIOgNg_l ;’leglogNg_l
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Ici, Ny = ¢! pour tout ¢, et on a vu dans ’équation (6.7) de la section|6.2.1/que

ol f est une constante, si bien que

< ! =0(1
leg(Nz 1+1) p gg‘l[zlogé 2

et donc

1d .
°|3 2 Z ~ j—+co0 loglog j.

logi

1
On en déduit que Y ; diverge, ce qui montre que (A’) n’est pas vérifiée par ..
pes
Par ailleurs,

logloglog N; = log(log j +loglog j) = log((1 + o(1)) log j) ~ loglog j,

si bien que

)3

[
<N

<Nj

(1+o(1))logloglog N;.

'B*s
‘GI»—'
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