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Alors que la moindre phrase qu’on doit
écrire exige un simulacre d’invention, il
suffit en revanche d’un peu d’attention
pour entrer dans un texte, même
difficile. Griffonner une carte postale se
rapproche plus de l’activité créatrice que
lire la Phénoménologie de l’esprit.

Emil CIORAN, De l’inconvénient d’être né
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Résumé

Cette thèse est divisée en deux parties concernant toutes deux les propriétés différen-
tielles et diophantiennes des G-fonctions de Siegel, ainsi que des E-fonctions dans une cer-
taine mesure. Dans une première partie, nous nous intéressons, étant donnée une G-fonction
F (z) à coefficients dans un corps de nombres K et un entier S, à une famille de G-fonctions(
F [s]

n,β(z)
)
, indexées par les entiers naturels n et les entiers s É S, qui correspondent essen-

tiellement, dans le cas où β est nul à des primitives itérées de F . Nous obtenons des bornes
supérieure, de l’ordre de S, et inférieure sur la dimension sur K de l’espace vectoriel Φα,β,S

engendré par les valeurs F [s]
n,β(α), quand α est un élément de K dans le disque de conver-

gence de F . Ceci est une généralisation de travaux menés par Fischler et Rivoal dans le cas
β= 0. De plus, nous obtenons de deux manières différentes des majorations explicites de la
taille de l’opérateur minimal annulant une série Nilsson- Gevrey de type arithmétique et de
type holonome d’ordre 0. La première manière se fait en généralisant des travaux d’André
sur la taille des modules différentiels et leur compatibilité avec les opérations algébriques
usuelles. La seconde consiste, sous une hypothèse de liberté plus forte, à prouver un ana-
logue du théorème des Chudnovsky pour certaines séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique d’ordre 0. Ceci permet de rendre explicite les bornes inférieure et supérieure sur la
dimension de Φα,β,S , ce qui n’avait pas été fait par Fischler et Rivoal dans le cas β = 0. La
deuxième partie de la thèse est consacrée dans un premier temps à l’étude des G-fonctions
au sens large, qui sont des séries holonomes dont le dénominateur et la maison des coef-
ficients a une croissance en n!ε à partir d’un certain rang pour tout ε strictement positif.
Nous prouvons, en développant une esquisse donnée par André et en la complétant, un ana-
logue au sens large du théorème d’André- Chudnovsky-Katz sur la structure des équations
différentielles satisfaites par les G-fonctions au sens strict. Une conséquence de cela est la
preuve d’un théorème de structure sur les E-opérateurs au sens large, dont sont solutions les
E-fonctions au sens large. Ceci permet de donner une nouvelle preuve d’un théorème d’An-
dré généralisant le théorème de Siegel-Shidlovskii sur l’indépendance algébrique de valeurs
de E-fonctions au sens large.
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Abstract

This PhD thesis is divided into two parts which both concern the differential and Dio-
phantine properties of Siegel’s G-functions, as well as the properties of E-functions to some
extent. In a first part, we interest ourselves, given a G-function F (z) with coefficients in a

number field K and an integer S, to a family of G-functions
(
F [s]

n,β(z)
)
, indexed by the posi-

tive integers n and the integers s É S, which essentially correspond, in the case when β is
null to iterated primitives of F . We obtain upper and lower bounds on the dimension over
K of the vector space Φα,β,S spanned by the values F [s]

n,β(α), when α is an element of K in

the disc of convergence of F . This is a generalization of the work carried out by Fischler et
Rivoal in the case β = 0. Moreover, we obtain by two different ways explicit upper bounds
on the size of the minimal operator cancelling a Nilsson- Gevrey power series of arithmetic
and holonomic type of order 0. The first way is done by generalizing André’s work on the
size of differential modules and their compatibility with the usual algebraic operations. The
second way consists, under a stronger hypothesis of linear independence, in proving an ana-
logue of Chudnovsky’s theorem for some Nilsson-Gevrey series of arithmetic and holonomic
type of order 0. This allows us to make explicit the lower and upper bounds on the dimen-
sion of Φα,β,S , which had not been done by Fischler in Rivoal in the case β = 0. The second
part of the thesis is devoted in the first place to the study of G-functions in the broad sense,
which are holonomic power series whose coefficient have their denominator of houses gro-
wing at most in n!ε from a certain rank for all positive ε. We prove, by developing a sketch
given by André and completing it, an analogue in the broad sense of the André-Chudnovsky-
Katz theorem on the structure of differential equations satisfied by G-functions in the strict
sense. A consequence of this is the proof of a structure theorem on the E-operators in the
broad sense, of which the E-functions in the broad sense are solutions. This allows us to give
a new proof of atheorem of André generalizing the Siegel-Shidlovskii theorem on the alge-
braic independence of values of E-functions in the broad sense.
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Introduction

Cette thèse est motivée par la recherche de résultats d’irrationalité ou de transcendance
sur les valeurs de fonctions spéciales telles que les séries

log(1− z) =
∞∑

k=1

zk

k
, Lis(z) =

∞∑
k=1

zk

k s
, arctan(z) =

∞∑
k=0

(−1)k z2k+1

2k +1
,

l’exponentielle exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
, la fonction de Bessel J0(z) :=

∞∑
n=0

(−1)n z2n

4nn!2
et la famille des

fonctions hypergéométriques

νFν−1(α;β; z) =
∞∑

k=0

(α1)k . . . (αν)k

k !(β1)k . . . (βν−1)k
zk ,

quand α= (α1, . . . ,αν) ∈Qν et β= (β1, . . . ,βν−1) ∈ (Q\ZÉ0)ν−1.
Toutes ces fonctions ont en commun de faire partie de deux classes plus larges de fonc-

tions, les G-fonctions et E-fonctions. Elles ont été définies par Siegel (voir [51]) en 1929, qui
a constaté qu’il fallait introduire certaines conditions de croissances archimédiennes et non
archimédiennes pour pouvoir obtenir des résultats sur l’irrationalité ou la transcendance
des valeurs de telles séries.
Définition 0.1

Une G-fonction au sens strict est une série f (z) =
∞∑

k=0
ak zk ∈ Q�z� satisfaisant les trois

conditions suivantes :

a) f est solution d’une équation différentielle non nulle à coefficients dansQ(z) ;

b) Il existe C1 > 0 tel que ∀k ∈N, ak ÉC k+1
1 , où ak est la maison de ak , i.e. le maxi-

mum des conjugués au sens de Galois de ak ;

c) Il existe C2 > 0 tel que ∀k ∈N,den(a0, . . . , ak ) ÉC k+1
2 , où den(a0, . . . , ak ) est le déno-

minateur de a0, . . . , ak , i.e. le plus petit d ∈N∗ tel que d a0, . . . ,d ak sont des entiers
algébriques.

On dit que f (z) =
∞∑

n=0
an zn est une G-fonction au sens large si elle vérifie a) et les

conditions alternatives b)’ et c)’ suivantes :

b)’ Pour tout ε> 0, il existe n0(ε) ∈N tel que ∀n Ê n0(ε), an É (n!)ε ;

c)’ Pour tout ε> 0, il existe n0(ε) ∈N tel que ∀n Ê n0(ε),den(a0, . . . , an) É (n!)ε.

Une E-fonction au sens strict (resp. au sens large) est une série f (z) =
∞∑

k=0

ak

k !
zk véri-

fiant a) et telles que les ak vérifient b) et c) (resp. b)’ et c)’).

Les noms de G- et E-fonctions viennent respectivement de la série géométrique f (z) =
∞∑

n=0
zn = 1/(1−z) et de la série exponentielle. Siegel a défini les E-fonctions au sens large mais

les G-fonctions au sens strict. Les articles récents sur les E-fonctions portent plutôt sur les
E-fonctions au sens strict, et très peu a été écrit sur les G-fonctions au sens large.
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L’étude des E- et G-fonctions a été développée, entre autres, par Shidlovskii [49], puis
poursuivie par Nesterenko et Shidlovskii [41], André [5, 6], Galochkin [27], Katz [34], Bom-
bieri et Beukers [14].

Le but de Siegel en étudiant les E-fonctions était de généraliser le théorème de Lindemann-
Weierstrass, qui affirme que si α1, . . . ,αn ∈ Q sont linéairement indépendants sur Q, alors
eα1 , . . . ,eαn sont algébriquement indépendants sur Q. En particulier, eα est transcendant si
α ∈Q∗

. La généralisation souhaitée par Siegel est donnée par le théorème suivant :

Théorème 0.1 (Siegel–Shidlovskii, 1929/1956, [49], p. 139)

Soit ( f1, . . . , fn) une famille de E-fonctions au sens large. Soit f =t ( f1, . . . , fn), supposons
qu’il existe A ∈Mn(Q(z)) tel que f′ = Af. Prenons α ∈Q tel que αT (α) 6= 0, où T (z) ∈Q[z]
est tel que T (z)A(z) ∈Mn(Q[z]).

Alors le degré de transcendance sur Q de ( f1(α), . . . , fn(α)) est égal au degré de trans-
cendance surQ(z) de ( f1(z), . . . , fn(z)).

Un énoncé encore plus précis a été obtenu par André [7]. Beukers a obtenu le même
énoncé dans le cas strict dans [14].
Théorème 0.2 (André, 2014)

Soit ( f1, . . . , fn) une famille de E-fonctions au sens large. Supposons que

t ( f1, . . . , fn)′ = A
(t ( f1, . . . , fn)

)
, A ∈Mn(Q(z)),

et prenons α ∈Q tel que αT (α) 6= 0, où T (z) ∈Q[z] est tel que T (z)A(z) ∈Mn(Q[z]). Alors
pour tout polynôme homogène P ∈ Q[X1, . . . , Xn] tel que P ( f1(α), . . . , fn(α)) = 0, il existe
un polynôme Q ∈Q[Z , X1, . . . , Xn] homogène en les variables X1, . . . , Xn tel que

Q(α, X1, . . . , Xn) = P (X1, . . . , Xn) et Q(z, f1(z), . . . , fn(z)) = 0.

L’étude des E-fonctions permet de déduire la transcendance de log(α) pour α ∈Q∗
. Ceci

est une conséquence directe du théorème de Lindemann-Weierstrass. On peut obtenir ce
résultat par l’étude directe des G-fonctions, mais cela est plus difficile.

L’un des résultats principaux de la théorie des G-fonctions, le théorème d’André-Chudnov-
sky-Katz qui a fait l’objet de mon mémoire de Master 2 [38] inclut le fait suivant : l’opérateur
différentiel d’ordre minimal à coefficientsQ(z) annulant une G-fonction appartient à une fa-
mille spécifique d’opérateurs différentiels, appelés G-opérateurs, définis par une condition
de croissance modérée sur certains dénominateurs, la condition de Galochkin (cf [27]) :
Définition 0.2 (Galochkin)

Soit G ∈ Mn(Q(z)). Considérons, pour tout s entier, la matrice Gs ∈ Mn(Q(z)) telle que
y(s) = Gsy pour tout y ∈ Q�z�n solution de y′ = Gy. On prend T (z) ∈ Q[z] le plus petit
dénominateur commun des coefficients de la matrice G(z). On note, pour s ∈ N, qs le
plus petit dénominateur supérieur ou égal à 1 de tous les coefficients des coefficients des
matrices polynomiales T (z)mGm(z)/m!, quand m ∈ {1, . . . , s}.

• On dit que le système y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin si

∃C > 0 : ∀s ∈N, qs ÉC s+1.

• Si G est la matrice compagnon d’un opérateur L, on dit que L est un G-opérateur
si G vérifie la condition de Galochkin.

D. et G. Chudnovsky 1 ont démontré dans [17, Theorem III p. 17] le théorème suivant :

1. Ces auteurs seront nommés dans la suite de cette thèse comme « les Chudnovsky ».

10



Théorème 0.3 (Chudnovsky)

Soit f = t ( f1(z), . . . , fn(z)) une famille de G-fonctions libre sur Q(z) et vérifiant f′ = Gf,
G ∈Mn(Q(z)). Alors le système y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin.

Le théorème 0.3 implique alors le point a) du théorème suivant (voir [5, pp. 717–720]) :

Théorème 0.4 (André-Chudnovsky-Katz)

a) Tout opérateur différentiel à coefficients dans Q(z) annulant une G-fonction f (z)
et d’ordre minimal pour f (z) est un G-opérateur.

b) Tout G-opérateur d’ordre µ est fuchsien à exposants rationnels et admet au voisi-
nage de tout point a de P1(Q) une base de solutions de la forme

( f1(z −a), . . . , fµ(z −a))(z −a)Cα ,

en remplaçant, pour a =∞, z −a par 1/z, où les fi (u) sont des G-fonctions et Cα ∈
Mµ(Q).

Du point de vue des résultats diophantiens, la théorie des G-fonctions est loin d’être
achevée. Un des premiers théorèmes diophantiens généraux a été obtenue par Galochkin
dans [27].

Théorème 0.5 (Galochkin, [27])

Soit f = t
(

f1(z), . . . , fn(z)
) ∈ Q�z�n un vecteur de G-fonctions vérifiant f′ = Gf, avec G ∈

Mn(Q(z)), tel que ( f1(z), . . . , fn(z)) est libre sur Q(z), et satisfaisant la condition de Galo-
chkin.

Alors il existe une constante c > 0 dépendant uniquement de f et de G telle que pour

tout b ∈Z vérifiant c < |b|, la famille

(
f1

(
1

b

)
, . . . , fn

(
1

b

))
est libre surQ.

Si (a,b) ∈ Z2, on a le même type de résultat sur les fi

(a

b

)
pourvu que 0 < c1|a|c2 < |b|, avec

c1,c2 des constantes.
La présence de la condition de Galochkin dans ce théorème illustre le fait que la nature

des équations différentielles satisfaites par les G-fonctions influence de manière essentielle
les propriétés de leurs valeurs en des points algébriques. Ultérieurement, les Chudnovsky
ont montré que cette condition était automatiquement vérifiée, ce qui est l’objet du théo-
rème 0.3 ci-dessus.

La recherche de résultats diophantiens sur les valeurs de G-fonctions a ensuite été pour-
suivie par Bombieri dans [15], puis par les Chudnovsky, qui ont démontré le théorème sui-
vant, qui est essentiellement le meilleur connu à ce jour (cf [17, Theorem II p. 17]).

Théorème 0.6 (Chudnovsky, [17], p. 17)

Soit f = t
(

f1(z), . . . , fn(z)
) ∈ Q�z�n un vecteur de G-fonctions vérifiant f′ = Gf avec G ∈

Mn(Q(z)) telle que 1, f1(z), . . . , fn(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z). Alors
pour tout t Ê 1, il existe une constante c0 > 0 dépendant de f et de t telle que pour tout
nombre algébrique ξ de degré inférieur ou égal à t , et vérifiant

0 < |ξ| É exp
(
−c0

(
log H(ξ)

) 4n
4n+1

)
,

les nombres 1, f1(ξ), . . . , fn(ξ) ne sont pas liés par une relation algébrique de degré infé-
rieur ou égal à t surQ(ξ).

Ici, H(ξ) est la hauteur naïve de ξ, c’est-à-dire le maximum des valeurs absolues des
coefficients du polynôme minimal normalisé de ξ surQ.
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Hata [31] et Chudnovsky [18] ont obtenu des résultats analogues et plus précis pour les
polylogarithmes Lis(z), quand s Ê 1. Soulignons qu’il s’agit de fonctions qui jouent un rôle
central en approximation diophantienne, car elles sont liées aux valeurs de la fonctions zêta
de Riemann par les formules, valables pour s Ê 2,

Lis(1) = ζ(s) et Lis(−1) = (21−s −1)ζ(s).

Les résultats d’Hata et Chudnovsky sont de la même forme que le théorème 0.6, mais
concernent uniquement l’indépendance linéaire surQ. Hata ayant raffiné le travail de Chud-
novsky, nous n’énonçons que le résultat suivant :

Proposition 0.1 (Hata, [31], p. 135)

Définissons

Dm,±(x) := mm

(m +1)m+1

(x ±1)m+1

xm
,

Fm,+(x) := Dm,+(1/x) et

Fm,−(x) :=


D1,−(1/x) si m = 1

2

27

{
x2 −9+ 1

x
(x2 +3)3/2

}
si m = 2

Dm,+(1/x) si m Ê 3

Soit q ∈ Z tel que |q| > Fm,sgn(q)(em). Alors les nombres 1,Li1(1/q), . . . ,Lim(1/q) sont
linéairement indépendants surQ.

Pour k = 1, le polylogarithme Li1(z) est égal à − log(1− z). Alladi et Robinson ont prouvé
en dans [3] que log(1+ p/q) est un nombre irrationnel pour tous les entiers p, q vérifiant

q
(
1−√

1+p/q
)2 < e−1. Comme nous l’avons mentionné plus haut, on savait déjà, via l’étude

des E-fonctions, que log(α) est un nombre transcendant pour tout α ∈ Q \ {0,1}, mais il est
intéressant de voir quels résultats effectifs nous pouvons obtenir du point de vue des G-
fonctions.

A la suite de la preuve de l’irrationalité de ζ(3) par Apéry [8], une autre direction fruc-
tueuse a consisté à adopter un point de vue dual : ce n’est plus le nombre α en lequel on
évalue les polylogarithmes qui varie, mais la famille de polylogarithmes que l’on considère.
Ainsi, les résultats de Ball et Rivoal [10] sur l’indépendance linéaire des valeurs de la fonction
ζde Riemann ont été suivis de ceux de Rivoal [45] puis Marcovecchio [40] sur l’indépendance
linéaire des valeurs des polylogarithmes.

Précisément, Marcovecchio a démontré le résultat suivant, que Rivoal avait déjà prouvé
dans [45] dans le cas particulier où α est un nombre algébrique réel tel que 0 < |α| < 1.

Proposition 0.2 (Marcovecchio, [40])

Si α ∈Q et 0 < |α| < 1, alors on a

1+o(1)

(1+ log(2))[Q(α) :Q]
log(S) É dimQ(α) Vect

(
1,Li1(α), . . . ,LiS(α)

)É S +1, S →+∞.

Dans [24], Fischler et Rivoal ont généralisé cette démarche en considérant le problème

suivant : étant donnée une G-fonction non polynomiale F (z) =
∞∑

k=0
Ak zk ∈ K�z� de rayon

de convergence R > 0, où K est un corps de nombres, d’opérateur minimal non nul L ∈
K(z)[d/dz], on définit la famille de G-fonctions

(
F [s]

n (z)
)

n∈N∗,0ÉsÉS par l’équation

F [s]
n (z) =

∞∑
k=0

Ak

(k +n)s
zk+n (1)
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La question est de savoir, pour α ∈ K∩ D(0,R) donné, s’il est possible de trouver des
bornes inférieures et supérieures pertinentes sur leK-espace vectorielΦα,S engendré par les
valeurs F [s]

n (α), n ∈N∗, 0 É s É S.

Cette étude est motivée par l’exemple des fonctions polylogarithmes : si F (z) =
∞∑

k=0
zk =

1/(1− z), alors on remarque

F [s]
n (z) = Lis(z)−

n−1∑
k=1

zk

k s

de sorte que F [s]
n (z) est, à un terme additif polynomial près, la fonction polylogarithme d’ordre s

définie par Lis(z) :=
∞∑

k=1

zk

k s
.

Théorème 0.7 (Fischler–Rivoal, [24])

Il existe des constantes C (F ) > 0 et `0 ∈N∗ ne dépendant pas de α telles que

1+o(1)

C (F )[K :Q]
log(S) É dimKΦα,S É `0S +µ, S →+∞.

Dans [25], le théorème 0.7 a été généralisé à α ∈ DF , où DF est un ouvert étoilé en 0
contenant le disque ouvert D(0,R).

Les propriétés diophantiennes des valeurs des E- et G-fonctions sont étroitement liées à
leurs propriétés différentielles : le théorème d’André-Chudnovsky-Katz (théorème 0.4), qui
est un théorème de structure sur les G-opérateurs, permet d’obtenir des résultats diophan-
tiens sur les valeurs des E-fonctions, comme on le verra dans le chapitre 4.

Je vais maintenant présenter le contenu de mon travail de thèse.

0.1 Propriétés diophantiennes des valeurs des G-fonctions

Dans un premier temps, l’essentiel de mes travaux a été tourné vers la recherche d’une
généralisation du théorème 0.7, qui est le résultat principal de l’article de Fischler et Rivoal
[24].

Dans le théorème 0.7, l’entier `0 est donné par une expression explicite en fonction des
exposants de L en 0 et en ∞. En revanche, quoique la constante C (F ) obtenue par Fischler et
Rivoal soit théoriquement calculable, elle n’a pas été explicitée dans [24].

L’un des objectifs de ma thèse est d’étudier le problème suivant :
Soit β un rationnel positif. Définissons les G-fonctions

F [s]
n,β(z) :=

∞∑
k=0

Ak

(k +n +β)s
zk+n , 0 É s É S, n ∈N∗.

En prenant β= 0, on retrouve la famille
(
F [s]

n (z)
)

n,s définie dans (1). Comme ci-dessus, on se
donne α ∈K tel que 0 < |α| < R et on pose

Φα,β,S := VectK
(
F [s]

n,β(α),0 É s É S,n ∈N∗)
.

Dans le chapitre 3, qui correspond à l’article [36], j’ai adapté la démarche reposant sur la
méthode du col de [24] pour prouver l’analogue du théorème 0.7 dans cette nouvelle situa-
tion. C’est l’objet du théorème suivant :
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Théorème 0.8

On peut trouver des constantes C (F,β) > 0 et `0(β) ∈N∗ telles que

1+o(1)

[K :Q]C (F,β)
log(S) É dimKΦα,β,S É `0(β)S +µ.

En prolongement de cette étude, je me suis intéressé aux questions connexes suivantes,
numérotées de 1) à 3).

1) Comme expliqué ci-dessus, il n’y a pas dans [24] d’expression explicite de la constante
C (F ) du théorème 0.7. Peut-on donner une expression effectivement calculable de la constan-
te C (F,β), de manière à obtenir une version quantitative du théorème 0.7?

On peut là encore répondre par l’affirmative à cette question comme on le montre dans
le chapitre 3. En m’appuyant sur les livres de référence d’André [4] et Dwork [21] sur les G-
fonctions et G-opérateurs, j’ai pu obtenir une expression de C (F,β) en fonction de constantes
analytiques et arithmétiques de l’opérateur L et du dénominateur de β. Il se trouve que
C (F,β) dépend de manière cruciale de la taille σ(Mβ) d’un opérateur différentiel Mβ dépen-
dant à la fois de L et de β. Cette quantité, définie à l’aide des valeurs absolues p-adiques sur
un corps de nombres par André dans [4], encode la condition de Galochkin vérifiée par les G-
opérateurs. Avec les notations de la définition 0.2, dans le cas particulier où M ∈ Z[z,d/dz],
G est la matrice compagnon de M , et T (z) ∈Z[z] a au moins un coefficient égal à 1, alors on a

σ(M) = limsup
s→+∞

1

s
log qs .

Ce réel positif σ(M) a l’inconvénient de ne pas être directement calculable numérique-
ment, c’est pourquoi j’ai étudié et adapté les travaux de Chudnovsky, Dwork et André afin de
lever certains obstacles :

2) Soit G(z) une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0 (cf [5]) de la forme

G(z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k gα,k,`(z) ,

étant donnés un ensemble fini S ⊂ Q×N×N, une famille de nombres complexes non nuls
(cα,k,`)(α,k,`)∈S et une famille de G-fonctions non nulles

(
gα,k,`(z)

)
α,k,`. Soit L ∈ Q(z)[d/dz]

un opérateur non nul d’ordre minimal tel que L(G(z)) = 0. On définit une notion de taille
étendueσ(gα,k,`) de gα,k,`(z), qui est un réel quantifiant les conditions b) et c) de la définition
de G-fonction (définition 0.1). Peut-on obtenir une estimation de la taille de L en fonction
de S et des tailles étendues σ(gα,k,`(z)) ? On démontrerait ainsi un analogue quantitatif du
théorème des Chudnovsky pour les séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique. C’est ce que
nous allons faire, de deux manières différentes, dans les chapitres 1 et 2.

3) Étant donnés deux opérateurs différentiels L1 et L2, peut-on trouver une borne supé-
rieure sur σ(L1L2) en fonction de σ(L1) et σ(L2) ?

Dans le chapitre 1, qui correspond à l’article [37], j’utilise la méthode d’André (voir [4,
5]) consistant à associer à tout opérateur différentiel L un module différentiel ML , à définir
la taille d’un module différentiel M , puis à étudier le comportement de la taille vis à vis des
opérations algébriques usuelles sur les modules différentiels : produit cartésien, quotient,
inclusion, produit tensoriel, etc. Ceci est le point clef permettant de répondre positivement
à 2) et 3). Précisément, la solution obtenue au problème 2) est résumée dans le théorème
suivant :
Théorème 0.9

Soit S ⊂Q×N×N un ensemble fini, (cα,k,`)(α,k,`)∈S ∈ (C∗)S et une famille (gα,k,`(z))(α,k,`)∈S
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de G-fonctions non nulles. On considère

G(z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k gα,k,`(z),

qui est une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0. Alors :

a) La fonction G(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle à co-
efficients dans Q(z) et l’opérateur minimal L de f (z) sur Q(z) est un G-opérateur
[5, p. 720].

b) Pour tout (α,k,`) ∈ S, notons Lα,k,` 6= 0 un opérateur minimal de la G-fonction
gα,k,`(z).On définit κ comme le maximum des entiers k tels que (α,k,`) ∈ S pour
un certain (α,`) ∈Q×N et A := {α ∈Q : ∃(k,`) ∈N2, (α,k,`) ∈ S}.

On note µα,k,` := ord(Lα,k,`), δα,k,` := degz(Lα,k,`), et ε(x, y) :=
{

1 si x = y
0 sinon.

Alors on a

σ(L) É max

(
1+ log(κ+2), 2

(
1+ log(κ+2)

)
log

(
max
α∈A

den(α)
)
, max

(α,k,`)∈S

[(
1+ log(k +2)

)
((

5+ε(µα,k,`,1)
)
µ2
α,k,`(δα,k,`+1)−1− (µα,k,`−1)(δα,k,`+1)

)
σ(gα,k,`)

)])

Le point clef est d’obtenir une majoration entreσ(L) et les taillesσ(Lα,k,`) des opérateurs
minimaux non nuls respectifs surQ(z) des G-fonctions gα,k,`(z). L’application d’une version
quantitative du théorème des Chudnovsky dûe à Dwork [21, p. 290, p. 299] permet alors de
faire le lien entre les tailles de Lα,k,` et les tailles étendues des gα,k,`(z).

Par ailleurs, dans le chapitre 2, j’adopte une autre démarche pour résoudre le problème 2)
dans un cas particulier. En adaptant directement le théorème des Chudnovsky [17, Theorem
II p. 17] aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique d’ordre 0 s’écrivant sous la forme

G(z) =
κ∑

k=0

λ∑
`=1

zα` log(z)k gk,`(z), (2)

où α= (α1, . . . ,αλ) ∈Qλ et les gk,`(z) sont des G-fonctions, j’ai pu exprimer la taille de l’opé-
rateur minimal L de G sur Q(z) en fonction de κ, λ, α, ainsi que de la taille étendue des
G-fonctions gk,`(z). Notons que l’ensemble des séries s’écrivant sous la forme (2) est inclus
strictement dans l’ensemble des séries particulières (de type Nilsson-Gevrey arithmétique
d’ordre 0) considérées dans le théorème 0.9.

Dans la section 3.3.3, une comparaison des majorations obtenues sur σ(L) dans les cha-
pitres 1 et 2 est menée dans le cas particulier des séries G(z) = zβF (z), quand β ∈ Q et F (z)
est une G-fonction.

0.2 Structure des G-opérateurs au sens large

Une seconde partie de la thèse, qui correspond à la prépublication [35], a consisté, dans
la continuité de mon travail de mémoire de deuxième année de Master [38], à chercher une
généralisation du théorème d’André-Chudnovsky-Katz pour la classe de fonctions plus gé-
nérale des G-fonctions au sens large.

On sait que toute G-fonction au sens strict est une G-fonction au sens large, mais la ré-
ciproque est à l’état de conjecture. Dans le chapitre 4, je montre à la suite des travaux d’An-
dré [5, 6] le théorème 0.10. Sa preuve a été sommairement esquissée par André dans [6, pp.
746–747], qui n’a énoncé qu’une partie de ce théorème. Précisément, André énonce que la
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singularité en l’infini d’un opérateur d’ordre minimal annulant une G-fonction au sens large
est régulière. Dans le chapitre 4, nous donnons tous les détails de l’esquisse d’André et nous
obtenons également des résultats supplémentaires sur la structure des bases de solutions
aux points algébriques non singuliers. L’ensemble de tous ces résultats est résumé ainsi :

Théorème 0.10

Soit f (z) une G-fonction au sens large et L ∈Q(z)[d/dz]\{0} un opérateur différentiel tel
que L( f (z)) = 0 et d’ordre minimal µ pour f .

Alors au voisinage de tout α ∈P1(Q), il existe une base de solutions de Ly(z) = 0 de la
forme

( f1(z −α), . . . , fµ(z −α))(z −α)Cα ,

en remplaçant, pour α =∞, z −α par 1/z, où Cα ∈ Mµ(Q) est triangulaire supérieure à

valeurs propres dansQ et les fi (u) ∈Q�u� sont des G-fonctions au sens large.

Le théorème 0.10 constitue une généralisation du théorème d’André-Chudnovsky-Katz
(théorème 0.4) aux G-fonctions au sens large. La démonstration, inspirée de [13], s’appuie
sur la définition d’une notion de G-opérateur au sens large adaptée aux conditions b)’ et c)’.

Elle repose sur quatre éléments :

i) On commence par montrer l’analogue du théorème des Chudnovsky pour les G-fonctions
au sens large en définissant une condition de Galochkin « large ». Il s’avère qu’André a intro-
duit cette condition, en la formulant dans un autre langage, dans [6, p. 747].

Définition 0.3

On reprend les notations de la définition 0.2.
• On dit que le système y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin au sens large si

∀ε> 0, ∃s0(ε) : ∀s Ê s0(ε), qs É s!ε.

• Si G est la matrice compagnon d’un opérateur L, on dit que L est un G-opérateur
au sens large si G vérifie la condition de Galochkin au sens large.

On donne alors les détails du résultat suivant, esquissé par André.

Théorème 0.11 (André, [6], p. 747)

Si f (z) est une G-fonction au sens large et L ∈ Q(z)[d/dz] \ {0} est un opérateur d’ordre
minimal tel que L( f (z)) = 0, alors L est un G-opérateur au sens large.

ii) Suivant André [6, p. 747], on introduit une condition de Bombieri au sens large. Si G est
une matrice à coefficients dansK(z), oùK est un corps de nombres, et p est un idéal premier
de OK, on définit Rp(G) comme le rayon de convergence d’une matrice fondamentale de
solutions du système y ′ = G y au voisinage du point générique p-adique tel que construit
dans [21, pp. 92–97].

Définition 0.4 (André, [6], p. 747)

Soit, pour n ∈ N∗, ρn(G) := ∑
p∈Spec(OK)

p(p)Én

log+
(

1

Rp(G)

)
, où p(p) est le premier positif de Z en-

gendrant p∩Z. On dit que le système y ′ = G y satisfait la condition de Bombieri au sens
large quand

ρn(G) = o(logn).

Nous montrons alors que tout opérateur différentiel dont la matrice compagnon satisfait
la condition de Bombieri au sens large est globalement nilpotent selon la terminologie de
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Dwork [21, p. 95, 98], et donc, selon un théorème de Katz [21, p. 98], est à exposants rationnels
en tout point de P1(Q).

iii) On prouve un analogue au sens large du théorème d’André-Bombieri (voir [21, pp. 228–
234]) :

Proposition 0.3 (André, [6], p. 747)

Soit G ∈Mµ(K(z)). La condition de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si
la condition de Bombieri au sens large ρn(G) = o(logn) est vérifiée.

Les trois points précédents fournissent, au voisinage de tout point α de P1(Q) une base de
solutions de l’équation L(y(z)) = 0 de la forme

( f1(z −α), . . . , fµ(z −α))(z −α)Cα ,

où Cα ∈Mµ(Q) est triangulaire supérieure à valeurs propres dansQ et les fi (u) ∈Q�u�.

iv) On montre enfin, en adaptant la démonstration donnée dans le cas strict par Dwork dans
[21, pp. 234–248], que les fi (u) sont alors des G-fonctions au sens large, ce qui n’avait pas été
énoncé par André.

Malheureusement, on ne dispose pas d’une généralisation complète au sens large de la
théorie des G-fonctions au sens strict, car il manque l’analogue du théorème diophantien 0.6.
Plus précisément, il serait difficile de concilier rayon de convergence fini et dénominateur
en n!ε dans les constructions diophantiennes usuelles. Pour compléter la théorie, pourrait-
on prouver à partir du théorème de structure des E-opérateurs au sens large un analogue
au sens large du théorème 0.6, de la même manière que l’on peut obtenir une preuve du
théorème de Siegel-Shidlovskii à partir de la connaissance de la structure des G-opérateurs
au sens large ? Ceci constituerait une forme de réciproque à la méthode de « transcendance
sans transcendance » menée par André dans [6]. Ceci semble être un problème difficile qui
reste ouvert à ce jour.

0.3 Structure des E-opérateurs au sens large

Dans le chapitre 5, nous tirons plusieurs conséquence du théorème 0.10. L’une d’elles
est l’obtention d’un théorème de structure sur les E-opérateurs au sens large, qui sont les
transformées de Fourier-Laplace des G-opérateurs au sens large. Ce résultat n’avait pas été
écrit auparavant par André.

Théorème 0.12

Soit f (z) une E-fonction au sens large et L son opérateur minimal non nul surQ(z). Alors

a) Toute les singularités différentes de 0 et ∞ de L sont apparentes.

b) L’opérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les ex-
posants en ∞ de sa transformée de Fourier-Laplace F∗(L).

c) Il existe une base de solutions en 0 de l’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(F1(z), . . . ,Fν(z)) · zΓ0 ,

où les F j sont des E-fonctions au sens large et Γ0 ∈ Mν(Q) est triangulaire supé-
rieure.
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Ceci mène à une nouvelle preuve du théorème 0.2 ci-dessus, qui est davantage dans l’es-
prit de la démonstration du théorème dans le cas strict (dûe à Beukers [14]). Nous obtenons
ensuite d’autres conséquences diophantiennes sur les valeurs des E-fonctions au sens large
(voir les parties 5.4 et 5.5).

Remarques et notations
• Dans ce qui suit, étant donnée une fonction f , on appellera « opérateur minimal de f sur
Q(z) », ou « opérateur minimal » quand il n’y a pas d’ambiguïté possible, tout opérateur non
nul L ∈Q(z) [d/dz] tel que L( f (z)) = 0, et dont l’ordre est minimal pour f .
• Pour u1, . . . ,un ∈ Q, on note den(u1, . . . ,un) le dénominateur de u1, . . . ,un , c’est à dire le
plus petit d ∈N∗ tel que du1, . . . ,dun sont des entiers algébriques.
• SiK est un sous-corps deQ, on note OK l’ensemble des entiers algébriques deK.
• Pour éviter trop de retour du lecteur vers l’introduction, on réécrira explicitement certains
des théorèmes cités en introduction dans les divers chapitres.
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Chapitre 1

Problèmes quantitatifs sur la taille des
G-opérateurs

Ce chapitre correspond à l’article [37].

1.1 Introduction

La pierre angulaire de la théorie des G-fonctions est l’étude des opérateurs minimaux
non nuls des G-fonctions surQ(z). Il se trouve qu’ils ont des propriétés spécifiques, incluant
le fait que ce sont des opérateurs différentiels fuchsiens à exposants rationnels en tout point.
Ils appartiennent à la classe des G-opérateurs, qui sont conjecturés comme « venant de la
géométrie » (voir [4, chapitre II]).

Le théorème des Chudnovsky affirme que l’opérateur minimal non nul L d’une G-fonction
f satisfait une condition arithmétique de croissance géométrique sur certains dénomina-
teurs, appelée condition de Galochkin (définition 0.2). Cette condition est équivalente au fait
qu’une quantité σ(L), définie en termes p-adiques (voir définition 1.7 dans la section 1.2 ci-
dessous), est finie. Cette quantité est appelée la taille de L. Plus généralement, il est possible
d’associer une taille σ(G) à tout système différentiel y ′ =G y , où G ∈ Mn(Q(z)).

Similairement, on associe à toute G-fonction f (z) =
∞∑

n=0
an zn sa taille étendue σ( f ), en-

codant les conditions de croissance modérée an ÉC n+1
1 et den(a0, . . . , an) ÉC n+1

2 (voir l’in-
troduction).

Le théorème des Chudnovsky a été prouvé de telle sorte qu’il existe un lien explicite entre
la taille de L et la taille de f , où L est l’opérateur minimal non nul de f sur Q(z) (voir [21,
chapitre VII]). Ceci est particulièrement utile pour des applications diophantiennes, comme
par exemple dans [36].

Dans [5] et [6], André a étudié les propriétés des séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique d’ordre 0, i.e. les fonctions qui peuvent être écrites sous la forme

f (z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k fα,k,`(z), (1.1)

où S ⊂ Q×N×N, cα,k,` ∈ C∗, et les fα,k,`(z) vérifient les conditions b) et c) de la définition
0.1. On dit de plus que f (z) est de type holonome si les fα,k,`(z) sont holonomes, c’est à dire
solutions d’une équation différentielle non nulle à coefficients dansQ(z) 1.

1. Dans [22, Proposition 1, p. 2], Fischler et Rivoal prouvent que toutes les séries Nilsson-Gevrey holonomes
d’ordre s de type arithmétique sont des séries de type holonome. Ainsi, dans la suite de la thèse, tous les énon-
cés portant sur les séries Nilsson-Gevrey de type holonome seront également vrais si l’on suppose seulement
ces séries holonomes.
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André a démontré en particulier un analogue du théorème des Chudnovsky pour les sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 :

Théorème 1.1 ([5], p. 720)

Soit S ⊂Q×N×N un ensemble fini, (cα,k,`)(α,k,`)∈S ∈ (C∗)S et une famille ( fα,k,`(z))(α,k,`)∈S

de G-fonctions non nulles. On considère

f (z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k fα,k,`(z)

une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0. Alors f (z)
est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle à coefficients dans Q(z) et
l’opérateur minimal L de f (z) surQ(z) est un G-opérateur.

Dans la suite de ce chapitre, nous n’écrirons plus « ordre 0 ».
Nous voudrions obtenir un résultat plus précis : est-il possible de trouver un lien quan-

titatif entre la taille σ(L) de l’opérateur minimal de f (z) sur Q(z) et les tailles étendues des
G-fonctions fα,k,`(z) ?

Dans la section 1.3, nous étudierons cette question et y répondrons par l’affirmative.
Le résultat principal de ce chapitre – et le réponse au problème posé ci-dessus – est le

théorème suivant :

Théorème 1.2

Nous conservons les notations du théorème 1.1. Pour tout (α,k,`) ∈ S, notons Lα,k,` 6= 0
un opérateur minimal de la G-fonction fα,k,`(z). On définit κ comme le maximum des
entiers k tels que (α,k,`) ∈ S pour un certain (α,`) ∈ Q×N et A := {α ∈ Q : ∃(k,`) ∈
N2, (α,k,`) ∈ S}.

On note µα,k,` := ord(Lα,k,`), δα,k,` := degz(Lα,k,`), et ε(x, y) :=
{

1 si x = y
0 sinon.

Alors on a

σ(L) É max

(
1+ log(κ+2), 2

(
1+ log(κ+2)

)
log

(
max
α∈A

den(α)
)
, max

(α,k,`)∈S

[(
1+ log(k +2)

)
((

5+ε(µα,k,`,1)
)
µ2
α,k,`(δα,k,`+1)−1− (µα,k,`−1)(δα,k,`+1)

)
σ( fα,k,`)

)])
(1.2)

Dans le chapitre 2, nous adapterons la preuve du théorème des Chudnovsky aux séries
Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome pour prouver un résultat analogue
au théorème 1.2 (théorème 2.4), moyennant une condition supplémentaire sur f (z). On ob-
tient ainsi une meilleure estimation sur σ(L) que celle donnée par le théorème 1.2 dans des
cas particuliers (voir la comparaison menée dans la partie 3.3.3).

Le théorème 1.2 est la combinaison, d’une part d’une version quantitative du théorème
de Chudnovksy, faisant le lien entre la taille étendue d’une G-fonction et la taille de son opé-
rateur minimal non nul sur Q(z), et d’autre part du théorème suivant, que ce chapitre vise à
prouver :

Théorème 1.3

Nous conservons les notations du théorème 1.2. Alors on a

σ(L) É max

(
1+ log(κ+2), 2

(
1+ log(κ+2)

)
log

(
max
α∈A

den(α)
)
,

max
(α,k,`)∈S

(
(1+ log(k +2))σ(Lα,k,`)

))
. (1.3)
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Il s’avère que la taille d’un système différentiel est invariant par équivalence de systèmes
différentiels. Ainsi, André a pu généraliser la notion de taille aux modules différentiels et
étudier le comportement de la taille relativement aux opérations algébriques usuelles sur les
modules différentiels : sous-module, quotient, somme directe, produit tensoriel, etc.

Nous allons suivre ce point de vue pour résoudre le problème énoncé ci-dessus et consa-
crerons la section 1.2 à quelques rappels utiles sur les modules différentiels et à une synthèse
des résultats d’André sur la taille des modules différentiels.

Enfin, dans la partie 1.4, nous donnerons une application de ces résultats qui consiste,
étant donnés deux G-opérateurs L1 et L2, à trouver une inégalité explicite entre la taille de
L1L2 et les tailles de L1 et L2 (Théorème 1.4, §1.4).

1.2 Taille d’un module différentiel

1.2.1 Rappels sur les modules différentiels

Dans cette partie, nous allons essentiellement synthétiser la présentation de la théorie
des modules différentiels issue de [52, chapitre 2], qui sera utile dans le reste du chapitre.
Les preuves et davantage de détails sur les modules différentiels peuvent être trouvées dans
dans le livre cité ci-dessus.

Définition 1.1

Soit (k,δ) un corps différentiel. On note k[∂] l’anneau des opérateurs différentiels sur k.
Il est défini comme l’ensemble des polynômes non commutatifs en ∂ avec la condition
de compatibilité

∀a ∈ k, ∂a = a∂+δ(a).

C’est un anneau euclidien à gauche (et à droite) pour le stathme

ord : L =
n∑

k=0
ak∂

k 7→ n (où an 6= 0).

Définition 1.2

Soit (k,δ) un corps différentiel. Un module différentiel M sur k est un k-espace vectoriel
de dimension finie qui est un k[∂]-module à gauche, ou, de façon équivalente, un k-
espace vectoriel de dimension finie muni d’une application ∂ : M →M telle que

∀λ ∈ k, ∀a,b ∈M , ∂(a +b) = ∂(a)+∂(b) et ∂(λa) =λ∂(a)+δ(λ)a.

Soit M un k-module différentiel de dimension n, muni d’une k-base (e1, . . . ,en). Alors

il existe une matrice A = (ai , j )i , j ∈ Mn(k) telle que ∀1 É i É n, ∂ei = −
n∑

j=1
a j ,i e j . Un calcul

direct montre que si u =
n∑

i=1
ui ei ∈M , alors ∂u = 0 ⇐⇒ u′ = Au,u = t (u1, . . . ,un).

Remarque. Si l’on choisit une autre k-base ( f1, . . . , fn) de M telle que ∂ fi = −
n∑

j=1
b j ,i f j , alors

il existe P ∈ GLn(k) telle que B = P [A] = P−1P ′+P−1 AP .
Les systèmes différentiels définis par A et B sont dits équivalents sur k. Ceci équivaut au

fait que y 7→ P y établit une bijection entre les ensembles des solutions de A et de B .
Par conséquent, la matrice A obtenue par la construction ci-dessus ne dépend pas du

choix de base que l’on fait, à équivalence de systèmes différentiels près.

On peut aussi effectuer l’opération inverse :
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Définition 1.3

Soit A = (ai j )i , j ∈ Mn(k), On définit le module différentiel MA associé au système dif-
férentiel y ′ = Ay par MA = kn , muni de la dérivation ∂ telle que ∀i ∈ {1, . . . ,n}, ∂ei =
−

n∑
j=1

a j i e j , où (e1, . . . ,en) est la base canonique de kn .

On associe à un opérateur différentiel L = ∂n +
n−1∑
k=0

ak∂
k ∈ k[∂] le module différentiel

ML :=MAL , où AL est la matrice compagnon de L :

AL =


0 1 (0)

. . . . . .
(0) 0 1
−a0 . . . −an−1

 .

Définition 1.4

Un morphisme de modules différentiels est une application k-linéaire ϕ : (M ,∂M ) →
(N ,∂N ) telle que ∂N ◦ϕ=ϕ◦∂M .

Proposition 1.1

Soient A,B ∈ Mn(k). Alors il y a un isomorphisme de modules différentiels entre MA et
MB si et seulement si A et B définissent des systèmes différentiels équivalents sur k.

Ainsi, les classes d’équivalence des systèmes différentiels sur k classifient les k-modules
différentiels à isomorphisme près.

On peut effectuer les constructions algébriques usuelles avec les modules différentiels :
• Un sous-module différentiel de M est un sous-k[∂]-module à gauche de M .
• Si N est un sous-module différentiel de M , alors le module différentiel quotient M /N est
muni de la dérivation quotient ∂ : m 7→ ∂(m).
• Le produit cartésien (ou somme directe) de (M1,∂1) et (M2,∂2) peut être muni de la déri-
vation ∂ : (m1,m2) 7→ (∂1(m1),∂2(m2)), qui en fait un k-module différentiel.
• Le produit tensoriel M1 ⊗k M2 est un module différentiel quand on le munit de ∂ : m1 ⊗
m2 7→ m1 ⊗∂2(m2)+∂1(m1)⊗m2 (étendu à l’espace vectoriel entier avec la règle de Leibniz).
Il est à noter que le produit tensoriel ne peut pas être défini sur l’anneau de base non com-
mutatif k[∂] puisque M1 et M2 sont seulement des k[∂]-modules à gauche. Par conséquent,
nous noterons souvent M1 ⊗M2 sans préciser le corps de base.
• La dérivation ∂∗ : ϕ 7→ (

m 7→ϕ(∂(m))−δ(ϕ(m))
)

fait du dual M∗ = Homk (M ,k) un mo-
dule différentiel.
• Plus généralement, les constructions précédentes permettent de définir une structure de
module différentiel sur l’espace des morphismes Homk (M1,M2) 'M∗

1 ⊗k M2.

Remarque. En réalité, pour tout A ∈ Mn(k), on a M∗
A ' MA∗ , où A∗ = −t A. Si X est une ma-

trice fondamentale de solutions du système y ′ = Ay , alors Y := t X −1 satisfait Y ′ =−t AY .

Lemme 1.1

Il y a un isomorphisme de modules différentiels ML '
(
Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L

)∗
.

Définition 1.5

L’ opérateur adjoint de L ∈Q(z)[∂] est l’opérateur L∗ tel que ML∗ 'Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L.

On peut calculer directement L∗ : si L = ∂n +
n−1∑
k=0

ak∂
k , alors L∗ = (−∂)n +

n−1∑
k=0

(−∂)k ak .

L’opérateur adjoint a des propriétés utiles ; par exemple, on a L∗∗ = L et (L1L2)∗ = L∗
2 L∗

1 .
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Mentionnons finalement le théorème du vecteur cyclique implique que tout système dif-
férentiel y ′ = Ay est équivalent à un système y ′ = AL y , L ∈ k[∂]. Ceci fournit in fine une équi-
valence entre les systèmes différentiels et les opérateurs différentiels (voir [52, pp. 42–43]).

1.2.2 Taille et opérations sur les modules différentiels

Soit K un corps de nombres et G ∈ Mn(K(z)). Dans cette sous-section, suivant les nota-
tions d’André, nous introduisons une quantité σ(G) qui encode une condition arithmétique
de croissance modérée sur un système différentiel, appelée condition de Galochkin.

Pour tout s ∈N, on définit Gs comme la matrice telle que, si y est un vecteur satisfaisant
y ′ = G y , alors y (s) = Gs y . En particulier, G0 est la matrice identité. Les matrices Gs satisfont
la relation de récurrence

∀s ∈N, Gs+1 =GsG +G ′
s ,

où G ′
s est la dérivée de la matrice Gs .

Définition 1.6 (Galochkin, [27])

Soit T (z) ∈ K[z] tel que T (z)G(z) ∈ Mn(K[z]). On note, pour s ∈ N, qs le plus petit dé-
nominateur supérieur ou égal à 1 de tous les coefficients des coefficients des matrices

T (z)m Gm(z)

m!
, quand m ∈ {1, . . . , s}. On dit que le système y ′ = G y vérifie la condition de

Galochkin si
∃C > 0 : ∀s ∈N, qs ÉC s+1.

Le théorème des Chudnovsky (cf [17]) affirme que si G est la matrice compagnon de
l’opérateur minimal non nul L associé à une G-fonction, alors le système y ′ = G y satisfait
la condition de Galochkin. C’est pour cette raison que L est appelé G-opérateur (voir [5, pp.
717–719] pour une revue des propriétés des G-opérateurs). Suivant [21, chapter VII], nous
allons maintenant reformuler cette condition en termes p-adiques.

Pour tout idéal premier p de OK, on définit | · |p comme la valeur absolue p-adique sur K,
avec le choix de normalisations donné dans [21, p.223].

On rappelle que la valeur absolue de Gauss associée à | · |p est la valeur absolue non-
archimédienne

| · |p,Gauss : K(z) −→ R
N∑

i=0
ai zi

M∑
j=0

b j z j

7−→
max

0ÉiÉN
|ai |p

max
0É jÉM

|b j |p
.

La valeur absolue | · |p,Gauss induit naturellement une norme sur Mn,m(K(z)), définie pour
tout H = (hi , j )i , j ∈ Mn,m(K(z)) comme ‖H‖p,Gauss = maxi , j |hi , j |p,Gauss. On l’appelle norme de
Gauss. Si n = m, Mn(K(z)) munie de ‖ · ‖p,Gauss est une algèbre normée. Utilisons à présent
cette notation pour définir la notion de taille d’une matrice :

Définition 1.7 ([21])

a) ([21, p. 227]) Soit G ∈ Mn(K(z)). La taille de G est

σ(G) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

h(s,p),

où

∀s ∈N, h(s,p) = sup
mÉs

log+
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

,

avec log+ : x 7→ log(max(1, x)).

23



b) ([21, p. 243]) La taille de Y =
∞∑

m=0
Ym zm ,Ym ∈ Mp,q (K) est

σ(Y ) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉs

log+ ‖Ym‖p .

c) (...Dwork) La taille étendue deσ(y) :=σ(y)+limsup
s→+∞

1

s

∑
τ:K,→C

sup
mÉs

log+ |ym |τ, où pour

tout plongement τ :K ,→C,

|ζ|τ :=
{
|τ(ζ)|1/[K:Q] si τ(K) ⊂R
|τ(ζ)|2/[K:Q] sinon.

Pour donner un lien entre σ(G) et la condition de Galochkin, nous allons introduire une

notion alternative de dénominateur. Si α1, . . . ,αn ∈K sont tels que (αi ) = ai

bi
, où ai et bi sont

des idéaux premiers entre eux de OK, on définit den′(α1, . . . ,αn) comme la norme NK/Q(b) du
plus petit multiple commun b de b1, . . . ,bn dans le sens des anneaux de Dedekind.

Ce dénominateur n’est pas nécessairement le plus petit multiple commun des αi dans
le sens classique du terme, comme le montre l’exemple de α = (1+ i )/2 dans K = Q(i ) : il
satisfait den(α) = 2 et den′(α) = 4, puisque (1+i ) est un idéal premier deZ[i ] =OK. Toutefois,
on a

den(α1, . . . ,αn) É den′(α1, . . . ,αn) É (den(α1, . . . ,αn))[K:Q]. (1.4)

Cette notion alternative de dénominateur s’avère être plus utile que la notion usuelle
dans notre contexte, car, comme il a été prouvé dans [21, p. 225], on a

∀α1, . . . ,αn ∈K,
∑

p∈Spec(OK)
sup

1ÉiÉn
log+ |αi |p = 1

[K :Q]
log

(
den′(α1, . . . ,αn)

)
. (1.5)

Nous commençons par prouver la proposition suivante qui donne le lien entre la condi-
tion de Galochkin et σ(G).

Proposition 1.2

Soit T (z) ∈ K[z] tel que T (z)G(z) ∈ Mn(K[z]). Définissons, pour s ∈ N, qs (resp. q ′
s), le

dénominateur (resp. le den′) des coefficients des coefficients des matrices TG , T 2 G2

2
, . . . ,

T s Gs

s!
. Alors

a) Pour tout entier s,
1

s
log(qs) É 1

s
log(q ′

s) É [K :Q]
1

s
log(qs).

b) Posons

h−(T ) = ∑
p∈Spec(OK)

log− |T |p,Gauss et h+(T ) = ∑
p∈Spec(OK)

log+ |T |p,Gauss,

avec log− : x 7→ log(min(1, x)). Alors

[K :Q]σ(G)+h−(T ) É limsup
s→+∞

1

s
log(q ′

s) É [K :Q]σ(G)+h+(T ).

c) Le système différentiel y ′ = G y satisfait la condition de Galochkin si et seulement
si σ(G) <+∞ [21, p. 228].
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Démonstration. Le point a) est une conséquence directement de l’inégalité (1.4). Il im-
plique immédiatement c).

b) L’équation (1.5) donne

log q ′
s = [K :Q]

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉs

log+
∥∥∥∥T mGm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

De plus, pour s ∈N∗ et m É s, on a

log+
∥∥∥∥T m Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

= log+
(
|T |mp,Gauss

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

)
É s log+ |T |p,Gauss + log+

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

D’où

sup
mÉs

log+
∥∥∥∥T m Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

É s log+ |T |p,Gauss +h(s,p),

de sorte que

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉs

log+
∥∥∥∥T mGm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

É s
∑

p∈Spec(OK)
sup
mÉs

log+ |T |p,Gauss +h(s,p).

Symétriquement, en remarquant que
Gm

m!
=

(
1

T

)m T mGm

m!
et log+

∥∥∥∥ 1

T

∥∥∥∥
p,Gauss

=− log− |T |p,Gauss,

on a

h(s,p) É−s
∑

p∈Spec(OK)
sup
mÉs

log− |T |p,Gauss +
∑

p∈Spec(OK)
sup
mÉs

log+
∥∥∥∥T mGm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

On obtient le résultat voulu en divisant par s et en passant à la limite supérieure.

Remarque. Une situation commode apparaît quand G ∈Mµ(Q(z)) et T (z) ∈Z[z] a au moins
un coefficient égal à 1. Dans ce cas, la proposition 1.2 se résume à l’égalité

σ(G) = limsup
s→+∞

1

s
log(qs).

Le lemme suivant montre que la taille ne dépend pas du corps de nombres K considéré
et elle est invariante par équivalence de systèmes différentiels. Il est dû à André [4, p. 71].
Nous donnons une preuve plus détaillée que dans [4] par souci d’exhaustivité.

Lemme 1.2 ([4], p. 71)

Soit K un corps de nombres, G ∈ Mn(K(z)) et P ∈ GLn(Q(z)), soit H = P [G] = PGP−1 +
P ′P−1 une matrice définissant un système différentiel y ′ = H y qui est équivalent à y ′ =
G y surQ(z). Alors σ(G) =σ(H).

Démonstration. Quitte à remplacer K par une de ses extensions finies de corps, on peut
supposer que P est à coefficients dansK(z).

On a

∀s ∈N, Hs =
s∑

m=0

(
s

m

)
P (s−m)GmP−1. (1.6)

En effet, soit s ∈ N et y tel que y ′ = G y . Alors y (s) = Gs y et, comme H = P [G], (P y)(s) =
HsP y . Or,

HsP y = (P y)(s) =
s∑

k=0

(
s

k

)
P (s−k) y (k) =

s∑
k=0

(
s

k

)
P (s−k)Gk y.
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Comme cette égalité vaut pour toute solution y de de y ′ =G y , il s’ensuit que

Hs =
s∑

m=0

(
s

m

)
P (s−m)HmP−1.

Par conséquent, pour p ∈ Spec(OK),∥∥∥∥ Hs

s!

∥∥∥∥
p,Gauss

É max
0ÉmÉs

∥∥∥∥ P (s−m)

(s −m)!

∥∥∥∥
p,Gauss

· ‖P−1‖p,Gauss ·
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

É ‖P‖p,Gauss · ‖P−1‖p,Gauss · max
0ÉmÉs

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

,

car

∥∥∥∥ P (s−m)

(s −m)!

∥∥∥∥
p,Gauss

É ‖P‖p,Gauss (cf [21, p. 118]). En notant C (p) = ‖P‖p,Gauss ·‖P−1‖p,Gauss, on

a alors, pour tout entier s,

max
0ÉmÉs

∥∥∥∥ Hs

s!

∥∥∥∥
p,Gauss

ÉC (p) max
0ÉmÉs

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

D’où

σ(H) Éσ(G)+ limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

log+C (p) =σ(G).

Symétriquement, on a σ(G) Éσ(H), puisque G = P−1[H ].

La proposition 1.1 et le lemme 1.2 impliquent que l’on peut définir sans ambiguïté la
taille d’un module différentiel M par σ(M ) := σ(A), car tout module différentiel M peut
être associé à une unique classe d’équivalence de systèmes différentiels [A].

Définition 1.8 ([4], pp. 74–76)

Soit L ∈ Q(z)[∂]. On pose σ(L) = σ(ML). Si σ(L) < +∞, on dit que l’opérateur L est un
G-opérateur.

Cette terminologie est justifiée par le fait que toute solution de l’équation L(y(z)) = 0 au
voisinage de tout point non singulier du G-opérateur L est une G-fonction.

Le résultat suivant est un résultat essentiel de ce chapitre. Il est dû à André. Il démontre
que la notion de taille est compatible avec la plupart des opérations usuelles sur les modules
différentiels.

Rappelons que pour n ∈ N∗, la nième puissance symétrique du module différentiel M ,
Symn

Q(z)
(M ), est le quotient de M⊗n par le sous-module engendré surQ(z) par les m1 ⊗·· ·⊗

mn −mσ(1) ⊗·· ·⊗mσ(n), quand σ est une permutation de {1, . . . ,n}.

Proposition 1.3 ([4], p. 72)

Soient M1,M2,M3 des modules différentiels surQ(z). Alors

a) Si M2 est un sous-module différentiel de M1, alorsσ(M2) Éσ(M1) etσ (M1
/
M2) É

σ(M1).

b) σ(M1 ×M2) = max(σ(M1),σ(M2)) Éσ(M1)+σ(M2).

c) σ
(
SymN

Q(z)
(M1)

)
É (

1+ log(N )
)
σ(M1).

d) σ(M∗
1 ) Éσ(M1)

(
1+ log(µ1 −1)

)
, où µ1 = dim

Q(z) M1.
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e) Si la suite 0 →M2 →M1 →M3 → 0 est exacte, alors on a

σ(M1) É 1+2σ(M2 ×M3 × (M3)∗) É 1+2max(σ(M2),σ(M3)+µ3 −1), (1.7)

avec µ3 = dim
Q(z) M3.

Dans d), on peut également prouver l’inégalité alternative suivante, dont nous donne-
rons une démonstration dans la preuve de la proposition 1.3 :

σ(M1)−µ1 +1 Éσ(M∗
1 ) Éσ(M1)+µ1 −1. (1.8)

Dans e), on peut en réalité déduire de la preuve d’André le résultat un peu plus précis
suivant

σ(M1) É 1+ 11

6
σ

(
M2 ×M3 × (M3)∗

)
. (1.9)

De manière alternative (voir (1.8) ci-dessus et (1.15) ci-dessous), on a

σ(M1) É 1+σ(M2)+σ(M3)+σ(M∗
3 ) Éµ3 +σ(M2)+2σ(M3). (1.10)

Notons que (1.9) n’est pas toujours une meilleure estimation que (1.10), comme l’exemple
avec σ(L̃β) dans la sous-section 3.3.3 le montre.

La preuve des points a) et e) repose essentiellement sur le lemme classique suivant,
énoncé sans preuve dans [4, p. 72], dont nous donnons une démonstration pour la conve-
nance du lecteur :
Lemme 1.3 ([4], p. 72)

Soient M1,M2,M3 des modules différentiels surQ(z). Si la suite 0 →M2 →M1 →M3 →
0 est exacte, alors, avec un choix adapté de bases, M1 est asssocié à un système différen-

tiel ∂y =G y , où G =
(
G (2) G (0)

0 G (3)

)
et les systèmes ∂y =G (2) y et ∂y =G (3) y sont respective-

ment associés à M2 et M3.

Démonstration. On lit sur la suite exacte que M3 ' M1
/
M2 .

Un raisonnement d’algèbre linéaire nous convainc alors que, si (e1, . . . ,en) est une base
sur k de M2 et ( f1, . . . , fm) est une base sur k de M1/M2, alors B = (e1, . . . ,en , f1, . . . , fm) est
une base de M1.

Ainsi, si ∀1 É i É m, ∂ fi =−
m∑

j=1
g (3)

j ,i f j , on a ∂ fi +
n∑

j=1
g (3)

j ,i f j ∈M2, de sorte qu’il existe une

matrice G (0) = (g (0)
i , j ) ∈ Mm,n(k) telle que

∀1 É i É m, ∂ fi =−
m∑

j=1
g (3)

j ,i f j −
n∑

j=1
g (0)

j ,i e j .

De plus, on peut trouver une matrice G (2) ∈ Mn(k) associée à M2 telle que

∀1 É i É n, ∂ei =−
m∑

j=1
g (2)

j ,i e j .

Par suite, la matrice G telle que ∂tB =−tG tB est de la forme G =
(
G (2) G (0)

0 G (3)

)
.

Démonstration de la proposition 1.3. Nous donnons cette preuve pour la convenance
du lecteur, en donnant de plus des détails qui n’ont pas été écrits par André.

27



L’assertion a) est une conséquence directe du lemme 1.3, et b) s’ensuit de la définition.
Pour le point c), voir [4, p. 72] (et [4, pp. 17–18] pour l’argument clé).

L’inégalité d) est prouvée dans [4, p. 80]. La preuve consiste à utiliser le théorème de Katz
sur les exposants d’un G-opérateur pour exprimer la taille de M∗

1 en fonction de la taille de
σ(Symµ1−1M1), puis à appliquer le point c).

Expliquons maintenant comment obtenir la borne alternative (1.8) sur σ(M∗
1 ).

En suivant les notations de [21, p. 226], on note ρ(M1) le rayon inverse global de M1.
Alors le théorème d’André-Bombieri [4, p. 74] donne

ρ(M1) Éσ(M1) É ρ(M1)+µ1 −1,

où µ1 = dim
Q(z) M1. De plus, [4, Lemma 2, p. 72] affirme que ρ(M∗

1 ) = ρ(M1). Ainsi, l’ap-
plication du théorème d’André-Bombieri au module adjoint M∗

1 donne ρ(M1) É σ(M∗
1 ) É

ρ(M1)+µ1 −1, d’où
σ(M1)−µ1 +1 Éσ(M∗

1 ) Éσ(M1)+µ1 −1.

Remarque. Dwork [20, Theorem 1 p. 226] a obtenu le raffinement suivant du théorème d’André-
Bombieri :

Supposons que M1 soit un module différentiel vérifiant ρ(M1) < +∞ représentant un
système y ′ =G y tel que G ∈ Mµ1 (Q(z)), alors

ρ(M1)+∆(V ) Éσ(M1) É ρ(M1)+
(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

µ1 −1

)
∆(V ), (1.11)

où∆(V ) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈V
pÉs

log p et V est l’ensemble des nombres premiers p tels que l’équation

y ′ = G y a une réduction modulo p et cette réduction a une p-courbure non nulle (avec la
terminologie de [20, p. 228]).

On pourrait, sous les conditions énoncées ci-dessus, utiliser (1.11) pour obtenir une in-
égalité plus fine que (1.8).

Passons maintenant à la preuve de e). André a donné une démonstration de cette asser-
tion sans en fournir tous les détails. Nous les présentons ici.

Par le lemme 1.3, on peut trouver des bases convenables de M1, M2, M3 telles que, dans
ces bases, M1 (resp. M2, M3) représente le système ∂y =G y (resp. ∂y =G (2) y et ∂y =G (3) y),
où

G =
(
G (2) G (0)

0 G (3)

)
.

Soit K un corps de nombres tel que G ∈ Mn(K(z)). On fixe p ∈ Spec(OK). On considère
tp une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire une extension
complète et algébriquement close de

(
K(tp), | · |p,Gauss

)
. Concrètement, Ωp est la complétion

de la clôture algébrique de la complétion de K(tp) muni de la valeur absolue de Gauss | ·
|p,Gauss (voir [21, p. 93]).

On pose

X (2)
tp

(z) =
∞∑

s=0

G (2)
s (tp)

s!
(z − tp)s ∈ GLn(Ωp�z − tp�)

(resp. X (3)
tp

∈ GLm(Ωp�z − tp�)) une matrice fondamentale de solutions de ∂y = G (2) y (resp.

∂y = G (3) y) au point générique tp telle que X (2)
tp

(tp) = In (resp. X (3)
tp

(tp) = Im). On considère

X (0)
tp

∈ Mn,m(Ωp�z − tp�) une solution de

∂X (0)
tp

=G (3)X (0)
tp

+G (0)X (2)
tp

(1.12)
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telle que X (0)
tp

(tp) = 0.

Alors X tp =
(

X (2)
tp

X (0)
tp

0 X (3)
tp

)
est une matrice fondamentale de solutions de ∂y =G y telle que

X tp(tp) = In+m . Ainsi, on a ∀s ∈ N, ∂s(X tp)(tp) = Gs(tp). Puisque l’on sait que ∂s(X (2)
tp

)(tp) =
G (2)

s (tp) (et de même pour X (3)
tp

), il suffit d’estimer la norme de Gauss de ∂s(X (0)
tp

)(tp) pour
obtenir une estimation sur la taille de G .

Par souci de simplicité, on omettra l’indice tp dans ce qui suit.
L’équation (1.12) implique que

∂(X (3)−1
X (0)) = X (3)−1

∂(X (0))−X (3)−1
∂(X (3))X (3)−1

X (0)

= X (3)−1
(G (3)X (0) +G (0)X (2))−X (3)−1

G (3)X (0) = X (3)−1
G (0)X (2),

de sorte que, pour ` ∈N, par la formule de Leibniz,

∂`X (0)

`!
= ∑̀

i=0

∂`−i (X (3))

(`− i )!

∂i (X (3)−1
X (0))

i !
= ∂`(X (3))

`!
X (3)−1

X (0) + ∑̀
i=1

∂`−i (X (3))

(`− i )!

∂i−1(X (3)−1
G (0)X (2))

i !

= ∂`(X (3))

`!
X (3)−1

X (0) + ∑̀
i=0

∂`−i (X (3))

(`− i )!

1

i

∑
i1+i2+i3=i−1

∂i1 (X (3)−1
)

i1!

∂i2 (G (0))

i2!

∂i3 (X (2))

i3!
.

On évalue maintenant cette égalité au point générique tp. Puisque X (0)(tp) = 0, on obtient

∂`X (0)

`!
(tp) = ∑̀

i=0

∂`−i (X (3))(tp)

(`− i )!

1

i

∑
i1+i2+i3=i−1

∂i1 (X (3)−1
)(tp)

i1!

∂i2 (G (0))(tp)

i2!

∂i3 (X (2))(tp)

i3!
.

On fait les observations suivantes :

• Puisque G0(tp) est à coefficients dansK(tp), on a

∥∥∥∥∂i2 (G (0))

i2!

∥∥∥∥
p,Gauss

É ‖G0‖p,Gauss par [21, p.

94].
• Posons δ` = ppcm(1,2, . . . ,`). Alors

∑
p∈Spec(OK)

sup
1ÉiÉ`

1

|i |p
= 1

[K :Q]
log(δ`) É `

[K :Q]
(1+o(1)),

par [21, Lemma 1.1, p. 225].
Donc, puisque ‖ ·‖p,Gauss est non-archimédienne, on a

log+
∥∥∥∥∂`X (0)

`!

∥∥∥∥
p,Gauss

É max
0ÉiÉn

i1+i2+i3=i−1

(
log+

∥∥∥∥∂`−i (X (3))

(`− i )!

∥∥∥∥
p,Gauss

+ log+
∥∥∥∥1

i

∥∥∥∥
p,Gauss

+

log+
∥∥∥∥∥∂i1 (X (3)−1

)

i1!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

+ log+
∥∥∥∥∂i2 (G (0))

i2!

∥∥∥∥
p,Gauss

+ log+
∥∥∥∥∂i3 (X (2))

i3!

∥∥∥∥
p,Gauss

)
. (1.13)

Or,∥∥∥∥∂`−i (X (3))

(`− i )!

∥∥∥∥
p,Gauss

=
∥∥∥∥∥
(
G (3)

)
`−i

(`− i )!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

et

∥∥∥∥∂i3 (X (2))

i3!

∥∥∥∥
p,Gauss

=
∥∥∥∥∥
(
G (2)

)
i3

i3!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

et de plus, on a ∥∥∥∥∥∂i1 (X (3)−1
)

i1!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

=
∥∥∥∥∥
(−tG (3)

)
i1

i1!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

,
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car t X (3)−1
est une matrice fondamentale de solutions du système y ′ = −tG (3) y , associé au

module dual M∗
3 . Ceci implique, pour tout ` ∈N∗ et N Ê `

log+
∥∥∥∥∥∂`(X (0))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

É h(N ,p,G (3))+h(N ,p,−tG (3))+h(N ,p,G (2))

+ log+ ‖G (0)‖p,Gauss + log max
0ÉiÉN

1

|i |p
. (1.14)

Par conséquent, on obtient

limsup
N→+∞

1

N

∑
p∈Spec(OK)

sup
nÉN

log+
∥∥∥∥∥∂`(X (0))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

É 1

[K :Q]
+σ(M3)+σ(M∗

3 )+σ(M2)

puisque ‖G (0)‖p,Gauss = 1 pour tous les premiers sauf un nombre fini. Par ailleurs,∥∥∥∥G`

`!

∥∥∥∥
p,Gauss

=
∥∥∥∥∥∂`(X )(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

= max

(∥∥∥∥∥∂`(X (0))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

,

∥∥∥∥∥∂`(X (2))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

,

∥∥∥∥∥∂`(X (3))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

)
,

d’où, finalement,
σ(M1) É 1+σ(M3)+σ(M∗

3 )+σ(M2). (1.15)

On peut en réalité obtenir une inégalité plus raffinée en utilisant l’argument qui suit.
Soient ` ∈N et i1, i2, i3 ∈N tels que i1+i2+i3 É `−1. On suppose par exemple que i1 Ê i2 Ê i3,
les autres cas pouvant être traités de la même manière en menant à la même conclusion

finale.En considérant séparément les cas i1 É `−1

2
et i1 > `−1

2
,on prouve que i2 É `−1

2
et

i3 É `−1

3
.

Ainsi, on obtient dans l’inégalité (1.13)

max

(
log+

∥∥∥∥∥∂i1 (X (3)−1
)

i1!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

+ log+
∥∥∥∥∂i2 (G (0))

i2!

∥∥∥∥
p,Gauss

+ log+
∥∥∥∥∂i3 (X (2))

i3!

∥∥∥∥
p,Gauss

)

É h(`,p,G (3))+h

(
`

2
,p,−tG (3)

)
+h

(
`

3
,p,G (2)

)
,

de sorte que

1

`

∑
p∈Spec(OK)

h(`,p,G) É log(δ`)

`
+ 1

`

∑
p∈Spec(OK)

log+ ‖G (0)‖p,Gauss + v`+
1

`

⌊
`

2

⌋
v⌊

`
2

⌋+ 1

`

⌊
`

3

⌋
v⌊

`
3

⌋

avec v` =
1

`

∑
p∈Spec(OK)

max
(
h(`,p,G (3)),h(`,p,−tG (3)),h(`,p,G (2))

)
. En passant à la limite su-

périeure de part et d’autre de l’inégalité, on obtient

σ(M1) É 1+ 11

6
max

(
σ(M∗

3 ),σ(M3),σ(M2)
)

,

quantité majorée par 1+2max
(
σ(M∗

3 ),σ(M3),σ(M2)
)

dans [4]. Ceci est la conclusion vou-
lue.
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Les points a), b) et c) de la proposition 1.3 impliquent en fait le résultat suivant, qui n’est
pas énoncé explicitement par André et sera un point important de la preuve du théorème
1.1 ci-dessous.
Proposition 1.4

Soit (Mi )1ÉiÉN une famille de modules différentiels surQ(z). Alors

σ(M1 ⊗Q(z) · · ·⊗Q(z) MN ) É (
1+ log(N )

)
max

(
σ(M1), . . . ,σ(MN )

)
.

En particulier, on a σ
(
M⊗N

1

)É (1+ log(N ))σ(M1).

Démonstration. On note α la classe d’un élément α ∈ (M1 ×·· ·×MN )⊗n dans l’espace
quotient SymN (M1 ×·· ·×MN ). Il y a un morphisme injectif de modules différentiels

ϕ : M1 ⊗·· ·⊗MN −→ SymN (M1 ×·· ·×MN )
m1 ⊗·· ·⊗mN 7−→ (m1,0, . . . ,0)⊗·· ·⊗ (0, . . . ,0,mN ).

En effet, pour tout i , soit Bi = (e(i )
1 , . . . ,e(i )

ni
) une base sur Q(z) de Mi . Une base sur Q(z) de

M1⊗·· ·⊗MN est la famille F dont les éléments sont les e(1)
i1
⊗e(2)

i2
⊗·· ·⊗e(N )

iN
, quand 1 É ik É nk .

Notons B = ( f1, . . . , fp ) la base de M1 × ·· ·×MN obtenue à partir des bases Bi . Alors la

famille F ′ dont les éléments sont les fi1 ⊗ fi2 ⊗·· ·⊗ fiN , quand 1 É i1 É i2 É ·· · É iN É n1 +
·· ·+nN est une base de SymN (M1 ⊗·· ·⊗MN ) (cf [29, p. 218]). De plus, on a

ϕ(e(1)
i1

⊗e(2)
i2

⊗·· ·⊗e(N )
iN

) = fi1 ⊗ fn1+i2 ⊗·· ·⊗ fn1+···+nN−1+iN ,

donc F est envoyée par ϕ sur une famille libre de SymN (M1 ⊗·· ·⊗MN ), ce qui montre que
ϕ est injective.

Ainsi, en combinant les points a), b) et c) de la proposition 1.3, on obtient

σ(M1 ⊗·· ·⊗MN ) É (
1+ log(N )

)
max

(
σ(M1), . . . ,σ(MN )

)
.

1.3 Une généralisation du théorème des Chudnovsky aux sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holo-
nome

Le but de cette partie est de démontrer le théorème 1.3, une version quantitative d’un
résultat d’André, qui est un théorème de type Chudnovsky pour les séries Nilsson-Gevrey de
type arithmétique et de type holonome [5].

Dans ce qui suit, nous noterons ∂ la dérivation standard d/dz surQ(z) .

1.3.1 Produit et somme de solutions de G-opérateurs

Le résultat suivant est prouvé par André dans [5, p. 720] :

Proposition 1.5 ([5], p. 720)

Si y1 (resp. y2) est solution d’un G-opérateur L1 (resp. L2), alors

a) y1 + y2 est solution d’un G-opérateur L3 ;

b) y1 y2 est solution d’un G-opérateur L4.
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Notons que y1 et y2 ne sont pas nécessairement des G-fonctions, mais ce sont des sé-
ries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome. Cette proposition devient
évidente, une fois que l’on dispose du théorème de Chudnovsky (théorème 0.3 dans l’intro-
duction), quand y1 et y2 sont des G-fonctions, car l’ensemble des G-fonctions est un anneau.

Nous allons utiliser les résultats de la partie 1.2 (proposition 1.3) pour trouver une borne
supérieure sur les tailles de L3 et L4.

Proposition 1.6

Soient L1 et L2 les opérateurs minimaux respectifs de y1 et y2, qui sont des G-opérateurs.
Alors on peut trouver des G-opérateurs non nuls L3 et L4 comme dans la proposition 1.5
tels que

σ(L3) É max
(
σ(L1),σ(L2)

)
et σ(L4) É (

1+ log(2)
)

max
(
σ(L1),σ(L2)

)
.

Démonstration des propositions 1.5 et 1.6. Dans [4, p. 720], André a donné une esquisse
de preuve de la proposition 1.5, que nous explicitons ici afin de trouver une borne sur la taille
des opérateurs L3 et L4.

Si L ∈Q(z)[∂] est l’opérateur minimal d’une fonction y , on remarque qu’il y a un isomor-
phisme naturel de modules différentiels entreQ(z)[∂]/Q(z)[∂]L et

Q(z)[∂](y) := {
M(y) | M ∈Q(z)[∂]

}
donné par M mod L 7→ M(y). D’où σ(L) =σ

((
Q(z)[∂](y)

)∗)
.

On définit aussi, pour u, v solutions de G-opérateurs, Q(z)[∂](u, v) :=
(
Q(z)[∂](u)

)
[∂](v)

qui est l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients dansQ(z) des ∂k (u)∂`(v), quand
k,` ∈N. L’existence d’équations différentielles à coefficients dans Q(z) satisfaites par u et v
nous assure qu’il s’agit en effet d’un Q(z)-espace vectoriel de dimension finie, de sorte qu’il
peut être muni d’une structure de module différentiel.

• Soit L3 l’opérateur minimal de y1 + y2 surQ(z). Alors σ(L3) =σ
((
Q(z)[∂](y1 + y2)

)∗)
.

Soit M l’image du morphisme deQ[z][∂]-modules à gauche

ι : Q(z)[∂] −→ Q(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2)
L 7−→ (L(y1),L(y2)).

Ainsi, M est un sous-module différentiel deQ(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2), car c’est un sous-Q(z)[∂]-
module à gauche deQ(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2) qui est de dimension finie surQ(z).
De plus, on pose

ϕ : M −→ Q(z)[∂](y1 + y2)
(L(y1),L(y2)) 7−→ L(y1 + y2) = L(y1)+L(y2).

Ce morphisme de modules différentiels est bien défini et surjectif, donc sa factorisation
par son noyau induit un isomorphisme de modules différentiels entre Q(z)[∂](y1 + y2) et

M /ker(ϕ). Par suite, il y a un isomorphisme
(
Q(z)[∂](y1 + y2)

)∗ ' (
M /ker(ϕ)

)∗ 'M∗/Im(ϕ∗),

où ϕ∗ est le morphisme dual de ϕ dans le sens de l’algèbre linéaire. D’où, par la proposition
1.3 a), on obtient

σ(L3) =σ(Q(z)[∂](y1 + y2)∗) Éσ(M∗). (1.16)

Nous allons maintenant trouver une borne sur σ(M∗). Le morphisme dual de l’injection

M ,→Q(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2) est une surjection
(
Q(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2)

)∗
�M∗, et(

Q(z)[∂](y1)×Q(z)[∂](y2)
)∗ ' (

Q(z)[∂](y1)
)∗× (

Q(z)[∂](y2)
)∗

,
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de sorte que M∗ peut être écrit comme un quotient de
(
Q(z)[∂](y1)

)∗× (
Q(z)[∂](y2)

)∗
.

Ainsi, il s’ensuit de la proposition 1.3 a) et b) que

σ(M∗) Éσ
((
Q(z)[∂](y1)

)∗× (
Q(z)[∂](y2)

)∗)
É max

(
σ(L1),σ(L2)

)
. (1.17)

Finalement, (1.16) et (1.17) impliquent que σ(L3) É max
(
σ(L1),σ(L2)

) <∞. Donc L3 est en
effet un G-opérateur.
• On définit le morphisme

ψ : Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2) −→ Q(z)[∂](y1, y2)
K (y1)⊗L(y2) 7−→ K (y1)L(y2).

De plus, l’ensemble M =Q(z)[∂](y1 y2) est un sous-module différentiel deQ(z)[∂](y1, y2), car

si L ∈Q(z)[∂], L =
µ∑

k=0
ak∂

k , on a

L(y1 y2) =
µ∑

k=0
ak

k∑
p=0

(
k

p

)
∂p (y1)∂k−p (y2) =ψ

(
µ∑

k=0
ak

k∑
p=0

(
k

p

)
∂p (y1)⊗∂k−p (y2)

)
∈Q(z)[∂](y1, y2).

Par définition, la restriction de ψ à ψ−1(M ) est une surjection ψ̃ :ψ−1(M ) →M .
La factorisation de ψ̃ par son noyau fournit un isomorphisme entre M et N /ker(ψ̃), où
N =ψ−1(M ) est un sous-module différentiel deQ(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2).
En passant aux modules duaux, on obtient M∗ ' N ∗/Im(ψ̃∗) donc par la proposition 1.3
a), l’opérateur minimal L4 de y1 y2 vérifie

σ(L4) =σ(M∗) Éσ(N ∗). (1.18)

Par ailleurs, le morphisme dual de N ,→Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2) est une surjection(
Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2)

)∗
�N ∗

et on a (
Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2)

)∗ ' (
Q(z)[∂](y1)

)∗⊗ (
Q(z)[∂](y2)

)∗
,

de sorte que, par les propositions 1.3 a) et 1.4,

σ(N ∗) Éσ
((
Q(z)[∂](y1)

)∗⊗ (
Q(z)[∂](y2)

)∗)
É (

1+ log(2)
)

max
(
σ(L1),σ(L2)

)
. (1.19)

Ainsi, la combinaison de (1.18) et (1.19) montre queσ(L4) É (
1+log(2)

)
max

(
σ(L1),σ(L2)

)
,

de sorte que L4 est un G-opérateur.

Remarque. En utilisant la proposition 1.4, on peut généraliser la seconde assertion de la pro-
position 1.6 à un produit quelconque y1 . . . yN de solutions de G-opérateurs : si L0 est l’opé-
rateur minimal de y1 . . . yN et Li est l’opérateur minimal de yi , on obtient

σ(L0) É (
1+ log(N )

)
max

(
σ(L1), . . . ,σ(LN )

)
.

Il existe une version « générique » des propositions 1.5 et 1.6). En effet, il est possible
de trouver des opérateurs L3 et L4 dans Q(z)[∂] tels que L3(y1 + y2) et L4(y1 y2) = 0 pour tous
y1, y2 vérifiant L1(y1) = L2(y2) = 0. Explicitement, on peut prendre L3 := LCLM(L1,L2) et L4 :=
L1⊗L2 respectivement construits dans [52, p. 40] et [52, Corollary 2.19 p. 51]). Si L1 et L2 sont
des G-opérateurs, L3 est encore un G-opérateur et σ(L3) É max

(
σ(L1),σ(L2)

)
(voir la preuve

de la proposition 4.10 c)). On peut obtenir un résultat analogue concernant L1 ⊗ L2 ; c’est
l’objet de la proposition suivante :
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Proposition 1.7

Soient L1,L2 ∈Q(z)[∂] des opérateurs d’ordres respectifs µ1 et µ2. Alors

σ(L1 ⊗L2) É (
1+ log(2)

)
max

(
σ(L1)+µ1 −1,σ(L2)+µ2 −2

)+µ1µ2 −1.

En particulier, si L1 et L2 sont des G-opérateurs, alors L1 ⊗L2 également.

Démonstration. L’opérateur L1 ⊗ L2 est défini (voir [52, Definition 2.20 p. 51]) comme
l’opérateur minimal de 1⊗1 dansQ(z)[∂]/Q(z)[∂]L1 ⊗Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L2.

On dispose d’un morphisme

ψ : Q(z)[∂] −→ Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1 ⊗Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L2

L 7−→ L(1⊗1)

dont le noyau est par définitionQ(z)[∂](L1⊗L2), de sorte que selon la proposition 1.3 a) et la
proposition 1.4,

σ(M∗
L1⊗L2

) Éσ
(
M∗

L1
⊗M∗

L2

)
É (

1+ log(2)
)

max
(
σ(M∗

L1
),σ(M∗

L2
)
)
. (1.20)

Or, selon (1.8), pour i ∈ {1,2}, σ(M∗
Li

) Éσ(MLi )+µi −1. De plus,

σ(ML1⊗L2 ) Éσ(M∗
L1⊗L2

)+ord(L1 ⊗L2)−1

et
ord(L1 ⊗L2) = dim

Q(z) M
∗
L1⊗L2

É dim
Q(z) M

∗
L1
⊗M∗

L2
=µ1µ2

car la factorisation de ψ par son noyau fournit une injection Q(z)-linéaire de M∗
L1⊗L2

dans
M∗

L1
⊗M∗

L2
. Ainsi, on déduit de (1.20) que

σ(L1 ⊗L2) =σ(ML1⊗L2 ) É (
1+ log(2)

)
max

(
σ(L1)+µ1 −1,σ(L2)+µ2 −1

)+µ1µ2 −1,

ce qui est le résultat voulu.

1.3.2 Démonstrations des théorèmes 1.2 et 1.3

On peut à présent déduire de la proposition 1.5 et de sa version quantitative la preuve du
théorème 1.3 énoncé dans l’introduction.

Démonstration du theorème 1.3. Pour tout (α,k,`) ∈ S, soit Nα,k,` 6= 0 l’opérateur mini-
mal sur Q(z) de gα,k,`(z) := cα,k,`zα log(z)k fα,k,`(z), avec fα,k,`(z) une G-fonction, qui existe
puisque cette fonction est un produit de solutions d’opérateurs différentiels à coefficients
dansQ(z).
• Comme f (z) est la somme sur (α,k,`) ∈ S des fonctions gα,k,`(z), la proposition 1.6 im-
plique que la taille de l’opérateur minimal L de f (z) surQ(z) satisfait

σ(L) É max
(α,k,`)∈S

σ(Nα,k,`).

• Soit (α,k,`) ∈ S. La fonction zα log(z)k cα,k,` fα,k,`(z) est un produit de k + 2 solutions de
G-opérateurs. Les facteurs de ce produit sont :

– zα d’opérateur minimal Kα = d/dz −α/z surQ(z) ;
– log(z) d’opérateur minimal T = z(d/dz)2 +d/dz surQ(z) (k fois) ;
– cα,k,` fα,k,`(z) d’opérateur minimal Lα,k,` surQ(z).
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Ainsi, il découle de la remarque après la proposition 1.6 que

σ(Nα,k,`) É (
1+ log(k +2)

)
max

(
σ(Kα),σ(T ),σ(Lα,k,`)

)
.

Or, on peut calculer directement les matrices itérées correspondant au système différentiel

y ′ = α

z
y : en notant Bα = α

z
, avec les notations de la sous-section 1.2.2, on a

∀s ∈N, (Bα)s =
α(α−1) . . . (α− s +1)

zs
,

de sorte que, selon le lemme 3.11, den(α)2s (Bα)s /s! ∈ Z(z), d’où σ(Kα) É 2log(den(α)). De
plus, σ(T ) É 1, donc on obtient finalement

σ(L) É max
(α,k,`)∈S

((
1+ log(k +2)

)
max

(
2log(den(α)),1,σ(Lα,k,`)

))
É max

(
1+ log(κ+2), 2(1+ log(κ+2)) log

(
max
α∈A

den(α)
)
, max

(α,k,`)∈S

(
(1+ log(k +2))σ(Lα,k,`)

))
,

où κ est le maximum des entiers k tels que (α,k,`) ∈ S pour un certain (α,`) ∈ Q×N et
A = {α ∈Q : ∃(k,`) ∈N2, (α,k,`) ∈ S}. Ceci conclut la preuve du théorème 1.3.

Ceci, combiné à la version quantitative du théorème des Chudnovsky issue de [21, p. 290,
p. 299], permet d’obtenir le théorème 1.2

Démonstration du théorème 1.2. On a, selon le théorème 1.3,

σ(L) É max
(α,k,`)∈S

((
1+ log(k +2)

)
max

(
2log(den(α)),1,σ(Lα,k,`)

))
É max

(
1+ log(κ+2), 2(1+ log(κ+2)) log

(
max
α∈A

den(α)
)
, max

(α,k,`)∈S

(
(1+ log(k +2))σ(Lα,k,`)

))
.

De plus, pour tout (α,k,`) ∈ S, comme Lα,k,` est l’opérateur minimal non nul de fα,k,`(z) sur
Q(z), [21, p. 290, p. 299] implique que

σ(Lα,k,`) É
((

5+ε(µα,k,`,1)
)
µ2
α,k,`(δα,k,`+1)−1− (µα,k,`−1)(δα,k,`+1)

)
σ( fα,k,`) (1.21)

où µα,k,` := ord(Lα,k,`), δα,k,` := degz(Lα,k,`) et ε(x, y) :=
{

1 si x = y
0 sinon

Par conséquent, on a

σ(L) É max

(
1+ log(κ+2), 2

(
1+ log(κ+2)

)
log

(
max
α∈A

den(α)
)
, max

(α,k,`)∈S

[(
1+ log(k +2)

)
((

5+ε(µα,k,`)
)
µ2
α,k,`(δα,k,`+1)−1− (µα,k,`−1)(δα,k,`+1)

)
σ( fα,k,`)

)])

1.4 Application : taille d’un produit de G-opérateurs

Dans cette partie, nous allons interpréter le résultat d’André sur la taille des modules
différentiels (Proposition 1.3) en termes d’opérateurs différentiels.

La proposition suivante nous permet de formuler une correspondance entre les facteurs
à droite d’un opérateur différentiel L et les sous-modules différentiels de ML (voir [52, p. 47,
p. 58]). On note ∂ la dérivation d/dz surQ(z).
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Proposition 1.8 ([52], p. 47)

Etant donnés L1,L2 ∈Q(z)[∂], on a une suite exacte

0 →ML2 →ML1L2 →ML1 → 0. (1.22)

Démonstration. Puisque nous travaillons avec des espaces vectoriels de dimensions fi-
nies, une suite

0 →ML2

u−→ML1L2

v−→ML1 → 0

est exacte si et seulement si la suite duale

0 ←M∗
L2

u∗
←−M∗

L1L2

v∗
←−M∗

L1
← 0

est exacte (voir [33, pp. 53 – 59]). Ainsi, il suffit de trouver une suite exacte

0 →Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1
ϕ−→Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1L2

ψ−→Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L2 → 0. (1.23)

Pour cela, nous définissons l’application injective

ϕ : Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1 −→ Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1L2

u mod L1 7−→ uL2 mod L1L2

et l’application surjective

ψ : Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L1L2 −→ Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L2

u mod L1L2 7−→ u mod L2.

On a ker
(
ψ

)= Q(z)[∂]L2

/
Q(z)[∂]L1L2 = Im

(
ϕ

)
. Donc la suite (1.23) est bien exacte.

Remarque. Une conséquence pratique de la proposition 1.8 est l’équivalence surQ(z) du sys-

tème différentiel Y ′ = AL1L2 Y à un système Z ′ = B Z , où B =
(

AL1 B 0

0 AL2

)
, B 0 étant une matrice

à coefficients dansQ(z). Cela découle du lemme 1.3 appliqué à (1.22).

Les propositions 1.3 et 1.8 impliquent alors le résultat suivant qui est l’application voulue.

Théorème 1.4

Pour tout L1,L2 ∈Q(z)[∂], on a les inégalités suivantes

max
(
σ(L1),σ(L2)

)Éσ(L1L2) É 1+ 11

6
max

(
σ(L1),σ(L2),σ(L∗

1 )
)

É 1+ 11

6
max

(
σ(L1)+ord(L1)−1,σ(L2)

)
et

σ(L1L2) É ord(L1)+2σ(L1)+σ(L2).

Démonstration. La proposition 1.8 nous assure que la suite

0 →ML2 →ML1L2 →ML1 → 0

est exacte. Par conséquent, ML2 est un sous-module différentiel de ML1L2 et ML1 ' ML1L2

/
ML2 .

Il découle alors de la proposition 1.3 a) que

max(σ(L1),σ(L2)) = max
(
σ(ML1 ),σ(ML2 )

)Éσ(ML1L2 ) =σ(L1L2),
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ce qui est la première égalité que nous voulions prouver.
Par ailleurs, l’équation (1.9) et la proposition 1.3 b) impliquent que

σ(L1L2) É 1+ 11

6
max

(
σ(L1),σ(L2),σ(L∗

1 )
)

.

De plus, l’assertion (1.8) après la proposition 1.3 implique que σ(L∗
1 ) Éσ(L1)+ordL1 −1, de

sorte que

σ(L1L2) É 1+ 11

6
max

(
σ(L1)+ordL1 −1,σ(L2)

)
.

De même, on obtient l’inégalité σ(L1L2) É ord(L1)+ 2σ(L1)+σ(L2) en appliquant l’asser-
tion (1.10).
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Chapitre 2

Un analogue du théorème de Chudnovsky
pour les séries Nilsson-Gevrey de type
arithmétique

2.1 Généralités sur les séries Nilsson-Gevrey de type arith-
métique

On s’intéresse dans ce chapitre une sous-classe de l’ensemble des séries Nilsson-Gevrey
de type arithmétique d’ordre 0. Les séries Nilsson-Gevrey d’exposantα sont les fonctions de
la forme

f (z) =
ρ∑

m=0

µ∑
`=1

ν∑
k=0

ck,`,m fk,`,m(z)zα` log(z)k , (2.1)

quand (µ,ν,ρ) ∈ N∗×N×N, fk,`,m(z) ∈ Q�z�, ck,`,m ∈ C et α = (α1, . . . ,αµ) ∈ Qµ. On appelle
α l’exposant de f (z). Par le théorème de Frobenius (cf [32, Theorem 3.5.2, p. 349]), ces sé-
ries apparaissent naturellement comme solutions d’une équation différentielle L(y(z)) = 0,
quand L ∈Q(z) [d/dz] est un opérateur différentiel fuchsien.

On dit que f (z) est de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 si tous les fk,`,m(z)
sont des G-fonctions.

Dans [5], André a défini et étudié les propriétés des séries Nilsson-Gevrey de type arith-
métique d’ordre s. Les séries auxquelles nous allons nous intéresser dans ce chapitre corres-
pondent à un cas particulier du cas s = 0.

On note, pourα ∈Qµ, etK sous-anneau deC (en général,K sera soit un corps de nombres
L, soit l’anneau des entiers OL de L), S (K,α)�z� l’ensemble des séries de la forme

f (z) =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

fk,`(z)zα` log(z)k (2.2)

telles que les fk,`(z) ∈K�z� sont des G-fonctions. Elles sont évidemment des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique d’exposant α et d’ordre 0. Dans ce cas, comme les fk,`(z) sont
solutions d’une équation différentielle à coefficients dans Q(z), ainsi que les zα` log(z)k , on
en déduit que c’est également le cas de f (z). On appelle ces séries « séries S » d’exposantα.

Notons que si α = (α1, . . . ,αµ) ∈ [0,1[µ et les αi sont deux à deux distincts, alors les fk,`

sont uniques. En d’autres termes, la famille (zα` log(z)k )k,` est alors libre sur Q�z�. A multi-
plication près par un monôme zc(α), c(α) ∈ Z, toute série S d’exposant α s’écrit sous cette
forme.

Le but de ce chapitre est de démontrer un analogue du théorème de Chudnovsky (théo-
rème 0.3 en introduction) pour un cas particulier de ce type de séries pourvu qu’une certaine
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condition de liberté soit vérifiée. On obtiendra ainsi un lien entre la taille σ(L) de l’opérateur
minimal sur Q(z) d’une série f (z) de la forme (2.2) et la taille étendue des fk,`(z). L’énoncé
principal se trouve dans la partie 2.3. Il fournit une estimation de σ(L) alternative à celle
obtenue dans le chapitre 1 (théorème 1.2), qui s’avère meilleure dans certains cas (voir la
comparaison menée dans la partie 3.3.3).

On note
S (K)�z� := ⋃

µ∈N∗
α∈Qµ

S (K,α)�z�.

On note aussi S0(K)�z� l’ensemble des séries de S (K,α)�z�, où α` Ê 0. Remarquons que
toute série de S0(K)�z� peut s’écrire sous la forme (2.2), où les α` sont dans [0,1[ et deux à
deux distincts, en rassemblant les termes d’exposants identiques et en regroupant les puis-
sances entières positives dans les fk,`(z) ∈K�z�.

On définit l’ensemble S (K,α)[z] des polynômes S d’exposant α, c’est à dire des fonc-
tions de la forme (2.2), où tous les fk,` sont des polynômes à coefficients dans K. De même,
on définit l’anneau

S (K)[z] := ⋃
µ∈N∗
α∈Qµ

S (K,α)[z].

On définit également
S0(K)[z] := ⋃

µ∈N∗
α∈(QÊ0)µ

S (K,α)[z].

On note RS (K)[z] le corps des fractions de S (K)[z].
Pour P = ∑

k,`
zα` log(z)k Pk,`(z) ∈S0(K)�z�, où α` ∈ [0,1[, le degré de P est

deg(P ) := max
k,`

deg(Pk,`).

Lemme 2.1

a) L’ensemble S (K)[z] est stable par dérivation. Plus précisément, si Q(z) ∈S (K,α)[z],
alors zQ ′(z) ∈S (K,α)[z]. De plus, deg(zQ ′) É deg(Q).

b) Soient A =
νA∑

k=0

µA∑̀
=1

Ak,`zα` log(z)k ∈S (K,α)[z], B =
νB∑

k=0

µB∑̀
=1

Bk,`zβ` log(z)k ∈S (K,β)[z]

et C = AB , alors deg(C ) É deg(A)+deg(B)+1.

Démonstration. a) Il suffit de le vérifier pour un élément de la forme Q(z) = P (z)zβ log(z)k ,
où P (z) ∈K[z], et k ∈N.

Dans ce cas, on a, si k Ê 1, zQ ′(z) = zP ′(z)zβ log(z)k +βP (z)zβ log(z)k +kzβ log(z)k−1 ∈
S (K,β)[z] et, si k = 0, zP ′(z)zβ+βP (z)zβ ∈ S (K,β)[z], ce qui prouve le résultat voulu. Re-
marquons de plus que

Q(z) =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

Qk,`(z)zα` log(z)k ∈S (K,α)[z],

alors les bornes µ et ν sont inchangées pour zQ ′(z), i.e.

zQ ′(z) =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

Q̃k,`(z)zα` log(z)k , Q̃k,` ∈K�z�.

b) On a

C =
νC∑

k ′′=0

µC∑
`′′=1

Ck ′′,`′′z
γ`′′ log(z)k ′′

,
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où pour tout k ′′,`′′, Ck ′′,`′′ =
∑

zεk,k′,`,`′ Ak,`Bk ′,`′ , où la somme est sur les k,k ′,`,`′ satisfaisant

k +k ′ = k ′′ et εk,k ′,`,`′ := γ`′′ − (α`+β`′) ∈ {0,1}. (2.3)

Donc pour tout k ′′,`′′, deg(Ck ′′,`′′) É deg(A)+deg(B)+1.

On dispose du théorème de structure suivants sur les solutions de l’équation différen-
tielle non nulle d’ordre minimal satisfaite par une G-fonction. Il a déjà été énoncé dans l’in-
troduction, nous le rappelons pour faciliter la tâche du lecteur.

Théorème 2.1 (André-Chudnovsky-Katz)

Soit f (z) ∈ Q�z� une G-fonction, et L ∈ Q(z) [d/dz] un opérateur différentiel non nul
d’ordre minimal pour f tel que L( f (z)) = 0. Alors l’opérateur différentiel L est globale-
ment nilpotent. En particulier, tout point de P1(C) est un point singulier régulier de L et
les exposants de L en tout point sont dans Q. De plus, la condition de Galochkin définie
dans l’introduction (définition 0.2) est satisfaite par la matrice compagnon de L.

Ce théorème implique en particulier que l’opérateur L admet en tout point a ∈ Q une
base de solutions de la forme ( f1(z − a), . . . , fµ(z − a)), où les fi (u) sont des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 d’exposants rationnels.

2.2 Condition de Galochkin

Cette partie est une partie de rappels autour de la condition de Galochkin et des théo-
rèmes associés. Nous commençons par rappeler comment est définie la condition de Galo-
chkin mentionnée dans le théorème 2.1, ainsi que la notion de taille utilisée au chapitre 1.

On considère G ∈ Mn(Q(z)) définissant un système différentiel y ′ = G y . Pour s ∈N, soit
Gs ∈ Mn(Q(z)) la matrice telle que pour toute solution y de y ′ = G y , on a y (s) = Gs y . En
particulier, G0 = In . On rappelle que les Gs , s ∈N, sont liées par la relation

Gs+1 =GsG +G ′
s , (2.4)

où G ′
s désigne la matrice Gs dérivée coefficient par coefficient. On prend T (z) ∈Q[z] le plus

petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z).
On peut prouver que pour tout s ∈N∗, T sGs ∈Mn(Q[z]).
On note, dans toute la suite,

t := max(deg(T ),deg(TG)).

Définition 2.1 ([27])

On note, pour s ∈ N, qs le plus petit dénominateur supérieur ou égal à 1 de tous les

coefficients des coefficients des matrices T (z)m Gm(z)

m!
, quand m ∈ {1, . . . , s}. On dit que le

système y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin si

∃C > 0 : ∀s ∈N, qs ÉC s+1.

Définition 2.2 ([4], pp. 74–76)

Soit L ∈Q(z) [d/dz]. On dit que L est un G-opérateur si la matrice compagnon de L vérifie
la condition de Galochkin.

Cette appellation de G-opérateur est justifiée par le théorème de Chudnovsky (théorème
2.2 ci-dessous, également cité dans l’introduction) puisqu’il affirme que si f est une G-
fonction, tout opérateur différentiel d’ordre minimal L tel que L( f (z)) = 0 est un G-opérateur.
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Théorème 2.2 ([17])

Soit f = t ( f1, . . . , fn) ∈Q�z�n un vecteur de G-fonctions telles que f′ = Gf et ( f1, . . . , fn) est
libre surQ(z). Alors le système différentiel y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin.

On peut trouver dans les ouvrages d’André [4, pp. 120–123], puis Dwork [21, chapitres VII
et VIII] une version « effective » du théorème de Chudnovsky ; pour cela, il faut définir une
quantité σ(G), la taille de G , qui sera essentiellement la plus grande constante C ∈R+ tel que
∀s ∈N, qs ÉC s(1+o(1)).

Définition 2.3 ([21], p. 227)

La taille de G ∈Mn(K(z)), oùK est un corps de nombres, est

σ(G) = limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

h(s,p),

où

∀s ∈N, h(s,p) = sup
mÉs

log+
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

La valeur absolue non archimédienne |·|p associée au premier p et la norme de Gauss |·|p,Gauss

construite à partir de cette valeur absolue sont définies dans [21, pp. 222-223].
Le lien entre la taille et le dénominateur qs introduit dans la définition 2.1 est donné par

la proposition 1.2 dans la section 1.2.2.

Définition 2.4

Si f =
∞∑

m=0
fm zm ∈Q�z�d , fm = ( f1,m , . . . , fd ,m), on définit la taille étendue de f par σ( f ) :=

σ0( f )+σ∞( f ), où

σ0( f ) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉs

1ÉkÉd

log+
∣∣ fk,m

∣∣
p

et

σ∞( f ) := limsup
s→+∞

1

s

∑
τ:K,→C

sup
mÉs

1ÉkÉd

log+ | fk,m |τ,

où pour tout plongement τ :K ,→C et tout ζ ∈K, on définit

|ζ|τ :=
{
|τ(ζ)|1/[K:Q] si τ(K) ⊂R
|τ(ζ)|2/[K:Q] sinon.

Pour f (z) = ∑
k,`

zα` log(z)k fk,`(z) une série S , où lesα` sont des éléments deux à deux

distincts de [0,1[, on pose σ( f ) := max
k,`

σ( fk,`).

La version effective du théorème des Chudnovsky annoncée est alors donnée par la pro-
position suivante :

Proposition 2.1 ([21], p. 299)

On a, si n Ê 2,σ(G) É (5n2(t +1)−(n−1)(t +1)−1)σ(f), et si n = 1,σ(G) É (6(t +1)−1)σ(f).

Une conséquence des travaux d’André dans [5, p. 720] est la généralisation suivante du
théorème des Chudnovsky aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique de type holo-
nome d’ordre 0.
Théorème 2.3 (André)

Soit α ∈ Qµ, f (z) une série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
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d’ordre 0 et d’exposant α et L ∈ Q(z) [d/dz] un opérateur tel que L( f (z)) = 0 et d’ordre
minimal. Alors L est un G-opérateur.

En effet, André a prouvé la proposition suivante :

Proposition 2.2 (André, [5], p. 720)

Si α ∈ Qµ, alors toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0 et d’exposant α est solution d’un G-opérateur.

En notant L1 un tel opérateur, par minimalité, L est un diviseur à droite de L1 dans
Q(z) [d/dz], donc un G-opérateur.

André démontre la proposition 2.2 en s’appuyant sur la théorie des modules différentiels.
Cependant, cela ne permet pas a priori de donner un lien explicite entre le dénominateur qs

et le dénominateur des coefficients des G-fonctions fk,` telles que

f (z) =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

fk,`(z)zα`(log(z))k .

2.3 Énoncé du théorème principal

Énonçons maintenant le résultat principal de ce chapitre, le théorème 2.4 ci-dessous, qui
est un analogue de la proposition 2.1 pour les séries S .

Soient α ∈ Qµ et f = t ( f1, . . . , fn) ∈ S (Q,α)�z�n . On suppose trouvée une matrice G ∈
Mn(Q(z)) telle que f′ =Gf. Rappelons qu’il existe un corps de nombresK tel que f ∈S (K,α)�z�.
On suppose de plus que K/Q est une extension galoisienne et que G(z) ∈ Mn(K(z)). Enfin,
on se donne T (z) ∈K[z] tel que T (z)G(z) ∈Mn(K[z]).

Dans la fin de cette section et dans les sections 2.4 et 2.5 , on note

∀1 É i É n, fi (z) =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

fi ,k,`(z)zα` log(z)k , fi ,k,`(z) ∈K�z�.

Théorème 2.4

Sous les hypothèses ci-dessus, si ( f1, . . . , fn) est libre sur RS (K)[z], alors G vérifie la
condition de Galochkin et, en reprenant les notations de la définition 2.1,

limsup
s→+∞

1

s
log(qs) É [K :Q]

(
2log(den(α))+ν+2n(2nµ(ν+1)+1)(t +1)σ(f)

)
.

Donc

σ(G) É [K :Q]
(
2log(den(α))+ν+2n(2nµ(ν+1)+1)(t +1)σ(f)

)− 1

[K :Q]
h−(T ),

où h−(T ) := ∑
p∈Spec(OK)

logmin
(
1, |T |p,Gauss

)
.

La deuxième inégalité est déduite de la première en utilisant la proposition 1.2.

Remarques. i) Un corollaire de ce théorème est que si f ∈ S (K,α)�z� et L ∈K(z) [d/dz] est
un opérateur non nul d’ordre minimal tel que L( f (z)) = 0, alors L est un G-opérateur et on
dispose d’une estimation de σ(L), définie comme la taille de la matrice compagnon de L, en
fonction de den(α) et de la taille des G-fonctions apparaissant dans le développement en
série S de f.

ii) Ce théorème n’est pas une généralisation du théorème 2.3, d’une part car il s’applique
seulement aux séries S et d’autre part parce qu’on demande la liberté de ( f1, . . . , fn) sur
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RS (K)[z] et non surQ(z). Néanmoins, on peut lever ce dernier problème dans le cas parti-
culier des opérateurs Lβ considérés dans la partie 3.3.3.

Par ailleurs, le théorème 2.4 est moins général que le théorème principal du chapitre 1 (théo-
rème 1.3) qui s’applique aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Une comparaison quantitative des théorèmes 1.3 et 2.4 sera menée dans un cas
particulier dans la partie 3.3.3.

iii) On retrouve une version quantitative du théorème des Chudnovsky (déjà obtenue dans
[21, p. 299]) dans le cas où ( f1, . . . , fn) ∈ K�z�n est libre sur Q(z). En effet, soit, pour i ∈
{1, . . . ,n}, Pi := ∑

k,`
zα` log(z)k Pi ,k,`(z), où les α` sont deux à deux non congrus modulo Z et

Pi ,k,`(z) ∈K[z]. Supposons que
n∑

i=1
Pi fi = 0. Alors on a

0 =∑
k,`

zα` log(z)k
n∑

i=1
Pi ,k,`(z) fi (z),

donc, par liberté de (zα` log(z)k )k,` sur K�z�, on obtient, pour tout k,`,
n∑

i=1
Pi ,k,`(z) fi (z) = 0,

de sorte que la liberté de ( f1, . . . , fn) surQ(z) implique que Pi ,k,`(z) = 0 pour tout i ,k,` , c’est
à dire P1 = ·· · = Pn = 0. Ainsi, ( f1, . . . , fn) est libre sur RS (K)[z].

iv) On peut supposer que f = ( f1, . . . , fn) ∈ S0(K)�z�n (i.e. les fi sont représentables par des
séries S à exposants positifs). En effet, dans le cas contraire, on peut trouver c ∈ N tel que
g = zc f ∈S0(K)�z�n . Soit G ∈Mn(K(z)) tel que g′ =Gg.

Supposons que G vérifie la condition de Galochkin. Alors f = z−c g donc par la formule de
Leibniz,

f(s)

s!
=

s∑
k=0

(z−c )(k)

k !

g(s−k)

(s −k)!
=

s∑
k=0

(−c −k −1)k

k !
z−c−k Gs−k

(s −k)!
g,

d’où f(s) = Fsf, où
Fs

s!
=

s∑
k=0

(−c −k −1)k

k !
z−k Gs−k

(s −k)!
.

Comme le dénominateur commun des
(−c −k −1)k

k !
pour k ∈ {0, . . . , s} a une croissance géo-

métrique en s (cf lemme 3.11) et G satisfait la condition de Galochkin, on en déduit que F
satisfait également la condition de Galochkin.

La section suivante est consacrée à la preuve du théorème 2.4.

2.4 Démonstration du théorème 2.4

Le but de cette section est d’exposer la preuve du théorème 2.4. Elle consiste en une
adaptation de la preuve originale des Chudnovsky (voir [38, pp. 27–33] ou la section 4.2.2 du
chapitre 4), selon la trame donnée par Beukers dans [13, pp. 21–22].

L’existence d’un système différentiel satisfait par f sera cruciale dans la démonstration.
En revanche, l’hypothèse de croissance géométrique des coefficients et des dénominateurs
de la définition de G-fonction ne sera utilisée que dans l’étape 7.

Le résultat suivant, couramment appelé « lemme de Siegel », a été énoncé par Siegel dans
[51]. Il s’agit d’un outil classique en approximation diophantienne qui nous servira au cours
de la démonstration. Une preuve peut être trouvée dans [50, p. 37]. On rappelle que OK dé-
signe l’ensemble des entiers algébriques du corps de nombresK.
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Proposition 2.3 ([50], p. 37)

SoitK un corps de nombres. Considérons un système de m équations linéaires

n∑
j=1

ai j x j = 0, ∀1 É i É m, (2.5)

où ∀i , j , ai j ∈ OK. On note A = max
i , j

ai j . Alors si n > m, (2.5) a une solution non nulle

(x j )1É jÉn ∈On
K

vérifiant

max
1É jÉn

x j É c1(c1n A)
m

n−m ,

où c1 > 0 est une constante dépendant uniquement deK.

La proposition 2.3 servira de manière essentielle dans l’étape 7 de la démonstration pour
montrer l’existence de certains approximants de Padé.

Notations et hypothèses : On a T (z) ∈K[z], mais quitte à multiplier par un entier adapté,
on peut supposer que T (z) ∈OK[z] et T (z)G(z) ∈Mn(OK[z]).

Selon le point iv) de la remarque finale de la partie 2.3, on peut supposer que pour tout
` ∈ {1, . . . ,µ}, α` Ê 0 et qui plus est, sans perte de généralité, on peut supposer que α` < 1.
Cela revient à mettre les puissances entières de z dans les séries formelles fi ,k,`(z). De plus,
on peut supposer sans perte de généralité que les α` sont deux à deux distincts. On fait ces
hypothèses dans tout ce qui suit.

On note D = d

dz
la dérivation usuelle surK�z�.

Si A ∈S (K)�z� et ` ∈R, on note A =O
(
z`

)
s’il existe une fonction B ∈S0(K)�z� telle que

que A = z`B . En particulier, si A ∈ K�z� et ` ∈ N, on a A = O(z`) si et seulement si il existe
B ∈K�z� tel que A = z`B , ce qui est la notation usuelle dansK�z�.

On note ∆= [K :Q] le degré du corps de nombresK.

Étape 1 : Soient N , M ∈N. On introduit des S -approximants de Padé (Q,P) de type II de
paramètres (N , M) associés à f dont on laisse les paramètres libres pour l’instant, c’est-à-dire
un polynôme Q ∈K[z] et un vecteur de polynômes S P = t (P1, . . . ,Pn) ∈S (K,α)[z]n tels que
deg(Q) É N , max

1ÉiÉN
deg(Pi ) É N et si , alors

Qf−P =O
(
zN+M )

. (2.6)

On ne discutera des conditions d’existence de telles généralisations des approximants de
Padé que dans l’étape 7. Ce type de généralisation a déjà été considéré dans [25].

L’équation (2.6) peut être traduite par un système d’équations de Padé de type II poly-

nomiales. En effet, si f(z) =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

fk,`(z)zα` log(z)k et P =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

Pk,`zα` log(z)k , où Pk,` ∈
KN [z]n , alors on a

µ∑
`=1

ν∑
k=0

(Q(z)fk,`(z)−Pk,`(z))zα` log(z)k =O
(
zN+M )

,

ce qui est équivalent, en identifiant composante par composante selon la famille libre (zα`×
log(z)k )k,`, à

∀0 É k É ν, ∀1 É `Éµ, Qfk,`−Pk,` =O
(
zN+M )

. (2.7)

Notons que dans (2.7), la notaiton O désigne la notion standard dansK�z�.
On a pour tout m < N +M , zmT m(D −G)mP ∈ S (K,α)[z] (voir étape 4). De plus, on va

montrer par récurrence sur m que

∀m ∈N∗, (zT )mQ(m)f− zmT m(D −G)mP =O
(
zN+M )

. (2.8)
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Pour m = 1, c’est la définition de Q et P.
Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (2.8) et en multipliant par zT ,

on a

(m(zT )′(zT )mQ(m) + (zT )m+1Q(m+1)f+ (zT )m+1Q(m)f′

−m(zT )′(zT )m(D −G)mP− (zT )m+1D(D −G)mP =O
(
zN+M )

.

En effet, selon le lemme 2.1 a), si g ∈S (K,α)�z� est dans S0(K)�z�, alors zg ′(z) ∈S (K,α)�z�
l’est aussi.

Or, f′ =Gf donc en multipliant (2.8) par la matrice polynomiale zT G et en retranchant à
l’équation précédente, on obtient

(m(zT )′(zT )mQ(m) + (zT )m+1Q(m+1)f−m(zT )′(zT )m(D −G)mP

− (zT )m+1(D −G)m+1P =O
(
zN+M )

.

Finalement, comme (zT )mQ(m)f− (zT )m(D −G)mP =O
(
zN+M

)
, on a le résultat voulu.

Étape 2 : On a

∀s ∈N∗,
Gs

s!
P =

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s− j (D −G) j P. (2.9)

Ceci est quelque chose de très général qui n’a pas de rapport avec le contexte dans lequel
nous travaillons. Voir [21, p. 284] ou l’étape 2 de la sous-section 4.2.2 pour une preuve.

Étape 3 :

On note pour h ∈N, Ph = 1

h!
(D −G)hP et R(h) ∈Mn(RS (K)[z]) la matrice dont la j -ième

colonne est
(h+ j−1

j−1

)
Ph+ j−1. Il découle directement de l’étape 2 (formule (2.9)) que

Gs

s!
R(0) =

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )!
D s− j R( j ).

A ce stade, on doit utiliser une variante du lemme de Shidlovskii, le théorème 2.5 qui
sera démontré dans la partie 2.5. C’est ici que l’on va se servir de l’hypothèse de liberté de
( f1, . . . , fn) sur RS (K)[z].

Selon le théorème 2.5, la matrice R(0) est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui
sera réalisé quand on spécifiera M et N dans l’étape 7. Donc

T s Gs

s!
=

s∑
j=0

(−1) j T j+n−1 D s− j R( j )

(s − j )!
T s− j (T n−1R(0))

−1. (2.10)

Étape 4 : Soit dN+M le dénominateur commun des coefficients d’ordres inférieurs à N+M
du développement en série entière des fi ,k,`. On suppose trouvés des S -approximants de
Padé de type II Q ∈K[z], P1, . . . ,Pn ∈S (K,α)[z] de df tels que deg(Q) É N , max

1ÉiÉN
deg(Pi ) É N

et
Q(dN+M f)−P =O

(
zN+M )

,

avec P = (P1, . . . ,Pn). On fait l’hypothèse supplémentaire que Q est un polynôme à coeffi-
cients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois étapes précédentes,
dont on conservera les notations, à Q et P puisque dN+M f est encore solution du système
différentiel y ′ =G y .
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Selon (2.8), on a

∀m É N +M , (zT )m Q(m)

m!
(df)− zmT mPm =O

(
zN+M )

. (2.11)

Montrons par récurrence sur m que

∀m ∈N, zmT mPm ∈S (K,α)[z] et max
1ÉiÉn

deg(zmT mPi ,m) É N + (t +1)m. (2.12)

• Pour m = 0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P ∈ S (K,α)[z]n sont de
degrés inférieurs à N .
• Pour m = 1, le lemme 2.1 implique que zP′ ∈S (K,α)[z]n donc, comme les coefficients de
TG ∈Mn(K[z]) sont de degrés inférieurs à t , les composantes du vecteur zT P′− zT GP sont
dans S (K,α)[z] et sont de degrés inférieurs à N + t + 1, car les coefficients de TG sont de
degrés bornés par t .
• Soit m ∈N, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D −G)(zmT m(D−G)mP)

= m(zT )′(zT )m−1(D −G)mP+ zmT mD(D −G)mP− zmT mG(D −G)mP

= m(zT )′(zT )m−1(D −G)mP+ zmT m(D −G)m+1P.

Donc

zm+1T m+1(D −G)m+1P = zT (D −G)(T m(D −G)mP)−m(zT )′zmT m(D −G)mP.

Or, en utilisant à la fois l’hypothèse de récurrence et le cas m = 1, on voit que T (D−G)(T m(D−
G)mP) ∈S (K,α)[z]n a ses composantes de degrés bornés par N +m(t +1)+ t +1 = N + (m+
1)(t +1) ; par ailleurs, l’hypothèse de récurrence nous assure que m(zT )′zmT m(D −G)mP a
des composantes de degrés inférieurs à t +1+N +mt = N + (m +1)(t +1). On en déduit le
résultat souhaité (2.12).

On remarque que
Q(m)

m!
∈OK[z] puisque Q est à coefficients dans OK. On déduit de l’équa-

tion (2.11), à condition que N +M Ê N + (t +1)m Ê max
1ÉiÉn

deg(Pi ,m), c’est-à-dire

m É M

t +1
, (2.13)

que les coefficients de (zT )mPm sont des éléments de S (OK,α)[z].

Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel que j + n − 1 É M

t +1
,

alors (zT ) j+n−1R( j ) est une matrice à coefficients dans S (OK,α)[z]. En particulier, on obtient
(zT )n−1R(0) ∈Mn(S (OK,α)[z]).

Montrons à présent que pour tout s É M

t +1
− (n −1) et tout j ∈ {0, . . . , s},

den(α)2sδνs− j zs− j (zT )s+n−1

(s − j )!
D s− j R( j ) ∈Mn(S (OK,α)[z]). (2.14)

avec δr = ppcm(1,2, . . . ,r ).
Rappelons la formule de Leibniz : si ` ∈N∗ et f1, . . . , f` sont ` fonctions dérivables k fois,

alors

( f1 . . . f`)(k) = ∑
i1+···+i`=k

(
k

i1, . . . , i`

) ∏
1ÉtÉk

f (it )
t .
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En particulier, considérons un élément quelconque W =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

Wk,`zα` log(z)k ∈S (OK,α)[z].

Alors

W (s)(z)

s!
=∑

k,`

∑
i1+i2+i3=s

W (i1)(z)
k,`

(i1)!

D i2 (zα`)

(i2)!

D i3

(
logk

)
(z)

i3!

=
µ∑
`=1

∑
i1+i2=s

W (i1)
0,`

(i1)!

(
α`

i2

)
zα`−i2 + ∑

k,`Ê

∑
i1+i2+i3=s

W (i1)
k,`

(i1)!

(
α`

i2

)
zα`−i2

× ∑
j1+···+ jk=i3

log(z)Card{u: ju=0} × ∏
ju 6=0

(−1) ju−1

( ju)!
( ju −1)!z− ju .

On a pour tout k,`, i1, W (i1)
k,` /(i1)! ∈OK[z]. De plus, commeα ∈Qµ, le lemme 3.11 implique

que pour tout i2 É s,

den(α)2i2

(
α`

i2

)
∈Z. (2.15)

Enfin, on voit que si j1 + ·· · + jk = i3, alors zi3δk
i3

∏
ju 6=0

(−1) ju−1

( ju)!
( ju − 1)!z− ju ∈ S (OK,α). Par

conséquent,

den(α)2s δνs zs W (s)

s!
∈S (K,α)[z]. (2.16)

De plus, on prouve dans l’étape 4 de la partie 4.2.2 que, comme T ∈OK[z], alors

∀` ∈N, ∀k É `,
(T `)(k)

k !
∈ T `−kOK[z]. (2.17)

Déduisons de cela par récurrence le résultat (2.14). On commence par montrer par ré-

currence sur s que pour tout s ∈N tel que s É M

t +1
− (n −1),

∀ j ∈N, ∀ j ′ Ê j , den(α)2sδνs zs+ j+n−1 D s(T j ′+n−1R( j ))

s!
∈Mn(S (OK,α)[z]). (2.18)

• C’est clair pour s = 0, car zn−1T n−1R(0) ∈Mn(S (OK,α)[z]).
• Soit s ∈N, supposons (2.18) vrai pour tout s′ < s. Prenons j ∈N et j ′ Ê j . Alors

zs

s!
D s

(
z j+n−1T j ′+n−1R( j )

)
= zs

s∑
k=0

Dk (z j+n−1)

k !

D s−k (T j ′+n−1R( j ))

(s −k)!

=
min(s, j+n−1)∑

k=0

(
j +n −1

k

)
zs+ j+n−1−k D s−k (T j ′+n−1R( j ))

(s −k)!

= zs+ j+n−1 D s(T j ′+n−1R( j ))

s!
+

min(s, j+n−1)∑
k=1

(
j +n −1

k

)
zs+ j+n−1−k D s−k (T j ′+n−1R( j ))

(s −k)!
.

Or, par hypothèse de récurrence, pour tout k Ê 1,

den(α)2(s−k)δνs−k zs−k+ j+n−1 D s−k (T j ′+n−1R( j ))

(s −k)!
∈Mn(S (OK,α)[z]).

Par ailleurs, comme z j+n−1T j ′+n−1R( j ) ∈ S (OK,α)[z], on déduit de (2.16) appliqué à W =
z j+n−1T j ′+n−1R( j ) que

den(α)2sδνs zs D s(z j+n−1T j ′+n−1R( j ))

s!
∈Mn(S (OK,α)[z]).
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Donc

den(α)2sδνs zs+ j+n−1 D s(T j ′+n−1R( j ))

s!
∈S (OK,α)[z].

Prouvons à présent (2.14) par récurrence forte sur s ∈N, s É M

t +1
− (n −1).

• Pour s = 0, c’est évident.
• Soit s ∈ N∗, supposons (2.14) vrai pour s′ ∈ {0, . . . , s − 1}. Par la formule de Leibniz, on a,
pour j ∈ {0, . . . , s},

zs− j+ j+n−1 D s− j (T s+n−1R( j ))

(s − j )!
= zs+n−1

s− j∑
k=0

(
s − j

k

)
× 1

(s − j )!
(T s+n−1)(k)D s− j−k (R( j ))

= zs+n−1T s+n−1 D s− j (R( j ))

(s − j )!
+ zs+n−1

s− j∑
k=1

(T s+n−1)(k)

k !

D s− j−k R( j )

(s − j −k)!

= zs+n−1T s+n−1 D s− j R( j )

(s − j )!
+

s− j∑
k=1

Uk T s+n−1−k zk zs−k− j+ j+n−1 D s−k− j (R( j ))

(s −k − j )!
,

avec Uk ∈OK[z], en utilisant (2.17).

Or, d’une part, selon (2.18), den(α)2(s− j )δνs− j zs+n−1
D s− j (T s+n−1R( j ))

(s − j )!
∈ Mn

(
S (OK,α)[z]

)
et

d’autre part, par hypothèse de récurrence,

∀k ∈ {1, . . . , s − j } , den(α)2(s− j−k)δνs− j−k zs−k+n−1T s−k+n−1 D s−k− j R( j )

(s −k − j )!
∈Mn

(
S (OK,α)[z]

)
.

Par conséquent,

den(α)2(s− j )δνs− j zs+n−1T s+n−1 D s− j R( j )

(s − j )!
∈Mn

(
S (OK,α)[z]

)
,

ce qu’il fallait démontrer.

Étape 5 : Lien entre qs et taille des coefficients de det((zT )n−1R(0)).
Selon (2.10), on a pour tout s ∈N,

(zT )s Gs

s!
= 1

Vs

s∑
j=0

(−1) j den(α)2sδνs (zT )s+n−1 D s− j R( j )

(s − j )!

(
com

(
(zT )n−1R(0)

))T

, (2.19)

où Vs = den(α)2sδνs det
(
(zT )n−1R(0)

) ∈S (OK)[z], et selon (2.14), tous les termes de la somme

sont à coefficients entiers algébriques à condition que s +n −1 É M

t +1
.

Prenons pour s ∈ N, qs le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

TG ,T 2 G2

2!
, . . . ,T s Gs

s!
, comme dans la définition 2.1. Pour estimer qs sous la condition s +n −

1 É M

t +1
, il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des coefficients de Vs . C’est ce

que permet de faire ce lemme :

Lemme 2.2

Soient U ∈ S (OK,β)[z], V ∈ S (OK,β)[z], où β ∈ [0,1[µ est de coefficients deux à deux
distincts, et W ∈K[z] tels que U =V W . Notons

V =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

d∑
i=0

vi ,k,`zi zβ` log(z)k .
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Alors pour tous k,`Éµ et tout j ∈ {0, . . . ,d} tels que v j ,k,` 6= 0, on a NK/Q(v j ,k,`)W ∈OK[z].

Démonstration. Écrivons V =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

Vk,`zβ` log(z)k , où Vk,` ∈OK[z]. Alors

V W =
µ∑
`=1

ν∑
k=0

Vk,`W zβ` log(z)k ,

donc pour tous k,`, on a Vk,`W ∈ OK[z]. Par suite, le lemme 4.2, démontré dans la partie
4.2.2, implique que NK/Q

(
v j ,k,`

)
W ∈OK[z] si v j ,k,` 6= 0.

Pour W =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

q∑
i=0

wk,`,i zi zα` log(z)k ∈S (K)[z], on définit σ(W ) = max
k,`,i

wk,`,i , la mai-

son de W . Soit s ∈N∗ et s′ É s. Alors on remarque que Vs = den(α)2(s−s′) δ
ν
s

δνs′
Vs . Ainsi, on déduit

du lemme 2.2 appliqué à la formule (2.19), avec

U =
s∑

j=0
(−1) j den(α)2sδνs (zT )s′+n−1 D s′− j R( j )

(s′− j )!

(
com

(
(zT )n−1R(0)

))T

,

V = Vs′ et W = (zT )s′ Gs′

s′!
qu’il existe un coefficient v non nul du polynôme S Vs tel que

NK/Q(v)(zT )s′ Gs′

s′!
, de sorte que qs divise NK/Q(Vs) Éσ(Vs′)

∆. Par suite,

∀s ∈N tel que s +n −1 É M

t +1
, on a qs Éσ(Vs)∆. (2.20)

Étape 6 : Majoration de la maison de den(α)2sδνs det((zT )n−1R(0)) ∈S (OK)[z] en fonction
de la maison de Q.

Par commodité, on s’intéresse à

Ṽ = det(P, zT P1, . . . , (zT )n−1Pn−1) = T
n(n−1)

2 det(R(0)) =
(
den(α)2sδs(zT )

n(n−1)
2

)−1
Vs .

Le lemme suivant nous assure que ce changement n’introduit qu’une constante multiplica-
tive dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

Lemme 2.3

Soient A =
νA∑

k=0

µA∑̀
=1

Ak,`(z)zα` log(z)k ∈S (K,α)[z], B =
νB∑

k=0

µB∑̀
=1

Bk,`(z)zβ` log(z)k ∈S (K,β)[z],

où α ∈QµA
Ê0 et β ∈QµB

Ê0 sont de coefficients deux à deux distincts. Notons C = AB , alors

σ(C ) É 2(νA +νB +1)max(µA,µB )(deg(A)+deg(B)+1)σ(A)σ(B).

Dans le cas où A et B sont des polynômes ordinaires, le résultat est déjà connu (cf [38, lemme
4 p. 32])

Démonstration. On se ramène au cas où α ∈ [0,1[µA , β ∈ [0,1[µB Comme on l’a vu dans la
preuve du lemme 2.1 b), on a

C =
νC∑

k ′′=0

µC∑
`′′=1

Ck ′′,`′′z
γ`′′ log(z)k ′′

,
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avec pour tout k ′′,`′′, Ck ′′,`′′ =
∑

zεk,k′,`,`′ Ak,`Bk ′,`′ , où la somme est sur les k,k ′,`,`′ satisfai-
sant

k +k ′ = k ′′ et εk,k ′,`,`′ := γ`′′ − (α`+β`′) ∈ {0,1}. (2.21)

Cette condition implique que la somme définissant Ck",`" contient au plus k ′′×2max(µA,µB ) É
2(νA+νB+1)max(µA,µB ) termes. Remarquons de plus queσ(zεk,k′,`,`′ Ak,`Bk ′,`′) =σ(Ak,`Bk ′,`′).
On a donc par inégalité triangulaire

σ(Ck ′′,`′′) É 2(νA +νB +1)max(µA,µB ) max
kÉνA ,`ÉµA

k′ÉνB ,`′ÉµB

σ(Ak,`Bk ′,`′)

É 2(νA +νB +1)max(µA,µB )σ(A)σ(B)(deg(A)+deg(B)+1)

selon le cas polynomial (lemme 4.1 de la sous-section 4.2.2). Ceci conclut la démonstration.

Soit m ∈ {0, . . . ,n −1}. Si Q =
N∑

i=0
qi zi , alors

Q(m)

m!
=

N−m∑
i=0

(i +1) . . . (i +m)

m!
qm+i zi =

N−m∑
i=0

(
m + i

i

)
qm+i zi .

Il suit de la majoration (
m + i

i

)
=

(
m + i

m

)
É

(
N

m

)
∼N→+∞

N m

m!

que σ

(
Q(m)

m!

)
É ε1,Nσ(Q), où limsup

N→+∞
ε1/N

1,N = 1 Selon le lemme 2.3 appliqué à A = (zT )m et

B =Q(m)/m!, pour N suffisamment grand,

σ

(
(zT )m Q(m)

m!

)
É ε1,Nσ(Q)σ(T m)(mt +N −m +1) É ε2,Nσ(Q)σ((zT )m), (2.22)

où limsup
N→+∞

ε1/N
2,N = 1. Toutes les suites (ε j ,N ) introduites par la suite vérifieront limsupε1/N

j ,N = 1.

En appliquant m fois le lemme 2.3 on obtient, pour N suffisamment grand,

σ((zT )m) É ε3,Nσ(zT )σ((zT )m−1) É ·· · É ε4,Nσ(zT )m .

Ceci combiné à l’inégalité (2.22) donne donc

σ

(
(zT )m Q(m)

m!

)
É ε5,Nσ(Q)σ(zT )m .

Soit θN+M le maximum des maisons des N +M premiers coefficients du développement
en série entière des fi ,k,`, et dN+M leur dénominateur commun. En répétant le raisonnement
de la preuve du lemme 2.3, on voit que la maison de la partie dans S (K,α)[z] tronquée à

l’ordre N + (t +1)m de (zT )m Q(m)

m!
(dN+M fi ) est majorée par

ε6,Nσ(Q)(dN+MθN+M )(N + (t +1)m +1) É ε7,Nσ(Q)dN+MθN+M .

Or, si N +M Ê N + (t +1)(n−1), selon (2.11), cette partie « polynomiale » est (zT )mPm , donc
avec une extension de la notation σ aux vecteurs colonnes,

∀m ∈ {0, . . . ,n −1}, σ((zT )mPm) É ε7,Nσ(Q)dN+MθN+M .
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On a Ṽ = ∑
τ∈Sn

ε(τ)
n−1∏
j=0

(zT ) j Pτ( j ), j , où ε(τ) ∈ {−1,1} est la signature de τ, et pour τ ∈Sn , selon

le lemme 2.2 appliqué à A = Pτ(0),0 et B =
n−1∏
j=1

(zT ) j Pτ( j ), j ,

σ

(
n−1∏
j=0

(zT ) j Pτ( j ), j

)
É ε8,Nσ(Pτ(0),0)σ

(
n−1∏
j=1

(zT ) j Pτ( j ), j

)
n(N + (t +1)(n −1)+1)

en utilisant (2.12). En itérant le procédé, on obtient une suite (ε9,N )telle que

σ

(
n−1∏
j=0

(zT ) j Pτ( j ), j

)
É ε9,Nσ(Q)nd n

N+Mθ
n
N+M .

Donc par inégalité triangulaire

σ(Ṽ ) É ε10,Nσ(Q)nd n
N+Mθ

n
N+M ,

si bien que, comme Vs = den(α)2sδνs (zT )
n(n−1)

2 Ṽ ,

σ(Vs) É ε11,N den(α)2sδνsσ(Q)nd n
N+Mθ

n
N+M .

D’où selon (2.20), pour tout s ∈N tel que s +n −1 É M

t +1
,

qs Éσ(Vs)∆ É ε8,N den(α)2∆sδν∆s σ(Q)n∆d n∆
N+Mθ

n∆
N+M . (2.23)

Étape 7 : Conclusion à l’aide du lemme de Siegel.
Soit s ∈ N∗, supposé suffisamment grand. On choisit dorénavant N et M de la forme

suivante :

N := 2nµ(ν+1)(t +1)(s +n −1) et M := N

2nµ(ν+1)
= (t +1)(s +n −1) ∈N∗.

En particulier, on a bien
M

t +1
Ê s +n −1. Alors l’équation

Q(dN+M f)−P =O
(
zN+M )

se traduit par un système linéaire donné par l’équation (2.7) de

nµ(ν+1)N

2nµ(ν+1)
= N

2

équations à N + 1 inconnues (les coefficients de Q). Selon la proposition 2.3, il existe une
solution Q ∈OK[z] telle que

σ(Q) É c1(c1(N +1)θN+M )
N /2

N+1−N /2 É ε8,NθN+M ,

où c1 est une constante, car N /2 É N + 1− N /2. Puisque les composantes de f sont des G-
fonctions, on peut trouver des constantes c2 et c3 telles que θN+M É c(N+M)(1+o(1))

2 et dN+M É
c(N+M)(1+o(1))

3 .
Comme M/(t +1) Ê s +n −1, il découle de (2.23) que

qs É ε9,N den(α)2∆sδ∆νs θ∆n
N+M d∆n

N+Mθ
∆n
N+M = ε9,N den(α)2∆sδ∆νs θ2∆n

N+M d∆n
N+M , (2.24)

52



d’où

qs É ε10,sden(α)2∆sδ∆νs cn∆(2nµ(ν+1)+1)(t+1)s)(1+o(1))
2 c2n∆(2nµ(ν+1)+1)+1)(t+1)s)(1+o(1))

3 ,

de sorte qu’on peut trouver une constante c4 > 0 dépendant seulement de G telle que ∀s ∈
N∗, qs É c s

4, ce qui prouve que G satisfait la condition de Galochkin.

Étape 8 : Nous allons donner une version quantitative du théorème 2.4.
Comme δs É e s(1+o(1)) en conséquence du théorème des nombres premiers, on a

limsup
1

s
log qs É 2∆ log(den(α))+∆ν+2n∆(2nµ(ν+1)+1)(t +1)(c2 + c3)

et on peut prendre

c2 = limsup
N→+∞

1

N
log

(
den

(
fi ,k,`,m , 0 É m É N

))É∆σ0(F ),

où F = ( fi ,k,`)i ,k,` ∈K�z�nµ(ν+1) et

c3 = limsup
N→+∞

1

N
max

σ∈Gal(K/Q)
max
i ,k,`

log
∣∣σ( fi ,k,`,N )

∣∣ .

Ceci conclut la démonstration du théorème 2.4.

Remarque. L’hypothèse que α ∈ Qµ est cruciale dans cette preuve. En effet, l’affirmation
(2.15) dans l’étape 4 ne tient plus si α ∈Q\Q.

De plus, par exemple, si α =p
2 ∈ O

Q
, l’opérateur minimal sur RS (K)[z] de cette fonc-

tion est L0 = d

dz
−
p

2

z
qui n’est pas un G-opérateur selon le théorème d’André-Chudnovsky-

Katz puisque son exposant en 0 est
p

2 6∈Q.

2.5 Un lemme de Shidlovskii pour les S -approximants de Pa-
dé de type II

Dans l’étape 3 de la démonstration du théorème 2.4, nous avons utilisé une variante du
lemme de Shidlovskii, et l’objet de cette partie est de le démontrer.

Soit K un corps de nombres. Soit α ∈QµÊ0 et f = t
(

f1(z), . . . , fn(z)
) ∈ S (K,α)�z�n une so-

lution d’un système différentiel y′ = Gy, G ∈ Mn(K(z)). L’hypothèse que les séries formelles
intervenant dans l’écriture des fi en séries Nilsson-Gevrey sont des G-fonctions n’est ici pas
nécessaire. On suppose de plus que les composantes de f sont linéairement indépendantes sur
RS (K)[z], ce qui est une hypothèse fondamentale dans la suite.

On note T (z) ∈ K[z] un dénominateur commun des coefficients de G et on définit t le
maximum du degré de T et des degrés des coefficients de TG .

Soient N , M ∈N. On se donne Q ∈K[z], P1, . . . ,Pn ∈S (K,α)[z] des approximants de Padé
S de type II de f : deg(Q) É N , max

1ÉiÉn
deg(Pi ) É N et

Qf−P =O
(
zN+M )

,

où P = t (P1, . . . ,Pn). Rappelons que A = O
(
z`

)
s’il existe une fonction B ∈S0(K)�z� telle que

que A = z`B .
Comme on l’a vu dans l’étape 1 de la section 2.4, on a alors pour tout m ∈N

(zT )mQ(m)f− (zT )m(D −G)mP =O
(
zN+M )

,
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de sorte qu’en posant

Qm = (zT )mQ(m) et Pm = (zT )m(D −G)mP =

P1,m
...

Pn,m

 ,

(Qm ,P1,m , . . . ,Pn,m) est un système de S -approximants de Padé de type II de f.
On pose par convention P0 = P. On s’intéresse à la matrice R(0) ∈Mn(S (K)[z]) de j -ième

colonne P j−1, et à son déterminant ∆(z) = det(R(0)) ∈ S (K)[z]. Le théorème suivant, qui est
un point crucial de la démonstration du théorème 2.4, est un analogue d’un « lemme de
Shidlovskii » prouvé dans [17, pp. 42–43], avec une correction issue de [4, pp. 115–119].

Théorème 2.5

Le déterminant ∆(z) n’est pas identiquement nul si M est assez grand.

Le reste de la section consiste à démontrer ce théorème. On commence par quelques
lemmes techniques.

2.5.1 Lemmes techniques

La preuve du théorème 2.5 repose sur l’obtention de bornes inférieure et supérieure sur
l’ordre d’annulation de ∆(z). On définit cette notion, ainsi que celle de degré total d’un élé-
ment de RS (K)[z], de la manière suivante :
Définition 2.5

• L’ ordre d’annulation de h ∈S (K)�z�\{0} est la borne supérieure de l’ensemble des
m ∈R tel que h =O(zm). On le note ord(h). On pose ord(0) =+∞.

• Le degré total de F ∈RS (K)[z] est

degt (F ) = min

{
deg(P )+deg(Q),F = P

Q
,P ∈S0(K)[z],Q ∈S0(K)[z] \ {0}

}
.

Remarque. Concrètement, si h =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

zα` log(z)k z jk,`hk,` ∈S (K,α)�z�, où lesα` sont deux

à deux non congrus modulo Z, jk,` ∈ N et hk,`(0) 6= 0, l’ordre d’annulation de h est le mini-
mum des α`+ jk,`, quand 0 É k É ν et 1 É `É µ. En particulier, la borne supérieure définis-
sant l’ordre d’annulation de h est atteinte. On remarque que comme les α` sont deux à deux
non congrus modulo Z, tous les α`+ j`,k sont distincts.

Proposition 2.4

a) La fonction ord définit une valuation sur l’anneau S0(K)�z�. On peut donc étendre
la fonction ord à Frac(S0(K)�z� en posant ord( f /g ) = ord( f )−ord(g ).

b) Soient H , I ∈RS (K)[z]. Alors

degt (H I ) É degt (H)+degt (I )+2 et degt (H + I ) É 2(degt (H)+degt (I ))+3.

Démonstration. a) La remarque ci-dessus nous assure que toute série S non nulle pos-
sède un ordre d’annulation finie et donc ord( f ) =+∞⇔ f = 0

Soient f1, f2 ∈S (K)�z�. On note mi = ord( fi ).

En notant m = min(m1,m2), on a f1 = zm f̃1 et f2 = zm f̃2, où f̃i ∈ S0(K)�z�. Donc f1 + f2 =
zm( f̃1 + f̃2) et donc

ord( f1 + f2) Ê min(ord( f1),ord( f2)). (2.25)
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De plus, si f1 = zm1 f̃1 et f2 = zm2 f̃2, où f̃i ∈S0(K)�z�, on a f1 f2 = zm1+m2 f̃1 f̃2 donc

ord( f1 f2) Ê ord( f1)+ord( f2). (2.26)

Écrivons à présent fi = zmi log(z)ki gi (z)+ f̃i (z), où gi (0) 6= 0 et ord( f̃i ) > mi . Alors on a

f1(z) f2(z) = zm1+m2 log(z)k1k2 g1(z)g2(z)+h(z),

où (g1g2)(0) 6= 0 et

h(z) = zm1 log(z)ki g1(z) f̃2(z)+ zm2 log(z)k2 g2(z) f̃1(z)+ f̃1(z) f̃2(z)

est d’ordre strictement supérieur à m1 +m2 selon (2.25) et (2.26). Donc selon la remarque
précédente, f1(z) f2(z) est d’ordre d’annulation exactement ord( f1)+ord( f2), ce qui conclut
la preuve de a).

b) Écrivons H = H1

H2
et I = I1

I2
avec degt (H) = deg(H1)+deg(H2) et degt (I ) = deg(I1)+deg(I2).

Alors

degt (H I ) É deg(H1I1)+deg(H2I2) É deg(H1)+deg(I1)+1+deg(H2)+deg(I1)+1

selon le lemme 2.1 b). Par ailleurs, H + I = H1I2 +H2I1

H2I2
donc

degt (H + I ) É deg(H1I2 +H2I1)+deg(H2I2)

É deg(H1)+deg(I2)+1+deg(H2)+deg(I1)+1+deg(H2)+deg(I2)+1

É 2(degt (H)+degt (I ))+3.

Remarque. On a Frac(S0(K)�z�) = Frac(S (K)�z�) puisque toute série f ∈ S (K)�z� s’écrit
comme f = zc g , c ∈Z, g ∈S0(K)�z�. De même, on voit que RS (K)[z] = Frac(S0(K)[z]).

On aura besoin dans la démonstration du théorème 2.5 de deux lemmes techniques, les
lemmes 2.4 et 2.6 ci-dessous. Le premier est une adaptation d’un lemme de Baker [9, pp.
112–113]. Sa preuve est mutatis mutandis la même que dans le cas classique, mais nous la
donnons ici par souci de complétude.

Lemme 2.4

Soient G ∈ Mn(K(z)) et P ∈ RS (K)[z]n , on définit P̃m = (D −G)mP. Notons ` le rang
sur RS (K)[z] de la famille (P, P̃1, . . . , P̃n−1). Alors F̃ = (P̃, P̃1, . . . , P̃`−1) ∈Mn,`(RS (K)[z])
est de rang `. Quitte à renuméroter les composantes de P, on peut supposer que la ma-
trice R̃ ∈ M`(RS (K)[z]) formée des ` premières lignes de F est inversible. On note S̃ la
matrice de Mn−`,`(RS (K)[z]) formée des n −` dernières lignes de F̃ .

Alors les coefficients de S̃R̃−1 sont des éléments de RS (K)[z] de degrés totaux bornés
par une constante c0 ne dépendant que de G .

Le lemme suivant, adapté de [49, p. 86], sera utilisé dans la démonstration du lemme 2.4.

Lemme 2.5

Soit L une extension de RS (K)[z] et soient ϕ1, . . . ,ϕs , ψ1, . . . ,ψm des éléments de L tels
que les ψi ne sont pas tous nuls. Alors il existe N0 ∈N tel que pour tous (α1, . . . ,αs) ∈Ks

et (β1, . . . ,βm) ∈Km tels que
m∑

i=1
βiψi 6= 0,
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ω=
(

s∑
i=1

αiϕi

)(
m∑

i=1
βiψi

)−1

∈RS (K)[z] =⇒ degt (ω) É N0.

Démonstration. Soient (α1, . . . ,αs) et (β1, . . . ,βm) comme dans l’énoncé du lemme. Soit
r le rang sur RS (K)[z] de

{
ϕ1, . . . ,ϕs ,ψ1, . . . ,ψm

}
. On choisit r fonctions extraites de cette

famille (g1, . . . , gr ) formant une famille libre sur RS (K)[z].

Notons pour tout i ∈ {1, . . . , s},ϕi =
r∑

j=1
Ai j g j , Ai j ∈ RS (K)[z], et pour i ∈ {1, . . . ,m}, ψi =

r∑
j=1

Bi j g j , Bi j ∈RS (K)[z]. Notons N le maximum des degrés totaux des Ai j et des Bi j . C’est

un nombre qui dépend uniquement des ϕi et des ψi . On a donc

ω=

s∑
i=1

r∑
j=1

αi Ai j g j

m∑
i=1

r∑
j=1

βi Bi j g j

=

r∑
j=1

C j g j

r∑
j=1

D j g j

,

où C j =
s∑

i=1
αi Ai j , D j =

m∑
i=1

βi Bi j .

Par hypothèse,
r∑

j=1
D j g j n’est pas nulle donc comme (g1, . . . , gr ) est libre sur RS (K)[z], il

existe j0 ∈ {1, . . . ,r } tel que D j0 6= 0.

De plus,ω ∈RS (K)[z] et
r∑

j=1
(D jω−C j )g j = 0, si bien que ∀ j ∈ {1, . . . ,r },D jω−C j = 0. En

prenant j = j0, on obtient ω= C j0

D j0

. On déduit de la proposition 2.4 b) que

degt (C j0 ) É 2sN +3s et degt (D j0 ) É 2mN +3m,

donc degt (ω) É 2(s +m)(N + 3) est borné par une constante ne dépendant que des ϕi et
des ψi .

Démonstration du lemme 2.4. Commençons par justifier que F est de rang ` en mon-
trant que (P, P̃1, . . . , P̃`−1) est libre sur RS (K)[z]. En effet, supposons le contraire et fixons
k ∈ {1, . . . ,`−1} tel que P̃k ∈ VectRS (K)[z](P, P̃1, . . . , P̃k−1). Alors on montre par récurrence, en
utilisant la relation P̃m = (D −G)mP, que P̃k+s ∈ VectRS (K)[z](P, P̃1, . . . , P̃k−1) pour tout s ∈N,
de sorte que le rang de (P, P̃1, . . . , P̃n−1) est strictement inférieur à `, ce qui est absurde.

On considère à présent le système, dont l’inconnue est un vecteur ligne y ,

y ′ = y(−tG). (2.27)

On peut trouver une matrice Q ∈ M`(RS (K)[z]) telle que si y = (y1, . . . , yn) est solution de
(2.27), alors le vecteur ligne Y = yF̃ vérifie Y ′ = Y Q. En effet, notons G = (gi , j )1Éi , jÉn . Alors,
si Y = (Y1, . . . ,Y`), on a, pour 1 É j É `−1,

Y ′
j =

(
n∑

i=1
y ′

i P̃i , j−1

)′
=

n∑
i=1

y ′
i P̃i , j−1 + yi P̃′

i , j−1 =
n∑

i=1

n∑
k=1

(−aki )yk P̃i , j−1 + yi P̃′
i , j−1.

Or, P̃ j = P̃′
j−1 −GP̃ j−1 donc

∀i ∈ {1, . . . ,n}, P̃′
i , j−1 = P̃i , j +

n∑
k=1

gi k P̃k, j−1,
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de sorte que

Y ′
j =−

n∑
i=1

n∑
k=1

gki yk P̃i , j−1 +
n∑

i=1

n∑
k=1

gi k P̃k, j−1 yi +
n∑

i=1
yi P̃i , j =

n∑
i=1

yi P̃i , j = Y j+1.

Le même calcul nous donne Y ′
`
=

n∑
i=1

yi P̃i ,` donc comme P̃` ∈ VectRS (K)[z](P, P̃1, . . . , P̃`−1),

Y ′
`

est une combinaison linéaire à coefficients dans RS (K)[z] (ne dépendant pas de y) des
Y j ,1 É j É ` 1.

Soit L une extension de Picard-Vessiot de RS (K)[z] telle que le système (2.27) a une
base de solutions (w1, . . . , wn) ∈ Ln sur RS (K)[z]. Par les propriétés du wronskien, c’est éga-
lement une base surK de ce système (voir [52, pp. 7–9]). On introduit la matrice wronskienne
associée

W =

w1
...

wn

 ∈Mn(L).

Donc pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, la i ième ligne Yi = wi F̃ de W F̃ vérifie Y ′
i = Yi Q. Or, le système

Y ′ = Y Q n’a que ` solutions linéairement indépendantes sur K. Par suite, en effectuant des
opérations à coefficients dansK sur les lignes et les colonnes de W Q, on obtient une matrice
M ∈Mn−`,n(K) de rang n −` telle que MW Q = 0.

On note U la matrice formée des ` premières colonnes de MW et V la matrice com-
posée des n −` dernières colonnes de MW . En écrivant le produit de matrices par blocs,
on constate que U R̃ +V S̃ = 0, de sorte que U = −V S̃R̃−1. Donc M = (−V S̃R̃−1 V ). Si u =
t (u1, . . . ,un) ∈Mn,1(RS (K)[z]), alors

Mu =V

(−S̃R̃−1)

u1
...

u`

+

u`+1
...

un


 ∈ Im(V ).

Donc le rang sur RS (K)[z] de M est inférieur au rang de V . Or, M ∈ Mn−`,n(K) est de rang
n −` sur K donc également sur RS (K)[z], donc V est de rang n −`, car V ∈ Mn−`(L), et V
est donc inversible. De plus, S̃R̃−1 =−V −1U .

Mais si W = (wi j )1Éi , jÉn , alors on voit avec la formule V −1 = 1

detV
(com(V ))T (formule

de la comatrice) que les coefficients de V −1U sont des fractions rationnelles en les (wi , j )
de degré total borné par une constante qui ne dépend que de n. De plus, comme S̃R̃−1 ∈
Mn−`,`(RS (K)[z]), ces coefficients sont également des éléments de RS (K)[z].

Finalement, le lemme 2.5 nous fournit une borne supérieure N0 > 0 ne dépendant que
de W (donc in fine de G) sur les degrés totaux des coefficients de V −1U , donc sur ceux des
coefficients de S̃R̃−1.

Le résultat suivant est un analogue pour les séries S d’un lemme provenant de [49, p.
85].

Lemme 2.6

Soit α ∈ Qµ, f1, . . . , fn ∈ S (K,α)�z� tous non nuls et R1, . . . ,Rn ∈ RS (K)[z] de degrés

totaux bornés par c > 0. Alors R · f =
n∑

i=1
Ri fi a un ordre d’annulation au plus d > 0, où d

est une constante dépendant uniquement des fi , de α et de c.

1. On peut en réalité montrer que Y ′
`

est une combinaison linéaire à coefficients dansK(z) des Y j .
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Démonstration. Étape 1 : réduction au cas où ∀1 É i É n,Ri ∈S (K,α)[z].

Écrivons, pour tout i , Ri = Pi

Qi
, où deg(Pi )+deg(Qi ) = degt (Ri ) É c. Alors

R · f = 1

Q1 . . .Qn

n∑
i=1

(∏
j 6=i

Q j

)
Pi fi

et pour tout i , selon le lemme 2.1 b),

deg

(∏
j 6=i

Q j

)
Pi É

∑
j 6=i

deg(Q j )+deg(P )+n É (n −1)c +n −1+ c = (n +1)c.

De plus, comme ord est une valuation sur Frac(S (K)�z�),

ord(R · f ) = ord

(
n∑

i=1

(∏
j 6=i

Q j

)
Pi fi

)
−ord(Q1 . . .Qn) É ord

(
n∑

i=1

(∏
j 6=i

Q j

)
fi

)
.

On peut donc se ramener au cas où ∀i ∈ {1, . . . ,n},Ri ∈S (K)[z].

Étape 2 : réduction au cas où ∀1 É i É n,Ri ∈K[z]

Écrivons Ri =
µ∑̀
=1

ν∑
k=0

Ri ,k,`(z)zα` log(z)k , avec Ri ,k,`(z) ∈K[z]. Alors

R · f =
n∑

i=1

µ∑
`=1

ν∑
k=0

Ri ,k,`zα` log(z)k fi (z) = ∑
i ,k,`

Ri ,k,`gi ,k,`,

où les gi ,k,`(z) = zα` log(z)k fi (z) ∈S (K,α)�z� sont tous non nuls, car les fi le sont.
Étape 3 : réduction au cas où ∀1 É i É n,Ri ∈K.

On écrit donc pour tout i ∈ {1, . . . ,n},Ri =
c∑

j=0
r j ,i z j avec r j ,i ∈K.

Donc R · f =
n∑

i=1

c∑
j=0

r j ,i z j fi = ∑
1Én

0É jÉc

r j ,i gi , j , où gi , j (z) = z j fi (z) ∈S (K,α)�z�. On remarque

que les gi , j sont tous non nuls, car les fi le sont.

Étape 4 : traitons le cas où, pour tout 1 É i É n, Ri ∈ K. Introduisons E l’ensemble des
R ∈Kn tel que R · f n’est pas identiquement nul. Remarquons que si g1, . . . , gs ∈ S (K,α)�z�
ont des ordres d’annulation en 0 deux à deux distincts, alors (g1, . . . , gs) est libre surK.

En effet, supposons que ord(g1) = m1 < ord(g2) = m2 < ·· · < ord(gs) = ms et prenons

(u1, . . . ,us) ∈ Ks tels que
s∑

i=1
ui gi = 0. Supposons sans perte de généralité que u1 6= 0. Alors,

comme ord est une valuation sur S (K)�z�,

g1 =−
s∑

i=2

ui

u1
gi

est d’ordre au moins min
iÊ2,ui 6=0

ord(gi ) Ê m2 ce qui est absurde. Donc u1 = 0.

En itérant le procédé, on obtient u1 = ·· · = us = 0, donc (g1, . . . , gs) est libre surK.

Notons ν le maximum des k ∈N tel que E contient k éléments d’ordre deux à deux dis-
tincts. Selon ce qui précède, νÉ dimKK

n = n. Soient R1 · f , . . . ,Rν · f ∈ E d’ordres deux à deux
distincts.

Si R ∈ E , (R · f ,R1 · f , . . . ,Rν · f ) est une famille à ν+1 éléments donc elle contient au moins
deux éléments d’ordre égal. D’où ord(R · f ) ∈ {

ord(Ri · f ),1 É i É ν}
.
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2.5.2 Démonstration du théorème 2.5

Cette partie est consacrée à la preuve du théorème 2.5. Elle est très similaire à la démons-
tration du lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type II ordinaires, mais
nous donnons une preuve complète par souci de complétude.

Supposons que ∆(z) est identiquement nul. Notons ` le rang sur RS (K)[z] de la famille
(P,P1, . . . ,Pn−1).

Notons F = (P,P1, . . . ,P`−1) ∈Mn,`(S0(K)[z]). Alors en reprenant les notations du lemme
2.4, on a Pm = (zT )mP̃m , de sorte que si D = Diag(1, zT, . . . , (zT )`−1), on a F = F̃ D , donc
comme F̃ est de rang `, il en va de même de F . Quitte à renuméroter les composantes de f,
on peut supposer que la matrice R ∈ M`(S0(K)[z]) formée des ` premières lignes de F est
inversible. On note S ∈Mn−`,`(S0(K)[z]) la matrice formée des n −` dernières lignes de F .

Le lemme 2.4 ci-dessous nous assure que les degrés totaux des coefficients de SR−1 sont
bornés par une constante c0 > 0 qui ne dépend que de G . En effet, toujours avec les notations
du lemme 2.4, on a R = R̃D et S = S̃D donc SR−1 = S̃R̃−1.

Considérons

H =


fn(z) 0 . . . 0 0 . . . − f1(z)
f2(z) − f1(z) . . . 0

...
. . .

... (0)
f`(z) 0 . . . − f1(z) 0 . . . 0

 .

On note H0 ∈M`(S (K)�z�) la matrice composée des ` premières colonnes de H et H1 ∈
M`,n−`(S (K)�z�) la matrice formée des n−` dernières colonnes de H . Notons U = HF . On a

∀(i , j ) ∈ {1, . . . ,`}2, Ui j =
{

P1, j−1 fn(z)−Pn, j−1 f1(z) si i = 1

P1, j−1 fi (z)−Pi , j−1 f1(z) si i Ê 2.

Un calcul de matrices par blocs nous montre que U = H0R + H1S, soit U R−1 = H0 +
H1SR−1.

Notons B = SR−1 = (Bi , j )i , j ∈Mn−`,`(RS (K)[z]). On a

H1B = (− f1(z)Bn−`,1, . . . ,− f1(z)Bn−`,`) = (−b1 f1(z), . . . ,−b` f1(z)),

avec bi = Bn−`,i ∈RS (K)[z] de degré total borné par c0. Donc

U R−1 =


fn(z)−b1 f1(z) −b2 f1(z) . . . −b` f1(z)

f2(z) − f1(z) . . . 0
...

...
. . .

...
f`(z) 0 . . . − f1(z)

 .

Par suite, en effectuant les opérations sur les lignes L1 ← L1 −bi Li pour i ∈ {2, . . . ,`}, on ob-
tient

det(U R−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fn(z)− ∑̀

i=1
b1 fi (z) 0 . . . 0

f2(z) − f1(z) . . . 0
...

...
. . .

...
f`(z) 0 . . . − f1(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
fn(z)− ∑̀

i=1
bi fi (z)

)
×det(− f1(z)I`−1) (2.28)
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en développant selon la première colonne. Donc

det(U R−1) =
(

fn(z)− ∑̀
i=1

bi fi (z)

)
× (− f1(z))`−1 6= 0,

car ( f1(z), . . . , fn(z)) est supposée libre sur RS (K)[z] 2.
Pour aboutir à une contradiction, on va minorer puis majorer l’ordre d’annulation de

det(U R−1). D’abord, si j ∈ {1, . . . ,`} et i ∈ {2, . . . ,n}, on a{
Q j−1 f1(z)−P1, j−1 =O

(
zN+M

)
Q j−1 fi (z)−Pi , j−1 =O

(
zN+M

)
.

Donc en multipliant la première ligne par fi (z) ∈ S0(K)�z�, la deuxième par − f1(z) ∈
S0(K)�z� et en les additionnant, on obtient que

Pi , j−1 f1(z)−P1, j−1 fi (z) =O
(
zN+M )

.

Or, det(U ) est une somme de produits de ` termes de cette forme, donc

det(U ) =O
(
z`(N+M)

)
.

Mais comme on l’a montré dans l’étape 4 de la section 2.4, si j ∈ {1, . . . ,`}, les compo-
santes de P j−1 sont de degrés inférieurs à N + (t +1)( j −1) É N + (t +1)(`−1). Donc les coef-
ficients de la matrice R sont de degrés inférieurs à N + (t +1)(`−1). Ainsi, detR ∈S0(K)[z] a
un degré inférieur à `(N + (t +1)(`−1)), de sorte que det(U R−1) = detU (detR)−1 a un ordre
d’annulation en 0 au moins

`(N +M)−`(N + (t +1)(`−1)) = `[M − (t +1)(`−1)] Ê M − (t +1)(`−1),

car `Ê 1. D’autre part, comme b1, . . . ,b` ∈RS (K)[z] sont de degrés totaux bornés par c0, le
lemme 2.6 ci-dessous nous assure, puisque les fi (z) sont tous non nuls, que l’ordre d’annu-

lation en 0 de fn(z)− ∑̀
i=1

bi fi (z), donc de det(U R−1) selon (2.28), est borné par une constante

c1 > 0 dépendant uniquement du système y′ =Gy et de f.
Par conséquent, si M − (t +1)(`−1) > c1, on aboutit à une contradiction. Donc ∆(z) 6= 0,

ce qui conclut la preuve.

2. La démonstration jusqu’ici suit pas à pas celle de Chudnovsky [17, pp. 42–43]. Il aurait été souhaitable
que les bi soient dans K(z) afin d’utiliser une hypothèse plus faible de liberté de ( f1, . . . , fn) sur K(z), mais la
preuve de Shidlovskii ne permet pas cela.
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Chapitre 3

Sur l’indépendance linéaire des valeurs
des G-fonctions

Ce chapitre correspond à l’article [36].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier le problème suivant, mentionné dans l’intro-
duction, qui a d’abord été considéré dans un cas particulier (i.e., β= 0) par Fischler et Rivoal
[24], impliquant des G-fonctions et des G-opérateurs.

Soit K un corps de nombres et F (z) =
∞∑

k=0
Ak zk ∈K�z� une G-fonction non polynomiale.

Soit L ∈Q [z,d/dz] \ {0} un opérateur tel que L(F (z)) = 0 et d’ordre minimal µ.
Prenons un paramètreβ ∈Q\ZÉ0, qui restera fixé dans le reste de ce chapitre. Pour n ∈N∗

et s ∈N, on définit les G-fonctions

F [s]
β,n(z) =

∞∑
k=0

Ak

(k +β+n)s
zk+n .

Elles sont liées à des primitives itérées de F (z). Le but de chapitre est de trouver des bornes
supérieures et inférieures sur la dimension de

Φα,β,S := VectK
(
F [s]
β,n(α), n ∈N∗, 0 É s É S

)
,

quand S est un entier suffisamment grand et α ∈K, 0 < |α| < R, où R est le rayon de conver-
gence de F . Notons qu’il n’est pas évident queΦα,β,S est de dimension finie. Précisément, on
veut prouver le théorème suivant :

Théorème 3.1

Supposons que F n’est pas un polynôme. Alors pour S suffisamment grand, on a l’inéga-
lité suivante :

1+o(1)

[K :Q]C (F,β)
log(S) É dimKΦα,β,S É `0(β)S +µ.

Ici, si δ= degz(L) etω est l’ordre de 0 en tant que singularité de L, `0(β) est défini comme
le maximum de ` := δ−ω et des nombres f −β, quand f est un exposant de L en l’infini
tel que f −β ∈N, et C (F,β) est une constante strictement positive dépendant de F et β,
et pas de α.

Si F (z) ∈K[z], alors F [s]
β,n(z) ∈K[z] également et Φα,β,S ⊂K.

Dans [24], Fischler et Rivoal ont prouvé ce théorème avec β = 0. Leur but était de gé-
néraliser des résultats antérieurs de Rivoal ([45], pour α ∈ Q) et Marcovecchio [40] sur la
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dimension du K-espace vectoriel engendré par Lis(α), 0 É s É S, pour α ∈K, 0 < |α| < 1, où

Lis(z) :=
∞∑

k=1

zk

k s
est la fonction polylogarithme d’ordre s. En effet, si l’on pose Ak = 1 pour tout

entier naturel k, la famille de fonctions
(
F [s]

0,n(z)
)

n,s
est la famille des polylogarithmes Lis(z)

à un terme additif polynomial près. En utilisant une méthode différente, fondée sur une gé-
néralisation du lemme de Shidlovskii, Fischler et Rivoal ont prouvé ensuite dans [25] que le
théorème 3.1 était aussi vrai pour β= 0 et α dans un ouvert étoilé en 0 dans lequel le disque
de convergence de F est strictement contenu. Nous ne savons pas si ceci vaut également
pour tout rationnel β, et cela semble être un problème difficile.

Nous allons adapter leur approche de [24] au cas plus général qui nous intéresse. Dans
une première partie, nous nous appuyons sur les propriétés de G-fonction de F pour trouver
une relation de récurrence entre les fonctions F [s]

β,n(z), ce qui démontrera la borne supérieure

dans le théorème 3.1. Dans une deuxième partie, nous étudierons le comportement asymp-
totique quand n →+∞d’une série TS,r,n(z), qui est une forme linéaire en les F [s]

β,n(z), de façon

à utiliser un critère d’indépendance linéaire à la Nesterenko dû à Fischler et Rivoal, menant
à la preuve de la borne inférieure du théorème 3.1. L’outil clé pour cela sera la méthode du
point col.

Dans la section 3.4, nous donnerons une expression explicite originale de la constante
C (F,β). A cette fin, nous rappelons dans la section 3.3 des résultats de Dwork [21], André
[4] et du chapitre 1 sur la notion de taille d’un G-opérateur, qui encode une condition de
croissance modérée sur certains dénominateurs, la condition de Galochkin (voir définition
0.2). En particulier, une version explicite du théorème de Chudnovsky donne une relation
entre la taille d’une G-fonction, encodant les conditions b) et c) de la définition 0.1 et la
taille de son opérateur minimal.

Après simplification, l’estimation de C (F,β) que nous obtenons dépend finalement de
β (en fait, de son dénominateur), d’invariants arithmétiques et analytiques de l’opérateur
minimal L de F et de la taille de F elle-même.

Afin de calculer C (F,β), il est possible et plus pratique de réécrire L sous la forme

L = zω−µ

u

∑̀
j=0

z j Q j (θ+ j ) , θ = z
d

dz
, (3.1)

avec ω ∈ N∗, Q j (X ) ∈ OK[X ] et u ∈ N∗. On note que si ` = 0, alors les seules séries entières
solutions de L(y(z)) = 0 sont des polynômes (voir la remarque après (3.27), section 3.4).

Nous allons démontrer le théorème suivant :
Théorème 3.2

Supposons que F n’est pas un polynôme. On note D le dénominateur de β. Alors l’en-
tier ` défini dans (3.1) plus haut est Ê 1 et une constante C (F,β) qui convient dans le
théorème 3.1 est

C (F,β) = log(2eC1(F )C2(F,β)), (3.2)

avec
C1(F ) := max

(
1, γ0/γ` ,Φ0(L)max(1,`−1)

)
(3.3)

et

C2(F,β) :=
den

(
1/γ0

)3 den(e,β)6µexp
(
3max(1,`−1)[K :Q]Λ0(L,β)+3(µ+1)den(f,β)

)
, (3.4)

où les polynômes Q0(X ) = γ0

µ∏
i=1

(X−ei ) et Q`(X ) = γ`
µ∏

i=1
(X+ fi−`) sont définis dans (3.1).
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Les nombres ei (resp. f j ) sont congrus modulo Z aux exposants de L en 0 (resp. ∞) et
sont donc des nombres rationnels par le théorème de Katz [21, p. 98], puisque L est un opé-
rateur d’ordre minimal annulant la G-fonction F . Les nombres Λ0(L,β) et Φ0(L) seront dé-
finis respectivement dans les formules (3.36) et (3.42) de la section 3.4. Ce théorème fournit
une constante C (F,β) qui dépend en fin de compte uniquement de F et du dénominateur D

de β.
Les termes C1(F ) et C2(F,β) composant la constante C (F,β) proviennent de calculs très

différents : C1 peut être vu comme la partie « analytique » de C , tandis que C2 est lié à des
invariants arithmétiques de F , L et β.

Dans la section 3.5, nous terminerons le chapitre en explicitant les résultats des théo-
rèmes 3.1 et 3.2 dans les cas d’exemples classiques, incluant les polylogarithmes, les fonc-
tions hypergéométriques et la fonction génératrice des nombres d’Apéry.

3.2 Preuve du résultat principal

3.2.1 Une relation de récurrence entre les F [s]
β,n(z)

Comme F est une G-fonction, l’opérateur minimal non nul L de F est un G-opérateur par
le théorème de Chudnovsky (voir [21, p. 267]). En particulier, le théorème d’André-Chudnov-
sky-Katz (cf [5, p. 719]) mentionnée dans la section 3.1 implique que L est un opérateur fuch-
sien à exposants rationnels en tout point de P1(Q). En s’appuyant sur cette propriété, nous
allons obtenir une relation de récurrence entre les séries F [s]

β,n(z), quand s ∈N et n ∈N∗ (pro-

position 3.2 ci-dessous). Ici, et dans tout ce qui suit, N (resp. N∗) désigne l’ensemble des
entiers positifs ou nuls (resp. des entiers strictement positifs).

Cette méthode algébrique sera l’argument clef pour obtenir la borne supérieure dans le
théorème 3.1 et sera aussi utile dans la sous-section 3.2.2, dans laquelle nous prouverons la
borne inférieure.

Par [24, Lemma 1, p. 11], il existe des polynômes Q j (X ) ∈OK[X ] et u ∈N∗ tels que

uzµ−ωL = ∑̀
j=0

z j Q j (θ+ j ), (3.5)

où θ = zd/dz, µ est l’ordre de L,ω la multiplicité de 0 en tant que singularité de L et `= δ−ω,
où δ est le degré en z de L.

Lemme 3.1

Définissons, pour j ∈ {0, . . . ,`}, Q j ,β(X ) =DµQ j (X −β), où D := den(β). Alors l’opérateur

Lβ =
∑̀
j=0

z j Q j ,β(θ+ j )

est un opérateur dansQ [z,d/dz] \ {0} annulant zβF (z) et d’ordre minimal pour zβF (z).

Avant de prouver le lemme 3.1, nous mentionnons la conséquence suivante du théorème
de Chudnovsky, énoncée par Dwork [21, Corollary 4.2, p. 299].

Proposition 3.1

Soit L un opérateur Q(z) [d/dz] tel que l’équation différentielle L(y(z)) = 0 a une base
de solutions au voisinage de 0 de la forme ( f1(z), . . . , fµ(z))z A, où les fi (z) sont des G-

fonctions et la matrice A ∈ Mµ(Q) a ses valeurs propres rationnelles. Alors L est un G-
opérateur.
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On rappelle que z A est définie dans une partie ouverte simplement connexe Ω de C∗

par z A := exp(A log(z)) =
∞∑

k=0
log(z)k Ak /k ! pour z ∈Ω, où log est une détermination du loga-

rithme complexe sur Ω.
La proposition 3.1 implique que Lβ est un G-opérateur. En effet, si l’on fixe une base de

solutions de L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme ( f1(z), . . . , fµ(z))zC , où C ∈ Mµ(Q) a
est à valeurs propres dans Q, une base de solutions de Lβ(y(z)) = 0 au voisinage de 0 est
( f1(z), . . . , fµ(z))zC+βIµ .

Démonstration du lemme 3.1. Nous commençons par l’observation suivante : pour tout
m, j ∈N,

(θ−β+ j )m(zβF (z)) = zβ(θ+ j )m(F (z)).

Il suffit de le prouver pour F (z) = zk . Dans ce cas, pour m = 1,

(θ−β+ j )(zβzk ) = (β+k)zβ+k + ( j −β)zβ+k = zβ(k + j )zk = zβ(θ+ j )zk

et le résultat s’ensuit par récurrence sur m.

Maintenant, avec Q j =
d j∑

m=0
ρ j ,m X m , on a

Lβ(zβF (z)) =Dµ
∑̀
j=0

d j∑
m=0

z jρ j ,m(θ−β+ j )m(zβF (z)) =Dµzβ
∑̀
j=0

d j∑
m=0

z jρ j ,m(θ+ j )m(F (z))

=Dµzβ
∑̀
j=0

z j Q j (θ+ j )(F (z)) = 0.

Notons que Lβ a le même ordre que L. Prouvons maintenant que cet ordre est mini-
mal pour zβF (z). Soit L̃ un opérateur d’ordre minimal pour F̃ (z) := zβF (z). Alors F (z) =
z−βF̃ (z), donc L̃−β(F ) = 0. Ainsi, ord(L) É ord(L̃−β) = ord(L̃), puisque L est minimal pour
F . Par ailleurs, Lβ(F̃ ) = 0, de sorte que la minimalité de L̃ implique que ord(L̃) É ord(L). Fi-
nalement, L̃ est de même ordre que L et Lβ, donc Lβ bien minimal.

De manière similaire à [24, Lemma 3, p. 17], on obtient le lemme clé suivant :

Lemme 3.2

Pour tout s ∈ N∗, la suite de fonctions (F [s]
β,n(z))nÊ1 satisfait la relation de récurrence in-

homogène suivante :

∀n Ê 1,
∑̀
j=0

Q j ,β(−n)F [s]
β,n+ j (z) = ∑̀

j=0

s−1∑
t=1

γ j ,n,t ,s,βF [t ]
β,n+ j (z)+ ∑̀

j=0
zn+ j B j ,n,s,β(θ)F (z),

où γ j ,n,t ,s,β ∈ OK et chaque polynôme B j ,n,s,β(X ) ∈ OK[X ] est de degré inférieur ou égal à
d j − s.

Démonstration. On procède par récurrence sur s Ê 1.

• Pour s = 1, remarquons que pour u ∈N,∫ z

0
xβ+uF (x)dx =

∞∑
k=0

Ak

∫ z

0
xβ+u+k dx =

∞∑
k=0

Ak

β+u +k +1
zβ+u+k+1 = zβF [1]

β,u+1(z).

Donc, si l’on pose L1 = uzµ−ωL comme dans (3.5) ci-dessus, on a

0 =
∫ z

0
xβ+n−1L1(F (x))dx = ∑̀

j=0

d j∑
m=0

ρ j ,m

m∑
p=0

(
m

p

)
j m−p

∫ z

0
xβ+n+ j−1θp F (x)dx.
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Des intégrations par parties successives donnent alors

∫ z

0
xβ+n+ j−1θp F (x)dx = zβ+n+ j

p−1∑
q=0

(−1)p−q−1(β+n + j )p−q−1θq F (z)

+ (−1)p (β+n + j )p zβF [1]
β,n+ j (z). (3.6)

Par conséquent, en divisant les deux côtés de l’égalité par zβ et en utilisant l’égalité

d j∑
m=0

ρ j ,m

m∑
p=0

(
m

p

)
(−1)p (β+n + j )p j m−p =Q j (−n −β),

on obtient ∑̀
j=0

Q j (−n −β)F [1]
β,n+ j (z) = ∑̀

j=0
zn+ j B j ,n,1,β(θ)F (z),

avec

B j ,n,1,β =
d j−1∑
q=0

b j ,n,1,q,βX q , b j ,n,1,q,β =
d j∑

m=0
ρ j ,m

m∑
p=q+1

(
m

p

)
j m−p (β+n + j )p−q−1(−1)p−q−1.

En multipliant les deux côtés de l’égalité par Dµ, on voit que les coefficients de DµB j ,n,1,β(X )
sont des entiers algébriques qui sont aussi des polynômes en n à coefficients dans OK de
degrés inférieurs ou égaux à d j −q −1. Ceci est la conclusion voulue.
• Soit s ∈N∗. On suppose que le résultat est vrai pour s. On a vu dans le premier point que∫ z

0
xβ−1F [s]

β,n+ j (x)dx = zβF [s+1]
β,n+ j (z).

Donc, par hypothèse de récurrence,

∑̀
j=0

Q j ,β(−n)F [s+1]
β,n+ j (z) = 1

zβ

∫ z

0

∑̀
j=0

Q j ,β(−n)xβ−1F [s]
β,n+ j (x)dx

= 1

zβ
∑̀
j=0

s−1∑
t=1

γ j ,n,t ,s,β

∫ z

0
xβ−1F [t ]

β,n+ j (x)dx + 1

zβ
∑̀
j=0

∫ z

0
xβ+n+ j−1B j ,n,s,β(θ)F (x)dx

= ∑̀
j=0

s−1∑
t=1

γ j ,n,t ,s,βF [t+1]
β,n+ j (z)+ ∑̀

j=0

d j−s∑
q=0

b j ,n,s,q,β
1

zβ

∫ z

0
xβ+n+ j−1θq F (x)dx.

Finalement l’équation (3.6) implique

∑̀
j=0

Q j (−n −β)F [s+1]
β,n+ j (z) = ∑̀

j=0

s∑
t=1

γ j ,n,t ,s+1,βF [t ]
β,n+ j (z)+ ∑̀

j=0
zn+ j B j ,n,s+1,β(θ)F (z),

où

γ j ,n,t ,s+1,β =


γ j ,n,t−1,s,β , 2 É t É s +1∑̀
i=0

d j−s∑
q=0

(−1)q (β+n + i )q bi ,n,s,q,β , t = 1

et

B j ,n,s+1,β(X ) =
d j−s∑
q=0

b j ,n,s,q,β

q−1∑
p=0

(−1)q−p−1(β+n + j )q−p−1X p ∈OK[X ]

est de degré inférieur ou égal à d j − s −1.
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Le lemme 3.2 implique la proposition suivante, qui est le résultat principal de cette sous-
section. Elle fournit une relation de récurrence inhomogène satisfaite par la suite de G-

fonctions
(
F [s]
β,n(z)

)
n∈N∗, 0ÉsÉS

. Le fait important dans (3.7) est que la longueur des somma-

tions sur j ne dépend pas de n.

Proposition 3.2

Soit m ∈N∗ tel que m > f −`−β pour tout exposant f de L en ∞ satisfaisant f −β ∈N.
Alors pour tout s,n Ê 1,

a) Il existe des nombres algébriques κ j ,t ,s,n,β ∈K et des polynômes K j ,s,n,β(z) ∈K[z]
de degré au plus n + s(`−1) tels que

F [s]
β,n(z) =

s∑
t=1

`+m−1∑
j=1

κ j ,t ,s,n,βF [t ]
β, j (z)+

µ−1∑
j=0

K j ,s,n,β(z)(θ j F )(z). (3.7)

b) Il existe une constante C1(F,β) > 0 telle que κ j ,t ,s,n,β (1 É j É `+m −1, 1 É t É s),
et les maisons des coefficients des polynômes K j ,s,n,β(z),0 É j É µ−1 sont bornées par
H(F,β, s,n), avec

∀n ∈N∗, ∀1 É s É S, H(F,β, s,n)1/n ÉC1(F,β)S .

c) Soit D(F,β, s,n) le plus petit dénominateur commun des nombres algébriquesκ j ,t ,s,n′,β
(1 É j É `+m −1, 1 É t É s, n′ É n) et des coefficients des polynômes K j ,s,n′,β(z) (0 É j É
µ−1, n′ É n). Alors il existe une constante C2(F,β) > 0 telle que

∀n ∈N∗, ∀1 É s É S, D(F,β, s,n)1/n ÉC2(F,β)S .

La démonstration de cette proposition est, mutatis mutandis, la même que la démons-

tration de [24, Proposition 1, p. 16]. En effet, la proposition 3.1 implique que Lβ =
∑̀

j=0
z j Q j ,β(θ+

j ) est un G-opérateur, ce qui nous permet d’utiliser [24, Lemma 2, p. 12] afin de déduire la
proposition 3.2 du lemme 3.2 ci-dessus.

Cependant, nous présenterons dans la section 3.4 un moyen précis de calculer les constan-
tes C1(F,β) et C2(F,β) qui n’a pas été donné dans [24]. En particulier, on verra que la constante
C1(F,β) peut être choisie indépendante de β.

Dans les deux sous-sections suivantes et dans la section 3.4, l’indice β dans κ j ,t ,s,n,β et
K j ,s,n,β sera omis s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Remarque. Notons E (β) l’ensemble des exposants f de L en ∞ tels que f −β ∈ N. Alors la
meilleure valeur possible pour m est m = max

(
{1}∪ { f +1−`−β, f ∈ E (β)}

) = `0(β)−`+1,
où

`0(β) := max
(
{`}∪ { f −β, f ∈ E (β)}

)
. (3.8)

Le théorème de Katz (voir [21, Theorem 6.1, p. 98]) nous assure que les exposants de L en
∞ sont tous des nombres rationnels. Supposons que l’un d’entre eux, noté f est non nul, et
posons pour tout k ∈N, βk := (

sign( f )−kden( f )
) | f |. Alors on a f −βk = kden( f )| f | ∈N, de

sorte que pour tout k,

`0(βk ) Ê den( f )| f |k −−−−−→
k→+∞

+∞.

De même, si 0 est le seul exposant de L en ∞, alors βk =−k−` satisfait `0(βk ) = k+`→+∞.
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3.2.2 Étude d’une série auxiliaire

Comme dans [24, p. 24], nous définissons dans cette sous-section une série auxiliaire
TS,r,n(z), qui dépend de β et s’avère être une forme linéaire à coefficients polynomiaux en les
F [s]
β,u(z) (proposition 3.3).

Pour S ∈N et r ∈N tel que r É S, soit

TS,r,n(z) = n!S−r
∞∑

k=0

(k − r n +1)r n

(k +1+β)S
n+1

Ak z−k .

Cette série converge pour |z| > R−1, où R est le rayon de convergence de F (z) =
∞∑

k=0
Ak zk .

Le but de cette partie est d’obtenir diverses estimations sur TS,r,n(z) afin de pouvoir ap-
pliquer une généralisation du critère d’indépendance linéaire de Nesterenko [24, Section 3].
Ceci fournira la borne inférieure sur la dimension deΦα,β,S dans le théorème 3.1. Le contrôle
de la taille et du dénominateur des coefficients apparaissant dans la relation entre TS,r,n(z) et
les F [s]

β,u[z) (lemmes 3.3 et 3.4) jouera un rôle central, mais la partie la plus fastidieuse dans le

papier original de Fischler et Rivoal a consisté à utiliser la méthode du point col pour obtenir
un développement asymptotique de TS,r,n (1/α), quand n →+∞, pour 0 < |α| < R. Heureu-
sement, nous pouvons adapter leur preuve avec seulement quelques changements mineurs
(lemme 3.6).

Proposition 3.3

Pour n Ê `0(β), il existe des polynômes Cu,s,n(z) ∈ K[z] et C̃u,n(z) ∈ K[z] de degrés res-
pectifs au plus n +1 et n +1+S(`−1) tels que

TS,r,n(z) =
`0(β)∑
u=1

S∑
s=1

Cu,s,n(z)F [s]
β,u

(
1

z

)
+
µ−1∑
u=0

C̃u,n(z)z−S(`−1)(θuF )

(
1

z

)
.

Démonstration. Écrivons la décomposition en éléments simples de

Rn(X ) := n!S−r X (X −1) . . . (X − r n +1)

(X +β+1)S . . . (X +β+n +1)S
=

n+1∑
j=1

S∑
s=1

c j ,s,n

(X +β+ j )s
, c j ,s,n ∈Q, (3.9)

de sorte que

TS,r,n(z) =
n+1∑
j=1

S∑
s=1

c j ,s,n z j F [s]
β, j

(
1

z

)
.

Alors [24, Lemma 4, p. 24], la combinaison de l’équation (3.9) et de la proposition 3.2 im-
plique que

TS,r,n(z) =
`0(β)∑
u=1

S∑
s=1

Cu,s,n(z)F [s]
β,u

(
1

z

)
+
µ−1∑
u=0

C̃u,n(z)z−S(`−1)(θuF )

(
1

z

)
,

où

Cu,s,n(z) = cu,s,n zu +
n+1∑

j=`0(β)+1

S∑
σ=s

z j c j ,σ,nκu,s,σ, j ,

et

C̃u,n(z) =
n+1∑

j=`0(β)+1

S∑
s=1

c j ,s,n z j+S(`−1)Ku,s, j

(
1

z

)
.
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On commence par calculer une borne supérieure sur la maison des coefficients des po-
lynômes Cu,s,n(z) et C̃u,n(z) apparaissant dans la proposition 3.3.

Lemme 3.3

Pour tout z ∈Q, on a

limsup
n→+∞

(
max

u,s
Cu,s,n(z)

)1/n

ÉC1(F,β)Sr r 2S+r+1 max(1, z )

et

limsup
n→+∞

(
max

u,s
C̃u,s,n(z)

)1/n

ÉC1(F,β)Sr r 2S+r+1 max(1, z ).

Démonstration. Nous allons nous inspirer de la preuve donnée dans [45, pp. 6–7].
Soit n ∈N∗, j0 ∈ {1, . . . ,n +1} et s0 ∈ {1, . . . ,S}. Le théorème des résidus donne

c j0,s0,n = 1

2iπ

∫
|z+β+ j0|=1/2

Rn(z)(z +β+ j0)s0−1dz,

où Rn(z) a été définie dans (3.9). Si |z +β+ j0| = 1

2
, on a

|(z − r n +1)r n | =
r n−1∏
k=0

|z − r n +1+k| =
r n−1∏
k=0

∣∣z +β+ j0 −
(
r n −1−k +β+ j0

)∣∣
É

r n−1∏
k=0

(
1

2
+ r n − (k +1)+|β|+ j0

)
É

r n−1∏
k=0

(
r n −k +|β|+ j0

)= (|β|+ j0 +1)r n

É (β̃+ j0 +2)r n = (β̃+ j0 + r n +1)!

(β̃+ j0 +1)!
,

avec β̃ := b|β|c, où b·c désigne la fonction partie entière. De plus,∣∣(z +β+1)n+1
∣∣= n∏

k=0
|z +β+k +1| =

n∏
k=0

∣∣z +β+ j0 − ( j0 −k −1)
∣∣

Ê
n∏

k=0

∣∣∣∣| j0 −k −1|− 1

2

∣∣∣∣= j0−3∏
k=0

(
j0 −k −1− 1

2

)
×

(
1

2

)3

×
n∏

k= j0+1

(
k +1− j0 − 1

2

)
Ê 1

8
( j0 −2)!(n − j0)! .

Par conséquent,

|Rn(z)| É n!S−r (β̃+ j0 + r n +1)!

(β̃+ j0 +1)!( j0 −2)!S(n − j0)!S
8S =

(
β̃+ j0 + r n +1

β̃+ j0 +1

)
× (r n)!

( j0 −2)!S(n − j0)!S
8Sn!S−r

=
(
β̃+ j0 + r n +1

β̃+ j0 +1

)
× (r n)!

n!r
×

(
n −2

j0 −2

)S

×nS(n −1)S ×8S .

D’où

|c j0,s,n | É 2β̃+ j0+r n+1r r n2S(n−2)(n(n −1))S8S
(

1

2

)S

É 2β̃+(r+1)n+1r r n2S(n−2)(n(n −1))S8S
(

1

2

)S

,

de sorte que, puisque la dernière inégalité est indépendante de j0, on obtient

limsup
n→+∞

(
max

1É jÉn+1
|c j ,s,n |

)1/n

É r r 2S+r+1.

Le résultat voulu découle alors de cette inégalité et du point b) de la proposition 3.2.
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La lemme suivante fournit alors une borne supérieure sur le dénominateur des coeffi-
cients de Cu,s,n(z) et C̃u,n(z). On rappelle que D est le dénominateur de β.

Lemme 3.4

Soit z ∈K et q ∈N∗ tel que qz ∈OK. Alors il existe une suite (∆n)nÊ1 d’entiers strictement
positifs tels que, pour tout u, s :

∆nCu,s,n(z) ∈OK, ∆nC̃u,n(z) ∈OK, et lim
n→+∞∆

1/n
n = qC2(F,β)SD2r eS .

Démonstration du lemme 3.4. Nous suivons la preuve donnée par Rivoal dans [45, pp.
7–8]. Pour des raisons pratiques, nous travaillerons avec

R̃n(t ) = Rn(t −1) = n!S−r (t − r n)r n

(t +β)S
n+1

,

plutôt qu’avec Rn(t ). Pour tout j0 ∈ {0, . . . ,n}, on a

∀1 É s É S , c j0+1,s,n = DS−s
(
R̃n(t )(t +β+ j0)S)

|t=−β− j0
, (3.10)

où Dλ =
1

λ!

dλ

dtλ
. Considérons la décomposition suivante :

R̃n(t )(t +β+ j0)S =
(

r∏
`=1

F`(t )

)
H(t )S−r ,

avec, pour 1 É `É r ,

F`(t ) = (t −n`)n

(t +β)n+1
(t +β+ j0) , et H(t ) = n!

(t +β)n+1
(t +β+ j0).

On obtient

F`(t ) = 1+
n∑

p=0
p 6= j0

j0 −p

t +β+p
fp,`,n , fp,`,n = (−1)n−p

(
n

p

)(
β+p +`n

n

)

et

H(t ) =
n∑

p=0
p 6= j0

( j0 −p)hp,n

t +β+p
, hp,n = (−1)p

(
n

p

)
.

Notons que hp,n ∈N∗. D’où, si λ ∈N,

Dλ(F`(t ))|t=−β− j0 = δ0,λ+
n∑

p=0
p 6= j0

(−1)λ
( j0 −p) fp,`,n

(p − j0)λ+1
= δ0,λ−

n∑
p=0

p 6= j0

fp,`,n

( j0 −p)λ
,

où δ0,λ = 1 si λ= 0 et 0 sinon, et

Dλ(H(t ))|t=−β− j0 =−
n∑

p=0

hp,n

( j0 −p)λ
.

Ainsi, pour tout 1 É `É r et tout λ ∈N, on a

dλ
n∆

(1)
n Dλ(F`(t ))|t=−β− j0 ∈Z et dλ

n Dλ(H(t ))|t=−β− j0 ∈Z

avec dn = ppcm(1,2, . . . ,n) et ∆(1)
n ∈N∗ un dénominateur commun des fp,`,n pour tout p,`.

69



Le lemme 3.11 b) de la sous-section 3.4.2 nous assure que les entiers∆(1)
n =D2n conviennent.

De plus, la formule de Leibniz donne

DS−s
(
R̃n(t )(t +β+ j0)S)=∑

µ

Dµ1 (F1(t )) . . .Dµr (Fr (t ))Dµr+1 (H(t )) . . .DµS (H(t )) ,

où la somme porte sur les µ = (µ1, . . . ,µS) ∈ NS tels que µ1 + ·· ·+µS = S − s. Finalement, en
utilisant (3.10), on voit que

∀0 É j É n, ∀1 É s É S , d S−s
n D2r nc j+1,s,n ∈Z.

Le théorème des nombres premiers donne dn É en+o(n), si bien que la conclusion voulue
découle du point c) de la proposition 3.2.

Expliquons à présent brièvement comment l’approche de Fischler et Rivoal dans [24]
pour estimer TS,r,n (1/α) quand n →+∞ pour 0 < |α| < R avec la méthode du point col peut
être adaptée à notre cas.

Dans [24], une famille de fonctions B1(z), . . . ,Bp (z) analytiques sur un demi-plan Re(z) >
u tel que A(z) =

p∑
j=1

B j (z) satisfait A(k) = Ak pour tout entier k suffisamment grand a été

construit. Ici, u est un réel positif tel que |F (z)| =O(|z|u) quand z →∞ dans C\(L0∪·· ·∪Lp ),
où les Li sont des demi-droites (voir [24, p. 28]). La théorie des points singuliers réguliers
(voir [32, Chapter 9]) nous assure de l’existence de u. De plus, [24, Lemma 8, p. 29] donne,
pour tout j ∈ {1, . . . , p}, le développement asymptotique suivant de B j (tn), quand n tend vers
l’infini :

B j (tn) = κ j
log(n)s j

(tn)b j ξtn
j

(
1+O

(
1

log(n)

))
,

où s j ∈N, b j ∈Q, κ j ∈C∗, et ξ1, . . . ,ξp sont les singularités finies de F (z). De plus, la constante
implicite est uniforme sur tout demi-plan d’équation Re(t ) Ê d ,d > 0.

On définit

BS,r,n, j (α) =
∫ c+i∞

c−i∞
B j (tn)

n!S−rΓ((r − t )n)Γ(tn +β+1)SΓ(tn +1)

Γ((t +1)n +β+2)S
(−α)tndt ,

pour 1 É j É p, où 0 < c < r .
En adaptant les calculs faits dans [24, p. 31], utilisant la formule des résidus, on obtient

le résultat suivant :
Lemme 3.5

Si 0 < |α| < R et r > u, alors pour n assez grand, on a

TS,r,n

(
1

α

)
=

p∑
j=1

(−1)r nn

2iπ
BS,r,n, j (α).

Il s’agit maintenant d’étudier le comportement asymptotique de BS,r,n, j (α) quand n tend
vers l’infini ; c’est une étape délicate qui utilise la méthode du point col.

La formule de Stirling fournit le développement asymptotique suivant de BS,r,n, j (α) :

BS,r,n, j (α) = (2π)(S−r+2)/2κ j
log(n)s j

n(S+r )/2+b j

∫ c+i∞

c−i∞
g j ,β(t )enϕ(−α/ξ j ,t )

(
1+O

(
1

log(n)

))
dt ,

quand n →∞, où la constante dans O est uniforme en t ,

g j ,β(t ) = t (S+1)/2+Sβ−b j (r − t )−1/2(t +1)−S(2β+3)/2
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et
ϕ(z, t ) = t log(z)+ (S +1)t log(t )+ (r − t ) log(r − t )−S(t +1)log(t +1).

On remarque que ϕ est la même fonction que dans [24]. Ainsi, l’application de la mé-
thode du point col ne changera pas beaucoup dans ce cas, car β apparaît seulement dans
g j ,β(t ). Nous aurons à vérifier que g j ,β(t ) est définie et prend une valeur non nulle au point
col.
Lemme 3.6

Pour z tel que 0 < |z| < 1 et −π < arg(z) É π, soit τS,r (z) l’unique t tel que Re(t ) > 0 et

ϕ′(z, t ) = 0, où ϕ′(z, t ) = ∂ϕ

∂t
(z, t ).

Supposons que r = r (S) est une fonction croissante de S telle que r = o(S) et Se−S/(r+1) =
o(1) quand S tend vers l’infini. Alors si S est suffisamment grand (relativement au choix
de la fonction S 7→ r (S)), l’estimation asymptotique suivante vaut pour tout j ∈ {1, . . . , p} :

BS,r,n, j (α) = (2π)(S−r+3)/2 κ jγ j ,β√−ψ j

log(n)s j eϕ j n

n(S+r+1)/2+β j
(1+o(1)), n →+∞,

où τ j = τS,r (−α/ξ j ), ϕ j = ϕ(−α/ξ j ,τ j ), ψ j = ϕ′′(−α/ξ j ,τ j ) γ j ,β = g j ,β(τ j ). De plus, pour
tout j ∈ {1, . . . , p}, on a κ jγ j ,βψ j 6= 0.

Notons que ϕ j ,ψ j ,τ j sont les mêmes quantités que dans [24]. La condition de r est en
particulier satisfaite par r = ⌊

S/(log(S))2
⌋

.

Démonstration. Seule la quatrième étape de la preuve de [24] doit être adaptée à ce cas
pour pouvoir appliquer la méthode du point col.

On a g j ,β(t ) = t (S+1)/2+Sβ−b j (r − t )−1/2(t +1)−S(2β+3)/2. Donc, en notant τ= τS,r (z),

g j ,β(τ) = τ(S+1)/2+Sβ

τb j (r −τ)1/2(τ+1)S(2β+3)/2
.

Mais, comme il est mentionné dans [24, Step 1, p. 33], on a zτS+1−(r −τ)(τ+1)S = 0, de sorte

que r −τ= zτS+1

(τ+1)S
, d’où

g j ,β(τ) = τSβ−(S+1)/2

τb j z1/2(τ+1)S(β+1)
6= 0,

car Re(z) > 0.

On déduit ensuite du résultat ci-dessus la proposition suivante, qui est l’adaptation de
[24, Lemma 7, p. 26]. Le point clé, qui est démontré dans [24, p. 41], est que les nombres eϕ j

sont deux à deux distincts si l’on fait l’hypothèse supplémentaire que rωe−S/(r+1) = o(1) pour
tout ω> 0. Elle est satisfaite par r = ⌊

S/(log(S))2
⌋

.

Proposition 3.4

Soit α ∈C tel que 0 < |α| < R. Supposons que S est suffisamment grand (relativement à F
et α), et que r est la partie entière de S/(logS)2. Alors il existe des entiers Q Ê 1 et λ Ê 0,
des nombres réels a et κ, des nombres complexes non nuls c1,β,. . . , cQ,β, et des nombres
complexes deux à deux distincts ζ1, . . . , ζQ , tels que |ζq | = 1 pour tout q et

TS,r,n(1/α) = annκ log(n)λ
(

Q∑
q=1

cq,βζ
n
q +o(1)

)
quand n →∞,

et

0 < a É 1

r S−r
.
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La preuve de ce résultat est, mutatis mutandis, la même que dans [24, pp. 41–42] mais
nous en donnons une esquisse pour la convenance du lecteur.

Démonstration (esquisse). Par le lemme 3.5, on a

TS,r,n

(
1

α

)
=

p∑
j=1

(−1)r nn

2iπ
BS,r,n, j (α).

Il découle alors du développement asymptotique de BS,r,n, j (α) donné par le lemme 3.6
que

TS,r,n

(
1

α

)
= (−1)r n

2iπ

(2π)(S−r+3)/2

n(S+r−1)/2

p∑
j=1

κ jγ j ,β√−ψ j
n−β j log(n)s j eϕ j n(1+o(1)), n →+∞.

On considère J = { j1, . . . , jQ } l’ensemble des j ∈ {1, . . . , p} tels que (Re(ϕ j ),−β j − (S + r −
1)/2, s j ) est maximal pour l’ordre lexicographique, égal à un certain (a,κ,λ) ∈ R3. Alors on
peut négliger les autres termes de la somme ; précisément, on a

TS,r,n

(
1

α

)
= annκ log(n)s

Q∑
q=1

cq,βζ
n
q (1+o(1)),

où ζq := exp
(
i Im(ϕ jq )

)
et cq,β := (−1)r n

2iπ
(2π)(S−r+3)/2

κ jqγ jq ,β√−ψ jq

.

Finalement, le point difficile est de démontrer que les ζq sont deux à deux distincts. Ceci
vient du fait, prouvé dans [24, p. 42] que les ϕ j sont deux à deux distincts. Comme nous
l’avons mentionné plus haut, il est crucial pour cela de faire l’hypothèse que rωe−S/(r+1) =
o(1) pour tout ω> 0.

3.2.3 Démonstration du théorème 3.1

Nous allons maintenant prouver le résultat principal de ce chapitre. La borne supérieure
sur la dimension Φα,β,S provient de la relation de récurrence (3.7) de la proposition 3.2 ci-
dessus. Par ailleurs, grâce aux estimations de la sous-section 3.2.2, on peut maintenant ap-
pliquer un critère d’indépendance linéaire à la Nesterenko [24, Theorem 4, p. 8] pour obtenir
la borne inférieure.

Par souci de clarté, nous reproduisons ici, avec quelques adaptations, la preuve de [24,
pp. 26-27].

Soit α un élément non nul deK tel que |α| < R ; choisissons q ∈N∗ tel que
q

α
∈OK. Par les

lemmes 3.3 et 3.4, pu,s,n :=∆nCu,s,n(1/α) et p̃u,n :=∆nC̃u,n(1/α) appartiennent à OK et pour
tous u, s,

limsup
n→+∞

max
u,s

( pu,s,n
1/n , p̃u,n

1/n
) É b := qC1(F,β)SC2(F,β)SD2r eSr r 2S+r+1 max(1, 1/α ).

En utilisant la proposition 3.3, on considère

τn :=∆nTS,r,n

(
1

α

)
=
`0(β)∑
u=1

S∑
s=1

pu,s,nF [s]
β,u(α)+

µ−1∑
u=0

p̃u,nα
S(`−1)(θuF )(α).

En choisissant r = ⌊
S/log(S)2

⌋
, le lemme 3.4 et la proposition 3.4 donnent, quand n tend

vers l’infini,

τn = an(1+o(1))
0

(
Q∑

q=1
cq,βζ

n
q +o(1)

)
avec 0 < a0 < qC2(F,β)SD2r eS

r S−r
.
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On note Ψα,β,S le K-espace vectoriel engendré par les nombres F [s]
β,u(α) et (θv F )(α), 1 É

u É `0(β), 1 É s É S, 0 É v Éµ−1.
Par [24, Corollary 2, p. 9], on obtient

dimK(Ψα,β,S) Ê 1

[K :Q]

(
1− log(a0)

log(b)

)
.

De plus, quand S tend vers l’infini

log(b) = log(2eC1(F,β)C2(F,β))S +o(S) et log(a0) É−S log(S)+o(S logS). (3.11)

En effet,

log(b) = S log(2eC1(F,β)C2(F,β))+ r
(
log(r )+ log(2)+2log(D)

)+ log
(
2q max(1, 1/α )

)
et on a r = o(S) et

r log(r ) = S

log(S)2
log

(
S

log(S)2

)
(1+o(1)) = S

(
1

log(S)
− 2loglog(S)

log(S)2

)
(1+o(1)) = o(S).

Par ailleurs, log(a0) É−(S − r ) logr +S log(C2(F,β)e)+2r log(D)+ log(q) et

−(S − r ) log(r ) =−(S − r )

(
log

(
S

log(S)2

)
+o(1)

)
=−S log(S)−2S loglog(S)+o(S log(S))

É−S log(S)+o(S log(S)),

ce qui prouve la deuxième partie de (3.11), puisque r = o(S) = o(S log(S)).
Par conséquent,

dimK(Ψα,S) Ê 1+o(1)

[K :Q] log(2eC1(F,β)C2(F,β))
log(S) quand S →+∞. (3.12)

L’application du point a) de la proposition 3.2 avec m = `0(β)−`+1 et z =α montre que
Φα,β,S , qui est le K-espace vectoriel engendré par les F [s]

β,u(α) pour u Ê 1 et 0 É s É S, est un

K-sous-espace vectoriel de Ψα,β,S . En particulier, pour tout S Ê 0,

dimK(Φα,β,S) É dimK(Ψα,β,S) É `0(β)S +µ ,

ce qui démontre la partie droite de l’inégalité du théorème 3.1. Par ailleurs, on a

dimK(Ψα,β,S) É dimK(Φα,β,S)+µ,

de sorte que la borne (3.12) vaut aussi pourΦα,β,S à la place deΨα,β,S , car µ est indépendant
de S. Ceci prouve la partie gauche de l’inégalité du théorème 3.1 avec

C (F,β) := log(2eC1(F,β)C2(F,β)). (3.13)

Les sections suivantes sont consacrées au calcul explicite de C (F,β). Avant cela, nous
présentons une généralisation du théorème 3.1.

3.2.4 Cas général

Dans cette partie, nous allons étudier une famille plus générale de séries construites à
partir de F , dépendant de plusieurs paramètres rationnels βi , et montrer comment une gé-
néralisation du théorème 3.1 à ces séries peut être déduite des constructions précédentes.
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Fixonsβ= (β1, . . . ,βν) ∈ (Q\ZÉ0)ν. On définit, pour s = (s1, . . . , sν) ∈Nν et n = (n1, . . . ,nν) ∈ Nν,

F [s]
β,n(z) =

∞∑
k=0

Ak
ν∏

i=1
(k +ni +βi )si

zk+n1+···+nν .

Soit
Φα,S,β := VectK(F [s]

β,n(α),n ∈Nν,0 É si É Si ),

quand S est un entier suffisamment grand etα ∈Q, 0 < |α| < R (on rappelle que R est le rayon
de convergence de F ).

Théorème 3.3

Supposons que pour tout i 6= j ,βi −β j 6∈ Z. Quand les composantes Si de S sont suffi-
samment grandes, on a

dimKΦα,S,β É
ν∑

i=1
`0(βi )Si +µ.

De plus, si S1 = ·· · = Sν = S, on note Φα,(S,...,S),β =Φα,S,β et on a, si S est assez grand,

1+o(1)

[K :Q]C (F,β)
log(S) É dimKΦα,S,β É

(
ν∑

i=1
`0(βi )

)
S +µ,

où C (F,β) est une constante dépendant seulement de F et β.

Nous allons donner deux preuves du théorème 3.3, avec deux expressions différentes de
la constante C (F,β) données par les équations (3.14) et (3.15). La preuve la plus courte vient
de l’observation suivante :

Lemme 3.7

On pose Φα,S,βi = VectK(F [s]
βi ,n(α),n ∈N,0 É s É S). Alors Φα,S,β =

ν∑
i=1

Φα,Si ,βi .

Démonstration. Comme les βi −β j ne sont pas entiers, on peut écrire la décomposition
en éléments simples

1

(x +β1 +n1)s1 . . . (x +βν+nν)sν
=

ν∑
i=1

si∑
σ=1

ai ,σ

(x +βi +ni )σ
, ai ,σ ∈Q.

On a ainsi

F [s]
β,n(z) =

ν∑
i=1

z
∑

j 6=i n j

si∑
σ=1

ai ,σF [σ]
βi ,ni

(z).

Si α ∈ K et 0 < |α| < R, la formule ci-dessus montre que F [s]
β,n(α) est une combinaison

linéaire à coefficients dans K des F [σ]
βi ,n(α), quand 1 É i É ν, n ∈ N et 0 É σ É S. En d’autres

termes, Φα,S,β ⊂
ν∑

i=1
Φα,Si ,βi .

Par ailleurs, on observe que si 1 É i É ν, n ∈ N et 0 É s É S, on a F [s]
βi ,n(z) = F [s]

β,n(z) avec

n = (0, . . . ,0,n,0, . . . ,0) et s = (0, . . . ,0, s,0, . . . ,0). D’où Φα,Si ,βi ⊂Φα,S,β. Ceci prouve l’autre in-
clusion.

Démonstration du théorème 3.3. Soit α ∈K tel que 0 < |α| < R. Le lemme 3.7 ci-dessus
nous assure que les F [s]

β,n(α) sont des combinaisons linéaires à coefficients dansKdes F [s]
βi ,u(α)

quand 1 É i É ν, u ∈N et 0 É s É S.
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De plus, le point a) de la proposition 3.2 appliqué à tous les βi avec m = `0(βi )−`+1 et
z =αmontre que pour u Ê 1 et 0 É s É Si , F [s]

βi ,u(α) est une combinaison linéaire à coefficients

dansK des F [s]
βi ,u(α), 1 É u É `0(βi ) et des (θv F )(α), 0 É v Éµ−1. D’où, pour tout S Ê 0,

dimK(Φα,S,β) É
ν∑

i=1
`0(βi )Si +µ ,

ce qui prouve la partie droite de l’inégalité dans le théorème 3.3.
Par ailleurs, par le lemme 3.7, on a pour tout i ∈ {1, . . . ,ν},Φα,S,βi ⊂Φα,S,β donc dimKΦα,S,β Ê

max
1ÉiÉν

dimKΦα,S,βi . Par conséquent, le théorème 3.1 appliqué à βi donne

dimΦα,S,β Ê 1+o(1)

[K :Q]C (F,β)
log(S),

avec

C (F,β) = min
1ÉiÉν

C (F,βi ) = min
1ÉiÉν

log(2eC1(F,βi )C2(F,βi )). (3.14)

Remarque. On peut donner une preuve alternative, fondée sur la méthode du point col, du
théorème 3.3, qui donne une autre expression C̃ (F,β) de C (F,β). Elle consiste en l’adaptation
de la preuve de la sous-section 3.2.2 à ce cas.

On définit, pour S ∈N et r ∈N tel que r É S, la série auxiliaire

TS,r,n(z) = n!ν(S−r )
∞∑

k=0

(k −νr n +1)νr n
ν∏

i=1
(k +1+βi )s

n+1

Ak z−k .

On peut prouver la proposition suivante, qui nous permet d’écrire TS,r,n(z) comme une forme
linéaire en les F [s]

β,n.

Proposition 3.5

Pour n Ê max
1ÉiÉν

(`0(βi )), il existe des polynômes Ci ,u,s,n(z) ∈ K[z] et C̃u,n(z) ∈ K[z] de de-

grés respectifs inférieurs ou égaux à n +1 et n +1+S(`−1) tels que

TS,r,n(z) =
ν∑

i=1

`0(βi )∑
u=1

S∑
s=1

Ci ,u,s,n(z)F [s]
βi ,u

(
1

z

)
+
µ−1∑
u=0

C̃u,n(z)z−S(`−1)(θuF )

(
1

z

)
.

On obtient la formule suivante :

C̃ (F,β) = ν−1

(
log

(
max
1ÉiÉν

C1(F,βi )

)
+ ∑

1ÉiÉν
log(C2(F,βi ))+ν log(2)+ (3ν+2)D+2ν log(D)

)
.

(3.15)

Les constantes C (F,β) et C̃ (F,β) sont qualitativement du même ordre. En effet, si l’on
prend par exemple β1 = ·· · = βν (ce qui est en fait impossible sous les hypothèses du théo-
rème 3.3), on a dans l’équation (3.14)

C (F,β) = log(2eC1(F,β1)C2(F,β2))

et dans l’équation (3.15)

C (F,β) = ν−1 log(C1(F,β1))+ log(C2(F,β1))+ log(2)+2log(D)+ (3ν+2)

ν
D.
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Ainsi, la différence entre ces deux quantités dépendra de C1(F,β1), ν et le dénomina-
teur D.

Les expérimentations numériques que nous avons faites tendent à nous faire penser que
la seconde quantité est systématiquement supérieure à la première, mais cependant proche
d’elle.

3.3 Résultats quantitatifs sur la taille d’un système différen-
tiel

Dans cette section, nous rappelons la notion de taille d’un système différentiel introduite
dans le chapitre 1 et donnons plusieurs résultats quantitatifs à son sujet. Cela sera utile pour
donner une expression explicite de la constante C (F,β) du théorème 3.1 dans la section 3.4.

3.3.1 Taille d’un système différentiel

Dans cette sous-section, nous rappelons la définition de la notion de taille donnée dans
le chapitre 1 (définition 1.7)

Soit K un corps de nombres et G ∈ Mµ(K(z)). Pour tout s ∈ N, on définit Gs comme la
matrice telle que, si y est un vecteur satisfaisant y ′ = G y , alors y (s) = Gs y . En particulier, G0

est la matrice identité. Les matrices Gs satisfont la relation de récurrence

∀s ∈N, Gs+1 =GsG +G ′
s ,

où G ′
s est la dérivée de la matrice Gs .

Définition 3.1 (Galochkin, [27])

Soit T (z) ∈ K[z] tel que T (z)G(z) ∈ Mµ(K[z]). On note, pour s ∈ N, qs le plus petit dé-
nominateur supérieur ou égal à 1 de tous les coefficients des coefficients des matrices

T (z)m Gm(z)

m!
, quand m ∈ {1, . . . , s}. On dit que le système y ′ = G y vérifie la condition de

Galochkin si
∃C > 0 : ∀s ∈N, qs ÉC s+1.

Le théorème des Chudnovsky (théorème 0.3) affirme que si G est la matrice compagnon
de l’opérateur minimal non nul L associé à une G-fonction, alors le système y ′ =G y satisfait
la condition de Galochkin. C’est pour cette raison que L est appelé G-opérateur (voir [5, pp.
717–719] pour une revue des propriétés des G-opérateurs). On rappelle la notion de taille
(voir section 1.2, dont on reprend les notations), qui permet de reformuler la condition de
Galochkin en termes p-adiques.

Définition 3.2 ([21], p. 227)

Soit G ∈Mµ(K(z)). La taille de G est

σ(G) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

h(s,p),

où

∀s ∈N, h(s,p) = sup
mÉs

log+
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

,

avec log+ : x 7→ log(max(1, x)). La taille de Y =
∞∑

m=0
Ym zm ,Ym ∈Mp,q (K) est

σ(Y ) := limsup
s→+∞

1

s

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉs

log+ ‖Ym‖p .
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Remarque. Si u(z) =
∞∑

n=0
un zn , on a

σ(u) = 1

[K :Q]
limsup

s→+∞
1

s
log(den′(u0, . . . ,us)) Ê 1

[K :Q]
limsup

s→+∞
1

s
log(den(u0, . . . ,us)),

de sorte que
limsup

s→+∞
den(u0, . . . ,us)1/s É e[K:Q]σ(u).

Le lien entre la condition de Galochkin et la taille est donné par la proposition 1.2 dans
la section 1.2.2. Rappelons deux conséquences de cette proposition :
• On a σ(G) <+∞ si et seulement si G satisfait la condition de Galochkin.
• Quand G ∈ Mn(Q(z)) et T (z) ∈Z[z] a au moins un coefficient égal à 1, on a l’égalité

σ(G) = limsup
s→+∞

1

s
log(qs).

Les lemmes techniques suivants montrent que la taille d’un système différentiel ou d’un
opérateur différentiel est invariante par changement de variable u = z−1. On rappelle qu’elle
est invariante par équivalence de systèmes différentiels (lemme 1.2).

Lemme 3.8

a) Soient G ∈ Mµ(K(z)) et G∞(u) := −u−2G(u−1) la matrice telle que y ′ = G y ⇔ ỹ ′ =
G∞ ỹ , où ỹ(u) = y(u−1). Alors on a

∀s ∈N∗, G∞,s(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
Gk

(
1

u

)
, (3.16)

où

∀s ∈N∗, ∀1 É k É s, cs,k =
(

s −1

s −k

)
s!

k !
∈Z. (3.17)

b) Soit

L = Pµ(z)

(
d

dz

)µ
+Pµ−1(z)

(
d

dz

)µ−1

+·· ·+P0(z) ∈K(z)

[
d

dz

]
,

on considère L∞ ∈ K(u) [d/du] tel que pour tout f , L( f (z)) = 0 ⇔ L∞(g (u)) = 0,
où g (u) = f (u−1). Alors les systèmes différentiels y ′ = (AL)∞y et y ′ = AL∞ y sont
équivalents surQ(z).

c) On a

L∞ = Pµ,∞(u)

(
d

du

)µ
+Pµ−1,∞(u)

(
d

du

)µ−1

+·· ·+P0,∞(u),

où

∀s ∈ {1, . . . ,µ}, Ps,∞(u) =
µ∑

s=k
(−1)scs,k us+k Ps

(
1

u

)
et P0,∞(u) = P0

(
1

u

)
.

Le lemme 3.8 implique que la taille est invariante par changement de variable u = z−1,
comme énoncé dans le lemme suivant.
Lemme 3.9

On garde les mêmes notations que dans le lemme 3.8. Alors

a) Pour tout G ∈Mµ(K(z)), on a σ(G∞) =σ(G).
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b) Pour tout M ∈Q(z) [d/dz], on a σ(M∞) =σ(M).

Démonstration du lemme 3.8. a) Nous allons montrer par récurrence sur s que

∀s ∈N∗, G∞,s(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
Gk

(
1

u

)
, (3.18)

où c1,1 = 1 et

∀s ∈N∗, ∀1 É k É s +1, cs+1,k =


(s +1)cs,1 si k = 1

cs,k−1 + (s +k)cs,k si 2 É k É s

cs,s si k = s +1

. (3.19)

Pour s = 1, c’est la définition de G∞. Supposons que (3.16) est vérifiée pour un certain
s ∈N∗ ; alors, comme Gs+1 =GsG +G ′

s ,

G∞,s+1(u) =G∞,s(u)G∞(u)+G ′
∞,s(u) =− 1

u2
G∞,s(u)G

(
1

u

)
+G ′

∞,s(u)

= (−1)s+1
s∑

k=1

cs,k

us+k+2
Gk

(
1

u

)
G

(
1

u

)
+ (−1)s+1

s∑
k=1

cs,k

us+k+2
G ′

k

(
1

u

)
+ (−1)s+1

s∑
k=1

(s +k)cs,k

us+k+1
Gk

(
1

u

)
= (−1)s+1

s∑
k=1

cs,k

us+k+2

(
Gk

(
1

u

)
G

(
1

u

)
+ A′

k

(
1

u

))
+ (−1)s+1

s∑
k=1

(s +k)cs,k

us+k+1
Gk

(
1

u

)
= (−1)s+1

s∑
k=1

cs,k

us+k+2
Gk+1

(
1

u

)
+ (−1)s+1

s∑
k=1

(s +k)cs,k

us+k+1
Gk

(
1

u

)
= (−1)s+1

s+1∑
k=1

cs+1,k

us+1+k
Gk

(
1

u

)
,

où les coefficients cs+1,k vérifient (3.19). Ceci conclut la preuve de (3.16).
Il reste à expliciter les coefficients cs,k . Montrons que

∀s ∈N∗, ∀1 É `É s, cs,` =
(

s −1

s −`

)
s!

`!
:= c̃s,`. (3.20)

Il suffit pour cela de vérifier que les suites (cs,`)s,` et (c̃s,`)s,` vérifient la même relation de
récurrence (3.19). En effet, on a c1,1 = 1 = c̃1,1.

Soient donc s ∈N∗ et k ∈ {1, . . . , s −2}, alors selon (3.16),

(s + s −k)cs,s−k + cs,s−(k+1) = (2s −k)

(
s −1

k

)
s!

(s −k)!
+

(
s −1

k +1

)
s!

(s −k −1)!

triangle de Pascal= (2s −k)

(
s

k +1

)
s!

(s −k)!
+

(
s −1

k +1

)[
s!

(s −k −1)!
− (2s −k)

s!

(s −k)!

]

= (2s −k)

(
s

k +1

)
s!

(s −k)!
−

(
s −1

k +1

)
s

s!

(s −k)!

= s!

(s −k)!

[
(2s −k)

(
s

k +1

)
− s!

(k +1)!(s −k −2)!

]

= s!

(k +1)!

s!

(s −k)!

[
2s −k

(s −k −1)!
− 1

(s −k −2)!

]
= s!

(k +1)!

s!

(s −k)!

s +1

(s −k −1)!
=

(
s +1

k +1

)
(s +1)!

(s +1− (k +1))!
= c̃s+1,s+1−(k+1)

De plus, c̃s+1,1 = (s + 1)! = (s + 1)c̃s,1 et c̃s+1,s+1 = 1 = c̃s,s . Par suite,
(
c̃s,h

)
s∈N∗

0ÉhÉs
satisfait la

relation de récurrence (3.19), ce qui prouve (3.17).
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b) On a pour tout f , L( f (z)) = 0 ⇔ L∞(g (u)) = 0, où g (u) = f (u−1). Notons G = AL la
matrice compagnon de L. On pose, pour tout f satisfaisant L( f (z)) = 0,

y(z) := t (
f (z), f ′(z), . . . , f (µ−1)(z)

)
et w(u) := t (

g (u), g ′(u), . . . , g (µ−1)(u)
)

,

de même que ỹ(u) := y(u−1). Les solutions de h′ = G∞h (resp. h′ = AL∞h) sont les vecteurs
ỹ(u) (resp. w(u)), quand L( f (z)) = 0.

L’équation (3.16) ci-dessus donne pour tout s ∈N∗

ỹ (s)(u) =G∞,s(u)ỹ(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
Gk

(
1

u

)
y

(
1

u

)
= (−1)s

s∑
k=1

cs,k

us+k
y (k)

(
1

u

)
, (3.21)

de sorte qu’en prenant la première composante des vecteurs de chaque côté de l’égalité, on
obtient

∀s ∈N∗, g (s)(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
f (k)

(
1

u

)
.

Par suite, w(u) = P (u)ỹ(u), où P (u) est une matrice triangulaire inférieure dont la diago-
nale ne comporte que des termes non nuls. Ainsi, P ∈ GLn(Q(u)) et ỹ 7→ P ỹ est une bijection
de l’ensemble des solutions de h′ =G∞h vers l’ensemble des solutions de h′ = AL∞(u)h. Ces
deux systèmes différentiels sont donc équivalents surQ(z).

c) Comme (G∞)∞ =G , on peut échanger les rôles de y et ỹ dans (3.21) pour obtenir

y (s)(z) =Gs(z)y(u)(−1)s
s∑

k=1

cs,k

zs+k
ỹ (k)

(
1

z

)
. (3.22)

En prenant de même la première composante des vecteurs de chaque côté de l’égalité (3.22),
on obtient

∀s ∈N∗, f (s)(z) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

zs+k
g (k)

(
1

z

)
.

D’où

L( f (z)) = 0 ⇔
µ∑

s=1
Ps(z)

s∑
k=1

cs,k

zs+k
g (k)

(
1

z

)
+P0(z)g

(
1

z

)
= 0

⇔
µ∑

k=1

(
µ∑

s=k
(−1)s cs,k

zs+k
Ps(z)

)
g (k)

(
1

z

)
+P0(z)g

(
1

z

)
= 0

⇔ Pµ,∞(u)g (µ)(u)+·· ·+P0,∞(u)g (u) = 0,

où les P`,∞(u) sont définis dans l’énoncé du lemme.

Démonstration du lemme 3.9. a) Par le lemme 3.8 a), on a pour s ∈N∗,

G∞,s(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
Gk

(
1

u

)
, où cs,k =

(
s −1

s −k

)
s!

k !
∈N∗, 1 É k É s.

Si p ∈ Spec(OK), alors

∣∣∣∣∣
(

s −1

s −k

)∣∣∣∣∣
p

É 1, de sorte que

∥∥∥∥G∞,s

s!

∥∥∥∥
p,Gauss

É max
1ÉkÉs

(∥∥∥∥Gk (u−1)

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

)
= max

1ÉkÉs

(∥∥∥∥Gk (u)

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

)
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puisque, si h(z) ∈K(z), alors |h(z−1)|p,Gauss = |h(z)|p,Gauss. Par conséquent,

max
1ÉkÉs

(∥∥∥∥G∞,k (u)

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

)
É max

1ÉkÉs

(∥∥∥∥Gk (u)

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

)
,

d’où σ(G∞) Éσ(G). Comme (G∞)∞ =G , on a finalement σ(G) =σ(G∞).

c) Si G = AM est la matrice compagnon de M et G∞ est définie comme dans le point a),
alors σ(G) =σ(G∞). Mais le lemme 3.8 b) implique que les systèmes différentiels y ′ = AM∞ y
et y ′ =G∞y sont équivalents surQ(u). D’où, par le lemme 1.2, σ(M∞) =σ(M).

3.3.2 Une forme quantitative du théorème des Chudnovsky

Le but de cette sous-section est d’énoncer et généraliser des résultats de Dwork [21, cha-
pitres VII et VIII] formulant une relation entre la taille de σ(G) et la taille des G-fonctions qui
sont solutions du système différentiel y ′ =G y . Ceci sera un point clé de la méthode employée
dans la section 3.4.

Rappelons que si ζ ∈K, la taille logarithmique absolue de ζ est

h(ζ) = ∑
τ:K,→C

|ζ|τ+
∑

p∈Spec(OK)
|ζ|p

avec, pour tout plongement τ :K ,→C,

|ζ|τ =
{
|τ(ζ)|1/[K:Q] si τ(K) ⊂R
|τ(ζ)|2/[K:Q] sinon.

Le théorème suivant est une combinaison des théorèmes 2.1, p. 228, 3.3, p. 238 et 4.3, p.
243 dans [21, chapitre VII].

Théorème 3.4 ([21])

Supposons que G ∈ Mµ(K(z)) satisfait la condition de Galochkin σ(G) < +∞ Soit une

matrice fondamentale de solutions du système y ′ =G y de la forme Y (z)zC , où C ∈Mµ(Q)
est une matrice à valeurs propres dansQ et Y (z) ∈Mµ(K�z�), qui existe selon le théorème
d’André-Chudnovsky-Katz . Alors on a

σ(Y ) ÉΛ(G) :=µ2σ(G)+µ2 +µ−1+µ(µ−1)H(NC )+ (µ2 +1)
∑

ζ 6=0,∞
h(ζ),

où la somme porte sur les singularités non apparentes ζ du système y ′ = G y , NC est le
dénominateur commun des valeurs propres de C et

H(N ) := N

ϕ(N )

∑
( j ,N )=1

1

j
, où ϕ est la fonction indicatrice d’Euler.

Remarques. • Dans le cas où G est une matrice compagnon AL associé à un opérateur
différentiel L ∈K(z) [d/dz], NC est le dénominateur commun des exposants de L en 0.

• Par souci de simplicité, on notera Λ(L) :=Λ(AL) dans ce cas.

Nous aimerions trouver une borne supérieure simple sur la tailleσ(G) apparaissant dans
l’expression de Λ(G) dans le théorème 3.4 ci-dessus. Il s’agit d’une constante qui peut être
difficile à calculer, alors qu’il est parfois plus simple d’étudier le comportement d’une solu-
tion particulière de y ′ =G y . C’est l’intérêt de la version quantitative du théorème des Chud-
novsky suivante.
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Théorème 3.5 ([21], p. 299)

Soit y(z) ∈K�z�µ un vecteur de G-fonctions dont les composantes forment une famille
libre sur K(z) et G ∈ Mµ(K(z)) une matrice telle que y ′ = G y . Soit T (z) ∈ K[z] tel que
T (z)G(z) ∈Mµ(K[z]), et t := max(deg(TG),deg(T )). Alors, si µÊ 2,

σ(G) É (5µ2(t +1)−1− (µ−1)(t +1))σ(y),

où σ(y) =σ(y)+ limsup
s→+∞

1

s

∑
τ:K,→C

sup
mÉs

log+ |ym |τ. Si µ= 1, on a

σ(G) É (6(t +1)−1)σ(y).

Remarques. • En particulier, si G est la matrice compagnon d’un opérateur différentiel L
d’ordre minimal µ Ê 2 annulant une G-fonction F (z), le théorème 3.5 peut être refor-
mulé en

σ(L) É (5µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1))σ(F ), δ= degz(L),

ou bien si µ= 1, σ(L) É (6(δ+1)−1)σ(F ).
• En pratique, on utilise la formule d’Hadamard-Cauchy pour estimer la partie analy-

tique deσ(y). En notant Rτ le rayon de convergence de
∑

mÊ0
τ(ym)zm pour tout plonge-

ment τ :K ,→C, on obtient

limsup
s→+∞

1

s

∑
τ:K,→C

max
mÉs

log+ |ym |τ É 1

[K :Q]

∑
τ:K,→C

ετmax
(
0,− log(Rτ)

)
avec ετ = 1 si τ(K) ⊂R et 2 sinon.

André a prouvé dans [5] un analogue du théorème des Chudnovsky pour des séries Nilsson-
Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0. Nous rappelons que nous avons
prouvé dans le chapitre 1 le théorème 1.3 qui est une version quantitative de ce résultat, et
ainsi une généralisation aux séries Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome
du théorème 3.5.

3.3.3 Estimation de la taille de Lβ

On a vu dans le lemme 3.1 que l’opérateur différentiel d’ordre µ

Lβ := ∑̀
j=0

z j Q j ,β(θ+ j ) ∈K
[

z,
d

dz

]
, (3.23)

où Q j ,β(X ) := DµQ j (X −β), est l’opérateur minimal sur Q(z) de la série Nilsson-Gevrey de
type arithmétique et de type holonome zβF (z). On introduit m ∈N∗ et l’opérateur

L̃β =
(

d

dz

)`
zm−1Lβ.

Dans la section 3.4, un point crucial est l’évaluation deσ(L̃β) en fonction deσ(L) ou deσ(F ).
En effet, σ(L̃β) apparaît dans l’expression de C (F,β).

On peut maintenant répondre à cette question de deux manières différentes, en utilisant
respectivement les résultats des chapitres 1 et 2.

1) D’une part, si L0 = (d/dz)`, le théorème 1.4 implique que

σ(L̃β) É `+2σ(L0)+σ(Lβ) (3.24)
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puisque σ(zm−1Lβ) = σ(Lβ). De plus, une base de solutions de l’équation L0(y(z)) = 0 est
(1, z, . . . , z`−1) de sorte qu’une matrice fondamentale de solutions du système y ′ = AL0 y est
la matrice wronskienne

Y =


1 z . . . z`−1

0 1 (`−1)z`−2

... 0
. . .

...
0 0 . . . (`−1)!

 ,

qui satisfait Y (s) = 0 pour s assez grand. D’où (AL0 )s = Y (s)Y −1 = 0 pour s assez grand et par
suite σ(L0) = 0.

En appliquant le théorème 1.2 à la série Nilsson-Gevrey zβF (z), on obtient

σ(Lβ) É (
1+ log(2)

)
max

(
1,2log(D),

(
(5+εµ,1)µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1)

)
σ(F )

)
, (3.25)

où εx,y =
{

1 si x = y

0 sinon
est le symbole de Kronecker, et

σ(L̃β) É `+ (
1+ log(2)

)
max

(
1,2log(D),

(
(5+εµ,1)µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1)

)
σ(F )

)
.

Ceci est la borne que l’on voulait.

2) Dans le chapitre 2, nous avons essayé une autre méthode pour obtenir une inégalité
du type de (3.25) : nous avons adapté directement la preuve du théorème des Chudnovsky
au cas d’une sous-classe de l’ensemble S (K)�z� des séries Nilsson-Gevrey de type arithmé-
tique. Ceci donne le théorème 2.4. Ses hypothèses sont plus fortes que celles du théorème
1.3, car il demande une condition de liberté sur le corps des fractions RS (K)[z] de S (K)[z].

Cependant, dans le cas particulier qui nous intéresse, on peut montrer que si β ∈Q et L
est l’opérateur minimal d’ordre µ de F (z) ∈K�z�, alors Lβ est l’opérateur minimal de zβF (z)
sur RS (K)[z]. En effet, notons G(z) = zβF (z), alors selon le lemme 3.1, Lβ est l’opérateur

minimal de G(z) surQ(z). Ainsi, (G(z),G ′(z), . . . ,G (µ−1)(z)) est libre surQ(z).
Or,

∀s ∈N, G (s)(z) =
s∑

k=0

(
s

k

)(
zβ

)(s−k)
F (k)(z) =

s∑
k=0

(
s

k

)(
β

s −k

)
(s −k)!zβ−(s−k)F (k)(z)

= zβ
s∑

k=0

(
s

k

)(
β

s −k

)
(s −k)!zk−sF (k)(z) ∈ zβ−µK�z�.

Selon le point iii) de la remarque finale de la section 2.3, (z−β+µG(z), . . . , z−β+µG (µ−1)(z))
est donc libre sur RS (K)[z] ; par conséquent, il en va de même de (G(z), . . . ,G (µ−1)(z)).

Comme Lβ(G(z)) = 0 et Lβ ∈K(z) [d/dz] est d’ordre µ, on en déduit que Lβ est l’opérateur
minimal de G sur RS (K)[z]. En appliquant le théorème 2.4 à la fonction zβF (z), on obtient
donc

σ(Lβ) É 2log(D)+2[K :Q]µ(2µ+1)(δ+1)σ(F ), (3.26)

donc selon (3.24),

σ(L̃β) É `+2log(D)+2[K :Q]µ(2µ+1)(δ+1)σ(F ).

Ceci est la borne que l’on voulait.

Comparons à présent les deux méthodes employées ci-dessus. Pour simplifier, on sup-
poseK=Q et D Ê 2 (i.e. β 6∈Z).
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• Si D Ê exp
(
(5+εµ,1)µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1))σ(F )/2

)
, alors (3.25) donne

σ(Lβ) É 2
(
1+ log(2)

)
log(D),

qui est une meilleure estimation sur σ(Lβ) que (3.26) si et seulement si

σ(F ) > log
(
D+2

)
µ(2µ+1)(δ+1)

.

• Sinon, on voit que la fonction

Comp : N∗×N −→ R

(µ,δ) 7−→ (1+ log(2))
(
(5+εµ,1)µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1)

)−2µ(2µ+1)(δ+1)

est strictement positive. En effet, pour µÊ 2 Comp(µ,δ) = A(µ)(δ+1)− (1+ log(2)), où

A(µ) := (3+5log(2))µ2 − (3+ log(2))µ+1+ log(2)

est strictement plus grand que 1+ log(2) pour tout µ Ê 2. De plus, Comp(1,δ) = 6log(2)(δ+
1)−1− log(2) Ê 0 pour tout δ ∈N.
D’où, si (µ,δ) ∈N∗×N et D É exp

(
σ(F )Comp(µ,δ)/2

)
, alors (3.26) est une meilleure estima-

tion que (3.25).
• Sinon, si D > exp

(
σ(F )Comp(µ,δ)/2

)
, alors (3.25) est une meilleure estimation que (3.26).

Considérons finalement l’exemple explicite suivant : soit F (z) la G-fonction hypergéo-
métrique

F (z) = 2F1

(
1

3
,

2

11
,

1

6
; z

)
=

∞∑
k=0

(1
3

)
k

( 2
11

)
k(1

6

)
k k !

zk

dont l’opérateur minimal surQ(z) est

L = z(z −1)

(
d

dz

)2

+
((

1

3
+ 2

11
+1

)
z − 1

6

)(
d

dz

)
+ 1

3
× 2

11
.

On prend β = 1/7. Il satisfait δ = µ = 2. On obtient donc avec (3.25) σ(Lβ) É 1232 et avec
(3.26) σ(Lβ) É 784. On voit donc que notre méthode alternative améliore la borne (3.25) sur
σ(Lβ).

3.4 Calcul des constantes C1 et C2

Le but de cette section est de prouver le théorème 3.2 énoncé dans l’introduction du
chapitre. Les résultats de la section 3.3 seront beaucoup utilisés.

A cette fin, nous rappelons que si C1(F,β) et C2(F,β) satisfont les conditions de la propo-
sition 3.2 b) et c), alors l’équation (3.2) de la sous-section 3.2.3 implique que

C (F,β) = log(2eC1(F,β)C2(F,β))

est une constante convenable dans le théorème 3.1
Dans [24], l’existence de constantes C1(F,β) et C2(F,β) pour β= 0 de la proposition 3.2 a

été démontrée, mais aucune formule ou algorithme n’a été donné pour les calculer explici-
tement. Nous voulons donner une expression explicite de ces constantes.

Commençons par expliquer comment les constantes C1(F,β) et C2(F,β) sont définies. On
prend m tel que pour tout n Ê m, Q`(−n −β) 6= 0 et Q0(−n −β) 6= 0. Un m convenable est le
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plus petit entier positif tel que m >−e −β et m > f −`−β pour tout exposant e de L en 0 tel
que e +β ∈Z et tout exposant f de L en l’infini tel que f −β ∈N.

Soit (u1,β(n))nÊm , . . . , (u`,β(n))nÊm une base de solutions de la relation de récurrence li-
néaire homogène associé à l’opérateur Lβ,∞ obtenu à partir de Lβ par un changement de
variable u = 1/z :

∀n Ê m ,
∑̀
j=0

Q j (−n −β)u(n + j ) = 0. (3.27)

Remarque. Si ` = 0, la seule solution (3.27) est la suite nulle à partir de l’indice m. Donc les
seules séries formelles y(z) ∈K�z� solutions de Lβ,∞(y(z)) = 0 sont des polynômes à coeffi-
cients dansK.

La réciproque est vraie : si L est un opérateur admettant au moins une solution série
formelle au voisinage de 0 et tel que les seuls y(z) ∈ Q�z� satisfaisant L(y(z)) = 0 sont des
polynômes, alors `= 0.

On suppose maintenant que `Ê 1. Définissons

Wβ(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1,β(n +`−1) · · · u`,β(n +`−1)
u1,β(n +`−2) · · · u`,β(n +`−2)

...
...

...
u1,β(n) · · · u`,β(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
le déterminant wronskien associé à la base (u1,β, . . . ,u`,β) et

D j ,β(n) = (−1) j

∣∣∣∣∣∣∣
u1,β(n +`−2) · · · u j−1,β(n +`−2) u j+1,β(n +`−2) · · · u`,β(n +`−2)

...
...

...
...

...
...

u1,β(n) · · · u j−1,β(n) u j+1,β(n) · · · u`,β(n)

∣∣∣∣∣∣∣
(3.28)

un de ses mineurs d’ordre j .
Le même argument que dans [24, p. 20] montre que la constante C2(F,β) (resp. C1(F,β))

peut être prise comme n’importe quelle borne supérieure sur limsup
n→+∞

δ3/n
n (resp. limsup

n→+∞
M 1/n

n ),

où δn (resp. Mn) est un dénominateur commun (resp. le maximum des valeurs absolues) des
nombres

1

Wβ(k)
,

D j ,β(k)

Q`(1−k −β)
, u j ,β(k), k ∈ {m, . . . ,n}, j ∈ {1, . . . ,`}.

Les quatre sous-sections suivantes sont consacrées au calcul de constantes convenables
C1(F,β) et C2(F,β). Ceci prouvera le théorème 3.2. En particulier, nous verrons que C1(F,β)
ne dépend en fin de compte que de F et pas de β.

Remarque préliminaire. La méthode que nous allons présenter pour calculer C2(F,β)
peut être raffinée quand ` = 1. Dans ce cas, il existe une façon beaucoup plus simple et di-
recte de procéder.

En effet, si `= 1, alors (3.27) implique que

∀n Ê m, u(n +1) = Q0(−n −β)

Q1(−n −β)
u(n),

de sorte que, en notant Q0(X ) = γ0

µ∏
i=1

(X −ei ) et Q1(X ) = γ1

µ∏
i=1

(X + fi −1), on obtient

u(n) =
(
−γ1

γ0

)n−m µ∏
i=1

(
m − fi +1+β)

n−m(
m +ei −β

)
n−m

.
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Le même calcul que dans la sous-section 3.4.2 ci-dessous montre alors que

limsupδ3/n
n É den(1/γ0)3den(1/γ1)3den(e,β)6µden(f,β)6µ

exp
(
3(µ+1)den(f,β)+3µden(e,β)

)
:=C2(F,β). (3.29)

La constante C2(F,β) ainsi définie convient dans la proposition 3.2 dans le cas `= 1.
Dans tout ce qui suit, on suppose que `Ê 2. Notons que le théorème 3.2 est toujours vrai

(mais d’intérêt moindre) si `= 1.

3.4.1 Estimation du dénominateur des u j ,β(n)

Dans cette sous-section, nous allons nous appuyer sur les résultats de la section 3.3 sur
la taille des G-opérateurs pour estimer le dénominateur des u j ,β(n) pour j ∈ {1, . . . ,`} quand
n tend vers l’infini. Voici comment nous allons procéder.

On peut prouver comme dans [24, p. 13], que si (un)nÊm est une solution de (3.27) (en par-

ticulier, (u j ,β(n))nÊm est dans ce cas), alors U (z−1) =
∞∑

n=m
un z−n est une solution de L̃β(U (z)) = 0,

avec

L̃β =
(

d

dz

)`
zm−1Lβ , (3.30)

i.e. U (z) est une solution de l’opérateur L̃β,∞ obtenu par le changement de variable u = z−1.
Le but de cette sous-section est de prouver la proposition suivante et de calculer la constante

Λ0(L,β) qui y apparaît en fonction du paramètre β, de la fonction F et de son opérateur mi-
nimal L.

Proposition 3.6

Notons, pour 0 É j É `,Q j (X ) =
µ∑

k=0
q j ,k X k . Alors on a

limsup
n→+∞

den
(
u j ,β(k), 1 É j É `, m É k É n

)1/n É exp
(
[K :Q]Λ0(L,β)

)
, (3.31)

avec

Λ0(L,β) = (µ+`)2 (
`+1+ log(2)

)
max

(
1,2log(D),σ(L)

)+ (µ+`)2 +µ+`−1

+ (µ+`)(µ+`−1)H
(
den( f1, . . . , f`)D

)+ (
(µ+`)2 +1

) ∑
ζ 6=0,∞

h (1/ζ) , (3.32)

où la dernière somme porte sur les racines ζ de χL(z) := ∑̀
j=0

q j ,µz j .

Le lemme suivant sera utile pour la preuve de la proposition 3.6, puisqu’il nous permet
de trouver les singularités de L̃β,∞ en fonction des singularités de Lβ. Nous donnons une
preuve pour la convenance du lecteur.

Lemme 3.10

Soit M ∈ Q(z) [d/dz]. Alors les singularités ξ ∈ C∗ de M∞ sont les ζ−1, quand ζ est une
singularité non nulle finie de M .

Démonstration du lemme 3.10. On pose

M = Pµ(z)

(
d

dz

)µ
+Pµ−1(z)

(
d

dz

)µ−1

+·· ·+P0(z).
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Alors, par le lemme 3.8 c), on a

M∞ = Pµ,∞(u)

(
d

du

)µ
+Pµ−1,∞(u)

(
d

du

)µ−1

+·· ·+P0,∞(u),

où

∀`Ê 1, P`,∞(u) =
µ∑

k=`
(−1)k

(
k −1

k −`

)
k !

`!
u`+k Pk

(
1

u

)
et P0,∞(u) = P0

(
1

u

)
. (3.33)

Les singularités de M∞ sont les ξ’s tels qu’il existe ` ∈ {0, . . . ,µ−1} tel que P`,∞/Pµ,∞ a un
pôle en ξ.

On écrit pour tout k

Pk (z) =αk uek

dk∏
i=1

(z − ri ,k )τi ,k . (3.34)

Si ζ 6= 0,∞ n’est pas une singularité de M , alors pour tout k, ζ n’est pas un pôle de Pk /Pµ. En
particulier, même dans le cas où ζ est une racine de Pµ(z), c’est une racine de multiplicité
supérieure de Pk pour tout k ∈ {0, . . . ,µ−1}.

En observant que si r ∈C∗,
1

u
− r =− 1

r u

(
u − 1

r

)
,

l’expression (3.34) implique l’existence de γk ∈C et fk ∈Z tel que

Pk (1/u)

Pµ(1/u)
= γk u fk Qk (u),

où ζ−1 n’est pas un pôle de Qk (u) ∈ Q(u). Finalement, puisque Pµ,∞(u) = (−1)µu2µPµ(u−1),
l’équation (3.33) montre que pour tout ` ∈ {0, . . . ,µ−1}, P`,∞(u)/Pµ,∞(u) n’a pas de pôle en
ζ−1. En d’autres termes, ζ−1 est un point ordinaire de M∞.

Puisque (M∞)∞ est égal à M à multiplication par un élément deQ(z) près, on obtient par
symétrie que les points ordinaires ξ 6= 0,∞ de M∞ sont les ζ−1, quand ζ 6= 0,∞ est un point
ordinaire de M . Par conséquent, par définition, les singularités de M∞ sont les ζ−1, quand
ζ 6= 0,∞ est une singularité de M .

Démonstration de la proposition 3.6. Comme cela a été mentionné au début de cette

sous-section, si 1 É j É `, alors U (z) =
∞∑

n=m
u j ,β(n)zn est une solution de L̃β,∞(y(z)) = 0, où

L̃β,∞ est défini par l’équation (3.30). Ainsi, par le théorème 3.4 et la remarque après l’équa-
tion (1.5), on a

limsup
n→+∞

den
(
u j ,β(k), 1 É j É `, m É k É n

)1/n É exp
(
[K :Q]Λ

(
L̃β,∞

))
. (3.35)

La preuve consiste à présent essentiellement à majorer la constanteΛ(L̃β,∞) du théorème
3.4 en fonction de β, L et F .

• Puisque Lβ est d’ordre µ, l’ordre de L̃β,∞ est µ+`.
• L’ensemble des exposants de L̃β,∞ en 0 est l’ensemble des exposants de L̃β en ∞, qui est

l’union de l’ensemble des exposants de Lβ en∞ et de l’ensemble des exposants de (d/dz)` zm−1

en ∞, qui sont tous entiers. Par conséquent, en notant f1, . . . , f` les exposants de L en ∞, la
constante NC dans le théorème 3.4 est dans ce cas den( f1 +β, . . . , f`+β), qui est un diviseur
de den( f1, . . . , f`)D.
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• Le lemme 3.10 nous assure que les points singuliers ξ 6= 0,∞ de L̃β,∞ sont exactement les
ζ−1, quand ζ est une singularité finie non nulle de L̃β.

Mais L̃β = (d/dz)` zm−1Lβ, de sorte que la formule de Leibniz montre que si

Lβ =
µ∑

k=0
Pk,β(z)

(
d

dz

)k

, avec Pk,β(z) ∈K[z],

alors L̃β = zm−1Pµ,β(z) (d/dz)µ+`+M , où M est un opérateur différentiel d’ordre strictement
inférieur à µ+ `. Donc les singularités finies non nulles de L̃β sont parmi les racines de
Pµ,β(z).
De plus, on peut écrire

αzµ−ωL = ∑̀
j=0

z j Q j (θ+ j ) = ∑̀
j=0

z j
µ∑

k=0
q j ,k (θ+ j )k

= ∑̀
j=0

z j
µ∑

k=0
q j ,k

k∑
s=0

(
k

s

)
j k−sθs =

µ∑
s=0

(∑̀
j=0

z j
µ∑

k=s
q j ,k j k−s

)
θs

et de même

1

Dµ
Lβ =

∑̀
j=0

z j Q j (θ+ j −β) =
µ∑

s=0

(∑̀
j=0

z j
µ∑

k=s
q j ,k ( j −β)k−s

)
θs .

Le coefficient devant θµ s’avère être le même pour L et Lβ/Dµ ; il est égal à χL(z) := ∑̀
j=0

q j ,µz j

et est indépendant de β. Par conséquent, puisque

θµ = zµ
(

d

dz

)µ
+
µ−1∑
k=1

ak zk
(

d

dz

)k

, ak ∈C,

on a Lβ = zµχL(z)(d/dz)µ+Mβ, où Mβ est d’ordre strictement inférieur à µ.
Donc, finalement, Pµ,β(z) = zµχL(z) et les singularités finies non nulles de L̃β sont parmi les
racines de χL(z), qui ne dépend pas de β. Il se peut que l’ensemble des singularités de L̃β
varie avec β au sein de l’ensemble des racines de χL , mais cela ne nous importe pas.
• On a σ(L̃β,∞) =σ(L̃β) par le lemme 3.9 c).
• Selon les équations (3.24) et (??) de la partie 3.3.3, on a

σ(L̃β) É `+ (1+ log(2))max
(
1,2log(D),σ(L)

)
.

Tout cela donne, par le théorème 3.4 :

Λ(L̃β,∞) É (µ+`)2
(
`+ (1+ log(2))max

(
1,2log(D),σ(L)

))+ (µ+`)2 +µ+`−1

+ (µ+`)(µ+`−1)H
(
den( f1, . . . , f`)D

)+ ((µ+`)2 +1)
∑

ζ 6=0,∞
h (1/ζ) :=Λ0(L,β), (3.36)

où la dernière somme porte sur les racines de χL(z) = ∑̀
j=0

q j ,µz j , qui ne dépend pas de β.

Remarque. Puisque σ(L) É (
6µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1)

)
σ(F ) par le théorème 3.5 ci-dessus,

on a aussi

σ(L̃β) É `+ (
1+ log(2)

)
max

(
1,2log(D),

(
6µ2(δ+1)−1− (µ−1)(δ+1)

)
σ(F )

)
.

Ceci nous permet de calculer un majorant de Λ0(L,β) en termes de σ(F ) plutôt que σ(L).
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3.4.2 Estimation du dénominateur de 1/Wβ(n)

Afin d’estimer le dénominateur de 1/Wβ(n), nous allons nous appuyer sur une relation
de récurrence d’ordre 1 satisfaite par (Wβ(n))nÊm qui nous permet de donner une expression
de cette suite à l’aide de symboles de Pochhammer.

C’est pourquoi nous allons avoir besoin du lemme suivant. Il fournit des estimations sur
le dénominateur d’un quotient de symboles de Pochhammer. Il est aussi nécessaire pour
prouver le lemme 3.4 dans la sous-section 3.2.2 ci-dessus.

Lemme 3.11

Soit α,β ∈Q\ZÉ0. Alors

a) On a

limsup
n→+∞

(
den

(
(α)0

(β)0
, . . . ,

(α)n

(β)n

))1/n

É den(α)2eden(β). (3.37)

b) Dans le cas où β= 1, pour n ∈N∗, le coefficient binomial

(
α+n −1

n

)
:= (α)n

n!
satis-

fait

den(α)2n

(
α+n −1

n

)
∈Z,

de sorte que

limsup
n→+∞

(
den

(
(α)0

0!
, . . . ,

(α)n

n!

))1/n

É den(α)2. (3.38)

Nous donnons une démonstration pour la convenance du lecteur. Elle est inspirée par
un argument de Siegel dans [50, pp. 56–57]. Notons que (3.38) économise un facteur e par
rapport à (3.37).

Démonstration. Écrivons α = a/b, β = c/d et supposons que a et b (resp. c et d) sont
premiers entre eux. Soit

un = b2n

d n

(α)n

(β)n
= bn a(a +b) . . . (a + (n −1)b)

c(c +d) . . . (c + (n −1)d)
.

Si p est un facteur premier de c(c +d) . . . (c + (n − 1)d), alors, comme c et d sont premiers
entre eux, p ne divise pas d . Si ` ∈N∗, alors parmi p` entiers consécutifs de la forme c +νd ,
ν ∈ {0, . . . ,n−1}, un seul est divisible par p`. Ainsi, au moins

⌊
n/p`

⌋
et au plus

⌊
n/p`

⌋+1 des
c +νd sont divisibles par p`. Ceci prouve que

Cn,p∑
`=1

(⌊
n

p`

⌋
+1

)
Ê vp (c(c +d) . . . (c + (n −1)d)) Ê

Cn,p∑
`=1

⌊
n

p`

⌋
= vp (n!),

où Cn,p = ⌊
log(n)/ log(p)

⌋
. De plus, en supposant que p ne divise pas b, on obtient de même

Cn,p∑
`=1

(⌊
n

p`

⌋
+1

)
Ê vp (a(a +b) . . . (a + (n −1)b)) Ê

Cn,p∑
`=1

⌊
n

p`

⌋
.

D’où
vp (un) Ê−Cn,p .

Remarquons que siβ= 1, on a c = d = 1 et vp (c(c+d) . . . (c+(n−1)d)) = vp (n!) =
Cn,p∑̀
=1

⌊
n/p`

⌋
,

si bien que vp (un) Ê 0, d’où den(α)2n (α)n

n!
∈Z. Cela prouve b).
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On revient au cas général β 6= 1. Si p divise b, alors

vp (bn a(a +b) . . . (a + (n −1)b)) Ê nvp (b) Ê n,

et
vp (c(c +d) . . . (c + (n −1)d)) É vp (n!)+Cn,p É n +Cn,p ,

donc vp (un) Ê −Cn,p . Par conséquent, ∆n := ∏
pÉc+(n−1)d

pCn,p est un dénominateur commun

de u0, . . . ,un , de sorte que b2n∆n est un multiple de den
(
(α)0/(β)0, . . . , (α)n/(β)n

)
.

Et

log∆n = ∑
pÉc+(n−1)d

log(p)

⌊
log(n)

log(p)

⌋
Éπ(c + (n −1)d) log(n),

où π est la fonction de comptage des nombres premiers. Le théorème des nombres premiers
implique alors que

π(c + (n −1)d) ∼ c + (n −1)d

log(c + (n −1)d)
∼ d

n

log(n)
,

de sorte que log∆n É dn +o(n). Puisque b = den(α) et d = den(β), on obtient ainsi a).

Utilisons maintenant ce lemme pour majorer le dénomijnateur de Wβ(n)−1. On sait que

Q0(X ) = γ0

µ∏
i=1

(X − ei ) et Q`(X ) = γ`
µ∏

i=1
(X + fi −`), où γ0,γ` ∈ OK. Ainsi, on trouve avec le

même calcul que dans [24, pp. 13–14] que

∀n Ê m , Q`(−n −β)Wβ(n +1) = (−1)`Q0(−n −β)Wβ(n)

et par suite que

∀n Ê m , Wβ(n) =Wβ(m)

(
(−1)`

γ0

γ`

)n−m µ∏
i=1

(m +ei +β)n−m

(m − fi +`+β)n−m
. (3.39)

D’où, par le lemme 3.11,

limsup
n→+∞

den

(
1

Wβ(m)
,

1

Wβ(m +1)
, . . . ,

1

Wβ(n)

)1/n

É den(1/γ0)den(e,β)2µexp
(
µden(f,β)

)
,

(3.40)
où den(e,β) := den(e1, . . . ,eµ,β) et den(f,β) := den( f1, . . . , fµ,β).

3.4.3 Estimation du dénominateur des D j ,β(n)/Q`(1−n −β)

On considère Dn := den
(
u j ,β(k),1 É j É `,m É k É n

)
. Alors, par la formule du détermi-

nant (3.28), on a
∀m É k É n , D`−1

n+`−2D j ,β(k) ∈OK.

De plus,

1

Q`(1−n −β)
= 1

γ`

µ∏
i=1

1

1− (n +`)+ fi −β
= den(f,β)µ

γ`

µ∏
i=1

1

den(f,β)(1− (n +`))+νi

avec νi = den(f,β)( fi −β). Pour n Ê m, on a

∀k É n, ∀1 É i Éµ,
∣∣den(f,β)(1− (k +`)+νi

∣∣É den(f,β)(n +`−1)+ν0,
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où ν0 = max |νi |. Ainsi,

∀n Ê m, ∀m É k É n, dµ

den(f,β)(n+`−1)+ν0
den

(
1/γ`

) 1

Q`(1−k −β)
∈OK,

avec ds = ppcm(1,2, . . . , s). Finalement,

∀m É k É n , D`−1
n+`−2dµ

den(f,β)(n+`−1)+ν0
den

(
1/γ`

) D j ,β(n)

Q`(1−n −β)
∈OK. (3.41)

3.4.4 Conclusion de la preuve du théorème 3.2

Calcul de C2(F,β)

On rappelle queδn est défini comme le dénominateur commun de 1/Wβ(k),D j ,β(k)/Q`(1−
k −β) et u j ,β(k), quand k ∈ {m, . . . ,n} et j ∈ {1, . . . ,`}. Les équations (3.31), (3.40) et (3.41)
donnent

limsup
n→+∞

δ1/n
n É exp

(
max(1,`−1)[K :Q]Λ0(L,β)

)
exp

(
den(f,β)

)
den

(
1/γ0

)
×den(e,β)2µexp

(
µden(f,β)

)
É den

(
1/γ0

)
den(e,β)2µexp

(
max(1,`−1)[K :Q]Λ0(L,β)+ (µ+1)den(f,β)

)
,

de sorte que

C2(F,β) := den
(
1/γ0

)3 den(e,β)6µexp
(
3max(1,`−1)[K :Q]Λ0(L,β)+3(µ+1)den(f,β)

)
majore limsupδ3/n

n .
Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, nous observons que C2(F,β) dé-

pend seulement de F et du dénominateur D de β.

Calcul de C1(F )

Dans cette partie, nous allons trouver une constante explicite C1(F,β) satisfaisant la condi-
tion de la proposition 3.2 b). Il s’avère qu’elle ne dépendra pas β.

• Comme toute série hypergéométrique de la forme
∞∑

k=0

(a(1)k . . . (a(p))k

(b(1)k . . . (b(p))k
zk a rayon de conver-

gence 1, en utilisant la formule (3.39), on a

limsup
n→+∞

1

Wβ(n)

1/n

É γ0

γ`
.

• Soit j ∈ {1, . . . ,`}. On a vu dans la preuve de la proposition 3.6 que si un = u j ,β(n) et U (z) =
∞∑

n=m
un zn , alors L̃β,∞(U (z)) = 0.

Par le théorème de Frobenius [32, Theorem 3.5.2, p. 349], le rayon de convergence de U au-
tour de 0 est exactement le plus grand R > 0 tel que les coefficients de la matrice compagnon
associée à L̃β,∞ sont holomorphes dans le disque D(0,R)\{0}. Précisément, R est égal au mi-
nimum des |ξ|, quand ξ est une singularité non apparente et non nulle de L̃β,∞. La formule
de Hadamard-Cauchy donne alors

limsup
n→+∞

|un |1/n = 1

R
.
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De plus, on a vu dans la sous-section 3.4.1 que les singularités non nulles finies de L̃β,∞ sont
parmi les ζ−1, quand ζ 6= 0 est une racine de χL(z). Donc R Ê min

χL(ζ)=0
|ζ|−1, d’où

limsup
n→+∞

|un |1/n ÉΦ0(L),

avec

Φ0(L) := max
χL(ζ)=0

|ζ| , où χL(z) = ∑̀
j=0

q j ,µz j est indépendant de β. (3.42)

On rappelle que pour tout j ∈ {0, . . . ,`}, Q j (X ) =
µ∑

k=0
q j ,k X j .

• La formule du déterminant (3.28) implique alors que

limsup
n→+∞

∣∣∣∣ D j ,β(n)

Q`(1−n −β)

∣∣∣∣1/n

ÉΦ0(L)`−1.

Finalement, C1(F ) := max
(
1, γ0/γ` ,Φ0(L)max(1,`−1)

)
satisfait

max
m+1ÉkÉn

max

(
|u j ,β(k)|, 1

|Wβ(k)| ,
|D j ,β(k)|

|Q`(1−k −β)|
)
ÉC1(F )n(1+o(1)),

comme annoncé. Ceci achève la preuve du théorème 3.2. Notons que C1(F ) ne dépend pas
de β.

3.5 Exemples

Nous appliquons à présent le théorème 3.1 à des exemples classiques de G-fonctions, et
calculons explicitement C (F,β) dans ces cas particuliers. La seule vraie difficulté est de trou-
ver une borne supérieure sur σ(L), où L est l’opérateur minimal de la G-fonction F (z), mais
elle peut souvent être calculée à partir de ce que l’on sait du comportement arithmétique
des coefficients de F (z). Nous allons utiliser les résultats de la section 3.3 à cette fin. Nous
avons implémenté sur Sage des programmes calculant C (F,β) à supposer que l’on dispose
d’une borne supérieure sur σ(L).

Comme mentionné dans la remarque préliminaire de la section 3.4, les cas `= 1 et `Ê 2
utilisent des formules différentes – le premier cas étant beaucoup plus simple. C’est pour-
quoi les exemples suivants sont séparés selon ces deux catégories.

3.5.1 Exemples pour lesquels `= 1

• Considérons d’abord l’exemple simple de F (z) =
∞∑

k=0
zk = 1/(1−z). L’opérateur minimal de

F surQ(z) est

L = (1− z)

(
d

dz

)
−1.

Il satisfait `= δ= 1 et `0(0) = 1 (voir (3.8)). Pour tout n ∈N∗ et 0 É s É S, la G-fonction F [s]
n,0(z)

est égale à

F [s]
n,0(z) =

∞∑
k=0

zk+n

(k +n)s
= Lis(z)−

n−1∑
k=1

zk

k s
, (3.43)

de sorte que l’espace vectoriel engendré par les F [s]
n,0(α), n ∈N∗,0 É s É S est égal à

Vect
(
1,Lis(α), 0 É s É S

)
.
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Pour α ∈Q, 0 < |α| < 1, Marcovecchio [40] a prouvé que

dimVectQ(α)
(
1,Lis(α), 0 É s É S

)Ê 1+o(1)

[Q(α) :Q]
(
1+ log(2)

) log(S),

obtenant ainsi une constante convenable C̃ (F,β) = 1+ log(2) ' 1.693 pour le théorème 3.1
dans ce cas.
Avec notre méthode, puisque `= 1, on peut utiliser un raffinement de (3.29) autorisé par le
lemme 3.11 b) et on trouve que C (F,β) = 4+ log(2) ' 4.693. Ainsi, notre méthode n’améliore
pas dans ce cas la constante déjà connue dans la borne inférieure du théorème 3.1.

Remarque. L’opérateur L est un exemple de « cas trivial » pour nos estimations de la section
3.4, puisque `= 1 et de plus

L̃0 = (1− z)

(
d

dz

)2

−2

(
d

dz

)
satisfait σ(L̃0) = 0. En effet, soit A la matrice compagnon de L̃0 ; alors on peut prouver par
récurrence que

As = (−1)s s!

(z −1)s

(
0 1− z
0 s +1

)
.

Si β est un nombre rationnel quelconque, l’étude de la suite
(
F [s]

n,β(z)
)

n,s
fournit un énoncé

sur l’indépendance linéaire des valeurs des fonctions de Lerch, également citées dans [45, p.
2]. Elles sont définies pour Re(s) > 1, β ∈QÊ0 par

Φs(z,β) =
∞∑

k=0

zk

(k +β)s
, |z| < 1.

En effet, si α ∈Q et 0 < |α| < 1, le même raisonnement que dans (3.43) donne

VectK(F [s]
n,β(α),n ∈N,0 É s É S) = VectK(1,Φs(α,β),0 É s É S).

Par exemple, si β = 1/2, on calcule numériquement C (F,β) ' 28.01 de sorte qu’au moins
1+o(1)

28.01
log(S) des valeurs Φs(α,1/2) pour 0 É s É S sont linéairement indépendantes sur Q,

quand S →+∞.

• Soit νÊ 2, a = (a1, . . . , aν) ∈ (Q\ZÉ0)ν et b = (b1, . . . ,bν−1) ∈ (Q\ZÉ0)ν−1. La fonction hyper-
géométrique F (z) =ν Fν−1(a,b; z) définie par

νFν−1(a,b; z) =
∞∑

k=0

(a1)k . . . (aν)k

k !(b1)k . . . (bν−1)k
zk

est une G-fonction non polynomiale, qui est solution de l’équation hypergéométrique géné-
ralisée Ha,b(y(z)) = 0, où

Ha,b = z(θ+a1) . . . (θ+aν)− (θ+b1 −1) . . . (θ+bν−1 −1)θ ∈Q
[

z,
d

dz

]
.

Si pour tout i , j , ai −b j 6∈Z, alors Ha,b est un opérateur minimal surQ(z) de F (z). Il satisfait
µ= ν, δÉ ν+1 et ω= ν, donc `= 1.
Donc, par le théorème 3.5,

σ(Ha,b) É (
5ν2(ν+2)−1− (ν−1)(ν+2)

)
σ(F )

É (
5ν2(ν+2)−1− (ν−1)(ν+2)

)(
2ν log(den(a)+ (ν−1)den(b)

)
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puisque F (z) a rayon de convergence 1, et en utilisant l’estimation sur le dénominateur d’un
quotient de symboles de Pochhammer donnée par le lemme 3.11.
Les exposants de Ha,b en 0 sont 0, 1−b1, . . . , 1−bν−1 et ses exposants en ∞ sont a1, . . . , aν.
Par exemple, pour ν= 2, a1 = 1/3, a2 = 2/11, b1 = 1/6, et β= 1/7, on trouve numériquement,
d’une partσ

(
Ha,b

)É 1119 et d’autre part C (F,β) ' 2443, de sorte que, siα ∈Q∗
et 0 < |α| < 1,

au moins
1+o(1)

2443[Q(α) :Q]
log(S) des nombres

∞∑
k=0

(1/3)k (2/11)k

k !(1/6)k

zk

(7k +1)s
, 0 É s É S

sont linéairement indépendants, quand S tend vers l’infini. Ceci fournit un raffinement de
[24, Corollary 1, p. 4] dans ce cas, où la constante n’avait pas été donnée.

3.5.2 Exemples pour lesquels `Ê 2

• On considère d’abord la G-fonction suivante qui est algébrique surQ(z) :

F (z) = 1p
1−6z + z2

=
∞∑

k=0

k∑
j=0

(
k + j

j

)(
k

j

)
zk

dont l’opérateur minimal surQ(z) est

L = (z2 −6z +1)

(
d

dz

)
+ z −3.

La série F (z) ∈Z�z� a pour rayon de convergence 3−2
p

2, d’oùσ(F ) É− log(3−2
p

2). De plus,
L satisfait `= δ= 2, µ= 1. Son exposant en 0 (resp. ∞) est 0 (resp. 1).
Avec β= 3/5, on obtient `0(β) = 2 et C (F,β) ' 3164, de sorte que, pour tout α ∈Q∗

, 0 < |α| <
3−2

p
2, au moins

1+o(1)

3164[Q(α) :Q]
log(S) des nombres

∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)(
k + j

j

)
αk

(5k +3)s
et

∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)(
k + j

j

)
αk

(5k +8)s
, 0 É s É S.

sont linéairement indépendants surQ(α), quand S →+∞.

Pour β= 0, on trouve `0(0) = 2 et C (F,0) ' 3083.

• Notons, pour tout k ∈ N∗, Lk =
(
(1− z)

d

dz
−1

)k

× d

dz
l’opérateur minimal de log(1− z)k .

C’est un opérateur d’ordre k + 1, avec ω = 0 et δ = k. Ses exposants en 0 (resp. ∞) sont
0,1, . . . ,k (resp. 0).
En utilisant la proposition 1.6, on obtient que σ(Lk ) É (1+ log(k)).
Pour k = 2 et β= 1/12, on a `0(β) = 2 et on obtient une constante C (F,β) ' 1912.

Puisque log(1− z)2 = 2
∞∑

k=0

1

k +1

(
k∑

i=1

1

i

)
zk+1, ceci donne pour α ∈Q∗

, 0 < |α| < 1,

dimQ(α) Vect

( ∞∑
k=0

1

k +1

(
k∑

i=1

1

i

)
αk+1

(12k +1)s
,

∞∑
k=0

1

k +1

(
k∑

i=1

1

i

)
αk+1

(12k +13)s
, 0 É s É S

)

Ê 1+o(1)

1912[Q(α) :Q]
log(S).

Pour β= 0, on calcule `0(0) = 2 et C (F,0) ' 570.
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• Intéressons-nous finalement à l’exemple de la série génératrice des nombres d’Apéry, in-
troduits par Apéry dans [8] pour prouver l’irrationalité de ζ(3) :

F (z) =
∞∑

k=0

k∑
j=0

(
k + j

j

)2(
k

j

)2

zk ∈Z�z�.

C’est une G-fonction de rayon de convergence (
p

2−1)4 É 1 et ses coefficients sont entiers
donc σ(F ) É−4log(

p
2−1). L’opérateur différentiel minimal non nul de F (z) surQ(z) est

L = z2(1−34z + z2)

(
d

dz

)3

+ z(3−153z +6z2)

(
d

dz

)2

+ (1−112z +7z2)
d

dz
+ z −5.

Il est d’ordre 3, avec δ = 4 et ` = 2. En utilisant le théorème 3.5, on obtient, avec β = 2/3,
C (F,β) ' 209532.

De plus, `0(β) = 2. Ainsi, si α ∈ Q∗
et 0 < |α| < (p

2−1
)4

, la dimension sur Q(α) de l’espace
vectoriel engendré par les nombres

∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)2(
k + j

j

)2
αk

(3k +5)s
et

∞∑
k=0

k∑
j=0

(
k

j

)2(
k + j

j

)2
αk

(3k +8)s
, 0 É s É S.

est au moins
1+o(1)

209532[Q(α) :Q]
log(S), quand S →+∞.

Pour β= 0, on trouve `0(0) = 2 et C (F,0) ' 209533.
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Chapitre 4

Le théorème d’André-Chudnovsky-Katz
« au sens large »

Ce chapitre correspond à la prépublication [35, §1 à 5].

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la structure des G-opérateurs au sens large. Rappelons
d’abord la définition suivante.

Définition 4.1

Une G-fonction au sens large est une série f (z) =
∞∑

n=0
an zn ∈Q�z� telle que

a) f est solution d’une équation différentielle linéaire à coefficients dansQ(z) ;

b) Pour tout ε > 0, il existe n1(ε) ∈ N tel que ∀n Ê n1(ε), an É (n!)ε, où an est la
maison de an , c’est-à-dire le maximum des modules des conjugués (au sens de
Galois) de an ;

c) Pour tout ε > 0, il existe n2(ε) ∈ N tel que ∀n Ê n2(ε),den(a0, . . . , an) É (n!)ε, où
den(a0, . . . , an) est le plus petit d ∈ N∗ tel que d a0, . . . ,d an sont des entiers algé-
briques.

On dispose d’une notion de G-fonction au sens strict, plus restrictive que la définition
4.1, qui est en fait celle considérée par Siegel. On définit de la même manière les E-fonctions
au sens strict (resp. au sens large), voir la définition 0.1 dans l’introduction.

Siegel a étudié les E-fonctions au sens large et les G-fonctions au sens strict, mais n’a
fait qu’évoquer les G-fonctions au sens large. Il est conjecturé que les définitions large et
stricte sont équivalentes pour les E- et G-fonctions, mais cela n’a pas été prouvé à ce jour.
Précisément, on sait que la condition b) de la définition 4.1 implique, sous la condition a),
la condition b) de la définition 0.1, car on peut appliquer des estimation « Gevrey » dues à
Perron (cf [42], voir aussi [44, pp. 85–86]) ; en revanche, on ne sait pas si la condition c) de la
définition 4.1 implique la condition c) de la définition 0.1 (cf [5, p. 715]).

On dispose d’un théorème de structure sur les équations différentielles satisfaites par les
G-fonctions au sens strict : lethéorème d’André-Chudnovsky-Katz (théorème 0.4).

Dans [6, pp. 746–747], André esquisse la preuve du fait que la singularité en l’infini d’un
opérateur φ d’ordre minimal annulant une G-fonction au sens large est régulière. Son argu-
ment est le suivant :

« Pour établir le point ci-dessus, le critère p-adique de régularité de Katz montre qu’il suffit
d’établir que

∑
p(v)Én logRv (φ,1) = o(logn). Avec les notations de [4], on voit facilement que
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cette condition découle d’une estimation∑
v finie

hv,n(φ) = ∑
p(v)Én

hv,n(φ) = o(logn) ;

or les estimations de [4, p. 122] donnent

∑
v finie

hv,n(φ) ÉC1
1

n

∑
v

logmax(1, |a0|v , . . . , |anC2 |v )+C3

(pour des constantes Ci indépendantes de n), et la condition (G−) équivaut à

1

n

∑
v finie

logmax(1, |a0|v , . . . , |an |v ) = o(logn). »

La condition (G−) correspond aux points b) et c) de la définition 4.1 (cf [5, p. 714]).
Dans ce chapitre, nous commençons par donner les détails de l’esquisse d’André et nous

complétons ensuite ses résultats. Précisément, nous allons donner la démonstration du théo-
rème suivant. Il est implicite dans l’esquisse ci-dessus d’André, même s’il ne l’énonce pas
formellement.

Théorème 4.1

Soit f (z) ∈Q�z� une G-fonction au sens large, et L ∈Q(z)

[
d

dz

]
un opérateur différentiel

non nul d’ordre minimal µ tel que L( f (z)) = 0. Alors
• L’opérateur L est un G-opérateur au sens large.
• L’opérateur L est globalement nilpotent.
• Tout point de P1(C) est un point singulier régulier de L et les exposants de L en tout

point sont dansQ.

La preuve de ce résultat fera l’objet des sections 4.2 et 4.3 Dans la partie 4.4, nous raffi-
nerons le théorème 4.1 en précisant la forme d’une base de solutions d’un G-opérateur au
sens large L d’ordre µ : au voisinage de tout point α ∈ Q, il existe une base de solutions de
l’équation Ly(z) = 0 de la forme

( f1(z −α), . . . , fµ(z −α))(z −α)Cα ,

où Cα est une matrice triangulaire supérieure à valeurs propres rationnelles et les fi (u) ∈
Q�u� sont des G-fonctions au sens large. Ceci constitue un analogue complet du théorème
d’André-Chudnovsky-Katz. Enfin, dans la partie 4.5, nous étudions les propriétés algébriques
de l’ensemble des G-opérateurs au sens large, ce qui sera utile dans le chapitre 5.

4.2 Un analogue « large » du théorème des Chudnovsky

Soit f = t ( f1(z), . . . , fµ(z)) ∈Q�z�µ vérifiant f′ =Gf avec G ∈Mµ

(
Q(z)

)
. Soit Gs ∈Mµ

(
Q(z)

)
la matrice telle que y (s) = Gs y pour tout y tel que y ′ = G y . On rappelle que Gs , s ∈ N, sont
liées par la relation

Gs+1 =GsG +G ′
s , (4.1)

où G ′
s désigne la matrice Gs dérivée coefficient par coefficient. On prend T (z) ∈Q[z] le plus

petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z). On rappelle égale-
ment que

∀s ∈N, T sGs ∈Mµ

(
Q[z]

)
. (4.2)
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4.2.1 Condition de Galochkin au sens large

Rappelons tout d’abord la définition de la condition de Galochkin au sens strict, intro-
duite dans [27].

Définition 4.2 (Galochkin)

On note, pour s ∈ N, qs le plus petit dénominateur supérieur ou égal à 1 de tous les

coefficients des coefficients des matrices T (z)m Gm(z)

m!
, quand m ∈ {1, . . . , s}. On dit que le

système y ′ =G y vérifie la condition de Galochkin au sens strict si

∃C > 0 : ∀s ∈N, qs ÉC s+1.

On a alors le théorème fondamental suivant (cf [17, p. 17]), déjà mentionné dans l’intro-
duction de cette thèse.
Théorème 4.2 (Chudnovsky)

Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, si pour tout i ∈ {1, . . . ,µ}, fi (z) est une G-
fonction au sens strict et ( f1(z), . . . , fµ(z)) est une famille libre sur Q(z), alors G vérifie la
condition de Galochkin au sens strict.

Dans [6, p. 747], André a introduit, en la formulant différemment, la condition suivante,
qui est adaptée au contexte des G-fonctions au sens large.

Définition 4.3 (André)

Avec les notations de la définition précédente, on dit que le système y ′ = G y vérifie la
condition de Galochkin au sens large si

∀ε> 0, ∃s0(ε) ∈N : ∀s Ê s0(ε), qs É (s!)ε.

Rappelons que si L =
(

d

dz

)µ
+a1(z)

(
d

dz

)µ−1

+·· ·+an(z) 6≡ 0 est un opérateur différentiel

d’ordre µ à coefficients dansQ(z), la matrice compagnon de L est

AL =


0 1 (0)

. . . . . .
(0) 0 1
−aµ . . . −a1

 .

On sait que les solutions du système différentiel y ′ = AL y sont les vecteurs f = t ( f , f ′, . . . , f (µ−1))
tels que L( f (z)) = 0.

Suivant la définition des G-opérateurs au sens strict (cf [5, p. 718]), on peut considérer
une notion analogue au sens large.

Définition 4.4

Soit L ∈Q(z) [d/dz]. On dit que L est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict) si
la matrice compagnon de L vérifie la condition de Galochkin au sens large (resp. au sens
strict).

La dénomination de « G-opérateur » est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 4.1

Soit L ∈Q(z) [d/dz] un G-opérateur au sens large non nul d’ordre µ. Soit α ∈Q un point
ordinaire de L, alors il existe une base de solutions de l’équation L(y(z)) = 0 au voisinage
de α de la forme ( f1(z −α), . . . , fµ(z −α)), où les fi (u) sont des G-fonctions au sens large.
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Il est bien connu que cette proposition est également vraie pour les G-opérateurs au sens
strict, la preuve ci-dessous s’adaptant mutatis mutandis.

Le théorème d’André-Chudnovsky-Katz affirme entre autres qu’un G-opérateur au sens
strict a au voisinage de toute singularitéαune base de solutions de la forme ( f1(z−α), . . . , fµ(z−
α))(z−α)Cα , où Cα ∈Mµ(Q) a ses valeurs propres rationnelles et les fi (u) sont des G-fonctions
au sens strict. On verra dans la section 4.4 que ceci est également vrai au sens large.

Démonstration de la proposition 4.1. Notons G(z) = AL(z) la matrice compagnon de L.
Commeα est un point ordinaire, on sait qu’il existe une base de solutions ( f1(z−α), . . . , fµ(z−
α)) de l’équation L(y(z)) = 0, où les fi sont holomorphes de coefficients de Taylor algé-
briques au voisinage de 0. On sait aussi que la matrice wronskienne de cette base Y (z) ∈
Mµ(Q�z�) a un rayon de convergence non nul et est telle que Y (α) ∈ GLµ(Q) et Y ′(z) =
G(z)Y (z), de sorte que Y (s)(z) =Gs(z)Y (z) pour tout entier s. D’où

Y (z) =
∞∑

n=0

Y (n)(α)

n!
(z −α)n =

( ∞∑
n=0

Gn(α)

n!
(z −α)n

)
Y (α). (4.3)

Puisque α est un point ordinaire, G(z) n’a pas de pôle en α et la condition de Galochkin au
sens large implique qu’il existe une suite d’entiers strictement positifs (qn)n∈N telle que

∀n ∈N, ∀k É n, qn
Gk (α)

k !
∈Mµ

(
O
Q

)
et ∀ε> 0, ∃n0(ε) ∈N, ∀n Ê n0(ε), qn É (n!)ε.

Ainsi, selon (4.3), on a ∀n ∈ N,den(Y (α))qnY (n)(α) ∈ Mµ

(
O
Q

)
. Ainsi, les fi (z) vérifient la

condition c) de la définition 4.1.
Par ailleurs, soitKun corps de nombres galoisien contenantα et les coefficients de Taylor

des fi (u) tel que L ∈ K [z,d/dz]. Soit τ ∈ Gal(K/Q). Si L =
µ∑

k=0
ak (z)

(
d

dz

)k

, ak (z) ∈ K[z], on

définit Lτ :=
µ∑

k=0
aτk (z)

(
d

dz

)k

en étendant l’action de τ àK�z� coefficient par coefficient.

Alors pour tout i ∈ {1, . . . ,µ}, Lτ( f τi (z−τ(α))) = 0. De plus, comme aµ(α) 6= 0, on a aτµ(τ(α)) =
τ(aµ(α)) 6= 0, de sorte que τ(α) est un point ordinaire de Lτ. Ainsi, f τi est analytique au voi-

sinage de 0. Ceci valant pour tout τ, on en déduit que, si fi (z) =
∞∑

n=0
bi ,n zn , il existe une

constante C > 0 telle que ∀n ∈N, bi ,n ÉC n+1, ce qui prouve que les fi (z) vérifient la condi-
tion b) de la définition 4.1.

L’ensemble des G-opérateurs au sens large possède une structure algébrique analogue à
celle de l’ensemble des G-opérateurs au sens strict. On a les propriétés suivantes (listées par
André dans le cas strict [5, p. 720]) :
• Un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.
• Tout diviseur à droite d’un G-opérateur au sens large dans Q(z)[d/dz] est un G-opérateur
au sens large.
• L’opérateur adjoint L∗ d’un G-opérateur au sens large L est un G-opérateur au sens large.
• Si L et L′ sont deux G-opérateurs au sens large, alors ils admettent un multiple commun à
gauche qui est un G-opérateur au sens large (propriété de Ore à gauche).

La démonstration de ces propriétés est donnée dans la section 4.5. Elle consiste en l’adap-
tation de propriétés des modules différentiels données dans le cas strict par André [4, §IV],
qui sont détaillées dans le chapitre 1 de cette thèse.

Le but de la suite de cette partie est de démontrer un analogue au sens large du théo-
rème 4.2.

98



Théorème 4.3

Le théorème 4.2 reste vrai si l’on remplace « strict » par « large ».

Ceci implique en particulier que si f est une G-fonction au sens large, tout opérateur
différentiel non nul L à coefficients dans Q(z) tel que L( f (z)) = 0 et d’ordre minimal est un
G-opérateur au sens large. En effet, la condition de minimalité sur l’ordre µ de L impose que
( f , . . . , f (µ−1)) est libre sur Q(z). Le théorème 4.3 assure donc que la condition de Galochkin
au sens large est vérifiée pour AL .

Notons que la proposition 4.1 constitue une réciproque partielle du théorème 4.3.

4.2.2 Démonstration du théorème 4.3

La preuve que nous allons présenter est une adaptation de la preuve originale du théo-
rème 4.2 [17, pp. 38–50] au cas des G-fonctions au sens large. Les six premières étapes de la
démonstration sont identiques dans les cas strict et large puisque les conditions b) et c) de
la définition d’une G-fonction (définitions 0.1 ou 4.1) n’y sont pas utilisées, y compris dans
le lemme de Shidlovskii évoqué dans l’étape 3. Dans [13, pp. 21–22], Beukers a reformulé
les idées des Chudnovsky en une trame condensée; à des fins de clarté, nous suivrons cette
trame dans les étapes 1 à 6, en la détaillant. La nouveauté de cette démonstration est l’étape
7, dans laquelle les conditions b) et c) de la définition 4.1, spécifiques aux G-fonctions au
sens large, seront utilisées. André a également mentionné dans [6, pp. 746–747] un argument
qui permet d’adapter au sens large la preuve du théorème des Chudnovsky donnée dans [4,
pp. 112–123], mais sans donner de détails.

Remarquons tout d’abord que si K est un corps de nombres contenant les coefficients
des coefficients de G(z) et les fi (0), 1 É i É µ, alors G ∈ Mµ(K(z)) et f ∈K�z�µ. En effet, cela
découle de l’équation f′ =Gf en écrivant G comme un élément de Mµ

(
K((z))

)
et identifiant

les coefficients du développement en série de Laurent de part et d’autre.

Notations et hypothèses :
On a T (z) ∈ K[z], mais quitte à multiplier par un entier adapté, on peut supposer que

T (z) ∈OK[z] et T (z)G(z) ∈Mµ(OK[z]).

On note D = d

dz
la dérivation usuelle surK�z�.

Si A ∈K�z�d et ` ∈N, on note A =O
(
z`

)
s’il existe B ∈K�z�d tel que A = z`B .

On note δ= [K :Q] le degré du corps de nombresK.

Étape 1 : Soient N , M ∈ N. On introduit des approximants de Padé (Q,P) de type II de
paramètres (N , M) associés à f dont on laisse les paramètres libres pour l’instant, c’est-à-
dire des polynômes Q,P1, . . . ,Pµ ∈ K[z] tels que deg(Q) É N , max

1ÉiÉµ
deg(Pi ) É N et si P =

(P1, . . . ,Pn), alors

Qf−P =O
(
zN+M )

.

On ne discutera des conditions d’existence de tels approximants de Padé que dans l’étape 7.

On a pour tout m < N + M ,
T m

m!
(D −G)mP ∈ K[z], ce qui est immédiat en utilisant la

formule de Leibniz. De plus, on va montrer par récurrence sur m que

∀m ∈N,
T m

m!
Q(m)f− T m

m!
(D −G)mP =O

(
zN+M−m)

. (4.4)

Pour m = 0, c’est la définition.
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Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (4.4) et en multipliant par T ,
on a

(mT ′T mQ(m) +T m+1Q(m+1))f+T m+1Q(m)f′

−mT ′T m(D −G)mP−T m+1D(D −G)mP =O
(
zN+M−(m+1)) .

Or, f′ = Gf donc en multipliant (4.4) par la matrice polynomiale TG et en retranchant à
l’équation précédente, on obtient

(mT ′T mQ(m) +T m+1Q(m+1))f−mT ′T m(D −G)mP

−T m+1(D −G)m+1P =O
(
zN+M−(m+1)) .

Finalement, comme T mQ(m)f−T m(D −G)mP =O
(
zN+M−m

)
, on a le résultat voulu.

Étape 2 : Montrons que

∀P ∈K�z�µ, ∀s ∈N∗,
Gs

s!
P =

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s− j (D −G) j P. (4.5)

On procède par récurrence :
• pour s = 1, Gs =G et GP = D(P)− (D −G)P.
• Soit s ∈N∗, supposons la formule (4.5) vraie pour s.

Alors Gs+1 =GsG +G ′
s , donc

Gs+1

(s +1)!
= 1

s +1

(
Gs

s!
G + G ′

s

s!

)
. Donc en appliquant l’hypothèse de

récurrence au vecteur GP, on a

Gs+1

(s +1)!
P = 1

s +1

(
s∑

j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s− j (D −G) j (GP)+ G ′

s

s!
P

)
.

Or,

G ′
s

s!
P =

(
Gs

s!
P
)′
− Gs

s!
P′ =

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s+1− j (D −G) j P−

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s− j (D −G) j DP.

Donc, en remarquant que ∀ j ∈ {0, . . . , s}, (D −G) j D = (D −G) j+1 + (D −G) j G , on a

Gs+1

(s +1)!
P = 1

s +1

(
s∑

j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s+1− j (D −G) j P−

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s− j (D −G) j+1P

)

= 1

s +1

(
s∑

j=0

(−1) j

(s − j )! j !
D s+1− j (D −G) j P+

s+1∑
k=1

(−1)k

(s −k +1)!(k −1)!
D s+1−k (D −G)k P

)

= 1

s +1

(
s∑

j=1

(−1) j (s +1− j )+ j

(s +1− j )! j !
D s+1− j (D −G) j P+

s+1∑
k=1

(−1)k

(s −k +1)!(k −1)!
D s+1−k (D −G)k P+ D s+1

s!
P+ (−1)s+1

s!
(D −G)s+1P

)

=
s+1∑
j=0

(−1) j

(s +1− j )! j !
D s+1− j (D −G) j P.

Cela conclut la récurrence.
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Étape 3 : Utilisation du lemme de Shidlovskii.

On note pour h ∈N, Ph = 1

h!
(D −G)hP et R(h) ∈Mµ(K(z)) la matrice dont la j ème colonne

est
(h+ j−1

j−1

)
Ph+ j−1. Alors la formule (4.5) implique immédiatement que

Gs

s!
R(0) =

s∑
j=0

(−1) j

(s − j )!
D s− j R( j ).

Selon le lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type II (voir [4, p. 115]),
la matrice R(0) est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui sera réalisé quand on
spécifiera M et N dans l’étape 7. Donc

T s Gs

s!
=

s∑
j=0

(−1) j T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!
(T µ−1R(0))

−1. (4.6)

Étape 4 : Soit d le plus petit dénominateur commun des coefficients d’ordres inférieurs à
N+M du développement en série entière de f. On suppose trouvés des approximants de Padé
Q,P1, . . . ,Pµ ∈K[z] de df, c’est à dire des polynômes tels que deg(Q) É N , max

1ÉiÉµ
deg(Pi ) É N

et
Q(df)−P =O

(
zN+M )

,

avec P = (P1, . . . ,Pµ). On fait l’hypothèse supplémentaire que Q est un polynôme à coeffi-
cients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois étapes précédentes,
dont on conservera les notations, à Q et P puisque df est encore solution du système diffé-
rentiel y ′ =G y .

Selon (4.4), on a

∀m É N +M ,
T m

m!
Q(m)(df)−T mPm =O

(
zN+M−m)

. (4.7)

On remarque que
Q(m)

m!
∈ OK[z] puisque Q est à coefficients dans OK. On en déduit que si

N +M −m > max
1ÉiÉµ

deg(T mPi ,m), les coefficients de T mPm sont des éléments de OK[z].

Notons t := max(deg(T ),deg(TG)). Montrons par récurrence sur m que

max
1ÉiÉµ

deg(T mPi ,m) É N + tm. (4.8)

• Pour m = 0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P sont de degrés inférieurs
à N .
• Pour m = 1, T P′−TGP a des composantes de degrés inférieurs à N + t , car T et les coeffi-
cients de T G sont de degrés bornés par t .
• Soit m ∈N, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D −G)(T m(D −G)mP) = mT ′T m−1(D −G)mP+T mD(D −G)mP−T mG(D −G)mP

= mT ′T m−1(D −G)mP+T m(D −G)m+1P.

Donc
T m+1(D −G)m+1P = (D −G)(T m(D −G)mP)−mT ′T m(D −G)mP.

Or, en utilisant à la fois l’hypothèse de récurrence et le cas m = 1, on voit que T (D−G)(T m(D−
G)mP) a ses composantes de degrés bornés par N +mt + t = N + (m +1)t ; par ailleurs, l’hy-
pothèse de récurrence nous assure que mT ′T m(D −G)mP a des composantes de degrés in-
férieurs à t +N +mt = N + (m +1)t . On en déduit le résultat souhaité (4.8).
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On en déduit, à condition que N +M −m > N + tm, c’est-à-dire

m < M

t +1
, (4.9)

que T mPm ∈ OK[z]µ. Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel que

j +µ− 1 < M

t +1
, alors T j+µ−1R( j ) est une matrice à coefficients dans OK[z]. En particulier,

T µ−1R(0) ∈Mµ(OK[z]).

Montrons à présent que

∀s ∈N, s +µ−1 < M

t +1
, ∀ j ∈ {0, . . . , s},

T s+µ−1

(s − j )!
D s− j R( j ) ∈Mµ(OK[z]). (4.10)

Rappelons la formule de Leibniz généralisée : si ` ∈N∗ et f1, . . . , f` sont ` fonctions dérivables
k fois, alors

( f1 . . . f`)(k) = ∑
i1+···+i`=k

(
k

i1, . . . , i`

) ∏
1ÉtÉk

f (it )
t .

En particulier, considérons un élément quelconque W ∈OK[z]. Alors

(W `)(k)

k !
= ∑

i1+···+i`=k

∏
1ÉtÉ`

W (it )

it !
.

Si k < `, pour tout (i1, . . . , i`) intervenant dans la somme, chaque terme
∏

1ÉtÉ`
W (it )

it !
contient

au moins `−k indices de dérivation nuls. Ainsi, comme pour tout entier s,
W (s)

s!
∈ OK[z], on

a
(W `)(k)

k !
∈W `−kOK[z].

Déduisons de cela par récurrence le résultat (4.10). Pour s = 0, c’est évident.
Soit s ∈ N∗, supposons (4.10) vrai pour s′ ∈ {0, . . . , s −1}. Par la formule de Leibniz, on a,

pour j ∈ {0, . . . , s},

D s− j
(
T s+µ−1R( j )

)
(s − j )!

=
s− j∑
k=0

(
s − j

k

)
× 1

(s − j )!

(
T s+µ−1)(k)D s− j−k R( j )

= T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!
+

s− j∑
k=1

(
T s+µ−1

)(k)

k !

D s− j−k R( j )

(s − j −k)!

= T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!
+

s− j∑
k=1

Uk T s+µ−1−k D s−k− j R( j )

(s −k − j )!
,

avec Uk ∈OK[z], en utilisant la remarque précédente.
Or, d’une part,

D s− j
(
T s+µ−1R( j )

)
(s − j )!

∈Mµ(OK[z]),

puisque T s+µ−1 = T s− j T j+µ−1R( j ) ∈Mµ(OK[z]), et d’autre part, par hypothèse de récurrence,

∀k ∈ {1, . . . , s − j }, T s−k+µ−1 D s−k− j R( j )

(s −k − j )!
∈Mµ(OK[z]).

Par conséquent,

T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!
∈Mµ(OK[z]),
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ce qu’il fallait démontrer.

Étape 5 : Lien entre qs et taille des coefficients de det(T µ−1R(0)).
Selon (4.6), on a pour tout s ∈N,

T s Gs

s!
= 1

V

s∑
j=0

(−1) j T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!

(
com

(
T µ−1R(0)

))T

, (4.11)

où V = det(T µ−1R(0)) ∈OK[z], et selon (4.10), tous les termes de la somme sont à coefficients

entiers algébriques à condition que s +µ−1 < M

t +1
.

Prenons pour s ∈ N, qs le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

TG ,T 2 G2

2!
, . . . ,T s Gs

s!
, comme dans la définition 4.3. Pour estimer qs sous la condition s +µ−

1 < M

t +1
, il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des coefficients de V . C’est ce

que permet de faire ce lemme :

Lemme 4.1

Soient U ∈ OK[z], V ∈ OK[z], W ∈K[z] tels que U = V W . Notons V = ∑̀
i=0

vi zi , alors pour

tout k tel que vk 6= 0, on a NK/Q(vk )W ∈OK[z].

Démonstration. Introduisons la valuation de Gauss associée à un premier p de OK :

vp

(
q∑

i=0
ai zi

)
:= min

0ÉiÉq
(vp(ai )),

où vp est la valuation p-adique associée à l’idéal premier p de OK. En utilisant les propriétés
de valuation, on a vp(U ) = vp(V )+ vp(W ) donc vp(W ) Ê −vp(V ) car, comme U est à coeffi-
cients entiers algébriques, vp(U ) Ê 0.

Notons S l’ensemble fini des premiers divisant tous les coefficients de V . Alors si W =
d∑

i=0
wi zi , pour tout i ∈ {0, . . . ,d} et p ∈ S, on a vp(wi ) + vp(V ) Ê vp(V ) + vp(W ) Ê 0, donc∏

p∈S
pvp(V )(wi ) ⊂OK. En particulier, si vk 6= 0, comme vk ∈ ∏

p∈S
pvp(V ) = pgcd((v0), . . . , (v`)), on a

∀i ∈ {0, . . . ,d}, (vk )(wi ) ⊂OK.

D’où comme NK/Q(vk ) ∈ (vk )∩Z, on a NK/Q(vk )W ∈OK[z].

Pour W = ∑̀
i=0

wi zi ∈K[z], on définit σ(W ) = max
0ÉiÉ`

wi , la maison de W . Selon le lemme

4.1 appliqué à la formule (4.11) avec

U =
s∑

j=0
(−1) j T s+µ−1 D s− j R( j )

(s − j )!

(
com

(
T µ−1R(0)

))T

,

V = det(T µ−1R(0)) et W = T s Gs

s!
, on a donc ici

∀s ∈N tel que s +µ−1 < M

t +1
, qs Éσ(V )δ. (4.12)

Étape 6 : Majoration de la taille des coefficients de det(T µ−1R(0)) ∈ OK[z] en fonction de
la maison de Q.
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Par commodité, on s’intéresse à

Ṽ = det(P,T P1, . . . ,T µ−1Pµ−1) = T
µ(µ−1)

2 det(R(0)) = T −µ(µ−1)
2 V.

Le lemme suivant nous assure que ce changement n’introduit qu’une constante multiplica-
tive dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

Lemme 4.2

Soient A,B ∈K[z] et C = AB , alors σ(C ) É (deg(A)+deg(B)+1)σ(A)σ(B).

Démonstration. On écrit A =
p∑

i=0
ai zi et B =

q∑
i=0

bi zi , de sorte que C =
p+q∑
j=0

c j z j , avec, pour

tout j ∈ {0, . . . , p +q}, c j =
j∑

i=0
ai b j−i .

Soit τ :K ,→Q un plongement. Alors

|τ(c j )| É
j∑

i=0
|τ(ai )||τ(b j−i )| É ( j +1)σ(A)σ(B) É (p +q +1)σ(A)σ(B),

si bien qu’en prenant le maximum sur j et sur τ, on obtient l’inégalité voulue.

Soit m ∈ {0, . . . ,µ−1}. Si Q =
N∑

i=0
qi zi , alors

Q(m)

m!
=

N−m∑
i=0

(i +1) . . . (i +m)

m!
qm+i zm =

N−m∑
i=0

(
m + i

i

)
qm+i zm .

De la majoration
(m+i

i

) É 2m+i É 2N , il s’ensuit que σ

(
Q(m)

m!

)
É 2Nσ(Q). Selon le lemme 4.2

appliqué à A = T m et B =Q(m)/m!,

σ

(
T m Q(m)

m!

)
É 2Nσ(Q)σ(T m)(mt +N −m +1)

É 2Nσ(Q)σ(T m)((µ−1)(t −1)+N +1) É cN
1 σ(Q)σ(T m),

avec c1 constante dépendant seulement de G pour N suffisamment grand.
En appliquant m fois le lemme 4.2, on obtient

σ(T m) É cN
2 σ(T )σ(T m−1) É ·· · É cN

3 σ(T )m ,

où c2 et c3 sont des constantes. Dans ce qui suit, les ci désigneront des constantes.
Ainsi, pour N suffisamment grand,

σ

(
T m Q(m)

m!

)
É cN

4 σ(Q)σ(T )m É cN
5 σ(Q).

Soit θN+M le maximum des maisons des N +M premiers coefficients du développement
en série entière des fi , et dN+M leur dénominateur commun. En répétant le raisonnement
de la preuve du lemme 4.2, on voit que la maison de la partie polynomiale tronquée à l’ordre

N + tm de T m Q(m)

m!
(dN+M fi ) est majorée par

cN
5 σ(Q)(dN+MθN+M )(N + tm +1) É cN

6 σ(Q)(dN+MθN+M ).
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Or, si N+M−(µ−1) > N+t (µ−1), selon (4.7), cette partie polynomiale est T mPm , donc, avec
une extension de la notation σ aux vecteurs colonnes,

∀m ∈ {0, . . . ,µ−1}, σ(T mPm) É cN
7 σ(Q)dN+MθN+M .

On a Ṽ = ∑
τ∈Sµ

ε(τ)
µ−1∏
j=0

T j Pτ( j ), j . Pour τ ∈Sµ, en appliquant le lemme 4.2 à A = Pτ(0),0 et B =
µ−1∏
j=1

T j Pτ( j ), j , on a

σ

(
µ−1∏
j=0

T j Pτ( j ), j

)
Éσ(Pτ(0),0)σ

(
µ−1∏
j=1

T j Pτ( j ), j

)
(µ(N + t (µ−1)+1)

en utilisant (4.8). En itérant le procédé, on obtient une constante c8 telle que

σ

(
µ−1∏
j=0

T j Pτ( j ), j

)
É cµN

7 σ(Q)µdµ

N+Mθ
µ

N+M cN
8 É cN

9 σ(Q)µdµ

N+Mθ
µ

N+M .

Donc par inégalité triangulaire

σ(Ṽ ) É cN
10σ(Q)µdµ

N+Mθ
µ

N+M ,

si bien que, comme V = T µ(µ−1)/2Ṽ , σ(V ) É cN
11σ(Q)µdµ

N+Mθ
µ

N+M . D’où selon (4.12),

∀s ∈N, s +µ−1 < M

t +1
, qs Éσ(V )δ É cN

12σ(Q)µδdµδ

N+Mθ
µδ

N+M . (4.13)

Étape 7 : Conclusion à l’aide d’un lemme diophantien.
Rappelons le lemme classique suivant dont une preuve peut être trouvée dans [50, p. 37].

Lemme 4.3 (Lemme de Siegel)

SoitK un corps de nombres. Considérons un système de m équations linéaires

∀1 É i É m,
n∑

j=1
ai j x j = 0, (4.14)

où ∀i , j , ai j ∈ OK. On note A = max
i , j

ai j . Alors si n > m, (4.14) a une solution non nulle

(x j )1É jÉn ∈On
K

vérifiant

max
1É jÉn

x j É c1(c1n A)
m

n−m ,

où c1 > 0 est une constante dépendant uniquement deK.

Soit s ∈N∗. On choisit dorénavant N et M de la forme suivante : N := 2µ(t +1)(s +µ)) et

M := N /(2µ) = (t +1)(s +µ) ∈N∗. En particulier, on a bien
M

t +1
> s +µ−1.

Alors l’équation de Padé Q(dN+M f)−P = O
(
zN+M

)
se traduit par un système linéaire de

µN

2µ
= N

2
équations à N+1 inconnues (les coefficients de Q). Selon le lemme 4.3, il existe une

solution Q ∈OK[z] telle que

σ(Q) É c10(c10(N +1)θN+M )
N /2

N+1−N /2 É cN
13θN+M ,

car
N

2
É N +1− N

2
.

C’est à partir de maintenant que l’on va se servir des propriétés b) et c) de la définition
4.1, qui sont propres aux G-fonctions au sens large.
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Soit ε> 0. Puisque les composantes de f sont des G-fonctions au sens large, on peut trou-
ver une constante c14(ε) telle que θk É (k !)ε et dk É (k !)ε pour k Ê c14(ε).

On a s = ⌊
N /(2µ(t +1))

⌋−µ, de sorte que M/(t +1) Ê s +µ−1 donc selon (4.13),

qs É cN
12(cN

13θN+M )µδdδµ

N+Mθ
δµ

N+M . (4.15)

D’une part, les termes géométriques cN
i peuvent être dominés à partir d’un certain rang

qui dépend de ε par (N !)ε. D’autre part, on a (N +M) É 2N . Or, si α> 1, selon la formule de
Stirling,

(αk)!

(k !)α
∼

p
2παk

(
p

2πk)α

(
αk
e

)αk

(
k
e

)αk
= rkα

αk , (4.16)

avec (rN )N∈N∗ une suite tendant vers 0. Ainsi, si k est assez grand, (αk)! É (k !)α+1.
Par conséquent, en reprenant l’équation (4.15), on obtient que qs É (N !)c15×ε pour s plus

grand qu’un certain rang dépendant de ε et de la constante c15.
Mais N É 2µ(t +1)(s +µ−1) É 4µ(t +1)s pour s assez grand, donc à partir d’un certain

rang, selon (4.16), N ! É (s!)4µ(t+1)+1. Finalement, pour s assez grand (relativement à ε), on a

qs É (s!)c16ε. (4.17)

Il suffit d’appliquer ce résultat à ε′ = ε

c16
pour obtenir la majoration désirée.

4.3 Démonstration du théorème 4.1

Dans cette section, nous allons démontrer le théorème 4.1 en suivant l’esquisse fournie
par André [6, pp. 746–747].

4.3.1 Reformulation de la condition de Galochkin

On peut reformuler les conditions arithmétiques et analytiques définissant une G-fonction
au sens large à l’aide des valeurs absolues sur le corps de nombresK.

Proposition 4.2 (André, [6])

Soit f (z) =
∞∑

n=0
an zn ∈K�z�. Les conditions b) et c) de la définition 4.1 équivalent à

1

n

∑
v

logmax(1, |a0|v , . . . , |an |v ) = o(logn), (4.18)

où la somme porte sur toutes les valeurs absolues (à équivalence près) | · |v sur K, finies
et infinies.

On rappelle que deux valeurs absolues | · |v et | · |v ′ sont dites équivalentes s’il existe c > 0
tel que | · |v ′ = | · |cv . Les valeurs absolues sur un corps de nombresK sont, à équivalence près,
les valeurs absolues p-adiques (dites finies) | · |p pour p ∈ Spec(OK) et les valeurs absolues
infinies | · |τ pour tout plongement τ :K ,→C définies par

|ζ|τ =
{
|τ(ζ)|1/[K:Q] si τ(K) ⊂R
|τ(ζ)|2/[K:Q] sinon.

.

Pour la démonstration de la proposition 4.2, on aura besoin du lemme technique suivant :
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Lemme 4.4

a) Soit (un)n∈N une suite de réels et g : R+ → R+ une fonction croissante tendant vers
+∞ en l’infini. Alors la condition

max(0,un) = o(g (n)) (4.19)

est équivalente à la condition

max(0,u0, . . . ,un) = o(g (n)). (4.20)

b) Étant donnée (un)n∈N une suite de réels positifs, on a

∀ε> 0, ∃n0(ε) ∈N : ∀n Ê n0(ε), un É (n!)ε (4.21)

si et seulement si max(0, logun) = o(n logn).

Démonstration. a) Supposons que max(0,un) = o(g (n)).
Soit ε> 0 et n0(ε) ∈N tel que ∀n Ê n0(ε), |un | É εg (n). Comme g est croissante, on a

∀n Ê n0(ε), max(0,un0(ε), . . . ,un) É εmax(g (n0(ε)), . . . , g (n)) É εg (n).

Soit n1(ε) ∈N tel que

∀n Ê n1(ε), max(0,u0, . . . ,un0(ε)−1) É εg (n).

Son existence est assurée par le fait que g (x) −−−−−→
x→+∞ +∞. Posons n2(ε) := max(n0(ε),n1(ε)).

Alors pour tout n Ê n2(ε),
max(0,u0, . . . ,un) É εg (n),

ce qui prouve (4.20)
La réciproque est évidente.
b) On a max(0, logun) = o(n logn) si et seulement si max(0, logun) = o(logn!) d’après la

formule de Stirling, ce qui équivaut à

∀ε> 0, ∃n0(ε) ∈N : ∀n Ê n0(ε), logun É ε log(n!),

ce qui est équivalent à (4.21) en passant à l’exponentielle de part et d’autre de l’inégalité.

Démonstration de la proposition 4.2. On suppose sans perte de généralité que K est ga-
loisien. Il est prouvé dans [21, p. 225] que si a0, . . . , an ∈K, alors

∑
p∈Spec(OK)

sup
0ÉiÉn

log+ |ai |p = 1

[K :Q]
log

(
den′(a0, . . . , an)

)
, (4.22)

où log+(x) = logmax(1, x) et den′(a0, . . . , an) est la norme NK/Q(a) du plus petit multiple com-
mun a de a0, . . . ,an dans le sens des anneaux de Dedekind. On a alors

den(a0, . . . , an) É den′(a0, . . . , an) É den(a0, . . . , an)[K:Q] (4.23)

(cf proposition 1.2). Ainsi, comme∑
v valeur absolue

sup
0ÉiÉn

log+ |ai |v = ∑
p∈Spec(OK)

sup
0ÉiÉn

log+ |ai |p+
∑

τ∈Gal(K/Q)
sup

0ÉiÉn
log+ |ai |τ,

107



la condition (4.18) est vérifiée si et seulement si

1

n

∑
p∈Spec(OK)

log+ sup
0ÉiÉn

|ai |p = o(logn) et
1

n

∑
τ∈Gal(K/Q)

log+ sup
0ÉiÉn

|ai |τ = o(logn),

c’est à dire, selon (4.22) et (4.23), si

logden(a0, . . . , an) = o(n logn) et ∀τ ∈ Gal(K/Q), logmax(1, |τ(a0), . . . , |τ(an)|) = o(n logn).
(4.24)

Selon le lemme 4.4 a), comme

logmax(1, |τ(a0), . . . , |τ(an)|) = max(0, log |τ(a0)|, . . . , log |τ(an)|),

la condition (4.24) équivaut à

logden(a0, . . . , an) = o(n logn) et ∀τ ∈ Gal(K/Q), max(0, log |τ(an)|) = o(n logn). (4.25)

Donc selon (4.25) et le lemme 4.4 b) la condition (4.18) est bien équivalente aux condi-
tions b) et c) de la définition 4.1.

Remarque. De la même manière, on montre que f (z) vérifie les conditions b) et c) de la défi-
nition 0.1 si et seulement si

1

n

∑
v

logmax(1, |a0|v , . . . , |an |v ) =O(1).

Par un raisonnement analogue, on peut reformuler la condition de Galochkin introduite
dans la sous-section 4.2.1 à l’aide d’une quantité h(n,p,G) définie en termes de valeurs ab-
solues p-adiques surK.

Définition 4.5

Pour tout G ∈Mµ(K(z)) et pour tout idéal premier p de OK, la quantité h(n,p,G) est défi-
nie (cf [4, p. 70]) par

∀n ∈N, h(n,p,G) := 1

n
max
mÉn

log+
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

.

Pour un opérateur différentiel L ∈K(z)[d/dz], on pose h(n,p,L) := h(n,p, AL), où AL est
la matrice compagnon de L.

Proposition 4.3

Soit G ∈ Mµ(K(z)). La condition de Galochkin au sens large introduite dans la défini-
tion 4.3 est équivalente à σn(G) = o(logn), où

σn(G) := ∑
p∈Spec(OK)

h(n,p,G).

Dans le cas strict, la condition de Galochkin au sens strict est équivalente au fait que
σ(G) <∞, où

σ(G) := limsup
n→+∞

∑
p∈Spec(OK)

h(n,p,G)

est la taille de G introduite dans le chapitre 1 (définition 1.7).
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Démonstration de la proposition 4.3. On a vu dans la preuve de la proposition 4.2 que si
a0, . . . , an ∈K, alors

1

n

∑
p∈Spec(OK)

sup
0ÉiÉn

log+ |ai |p = o(logn) ⇔ logden(a0, . . . , an) = o(n logn).

Donc, ici, en notant qs le plus petit dénominateur commun des coefficients des coefficients

des matrices
Gm

m!
pour m É s, on a

1

n

∑
p∈Spec(OK)

max
mÉn

log+
∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

= o(logn)

si et seulement si log qn = o(n logn), c’est-à-dire, comme qn Ê 1, selon le lemme 4.4 b), si

∀ε> 0,∃n0(ε) ∈N : ∀n Ê s0(ε), qn É n!ε,

ce qui n’est autre que la condition de Galochkin au sens large (définition 4.1).

Remarque. Montrons comment la preuve du théorème 4.3 présentée dans la partie 4.2.2 per-
met de relier quantitativement σn(G) et les quantités

σn(f) = 1

n

∑
p∈Spec(OK)

max
mÉn

1ÉiÉµ
| fi ,m |p et σn,∞(f) = 1

n

∑
τ:K,→C

max
mÉn

1ÉiÉµ
| fi ,m |τ

encodant respectivement les conditions b) et c) de la définition 4.1 (Proposition 4.2), les

composantes du vecteur f = t ( f1(z), . . . , fµ(z)) étant écrites sous la forme fi (z) =
∞∑

m=0
fi ,m zm ∈

K�z�.
On commence par appliquer le logarithme de part et d’autre de l’inégalité (4.15) dans la

partie 4.2.2. On obtient

log qs

s
É N

logc12

s
+Nµ[K :Q]

logc13

s
+2µ[K :Q]

θN+M

s
+µ[K :Q]

logdN+M

s
,

où c12 et c13 sont des constantes explicitables.

Or, N = 2µ(t+1)(s+µ−1) et M = (t+1)(s+µ−1) donc en posant, pour tout k, Uk = logθk

k

et Vk = logdk

k
, on a

log qs

s
É 2µ(t +1)(1+o(1)) logc12 +2µ2[K :Q](t +1)(1+o(1)) logc13+

2µ[K :Q](2µ+1)(t +1)(1+o(1))UN+M +µ[K :Q](2µ+1)(t +1)(1+o(1))VN+M

ÉO(1)+µ[K :Q](2µ+1)(t +1)(1+o(1))[2UN+M +VN+M ].

Or, l’équation (4.22) ci-dessus implique que

Uk = 1

k
logden( fi ,m ,1 É i Éµ,m É k) É [K :Q]

k

∑
p∈Spec(OK)

sup
mÉk

1ÉiÉµ

| fi ,k |p = [K :Q]σk (f).

De même, on montre queσs(G) É 1

s
log qs et par ailleurs que Vk É [K :Q]σ∞,k (f). Finalement,

on obtient l’inégalité explicite

σs(G) ÉO(1)+ [K :Q]2µ(2µ+1)(t +1)(1+o(1))[2σ(2µ+1)(t+1)(s+µ−1)(f)+
σ∞,(2µ+1)(t+1)(s+µ−1)(f)], (4.26)

où les termes O(1) et o(1) peuvent être explicités.
Dans le cas des G-fonctions au sens strict, une majoration analogue est déjà connue : voir

la preuve de Dwork du théorème des Chudnovsky [21, p. 299].
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4.3.2 Condition de Bombieri au sens large

Le théorème de Katz affirme qu’un opérateur globalement nilpotent (selon la terminolo-
gie de [21, p. 95, p. 98]) est fuchsien à exposants rationnels en tout point de P1(Q) (voir [21,
p. 98]). Dans cette section, nous allons introduire une condition de Bombieri au sens large
(définition 4.8) qui implique la nilpotence globale des opérateurs qui la vérifient. Nous ver-
rons dans la sous-section 4.3.3 que les G-opérateurs au sens large vérifient la condition de
Bombieri au sens large. Cette condition est donc adaptée au contexte des G-fonctions au
sens large.

On se donne un corps de nombres K. Rappelons que, pour tout idéal premier p de OK,
on note p(p) le nombre premier engendrant l’idéal p∩Z.

Définissons d’abord une notion de densité qui sera utilisée par la suite (cf [19, pp. 255-
257]).

Définition 4.6

Soit S ⊂ Spec(OK). On note NK/Q(p) = Card(OK/p) la norme d’un idéal p de OK.
On dit que S admet d Ê 0 pour densité de Dirichlet (ou densité analytique) lorsque

−1

log(s −1)

∑
p∈S

1

NK/Q(p)s
−→ d

quand s tend vers 1 pour s réel, s > 1.

On prend le choix de normalisation pour la valeur absolue p-adique | · |p donné dans [21,
p. 222], c’est-à-dire |p(p)|p = p−dp/[K:Q] où dp = [Kp :Qp(p)].

Définition 4.7

SoitK un corps de nombres. Un système différentiel y ′ =G y , G ∈Mµ(K(z)), est dit globa-

lement nilpotent si on a Rp(G) > |p(p)|1/(p(p)−1)
p pour tout idéal premier p de OK en dehors

d’un ensemble de densité de Dirichlet nulle 1.

En suivant la constuction faite au sens strict dans [21], nous allons maintenant définir,
en suivant [6, p. 747], une condition de Bombieri adaptée à notre situation.

Si G est une matrice à coefficients dans K(z) et p est un idéal premier de OK, on définit
Rp(G) comme le rayon de convergence d’une matrice fondamentale de solutions du système
y ′ =G y au voisinage du point générique p-adique tel que construit dans [21, pp. 92–97].

Définition 4.8 (André, [6], p. 747)

Soit, pour n ∈ N∗, ρn(G) = ∑
p∈Spec(OK)

p(p)Én

log+
(

1

Rp(G)

)
. On dit que le système y ′ = G y satisfait

la condition de Bombieri au sens large quand

ρn(G) = o(logn).

Dans le cas strict, la condition de Bombieri au sens strict est ρ(G) <∞ où

ρ(G) := ∑
p∈Spec(OK)

log+
(

1

Rp(G)

)

est le rayon de convergence générique global inverse de G (cf [21, pp. 226–227]).

1. Dans la caractérisation de la nilpotence donnée par Dwork dans [21, p. 99], il est indiqué que la condition

serait Rp(G) > |π| = |p(p)|1/(1−p(p))
p , où πp−1 = −p. L’égalité |π| = |p(p)|1/(1−p(p))

p est une erreur, étant donnée la
définition de π.
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La proposition suivante illustre, comme annoncé au début de la section, l’intérêt de la
condition de Bombieri : les systèmes différentiels la satisfaisant font partie de ceux auxquels
on peut appliquer le théorème de Katz sur la rationalité des exposants.

Proposition 4.4

Si la matrice G satisfait la condition de Bombieri au sens large, alors y ′ = G y est un
système différentiel globalement nilpotent.

La démonstration fera usage du résultat suivant :

Proposition 4.5

Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors S a une densité de Dirichlet nulle.

Démonstration. La preuve repose sur une transformation d’Abel de la série
∑

p∈S
p−s .

Pour tout s > 1, on définit la fonction de classe C 1

gs : ]1,+∞[ −→ R

t 7−→ 1

t s−1 log t
.

Selon [53, Theorem 1, p. 3], on a pour tout x Ê 2,

∑
p∈S
pÉx

1

p s
= ∑

p∈S
pÉx

log p

p

1

p s−1 log p
= T (x)gs(x)−

∫ x

2
T (t )g ′

s(t )dt

= T (x)gs(x)+ (s −1)
∫ x

2

T (t )

t s log(t )
dt +

∫ x

2

T (t )

t s(log(t ))2
dt , (4.27)

où T (t ) = ∑
p∈S
pÉt

log p

p
= o(log t ) par hypothèse.

En particulier, T (x)gs(x) −−−−−→
x→+∞ 0 et T g ′

s est intégrable sur [2,+∞[. Ainsi, en passant à la

limite x →+∞, on obtient

Z (s) := ∑
p∈S

1

p s
= (s −1)

∫ +∞

2

E(t )

t s
dt +

∫ +∞

2

E(t )

t s log(t )
dt , (4.28)

où E(t ) := T (t )

log t
= o(1). On veut montrer que

Z (s)

− log(s −1)
−−−−→
s→1+

0.

• D’une part, soit M > 0 tel que ∀t Ê 2, 0 É E(t ) É M . Alors

∀s ∈]1,2[, 0 É (s −1)

− log(s −1)

∫ +∞

2

E(t )

t s
dt É M(s −1)

− log(s −1)

[
t−s+1

−s +1

]+∞
2

= −M

2s−1 log(s −1)
−−−−→
s→1+

0.

• D’autre part, on va montrer que

G(s) := 1

− log(s −1)

∫ +∞

2

E(t )

t s log(t )
dt −−−−→

s→1+
0.

Par un changement de variable u = (s −1)log t , on voit que pour tout h Ê 2,∫ +∞

h

dt

t s log(t )
= Ei

(−(s −1)logh
)

,
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où Ei : x 7→ −
∫ +∞

−x

e−t

t
dt est la fonction exponentielle intégrale. Par suite, il découle de l’équi-

valent (cf [1, pp. 229–230]) Ei(u) ∼u→0+ log(−u) que

∀h Ê 2,
1

− log(s −1)

∫ +∞

h

dt

t s log(t )
−−−−→
s→1+

1.

Soit ε> 0. Comme E tend vers 0 en l’infini, on peut fixer h Ê 2 tel que ∀t Ê h,E(t ) É ε

3
. D’où

0 ÉG(s) É M

− log(s −1)

∫ h

2

dt

t s log(t )
+ ε

−3log(s −1)

∫ +∞

h

dt

t s log(t )

É M

− log(s −1)

∫ h

2

dt

t log(t )
+ ε

3

Ei
(−(s −1)logh

)
− log(s −1)

,

car t s Ê t pour t > 1. Le premier terme de la dernière somme tend vers 0 et le second tend
vers 1 quand s tend vers 1, s > 1, on peut donc fixer η> 0 tel que pour tout s ∈]1,1+η[,

M

− log(s −1)

∫ h

2

dt

t log(t )
É ε

3
et

Ei
(−(s −1)logh

)
− log(s −1)

É 2

de sorte que
∀s ∈]1,1+η[, 0 ÉG(s) É ε.

En d’autres termes, G(s) tend vers 0 quand s tend vers 1+.

Selon ces deux points et (4.28), on a bien lim
s→1+

Z (s)

log(s −1)
= 0, soit selon la définition 4.6, S a

une densité de Dirichlet nulle.

On peut à présent démontrer la proposition 4.4, en s’inspirant de la preuve du fait que
la condition de Bombieri au sens strict ρ(G) <∞ implique que y ′ = G y est globalement nil-
potent dans [21, pp. 226–227] (voir aussi celle présentée par André, [4, p. 77]).

Démonstration de la proposition 4.4. Soit S l’ensemble des nombres premiers p de Z

tels qu’il existe p ∈ Spec(OK) au-dessus de p tel que Rp(G) É |p|
1

p−1
p . Selon [21, Proposition

5.1, p. 95], S est l’ensemble des p tels que y ′ = (G mod p)y est non nilpotent pour au moins
un premier p au-dessus de p. Fixons pour chaque p ∈S un tel premier p(p). Alors

ρn(G) Ê ∑
p∈S
pÉn

log+
(

1

Rp(p)(G)

)
Ê ∑

p∈S
pÉn

1

δ

log p

p −1
.

En effet, |p|p = p− fp/δ avec la normalisation choisie.

Grâce à l’hypothèse ρn(G) = o(logn), on a donc
∑

p∈S
pÉn

log p

p −1
= o(logn). Donc selon la pro-

position 4.5, S a une densité de Dirichlet nulle.
Or, si p ∈ Spec(OK) est tel que y ′ = (G mod p)y est non nilpotent, alors p∩Z ∈ S donc

l’ensemble S ′ des idéaux premiers vérifiant cette propriété est de densité de Dirichlet nulle.
En effet, si s > 1,∑

p∈S ′

1

NK/Q(p)s
= ∑

p∈Spec(Z)

∑
p∈S
p|p

1

p fps
É ∑

p∈S

Card{p ∈S ′ : p | p}

p s
É δ ∑

p∈S

1

p s
,

car le nombre de premiers p au-dessus de p est borné par δ selon la formule
∑
p|p

dp = δ. Donc

en divisant par − log(s − 1) de part et d’autre de l’inégalité et en passant à la limite, on ob-
tient que S ′ a une densité de Dirichlet nulle. Par définition, le système y ′ = G y est donc
globalement nilpotent.
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Remarques. i) L’assertion minimale pour que la preuve de la proposition 4.4 fonctionne
est la suivante.

Assertion (A) : « Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors S a une densité de

Dirichlet d < 1

2
»

En effet, en reprenant les notations de la preuve, si S vérifie (A), alors S ′ est un en-
semble de premiers de K divisant un ensemble de premiers de Z de densité de Diri-
chlet < 1/2 et selon [21, Remark 6.3, p. 100], on peut appliquer le théorème de Katz au
système y ′ =G y , bien qu’il ne soit pas stricto sensu globalement nilpotent, puisque S ′

n’a pas nécessairement dans ce cas une densité de Dirichlet nulle.

ii) On considère les assertions (A’) et (A”) :

Assertion (A’) :

« Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors

∑
p∈S

1

p
<∞. »

Assertion (A”) : « Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors S a une densité natu-

relle nulle, c’est à dire

Card{p ∈S , p É x}

Card{p ∈ Spec(Z), p É x}
−−−−−→
x→+∞ 0. »

Puisqu’un ensemble de premiers de densité naturelle d a également une densité de Di-
richlet, qui est égale à d , un ensemble S vérifiant l’hypothèse de (A’) a également une
densité de Dirichlet nulle. Ce n’est cependant pas une équivalence puisqu’il existe un
ensemble de premiers ayant une densité de Dirichlet (non nulle) mais pas de densité
naturelle (voir [48, p. 126]).

Si (A’) est vraie, l’ensemble S considéré dans la preuve de la proposition 4.4 a une
densité de Dirichlet nulle, c’est-à-dire que

1

log(s −1)

∑
p∈S

p−s → 0

quand s tend vers 1, s > 1. Il en va de même si (A”) est vraie.

Néanmoins, les assertions (A’) et (A”) sont fausses en général, comme on le verra dans
la section annexe 6.2. En particulier, on ne peut pas calquer telle quelle la preuve de
l’équivalent de la proposition 4.4 donnée par André dans le cas des G-opérateurs au
sens strict [4, p. 77]. En effet, André commence par prouver que l’ensemble de premiers

S considéré vérifie
∑

p∈S

1

p
<∞ pour en déduire que S a une densité de Dirichlet nulle.

4.3.3 Théorème d’André-Bombieri au sens large

L’objectif de cette section est de démontrer la proposition 4.6 ci-dessous, qui est l’ana-
logue du théorème d’André-Bombieri [21, pp. 228–234] pour les G-fonctions au sens large.
Ce résultat fait le lien entre les conditions de Galochkin et de Bombieri, présentées respecti-
vement dans les parties 4.2.1 et 4.3.2. Voir la proposition 4.8 dans la sous-section 4.5.1 pour
une version quantitative.

Proposition 4.6

Soit G ∈Mµ(K(z)). La condition de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si
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la condition de Bombieri au sens large ρn(G) = o(logn) est vérifiée.

Nous aurons besoin pour la démonstration du lemme suivant. On rappelle que si p ∈
Spec(OK), p(p) est défini comme l’unique premier positif de Z engendrant p∩Z.

Lemme 4.5

Si G ∈Mµ(K(z)), on a ∑
p∈Spec(OK)

h(n,p,G) = ∑
p(p)Én

h(n,p,G)+O(1).

Démonstration. Soit p ∈ Spec(OK). On suppose que ‖G‖p,Gauss É 1. A l’aide de la formule
de récurrence Gs+1 = GsG +G ′

s , comme | · |p est une valeur absolue non archimédienne, on
montre que ‖Gs‖p,Gauss É 1 pour tout s ∈N. Donc

1

n

∑
p∈Spec(OK)

log+ max
mÉn

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

= h(n,p,G) É 1

n
log+ max

sÉn

∣∣∣∣ 1

s!

∣∣∣∣
p
É −1

n
logmin

(
1,min

sÉn
|s!|p

)
.

Or si s É n, les diviseurs premiers p de s! vérifient p É n. Par suite, si p(p) > n, on a |s!|p = 1 et
donc h(n,p,G) = 0.

Si ‖G‖p,Gauss > 1, on prendα ∈K tel que |α|p Ê ‖G‖p,Gauss. Ainsi, ‖G/α‖p,Gauss É 1. De plus,
si ‖Gs/αs‖p,Gauss É 1, alors

Gs+1

αs+1
=

(
Gs

αs

)(
G

α

)
+

(
Gs

αs

)′ 1

α

est une somme de produits de termes dont la norme de Gauss associée à p est inférieure à 1,
si bien que

∥∥Gs+1/αs+1
∥∥
p,Gauss É 1. Ceci montre par récurrence que ‖Gs/αs‖p,Gauss É 1 pour

tout s ∈N.

Donc comme ci-dessus, il en découle que si p(p) > n, on a log+ max
sÉn

∥∥∥∥ Gs

αs s!

∥∥∥∥
p,Gauss

= 0. Or

log+ max
sÉn

∥∥∥∥Gs

s!

∥∥∥∥
p,Gauss

É log+ max
sÉn

∥∥∥∥ Gs

αs s!

∥∥∥∥
p,Gauss

+n log+ |α|p,

de sorte que h(n,p,G) É log |α|p, car |α|p > 1.
Comme on a ‖G‖p,Gauss > 1 pour un nombre fini de premiers de K, on peut prendre α tel

que |α|p Ê ‖G‖p,Gauss pour tout tel premier. On a alors∑
p∈Spec(OK)

h(n,p,G) = ∑
p(p)Én

h(n,p,G)+ ∑
‖G‖p,Gauss>1

log |α|p,

ce qui est le résultat voulu, c’est-à-dire∑
p∈Spec(OK)

h(n,p,G) = ∑
p(p)Én

h(n,p,G)+O(1).

Démonstration de la proposition 4.6. Selon la proposition 4.3 et le lemme 4.5, la condi-
tion de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si∑

p(p)Én
h(n,p,G) = o(logn), n →+∞.
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• Selon [21, p. 234], on a pour tout n ∈N∗ et pour tout p ∈ Spec(OK),

log+
(

1

Rp(G)

)
= limsup

n→+∞
h(n,p,G) É h(n,p,G)+ log p(p)

n
+ logn

n
.

Donc

ρn(G) É ∑
p(p)Én

h(n,p,G)+C1
∑

p∈Spec(Z)
pÉn

log p

n
+C1

logn

n
π(n),

où C1 est une constante majorant le nombre d’idéaux premiers p de OK au-dessus d’un
nombre premier p donné, et π est la fonction de comptage des nombres premiers.
Par le théorème des nombres premiers, on a donc

ρn(G) É ∑
p(p)Én

h(n,p,G)+2C1(1+o(1)),

de sorte que si
∑

p(p)Én
h(n,p,G) = o(logn), alors ρn(G) = o(logn).

• Réciproquement, l’équation (2.6) de [21, p. 229] donne

h(n,p,G) É log+
(

1

Rp(G)

)
+ 1p(p)Én

dp

[K :Q]
(µ−1)

logn

n
+ Cp

n
,

où dp est un entier tel que pour tout premier p,
∑
p|p

dp = [K :Q], et Cp est une constante nulle

pour tous les premiers p sauf un nombre fini.
On peut donc trouver une constante C telle que, pour tout n,

∑
p(p)Én

h(n,p,G) É ρn(G)+ ∑
pÉn

(∑
p|p

dp

[K :Q]

)
(µ−1)

logn

n
+ C

n

= ρn(G)+ (µ−1)
logn

n
π(n)+ C

n
= ρn(G)+ (µ−1)(1+o(1)),

puisque selon le théorème des nombres premiers, π(n) ∼ n

logn
. Ainsi, si ρn(G) = o(logn),

alors
∑

p(p)Én
h(n,p,G) = o(logn).

4.3.4 Conclusion de la démonstration du théorème 4.1

Nous pouvons à présent synthétiser les différents résultats des sections précédentes pour
prouver le théorème 4.1.

Soit K un corps de nombres, f (z) =
∞∑

n=0
an zn ∈K�z� une G-fonction et L ∈K

[
z,

d

dz

]
un

opérateur d’ordre minimal non nul tel que L( f (z)) = 0.

• Selon le théorème 4.3 (partie 4.2.1), la matrice compagnon AL de L vérifie la condition de
Galochkin au sens large.
• La proposition 4.6 (partie 4.3.3) implique alors que AL vérifie la condition de Bombieri au
sens large (définition 4.8).
• Selon la proposition 4.4 (partie 4.3.2), L est donc un opérateur différentiel globalement
nilpotent. Par le théorème de Katz [21, p. 98], on en déduit que L est donc un opérateur
fuchsien à exposants rationnels en tout point de P1(Q). Ceci conclut la preuve du théorème
4.1.
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4.4 Existence d’une base de type ACK au voisinage d’un point
singulier

Le théorème d’André-Chudnovsky-Katz dans le cas des G-fonctions au sens strict est un
résultat plus fort que l’analogue strict du théorème 4.1.

Théorème 4.4 (André-Chudnovsky-Katz)

Soit f (z) une G-fonction au sens strict et L ∈Q(z)[d/dz]\{0} un opérateur différentiel tel
que L( f (z)) = 0 et d’ordre minimal µ.

Alors au voisinage de tout α ∈P1(Q), il existe une base de solutions de Ly(z) = 0 de la
forme

( f1(z −α), . . . , fµ(z −α))(z −α)Cα ,

où Cα ∈ Mµ(Q) est triangulaire supérieure à valeurs propres dans Q et les fi (u) ∈ Q�u�
sont des G-fonctions au sens strict.

Le but de cette partie est d’en montrer l’analogue au sens large, qui n’avait pas été men-
tionné par André dans [6].

Théorème 4.5

Le théorème 4.4 reste vrai si l’on remplace partout « strict » par « large ».

Les valeurs propres de la matrice Cα sont, modulo Z, les exposants de L en α, le théo-
rème 4.1 implique donc qu’elles sont rationnelles. Il reste donc à prouver que les fi sont des
G-fonctions.

La partie suivante permet de montrer un point essentiel de la preuve du théorème 4.5
(section 4.4.2), puisqu’il permet de ramener l’étude au voisinage du point 0 dans l’étape 4.

4.4.1 Invariance des G-opérateurs au sens large par changement de va-
riable

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante affirmant que la condition
de Galochkin au sens large est invariante par changement de variable u = z −α si α ∈ Q ou
u = z−1 en l’infini. La proposition 4.7 est également utilisée dans la preuve de la proposition
6.1 (section annexe 6.1).
Proposition 4.7

a) Soit G ∈Mµ(K(z)) et α ∈P1(Q). On définit Gα ∈Mµ(K(z)) la matrice telle que, pour
tout vecteur colonne y ,

y ′(z) =G(z)y(z) ⇔ ỹ ′(u) =Gα(u)ỹ(u),

où ỹ(u) := y(u −α) si α 6= ∞ et ỹ(u) = y(u−1) si α =∞. Alors la condition de Galo-
chkin au sens large est vérifiée par Gα si et seulement si elle est vérifiée par G .

b) Soit L ∈K(z) [d/dz]. On définit Lα ∈K(u) [d/du] tel que, pour toute fonction f (z),
L( f (z)) = 0 ⇔ Lα( f̃ (u)), où f̃ (u) = f (u −α) si α 6=∞ et f̃ (u) = f (u−1) si α=∞.

Alors Lα est un G-opérateur au sens large si et seulement si L est un G-opérateur
au sens large.

Remarque. En reproduisant la même preuve mutatis mutandis, on prouve l’énoncé analogue
concernant la condition de Galochkin au sens strict.

Nous aurons besoin pour prouver la proposition 4.7 du lemme 4.6 ci-dessous, dû à An-
dré, qui montre que la condition de Galochkin est invariante par équivalence de systèmes

116



différentiels. Commençons par rappeler cette notion d’équivalence (cf [47, p. 120]) :

Définition 4.9

Soient A,B ∈ Mµ

(
Q((z))

)
. On dit que les systèmes différentiels y ′ = Ay et y ′ = B y sont

équivalents sur Q(z) s’il existe P ∈ GLµ(Q(z)) tel que B = P [A], où P [A] = PAP−1 +P ′P−1.
Ceci est équivalent à dire que y 7→ P y réalise une bijection de l’ensemble des solutions
de y ′ = Ay sur l’ensemble des solutions de y ′ = B y .

Lemme 4.6 (André, [4], Lemma 1 p. 71)

Soient A,B ∈ Mµ

(
Q(z)

)
définissant deux systèmes différentiels équivalents y ′ = Ay et

y ′ = B y sur Q(z). Alors A satisfait la condition de Galochkin au sens strict (resp. large) si
et seulement si B satisfait la condition de Galochkin au sens strict (resp. large).

André a déjà prouvé le cas strict et nous donnons ici une preuve différente de celle de [4,
pp. 71–72], afin d’éviter d’utiliser la notion de module différentiel. Notons que le lemme 4.6
a déjà été prouvé dans le cas strict dans le chapitre 1 (lemme 1.2).

Démonstration du lemme 4.6. Soit P ∈ GLµ(Q(z)) tel que y 7→ P y induit une bijection de
l’ensemble des solutions de y ′ = Ay sur l’ensemble des solutions de y ′ = B y .

Si y ′ = Ay et s ∈N, on a, y (s) = As y et (P y)(s) = BsP y . Or,

BsP y = (P y)(s) =
s∑

k=0

(
s

k

)
P (s−k) y (k) =

s∑
k=0

(
s

k

)
P (s−k) Ak y.

L’égalité étant valable pour toute solution y de y ′ = Ay , on en déduit

Bs =
s∑

k=0

(
s

k

)
P (s−k) Ak P−1.

Soit T (z) ∈O
Q

[z] tel que T (z)A(z) ∈Mµ(O
Q

[z]). Sans perte de généralité, on peut suppo-

ser que T (z)P (z) ∈ Mµ(O
Q

[z]) et T (z)P−1(z) ∈ Mµ(O
Q

[z]). On montre par récurrence sur `
que

∀` ∈N, T `+1 P (`)

`!
∈Mµ(O

Q
[z]). (4.29)

En effet, c’est clair pour `= 0 et si (4.29) est vraie au rang `−1 pour un certain `Ê 1, alors
par la formule de Leibniz,

T ` (T P )(`)

`!
= T `+1 P (`)

`!
+
`−1∑
k=0

T `−(k+1) T (`−k)

(`−k)!
T k+1 P (k)

k !
.

Le membre de gauche est à coefficients dans O
Q

[z] par le cas ` = 0 et les termes d’ordre
k É `−1 du membre de droite le sont également par hypothèse de récurrence. On obtient

donc T `+1 P (`)

`!
∈Mµ(O

Q
[z]), ce qui conclut la récurrence.

Ainsi, si qs est le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices T A,
T 2 A2

2!
,

. . . , T s As

s!
, et T̃ = T 3, on a

∀1 É `É s, qs
T̃ `B`

s!
= ∑̀

k=0
T 2`−2 T `−k+1P (`−k)

(`−k)!

(
qs

T k Ak

k !

)
T P−1 ∈Mµ(O

Q
[z]).
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Donc, en notant q̃s le dénominateur des coefficients des coefficients de T̃ B , T̃ 2 B2

2!
, . . . , T̃ s Bs

s!
,

on obtient que q̃s divise qs pour tout entier s.
On en déduit que si A vérifie la condition de Galochkin au sens strict (resp. large), il en

va de même de B . Par symétrie de la relation d’équivalence des systèmes différentiels, on
obtient l’implication réciproque, ce qui achève la preuve.

La preuve de la proposition 4.7 a déjà été donnée par André [4, p. 83] dans le cas où
α ∈O

Q
, nous donnons une preuve complète par souci d’exhaustivité.

Démonstration de la proposition 4.7. a) Soit α ∈Q. On a ∀s ∈N,Gα,s(u) = Gs(u +α). De
plus, le polynôme Tα(u) := d t

αT (u +α) ∈O
Q

[u], où dαα ∈O
Q

, vérifie Tα(u)Gα(u) ∈Q[u].
On voit que pour tout s ∈N∗ et p É s,

qs
Tα(u)pGα,p (u)

p !
= d pt

α

(
qsT pGp

p !

)
(u +α) ∈Mµ

(
O
Q

[u]
)

puisque qsT (z)pGp (z)/p ! ∈ Mµ

(
O
Q

[z]
)

et on montre par récurrence que les coefficients de

T pGp sont de degrés au plus pt .
Donc si G satisfait la condition de Galochkin au sens large, Gα également. En remarquant

que G = (Gα)−α, on en déduit l’implication réciproque.

Le résultat au point à l’infini découle essentiellement du 3.8. Remarquons que si T (z)G(z) ∈
Mµ

(
O
Q

[z]
)
, alors T∞(u) := ut+2T (u−1) ∈ O

Q
[u] vérifie T∞(u)G∞(u) ∈ Mµ

(
O
Q

(u)
)
, de sorte

que, selon (4.2), T s∞G∞,s ∈Mµ

(
O
Q

[u]
)

pour tout entier s.

On a montré dans le lemme 3.8 que

∀s ∈N∗, G∞,s(u) = (−1)s
s∑

k=1

cs,k

us+k
Gk

(
1

u

)
, (4.30)

où

∀s ∈N∗, ∀1 É k É s, cs,k =
(

s −1

s −k

)
s!

k !
∈Z. (4.31)

Ainsi, si s ∈N∗ et p É s, on a, selon (4.30),

qs
T∞(u)pG∞,p (u)

p !
= (−1)p

p∑
`=1

cp,`

p !
u−(p+`)

(
u2ut T

(
1

u

))p

qsG`

(
1

u

)
= (−1)p

p∑
`=1

(
p −1

p −`

)
up−`u(p−`)t T

(
1

u

)p−`
qsu`t

(
T `G`

`!

)(
1

u

)
∈Mµ

(
O
Q

[u]
)

de sorte qu’en notant q∞,s le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

T∞G∞,
T 2∞G∞,2

2!
, . . . ,

T s∞G∞,s

s!
,

on a ∀s ∈N∗, q∞,s É qs . Donc si la condition de Galochkin au sens large est vérifiée par G , elle
l’est également par G∞. Puisque (G∞)∞ =G , on en déduit l’implication réciproque.

b) Soit L ∈Q(z)[d/dz], on note G = AL la matrice compagnon de L.
Si α ∈Q, la matrice G vérifie Gα = ALα , donc selon a), L est un G-opérateur au sens large

si et seulement si Lα l’est.
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Siα=∞, selon le lemme 3.8 b), le système h′ =G∞h est équivalent au système h′ = AL∞h.
La conclusion voulue découle ainsi du lemme 4.6.

Supposons que L est un G-opérateur au sens large. Selon a), G∞ vérifie alors la condition
de Galochkin au sens large. Il en va donc de même de AL∞ selon le lemme 4.6. Par consé-
quent, L∞ est un G-opérateur au sens large.

4.4.2 Démonstration du théorème 4.5

Le but de cette section est de prouver le théorème 4.5 en adaptant la démonstration don-
née dans le cas strict par Dwork dans [21, pp. 234–248], et en utilisant également les résultats
de la section 4.4.1.

On considère K un corps de nombres tel que G ∈ Mµ(K(z)) et on se donne C ∈ Mµ(Q)

une matrice à valeurs propres rationnelles, et Y (z) =
∞∑

m=0
Ym zm ∈ Mµ(K�z�)∩GLµ

(
K((z))

)
telle que Y (z)zC est une matrice de solutions du système y ′ =G y . Quitte à remplacer K par
une extension de degré supérieur, on peut supposer que C ∈Mµ(K).

Commençons par démontrer que les coefficients de Y vérifient les points a) et b) de la
définition 4.1.

• D’abord, selon [4, Corollary, p. 109], si Ỹ (z) = Y (z)zC avec Y (z) ∈ Mµ(Q�z�) et C ∈ Mµ(Q)

vérifie Ỹ ′ = GỸ , G ∈ Mµ(Q(z)), alors chaque coefficient de Y (z) est solution d’une équa-

tion différentielle non nulle à coefficients dans Q(z) (qui plus est d’ordre inférieur à µ2) .
Autrement dit, les coefficients de Y (z) satisfont le point a) de la définition 4.1. Ce fait est
indépendant du contexte des G-fonctions (voir [4, Remark 2, p. 53]).
• Soit τ : K ,→ C un plongement. On note Rτ(Y ) le rayon de convergence de la série Y τ :=
∞∑

m=0
τ(Ym)zm . Alors [21, Equation (3.5), p. 242] implique que

Rτ(Y ) Ê ρ := min
ζ 6=0,∞

|ζ|τ > 0,

où le minimum porte sur les singularités non apparentes du système y ′ =G y . D’où selon la
formule d’Hadamard-Cauchy,

limsup
n→+∞

‖τ(Ym)‖1/n
∞ = 1

Rτ(Y )
É 1

ρ
.

Ainsi, pour tout entier m, les maisons des coefficients de Ym sont bornées par κm+1, où κ> 0
est une constante. On rappelle que la maison de α ∈Q est α = max

σ∈Gal(Q/Q)
|σ(α)|. Ceci prouve

que les coefficients de Y (z) vérifient la condition b) de la définition 4.1.

Le reste de la démonstration est consacré à la vérification de la condition arithmétique
c) de la définition 4.1.

Étape 1. Pour tout idéal premier p de OK, on désigne par Rp(Y ) le rayon de convergence

pour la norme ‖ ·‖p de la série Y (z) =
∞∑

m=0
Ym zm . On note alors

ρn(Y ) := ∑
p∈Spec(OK)

p(p)Én

log+
(

1

Rp(Y )

)
,

où p(p) est l’unique premier positif de Z engendrant p∩Z.
Le but de cette étape est d’établir un lien entre ρn(Y ) et la quantité ρn(G) introduite dans

la définition 4.8 en suivant la démonstration de [21, Theorem 3.3, p. 238].
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Dwork a obtenu dans [21, Equation (3.4), p. 240], sous les hypothèses sur C et Y ci-dessus,
que pour tout premier p de OK,

log+
(

1

Rp(Y )

)
Éµ2 log

(
1

Rp(G)

)
+ (µ2 +1)

∑
ζ 6=0,∞

log+
∣∣∣∣1

ζ

∣∣∣∣
p

,

où la dernière somme porte sur toutes les singularités non apparentes ζ 6∈ {0,∞} du système
y ′ =G y .

Donc en sommant sur tous les premiers p tels que p(p) É n, on obtient

ρn(Y ) Éµ2ρn(G)+ (µ2 +1)
∑

ζ 6=0,∞

∑
p∈Spec(OK)

p(p)Én

log+
∣∣∣∣1

ζ

∣∣∣∣
p
Éµ2ρn(G)+β,

oùβ := (µ2+1)
∑

ζ 6=0,∞
∑

p∈Spec(OK)
log+

∣∣∣∣1

ζ

∣∣∣∣
p

est une constante ne dépendant que de G . La constante

β est finie, car pour tout α ∈K, |α|p = 0 pour tout premier p sauf un nombre fini.
Ainsi, si G vérifie la condition de Bombieri au sens large ρn(G) = o(logn), on a ρn(Y ) =

o(logn).

Étape 2. On note

σn(Y ) := 1

n

∑
p∈Spec(OK)

p(p)Én

sup
mÉn

log+ |Ym |p.

Le but de cette étape est de lier σn(Y ) et ρn(Y ).
Soit N ∈N∗ un dénominateur commun des valeurs propres de C , qui sont par hypothèse

rationnelles. Alors Dwork prouve dans [21, p. 247] qu’on peut trouver des constantes posi-
tives `0 et h0 telles que si p est en dehors d’un ensemble fini de premiers S ⊂ Spec(OK), on
a pour tout n ∈N∗,

1

n
sup
mÉn

log+ |Ym |p É 1

n

(
n + `0 +h0

N

)
log+

(
1

Rp(Y )

)
+ µ−1

n

dp

[K :Q]
1nN+h0+`0Êp(p) log(nN +`0 +h0), (4.32)

où dp = [Kp : Qp(p)] est le degré de la complétion p-adique de K sur le corps Qp adapté.
Cette inégalité découle essentiellement de l’application du théorème de Christol-Dwork [21,
Theorem 2.1, p. 159].

On obtient alors en sommant l’inégalité (4.32) sur tous les premiers p tels que p(p) É n et
p 6∈S

σn(Y ) É
(
1+ `0 +h0

nN

)
ρn(Y )+µ−1

n
log(nN+`0+h0)

∑
u<pÉn

(∑
p|p

dp

[K :Q]

)
+ ∑
p∈S

1

n
sup
mÉn

log+ |Ym |p,

où u est le maximum de l’ensemble fini S .

Or, selon la formule d’Hadamard, on a pour tout p, limsup |Ys |1/s
p = 1

Rp(Y )
, donc |Ym |1/m

p É
1

Rp(Y )
+o(1), d’où si m É n,

log |Ym |p É m log

(
1

Rp(Y )
+o(1)

)
É n log

(
1

Rp(Y )

)
+nν,

où ν> 0 est une constante. Ainsi,

1

n
sup
mÉn

log+ |Ym |p É max

(
0, log

(
1

Rp(Y )

)
+ν

)
É log+

(
1

Rp(Y )

)
+ν.
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Donc ∑
p∈S

1

n
sup
mÉn

log+ |Ym |p É Card(S )ν+ ∑
p∈S

log+
(

1

Rp(Y )

)
=: γ

et γ est une constante ne dépendant que de Y .
De plus, on a, pour tout nombre premier p,

∑
p|p

dp = [K :Q] (cf [21, p. 222]), d’où, en notant

π la fonction de comptage des nombres premiers,

σn(Y ) É
(
1+ `0 +h0

nN

)
ρn(Y )+ µ−1

n
log(nN +`0 +h0) (π(n)−π(u))+γ

É (1+o(1))ρn(Y )+ µ−1

n
log(n)(1+o(1))

n

logn
(1+o(1))+γ

selon le théorème des nombres premiers. Finalement,

σn(Y ) É (1+o(1))ρn(Y )+ (µ−1)(1+o(1))+γ,

de sorte que si ρn(Y ) = o(logn), alors σn(Y ) = o(logn) également.

Donc selon les étapes 1 et 2 précédentes, si G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, alors σn(Y ) = o(logn). Or, en reprenant la preuve de la proposition 4.2, on voit que
σn(Y ) = o(logn) si et seulement si tous les coefficients de Y vérifient la condition c) de la
définition 4.1. Ainsi, les coefficients de la matrice Y sont des G-fonctions au sens large.

Étape 3. Soit L ∈ K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large d’ordre µ. Selon le théorème
4.1 et le théorème de Frobenius [32, Theorem 3.5.2, p. 349], on peut trouver une base de
solutions de l’équation L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme

F̃ = ( f̃1(z), . . . , f̃µ(z)) = ( f1(z), . . . , fµ(z))zC = F zC ,

où C ∈Mµ(K) est à valeurs propres rationnelles.
Donc si G = AL est la matrice compagnon de L, et U (z) est la matrice wronskienne de

la famille ( f̃1, . . . , f̃µ), on a U = t
(
F̃ , F̃ ′, . . . , F̃ (µ−1)

)
et U est inversible, car F̃ est une base de

solutions de L(y(z)) = 0. De plus, U vérifie U ′ = ALU . Or, selon la formule de Leibniz, pour
tout s Éµ−1,

F̃ (s) =
s∑

k=0

(
s

k

)
F (k)(zC )(s−k) =

s∑
k=0

(
s

k

)
F (k)C (C − In) . . . (C − (s −k −1)In)zC−(s−k)In

=
(

s∑
k=0

(
s

k

)
zµ−1−s+k F (k)C (C − In) . . . (C − (s −k −1)In)

)
zC−(µ−1)In =: Hs zC−(µ−1)In

donc la matrice U s’écrit sous la forme U (z) = H(z)zC̃ , où C̃ = C − (µ− 1)In est à valeurs
propres rationnelles et H ∈ Mµ(K�z�) est la matrice de sème ligne Hs−1. Comme U est inver-

sible, H =Uz−C̃ l’est également.
Donc selon la conclusion de l’étape 2, les coefficients de H sont des G-fonctions au sens

large. En effet, la proposition 4.6 nous assure que G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, puisque L est un G-opérateur au sens large.

De plus, la première ligne de H est H0 = zµ−1F , si bien que les fi (z) sont des G-fonctions
au sens large.

Étape 4 : changement de variable. Soit L ∈ K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large
d’ordre µ et α ∈ P1(Q). Selon la proposition 4.7 b), l’opérateur obtenu par changement de
variable u = z −α (avec la convention que z −α = z−1 si α =∞) est un G-opérateur au sens
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large. Donc selon l’étape 3, il existe une base de solutions de Lα(y(u)) = 0 au voisinage de
0 de la forme

(
f1(u), . . . , fµ(u)

)
uC , où les fi (u) ∈ K�u� sont des G-fonctions au sens large et

C ∈ Mµ(K) est à valeurs propres rationnelles. Par changement de variable z = u +α, on ob-
tient donc pour base de solutions de L(y(z)) = 0 au voisinage de α la famille(

f1(z −α), . . . , fµ(z −α)
)

(z −α)C ,

qui est bien de la forme annoncée dans l’énoncé du théorème 4.5.

4.5 Taille au sens large d’un opérateur différentiel

Le but de cette partie est d’adapter les résultats du chapitre 1 aux G-opérateurs au sens
large, ce qui permettra de prouver des propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large
cruciales pour les applications aux E-opérateurs au sens large définis et étudiés dans le cha-
pitre 5.

4.5.1 Taille au sens large d’un module différentiel

Commençons par définir une notion de taille au sens large pour les modules différentiels.
Pour cela, il convient d’étudier le comportement de la suite (σs(G))s∈N par équivalence de
systèmes différentiels.

Lemme 4.7

Soit K un corps de nombres, G ∈ Mn(K(z)) et P ∈ GLn(K(z)), soit H = P [G] = PGP−1 +
P ′P−1 une matrice définissant un système y ′ = H y équivalent à y ′ = G y sur Q(z). Alors
σs(H) =σs(G)+o(1)

En particulier, on retrouve le fait, énoncé dans le lemme 4.6 que H satisfait la condition
de Galochkin au sens large si et seulement si G la satisfait.

Démonstration.

Par l’équation (1.6) dans la preuve du lemme 1.2, on a

max
0ÉmÉs

∥∥∥∥ Hm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

ÉC (p) max
0ÉmÉs

∥∥∥∥Gm

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

,

où C (p) = 0 pour tout premier sauf un nombre fini. Donc

σs(H) É 1

s

∑
p∈Spec(OK)

log+C (p)+σs(G) =σs(G)+o(1).

Symétriquement, puisque G = P−1[H ], on a σs(G) É σs(H)+ o(1). Ceci donne l’égalité
voulue.

Le lemme 4.7 implique que l’on peut définir sans ambiguïté la taille au sens large d’un
module différentiel M par la suite σs(M ) := σs(A), car tout module différentiel M peut
être associé à une unique classe d’équivalence de systèmes différentiels [A]. Précisément,
(σs(M ))s∈N∗ est une classe d’équivalence dans RN

∗
pour la relation d’équivalence

(un) ∼ (vn) ⇔ un − vn = o(1).

On note un . vn s’il existe (εn) tendant vers 0 quand n tend vers l’infini et tel que un É
vn +εn . Cette notation sera utile, car toutes les inégalités énoncées ci-dessous sont vraies à
un terme négligeable en o(1) près.
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On rappelle qu’un opérateur L est un G-opérateur au sens large si et seulement si

σs(L) = o(log s).

Comme, pour tout idéal premier p de K et G ∈ Mn(K(z)), la quantité Rp(G) est inva-
riante par équivalence de systèmes différentiels, on peut associer à un module différentiel
M représentant un système y ′ =G y une quantité ρs(M ) = ρs(G) (voir [4, p. 67]). On dit que
(ρs(G))s∈N est le rayon de convergence global au sens large de M .

Le résultat suivant est l’analogue au sens large du théorème d’André-Bombieri. C’est une
version quantitative de la proposition 4.6.

Proposition 4.8

On a, pour G ∈ Mµ(K(z)),

ρs(G).σs(G). ρs(G)+µ−1. (4.33)

Par conséquent, la condition de Bombieri au sens large ρs(G) = o(log s) est vérifiée si
et seulement la condition de Galochkin au sens large est satisfaite par G .

La preuve découle immédiatement de celle de la proposition 4.6.

Remarque. Si limsup
s→+∞

σs(G) < +∞, la matrice G satisfait la condition de Galochkin au sens

strict et de manière équivalente, par le théorème d’André-Bombieri, la condition de Bom-
bieri au sens strict ρs(G) −−−−→

s→+∞ ρ(G) < +∞. Cette situation a déjà été étudiée dans le cha-

pitre 1, si bien que l’on peut supposer que G ne satisfait pas la condition de Galochkin au
sens strict.

Le résultat suivant montre le comportement de la notion de taille au sens large est com-
patible sous les opérations usuelles sur les modules différentiels.

Proposition 4.9

Soient M1,M2,M3 des modules différentiels surQ(z). Alors

a) Si M2 est un sous-module différentiel de M1, alors

σs(M2).σs(M1) et σs (M1
/
M2).σs(M1).

b) On a σs(M1 ×M2) = max(σs(M1),σs(M2)).σs(M1)+σs(M2).

c) On a σs(M∗
1 ).σs(M1)+µ1 −1, où µ1 = dim

Q(z) M1.

d) Si la suite 0 →M2 →M1 →M3 → 0 est exacte, alors on a

σs(M1). 1+σs(M2)+σs(M3)+σs(M∗
3 ). (4.34)

e) On a σs(SymN M1).Nσs(M1).

La preuve est l’adaptation de celle donnée dans le chapitre 1 pour la proposition 1.3.

Démonstration de la proposition 4.9. On rappelle que si A ∈ Mn

(
Q(z)

)
, la suite de ma-

trices (As)s∈N est définie par A0 = In et As+1 = As A+ A′
s pour tout s.

a) est une conséquence directe du lemme 1.3, et b) suit directement de la définition.
Prouvons l’inégalité c) avec l’aide de la proposition 4.8.
On a ρs(M∗

1 ) = ρs(M1), puisque Rp(M∗
1 ) = Rp(M1) pour tout idéal premier p d’un corps

de nombresK [4, Proposition 1, p. 67].
Ainsi, l’application de la proposition 4.8 au module adjoint de M∗

1 donne

σs(M∗
1 ). ρs(M∗

1 )+µ1 −1 = ρs(M1)+µ1 −1.σs(M1)+µ1 −1,
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où µ1 = dim
Q(z) M1. Ceci démontre c).

On passe à la preuve de d).
Par le lemme 1.3, on peut trouver des bases adaptées de M1, M2, M3 telles que, dans ces

bases, M1 (resp. M2, M3) représente le système ∂y =G y (resp. ∂y =G (2) y et ∂y =G (3) y), où

G =
(
G (2) G (0)

0 G (3)

)
.

Soit K un corps de nombres tel que G ∈ Mn(K(z)). On fixe p ∈ Spec(OK). On considère tp
une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire une extension Ωp

complète et algébriquement close de
(
K(tp), | · |p,Gauss

)
.

On pose

X (2)
tp

(z) =
∞∑

s=0

G (2)
s (tp)

s!
(z − tp)s ∈ GLn(Ωp�z − tp�)

(resp. X (3)
tp

∈ GLm(Ωp�z − tp�)) une matrice fondamentale de solutions de ∂y = G (2) y (resp.

∂y = G (3) y) au point générique tp telle que X (2)
tp

(tp) = In (resp. X (3)
tp

(tp) = Im). On considère

X (0)
tp

∈ Mn,m(Ωp�z − tp�) une solution de

∂X (0)
tp

=G (3)X (0)
tp

+G (0)X (2)
tp

(4.35)

telle que X (0)
tp

(tp) = 0.

Alors X tp =
(

X (2)
tp

X (0)
tp

0 X (3)
tp

)
est une matrice fondamentale de solutions de ∂y =G y telle que

X tp(tp) = In+m . Ainsi, on a ∀s ∈ N, ∂s(X tp)(tp) = Gs(tp). Puisque l’on sait que ∂s(X (2)
tp

)(tp) =
G (2)

s (tp) (et de même pour X (3)
tp

), il suffit d’estimer la norme de Gauss de ∂s(X (0)
tp

)(tp) pour
obtenir une estimation sur la taille de G .

Par souci de simplicité, on omettra l’indice tp dans ce qui suit.
Selon l’équation (1.14) dans la preuve de la proposition 1.3, on a, pour tout ` ∈ N∗ et

N Ê `,

log+
∥∥∥∥∥∂`(X (0))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

. h(N ,p,G (3))+h(N ,p,−tG (3))+h(N ,p,G (2))

+ log+ ‖G (0)‖p,Gauss + log max
0ÉiÉN

1

|i |p
.

De plus, quand N →+∞,∥∥∥∥G`

`!

∥∥∥∥
p,Gauss

=
∥∥∥∥∥∂`(X )(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

= max

(∥∥∥∥∥∂`(X (0))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

,

∥∥∥∥∥∂`(X (2))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

,

∥∥∥∥∥∂`(X (3))(tp)

`!

∥∥∥∥∥
p,Gauss

)
,

donc finalement, pour tout s ∈N∗,

σs(M1). 1+σs(M3)+σs(M∗
3 )+σs(M2)+ 1

s

∑
p∈Spec(OK)

log+
∥∥G (0)

∥∥
p,Gauss (4.36)

et le dernier terme de la somme tend vers 0 quand s tend vers l’infini.
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Passons à présent à la preuve de e). On notera a1 . . . aN la classe de a1 ⊗ ·· ·⊗ aN ∈ M⊗N

dans le quotient SymN (M ).
Soit une base B = (e1, . . . ,en) de M1 telle que M1 représente le système ∂y = G y , G ∈

Mn(K(z)). Alors on peut trouver une matrice Gsym à coefficients dans K(z) telle que dans la
base Bsym = {ei1 . . .eiN ,1 É i1 É ·· · É iN É n}, SymN (M1) représente le système ∂y = Gsym y .
Suivant André dans [4, p. 72], introduisons, pour p ∈ Spec(OK), X tp une matrice fondamen-
tale de solutions de ∂y = G y au voisinage du point générique tp telle que X tp(tp) = In . Alors
on a que ∂SymN (X tp) =GsymSymN (X tp).

On omettra l’indice tp dans ce qui suit. Rappelons que si C = ( f1, . . . , fn) est la base ca-
nonique de Ωn

p , X = MatC (u), alors SymN (X ) est la matrice représentant l’endomorphisme

SymN (u) dans la base Csym := { f j1 . . . f jN ,1 É j1 É ·· · É jN É m}, où

SymN (u)( f j1 . . . f jN ) = u( f j1 ) . . .u( f jN ) =
(

n∑
i1=1

Xi1 j1 fi1

)
. . .

(
n∑

iN=1
XiN jN fiN

)
= ∑

1Éi1,...,iNÉn
Xi1 j1 . . . XiN jN fi1 . . . fiN

= ∑
1Éi1É···ÉiNÉn

∑
σ∈S({i1,...iN })

Xσ(i1) j1 . . . Xσ(iN ) jN fi1 . . . fiN .

Donc les coefficients de SymN (X ) sont les
∑

σ∈S({i1,...iN })
Xσ(i1) j1 . . . Xσ(iN ) jN . On constate en

particulier, en regardant les coefficients pour (i1, . . . , iN ) = ( j1, . . . , jN ), que SymN (X )(tp) est la
matrice identité, de sorte que pour tout s,

(
∂sSymN (X )

)
(tp) = (Gsym)s(tp).

Comme | · |p,Gauss est non archimédienne, il s’agit donc de majorer, à ( j1, . . . , jN ) fixé,
|Xi1 j1 . . . XiN jN |p,Gauss pour tout (i1, . . . , iN ).

Soit s ∈N∗ et m É s. Selon la formule de Leibniz généralisée, on a

1

m!
∂m(Xi1 j1 . . . XiN jN ) = ∑

k1+···+kN=m

∂k1 Xi1 j1

k1!
. . .
∂kN XiN jN

kN !
.

On a donc

log+
∣∣∣∣ 1

m!
∂m(Xi1 j1 . . . XiN jN )(tp)

∣∣∣∣
p,Gauss

É log+ max
k1Ém

∣∣∣∣∣∂k1 Xi1 j1

k1!
(tp)

∣∣∣∣∣
p,Gauss

+ . . .

+ log+ max
kNÉm

∣∣∣∣∣∂kN XiN jN

kN !
(tp)

∣∣∣∣∣
p,Gauss

(4.37)

É N log+ max
kÉs

∥∥∥∥∂k X

k !
(tp)

∥∥∥∥= N log+ max
kÉs

∥∥∥∥Gk

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

.

Ainsi, si c est un coefficient de la matrice SymN X , et m É s, on a

log+
∣∣∣∣∂mc

m!
(tp)

∣∣∣∣
p,Gauss

É N log+ max
kÉs

∥∥∥∥Gk

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

.

En prenant le maximum sur tous les coefficients de SymN X et sur tous les m É s, on obtient
donc

log+ max
mÉs

∥∥∥∥∂mSymN X

m!
(tp)

∥∥∥∥
p,Gauss

É N log+ max
kÉs

∥∥∥∥Gk

k !

∥∥∥∥
p,Gauss

,

c’est-à-dire h(s,p,Gsym) É N h(s,p,G). Donc en sommant sur tous les p ∈ Spec(OK), on a
σs(Gsym) É Nσs(G). D’où finalement

σs(SymN M1).Nσs(M1).

Ceci conclut la preuve de la proposition 4.9.
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Remarque. Dans le cas strict, on obtient une inégalitéσ(SymN M1) É (1+log(N ))σ(M1), énon-
cée dans [4, Lemma 2 c), p. 72].

En effet, dans l’équation (4.37), on peut supposer quitte à réordonner les termes du pro-

duit que k1 Ê k2 Ê ·· · Ê kN , de sorte que, pour tout `, m Ê k1 +·· ·+k` Ê `k` et donc k` É
m

`
.

On obtient ainsi

log+
∣∣∣∣ 1

m!
∂m(Xi1 j1 . . . XiN jN )(tp)

∣∣∣∣
p,Gauss

É log+ max
kÉs

∥∥∥∥Gk

k !
(tp)

∥∥∥∥+·· ·+ log+ max
kÉbs/Nc

∥∥∥∥Gk

k !
(tp)

∥∥∥∥ ,

de sorte que

1

s
log+ max

mÉs

∥∥∥∥ (Gsym)m

m!

∥∥∥∥
p,Gauss

É 1

s
log+ max

kÉs

∥∥∥∥Gk

k !
(tp)

∥∥∥∥+·· ·+ 1

s
log+ max

kÉbs/Nc

∥∥∥∥Gk

k !
(tp)

∥∥∥∥ .

En d’autres termes,

h(s,p,Gsym) É h(s,p,G)+
⌊ s

2

⌋ 1

s
h

(⌊ s

2

⌋
,p,G

)
+·· ·+

⌊ s

N

⌋ 1

s
h

(⌊ s

N

⌋
,p,G

)
.

En sommant sur tous les p ∈ Spec(OK), on obtient

σs(Gsym) Éσs(G)+
⌊ s

2

⌋ 1

s
σbs/2c(G)+·· ·+

⌊ s

N

⌋ 1

s
σbs/Nc(G), (4.38)

ce qui est une inégalité alternative au point e) de la proposition 4.9, mais est peu exploitable.
En revanche, en passant à la limite supérieure s →+∞ dans (4.38), on obtient

σ(Gsym) Éσ(G)+ 1

2
σ(G)+·· ·+ 1

N
σ(G) É (1+ log(N ))σ(G), (4.39)

ce qui est le résultat annoncé pour la taille au sens strict.

4.5.2 Propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large

Dans ce qui suit, on note ∂ la dérivation standard d/dz surQ(z).
Nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour en déduire des propriétés

de stabilité algébriques sur l’ensemble des G-opérateurs au sens large qui ont été énoncées
dans la partie 4.2.1. Toutes les propriétés listées ci-dessous sont également vraies pour les
G-opérateurs au sens strict.

Proposition 4.10

Soit L un G-opérateur au sens large. Alors :

a) Tout diviseur à droite de L dansQ(z)[∂] est un G-opérateur au sens large.

b) L’opérateur adjoint L∗ de L est un G-opérateur au sens large.

c) L’ensemble des G-opérateurs au sens large satisfait la propriété de Ore à gauche : si
L et M sont des G-opérateurs au sens large, il existe un multiple commun à gauche
de L et M qui est un G-opérateur au sens large.

Démonstration. Les assertions a) et b) découlent directement des points a) et c) de la
proposition 4.9, puisque, d’une part, si N est un diviseur à droite de L, le module différentiel
MN est un sous-module différentiel de ML et d’autre part, ML∗ ' (ML)∗.

Il reste à prouver c). Soit N = LCLM(L, M) le générateur de l’idéal à gauche Q(z)[∂]L ∩
Q(z)[∂]N . Alors N est un multiple commun à gauche de L et M et il y a un morphisme injectif
de modules différentiels

φ : Q(z)[∂]/Q(z)[∂]N −→ Q(z)[∂]/Q(z)[∂]L×Q(z)[∂]/Q(z)[∂]M
P mod N 7−→ (P mod L,P mod M)

,
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qui fait deQ(z)[∂]/Q(z)[∂]N un sous-module différentiel du module produitQ(z)[∂]/Q(z)[∂]L×
Q(z)[∂]/Q(z)[∂]M . De plus,Q(z)[∂]/Q(z)[∂]N 'MN∗ et de même pour L et M .

D’où, par la proposition 4.9 a) et b), on a σs(N∗).max(σs(L∗),σs(M∗)).
Le point b) nous assure alors, puisque L et M sont des G-opérateurs au sens large que N

est un G-opérateur au sens large.

Corollaire 4.1

Si y1 (resp. y2) est une solution d’un G-opérateur au sens large L1 (resp. L2), alors y1+ y2

est solution d’un G-opérateur au sens large L3.

Démonstration. En utilisant la proposition 4.10 c), on considère M = M1L1 = M2L2 un
multiple commun à gauche de L1 et L2 dans Q(z)[∂] qui est un G-opérateur au sens large.
Alors on a M(y1) = M(y2) = 0, de sorte que M(y1 + y2) = 0.

La proposition 4.9 implique aussi le résultat suivant. On rappelle que un . vn si un =
vn +o(1).

Proposition 4.11

Pour tout L1,L2 ∈Q(z)[∂], on a les inégalités suivantes :

max
(
σs(L1),σs(L2)

)
.σs(L1L2).σs(L1)+2σs(L2)+ord(L2)−1.

Ainsi, un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition 4.11. La proposition 1.8 dans la partie 1.4 nous assure
que la suite

0 →ML2 →ML1L2 →ML1 → 0

est exacte. Par conséquent, ML2 est un sous-module différentiel de ML1L2 et on a ML1 '
ML1L2

/
ML2 . Il découle alors de la proposition 4.9 a) que

max(σs(L1),σs(L2)) = max
(
σs(ML1 ),σs(ML2 )

)
.σs(ML1L2 ) =σs(L1L2),

ce qui est la première inégalité que l’on voulait prouver.
D’autre part, la proposition 4.9 d) donne σs(L1L2).σs(L1)+σs(L2)+σs(L∗

2 ). En utilisant
finalement la proposition 4.9 b), on obtient

σs(L1L2).σs(L1)+2σs(L2)+ord(L2)−1,

ce qui est le résultat voulu.

4.5.3 Produit de solutions d’un G-opérateur au sens large

Le résultat suivant est une conséquence des points a) et e) du théorème 4.9. La preuve
est, mutatis mutandis, la même que celle de la proposition 1.4.

Proposition 4.12

Soit (Mi )1ÉiÉN une famille de modules différentiels surQ(z). Alors

σs(M1 ⊗Q(z) · · ·⊗Q(z) MN ).N max
(
σs(M1), . . . ,σ(MN )

)
.

En particulier, on a σs
(
M⊗N

1

)
.Nσs(M1).
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Remarque. Dans le cas strict, on a (voir la remarque finale de la sous-section 4.5.1) :

σ(M1 ⊗Q(z) · · ·⊗Q(z) MN ) É (1+ log(N ))max
(
σs(M1), . . . ,σ(MN )

)
.

Proposition 4.13

Soient y1 et y2 des solutions respectives de G-opérateurs au sens large L1 et L2. On sup-
pose que chaque Li est d’ordre minimal pour yi . Alors y1 y2 est solution d’un G-opérateur
au sens large L3 et on peut trouver un tel L3 vérifiant

σs(L3). 2max
(
σs(L1),σs(L2)

)
.

Remarque. En utilisant la proposition 4.12, on peut généraliser la proposition 4.13 à un pro-
duit quelconque y1 . . . yN de solutions de G-opérateurs : si L0 est l’opérateur minimal de
y1 . . . yN surQ(z) et Li est l’opérateur minimal de yi , on obtient

σs(L0).N max
(
σs(L1), . . . ,σs(LN )

)
.

Démonstration de la proposition 4.13. On reprend les notations de la preuve de la pro-
position 1.5. On définit le morphisme

ψ : Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2) −→ Q(z)[∂](y1, y2)
K (y1)⊗L(y2) 7−→ K (y1)L(y2).

De plus, l’ensemble M = Q(z)[∂](y1 y2) est un sous-module différentiel de Q(z)[∂](y1, y2),
comme on l’a vu dans la preuve de la proposition 1.5 b).

Par définition, la restriction de ψ à ψ−1(M ) est une surjection ψ̃ :ψ−1(M ) →M .
La factorisation de ψ̃ par son noyau fournit un isomorphisme entre M et N /ker(ψ̃), où

N =ψ−1(M ) est un sous-module différentiel deQ(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2).
En passant aux modules duaux, on obtient M∗ ' N ∗/Im(ψ̃∗) donc par la proposition

4.9 a), si L3 est l’opérateur minimal non nul de y1 y2 surQ(z),

σs(L3) =σs(M∗).σs(N ∗). (4.40)

Par ailleurs, le morphisme dual de N ,→Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2) est une surjection(
Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2)

)∗
�N ∗

et on a (
Q(z)[∂](y1)⊗Q(z)[∂](y2)

)∗ ' (
Q(z)[∂](y1)

)∗⊗ (
Q(z)[∂](y2)

)∗
,

de sorte que, par les propositions 4.9 a) et 4.12,

σs(N ∗).σ
((
Q(z)[∂](y1)

)∗⊗ (
Q(z)[∂](y2)

)∗)
. 2max

(
σs(L1),σs(L2)

)
. (4.41)

Ainsi, la combinaison de (4.40) et (4.41) montre que σs(L3) . 2max
(
σs(L1),σs(L2)

)
, si

bien que L4 est un G-opérateur au sens large.

Une autre application est que l’opérateur minimal d’une série Nilsson-Gevrey au sens
large de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 est un G-opérateur au sens large.
On définit la notion de série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’après An-
dré, qui a étudié les propriétés de leurs analogues au sens strict dans [5].
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Définition 4.10

• Soit s ∈ Q. Les séries Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’ordre s
sont les

y(z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα
(
log z

)k yα,k,`(z), (4.42)

où S ⊂Q×N2 est fini, cα,k,` ∈C et

yα,k,`(z) =
∞∑

n=0
n!s aα,k,`,n zn ∈Q�z�

est tel que (aα,k,`,n)n∈N vérifie les conditions b) et c) de la définition 4.1. On note
NGA`{z}s l’ensemble de ces séries.

• On dit de plus que y(z) est de type holonome si les yα,k,`(z) satisfont la condition
a) de la définition 4.1. On note NGA`h{z}s l’ensemble des séries Nilsson-Gevrey au
sens large de type arithmétique et de type holonome d’ordre s.

Une conséquence immédiate de la proposition 4.13 et du corollaire 4.1 est la proposition
suivante :
Proposition 4.14

Soit S ⊂Q×N×N un ensemble fini, (cα,k,`)(α,k,`)∈S ∈ (C∗)S et une famille ( fα,k,`(z))(α,k,`)∈S

de G-fonctions au sens large non nulles. On considère

f (z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k fα,k,`(z),

qui est une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Alors f (z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle à coef-
ficients dans Q(z) et l’opérateur minimal L de f (z) sur Q(z) est un G-opérateur au sens
large.

Démonstration. La fonction f (z) s’écrit comme une somme de produits de solutions de
G-opérateurs puisque toute G-fonction au sens large est solution d’un G-opérateur au sens
large. Donc selon la proposition 4.13 et le corollaire 4.1, f (z) est solution d’un G-opérateur
au sens large L. Le point a) de la proposition 4.10 nous assure alors que l’opérateur minimal
de f (z) surQ(z) est un G-opérateur au sens large.
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Chapitre 5

Structure des E-opérateurs au sens large

Ce chapitre correspond à la prépublication [35, §6 et 7].

L’étude, menée dans le chapitre 4 de la structure des G-opérateurs au sens large, permet
d’obtenir des informations sur les équations différentielles satisfaites par les E-fonctions au
sens large. En effet, via la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels, André
(cf [5, 6]) en a déduit que toute E-fonction au sens strict était annulée par un E-opérateur au
sens strict dont les seules singularités sont 0 et ∞, la première étant régulière. André a déduit
du théorème d’André-Chudnovsky-Katz un théorème de structure sur les E-opérateurs. Ce
chapitre est consacrée à la définition et à l’étude des E-opérateurs au sens large, à l’aide du
théorème 4.5, et à ses conséquences diophantiennes sur les valeurs des E-fonctions au sens
large.

5.1 E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de définir la notion d’E-opérateur au sens large et de donner
quelques propriétés de ces opérateurs. Nous suivons la définition des E-opérateurs au sens
strict d’André.

Si f (z) est une fonction suffisamment régulière, sa transformée de Laplace est la fonction

F ( f ) : x 7→
∫ ∞

0
e−xz f (z)dz. (5.1)

Dans le cas où f (z) =
∞∑

n=0

an

n!
zn est une E-fonction au sens large, F ( f ) est bien définie,

car, comme mentionné dans la section 4.1, la suite (|an |)n est en réalité majorée par une suite
géométrique (C n+1)n à partir d’un certain rang, ce qui assure la convergence de l’intégrale

de (5.1) pour Re(x) > 1

C
.

Considérons

F∗ : Q

[
z,

d

dz

]
−→ Q

[
z,

d

dz

]
z 7−→ d

dz
d

dz
7−→ −z

la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels. Il s’agit d’un automorphisme
d’anneaux non commutatifs de Q[z,d/dz] d’ordre 4 et d’inverse F∗ = s ◦F∗ ◦ s, où s est la
symétrie définie par (s(z), s(d/dz)) = (d/dz, z).

Les propriétés essentielles des transformées de Laplace et Fourier-Laplace sont rappelées
dans [5, p. 716]. Signalons que ce qu’André entend par transformée de Fourier-Laplace est,
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avec nos notations, F∗, ce qui n’influe pas sur la définition de la notion d’E-opérateur (voir
[5, §4.1, p. 720]). De plus, l’argument de [5, §4.1, p. 720] prouve mutatis mutandis que L est
un E-opérateur au sens large si et seulement si F∗(L) est un G-opérateur au sens large.

Les faits suivants découlent des calculs de [13, p. 25] :

i) Si f est une E-fonction au sens large, alors sa transformée de Laplace g (x) = F ( f )(x)
est une G-fonction au sens large en 1/x. La transformée de Laplace établit ainsi une
correspondance entre E- et G-fonctions au sens large. Ceci est également vrai au sens
strict.

ii) Si L est un opérateur différentiel tel que L(F ( f )) = 0, alors on a F∗(L)( f ) = 0, ce qui
explique le nom donné à F∗.

André a défini un E-opérateur au sens strict comme la transformée de Fourier-Laplace
d’un G-opérateur au sens strict. Par analogie, on définit une notion d’E-opérateur au sens
large.

Définition 5.1

On désigne par E-opérateur au sens large la transformée de Fourier-Laplace d’un G-
opérateur au sens large.

Les propriétés de morphisme d’anneaux de la transformée de Fourier-Laplace permettent
de déduire que l’ensemble des E-opérateurs au sens large a les propriétés algébriques de
l’ensemble des G-opérateurs au sens large (proposition 4.10). C’est ce qu’affirme la proposi-
tion suivante.
Proposition 5.1

Soient L et M des E-opérateurs au sens large. Alors :

a) Tout diviseur à droite de L dansQ(z)[∂] est un E-opérateur au sens large.

b) L’opérateur adjoint L∗ de L est un E-opérateur au sens large.

c) Il existe un multiple commun à gauche de L et M qui est un E-opérateur au sens
large (propriété de Ore à gauche).

d) Le produit LM est un E-opérateur au sens large.

Ceci découle des propositions 4.10 et 4.11 et du fait que F∗ est un morphisme d’anneaux
de l’ensemble des G-opérateurs au sens large vers l’ensemble des E-opérateurs au sens large.

De plus, pour le point b), on rappelle que l’opérateur adjoint (F∗(L))∗ est la transformée
de Fourier-Laplace F∗(L∗) de L∗ (cf [39, §V.3.6]).

Un résultat similaire vaut pour les E-opérateurs au sens strict, comme cela avait été re-
marqué par André [5, p. 720].

L’appellation d’« E-opérateur » au sens large est justifiée par la proposition suivante, adap-
tation du résultat déjà connu dans le cas strict [5, Théorème 4.2, p. 720]. C’est une consé-
quence du théorème 4.1 de la partie 4.1.

Proposition 5.2

Toute E-fonction au sens large est solution d’une équation différentielle L(y(z)) = 0, où
L est un E-opérateur au sens large.

De manière générale, soit une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmé-
tique et de type holonome d’ordre −1, c’est-à-dire une fonction

f (z) = ∑
(α,k,`)∈S

cα,k,`zα log(z)k fα,k,`(z), (5.2)

où S ⊂Q×N2 est un ensemble fini, cα,k,` ∈C, et les fα,k,`(z) sont des E-fonctions au sens
large. Alors f est solution d’un E-opérateur au sens large.
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Pour la démonstration, nous aurons besoin de la proposition 4.14 ci-dessus, qui affirme
que toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et de type holonome d’ordre 0 au sens
large est solution d’un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition 5.2. Soit f (z) une E-fonction au sens large. Alors il
existe une G-fonction g telle que F ( f )(x) = g (1/x).

Selon le théorème 4.1, l’opérateur minimal M0 de g (u) sur Q(u) est un G-opérateur au
sens large. Donc comme la notion de G-opérateur au sens large est invariante par change-
ment de variable u = 1/x (Proposition 4.7 b) ci-dessus), l’opérateur minimal M de F ( f ) sur
Q(x) est un G-opérateur au sens large.

Or, l’assertion ii) précédant la définition 5.1 implique que M(F ( f )) = 0 ⇒F∗(M)( f ) = 0,
de sorte que F∗(M) est un E-opérateur au sens large annulant f (z).

Traitons le cas plus général où f (z) est de la forme (5.2). Soit L ∈Q
[

z,
d

dz

]
tel que L( f (z)) =

0. Alors, en notant g (z) =F ( f )(z), selon les formules (5.3.7) et (5.3.8) de [5, pp. 729–730], on

peut trouver ρ ∈ N tel que
dρ

dzρ
F∗(L)(g (z)) = 0. Donc g (z) est holonome. De plus, selon le

lemme 5.2 ci-dessous, on peut écrire

g (z) = ∑
(α,k,`)∈T

λα,k,`zα log(z)k gα,k,`

(
1

z

)
,

où T ⊂ Q×N2 est un ensemble fini, λα,k,` ∈ C, et les gα,k,`(z) sont des G-fonctions au sens
large.

Ainsi, selon la proposition 4.14, g (1/z) est annulée par un G-opérateur au sens large. En
effectuant le changement de variable u = 1/z, on obtient en conséquence de la proposition
4.7 b) que g (z) est annulée par un G-opérateur au sens large M . On a alors, selon [5, (5.3.7)
et (5.3.8), p. 729], F∗(M)( f (z)) = 0 et F∗(M) est un E-opérateur au sens large par définition.
Ceci est le résultat voulu.

On peut traiter de manière plus directe le cas où f (z) = zαF (z), où F est une E-fonction
au sens large. On utilise pour cela la même formule que celle donnée dans [5, p. 721], c’est-
à-dire

F ( f )(x) = Γ(α+1)x−α−1
[(

1− 1

x

)−α
?xF (F )(x)

]
,

où ? désigne le produit de Hadamard. On voit que

(
1− 1

x

)−α
?xF (F )(x) est une G-fonction

au sens large en 1/x, car α ∈Q et F est une E-fonction au sens large.
On se sert alors du lemme suivant :

Lemme 5.1

Soit L un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict), a ∈Q et La = zaLz−a ∈Q(z)[d/dz].
Alors La est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict).

Selon ce lemme, F ( f )(x) est donc solution d’un G-opérateur au sens large. Le raisonne-
ment ci-dessus s’applique donc encore à F ( f )(x).

La preuve du lemme 5.1 ci-dessous est plus directe que celle de la proposition 4.14.

Démonstration du lemme 5.1. On fait la démonstration dans le cas large. Les solutions
de l’équation La(w(z)) = 0 sont les za y(z) quand L(y(z)) = 0. On note G (resp. Ga) la matrice
compagnon de L (resp. La). Soit

Y (z) =

 f1 . . . fµ
...

...

f (µ−1)
1 . . . f (µ−1)

µ
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une matrice fondamentale de solutions du système y ′ = G y . En notant gi (z) = za fi (z), on
voit donc que

Z (z) =

 g1 . . . gµ
...

...

g (µ−1)
1 . . . g (µ−1)

µ


est une matrice fondamentale de solutions du système y ′ =Ga y . De plus, on a Gs = Y (s)Y −1

et (Ga)s = Z (s)Z (−1) pour tout s.
Calculons la matrice Z en fonction de Y . Selon la formule de Leibniz pour tout ` ∈

{0, . . . ,µ−1},

g (`)
i (z) = ∑

k=0

(
`

k

)
(za)(`−k) f (k)

i (z) = ∑̀
k=0

(a − (`−k)+1)`−k za−(`−k) f (k)
i (z).

Ainsi, Z =U Y , où U := (
u`,k

)
k,` ∈ zaMn(Q(z)), u`,k :=

(
`

k

)
(a − (`−k)+1)`−k za−(`−k) est

une matrice triangulaire inférieure inversible. En notant v`,k =
(
`

k

)
(a − (`−k)+1)`−k , on a,

pour tout k É `,

u(s)
`,k

s!
= v`,k

(za−(`−k))(s)

s!
= v`,k

(a − (`−k)− s +1)s

s!

(za−(`−k))(s)

s!
.

Or, pour tout γ ∈ Q, le dénominateur commun de (γ)0/0!, . . . , (γ)s/s! divise den(γ)2s (voir

lemme 3.11). Donc on peut trouver une constante c ∈N∗ tel que den(a)2sc
U (s)

s!
∈ zaMn

(
O
Q

[z,1/z]
)
.

Donc par la formule de Leibniz, on a pour s ∈N,

Z (s)Z−1

s!
= (U Y )(s) =

s∑
k=0

1

s!

(
s

k

)
U (s−k)Y (k)Y −1U−1 =

s∑
k=0

U (s−k)

(s −k)!

Gk

k !
U−1.

Considérons T ∈Q[z] tel que TG ∈Mn(Q[z]) et q ∈N tel que zqU ∈ zaMn(Q[z]). Comme
G vérifie la condition de Galochkin au sens large, on peut trouver pour tout s un entier qs

non nul tel que qs
T kGk

k !
∈ Mn(O

Q
[z]) et vérifiant, pour tout ε > 0, qs É s!ε pour tout s suffi-

samment grand relativement à ε. Prenons un polynôme D tel que DU−1 ∈ zaMn(O
Q

[z]).
Ainsi, on obtient finalement

zqsDT s qsden(a)2sc
Z (s)Z−1

s!
∈Mn(O

Q
[z])

et q̃s := zqsDT s qsden(a)2s satisfait, pour tout ε > 0, la condition q̃s É s!ε pour tout s suffi-
samment grand relativement à ε.

Le cas strict se traite mutatis mutandis. Ceci achève la preuve du lemme 5.1.

5.2 Structure des E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théorème de structure des G-opérateurs au sens
large (théorème 4.5) le théorème 5.1 sur les équations différentielles satisfaites par les E-
fonctions au sens large, en adaptant la théorie d’André des E-opérateurs au sens strict déve-
loppée dans [5, pp. 715–724].

Par analogie avec lesZ-fonctions introduites dans [5, p. 713], on définit la famille de fonc-
tions suivante, qui apparaît dans le théorème de structure des E-opérateurs au sens large
(théorème 5.1 ci-dessous) :
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Définition 5.2

Une Z-fonction au sens large est une série f (z) =
∞∑

n=0
ann!zn ∈Q�z� vérifiant la condition

a) de la définition 4.1 et telle que les an vérifient les conditions b) et c) de la définition
4.1.

Dans [5, Théorème 4.3, p. 721], André a précisé la structure des E-opérateurs au sens
strict. Le théorème suivant est l’analogue de son résultat au sens large. La démonstration,
adaptée de celle donnée par André dans le cas strict, fera l’objet de la partie 5.3.

Théorème 5.1

Soit L ∈Q(z)[d/dz] un E-opérateur au sens large d’ordre ν. Alors

a) Les seules singularités de L sont 0 et l’infini, qui est en général un point irrégulier ;

b) L’opérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les ex-
posants en ∞ de F∗(L).

c) Les pentes du polygone de Newton de L en l’infini sont dans {0,1}.

d) Il existe une base de solutions en 0 de l’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(F1(z), . . . ,Fν(z)) · zΓ0 ,

où les F j sont des E-fonctions au sens large et Γ0 ∈ Mν(Q) est triangulaire supé-
rieure.

e) Il existe une base de solutions en ∞ de l’équation L(y(z)) = 0 de la forme(
f1

(
1

z

)
, . . . , fν

(
1

z

))
·
(

1

z

)Γ∞
e−∆z ,

où les f j sont des Z-fonctions au sens large, ∆ est la matrice diagonale dont les
coefficients sont les singularités à distance finie de F∗(L) (comptées avec multi-
plicité), et Γ∞ désigne une matrice triangulaire supérieure à coefficients dans Q
qui commute avec ∆.

En conséquence de la proposition 5.2 et du théorème 5.1, si f (z) est une E-fonction au
sens large, toutes les singularités différentes de 0 et ∞ de son opérateur minimal non nul
L sur Q(z) sont apparentes. En effet, l’opérateur minimal de f (z) est facteur à droite d’un
opérateur n’ayant que 0 et ∞ pour singularités. Ce fait a été énoncé par André dans [6, p.
747]. De plus, la singularité 0 vérifie les propriétés b) et d) du théorème 5.1 (cf [5, Corollaire
4.4, p. 724]).

Remarques. i) Le lemme 4, p. 518, de [28] affirme que tout point ξ ∈Q∗
est un point régu-

lier ou une singularité régulière de l’équation différentielle minimale d’une E-fonction,
ce qui est une conséquence du théorème 5.1. En effet, si L ∈Q(z)[d/dz] est un opéra-
teur singulier régulier en a ∈Q et M divise L dans Q(z)[d/dz], alors M est singulier ré-
gulier en a. Ceci est un résultat connu qui découle de la définition de la régularité des
singularités. La preuve de Gorelov exploite directement les propriétés des E-fonctions
au sens large sans passer par la transformée de Fourier-Laplace.

ii) Gorelov [28, Theorem 1, p. 514] a obtenu le résultat suivant sur les E-fonctions d’ordre
2 : si f (z) une E-fonction au sens large dont l’opérateur minimal L surQ(z) est d’ordre
2, on peut écrire

f (z) = a(z)eµz
1F1(α;β;λz)+b(z)eµz

1F ′
1(α;β;λz), (5.3)
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où a(z),b(z) ∈Q[z], λ ∈Q, µ ∈Q, et α ∈Q,β ∈Q\ZÉ0.

Dans [46], Rivoal et Roques ont démontré, en s’appuyant sur la théorie d’André des E-
opérateurs, un énoncé analogue à (5.3) dans le cas où f (z) est une E-fonction au sens
strict, en ajoutant queα−β 6∈Zmais avec l’affirmation plus faible que a(z),b(z) ∈Q(z).

Le théorème 5.1 ci-dessus permet d’obtenir l’analogue du résultat de Rivoal et Roques
pour les E-fonctions au sens large en adaptant la démarche de [46]. En effet, selon
le théorème 5.1, l’opérateur minimal de f (z) sur Q(z) vérifie les hypothèses de [46,
Theorem 5, p. 8], ainsi que les conditions (1), (2) et (3) de [46, §5.2, p. 12–13].

Le théorème de Gorelov constitue une réponse positive au problème de Siegel pour les
E-fonctions d’ordre 2. Le problème de Siegel consiste en la question suivante : toute
E-fonction est-elle dans la Q[z]-algèbre engendrée par les fonctions hypergéométriques
de la forme

∞∑
n=0

(a1)n . . . (ap )n

(b1)n . . . (bq )n
λn zn(q−p),

quand 0 É p < q, a1, . . . , ap ∈Q, b1, . . . ,bq ∈Q\ZÉ0 et λ ∈Q?

Dans le cas général, on sait que la réponse à cette question est négative. En effet, dans
[26], Fresán et Jossen ont exhibé un exemple de E-fonction non hypergéométrique.

5.3 Démonstration du théorème 5.1

Cette section est consacrée à la preuve du théorème 5.1, en suivant et adaptant la dé-
monstration du Théorème 3.4.1 de [5] détaillée dans [5, §5, pp. 725–735].

Puisqu’un G-opérateur au sens large est fuchsien selon le théorème 4.1, le point a), ainsi
que la régularité de L en 0, découlent des calculs menés dans [13, p. 25]. En réalité, pour
avoir la régularité de L en 0, il suffit d’invoquer le fait que ∞ est une singularité régulière du
G-opérateur au sens large F∗(L).

Passons au point b). Pour M ∈Q(z)[d/dz], on note NR(M) le polygone de Newton-Ramis
de M , tel que défini dans [44, pp. 7–8]. On sait que M est un opérateur singulier régulier en
0 et ∞ si et seulement si NR(M) admet pour seule pente 0, c’est-à-dire si on peut trouver
a,b,c ∈R tels que

NR(M) = {
(u, v) ∈R2, a É u É b et v É c

}
.

Or, selon [5, p. 726], NR(F∗(M)) = τ(NR(M)), où τ : (u, v) 7→ (u + v,−v). Comme τ est in-
volutive, on en déduit que NR(F∗(M)) = τ(NR(M)). De plus, si (u, v) ∈R2 et τ(u, v) = (u′, v ′),
on a {

a É v É b

u É c
⇔

{
−b É v ′ É−a

v ′ É c −u′,

de sorte que M est singulier régulier en 0 et∞ si et seulement si les seules pentes du polygone
de Newton NR(F∗(M)) sont 0 et −1. Puisque les pentes négatives correspondent aux pentes
du polygone de Newton classique de F∗(M) en ∞, il en découle que M est singulier régulier
en 0 et ∞ si et seulement si F∗(M) est singulier régulier en 0 et irrégulier de pentes dans
{0,1} en ∞.

En appliquant cette assertion au G-opérateur M tel que L =F∗(M), qui est un opérateur
fuchsien selon le théorème 4.1, on obtient le point c).

On peut répéter le même raisonnement au voisinage de tout point a de Q. Il découle
du caractère fuchsien de M que les pentes de F∗(Ma), où Ma est l’opérateur obtenu par
changement de variable u = z −a, sont dans {0,1}.

On obtient ainsi en reproduisant mutatis mutandis l’argument de [5, p. 720], qui utilise
le théorème de Turritin-Levelt, une base de solutions en ∞ de l’équation L(y(z)) = 0 de la
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forme (
f̂1

(
1

z

)
, . . . , f̂ν

(
1

z

))(
1

z

)∆∞
e−∆z ,

où les f̂ j sont des séries de Laurent à coefficients dansQ, ∆ est une matrice diagonale, et Γ∞
désigne une matrice triangulaire supérieure sous forme de Jordan qui commute avec ∆.

Par construction (voir [5, p. 725]), si M ∈Q(z)[d/dz] est fuchsien, alors F∗(M) est de type
exponentiel selon la terminologie de [39, p. 195] (ou exponentiel élémentaire avec les mots
d’André). On peut donc utiliser le raisonnement de [5, §5.2, pp. 726–728], fondé sur des ar-
guments généraux sur les microsolutions des opérateurs de type exponentiel. Il nous assure
alors que, puisque F∗(L) est fuchsien à exposants rationnels, les exposants non entiers de L
sont (modulo Z et comptés sans multiplicité) les exposants en ∞ de F∗(L). Ceci prouve le
point b) du théorème 5.1.

La partie 5.3 pp. 728–730 de [5] a permis de construire à partir de la transformée de La-
place deux applications injectives C-linéaires

C�z�[log z]
ϕ

�
ψ
C

�
1

z

�[
log

1

z

]
, (5.4)

C�u� désignant l’anneau des séries de Puiseux en u.
Un ingrédient essentiel de la preuve des points d) et e) du théorème 5.1 est le lemme

suivant, analogue de [5, Proposition 5.4.1]. Il est également utilisé dans la preuve de la pro-
position 5.2 ci-dessus. On rappelle que les ensembles NGA`h{z}s ont été introduits dans la
définition 4.10.
Lemme 5.2

Les applications définies en (5.4) induisent des applications C-linéaires injectives

NGA`h{z}−1�NGA`h

{
1

z

}
0

, NGA`h{z}0�NGA`h

{
1

z

}
1

.

De plus, on a

ϕ−1
(
NGA`h

{
1

z

}
0

)
= NGA`h{z}−1, ψ−1

(
NGA`h{z}−1

)
= NGA`h

{
1

z

}
0

et de même pour NGA`h{z}0 et NGA`h

{
1

z

}
1
.

Démonstration. Il s’agit de montrer l’analogue au sens large des assertions (5.4.2) et (5.4.3)
de la démonstration d’André dans le cas strict [5, pp. 731–732]. Dans ce qui suit, on appelle

« suite holonome » toute suite (an)n telle que
∞∑

n=0
an zn est solution d’une équation différen-

tielle non nulle à coefficients dansQ(z).
Le seul point de l’argumentation d’André qui nécessite une adaptation au sens large

consiste à prouver que les formules (5.4.4) et (5.4.7) de [5], issues de calculs génériques sur
la transformée de Laplace, définissent des suites holonomes vérifiant les conditions b) et c)
de la définition 4.1.

Soient donc a = (an)n∈N une suite holonome de nombres algébriques vérifiant les condi-
tions b) et c) de la définition 4.1, α ∈Q et k ∈N. On définit respectivement la E-fonction au
sens large et la Z-fonction au sens large en la variable 1/z

Fa(z) =
∞∑

n=0

an

n!
zn et fa =

∞∑
n=0

ann!z−n .
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Alors André a prouvé que

F
(
zα logk (z)Fa(z)

)
=

j0∑
j=0

∞∑
n=0

bn, j z−α−1−n log j z (5.5)

et F
(
zα logk (z)fa(z)

)
=

j1∑
j=0

∞∑
n=0

cn, j z−α−1−n log j z, (5.6)

où, si α 6∈Z− (resp. α 6∈N) la suite (bn, j0 )n (resp. (cn, j1 )n) correspondant à la plus haute puis-
sance du logarithme apparaissant dans (5.5) (resp. (5.6)) est définie par l’équation (5.4.4) de
[5] :

j0 = k et bn, j0 = (−1) j0Γ(α+1)
(α+1)n

n!
an

j1 = k et cn, j1 = (−1) j1+nΓ(α+1)
n!

(−α−1)n
an si α 6∈Z

j1 = k +1 et cn, j1 = (−1)α+n 1

j1

(
n

−α−1

)an si α ∈Z, α< 0

et dans le cas contraire, comme l’a remarqué André, on se ramène au cas précédent en re-
tranchant de Fa(z) (resp. fa(z)) un élément deQ[1/z] (resp.Q[z]).

Il s’agit donc de démontrer que les suites (bn, j0 )n et (cn, j1 )n vérifient les points b) et c) de
la définition 4.1. Comme le maximum des dénominateurs (resp. des tailles) d’un quotient de
symboles de Pochhammer (u)0/(v)0, . . . , (u)n/(v)n a une croissance au plus géométrique en
n (cf [50, §9, pp. 54–58]), (5.4.4) de [5] fournit bien des suites dont le dénominateur et la taille
croissent au plus en n!ε, pour tout ε> 0 fixé.

De plus, comme toute série hypergéométrique
∞∑

n=0

(α1)n . . . (αp )n

(β1)n . . . (βq )n
zn est holonome et qu’un

produit ou une somme de suites holonomes est holonome, l’équation (5.4.4) de [5] définit
bien des multiples dans C de suites holonomes.

Soit maintenant j ∈ {0, . . . ,k − 1}. De la même manière, les suites apparaissant dans la
formule (5.4.7) de [5] :

bn, j = n!

(−α−1)n
ρn, j an (α 6∈Z∗

−)

cn, j = (−1)n n!

(−α−1)n
ρ−n, j an si α 6∈Z

cn, j = 1(
n

−α−1

)ρ−n, j an si α ∈Z∗
−

sont combinaisons linéaires à coefficients dans C de suites satisfaisant les conditions b) et c)
de la définition 4.1. En effet, la formule (5.4.6) implique l’existence de suites (rm,i )m∈Z pour
0 É i É k +1 et de nombres complexes ρ0, . . . ,ρk+1 tels que

∀m ∈Z, rm, j =
k+1∑
i=0

rm,iρi ,

où pour tout i , (rm,i )m∈N et (r−m,i )m∈N satisfont les conditions b) et c) de la définition 0.1. De
plus, l’holonomie des suites (rm,i )m et (r−m,i )m est assurée par la formule (5.4.6) de [5] :

ρm, j = ρm−1, j − j +1

α+m
ρm−1, j+1.

Ainsi, la formule (5.4.7) de [5] fournit bien des suites (bn, j ) et (cn, j ) qui sont combinaisons
linéaires à coefficients dans C de suites holonomes.

138



On démontre le point d) en remplaçant « E-opérateur » par « E-opérateur au sens large »,
et de même pour les G-opérateurs, dans [5, p. 734]. En effet, la preuve d’André utilise les ré-
sultats de [5, §5.3, pp. 728–730] qui ne concernent pas les E-fonctions et la proposition 5.4.1
d’André dont le lemme 5.2 est l’analogue au sens large. De plus, on prouve les trois faits sui-
vants :

• Si Φ est un E-opérateur au sens large et ρ ∈ N, alors Ψ := dρ

dzρ
F∗(Φ) est un G-opérateur

au sens large, car la transformée de Fourier-Laplace d’un E-opérateur au sens large est un G-
opérateur au sens large et l’ensemble des G-opérateurs au sens large est stable par produit.

• Selon le théorème 4.5 appliqué en ∞, si y(z) ∈ C
�

1

z

�[
log

1

z

]
est tel que Ψ(y(z)) = 0, alors

y(z) ∈ NGA`h

{
1

z

}
0
.

• Si F (y)(z) ∈ NGA`h

{
1

z

}
0

alors, selon le lemme 5.2, on a y(z) ∈ NGA`h {z}−1.

On obtient ainsi une base de solutions de l’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(y1(z), . . . , yν(z)) = (F1(z), . . . ,Fν(z)) · zΓ0 ∈ NGA`h{z}1,

où Γ0 ∈Mn(Q) est triangulaire supérieure.

Enfin, la preuve du point e) issue de [5, §5.6, pp. 733–734] s’adapte également au sens
large. Elle utilise une nouvelle fois les résultats de [5, §5.3, pp. 728–730] ainsi que le lemme 5.2.

Les points spécifiques aux E-opérateurs à adapter – et les arguments qui permettent cette
adaptation – sont les suivants :

• Φ⊗ e−ζ j z [...] est encore de type E, car F∗(Φ⊗ e−ζ j z) est le G-opérateur translaté de F∗Φ
par ζ j . Dans le cas large, ceci découle de ce que l’ensemble des G-opérateurs au sens large

est invariant par changement de variable u = z − a, a ∈ Q (Proposition 4.7 b)). De plus, la
transformée de Fourier-Laplace d’un E-opérateur au sens large est un G-opérateur au sens
large.
• ỹ+

j (−z) est solution du G-opérateur F∗Φ [...], on a donc ỹ+
j ∈ NGA{z}0 (ici, y+

j désigne la

transformée de Laplace de y j ). Dans le cas large, ceci découle du théorème 4.5. De plus, y+
j

est de type holonome, toujours selon le théorème 4.5.

La conclusion de la preuve du point e) du théorème 5.1 repose alors sur le lemme suivant,
analogue au sens large de [5, Proposition 5.6.3, p. 734] :

Lemme 5.3

Soient f̂ ∈C
((

1

z

))
etα ∈Q. Alors f̂ est solution d’un E-opérateur au sens large si et seule-

ment si zα f̂ est solution d’un E-opérateur au sens large.

Démonstration. La preuve est la même mutatis mutandis que celle de [5, Proposition
5.6.3, p. 734]. En effet :
• Tout E-opérateur au sens large Φ a ses pentes à l’infini dans {0,1} selon le point c) du théo-
rème 5.1. Si 1 est effectivement une pente de Φ à l’infini, alors toute solution g ∈ C�1/z� de
Φ(y(z)) = 0 au voisinage de ∞ est 1-sommable au sens de Ramis (voir [43, p. 34]) dans toute
direction non singulière. Ceci est a fortiori vrai si 0 est la seule pente de Φ à l’infini, car ∞
est alors un point singulier régulier de Φ, ce qui assure la croissance modérée des solutions
de Φ(y(z)) = 0 dans les secteurs. C’est cette 1-sommabilité qui est nécessaire dans la preuve
d’André que nous adaptons.
• Soit V un secteur de C inclus dans un plan fendu C\D, où D est une demi-droite d’origine
0. Selon le théorème 5.1 d), toute fonction ỹ(z) vérifiant L(ỹ(z)) = 0 dans V est la restriction
d’un certain élément y(z) de NGA`h{z}−1.
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• Si w(z) ∈ NGA`h{z}−1, alors la proposition 5.2 nous assure de l’existence d’un E-opérateur
au sens large L′ tel que L′(w(z)) = 0.

5.4 Nouvelle preuve d’un théorème d’André sur les E-fonctions
au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théorème de structure des E-opérateurs au sens
large (théorème 5.1) une nouvelle démonstration d’un résultat diophantien sur les valeurs
des E-fonctions au sens large, dû à André [7], qui généralise le théorème fondamental suivant
de Siegel-Shidlovskii.

Théorème 5.2 (Siegel–Shidlovskii, 1929/1956, [49], p. 139)

Soit ( f1, . . . , fn) une famille de E-fonctions au sens large. Soit f =t ( f1, . . . , fn), supposons
qu’il existe A ∈ Mn(Q(z) tel que f′ = Af. Prenons α ∈Q tel que αT (α) 6= 0, où T (z) ∈Q[z]
est tel que T (z)A(z) ∈Mn(Q[z]).

Alors le degré de transcendance sur Q de ( f1(α), . . . , fn(α)) est égal au degré de trans-
cendance surQ(z) de ( f1(z), . . . , fn(z)).

Ce théorème généralise le théorème de Lindemann-Weierstrass. En effet, si (α1, . . . ,αn) ∈
Q

n
est une famille libre sur Q, alors (eα1z , . . . ,eαn z) est une famille de E-fonctions au sens

large vérifiant les hypothèses du théorème dont les composantes sont algébriquement indé-
pendantes surQ(z), de sorte qu’en évaluant en 1, le théorème 5.2 nous assure que eα1 , . . . ,eαn

sont algébriquement indépendants surQ.
Beukers a ensuite démontré le théorème suivant dans [14]. Il constitue un raffinement

du théorème 5.2 dans le cas strict. En effet, le théorème 5.2 est vrai quant à lui pour les E-
fonctions au sens large.

Théorème 5.3 (Beukers, 2006, [14], Theorem 1.3, p. 370)

Soit ( f1, . . . , fn) une famille de E-fonctions au sens strict vérifiant les hypothèses du théo-
rème 5.2. Alors pour tout polynôme homogène P ∈Q[X1, . . . , Xn] tel que P ( f1(α), . . . , fn(α)) =
0, il existe un polynôme Q ∈Q[Z , X1, . . . , Xn] homogène en les variables X1, . . . , Xn tel que

Q(α, X1, . . . , Xn) = P (X1, . . . , Xn) et Q(z, f1(z), . . . , fn(z)) = 0.

Finalement, le théorème suivant, déjà cité dans l’introduction (théorème 0.2), a été prouvé
par André dans l’article [7] dans lequel il développe une généralisation de la correspon-
dance de Galois différentielle. C’est une conséquence de [7, Corollaire 1.7.1, p. 6], qui s’ap-
plique non seulement, sous certaines hypothèses, à une famille de fonctions de la forme
(y, y ′, . . . , y (n−1)), quand y est solution d’une équation différentielle à coefficients dans Q(z),
mais plus généralement à tout vecteur de fonctions ( f1, . . . , fn) solution d’un système diffé-
rentiel y ′ = Ay , A ∈ Mn(Q(z)), comme Y. André nous l’a confirmé. Les hypothèses du corol-
laire 1.7.1 sont satisfaites si ( f1, . . . , fn) est un vecteur de E-fonctions au sens large car, d’une
part, toute E-fonction au sens large non polynomiale est transcendante sur Q(z) puisque
c’est une fonction entière, et d’autre part, le théorème 5.2 nous assure que le degré de trans-
cendance sur Q de ( f1(ξ), . . . , fn(ξ)) est égal au degré de transcendance sur Q(z) de la famille
( f1(z), . . . , fn(z)).

Théorème 5.4 (André, 2014, [7])

Le théorème 5.3 reste vrai si l’on remplace partout « strict » par « large ».
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Notre but dans cette partie est de fournir une nouvelle preuve du théorème 5.4 plus
proche de l’esprit initial de la preuve de Beukers, à l’aide de l’étude des E-opérateurs au
sens large menée dans la section 5.1.

Le point central de la preuve est la proposition suivante, conséquence du théorème 5.1.
Beukers en a prouvé l’analogue au sens strict dans [14, p. 372].

Proposition 5.3

Soit f une E-fonction au sens large à coefficients rationnels. Alors si f (1) = 0, l’équation
différentielle minimale de f admet 1 pour singularité, et elle est apparente.

Démonstration. Écrivons f (z) =
∞∑

n=0

fn

n!
zn = (1−z)g (z), où g (z) =

∞∑
n=0

gn

n!
zn . Alors, puisque

f (1) = 0, on a

∀n ∈N,
gn

n!
=

n∑
k=0

fk

k !
=−

∞∑
k=n+1

fk

k !
.

Soient ε> 0 et n0(ε) ∈N tels que ∀n Ê n0(ε), | fn | É (n!)ε. On déduit d’une majoration du reste
de la série

∑
n∈N

(n!)ε−1 que

∀n Ê n0(ε), |gn | É n!

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=n+1

1

(k !)1−ε

∣∣∣∣∣É n!

(n!)1−ε É (n!)ε,

et de plus si dn = den( f0, . . . , fn), on a ∀k É n,dn gk ∈ O
Q

, donc den(g0, . . . , gn) É dn É (n!)ε

pour n suffisamment grand. Ainsi, comme g est solution de L((1− z)g (z)) = 0 si f vérifie
L( f (z)) = 0, L ∈Q(z) [d/dz], on en conclut que g est une E-fonction au sens large.

Selon le théorème 5.1 a), si M(y(z)) = 0 est une équation différentielle minimale de g ,
M 6= 0, alors elle a une base de solutions holomorphes au voisinage de 1, notée (g1(z), . . . , gµ(z)).

Donc si L = M ◦ (1− z) ∈Q(z) [d/dz], l’équation différentielle L(y(z)) = 0 est d’ordre minimal
µ pour f et possède au voisinage de 0 une base de solutions ((1− z)g1(z), . . . , (1− z)gµ(z))
holomorphes s’annulant en 1. Donc elle a une singularité en 1, mais elle est apparente.

En répétant mutatis mutandis la preuve, basée sur des arguments de théorie de Galois
différentielle, de [14, pp. 373–374], on en déduit le théorème suivant. Les points clefs qui
permettent de généraliser sa démonstration au cas large sont le fait qu’une E-fonction au
sens large est une fonction entière et la proposition 5.3, le reste relève d’arguments généraux
sur les groupes algébriques.

Théorème 5.5

Soit f (z) une E-fonction au sens large d’équation différentielle minimale L(y(z)) = 0.
Soit ξ ∈Q∗

tel que f (ξ) = 0. Alors L a une singularité en ξ, qui est apparente.

Le théorème 5.4 s’ensuit par une preuve identique à celle de [14, pp. 375–377].

Remarque. Avec les notations du théorème 5.5, Gorelov a montré par des moyens différents
dans [28, Lemma 6, p. 520] que toute singularité ξ ∈ Q∗

de L est apparente, ce qui est une
partie de ce théorème.

5.5 D’autres résultats diophantiens

Le théorème suivant a été aussi démontré dans [14]. Nous allons en prouver un analogue
au sens large.
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Théorème 5.6 (Beukers, [14], Theorem 1.5, p. 371)

Soit f = t ( f1, . . . , fn) une famille de E-fonctions au sens strict libre sur Q(z) telle que f′ =
Af, où A ∈Mn(Q(z)).

Alors il existe des E-fonctions au sens strict e1, . . . ,en et une matrice M ∈ Mn(Q[z])
telles que :

• On a f = M t (e1, . . . ,en) ;
• La famille (e1, . . . ,en) est solution d’un système de n équations différentielles ho-

mogènes du premier ordre à coefficients dansQ
[
z, z−1

]
.

Théorème 5.7

Le théorème 5.6 reste vrai si l’on remplace partout « strict » par « large » .

La preuve est une conséquence du théorème 5.5, elle consiste à décrire un algorithme
de désingularisation d’un système différentiel du premier ordre, en montrant qu’à chaque
étape les fonctions obtenues restent des E-fonctions au sens large. C’est ce que la proposi-
tion suivante permet de prouver.

Proposition 5.4

Soient f (z) ∈Q�z� une E-fonction au sens large et ξ ∈Q∗
tel que f (ξ) = 0. Alors

f (z)

z −ξ est

une E-fonction au sens large.

On peut trouver une version plus faible de cette proposition dans [28, Lemma 9, p. 522],
qui donne le même résultat sous l’hypothèse supplémentaire que f (z), f ′(z), . . . , f (m−1)(z)
sont algébriquement indépendantes surQ(z), m étant l’ordre de l’équation différentielle mi-
nimale de f (z).

Démonstration de la proposition 5.4. Quitte à remplacer f (z) par f (ξz), qui est une E-
fonction au sens large, on peut supposer que ξ= 1. En effet, si h(z) = f (ξz), on a

f (z)

z −ξ = 1

ξ

h(ξ−1z)

ξ−1z −1
.

Selon le théorème 5.5, comme f (1) = 0, toutes les solutions de l’équation différentielle
minimale L(y) = 0 de f sont holomorphes et s’annulent en 1.

Soit σ ∈ Gal(Q/Q). En définissant Lσ comme dans la preuve de la proposition 4.1, on voit
que Lσ(yσ) = L(y)σ pour tout y ∈Q�z�, donc l’espace des solutions de Lσ(y) = 0 est l’image
par σ des solutions de L(y) = 0. En particulier, Lσ a une base de solutions holomorphes s’an-
nulant en 1 = σ(1). D’où f σ(1) = 0. En répétant l’argument utilisé dans la preuve de la pro-
position 5.3, on obtient que si

g (z) := f (z)

1− z
=

∞∑
n=0

gn

n!
zn ,

alors pour tout ε> 0, |σ(gn)| É (n!)ε pour n Ê n0(σ,ε). Comme g (z) est à coefficients dans un
corps de nombres, il n’y a qu’un nombre fini de σ à considérer, si bien que gn É (n!)ε pour
n Ê n1(ε).

La condition sur les dénominateurs étant vérifiée de la même manière que dans la preuve
de la proposition 5.3, on en déduit que g est une E-fonction au sens large.

Une fois cette proposition prouvée, on obtient le théorème 5.7 en répétant mutatis mu-
tandis la démonstration de [14, p. 378], à l’aide également du théorème 5.1 a) et du théo-
rème 5.5.
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Dans [2], Adamczewski et Rivoal ont construit, à partir de l’algorithme de la preuve du
théorème 5.6, un algorithme permettant de déterminer les points auxquels une E-fonction
au sens strict donnée prend des valeurs algébriques.

Théorème 5.8 (Adamczewski, Rivoal)

Il existe un algorithme qui, étant donnée une E-fonction au sens strict f (z), indique si
f (z) est transcendante sur Q(z) ou non et, si elle est transcendante, fournit la liste finie
des nombres algébriquesα tels que f (α) est algébrique, ainsi que la liste des valeurs f (α)
correspondantes.

Proposition 5.5

L’algorithme du théorème précédent fonctionne si f (z) est une E-fonction au sens large.

En effet, l’algorithme en question est décomposé en trois étapes, les deux premières
n’étant pas particulières aux E-fonctions.
• D’abord, il détermine une équation différentielle homogène minimale M(y(z)) = 0 sur
Q(z) satisfaite par f (z). La preuve de la terminaison de cette étape vient essentiellement
d’une borne sur le degré en z de M issue d’un théorème de Grigoriev [30, p. 8], rendu plei-
nement explicite par Bostan, Rivoal et Salvy [16, Theorem 1, p. 54], d’une borne sur les mo-
dules des exposants de M dûe à Bertrand, Chirskii et Yebbou [12, p. 246, p. 252] et enfin d’un
lemme de zéros de Bertrand et Beukers [11, p. 182]. Ces trois résultats sont valables sur les
opérateurs différentiels linéaires à coefficients dansQ(z) en général.
• Puis il détermine, à partir de l’équation de l’étape précédente, une équation différentielle
minimale inhomogène sur Q[z], u0(z)y (s)(z)+·· ·+us(z)y(z)+us+1(z) = 0, avec u0 6≡ 0, dont
f (z) est solution. Là encore, cette procédure est valable pour n’importe quel opérateur diffé-
rentiel.
• La troisième étape détermine quels éléments α parmi les racines du polynôme u0(z) véri-
fient f (α) ∈ Q. Le fait que les autres nombres algébriques sont exclus est une conséquence
du théorème 5.3, qui reste vrai au sens large selon le théorème 5.4. Cette étape consiste prin-
cipalement à appliquer l’algorithme de désingularisation de Beukers décrit et utilisé dans la
preuve du théorème 5.6, qui est valable au sens large selon le théorème 5.7.

Notons pour finir que Fischler et Rivoal [23] ont obtenu la généralisation suivante du
théorème 5.8.
Théorème 5.9

On peut construire un algorithme qui permet, étant donné une famille de E-fonctions
au sens large F1(z), . . . ,Fp (z), de :
• calculer un système de générateurs de l’idéal des relations polynomiales entre les Fi (z)
à coefficients dansQ(z) ;
• étant donné α ∈Q, calculer un système de générateurs de l’idéal des relations polyno-
miales entre les Fi (α) à coefficients dansQ ;
• si F1(z), . . . ,Fp (z) sont algébriquement indépendantes dansQ(z), déterminer l’ensemble

fini desα ∈Q tels que les valeurs F1(α), . . . ,Fp (α) sont algébriquement dépendantes surQ.

La preuve s’appuie sur le théorème 5.7 du présent article (cf [23, p. 4]).
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Chapitre 6

Annexes

6.1 Démonstration directe du caractère fuchsien des G-opé-
rateurs au sens large

Dans cette annexe, nous allons démontrer le résultat de structure sur les G-opérateurs
au sens large suivant, qui est une partie du théorème 4.1. La preuve n’utilise pas le théorème
d’André-Bombieri au sens large, elle est donc plus directe que celle qui a été présentée dans
la sous-section 4.3.4.
Proposition 6.1

a) Soit L ∈Q(z) [d/dz] \ {0} un G-opérateur au sens large. Alors L est fuchsien, c’est-à-
dire que tout élément de P1(C) est un point singulier régulier de L.

b) En particulier, si f est une G-fonction au sens large, alors l’opérateur différentiel
d’ordre minimal L ∈Q(z) [d/dz] \ {0} tel que L( f (z)) = 0 est fuchsien.

Démonstration de la proposition 6.1. Remarquons d’abord que le point b) est une consé-
quence du point a). En effet, selon le théorème 4.3, l’équation différentielle minimale sur
Q(z) satisfaite par une G-fonction au sens large f (z) vérifie la condition de Galochkin au
sens large. Passons donc à la preuve de a).

Étape 1 : montrons que si L ∈Q(z) [d/dz] vérifie la condition de Galochkin au sens large,
alors 0 est un point singulier régulier de L.

Nous adaptons la preuve donnée par Beukers dans le cas des G-opérateurs au sens strict
[13, pp. 23-24]. Ce qui précède l’équation (6.5) n’est pas spécifique aux G-opérateurs au sens
large.

Quitte à diviser par un élément de K(z) adapté, on peut supposer que, pour toute fonc-
tion y(z),

L(y(z)) = zn y (n)(z)− zn−1Bn−1(z)y (n−1)(z)−·· ·− zB1(z)y ′(z)−B0(z)y(z),

avec ∀k ∈ {0, . . . ,n − 1}, Bk (z) ∈ K(z), où K est un corps de nombres, qu’on peut supposer
galoisien sans perte de généralité.

Par le théorème de Fuchs, 0 est un point singulier régulier de L si et seulement si pour

tout k,
Bn−k (z)zn−k

zn
admet un pôle d’ordre au plus k en 0, c’est-à-dire si Bn−k (z) admet un

pôle d’ordre au plus 0 en 0. Ainsi, en notant v(Bn−k ) l’ordre du pôle de Bn−k (z) en 0 et

λ := max

(
v(Bn−1),

1

2
v(Bn−2), . . . ,

1

n
v(B0)

)
,

on voit que L est régulier singulier en 0 si et seulement si λÉ 0.
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Supposons donc que 0 est un point irrégulier de L et montrons qu’alors la condition de
Galochkin au sens large ne peut être satisfaite.

On considère T (z) ∈Q[z] le plus petit dénominateur commun des fractions rationnelles
Bk (z)zk−n , k ∈ {0, . . . ,n−1}. On peut supposer, quitte à le multiplier par un entier adapté que
T (z) ∈OK[z].

Pour m Ê n, considérons les fractions rationnelles Am,0(z), . . . , Am,n−1(z) définies par

zm y (m)(z) =
n−1∑
r=0

zr Am,r (z)y (r )(z). (6.1)

Les zr−m Am,r (z) sont les coefficients de la dernière ligne de la matrice itérée AL,m−(n−1) de la
matrice compagnon AL associée à L. Par conséquent, selon (4.2), pour tout r ∈ {0, . . . ,n −1},
T (z)m−n+1zm−r Am,r (z) ∈Q[z].

Nous allons montrer par récurrence sur m que

∀m Ê n, ∀r ∈ {0, . . . ,n −1}, Ãm,r (z) := z(m−r )λAm−r (z)

admet une limite en 0. On en déduira des relations entre les quantités lim
z→0

Ãm,r (z).

Pour m = n, par définition de λ, pour tout r ∈ {0, . . . ,n−1}, Br (z) a un pôle d’ordre au plus
(n−r )λ en 0 donc B̃r (z) := z(n−r )λBr (z) admet une limite en 0. Notons que βr := lim

z→0
B̃r (z) est

non nul pour au moins un r .
Soit m Ê n. Dérivons (6.1) et multiplions-la par z :

z(mzm−1 y (m)(z)+ zm y (m+1)(z)) =
n−1∑
r=0

(z A′
m,r + r Am,r )zr y (r )(z)+

n−1∑
r=0

Am,r zr+1 y (r+1)(z)

=
n−1∑
r=0

(z A′
m,r + r Am,r )zr y (r )(z)+ Am,n−1

(
n−1∑
r=0

Br zr y (r )(z)

)
+

n−1∑
r=1

Am,r−1zr y (r )(z)

=
n−1∑
r=0

(z A′
m,r + r Am,r + Am,n−1Br + Am,r−1)zr y (r )(z)

en posant Am,−1 = 0. Donc

zm+1 y (m+1)(z) =
n−1∑
r=0

(z A′
m,r + (r −m)Am,r + Am,n−1Br + Am,r−1)zr y (r )(z),

de sorte que
Am+1,r = z A′

m,r + (r −m)Am,r + Am,n−1Br + Am,r−1 ,

si bien qu’en posant B̃r = z(n−r )λBr , on a

Ãm+1,r = zλ+1 Ã′
m,r + (r −m)(λ+1)zλ Ãm,r + Ãm,n−1B̃r + Ãm,r−1. (6.2)

En effet, (Ãm,r )′ = z(m−r )λA′
m,r + (m − r )λz(m−r )λ−1 Am,r , d’où

z(m+1−r )λAm+1,r = zλ+1 Ã′
m,r −

(m − r )λ

z
Ãm,r + (r −m)zλ Ãm,r + Ãm,n−1B̃r + Ãm,r−1 ,

ce qui donne après simplification la formule (6.2). L’hypothèse de récurrence et (6.2) im-
pliquent alors que Ãm+1,r admet une limite en 0, ce qui achève la récurrence.

De plus, la formule (6.2) nous assure que si m Ê n, en posant αm,r := lim
z→0

Ãm,r (z) et βr =
lim
z→0

B̃r (z), on a

αm+1,r =βrαm,n−1 +αm,r−1 ,
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si bien que

αm+1 :=

αm+1,n−1
...

αm+1,0

= Bαm , B =


βn−1 1 (0)

...
. . .

β1 (0) 1
β0 0 . . . 0

 .

D’où finalement
∀m ∈N, αm = B me, e = t (0, . . . ,0,1). (6.3)

On en déduit que
∀σ ∈ Gal(K/Q) , ∀m ∈N , σ(αm) =σ(B)me. (6.4)

en faisant agir σ coefficient par coefficient sur les vecteurs et matrices.
Supposons qu’il existe m ∈ N tel que αm = 0. Alors on aurait pour tout r ∈ {0, . . . ,n −1},

B m(B r e) = 0. Mais (e, . . . ,B n−1e) est la base canonique de Cn donc B m = 0. En particulier, B
est nilpotente. Le théorème de Cayley-Hamilton permet alors d’affirmer que son indice de
nilpotence est au plus n, d’où B n = 0. Ainsi, en vertu de (6.3), (β0, . . . ,βn−1) = 0, ce qui est faux
par définition de λ. Donc les αm sont tous non nuls. Par suite, il en va de même des σ(αm),
quand σ ∈ Gal(K/Q) est fixé.

Pour N Ê n, notons qN le dénominateur commun des coefficients des polynômes

T (z)m−n+1

m!
zr−m Am,r (z), 0 É r É n −1, n É m É N .

Si T (z) = zuT1(z) avec z - T1(z) et T1(z) ∈ OK[z], on constate que qN est également le
dénominateur commun des coefficients des T1(z)m−n+1 Am,r (z)/m! ∈Q[

z, z−1
]
, puisque qN

est invariant par multiplication des polynômes considérés par une puissance de z.

De plus, si C (z) =
`′∑

k=−`
ck zk ∈ Q[

z, z−1
]

a un pôle d’ordre ` en 0 et ρ ∈ C, zρC (z) admet

une limite en 0 si et seulement si ρ Ê ` et dans ce cas, elle tend vers 0 si ρ > ` et vers c−` si
ρ = `.

Donc, en passant à la limite en 0, on obtient

wN := qNγ
N−n+1αN ,r

N !
∈OK , avec γ := T1(0) ∈OK \ {0}.

Comme les αN sont tous non nuls, il existe r tel que (αN ,r )NÊn soit non nulle pour une in-
finité de N . Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que ∀N ∈ N,αN ,r 6= 0. Par
ailleurs, si σ ∈ Gal(K/Q), selon (6.4), la suite

(∣∣σ(αN ,r )
∣∣)

NÊn est bornée par une suite géomé-
trique

(
C N+1
σ

)
NÊn . Donc si la condition de Galochkin au sens large était vérifiée, on aurait

pour tout ε ∈]0,1[ et N suffisamment grand,

|σ(wN )| É
∣∣∣∣qNσ(γ)N−n+1σ(αN ,r )

N !

∣∣∣∣É N !ε

N !
C N+1
σ −−−−−→

N→+∞
0. (6.5)

Ceci valant pour tout automorphisme de corps deK, on en déduit en passant à la norme
que NK/Q(wN ) = ∏

σ∈Gal(K/Q)
σ(wN ) est une suite d’entiers non nuls tendant vers 0, ce qui est

impossible.
Par contraposée, on obtient le résultat annoncé.

Étape 2 : changement de variable.
Soit α ∈ P1(Q). Selon la proposition 4.7, l’opérateur Lα obtenu par changement de va-

riable u = z −α (ou u = z−1 si α=∞) est un G-opérateur au sens large. Donc selon l’étape 1,
0 est un point singulier régulier de Lα. En d’autres termes, α est un point singulier régulier
de L. Donc L est un opérateur fuchsien.
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Remarques. i) Dans l’étape 1, si l’on suppose que qN = O (N !ρ) pour un certain ρ ∈]0,1[
fixé, alors l’inégalité (6.5) permet encore d’obtenir une contradiction. Cependant, l’étape
7 de la preuve du théorème 4.3 ne s’adapte pas. En effet, définissons une notion de
E et G-fonction au sens « très large » en remplaçant dans la définition 4.1 les condi-
tions b) et c) par : il existe ρ ∈]0,1[ tel que an = O (n!ρ) et den(a0, . . . , an) = O (n!ρ),
et considérons une condition de Galochkin associée en remplaçant dans la définition
4.2 « ∃C > 0 : qs É C s+1 » par « ∃ρ ∈]0,1[: qs = O (s!ρ) ». L’obstruction à l’adaptation
de l’étape 7 à ce cas provient de la constante c14 dans l’inégalité (4.17), qui n’est pas a
priori dans ]0,1[.

ii) Comme nous l’avons mentionné au cours de la preuve, Beukers avait déjà montré par
l’argument de l’étape 1 que 0 est un point singulier régulier de tout G-opérateur au sens
strict, sans passer par le théorème d’André-Bombieri. Une légère adaptation de la dé-
monstration de la proposition 6.1 permet de prouver un énoncé plus fort : la condition
de Galochkin au sens strict implique que tout G-opérateur au sens strict est fuchsien.

6.2 Construction d’un contre-exemple à (A’) et (A”)

Le but de cette partie est de construire un contre-exemple aux assertions (A’) et (A”) men-
tionnées dans la remarque finale de la section 4.3.2. Commençons par rappeler ces deux
énoncés.

Assertion (A’) :

« Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors

∑
p∈S

1

p
<∞. »

Assertion (A”) : « Soit S ⊂ Spec(Z). Si
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn), alors S a une densité naturelle

nulle, c’est-à-dire
Card{p ∈S , p É x}

Card{p ∈ Spec(Z), p É x}
−−−−−→
x→+∞ 0. »

Nous allons construire dans la partie 6.2.1 un ensemble S de premiers n’ayant pas de

densité naturelle mais vérifiant
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn). Nous montrerons dans un deuxième

temps que
∑

p∈S

1

p
diverge (sous-section 6.2.2).

Remarque. L’ensemble S ainsi construit donne un nouvel exemple d’ensemble de premiers
ayant une densité de Dirichlet (ici égale à 0 selon la proposition 4.5) mais pas de densité
naturelle. Un autre exemple, dû à Bombieri, est mentionné par Serre dans [48, p. 126].

6.2.1 Construction d’un ensemble sans densité naturelle

On se donne une suite d’entiers (N j ) j∈N strictement croissante, vérifiant N0 = 1 et les
quatre conditions suivantes :

• (c0) : ∀ j ∈N,2N j < N j+1.

• (c1) :
N j

log N j
= o

(
N j+1

log N j+1

)
.

• (c2) : j = o(log N j ).
• (c3) : log N j+1 =O(log N j ).
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On définit S l’ensemble

S :=
∞⋃

j=0
[N j ,2N j ]∩Spec(Z),

de sorte que, pour tout j , [2N j , N j+1]∩S =;.
On note π la fonction de comptage des nombres premiers. On rappelle qu’en vertu du

théorème des nombres premiers,

π(x) ∼x→+∞
x

log x
.

Enfin, posons πS (x) := Card{p ∈S , p É x}.

Étape 1 : montrons que liminf
x→+∞ πS (x)

log(x)

x
= 0.

Soit j É 1. Comme S ne contient pas de premiers de l’intervalle [2N j−1, N j ], on a

πS (N j ) =πS (2N j−1) Éπ(2N j−1) ∼ 2
N j−1

log N j−1
= o(π(N j ))

selon la condition (c1), en appliquant le théorème des nombres premiers. En d’autres termes,

πS (N j )

π(N j )
−−−−−→
j→+∞

0,

ce qui prouve le résultat voulu.

Étape 2 : prouvons que limsup
x→+∞

πS (x)
log(x)

x
> 0.

On a
πS (2N j ) ÊπS (2N j )−πS (N j ) Êπ(2N j )−π(N j ),

puisqu’il y a par construction autant de premiers dans S ∩ [N j ,2N j ] que dans [N j ,2N j ]. Or,

π(2N j )−π(N j ) = 2
N j

log N j
(1+o(1))− N j

log N j
(1+o(1)) ∼ N j

log N j
,

d’où
πS (2N j )

π(2N j )
Ê 1

2

log N j

N j
× N j

log N j
(1+o(1)) Ê 1

2
(1+o(1)),

si bien que

limsup
x→+∞

πS (x)

π(x)
Ê limsup

j→+∞

πS (2N j )

π(2N j )
Ê 1

2
,

ce qui conclut.

Étape 3 : montrons que
∑

p∈S
pÉn

log p

p
= o(logn).

On remarque que, pour tout entier k positif, πS (k)−πS (k − 1) > 0 si et seulement si
k ∈S . D’où

∑
p∈S
pÉn

log p

p
=

n∑
k=2

πS (k)−πS (k −1)

k
logk =

n∑
k=2

πS (k)

k
logk −

n−1∑
k=1

πS (k)

k +1
log(k +1)

= πS (n)

n
logn +

n−1∑
k=2

πS (k)

(
logk

k
− log(k +1)

k +1

)
. (6.6)
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Le terme
πS (n)

n
logn étant borné selon le théorème des nombres premiers, il s’agit d’étu-

dier l’autre terme de la somme. On a

logk

k
− log(k +1)

k +1
= (k +1)logk −k log(k +1)

k(k +1)
∼ k(logk − log(k +1))+ logk

k2

et logk − log(k +1) ∼ 1

k
donc

logk

k
− log(k +1)

k +1
= logk

k2
+O

(
1

k2

)
.

Ainsi,
n−1∑
k=2

πS (k)

(
logk

k
− log(k +1)

k +1

)
=

n−1∑
k=2

πS (k)
logk

k2
+O

(
n−1∑
k=2

πS (k)

k2

)
en supposant que la série

∑
k∈N

πS (k)/k2 est divergente (dans le cas contraire, on obtient un

terme O(1) qui permet également de conclure).
D’une part,

n−1∑
k=2

πS (k)

k2
É

n−1∑
k=2

π(k)

k2
∼

n−1∑
k=2

1

k logk
,

car la série de Bertrand
∑
k

1

k logk
est divergente. De plus, on a

n−1∑
k=2

1

k logk
=O(loglogn), d’où

O

(
n−1∑
k=2

πS (k)

k2

)
=O(loglogn) = o(logn).

D’autre part, notons S(n) :=
n∑

k=2
πS (k)

logk

k2
. On a

S(N j ) =
j∑

`=1

N∑̀
k=N`−1+1

πS (k)
logk

k2
.

Étant donné k ∈ {N`−1+1, . . . , N`}, on déduit de l’absence de premiers de S entre 2N`−1 et N`

que

πS (k) Éπ(2N`−1) Éα1
N`−1

log N`−1
,

oùα1 > 0 est une constante. De plus, une comparaison série-intégrale fournit une constante
α2 > 0 telle que

N∑̀
k=N`−1+1

logk

k2
É

∞∑
k=N`−1

logk

k2
Éα2

log N`−1

N`−1
.

Ainsi,

S(N j ) É
j∑

`=1
α1

N`−1

log N`−1
×α2

log N`−1

N`−1
=α1α2 j =O( j ).

Il découle alors de (c2) et (c3) que

S(N j ) = o(log N j ) = o(log N j−1).

Déduisons-en finalement que S(n) = o(logn). On considère la fonction ϕ : N 7→ N qui à
tout entier n associe l’unique j ∈ N tel que N j É n É N j+1. On peut trouver une suite (ε j ) j

tendant vers 0 telle que si ϕ(n) = j ,

0 É S(n) É S(N j+1) = ε j log N j É ε j logn = εϕ(n) logn.
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Comme ϕ(n) −−−−−→
n→+∞ +∞, on a donc bien S(n) = o(logn). En utilisant (6.6), on en déduit

que ∑
pÉn
p∈S

log p

p
= o(logn).

Ainsi, selon les étapes 1 et 2, S n’a pas de densité naturelle, et selon l’étape 3, S vé-
rifie l’hypothèse de (A”). Cet ensemble est donc un contre-exemple à l’assertion (A”). Pour
conclure, il reste à trouver une suite (N j ) j vérifiant les conditions (ci ) pour i ∈ 0, . . . ,3.

Posons N j = j j . Alors :
• Pour j Ê 3, on a 2 j j < ( j +1) j+1.
• On a

j j

j log j
× ( j +1)log( j +1)

( j +1) j+1
∼

(
j

j +1

) j

× 1

j +1

et (
j

j +1

) j

= exp

(
− j log

(
1+ 1

j

))
= e−1+o(1) =O(1) (6.7)

donc (c1) est vérifiée.
• On a log N j = j log j donc j = o(log N j ).
• Enfin, log N j+1 = ( j +1)log( j +1) ∼ j log j .

6.2.2 Divergence de la série des inverses

On considère le même ensemble S et la même suite (N j ) j∈N que dans la sous-section

précédente. Notre objectif à présent est de démontrer que
∑

p∈S

1

p
ne converge pas. Précisé-

ment, nous allons établir ∑
p∈S

pÉN j

1

p
Ê (logloglog N j )(1+o(1)).

En effectuant la même transformation sur la série
∑ 1

p
que celle effectuée sur la série∑ log p

p
dans l’étape 3 de la partie 6.2.1, on obtient

∑
p∈S

pÉN j

1

p
=

N j∑
k=1

πS (k)−πS (k −1)

k
= πS (N j )

N j
+

N j−1∑
k=1

πS (k)

k(k +1)
= πS (N j )

N j
+

j∑
`=1

N`−1∑
k=N`−1

πS (k)

k(k +1)
.

Donc, puisque S contient tous les premiers entre N`−1 et 2N`−1, on a

∑
p∈S

pÉN j

1

p
Ê

j∑
`=1

N`−1∑
k=2N`−1

π(2N`−1)−π(N`−1)

k(k +1)
=

j∑
`=1

N`−1

log(N`−1 +1)
(1+o(1))

N`−1∑
k=2N`−1

1

k(k +1)
.

Or,
N`−1∑

k=2N`−1

1

k(k +1)
=

N`−1∑
k=2N`−1

1

k
− 1

k +1
= 1

2N`−1
− 1

N`
,

de sorte que ∑
p∈S

pÉN j

1

p
Ê

j∑
`=1

1

2log N`−1
(1+o(1))−

j∑
`=1

N`−1

N` log N`−1
(1+o(1)).
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Ici, N` = `` pour tout `, et on a vu dans l’équation (6.7) de la section 6.2.1 que
N`−1

N`
É β

`
où β est une constante, si bien que

j∑
`=1

N`−1

N` log(N`−1 +1)
Éβ′

j∑
`=1

1

`2 log`
=O(1)

et donc ∑
p∈S

pÉN j

1

p
Ê 1

2

j∑
`=1

1

` log`
+o

(
1

2

j∑
`=1

1

` log`

)
∼ j→+∞ loglog j .

On en déduit que
∑

p∈S

1

p
diverge, ce qui montre que (A’) n’est pas vérifiée par S .

Par ailleurs,

logloglog N j = log(log j + loglog j ) = log
(
(1+o(1)) log j

)∼ loglog j ,

si bien que ∑
p∈S

pÉN j

1

p
Ê (1+o(1)) logloglog N j .
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