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Résumé

L’argile du Callovo-Oxfordien (COx) est étudiée au laboratoire de recherche souterrain
de Meuse/Haute-Marne comme formation hote de référence pour le stockage géologique
des déchets radioactifs de haute et moyenne activité a vie longue en France. Les propriétés
mécaniques adoucissantes de cette roche peuvent conduire & une rupture par apparition de
bandes de localisation dans lesquelles la déformation se concentre. Ces modes de déforma-
tion font émerger des longueurs caractéristiques que la mécanique des milieux classiques ne
permet pas de prendre en compte. En effet, I'incapacité a controler la largeur des bandes de
cisaillement conduit & une mauvaise estimation de ’énergie dissipée par le phénoméne de
localisation. Dans le cadre de simulations éléments finis classiques, la réponse dépend de la
taille du maillage et la déformation se concentre dans un seul élément. Le milieu de second
gradient de dilatation, précédemment développé et implémenté dans le logiciel éléments
finis Code _Aster, permet d’obtenir des solutions localisées indépendantes du maillage, no-
tamment pour des lois de comportements élasto-plastiques associées et dilatantes, grace a
I'introduction d’une longueur caractéristique.

Dans le cadre de cette thése, ces résultats ont été étendus aux lois de comportement
élasto-plastiques non associées. Cependant, en régime de déformation ultime, le compor-
tement asymptotique quasi-incompressible de ce type de lois conduit & un phénoméne de
verrouillage numérique. A cet effet, la formulation de 1’élément fini du milieu de second
gradient de dilatation est modifiée en s’inspirant de la formulation mixte & trois champs
pour les matériaux quasi-incompressibles. L’influence des fonctions de formes de 1’élément
est également étudiée.

Le role de la longueur interne dans le milieu de second gradient de dilatation est ensuite
étudié dans le cadre d’un probléme analytique simplifié. L’influence de ce paramétre sur des
quantités macroscopiques comme la réponse force-déplacement ou I’énergie consommeée sont
précisément caractérisés. Ensuite, a partir d’essais biaxiaux numériques, nous montrons que
le modeéle est capable de reproduire le comportement post-localisation de la roche. Un jeu
de parameétres matériaux est identifié & partir d’essais expérimentaux de laboratoire. Il est
démontré que, sous certaines conditions, la longueur interne peut étre choisie comme un
paramétre numérique tout en préservant les quantités macroscopiques importantes, comme
la réponse force-déplacement ou I’énergie dissipée.

Enfin, les conditions aux limites supplémentaires introduites par le modéle de second
gradient de dilatation sont étudiées, de méme que les conditions d’interface. Dans le cadre
d’un probléme analytique, leur impact sur la réponse de la structure est mis en évidence
et des recommandations sont formulées quant au choix des conditions aux limites qui nous
semblent les plus adaptées.



Abstract

The Callovo-Oxfordian (COx) claystone is investigated at the Meuse/Haute-Marne un-
derground research laboratory as the reference host formation for geological disposal of high
and intermediate activity long-lived radioactive waste in France. The softening behaviour
of the COx claystone is known to lead to bifurcation from a diffuse state to localized shear
bands. The length scales of macroscopic mechanical fields and microstructures are no longer
separated so that local macroscopic constitutive laws are no longer valid neither on a phy-
sical ground nor on a mathematical one. In particular, they result in unrealistic solutions
where the strain localizes in narrow bands the size of which is uncontrolled hence leading to
erroneous plastic dissipation at fracture. From a computational point of view, these issues
are exhibited as a spurious mesh dependency where strain localizes in narrow bands of one
element width. A second gradient dilatation model for dilatant geomaterial behaviour has
been developed and implemented in the open-source FEM software Code Aster, resulting
in mesh independent localized solutions for associated elastoplastic behaviour laws.

In this work, this result is partly extended to non-associated behaviour. However, the
quasi-incompressible asymptotic behaviour leads to stress oscillations known as volumetric
locking in the post-localisation regime. Our formulation is then amended similarly to the
closely related 3-fields finite elements for quasi-incompressible materials. It is shown that
this new formulation is able to treat volumetric locking. The influence of element shape
functions is also investigated.

The internal length dependency of macroscopic relevant quantities such as force displa-
cement curves or dissipated energy are also investigated in the framework of an analytical
problem. Then, it is shown that the model is able to reproduce post-localization behaviour
of claystone in numerical simulations of biaxial tests. A set of behaviour law parameters is
calibrated using experimental results. It is shown that the internal length paramater can be
seen as a numerical parameter. Macroscopic quantities such as force displacement curves
or dissipated energy can stay constant for different values of the internal length.

Finally, higher order boundary conditions introduced in the second gradient dilatation
model are studied.
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Introduction

Contexte

Avec le vote en 2006 de la loi relative a la gestion des déchets radioactifs, la France
a fait le choix du stockage géologique profond pour les déchets les plus radioactifs,
a savoir ceux de haute activité et de moyenne activité a vie longue. L’ANDRA
(Agence Nationale pour la gestion des Déchets RAdioactifs) conduit des études sur
les propriétés de l'argilite du site de Meuse/Haute Marne (projet Cigéo), dans la
perspective de stocker les déchets dans des galeries & 500 m de profondeur, comme
illustré en figure 1. L’argilite du Callovo-Oxfordien forme une barriére naturelle a
long terme qui limite la dispersion des substances radioactives dans I’environnement.
EDF, al’origine de la majeure partie de ces déchets, apporte son concours a ’ANDRA
pour évaluer la pertinence technique et économique des différents concepts envisagés.

Parmi les différentes problématiques, la bonne étanchéité de la roche hote est tri-
butaire de 'extension de fissures qui se développent au voisinage des galeries et des
alvéoles de stockage. Elles résultent potentiellement de I'excavation puis des effets
thermo-hydro-mécaniques engendrés par la chaleur des déchets lors des premiéres
dizaines d’années du stockage. Pour caractériser ces fissures, des simulations numé-
riques sont indispensables, en complément des analyses expérimentales qui donnent
accés aux propriétés de l'argilite in situ. Elles s’appuient sur des modéles de com-
portement et d’endommagement de la roche dont la mise en ceuvre robuste et fiable
constitue l'objet de cette thése. La robustesse désigne ici la capacité du modéle a
fournir un résultat dans des conditions compatibles avec la réalité industrielle tan-
dis que la fiabilité renvoie a la pertinence de ce résultat et notamment sa stabilité
vis-a-vis des conditions de I'étude.

Parmi les principales caractéristiques des lois de comportement évoquées ci-
dessus, 'écrouissage négatif (i.e. baisse de la capacité de résistance du matériau) pose
de nombreux problémes, a la fois mathématiques et numériques. En effet, couplées
aux équations d’équilibre et aux conditions limites de la structure, de tels modéles de
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FIGURE 1 — Schéma de principe du projet Cigéo. Source : ANDRA

LE PROJET DE STOCKAGE CIGEO

DOUBLE DESCENDERIE

comportement conduisent & une perte d’unicité et d’existence de solutions réguliéres,
généralement sous la forme d’une localisation excessive des champs mécaniques (dé-
formation et endommagement). La mécanique des milieux continus classique n’est
pas adaptée pour traiter ce type de probléme : en particulier, elle ne permet pas d’in-
troduire une longueur interne, caractéristique de 1’échelle spatiale de la localisation.
En conséquence, toute simulation numérique conduit a une dépendance pathologique
du résultat au maillage qui fournit, de maniére inappropriée, I’échelle interne du mo-
dele : la largeur de bande tend vers 0 avec le raffinement du maillage. L’énergie
dissipée par le mécanisme de localisation de la déformation devient alors nulle. Ex-
périmentalement, on observe un phénomeéne de concentration des déformations dans
une bande de faible épaisseur. A cause de cette faible largeur de bande, 1’échelle
spatiale des champs macroscopiques n’est plus séparée de celle de la microstructure,
une hypothése pourtant fondamentale dans la construction de lois de comportement
classiques. Il s’avére donc nécessaire d’introduire une longueur caractéristique dans
la modélisation et ainsi retrouver des résultats de calculs qui convergent vers une
solution physiquement raisonnable avec le raffinement du maillage.

Enjeux scientifiques

Pour la modélisation des roches, le choix qui prévaut a EDF R&D consiste a
controler le mécanisme de localisation via ’approche de milieu de second gradient
dans une version simplifice (FERNANDES, 2009) : le modéle de second gradient de
dilatation. La description de la microstructure est ainsi enrichie par un terme de
gradient de déformation volumique et sa quantité duale, la double contrainte de di-
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latance. Cette formulation a d’ores et déja fait ses preuves mais plusieurs questions
restent en suspens, questions qui seront abordées dans la thése pour compléter la
compréhension et le degré de maitrise qu’on peut avoir de ce type de modélisation.
Afin de se focaliser sur le modéle de second gradient de dilatation, les aspects ther-
mique et hydraulique du probléme ne seront pas abordés dans cette thése. Enfin, il
est nécessaire que les ingénieurs d’EDF puissent s’approprier les résultats de cette
thése pour leurs calculs numériques. Les calculs et développements qui seront pré-
sentés ont donc été réalisés avec Code Aster (www.code-aster.org), le logiciel libre
de simulation éléments finis en mécanique développé par EDF R&D.

La premiére étape consiste a choisir et calibrer les paramétres des lois de com-
portement afin de prédire correctement le comportement pré-pic, l'apparition des
bandes de cisaillement avec une largeur déterminée, ainsi que la réponse post-pic.
Une seconde étape renvoie a 1’échelle physique de ces bandes de localisation, de
I'ordre de la dizaine de microns pour les roches considérées (DESBOIS et al., 2017).
Cette échelle est incompatible avec les capacités de calcul actuelles. C’est pourquoi
on cherchera a déterminer des invariants de la fissuration quelle que soit 1’échelle
considérée (extension des fissures, énergie dissipée ...), dans 'esprit de ce qui a été
réalisé dans (BOURDIN, FRANCFORT & MARIGO, 2008) pour certains milieux fra-
giles et (LORENTZ, 2017) pour le béton. L’objectif serait alors de modéliser I'ouvrage
avec une échelle de localisation non représentative de la réalité physique tout en pré-
servant certaines propriétés macroscopiques telles que ’extension des fissures, leur
trajet et leur effet sur la réponse mécanique de I'ouvrage.

Introduire des termes en gradient de la déformation volumique s’accompagne de
conditions aux limites supplémentaires. Usuellement, on choisit des conditions aux
limites naturelles, ce qui revient & ne rien imposer explicitement pour ces termes
supplémentaires. Mais ce choix de conditions aux limites a un impact, qu’on espére
restreint & une couche limite. Il s’agit donc de quantifier cet impact et de s’assurer
que la couche limite en question est bien négligeable (c’est a dire sans effet notable
sur les invariants évoqués précédemment). Le choix de ces conditions aux limites
supplémentaires pose aussi probléme dans le cas d’une interface entre un matériau
de second gradient et un matériau classique (interface roche/béton dans un calcul
d’excavation par exemple).

Plan du mémoire

Le chapitre 1 présente une revue bibliographique structurée en trois grandes par-
ties. Dans un premier temps, il s’agira de présenter briévement les principales ca-
ractéristiques du comportement de l'argilite, et plus généralement des géomatériaux,
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afin de mettre en évidence la nécessité d’introduire une longueur interne dans la mo-
délisation. Dans un deuxiéme temps, plusieurs méthodes de régularisation largement
utilisées dans la littérature seront présentées et comparées. Dans un troisiéme temps,
nous nous intéresserons plus en détail aux modeéles de second gradient et présente-
rons quelques applications de ces modeéles a la modélisation du comportement de
structures.

Le chapitre 2 est composé de deux parties bien distinctes. La premiére partie pré-
sente le modéle de second gradient de dilatation tel que développé dans (FERNANDES,
2009) ainsi que la formulation numérique historique de ce modéle. La seconde partie
s’appuie sur des simulations numériques d’essais biaxiaux afin de mettre en évidence
les limites de la formulation numérique historique du modeéle de second gradient de
dilatation et propose une nouvelle formulation numérique plus adaptée a la simula-
tion du comportement des géomatériaux.

Le chapitre 3 vise & mieux comprendre le role de la longueur interne dans le
modele de second gradient de dilatation. Dans un premier temps, nous nous appuie-
rons sur une solution analytique d’un probléme simplifié afin d’expliciter la relation
entre largeur de bande de localisation et paramétres matériaux pour la loi de com-
portement utilisée. Une fois cette relation mieux connue, nous montrerons qu’il est
possible de I'utiliser afin de faciliter I'identification des paramétres matériaux et nous
mettrons en évidence 'existence d’invariants quelle que soit 1’échelle de la bande de
localisation considérée. Nous montrerons comment ces invariants peuvent étre utili-
sés pour s’affranchir de 1’échelle physique de la localisation. Dans un second temps,
nous montrerons comment ces résultats analytiques peuvent étre étendus aux essais
biaxiaux numériques et faciliter I'identification des paramétres matériaux.

Dans le chapitre 4, nous reviendrons sur le probléme analytique précédent. Nous
utiliserons ce probléme simplifié pour mettre en évidence l'influence des conditions
aux limites et d’interface d’ordre supérieur propres au modéle de second gradient
de dilatation sur la réponse d’une structure. Nous montrerons quelles conditions
aux limites et d’interface nous semblent a privilégier, sur la base de considérations
physiques.

10
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Etude bibliographique
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1.1 Le phénoméne de localisation de la déformation

1.1.1 Mise en évidence expérimentale pour les géomatériaux

Le comportement mécanique des roches est communément caractérisé par deux
types de réponses :

— Le comportement dit « instantané », étudié par des essais cedométriques, de
compression triaxiale ou biaxiale, d’extension triaxiale ou simple, essais brési-
liens, etc. — qui permettent d’identifier la réponse d’un matériau & une sollici-
tation « rapide » et supposée indépendante du temps.

— Le comportement dit « différé », étudié par des essais de fluage, de relaxation,
ou encore des essais de sensibilité a la vitesse de chargement, qui permettent

11



CHAPITRE 1. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

de caractériser la réponse d'un matériau & une sollicitation plus « lente », a
des échelles de temps qui peuvent avoir une incidence sur les propriétés du
matériau en question.

La rupture des géomatériaux est généralement associée a un champ de déforma-
tion qui se localise dans une ou plusieurs zones de fortes déformations. Ce phéno-
meéne, appelé localisation de la déformation, se traduit par I'apparition de bandes de
localisation et de fissures au sein de 1’échantillon et conduit & la diminution de la
résistance du matériau. Dans le cas d’un essai de compression triaxiale, la réponse de
I'échantillon (force-déplacement ou contrainte-déformation) en régime fragile laisse
apparaitre sommairement quatre phases (PATERSON & WONG, 2005) :

— Pour de faibles déformations, cette réponse est élastique ; une déformation crois-
sante engendre une augmentation réversible (linéaire ou non) de contrainte au
sein de I’échantillon. La limite supérieure de cette premiére phase constitue la
limite élastique du matériau; les déformations volumiques sont contractantes.

— La contrainte continue ensuite d’augmenter jusqu’a un maximum qui constitue
la « résistance maximale » du matériau. Cette phase est généralement irré-
versible. Une transition s’opére dans le comportement volumique qui devient
progressivement dilatant (nucléation et propagation de fissures, apparition de
bandes de localisation au sein de ’échantillon).

— Toute augmentation de déformation au-dela de ce maximum engendre une di-
minution de contrainte liée au développement instable de discontinuités au sein
de I’échantillon. Le comportement volumique reste dilatant.

— Pour de « grandes » déformations, le matériau atteint un état résiduel dans
lequel toute déformation se fait & volume quasi-constant. La contrainte au sein
de I’échantillon n’évolue quasiment plus.

Au dela de la réponse globale de I’échantillon, on constate ’apparition de bandes
de localisation qui influencent fortement son comportement. Il est nécessaire de pou-
voir caractériser précisément la maniére dont se développent ces bandes de localisa-
tion afin de mettre ensuite au point des modéles numériques robustes et permettant
une prise en compte explicite de ces bandes. On cherche a déterminer 'instant auquel
ces bandes de localisation apparaissent, leur nombre, leur orientation, leur épaisseur

.. etc.

Dans le cas de largilite du Callovo-Oxfordien, ces observations expérimentales a
I’échelle de la microstructure peuvent par exemple se faire par corrélation d’images
numériques appliquée a des photographies prises en cours de chargement mécanique,
puis complétées par des analyses par microscope électronique a balayage dans les
zones d’intérét (DESBOIS et al., 2017). Un exemple de I'application d’une telle tech-
nique & un échantillon soumis a des essais de compression biaxiale (déformation
plane) est visible en figure 1.2. Dans le régime adoucissant, une bande de localisation
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FIGURE 1.2 — Incréments de déforma-

FIGURE 1.1 — Contrainte déviatorique en tion volumique (VSF) et de cisaillement
fonction de la déformation axiale. Es- (SSF) entre les points 1 et 2 (figure ci-
sai triaxial pour un échantillon d’argilite. contre). Source : (DESBOIS et al., 2017)

Source : (DESBOIS et al., 2017)
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dilatante apparait, avec une structure plus ou moins complexe (réseau de bandes
conjuguées dans la zone centrale).

Parmi les grandeurs d’intérét évoquées précédemment (nombre de bandes, orien-
tation ... etc), I’épaisseur de la bande de localisation joue un rdle important. Plu-
sieurs études concernant cette épaisseur montrent qu’elle dépend des propriétés de
la microstructure. Par exemple, dans le cas des matériaux granulaires, la largeur
de cette bande de localisation oscille entre 10 et 30 fois le diamétres des grains
(VARDOULAKIS, 1980) (ROSCOE, 1970). Cette épaisseur est lie a des longueurs
caractéristiques du matériau et conditionne par ailleurs la réponse de 1’échantillon
(BESUELLE & RUDNICKI, 2004).

1.1.2 Approche théorique

Il est possible d’étudier I’apparition de ces bandes de localisation dans le cadre de
la mécanique des milieux continus. On cherche ici a mettre en évidence les conditions
qui permettent leur apparition dans un milieu infini. Ce critére a été établi par (RICE,
1976) et (RUDNICKI & RICE, 1975).

On reprend ici les principales idées évoquées dans (RICE, 1976). On cherche a
savoir sous quelles conditions une bifurcation vers une solution prenant la forme
d’une bande de localisation peut exister dans un milieu infini initialement homogéne
et soumis & un chargement.

On note ¢ la contrainte et u, le déplacement a l'infini. Supposons 'existence
d’une bande de cisaillement de normale n. On note g, ety les champs de contraintes
et de déplacement a l'intérieur de cette bande de localisation. La condition cinéma-
tique a l'interface s’écrit alors, en supposant que la bande de localisation conserve
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CHAPITRE 1. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

une orientation fixe :

Vi, =Vu, +g@n (1.1)

Avec g un vecteur quelconque. La condition statique d’équilibre a I'interface de
la bande de localisation s’écrit quant a elle :

n=0,n (1.2)

On appelle H le tenseur du quatriéme ordre de la loi constitutive en vitesse, qui
peut dépendre de la contrainte, de I'histoire du chargement, ou encore de la direction
de déformation. Pour simplifier les développements, nous considérons une loi élasto-
plastique a une surface d’écoulement. Si le comportement est identique dans la bande
de localisation et a l'extérieur de cette bande de localisation (méme tenseur H de
part et d’autre de l'interface), on a alors les relations suivantes entre les taux de
contraintes et de gradient de déplacement :

o =H: Vi (1.3)

=0 —0
o =H:Vi, (1.4)
Ce systéme d’équations (condition statique, condition cinématique et lois de com-
portements) conduit a la condition suivante :

(nH.n).g =0 (1.5)

Cette derniére équation fait intervenir le tenseur n.H.n, parfois appelé tenseur
acoustique, et admet une solution g non nulle & la condition suivante :

det (n.H.n) =0 (1.6)

Dans le cas ot la bande de localisation est en charge plastique et le reste du milieu
en décharge élastique, on peut montrer que ce critére s’écrit :

det (n.H.n) <0 (1.7)

Ce critere de bifurcation, qui correspond & la perte d’ellipticité des équations, est
appelé critére de Rice : c’est la condition d’apparition d’'une bande de localisation
dans un milieu infini. Cette condition peut étre particularisée pour chaque compor-
tement (voir par exemple (BESUELLE & RUDNICKI, 2004) pour une application aux
géomatériaux). Il convient de remarquer que ce critére est obtenu dans le cas d'un
milieu infini. Dans le cas d’un probléme fini soumis a des conditions aux limites, ce
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critére devient un critére local qu’il est nécessaire de vérifier pour qu’une solution
localisée puisse apparaitre. Pour autant, ce n’est qu'une condition nécessaire.

Par ailleurs, dans le cadre d’une loi de comportement associée en petites déforma-
tions, ce critére ne peut pas étre atteint pour un écrouissage positif. La bifurcation
n’est donc possible que pour un comportement adoucissant ou plastique parfait. Pour
une loi de comportement non associée, ce critére peut étre atteint y compris pour un
écrouissage positif.

1.1.3 Nécessité d’introduire une longueur interne

Ce phénomeéne de bifurcation vers une solution localisée est en accord avec les ob-
servations expérimentales. Il est donc nécessaire que les modeéles numériques utilisés
pour modéliser des essais en laboratoire ou des structures plus complexes puissent
rendre compte correctement de ce phénomeéne. Expérimentalement, on constate que
la déformation se concentre dans de fines bandes de localisation, dont la largeur est
du méme ordre de grandeur que 1’échelle de la microstructure!. Or, la séparation de
ces deux échelles, macroscopique et microscopique, est une hypothése fondamentale
pour l'application des techniques usuelles d’homogénéisation. Les lois de compor-
tement classiques, dérivées de ces techniques d’homogénéisation, ne sont donc plus
représentatives.

En présence d’une loi de comportement adoucissante, le probléme mathématique
devient mal posé. Afin d’illustrer ce probléme dans le cas d’un exemple simple, on
peut considérer une poutre de longueur L soumise & un chargement monotone et
dont le comportement est décrit par une loi bilinéaire élastoplastique adoucissante
(voir figure 1.3). La résolution détaillée de ce probléme est disponible dans (FOREST
& LORENTZ, 2004), nous en reprenons ici les conclusions.

Lorsque le chargement critique est atteint (voir figures 1.3 et 1.4), la contrainte
ne peut plus augmenter. En chaque point matériel, deux trajets de chargement sont
possibles :décharge élastique ou charge plastique adoucissante. On suppose ici qu’il y
a endommagement d’une zone de longueur /. On peut alors démontrer que la réponse
globale de la structure dépend de cette longueur [ (voir figure 1.4). Surtout, cette
longueur [ reste indéterminée : il existe une infinité de solutions indépendantes, le
probléme est mal posé.

Plus généralement, dans le cadre de simulations éléments finis, on constate que

1. Si les longueurs caractéristiques d’un sable sont relativement aisées a établir, elles peuvent
étre multiples dans d’autres matériaux comme par exemple les roches argileuses pour lesquelles
on peut distinguer : échelle des plaquettes argileuses et des amas, échelle des agrégats d’argile ou
échelle des inclusions minérales etc ...
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FIGURE 1.4 — Réponse globale de la

FI1GURE 1.3 — Loi de comportement élas- poutre soumise a un chargement mono-

toplastique bilinéaire adoucissante tone
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FIGURE 1.5 — Variation de la porosité aux points de Gauss pour une loi de comportement
hydromécanique classique. Deux discrétisations conduisent & deux résultats différents
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Variation de la porosité apres 15 mois de consolidation

I'utilisation de lois de comportements usuelles conduit a la localisation de la défor-
mation dans une bande dont la largeur correspond a celle d'un élément (PIJAUDIER-
CABOT & BAZANT, 1987). Cette largeur de bande tend donc vers 0 lorsqu’on raffine
le maillage et conduit a une réponse globale de la structure dépendant du maillage.
Cette dépendance au maillage se retrouve aussi bien dans le cadre de simulations
numériques de structures simples (comme la poutre 1D précédemment évoquée) que
de structures plus complexes. Par exemple, (FERNANDES, 2009) illustre cette dépen-
dance au maillage dans le cas de simulations d’excavation de galerie (voir figure 1.5).
Dans le régime post-localisation, le nombre de bandes de localisation ainsi que la
réponse de la structure dépendent du maillage choisi.

Au vu de ces exemples, il est donc nécessaire d’enrichir les modéles de compor-
tement classiques de mécanique ce qui permettra de rétablir une objectivité de la
modélisation vis-a-vis du maillage et de correctement modéliser le phénomeéne de
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localisation de la déformation. Dans ce but, différentes méthodes de régularisation
ont été proposées et conduisent d'une fagcon ou d’une autre a l'introduction dune
longueur interne dans le modéle.

17
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1.2 Les méthodes de régularisation

Dans la partie précédente, nous avons montré qu’il était nécessaire d’introduire
une longueur interne dans la modélisation. Cette longueur interne doit permettre de
rétablir le caractére bien posé du probléeme et de caractériser 1’épaisseur de la bande
de localisation a l’échelle macroscopique. Plusieurs méthodes de régularisation ont
été proposées et sont disponibles dans la littérature.

Dans cette partie, nous présenterons quelques-unes de ces méthodes de régulari-
sation, que nous classifierons en deux grandes catégories :

— Les formulations & variables régularisées. Dans ces formulations, il s’agit de
décrire le comportement d’un point matériel en prenant en compte un effet de
voisinage spatial non local pour I'une des grandeurs intervenant dans la des-
cription du comportement, par exemple la déformation. Cet effet de voisinage
peut étre pris en compte par une méthode basée sur une approche non locale
intégrale (PIJAUDIER-CABOT & BAZANT, 1987), sur une approche a gradient
implicite (PEERLINGS et al., 1996) ou sur une approche a gradient explicite
(PEERLINGS et al., 2001).

— Les milieux enrichis a microstructure. Il s’agit d’étendre la théorie des milieux
continus : dans ce type de modéle, la microstructure est dotée d’une ciné-
matique. On parle parfois de milieux d’ordre supérieur. Ce type de modéle
a d’abord été utilisé par Cosserat (COSSERAT & COSSERAT, 1909) au début
du XXéme siécle pour les milieux micro-polaires, puis par (MINDLIN, 1963)
et (TouPIN, 1962) dans les années 60. (GERMAIN, 1973) propose un cadre
théorique général pour formuler ce type de modéle.

Une partie distincte reviendra sur les modeéles de second gradient, que ’on peut
voir comme un cas particulier de milieux enrichis a microstructure. Ce type de modéle
peut étre vu comme une simplification du cadre général proposé par Germain, auquel
des conditions cinématiques supplémentaires sont imposées : on suppose égalité de la
microdéformation et de la déformation macroscopique (voir par exemple (CHAMBON,
CAILLERIE & MATSUCHIMA, 2001)). Nous insisterons particuliérement sur ce type
de milieux : le modéle de second gradient de dilatation (FERNANDES, 2009) se classe
dans cette catégorie de modéle.

1.2.1 Formulations & variables régularisées

Pour ce type de modéle, on introduit une longueur caractéristique en dessous de
laquelle 'interaction entre un point matériel et son voisinage est prise en compte.
On définit alors une variable non locale & partir d’une variable locale. Le choix de
cette variable locale peut se porter par exemple sur la force motrice de 'endomma-
gement (PIJAUDIER-CABOT & BAZANT, 1987) ou sur par exemple la déformation

18



CHAPITRE 1. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

équivalente (PEERLINGS et al., 2001). Dans la suite, on illustrera les différentes ap-
proches possibles en se basant sur une variable locale quelconque appelée e, € étant
son pendant non local.

Plusieurs opérateurs peuvent étre utilisés pour cette définition de la variable non
locale : soit par l'utilisation d’une intégrale, soit par l'utilisation de gradients de
la variable locale. On note enfin que ce type d’approche conduit a modifier la loi
constitutive qui contient alors des termes intégraux ou de gradient.

1.2.1.1 Approche non locale intégrale

Cette approche a dans un premier temps été développée par dans le cadre de
Iélasticité (ERINGEN & EDELEN, 1972), puis par (PIJAUDIER-CABOT & BAZANT,
1987) dans le cadre de 'endommagement. L’interaction entre un point matériel et
son voisinage est ici prise en compte grace au produit de convolution entre la variable
locale e et une fonction poids, que 'on appellera ici w :

o) = &Y W) Ay
o Jawlz—y) dQAy)

Le choix de la fonction poids w se porte le plus souvent sur une fonction de
type Gausienne, telle que proposée par (ERINGEN & EDELEN, 1972). Cette fonction
poids fait intervenir un parameétre de longueur interne [. qui représente la distance
d’interaction entre deux points matériels :

w(z —y) = exp (_(22—_l2g)2> (1.9)

[

(1.8)

Cette méthode a par exemple été appliquée aux géomatériaux et & un comporte-
ment de type Drucker-Prager par (BRINKGREVE & J., 1996).

Mais ce type de modéle pose un certain nombre de difficultés d’ordre numérique.
Comme l'illustre (PEERLINGS et al., 2002) (voir figure 1.6), 'interaction entre un
point matériel x et son voisinage pose probléme lorsque le point d’intérét se situe
au bord d’une fissure : I'interaction est la méme avec un point 3 situé du méme
coté des levres de la fissure qu'avec un point y situé de I'autre coté. Afin de limiter
ces interactions non physiques au travers d’éventuelles fissures, (GIUSEPPE et al.,
2018) considére que l'endommagement (et donc la présence d’une fissure) induit
une courbure de l’espace de Riemann dans lequel les distances entre deux points
d’interaction sont calculées.

De la méme maniére, un point situé au bord du domaine d’étude verrait sa zone
d’interaction réduite par rapport & un point situé au coeur du domaine d’étude,
ce qui conduirait a perturber la valeur de la variable non locale. La fonction poids
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FIGURE 1.6 — Interaction entre points matériels situés de part et d’autre d’une fissure.
Source : (PEERLINGS et al., 2002)

doit alors étre modifiée pour tenir compte de la présence des conditions aux limites
(KrRAYANI, PIJAUDIER-CABOT & DUFOUR, 2009).

Par ailleurs, 'interaction entre un point matériel et ses voisins peut conduire a
un accroissement significatif de la largeur de bande de la matrice tangente, et donc
du temps de calcul. De plus, le calcul numérique de I'expression 1.8 nécessite de
connaitre des informations aux points de Gauss d’éléments voisins : I'intégration de
la loi de comportement dans chaque élément n’est plus indépendante des éléments
voisins, ce qui vient impacter fortement ’architecture du code éléments finis.

1.2.1.2 Modéles a gradient explicite et implicite

Ces modeles ont été initialement développés par (AIFANTIS, 1984), qui propose
d’introduire le Laplacien de la variable d’écrouissage dans la fonction seuil en théorie
de la plasticité. Par la suite, deux méthodes seront proposées pour introduire la
variable non locale dans les équations de comportement (loi d’évolution des variables
d’état ou directement dans l'expression de la fonction seuil) : de maniére explicite
ou de maniére implicite. Dans les deux cas, les équations du comportement ainsi
modifiées introduisent une longueur interne dans la modélisation.

Par exemple, dans le cas de la variable e utilisée jusqu’ici, les relations suivantes
sont imposées entre la variable locale e et la variable non locale € :

€ = e + cV?%e (Gradient explicite, tronqué au second ordre) (1.10)

€ — cV?¢ = e (Gradient implicite) (1.11)
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Dans les deux cas, le paramétre ¢, homogéne a une longueur au carré, permet de
fixer la longueur interne.

(PEERLINGS et al., 1996) montre que 'approche a gradient (explicite ou implicite)
découle en réalité de 'approche non locale intégrale présentée précédemment. En
considérant une fonction poids w isotrope, ces travaux montrent que ’approche non
locale intégrale présentée précédemment revient a résoudre 1’équation différentielle
suivante :

e=c+cVie+dVie+ .. (1.12)

Les paramétres ¢, d, ... se déduisent alors de la fonction poids w et sont homo-
génes a des puissances carrées de longueur : ils permettent de caractériser la longueur
interne. En appliquant 'opérateur V2 a I’équation 1.12, on peut retrouver la relation
implicite 1.11. (PEERLINGS et al., 2001) démontre de maniére exacte cette équiva-
lence entre ’approche non locale intégrale et les modeles a gradient implicite en
choisissant comme fonction poids w une fonction de Green.

Cependant, 'implémentation des modéles a gradient explicite pose quelques pro-
blémes d’ordre numérique. Tout d’abord, la troncature de ’expression 1.12 est inévi-
table pour toute implémentation numérique. Or, (PEERLINGS et al., 2001) montre
que le caractére régularisant de la formulation explicite n’est vérifié que si I'ensemble
de I'expression 1.12 est utilisé. Toute troncature rend donc la formulation faiblement
régularisante. Le choix de l'ordre de la troncature lui-méme peut aussi poser pro-
bléme : I’'ajout d’un terme du quatriéme ordre a l’expression 1.10 peut par exemple
modifier la réponse de la structure (ASKES, PAMIN & BORST, 2000).

Bien qu’initialement développée dans le cadre de la rupture fragile (PEERLINGS et
al., 1996), ce type de modéle a gradient a ensuite aussi été appliqué aux géomatériaux.
Par exemple, (ZHANG & SCHREFLER, 2000) applique un modéle & gradient implicite
au comportement de milieux granulaires partiellement saturés.

Une troisieme approche consiste & introduire directement dans I'énergie libre un
terme de gradient. On parle de modéle GEE (Gradient Enhanced Energy) (voir
par exemple (LORENTZ, 1999) ou encore (ZHANG, LORENTZ & BESSON, 2018)).
L’énergie libre d’Helmotz s’écrit alors :

1
F(§7£7Q,6)=/ <@(§,£,g)+50_V6-_V6) ds (1.13)
\Ples

Ici, ¢ représente 'énergie libre volumique usuelle, elle dépend des déformations
g, des déformations plastiques £ ainsi que des variables internes a. e peut étre une

variable d’état (variable interne ou déformation). Le terme en Ve? permet alors de
controler la localisation.
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1.2.2 Milieux enrichis par la microstructure

Ces modeéles étendent la théorie des milieux continus et introduisent une ciné-
matique de la microstructure des matériaux. On parle parfois de milieux d’ordre
supérieur.

De maniére générale, il s’agit d’enrichir la cinématique du milieu par des défor-
mations microscopiques. Plusieurs choix concernant ces déformations microscopiques
peuvent étre faits. Par exemple, les fréres Cosserat (COSSERAT & COSSERAT, 1909)
choisissent d’introduire des rotations de la microstructure comme cinématique en-
richie. Ces travaux seront généralisés dans un premier temps par (MINDLIN, 1963)
et (TOUPIN, 1962). (GERMAIN, 1973) proposera ensuite un cadre théorique géné-
ral avec une approche utilisant le principe des puissances virtuelles pour ce type de
milieux enrichis.

Ces modéles n’ont pas été initialement pensés comme une méthode de régulari-
sation pour les problémes de localisation. Pour autant, l'introduction de degrés de
libertés supplémentaires liés a la microstructure conduit a I'utilisation de gradients
d’ordre supérieur et permet effectivement d’introduire une longueur interne dans la
modélisation. Par exemple, les milieux de Cosserat sont adaptés a la modélisation
des problémes de bandes de cisaillement pour les milieux granulaires (MUHLHAUS &
VARDOULAKIS, 1987).

Ce type de modéle différe des formulations & variables régularisées présentées dans
la partie précédente 1.2.1. La ou les formulations a variables régularisées viennent
modifier et enrichir de termes de gradient les lois de comportement, les milieux a mi-
crostructure viennent modifier les équations d’équilibre du probléme. Des contraintes
d’ordre supérieur, duales des déformations de la microstructure, sont alors intro-
duites. Il faut donc étre prudent dans l'interprétation physique des contraintes et des
efforts intérieurs.

Dans cette partie, on présente dans un premier temps le cadre général de la
théorie de Germain, puis dans un second temps on présente sa simplification dans le
cas des milieux de Cosserat et des milieux microdilatants. On se limitera au cadre
des petites déformations.

1.2.2.1 Théorie de Germain

(GERMAIN, 1973) propose d’enrichir la cinématique du milieu en considérant des
degrés de libertés supplémentaires liés a la microstructure.

La cinématique macroscopique est décrite par un champ de déplacement u. En
plus de ce champ de déplacement, on considére a 1’échelle microscopique un champ
S, parfois appelé¢ déformation microstructurale. C’est un tenseur d’ordre 2, non
symétrique, qui vise & décrire a la fois les déformations et les rotations de la micro-
structure. Ce champ f se décompose en une partie symétrique de microdéformation
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d et une partie anti-symétrique de microrotation r :

d=5(1+17) ewe=5(-1) (114

Nous insistons sur la différence fondamentale entre ces champs microscopiques
et leurs équivalents macroscopiques. Dans le cadre de cette théorie, la déformation
microstructurale f est totalement indépendante du champ de déplacement macrosco-
pique : ¢’est une variable du probléme, au méme titre que ce champ de déplacement
macroscopique. A I'inverse, les champs de déformation ¢ et de rotation R macrosco-
piques sont eux obtenus par dérivation du champ de déplacement macroscopique :

(Vu - Vu') (1.15)

|1on

=5 (Yu+¥u") ot R=

N | —

En négligeant les efforts extérieurs de volume, (GERMAIN, 1973) montre que I’ap-
plication du principe des puissances virtuelles conduit a la formulation variationnelle
suivante, pour tout champ cinématiquement admissible (u*, f*) :

/Q<%‘V:“*+£‘ (f—V:U*)+§-'-VEf*) dV:/aQ (wwg:i*) ds (1.16)

L’équation 1.16 fait apparaitre des termes de contraintes d’ordre supérieur. La
microcontrainte 7 est duale de la déformation relative f*—Vu”, la double contrainte

2 duale du gradient de la déformation microstructurale. La double force T conduit

a une condition aux limites d’ordre supérieur.
Cette formulation variationnelle (forme faible) conduit aux équations d’équilibre
suivantes (forme forte) :

(1.17)

Les conditions aux limites s’écrivent quant a elles (avec n la normale sortante de

la surface 0€2) :
t=(g—1)n
{ r—3n (1.18)

Ces équations d’équilibre doivent étre complétées par des équations de compor-
tement, qui relient respectivement les variables statiques g, 7 et X a I'historique des

variables cinématiques u, f — Vu et f.
Par ailleurs, en 3D, ce type de ‘modele (parfois appelé modéle micromorphe)
conduit a l'introduction de 9 degrés de libertés supplémentaires en chaque point
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décomposition des micro-transformations f;;

Nom du Nombre de ddls || micro-rotations | micro-deformations pure d;;

milieu supplémentaires hydrostatique | déviatorique
Tij X d?jev
Microdilatation 1 non oui non
Micropolaire 3 oui non non
Microstretch 4 oui oui non
Microstrain 6 non oui oui
Micromorphique 9 oui oui oui

FIGURE 1.7 — Classification des milieux & microstructures en fonction des degrés de libertés
supplémentaires considérés. Sources : (FOREST & SIEVERT, 2006) et (FERNANDES, 2009)

matériel, soit 12 degrés de libertés au total (les 9 composantes du tenseur f et

les 3 composantes du vecteur u). Cela conduit & une augmentation signiﬁcativg du
temps de calcul dans le cadre de modélisations éléments finis. Des simplifications
de la cinématique de la microstructure peuvent alors étre envisagées. Il s’agit alors
de ne considérer que certaines composantes du tenseur f. Les composantes retenues
doivent alors étre pertinentes au regard du comportement étudié. Par exemple, si
la dilatation volumique joue un role important dans le comportement du matériau
¢tudié, il est envisageable de ne considérer que la partie hydrostatique du tenseur f.

(FOREST & SIEVERT, 2006) proposent une classification de ces différents modéles
(voir figure 1.7), en fonction des degrés de libertés de la microstructure, du milieu
micromorphique (9 degrés de libertés de microstructure) au milieu microdilatant (1
degré de liberté de microstructure).

Il s’agit de simplifier la formulation 1.16 en ne considérant que certains degrés de
libertés supplémentaires. Par exemple, on peut ne considérer que la partie symétrique
d (introduite a I'équation 1.14) du tenseur f et obtenir un modele dit "microstrain"
(voir par exemple (FOREST, 2009)). A l'inverse on peut choisir de ne considérer que
les microrotations (la partie antisymétrique 7 du tenseur f introduite en équation

1.14). On obtient alors les milieux de Cosserat (ou milieux m_icropolaires) sur lesquels
nous reviendrons plus longuement dans la partie suivante 1.2.2.2.
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Par ailleurs, le tenseur d peut étre décomposé en une partie déviatorique c:lde” et
une partie volumique 6 :

d=d™ +61 (1.19)

En ne considérant par exemple que la partie volumique 6, on obtient un modéle
de milieu microdilatant sur lequel nous reviendrons en partie 1.2.2.3.

1.2.2.2 Les milieux de Cosserat

(COSSERAT & COSSERAT, 1909) propose une théorie de milieux continus élas-
tiques ol, en chaque point matériel, la cinématique est enrichie de degrés de libertés
supplémentaires correspondant aux microrotations de la microstructure. (GERMAIN,
1973) et (MUHLHAUS & VARDOULAKIS, 1987) montrent que ces milieux de Cosserat
sont un cas particulier du cadre général des milieux & microstructure pour lesquels
on suppose que le tenseur de microdéformation pure d défini en équation 1.14 est
nul. Seules les composantes antisymétriques de microrotations r sont non nulles et
ona: f=r. -

Pour ce type de milieux, le principe des puissances virtuelles s’écrit alors, pour
tout champ cinématiquement admissible (u*, g*) .

)+§.-.2*) dV:/ (tu +T:
. o0

") dS  (1.20)

113

/(ng:Wﬂr(f—V_U*
Q

Cette expression peut se réécrire sous la forme suivante, pour tout champ ciné-
matiquement admissible (u*, r*) :

") dS (1.21)

1=

/ ((g—;) :Vu'+71: (r* — R) +§£*) av :/ (tu* +T:
Q = = o0

Dans le cadre d’un comportement élastoplastique (MUHLHAUS & VARDOULAKIS,
1987) montre que ce type de milieux permet effectivement d’introduire une longueur
interne dans la modélisation et d’obtenir des solutions régularisées. (DE BORST,
1991) étend ces résultats a des simulations éléments finis d’essais biaxiaux et montre
que ces milieux peuvent facilement étre implémentés numériquement en conservant
un formalisme proche de celui des milieux continus classiques.

Cependant, (SLUYS, 1994) montre que, dans le cadre d’un essai biaxial numérique,
la microrotation doit étre prépondérante dans la déformation plastique pour que la
solution obtenue soit effectivement régularisée. Les milieux de Cosserat sont donc
plus adaptés pour la modélisation des milieux granulaires que pour la modélisation
des roches.
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Par ailleurs, (CALVETTI, COMBE & LANIER, 1997) montre dans le cadre d’essais
biaxiaux expérimentaux que, pour certains milieux granulaires, la microrotation est
en moyenne égale a la rotation macroscopique du milieu : on a r = R. Ce résultat
peut alors conduire & une simplification de I'expression 1.21 de maniére a obtenir un
modéle de Cosserat de second gradient.

1.2.2.3 Les milieux microdilatants

Les milieux microdilatants constituent une autre variation des milieux & micro-
structure. Contrairement aux milieux de Cosserat, ol la microrotation joue un role
prépondérant, c¢’est la microdilatation qui est ici prise en compte comme degré de
liberté supplémentaire li¢ & la microstructure.

En reprenant le formalisme des milieux & microstructure exposé en équation 1.16,
le principe des puissances virtuelles pour un milieu microdilatant s’exprime, pour tout
champ cinématiquement admissible (u*, 0%) :

/ (0: Vo' +r(el —6°) +5.987) dV = / (tu* +T6") dS (1.22)
Q o0

La cinématique du milieu est enrichie de la variation microvolumique 6 (définie a
I'équation 1.19), en plus du déplacement u. On note ey, = tr(e). On introduit alors les
contraintes duales a cette cinématique : la contrainte macroscopique classique o, la
contrainte microscopique de dilatation x (duale de la déformation volumique relative
ey — 0) et la double contrainte S (duale du gradient de la déformation volumique
microscopique V6 )

(FOREST & SIEVERT, 2006) propose un cadre général pour les milieux micro-
dilatants. Dans ce cadre-la, les relations entre les trois tenseurs des contraintes gé-
néralisées et les déformations généralisées duales peuvent étre aussi bien élastiques
qu’élastoplastiques. En pratique, les relations entre contrainte microscopique et dé-
formation relative d’une part, et double contrainte et gradient de la déformation
volumique microscopique d’autre part, sont souvent choisies élastiques linéaires (voir
par exemple (COWIN & NUNZIATO, 1983)).

Ce type de milieu a notamment "avantage d’introduire un nombre trés réduit de
degrés de libertés supplémentaires (voir figure 1.7 pour une comparaison des différents
milieux & microstructure a ce sujet).
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1.3 Les milieux continus de second gradient

Cette partie a pour objet de présenter le formalisme des modéles de second
gradient tels que développés par (CHAMBON, CAILLERIE & EL HASSAN, 1998)
(CHAMBON, CAILLERIE & MATSUCHIMA, 2001). Ces modéles de second gradient
peuvent étre vus comme une catégorie de modéles & microstructure tels que ceux
présentés en partie 1.2.2 pour lesquels des conditions cinématiques internes sup-
plémentaires sont imposées : on suppose que la déformation macroscopique et la
microdéformation sont égales.

Les modeéles de second gradient permettent d’introduire une longueur interne
dans la modélisation et d’obtenir des solutions régularisées. Comme nous le verrons,
ils ont été largement utilisés dans la littérature, que ce soit pour la modélisation du
comportement des roches ou pour d’autres matériaux (matériaux granulaires, bétons

Dans un premier temps, nous présenterons le formalisme théorique de ces mo-
deles de second gradient. Nous préterons une attention particuliére aux modéles mo-
nophasiques qui font I'objet de cette thése, méme si des modéles de second gradient
biphasiques seront rapidement évoqués. Dans un second temps, nous nous intéresse-
rons aux formulations numériques développées pour ce type de modeéle. Enfin, nous
présenterons quelques exemples d’application de ces modeéles de second gradient.

1.3.1 Formulation continue des modéles de second gradient

A partir du formalisme développé en partie 1.2.2 pour les milieux a microstruc-
ture, nous supposons que la microdéformation est égale au gradient macroscopique :

f=Yu (1.23)

En l'absence d’effort volumique, on peut montrer (voir (CHAMBON, CAILLERIE
& MATSUCHIMA, 2001)) que le principe des puissances virtuelles peut se mettre sous
la forme suivante, pour tout champ cinématiquement admissibile u* :

/(g:V_u*Jrg.:V:%*) dV:/ (pu* + P.Du*) dS (1.24)
Q - T o2

Dans cette expression, o est la contrainte de ler gradient (la contrainte de Cauchy
usuelle), ¥ la double contrainte, Du* la dérivée normale de u* (parfois notée g—%.

Quant aux conditions aux limites p et P (la double force), elles s’écrivent (avec divy
la divergence surfacique) :

{22 = (g —div(E)) n—div(Zn - ((Zn)n) @ n)

P = (é@) n (1.25)
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On constate que I’hypotheése 1.23 conduit & une modification des conditions aux
limites des milieux & microstructure. En effet, les quantités u* et Vu* ne sont pas
indépendantes. La puissance des efforts extérieures fait donc intervenir le déplace-
ment virtuel u* et sa dérivée normale Du* = Vu*.n, qui sont bien deux vecteurs
indépendants le long de l'interface. -

En I’absence d’effort volumique, I’équation d’équilibre s’écrit :

div (g — div (é)) =0 (1.26)

Ce jeux d’équations doit encore étre complété par des relations de comporte-
ment reliant les contraintes généralisées et I'historique des déformations généralisées.
L’hypothése de séparer les grandeurs classique des termes d’enrichissement est gé-
néralement faite. Ainsi, pour la relation de comportement décrivant 1’évolution de
la contrainte de 1¢" gradient ¢, n’importe quelle loi de comportement usuelle peut
théoriquement étre utilisée.

Concernant la loi d’évolution de la double contrainte ¥, (CHAMBON, CAILLERIE

& TAMAGNINI, 2004) propose une théorie élastoplastique de second gradient pour
I’analyse de la localisation de la déformation dans les géomatériaux. Cette théorie
se base sur une décomposition additive du gradient de la déformation. Cependant,
c’est en général un comportement linéaire élastique isotrope qui est retenu pour
le comportement de second gradient (voir par exemple (CHAMBON, CAILLERIE &
MATSUCHIMA, 2001)) : la loi de comportement de second gradient est découplée de
la loi de comportement de premier gradient.

En suivant les travaux de (MINDLIN, 1965) sur la théorie de ’élasticité des milieux
de second gradient, on peut montrer que pour les matériaux isotropes 2D, cette loi
de comportement élastique s’écrit sous la forme :

82u21
Y111 12345 0 0 a93 0 Q12 a2 0 882211
Y12 0 aws a5 0 a0 0 a12 63&23“2
Y121 0  awus aus 0 a0 0 a2 02301
Yo | | ass 0 0 as 0 ax ax 0 o3 (1.27)
2211 o 0 Ao5 495 0 34 0 0 aszs 8;:22 .
2212 a2 0 0 azs 0 aus aiss 0 821}2
Y991 a2 0 0 azs 0 aus aiss 0 %
Y20 0 a1z az 0 ags 0 0 s/ | 2507
azg

Les constantes matériaux définies dans 1’équation 1.27 peuvent s’écrire en fonction
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de 5 constantes matériaux aj, as, ag, a4, as (homogeénes a une force) :

(CL12345 = 2(@1 “+ ag + as + a4 + CL5)

(o3 = Q9 + 2&3

1
19 = a1 + 5@2
(1.28)
QA145 = §CL1 “+ ay + 5@5
Qg5 = =Q2 + as

2
\(134 = 2((13 —+ CL4>

Cependant, manipuler les 5 constantes matériaux de second gradient présentées en
équation 1.28 peut s’avérer délicat. (MATSUSHIMA, CHAMBON & CAILLERIE, 2002)
propose donc de simplifier le comportement de second gradient en ne considérant
qu'une seule constante matériau D. Ce comportement de second gradient s’écrit
généralement sous la forme suivante :

8%u,q
o2
i D 0o o0 o0 o0 2 L 9 P
Y12 o 2 L 0o -2 0 0 2 Oz
So | {0220 Do o DA
S| _ [0 0 0 D 0 —-§ -F 0 023 (1.20)
Y11 o -2 -2 0o D 0 0 0 o,
Yo1a 20 0o -2 0o 2 2 0 0%uy
Oz10x
S| |3 00 -5 055 0
Yoz 0 2 2 0 0 0 0 DJ|omm
023

Ce comportement simplifié de second gradient est ensuite largement repris dans
la littérature (voir par exemple (EL MOUSTAPHA, 2014) pour une identification des
paramétres matériaux a partir d’essais expérimentaux de grés des Vosges ou (JOUAN,
2015) pour une application de ce modéle a la localisation des déformations dans le
béton).

Le modéle de second gradient est appliqué par (CHAMBON, CAILLERIE & EL
HASSAN, 1998) dans le cas du probléme unidimensionnel d’'une barre en traction
et d’'un comportement de premier gradient bilinéaire. Les auteurs montrent analy-
tiquement que le modéle de second gradient permet bien d’introduire une longueur
interne dans la modélisation et mettent en évidence plusieurs solutions possibles a ce
probléme de traction. Dans ce cas-la, la longueur caractéristique peut alors se mettre
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sous la forme suivante :

D
L.=2m m avec h le module d’écrouissage de premier gradient (1.30)

Ces résultats sont confirmés dans le cas 2D d’une bande infinie de cisaillement
en considérant pour le comportement de premier gradient une loi de type Mohr-
Coulomb (CHAMBON, CAILLERIE & MATSUCHIMA, 2001) et dans (KOTRONIS et
al., 2008) pour un comportement adoucissant linéaire. (CHAMBON, CAILLERIE &
MATSUCHIMA, 2001) montre que dans cette situation 2D simplifiée, la longueur ca-
ractéristique peut s’écrire comme une fonction de la rigidité de second gradient et
des composantes du module tangent élastoplastique de premier gradient.

(BESUELLE, CHAMBON & COLLIN, 2006) étudient une bande de cisaillement
dans le cas de comportements de premier et second gradient découplés. Les auteurs
montrent que dans ce cas, 'analyse de la bifurcation se réduit a ’étude de la partie
premier gradient du comportement. La condition nécessaire de bifurcation pour ce
type de milieu se raméne alors a celle obtenue pour un milieu continu classique par
(RICE, 1976) :

det(n.H.n) <0 (1.31)

avec H le module tangent de la loi de comportement de premier gradient et n
le vecteur normal a la bande de cisaillement. Cependant, pour un milieu de second
gradient, 1’épaisseur théorique de la bande de localisation lorsque cette condition
est initialement satisfaite est infinie, ce qui induit un effet de la taille du probléeme
considéré sur la possibilité d’initiation de la localisation. Tout comme pour un milieu
classique, 'apparition d’'une bande de localisation peut donc étre retardée : il ne
s’agit que d’une condition nécessaire.

A noter que nous avons choisi ici de présenter un formalisme en petites défor-
mations pour ces modeéles de second gradient, mais que ce type de modéle peut
aussi s’appliquer au cas des grandes déformations (voir par exemple (CHAMBON,
CAILLERIE & TAMAGNINI, 2004).

Par ailleurs, le formalisme de second gradient peut aussi étre étendu a la poro-
mécanique. (COLLIN, CHAMBON & CHARLIER, 2006) propose un modéle de second
gradient adapté aux milieux poreux saturés, ou le second gradient n’intervient que
dans le comportement mécanique. (SCIARRA, DELL'ISOLA & Coussy, 2007) pro-
pose un cadre théorique plus général, ou le gradient de la pression fluide intervient
dans l'expression de 1’énergie libre.
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1.3.2 Formulation numérique des modéles de second gradient

On rappelle ici la formulation continue pour un modéle de second gradient :

/(g:V_M—i-;.'.V:Qu*) dV:/ (]_o.g*—l—B.Du*) ds (1.32)
Q = = 89

Cette approche introduit la dérivée seconde des champs u et u*. Il est donc néces-
saire que les éléments finis utilisés assurent la continuité de la dérivée du déplacement
a l'interface entre deux éléments. Cela implique 1'utilisation d’éléments finis de Her-
mite.

(CHAMBON, CAILLERIE & EL HAsSAN, 1998) utilisent de tels éléments pour
un modéle de second gradient unidimensionnel de barre en traction. Cependant,
I'utilisation de ces éléments dans les cas 2D et 3D conduit & une augmentation
significative du nombre de degrés de libertés par éléments (ODEN, 2006).

Une solution possible est d’'imposer la contrainte d’égalite 1.23 entre microdé-
formation et gradient macroscopique de maniére faible, a ’aide d’un multiplicateur
de Lagrange A (voir par exemple (CHAMBON, CAILLERIE & TAMAGNINI, 2004) et
(SHU, KING & FLECK, 1999)). Le principe des puissances virtuelles s’écrit alors,
pour tout champ cinématique admissible (u*, f*,A") :

/Q(g:v_m+§.-.v5f*—é(f—v:m)+A:*(i—g)) v

(1.33)

- / (pu” + P.Du’) dS
onN

On remarque que dans cette formulation relachée du modeéle de second gradient,
le multiplicateur de Lagrange A joue un role similaire & celui de la microcontrainte
7 dans le modéle & microstructure (voir équation 1.16).

Cette approche a notamment ’avantage de permettre d’utiliser des fonctions d’in-
terpolations usuelles de classe C” pour les inconnues nodales (u, f,A). Les fonctions

d’interpolation pour les multiplicateurs de Lagrange peuvent étre choisies constantes
par éléments. Ce choix peut conduire a I'apparition d’oscillations des contraintes et
des déformations aux points de Gauss au sein d’un méme élément (voir par exemple
(JOUAN, 2015)). Ajouter un terme de pénalisation dans la formulation 1.33 est une
solution proposée par exemple par (FERNANDES, CHAVANT & CHAMBON, 2008)
dans le cadre d'un modeéle de second gradient adapté au comportement des géoma-
tériaux ou par (JOUAN, 2015) dans le cadre d’une application du modéle de second
gradient au comportement du béton. Avec cette nouvelle formulation, et en notant r
le coefficient de pénalisation, le principe des puissances virtuelles s’écrit alors, pour
tout champ cinématique admissible (u*, f*,\") :
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<

[ (zmurgewr-a(r-wuw) v (1 - 2

r
+5 (£ -3a) < (
2 i pr—
Cette derniére formulation permet effectivement d’éviter toute oscillation des
champs aux points de Gauss, mais nécessite l'introduction d’un paramétre numé-
rique supplémentaire (le coefficient de pénalisation r). Une valeur trop élévée de ce

paramétre peut conduire & une matrice de rigidité mal conditionnée (FERNANDES,
2009). La valeur de ce paramétre numérique doit donc étre préalablement calibrée.

(1.34)

- Vu)) dV:/m (pu* + P.Du) dS

[~

De récents travaux (PLUA, 2018) montrent qu’il est aussi possible d’utiliser des
éléments isogéométriques plutot que des éléments finis pour implémenter un modéle
de second gradient. La ol la méthode éléments finis utilise des fonctions d’interpola-
tion C?, la méthode des élements isogéométriques utilise des fonctions d’interpolation
de continuité d’ordre supérieur (fonctions NURBS). Ainsi, il est possible de faire in-
tervenir directement la dérivée seconde du champ de déplacement dans la formulation
numérique. Cette méthode a ainsi 'avantage de ne pas faire intervenir de degrés de
libertés supplémentaires liés aux champs f et A (voir équation 1.33). Cependant,

I'utilisation des éléments isogéométriques est encore peu répandue dans l'industrie
et ne rentre pas dans le cadre fixé par les contraintes industrielles de cette these. Ce
type de discrétisation ne sera donc pas retenu dans le cadre de nos travaux, qui se
limitent & l'utilisation d’éléments finis.

1.3.3 Exemples d’application

Les modéles de second gradient sont utilisés pour une large gamme d’applica-
tions, dont on ne prétend pas faire ici une liste exhaustive. Cependant, on donnera
ici quelques exemples de modeles de second gradient appliqués a des structures pan-
tographiques, a la modélisation du comportement du béton, et a la modélisation du
comportement des géomatériaux.

1.3.3.1 Structures pantographiques

On appelle structure pantographique un assemblage discret de fibres connectées
entre elles par des pivots, ou le systéme complet est composé de sous-systémes pé-
riodiques et similaires au systéme pris dans son ensemble (voir par exemple figures
1.8, 1.9 et 1.10). Ce type de structure est étudié dans le cadre du développement de
certains métamatériaux innovants (DELL'ISOLA et al., 2015).
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FiGURE 1.8 — Exemple de sous-systéme

pantographique. Source : (DELL’ISOLA et FIGURE 1.9 — Exemple de modéle discret.
al., 2015) Source : (DELL'ISOLA et al., 2016)

FIGURE 1.10 — Exemple de structure pantographique déformée. Source : (DELL'ISOLA et al.,
2015)

Ces structures peuvent étre modélisées par un systéme discret de ressorts a
I’échelle microscopique, mais il a été démontré qu’elles peuvent aussi étre considérée
comme un milieu d’ordre supérieur a 1’échelle macroscopique (PLACIDI et al., 2016).
(DELL'ISOLA et al., 2016) et (BARCHIESI et al., 2019) montrent que les modéles de
second gradient sont adaptés a la description du comportement macroscopique de
ces structures. Leur approche est similaire a celle proposée par (TRIANTAFYLLIDIS
& BARDENHAGEN, 1993) pour des assemblages 1D de ressorts.

(PLACIDI, ANDREAUS & GIORGIO, 2017) s’appuie sur une technique d’homogé-
néisation pour identifier les parameétres de la loi de second gradient. La comparaison
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FIGURE 1.11 — Essai de fissuration en mode I : profil d’endommagement pour une simulation
numeérique d’éprouvette en béton. Source : (JOUAN, 2015)

des simulations numériques réalisées a partir du modéle discret et du modéle continu
de second gradient permet de valider I'utilisation du modele continu de second gra-
dient pour ce type de structure.

1.3.3.2 Modélisation du comportement du béton

(KOTRONIS et al., 2007) utilisent un modéle de second gradient similaire & celui
présenté en équation 1.24 pour modéliser la rupture en traction 1D d’éprouvettes en
béton. Pour la loi de comportement de premier gradient, le choix est fait d’utiliser
une loi d’endommagement scalaire. Plusieurs comportements de second gradient sont
proposés et il est démontré que le modéle de second gradient permet bien d’intro-
duire une longueur interne et d’obtenir des simulations numériques indépendantes
du maillage. Dans le cas d'un comportement de second gradient linéaire et découplé
de la loi de premier gradient (similaire & celui présenté en équation 1.27), les auteurs
observent un élargissement incontrolé de la bande de localisation : & rupture, le mo-
dele prédit que toute ’éprouvette est en charge plastique, en contradiction avec les
observations expérimentales. Les auteurs proposent alors d’utiliser un comportement
de second gradient couplé a la loi de premier gradient, ou la loi de comportement de
second gradient dépend de la variable d’endommagement issue de la loi de compor-
tement de premier gradient.

(JouaN, KOTRONIS & COLLIN, 2014) utilisent un modéle de second gradient pour
la simulation numérique d’essais réalisés sur des éprouvettes de béton ot 'apparition
de fissures de mode I est observée. En utilisant des lois de comportement de premier et
de second gradient découplés, les auteurs montrent que le modéle de second gradient
ne permet pas de représenter correctement des situations ou I’endommagement est
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proche de 1. Notamment, ils constatent que la zone en charge plastique continue de
s’élargir (voir figure 1.11) et que des efforts résiduels liés a la forme des équations
d’équilibre des modeéles de second gradient sont toujours présents. Pour résoudre
ces problémes, les auteurs proposent une transition vers une description discréte de
la fissuration passée un certain seuil d’endommagement. Pour cela, ils utilisent un
modele de zone cohésive (BARENBLATT, 1962).

1.3.3.3 Modélisation du comportement de géomatériaux

Les modéles de second gradient ont été assez largement utilisés comme méthode
de régularisation dans le cadre de la modélisation du comportement localisé des
géomatériaux.

(BESUELLE & CHAMBON, 2006) mettent en évidence la non unicité des solu-
tions par l'existence de plusieurs modes de localisation. Dans le cadre de simulations
numériques d’un seul et méme probléme aux conditions aux limites (essai biaxial),
les auteurs montrent qu’il est possible d’obtenir plusieurs faciés de localisation en
utilisant simplement une initialisation aléatoire de l'algorithme de Newton utilisé
pour la résolution du probléme numérique. Dans (BESUELLE, CHAMBON & COLLIN,
2006), il est montré par ailleurs que le nombre de bandes de localisation a un im-
pact direct sur la réponse de 'échantillon (voir figures 1.12 et 1.13). Les auteurs
font un rapprochement entre la non unicité des solutions numériques d’un probléme
aux limites avec la non-reproductibilité observée expérimentalement, au sens ot les
structures de localisation observées sur des échantillons d’'un méme matériau soumis
aux mémes sollicitations ne sont pas nécessairement identiques. Cette difficulté est
directement liée aux types d’essais réalisés : la géométrie et les conditions aux limites
sont homogeénes.

Toujours dans le cadre d’essai biaxiaux avec un modéle de second gradient, (EL
MOUSTAPHA, 2014) propose une méthode d’identification des paramétres d’une loi de
comportement de type élasto-plastique (loi Plasol) pour le comportement de premier
gradient. Le bon accord obtenu entre résultats expérimentaux et résultats numériques
montre que les modéles de second gradient permettent de reproduire correctement la
réponse contrainte-déformation, le comportement volumique ainsi que 'orientation
des bandes de localisation.

On trouve aussi une littérature abondante présentant des simulations numériques
d’excavation basées sur des modeéles de second gradient. Ces simulations visent a
caractériser la zone endommagée par ’excavation lors du creusement de galeries en
milieu géologique profond, ainsi que la propagation de ces fissures au cours du temps.
Le comportement de second gradient, similaire a celui présenté en équation 1.27, y
est généralement découplé du comportement de premier gradient. Le comportement
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FIGURE 1.12 — Illustration de plusieurs FIGURE 1.13 — Influence du nombre
modes de localisations obtenus pour de bande de localisation sur la ré-
un essai biaxial : points de Gauss en ponse de I'échantillon pour un essai
charge plastique. Source : (BESUELLE, biaxial. Source : (BESUELLE, CHAMBON
CHAMBON & COLLIN, 2006) & CoLLIN, 2006)
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de premier gradient peut quant & lui étre mécanique (voir par exemple (SIEFFERT,
AL HoLo & CHAMBON, 2009)) ou hydromécanique (voir par exemple (PARDOEN,
LEVASSEUR & COLLIN, 2015) et (SALEHNIA et al., 2015)). Ces travaux montrent
que le modéle de second gradient est adapté pour la modélisation des bandes de
localisation qui apparaissent autour de la galerie. La convergence de la galerie obte-
nue numériquement est alors en bon accord avec les mesures expérimentales in-situ
(PARDOEN & COLLIN, 2017).

Comme pour les essais biaxiaux, (SIEFFERT, AL HOLO & CHAMBON, 2009) et
(MARINELLI, 2013) mettent en évidence l'existence de plusieurs modes de locali-
sation pour ce type de probléme d’excavation. Il reste donc difficile de déterminer
précisément le profil de ces bandes de localisation ainsi que 1’évolution de leur exten-
sion au cours du temps sans observations expérimentales suffisamment précises pour
choisir le mode de localisation le plus adapté.

Une autre difficulté liée a ce type de modéle tient au nombre important de degrés
de libertés supplémentaires introduits par la formulation numérique éléments finis du
probléme. Cela est acceptable pour des modélisations 2D (en déformations planes)
pour la simulation d’excavation de galerie. Cette approche 2D peut étre satisfaisante
lorsqu’il s’agit de modéliser une section de la galerie, mais n’est pas applicable lors-
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FIGURE 1.14 — Bandes de localisation autour d’une galerie. Source : (PARDOEN & COLLIN,
2017)
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qu’on s’intéresse par exemple au croisement de deux galeries. Dans ce cas-1a, une
approche 3D serait nécessaire, mais conduirait a un nombre de degrés de libertés
trop important et difficilement compatible avec les capacités de calcul actuelles. 11
est donc nécessaire de chercher a réduire le nombre de degrés de libertés utilisés par
ce type de modéle de second gradient.

Une solution visant a utiliser un nombre réduit de degrés de liberté est proposée
par (FERNANDES, 2009) : le modeéle de second gradient de dilatation. La ou le modéle
de second gradient utilise le gradient de la déformation, le modéle de second gradient
de dilatation s’inspire des modéles microdilatants présentés en partie 1.2.2.3 et ne
fait intervenir que le gradient de la déformation volumique. Ce modéle, adapté a
la modélisation de matériaux dilatants, peut étre vu comme une simplification du
modele de second gradient présenté de ce chapitre moyennant un choix particulier
des paramétres matériaux de second gradient. En ne faisant intervenir que le gradient
de la déformation volumique, le modéle de second gradient de dilatation conduit a
une diminution significative du nombre de degrés de libertés supplémentaires dans
la formulation numérique éléments finis du probléme.

Ce modéle a déja fait ses preuves pour la simulation numérique d’essais biaxiaux
et d’excavation. Tout comme le modéle de second gradient, il présente I'avantage de
pouvoir étre utilisé aussi bien pour la simulation numérique de problémes mécaniques
(voir par exemple (FERNANDES, DUCOIN & CHAMBON, 2011)) ou hydromécaniques
(voir par exemple (PLASSART et al., 2013)) avec diverses lois de comportement sans
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nécessiter de développements numériques spécifiques a chaque modélisation.

C’est ce modele de second gradient de dilatation qui sera retenu dans la suite
de ces travaux de thése. Les développements théoriques qui permettent d’établir les
équations constitutives de ce modeéle simplifié & partir du modeéle de second gradient
seront présentées en détail au chapitre 2.
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Chapitre 2

Le modéle de second gradient de
dilatation
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La premiére partie de ce chapitre (partie 2.1) sera consacrée a la présentation
du modéle de second gradient de dilatation. Dans un premier temps, la mise en
place des équations de ce modéle est détaillée de deux maniéres : soit a partir des
milieux de second gradient, soit & partir des milieux & microstructure dilatants. Pour
cette démonstration, nous reprenons pour l’essentiel le cheminement présenté par
(FERNANDES, 2009). Dans un second temps, seront présentées les lois constitutives
qui seront utilisées dans la suite de la thése. Enfin, la formulation numérique du
modele de second gradient de dilatation telle que développée dans (FERNANDES,
2009) sera présentée.

La seconde partie de ce chapitre (partie 2.2) est quant a elle consacrée a la
simulation numérique d’essais biaxiaux. Dans un premier temps, il s’agira de mettre
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en place des méthodes numériques pour le franchissement d’instabilités (snap-back).
Dans un second temps, certaines limites du modéle développé dans (FERNANDES,
2009) seront mises en évidence et des modifications de la formulation numérique
seront proposées afin d’y remédier. Enfin, les propriétés régularisantes du modéle
de second gradient de dilatation seront étudiées et comparées dans le cas d’une loi
de comportement associée dilatante et dans le cas d’une loi de comportement non
associée.
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FIGURE 2.1 — Le modéle de second gradient de dilatation peut étre obtenu de deux maniéres
a partir des milieux & microstructure. Source : (FERNANDES, 2009)
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2.1 Un modéle de second gradient adapté aux ma-
tériaux dilatants

2.1.1 Formulation continue
Dans sa formulation continue, le modéle de second gradient de dilatation peut
étre vu de deux maniéres (voir figure 2.1) :

— comme un modéle a microstructure dilatant, auquel il serait imposé une contrainte
supplémentaire d’égalité entre microdilatation et dilatation macroscopique.

— comme un modeéle de second gradient simplifié, auquel il serait imposé des
conditions supplémentaires sur les paramétres de la loi de comportement de
second gradient.

Afin de mieux comprendre le lien entre ces différents modéles, nous présenterons
ces deux raisonnements, issus de la thése de Roméo Fernandes (FERNANDES, 2009).
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2.1.1.1 Un modéle microdilatant contraint

On rappelle ici 'expression de la puissance virtuelle des milieux & microstruc-
ture dilatants en I’absence d’effort volumique (voir partie 1.2.2.3). Pour tout champ
cinématiquement admissible (u*, %), on a :

/(O‘ Vu* + k(g — 0°) + S.VO") dV—/ (t.u™+T0%) dS (2.1)

La cinématique du milieu est enrichie de la variation microvolumique €, en plus
du déplacement u. On note ey = tr(e). On introduit alors les contraintes duales a
cette cinématique : la contrainte macroscopique classique o, la contrainte (scalaire)
microscopique de dilatation k (duale de la déformation volumique relative ey — 0) et
la double contrainte (vectorielle) S (duale du gradient de la déformation volumique
microscopique V0 ).

Les équations d’équilibre, obtenues par application du théoréme de la divergence
et intégration par partie de I'équation 2.1, s’écrivent quant a elles :

div(g) + VE =0
Z (2.2)
K+ div(S) =0
Les conditions aux limites sur 9€2 se mettent sous la forme suivante :
t=oc.n+kn
=7 - (2.3)
T=S58n

A partir de cette formulation des milieux & microstructure dilatants, on choi-
sit d’introduire une contrainte mathématique d’égalité entre déformation volumique
macroscopique €y et déformation volumique microscopique 6. Cette hypothése est
similaire a celle réalisée pour établir les équations du modeéle de second gradient a
partir des milieux & microstructure (voir partie 1.3). Elle s’écrit :

0= gy (24)

(FERNANDES, 2009) montre alors que l’expression des puissances virtuelles se
met sous la forme suivante, pour tout champ cinématiquement admissible u*

/Q@:V—“*Jrﬁ'—ww(@*)) v = /a (pu' + Pn.Du) dS  (25)

Du représente la dérivée normale du champ de déplacement u. Pour rappel, cette
dérivée normale est définie de la maniére suivante :

8UZ’
n
J

8xj

Du; = (2.6)
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La dérivée tangentielle de u, que ’on notera gz? suivant la direction n; s’écrit :
J

= — —n;Du; 2.7

Dl’j 8@- J ‘ ( )

La force de surface p et la double force P sont les efforts extérieurs pour le modéle
de second gradient de dilatation, dont les expressions sont les suivantes :
DS]' DS]'TLJ'

Dn
i = oyn; —nn;DS; — i LSinn;
pi = oiin; — nin;DS; ijn Da, + Dz, 1N (2.8)

P = Sj’n]‘

Ces efforts extérieurs p et P sont duaux, respectivement, du champ de déplace-
ment u et de sa dérivée normale Du. Le déplacement u et sa dérivée tangentielle
n’étant pas indépendants, seule la dérivée normale Du intervient dans ces conditions
aux limites.

Par ailleurs, une hypotheése simplificatrice est généralement faite sur la double
force P : elle est supposée nulle P = 0. D’aprés (CHAMBON & MOULLET, 2004),
une double force non nulle conduit a 'apparition d’'une couche limite qui peut étre
négligée. C’est cette hypothése simplificatrice qui sera retenue dans la suite de la
thése. Sa pertinence et les limites de sa validité seront discutées dans le dernier
chapitre, consacré a 'influence des conditions aux limites dans le modéle de second
gradient de dilatation.

Cette hypothése P = 0 conduit par ailleurs a une simplification de la condition
aux limites portant sur la force de surface p. Les conditions aux limites du modéle
de second gradient de dilatation s’écrivent alors :

s,
bi = oyny — a_nz

P=0

En I'absence d’efforts volumiques, on peut montrer que les équations d’équilibre
du probléme s’écrivent :

div(g) — V(div §) = 0 (2.10)

Le raisonnement présenté ici permet ainsi d’obtenir la formulation continue du
modele de second gradient de dilatation a partir des milieux a microstructure dila-
tants. Ce raisonnement est similaire & celui permettant d’établir les équations régis-
sant les modéles de second gradient a partir des milieux & microstructure (voir partie
1.3).
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2.1.1.2 Un modéle de second gradient simplifié

Le modéle de second gradient de dilatation peut aussi étre interprété comme
un modeéle de second gradient pour lequel des contraintes supplémentaires sur les
paramétres de la loi de comportement de second gradient seraient respectées. On
rappelle ici I'expression des puissances virtuelles dans le cas d’'un modéle de second
gradient, pour tout champ u* cinématiquement admissible :

/ (¢:Yu' +3.. Y2 av :/ (pu* + P.Du*) dS (2.11)
Q - onN

En comparant les expressions 2.5 et 2.11, (FERNANDES, 2009) montre que si les
doubles contraintes vérifient les relations suivantes, alors le modéle de second gradient
se simplifie en second gradient de dilatation :

def

S1 = Y11 = 2X919 = 2¥99; = 2X313 = 2X33
ef
Sy e Yoge = 2X112 = 2X191 = 22393 = 2X330
def
Sg = Ygz3 = 2113 = 28131 = 2X093 = 22030 (2,12)

Y92 = Yoz = L3z = 2133 = 0
Y011 = Y13 = 2931 = o33 = 0
2311 = Mg12 = 2321 = 2322 = 0

\
En effet, dans le cas ou les relations 2.12 sont vérifiées, alors on a :

/z.-. V' dV_/ﬁ.@(V_u*)dV (2.13)
; Yu

Dans le cas bidimensionnel (2D) ou les lois de comportements de premier et
de second gradient sont découplées et ou les doubles contraintes X dépendent des

dérivées secondes du déplacement de maniére isotrope et linéaire, (MINDLIN, 1965)
montre que la loi de comportement de second gradient se met sous la forme suivante :

82u21
Y a1e345 0 0 as 0 a2 ap 0 ﬁ
Y12 0 aws a5 0 a0 0 a12 83&2?
Y121 0 aigs ays 0 ass 0 0 ai2 W
Y122 _ Q23 0 0 azs 0 axs ass 0 8x§1 (2 14)
Your | 0 ass az 0 azy 0 0 az3 %2“22 '
2212 a2 0 0 azs 0 aus  augs 0 82u12
201 a2 0 0 azs 0 aus aiss 0 ‘95%22”2
Y22 0 a2 az 0 ags 0 0 aises/ | 2507
81%
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Les constantes matériaux définies dans I’équation 2.14 peuvent s’écrire en fonction
de 5 constantes matériaux a;, as, ag, a4, as (homogeénes a une force) :

p

12345 = 2(a1 + az + az + a4 + as)
a3 = Q9 + 2&3
1
a12 = ay + §CL2
(2.15)
A145 = 5&1 + a4 + 5&5
Qo5 = §a2 + as
\a34 = 2(@3 + CL4)
On assure les relations 2.12 en imposant les égalités suivantes :
(
12345 = 2012
93 = 0
{ a1z = 2a445 (2.16)
Qo5 — 0
\a34 =0

Ce dernier jeu d’équation 2.16 conduit a réécrire la loi de comportement de second
gradient de la maniére suivante, en fonction d’une seule constante matériau a; :

8%u,y
S 200001 10\ &
Yi1a 05 5000 0 1|90
Y121 0 3 5 000 0 1|3z
12 00000000 %
Sor |~ 0000000 0f| (2.17)
Y12 10000 L 2 o[ o
Soo1 1000011 L o]
2 0110000 2 (2
ox3

Les relations imposées aux doubles contraintes en équation 2.12 conduisent a
I'égalité 2.13 si la loi de comportement de second gradient de dilatation s’écrit (en
2D) :

dzv.
(gl) = 3m <§g¢> avec ey = tr(e) = div(u) (2.18)
2 vev

Oxo
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C’est cette forme de la loi de comportement de second gradient de dilatation,
reliant double contrainte et gradient de la déformation volumique, qui sera retenue
par la suite. Cette loi de comportement linéaire et isotrope s’exprime donc en fonction
d’un seul parameétre de rigidité de second gradient a;.

De maniére générale, (FERNANDES, 2009) montre que la loi de comportement
linéaire isotrope de second gradient de dilatation se met sous la forme suivante, avec
n la dimension du probléme (2 en 2D, 3 en 3D) :

S=(Mn+1)ayVey (2.19)

2.1.2 Formulation numérique du modéle de second gradient
de dilatation

Cette section vise a présenter la formulation numérique du modéle de second
gradient de dilatation telle que développée dans (FERNANDES, 2009). On rappel-
lera brievement les résultats concernant la formulation faible du modéle de second
gradient de dilatation et le choix des fonctions de forme.

On rappelle ci-dessous l'expression du principe des puissances virtuelles pour
un milieu de second gradient de dilatation, pour tout champ u* cinématiquement
admissible :

/ <g : V_u*%—ﬁ.de’v(z_L*)) dV = / (g_).g* + PQ.D_U*) dsS (2.20)
Q - Gl9)

Cette approche introduit la dérivée seconde des champs u et u*. Cette approche
introduit la dérivée seconde des champs u et u*. Il est donc nécessaire que les éléments
finis utilisés assurent la continuité de la dérivée du déplacement a l'interface entre
deux éléments. Cela implique I'utilisation d’éléments finis de Hermite.

Cette difficulté numérique n’est pas spécifique aux milieux de second gradient
de dilatation : elle est similaire a celle rencontrée dans le cadre des milieux de se-
cond gradient et évoquée en partie 1.3.2. De la méme maniére, il est donc possible
de relacher la condition d’égalité entre déformation volumique macroscopique ey et
déformation volumique microscopique 6. Cette condition d’égalité peut alors étre
imposée de maniére faible & 'aide d’'un multiplicateur de Lagrange A. C’est 1'ap-
proche choisie par exemple par (MATSUSHIMA, CHAMBON & CAILLERIE, 2002) et
(Suu, KING & FLECK, 1999) pour les milieux de second gradient. Pour un milieu
de second gradient de dilatation, (FERNANDES, 2009) choisit que pour tout champ
cinématiquement admissible (u*, A*,6%), on ait :
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/ (0: Vu' + 5.V — N(ey — 0) + Al — 6%)) dV

@ (2.21)

:/ (]_).g* +P@.D_u*) dsS
o0

La formulation mixte 2.21 ne faisant intervenir que la dérivée premiére des incon-
nues nodales, il est possible d'utiliser des fonctions d’interpolation de classe C°. Par
ailleurs, on peut dés a présent constater l'intérét du modéle de second gradient de
dilatation : les inconnues nodales supplémentaires introduites dans cette formulation
faibles (A et #) sont ici des quantités scalaires. Pour un modéle de second gradient
classique, ces inconnues nodales sont des tenseurs d’ordre 2. Le modéle de second
gradient de dilatation permet donc de réduire significativement le nombre de degrés
de libertés supplémentaires.

(FERNANDES, 2009) propose d’utiliser une formulation augmentée pour le mo-
deéle de second gradient de dilatation. Pour tout champ cinématiquement admissible
(u*, A\*,0%), on a alors :

/ (0: Vu' + 5.V — N(ev — ) + A&l — 6°) + r(ey — O)(ly — 07)) dV

@ (2.22)

:/ (p.g* + P@.D_u*) dsS
o

Cette derniére formulation 2.22 nécessite d’introduire un parameétre numérique
supplémentaire : un coefficient d’augmentation r dont la valeur numérique doit étre
préalablement calibrée. Par ailleurs, (FERNANDES, 2009) montre que la formulation
augmentée 2.22 permet de s’affranchir d’éventuelles oscillations des contraintes et
des déformations aux points de Gauss au sein d’'un méme élément, pour différentes
fonctions d’interpolation.

En effet, en choisissant une formulation mixte, il est nécessaire de s’assurer que
les fonctions d’interpolations choisies pour les inconnues nodales u, 0, A permettent
d’imposer de maniére satisfaisante 1’égalité entre ey, et #. Ce choix de fonction d’in-
terpolation et de formulation faible sera discuté en détail en partie 2.2.3. Pour le
moment, on retient les conclusions de (FERNANDES, 2009), ou différentes fonctions
d’interpolation et différents éléments géométriques (triangulaires ou quadrangulaires)
sont comparées sur la base de critéres de performances numériques :

— précision de 1’égalité entre ey et 6.
— convergence de 'algorithme de Newton

— temps CPU consommé moyen.
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FIGURE 2.2 — Interpolation numérique FIGURE 2.3 — Interpolation numérique
(degrés de libertés) de I'élément triangu- (degrés de libertés) de I’élément quadran-
laire (u P2 - 6 P1- A PO). gulaire (u Q2 - 8 Q1 - A QO).
® ulf
[ | U ® uf
A ) .-
A )

On retient que 1'élément triangulaire (u P2 - 8 P1 - A P0) permet d’obtenir les
meilleures performances au vu des critéres ci-dessus. Dans cet élément, I'interpola-
tion du champ de déplacement u est quadratique, celle du champ de déformation
microscopique # est linéaire et celle du multiplicateur de Lagrange est constante par
éléments.

De la méme maniére, (FERNANDES, 2009) propose un élément quadrangulaire (u
Q2 -6 Q1 - X QO) ou le déplacement u est interpolé par des fonctions quadratiques
de type Serendipity.

Ces deux éléments, triangulaire et quadrangulaire, sont représentés en figures 2.2
et 2.3.

2.1.2.1 Relations constitutives

Pour les relations constitutives, nous reprenons ’hypothése généralement faite
qui consiste a séparer les grandeurs classiques des termes d’enrichissement.

Pour la loi de comportement de second gradient, on rappelle la forme retenue en
partie 2.1.1.2 pour une modélisation 2D :

Sl . 3&1 O (367‘1
(2) - (% ) (& o2

Cette loi de comportement de second gradient est linéaire isotrope. Les doubles
contraintes de dilatation S sont liées au gradient de la déformation volumique par
un seul et unique parametre matériau ay, appelé rigidité de second gradient.

Pour la partie classique des relations de comportement (partie premier gradient),
nous faisons le choix de modéliser le comportement des roches par une loi élasto-
plastique de type Drucker Prager (DRUCKER & PRAGER, 1952). L’objectif est d’uti-
liser une loi de comportement qui soit & la fois représentative du comportement des
roches (avec en particulier une dépendance de la surface d’écoulement au premier
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invariant du tenseur des contraintes), avec un nombre de paramétres réduits, a 'im-
plémentation numérique robuste, et suffisamment simple dans son expression afin de
permettre la recherche de solutions analytiques & un probléme simplifié de modéle
de second gradient (voir chapitre 3).

Bien que relativement simple, cette loi de comportement permet notamment de
rendre compte du comportement adoucissant des roches dans le régime post-pic. Cela
se traduit par 1'utilisation d’un écrouissage négatif dans la fonction de charge. Deux
comportements de Drucker Prager différents seront utilisés : une loi associée et une
loi non associée. Dans les deux cas, le comportement élastique est choisi isotrope
linéaire et sera décrit par le module de Young E et le coefficient de Poisson v.

Comportement de Drucker Prager associé
La fonction de charge s’exprime de la maniére suivante :

F(g, k) = 0eq + atr(g) — R(k) (2.24)
Dans cette expression, o, représente la contrainte équivalente de Von Mises,
définie de la maniére suivante : 0., = ,/%gD P, ol gD est la partie déviatorique

du tenseur des contraintes.
Le paramétre a est relié a 'angle de frottement ¢ de la maniére suivante :

2 sing

La variable d’écrouissage x correspond a la déformation plastique déviatorique
cumulée. Sa dérivée temporelle & s’exprime ainsi :

(2.26)

L’écrouissage porte sur la fonction R(k). Cette fonction est choisie décroissante
et peut prendre différentes formes. Dans le cas de la loi de comportement associée,
nous nous limiterons & un écrouissage linéaire :

K
(00 — 0u)(1 = —) + 0, pour k < ke
R(k) = Ke (2.27)
Oy POUT K 2 K
Cette expression 2.27 fait intervenir trois nouveaux paramétres matériaux :
— la résistance initiale du matériau og
— l’état de contrainte ultime o,

— la déformation ultime du matériau s,

49



CHAPITRE 2. LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

FiIGURE 2.4 - Réponse contrainte- FIGURE 2.5 — Evolution de la déforma-
déformation axiale pour un essai triaxial. tion volumique pour un essai triaxial. Loi
Loi associée avec écrouissage linéaire. associée avec écrouissage linéaire.
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La loi d’écoulement étant choisie ici associée, elle s’exprime sous la forme suivante
(avec g, la déformation plastique) :

: oF
£, = A 9s (2.28)

Dans le cas ol 0., # 0, on peut montrer que le multiplicateur plastique A est égal
au taux de déformation plastique déviatorique cumulée. On a alors A = k.

Le comportement présenté ci-dessus est illustré en figures 2.4 et 2.5 dans le cas
d’un essai triaxial a pression de confinement nulle (essai de compression uniaxiale) et
sur point matériel. Aprés un régime élastique linéaire, la réponse contrainte déviato-
rique - déformation axiale suit une décroissance linéaire avant d’atteindre un plateau
correspondant & I’état ultime du matériau (figure 2.4). Le comportement volumique
est dans un premier temps contractant et devient dilatant dans le régime plastique.
Dans le régime ultime, la déformation volumique croit & 'infini avec la déformation
axiale (figure 2.5).

Cette loi de comportement est similaire a celle utilisée dans (FERNANDES, 2009)
et 'implémentation numérique est disponible dans le logiciel éléments finis Code _ Aster
(documentation R7.01.16). Son utilisation sera limitée au présent chapitre pour illus-
trer certaines propriétés du modele de second gradient de dilatation.

Ce type de comportement associé est connu pour surestimer les déformations
plastiques volumiques (VERMEER & DE BORST, 1984). Or, reproduire de maniére
satisfaisante le comportement volumique des roches est particuliérement important
dans le cadre d’'un modéle de second gradient de dilatation. En effet, le modéle
s’appuie sur le gradient de cette méme déformation volumique pour controéler la
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largeur de bande et régulariser la solution. L utilisation d'une loi de comportement
non associée, pour laquelle la déformation volumique plastique peut étre bornée,
semble donc nécessaire.

Comportement de Drucker Prager non associé

La fonction de charge utilisée reste similaire a celle présentée en équation 2.24
pour une loi associée. La fonction d’écrouissage R(k) peut prendre diverses formes :
linéaire (identique & la version associée, voir équation 2.27) ou exponentielle. Dans
sa forme exponentielle, cette fonction d’écrouissage s’écrit :

—K

R(k) = (09 — ou)exp(—) + 0, (2.29)

C
Ce comportement non associé se distingue de la loi associée précédente par 1’exis-
tence d'un potentiel plastique, différent de la fonction de charge. Ce potentiel plas-
tique, noté G(g, k), s’écrit :

G(g, k) = 0eq + b(K)tr(a) (2.30)

La loi d’écoulement s’écrit alors (avec g la déformation plastique) :

PRNCS (2.31)

=p a g

Dans le cas non associé, on choisit de faire porter aussi I’écrouissage sur la fonction
b(k), et donc sur 'angle de dilatance. Comme pour la fonction d’écrouissage R(k),
deux fonctions, linéaire et exponentielle, sont envisageables.

by (1 — E) pour K < K,
b(k) = Ke (Ecrouissage linéaire) (2.32)
0 pour K > K

b(k) = by exp(—g) (Ecrouissage exponentiel) (2.33)

C

Dans les deux cas, by est un paramétre matériau lié a I’angle de dilatance initial
1o par la relation suivante :

2 sin 1y
bp = ———— 2.34
07 3 sin Yo ( )
Cette loi non associée est illustrée en figure 2.6 et 2.7 dans le cadre d'un essai
triaxial & pression de confinement nulle et sur point matériel, pour des écrouissages li-
néaire et exponentiel. La principale différence avec le comportement associé se trouve

dans I’évolution de la déformation volumique. Dans le cas non associé, I’écrouissage
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FIGURE 2.6 — Réponse contrainte FIGURE 2.7 — Evolution de la déforma-
équivalente-déformation axiale pour un tion volumique pour un essai triaxial. Loi
essai triaxial. Loi non associée. non associée.
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TABLE 2.1 — Valeurs retenues pour les parameétres matériaux

de la fonction b(k) permet de borner la déformation volumique dans le régime ultime
(figure 2.7).
Dans le cas ou 'angle de dilatance v est constant et égal a I’angle de frottement
¢, on retrouve le cadre de la loi associée présentée dans le paragraphe précédent.
Cette loi de comportement non associée a été introduite dans le logiciel éléments
finis Code_ Aster au cours de la these.

Paramétres matériaux

Les valeurs des parameétres matériaux utilisés dans ce chapitre 2 sont présentés
dans le tableau 2.1. Ces valeurs de paramétres matériaux ne correspondent pas a une
roche en particulier, mais sont de l'ordre de grandeur de ceux d’une roche tendre.
L’interprétation des résultats de ce chapitre se limitera donc aux aspects numériques.
Une identification des paramétres matériaux a partir de résultats expérimentaux sera
présentée au chapitre 3.

L’identification de la valeur du parameétre aq, qui pilote notamment la largeur de

T aq
10%.22=%« | 5102 N

Ke

TABLE 2.2 — Valeurs retenues pour les paramétres numériques
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la bande de localisation, sera discuté en détail au chapitre 3.
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2.2 Applications aux essais biaxiaux et modification
de la formulation numérique

Le principal objectif de cette partie est de présenter comment le modéle de se-
cond gradient de dilatation peut étre utilisé pour obtenir des simulations numériques
robustes.

Dans un premier temps (partie 2.2.1), on présentera le principe de 1’essai biaxal,
qui servira d’essai numérique de référence, ainsi que la réponse de I’échantillon dans
le cas d'un essai homogene. Dans un second temps, on présente plusieurs aspects
numériques du modéle de second gradient de dilatation afin de mieux comprendre
comment ce modeéle peut étre appliqué dans le cas d’essais biaxiaux localisés :

— Des méthodes numériques de continuation qui seront utilisées pour franchir les
instabilités (snap-back) observées (partie 2.2.2). Il s’agit de garantir la conver-
gence des algorithmes de résolution.

— Une formulation numérique pour le modéle de second gradient de dilatation
qui soit adaptée aux lois de comportement non associées (partie 2.2.3).

Les méthodes de continuation qui seront présentées en partie 2.2.2 ne permettent
de suivre qu’une branche de solution bifurquée, mais ne permettent pas de capter
toutes les solutions localisées possibles. Afin de pouvoir comparer les résultats ob-
tenus entre eux, nous avons ici fait le choix de sélectionner une branche de solution
particuliére en introduisant un défaut matériel dans I’échantillon.

Une fois ces aspects numériques traités, le caractére régularisant du modéle de
second gradient de dilatation sera mis en évidence, aussi bien pour des lois de com-
portement associées que non associées (partie 2.2.4).
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FIGURE 2.8 — Essai biaxial et conditions

aux limites
FIGURE 2.9 — Réponse contrainte-

l U l U l U l déformation pour un essai biaxial homo-
géne (loi de comportement non associée
I P=0 a écrouissage linéaire)
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2.2.1 Présentation de 1’essai biaxial
2.2.1.1 Principe

La géométrie de I'essai biaxial de référence considéré est présenté en figure 2.8.
L’échantillon considéré a une hauteur de 50mm et une largeur de 25mm. L’essai est
réalisé en conditions de déformations planes.

La partie inférieure de I’échantillon est fixée verticalement : le déplacement selon
I'axe (Oy) y est nul. Afin de bloquer les mouvements de corps rigides, le déplacement
selon I'axe (Ox) est bloqué au centre de la partie inférieure de la structure.

L’extrémité supérieure de 1’échantillon est soumise a un chargement imposé en
déplacement, noté U. Une pression de confinement est appliquée aux faces latérales
de I’échantillon. Dans ce chapitre 2, la pression de confinement est choisie nulle :
cela implique que la condition aux limites p, est prise nulle sur les faces latérales. La
double force externe P, condition aux limites d’ordre supérieure spécifique au modéle
de second gradient, est quant & elle choisie nulle sur toutes les faces de la structure.
L’influence de cette hypothése sera étudiée plus précisément dans le dernier chapitre
de la theése.

Par ailleurs, un défaut sera introduit dans la structure sous la forme d’une im-
perfection de 2.5 mm de coété au coin inférieur droit de I’échantillon. Dans cette
imperfection, les paramétres matériaux oq et o, seront réduits de 5%. L’introduc-
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FIGURE 2.10 — Maillage triangulaire gros- FIGURE 2.11 — Maillage quadrangulaire
sier grossier

tion de ce défaut permettra d’obtenir des solutions bifurquées non homogénes, mais
sélectionnera nécessairement une branche de solution particuliére.

2.2.1.2 Maillages

Six maillages différents seront utilisés par la suite, trois maillages structurés tri-
angulaires et trois maillages structurés quadrangulaires.

Les deux maillages les plus grossiers sont visibles en figures 2.10 et 2.11 et pos-
seédent chacun 5 000 éléments.

Les deux maillages intermédiaires sont composés de 20 000 élements, les deux
maillages fins sont composés de 80 000 éléments.

2.2.1.3 Essai biaxial homogéne

On présente en figures 2.9 et 2.12 les réponses contrainte-déformation axiale et
volumique pour un essai biaxial sur un échantillon homogéne dont le comportement
est modélisé avec la loi de comportement non associée a écrouissage linéaire. Cet
essai étant homogeéne, la partie second gradient de dilatation du comportement n’est
pas sollicitée.

En figure 2.9, on note la présence d’un écrouissage positif structurel, di a I'hy-
pothése de déformations planes. Dans le cas d’une loi de comportement de Drucker
Prager, (LAGIOIA & PANTEGHINI, 2014) montre qu’un comportement adoucissant
ou plastique parfait en déformations planes ne peut étre observé que pour certaines
valeurs critiques de 1’angle de Lode. Ces valeurs critiques de ’angle de Lode n’étant
pas atteintes a la fin du régime élastique, I’échantillon exhibe un écrouissage plastique
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FIGURE 2.12 — Réponse volumique pour FIGURE 2.13 — Trajet de chargement
un essai biaxial homogéne (loi de com- pour un essai biaxial homogene (loi de
portement non associée & écrouissage li- comportement non associée a écrouissage
néaire) linéaire)
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durcissant structurel. Dans le plan contrainte équivalente - trace des contraintes, cela
se traduit par une rotation du trajet de chargement une fois le seuil d’élasticité initial
atteint (voir figure 2.13).

Le critére local de Rice (RICE, 1976) est calculé en chaque point de Gauss grace a
un post-traitement disponible dans Code Aster (FERNANDES, 2012). Ce critére cor-
respond a la perte d’ellipticité des équations, c’est une condition nécessaire d’appari-
tion d’une bande de localisation dans un milieu infini. Lorsqu’il s’agit d’un probléme
aux limites, les conditions aux limites peuvent retarder ’apparition d’une bande de
localisation. On rappelle les résultats de (BESUELLE, CHAMBON & COLLIN, 2006)
concernant ce critére de Rice étendu aux modeles de second gradient utilisés ici :
la bifurcation de la solution vers un état non-homogéne localisé est uniquement due
au comportement de premier gradient. Le critére de Rice peut donc étre calculé
en utilisant uniquement le tenseur acoustique défini & partir de la matrice de rigi-
dité de premier gradient (voir partie 1.3.1). Néanmoins, une longueur caractéristique
apparait, faisant intervenir le module de rigidité de la loi second gradient. Si le dé-
terminant du tenseur acoustique est nul, la largeur de bande est infinie, raison pour
laquelle la localisation peut étre retardée dans un probléme de dimension finie.

L’échantillon étant ici homogeéne, ce critére est atteint au méme instant en chaque
point. Cet instant se situe avant le maximum de la réponse contrainte-déformation de
I’échantillon, ce qui est attendu dans le cas d’une loi de comportement non associée
(FOREST & LORENTZ, 2004).
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2.2.2 Meéthodes numériques pour le franchissement d’instabi-
lités

2.2.2.1 Les techniques de pilotage

Dans le cas de solutions bifurquées, des réponses structurelles instables peuvent
apparaitre : le taux de restitution d’énergie élastique peut alors étre supérieur au
taux de dissipation d’énergie dans la zone plastique (CRISFIELD, 1986). Cela conduit
a une instabilité structurelle connue sous le nom de "snap-back" : sur les courbes
force-déplacement, on constate une diminution conjointe de la force et du déplace-
ment. Cette propriété conduit a des difficultés de convergence supplémentaires : il ne
peut y avoir d’évolution continue de I’état mécanique avec une évolution continue et
monotone du chargement. Notamment, il n’est pas possible de piloter I’évolution du
chargement (en déplacement par exemple) de maniére monotone.

Si le franchissement du point singulier (ou parfois appelé point critique) est dif-
ficile pour un algorithme de Newton usuel, il est nécessaire d’utiliser des techniques
numériques de franchissement d’instabilité. Parmi ces techniques numériques, on
compte notamment les techniques dites de pilotage ou de longueur d’arc. A noter,
que ces méthodes ne peuvent étre utilisées que pour des modeéles ou le temps ne
joue pas de role physique, ce qui exclut les problémes dynamiques ou visqueux. Plu-
sieurs de ces techniques sont disponibles dans Code Aster et sont présentées dans
(KAZYMYRENKO, 2013). Ces méthodes visent a contrdler le chargement en ajoutant
une inconnue supplémentaire, le facteur de chargement non monotone noté 3, et
une équation de contrainte supplémentaire. De maniére générale, cette équation de
pilotage peut se mettre sous la forme suivante :

P(AU, B) = At (2.35)

Avec P la fonction de pilotage qui controle 1’évolution du facteur de chargement
B, AU lincrément du champ de déplacement (généralisé) et AT un paramétre nu-
mérique de controle. Ce parameétre renvoit a la progression le long d’une branche de
solution. La forme de la fonction de pilotage P dépend de la technique de pilotage
utilisée. Dans Code  Aster, les méthodes suivantes sont disponibles :

— pilotage par degré de liberté imposé (BATOZ & DHATT, 1979). Le chargement
et son évolution sont controlés grace a un degré de liberté d’un point de la
structure. Il est donc supposé que ce degré de liberté ait une évolution mono-
tone.

— pilotage par longueur d’arc (CRISFIELD, 1981), ou on contrdle la norme de
I'incrément de déplacement. Cette méthode est particuliérement adaptée aux
instabilités de type géométrique (flambement).
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— pilotage par incrément de déformation (BADEL, 2001). Cette méthode impose
une valeur maximale de l'incrément de déformation au cours du pas de temps.
En choisissant une borne pour l'incrément de déformation, on contréle I’évolu-
tion des points de Gauss les plus chargés, ainsi que la perte de stabilité.

— pilotage par prédiction élastique (LORENTZ & BADEL, 2004). Cette méthode
s’applique aux lois de comportement a seuil et controle le chargement en fixant
la valeur maximale de la prédiction élastique de ce seuil. Cela impose donc
qu’au moins un point de Gauss soit en charge plastique, ce qui permet d’éli-
miner d’éventuelles branches de solutions présentant uniquement une décharge
élastique.

D’aprés (KAZYMYRENKO, 2013), les méthodes de pilotage par incrément de défor-
mation et par prédiction élastique sont les plus adaptées pour le type de probléme qui
nous intéresse. Le pilotage par prédiction élastique nécessitant des développements
spécifiques & chaque loi de comportement et ne s’étant pas montré plus robuste au
cours de nos tests, c’est le pilotage par incrément de déformation qui sera retenu par
la suite. Dans ce cas, la fonction de pilotage s’écrit de la maniére suivante :

P(AU, §) = max == & Ac () (2.36)

Ici, lindice g balaie tous les points de Gauss de la structure, l'indice — fait
référence a 1’état de déformation au début du pas de temps courant et Agg correspond

a I'incrément de déformation.

On présente en figure 2.14 les résultats obtenus pour une loi de comportement
associée lorsque la technique de pilotage évoquée précédemment est activée ou non.

Sans technique de pilotage, le franchissement de l'instabilité au moment de la
bifurcation vers une branche de solution localisée se fait de maniére brutale (voir
figure 2.15) en un seul incrément. Cela nécessite potentiellement un grand nombre
d’itérations de l'algorithme de Newton pour cet incrément temporel. Par ailleurs,
pour certains jeux de parameétres matériaux, il ne nous a pas été possible d’obtenir
une solution convergée.

L’activation de la méthode de pilotage permet de suivre la branche de snap-back
(voir figure 2.15). Par ailleurs, cette méthode nous a permis d’obtenir des calculs
convergés avec snap-back de maniére systématique (dans le cas d’une loi de compor-
tement associée). Pour autant, lorsque la méthode sans pilotage converge, elle donne
des résultats relativement similaires a ceux obtenus avec pilotage. Les différences
observées sont dues a des trajets de chargements différents lors du franchissement de
I'instabilité.

29



CHAPITRE 2. LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

FiGURE 2.15 — Réponse globale de
I’échantillon soumis & un essal biaxial :
franchissement de l'instabilité

FiGURE 2.14 — Réponse globale de
I’échantillon soumis & un essai biaxial
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2.2.2.2 Visco-élasticité numeérique

Présentation

La technique de pilotage présentée en section précédente n’a pas permis d’obtenir
de solutions convergées en présence d’un snap-back pour une loi de Drucker Prager
non associée. Nous proposons donc d’utiliser une autre technique numérique afin de
permettre le franchissement de ces instabilités numériques et d’obtenir de maniére
systématique des calculs convergés.

Il s’agit ici d’utiliser un modele visco-élastique numérique, en paralléle du compor-
tement de 1¢ gradient présenté en partie 2.1.2.1. L’objectif de ce modéle numérique
est d’exercer une force de rappel visqueuse, afin de faciliter le franchissement de I’in-
stabilité numérique sans venir perturber de maniére excessive les résultats obtenus.
Ainsi, il s’agit de franchir I'instabilité due & la bifurcation vers une solution localisée
de maniére progressive.

Ce type de modéle visco-élastique numérique a déja fait ses preuves dans le cadre
de la simulation numérique par une approche non-locale de la rupture ductile de
lacier (CHEN, 2019). Dans le cadre de ces travaux, certains éléments, lorsqu’ils
étaient trop distordus, perturbaient la convergence des calculs. L’ajout de ce modéle
visco-élastique, en paralléle du comportement, avait permis de réduire la distorsion
des éléments et aidait donc a la convergence des calculs sans perturber les résultats
de maniére significative. Dans notre cas, cette visco-élascitité numérique sera utilisée
pour franchir l'instabilité numérique au moment de la bifurcation vers la solution
localisée en présence d’un snap-back. La présentation de ce modeéle visco-élastique
numeérique (visible en figure 2.16 dans le cas 1D) reprend pour I'essentiel les travaux
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FIGURE 2.16 — Modéle de viscoélasticité numérique
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de (CHEN, 2019). Cette technique numeérique sera ensuite validée pour le franchisse-
ment d’instabilité pour des essais biaxiaux avec une loi de comportement associée.
Une fois validée, cette méthode sera appliquée a la loi de comportement non associée.

Ce modéle de visco-élasticité numérique est composé d’un ressort élastique de rigi-
dité matricielle £, et d’un amortisseur visqueux ID,,. Dans la suite, 'indice LDC' fera
référence aux lois de comportement de Drucker-Prager de la partie 2.1.2.1, I'indice v
au modele visco-élastique numérique. On a alors les relations suivantes :

dg _dg,p. 9z,
=0 pcTZ» EEpc =&, > d_&?:dg——i_g (2.37)
= =LDC =v

On peut ensuite montrer que le taux de déformation s’écrit :
e =D t:g —I—E;l:g
= =

=u v

(2.38)

v

On choisira E, et D, tels que E, = ELE;C Er.pc et D, = E—;’EELDC, avec E;pco la

matrice de Hooke et Epe le module de Young de la loi de comportement de Drucker
Prager. On introduit alors une constante de temps notée 7, telle que 7, = Elv Cela
conduit ainsi a la relation suivante, entre taux de contrainte visqueuse et taux de
déformation :

1
6 +—0 =FE,:¢ (2.39)
=V TU—’U =v

On cherche ensuite & intégrer numériquement ce modéle viscoélastique de maniére
itérative. Pour cela, on suppose que I’évolution de la déformation &, est linéaire pour
chaque pas de temps At = t;,1 — t; (schéma d’ordre 1 en temps).

On peut alors montrer que 'incrément de contrainte visqueuse s’écrit :

et que la matrice tangente visqueuse s’écrit :
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= _ (1 _ e*;) TR, (2.41)

Ce schéma d’intégration numérique est ensuite implémenté dans le code éléments
finis Code _ Aster. (CHEN, 2019) propose une démonstration de la convergence, de la
cohérence et de la stabilité de I'intégration numérique itérative de ce modéle visco-
élastique. Cette démonstration n’est pas reprise ici. Par ailleurs (CHEN, 2019) illustre
analytiquement l'effet de ce modéle viscoélastique numérique dans deux situations
unidimensionnelles simples : pour une loi de comportement LDC' élastique et pour
une loi élasto-plastique.

Validation et calibrage des paramétres numériques : comportement de
Drucker Prager associé

On souhaite montrer que 'ajout de ce modéle visco-élastique numérique en pa-
ralléle de la loi de comportement permet effectivement de franchir les instabilités
numériques de maniére fiable, sans venir perturber les résultats de maniére significa-
tive. Pour cela, on réalise une comparaison des réponses contraintes - déformations
obtenues pour plusieurs valeurs des parameétres numériques F, et 7,. On compare ces
réponses a celles obtenues dans le cas de solutions obtenues par pilotage en défor-
mations ou par franchissement de I'instabilité de maniére directe. Cette comparaison
nécessite donc d’avoir obtenu des calculs de référence convergés. Elle se fera donc
pour une loi de comportement de type Drucker Prager associée. Une fois qu'un jeu

optimal de paramétres numeériques (F,, 7,) sera déterminé, on calculera le ratio de

. : o llow|l . X
contraintes visqueuses, défini par max Tor Pour ce jeu de parameétres. On s’assurera

ensuite que les niveaux de contraintes visqueuses atteints lors des calculs avec la loi
de comportement non associée sont du méme ordre.

Les paramétres matériaux utilisés sont ceux présentés en tableau 2.1. Seul le
parameétre k. différe : afin de tester cette méthode numérique sur un calcul présentant
une instabilité, on choisit un paramétre k. de 0.025. On note At;,; le pas de temps
initial et /2 le module d’écrouissage, défini par h = 2=+ A noter que I'algorithme de
Newton global peut étre amené a redécouper le pas de temps de maniére automatique
en l'absence de convergence, le pas de temps s’écrit alors At.

Les simulations numériques d’essais biaxiaux sont réalisées pour des valeurs de
E, et 7, =[1073;1072;107%; 1.0] et % = [0.1; 1.0;2.0; 10.0].

L’effet des paramétres numériques de viscoélasticité sur la réponse contrainte-
déformation d’un essai biaxial est visible en figure 2.17. La réponse obtenue pour le
calcul de référence y est aussi visible. On constate bien que les effets visqueux dimi-
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nuent avec les ratios % et 53— et que la solution obtenue converge vers les solutions
mn

de référence lorsque ces deux ratios tendent vers 0. Au contraire, une augmentation
de ces ratios conduit & une surestimation de la contrainte ainsi qu’a un retard de la
bifurcation vers une solution localisée.

Par la suite, les parameétres visqueux numériques seront calibrés de sorte a avoir :
% =10et zp— = 1073, Au vu des figures 2.17 et 2.18, ces valeurs permettent d’ob-
tenir une solution qui reste peu perturbée par le modéle viscoélastique numérique :

— Avant le franchissement de l'instabilité, I’algorithme de Newton ne rencontre
pas de difficultés de convergence et il n’est donc pas nécessaire de redécouper

le pas de temps. On a : = = - <L Au vu des équations 2.40 et 2.41, ainsi

que de la figure 2.17, le comportement visqueux ne perturbe pas la solution de
référence : les incréments de contrainte visqueuse sont négligeables.

— Au moment du franchissement de l'instabilité, I'algorithme de Newton ren-
contre des difficultés de convergence et procéde a un redécoupage automatique
du pas de temps jusqu’a convergence ou jusqu’a une valeur limite telle que
o= 107! (arrét du calcul). Le redécoupage du pas de temps conduit & une

augmentation du ratio 7. Au vu des équations 2.40 et 2.41, cela génére une

contrainte visqueuse, qui permet de franchir progressivement l'instabilité, fa-
vorisant ainsi la convergence des calculs (voir figure 2.19).

— Ensuite, I'algorithme de Newton cherche régulierement a augmenter le pas de

temps afin de retrouver I'incrément initial At;,;. On a de nouveau 35 = 7~ <
m

1 : les incréments de contraintes visqueuses sont de nouveau négligeables.

Par ailleurs, nous constaterons par la suite que ce jeu de parameétres % =1.0et

= 1073 permet d’obtenir des solutions convergées avec la loi de comportement

Ty

Atin;

llgo|l

non associée. Pour ce jeux de paramétres, le ratio de contraintes max ol est visible
en figure 2.20. Ce ratio permet de quantifier la perturbation de la solution obtenue
par I'ajout du modéle viscoélastique numérique. On constate que pour le jeu de
paramétres optimaux retenus, ce ratio est de l'ordre de 5% au maximum, et cette
valeur maximale est atteinte au cours du franchissement de I'instabilité. Par la suite,
on s’assurera donc que cette valeur limite n’est pas atteinte pour les calculs réalisés

avec la loi de comportement non associée.

Application : comportement de Drucker Prager non associé

On reprend ici des simulations numériques d’essais biaxiaux avec la loi de compor-
tement non associée a écrouissage linéaire. Les paramétres matériaux sont identiques
a ceux du paragraphe précédent. On retient le jeu de paramétres numériques opti-

maux établi précédemment : 22 = 1.0 et A= 1073,
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FIGURE 2.17 — Réponse globale de 1’échantillon pour un essai biaxial en fonction des para-

métres numériques de viscosité
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Ficure 2.19 - Reéponse globale de
FiGure 2.18 — Réponse globale de I’échantillon soumis & un essai biaxial :
I’échantillon soumis & un essai biaxial franchissement de linstabilité pour un
pour un calcul sans viscosité et sans pilo- calcul sans viscosité et sans pilotage (so-
tage (solution de référence) et pour % = lution de référence) et pour b;;’ =10 et
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FiGure 2.21 — Réponse globale de
I’échantillon pour un essai biaxial pour
plusieurs méthodes numériques (compor-
tement non associé)
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On présente en figure 2.21 les résultats obtenus dans trois situations : sans pi-
lotage et sans viscosité ; avec pilotage ; avec viscosité numérique. Comme précédem-
ment, avant l'instabilité numérique, les trois courbes se superposent, ce qui indique
que la viscosité numérique ne perturbe pas la solution. Cependant, en 1’absence de
viscosité numérique, le calcul ne converge plus au moment de la bifurcation vers une
solution localisée. En présence de viscosité numérique, une force de rappel visqueuse
s’exerce et le franchissement de I'instabilité par I’algoithme de Newton se fait de ma-
niére progressive (figure 2.22), favorisant ainsi une meilleure convergence globale des
calculs. On présente en figure 2.23 les niveaux de contraintes visqueuses observées

llow||
llell
observé lors de la validation de cette méthode dans le cas d’une loi de comportement
associée. Ce ratio est de 'ordre de 5% au maximum, tout comme c’était le cas dans

le paragraphe précédent pour la loi de comportement associée.

au cours du calcul. On constate que le ratio max est du méme ordre que celui

En conclusion, le modéle viscoélastique numérique, ajouté en paralléle de la loi
de comportement de 1°" gradient, aide a la convergence des calculs en permettant
un franchissement progressif de I'instabilité lors de la bifurcation vers une solution
localisée. Par ailleurs, cette technique numérique n’entraine pas une perturbation
significative de la solution obtenue.

On précise que cette méthode numérique n’est activée que pour certains jeux
de paramétres matériaux. Par exemple, pour des valeurs suffisamment élevées du
paramétre de déformation de la loi de comportement non associée (k. = 0.1 ici,
faible écrouissage négatif, voir figure 2.24 pour un exemple), on n’observe pas de
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llowl

FIGURE 2.23 — Ratio max o Au cours de l'essai biaxial présenté en figure 2.21
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FIGURE 2.24 — Réponse globale d’un essai biaxial (loi non associée) en I’absence de snap-
back
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snap-back et aucun probléme de convergence de ’algorithme de Newton global ne
se pose. Cependant, des études de sensibilité seront réalisées au chapitre 3, ce qui

nécessite une convergence robuste et systématique des calculs réalisés pour une large
gamme de parameétres matériaux.
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2.2.3 Meéthodes numériques pour le traitement de la quasi-
incompressibilité

2.2.3.1 Verrouillage volumique

Certains matériaux possedent une propriété dite d’incompressibilité. La trans-
formation se fait & volume constant. En petites déformations, cela se traduit par la
condition suivante :

tr(g) = div(u) ~ 0 (2.42)

Par exemple, dans le cas de Iélasticité linéaire isotrope incompressible (v = %),
la densité d’énergie libre fait uniquement intervenir la partie déviatorique de la dé-

formation :

o) = pe” : P (2.43)

Ainsi, seule la partie déviatorique de la contrainte peut étre se déduire de cette
densité d’énergie libre. La contrainte s’exprime donc a une constante prés, noté A :

{QD _ 2M§D

- 2.44
o =2uc” + ML .

La condition div(u) =~ 0 introduit une contrainte supplémentaire sur les degrés
de libertés du probléme. Cette contrainte supplémentaire eut conduire a des diffi-
cultés de convergence ou a ’apparition d’oscillations de la contrainte aux points de
Gauss des éléments. Ces difficultés d’ordre numérique sont connues sous le nom de
verrouillage volumique. Ce phénoméne de verrouillage volumique n’est pas limité au
cas de I'élasticité incompressible. C’est un probléme qui peut aussi se poser en élas-
ticité linéaire isotrope lorsque le coefficient de Poisson tend vers 0.5. On parle alors
de quasi-incompressibilité.

Dans le cas du comportement de Drucker-Prager non associé utilisé jusqu’a main-
tenant, on rappelle que la loi d’écoulement se met sous la forme suivante (pour

Oeqg #0)

o= ;28 (2.45)
= ag

Le taux de déformation volumique s’écrit alors :

tr(2%) = 3 b(k) (2.46)
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FIGURE 2.25 — Evolution de la défor-
mation volumique au cours d’une essai
biaxial homogéne (loi de comportement
Drucker Prager non associée & écrouis-
sage linéaire)

FIGURE 2.26 — Trace des contraintes au
sein de la bande de localisation dans le
régime ultime
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La fonction b(k) est définie en partie 2.1.2.1. Cette fonction pilote 1'évolution
de la dilatance en fonction de ’écrouissage. Cette fonction est égale a 0 passée une
valeur limite k. (ou tend vers 0 de maniére asymptotique). Ainsi, pour des valeurs
suffisamment élevées de I’écrouissage, on a tr(£P) ~ 0. Cela conduit a tr(g) ~ 0, la dé-
formation élastique étant généralement négligeable devant la déformation plastique.
Ce phénomeéne est illustré en figure 2.25 (évolution de la déformation volumique pour
un essai biaxial homogéne), ol on constate que la déformation volumique évolue peu
dans le régime ultime du comportement matériau.

Pour des valeurs suffisamment élevées de la variable d’écrouissage x, le comporte-
ment non associé est donc quasi-incompressible. Dans le cas de solutions bifurquées
pour un essai biaxial, une fois le régime ultime atteint dans la bande de localisation,
cela se traduit par un phénomeéne d’oscillation de la contrainte dans la bande de loca-
lisation (voir figure 2.26 pour une illustration dans le cas du calcul bifurqué présenté
a la partie précédente 2.2.2.2). On note que cette condition de quasi-incompressibilité
dans le régime ultime du comportement matériau modifie nécessairement le caractére
régularisant du modéle de second gradient de dilatation qui est basé sur le gradient
de la déformation volumique. Ce dernier point sera abordé en détail en partie 2.2.4.

Plusieurs méthodes numériques sont disponibles dans la littérature afin de rela-
cher la condition div(u) = 0 et de résoudre le probléme de verrouillage volumique.
On présente ici quelques-unes de ces méthodes : intégrations réduite et sélective;
méthodes B-bar et F-bar ; formulations mixtes. Voir (AL-AKHRASS, 2014) pour une
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comparaison plus détaillée de ces méthodes.

Intégration réduite et sélective

Les méthodes d’intégration réduite, introduites par (ZIENKIEWICZ, TAYLOR &
Too0, 1971), visent a utiliser une quadrature d’ordre inférieur a celle nécessaire pour
obtenir une intégration exacte dans le cas d’un probléme linéaire. Ce nombre de
points de Gauss réduit dans I’élément fini permet de relacher la condition div(u) ~ 0
(condition exprimée en chaque point ou la loi de comportement est évaluée, c’est a
dire en chaque point de Gauss). Cependant, il est connu que ce type de méthode
peut conduire & une matrice de rigidité singuliére et ’apparition de modes a énergie
nulle.

La méthode d’intégration sélective (DOHERTY, WILSON & TAYLOR, 1969) est
une adaptation de l'intégration réduite, ou seuls certains termes correspondant a la
contrainte d’incompressibilité sont sous-intégrés. Les termes restants sont intégrés
de maniére exacte. Cette technique nécessite donc de pouvoir distinguer les parties
hydrostatique et déviatorique du comportement. Lorsque cette séparation est effecti-
vement possible, la méthode d’intégration sélective donne de meilleurs résultats que
I'intégration réduite.

Méthodes B-bar et F-bar

La méthode B-bar a été proposée par (HUGHES, 1980) afin de résoudre les pro-
blémes rencontrés pour les deux méthodes précédentes. Le nom de cette méthode
fait référence a la matrice B, qui relie les déformations aux déplacements dans une
discrétisation éléments finis. Dans un premier temps, il s’agit de décomposer cette
matrice en deux termes : un terme déviatorique B” et un terme hydrostatique B".
Dans un second temps, le terme hydrostatique est remplacé, par exemple par sa
moyenne sur tout 1’élément fini, que 'on notera B On utilise alors la matrice B
suivante : B = B” + B".

La méthode F-bar (SouzA NETO et al., 1996) (Souza NETO, PERIC & OWEN,
2011) est une variante en grandes deformatlons de la méthode B-bar, qui utilise une
décomposition multiplicative du gradient de la transformation (noté F') en une partie
déviatorique et une partie hydrostatique. o

Formulations mixtes

Cette méthode a été développée dans un premier temps dans les travaux de
(HERRMANN, 1965). Il s’agit d’introduire des inconnues supplémentaires dans le
probléme, par exemple sous la forme de la déformation volumique 6 et de la pression
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A. On impose 1'égalité entre tr(g) et 6 a I'aide d’un multiplicateur de Lagrange. On
peut alors montrer que ce multiplicateur de Lagrange est égal a la pression A. On
parle de formulation mixte a 3 champs (TAYLOR, 2000) (SiMO, TAYLOR & PISTER,
1985).

Le lagrangien du probléme s’écrit alors :

L(u,0,)) = /QgD : (gD(g) + %9;) + AMdiv(w) — 0) dV — /dQ tudS — (2.47)

Des méthodes a 2 champs ont aussi été développées et sont disponibles dans la
littérature (voir par exemple (SUSSMAN & BATHE, 1987)). Dans tous les cas, une
attention particuliére doit étre portée au choix des fonctions d’interpolation pour
les champs (u, 0, \) : ces fonctions doivent vérifier la condition LBB afin d’obtenir
une formulation numérique stable (condition Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi , voir
(BorF1, BREZZI & FORTIN, 2013)).

2.2.3.2 Formulation numérique quasi-incompressible du modéle de se-
cond gradient de dilatation

Au vu de la revue précédente de quelques méthodes disponibles pour le traite-
ment de 'incompressibilité, on constate que la formulation mixte & 3 champs u, 6, A
présente de nombreuses similitudes avec le modéle de second gradient de dilatation :
ces deux formulations utilisent les mémes champs. En s’inspirant de la formulation
mixte & 3 champs, il est donc possible de modifier la formulation numérique du
modele de second gradient de dilatation afin de traiter le probléme du verrouillage
volumique. On notera aussi que ce choix est cohérent avec d’autres modeéles dispo-
nibles dans C'ode Aster. En effet, une formulation mixte pour les éléments quasi-
incompressibles est déja disponible dans Code Aster (ABBAS, 2014) et un autre
modéle a gradient fait le choix d’utiliser cette méthode pour la modélisation de I’en-
dommagement ductile (ZHANG, 2016) (CHEN, 2019).

On rappelle ici la formulation relachée du modéle de second gradient proposée

par (FERNANDES, 2009). Pour tout champ cinématiquement admissible (u*, A*, 6*),
on a alors :

/ (o:Vu* + SN0 — XN(ey —0) + ey — 0°) +r(ev — 0)(ey, — 67)) dV
Q

(2.48)
:/ (E.g*—i—P@.D_u*) dS
a0
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FIGURE 2.27 — Trace des contraintes au sein de la bande de localisation dans le régime
ultime
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(a) Formulation historique (b) Formulation quasi-incompressible

En suivant (TAYLOR, 2000) et (LORENTZ, BESSON & CANO, 2008), on propose
de modifier cette formulation relachée du probléme afin de tenir compte de la quasi-
incompressibilité dans le régime ultime du comportement matériau. La déformation
volumique div(u) = ey étant déja dupliquée en une variable 6, nous proposons sim-
plement d’utiliser cette variable # au niveau de la loi de comportement de premier
gradient. Pour tout champ cinématiquement admissible (u*, \*, %), on a alors :

/ (g : (g;J n %91) + SV + X ey — 0) + A€l — %) + r(ey — 0)(e) — 9*)) dv
Q

:/ (Q.g*—I—P@.Du*) ds
o0
(2.49)

On note ici que nous faisons le choix d’utiliser par la suite une formulation sy-
métrique du probléme, a la différence de 2.48. (FERNANDES, 2009) faisait le choix
d’utiliser d’'une matrice non symétrique afin de préserver le caractére défini positif de
la matrice de rigidité pour la résolution du systéme d’équations linéaire par un algo-
rithme de Newton. Cependant, les solveurs linéaires que nous utilisons maintenant
sont suffisamment robustes pour s’accomoder du terme positif sur les deux com-
posantes en A (ORDONEZ, 2022). Nous choisissons donc d’utiliser une formulation
symétrique.

Tout comme dans le cas du modéle de second gradient de dilatation de (FERNANDES,
2009), le terme d’augmentation r(sy — 6)(e}, — 6*) introduit une coercivité supplé-
mentaire dans I’égalité entre €y, et 6. Le caractére optionnel de ce terme sera discuté
par la suite.

On montre en figure 2.27 les valeurs de la trace des contraintes dans la bande
de localisation dans le régime ultime, une fois que la déformation volumique cesse
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d’évoluer dans la bande de localisation. Ces illustrations sont obtenues dans le cas
du calcul bifurqué présenté a la partie 2.2.2.2

La figure 2.27 met en évidence le phénoméne de verrouillage volumique pour
la formulation historique du modéle de second gradient de dilatation : la condition
d’incompressibilité appliquée en chaque point de Gauss réduit la dimension de l'es-
pace des déplacements. Le probléme est surcontraint, ce qui conduit & ’apparition
d’oscillations des contraintes au sein de la bande de localisation.

Dans la formulation quasi-incompressible du modéle de second gradient de di-
latation, I'introduction d’un degré de liberté supplémentaire € dans la loi de com-
portement de 1 gradient permet de relacher cette contrainte d’incompressibilité.
L’égalité entre 0 et e = tr(e) est assurée a I'aide d’un multiplicateur de Lagrange A
et d'un terme d’augmentation. On constate que cette formulation présente un pre-
mier avantage par rapport a la formulation historique du modéle de second gradient
de dilatation : elle permet effectivement de réduire les oscillations des contraintes au
sein de la bande de localisation, dues au verrouillage volumique.

2.2.3.3 Comparaison des formulations numériques

Cette partie vise a comparer les performances numériques des deux formulations
du modéle de second gradient précédemment évoquées, afin de mettre en évidence un
second avantage de la formulation quasi-incompressible du modéle de second gradient
de dilatation.

Pour chacune des formulations, différentes discrétisations des champs (u, 6, \)
seront testées, pour des éléments quadrangulaires et triangulaires. On insistera par-
ticuliérement sur le choix des fonctions de discrétisation pour le multiplicateur de
Lagrange \. L'intérét du terme d’augmentation r(ey — 6) (g}, — 0*) sera aussi discuté
pour chacune des deux formulations.

Pour les deux formulations, les discrétisations suivantes seront testées et compa-
rées (voir éléments en figure 2.28) :

— élément triangulaire (u P2 - 6 P1 - A P0). Déplacement u quadratique, déforma-
tion volumique # linéaire, multiplicateur de Lagrange A\ constant par élément.
Cette discrétisation est présentée comme optimale pour les éléments triangu-
laires dans (FERNANDES, 2009).

— élément triangulaire (u P2 - § P1 - A P1). Déplacement u quadratique, dé-
formation volumique # et multiplicateur de Lagrange A linéaires. Cet élément
correspond a 1'élément de Taylor-Hood (TAYLOR, 2000) utilisé dans la littéra-
ture des formulations mixtes incompressibles.

— élément quadrangulaire (u Q2 - 6 Q1 - A Q0). Déplacement u quadratique,
déformation volumique 6 linéaire, multiplicateur de Lagrange A constant par
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FIGURE 2.28 — Eléments et interpolations
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élément. Cette discrétisation est présentée comme optimale pour les éléments
quadrangulaires dans (FERNANDES, 2009).

— élément quadrangulaire (u Q2 - 6 Q1 - A Q1). Déplacement u quadratique,
déformation volumique 6 et multiplicateur de Lagrange A linéaires.

Les maillages utilisés sont présentés en partie 2.2.1.2. Les paramétres matériaux
utilisés sont ceux présentés en tableau 2.1 pour une loi de comportement de Drucker
Prager non associée a écrouissage exponentiel (k. = 0.1).

La performance numérique de chaque formulation et discrétisation est évaluée sur
la base des critéres suivants :

— temps CPU

— convergence et présence d’oscillations au sein des éléments (dans le régime
adoucissant et/ou verrouillage volumique dans le régime ultime)

— nécessité d’utiliser un terme d’augmentation r(ey — 0)(e}, — 6%)

Au vu du grand nombre de simulations réalisées ici (deux formulations, avec ou
sans terme d’augmentations, deux types de maillages, deux interpolations), on ne
présentera que quelques figures représentatives des résultats obtenus.
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2.2.3.4 Formulation historique du modéle de second gradient de dilata-
tion

On présente ici les résultats obtenus pour la formulation historique du modéle
de second gradient de dilatation, avec les quatres discrétisations précédemment évo-
quées, en l'absence et en présence d'un terme d’augmentation r(ey — 0)(e}, — 0%).

On présente la déformation plastique déviatorique cumulée (variable d’écrouis-
sage) aux points de Gauss au sein de la bande de localisation dans le régime adoucis-
sant pour le maillage grossier : en figure 2.29 en ’absence du terme d’augmentation
dans la formulation numérique ; en figure 2.30 en présence d’un terme d’augmenta-
tion dans la formulation numérique. On précise par ailleurs que pour chacune de ces
configurations, on observe des oscillations de la trace des contraintes dans la bande
de localisation dans le régime ultime quasi-incompressible (voir figure 2.27).

On constate qu’en I'absence du terme d’augmentation, des oscillations (ici de
la déformation plastique déviatorique cumulée) peuvent apparaitre aux points de
Gauss d'un méme élément lorsque le multiplicateur de Lagrange est pris constant par
¢lément. En effet, 'espace de discrétisation (que 1'on notera A ici) du multiplicateur
de Lagrange joue un réle important :

VACEA (0 —cy,\) =0 =0 =cy+ 0" avec 6+ € A+ (2.50)

(JOUAN, 2015) montre que pour un multiplicateur de Lagrange constant par élé-
ment quadrangulaire, I'espace At est suffisamment riche pour que des oscillations
de quantités aux points de Gauss puissent apparaitre. Cela correspond a ce qui est
constaté en figure 2.29c. (FERNANDES, 2009) recommande alors d’utiliser un terme
d’augmentation r(ey — 6) (e}, — 0*) dans la formulation numérique afin d’ajouter une
coercivité supplémentaire dans ’égalité entre €y et 6. L’effet de ce terme d’augmen-
tation est visible en figure 2.30c : on constate l’absence d’oscillations aux points de
Gauss. Grace a ce terme supplémentaire, 1’égalité entre déformation volumique et 6
est correctement imposée.

Par ailleurs, I'espace A retenu pour la discrétisation du multiplicateur de Lagrange
A ne doit pas étre trop large afin de vérifier la condition LBB. (ERN & GUERMOND,
2013) montre que les éléments utilisés ici vérifient bien cette condition dans le cas de
formulations mixtes incompressibles, (FERNANDES, 2009) compléte ces résultats en
démontrant leur applicabilité au modéle de second gradient de dilatation.

On présente le nombre d’itérations nécessaire a ’algorithme de Newton global
pour converger a chaque incrément de chargement : en figure 2.31 pour la confi-
guration u Q2 - 8 Q1 - A QO avec augmentation; en figure 2.32 en 'absence du
terme d’augmentation. On constate donc que la présence de ces oscillations pose des
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FIGURE 2.29 — Déformation plastique déviatorique cumulée aux points de Gauss au sein de
la bande de localisation dans le régime adoucissant : formulation historique sans terme
d’augmentation

(a) uP2- 6 P1- AP0

() uQ2-6QL-AQ0

problémes de convergence pour 'algorithme de Newton global et vient par ailleurs
perturber la réponse de I’échantillon (voir figure 2.34). En I’absence de ces oscilla-
tions, pour une formulation numérique augmentée, on constate la convergence au
maillage des réponses contrainte-déformations obtenues (voir figure 2.33).

A ce stade, on retrouve donc les recommandations de (FERNANDES, 2009) : avec la
formulation historique du modéle de second gradient de dilatation, il est recommandé
d’utiliser un terme d’augmentation r(sy—6) (e}, —6*). A noter que la valeur numérique
de r utilisée ici (voir tableau 2.2) a nécessité un calibrage préalable qui n’est pas
présenté ici. Par ailleurs, il est connu que |'utilisation d'un tel terme d’augmentation
peut conduire & un mauvais conditionnement de la matrice tangente du probléme
discret (FERNANDES, 2009).

Pour la formulation historique augmentée, les temps CPU en fonction du nombre
d’éléments sont visibles en figure 2.35 pour les maillages quadrangulaires et en figure
2.36 pour les maillages triangulaires.

On fait remarquer que les discrétisations (v Q2 - 6 Q1 - A QO0) et (u Q2 - 6
Q1 - XA Q1) possédent un nombre de degrés de libertés relativement similaire. En
effet, dans le cas d’un maillage régulier a I'intérieur de la structure, chaque élément
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FIGURE 2.30 — Déformation plastique déviatorique cumulée aux points de Gauss au sein de
la bande de localisation dans le régime adoucissant : formulation historique avec terme

d’augmentation

(a) uP2- 6 P1- X PO (b) uP2-6P1-AP1

(c)uQ2-6Q1-X1Q0 (d)uQ2-6Q1-1Q1
FiGURE 2.31 — Nombre d’itérations de FIGURE 2.32 — Nombre d’itérations de
I’algorithme de Newton par incrément de I’algorithme de Newton par incrément de
chargement. Configuration u Q2 - 6 Q1 - chargement. Configuration u Q2 - 8 Q1 -
A QO avec augmentation, maillage gros- A QO sans augmentation, maillage gros-
sier. sier.
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FIGURE 2.33 — Réponse contrainte-
déformation axiale pour un essai biaxial.
Loi non associée avec écrouissage expo-

nentiel pour plusieurs maillages.
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FiGURE 2.35 — Temps CPU en fonction
du nombre d’éléments triangulaires pour
plusieurs interpolations. Formulation his-
torique augmentée.
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FIGURE 2.34 -
déformation axiale pour un essai biaxial.
Loi non associée avec écrouissage expo-
nentiel pour un méme maillage avec ou
sans terme d’augmentation.
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FIGURE 2.36 — Temps CPU en fonction
du nombre d’éléments quadrangulaires
pour plusieurs interpolations. Formula-
tion historique augmentée.
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posséde en propre un degré de liberté de multiplicateur de Lagrange. Seuls les bords
de la structure introduisent une différence en terme de nombre de degrés de libertés
utilisés. Un raisonnement similaire s’applique aux éléments triangulaires.

Ainsi, la (faible) différence entre ces deux discrétisations en terme de temps CPU
s’explique majoritairement par le remplissage de la matrice de rigidité. En effet, les
modélisations (Q2-Q1-Q1) (respectivement P2-P1-P1) présentent une connectivité
plus élevée que les modélisations (Q2-Q1-QO0) (respectivement P2-P1-P0), ce qui
conduit & une matrice de rigidité plus remplie. On constate cependant en figures
2.35 et 2.36 que cette différence de connectivité conduit a des temps CPU pourtant
relativement similaires pour les maillages testés.

En conclusion, dans le cas de la formulation historique du modéle de second
gradient de dilatation, nous avons montré qu’il était nécessaire d’utiliser un terme
d’augmentation afin d’éviter d’éventuelles oscillations aux points de Gauss. Une fois
ce terme d’augmentation ajouté, les interpolations constantes ou linéaires pour le
multiplicateur de Lagrange A ont des performances numériques relativement simi-
laires. Par ailleurs, nous n’avons pas constaté de différence majeure en terme de per-
formance entre éléments quadrangulaire ou triangulaire. Cependant, (FERNANDES,
2009) montre que 1'élément triangulaire a une convergence spatiale plus rapide que
I’élément quadrangulaire.

2.2.3.5 Formulation quasi-incompressible du modéle de second gradient
de dilatation

On s’intéresse maintenant a la nouvelle formulation que nous proposons pour le
modele de second gradient de dilatation (équation 2.49). Nous avons déja montré que
cette formulation permettait de traiter le phénomeéne de verrouillage volumique dans
le régime ultime du comportement matériau (voir figure 2.27). Il s’agit ici de quanti-
fier les performances numériques de cette formulation, dans les mémes conditions que
le paragraphe précédent : mémes fonctions d’interpolation pour les champs (u, 6, A) ;
éléments triangulaires ou quadrangulaires ; avec ou sans terme d’augmentation.

On présente en figure 2.37 les réponses contraintes-déformations obtenues pour
chaque maillage quadrangulaire d’interpolation u Q2 - 8 Q1 - A Q0 en 'absence
du terme d’augmentation. On constate qu’il y a bien convergence au maillage de
la réponse globale de ’échantillon. Par ailleurs, on montre en figure 2.38 que les
réponses obtenues pour l'interpolation v Q2 - 6 Q1 - A QO avec ou sans terme de
pénalisation sont identiques. Ce n’était pas le cas pour la formulation historique du
modele de second gradient de dilatation sans terme d’augmentation (figure 2.34).
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FicurRe 2.37 — Reéponse contrainte-
déformation axiale pour un essai triaxial.
Loi non associée avec écrouissage expo-
nentiel pour plusieurs maillages.
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Ficure 2.38 — Réponse contrainte-
déformation axiale pour un essai triaxial.
Loi non associée avec écrouissage expo-
nentiel pour un méme maillage avec ou
sans terme d’augmentation.
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FIGURE 2.39 — Déformation plastique déviatorique cumulée aux points de Gauss au sein
de la bande de localisation dans le régime adoucissant : formulation quasi-incompressible

sans terme d’augmentation

(c)uQ2-6Q1-21Q0

() uQ2-6QL-AQL



CHAPITRE 2. LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

FIGURE 2.40 — Temps CPU en fonc- FIGURE 2.41 — Temps CPU en fonction
tion du nombre d’éléments triangulaires du nombre d’éléments quadrangulaires
pour plusieurs interpolations. Formula- pour plusieurs interpolations. Formula-
tion quasi-incompressible sans augmenta- tion quasi-incompressible sans augmenta-
tion. tion.
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En figure 2.39, on présente la déformation plastique déviatorique cumulée (va-
riable d’écrouissage) au sein de la bande de localisation dans le régime adoucissant
pour un maillage grossier sans terme d’augmentation.

On constate notamment que toutes les configurations présentent des résultats
similaires. Contrairement & la formulation historique du modéle de second gradient
de dilatation, cette formulation quasi-incompressible ne conduit pas a ’apparition
d’oscillations aux points de Gauss dans le régime adoucissant. En effet, c’est direc-
tement la variable régularisée 6 qui est utilisée dans la loi de comportement de 1¢"
gradient. Il apparait donc que le terme d’augmentation r(ey — 6)(e}, — 0*) n’est plus
nécessaire.

On présente en figures 2.40 et 2.41 les performances numériques de la formulation
quasi-incompressible du modéle de second gradient de dilatation en I'absence d'un
terme de pénalisation. Tout comme pour la formulation historique, on constate que
les temps CPU pour les discrétisations linéaire et constante par élément du multipli-
cateur de Lagrange sont relativement similaires.

Au vu de ces résultats, nous faisons le choix pour la suite du manuscrit d’uti-
liser la formulation quasi-incompressible du modeéle de second gradient sans terme
d’augmentation. Le principe des puissances virtuelles s’écrit donc, pour tout champ
cinématiquement admissible (u*, A*, 0%) :
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FIGURE 2.42 — Eléments et interpolations retenus
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Les fonctions d’interpolation utilisées seront des fonctions (u Q2 - 6 Q1 - A Q1)
(ou (u P2 - 0 P1 - XA P1) pour les éléments triangulaires) afin de s’appuyer sur la
littérature abondante des éléments incompressibles utilisant cette discrétisation.
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2.2.4 Evolution de la largeur de bande au cours du charge-
ment

Dans cette partie, on s’intéresse aux propriétés régularisantes du modéle de second
gradient de dilatation. Ces propriétés seront mises en évidence dans deux situations :
dans un premier temps avec la loi de comportement de Drucker Prager associée, dans
un second temps avec la version non associée de cette loi de comportement.

Ces deux lois de comportement différent notamment dans I’évolution de la défor-
mation volumique au cours du chargement (voir figures 2.7 et 2.5 par exemple). La
loi non associée, plus représentative du comportement des géomatériaux, présente
une déformation volumique bornée, la ou la loi associée conduit & un comportement
dilatant y compris dans le régime ultime du comportement matériau. Cette différence
est d’importance lorsque ces lois de comportement sont utilisées avec un modeéle de
second gradient de dilatation, basé sur le gradient de la déformation volumique.

2.2.4.1 Loi de comportement associée

Les résultats présentés dans cette sous-partie sont obtenues avec la loi de compor-
tement de Drucker Prager associée a écrouissage linéaire présentée en partie 2.1.2.1
et les paramétres matériaux présentés en tableau 2.1 (k. = 0.1). Trois maillages qua-
drangulaires distincts, présentés en partie 2.2.1.2, seront utilisés (avec défaut matériel
dans le coin inférieur gauche).

Présentation des résultats

On présente en figure 2.43 les réponses contraintes-déformations obtenues pour
les trois maillages.

Les figures 2.45 et 2.44 présentent la déformation plastique déviatorique et la
déformation volumique pour les trois maillages et une méme valeur du chargement.

On constate que le modéle de second gradient de dilatation permet bien d’intro-
duire une longueur interne dans la modélisation et donc de modéliser une largeur de
bande de plusieurs éléments finis. Les résultats obtenus (réponse globale de ’échan-
tillon, largeur de la bande de localisation, isovaleurs aux points de Gauss) convergent
bien avec le maillage.

Méthode pour le calcul de la largeur de bande

Afin d’étudier plus précisément 1’évolution de cette largeur de bande au cours du
chargement, on présente ici la méthode automatique développée et utilisée pour le
calcul de la largeur de bande a partir des résultats aux points de Gauss.
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FIGURE 2.43 — Réponse contrainte-déformation de 1’échantillon soumis & un essai biaxial
pour plusieurs maillages
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FIGURE 2.44 — Déformation volumique pour €,, = 0.0162 pour plusieurs maillages
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FIGURE 2.46 — Illustration de la méthode utilisée pour le calcul de la largeur de bande

(b) Etape 2 : on ne retient que les points de
(a) Etape 1 : on repére les points de Gauss Gauss dans la partie centrale de la bande de
au bord de la bande de localisation (en noir) localisation (en noir)

Cette méthode se base sur I'indicateur plastique aux points de Gauss. Cet indi-
cateur vaut 1 si le point de Gauss est en charge plastique, 0 sinon. Le principe de la
méthode est le suivant :

1. Dans un premier temps, on repére les points de Gauss situés aux bords de la
bande de localisation (figure 2.46a).

2. On ne retient que la partie centrale de la bande de localisation. On ne tient
pas compte de la partie due a la réflexion de la bande de localisation sur les
conditions aux limites (figure 2.46b).

3. Pour chaque point de Gauss situé sur un bord de la bande de localisation,
on cherche le point de Gauss le plus proche sur I'autre bord et on retient la
distance entre ces deux points de Gauss. Cette distance est ensuite calculée
pour tous les points de Gauss situés sur les bords de la bande de localisation
et elle est ensuite moyennée pour obtenir la largeur de bande. Cette largeur de
bande est ensuite normalisée par la hauteur de 1’échantillon, notée Hj.

4. Cette méthode est répétée pour chaque incrément de chargement une fois la
bande de localisée apparue. On obtient alors I’évolution de la largeur de bande
au cours du chargement (figure 2.47).

Evolution de la largeur de bande au cours du chargement

Les figures 2.49, 2.50 et 2.48 présentent respectivement la déformation volumique,
la déformation plastique déviatorique cumulée et I'indicateur plastique (rouge : charge
plastique, bleu décharge élastique) pour plusieurs valeurs du chargement (maillage
intermédiaire).

Nous commentons ici ’évolution de la largeur de la bande de localisation présentée
en figure 2.47 pour trois maillages distincts.
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FIGURE 2.47 — Evolution de la largeur de bande (normalisée) au cours du chargement
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Tout d’abord, cette figure met de nouveau en évidence le caractére régularisant
du modéle de second gradient de dilatation : on constate bien que la largeur de bande
obtenue est bien indépendante du maillage. Ensuite, nous distinguons deux régimes
différents dans I’évolution de cette largeur de bande au cours du chargement :

— Dans un premier temps, la bande de localisation s’installe, la largeur de bande
diminue. En effet, & I'instant ou la solution bifurque, on passe d’une solution
homogéne ou tout I’échantillon est en charge plastique & une solution locali-
sée, ou seule la bande de localisation est en charge plastique. Cette transition
progressive est illustrée en figures 2.48a a 2.48d.

— Dans un second temps, une fois la bande de localisation installée, celle-ci s’élar-
git (figures 2.48d a 2.48f). A terme, la bande de localisation peut s’élargir jus-
qu’a englober tout 1’échantillon.

Cet élargissement de la bande de localisation et d’endommagement des parties
saines de 1’échantillon n’est bien évidemment pas physique. Il s’explique par une
évolution non bornée de la variable régularisée (ici la déformation volumique), y
compris dans le régime ultime du comportement matériau lorsque celui-ci est tota-
lement écrouit.

Par ailleurs, dans le cas de la loi de comportement associée, les évolutions de la
déformation volumique plastique et déformation plastique déviatorique cumulée sont
reliées par la loi d’écoulement de la maniére suivante (voir partie 2.1.2.1) : €}, = 3a k.
a étant ici une constante, ces deux déformations évoluent de maniére similaire tout
au long du chargement (voir figures 2.49 et 2.50).
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FIGURE 2.48 — Indicateur plastique aux points de Gauss (en rouge : charge plastique, en

bleu décharge élastique) en plusieurs instants. Maillage intermédiaire

) 4y moyen = 0.0146 (b) &y, moyen = 0.0147 ) €yy moyen = 0.015

) €4y moyen = 0.0162 (e) £4y moyen = 0.0225 ) €4y moyen = 0.03

FIGURE 2.49 — Déformation volumique en plusieurs instants. Maillage intermédiaire

) €4y moyen = 0.0162 (b) &y, moyen = 0.0225

FIGURE 2.50 — Déformation plastique déviatorique cumulée en plusieurs instants. Maillage
intermédiaire

) €4y moyen = 0.0162 (b) &4, moyen = 0.0225 (¢) g4y moyen = 0.03
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FIGURE 2.51 — Essai de fissuration en mode I : profil d’endommagement pour une simulation
numeérique d’éprouvette en béton. Source : (JOUAN, 2015)
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Ce phénoméne d’élargissement de la bande de localisation a déja été abordé en
partie 1.3.3.2 dans le cas d’'un modéle de second gradient. En effet, (JOUAN, 2015)
met par exemple en évidence ce phénomeéne dans le cadre d’une modélisation du com-
portement du béton (voir figure 2.51). Ce probléme n’est pas spécifique aux modéles
de second gradient. Par exemple (SIMONE, ASKES & SLUYS, 2004) met évidence
qu’une situation similaire peut apparaitre dans le cas d’une modélisation non locale
intégrale. Dans le cadre d'un modéle de second gradient, (PLUA, 2018) propose d’uti-
liser un comportement de second gradient non linéaire (de type exponentiel) afin de
faire évoluer la largeur de bande au cours du chargement. Cependant, cette méthode
ne permet que de retarder ’élargissement de la largeur de bande.

Dans la sous partie suivante consacrée aux simulations numériques d’essais biaxiaux
avec la loi de comportement non associée (par ailleurs plus représentative du com-
portement des géomatériaux), nous montrerons que le modeéle de second gradient de
dilatation permet effectivement de s’affranchir de ce probléme d’élargissement de la
bande de localisation lorsque la déformation volumique évolue peu dans le régime
ultime du comportement matériau.

2.2.4.2 Loi de comportement non associée

Les résultats présentés dans cette sous-partie sont obtenus avec la loi de com-
portement de Drucker Prager non associée a écrouissage exponentiel présentée en
partie 2.1.2.1 et les parameétres matériaux présentés en tableau 2.1 (k. = 0.1). Trois
maillages quadrangulaires distincts, présentés en partie 2.2.1.2 seront utilisés.
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FIGURE 2.52 — Réponse contrainte-déformation de I’échantillon soumis & un essai biaxial

pour plusieurs maillages
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Présentation des résultats

On présente en figure 2.52 les réponses contraintes-déformations obtenues pour
les trois maillages.

Les figures 2.53 et 2.54 présentent la déformation plastique déviatorique et la
déformation volumique pour les trois maillages et une méme valeur du chargement,
dans le régime adoucissant. Dans le régime adoucissant de la loi de comportement non
associée, la déformation volumique évolue d’une maniére similaire & la loi associée
étudiée dans la sous-partie précédente. Dans ce régime, les propriétés régularisantes
du modeéle de second gradient de dilatation sont identiques pour les deux lois de
comportement. On constate que les réponses contraintes-déformations ainsi que les
profils de déformations sont indépendants du maillage.

Evolution de la largeur de bande

On présente en figures 2.55 et 2.56 1’évolution du profil de déformation volu-
mique au cours du chargement pour le maillage grossier et le maillage intermédiaire.
On présente en figure 2.57 et 2.58 I’évolution du profil de déformation plastique dé-
viatorique cumulée au cours du chargement pour le maillage grossier et le maillage
intermédiaire.

On présente en figure 2.59 I’évolution de la largeur de la bande de localisation
au cours du chargement. Cette évolution pour la loi de comportement non associée
différe assez largement de ce qui est observé pour la loi de comportement associée
(figure 2.47). Dans les deux cas, on retrouve bien une phase pendant laquelle la bande
de localisation s’installe et o sa largeur décroit (passage d’une solution homogeéne
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FIGURE 2.53 — Déformation plastique déviatorique pour €y, = 0.02 pour plusieurs maillages
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FIGURE 2.54 — Déformation volumique pour €y, = 0.02 pour plusieurs maillages
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FIGURE 2.55 — Déformation volumique en plusieurs instants. Maillage grossier

) 4y moyen = 0.03

22002
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1700

(d) &y, moyen = 0.033 (e) eyy moyen = 0.036 ) €yy moyen = 0.04

FIGURE 2.56 — Déformation volumique en plusieurs instants. Maillage intermédiaire
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(d) ey, moyen = 0.033 (e) eyy moyen = 0.036 ) €4y moyen = 0.04
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F1GURE 2.57 — Déformation déviatorique plastique cumulée en plusieurs instants. Maillage
grossier

(a) ey, moyen = 0.018 (b) &4, moyen = 0.02 (¢) &4y moyen = 0.03

(d) &y, moyen = 0.033 (e) g4y moyen = 0.036 (f) e,y moyen = 0.04

F1GURE 2.58 — Déformation déviatorique plastique cumulée en plusieurs instants. Maillage
grossier

-
(a) £y, moyen = 0.018 (b) £y, moyen = 0.02

(d) &y, moyen = 0.033 (e) eyy moyen = 0.036 (f) £4y moyen = 0.04
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FIGURE 2.59 — Evolution de la largeur de bande pour les trois maillages (loi de comporte-
ment non associée)
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en charge plastique a une solution non homogeéne). Mais par la suite, I’évolution de la
largeur de bande de localisation dépend largement de la loi de comportement utilisée.
On rappelle que cette largeur de bande ne cessait de croitre dans le cas de la loi de
comportement associée.

On constate que dans le cas de la loi non associée, la largeur de bande reste
constante et indépendante du maillage dans le régime adoucissant dilatant. Une fois
le régime plastique parfait quasi-incompressible atteint, la largeur de bande dépend
du maillage. On insiste cependant sur le fait que cette largeur de bande ne s’élargit
donc plus de maniére incontrolée et que la réponse globale de 1’échantillon ne dépend
pas du maillage (figure 2.52).

Dans le cadre de notre modéle, cette largeur de bande est controlée par le gradient
de la déformation volumique. Or, dans le régime plastique parfait, cette déformation
volumique cesse d’évoluer (voir figures 2.55d a 2.55f par exemple). En effet, la loi
d’évolution de la déformation volumique plastique s’écrit de la maniére suivante :

el = 3b(k) (2.52)

Ici b(k) est une fonction exponentielle qui tend asymptotiquement vers 0. Dans
le cas d'un écrouissage linéaire, cette fonction b(x) est nulle pour k > k. (voir partie
2.1.2.1). Dans les deux cas, la variable régularisée (déformation volumique) évolue
peu pour des valeurs suffisamment élevées de la variable d’écrouissage. L’évolution
de cette variable d’écrouissage est découplée de la déformation volumique.
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Ainsi, dans le régime plastique parfait, la largeur de bande ainsi que 1’évolution
de la partie déviatorique de la déformation ne sont plus contrélées par le modéle de
second gradient de dilatation. On constate en figure 2.57d & 2.57f et 2.58d a 2.58f
que les incréments de déformation plastique déviatorique se concentrent dans un seul
élément et dépendent du maillage.

Cependant, le comportement étant plastique parfait dans la bande de localisation,
la réponse globale de I’échantillon ne dépend pas du maillage. Le probléme est bien
posé : 'énergie dissipée est proportionnelle au saut de déplacement tangentiel.

Bilan

Les lois de comportement non associées, ot I’angle de dilatance varie avec 1’écrouis-
sage, sont en général plus représentatives du comportement des roches. Nous avons
montré que le modéle de second gradient de dilatation était adapté pour ce type
de loi de comportement. Dans le régime adoucissant dilatant, le modéle de second
gradient de dilatation permet de controler la largeur de bande : réponse globale de
I'échantillon et quantités locales (déformations et contraintes dans la bande de lo-
calisation) sont bien indépendantes du maillage. Dans le régime plastique parfait,
I'influence du modéle de second gradient diminue, ce qui permet d’éviter une aug-
mentation incontrolée de la largeur de bande, tout en conservant une réponse globale
de I'échantillon indépendante du maillage.

En contrepartie, I’évolution de la déformation déviatorique et de la largeur de
bande n’est plus controlée dans le régime plastique parfait. Ainsi, ce type de calcul
ne permet pas d’obtenir des valeurs fiables de déformation déviatorique (en plasticité
parfaite, cette quantité n’est pas définie, seul le saut de déplacement tangentiel est
controlé) dans la bande de localisation dans le régime ultime . Pour autant, ce n’était
pas notre objectif. En effet, dans le cadre de simulations numériques & grande échelle
ol la largeur de bande de localisation est choisie avant tout sur la base du maillage et
de nos capacités de calcul (plutét que sur des bases physiques), ce type de quantités
locales ne peut de toute fagon pas étre obtenue de maniére fiable. Seules des quan-
tités globales (par exemple réponse contrainte-déformation, déformation volumique
moyenne ...) peuvent étre extraites de tels calculs. Ce dernier point sera abordé en
détail au chapitre 3.
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2.3 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modele de second gradient de dilata-
tion tel que développé dans (FERNANDES, 2009) ainsi que les lois de comportement
(associée et non associée) qui seront utilisées par la suite.

Nous avons proposé une méthode numérique permettant le franchissement des
instabilités. Nous avons montré que 'ajout d’'un terme de viscosité numérique per-
mettait effectivement de franchir les snap-backs parfois observés lors de la simulation
numérique d’essais biaxiaux. En assurant une convergence robuste de ces calculs,
cette méthode permet d’envisager de lancer un grand nombre d’essais numériques
pour la réalisation d’études de sensibilité, ce qui sera utile au chapitre 3.

Par la suite, nous avons présenté les modifications apportées au modéle de second
gradient tel qu’il avait été développé dans (FERNANDES, 2009). La nouvelle formu-
lation mixte du modéle de second gradient, dite formulation quasi-incompressible,
permet de traiter le phénomeéne de verrouillage volumique. Elle est donc plus adap-
tée aux lois de comportement non associées ou la déformation volumique évolue peu
dans le régime plastique parfait. Par ailleurs, nous avons montré qu’il était possible
de se passer du terme d’augmentation avec cette nouvelle formulation numérique.

Enfin, nous nous sommes intéressés au lien entre I’évolution de la déformation
volumique et celle de la largeur de bande. Nous avons montré que dans le cas d'une loi
de comportement non associée, le modeéle de second gradient de dilatation permettait
d’éviter un élargissement incontrolable de la bande de localisation dans le régime
ultime.

Le choix du paramétre a; (paramétre de rigidité de second gradient) n’a pour
le moment pas été abordé. Or, il est connu que ce paramétre influe a la fois sur la
largeur de la bande de localisation et sur la réponse post-pic du matériau. Il est donc
nécessaire de proposer une méthode afin de choisir convenablement ce parameétre
numérique. Le chapitre 3 y sera consacré.
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CHAPITRE 3. INFLUENCE ET IDENTIFICATION DE LA LONGUEUR
INTERNE DANS LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons montré que le modéle de second gradient de di-
latation permettait d’introduire une longueur interne dans la modélisation. Cette
longueur interne apparait comme la racine carrée du ratio entre les termes de rigi-
dité de la loi de second gradient et la loi de premier gradient. Par exemple, dans le
cas d’un probléme unidimensionnel, (CHAMBON, CAILLERIE & EL HASSAN, 1998)
montre que pour un modéle de second gradient, cette longueur interne [ se met sous
la forme suivante :

l=c, | — (31)

Avec ¢ une constante de proportionnalité, a; la rigidité de second gradient, et h
le module d’écrouissage linéaire de la loi de premier gradient. De cette expression, on
déduit que le module de rigidité de second gradient a un impact direct sur la largeur
de bande observée. A noter que cette expression a été obtenue dans le cadre d’une
loi de comportement trés simple et assez différente de celle utilisée dans cette theése.
Elle ne permet donc pas d’identifier I'impact de tous les paramétres matériaux sur
la longueur interne. Dans le cas général, la relation entre les parameétres des lois de
comportement et la largeur de bande de localisation n’est pas bien connue.

Pour autant, nous savons d’expérience que cette expression donne des indications
quant au role des principaux parameétres matériaux et sa pertinence est confirmée par
des essais biaxiaux numériques (FERNANDES, 2009). Mais on constate que ce para-
métre a; n’influe pas uniquement sur la longueur interne. Il a aussi un impact direct
sur le comportement post-pic observé dans ces essais numériques (EL MOUSTAPHA,
2014).

L’identification du parameétre a; revét donc une importance particuliére, et ne
peut se faire indépendamment de l'identification des autres paramétres matériaux.
Cette identification peut par exemple étre effectué a partir d’essais expérimentaux
de type essais triaxiaux ou biaxiaux. Lors de la simulation numérique de ces es-
sais, un autre probléme se pose concernant la longueur interne. En effet, en prenant
I’exemple de l'argilite du Callovo-Oxfordien, ’échelle physique des bandes de locali-
sation observées expérimentalement est de I'ordre de la dizaine de microns pour les
roches considérées (DESBOIS et al., 2017), pour des échantillons de quelques milli-
metres de hauteur. Nous savons par ailleurs qu’il est nécessaire d’utiliser au moins
cinqg éléments dans la largeur de bande, afin d’obtenir des résultats satisfaisants
(FERNANDES, 2009). Au vu des échelles en jeu, cette derniére exigence conduirait a
des modeéles trop lourds au vu des capacités de calcul actuelles. Pour la simulation
numérique de ces essais, la largeur de bande est donc toujours choisie, non pas sur
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FicurRe 3.1 — Réponse contrainte-
déformation d’un essai triaxial. Source :
(EL MOUSTAPHA, 2014) FIGURE 3.2 — Faciés de localisation. Source :

(EL MOUSTAPHA, 2014)
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des bases physiques, mais sur la base du maillage utilisé.

Par exemple, (EL. MOUSTAPHA, 2014) identifie un jeu de paramétres d’une loi de
comportement de type Plasol et d’'un modéle de second gradient sur la base d’essais
triaxiaux réalisés sur des échantillons de grés des Vosges (un matériau nettement plus
grossier que l'argilite). Ce jeu de parameétres permet de reproduire de maniére satis-
faisante la réponse contrainte-déformation de I’échantillon (voir figure 3.1), mais on
constate en figures 3.2a et 3.2b que les largeurs de bande expérimentale et numérique
sont trés différentes.

Ainsi, la largeur de bande de localisation (et donc la rigidité de second gradient)
est un parametre numérique fixé en fonction du maillage et des capacités de calcul.

On note que 'utilisation d’une largeur de bande numérique, différente de la lar-
geur physique observée pour les essais expérimentaux, nécessite d’étre prudent lors
de l'interprétation des résultats de simulations. Notamment, les valeurs locales de
contraintes ou de déformations obtenues numériquement dans la bande de localisa-
tion ne peuvent étre utilisées de maniére fiable. Seules des quantités macroscopiques
comme par exemple la réponse contrainte-déformation moyenne de I’échantillon de la
figure 3.1 peuvent étre exploitées. Le modéle ne permet pas de modéliser de maniére
fiable le comportement microscopique a lintérieur de la bande de localisation (ce
comportement n’étant de toute fagon pas bien caractérisé expérimentalement).

Une fois un jeu de parameétres identifiés a partir d’essais expérimentaux, il s’agit

de réaliser des simulations numériques de structures industrielles. Par exemple, il peut
s’agir de simulations numériques d’excavation de galeries pour le stockage géologique
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profond de déchets nucléaires. Cette application du modeéle de second gradient est
répandue dans la littérature (voir par exemple (PARDOEN & COLLIN, 2017) pour le
modéle de second gradient, (CUVILLIEZ et al., 2017) (PLASSART et al., 2013) pour
le modéle de second gradient de dilatation).

Pour ce type de calculs, un second probléme se pose concernant le parameétre
de longueur interne (ou de rigidité de second gradient). En effet, les structures que
I’on cherche & modéliser sont de 1’échelle du métre ou de la dizaine de metres. Une
fois de plus, cette échelle n’est ni compatible avec I’échelle physique de la bande de
localisation (environ quelques microns) ni compatible avec I’échelle utilisée pour le
calibrage des paramétres matériaux (environ un millimétre). Au vu des capacités de
calcul, il est envisageable d’utiliser une largeur de bande de localisation de 1'ordre
de quelques centimétres pour les calculs d’excavation. C’est pourquoi on cherchera
a déterminer des invariants de la localisation!, quelle que soit I’échelle considérée
dans l'esprit de ce qui a été réalisé dans (BOURDIN, FRANCFORT & MARIGO, 2008)
pour certains milieux fragiles ou dans (LORENTZ, 2017) pour le béton. Une fois ces
invariants déterminés, il sera alors possible de modéliser I'ouvrage a une échelle de
localisation non représentative de la réalité physique, tout en préservant les propriétés
macroscopiques de la localisation et leur effet sur la réponse de la structure.

A notre connaissance, de tels invariants n’ont pas été exhibés dans la littérature
pour les modeéles de second gradient. A défaut d’avoir identifié de tels invariants, le
changement d’échelle entre 'essai ayant permis d’identifier le jeu de paramétres (dont
la rigidité de second gradient) et le calcul sur structure réelle se fait uniquement sur
le base du maillage utilisé (voir par exemple (PARDOEN & COLLIN, 2017) ou encore
(PLASSART et al., 2013)). La valeur numérique du paramétre de rigidité de second
gradient obtenue pour les essais en laboratoire est alors modifiée de sorte a obtenir
une largeur de bande de localisation compatible avec le maillage de la structure
industrielle, mais I'impact de ce changement sur la réponse post-pic du matériau ou
I’énergie dissipée par la bande de localisation n’est ni explicité ni semble-t-il pris en
compte.

Dans ce chapitre 3, nous proposons d’expliciter la relation entre largeur de bande
de localisation et paramétres matériaux pour la loi de comportement utilisée. Une fois
cette relation mieux connue, nous montrerons qu’il est possible de 1'utiliser afin de
faciliter I'identification des paramétres matériaux. Enfin, nous mettrons en évidence
I'existence d’invariants quelle que soit I’échelle de la bande de localisation considérée,
et nous montrerons comment ces invariants peuvent étre utilisés pour s’affranchir de
I’échelle physique de la localisation.

1. Dans la suite, nous appellerons invariants des quantités macroscopiques (réponse force-
déplacement, énergie dissipée par la localisation, réponse volumique moyenne etc ...) que nous
chercherons & rendre indépendantes de la largeur de bande.

99



CHAPITRE 3. INFLUENCE ET IDENTIFICATION DE LA LONGUEUR
INTERNE DANS LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

Pour cela, nous nous appuierons dans un premier temps sur une solution ana-
lytique d’un probléme simplifié (partie 3.2), puis dans un second temps, nous mon-
trerons comment ces résultats analytiques peuvent étre étendus aux essais biaxiaux
numériques (partie 3.3).
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3.2 Lalongeur interne du modéle de second gradient
de dilatation dans le cadre d’un probléme ana-
lytique simplifié

3.2.1 Recherche d’une solution analytique

Plusieurs solutions analytiques concernant les modéles de second gradient sont
déja disponibles dans la littérature. Nous en proposons ici une rapide revue, ol nous
chercherons a évaluer la pertinence de ces solutions au vu des objectifs que nous
nous sommes fixés en introduction de ce chapitre. Nous cherchons notamment une
solution qui soit applicable au comportement de 1¢" gradient de type Drucker Prager
présenté au chapitre précédent et au modeéle de second gradient de dilatation.

(CHAMBON, CAILLERIE & EL HASSAN, 1998) propose d’étudier un probléme uni-
dimensionnel de second gradient, avec une loi de comportement de premier gradient
a écrouissage linéaire. Ce type de solution est par exemple repris dans (KOTRONIS
et al., 2007). De part son caractére unidimensionnel, elle ne présente qu’une seule
mesure de déformation (la dérivée du déplacement), et ne permet donc pas de dis-
tinguer déformation déviatorique et déformation volumique. Or, cette distinction est
importante dans ’écriture de la loi de comportement pour les géomatériaux, d’autant
plus lorsque le comportement utilisé s’appuie sur un modeéle de second gradient de
dilatation.

(CHAMBON, CAILLERIE & MATSUCHIMA, 2001) s’intéresse au probléme d’une
bande de compression et cisaillement infinie. Dans le cas d’une loi de comportement
de Mohr-Coulomb plane (toutes les composantes hors plan de déformations et de
contraintes nulles) & écrouissage linéaire et d’un comportement de second gradient
linéaire, les auteurs proposent d’écrire la solution comme une combinaison de zones
en décharge élastique et en charge plastique. Une expression de la longueur carac-
téristique est proposée en fonction du module de rigidité de second gradient et des
coefficients de la matrice tangente de premier gradient. Cependant, cette solution
n’est valable que pour un écrouissage linéaire dans la phase de localisation.

On peut aussi citer I'existence d’une solution analytique pour un cylindre creux
épais (COLLIN, CAILLERIE & CHAMBON, 2009). Cependant, cette solution n’est va-
lable que pour les matériaux dont le comportement est élastique. De méme, (MADEO
et al., 2012) propose une solution & un probléme unidimensionnel pour le modéle de
second gradient, mais se limite a I’étude d’un matériau élastique.

Enfin, on peut citer I'existence de solutions unidimensionnelles semi-analytiques.
Par exemple, (PLACIDI, 2015) s’intéresse & un probléme 1D avec une loi d’endom-
magement pour la partie 1" gradient et un comportement linéaire pour la partie
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274 gradient. La solution est cherchée sous la forme d'une série de Fourier, dont les
coefficients sont déterminés numériquement. Cependant, ['application de ce type de
solution semi-analytique est plus limité. Par exemple, il n’est pas possible d’obtenir
une expression explicite de la longueur caractéristique en fonction des paramétres
matériaux.

Au vu de cette bréve revue de la littérature, nous voyons qu’aucune des solutions
analytiques disponibles pour les modéles de second gradient ne correspond & nos
critéres. Dans la suite, nous présentons donc une solution analytique d’un nouveau
probléme simplifié, qui nous semble mieux adapté a ’étude des modéles de second
gradient de dilatation.

3.2.2 Hypothéses

3.2.2.1 Géométrie et chargement

On s’intéresse au probléme d’un barreau 3D d’axe (Ox) et de longueur 2L soumis
A un chargement de traction croissant a chaque extrémité?. Ce barreau est centré
autour en x = 0, et par symétrie, nous ne considérerons que la moitié x > 0 et
u(0) = O(voir figure 3.3). Nous faisons I'hypothése d'une transformation en petites
déformations.

Nous supposons que tous les champs de contraintes et de déformations ne dé-
pendent que de la coordonnée x. Par invariance par rotation autour de l'axe (Ox),
les directions Y et Z sont supposées équivalentes. Nous cherchons donc les champs
sous la forme suivante :

o(x) 0 0 ere(x) 0 0
g=| 0 0 0f ete= 0 eylz) O (3.2)
0 00 0 0 e,(2)

La forme des champs recherchés conduit & un probléme quasiment unidimen-
sionnel, mais ou il est possible de distinguer déformation volumique et déformation
déviatorique. On peut par ailleurs faire le rapprochement avec les hypotheses de
contraintes planes. En effet, la forme des champs de 1’équation 3.2 peut s’obtenir
en appliquant les hypothéses de contraintes planes dans les deux directions (Oy) et
(Oz). Comme pour les contraintes planes, on peut montrer que le champ de déforma-
tion ne dérive d'un déplacement qu’asymptotiquement dans le cadre de ’hypothése
des "tranches minces" (épaisseur selon y et z petite devant la longueur du barreau)
(SIDOROFF, 1980).

2. 11 est possible de montrer qu’en compression, et pour les hypothéses qui seront faites par la
suite, seule une solution homogéne est possible. D’ou le choix d’un chargement en traction.
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FIGURE 3.4 — Exemple de profil de défor-
mation volumique vérifiant les conditions des

équations 3.9 et 3.10
FIGURE 3.3 — Schéma de principe du pro-

bléme considéré : un barreau en traction

1.0

Chargement de traction Chargement de traction

T T T
0.6 0.8 1.0

~&

Concernant le chargement de traction, on note o la contrainte zx a 'extrémité
du barreau et U le déplacement a cette méme extrémité. Pour ce chapitre 3, nous
supposons que la double force P, issue de la condition au limite d’ordre supérieur
du modéle de second gradient, est nulle. Cette hypothése sera discutée et son impact
quantifié dans le chapitre 4.

3.2.2.2 Comportement

Nous considérons un comportement de premier gradient élasto-plastique de type
Drucker Prager. Ce comportement présente quelques différences avec celui utilisé au
chapitre précédent.

Le comportement élastique est supposé linéaire isotrope incompressible. Il est
caractérisé par un module de Young E et un coefficient de Poisson v = % Cette
hypothése simplificatrice d’élasticité incompressible facilitera 1’écriture des conditions
aux limites dans la bande de localisation au cours de la résolution du probléme. Son
bien-fondé et son impact sur les conclusions que nous pourrons tirer de I’étude de ce
probléme analytique simplifié seront discutés en détail par la suite (partie 3.2.7).

Le comportement plastique est pris de type Drucker-Pruger non associé. A noter
que les fonctions d’écrouissage choisies ici différent de celles utilisées dans le chapitre
2. Au chapitre 2, ces fonctions d’écrouissage étaient décroissantes, mais la condition
de déformation plane conduisait a un écrouissage structurel positif puis & un écrouis-
sage négatif (voir partie 2.2.1.3). Pour le barreau, cet écrouissage structurel n’est pas
présent. Afin de traiter un probléme proche des essais biaxiaux, nous considérons des
fonctions d’écrouissage croissantes puis décroissantes.
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Le critére se met sous la forme suivante :

F(g,k) = 0cq +atr(a) — R(k) (3.3)

2.D

avec kK = e, §5 le taux de déformation plastique déviatorique cumulée et

3%
R(k) la fonction d’écrouissage. Pour le moment, cette fonction R n’est pas particu-
larisée. Elle est simplement choisie croissante (écrouissage positif, régime durcissant)
pour 0 < Kk < kg, puis décroissante (écrouissage négatif, régime adoucissant) pour
Kr < K.
Le potentiel plastique, noté G(g, k), s’écrit :
G(g, k) = 0eq +b(K) tr(a) (3.4)

La loi d’écoulement s’écrit alors (avec g'p la déformation plastique) :
E =A— (3.5)

Pour 0., # 0, on peut montrer que A = £. La loi d’écoulement se met alors sous

la forme suivante :
30"
E =K 5— +b(k)L (3.6)

:p O-eq =

Pour le moment, on ne choisit pas une forme particuliére pour la fonction b(k).
On choisit simplement une fonction b(x) constante dans le régime durcissant (0 <
Kk < kg) et décroissante dans le régime adoucissant (kg < k). Dans le cas ou la
fonction b(k) est choisie constante et égale au paramétre a, on retrouve une loi de
comportement associée.

3.2.3 Mise en équation et résolution
3.2.3.1 Solution homogéne élastique et plastique durcissante

Dans le régime élastique et le régime plastique durcissant, la solution reste ho-
mogeéne. La mise en équation et la résolution de ce probléme homogéne trés simple
n’est pas détaillée. On se contente de présenter quelques résultats utiles par la suite.

Dans le régime élastique, on a :

(3.7)

=~ S

o= EE et €40 = —2eyy =
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C . X R(0)
Cette solution élastique homogene est valable tant que o < 7.
Au pic du régime plastique durcissant, pour K = kg, on a o = Ii(ij) et on peut
montrer que :
R(K,R) > /n
U=L|—=——"—+(kr+ B(k avec B(k) = b(t)dt 3.8
(0 b e+ Bl ()= [ o0 (33)

Au pic, la déformation volumique s’écrit ey = 3B(kg). Cette déformation volu-
mique sera notée !, par la suite.

3.2.3.2 Forme de la solution non homogéne recherchée

Lorsque le régime adoucissant est atteint, la solution homogéne peut bifurquer
vers une solution sous la forme d’une ou plusieurs bandes de localisation. Ici, nous
chercherons la solution sous la forme d’une bande de localisation, centrée en x = 0.
Par symétrie, nous étudierons donc seulement la moitié x > 0 de cette bande de
localisation. Nous noterons [ la demi-largeur de la bande de localisation. Au dela
de la (demi) largeur de bande, pour = > [, le comportement reste homogéne en
décharge élastique. Nous supposerons que cette largeur de bande est croissante. Cette
hypotheése permettra de simplifier ’écriture des conditions aux limites portant sur la
déformation volumique aux extrémités de la bande de localisation et sera vérifiée a
posteriori.

A noter que la solution que nous exhiberons pour une bande de localisation
peut facilement étre manipulée pour assembler des solutions & plusieurs bandes, a la
maniére de ce qui a été fait dans (CHAMBON, CAILLERIE & EL HASSAN, 1998) ou
(CHAMBON, CAILLERIE & MATSUCHIMA, 2001).

Nous appelons &), la déformation volumique maximale dans la bande de locali-
sation & un instant donné. Au vu de la forme de solution recherchée, la déformation
volumique est maximale en = = 0. Le chargement (o ou U) sera paramétré comme
une fonction de €Y. La notation ’ renvoie a la dérivée par rapport & r d’une quantité.

En x = 0, par symétrie, les conditions aux limites sur la déformation volumique
s’écrivent de la maniére suivante :

{ev(O) =&Y (3.9)

ey (0) =0

Nous rappelons que le comportement élastique étant incompressible, la déforma-
tion volumique n’évolue plus dans la zone en décharge élastique (z > [). On note
gl, la déformation volumique (homogeéne) dans cette partie en décharge élastique
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(cette déformation volumique non nulle résulte de la plastification homogéne préa-
lable du barreau dans le régime durcissant). Nous avons aussi supposé que la largeur
de bande était croissante. En z = [, a l'interface entre la zone en charge plastique
(bande de localisation) et la zone en décharge élastique, les conditions de continuité
de la déformation volumique s’écrivent donc :

{ev(l) =ev (3.10)

Ce dernier jeu de conditions sur la déformation volumique en x = [ correspond a
une interface parfaite entre zone en charge plastique et zone en décharge élastique.

Un exemple de profil de déformation volumique vérifiant les conditions ci-dessus
est présenté en figure 3.4.

3.2.3.3 Solution non homogéne

On s’intéresse ici a la mise en équation du probléme dans la bande de localisation.
Dans les grandes lignes, il s’agit d’exprimer toutes les inconnues du probléme en
fonction de la déformation volumique. Les équations du modéle de second gradient
de dilatation vont nécessairement faire intervenir des gradients de cette déformation
volumique, et en conservant comme inconnue principale cette déformation volumique
nous préservons ainsi le caractére linéaire de ces gradients.

Nous montrerons par la suite qu’il est possible de paramétrer la contrainte et le
déplacement a 'extrémité du barreau (le chargement) en fonction de la déformation
volumique maximale dans la bande de localisation &), (déformation volumique en
x = 0). Cette déformation volumique présente aussi 'avantage d’étre une quantité
croissante, contrairement au chargement en présence d’éventuels snap-backs.

Hors de la bande de localisation, le comportement est élastique. L’évolution est
donc incompressible et le comportement homogéne. Les calculs concernant cette par-
tie de solution homogéne étant trés simples, ils ne sont pas présentés ici.

Equations d’équilibre

Par la suite, on notera o la contrainte a l'extrémité du barreau (et donc dans
la zone en décharge élastique). On notera 7 la contrainte de 1¢" gradient dans la
bande de localisation. S renvoie & la double contrainte de dilatance : les champs ne
dépendant que de la coordonnée x, seule la composante x de cette double contrainte
est non nulle.

On rappelle ’équation d’équilibre pour un milieu de second gradient de dilatation
dans le cadre général (voir partie 2.1.1.1) :
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div(z) — V{div ) = 0 (3.11)
Dans le cas du probléme du barreau, cette équation se simplifie :

0 0S(x)

2 (T(ZE) = T an ) =0 (3.12)

L’intégration de cette équation et la condition de continuité a l'interface bande
de localisation-zone en décharge élastique conduit a I’équation suivante :
0S(x)
Ox

7(x) =0 (3.13)

Comportement de second gradient
La relation de comportement de second gradient relie double contrainte de di-
latance et gradient de la déformation volumique. Dans le cas du barreau 3D, cette
relation se met sous la forme suivante :
(%V

= da, —— 14
S a1 O (3 )

Comportement de premier gradient
Dans la bande de localisation en charge plastique, le critére est atteint. Au vu de
la forme du tenseur des contraintes retenu, on a alors notamment :

|T|+aT17—R(k)=0 (3.15)
En traction, on a 7 > 0. On a donc :

__R()
1+a

(3.16)

On utilise maintenant la partie volumique de la loi d’écoulement 3.6 pour expri-
mer la déformation déviatorique plastique en fonction de la déformation volumique.
L’¢lasticité étant incompressible, on a €}, = . La loi d’écoulement volumique s’écrit
donc :

v =3 b(k)k (3.17)
En notant B(k) = [, b(t)dt, il vient :
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ev =3 B(k) (3.18)
K= B‘l(%sv) (3.19)

On peut donc exprimer la contrainte de premier gradient dans la bande de loca-
lisation en fonction de la déformation volumique :

1 1

i aR(B_l(gw)) (3.20)

7'(8\/) =

Bilan

Nous avons exprimé la double contrainte de dilatance et la contrainte de pre-
mier gradient en fonction de la déformation volumique. En introduisant ces deux
expressions dans 1’équation d’équilibre, il vient :

1 1

R(B™Y)(z¢ 3.21
BB )(5e) (3.21)
Cette équation en ey est complétée par le jeu de conditions aux limites sur ey

précédemment explicité :
{ev(O) =¢Y

T(ey) — 4ay ey, = 0 avec T(ey) =

2 (0) =0 (3.22)

ev(l) =&,
{ =6 (3.23)

Deux de ces conditions aux limites permettront de déterminer la largeur de bande
ainsi que la contrainte totale o.

3.2.4 Reésolution analytique dans la bande de localisation

Ici, nous pourrions par exemple particulariser les fonctions d’écrouissage R(k)
et b(k) et expliciter B~!(k). Pour certaines formes de fonctions d’écrouissage, nous
pourrions alors résoudre directement 1’équation 3.21. Nous présentons ici une mé-

thode plus générale, qui ne nécessite pas de choisir une forme particuliére pour R(k)
et b(k).
En multipliant 1’équation 3.21 par €/, il vient :

ey (tley) —4day e, —0) =0 (3.24)

En intégrant I’équation précédente, on fait apparaitre une intégrale premiére :
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T(ey) — 2a16 — oey = C (3.25)

On note T'(ey) la primitive de 7(ey) s’annulant en €!,. C est une constante, pour
le moment indéterminée. A ce stade, nous utilisons les conditions aux limites sur ey
des équations 3.22 et 3.23. En x = 0, ces conditions conduisent a :

T(eY,) — oy, =C (3.26)

En x = [, ces conditions conduisent a :

—elo=C (3.27)
On aboutit alors a :
T(£Y)
v v

0
O =T(Y) <1 - ﬁ) (3.20)

On note que l'équation 3.28 permet de paramétrer la contrainte o (contrainte
a lextrémité du barreau et dans la zone élastique) en fonction de la déformation
volumique maximale dans la bande de localisation },. En introduisant ces deux
derniéres relations dans 'intégrale premiere, il vient :

1 l

€V_€V
= — (T(ey) = T(Y .
V=5 ( (v) <ev>€%__5%/) (3.30)

A ce stade, nous voyons qu’une solution non homogéne n’est possible que si

T(ev) — T(eY)%—+ > 0. Or, 7(ey) est strictement décroissante sur lintervalle
14 Vv
[el,, Y] (écrouissage négatif, la contrainte diminue avec la déformation plastique).

La fonction T'() est donc une fonction strictement concave sur intervalle [e},, &} :

Tlev) = T(EL)  T()) = T()

ey — el e), — &l

(3.31)

On rappelle que T'(ey) a été choisie comme la primitive de 7(ey) s’annulant en
gt,. Une solution non homogeéne est donc bien possible. On inverse I'équation 3.30 et
on retient la solution €}, < 0 (voir profil de déformation volumique figure 3.4) :

dev &) —el) — T(Y)(ev — &)

En séparant les variables et en intégrant, il vient :

Ox e — el
VZE¢T@W( .
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2(ev,€%) = V2as / \/ Gl dt (3.33)

—ey) = T(ey)(t —ey)

Cette derniére expression nous donne implicitement le profil de déformation vo-
lumique dans la bande de localisation en fonction de la déformation volumique maxi-
male dans la bande de localisation €¥,. Par ailleurs, on peut en déduire I’expression
de la largeur de bande de localisation 1(¢?,) = z(&},, £9,).

0y — \/9a v ey — ey
V)= “2_/ \/ O )T ¥ @3

Cette derniére équation permet donc de calculer la largeur de bande en fonction
de la déformation volumique maximale dans la bande de localisation &9,

A noter que cette expression est relativement générale : elle est valable pour
toute fonction d’écrouissage R(k) et b(k) a la condition d’avoir une largeur de bande
croissante. Nous illustrons plus loin que cette propriété est bien vérifiée pour quelques
fonctions particuliéres.

A ce stade, il ne reste plus qu’a exprimer 'ouverture de la bande de localisation
(que nous noterons § et qui correspond au saut de déplacement de part et d’autre
de la bande de localisation). On a :

§ & u(l) = /0 l Eao(2)dx (3.35)

Par ailleurs, on peut montrer que la déformation axiale €., s’exprime de la maniére
suivante :

Ean = % + i+ B(k) (3.36)

En fonction de la déformation volumique, cette derniére expression devient :

T(e 1 1
% + B_l(gév) + 56\/ (337)

Par un changement de variable, on aboutit alors a I’expression suivante de 1’ou-
verture de la bande de localisation :

o T(t 1 1 ) — ¢
5(Y) = \/E/Elv (éj) +B*1(§t) + 3t> \/T(t)(gov —glVV) —Tv(g?/)(t =) dt | (3.38)

Une fois le déplacement a I'extrémité de la bande de localisation connu, on peut
calculer le déplacement U a l'extrémité du barreau :

81:38(5\/) -
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T(ev)

U() =0 + (L =D s

(3.39)

Le second terme de la somme dans ’équation précédente correspond simplement
a 1’¢longation de la zone homogeéne élastique. On rappelle que L désigne la longueur
totale du demi-barreau.

Bilan

Les quantités d’intérét du probléme (contrainte et déplacement a l'extrémité du
barreau ou de la bande de localisation) ont été exprimées en fonction de la défor-
mation volumique maximale dans la bande de localisation £),. Nous sommes aussi
capables de calculer le profil de déformation volumique dans la bande de localisa-
tion, et donc le profil d’autres champs (contrainte de premier gradient, déformation
plastique déviatorique ...).

Tous ces champs sont paramétrés par la déformation volumique maximale €Y, qui
varie entre sa valeur initiale €}, au pic et une valeur limite qui dépend de la forme de
I’écrouissage retenue. Cette valeur limite est une fonction des paramétres matériaux
et peut étre asymptotique :

g™ = lim 3B(k) (3.40)

K—>—+00

3.2.5 Application numérique avec une loi de comportement
de type Drucker Prager non associée

En pratique, une fois les fonctions d’écrouissages particularisées, ’évaluation nu-
mérique des expressions du paragraphe précédent peuvent se faire de différentes ma-
niéres. Il est possible d’évaluer numériquement les différentes fonctions intervenant
dans les expressions du déplacement, de la largeur de bande etc ... puis de calculer
numériquement ces différentes intégrales (quadratures numériques). Pour certaines
fonctions d’écrouissage, il est possible de trouver des primitives et donc de simplifier
au maximum les expressions présentées au paragraphe précédent. C’est notamment
le cas pour les fonctions d’écrouissage utilisées ici.

Nous ne détaillerons pas tous les calculs permettant de simplifier les équations
3.33 a 3.39, ces calculs étant longs mais ne présentant pas de difficultés particuliéres.
Cependant, nous comparerons les résultats obtenus grace aux calculs de primitives
a ceux obtenus par intégration numérique de ces mémes expressions 3.33 a 3.39.

Nous illustrerons ces résultats dans deux situations :
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TABLE 3.1 — Parameétres matériaux utilisées pour 1’évaluation numérique

E v 0o OR Oy KR Re o) o ay
6 GPa | 0.5 | 20 MPa | 25 MPa | 10 MPa | 0.0025 | 0.1 | 25° | 15° | 5.10° N

— Une fonction R(k) & écrouissage positif linéaire, puis a écrouissage négatif pa-
rabolique. Une fonction b(k) constante puis linéaire décroissante.

— Une fonction R(k) & écrouissage positif linéaire, puis a écrouissage négatif ex-
ponentiel. Une fonction b(k) constante puis exponentielle décroissante.

On rappelle que ’écrouissage positif est présent afin de traiter un probléme proche
des essais biaxiaux, ol un écrouissage positif structurel est observé. En conséquence,
le comportement dans ce régime durcissant est volontairement choisi trés simple.
Dans les deux cas, les parameétres matériaux utilisés dans cette section sont ceux
présentés en tableau 3.1. La longueur L du barreau est prise égale & 50 mm.

3.2.5.1 Loi de comportement non associée a écrouissage parabolique

Les fonctions d’écrouissage utilisées sont les suivantes :

OR—00 K_
oo(1 4 #L=20-5) pour k < Kp

R(/@) — M(H—KJR)Q—QM(H—HR)—FUR (341)

Ke—KR Ru—KR
Oy pour K > Re

by pour kK < KR
b(k) =< by <1 - %) pour Kr < Kk < K (3.42)

KR

0 pour Kk > K.

Ce comportement est caractérisé par un régime durcissant dilatant pour xk < kg,
un régime adoucissant dilatant pour kg < kK < k¢ et un régime plastique parfait
incompressible pour k > k¢.

oo désigne ici la limite d’élasticité initiale, og cette limite au pic, o, la contrainte
résiduelle. by correspond a la dilatance initiale.

Les fonctions R et b ci-dessus sont illustrées en figure 3.5 et 3.6.

On présente ci-dessous les expressions des différentes quantités d’intérét du pro-
bléme en fonction des paramétres matériaux. Ces expressions simplifiées sont obte-
nues en introduisant les fonctions R(k) et b(x) dans les expressions intégrales 3.33 a
3.39. Elles sont valables dans le régime adoucissant dilatant.

Expression de la largeur de bande [ (constante au cours du chargement) :
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FIGURE 3.5 — Fonction d’écrouissage R(k) FIGURE 3.6 — Fonction de dilatance b(k)

le7

244 0.1751

229 0.1504

2.0 1 0.125 4

0.100 1

b (=)

164 0.075 4

144 0.050

124 0.025 4

104 0.000 1

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
K (=) k(=)

1 b —

I = \/677'\/( a) bo a1 (rg — rn) (3.43)
OR — Oy
Expression de la contrainte o :
1 (O’R — Uu)(eEO — 3b0/<LR>

0 v
= — 3.44
olev) =5 +a (UR 3(Ke — KRr)bo (3.44)

Expression de I'ouverture de la bande de localisation ¢ :

b 2
6(0) =1 (% +rp(l+ bo)) + (ke — KR) (1 + 5“6 - —E(20)> (3.45)
On note 7 = U:“T“O_u (% — a). La fonction E est une intégrale elliptique de 2"

espéce (ABRAMOWITZ & STEGUN, 1964). Cette fonction spéciale est définie de la
maniere suivante :

— 45212
E(2¢ dt 3.46
?) / 1o (3.46)
Expression du déplacement U a l'extrémité du barreau :
o bp_ 2
U0) = L (5 +rn(l+bo)) + ke = kr) (1+ 57— ZB(20) (3.47)

Profil de déformation volumique dans la bande de localisation :

ev(,£%) = 3bokp + (2% — 3borp) 0032(7; ) (3.48)
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FIGURE 3.7 — Réponse contrainte - élonga-
tion du barreau. 1 : régime élastique incom-
pressible homogeéne. 2 : régime durcissant di- | FiqurE 3.8 — Largeur de bande au cours du
latant homogene. 3 : régime adoucissant di- | ¢gime adoucissant dilatant

latant non homogéne. 4 : régime plastique
parfait incompressible

—— Integration numerique
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Les expressions ci-dessus, valables dans le régime adoucissant, sont & compléter
dans les régimes élastique et durcissant homogénes. Ces calculs, qui ne présentent
pas de difficultés, ne sont pas présentés ici. Les résultats obtenus pour cette loi de
comportement a écrouissage parabolique appliquée au probléme du barreau sont
illustrés dans les figures 3.7 & 3.9.

La figure 3.7 présente la réponse du barreau (contrainte o a I’extrémité en fonction
de I’élongation %) Les différents régimes du comportement y sont mis en évidence.

La figure 3.8 présente la largeur de la bande de localisation dans le régime adou-
cissant dilatant. On constate que cette largeur de bande est constante dans ce ré-
gime. Par ailleurs, cette expression est cohérente avec les expressions obtenues pour
d’autres problémes analytiques. Par exemple, on retrouve une expression de la lar-
geur de bande en /% (voir (CHAMBON, CAILLERIE & EL HASSAN, 1998)) avec h
le module d’écrouissage h = ;;%gu Cependant, I'expression que nous obtenons ici
est bien plus compléte : elle donne des informations sur la sensibilité de la largeur
de bande a tous les paramétres matériaux de la loi de comportement plastique. On
fait remarquer que cette largeur de bande n’est plus définie dans le régime ultime
plastique parfait (k > k¢). Cette phase étant incompressible, la largeur de bande
n’est plus définie pour un modéle de second gradient de dilatation. Pour x > k., les
incréments de déformation se concentrent en x = 0. Ce résultat est cohérent avec
les conclusions du chapitre 2 concernant 1’évolution de la largeur de bande pour le
modele de second gradient de dilatation utilisé avec une loi de comportement non
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FI1GURE 3.9 — Evolution du profil de déformation volumique dans le régime post-pic
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associée.

La figure 3.9 présente 1’évolution du profil de déformation volumique dans la
bande de localisation au cours du régime adoucissant et du régime plastique parfait.
Dans le régime adoucissant, la largeur de bande est constante et la forme du profil
indépendante du chargement. Hors de la bande de localisation, la déformation volu-
mique n’évolue plus dans le régime post-pic : elle reste homogene et égale a sa valeur
au pic €}, = 3byrg. Dans le régime plastique parfait incompressible, la déformation
volumique n’évolue plus dans tout le barreau.

Pour tous ces résultats, on constate que les résultats obtenus grace aux expres-
sions 3.43 a 3.47 correspondent bien a ceux obtenus par intégration numérique des
expressions 3.33 a 3.39.

3.2.5.2 Loi de comportement non associée a écrouissage exponentiel

Les fonctions d’écrouissage utilisées sont les suivantes :

oo(1 + ”RU—_OUO,%) pour k < Kg
R(k) = A (3.49)
(or —oy) exp (—ﬁ) + 0, pour K > Kg
by pour Kk < Kg
b(k) = { b (_ ki > (3.50)
o exp (—7=5 ) pour k> KR

Ce comportement est caractérisé par un régime durcissant dilatant pour k < kg
et un régime adoucissant dilatant pour kg < k. Le paramétre k. correspond a la
déformation caractéristique dans ce régime adoucissant. A la différence de 1’écrouis-
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FIGURE 3.10 — Fonction d’écrouissage R(k) | FIGURE 3.11 — Fonction de dilatance b(k)
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sage parabolique du paragraphe précédent, on tend ici asymptotiquement vers un
comportement plastique parfait incompressible.

oo désigne ici la limite d’élasticité initiale, o cette limite au pic, o, la contrainte
résiduelle. by correspond a la dilatance initiale.

Les fonctions R et b ci-dessus sont illustrées en figure 3.10 et 3.11. Le compor-
tement adoucissant est ici similaire & celui utilisé au chapitre 2 pour la loi de com-
portement non associée a écrouissage exponentiel dans le cadre des essais biaxiaux
numériques.

Présentation des résultats

On présente ci-dessous les expressions des différentes quantités d’intérét du pro-
bléme en fonction des paramétres matériaux. Ces expressions simplifiées sont obte-
nues en introduisant les fonctions R(k) et b(x) dans les expressions intégrales 3.33 a
3.39. Elles sont valables dans le régime adoucissant dilatant et on constate qu’elles
sont trés similaires & celles obtenues dans le cas d’un écrouissage parabolique au
paragraphe précédent.

Expression de la largeur de bande [ :

I= 2\/§7r\/(1 ) bo @ (e ~ k) (3.51)

OR — Oy

Expression de la contrainte o :

1 <O'R—O' )(80 —31)0,‘{3)
0 u)\Ey
= — 3.52
o(ev) 14a (U 6(ke — KR)bo (3:52)
Expression de 'ouverture de la bande de localisation . On note o = U;%‘;u (% — O’).
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FIGURE 3.12 — Réponse contrainte - élonga-
tion du barreau. 1 : régime élastique incom-
pressible homogeéne. 2 : régime durcissant di-
latant homogéne. 3 : régime adoucissant di-
latant non homogéne.

FI1GURE 3.13 — Largeur de bande au cours du
régime adoucissant dilatant

—— Integration numerique

Expression simplifiee
le7

. —— Integration numerique
1.75 4 2 ey Expression simplifiee

0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175

Ym)

o 2
8(0) =1 (5 + rn(1+b0)) + ko — k) (b7 +2 In (== 3.53
(0) E+/<;R( +bo) ) + (ke HR)(()O'—F n<m+1)> (3.53)
Expression du déplacement U a I'extrémité du barreau :
o 2
U(0) = L (5 + kr(1+ b)) + Unc = k) (067 +2 In | == 3.54
(o) E—i-/iR( +bo) ) + (ke /QR)(()U-F n(ﬁ—i—l)) (3.54)
Profil de déformation volumique dans la bande de localisation :
ev(z,eY) = 3bokp + (e — 3bokp) 0032(%) (3.55)

La figure 3.12 présente la réponse du barreau (contrainte o a l'extrémité en
fonction de I'élongation %) Les différents régimes du comportement y sont mis en
évidence.

La figure 3.13 présente la largeur de la bande de localisation dans le régime
adoucissant dilatant. On constate que cette largeur de bande est constante.

Les figures 3.14 et 3.15 présentent les profils de déformation volumique €y et de

déformation plastique déviatorique x dans le barreau. Dans le régime dilatant, le
profil de k est obtenu & partir de I'expression 3.55 et de la relation x = B_l(%av).

On constate que lorsque la déformation volumique n’évolue quasiment plus (entre

80 50 P . . L, . .
T = 0.99 et 7% = 0.9999 par exemple), la déformation plastique déviatorique se
\%4 14
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FIGURE 3.15 — Evolution du profil de défor-
mation plastique déviatorique dans le régime
post-pic

FIGURE 3.14 — Evolution du profil de défor-
mation volumique dans le régime post-pic
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concentre autour de x = 0. Ainsi, méme si la largeur de bande reste constante (équa-
tion 3.51), le modéle de second gradient de dilatation controle de moins en moins bien
la localisation des incréments de déformation déviatorique au fur et & mesure que la
dilatance tend vers 0. Cela rejoint les observations faites au chapitre 2, ot nous avions
montré a partir d’essais biaxiaux numériques que pour des valeurs de k trop élevées le
modéele de second gradient de dilatation ne permettait plus de controéler la largeur de
bande. Les incréments de déformation plastique déviatorique se concentraient dans
un seul élément dans le régime plastique incompressible asymptotique.

Contrainte résiduelle

Ce modéle analytique du barreau permet aussi de mettre en évidence une spécifi-
cité des modéles de second gradient : la présence d'une double contrainte résiduelle.
En effet, a partir de l'expression 3.52, on peut montrer que la contrainte o tend
asymptotiquement vers une valeur limite o™ :

lim Out OR
=2 & 3.56
2(1+a) (3:56)
En particulier, lorsque o, = 0 (contrainte résiduelle de la loi de premier gradient
nulle), on a o™ = 2(‘17fa). Ainsi, il existe nécessairement une contrainte résiduelle
a lextrémité du barreau. On rappelle que 1’équation d’équilibre dans la bande de
localisation s’écrit : 7(z) — %ff) = 0. On constate que méme si la contrainte de 1¢

gradient 7 est nulle dans la bande de localisation, la double contrainte S peut induire
une contrainte totale ¢ non nulle.

En modifiant les équations d’équilibre d’un probléme de mécanique classique, les
modéles de second gradient introduisent une double contrainte. Dans le cas des géo-
matériaux, qui exhibent effectivement une contrainte résiduelle (o # 0) dans leur
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régime ultime, la présence de cette double contrainte résiduelle ne pose pas de pro-
bléme. Mais lorsque le modéle de second gradient est utilisé pour modéliser d’autres
matériaux, comme le béton par exemple, la présence de cette double contrainte rési-
duelle conduit & des résultats parfois difficiles & interpréter (voir par exemple (JOUAN,
2015)).

Une analyse similaire peut étre menée en considérant 1’énergie de second gradient.

Energie de 2" gradient
On définit I’énergie (surfacique) de second gradient es,, définie de la manicre

sulvante :
L 2
1 66\/
nd = -4 — | d 3.57
€and /o 5 a1 ( o ) x ( )

Dans le cas du probleme du barreau, 1’élasticité est incompressible. La déforma-
tion volumique est donc entierement d’origine plastique. La contribution énergétique
du modéle de second gradient de dilatation n’est donc pas récupérable sur un cycle
de charge/décharge.

Dans le cas d'un probléme numérique plus réaliste, comme par exemple les es-
sais biaxiaux réalisés au chapitre 2, la réponse serait plus nuancée. Cependant, on
peut considérer que l'essentiel du gradient de déformation volumique est d’origine
plastique. Cette question sera abordée plus en détail en partie 3.2.7.

L’essentiel de I'énergie de second gradient (la totalité ici) est donc bloquée, et
n’est pas récupérable sur un cycle de charge / décharge.

Energie consommée dans le régime adoucissant
On définit I'énergie (surfacique) consommée totale comme le travail des forces
extérieures sur un cycle de charge / décharge (voir figure 3.16) :

W, = / odU (3.58)

Nous nous intéressons plus particuliérement a 1’énergie consommée par le phé-
nomeéne de localisation, c¢’est-a-dire I’énergie consommée dans le régime adoucissant.
Cette énergie se calcule comme la différence de I’énergie consommeée totale & laquelle
on soustrait I’énergie consommée dans le régime durcissant pré-pic homogéne (voir
figure 3.17).

On peut montrer que cette énergie consommée dans le régime adoucissant se met
sous la forme suivante :
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FIGURE 3.16 — Cycle de charge décharge
pour calculer I’énergie consommeée totale
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F1GURE 3.17 — Cycle de charge décharge
pour calculer I’énergie consommée dans le ré-
gime plastique homogéne
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On rappelle que & = 1% ("—R — a) .

1+4a

OR—O0Oqy

OR — 04 (2(1?@2 - O;)) (3.59)

Cette énergie correspond a I’énergie consommeée par la bande de localisation dans

le régime adoucissant.
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3.2.6 Changement d’échelle avec le modéle de second gradient
de dilatation

Dans cette partie, il s’agit d’exploiter les résultats analytiques de la partie précé-
dente afin d’étudier I'influence de la largeur de bande du modéle de second gradient
de dilatation. Nous nous limiterons au comportement de 1¢" gradient du paragraphe
précédent (écrouissage exponentiel), mais nous illustrerons par la suite qu'un rai-
sonnement similaire peut s’appliquer a une large gamme de fonctions d’écrouissage
et/ou de fonctions de charge.

Au paragraphe précédent, nous avons montré que la largeur de bande [ de loca-
lisation peut se mettre sous la forme suivante :

- 2\/§7r\/(1 ) bo ar (ke = i) (3.60)

OR — Oy

Cette expression permet de relier de maniére explicite la largeur de bande [ aux
parameétres de la loi de comportement de 1" gradient et a la rigidité de second
gradient a;. Dans la suite, nous ne ferons plus référence qu’a cette largeur de bande,
le parameétre a; correspondant pouvant étre calculé a partir de cette expression.

3.2.6.1 Invariants

Dans cette section, nous mettrons en évidence que certaines quantités d’intérét
macroscopiques du probléme, que nous appellerons invariants, peuvent étre rendues
indépendantes de la largeur de bande, dans 'esprit de ce qui a par exemple été fait
dans (LORENTZ, 2017) pour un modéle non local d’endommagement du béton.

On rappelle I'expression du déplacement a 'extrémité du barreau U en fonction
de la contrainte totale o :

Uo) =L (% +rp(1+ bo)) 41 (ko — kR) 9(0r, 00, asb0,0)  (3.61)

Avec g((URaaU,a,bo) = boa‘l— 21ln (ﬁ) et o = O’}lattclfu (1‘:__12 _ 0->.

On remarque donc que l'expression de l'élongation du barreau se décompose
comme la somme de 2 termes :

— Un premier terme qui correspond a 1’élongation élastique et au régime plastique
durcissant. Ce terme fait uniquement intervenir des parameétres matériaux de
la loi de comportement qui caractérisent le comportement pré-pic.

— Un second terme ot on trouve le produit | (k¢ — kg) en facteur d’une fonction
g indépendante de la largeur de bande [ et des déformations kg et k.
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L’énergie consommeée par la bande de localisation se met elle-aussi sous une forme
similaire (voir équation 3.59) :

Wloc (0’) = l(/ﬁc - /ﬁ?R) f(UR,O'U,(I, bo,O’) (362)

conso

De la méme maniére, on peut montrer que la déformation volumique moyenne du
barreau générée dans le régime adoucissant se met sous la forme suivante :

1 [t .
gloc(o) = z/o ev(z)dr — & = (ke — kr) j(or, 00U, a,by, o) (3.63)

Ici, dans le cadre d’un probléme analytique simplifié, la largeur de bande peut
prendre n’importe quelle valeur sans que cela n’ait de conséquences sur le temps de
calcul. Mais dans le cadre de simulations numériques éléments finis d’essais biaxiaux,
cette largeur de bande doit étre choisie en fonction du maillage et des capacités de
calcul. La largeur de bande est donc un parametre numérique.

Les trois expressions ci-dessus (équations 3.61, 3.62 et 3.63) montrent qu’il est
possible de choisir la largeur de bande de maniére arbitraire tout en conservant inva-
riantes I’élongation du barreau, I’énergie consommeée dans le régime adoucissant ainsi
que la déformation volumique moyenne. Pour cela, il suffit de conserver constant le
produit (k. — kg). La largeur de bande étant un paramétre numérique, on voit ici
que la déformation k. — kg, qui pilote I’écrouissage dans le régime adoucissant, s’in-
terpréte aussi comme un parameétre numérique. A noter que la déformation xky influe
sur le comportement pré-pic, il est donc nécessaire de ne modifier que le paramétre
K.

Les invariants sont illustrés en figures 3.18 & 3.20, ot on constate que ces quantités
d’intérét peuvent étre rendues indépendantes de la largeur de bande.

Cependant, les quantités locales (comme par exemple le profil de déformation
volumique dans la bande de localisation ou 'ouverture de cette bande de localisa-
tion) dépendront de la largeur de bande et ne sont pas des invariants (voir figures
3.21 et 3.22). Cela illustre pourquoi l'utilisation d’une largeur de bande numérique ne
permet pas d’extraire de maniére fiable des valeurs locales de contraintes ou de défor-
mations dans la bande de localisation. Seules des quantités macroscopiques peuvent
étre obtenues a partir de ce type de calcul.

A noter que le résultat d’invariance que nous mettons en évidence ici pour le mo-
dele de second gradient de dilatation est trés proche de celui obtenu par (BAZANT,
2002) dans le cadre de modeles a bande de fissuration pour la modélisation de 1'en-
dommagement du béton. Dans les deux cas, la pente de 1’écrouissage du comporte-
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FiIGurRE 3.18 — Réponse
élongation du barreau pour plusieurs
largeurs de bande & (k. — kR) constant
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FIGURE 3.19 — Energie consommée dans la
bande de localisation pour plusieurs largeurs
de bande & (k. — kg) constant
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FIGURE 3.20 — Déformation volumique moyenne générée dans le régime adoucissant pour
plusieurs largeurs de bande & (k. — kR) constant
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FIGURE 3.21 — Profil de déformation volu-
mique dans la bande de localisation pour plu-
sieurs largeurs de bande & [(k.—kg) constant
(% =0.02)

FIGURE 3.22 — Réponse contrainte-ouverture
de la bande de localisation pour plusieurs lar-
geurs de bande & (k. — kR) constant
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ment post-pic doit étre adaptée en fonction de la largeur de bande pour maintenir
constante I’énergie consommeée par la bande de localisation.

3.2.6.2 Convergence vers un modéle cohésif

On rappelle ici 'expression de 'ouverture de la bande de localisation en fonction

. _ 1 .
de la contrainte totale o (avec 7 = - (72 —0)):

5(0) =1 (% +rr(l+ bo)) (ke — KR) (b05+ 2 In (ﬁ)) (3.64)

On remarque que lorsque la largeur de bande tend vers 0 a I(kg — kg) = 7"/
constant, le modéle converge vers un modéle cohésif :

2
5™ (o) =" byo + 2 In (—)) 3.65
La figure 3.23 met en évidence ce phénomeéne de convergence vers une loi cohésive
lorsque [ tend vers 0. Cette figure met aussi en évidence les propriétés de cette loi
cohésive asymptotique : parfaite adhérence (6 = 0 pour o < %), décroissance de

la contrainte avec le saut de déplacement vers une valeur asymptotique non nulle
ut
g(1+aa1§ :
Les liens entre milieu de second gradient et modéle cohésif ont par ailleurs déja

été mis en évidence dans la littérature. On peut notamment citer les travaux de
(GOURGIOTIS & GEORGIADIS, 2009) ou les auteurs s’intéressent au probléme d’une
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FIGURE 3.23 — Réponse contrainte-ouverture
de la bande de localisation pour plusieurs
largeurs de bande & (k. — kg) constant :
convergence vers un modéle cohésif
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FIGURE 3.24 — Réponse contrainte-ouverture
de la bande de localisation pour plusieurs lar-
geurs de bande & [(k.—Kp) constant : largeur
de bande limite
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fissure en déformations planes et montrent qu'un milieu de second gradient purement
élastique linéaire permet de modéliser une zone cohésive.

(BAZANT, 2002) reléve qu’il est nécessaire que la réponse contrainte o-ouverture
de la bande de localisation d n’exhibe pas de snap-back afin de conserver une réponse

objective.

A partir de l'expression 3.64, il est possible de calculer une valeur limite de la
largeur de bande I au-dela de laquelle un snap-back apparait. La condition d’exis-
tence d'un snap-back dans la bande de localisation s’écrit :

OR Oyt OR a0
] o (0) <0 3.66
7c [1+a’2(1+a)}’80(0) (3.66)
Cette condition conduit a I’expression suivante pour 2™ :
lim ORr — OC
Koo = KR+ 3.67
¢ T R BN+ a)(1+ by) (3.67)
La largeur de bande limite s’écrit ensuite :
ref
] v
= 3.68
(< = in) (8.68)

On constate effectivement en figure 3.24 que pour des largeurs de bandes supé-
rieures & [ la réponse de la bande de localisation exhibe effectivement un snap-back.
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Le changement d’échelle de largeur de bande numérique précédemment évoqué
n’est donc possible pour certaines plages de valeurs. Les paramétres matériaux utilisés
ici (voir tableau 3.1) sont représentatifs pour une roche tendre, mais n’ont pas fait
I'objet d'un recalage. Dans la suite du chapitre 3 (partie 3.3.2) nous identifierons
un jeu de paramétres "/ et 7/ a partir de résultats expérimentaux. Nous serons
alors en mesure de calculer une valeur numeérique fiable pour cette (demi) largeur de
bande limite.

3.2.6.3 Changement d’échelle

On rappelle ici briéevement les problématiques industrielles liées au choix du pa-
ramétre de largeur de bande, évoquées plus en détail dans I'introduction du chapitre
(partie 3.1) :

— Le parameétre de largeur de bande, ainsi que les autres paramétres matériaux de
la loi de comportement de premier gradient, sont identifiés & partir d’essais ex-
périmentaux. Ces essais expérimentaux, d'une échelle de 'ordre de quelques
centimétres, sont modélisés numériquement avec des largeurs de bande de
I'ordre du millimeétre.

— Cette largeur de bande est incompatible avec les calculs industriels de type
excavation de gallerie ol nous souhaiterions utiliser des largeurs de bande de
I'ordre de quelques centimeétres, échelle plus compatible avec nos capacités de
calcul.

Pour le probléme du barreau ot nous disposons d’une solution analytique, cette
difficulté de changement d’échelle ne se pose pas. Mais ce probléme simple va nous
permettre d’illustrer comment il est possible d’utiliser une largeur de bande numé-
rique compatible avec les calculs industriels tout en conservant ’énergie consommeée
par la bande de localisation.

Ici, nous supposons qu'une bande de localisation qui se propagerait dans un essai
de laboratoire et une bande de localisation qui se propagerait dans une structure bien
plus grande (comme par exemple autour une galerie d’excavation) consommeraient
la méme quantité d’énergie. C’est une hypothése : expérimentalement, pour des ma-
tériaux comme l'argilite du Callovo-Oxfordien, des données expérimentales précises
sont seulement disponibles a 1’échelle des essais de laboratoire. Si cette hypothése
venait tout de méme a étre remise en question, la méthode présentée ici pourrait
étre tres facilement adaptée.

On rappelle que I'énergie consommée par la bande de localisation se met sous la
forme suivante (voir équation 3.59) :
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FIGURE 3.25 — Réponse contrainte-ouverture |FIGURE 3.26 — Energie consommée dans la
de la bande de localisation pour plusieurs bande de localisation pour plusieurs lon-
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Sur le principe de ce qui a été fait en partie 3.2.6.1, nous voyons qu’il est possible
de maintenir cette énergie invariante tout en modifiant la largeur de bande [ et la
longueur du barreau L.

Nous montrons en figure 3.25 et 3.26 les résultats obtenus pour plusieurs barreaux
de longueurs variables, mais ot le ratio % (largeur de bande normalisée par la longueur
du barreau) et le produit (k. — kg) restent constants. On constate en figure 3.26 que
I’énergie consommeée est bien conservée pour toutes ces structures. Par ailleurs, en
conservant le ratio % constant, on s’assure que dans la situation d’un calcul éléments
finis, le nombre de degrés de libertés nécessaires a la modélisation reste constant.

Il est donc bien possible de passer d’une structure de petite taille & une structure
plus grande tout en conservant une largeur de bande compatible avec nos capacités
de calculs et en conservant invariante 1’énergie dissipée par la bande de localisation.

On note que plus la largeur de bande utilisée est élevée, plus le snap-back est mar-
qué. En effet, a travers ce changement d’échelle, nous maintenons constante I'énergie
consommeée, mais I'énergie élastique restituée augmente avec la taille de la structure.

Il faut noter que nous avons ici supposé que I’énergie consommée par le phé-
nomeéne de localisation était indépendant de la taille de 1’échantillon expérimental.
C’est une hypothése : expérimentalement, pour un matériau comme l'argilite du
Callovo-Oxfordien par exemple, seuls des essais de laboratoire a petite échelle sont
disponibles.
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FIGURE 3.27 — Essai biaxial, profil de défor- |FIGURE 3.28 — Essai biaxial, profil de défor-
mation volumique élastique au début du ré- |mation volumique plastique au début du ré-
gime plastique parfait gime plastique parfait
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3.2.7 Retour sur les hypothéses du probléme du barreau
3.2.7.1 Comportement élastique incompressible

L’hypothése d’élasticité incompressible (v = 1) est 'une des hypotheses les plus
fortes que nous avons di faire pour mener a bien les calculs analytiques du probléme
du barreau. Cette hypothése n’est bien siire pas représentative du comportement des
roches, ol on a généralement v ~ (.2.

Cependant, cette hypothése s’appuie sur le caractére prépondérant de la défor-
mation volumique plastique (et de son gradient) dans la bande de localisation. En
figures 3.27 et 3.28, on peut voir le profil de déformation volumique élastique et
de déformation volumique plastique dans le cas d'un essai biaxial modélisé avec la
loi de comportement non associée a écrouissage exponentiel (v = 0.2). On constate
bien que cette déformation volumique élastique est négligeable devant la déformation
volumique plastique.

Par la suite (partie 3.3), nous montrerons dans le cadre d’essais biaxiaux que les
résultats obtenus pour ce probléme a élasticité incompressible sont bien généralisables
au cas v # 3.

3.2.7.2 Forme de la solution recherchée

Pour le probléme du barreau, nous avons cherché une solution en contraintes et
en déformations sous la forme suivante :
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o(x) 0 0 Ere(T) 0 0
g=1 0 0 0] etg= 0 gylz) 0 (3.70)
0 00 0 0 eyylo)

Comme expliqué en partie 3.2.2.1, cette forme de champs correspond a 'appli-
cation d’une hypothése de contraintes planes dans les deux directions hors-axe du
barreau. Le probléme que nous résolvons est donc plus représentatif d’une géométrie
de fil, ot les deux dimensions hors axes sont faibles devant la longueur du barreau.

Un probléme alternatif a aussi été résolu, o la solution est recherchée sous la
forme suivante :

Oz () 0 0 gzz(x) 0 0
o= 0 Oyy () 0 et £ = 0 00 (3.71)
0 0 oyylr) 0 00

Cette forme de solution est plus proche des déformations planes. Le principe de
résolution du probléme reste similaire a celui présenté en détail dans ce chapitre.

On peut montrer que, pour des valeurs représentatives de I'angle de dilatance,
cette forme de solution conduit a 0., = 0 dans le régime plastique. On parle de
solution plastique singuliére : le trajet de chargement passe par le sommet du cone
de Drucker Prager dans le plan (tr(0),0.,). Ce caractére singulier de la solution
pose probléme : I’évolution de la déformation volumique n’est alors plus pilotée par
la fonction b(k), et la déformation volumique n’est plus bornée. Par ailleurs, nous
savons que pour les essais biaxiaux, la solution n’est pas singuliére. Cette forme
de solution n’a donc pas été retenue. On peut cependant montrer que les résultats
d’invariance obtenus précédemment sont toujours valables (voir par exemple la figure
3.29, écrouissage négatif uniquement).

Plus généralement, le probléme du barreau vient solliciter la bande de localisation
en traction uniquement (mode I). Dans le cas de modélisations plus réalistes (essais
biaxiaux, excavations de gallerie etc ...), la bande de localisation sera soumise a des
modes de chargement plus complexes. Il reste donc a voir si le résultat d’invariance
que nous avons obtenu de maniére exacte en mode I sera toujours valable pour ces
chargements plus complexes.

3.2.7.3 Extension a d’autres lois de comportements

Dans nos travaux, la loi de comportement utilisée a toujours été une loi de com-
portement de type Drucker Prager. On peut montrer que les résultats d’invariance
sont toujours valables dans le cas de fonction de charge plus complexes.
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FIGURE 3.29 — Réponse contrainte-ouverture
de la bande de localisation pour plusieurs lar-
geurs de bande a [k, constant. Forme de so-
lution alternative, loi de comportement Dru-

F1GURE 3.30 — Réponse contrainte-ouverture
de la bande de localisation pour plusieurs lar-
geurs de bande & [k, constant. Loi de com-
portement Hoek et Brown & écrouissage né-

cker Prager & écrouissage négatif gatif
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Par exemple, on propose un critére de type Hoek et Brown (HOEK, CARRANZA-
TORRES & CORKUM, 2002). La forme de ce critére est similaire & celle disponible
dans Code_ Aster (voir (PLESSIS, 2014)).

La fonction de charge s’écrit sous la forme suivante, avec o;,o7; et oy les
contraintes principales :

P(a,x) = (o111 — 1) = /~o111.m0 + S(x)0? (3.72)
Le potentiel plastique est de type Drucker Prager :
G(g, k) = 0eq +b(K) tr(a) (3.73)

La variable d’écrouissage reste la déformation déviatorique plastique cumulée.
L’écrouissage porte sur les fonctions S(k) et b(x). La premiére est choisie parabolique,
la seconde linéaire.

Par une méthode de résolution similaire a celle détaillée en partie 3.2.3 pour une
fonction de charge de type Drucker Prager, il est possible d’aboutir a une solution
analytique pour le probléme du barreau. Cette solution n’est pas détaillée ici. On
constate en figure 3.30 que les résultats d’invariance obtenus dans le cas d’une fonc-
tion de charge de type Drucker Prager restent valables pour un critére de type Hoek
et Brown. On peut donc supposer que ces résultats ont une portée plus générale.

3.2.7.4 Bande de localisation ou solution diffuse ?

Dans le cas de géomatériaux, I’apparition de la bande de localisation sera précédée
d’un régime plastique durcissant. Il est donc nécessaire de pouvoir distinguer le régime

130



CHAPITRE 3. INFLUENCE ET IDENTIFICATION DE LA LONGUEUR
INTERNE DANS LE MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

plastique homogéne (ou diffus) du régime post-pic adoucissant localisé pour pouvoir
appliquer les résultats d’invariance précédents, sans quoi la réponse de la structure
dans le régime diffus s’en trouverait impactée.

Pour le barreau, cette distinction se faisait trés simplement : la bande de loca-
lisation apparaissait dés le début du régime post-pic. L’initiation de la bande de
localisation coincidait donc avec le régime adoucissant de la loi de comportement.

Nous avons vu au chapitre 2 que dans le cas d’un essai biaxial, cette distinction
entre les deux régimes (homogéne/diffus et localisé) ne coincidait pas avec la loi
de comportement. Cette loi de comportement est adoucissante, mais un écrouissage
positif structurel di aux déformations planes conduit a un régime plastique initial
homogéne. De maniére plus générale, on peut imaginer des situations ou, dans le
régime adoucissant de la loi de comportement, la solution reste diffuse et aucune
localisation de la déformation n’est observée. Ainsi, pour appliquer les résultats de
changement d’échelle précédemment démontrés, il est nécessaire de pouvoir distin-
guer ces deux régimes diffus et localisé. Pour étendre les résultats analytiques au
cas de structures plus réalistes (essais biaxiaux), on choisit donc de s’appuyer sur le
critére de Rice, condition locale nécessaire d’apparition d’une bande de localisation
dans un milieu infini.

Cette solution reste imparfaite : le critére de Rice n’est quune condition néces-
saire, et ne tient pas compte d’éventuelles conditions aux limites ou hétérogénéités
qui retarderaient, voire empécheraient, I’apparition de la bande de localisation.
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3.3 Etudes numériques avec le modéle de second
gradient de dilatation

Dans cette partie du chapitre 3, il s’agit d’exploiter tous les résultats précédents
obtenus dans le cadre d’une solution analytique a un probléme plus réaliste et plus
complexe : les essais biaxiaux numériques.

Dans un premier temps, il s’agira de montrer que l'expression de la largeur de
bande en fonction des paramétres matériaux obtenue pour le probléme du barreau
reste valable pour les essais biaxiaux (partie 3.3.1).

Dans un second temps, nous utiliserons cette expression de la largeur de bande
pour l'identification d’'un jeu de paramétre matériaux (pour une certaine largeur de
bande numérique) & partir d’essais expérimentaux (partie 3.3.2).

Enfin, nous montrerons que les résultats d’invariance mis en évidence pour le
probléme analytique sont toujours valables pour les essais biaxiaux. Pour cela, nous
prendrons comme calcul de référence le jeu de paramétres précédemment identifié
a partir de résultats expérimentaux et nous montrerons qu’il est possible d’utili-
ser d’autres largeurs de bande tout en conservant invariants les quantités d’intérét
de l'essai (réponse contrainte-déformation, déformation volumique moyenne, énergie
dissipée) (partie 3.3.3).

Remarque Dans le cas du barreau, nous nous limitions a ’étude de la moitié
x > 0 pour des raisons de symétrie. Dans la suite, les quantités telles que la largeur
de bande se voient appliquer un facteur 2.

Par ailleurs, dans cette partie, nous utiliserons la loi de comportement de type
Drucker Prager non associée a écrouissage exponentiel présentée et utilisée au cha-
pitre 2. On rappelle ci-dessous les principales équations constitutives de cette loi de
comportement.

Fonction de charge :
F(g,k) = 0cq +atr(a) — R(k) (3.74)
Potentiel d’écoulement :
G(g, k) = 0eq + (k) tr(a) (3.75)

Fonction d’écrouissage :

5+ o (3.76)

C

R(k) = (00 — ou)exp(
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TABLE 3.2 — Gamme de parameétres testés pour I'étude de sensibilité

E v 09 ‘;—’; Ke o | o aq
Valeur minimale | 4 GPa | 0.1 | 10 MPa | 0.25 | 0.025 | 20° | 5° | 1.10° N
Valeur maximale | 8 GPa | 0.3 | 25 MPa | 0.75 | 0.1 | 30°|20° | 1.10° N

Fonction de dilatance : .
b(k) = by exp(——) (3.77)

C
Cette loi de comportement est trés proche de celle utilisée en partie 3.2 pour
le probléme analytique dans la phase adoucissante. La différence vient de ’absence
d’écrouissage positif. On rappelle que cet écrouissage positif trés simple avait été pris
en compte en partie 3.2 dans le but de représenter grossiérement I’écrouissage positif
structurel dans les essais biaxiaux.

3.3.1 Largeur de bande de localisation : étude de sensibilité
aux parameétres matériaux
On rappelle 'expression de la largeur de bande en fonction des paramétres ma-

tériaux obtenue pour un écrouissage exponentiel pour le probléme du barreau en
I'absence d’écrouissage positif dans la loi de comportement (kg =0 et og = 09) :

- 4\/§7r\/(1 ) bo @ ke (3.78)

00 — Oy

Ici, nous souhaitons montrer que cette expression reste valable pour les essais
biaxiaux. Pour cela, nous allons réaliser une étude de sensibilité de la largeur de bande
aux parameétres matériaux. La gamme de valeurs testées pour chaque parameétre est
présentée dans le tableau 3.2. Pour toutes ces variables, on suppose une distribution
uniforme dans cette plage de valeurs et on les suppose indépendantes.

Le logiciel OpenTurns (BAUDIN et al., 2015) est utilisé pour générer un plan
d’expériences a partir de ces hypothéses et d'une méthode d’échantillonage par hy-
percube latin. Un plan d’expériences constitué de 500 jeux de paramétres a tester
est obtenu. On présente en figure 3.31 et 3.32 les jeux de parameétres tirés dans les
plans (E,v) et (a1, 00).

C’est ici que les travaux présentés au chapitre 2 concernant la robustesse de la
convergence des calculs (viscosité numérique, partie 2.2.2) prennent tout leur sens.
Face & un nombre de calculs aussi important, il est indispensable de s’assurer de leur
convergence de maniére systématique.
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. . |FIGURE 3.32 — Jeux de paramétres tes-
FIGURE 3.31 — Jeux de paramétres testés |, , . . p
)l e tés pour l’étude de sensibilité dans le plan
pour I’étude de sensibilité dans le plan (E,v)
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FI1GURE 3.33 — Exemple de calcul de largeur de bande retenue
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De méme, nous avons présenté au chapitre 2 une méthode automatique pour le
calcul de la largeur de bande (partie 2.2.4). Cette méthode s’appuie sur U'indicateur
plastique et permet de calculer cette largeur de bande tout au long de la phase
non homogéne du calcul. On rappelle que pour les essais biaxiaux, cette largeur de
bande n’est pas constante (contrairement a la solution analytique). On distingue trois
régimes d’évolution de cette largeur de bande (voir figure 3.33) :

— A Tinitiation de la localisation, la bande de déformation s’installe. Il y a une
transition depuis un régime plastique homogéne vers un régime plastique non
homogéne. La largeur de bande diminue.

— Dans le régime adoucissant dilatant, la largeur de bande est constante.

— Dans le régime plastique parfait incompressible, cette largeur de bande n’est
plus définie.

La largeur de bande numérique que nous allons comparer a la largeur de bande
analytique est donc la largeur de bande du régime plastique adoucissant dilatant.
Celle-ci est déterminée automatiquement & partir des courbes d’évolution de la lar-
geur de bande en fonction du chargement (voir figure 3.33). Si cette largeur de bande
de localisation est inférieure & cing éléments finis, le calcul est considéré comme "non
régularisé" (la largeur de bande obtenue est trop faible vis-a-vis du maillage utilisé)
et la largeur de bande de ce calcul n’est pas utilisée par la suite. Sur les 500 jeux de
parameétres initiaux, 44 jeux de parameétres ne sont pas exploitables.

En figure 3.34, pour chaque jeu de paramétre, la largeur de bande numérique
mesurée est comparée a la largeur de bande analytique de ’expression 3.78. Une re-
gression linéaire est ensuite effectuée. Le coefficient de corrélation de cette régression
linéaire est de R? = 0.96 : I'expression analytique de la largeur de bande nous donne
une trés bonne estimation de 'influence de chaque paramétre matériau sur la largeur
de bande numérique. On note en particulier que le coefficient de Poisson (qui pilote la
déformation volumique élastique) n’a finalement que peu d’impact sur la largeur de
bande numérique. On en déduit que ’hypothése d’incompressibilité élastique (v = %)
que nous avions faite pour le modéle analytique avait peu d’impact.

Cependant, la pente de la régression linéaire est différente de 1. Cela signifie que
la constante (4\/§7T) obtenue dans le cas analytique de I’essai de traction du barreau
ne correspond pas a celle de I’essai biaxial.

A titre de comparaison, on présente en figure 3.35 cette méme largeur de bande
numérique en fonction de l'expression de la largeur de bande tirée de la littérature
pour les modéles de second gradient [ o \/Zhl , avec h le module d’écrouissage défini
par h = ";M On constate clairement I’avantage de notre expression analytique, plus
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FIGURE 3.34 — Largeur de bande numérique
en fonction de la largeur de bande analytique
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compléte et capable de prendre en compte 'impact de tous les paramétres matériaux

sur cette largeur de bande.

On retient que 'expression 3.78 de la largeur de bande donne une trés bonne ap-
proximation de la largeur de bande numérique en fonction des parameétres matériaux.
Dans la suite, nous pourrons donc utiliser cette expression analytique pour évaluer
simplement et rapidement cette largeur de bande numérique.
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FIGURE 3.37 — Appareil triaxial : photo et schémas de principe

FIGURE 3.36 — Schéma de
principe de I’essai biaxial
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3.3.2 Identification des paramétres matériaux a partir d’es-
sais expérimentaux

Dans cette partie, il s’agit d’exploiter des résultats expérimentaux d’essais biaxiaux
réalisés sur des échantillons d’argilite du Callovo-Oxfordien. Ces essais ont été réalisés
par le laboratoire 3SR pour le compte de 'TANDRA en 2015. A partir de leurs résul-
tats, nous identifierons un jeu de parameétres matériaux pour la loi de comportement
de Drucker Prager non associée a écrouissage exponentiel.

Il s’agit avant tout de proposer une méthode pour faciliter identification de ces
parameétres de la loi de comportement et de montrer comment les résultats précé-
dents peuvent faciliter cette identification. La loi de comportement utilisée étant
relativement simple, nous ne nous attendons pas a reproduire fidélement 1’ensemble
des résultats expérimentaux. L’objectif est avant tout méthodologique.

3.3.2.1 Présentation des résultats expérimentaux

Les échantillons d’argilite du Callovo-Oxfordien utilisés sont de dimension 50 x
30 x 25 mm. Ils sont issus d’'un forage vertical dans la galerie GED du laboratoire
souterrain de Meuse/Haute-Marne.

L’appareil expérimental utilisé est une cellule triaxiale vraie développée au labo-
ratoire 3SR (figure 3.37). Cet appareil permet notamment d’effectuer des essais ou
les trois contraintes principales sont imposées et indépendantes, a la différence de la
plupart des appareils ot les essais sont réalisés en condition d’axisymétrie avec deux
contraintes principales égales. Cette cellule triaxiale est donc adaptée a la réalisation
d’essais biaxiaux (voir figure 3.36) : il est possible de réguler la contrainte princi-
pale intermédiaire de sorte & maintenir un niveau de déformation hors plan nul. Par
ailleurs, la présence d’un hublot permet de suivre I’évolution d’une des faces dans
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FiGURE 3.38 — Réponse contrainte - défor- FIGPRE 3.39 R Essai bia'txial, profil de défor-
mation volumique plastique au début du ré-
gime plastique parfait

mation de I’échantillon
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I’axe de déformations planes.

Dans un premier temps, une pression isotrope est appliquée a ’échantillon afin
d’atteindre le niveau de confinement souhaité pour I'essai (2 ou 12 MPa dans notre
cas). Dans un second temps, une compression en conditions de déformations planes
est appliquée. Pour cette seconde étape, le champ de déformation dans le plan or-
thogonal & la direction de déformation plane est suivi en simultané par corrélation
d’image.

Les réponses contrainte-déformation et de déformation volumique moyenne des
échantillons pour des pressions de confinement de 2 et 12 MPa sont présentées en
figures 3.38 et 3.39. Pour l'essai & 2 MPa, on constate notamment la présence d’une
instabilité dans le régime post-pic, ot I'appareil triaxial a perdu le controle en dé-
placement de l’essai. Cette instabilité est en lien avec la rigidité de la cellule de
chargement.

3.3.2.2 Meéthode d’identification des paramétres matériaux

On rappelle la liste des parameétres matériaux a identifier :

— module de Young F et coefficient de Poisson v. Ces deux constantes peuvent
étre facilement identifiées dans le régime élastique des figures 3.38 et 3.39. Cette
identification peut étre réalisée rapidement sur des essais biaxiaux homogénes :
E =4 GPa et v =0.18 (voir figures 3.40 et 3.41).

la limite d’élasticité oy. Cette limite d’élasticité pourrait aussi étre identifiée &
partir d’essais numériques homogénes. Cependant, la transition entre le régime
élastique et le régime plastique durcissant n’est pas facilement identifiable sur
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FiGure 3.40 - Exemple de réponse |[FIGURE 3.41 — Exemple de I’évolution de la
contrainte - déformation obtenue pour |déformation volumique obtenue pour un es-
un essai biaxial homogéne dans le but |sai biaxial homogéne dans le but d’identifier
d’identifier les paramétres (E, ) les paramétres (E,v)
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les courbes expérimentales. Ce paramétre sera donc identifié par la suite sur
des essais non homogénes.

la contrainte résiduelle o, ’angle de frottement ¢, ’angle de dilatance initial 1
et la déformation caractéristique k. (ce dernier parameétre k. est un parameétre
numérique, que nous identifions pour une largeur de bande donnée) . Tous ces

paramétres qui pilotent le régime post-pic seront identifiés par la suite a partir
d’ essais non homogénes.

la rigidité de second gradient a;. Ce parameétre sera éliminé grace a ’expression
analytique de la largeur de bande. En effet, les essais numériques non homo-
génes se feront pour une méme largeur de bande [ fixée a 5 mm (HL0 = 0.1).
Connaissant les autres parameétres matériaux et [, le paramétre a, est déter-
miné.

Cinq paramétres (og, oy, ¢, Y0, k) doivent donc encore étre identifiés & partir
d’essais biaxiaux numeériques non homogénes. Ces essais numériques seront réalisés
avec le maillage fin quadrangulaire présenté en partie 2.2.1.2. L’identification de ces
parameétres s’appuiera sur une étude de sensibilité, la création et la validation d’un
métamodele a partir de cette étude de sensibilité, puis 'optimisation d'un jeu de
parameétres a partir du métamodéle.

Dans un premier temps, il s’agit d’identifier sur chaque courbe un nombre réduit
de grandeurs a partir desquelles il est possible de la décrire de maniére satisfaisante
pour chaque pression de confinement, aussi bien pour les données expérimentales pour
que les essais numériques. Par exemple, en figure 3.42 pour la réponse contrainte-
déformation, nous choisissons comme grandeurs d’intérét la contrainte et la déforma-
tion au pic, la contrainte ultime, ainsi que la déformation lorsque la contrainte atteint
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FIGURE 3.42 — Quantités d’intérét retenues pour la réponse contrainte-déformation (essai
biaxial)
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TABLE 3.3 — Gamme de paramétres pour la création du métamodele

0] Oy Re (b %
Valeur minimale | 10 MPa | 1 MPa | 0.02 | 22° | 2.5°
Valeur maximale | 18 MPa | 7 MPa | 0.15 | 35° | 10°

102% de la contrainte ultime (celle-ci étant asymptotique). Ces quatre grandeurs d’in-
térét permettent de décrire de maniére simple la réponse contrainte-déformation dans
le régime plastique. Un raisonnement similaire est appliqué a la courbe expérimentale
de déformation volumique.

Dans un second temps, une étude paramétrique de chacune de ces grandeurs d’in-
térét pour les cinq parameétres restant a identifier est étudiée. Pour cela, on s’appuie
une fois de plus sur le logiciel OpenTurns (BAUDIN et al., 2015). Pour une gamme
de valeurs de parameétres présentées en tableau 3.3 et une distribution uniforme, on
génere un plan d’expérience de 500 calculs. Pour chacun de ces jeux de parameétres,
un calcul éléments finis non homogéne sur structure maillée est réalisé. De ces résul-
tats, on extrait ensuite les quantités d’intérét évoquées précédemment pour chaque
pression de confinement (contrainte et déformation au pic, contrainte ultime, etc ...).

Dans un troisiéme temps, le logiciel OpenTurns est utilisé afin de générer un
métamodeéle (surface de réponse) a partir de I’étude paramétrique précédente : 80%
des calculs réalisés sont utilisés pour générer le métamodele, 20% pour le valider
(répartition aléatoire). En figures 3.43 et 3.44, on présente par exemple la validation
du métamodele pour la contrainte au pic et la contrainte ultime pour une pression de
confinement de 12 MPa. Des résultats similaires sont obtenus pour chaque grandeur
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FiGURE 3.43 — Validation du métamo- |FIGURE 3.44 — Validation du métamodéle
dele pour la contrainte maximale (pression |pour la contrainte ultime (pression 12MPa).
12MPa). En abscisse, la valeur observée (nor- |En abscisse, la valeur observée (normalisée)
malisée) pour les essais biaxiaux, en ordon- |pour les essais biaxiaux, en ordonnée la va-
née la valeur prédite par le métamodéle. leur prédite par le métamodele.
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TABLE 3.4 — Jeu optimal de paramétres obtenu pour la loi de comportement de
Drucker Prager a écrouissage exponentiel

E v o) Ou Ke o) (2
4 GPa | 0.18 | 15.8 MPa | 2.0 MPa | 0.064 | 22.0° | 8.2°

d’intérét. On constate donc que pour un jeu de parameétre donné, le métamodéle est
bien capable de prédire les grandeurs d’intérét dont nous nous servons pour décrire
les courbes expérimentales.

Enfin, nous utilisons ce métamodéle pour optimiser le jeu de parameétres maté-
riaux. Le logiciel d’optimisation ADAO (ARGAUD, 2021) est utilisé. L’algorithme
d’optimisation s’appuie sur le métamodeéle précédemment validé. Le jeu optimal de
parameétres obtenu est présenté au tableau 3.4.

3.3.2.3 Présentation des résultats numériques et comparaison

Les réponses macroscopiques (contrainte et déformation volumique moyenne en
fonction de la déformation axiale moyenne) obtenues pour le jeu optimal de para-
meétres pour les essais biaxiaux a pression de confinement 2 MPa et 12 MPa sont
présentées en figures 3.45 et 3.46. Ces réponses sont obtenues pour des essais numé-
riques non homogeénes sur structure maillée.

On constate que les contraintes et les déformations au pic sont prédites de ma-

niére satisfaisantes pour les deux pressions de confinement. Cependant, la contrainte
ultime est assez largement surestimée pour une pression de confinement de 2 MPa, 1a
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FIGURE 3.46 — Evolution de la déformation
volumique moyenne pour le jeu de paramétre
identifié et un essai biaxial non homogéne

FICGURE 3.45 — Réponse contrainte-
déformation pour le jeu de paramétre
identifié et un essai biaxial non homogéne
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ou elle est correctement estimée pour une pression de 12 MPa. Le critére de Drucker
Prager dépendant linéairement de la trace des contraintes (et donc de la pression
de confinement), il n’est pas possible de concilier ces deux contraintes ultimes pour
une loi de comportement aussi simple. C’est entre autres pour tenir compte d’une
dépendance non linéaire a la pression de confinement que des lois de comportement
plus complexes type Hoek et Brown ou Hoek et Brown généralisée ont été dévelop-
pées (voir par exemple (HOEK, CARRANZA-TORRES & CORKUM, 2002) ou (RAUDE,
2015)).

Par ailleurs, la loi de comportement que nous utilisons ici ne présente pas de
régime plastique contractant. Il n’y a donc pas de transition entre le régime élastique
contractant et le régime plastique dilatant. Cela conduit a une sous-estimation de la
déformation volumique moyenne au cours du chargement (voir figure 3.46).

On rappelle cependant que l'objectif était ici avant tout méthodologique, la loi
de comportement utilisée étant relativement simple.

Pour ce calcul, on rappelle que la largeur de bande analytique était fixée a 5
mm. La largeur de bande numérique relevée est de 7 mm. On présente en figure
3.48 les profils de déformation volumique déviatorique pour une pression de 2 MPa.
Ces profils peuvent étre comparés a ceux obtenus expérimentalement et présentés en
figure 3.47.

Expérimentalement, on constate parfois (ce n’est pas le cas sur ces échantillons)
I'initiation d’un réseau de bandes de localisation dans le régime pré-pic. Ces bandes
de localisation sont peu marquées et ne sont pas reproductibles numériquement : nos
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FIGURE 3.47 — Profils de déformation déviatorique (observations expérimentales)
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modeles ne permettent de modéliser des bandes de localisation que dans le régime
post-pic.

Dans ce régime post-pic, on constate une fois de plus que la largeur de bande
que nous utilisons est numérique et assez différente des observations expérimentales.
Pour autant, nous avons pu constater en figure 3.45 que cette largeur de bande nu-
mérique permet tout de méme d’obtenir des réponses macroscopiques de 1’échantillon
globalement en accord avec les observations expérimentales.
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3.3.3 Application du résultat d’invariance aux essais biaxiaux

Dans la partie précédente, nous avons identifié, pour une largeur de bande de
référence "¢/ un jeu de paramétres matériaux. Il s’agit maintenant de montrer que
les résultats d’invariance obtenus pour le probléme du barreau restent valables dans
le cas d’un essai biaxial pour d’autres largeurs de bande [.

Notamment, il suffirait d’adapter la pente de I’écrouissage post-pic en maintenant
[ (k. — Kg) constant pour conserver des réponses macroscopiques invariantes.

3.3.3.1 Loi de comportement et critére de Rice

Dans le cas du barreau, le parameétre kg était un paramétre de déformation de la
loi de comportement qui caractérisait la transition entre écrouissage positif (solution
homogeéne) et écrouissage négatif (solution non homogene avec bande de localisation).

Pour un essai biaxial, oil un écrouissage positif structurel a été mis en évidence,
cette distinction entre solution homogéne (ou diffuse) et solution non homogéne avec
bande de localisation ne peut pas se faire aussi simplement au niveau de la loi de
comportement. Plus généralement, ce probléme se pose pour tout type de structure
qui présenterait un écrouissage structurel ou dans laquelle 'apparition de la bande
de localisation ne coinciderait pas avec le pic de la loi de comportement et serait
retardée (par les conditions aux limites par exemple). Pour les lois de comportement
non associées, la localisation ne s’initie d’ailleurs pas au pic de contrainte.

Comme évoqué en partie 3.2.7.4, nous proposons de nous appuyer sur le critére de
Rice pour distinguer solution diffuse et solution localisée. On rappelle les résultats de
(BESUELLE, CHAMBON & COLLIN, 2006) concernant le critére de bifurcation dans un
milieu infini de second gradient. Les auteurs montrent que le critére de Rice appliqué
au module tangent H de la partie 1" gradient du comportement reste le critére a
considérer pour caractériser I’apparition d’une bande de localisation de normale n :

det(n.H.n) <0 (3.79)

Comme pour un milieu classique, cette condition n’est qu'une condition nécessaire
locale qui ne tient pas compte d’éventuelles conditions aux limites qui conduiraient
a retarder 'apparition de la bande de localisation (voire a ’empécher).

Cependant, dans le cas d’un essai biaxial, nous pouvons constater en figure 3.49
que ce critére est atteint au pic de la réponse contrainte-déformation. Par ailleurs,
ce critére local est atteint pour tous les points de Gauss de la structure au méme
instant. Il y a bifurcation d’une solution diffuse vers une solution non homogéne avec
bande de localisation dés que ce critére est atteint. Le critére de Rice est donc adapté
pour distinguer régime plastique diffus et régime plastique avec bande de localisation
pour des essais biaxiaux.
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La solution analytique pour le probléme du barreau nous a permis de classer les
différents parameétres qui pilotent la réponse de la structure en deux catégories :

— Les paramétres indépendants de la largeur de bande. On retrouve tous les para-
meétres du régime pré-pic (module de Young F, coefficient de Poisson v, limite
d’élasticité o), ainsi que la contrainte ultime o,,. Le paramétre de déformation
kel qui pilote la réponse pré-pic est aussi indépendant de la largeur de bande.
Ces paramétres sont des paramétres physiques.

— Les paramétres qui dépendent de la largeur de bande : la largeur de bande
elle-méme et le parameétre de déformation qui pilote la loi de comportement
dans le régime post-pic. Ces deux parameétres sont des paramétres numériques.

Le paramétre x7¢ a été obtenu pour un calcul de référence, réalisé pour une
largeur de bande numérique de référence 1"/ (partie 3.3.2.2). Il s’agit maintenant
de montrer que nous pouvons adapter les lois de comportement de 1¢" et de 2™¢
gradient de maniére a obtenir une réponse macroscopique de la structure qui soit
indépendante de la largeur de bande I.

Le critére de Rice va nous permettre de distinguer le paramétre de déformation
qui pilote le comportement pré-pic de celui qui pilote le comportement post-pic, y
compris en présence d'un écrouissage structurel. Nous proposons donc de modifier
les lois de comportement de 1°" et de 27¢ gradient de la maniére suivante :

— Tant que le critére de Rice n’a pas été atteint au point de Gauss ou les lois de
comportement sont intégrées, ces deux lois de comportement sont identiques
a celles présentées précédemment. Elles sont pilotées par les parameétres indé-
pendants de la largeur de bande ainsi que par la déformation caractéristique
k'l et la largeur de bande .

— Une fois le critére de Rice atteint au point de Gauss ot les lois de comportement
sont intégrées, celles-ci sont pilotées par les paramétres indépendants de la
largeur de bande, la largeur de bande [, ainsi que par la déformation k. — kg
qui dépend de la largeur de bande. La quantité kg est une quantité locale qui
correspond a la valeur de la variable d’écrouissage quand le critére de Rice a
été atteint pour ce point de Gauss. La valeur de k. est quant & elle calculée
telle que [ (k. — k) = 1" (k7¢) — K<),

Ainsi, les fonctions d’écrouissage de la loi de comportement de 1¢ gradient
s’écrivent de la maniére suivante :

R(x) = e (3.80)

(09 — 0ow) exp(—n'fgﬁf) exp (—ﬁ) + 0, pour K > Kp

{ (00 — 0y) exp(——t5) + 0, pour K < KR
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FiGUrRe 3.50 — Exemple de réponse
contrainte déformation pour un essai biaxial
homogeéne avec la loi de comportement
dépendant du critére de Rice

FICURE 3.49 — Exemple de réponse
contrainte-déformation pour un essai biaxial
non homogéne
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Nous assurons ainsi la continuité de la fonction de charge ainsi que de la direction
d’écoulement. On présente en figure 3.50 les résultats obtenus pour un essai biaxial
homogene avec une telle loi de comportement. La solution étant homogeéne, la largeur
de bande n’est pas définie. Il s’agit donc simplement d’illustrer cette loi de compor-
tement : on constate une rupture de pente dans la réponse contrainte-déformation,
a I'instant ou le critére de Rice est atteint.

De la méme maniére, la loi de comportement de second gradient dépend du critere
de Rice. La rigidité de second gradient est fixée a partir de la largeur de bande
numérique [ de la maniére suivante (voir expression analytique 3.78) :

4872 (14a)bok
1?(00—0u)
4872 (14a)boke

l2(a'07cru)
—— =2 pour kK < Kg
a; = { et (3.82)

pour Kk > Kp

3.3.3.2 Invariants

L’identification des parameétres de comportement de la partie 3.3.2 a permis de
déterminer un premier jeu de paramétre, en particulier une déformation caracté-
ristique x7¢ pour une largeur de bande donnée "¢/ (les autres paramétres étant
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Ficure 3.51 — Réponse contrainte-
déformation d’un essai biaxial pour une loi
de comportement dépendante du critére
de Rice. Résultats obtenus pour plusieurs

FiGURE 3.52 — Déformation volumique
moyenne d’'un essai biaxial pour une loi
de comportement dépendante du critére de
Rice. Résultats obtenus pour plusieurs lar-

largeurs de bande a [ (k. — Kg) constant. geurs de bande a [ (k. — KR) constant.

0.000

—0.002 4

—0.004 4

—0.006 4

—0.008 4

ev (=)

204 —— Numerique, L=Lg

—— Numerique, L=Lg

—0.010 1 N
—— Numerique, L=0.5Ly A,
—0.012 4

—— Numerique, L= 0.5Ly
Numerique, L=0.75Ly Numerique, L= 0.75Lg
—— Numerique, L= 1.5Lp —— Numerique, L=1.5Lp
—— Numerique, L=2.0Lg - —— Numerique, L= 2.0Lp

04 ——- Essai COx4_12MPa —0.016 4 =" ——- Essal COx4_12MPa

N
—0.014 1 S
N

T T T T T T T T T
0.03 0.04 0.05 0.06 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Exx (=) Eox (=)

T T T
0.00 0.01 0.02 0.06

indépendants de la largeur de bande).

Il s’agit maintenant de relancer les calculs d’essais biaxiaux pour des paramétres
de largeur de bande différents et montrer que la loi de comportement dépendante
du critére de Rice permet effectivement d’obtenir des réponses macroscopiques qui
soient indépendantes de la largeur de la bande, a la maniére de ce qui a été fait en
partie 3.2.6.1 pour le probléme analytique du barreau.

On présente ici les résultats obtenus pour des essais biaxiaux & une pression de
confinement de 12 MPa.

En figure 3.51, les résultats sont obtenus pour les lois de comportement de la partie
3.3.3.1, dépendantes du critére de Rice. Pour chaque largeur de bande, le parameétre
de déformation est calculé de sorte a conserver le produit [ (k. —kg) constant une fois
le critére de Rice atteint. La réponse pré-pic reste donc indépendante de la largeur de
bande. La pente de I'écrouissage de la loi de comportement dans le régime post-pic
est quant a elle adaptée a la largeur de bande, en suivant le résultat d’invariance
obtenu pour le probléme du barreau. Pour plusieurs largeurs de bande, allant de
0.5 1"f a 2 ["*/, on constate que les réponses contrainte-déformation et I’évolution
de la déformation volumique moyenne (figure 3.52) sont globalement indépendantes
de la largeur de bande.

On retrouve donc bien les résultats d’invariance mis en évidence sur le probléme
analytique du barreau. La largeur de bande est un parameétre numérique, qui peut
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étre fixée en fonction du maillage. Pour des largeurs de bandes différentes, la pente
de I'écrouissage dans le régime ol la solution exhibe une bande de localisation doit
étre adaptée en fonction de cette largeur de bande, de sorte & maintenir le produit
l (k. — kgr) constant. Ce résultat était exact dans le cas du probléme du barreau
(bande de localisation sollicitée en mode I, élasticité incompressible). I1 est seule-
ment approché ici : les réponses macroscopiques des échantillons numériques sont
globalement indépendantes de la largeur de bande, mais on peut tout de méme ob-
server certaines différences d’une largeur de bande a lautre (voir figure 3.51). Dans
la mesure ou la bande de localisation est sollicitée par des chargements plus com-
plexes (modes I et II), il était prévisible que le résultat d’invariance soit seulement
une approximation pour des structures plus complexes que le probleme analytique.

Par ailleurs, si la loi de comportement dépendante du critére de Rice a donné ici
des résultats satisfaisants, c¢’est avant tout grace a la nature homogéne des conditions
aux limites et de la géométrie de 1’essai biaxial. La solution peut bifurquer vers une
bande de localisation dés que le critére de Rice est vérifié, et celui-ci est vérifié au
méme instant pour tout I’échantillon. Cependant, il faut s’attendre & ce que ce ne
soit pas le cas pour des structures plus complexes, ou 'apparition d’'une bande de
localisation pourrait étre retardée. Dans tous les cas, un critére est nécessaire pour
distinguer le régime pré-pic de la solution en bande de localisation.

Dans d’autres cas, il est supposé que la bande de localisation apparait dés 'initia-
tion de la plasticité (ou de I'endommagement, voir par exemple (LORENTZ, 2017)).
Cette hypotheése est adaptée pour des matériaux comme le béton (qui sont sollicités
en traction), mais n’est pas raisonnable pour les roches (sollicitées en compression).

3.3.3.3 Changement d’échelle

On rappelle ici briévement les problématiques industrielles liées au choix du pa-
rameétre de largeur de bande, évoquées plus en détail dans I'introduction du chapitre
(partie 3.1) :

— Le paramétre de largeur de bande, ainsi que les autres paramétres matériaux de
la loi de comportement de premier gradient, sont identifiés & partir d’essais ex-
périmentaux. Ces essais expérimentaux, d’'une échelle de 'ordre de quelques
centimétres, sont modélisés numériquement avec des largeurs de bande de
I'ordre du millimeétre.

— Cette largeur de bande est incompatible avec les calculs industriels de type
excavation de gallerie ol nous souhaiterions utiliser des largeurs de bande de
I'ordre de quelques centimeétres, échelle plus compatible avec nos capacités de
calcul.
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FiGURE 3.54 — Ratio d’énergie consommée
normalisée par le facteur d’échelle en fonc-
tion du facteur d’échelle

FIGURE 3.53 — Ratio d’énergie consommeée
en fonction du facteur d’échelle
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Pour le probléme du barreau, nous avons montré en partie 3.2.6.3 qu’il était bien
possible de passer d’une structure de petite taille & une structure plus grande tout
en conservant une largeur de bande compatible avec nos capacités de calculs et en
conservant invariante I’énergie surfacique dissipée par la bande de localisation. Nous
allons donc chercher & retrouver ce résultat pour des essais biaxiaux.

On rappelle que I’échantillon de référence a pour dimension 50mm x 30mm. Nous
allons considérer une série d’échantillons de hauteur £.50 mm et de largeur £.30 mm,
ot k est un facteur d’échelle compris entre 1.25 et 2 (k € [1.25,1.5,2]). Chacun des
maillages contient un nombre identique d’éléments finis.

Pour chacun de ces échantillons numériques, le parameétre de largeur de bande
sera fixé & k.I"¢/, o [/ est la largeur de bande de référence utilisée en partie 3.3.2
pour l'identification des parameétres matériaux sur 1’échantillon de référence.

Les lois de comportement utilisées sont celles présentées en partie 3.3.3.1 et dé-
pendent du critére de Rice. La pente de I'écrouissage dans le régime post-pic est
adaptée de sorte a conserver un produit [ (k. — kg) constant.

L’énergie consommeée par la bande de localisation dans le régime post-pic est
calculée d'une maniére similaire au probléme du barreau : on calcule le travail des
forces extérieures pour un cycle de charge-décharge a la fin du régime adoucissant. Ces
énergies calculées sont ensuite normalisées par 1'énergie calculée pour 1’échantillon
de référence (k = 1). On présente en figure 3.53 les énergies consommeées linéiques
normalisées a la fin du régime adoucissant pour chaque échantillon. On présente
en figure 3.54 ces mémes énergies linéique normalisées et divisées par le facteur
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d’échelle k. On constate que cette énergie normalisée reste globalement indépendante
de la taille de I’échantillon (et de la largeur de bande). L’énergie surfacique est donc
globalement conservée.

Pour les applications industrielles du type excavation de galerie, il serait nécessaire
d’aller jusqu’a un facteur £ = 10. Cependant, nous n’avons pas pour le moment
réussi a obtenir de calculs convergés pour des facteurs d’échelle supérieurs a 2. Ces
difficultés pourraient étre liés a ’apparition de snap-backs ou a 'utilisation de module
d’écrouissage de plus en plus élevés (en valeur absolue).

Dans tous les cas, il existe une borne supérieure pour la largeur de bande (voir
partie 3.2.6.2). Au vu des paramétres matériaux identifiés a la partie 3.3.2, cette
largeur de bande limite est de 'ordre de 25 cm, ce qui est compatible avec nos
puissances de calcul.
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3.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré le lien entre la largeur de bande, choisie
comme un parameétre numérique en fonction des capacités de calcul et du maillage,
et la réponse post-pic d’'une loi de comportement adoucissante pour un modéle de
second gradient de dilatation.

Dans un premier temps, dans le cadre d’un probléme analytique simplifié, nous
avons explicité le lien entre les parameétres des lois de comportement de 1°" et de 27¢
gradient et la largeur de la bande de localisation. Par ailleurs, a partir des expressions
analytiques de quantités macroscopiques d’intérét (réponse contrainte-déformation
moyenne, déformation volumique moyenne, énergie consommée par la bande de lo-
calisation), nous avons montré qu’il était possible d’adapter la pente de I’écrouissage
post-pic afin d’obtenir une réponse macroscopique qui soit indépendante de la lar-
geur de bande numérique. De la méme maniére, I’énergie consommeée par la bande
de localisation peut étre conservée (ou pilotée) a travers un changement d’échelle.

Dans un second temps, ces résultats ont été étendus a des essais biaxiaux numé-
riques. A T'aide d’une étude de sensibilité, nous avons montré que I'expression de la
largeur de bande obtenue précédemment était toujours valable pour ces essais numé-
riques plus complexes. Cette expression analytique a été mise a profit afin d’identifier
un jeu de parameétres matériaux pour une largeur de bande de référence donnée. En-
suite, nous avons mis en évidence l'intérét de s’appuyer sur le critére de Rice pour
distinguer le régime pré-pic de solution homogéne (ou diffuse) du régime post-pic de
solution avec bande de localisation. Grace a ce critére, nous avons montré qu’il était
possible de retrouver pour les essais biaxiaux les résultats d’invariance obtenus dans
le cadre du probléme analytique simplifié.

Pour le modéle de second gradient de dilatation, il est donc possible de s’affranchir
de T’échelle physique de la localisation tout en conservant invariantes les quantités
macroscopiques du probléme. Ce résultat doit encore étre appliqué a des échelles
compatibles avec les calculs d’excavation de galerie. Pour le moment, ce changement
d’échelle n’a été réalisé que pour des facteurs allant jusqu’a 2, 1a ot nous souhaiterions
aller jusqu’a 10. Des difficultés de convergence, liées a ’apparition de snap-backs ou
a des parametres de loi de comportement de plus en plus contraignants, ne nous ont
pas permis de conclure pour le moment.
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Conditions aux limites et conditions
d’interface du modéle de second
gradient de dilatation
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre 4, nous allons nous intéresser aux conditions aux limites d’ordre
supérieur introduites dans le modéle de second gradient. On rappelle ici le principe
des puissances virtuelles pour la formulation continue du modeéle de second gradient
de dilatation. Pour tout champ cinématiquement admissible u* :
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/ <g : Vu* +§.Vdiv(g*)) dV = / (p.g* + PQ.D_U*) ds (4.1)
Q — 09

La force de surface p et la double force P sont les efforts extérieurs pour le modéle
de second gradient de dilatation, dont les expressions sont les suivantes :

DSj DSjnj an
i Sinin;
Dz,"~ Dz, Dz, " (4.2)

Pi = ol-jnj — ninjDSj —

P = Sjnj

Ces efforts p et P sont duaux, respectivement, du champ de déplacement u et de
sa dérivée normale Du. Une hypotheése simplificatrice est généralement faite sur la
double force P : cette double force est supposée nulle P = 0. D’aprés (CHAMBON
& MOULLET, 2004), une double force non nulle conduit & 'apparition d’une couche
limite qui peut étre négligée. Pour autant, 'impact de cette hypotheése est finalement
assez peu étudiée lorsqu’il s’agit d’utiliser les milieux de second gradient pour la
simulation du comportement mécanique des roches dans le cadre d’essais biaxiaux
et de calculs d’excavation de galeries.

Au vu de la loi de comportement linéaire reliant la double contrainte de dilatance
au gradient de la déformation volumique, cette hypothése simplificatrice conduit a
85—7‘; = 0 (parfois appelée condition aux limites naturelle). L’hypothése P = 0 conduit
par ailleurs a une simplification de I'expression de la force de surface p. Les conditions
aux limites du modéle de second gradient de dilatation s’écrivent alors :

Oz; (4.3)

pi = o4ny —

P=0

La condition aux limites d’ordre supérieur introduite par rapport aux milieux
continus de Cauchy usuels conduit a des difficultés physiques dans 'interprétation
des conditions aux limites des modéles de second gradient : il est difficile de trouver
une interprétation physique a 1’échelle microscopique a la double force P.

Une autre difficulté liée a cette condition aux limites d’ordre supérieure surgit
lors de I’étude de l'interface entre deux milieux de second gradient ou entre un mi-
lieu de second gradient et un milieu de Cauchy usuel. Il faut alors choisir quelles
sont les conditions cinématiques de continuité a considérer a I'interface (continuité
du déplacement ? continuité du déplacement normal ? continuité de la déformation
volumique 7). Dans le cadre de simulations numériques d’excavation, cette situation
surgit par exemple lorsqu’il s’agit de modéliser par un milieu de second gradient une
stratification de couches géologiques aux propriétés différentes ou I'interface entre un
revétement en béton et la roche (voir par exemple (SALEHNIA et al., 2015)).
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Les conditions de saut a linterface pour un milieu de second gradient sont
par exemple explicitées dans (SCIARRA et al., 2008) ou (DELL’'ISOLA, SCIARRA &
VIDOLI, 2009) en l'absence de forces extérieures ou d’énergie surfacique. Ce jeu de
conditions de continuité est obtenu en utilisant un principe variationnel dans le cadre
des grandes transformations. Dans le cas d’'un milieu de second gradient de dilatation,
ces conditions de continuité & travers une surface S de normale n s’écrivent :

{ﬂzg-a_u]] =0

[Pn.Déu] = 0 #4)

L’impact du choix des conditions cinématiques de continuité sur la réponse des
milieux de second gradient en présence d’une interface a notamment été étudié dans
(DELL'ISOLA, MADEO & PLACIDI, 2012) ou (PLACIDI et al., 2014). A noter que le
cadre d’étude retenu par ces auteurs difféere quelque peu du noétre : ils s’intéressent
a une évolution dynamique de ces milieux et se limitent & un comportement de
premier gradient élastique. L’objectif est pour eux de s’appuyer sur la réflexion et
la transmission d’ondes au niveau de I'interface pour mesurer expérimentalement les
parameétres matériaux de second gradient.

Dans notre cas d'une application des milieux de second gradient a la modélisation
du comportement des roches, ce paramétre est considéré comme numérique, et ne
fait donc pas I'objet d’une identification expérimentale au niveau microscopique.

Dans ce chapitre, une étude sera réalisée dans le cadre du probléme analytique du
barreau. Il s’agit de reprendre certaines des hypotheéses faites au chapitre 2 concer-
nant la double force P et d’étudier I'impact des conditions de continuité dans le cas
ou le barreau serait constitué de deux matériaux différents. Différentes conditions
de continuité au niveau de l'interface entre ces deux matériaux seront testées et leur
impact sur la réponse macroscopique du barreau sera mis en évidence. Pour chaque
situation (interface roche / béton et interface entre deux roches aux propriétés diffé-
rentes), nous discuterons de quel type d’interface semble le plus adapté, sur la base
de considérations physiques.
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FIGURE 4.1 — Exemples de formes de profils de déformation volumique recherchés
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4.2 Conditions aux limites d’ordre supérieur

4.2.1 Présentation du probléme

Afin de mettre en évidence I'impact de cette condition aux limites d’ordre supé-
rieur, la forme de la solution recherchée différe de celle étudiée au chapitre 3. Dans ce
chapitre 3, la bande de localisation était centrée autour de x = 0. Ici, nous cherche-
rons la solution sous la forme de deux demi-bandes de localisation situées chacune a
Iextrémité du barreau. Afin de garder une certaine cohérence avec les notations du
chapitre précédent, le barreau sera ici centré en x = L, et nous étudierons uniquement
la moiti¢ 0 < < L pour des raisons de symétrie (voir figure 4.1).

Toutes les hypothéses faites au chapitre 3 pour ce probléme du barreau sont
reprises ici. En plus du chargement de traction a partir d’un état initial o = 0, nous
imposons une double force P non nulle & 'extrémité du barreau. Nous présenterons
ici les résultats pour le cas P < 0. On supposera cette double force constante. Le cas
P > 0 est brievement présentée en annexe 2.

Avant méme de résoudre ce probléme, il est possible de discuter qualitativement
de 'impact de cette double force sur la forme de la solution.

D’aprés 'expression 4.2 et la loi de comportement de second gradient, la double
force P fixe le gradient de la déformation volumique en 2 = 0 (noté £y) : P = 4a;£¥;.

La quantité -, = 4% est homogéne a une longueur. On constate donc qu’a travers la

o — p
€
|4

double force P on introduit une seconde longueur caractéristique dans le probléme

(différente et indépendante de la largeur de bande). Nous verrons que cette seconde

156



CHAPITRE 4. CONDITIONS AUX LIMITES ET CONDITIONS D'INTERFACE
DU MODELE DE SECOND GRADIENT DE DILATATION

longueur caractéristique correspond a une couche limite et que I'impact de cette
couche limite peut étre négligeable ou non en fonction de la valeur de la double
force.

La loi de comportement de 1" gradient utilisée dans cette partie sera une loi de
comportement de type Drucker Prager a écrouissage exponentiel (négatif). On en
rappelle les équations constitutives ci-dessous.

Fonction de charge :

F(g,k) = 0eq +atr(a) — R(k) (4.5)
Potentiel d’écoulement :
Glg, k) = Oeq + b(r) tr(g) (4.6)

Fonction d’écrouissage :

™ 4o, (4.7)

C

R(k) = (09 — ay)exp(

Fonction de dilatance : .

b(k) = by exp(——) (4.8)

C

4.2.2 Reésolution analytique

La résolution analytique de ce probleme suit le méme principe que celle présentée
au chapitre précédent. Seules les conditions aux limites aux extrémités de la bande
de localisation se voient modifiées par la présence de la double force P. On rappelle
que cette double force est choisie négative et constante.

Les expressions 4.2 appliquées au probléme du barreau donnent :

P = 5(0)

La loi de comportement de second gradient donne ainsi une relation entre la
double force P et le gradient de déformation volumique a l'extrémité du barreau :

P = 4a,€Y% (4.10)

Tout comme au chapitre 3 (partie 3.2.3), I’équation d’équilibre peut se mettre
sous la forme suivante (avec B la primitive de b s’annulant en 0) :

1
1+a

R(B™(32v) (4.11)

T(ev) —4a; €}, = 0 avec T(ey) =
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Les conditions aux limites en déformation volumique aux extrémités de la bande
de localisation s’écrivent quant a elles :

{Ev(O) =)
ey (0) =&y,
0

ev(l
,V( )= (4.13)
La méthode de résolution utilisée est identique a celle présentée au chapitre 3.
Aprés quelques manipulations, on aboutit aux expressions suivantes pour les quan-
tités d’intérét du probléme. A ce stade, ces expressions sont valables pour toute

fonction d’écrouissage et seront ensuite particularisées a ’écrouissage exponentiel.
La contrainte totale o s’écrit :

(4.12)

T(9) — 2 0’
, - Lev) _SEY (4.14)
v

Le profil de déformation volumique s’écrit de maniére implicite comme suit :

z(ey,el,ed) = \/ﬂ/ \/ v dt (4.15)

T(%)t + 2a:%%t

La largeur de bande s’écrit quant a elle :

=2 dt 4.16
Uev, gv @ / \/ t)ed, — €V)t + 2a,%%¢ (4.16)

L’ouverture de la bande de localisation § s’écrit :

/ V7t 1.1 =
5(e), %) =2 / ( B (=t t) V — dt (417
(5\/ 5\/) al 0 B + (3 )+ 3 T(t)s(‘)/—T(s(‘)/)t—l—QalS?/% ( )

Le déplacement U a l'extrémité du barreau s’écrit :

T(£)) — 2a,eY

(4.18)
EeY,

Uy, eV) = (e, V) + (L 1)

En pratique, une fois les fonctions d’écrouissages particularisées, ’évaluation nu-
mérique des expressions précédentes peut se faire de différentes maniéres. Il est pos-
sible d’évaluer numériquement les différentes fonctions intervenant dans les expres-
sions du déplacement, de la largeur de bande etc ... puis de calculer numérique-
ment ces différentes intégrales (quadratures numeériques). Pour certaines fonctions
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TABLE 4.1 — Paramétres matériaux utilisées pour I'évaluation numérique

E v 0o Ou Ke o | o ay
6 GPa | 0.5 | 20 MPa | 10 MPa | 0.1 | 25° | 15° | 5.10° N

d’écrouissage, il est possible de trouver des primitives et donc de simplifier au maxi-
mum les expressions présentées au paragraphe précédent. Nous présentons ci-dessous
les expressions simplifiées obtenues dans le cas d’'un écrouissage exponentiel pour
certaines quantités (largeur de bande et profil de déformation). Les autres quantités
(ouverture de bande et déplacement) sont obtenues par intégration numérique des
expressions précédentes.

Par la suite, on notera [, la largeur de bande obtenue dans le cas des conditions
aux limites dites naturelles (P = 0, voir chapitre 3). Ici, on a :

00 — Oy

/ 1 b
ln = Z(Ef?/,éf?/ = 0) = 2\/§7T\/( + a) 0 91 Re (419)

On définit aussi le paramétre adimensionné « de la maniére suivante :

_ lueY 1,P

0~ 0
mey  4maiey,

(4.20)

Dans le cas P < 0, ce paramétre « est négatif et croissant au cours du chargement.
Les expressions ci-dessus se simplifient. La largeur de bande s’écrit :

0 0

21
(e, ey) = — arcsin( (4.21)
s

1
\/1+a2)

On vérifie bien que pour P = 0 (c’est a dire &« = 0), on a bien [ = [,,. Par ailleurs,
la largeur de bande, qui était une constante dans le cas P = 0, est ici une fonction du
chargement. On vérifiera plus tard que cette largeur de bande est bien une fonction
croissante du chargement.

Le profil de déformation volumique s’écrit :

' . . 1 T
ev(z,el, el) = eV (a? + 1) sin? (arcsm (ﬁ) - E) (4.22)

Ici aussi, pour P =0 (a = 0), on retrouve bien un profil similaire & celui obtenu
au chapitre 3.
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FiGURE 4.2 — Evolution de la largeur de
bande en fonction de la déformation volu-
mique maximale dans la bande de localisa-
tion

FIGURE 4.3 — Evolution de la largeur de
bande en fonction du déplacement a I'extré-
mité du barreau
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Pour les paramétres matériaux du tableau 4.1 et P = —500N.m ™!, on présente

I’évolution de la largeur de bande en fonction du déplacement U en figure 4.2 et
en fonction de la déformation volumique maximale dans la bande de localisation en
figure 4.3. Cette largeur de bande est comparée a la largeur de bande [, obtenue
dans le cas P = 0. On constate que la largeur de bande tend progressivement vers la
largeur de bande [, : il y a un régime transitoire.

Quelques exemples de profil de déformation volumique au cours du chargement
sont présentés en figure 4.4. Comme pour la largeur de bande, il existe un régime
transitoire au cours duquel la forme de ce profil de déformation volumique évolue.

Initialement, a faible chargement (pour des valeurs faibles de €¥,), on a |a| >> 1.
La double force n’est pas négligeable devant la force (car elle est imposée constante
alors que la force est supposée croissante). La forme du profil de déformation volu-
mique est assez différente de celle obtenue dans le cas P = 0. La couche limite induite
par la double force non nulle n’est pas négligeable. Au contraire, pour des valeurs
plus élevées du chargement (et donc des valeurs plus élevée de €¥,), on a |a| << 1.
L’impact de la couche limite induite par la double force devient négligeable.

En figure 4.5, la réponse contrainte - déplacement du barreau est présentée et com-
parée au cas P # 0. Une différence notable entre ces deux situations se situe dans le
régime élastique. En effet, en imposant P # 0, on crée un gradient de déformation
volumique au niveau de la condition aux limites. On a donc nécessairement une dé-
formation volumique non nulle. L’élasticité étant incompressible, une zone plastique
s’initie dés le début du chargement au niveau de cette condition aux limites.
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FIGURE 4.4 — Profils de déformation volu-

mique dans la bande de localisation au cours |FIGURE 4.5 — Réponse contrainte déplace-
du chargement ment du barreau
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On constate en figure 4.5 que cette zone plastique a une influence sur la contrainte
au pic, mais pour la valeur de P choisie ici I'impact de la double force sur la réponse
contrainte-déplacement est trés limité. L’impact de la double force sur cette réponse
sera étudié plus en détail au paragraphe suivant.

4.2.3 Impact de la condition aux limites d’ordre supérieur sur
la forme de la solution
Nous avons montré que pour une valeur non nulle de P I’écart a la solution de

référence P = 0 dépend de la valeur du paramétre adimensionné a. On rappelle
I’expression de ce paramétre :

_ lneg P

0 0
TEY, dra ey,

(4.23)

Ce paramétre est ici négatif (P < 0) et croissant : €9 est croissante et prend ses
valeurs dans l'intervalle [0, €}¢]. Pour une valeur fixée de P, on peut donc définir le

paramétre o™ (on rappelle que o < 0 ici) :

max

1Y 1, P
o = n°V

lim = lim
TEY draey

(4.24)

On présente en figure 4.6 1’évolution de la largeur de bande au cours du char-
gement pour plusieurs valeurs de ce paramétre o™ (et donc de P). La figure 4.7
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FIGURE 4.7 — Profils de déformation volu-

FIGURE 4.6 — Evolution de la largeur de |~ oo
mique dans la bande de localisation pour

bande au cours du chargement pour plusieurs |
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présente les profils de déformation volumique pour une méme valeur de la déforma-
tion volumique maximale £, et plusieurs valeurs de ™. Lorsque la valeur de a™®
est négligeable devant 1, le régime transitoire vers la solution de référence est trés
rapide, la double force peut effectivement étre négligée.

Les réponses contrainte - déplacement sont présentées en figure 4.8 pour plusieurs
valeurs de o™ (et donc de P). Une fois de plus, on constate que I'influence de la
double force est bien négligeable lorsque o est négligeable devant 1. Au contraire,
lorsque a™** n’est plus négligeable, la double force vient impacter des quantités telles
que la contrainte au pic ou la contrainte ultime.

Cette double force ne peut donc pas étre totalement négligée. Certes, cette double
force introduit bien une couche limite (indépendante de la largeur de bande) dans
le modéle, mais selon la valeur de la double force, cette couche limite peut avoir un
impact significatif sur la réponse de la structure.

Cette double force est directement liée au gradient de la déformation volumique
au niveau de la condition aux limites dans la bande de localisation. Il serait donc né-
cessaire de pouvoir caractériser expérimentalement ce gradient de déformation dans
la bande de localisation afin de pouvoir choisir la condition aux limites la plus appro-
priée dans les essais numériques. Cependant, cet objectif semble hors d’atteinte : la
déformation dans la bande de localisation n’est pas une quantité que les moyens expé-
rimentaux utilisés actuellement permettent de mesurer (voir par exemple (DESBOIS
et al., 2017)).
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FIGURE 4.8 — Réponse contrainte-déplacement pour plusieurs valeurs de o™*
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Dans tous les cas, cette double force non nulle impacte aussi bien des quantités
locales (comme la déformation dans la bande de localisation) que des quantités ma-
croscopiques globales (la réponse contrainte-déplacement du barreau). Pour les essais
numériques et I'identification de paramétres matériaux, I'influence de la double force
sur les quantités locales est finalement peu pertinente : comme nous ’expliquions au
chapitre 3, nous utilisons une largeur de bande numeérique (différente de la largeur
de bande physique). En conséquence, les quantités locales telles que la déformation
dans la bande de localisation ne sont de toute facon pas des informations qui peuvent
étre obtenues de maniére fiable & partir des simulations numériques. Les quantités
macroscopiques globales sont quant a elles les grandeurs utilisées pour 'identification
des parameétres matériaux et sont donc correctement représentées par un modéle a
double force nulle. La prise en compte d’une double force non nulle et non négligeable
conduirait simplement & un autre jeu de paramétres matériaux.
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FIGURE 4.9 — Schéma de principe du probléme traité
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4.3 Conditions d’interface

Dans cette partie, il s’agit d’étudier I'influence des conditions de continuité a
I'interface entre un matériau de second gradient et un second matériau (de second
gradient ou de mécanique classique).

Pour cela, nous resterons dans le cadre du probléme du barreau. Nous considére-
rons cette fois-ci un barreau complet, soumis & un chargement de traction de part et
d’autre et centré en x = 0. Cette fois-ci, la moitié x < 0 est constitué d’un matériau
g, la moitié x > 0 d’un matériau d (voir figure 4.9). Ce matériau d sera toujours
modélisé par un comportement élasto-plastique de Drucker Prager pour la partie 1
gradient et un modéle de second gradient. Le matériau g sera choisi quant & lui parmi
les deux modéles suivants :

— un matériau élasto-plastique de Drucker Prager avec second gradient, avec des
propriétés différentes du matériau d (partie 4.3.1)

— un matériau élastique linéaire, avec ou sans second gradient (partie 4.3.2)

Dans le cas d'un matériau élasto-plastique, on cherche a représenter 'interface
entre deux couches de roche aux propriétés différentes. Dans le cas du matériau
élastique, il s’agit de représenter une interface béton - roche.

Pour le probléme du barreau, les conditions de saut s’écrivent, en x = 0 :

(-2 a0

(4.25)
152 0

De ce jeu d’équations, on déduit que des hypothéses cinématiques différentes sur
le champ de déplacement et son gradient conduiront a des réponses différentes a
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FIGURE 4.10 — Schéma de principe du probléme traité. Interface entre deux matériaux
élasto-plastiques
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I'interface entre les deux matériaux. Dans les sous-parties suivantes, on considérera
a chaque fois que le déplacement normal u est continu, mais nous considérerons un
gradient de déplacement (et donc une déformation volumique) continue ou disconti-
nue . Le cas particulier d'une énergie d’interface dépendant du saut de déformation
volumique sera étudié en partie 4.3.3.

Dans tous les cas, la résolution du probléme du barreau se fait d’une maniére
identique a celle présentée dans la partie précédente (double force non nulle, partie
4.2). En effet, chaque branche de solution de part et d’autre de l'interface peut étre
traitée comme cela a été fait précédemment. Seule différence : 1a ou la force et la
double force était précédemment imposées par les conditions aux limites extérieures,
ces quantités sont ici fixées par le systéme d’équation 4.25. La résolution détaillée du
probléme est présentée en annexe 2. On se contentera ici d’en présenter les résultats.

4.3.1 Interface entre deux matériaux élasto-plastiques

Dans cette section, on s’intéresse a I'interface entre deux matériaux élasto-plastiques
de type Drucker-Prager (voir figure 4.17). 1l s’agit ici de modéliser grossiérement une
situation que l’on rencontre dans le cadre de calculs d’excavation de galerie, ot on
prend parfois en compte plusieurs stratifications de roche aux propriétés mécaniques
différentes.

Les parameétres matériaux utilisés pour le matériau d élasto-plastique sont pré-
K
1.25

sentés au tableau 4.1. Pour le matériau ¢, on choisit kK =
parameétres étant égaux.

et af = 3, les autres
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FIGURE 4.11 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau : cas d’une interface
avec discontinuité de la déformation volu-
mique

FIGURE 4.12 — Réponse contrainte déplace-
ment du barreau : cas d’une interface avec
discontinuité de la déformation volumique
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4.3.1.1 Discontinuité de la déformation volumique

Dans le cas d’une discontinuité du gradient de déplacement a l'interface (et donc
de la déformation volumique), et d'un déplacement normal continu, les conditions de
saut a l'interface donnent :

08
[[T—%]]—O

Sz=0")=S@x=0")=0

De part et d’autre de l'interface, on retrouve donc deux branches de solution
similaires a celles présentées au chapitre 3. Le gradient de la déformation volumique
(lié a la double contrainte S par la loi de comportement de second gradient) est nul en
x = 0. On peut donc construire la solution de ce probleme d’interface a partir de celle
du chapitre 3, et les profils de déformation volumique de part et d’autre de I'interface
évoluent indépendamment (figure 4.11). Seule la continuité de la contrainte totale
o=T— % est assurée a l'interface.

Dans cette situation, dans le cadre de simulations numériques, il serait souhaitable

d’avoir de part et d’autre de l'interface des largeurs de bande identiques (et donc des

(4.26)

rigidités de second gradient différentes) comme c’est le cas en figure 4.13 (k¢ = 1’?55 et
aj = af * 1.25). Cela permettrait d’avoir de part et d’autre de l'interface des mailles

de dimensions identiques.
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FIGURE 4.13 — Exemple de profil de déformation volumique pour des paramétres matériaux
différents de part et d’autre de l'interface, mais des largeurs de bande identiques
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4.3.1.2 Interface parfaite

Dans le cas d’une interface parfaite, il y a continuité du déplacement et de la
déformation volumique. Les conditions de saut en x = 0 s’écrivent alors :

oS
Im=3,1=0 (4.27)
[S] =0

Il y a donc une continuité de la double contrainte de dilatance S & l'interface.
Pour autant, pour des valeurs distinctes de rigidité de second gradient a; de part et
d’autre de l'interface, il n’y a pas continuité du gradient de la déformation volumique
(voir par exemple figure 4.15) :

g aEV - __ d aév +
@t ZL07) = af TE(0Y) (1.25)

Dans cette situation, la solution compléte est composée de deux branches x < 0 et
x > 0, qui peuvent étre traitées comme dans le cas de la double force non nulle (partie
4.2). En partie 4.2, la contrainte et la double contrainte en z = 0 étaient fixées par
des chargements extérieurs. Ici, ces quantités sont déterminées par le systéme 4.27.

On présente en figures 4.14 et 4.15 les profils de déformation volumique obtenus.
On peut montrer que deux solutions existent : une forme de solution o les gradients
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FIGURE 4.14 — Profil de déformation volu- |FIGURE 4.15 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau : cas d’une interface |mique dans le barreau : cas d’une interface
parfaite parfaite. Zoom sur l'interface
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de déformation volumique sont négatifs a l'interface ; une forme de solution ou les
gradients de déformation volumique sont positifs a 'interface. On présente ici la
solution ot Z¥(0%) < 0 .

Il est possible de définir un paramétre adimensionné oy, (respectivement ay) qui
décrit I’écart a la solution de référence en 'absence d’interface (gradient de défor-
mation nul & l'interface) pour la branche de solution x < 0 (respectivement z > 0).
Comme pour le cas d’une double force, ces deux paramétres sont définis de la maniére
sulvante :

19¢i,(x =0~
ag — n€V<x )

ey (z = 0)

4.29

o ldel,(z = 07) (4.29)
¢ mey(x = 0)

On peut montrer (voir annexe 2) que ces deux paramétres adimensionnés sont
constants au cours du chargement et se mettent sous la forme suivante :

( a‘f
a, = — Oy
g a?

(4.30)
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FIGURE 4.16 — Profils de déformation volumique dans le barreau pour plusieurs valeurs de
ag et ag
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On constate en figure 4.16 que lorsque ce parameétre o9 tends vers 0 & gauche,
on retrouve une forme de solution ou le gradient de déformation volumique est nul
a l'interface en 0~. A linverse, pour des valeurs de oY non négligeables devant 1,
on retrouve des profils de déformation volumique similaire & ceux obtenus pour des
doubles forces non négligeables, avec un gradient de déformation volumique au niveau
de l'interface. Ce paramétre a joue donc un roéle identique au parameétre défini en
partie 4.2.

4.3.1.3 Bilan

Nous avons traité le cas d'une interface entre deux matériaux élastoplastiques de
second gradient pour deux hypothéses spécifiques au modéle de second gradient de
dilatation : continuité ou discontinuité de la déformation volumique. Il s’agit ici de
représenter 'interface entre deux roches aux propriétés mécaniques différentes.

Avec continuité de la déformation volumique, nous imposons aussi une continuité
de la double contrainte de dilatance S au niveau de l'interface. C’est une hypothése
assez forte, dans la mesure o cette quantité spécifique aux modéles de second gra-
dient n’a pas d’interprétation physique bien établie. Le modéle de second gradient
est un reflet a I’échelle macroscopique d’une réalité microstructurale qui conduit a
une interaction entre points matériels. Dans le cas d’une évolution brutale des pa-
rameétres matériaux (comme c’est le cas ici), nous pouvons considérer que ces effets
d’interaction entre points matériels sont rompus de part et d’autre de l'interface.
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FIGURE 4.17 — Schéma de principe du probléme traité. Interface entre un matériau élastique
et un matériau élastoplastique
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Seules les seules liaisons cinématiques a 'interface seraient donc celles portant sur le
déplacement.

Pour ce type d’interface entre deux matériaux, nous recommandons donc plutot
de considérer une discontinuité de la déformation volumique. Pour une modélisation
éléments finis d’'un modéle de second gradient, oul les noeuds portent comme degrés
de liberté cette déformation volumique, cela implique de dédoubler les noeuds a
I'interface et d’appliquer des conditions cinématiques de continuité pour les degrés
de libertés de déplacement uniquement.

4.3.2 Interface entre un matériau élastique et un matériau
élasto-plastique

Dans cette section, on s’intéresse a l'interface entre un matériau élastique et un
matériau élasto-plastique de type Drucker-Prager (voir figure 4.17). Il s’agit ici de
modéliser grossiérement une situation que l’on rencontre dans le cadre de calculs
d’excavation de galerie, ou il existe une interface entre un revétement en béton (élas-
tique) et une roche.

Les parameétres matériaux utilisés pour le matériau d élasto-plastique sont pré-
sentés au tableau 4.1. Pour le matériau élastique g, on choisit £ = 30 GPa, v = 0.3
et a] =5.10* N.

4.3.2.1 Discontinuité de la déformation volumique

Dans le cas d’une discontinuité potentielle du gradient de déplacement (et donc
de la déformation volumique), et d'un déplacement normal continu, les conditions de
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FIGURE 4.18 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau : cas d’une interface
avec discontinuité de la déformation volu-
mique

FIGURE 4.19 — Réponse contrainte déplace-
ment du barreau : cas d’une interface avec
discontinuité de la déformation volumique
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saut & l'interface donnent :

(4.31)
Sx=0)=Sx=0")=0

Dans cette situation, on peut montrer que la solution dans le matériau élastique
est nécessairement homogéne. Le modéle de second gradient n’est donc pas sollicité
dans la moitié¢ z < 0 du barreau (gradients nuls).

Dans la moitié £ > 0, une demi-bande de localisation se développe une fois le
régime adoucissant du matériau élasto-plastique atteint (voir figure 4.18). La réponse
contrainte-déplacement est présentée en figure 4.19. Les moitiés de profils de défor-
mation volumique sont similaires & ceux obtenus dans le cas d’une double force nulle
(chapitre 3).

4.3.2.2 Interface parfaite

Dans le cas d'une interface parfaite (continuité de la matiére, comme s’il n’y avait
pas d’interface), il y a continuité du déplacement et de la déformation volumique.
Les conditions de saut en x = 0 s’écrivent alors :
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. FIGURE 4.21 — Profil de déformation volu-
FIGURE 4.20 — Profil de déformation volu- | ) .
. ) . mique dans le barreau : cas d’une interface
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[S]=0

Il y a donc une continuité de la double contrainte de dilatance S & l'interface.
Pour autant, pour des valeurs distinctes de rigidité de second gradient a; de part et
d’autre de l'interface, il n’y a pas continuité du gradient de la déformation volumique
(voir par exemple figure 4.21) :

7 9V 50y = ag 2V o) (4.33)

“ o ox

Dans le matériau élasto-plastique (& droite), une bande de localisation se déve-
loppe une fois le régime plastique atteint (voir figure 4.20). Dans le matériau élastique,
on constate I'apparition d’une couche limite au niveau de I'interface (voir figure 4.21)
qui permet d’assurer la continuité entre une solution élastique non homogeéne et la
solution localisée de 'autre coté de 'interface. La largeur de cette couche limite dé-
pend de la valeur numérique du paramétre de rigidité de second gradient choisie pour
ce matériau élastique.

Quand la valeur de af tend vers 0 (situation illustrée en figures 4.22 et 4.23), la
solution obtenue tend vers le cas d’une discontinuité de la déformation volumique a
Iinterface. Coté matériau élastique, la solution tend vers une solution homogéne : la
couche limite tend vers 0. Coté matériau plastique on retrouve une solution avec une
demi-bande de localisation et un gradient de déformation volumique nul en 0F.
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FIGURE 4.23 — Profil de déformation volu-

mique dans le barreau : cas d’une interface

parfaite. Zoom autour de linterface. ai =

5N

FIGURE 4.22 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau : cas d’une interface
parfaite. a] =5 N
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4.3.2.3 Bilan

Dans le cadre de ce probléme simplifié du barreau, nous avons étudié I'impact
des hypothéses de continuité spécifiques au modéle de second gradient de dilatation
sur la réponse de la structure et la forme des solutions obtenues.

Le cas d’une déformation volumique continue & I'interface a été étudié. On constate
que cela conduit & un niveau de déformation particuliérement élevé dans le béton
et au développement d'une bande de localisation quasiment compléte dans la roche.
Il semble cependant peu probable qu’une hypothése aussi forte de continuité de la
déformation entre ces deux matériaux soit réaliste.

Il semble donc plus raisonnable de supposer une discontinuité de la déformation
volumique pour ce type d’interface. Cependant, nous avons vu qu’une bande de loca-
lisation qui se développerait le long de I'interface ne consisterait en réalité qu’en une
demi-bande de localisation. Cette demi-bande de localisation consomme donc deux
fois moins d’énergie qu’une bande de localisation qui se propagerait uniquement dans
la roche, loin de l'interface. On peut effectivement s’attendre & ce qu'une interface
roche béton vienne fragiliser la structure (voir par exemple (STAVROPOULOU, 2017)
pour une étude expérimentale détaillée de l'interface argilite-béton), mais ici ce type
de conditions d’interface vient fragiliser numériquement la structure en divisant par
deux I’énergie consommeée par une fissure d’interface : la propagation dune fissure
le long de l'interface est favorisée. Ce facteur 2 est arbitraire, il serait donc souhai-
table de proposer un modéle qui puisse rendre compte d’un comportement d’interface
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FIGURE 4.24 — Profil de déformation volu-

) FIGURE 4.25 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau
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différent.

4.3.3 Proposition d’un autre comportement d’interface

On s’intéresse ici au cas particulier d’une interface dotée d'une énergie d’inter-
face dépendante du saut de déformation volumique. On suppose que cette énergie
d’interface est caractérisée par une constante k et qu’elle est quadratique.

Les conditions de continuité a I'interface en x = 0 s’écrivent alors :

- )=0
S:kﬂgv]]

(4.34)

Ce type de comportement d’interface autorise donc une discontinuité de la dé-
formation volumique, tout en ayant une double contrainte de dilatance (et donc un
gradient de la déformation volumique) non nul a l'interface.

Coté matériau élastique (z < 0) la solution reste proche d’une solution homogéne.
Une couche limite autour de x = 0 est présente (voir figure 4.25). La largeur de cette
couche limite dépend de la valeur du parameétre de rigidité de second gradient a
gauche af. Coté matériau plastique (z > 0), une bande de localisation s’installe une
fois le régime plastique adoucissant atteint (voir figure 4.24).

Dans le cas limite ou la rigidité d’interface k tend vers 0 (figures 4.26 et 4.27),

on retrouve la situation d’une interface avec discontinuité de la déformation volu-
mique étudiée en partie 4.3.2. Coté matériau élastique, la solution tend vers une
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FIGURE 4.27 — Profil de déformation volu-
mique dans le matériau élastique. Zoom sur
I'interface. k tend vers 0

FIGURE 4.26 — Profil de déformation volu-
mique dans le barreau. k tend vers 0
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solution homogene. Coté matériau élasto-plastique, on retrouve une demi-bande de
localisation.

Dans le cas limite ou la rigidité d’interface k tend vers l'infini (figures 4.28 et
4.29), on retrouve la situation d’une interface parfaite ot on impose la continuité
de la déformation volumique & l'interface : une bande de localisation compléte se
développe dans le matériau élastoplastique.

Le choix d’une valeur numérique pour la rigidité d’interface k peut se faire sur
des bases physiques, si ce comportement d’interface permet de modéliser un éventuel
revétement entre la roche et le béton dans le cadre de simulations numériques d’ex-
cavation de galerie. Mais de maniére plus générale, ce paramétre k peut étre choisi
de maniére & ne pas fragiliser numériquement cette interface roche-béton. Dans la
sous-partie précédente, nous avions montré que dans le cas d’une discontinuité de
déformation volumique a l'interface, une demi-bande de localisation se développait
dans la roche. Cette bande de localisation consomme deux fois moins d’énergie qu'une
bande de localisation qui se propagerait uniquement dans la roche. L’interface vient
donc fragiliser la structure et la propagation d’une bande de localisation le long de
I'interface est favorisée.

Avec ce comportement d’interface particulier, nous pourrions calibrer £ de sorte
a ce que I'énergie consommeée par une bande de localisation qui se développerait le
long d’interface soit identique a celle consommeée par une bande de localisation qui
se propagerait dans la roche. Cela a été fait en figure 4.30, ot une valeur numérique
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FIGURE 4.29 — Profil de déformation volu-

FIGURE 4.98 - Profil de déformation volu- mique dans le matériau élastique. Zoom sur
mique dans le barreau. k tend vers l'infini Uinterface. k tend vers I'infini
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de k a été choisie par optimisation numérique de sorte a ce que ces deux énergies
consommeées ultimes soient égales.
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FIGURE 4.30 — Energie consommée par la bande de localisation. En noir, une bande de
localisation qui se propagerait dans un matériau de type roche homogéne (pas d’interface).
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4.4 Bilan du chapitre

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a 'influence de la double
force et de la condition aux limites d’ordre supérieure introduite dans le modéle de
second gradient de dilatation. Dans la littérature des modeles de second gradient
appliqués aux géomatériaux, cette double force est généralement prise nulle. De part
la loi de comportement de second gradient, cela conduit a un gradient de déformation
volumique nul aux bords.

A travers le probléme du barreau, nous avons montré que cette double force intro-
duisait une seconde longueur caractéristique dans le probléeme, et que cette longueur
caractéristique était indépendante de la largeur de bande. Nous avons mis en évi-
dence l'existence d’un parameétre adimensionné permettant de quantifier I'impact de
la double force sur la forme du profil de déformation volumique dans la bande de
localisation, et sur la réponse macroscopique du barreau. Caractériser expérimen-
talement le profil de déformation volumique dans la bande de localisation a partir
d’échantillons expérimentaux permettrait donc d’identifier les conditions aux limites
a appliquer pour les simulations numériques. Cependant, dans la mesure ot nos cal-
culs numériques visent simplement & reproduire des quantités macroscopiques de
I’échantillon (et pas de quantités locales dans la bande de localisation), I'impact de
ce changement de conditions aux limites serait finalement limité.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux conditions d’interface
spécifiques au modele de second gradient de dilatation. Ces conditions d’interface
portent sur la continuité ou la discontinuité de la déformation volumique a l'inter-
face entre deux matériaux aux propriétés différentes : deux matériaux élastoplas-
tiques (modélisation d’une interface entre deux couches de roches aux propriétés
différentes) ou matériau élastoplastique et matériau élastique (modélisation d’une
interface béton-roche).

Dans les deux situations, I’hypothése de la continuité de la déformation volumique
a 'interface nous a paru étre une hypothése trop forte et peu réaliste d’un point de vue
physique. Il est donc recommandé d’autoriser une discontinuité de cette déformation
volumique (et donc de la double contrainte de dilatance) pour ce type d’interfaces.
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Le phénomeéne de localisation de la déformation dans une bande de faible épaisseur
requiert le développement d’approches capables d’introduire une longueur interne
dans le continuum. Le choix d’EDF R&D a porté sur le modéle de second gradient
de dilatation pour la modélisation des roches. Dans cette thése, nous avons donc
mis en évidence un certain nombre de propriétés intéressantes de ce milieu continu
enrichi, afin de conforter ce choix.

Dans un premier temps, nous avons apporté des modifications au modeéle de
second gradient de dilatation tel que présenté dans (FERNANDES, 2009). La nou-
velle formulation mixte de I’élément fini associé, que nous avons appelée formulation
quasi-incompressible, est mieux adaptée aux lois de comportement non associées, ol
la déformation volumique évolue n’évolue quasiment plus dans le régime plastique
parfait. Cette formulation numérique présente aussi 'avantage de ne pas nécessiter
de terme d’augmentation. La robustesse des calculs numériques avec ce modéle s’en
trouve renforcée.

Une nouvelle implémentation de la version non associée de la loi de Drucker-
Prager, ainsi que l'utilisation d'une viscosité numérique, ont permis de grandement
améliorer la convergence des calculs.

Nous avons aussi montré que le modeéle de second gradient de dilatation était
adapté a ce type de loi de comportement et permettait notamment d’éviter un élar-
gissement incontrolable de la bande de localisation dans le régime ultime du com-
portement.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés a l'influence de la longueur
interne introduite par le modéle de second gradient de dilatation.

A Taide de la solution analytique d’un probléme simplifié, nous avons explicité
le lien entre parameétres matériaux, rigidité de second gradient et largeur de bande
de localisation. Toujours dans le cadre de ce probléme simplifié, nous avons montré
qu’il était possible de choisir cette largeur de bande comme un paramétre numé-
rique. Moyennant une modification de la pente de 1’écrouissage post-pic, les quanti-
tés d’intérét macroscopiques (réponse contrainte-déformation moyenne, déformation
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volumique moyenne, énergie consommée) sont effectivement indépendantes de cette
largeur de bande. De la méme maniére, ’énergie consommée par la bande de lo-
calisation peut étre rendue invariante & travers un changement d’échelle. Ainsi, le
paramétre de déformation de la loi de comportement de premier gradient (qui pilote
la pente de 'écrouissage) devient aussi un paramétre numérique, au méme titre que
la largeur de bande.

Ces résultats ont ensuite été étendus aux simulations numériques d’essais biaxiaux.
Nous avons montré que ’expression analytique de la largeur de bande obtenue pour le
probléme simplifié restait valable pour les essais biaxiaux. Cette expression a ensuite
été utilisée afin de faciliter I'identification d’un jeu de paramétres matériaux pour
une largeur de bande donnée & partir de résultats expérimentaux d’essais biaxiaux.
Nous avons ensuite montré qu’il était possible de s’appuyer sur le critére de Rice
pour distinguer les régimes homogéne (ou diffus) et localisé afin de retrouver dans le
cas d’essais biaxiaux les résultats d’invariance précédemment évoqués.

Enfin, dans le cadre du probléme simplifié du barreau, nous avons étudié 'in-
fluence de la double force et de la condition aux limites d’ordre supérieure introduite
dans le modéle de second gradient de dilatation. Nous avons montré que cette double
force, usuellement choisie nulle, permet d’introduire une seconde longueur caracté-
ristique (indépendante de la largeur de bande) dans le probléme.

L’étude de cette double force a permis de montrer qu’elle impactait aussi bien les
grandeurs locales (profil de déformation dans la bande par exemple) que les grandeurs
macroscopiques (réponse contrainte déformation moyenne par exemple). Nous avons
montré que le choix de conditions aux limites naturelles (P = 0) usuellement fait
dans la littérature pouvait impacter significativement la réponse de la structure.
Cependant, en ’absence d’observations expérimentales permettant de caractériser
cette double force, cette hypothése simplificatrice reste recommandée.

Nous avons aussi montré que le modéle de second gradient de dilatation pouvait
conduire & une sous-estimation de I’énergie consommeée par la bande de localisation
si celle-ci se propage le long d’'une interface. Nous avons ensuite suggéré une modi-
fication du comportement de l'interface afin de ne pas favoriser numériquement la
propagation de telles bandes de localisation.

Avant de pouvoir étre pleinement appliqués a des calculs industriels, les résultats
de cette thése doivent encore étre complétés et approfondis.

Notamment, les résultats d’invariance obtenus par simulation numériques sur
essal biaxal doivent encore étre étendus a des longueurs internes compatibles avec la
réalité industrielle et les capacités de calcul actuelles. Actuellement, ce changement
d’échelle a été validé pour un facteur 2, 14 ot nous cherchions & atteindre un facteur
10. Les techniques d’aide & la convergence utilisées pour ce type de calcul doivent
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donc étre mises a profit afin d’y parvenir. Il sera alors possible de tester la méthode
proposée sur des calculs industriels de type excavation de gallerie.

Par ailleurs, les résultats présentés dans la thése ont été obtenus avec une loi
de comportement de type Drucker Prager. Cette loi de comportement, relativement
simple, reste représentative du comportement général d’'un géomatériau. Mais les lois
de comportement usuellement utilisées & EDF R&D pour les calculs d’excavation
sont bien plus complexes (voir par exemple la loi LKR (RAUDE, 2015)). Obtenir un
résultat analytique avec une telle loi de comportement nous parait hors d’atteinte.
Cependant, il nous semble possible de retrouver les principales conclusions de la thése
concernant la longueur interne du modéle de second gradient & partir de simulations
numeériques d’essais biaxiaux.

Enfin, le modéle de second gradient de dilatation tel que présenté dans cette these
et disponible dans Code Aster se limite aux petites déformations. Or, dans une
bande de localisation, les niveaux de déformations atteints peuvent étre relativement
élevés et remettre en question cette hypothese. Il serait donc nécessaire de développer
un modéle de second gradient de dilatation pour les grandes déformations. A ce titre,
une ouverture sur une adaptation du modéle au formalisme des grandes déformations
logarithmiques est présentée en annexe 3.
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non associée

Dans cette annexe, on décrit les développements théoriques qui ont conduit a
I'implémentation de la version non associée de la loi de Drucker Prager.

Equations du probléme

Cette loi de comportement est décrite par une fonction de charge F' telle que :

F(g, k) = 0cq + atr(a) — R(k) (4.35)

Le potentiel d’écoulement s’écrit quant a lui :

G(g, k) = 0 + b(K)tr(g) (4.36)

On rappelle la définition de &, la déformation déformation plastique déviatorique
cumulée :

. [2.p..p
R=1/35, 5, (4.37)

Les calculs sont menés dans un cas relativement général, pour n’'importe quelles

fonctions R(k) et b(k) décroissantes.
La relation contrainte déformation s’écrit :

ag=E: (e —&p) (4.38)
Le taux de déformation plastique s’écrit :

e, =AM(g) avec A >0, F >0, AF =0 (4.39)

A désigne ici le multiplicateur plastique et M(g) la direction d’écoulement. Cette

direction d’écoulement appartient au sous-différentiel de g, appelé N(g). Ce sous-
différentiel est défini de la maniére suivante :
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N(g) = {M ; Vo' tel que G(¢') < G(o), (¢' — o) : M <0} (4.40)

Interprétation de la direction d’écoulement

Dans le cas ot le potentiel d’écoulement est dérivable en g (c’est a dire o # 0),
la direction d’écoulement s’écrit :
30"
M =VG(o) ===

pr— pr— 2 Ueq

+bI (4.41)

Dans ce cas, on peut aussi montrer que A = & :

3a”
é, =A== +0bl (4.42)
£ <2 Oeq —)
30P
D =
eD — AZ (4.43)
£ 20
2D gD 3y (4.44)
L 2 2 '
k=A (4.45)

Dans le cas ou le potentiel d’écoulement n’est pas dérivable en o (c’est a dire
0eq =0), M € N(0) si et seulement si :

<0 (4.46)

max (' —0o):

I<

De 14, en utilisant le fait que G(g¢') < G(g), on aboutit & :

2b(k)Mey —tr(M) <0 (4.47)

Intégration implicite du comportement

On définit le prédicteur élastique a 'incrément n+1 :

YR (e (4.48)

= :p

183



Annexe 1 : Loi de Drucker Prager non associée

Cas élastique

Si F(g% k") <0, alors A = 0 est une solution.
OnaAg, =eitt —ep =0et Ak =" — K" =0
Cas plastique singulier

On se place dans le cas ot 0., = 0 (cas singulier) et F' = 0 (cas plastique).
On utilise 0y =0 :

P =0=2u("” - %’?) =0 (4.49)

On a donc ¢” =¢?. D'ott Ag = ;-0 . On a finalement :

= =p =p nw=D
1 e e
Ak = @gD Lo (4.50)
On utilise F' =0 : R
(o) = T (4.51)
= a

Or, on a tr(g) = tr(c®) — BKAtr(gp). D’ou :

Atr(e,) = 5 (tr(g) — 1

On connait donc les incréments de déformations plastiques volumique et déviato-
rique. Au vu de la condition obtenue précédemment pour la direction d’écoulement
du cas singulier, cette solution est valable si :

(4.52)

(k) Acoy — Atr(e") <0 (4.53)
b(H)qu 1 e R(’i)
3 < 9—K(t7“(g ) — . ) (4.54)

Cas plastique régulier

On se place dans le cas ou 0., # 0 (cas régulier) et F' = 0 (cas plastique).

Ona:

g=0"— KAtr(gp)i — QNA%? (4.55)
Au vu de la direction d’écoulement dans le cas régulier, on a :
Atr(gp) = 3Ab(k) (4.56)
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AgP = ZA= (4.57)

On peut donc exprimer les composantes sphérique et déviatorique de o en fonction
du prédicteur élastique et du multiplicateur plastique :

tr(ag) = tr(c®) — 3KbA (4.58)
D e gDA 4
o =g, — SMUeq (4.59)

En particulier, cette derniére équation permet d’exprimer o, :
Ocq = Ogy — S (4.60)

Or, on sait que Ax = A. En insérant ces expressions dans ’équation F' = 0, il
vient :
oy — 3uh + 3a (tr(c”) — IKAb(K" + A)) — R(K" +A) =0 (4.61)

La résolution de cette derniére équation permet de déterminer I'inconnue A, et
donc de déterminer toutes les inconnues du probléme incrémental.

Par ailleurs, on peut montrer que le probléme incrémental admet une unique
solution si la fonction f(A) = o, —3uA+3a (tr(c?) — IKAb(K" + A)) — R(k™ + A)
est décroissante. Dans I'intégration numeérique de la loi de comportement, on s’assure
que cette condition est vérifiée a chaque incrément. On s’assure ainsi de la robustesse

de la loi de comportement.
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Annexe 2 : Résolution analytique du
probléme du barreau, conditions aux
limites et d’interfaces

Dans cette annexe, on présente la résolution du probléme simplifié du barreau
dans deux situations :

— lorsqu’on étudie l'influence des conditions aux limites d’ordre supérieur avec
P >0.

— lorsqu’on étudie différentes conditions d’interface entre deux matériaux diffé-
rents en x = 0.

La méthode de résolution présentée ici permet d’aboutir aux résultats présentés
au chapitre 4. Le détail des calculs n’était pas présenté dans ce chapitre 4 par souci
de concision.

Conditions aux limites : P > 0

Afin de mettre en évidence I'impact de cette condition aux limites d’ordre supé-
rieur, la forme de la solution recherchée différe de celle étudiée au chapitre 3. Dans le
chapitre 3, la bande de localisation était centrée autour de x = 0. Ici, nous cherche-
rons la solution sous la forme de deux demi-bandes de localisation situées chacune a
Iextrémité du barreau. Afin de garder une certaine cohérence avec les notations du
chapitre précédent, le barreau sera ici centré en x = L, et nous étudierons uniquement
la moitié¢ 0 < x < L pour des raisons de symétrie.

Concernant le comportement, les hypothéses sont identiques a celles de la partie
4.2.

Cependant, a la différence de la partie 4.2, ot P < 0, on cherche ici une solution
avec P > (. La loi de comportement de second gradient ainsi que les expressions des
conditions aux limites du modéle de second gradient permettent d’écrire :

P = 4a,cY, (4.62)
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et d’interfaces

FIGURE 4.31 — Exemple de profil de déforma-
tion volumique dans la bande de localisation
dans le cas P > 0

FIGURE 4.32 — Exemple de profil de déforma-
tion volumique dans la bande de localisation
dans le cas P > 0. Conditions aux limites
sur la déformation volumique dans chaque

branche de solution.

Le gradient de la déformation volumique est donc positif en x = 0. On cherchera
donc un solution sous la forme de celle présentée en figure 4.31.
Tout comme au chapitre 3, I’équation d’équilibre peut se mettre sous la forme
suivante :
1 1
1+ aR(B (38‘/))
Les conditions aux limites en déformation volumique aux extrémités de la bande
de localisation s’écrivent quant a elles (comme en partie 4.2) :

T(ev) —4a; €, = 0 avec T(ey) = (4.63)

{Z:Eg; Z Zg (4.64)
{ZZ; ~ 8 (4.65)

La méthode de résolution reste trés similaire & celles du chapitre 3 et de la partie
4.2. Tout comme au chapitre 3, il est possible d’exprimer le gradient de la déformation
volumique de la maniére suivante :

/ 1 /
2= (T(ev) ~ ()Y ¢ 2a15325—§) (4.66)

Au chapitre 3 et en partie 4.2, nous ne conservions que la solution €}, < 0, au vu
de la forme des solutions que nous recherchions. Ici, il est nécessaire de prendre en
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compte les deux branches de solutions. En effet, en figure 4.32, on constate que pour
z € [0,1,], €, > 0 et pour x € [I,,,[], on a £}, < 0.

Pour x € [0,l,,], la forme des solutions obtenues est similaire & celle présentée en
partie 4.2. On est alors capable d’exprimer £7? en fonction de &Y. Pour z € [I,,,], la
forme des solutions est identique & celle obtenue au chapitre 3. On est alors capable de
calculer la largeur de bande [ ainsi que toutes les quantités pertinentes du probléme.

Conditions d’interface

On présente ici brievement la méthode de résolution utilisée dans le cas ou on
impose une condition d’interface parfaite entre deux matériaux différents. Cette mé-
thode est valable qu’il s’agisse d’une interface entre un matériau élastique et un
matériau élastoplastique ou entre deux matériaux élastoplastiques.

On se place ici dans la situation de l'interface entre deux matériaux élastoplas-
tiques. Les conditions de saut a 'interface s’écrivent :

S
I7=5:1=0 (4.67)
[S]=0

A partir des relations de comportements (1¢" et 2"¢ gradients), ces relations
peuvent se mettrent sous la forme suivante (voir partie 4.2) :

To(e)) — 2afef”  TU(eY) —20fef® _
el ed, (4.68)

/ ’
4ajed — 4afe =0

Ces deux équations permettent d’exprimer les deux gradients de déformations
volumiques de part et d’autres de I'interface en fonction de la déformation volumique
a l'interface £7,.

: Td(eY) — T9(eY
8%1/ S (5;/) 55\/)
_ %
205 (1 ) (4.69)
d
7 a 7
o = et

1

On voit que ces solutions ne peuvent exister que si les parameétres matériaux sont
tels que (Vel,) :

{Td«s%) <T) {Td(g% T (4.70)

d g d g
a; > aj a; < aj
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Une fois les gradients de déformations volumiques a I'interface connus en fonction
de la déformation volumique a l'interface, on se retrouve dans une situation similaire
a celles d. On peut construire les branches de solutions de part et d’autre de I'interface
a l'aide des solutions obtenues dans les cas P > 0 et P < 0 selon le signe du gradient
a l'interface (et par symétrie).
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Annexe 3 : Modéle de second
gradient de dilatation en grandes
déformations logarithmiques

Présentation du modéle en grandes déformations lo-
garithmiques

Il s’agit d’adapter le modéle de second gradient de dilatation au formalisme des
grandes déformations logarithmiques. On présente briévement ce formalisme tel que
présenté dans (MIEHE, APEL & LAMBRECHT, 2002).

Dans ce formalisme, le tenseur de déformations logarithmiques, appelé E, est
défini de la maniére suivante : -

IR
E= Eln(g F) = §ln(C’) (4.71)

Ici, le tenseur F' est le gradient de la transformation et C est le tenseur des
déformations de Cauchy-Green. Au tenseur des déformations logarithmiques E, on
associe son dual, le tenseur des contraintes T, défini de la maniére suivante (pour
tout g )

1.
Ici, le tenseur é est le second tenseur de Piola-Kirchoff.

I~

E=8 (4.72)

Cette définition logarithmique du tenseur des déformations présente 'avantage
de conserver une relation additive entre déformation totale, déformation élastique,
et déformation plastique. En effet, on a :

E=E+FE° (4.73)

Ici, £ représente la déformation logarithmique élastique, et E¥ la déformation
logarithmique plastique. Pour plus de détails concernant ce formalisme de grandes
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déformations et son implémentation dans Code Aster, le lecteur est invité a se
référer & (ABBAS, 2016). Cette formulation présente I’avantage de ne pas nécessiter de
développements spécifiques aux grandes déformations pour I'implémentation d’une
loi de comportement.

Nous souhaitons ici adapter le modéle de second gradient de dilatation a ce forma-
lisme de grandes déformations logarithmiques. En grandes déformations, la variation
de volume J est définie de la maniére suivante :

J = det(F) (4.74)
En grandes déformations logarithmiques, la déformation volumique tr(£) s’écrit :
tr(E) =In(J) (4.75)

Nous proposons donc d’adapter le modele de second gradient de dilatation de
sorte a faire intervenir, non pas le gradient de la déformation volumique linéarisé ey,
mais le gradient de la déformation volumique logarithmique (tr(£) = In(J)). Tout
comme en petites déformations, ¢’est une formulation relachée qui est utilisée : cette
déformation volumique logarithmique est dédoublée par une variable 6 et 1’égalité
entre 0 et In(J) est imposée par le biais d’un multiplicateur de Lagrange .

Par ailleurs, tout comme en petites déformations, on propose une formulation
quasi-incompressible du modéle, ot la variable # intervient dans le calcul du tenseur
relaché des déformations logarithmique pour 1’énergie libre de premier gradient.

Le Lagrangien du probléme s’écrit alors de la maniére suivante (en 2D) :

L(E,6,)) = / ®(EP,0) + ;a1V_02 + A(InJ — 0) d9 (4.76)

Q

Ici, ® représente I'énergie libre relachée de premier gradient. Le terme en V6°
représente ’énergie de second gradient. Le terme A(In(J) — 6) permet d’imposer
I'égalité entre 6 et In(J).

Cette formulation en grandes déformations du modéle de second gradient de
dilatation a été implémentée dans C'ode Aster. Dans la suite de cette annexe, nous
illustrerons quelques résultats obtenus avec ce modéle.

Application : loi de comportement de Drucker Prager
associée

On illustre ici le modéle de second gradient de dilatation en grandes déformations
logarithmiques dans le cas ou le comportement de premier gradient est représenté
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FIGURE 4.33 — Réponse contrainte- |FIGURE 4.34 — Evolution de la largeur de
déformation moyenne pour un essai biaxial |bande de localisation au cours du chargement
localisé en petites et grandes déformations |en petites et grandes déformations (loi asso-
(loi associée) ciée)

0yy — Oxx (Pa)
(

0.02 003 004 X 0016 0018 0020 0022 0024
leyy| moyen (=) leyy| moyen (=)

par une loi de type Drucker Prager associée (voir partie 2.1.2.1). On compare les
résultats obtenus pour un essai biaxial numérique dans le cas d’un formalisme de
petites déformations et ceux obtenus pour le formalisme en grandes déformations.

Les réponses contrainte-déformation moyennes des échantillons sont présentées
en figure 4.33. On constate qu’on obtient des réponses globalement trés similaires,
méme si le niveau de déformation atteint dans le bande de localisation (environ 50%,
voir figures 4.35 et 4.36) dépasse trés largement le seuil usuel de petites déformations
(5%).

En figures 4.35 et 4.36, on compare les profils de déformation plastique dévia-
torique cumulée (variable d’écrouissage) pour les deux formalismes. Ces profils sont
obtenus a la fin du chargement de la figure 4.33 et sont représentés sur la configura-
tion initiale. La loi de comportement étant associée et la déformation volumique non
bornée, la bande de localisation s’élargit de maniére incontrolée dans les deux cas
(voir figure 4.34 et chapitre 2 pour plus de détails a ce sujet). On constate cependant
que l'angle de la bande de localisation n’est pas tout a fait le méme en petites et
grandes déformations.

Application : loi de comportement de Drucker Prager
non associée

On illustre ici le modéle de second gradient de dilatation en grandes déformations
logarithmiques dans le cas ou le comportement de premier gradient est représenté
par une loi de type Drucker Prager non associée (voir partie 2.1.2.1).
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logarithmiques

FIGURE 4.35 — Profil de déformation plas-
tique déviatorique cumulée a la fin du char-
gement : petites déformations

5060 I l

RESU__VARLELGAV!

FiGure 4.37 — Réponse contrainte-
déformation moyenne pour un essai biaxial
localisé grandes déformations (loi non
associée)
le7
]
o]
o
< 34
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|
&7
N
o
0.50 O.‘Ol O.‘OZ 0.53 0.‘04 0.‘05 0.2)6 0.2)7
|eyy| moyen (=)

FIGURE 4.36 — Profil de déformation plas-
tique déviatorique cumulée & la fin du charge-
ment : grandes déformations logarithmiques

FIGURE 4.38 — Réponse contrainte - élonga-
tion d’éprouvettes en acier modélisées avec
la loi de comportement GTN non locale.
Source : (CHEN, 2019).
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Un exemple de réponse contrainte-déformation moyennes d’un essai biaxial nu-
mérique non homogene est présenté en figure 4.37. Dans le régime plastique ultime
(quasi-incompressible), on constate une perte de rigidité et une chute brutale de la

contrainte.

(CHEN, 2019) observe par exemple un phénomeéne identique avec un modéle non
local en grandes déformations logarithmiques et une formulation mixte similaire a
celle utilisée ici pour le traitement de I'incompressibilité. Il s’agit de simulation nu-
mériques d’essais sur des éprouvettes en acier (comportement plastique incompres-
sible) : on constate une perte de rigidité a I'initiation de la localisation (voir figure
4.38, courbe i, = 0 M Pa). (CHEN, 2019) explique cette perte de rigidité par un
mauvais traitement numérique de 'incompressibilité.
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FIGURE 4.39 — Réponse contrainte-déformation moyenne pour un essai biaxial localisé
grandes déformations (loi non associée) pour plusieurs valeurs du coefficient de pénalisation

le7

Oy — Oxx (Pa)

0.60 O.;)l O.(I)Z O.‘OB 0.b4 0.65 O.éﬁ 0.67
|eyyl moyen (=)

Dans le cadre de Iélasticité incompressible en grandes déformations, (AURICCHIO
et al., 2013) montre que les formulations mixtes courramment utilisées en petites
déformations pour les matériaux quasi-incompressibles ne sont pas toujours adaptées
lorsqu’il s’agit de traiter des problémes en grandes déformations.

(CHEN, 2019) observe qu’ajouter un terme d’augmentation (coefficient de péna-
lisation 7,,) dans les formulations mixtes permet de régler le probléme de perte de
rigidité (voir figure 4.38). Ce coefficient ne doit cependant pas étre trop élevé, sous
peine de rencontrer de nouveaux problémes de verrouillage volumique.

Pour le modéle de second gradient de dilation, nous avons donc proposé de ra-
jouter ce terme d’augmentation (qui n’était pas nécessaire en petites déformations,
comme nous l’avions montré au chapitre 2). Le Lagrangien augmenté du probléme
s’écrit alors de la maniére suivante :

L(E,0,)) = /

O(EP,0) + ;alv_QQ + A(In(J) — 0) + g (In(J) —0)* dY  (4.77)

Ici, r est le coefficient de pénalisation. Les réponses contraintes-déformations
moyennes obtenues pour plusieurs valeurs de ce coefficient r sont présentées en figure
4.39.

On constate que 'ajout du terme d’augmentation a effectivement un effet sur
la perte de rigidité, mais ne permet pas de résoudre totalement le probléme. Il n’a
par ailleurs pas été possible d’utiliser des coefficients de pénalisation plus élevés
(conditionnement de la matrice de rigidité trop mauvais).
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