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❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té
❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡
❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é✲
❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛tt❡✐❣♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ dg ❝❡ ❞❡❣ré✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡
d(A) ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ A✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡
s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ A✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳ ❈❡s
❣r♦✉♣❡s✱ ♥♦tés ΦA,v ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛❝❡s ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡s v ❞❡ K✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ à ❧❛ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ r❡❧✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡
❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❡♥✲
t✐❡r d(A)✳ ❈❡❝✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✐❧✈❡r❜❡r❣ ❡t ❩❛r❤✐♥✱ ❞♦♥♥❡ q✉❡ dg ❞✐✈✐s❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ M(2g)✳ ❖♥ ♣♦✉rs✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❛❜é❧✐❡♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ▼✉♠❢♦r❞✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
✜♥✐❡ ♣r❡s❝r✐ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s s♦✉s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ✭♣❛r t♦r✲
s✐♦♥ ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✮ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ♦♥t ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉r ✉♥
♠ê♠❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ g✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

M(2g)

2g−1
≤ dg ≤M(2g).
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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥
✈❛r✐❡t✐❡s ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❛ ✜❡❧❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✜①❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② dg t❤✐s
❞❡❣r❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g✱ ❛♥❞ ❜② d(A) t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡❣r❡❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t② A ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
♦♥ A✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ♦✉r st✉❞② ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣s ♦❢
A ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳ ❚❤❡s❡ ❣r♦✉♣s t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
ΦA,v ❢♦r ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ ♣❧❛❝❡s v ♦❢ K r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t♦
s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡s
♦❢ ❜❛❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r d(A)✳ ❚❤✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙✐❧✈❡r❜❡r❣
❛♥❞ ❩❛r❤✐♥✱ ❣✐✈❡s t❤❛t t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜♦✉♥❞ M(2g) ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② dg✳ ❲❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❜❡❧✐❛♥
s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼✉♠❢♦r❞ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s
✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✜♥✐t❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ✉♥❞❡r
s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❞❞ ♣r✐♠❡ ✭❜②
t♦rs✐♦♥ ✐♥ ●❛❧♦✐s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②✮ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✜♥✐t❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❛t t❤❛t ♣r✐♠❡ ♦✈❡r ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r
✜❡❧❞ ✭✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥③❡r♦ ✐♥t❡❣❡r g✱ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②

M(2g)

2g−1
≤ dg ≤M(2g).
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ●❛ë❧ ❘é♠♦♥❞ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞✐r✐❣é ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ✸ ❛♥♥é❡s ❡t ♠✬❛✈♦✐r ❢♦r♠é ❛✉ ♠ét✐❡r ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❢❛ç♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛♠❡♥é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♠❡r✈❡✐❧❧❡✉① ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳ ❈❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ♥❡
s♦♥t q✉✬✉♥ ♠♦❞❡st❡ ❛❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣♦✉r ❧✉✐✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❊r✐❝ ●❛✉❞r♦♥✱ ❙❛♠✉❡❧ ▲❡ ❋♦✉r♥✱ ❙❛r❛
❈❤❡❝❝♦❧✐ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❡t P❛s❝❛❧ ❆✉t✐ss✐❡r
❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧✐r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

▼❡r❝✐ à t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r ❞✬❛✈♦✐r ❝réé ❧❡ ❝❛❞r❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ♠❛ t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r ♠❡s ❛♥♥é❡s
❞✬ét✉❞❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❜✉r❡❛✉ ✸✵✼ ✿ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❘♦❞♦❧❢♦ ❡t ▲♦ïs ❛✈❡❝
q✉✐ ❥✬❛✐ ❛♣♣r✐s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❈♦❧❧❛s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s✲
❝✉ss✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ s♦✉t✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r ré♣♦♥❞✉
à ♠♦♥ ♠❛✐❧ ❥❡té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦✉t❡✐❧❧❡ à ❧❛ ♠❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬❡♥ ❛♣♣r❡♥❞r❡
♣❧✉s s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s✳

▼❡r❝✐ à ▼✐❝❤❡❧ ❇r✐♦♥ ♣♦✉r s❡s ❡①❝❡❧❧❡♥ts ❝♦✉rs ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ♣èr❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛♣♣r✐s ❧❛ ❢♦r❝❡
❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❡t ❞✉ tr❛✈❛✐❧✱ ♠❛ ♠èr❡ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❞❡♣✉✐s t♦✉❥♦✉rs ❡t
▲✉❞✐✈✐♥❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ✸ ❛♥♥é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❤❛✉ts
❡t ❧❡s ❜❛s✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽

✶✳✶ ❈♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✸ ➱♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ✶✽

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✷ ▲✬♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧♦❝❛❧ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✷✳✸ ❉❡s❝❡♥t❡ s✉r K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✹ ❯♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✷✳✺ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✸✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ p✲❛❞✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✸✳✷ ▲✬❡♥t✐❡r d(A) ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✸ ❈♦r♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸ ❱❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❛✈❡❝ d(A)♠❛①✐✲

♠❛❧ ✹✹

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✷ ❉❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✷✳✶ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✷✳✷ P❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ d(A) ♠❛①✐♠❛❧ r❡❧❛t✐❢ à

✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✻ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t ✿ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝❤❛♠♣êtr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✻
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✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ ❛✈❡❝ ❣r♦ss❡ ♠♦♥♦✲

❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ✻✽

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❈▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✹✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✸✳✶ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s Z/pmZ ≀Sn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✸✳✷ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ (Z/4Z ≀Sn)⋊ Z/2Z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✹ ❱❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s t♦r❞✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✹✳✶ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✹✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✺ ❯♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❈▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♥❛t✉r❡
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r
❧❡✉r str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛tt❡✐♥t
ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦tr❡ rés✉❧✲
t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té s❡r♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✵✳✶✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K, ♦♥ ♣♦s❡

d(A) = min{[L : K] | L/K ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ AL ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡}.
P♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ g✱ ♦♥ ♥♦t❡ dg ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡s ❡♥t✐❡rs d(A)
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❧✬❡♥t✐❡r

M(n) =
∏

p

pr(n,p)

♦ù r(n, p) =
∑
i≥0

⌊
n

pi(p−1)

⌋
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n ❡t t♦✉t ♥♦♠❜r❡

♣r❡♠✐❡r p✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✉ ppcm ❞❡s
❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❞❡ GLn(Q)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❘és✉❧t❛t ✶✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ g, ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

M(2g)

2g−1
≤ dg ≤M(2g)

❡t ❧❡s é❣❛❧✐tés d1 =M(2) = 24 ❡t d2 =M(4) = 5760✳

✽
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❈❡ rés✉❧t❛t s✬♦❜t✐❡♥❞r❛ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r p |M(2g) ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té d(A) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬é❝❛rt à ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♣♦✉r p = 2 ❡st ❞û à ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t s❡r❛ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡s ♥♦✲
t✐♦♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❖♥
♣rés❡♥t❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✶ ❈♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té

❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝✉❜✐q✉❡

y2 = x3 +Ax+B, A,B ∈ Z

❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
∆ = −16(4A3 + 27B2)

♥♦♥ ♥✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

E : y2 = x3 + 1

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q✳ ❙♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆E ❡st −16 · 27✳ ❯♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♥✉❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♥✲
❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣♦✐♥t❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐ss❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ✿ ❡❧❧❡s
s♦♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ r❡✲
♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❡t ✐❧ ❡st
❤❛❜✐t✉❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❛r✐t❤♠ét✐❝✐❡♥ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ E q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡ ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t Ep✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ Ep ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s
✜♥✐ Fp ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = x3 + 1✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s Ep s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❝✉❜✐q✉❡s ❡t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❧❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆Ep ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❡st ∆E mod p✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡
s✐ p ❞✐✈✐s❡ ∆E ❛❧♦rs Ep ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r E ❛✈❡❝ p = 2 ❡t p = 3✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ s✐
❧✬♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ré❞✉✐t❡ E3 \ {sing} ♣♦ssè❞❡ ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1
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❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r E3 \ {sing}✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ s♦✐t
❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ s♦✐t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦✉ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ 3✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡
à t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r p = 2 ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E✳ P♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs q✉✐ ♥❡
❞✐✈✐s❡♥t ♣❛s ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ré❞✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡t ♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♥♦t✐♦♥s s✬ét❡♥❞❡♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té
❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛✉
❝♦r♣s K = Q( 4

√
3) ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 3✳ ▲❛ s✉❜t✐❧✐té

❝❛❝❤é❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ré❞✉✐t❡s ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡ s♦♥t
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Q q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡✉r
❞❡❣ré q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛
❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 3 s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡Q ⊂ L ⊂ K
❡t s✐ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥ ❛✉① ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s✱ ❝❡
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥✲
❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ❜♦♥♥❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ st❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧✬✉♥❡
❞✐s♣❛r❛ît ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❜♦♥♥❡ ♦✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ r❡st❡✳

■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E q✉✐ ❥♦✉❡r❛
✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
❡t s♦♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r n q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦t❡ [n] ❡t ❞♦♥❝ Z✳ ❈✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧à t♦✉t❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡✳ ▼❛✐s ✐❝✐ ♣♦✉r E✱
♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡

(x, y) 7→ (jx, y)

❧❛✐ss❡ E ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t q✉❡ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡ [j] ❝❛r
♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ [j]3 = [1] = id ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t EndE = Z[j] ✭❡♥ ❢❛✐t
❝❡ s♦♥t ❧❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ E à ✉♥ s✉r❝♦r♣s✮✳
▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ E ❛ ♣♦✉r r❛♥❣ s✉r Z ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ E✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ s❡r❛✐t tr♦♣ ❧♦♥❣ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥
❞ét❛✐❧ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té✱
♠❛✐s ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t q✉❡ s♦♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à s❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❈❡❝✐ s❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛
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❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

E1 : y
2 = x3 + 3x− 2, ∆E1 =− 27 · 33;

E′
1 : y

2 = x3 + 3p2x− 2p3, ∆E′
1
=− 27 · 33 · p6

♦ù p > 3 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ p ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ E′
1 ♦♥

s❛✐t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ E1✳ ❙✉r
❧❡ ❝♦r♣s Q(

√
p) ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

x′ = px, y′ = p
√
py

q✉✐ ❞♦♥♥❡
E′

1 : y
′2 = x′

3
+ 3p2x′ − 2p3

❡t ❞♦♥❝

E′
1 : p

3y2 = p3x3 + 3p3x− 2p3

y2 = x3 + 3x− 2.

❙✉r Q(
√
p) ❧❡s ❝♦✉r❜❡s E1 ❡t E′

1 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t E′
1 ❛tt❡✐♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝✲

t✐♦♥ ❡♥ p✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ E′
1 ❡st ✉♥❡ t♦r❞✉❡ ❞❡ E1✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ s❡

❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ♦ù ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t t♦r❞r❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✳ ❈✬❡st ✐❝✐ q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡✉r ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❧✉s ❣r♦s ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s t♦r❞✉❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p s✐ Ep ❡st
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ p s✐ Ep \{sing} ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à Gm ❡t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ Ep \ {sing} ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ga✳ ❙✐
E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦✉ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❛♣rès ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✐✈✐s❡♥t ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ d(E) ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ E ❛tt❡✐♥t
ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❢❛✐t à ♠❛❥♦r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ d(E)
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ E✳ ■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠

d1 = sup
E
d(E)

❡st ✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ q✉❡ d1 = 24 ❡st ❛tt❡✐♥t
♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡

Emax : y2 = x3 − 2x2 − x.
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❈❡ s♦♥t ❝❡s ♥♦♠❜r❡s✱ d(E) ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t d1✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
ét✉❞✐❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ✿ ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❧❛ s✐t✉❛✲
t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥t✉✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✐❝✐ ❣râ❝❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss✱ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s♦♥t
❬❙✐❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✲✼✱ ❬❙❡✶❪ ♣❛rt✐❡ ✺✳✻ ❡t ❬❑r❪✳

✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱
♥♦tr❡ ♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❣râ❝❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ A s✉r
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs OK ❞❡ K✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ A ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛
X → SpecOK ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡st A✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡
✉♥✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❡t ♥♦té

A −→ SpecOK

q✉✐ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r
t♦✉t s❝❤é♠❛ Y ❧✐ss❡ s✉r SpecOK , ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

Hom(Y,A) = Hom(YK , A).

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬❇▲❘❪✳
❖♥ ♥♦t❡ k(p) ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞✉ ♣♦✐♥t p ∈ SpecOK ✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

♥❡✉tr❡s ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ A ❛✉① ♣♦✐♥ts ❢❡r♠és p ∈ SpecOK s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ A ❡t ♦♥ ❧❡s ♥♦t❡ Ak(p)✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E s✉r Q ❡t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♦♥ ❛ Ek(p) = Ep \ {sing}, ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ Ep \ {sing}✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❲❡✐❡rstr❛ss✳ ▲❡s ✈❛r✐étés Ak(p) s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡② ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

1 Gp Ak(p) Bp 1

♦ù Gp ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t Bp ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é✲
❧✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ p s✐Gp ❡st ✉♥ t♦r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐
Ak(p) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été s❡♠✐✲❛❜é❧✐❡♥♥❡✳ ❈❡❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡② ✐♠♣♦s❡ Ek(p) = Bp
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♦✉ Ek(p) = Gp✳ ❙✐ A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ p ♣♦✉r t♦✉t p ∈ SpecOK

❢❡r♠é ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♦✉ A ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐t ✓ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ✔ ❞û à ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ✭❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡
q✉❡ AL ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ❜❛sé s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡✳ ❙♦✐❡♥t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡ K ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❡t ℓ 6= p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ℓn✲t♦rs✐♦♥ A(K)[ℓn] ≃ (Z/ℓnZ)2g ❞❡ A

TℓA = lim←−
n

A[ℓn]

❡st ✉♥ Zℓ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ 2g ❛♣♣❡❧é ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ ❞❡ A✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ K ❛❣✐t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝❡
q✉✐ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡

ρA,ℓ : Gal(K/K) −→ GL2g(Qℓ).

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡ K✳
❆❧♦rs A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ s✉r ❧❡
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ TℓA ❞❡ A ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ 2 ♦ù ℓ 6= p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r✳

❈❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s♦♥t ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❬❙●❆✼❪ ❡①♣♦sé ■❳✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r d(A) ❞❡ ❧❛ ❞é✜✲

♥✐t✐♦♥ ✶✳✵✳✶ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ A✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ d(A) q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ g ❞❡ A✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

dg = sup
A, dimA=g

d(A)

♦ù A ✈❛r✐❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ dg ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ✭❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✮
♣♦✉r t♦✉t g ∈ N \ {0}✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ A ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té K(A[12]) ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ 12✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A
❣râ❝❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❞❡ ❬❙●❆✼❪ ❡①♣♦sé ■❳✮✳ ❈❡❧❛
❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

dg ≤ CardGL2g(Z/12Z)
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❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ d1 ≤ 4608 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s

❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✜♥✐❡ ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐t❡r
❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❋❛❧t✐♥❣s q✉✐ ♥❡ ❞❡✈✐❡♥t st❛❜❧❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦ù
A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✐❢s ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡①❛❝t❡ ❞❡ dg✳

✶✳✸ ➱♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭rés✉❧t❛t ✶✮ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ tr♦✐s
t❤é♦rè♠❡s✱ rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ♦❜❥❡ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❡s ♦❜t❡♥✐r ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉① ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♥❝❡r♥és✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t t❤é♦r✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛✐s t♦✉s s♦♥t
r❡❧✐és ♣❛r ❧✬♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ✿ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡✳

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❙❡rr❡ ❞❛♥s ❬❙❡✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡
♣❛r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❞❛♥s ❬❙●❆✼❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❙✐❧✈❡r❜❡r❣ ❡t ❩❛r❤✐♥ ❞❛♥s ❬❙❩✷❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t v
✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ p ❡t ℓ 6= p
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ v ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ v à K ❡t I(v/v) ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬✐♥❡rt✐❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❙♦✐t G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Qℓ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡
❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ρA,ℓ(I(v/v))✳

❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ A ❡♥ v ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s G/G◦ ♥♦té ΦA,v ♦ù G◦ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ G✳

❈❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ℓ✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬♦❜str✉❝✲
t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s✉✐✈❛♥t
●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦
❞❡ ΦA,v ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P♦✉r ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ♦♥ ♥♦t❡ ΣK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡s
❞❡ K✳

❘és✉❧t❛t ✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

d(A) = ppcm
v∈ΣK

CardΦA,v.
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❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❧✐❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ A ❡t ❧✬❡♥t✐❡r d(A) ❡t
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✸ ❞❡ ❬❙❩✷❪ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

d(A) |M(2g) ❡t dg |M(2g).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té dg ≤M(2g) ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ✶✳ P♦✉r
❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ à ❝❡❧❧❡ r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✈♦✐❝✐ ❧❡s
♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✳

g M(2g) CardGL2g(Z/12Z)
1 24 4608
2 5760 32053931488051200
3 2903040 1.2× 1038

4 1393459200 1.9× 1068

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ M(n) ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❑❛t③♥❡❧s♦♥
❞❛♥s ❬❑❛❪✱ ♦♥ ❛

lim
n→∞

(
M(n)

n!

) 1
n

≃ 3.4109.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t d1 = 24 ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ 2
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Emax ❡st SL2(F3) ✭❞✬♦r❞r❡ 24✮ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✾✳✶ ❞❡
❬❙❡✶❪✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥
A→ S ❛✈❡❝ S s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ S(Kv) ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡
❞❡ ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ ΣK ✳ ❈❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts
s♦♥t t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡s ✜❜r❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts s✉r
❧❡s ♦✉✈❡rts ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳ ❆✈❡❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t②♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t r✐❣✐❞✐✜é❡s ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞❡ ❬●■❚❪
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♥♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t✳

❘és✉❧t❛t ✸✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡
K ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r L t❡❧❧❡ q✉❡

d(A) = ppcm
B/K, p.p., dimB=g

d(B).

●râ❝❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ✷ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

d(A) = ppcmCardΦB,v
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♦ù ❧❡ ppcm ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés
❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉rK ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s
v ∈ ΣK ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❛✈❡❝
d(A)♠❛①✐♠❛❧ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡
v ∈ ΣK ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ p |M(2g) ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
♣r❡♠✐❡rs ❞❡ M(2g)✳

❖♥ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❈▼✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
❧✬é❣❛❧✐té

M(n) =
∏

p

pr(n,p)

♦ù r(n, p) =
∑
i≥0

⌊
n

pi(p−1)

⌋
.

❘és✉❧t❛t ✹✳ ❙♦✐❡♥t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ 2✳ ❖♥ ♥♦t❡ p1, . . . , pn ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs ❞❡M(2g)✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n}
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r
L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ vi ❞❡ L ❛✈❡❝

CardΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g
s✉r L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ L t❡❧❧❡s q✉❡

CardΦA,v = 2r(2g,2)+1−g.

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ 2✲♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❧✬❡st
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s q✉✐
s♦♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❈▼✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✳

▲❡ rés✉❧t❛t ✶ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ rés✉❧t❛t ✹ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✸ ❛✉ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ✹✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✹ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té dg = M(2g) s✐ ❧✬♦♥ s❛✈❛✐t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s q✉✐ ✈é✲
r✐✜❡ v2(CardΦA,v) = v2(M(2g)) ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ ΣK ✳ ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❛❜é❧✐❡♥♥❡ S s✉r Q( 9

√
2)✱ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ q✉✐ ✈ér✐✲

✜❡ CardΦS,2 = 128 = 2v2(M(4)) ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❈❤rét✐❡♥ ❡t ▼❛t✐❣♥♦♥ ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❡ ❬❈▼❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡

✜♥✐❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ΦA,v ❞✬✉♥❡
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡sK ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡✉r r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬❡♥t✐❡r d(A)✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♥❝rét✐s❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té

d(A) = ppcm
v∈ΣK

CardΦA,v ✭✷✳✶✮

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s

❧♦❝❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❧❛❝❡ v ❡t ✉♥ ❝♦r♣s
p✲❛❞✐q✉❡ Kv✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡✱ s✉✐✈❛♥t ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ (Knr

v )A,s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡
Knr

v ❞❡ Kv s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ A ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ΦA,v s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡
❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s❝❡♥❞ à Kv s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❞❡❣ré✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ L/Kv ❞❡ ❞❡❣ré CardΦA,v q✉✐ ❛ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❛❜s♦❧✉ q✉❡
(Knr

v )A,s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ A ❛tt❡✐♥t
ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L ❡t ❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té

d(AKv) = CardΦA,v

♦ù d(AKv) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à d(A) ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s
❧♦❝❛✉①✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ❧♦❝❛❧ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r♦✉♣❡s

✶✽
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❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v |M(2g)

♦ù g = dimA ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r r❡❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té ✷✳✶ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛s ❧♦❝❛❧✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ré✲

s✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑r❛s♥❡r✱ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❣râ❝❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré ppcm

v∈ΣK

CardΦA,v t❡❧❧❡ q✉❡ A ❛✐t

ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧
♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s A ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

d(A) |M(2g).

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ d1✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 24 t❡❧❧❡ q✉❡ E ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ E s✉r Q t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉✲
❝✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 24 ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛

d1 = max
A, dimA=1

d(A) = 24.

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S ⊂ ΣK ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ g✳

✷✳✷ ▲✬♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❧♦❝❛❧

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡ K ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❡t
❞❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ k ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ GK ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ K ❡t Gk ❝❡❧✉✐ ❞❡ s♦♥ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ IK ❧❡ ❣r♦✉♣❡



✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❊❙ ●❘❖❯P❊❙ ❉❊ ▼❖◆❖❉❘❖▼■❊ ❋■◆■❊

❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ GK ❡t PK ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K✮✳ ❖♥ ❛
GK/IK = Gal(k/k) = Gk✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♣❧✉s Knr ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥♦♥
r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K ❡t Kmr ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ s✉r Knr✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s

Gk ≃ Ẑ ≃ Gal(Knr/K)

❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ♣r❡♠✐❡r à p✳ ■❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ Knr✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Z/nZ✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❞❡ ❬❋❖❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t

rés✉❧t❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ΦA,v ❞✬✉♥❡
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬é❣❛❧✐té d(A) = CardΦA,v

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ΦA,v✳

✷✳✷✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ρA,ℓ : GK → GL2g(Qℓ) ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GK s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ TℓA ❞❡ A ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ℓ 6= p✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρA,ℓ

❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s q✉❛s✐✲✉♥✐♣♦t❡♥t❡s ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t❡s ❛♣rès ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♠❛✐s ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥ ❢❛✐t ✐❝✐✱ s✉✐✈❛♥t ❬❋❖❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✉t✐❧❡s à ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ IK ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡
♣❛r ρA,ℓ s❡r❛ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Zℓ(1) ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Zℓ(1) = lim←−

n∈N

µℓn ♦ù µℓn ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ℓn✲è♠❡s ❞❡

❧✬✉♥✐té✳ ❈✬❡st ✉♥ Zℓ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ 1 ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥
❞❡ GK ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡

χ(n) : Gal(K/K) −→ (Z/nZ)×

σ 7−→ χ(n)(σ)

♦ù✱ s✐ ζn ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ n✲è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ χ(n)(σ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

σ(ζn) = ζ
χ(n)(σ)
n ✳ ❈❡❧❛ ❞é✜♥✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s
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❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡

χ : Gal(K/K) −→ Ẑ×

σ 7−→ (χ(n)(σ)).

P❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ℓ✲è♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ Ẑ× ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ χℓ : GK →
Z×
ℓ = AutZℓ

Zℓ(1) ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GK s✉r Zℓ(1)✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡

IK/PK ≃
∏

ℓ6=p ♣r❡♠✐❡r

Zℓ(1).

❙♦✐t PK,ℓ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ IK ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡
∏

ℓ′ 6=ℓ,p ♣r❡♠✐❡r

Zℓ′(1)✳

❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♣❧✉s GK,ℓ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t GK/PK,ℓ✳ ❖♥ ❛ ❧❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s

1 // IK // GK
// Gk

// 1

1 // Zℓ(1) // GK,ℓ
// Gk

// 1.

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ❧✐✈r❡ ❬❲❪ ❝❤❛♣✐tr❡ 1 ❡t 2 ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
♣r♦✜♥✐s ❡t ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❙t❡✐♥✐t③ ✭♦✉ ❡♥t✐❡rs s✉r♥❛t✉r❡❧s✮✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ PK,ℓ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

PK,ℓ/PK ≃
∏

ℓ′ 6=ℓ,p

Zℓ′(1)

❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ❡st
∏

ℓ′ 6=ℓ,p

ℓ′∞✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦✜♥✐s ♦♥ ❛

[PK,ℓ : 1] = [PK,ℓ : PK ][PK : 1].

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ PK,ℓ ❡st
∏
ℓ′ 6=ℓ

ℓ′∞✳

❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ GK,ℓ s✉r
IK/PK,ℓ ≃ Zℓ(1) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦✲
t♦♠✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été

✭✯✮ ❆✉❝✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té
❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ℓ✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❆✉❝✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛✲
❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ℓ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Imχℓ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ Z×

ℓ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ✜♥✐❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ℓ✱ ❛❧♦rs χℓ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡
♣❛r Gal(L/K) q✉✐ ❡st ✜♥✐ ❞♦♥❝ ❛ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✜♥✐❡✳

P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✯✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ Imχℓ ❡st ❢❡r♠é❡
❝❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ GK ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s Z×

ℓ ✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
1 + ℓnZℓ ⊂ Imχℓ✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸✳ P♦✉r n ≥ 1 ❧❡s ❞❡❣rés [K(µℓn+1) : K(µℓn)] s♦♥t ℓ ♦✉ 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(µℓn+1)/K(µℓn) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡
❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Xℓ − ξ ♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
ℓn✲è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲❡ ❝♦r♣s K ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s L✳ ❈♦♠♠❡ [Q(µℓn+1) : Q(µℓn)] = ℓ ♦✉ 1 ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r [L(µℓn+1) : L(µℓn)]✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s
❣❧♦❜❛✉① ❡st ❞✬♦r❞r❡ ℓ ♦✉ 1 ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés s♦♥t ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ ℓ ♦✉ 1 ❛✉ss✐✳

P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉rK✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ≥ 1 t❡❧ q✉❡ [K(µℓn+1) : K(µℓn)] = ℓ✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ [K(µℓn+2) : K(µℓn+1)] = ℓ. ❖♥ s✉♣♣♦s❡K(µℓn+2) =
K(µℓn+1).

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(µℓn+1)/K(µℓn) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Z/ℓZ✳
❖♥ ♥♦t❡ ξ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ℓn✲è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ wi ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Xℓ− ξ ❡t
εi,j ❧❡s r❛❝✐♥❡s ℓn+2✲è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té t❡❧s q✉❡ εℓi,j = wi✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s wi ❡t s✐ σ(wi) = wj ❛❧♦rs σ(εi,k) ∈ {εj,m} ♣♦✉r
σ ∈ Gal(K(µℓn+1)/K(µℓn))✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ εi,j s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
Gal(K(µℓn+1)/K(µℓn)) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s εi,ni

♦ù 1 ≤ i ≤ ℓ✳ ■❧ s✉✐t q✉❡

❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r K(µℓn) ❞❡ εi,j ❡st
ℓ∏

i=1
(X − εi,ni

)✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ζ =
ℓ∏

i=1
εi,ni

✳ ❖♥ ❛

ζℓ =
ℓ∏

i=1

(εi,ni
)ℓ =

ℓ∏

i=1

wi = ξ
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❞♦♥❝ ζ ∈ K(µℓn) ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ Xℓ − ξ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r
❝❤♦✐① ❞❡ n✳

❖♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t m ≥ n✱ [K(µℓm+1) : K(µℓm)] = ℓ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡H ⊂ GK ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐sGal(K/K(µℓn))✳
❙♦✐t (λi) ∈ 1 + ℓnZℓ✳ ❙♦✐t (εi) ∈ Zℓ(1) q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ Zℓ(1) ❡♥ t❛♥t q✉❡ Zℓ✲
♠♦❞✉❧❡✳ P♦✉r t♦✉t σ ∈ H ♦♥ ❛ ♣♦✉r i ≤ n, σ(εi) = εi ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ H✳
❖♥ ❛

λn+1 = 1 + ℓnk ∈ Z/ℓn+1Z

❛✈❡❝ k ∈ Z✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gal(K(µℓn+1)/K(µℓn))✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉q✉❡❧
H ❛❣✐t✱ ❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Xℓ − εn✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧
❡①✐st❡ σ ∈ Gal(K(µℓn+1)/K(µℓn)) t❡❧ q✉❡ σ(εn+1) = ε

λn+1

n+1 ✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ℓ ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ℓ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ σ à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ λn+1 ❡♥
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Zℓ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t σ ∈ H t❡❧ q✉❡
χℓ(σ) = λ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❖♥ ♥♦t❡Kℓ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ℓ✲♠❛①✐♠❛❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

Kℓ =
∞⋃

n=1

Ln

♦ù Ln ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ℓn ❞❡ Knr✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ρ : GK → GL2g(Zℓ)
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ❞❡ GK ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ GL ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ρ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t
σ ∈ IL✱ ρ(σ) ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥
❣é♥ér❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ τ ❞❡ Zℓ(1) ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù PK,ℓ

❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
❙♦✐t N ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ mod ℓ✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 // N // GL2g(Zℓ) // GL2g(Fℓ) .

▲❡ ❣r♦✉♣❡ N ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦✜♥✐ ❝❛r ❝✬❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts
N/Nn ♦ù Nn ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ❧✬✐❞❡♥t✐té mod ℓn✳
❈❡s q✉♦t✐❡♥ts s♦♥t t♦✉s ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ℓ ❞♦♥❝ N ❡st ✉♥ ♣r♦✲ℓ
❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡ PK,ℓ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à ℓ✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ρ(PK,ℓ) ❛✉ss✐ ❡t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
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ρ(PK,ℓ)∩N ❡st ré❞✉✐t❡ à {1}✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ρ(PK,ℓ) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ GL2g(Fℓ) ❞♦♥❝ ❡st ✜♥✐✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ s❡
r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r GK,ℓ✳

❙♦✐t t ∈ Zℓ(1) ⊂ GK,ℓ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ Zℓ(1)✳ ◗✉✐tt❡ à
❝♦♥s✐❞ér❡r ρ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s GL2g(Qℓ) ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ a ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
ρ(t) ❡t v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ GK,ℓ s✉r
Zℓ(1) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r g ∈ GK,ℓ✱

ρ(gtg−1)(v) = ρ(tχℓ(g)))(v) = aχℓ(g) · v.

■❧ s✉✐t

ρ(t)
(
ρ(g−1)(v)

)
= ρ(tg−1)(v) = ρ(g−1)

(
aχℓ(g) · v

)
= aχℓ(g)ρ(g−1)(v).

❆✐♥s✐ aχℓ(g) ❡st ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ρ(t) ♣♦✉r t♦✉t g ∈ GK,ℓ✳ P❛r ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ Imχℓ ❡st ♦✉✈❡rt ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ 1 + ℓnZℓ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ n ∈ N t❡❧ q✉❡ an ❡st ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
❞❡ ρ(t)✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ a ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ρ(t) ❡st
q✉❛s✐✲✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ N ∈ N \ {0} t❡❧ q✉❡ tN ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡✳
▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Zℓ(1) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r tN ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ N ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ré✲
❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ I → Zℓ(1) ❞♦♥♥❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ N ❞❡
I✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.5 ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 3.8 ❞❡ ❬❙●❆✼❪ ❡①♣♦sé ■❳ ❞♦♥♥❡♥t ❡♥
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ I ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ 2 s✉✐t❡ à ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ρA,ℓ(PK,ℓ) ❡t ♦♥
♥♦t❡ K2 ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Kℓ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡
ρA,ℓ à PK,ℓ✳

✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t IA,v = {σ ∈ IK | ρA,ℓ(σ) ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
IA,v ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❡t ♦✉✈❡rt ❞❡ IK ✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s
GK ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt I ′ ❞❡
IK q✉✐ ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ U = Tℓ(A) ❞❡ ❧❛
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲
♠♦❞✉❧❡ U I′ ❞❡ U ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜①és ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ I ′ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
I ′✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r I ′′ ⊂ I ′ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ IK ❝❛r s✐ J
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❡st ✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt q✉✐ ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
I ′ ∩ J ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✳ ❙♦✐t V = U I′′ ❀
♦♥ ❛ U I′ ⊂ V ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ I ′ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡
❞✬é❝❤❡❧♦♥ 2✱ ♣♦✉r x ∈ V ❡t τ, σ ∈ I ′ ♦♥ ❛ (τ − id)(σ − id)(x) = 0 ❞✬♦ù
(σ− id)(x) ∈ U I′ ⊂ V ✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ σ(x) ∈ V ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ V ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r
I ′ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ I ′ s✉r V s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r I ′/I ′′ ❞♦♥❝ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❡t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡
❝❛r G ❡st ✜♥✐ ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧❡✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ U I′ = V ✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ U ef = U I′ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ I ′✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r IK s✉r U ef ❡st ❞♦♥❝ IA,v✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ IK ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t
❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❡t q✉❡ IK ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s GK , ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ IA,v ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s GK ✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ✭❬❙●❆✼❪ ❡①♣♦sé ■❳ ✸✳✺✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s
❞é✜♥✐ ♣❛r IA,v ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡Knr

A,s ❞❡K
nr t❡❧❧❡ q✉❡ A

❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉rKnr
A,s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡Knr ❛ ré❞✉❝t✐♦♥

s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡
❞♦♥❝ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s IA,v✳ ❈♦♠♠❡ IA,v✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr

A,s

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ℓ✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ A ❡♥ v ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr

A,s/K
nr ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ ΦA,v✳ ❖♥ ❛ ΦA,v =

IK/IA,v.

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡st ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❞❡ ❬❙❩✷❪✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ΦA,v ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♥❝ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t G ⋊

Z/nZ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❡t p✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✳

❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ρA,ℓ ❞❡ ΦA,v q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
ℓ ✜①é ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s CardΦA,v✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Kℓ ∩Knr

A,s = Knr✳
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❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s s✉✐✈❛♥t

K

Kmr

OO

K2

Ker ρA,ℓ|PK,ℓ

bb

Kℓ

OO <<
PK,ℓ

>>

Knr

OO

Zℓ(1)

==

K

OO

♦ù K2 ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Kℓ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Ker ρA,ℓ|PK,ℓ
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K2 ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ Knr
A,sK

ℓ ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr

A,s/K
nr ❡st ρA,ℓ(PK,ℓ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬é❣❛❧✐té Ker ρA,ℓ|PK,ℓ
= IA,v ∩ PK,ℓ q✉✐

♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛ss✉r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳
▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ IA,v ∩ PK,ℓ ⊃ Ker ρA,ℓ|PK,ℓ

❡st ❝❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ré❝✐✲
♣r♦q✉❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳

▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥K2/K
ℓ ❡st ρA,ℓ(PK,ℓ) ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s

K2

Knr
A,s

<<

Kℓ

ρA,ℓ(PK,ℓ)
aa

Knr

==bb

❈♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr
A,s/K

nr ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

Gal(Knr
A,s/K

nr) ≃ ρA,ℓ(PK,ℓ).



✷✳✷✳ ▲❊ ❈❆❙ ▲❖❈❆▲ ✷✼

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦✲
❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ q✉✐ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ❙♦✐❡♥t A, B ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r K q✉✐ s♦♥t
✐s♦❣è♥❡s✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

ΦA,v ≃ ΦB,v.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✐s♦❣é♥✐❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❚❛t❡✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ K✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Knr

A,s/K
nr✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
✜♥✐❡ ❝❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t A✱ B ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧
K✳ ❆❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞❡ A × B ❡st ❧❡
❝♦♠♣♦s✐t✉♠ Knr

A,sK
nr
B,s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ΦA×B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

ΦA × ΦB✳ ❙✐ B ≃ A ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ΦA2,v = ΦA,v✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❞❡ ❚❛t❡✳ ▲✬❛ss❡rt✐♦♥ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

✷✳✷✳✸ ❉❡s❝❡♥t❡ s✉r K

❖♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ΦA,v ❡st ❜✐❡♥ ❧✬♦r❞r❡ à ♠❛❥♦r❡r
♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞❡s❝❡♥❞ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr

A,s/K
nr ❡♥ ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ KA,s ❞❡ K s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❞❡❣ré✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ q✉✐ s❡
❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré n ♣r❡♠✐❡r à p ❞❡ Knr✳
❆❧♦rs t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞éré♠❡♥t ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ M ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ K
✈ér✐✜❡ IM = IL✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M/K ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ MKnr ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ Knr ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐❝✐té
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ MKnr = L ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡✳
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■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ❡①✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ K(π1/n) ♦ù π ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ OK ✳
❖♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✶✸✳ ❙✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr
A,s/K

nr ❡st ❞❡ ❞❡❣ré n ♣r❡♠✐❡r à p ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ KA,s ❞❡ K t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré
n s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr
A,s/K ❡st ❣❛❧♦✐✲

s✐❡♥♥❡ ❝❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ IA,v ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s GK ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡s

1→ ΦA,v → E → Ẑ→ 1.

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✷ ❞❡ ❬❙❩✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ KA,s ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré CardΦA,v

t❡❧❧❡ q✉❡ A ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r KA,s✳ ❉❡ ♣❧✉s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❡st ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐
L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ A ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L ❛❧♦rs
♦♥ ❧❛ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v | e(L/K)

♦ù e(L/K) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Ẑ ✭❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ Knr/K✮ ♣❛r ΦA,v✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❞❡ ❬❲❪
❧❡ ❣r♦✉♣❡ Ẑ ❡st ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦✜♥✐s ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ s : Ẑ → E✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H = s(Ẑ) ❞❡ E ✈ér✐✜❡
H ∩ ΦA,v = {1}✱ ❡st ❢❡r♠é ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ q✉♦t✐❡♥t E/H ❡st CardΦA,v✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❡st ❞♦♥❝
♦✉✈❡rt ❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ M ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❖♥ ❛ MKnr = Knr

A,s ❡t

[M : K] = CardΦA,v.

■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡
K s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♦♥
❛ IL ⊂ IA,v ❡t ❞♦♥❝ LKnr ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Knr

A,s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ CardΦA,v

❞✐✈✐s❡ [LKnr : Knr]✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
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L/K ❡♥ ✉♥❡ t♦✉r
L

Lnon

OO

K

OO

♦ù Lnon/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡t L/Lnon ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ■❧ s✉✐t q✉❡
[LKnr : Knr] = [L : Lnon] ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ CardΦA,v ❞✐✈✐s❡ e(L/K)✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ KA,s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥
❛ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ s❛♥s ✉♥✐❝✐té
❛ ♣r✐♦r✐✳ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✺✳ ❙♦✐t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ L ❡st K✲✐s♦♠♦r♣❤❡
à KA,s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ KA,s/K ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❀ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡
❝❛s ❞❡ L/K ❛✉ss✐✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ L ∩ Knr = K ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ L ≃ KA,s ❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ LKnr ≃ Knr

A,s✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
Knr

A,s ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡t ❞♦♥❝ IL = IA,v✳ ▲❡
❝r✐tèr❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳

✷✳✷✳✹ ❯♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

F (p) = F ∩Q(µp∞), m(F, p) = inf{m ≥ 1 | F (p) ⊂ Q(µpm), p
m 6= 2}

❡t t(F, p) = [Q(µpm(F,p)) : F (p)] ♦ù F ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ µpm ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s r❛❝✐♥❡s pm✲è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t Q(µp∞) ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Q(µpm) ♣♦✉rm ≥ 1✳
▲❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ s ❡t ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s F, ♣❛r

S(s, F ) = 2s−⌊s/t(F,2)⌋
∏

p premier

pm(F,p)⌊s/t(F,p)⌋
(⌊ s

t(F, p)

⌋
!
)
p
,

♦ù ⌊x⌋ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x ❡t mp = pvp(m)✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té M(2g) = S(2g,Q) ✭✈♦✐r ❬❘é✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✹✮✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✻✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v|2gS(2g,Q).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s

ρA,ℓ(PK,ℓ) −→ GL2g(Fℓ)

❡t ♣♦✉r t♦✉t ℓ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ρA,ℓ(PK,ℓ) ≃ ΦA,v✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ q✉❡ CardΦA,v ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ♦r❞r❡s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s GL2g(Fℓ) ♣♦✉r ℓ ❣r❛♥❞✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s❡
❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❬❘é✷❪ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té
CardΦA,v | S(2g,Q) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ΦA,v s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ré❞✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛✲
❧❛✐r❡s ❞❡ A q✉✐ s♦✐t s❡♠✐✲st❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬❙❩✷❪ ❛✉①
t❤é♦rè♠❡s ✺✳✷ ❡t ✺✳✸✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
ΦA,v ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A′◦

k′

❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ AKA,s
= A′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥
r❛♠✐✜é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r K = Knr✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ A′ = A ×K KA,s✳ ▲❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gal(KA,s/K) = Γ ❛❣✐t s✉r A′ ♣❛r s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r KA,s✳
P♦✉r σ ∈ Γ ♦♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

A′ (id×σ) //

��

A′

��
SpecKA,s σ

// SpecKA,s

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r A′ ❝♦♠♠❡ s❝❤é♠❛ s✉rKA,s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡
str✉❝t✉r❡❧ ❛✈❡❝ σ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ A′

σ✳ ❖♥ ♥♦t❡ A′ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❞❡
A′✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❞❡ A′

σ ❡st A′
σ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ A′ ✈✉ ❝♦♠♠❡ SpecOKA,s

s❝❤é♠❛ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ σ s✉r SpecOKA,s
✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡

◆ér♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ r❡❧è✈❡ (id × σ) ❡♥ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❢❛✐s❛♥t
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❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

A′ (id×σ) //

��

A′

��
A′

��

// A′

��
SpecOKA,s

// SpecOKA,s

❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

OKA,s

��

σ // OKA,s

��
k′

σ
// k′

♦ù σ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❝❛r σ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ k′✲
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

A′ σ // A′

A′
k′

OO

// A′
k′

OO

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à A′◦✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A′◦

k′ ✳
❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❣✐t s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ Tℓ(A

′
k
)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞✬❛❝t✐♦♥
Γ −→ AutTℓ(A)

IA,v

❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Γ→ AutA′◦
k′ → AutTℓ(A)

IA,v

❛❧♦rs Γ→ AutA′◦
k′ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❛r Γ ≃ ΦA,v✳ ▲✬✐s♦✲

♠♦r♣❤✐s♠❡ Tℓ(A)IA,v ≃ Tℓ(A
′
k′) ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❙●❆✼❪ ❡①♣♦sé ■❳ ♣✳

✸✸✶✕✸✸✷✳

❖♥ s❛✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s 4g2 s✉r Q ✭✈♦✐r ❬▼✉❪ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶ ♣✳ ✶✼✽✮
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❛♥♥♦♥❝é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 4.1 ❞❡ ❬❘é✷❪
❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ S(g, F ) | S(dg,Q) ♣♦✉r F ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré d
s✉r Q✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✸ ❞❡ ❬❙❩✷❪ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✽✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ K✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v |M(2g).

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✶✾✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ K✳ ▲❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ CardΦA,v s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à 2g + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✐r❡❝t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥❛♥t M(2g) = S(2g,Q)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ t(Q, p) = p− 1 ♣♦✉r p > 2 ❞♦♥❝ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

p |M(2g) ⇐⇒
⌊

2g

p− 1

⌋
6= 0 ⇐⇒ p ≤ 2g + 1.

✷✳✷✳✺ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r m ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✮
❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ K(A[m]) ❞❡ ❧❛ m✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r A✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ét✉❞✐é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❛r ❙✐❧✈❡r❜❡r❣ ❡t
❩❛❤r✐♥ ❞❛♥s ❬❙❩✶❪✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ✐❝✐✳ ❉❛♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷✵✳ ❙♦✐❡♥t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K✱ p ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦r♣s
rés✐❞✉❡❧ kv ❡t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ p✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs A ❛
ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ v s✐ ℓ 6= 2 ❡t s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❛♠✐✜é❡
❞❡ K ❡♥ v s✐ ℓ = 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t σ ∈ I(v/v) ♦ù v ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ v à Q ❡t I ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❛ss♦❝✐é✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ σ ♦✉ σ2 ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡
s✉r Tℓ(A)✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ σm ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ 2 ♣♦✉r ✉♥
m ∈ N\{0} ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ a ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ρA,ℓ(σ)✱ ♦ù ρA,ℓ : Gal(K/K) → Aut(Tℓ(A))
❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ a ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ m✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ t♦rs✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ρA,ℓ(σ) ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r Tℓ(A)/ℓTℓ(A) ≃
Z
2g
ℓ /ℓZ

2g
ℓ ❞♦♥❝ ρA,ℓ(σ)−1 ∈ ℓM2g(Zℓ)✳ ■❧ s✉✐t q✉❡

a−1
ℓ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ρA,ℓ(σ)−1
ℓ ✳ ❖♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

χσ ❞❡ ρA,ℓ(σ) ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé ■❳ ❞❡
❬❙●❆✼❪✱ χσ ∈ Z[X]✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

ℓ−2gχσ(1 + ℓX) = χ ρA,ℓ(σ)−1

ℓ

∈
(
Z
[1
ℓ

]
∩ Zℓ

)
[X].
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❈♦♠♠❡ ℓ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s Zℓ ♦♥ ❛ Z[1ℓ ] ∩ Zℓ = Z ❡t a−1
ℓ ∈ Z✱

a− 1 ∈ ℓZ✳
❙♦✐tM ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ a✱ s✐M = 1 ❛❧♦rs a = 1✳ ❙✐♥♦♥✱ s♦✐t q ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r

t❡❧ q✉❡ qr ❞✐✈✐s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t M ✳ ❆❧♦rs a
M
qr = w ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ qr✲

è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t w− 1 ∈ ℓZ ♣❛r ❧❡ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ♣❛r ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

q = φqr(1) =
∏

i∧qr=1

(1− wi) ∈ ℓϕ(qr)Z.

❉♦♥❝ q
ℓϕ(qr) ∈ Z ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s❛✉❢ s✐ q = ℓ = 2✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ M = 1

♦✉ M = 2 ❡t ρA,ℓ(σ)
2 ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡✳

▲✬❛r❣✉♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❙❩✶❪ ❡st ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ n✲t♦rs✐♦♥
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s p✲❛❞✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷ ❡t ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s✉rKnr✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ IA[ℓ] = Gal

(
K/Knr(A[ℓ])

)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ IA,v

♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉é ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Knr
A,s ⊂ Knr(A[ℓ])✳ ❖♥

s❡ ✜①❡ ❛❧♦rs ℓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭ℓ > 2 dimA + 1 s✉✣t✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡
q✉❡ ΦA,v s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à ℓ✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❑❪ ♣❛rt✐❡ ✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✶✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr(A[ℓ])/Knr
A,s ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ♦✉ ❧✬✉♥✐q✉❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ℓ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t σ ∈ IA,v✳ ❆❧♦rs σ ❛❣✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ 2
s✉r A[ℓ]✳ P♦✉r x ∈ A[ℓ] ♦♥ ❛

σ2(x) = 2 · σ(x)− x

❡t ♣❛r ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ σℓ(x) = ℓ · σ(x)− (ℓ− 1) · x = x✳
■❧ s✉✐t q✉❡ Gal(Knr(A[ℓ])/Knr

A,s) ❛ ♣♦✉r ❡①♣♦s❛♥t ℓ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳

❖♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥Knr(A[ℓ])/Knr✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✷✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr(A[ℓ])/Knr ❛ ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
ΦA,v ♦✉ ΦA,v × Z/ℓZ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s

Knr −→ Knr
A,s −→ Knr(A[ℓ])

♦ù Knr(A[ℓ])/Knr
A,s ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ♦✉ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ℓ✳ ❙✐ ❝❡tt❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❛❧♦rs G = ΦA,v✳
❙✐♥♦♥✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥Knr

ℓ ❞❡ ❞❡❣ré ℓ ❞❡Knr ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡
❞❡ Knr

A,s ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ ℓ✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ Knr
ℓ K

nr
A,s s✬✐♥sèr❡ ❞❛♥s ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

Knr
ℓ K

nr
A,s

Knr
ℓ Knr

A,s

Knr

❡t ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr
ℓ K

nr
A,s/K

nr
A,s ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ℓ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❧✬é❣❛❧✐té Knr
ℓ K

nr
A,s = Knr(A[ℓ]) ❡t G ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❞✐r❡❝t ❛♥♥♦♥❝é✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ΦA,v ❡st ❡♥✲
t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ s✉r ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ℓ s♦✐t
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 2 dimA+ 1 ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✷✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s

✷✳✸✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ p✲❛❞✐q✉❡

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs é♥♦♥❝és s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞ ❡t tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ q✉✐ ❡♥
rés✉❧t❡ ❡st ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❣❧♦❜❛✉① ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ♣r❡s❝r✐ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❝♦r♣s K ❡st
t♦✉❥♦✉rs p✲❛❞✐q✉❡ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t (fj)j≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ K[X] ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡
❞❡❣ré n✳ ❖♥ ♥♦t❡

fj = Xn +

n−1∑

i=0

aijX
i.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aij ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts ai ∈ K ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✳ ❙♦✐t rj ∈ K ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ fj ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (rj)j≥0 q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ r ∈ K ❞❡

f = Xn +
n−1∑
i=0

aiX
i✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ C ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ max
k
|ak|

1
n−k ✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t ai 6= 0 ♦♥
❛ ❧✬é❣❛❧✐té |aij | = |ai| ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ (aij , ai, 0)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

ai = 0 ❧❛ s✉✐t❡ (aij)j≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❞♦♥❝ ♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ |aij |
1

n−i ≤
max
k
|ak|=C s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ i t❡❧ q✉❡ ai 6= 0✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛ |aij |

1
n−i ≤ C

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

|rnj | ≤ max
i
Cn−i|rj |i

♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ |rj | ≤ C✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs

|f(rj)| = |f(rj)− fj(rj)| = |
n−1∑

i=0

(ai − aij)rij | ≤ max
i
|ai − aij |max(1, Cn−1).

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ (|f(rj)|)j≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s
✭s✐ t♦✉s ❧❡s ai s♦♥t ♥✉❧s ❛✉ss✐✮✳ ❙♦✐❡♥t L ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ f ❡t ρk
❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ f s✉r L✳ ❖♥ ❛

lim
j→∞

n∏

k=1

(rj − ρk) = 0

❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (rϕ(j))j≥0 ❞❡ (rj)j≥0 q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ρk
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ✭❈♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s r❛❝✐♥❡s✮ ❙♦✐t r ∈ K ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ f =
n∑

i=0
aiX

i ❛✈❡❝ an = 1✳ ❖♥ ♥♦t❡ µ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ r ❡♥ t❛♥t q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ f ✳

❙♦✐t η > 0 t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ f s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s η
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❞❡ r✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 0 < ε < η ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ s✐ g =
n∑

i=0
biX

i ✉♥✐t❛✐r❡

❞❡ ❞❡❣ré n ✈ér✐✜❡
|ai − bi| < δ

♣♦✉r t♦✉t i ❛❧♦rs g ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t µ r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❛♥s
❧❛ ❜♦✉❧❡

Bε(r) = {x ∈ K, |x− r| < ε}.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t 0 < ε < η ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ t❡❧ δ✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

✉♥✐t❛✐r❡s fj =
n∑

i=0
aijX

i ❛✈❡❝

|aij − ai| −→
j→∞

0

❡t fj ♥✬❛ ♣❛s µ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bε(r)✳
❖♥ ♥♦t❡ ρjk ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ fj ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲

s✉✐t❡ ❞❡ (ρj1)j≥0 q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ρ1 ❞❡ f ❡t q✉✐tt❡ à ❡①tr❛✐r❡ n
❢♦✐s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ (fj)j≥0 t❡❧❧❡ q✉❡ ρjk → ρk✳

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à n s✉r K ♠✉♥✐

❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡✱ (fj)j≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
n∏

k=1

(X − ρk) ♣❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡

❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✲r❛❝✐♥❡s✳ ❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ (fj)j≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
f ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {ρk} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ f ✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r r = ρk ♣♦✉r µ ✐♥❞✐❝❡s✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1 ≤ k ≤ µ✳ ◗✉✐tt❡ à ❡①tr❛✐r❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡
❞❡ (fj)j≥0 ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ♦♥ ❛

|ρjk − ρk| < ε

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r |ρjk − r| < ε ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ µ✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ♦♥ ❛
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ η

|ρjk − r| = | = |r′k − r| ≥ η > ε

♣♦✉r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ r′k ❞❡ f ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ r✳
❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉s ❧❡s fj ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t µ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s Bε(r) ❝❡ q✉✐

❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐t f ∈ K[X] ✉♥✐t❛✐r❡ à r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❙♦✐t ε > 0
❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ P♦✉r t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ g ∈ K[X] ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ f, ❝❤❛q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ g ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s ε ❞✬✉♥❡
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✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ f ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ g ❞❛♥s K[X] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

❝❡❧❧❡ ❞❡ f ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ f =
s∏

k=1

fi ♦ù ❧❡s fi s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

❞❡ ❞❡❣ré ni ❛❧♦rs g =
s∏

k=1

gi ♦ù ❧❡s gi s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré

ni✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ µ = 1 ❡t ε ♣❛r ❤②✲
♣♦t❤ès❡ s✉r g✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ GK s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐s♦♠étr✐❡s
❞♦♥❝ ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ f s♦✉s ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦r❜✐t❡s
❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ g ♣❛r ✉♥✐❝✐té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t v1, . . . , vn ❞❡s ♣❧❛❝❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ K✳ ❙♦✐❡♥t K ′

i/Kvi ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ❞❡❣ré d✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K ′/K ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ v′i|vi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
i t❡❧❧❡ q✉❡ K ′

v′i
≃ K ′

i ❡t [K ′ : K] = d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s K ′
i/Kvi s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐✲

t❛✐r❡s gi =
d∑

j=0
bijX

j ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢✳ P❛r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ε > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ f =
d∑

j=0
ajX

j ∈

K[X] t❡❧ q✉❡ |aj − bij |vi < ε ❡t ❝❡ ♣♦✉r t♦✉t i, j✳ P❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s Kvi [X] ❞♦♥❝ ❞❛♥s K[X] ♣♦✉r ε ❛ss❡③
♣❡t✐t✳ ❙♦✐t K ′ = K[X]/(f)✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❧❛❝❡ v′i
❞❡ K ′ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ vi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛

Kvi ⊗K K ′ = Kvi [X]/(f) ≃ K ′
i.

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s✬♦❜t✐❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ε ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♣❛r ❬◆❪ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✺✳✾ ♣❛❣❡ ✷✵✼✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s
S ❞❡K s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡s❝r✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ✐♥❡rt❡s ❞❛♥s K ′✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛❜é❧✐❡♥ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t v1, . . . , vn ❞❡s ♣❧❛❝❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ K✳ ❙♦✐❡♥t Li/Kvi ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ wi ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ vi ♦♥ ❛✐t Lwi

≃ Li✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L ré❛❧✐s❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❧♦❝❛❧❡s✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬❆❚❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ❳ t❤é♦rè♠❡ 4 ♣✳ ✶✵✷✳

❙✐ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞✲
❲❛♥❣ ❡t ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡
t❤é♦rè♠❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣r❡sq✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❙❚❪✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 7✳

✷✳✸✳✷ ▲✬❡♥t✐❡r d(A) ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K✳ ❖♥ ♥♦t❡ v1, . . . , vn ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ré❞✉❝✲
t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,vi q✉✐
❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡Kvi ❛②❛♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à A q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 7 ❞❡ ❬❙❚❪ s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✻✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ KA,s ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré ppcm

v∈ΣK

CardΦA,v t❡❧❧❡ q✉❡ A

❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r KA,s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ AL ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

ppcm
v∈ΣK

CardΦA,v | [L : K].

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t d = ppcm
v∈ΣK

CardΦA,v✳ ❙♦✐❡♥t v1, . . . , vn ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K

t❡❧❧❡s q✉❡ ΦA,vi 6= {1} ❡t s♦✐t di t❡❧ q✉❡ CardΦA,vidi = d✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✷✳✷✳✶✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ Kvi ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Li/Kvi ❞❡ ❞❡❣ré
CardΦA,vi t❡❧❧❡ q✉❡ A ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r Li✳ ❖♥ ♥♦t❡ Mi ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ Li ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré di✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s M1/Kv1 , . . . ,Mn/Kvn

s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré d✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦✲
❝❛❧❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❞❡ ❞❡❣ré d ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ A ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ AL ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t wi1, . . . , wim ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡
L ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ vi✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐❧ ② ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❧♦❝❛❧✐sés
Lwij

♣♦✉r t♦✉t j ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ΦA,vi ❞✐✈✐s❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ e(wij/vi)✳ P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ∑

j

e(wij/vi)f(wij/vi) = [L : K]
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♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ CardΦA,vi ❞✐✈✐s❡ [L : K]✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
✐♥❞✐❝❡s i ❧❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡ ppcm s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❖♥ ♥❡
♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❈▼✳

❖♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡
❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✷✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ΦA,v ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❬❙❡✶❪ ♣❛❣❡ ✸✶✷✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✼✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 24 t❡❧❧❡ q✉❡ E ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ E s✉r Q t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉✲
❝✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 24 ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛

d1 = max
A, dimA=1

d(A) = 24.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳ ▲❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r g = 1 ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✽ ❡st 24. ❖♥
s❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✻ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ K ❞❡ ❞❡❣ré
❞✐✈✐s❛♥t 24 t❡❧❧❡ q✉❡ E ❛tt❡✐❣♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ s✉r L✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r Q

E : y2 = x3 − 2x2 − x

❛tt❡✐♥t ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ❛②❛♥t SL2(F3) ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ΦE,2 ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✺✳✾✳✶ ❞❡ ❬❙❡✶❪✳

✷✳✸✳✸ ❈♦r♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐té

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡♥✈❡rs❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧
♦ù ❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥❞r❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❧❛❝❡s ♠❛✐s ❧❡s
❝♦r♣s q✉✐ st❛❜✐❧✐s❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ ❡♥ ❞❡s
♣❧❛❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐
s✉r ❧❡sq✉❡❧s t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ ♦♥t ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✳ ❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t à K = Q ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✳
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❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s q✉✐
s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

Sp,g = {L/Qnr
p | ∃A ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r Qp, dimA = g, ❛✈❡❝ L = (Qnr

p )A,s}

❡st ✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹✱ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ ❜♦r♥é ♣❛r M(2g) ❞❡
Qp ❡t ❞❡ Qnr

p ✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Qp ❞❡
❞❡❣ré ❜♦r♥é✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

■❧ ❡st ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ♣❛r
M(2g) ❞❡ Qnr

p ❡st ❧✉✐ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❙❡rr❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✾✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥
♥✉❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Kp,g ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ ❞❡ Q t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ A ❡st ✉♥❡
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r Q ❛❧♦rs AKp,g ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡
❡♥ p✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lp/Q
nr
p ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠

❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sp,g, q✉✐ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ s✉r Qnr
p ✳ ❈✬❡st ❡♥❝♦r❡

✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ Qp ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹
❛ss✉r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞❡s❝❡♥❞ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L′ ❞❡Qp✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
Kp,g t❡❧❧❡ q✉❡ (Kp,g)p = L′✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Kp,g ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ IK q✉✐ ❡st
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sp,g✳

❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡t s✐ p > 3 ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r Kp,1 ❞❡ ❞❡❣ré 6✳

❖♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡ Q ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ KS,g/Q t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ A ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r Q ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡
♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S ❛❧♦rs AKS,g

❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ p ∈ S ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Lp/Q
nr
p ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sp,g✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
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❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ Qp ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹
❛ss✉r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞❡s❝❡♥❞ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L′

p ❞❡ Qp✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✻✮ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡s L′

p ♦♥t ♠ê♠❡ ❞❡❣ré✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
KS,g✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r g = 1 s✐ ❞❡ ♣❧✉s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♥✐ 2 ♥✐ 3 ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r KS,1 ❞❡ ❞❡❣ré 6✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡ Q ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r S ❞✬♦r❞r❡ g ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
KS,g/Q ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r
Q ❞♦♥t ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❛♥s S ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡ s✉r KS,g✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣❧❛❝❡s ✜①é ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
S′ ⊂ S ❡t g′ ≤ g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r Q ❛②❛♥t Z/3Z
♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ 3✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
t②♣❡s ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
K ❞❡ ❞❡❣ré 3 ❞❡ Q3 t❡❧❧❡ q✉❡ EK ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞♦✐t ❞❡ ♣❧✉s ✈ér✐✜❡r q✉❡ KQnr

3 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/3Z✳ ❙♦✐t L ❧❛
❝❧ôt✉r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❛❧♦rs L/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ♦✉ 2 ❡t ♣❛r
❞é❝❛❧❛❣❡ Lnr/Knr ❛✉ss✐✳ ❚♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ Lnr/Qnr

3 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/Q3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ Gal(Lnr/Qnr

3 ) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ S3 q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 3
❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❝✬❡st Z/3Z ❡t Lnr = Knr✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❛s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù L = K ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦ù L/Q3 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ S3

❛✈❡❝ Z/3Z ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣ré 3 ❞❡ Q3

ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡ ♦♥ ❛ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❣é♥ér❛t❡✉r ✿

Pr❡♠✐❡r ❝❛s





K1 : X
3 − 3X2 + 21

K2 : X
3 − 3X2 + 3

K3 : X
3 − 3X2 + 12

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s
{
K4 : X

3 + 3X2 + 3.

❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✷ ❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à K4✳
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❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ K1, K2 ❡t K3 ♦♥t ♠ê♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐✲
♠❛❧❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ K1K2 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s✉r Q3 ❞❡ ❣r♦✉♣❡
Z/3Z×Z/3Z✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦ssè❞❡ ✹ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❣✉és ❞✬♦r❞r❡ 3 ❞♦♥❝ 4
q✉♦t✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 3✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ❧✐st❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ 3 ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛✲
♠✐✜és ❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 3 ❞❡ Q3✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ Ku ❞❡
❞❡❣ré 3 ❞❡ Q3 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ K1K2 ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ K1K2 = K1Ku✳
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡

Knr
1 K

nr
2 = K1K2Q

nr
3 = Knr

1

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r K1K3 ❡t K2K3✳
■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r q✉❡ Knr

4 6= Knr
1 ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳

❙♦✐t L ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ K4✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Knr
4 = Knr

1 ❞♦♥❝ q✉❡
LKnr

1 = Knr
1 ✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ LK1 ❡st r❛♠✐✜é ❞❡ ❞❡❣ré 3 ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐❡♥t

❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q3 ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré 6 ♥♦té❡ Ku6 ✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞❡ LK1/Q3 ❡st Z/3Z×S3 ♦r ❧✬✉♥✐q✉❡ q✉♦t✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/6Z ❞❡
❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ K1Ku2 ❛✈❡❝
Ku2 ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2 q✉✐ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s L✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡
LK1 ❡st ❞♦♥❝ Z/3Z×Z/3Z ❡t Knr

4 K
nr
1 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 9 ❞❡ Qnr

3 ✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K ❞❡

Q ❞❡ ❞❡❣ré 9 t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❛✈❡❝ ΦE,3 = Z/3Z ✈ér✐✜❡
EK ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s

E1 : y
2 + xy + y = x3 − x2 + 4x− 1, ∆ = −1 · 26 · 34

❡t
E2 : y

2 + xy + y = x3 − x2 + 5x+ 5, ∆ = −1 · 23 · 34

♦♥t ♣♦✉r t②♣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Knr
1 ❡t Knr

4 ❡♥ 3 ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❱❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❛✈❡❝

d(A) ♠❛①✐♠❛❧

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ r❡❧✐é ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ d(A)✳ ❖♥
✈❛ ✐❝✐ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ A[ℓ] → S ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ♣✉✐s ♣❛r ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❞❡s Kv✲♣♦✐♥ts ❞❡ S ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ ΣK ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ A → S s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts s✉r ❧❡s ♦✉✈❡rts ❞✉ r❡✲
❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ S q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱
♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ✜❜r❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ♣❧❛❝❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s p✲❛❞✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t A→ S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❛✈❡❝ S ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r
✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t v ∈ ΣK ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s G1, . . . , Gn

❡t ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ S(Kv) ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts U1, . . . , Un t❡❧s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t s ∈ S(Kv) ♦♥ ❛

s ∈ Ui ⇐⇒ ΦAs,v ≃ Gi.

✹✹
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ L/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t w | v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L t❡❧❧❡
q✉❡ Lw ≃ Kv ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ S(L) ♦♥ ❛

s ∈ Ui ⇐⇒ ΦAs,w ≃ Gi.

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✸ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬♦❜✲
❥❡t ♥❛t✉r❡❧ à ❝♦♥s✐❞ér❡r s❡r❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ✜①é❡✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
s❝❤é♠❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t r✐❣✐❞✐✜é❡s Hg ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣
Ag ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❢❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✺✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡s✲
♣❛❝❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣rès s❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❊❦❡❞❛❤❧ ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡
❞é❢❛✉t✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡
❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ rés✉❧t❛t ✸✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ d(A) ♠❛①✐♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s K✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

dg(K) = ppcm
B/K, p.p., dimB=g

d(B).

❖♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧t❛t ✸ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ g,
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r L t❡❧❧❡ q✉❡

d(A) = dg(K).

✸✳✷ ❉❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é✲
❧✐❡♥

✸✳✷✳✶ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ✜①é✳ ▲❡ ❜✉t
❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑r❛s♥❡r ♣♦✉r ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✜♥✐s
ét❛❧❡s é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❬P♦❪✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✼✹✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛
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❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❝♦♥♥❡①❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t S′ → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s s✉r
K ❛✈❡❝ S ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ T → S t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t s ∈ S(L) ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s L ❝♦♥t❡♥❛♥t K ❡t s ∈ S(L) ♣♦✐♥t
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ s ♦♥ ❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

(i) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ HomS(T, S
′) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ S′×S s ♣❛r

t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✜❜r❡✳
(ii) ▲✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ AutS T s✉r S′ ×S s ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r t♦✉t ❝❤♦✐①

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s (i) ❡st ✜❞è❧❡✳
(iii) ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GL s✉r S′ ×S s s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r AutS T ♣❛r t♦✉t ❝❤♦✐①

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s (i)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

ϕs : GL → AutS T

❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
❝♦♥❥✉❣✉és✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t s ∈ S(L) ❡t s ∈ S(L) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❖♥ ♥♦t❡
a1, . . . , an ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ S′×S s✳ ❙♦✐t Y ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✜❜ré ❞❡
S′ ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✉r S ♣r✐s n ❢♦✐s ♠✉♥✐ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s p1, . . . , pn : Y → S′✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ a = (a1, . . . , an) ∈ Y ×S s ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣♦✐♥t a ∈ Y ❞♦♥t
♦♥ ♥♦t❡ C ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ι : C → Y ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
p1 ◦ ι, . . . , pn ◦ ι ❞é✜♥✐ss❡♥t t♦✉s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ HomS(C, S

′) ❡t
✈ér✐✜❡♥t ❞❡ ♣❧✉s pi ◦ ι(a) = ai ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

eva : HomS(C, S
′) −→ S′ ×S s

f 7−→ f(a)

❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ✜♥✐s ét❛❧❡s q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡
s♦♥t é❣❛✉① s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ eva ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✲
❥❡❝t✐✈❡ ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t C → S ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ AutS C s✉r ❧❛ ✜❜r❡ C ×S s ❡st ❧✐❜r❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❉✉
❢❛✐t q✉❡ C ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❧✐❜r❡✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❙♦✐t a′ ∈ C×S s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

eva′ : HomS(C, S
′) −→ S′ ×S s

f 7−→ f(a′)
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❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝❛r
❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡HomS(C, S

′) =
{p1 ◦ ι, . . . , pn ◦ ι} ♦♥ ❛ a′ = (aσ(1), . . . , aσ(n)) ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ Sn✳
❈❡tt❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Y ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❡t ❝♦♠♠❡ a′ ∈ σ(C) ♦♥ ❛ σ(C) = C✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ σ s❡ r❡str❡✐♥t à ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ∈ AutS C q✉✐ ✈ér✐✜❡ σ(a) = a′ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été (ii)✳ ❙♦✐t g ∈ AutS C q✉✐ ❛❣✐t tr✐✈✐❛✲
❧❡♠❡♥t s✉r HomS(C, S

′)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ♦♥ ❛

pi ◦ ι(g(a)) = ai

❞✬♦ù g(a) = a ❡t g = idC ✳
P♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été (iii)✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ GL s✉r C ×S s s❡ ❢❛✐t

s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ AutS C q✉✐ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❢❛❝t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉
♣♦✐♥t a ∈ C ×S s ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕs : GL → AutS C q✉✐ ❢❛❝t♦r✐s❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r σ ∈ GL ❡t b ∈ C ×S s ♦♥ ❛

σ · b = ϕs(σ) · b

♦ù ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ AutS C✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡
♣♦✐♥ts ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥❥✉❣✉és✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r f ∈ HomS(C, S
′) ❡t σ ∈ GL ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

❝♦♠♠✉t❡
C ×S s C ×S s

S′ ×S s S′ ×S s.

σ

f f

σ

❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t σ(f(a)) = f(σ(a)) ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ϕs(σ)(f)(a) = σ(f(a)) ♣❛r ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕs✳

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s
♣♦✐♥ts s ∈ S(L) ❡t s ∈ S(L)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡s ♣♦✐♥ts t ∈ S(L) ❡t
t ∈ S(L) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❣❛❧♦✐s✐❡♥ T → S q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés (i), (ii) ❡t (iii) ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ t ❡t t✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ S ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ S′×S t ❡st ❡♥❝♦r❡
n ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ S′ s✬❡♥✈♦✐❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r S✳ ❖♥
♣♦s❡ S′ ×S t = {b1, . . . , bn} ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡✱ q✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r✱ q✉❡ b1 ❡st
❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ S′ q✉❡ a1✳ ❙♦✐t π1 ∈ HomS(T, S

′) t❡❧
q✉❡ π1(b) = b1 ♣♦✉r ✉♥ b ∈ T (L) ❡t s♦✐❡♥t π2, . . . , πn ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
HomS(T, S

′)✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π1 ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ T s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
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❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ S′ ❝♦♥t❡♥❛♥t b1 ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ c ∈ T (L) t❡❧ q✉❡ π1(c) = a1✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

evc : HomS(T, S
′) −→ S′ ×S s

f 7−→ f(c)

❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s π1, . . . , πn ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ η : T → Y t❡❧ q✉❡ pi ◦ η = πi ❡t

πi ◦ η(c) = ai.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ η(c) = a ❡t q✉❡ η(T ) = C✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ C → T ❡t ❞♦♥❝ T ≃ C✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ S′ → S ❛✈❡❝ S ❝♦♥♥❡①❡ ♦♥
♥♦t❡r❛ T → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r t♦✉t L✲♣♦✐♥t s ❞❡ S ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕs✳ P♦✉r ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ⊂ AutS T ♦♥ ♥♦t❡ πH : TH → S ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t q✉♦t✐❡♥t ❛ss♦✲
❝✐é à H ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ S ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
à ♣❛rt✐r ❞✬♦✉✈❡rts ♦❜t❡♥✉s ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s πH ♣♦✉r H ✈❛r✐❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t S′ → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s s✉r K
❛✈❡❝ S ❝♦♥♥❡①❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S(L) ♦♥
❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

GL/Kerϕs ≃ Gal(L(S′
s(L))/L).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gal(L(S′
s(L))/L) ❡st ❧❡

q✉♦t✐❡♥t GL/Ker ρs ♦ù ρs : GL → AutS′ ×s s ❡st ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ P❛r ❧❛
♣r♦♣r✐été (iii) ❞❡ T ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r ϕs : GL → AutS T ❡t ♣❛r
(ii) ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ AutS T s✉r S′ ×s s ❡st ✜❞è❧❡✳ ■❧ s✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té Ker ρs = Kerϕs

❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥t S′ → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s s✉r K ❡t
L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s✳ ❙♦✐❡♥t s ∈ S(L) ❡t H ⊂ AutS T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳
❆❧♦rs✱ ❧❛ ✜❜r❡ TH ×S s ❛ ✉♥ L✲♣♦✐♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ AutS T
t❡❧ q✉❡ Imϕs ⊂ gHg−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ✜❜r❡ TH×s ❡t HomS(T, TH)✳
▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GL s✉r ❝❡tt❡ ✜❜r❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ϕs ♣❛r (iii) ❡t ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ pH : T → TH s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ AutS T ❡st H
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭TH ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✮ ❧❡
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st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é à H✳ ❖♥
♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❯♥ L✲♣♦✐♥t ❞❡ TH ×S s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ HomS(TH , T ) st❛❜❧❡
s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GL✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕs ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ H✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕs ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❥✉❣✉é gHg−1 ❞❡ H ♣♦✉r ✉♥ g ∈ AutS T
❛❧♦rs g · pH ❞♦♥♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✜①é ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞♦♥❝ ✉♥ L✲♣♦✐♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t S′ → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡
✜♥✐ s✉r K ❡t L/K ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s H1, . . . , Hn

❡t ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ S(L) ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts U1, . . . , Un t❡❧s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ❡t t♦✉t s ∈ S(L)

s ∈ Ui ⇐⇒ Gal(L(S′
s(L))/L) ≃ Hi.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ S ✭q✉✐tt❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡rt❛✐♥s ♦✉✈❡rts✮ ❞♦♥❝ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ S ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

P♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ⊂ AutS T ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

ŨH = πH(TH(L)) \
⋃

G(H

πG(TG(L))

❞❡ S(L)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s πH ♣♦✉r H ⊂ AutS T s♦♥t ✜♥✐s ét❛❧❡s✱ ✐❧s
✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
s✉r TH(L) ❡t S(L)✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ŨH s♦♥t ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rts ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ AutS T ❡st ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts H1, . . . , Hn ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ AutS T ❡t ♦♥ ♣♦s❡

Ui =
⋃

H′⊂AutS T
H′≃Hi

ŨH′ .

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

s ∈ Ui ⇐⇒ Imϕs ≃ Hi
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♣♦✉r s ∈ S(L). P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✐ s ∈ Ui ❛❧♦rs s ∈ ŨH ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
H ⊂ AutS T ✐s♦♠♦r♣❤❡ àHi✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ Imϕs ⊂ gHg−1

♣♦✉r ✉♥ g ∈ AutS T ❝❛r ❧❛ ✜❜r❡ TH ×S s ❛ ✉♥ L✲♣♦✐♥t✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✐ ♦♥
❛ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Imϕs ⊂ gGg−1 ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G ( H ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡
❧❡♠♠❡ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ TG ×S s ❛ ✉♥ L✲♣♦✐♥t ❡t ❞♦♥❝ s ∈ πG(TG(L)) ❝❡
q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ŨH ✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ Imϕs ≃ Hi✳ ❖♥
♥♦t❡ H ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕs✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ❧❛ ✜❜r❡ TH ×S s ❛ ✉♥
L✲♣♦✐♥t ❡t s ♥✬❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❛✉❝✉♥ L✲♣♦✐♥t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t TG
♣♦✉r G ( H ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ s ∈ ŨH ⊂ Ui✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s ♦✉✈❡rts Ui s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷ q✉✐ ❞♦♥♥❡

Imϕs ≃ Hi ⇐⇒ GL/Kerϕs ≃ Hi ⇐⇒ Gal(L(S′
s(L))/L) ≃ Hi.

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✜♥✐ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✜❜r❡s ♦♥t ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t S′ → S ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡
t②♣❡ ✜♥✐ s✉r K ❡t L/K ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣❛r
❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts (UL′)L′/L❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ S(L) t❡❧ q✉❡ s✐ s ∈ UL′ ❛❧♦rs ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ S′

s s♦♥t ❞é✜♥✐s s✉r L′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t L′/L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❙♦✐t H ⊂ AutS T ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ VH ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ S(L′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❈♦♠♠❡ ιL′ : L →֒ L′ ❡st
✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧✬♦✉✈❡rt ι−1

L′ (V{1}) ❞❡ S(L) ❡st t❡❧ q✉❡ s✐ s ∈ ι−1
L′ (V{1})

❛❧♦rs L(S′
s) ⊂ L′✳

P♦✉r L′ = L ♦♥ ♣♦s❡

UL = V{1}

❡t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱

UL′ = ι−1
L′ (V{1}) \

⋃

K(M(L

UM

s✐♥♦♥✳
P❛r ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ UL′ ❡st ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é ❞❛♥s

S(L)✳
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✸✳✷✳✷ P❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❧❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❧❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❙●❆✶❪✳ ❖♥
✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳
❈❡❝✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✺✳ P♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ S s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① x ❞❡ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ S

1 πét
1 (SK , x) πét

1 (S, x) GK 1.

▲❛ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s
L/K ❡t ✉♥ L✲♣♦✐♥t s ∈ S(L), ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

πét
1 (SL, s) GL

1 πét
1 (SK , x) πét

1 (S, x) GK 1.

❖♥ ♥♦t❡ s∗ : GL → πét
1 (S, x) ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✐♥s✐✳

❖♥ ✜①❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ S′ → S✱ ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ S(L)
❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ s ∈ S(L)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ πét

1 (S, x) ❛❣✐t s✉r ❧❛ ✜❜r❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ S′ ×S s ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : πét

1 (S, x)→ AutS T ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡
❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ϕs = ϕ ◦ s∗.

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S(L)→ Hom(GL,AutS T ) q✉✐
❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ S(L) ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕs ♠❛✐s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S(L)→ SubAutS T à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ AutS T à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès q✉✐ à s ❛ss♦❝✐❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕs✳ ❖♥ ✈❛ ♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐r
✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦✜♥✐✳

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡ SubG ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❢❡r♠és ❞❡ G ✭♣♦✉✈❛♥t êtr❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♣rès✮✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♠✉♥✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦✜♥✐ ♣❛r ❧❛
❜✐❥❡❝t✐♦♥

SubG ≃ lim←−
ϕ : G→H

SubH

♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s SubH s♦♥t
♠✉♥✐s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡r ♣r♦✜♥✐

κ : S(L)→ Subπét
1 (SL, s)
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❡st ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ L ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✻✳✷ ❞❡ ❬❙t❪✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ Sπét

1
(S/L)✱

s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦✜♥✐ ❞❡s ❢❡r♠és ❞❡ πét
1 (SL, s) à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès

♣❛r πét
1 (SL, x) ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❢❡r♠és ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ GL → πét

1 (SL, s)✳
❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦♥❝rèt❡ ❞❛♥s ❬❙t❪✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦✉✈❡rts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s h∗ ✐♥❞✉✐ts s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ h : S′ → S✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

πét
1 (S′, s′) πét

1 (S, x)

GL

h∗

ι

▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té s❡ ❞é❞✉✐r❛ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ S(L) ❡t Uh ⊂ Sπét

1
(S/L) ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à h : S′ → S✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ a∗ ∈ Uh s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ a′ ∈ S′(L) ❛✈❡❝
h(a′) = a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❡♥s ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

S′ S

SpecL

a

a′

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ a∗ ∈ Uh ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s′ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡

s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡

πét
1 (S′, s′) πét

1 (S, s)

GL.

h∗

s′
a∗

❉❡ ♣❧✉s h∗ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉✈❡rt U ⊂ πét
1 (S, s)

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ a∗✳ ▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ét❛❧❡ h ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ πét
1 (S, s)✲

❡♥s❡♠❜❧❡ πét
1 (S, s)/U ❡t ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ h ❡♥ a ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ét❛❧❡ ❞❡ SpecL

❞é❞✉✐t ❞❡ S′ ♣❛r t✐ré ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❛r a : SpecL → S✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ✜❜r❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ Gal(L/L)✲❡♥s❡♠❜❧❡ πét

1 (S, s)/U ♦ù Gal(L/L) ❛❣✐t ♣❛r a∗✳
▲✬é❧é♠❡♥t 1 ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✜①é ♣❛r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♣♦✐♥t L✲r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ h−1(a)✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ a′✳
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✼✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✉♠♠❡r ♣r♦✜♥✐

κ : S(L) −→ Sπét

1
(S/L)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ S(L) ❡t a∗ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r κ✳ ❙♦✐t h : S′ → S ✉♥
r❡✈êt❡♠❡♥t ét❛❧❡ ✜♥✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ t❡❧ q✉❡ Uh ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♦✉✈❡rt ❞❡ a∗✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛

κ−1(Uh) = {s ∈ S(L) | s∗ ∈ Uh}

❡t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡

κ−1(Uh) = {s ∈ S(L) | ∃s′ ∈ S′(L), h(s′) = s}
= h(S′(L)).

❖r h ❡st ét❛❧❡ ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt❡ s✉r ❧❡s L✲♣♦✐♥ts✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬P♦❪ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✺✳✼✸✳

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ Sπét

1
(S/L) à Subπét

1 (SL, s) s❡ ❞é❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t

q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s ❢❡r♠és à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès ♣❛r πét
1 (SL, s) s✉r

Subπét
1 (SL, s) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ L/K✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

S(L) −→ SubAutS T

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡r ♣r♦✜♥✐
κ : S(L) → Subπet1 (SL, s) ❡st ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ κ ❡t ❞❡s ✢è❝❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s

Subπét
1 (SL, s)→ Subπét

1 (S, x)→ SubAutS T.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✉♥ ♦✉✈❡rt ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡
ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r S(L) → SubAutS T ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à t♦✉s ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳



✺✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❱❆❘■➱❚➱❙ ❆❇➱▲■❊◆◆❊❙ ❆❱❊❈ D(A) ▼❆❳■▼❆▲

✸✳✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥

P♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ A → S ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥ts ✜♥✐s
ét❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ n✲t♦rs✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♥♦tés A[n]→ S✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡
❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r✈✉
q✉❡ ℓ s♦✐t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t A → S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❛✈❡❝ S s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t v ∈ ΣK ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s G1, . . . , Gn ❡t ✉♥
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞❡ S(Kv) ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts U1, . . . , Un t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t s ∈ S(Kv) ♦♥ ❛

s ∈ Ui ⇐⇒ ΦAs,v ≃ Gi.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ L/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t w | v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L t❡❧❧❡
q✉❡ Lw ≃ Kv ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ S(L) ♦♥ ❛

s ∈ Ui ⇐⇒ ΦAs,w ≃ Gi.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ p ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ v✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✷✳✹ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥A[ℓ]→ S ❛✈❡❝ ℓ > max(2 dimA+
1, p) ❡t ❧❡ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ Knr

v ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s H1, . . . , Hn ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt (Vi)1≤i≤n ❞❡ S(Knr

v ) t❡❧ q✉❡

s ∈ Vi ⇐⇒ Gal(Knr
v (As[ℓ])/K

nr
v ) ≃ Hi.

P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✷ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gal(Knr
v (As[ℓ])/K

nr
v ) ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ à ΦAs,v ♦✉ ΦAs,v×Z/ℓZ ❡t ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s CardΦA,v✳ P♦✉r ❧❡s i ∈
{1, . . . , n} t❡❧s q✉❡ Z/ℓZ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ Hi ♦♥ ♣♦s❡ Gi = Hi/(Z/ℓZ)
❡t ♦♥ ♣♦s❡ Gi = Hi ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s r❡st❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣♦s❡

Unr
i =

⋃

Gj≃Gi

Vj

❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉✈❡rts (Ui)
nr
1≤i≤r ♦ù ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t r❡t✐ré❡s

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛✐t

s ∈ Unr
i ⇐⇒ ΦAs,v ≃ Gi

♣♦✉r t♦✉t s ∈ S(Knr
v )✳

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ S(Kv) →֒ S(Knr
v ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞♦♥♥é

♣❛r Ui = Uun
i ∩ S(Kv) ❡st ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳
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❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❜❛s❡ S ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ✜❜r❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♣r❡s❝r✐t❡
❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t A→ S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r K ❛✈❡❝
S ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t v1, . . . , vn ∈ ΣK ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❙♦✐❡♥t si ∈ S(Kvi) ❞❡s Kvi✲♣♦✐♥ts ❞❡ S✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ S(K)
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ΦAs,vi ≃ ΦAsi
,vi .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✷✮
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸✳ ❙♦✐❡♥t A→ S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t
♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts (UL)L/Knr

v ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ S(Knr
v ) t❡❧s q✉❡ s✐ s ∈ UL

❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Knr
v s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ As ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲

st❛❜❧❡ ❡st L✳

P❛r ❧❛ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✜♥✐
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♠♣❧ét✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t A→ S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t
✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts (UL)L/Knr

v ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ S(Kv) t❡❧s q✉❡ s✐
s ∈ UL ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Knr

v s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ As ❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡st L✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ S(Kv) ♦❜t❡♥✉ ♣❛r t✐ré
❡♥ ❛rr✐èr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
S(Kv) →֒ S(Knr

v )✳ ❈✬❡st ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ S(Kv) ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✈♦✉❧✉❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡s ♦✉✲
✈❡rts ♦❜t❡♥✉s ❛✐♥s✐ s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Knr

v q✉✐ s♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥
à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s✉r
Kv✳

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡
❛✣♥❡ ♣r✐✈é❡ ❞❡ 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✺✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 s✉rA1
Q\{0}

❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
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E : y2 = x3 + t.

▲❡ s❝❤é♠❛ A1
Q \ {0} = S ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❙♦✐t s : Q → S ✉♥

♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥Q✲♣♦✐♥t s ∈ S✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞♦♥♥❡

0 −→ Ẑ −→ π1(S, s) −→ Gal(Q/Q) −→ 1

❡t ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
s : SpecQ → S✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ π1(S, s) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t
s❡♠✐✲❞✐r❡❝t

Ẑ⋊Gal(Q/Q).

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(Q/Q) s✉r Ẑ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡ χ✳

P♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t s ∈ S(Q) ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ Es ✜❜r❡ ❞❡ E ❡♥ s ❛ ♣♦✉r
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss

y2 = x3 + s

❞✬♦ù ✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆Es = −16 · 27 · s2 = −24 · 33s2 ❡t ✉♥ j✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♥✉❧✳
❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞s c4 = 0 ❡t c6 = 25 · 33 · s✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 2 ❡t 3 ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
E✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ j = 0 ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ 2 ❡t 3✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 3✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ♣❛❣❡ ✸✺✻ ❞❡ ❬❑r❪ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ Es ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s 3✲❛❞✐q✉❡s ❞❡ ∆Es ✱
c4 ❡t c6 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ♠♦❞✉❧♦ 9✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐
v3(s) = 0 ♦♥ ❛ ΦEs,3 = Z/4Z s✐ s ≡ 1 ♦✉ 8 mod 9 ❡t Z/3Z⋊Z/4Z s✐♥♦♥✳ ❙✐
1 ≤ v3(s) ≤ 4 ♦♥ ❛ ΦEs,3 = Z/3Z⋊ Z/4Z s❛✉❢ s✐ v3(s) = 3✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s ♦♥ ❛ ΦEs,3 = Z/4Z s✐✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t s = u33✱ ♦♥ ❛ u ≡ 1 ♦✉ 8 mod 9✳
▲✬♦✉✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Z/4Z ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s
♦✉✈❡rt❡s 1 + 9Z3✱ 8 + 9Z3✱ 33 + 35Z3 ❡t 8 · 33 + 35Z3✳ P♦✉r s ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✭♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡t
✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ✐❝✐✳

P♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 2 ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❛❣❡ ✸✺✽✕✸✺✾ ❞❡ ❬❑r❪✳ ▲✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ −2 ≤ v2(s) ≤ 4✳ ❖♥ tr❛✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

v2(s) = 0 ✿ ΦEs,2 = Z/3Z s✐ s ≡ 1 mod 4 ❡t ΦEs,2 = Z/6Z s✐♥♦♥✳
v2(s) = 1 ✿ ΦEs,2 = Z/2Z✳
v2(s) = 2 ✿ ΦEs,2 = Z/3Z s✐ s

22
≡ −1 mod 4 ❡t ΦEs,2 = SL2(F3) s✐♥♦♥✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r p = 3 ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❜♦✉❧❡s
♦✉✈❡rt❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦✉✈❡rts ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✸✳✶✳
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❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦✲
♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ 2 ❡t 3 ♣r❡s❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡

E4 : y
2 = x3 + 4

❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ 2 ❡t 3✱ ✐✳❡✳ ΦE4,2 = SL2(F3) ❡t ΦE4,3 =
Z/3Z⋊ Z/4Z✳

✸✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧

P♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❯♥ t❡❧ s❝❤é♠❛ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r
♥♦✉s ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❬●■❚❪ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♦♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✺ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❡✱ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s
✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❛r ▼✉♠❢♦r❞ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♠♦❞✉❧❡s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❛❜é❧✐❡♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sés ❛✈❡❝ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❛❜é❧✐❡♥s ❡t ❧❡✉rs ❢❛✐s❝❡❛✉① ❛♠♣❧❡s✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❡t ❢❛✐s❝❡❛✉①
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ✭✈♦✐r ❬●■❚❪✱ ❬▼✉❪ ❡t ❬▼●❊❪ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✮✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ très ❛♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❛❜é❧✐❡♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ X s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶✳ P♦✉r t♦✉t ❢❛✐s❝❡❛✉ L ❛♠♣❧❡ s✉r X✱ L⊗n ❡st très ❛♠♣❧❡
♣♦✉r n ≥ 3✳

P♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ : X → X̂ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r X
♣❛r

L∆(λ) = (1X , λ)
∗P

♦ù P ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré s✉r X ×K X̂✳
P♦✉r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛♠♣❧❡ L ♦♥ ♥♦t❡ φL ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡

rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❙♦✐t λ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r X✳ ❆❧♦rs φL∆(λ) = 2λ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❙♦✐t λ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r X✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡ sé♣❛r❛❜❧❡ K ′/K ❡t ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❛♠♣❧❡M s✉r XK′ t❡❧ q✉❡ φM = λK′ ✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ s✐ λ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r
X ❛❧♦rs L∆(λ)⊗2 ❡st très ❛♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♣rès ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s à ✉♥❡
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❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ sé♣❛r❛❜❧❡ K ′ ❞❡ K✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
N ❛♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ φN = λK′ . ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r N ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t L∆(λ)K′ ≃ N⊗2. ■❧ s✉✐t

L∆(λ)⊗2
K′ ≃ N⊗4

❡st très ❛♠♣❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❙♦✐t X → S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t L ✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r X ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs

✭✐✮ Riπ∗(L) = (0) ♣♦✉r i > 0✳
✭✐✐✮ π∗(L) ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ s✉r S✳
✭✐✐✐✮ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ φL ❞é✜♥✐❡ ♣❛r L ❡st r2 ♦ù r ❡st ❧❡ r❛♥❣

❞❡ π∗(L)✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✺✳ ❙♦✐t S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♥♥❡①❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♥♦❡t❤ér✐❡♥✳ ❙♦✐❡♥t
π : X → S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❧✐ss❡ ❡t ε : S → X ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ π✳ ❙✐
♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ s ❞❡ S ❧❛ ✜❜r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Xs ❞❡ π ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐té ε(s) ❛❧♦rs X ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ s✉r S ❛✈❡❝ ✉♥✐té ε✳

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ q✉✐ s❡r❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s
♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r✐❣✐❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛ ❥♦✉❡r ❝❡ rô❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✳ ❯♥❡ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé (X,λ)✱ π : X → S ❡st ✉♥ S✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

φ : P(π∗(L
∆(λ)⊗2)) ≃ P4g × S.

P♦✉r q✉❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

S 7−→ {X → S ♣✳♣✳ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t r✐❣✐❞✐✜é}

s♦✐t ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ T → S ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❛❧♦rs λ× 1 ❡st ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s✉r X ×S T ❡t ♦♥ ❛

L∆(λ)⊗2 ⊗OS
OT = L∆(λ× 1)⊗2.

P♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
q✉✐✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ R1π∗(L

∆(λ)) = 0✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

f∗(π∗(L
∆(λ)2)) ≃ πT ∗(f

∗
X(L∆(λ)2))
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♦ù ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s π, πT ✱ f ❡t fX ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❝❛rré ❝❛rtés✐❡♥

X ×S T T

X S

fX

πT

f

π

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ P(πT ∗(f
∗
X(L∆(λ)⊗2)) ≃ P(π∗(L

∆(λ)⊗2))×S

T ❡t ❞♦♥❝ φ × 1: P(π∗(L
∆(λ)⊗2)) ×S T → P4g × T ❡st ✉♥❡ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé (X ×S T, λ× 1)✳
❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

Hg : S 7−→ {X → S ♣✳♣✳ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t r✐❣✐❞✐✜é}.

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

Φ: Hg −→ HilbPP4g

♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ Hg ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❢♦♥❝t❡✉r ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
❍✐❧❜❡rt ❡t ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ Hg ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ Φ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ L∆(λ)⊗2 ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t très ❛♠♣❧❡✱ ✐❧ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❢❡r♠é❡ X →֒ P(π∗(L

∆(λ)⊗2)) ❡t
❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

X P(π∗(L
∆(λ)⊗2)) P4g × S

S P4g

ι

π

φ

p1
p2

ε

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❢❡r♠é ❞❡ P4g × S ♣❧❛t s✉r S ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡
❍✐❧❜❡rt 4gXg ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Φ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ Y ❧❡ s❝❤é♠❛
P(π∗(L

∆(λ)⊗2)) ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✼✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ Φ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
r✐❣✐❞✐✜é ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❢❡r♠é❡ j : X →֒
P4g × S✱ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π : X → S ❡t ❞❡ s❛ s❡❝t✐♦♥ ε✳
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❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛❧❛♥ç♦✐r❡ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻ ♣✳ ✺✶ ❞❡ ❬▼✉❪✮
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❞✉✐t P4g×S ❡t ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ (φ∗OY (1))

−1⊗OP4g
S
(1)✳

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✉① ✜❜r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p2 ❡st
tr✐✈✐❛❧❡ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ F ′ s✉r S✳ ❆♣rès
t✐ré ❡♥ ❛rr✐èr❡ s✉r X ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡

(ι∗OY (1))
−1 ⊗ (p1 ◦ φ ◦ ι)∗OP4g (1) = π∗F ′.

❖♥ ♥♦t❡ F ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ (p1 ◦ φ ◦ ι)∗OP4g (1) = j∗OP4g
S
(1)✳ ❖r ♦♥ ❛ ι∗OY (1) =

L∆(λ)⊗2 ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ε∗L∆(λ) = OS ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ε∗((L∆(λ)⊗2)−1 ⊗F) = F ′

❞✬♦ù ε∗F = F ′ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

L∆(λ)⊗2 ≃ F ⊗ π∗ε∗F−1

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ L∆(λ)⊗2 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ 4λ =
ϕL∆(λ)⊗2 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s S✲♠♦r♣❤✐s♠❡s X → X∨

❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❝❡❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡ λ✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ φ✳ ❈♦♠♠❡ F =

j∗OP4g
S
(1) ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ Γ(P4g ,OP4g (1))S → π∗F ♣❛r ❛❞❥♦♥❝✲

t✐♦♥✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ (ε∗(F))−1 ❡t F ❞♦♥♥❡ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

π∗(F ⊗ π∗(ε∗F)−1) ≃ π∗F ⊗ (ε∗F)−1.

❖r ❞✬❛♣rès ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t π∗(F ⊗ π∗(ε∗F)−1) ≃ π∗L∆(λ)⊗2✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧

Γ(P4g ,OP4g (1))S ⊗ (ε∗F)−1 −→ π∗L
∆(λ)⊗2

q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

P(π∗L
∆(λ)2) ≃ P(Γ(P4g ,OP4g (1))S ⊗ (ε∗F)−1) = P4g × S.

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ q✉❡ Hg ❡st ✉♥ s♦✉s✲❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ Hilb4gXg

P4g ✳ ❖♥ ❛
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❛✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Hg ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳ ❙♦✐❡♥t π : X → S ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t L ✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r X ❡t π✲❛♠♣❧❡ s✉r S t❡❧ q✉❡ ε∗(L) = OS✳ P♦✉r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ f : T → S ♦♥ ♥♦t❡ LT ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ s✉r XT = X ×S T
❞é❞✉✐t ❞❡ L✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ k ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
λ : XT → X∨

T t❡❧ q✉❡ LT = L∆(kλ)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❢❡r♠é
S0 ⊂ S t❡❧ q✉✬✉♥ t❡❧ λ ❡①✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r S0✳
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▲❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✾✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ Hg ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠é ❞❛♥s Hilb(4X)g

P4g

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ Hg✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡H0 ❧❡ s❝❤é♠❛
Hilb4

gXg

P4g ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❞❡ ❬●■❚❪ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ♦✉✈❡rt H1 ⊂ H0 q✉✐ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s S → H0 ♦ù
X → S ❡st à ✜❜r❡s ❧✐ss❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲✬♦✉✈❡rtH1 ❡st ♠✉♥✐
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✉♥✐✈❡rs❡❧ Z1 → H1 ❡t ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥
à ❝❡ H1 ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✺ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡
H1✳ ❖♥ ♥♦t❡ H1 =

∐
i
H1,i ♦ù H1,i ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H1✳ ❆❧♦rs

s✐ x : Spec k → H1 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ H1 q✉✐ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ♣r♦❞✉✐t
✜❜ré ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✺ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H1 ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ H2

❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ H1 q✉✐ s♦♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❛❜é❧✐❡♥s✳ P❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ H2 ❢❛❝t♦r✐s❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s S → H1 ♦ù X → S ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛
❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ Z2 → H2✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Z2 ❡st ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❞❡ P4g ×H2 ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
❢❛✐s❝❡❛✉

L2 = OZ2 ⊗ p∗1(OP4g (1)).

❙♦✐❡♥t π : Z2 → H2 ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❡t ε ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❆❧♦rs
❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ L′

2 = L2 ⊗ π∗ε∗L−1
2 ❡st tr✐✈✐❛❧ s✉✐✈❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❙✐ S

❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ t❡❧ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ Z2 ×H2 S ❛✈❡❝ s♦♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé ❡t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t r✐❣✐❞✐✜é ❛❧♦rs ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ λS ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

L′
2 ⊗OS = L∆(λ)⊗2.

❆❧♦rs ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ ❢❡r♠é H3 ⊂ H2 t❡❧
q✉❡ L′

2 ⊗OS ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ L∆(λ)⊗2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S → H2 s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡
♣❛r H3✳ ❖♥ ♣♦s❡ Z3 = Z2 ×H2 H3✳ ❆❧♦rs Z3 → H3 ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ λ : Z3 → Z∨

3 t❡❧ q✉❡ s✐ L3 = L′
2 ⊗OZ3 ❛❧♦rs

L3 = L∆(λ)⊗2✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

H0(OP4g (1))⊗ (ε∗L3)
−1 −→ π∗L

∆(λ)⊗2.

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s♦✉s✲s❝❤é♠❛ H4 ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
♥♦②❛✉ ❡t ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳
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❖♥ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ Zg → Hg✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❇▲❪ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✽✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Hg✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ Hg ❡st
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 7.4 ❞❡ ❬●■❚❪ ❧❡s
s❝❤é♠❛s Zg ❡t Hg s♦♥t q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐❢s✳

✸✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ d(A)♠❛①✐✲
♠❛❧ r❡❧❛t✐❢ à ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧ Zg → Hg ♣♦✉r ❧❡s
✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
r✐❣✐❞✐✜é❡s✳ ■❧ r❡st❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r Hg✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞é❞✉✐t
❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❊❦❡❞❛❤❧✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶✳ ❙♦✐t ϕ : X → Y ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡
✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❛✈❡❝ X ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t Y
✈ér✐✜❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t v1, . . . , vn ∈ ΣK ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s
❡t Ui ⊂ X(Kvi) ✉♥ ♦✉✈❡rt ♥♦♥ ✈✐❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n}✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❧❛❝❡s wi | vi t❡❧❧❡s q✉❡ Lwi

≃ Kvi ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n} ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ X(L) t❡❧ q✉❡ xLwi

∈ Ui ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
i ∈ {1, . . . , n}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ϕ(Ui) ❞❡ Y (Kvi) q✉✐ s♦♥t ♦✉✈❡rts
❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r ϕ q✉✐ ❡st ét❛❧❡✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ Y ✈ér✐✜❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t X ❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❞❡ ❬❊❦❪ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t y ∈ Y (K) t❡❧ q✉❡ yKvi

∈ ϕ(Ui) ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ❡t y ❛ ✉♥❡ ✜❜r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ϕ✳ ❈❡tt❡ ✜❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s L ❡t ❝♦♠♠❡ ϕ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜♥✐✱ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ❞❡ K✳

P♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ yKvi
♣❛r ϕ ❡st SpecL⊗Kvi =

⊕
w|vi

Lw✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ yKvi
❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t xi ∈ Ui✳ ❯♥ t❡❧ ♣♦✐♥t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ wi | vi ❞❡ L t❡❧❧❡ q✉❡ Lwi
= Kvi ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐

x = ϕ−1(y) ♦♥ ❛ xLwi
= xi ❡t ❞♦♥❝ x ∈ X(L) ✈ér✐✜❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

❖♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✹ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✷✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ g,
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
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♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r L t❡❧❧❡ q✉❡

d(A) = dg(K).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t p1, . . . , pn ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ dg(K)✳ P❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✻ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s B1, . . . , Bn ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r K ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s v1, . . . , vn ∈ ΣK t❡❧❧❡s q✉❡

vpi(CardΦBi,vi) = vpi(dg(K)).

◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ ❧❡s vi ❡t ❛✈❡❝ s✉❢✲
✜s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✭♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻
❞❡ ❬❘✐❪✮ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ♣❧❛❝❡s vi ❞✐st✐♥❝t❡s✳

❙♦✐❡♥t bi ∈ Hg(K) ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✜❜r❡ Bi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}✳ P❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à Zg → Hg ❡t ❧❡s ♣❧❛❝❡s vi ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts
Ui ⊂ Hg(Kvi) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r s ∈ Hg(Kvi)✱

s ∈ Ui ⇐⇒ ΦAs,vi ≃ ΦBi,vi

♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ As ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ Zg → Hg ❡♥ s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ Hg ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✲

♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❛✣♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
U ⊂ Hg q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts b1, . . . , bn ∈ U ✳ ❙♦✐t ϕ : U → Am

K ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ❡st ✜♥✐
❡t ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ét❛❧❡ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❛✣♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ V ⊂ U t❡❧ q✉❡ ϕ|V ❡st ét❛❧❡ ❡t ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt Y ⊂ Am

K ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡

ϕ|V : V → Y

❡st ✜♥✐ ét❛❧❡ ❡t Y ✈ér✐✜❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙♦✐t F = U \ V ❧❡ ❢❡r♠é
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ U ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ F ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❡t ✐❧ s✉✐t q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ui ∩ V (Kvi) s♦♥t ♦✉✈❡rts ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
Ui∩U(Kvi) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t F (Kvi) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ♣❛r s❛
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à ϕ|V ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐♥t s ∈ V (L)
♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s wi ∈ ΣL ❛✈❡❝ Lwi

≃ Kvi t❡❧s q✉❡
sLwi

∈ Ui✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ As ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t s ∈ Hg(L) ✈ér✐✜❡

ΦAs,wi
= ΦBi,vi

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n} ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✷✳✸✳✻ ❞♦♥♥❡ dg(K) | d(As)✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ∈ ΣL \ {w1, . . . , wn} ❞❡



✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❱❆❘■➱❚➱❙ ❆❇➱▲■❊◆◆❊❙ ❆❱❊❈ D(A) ▼❆❳■▼❆▲

♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r As ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Mw ❞❡ Lw ❞❡ ❞❡❣ré
CardΦAs,w ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✹✳ ❙♦✐t d ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s Mw/Lw ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡t s♦✐t
M ′

w/Lw ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ Mw ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ [M ′
w : Lw] = d✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s M ′
w/Lw s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡t (As)M ′

w
❡st

s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❙♦✐t M/L ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❛♣♣❧✐q✉é❡
❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s M ′

w/Lw ❞❡s ♣❧❛❝❡s w ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦ù M ′
w

❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré d s✐ w ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s wi✳ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ (As)M ✈ér✐✜❡ d((As)M ) = dg(K) ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧
♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s✉✐✈❛♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣rès ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✸✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧✳
❙♦✐❡♥t G1, . . . Gn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s v1, . . . , vn ∈ ΣK

❡t ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r
Kvi ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n t❡❧❧❡s q✉❡

ΦAi,vi = Gi.

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s w1, . . . , wn ∈ ΣL

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g
s✉r L t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛

ΦA,wi
= Gi.

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✹✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐été q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐r✲
ré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳ ❙♦✐❡♥t v1, . . . , vn ∈ ΣK ❡t ❞❡s ♦✉✈❡rts
♥♦♥ ✈✐❞❡ Ui ⊂ X(Kvi) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❧❛❝❡s wi | vi t❡❧❧❡s q✉❡
Lwi
≃ Kvi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n} ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ X(L) t❡❧ q✉❡ xLwi

∈ Ui

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n}✳

✸✳✻ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t ✿ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝❤❛♠♣êtr❡

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ❧✬♦❜❥❡t ♥❛t✉r❡❧ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s Ag ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♠❛✐s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✲
▼✉♠❢♦r❞✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ Hg ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
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♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ PGL4g ✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣
sé♣❛ré ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r Hg ❡st ✉♥ ❛t❧❛s ❞❡ Ag✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s
❛✉① ♣❛rt✐❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡✳ ❯♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r
❧❡s ♣♦✐♥ts à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❧❡ ❝❛s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬▼♦❪✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ét❛❧❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t
❞❡s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬◆♦❪ ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭r❡♠♣❧✐❡s ✐❝✐✮ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✶✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡ k✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ Gk ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❑✉♠♠❡r ♣r♦✜♥✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

κ : S(k)/ ∼k−→ Sπ1(S/k).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ a, b ∈ S(k) s♦♥t t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ γ : a→ b ❞❛♥s S(k) ❛❧♦rs a ❡t b ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s
♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t g ∈ π1(Sk, a)✳ ❖♥ ♥♦t❡ a, b ❧❡s ♣♦✐♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts ❡t γ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S(k) ❞é❞✉✐t ❞❡ γ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ γ = Pt∗ γ✳ ❉❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ σ ∈ Gal(k/k) s✉r S(k) ❧❛✐ss❡ γ ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ σ ❛❣✐t ♣❛r t✐ré ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ : Spec k → Spec k
❡t

σ∗γ = σ∗ Pt∗ γ = (Pt ◦σ)∗γ = Pt∗(γ) = γ.

❙♦✐t X ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ S✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

(x, φ) a(X) b(X) (x, φ ◦ γ−1)

(σ(x), σ(φ)) a(X) b(X) (σ(x), σ(φ) ◦ γ−1)

γ

pσ,a p
σ,b

γ

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ γ ◦ pσ,b ◦ γ−1 = pσ,a ∈ π1(S, a)✳
■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r q✉❡ p∗(γ) = id ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ à

♥♦✉✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡

pσ,b ◦ γ ◦ p−1
σ,a = γ

❡t ❝♦♠♠❡ p∗ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✐❧ s✉✐t q✉❡ p∗(γ) ❡st ❞❛♥s
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ Gk✳
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ γ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡s q✉✐
❡♥✈♦✐❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ sa s✉r sb✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✉♠♠❡r s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❞♦♥❝ ♣❛r S(k)/ ∼k ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥❞✉✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✷✳✷ ❛❞❛♣té
❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹ ♣♦✉r ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐s
ét❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❡t q✉❛s✐✲
❝♦♠♣❛❝ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳✷✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✉♠♠❡r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s S(k)/ ∼k ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✸✳✸✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ j✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♥✉❧
❞♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ (3) s♦♥t Z/4Z ♦✉ Z/3Z⋊Z/4Z✳ ❈❡s
❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❞❡s ♦✉✈❡rts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ M1,1(Q3)/ ∼
♠❛✐s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❞❛♥sM1,1(Q3)/ ∼Q3

✳

▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝❤❛♠♣ Ag ❞❡s
✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❛✈❡❝ s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡
Ag[ℓ] ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s ❛✈❡❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ℓ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳ ▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ Ag[ℓ] → Ag ❡st ❞❡ ❣r♦✉♣❡
GL2g(Fℓ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s❝❤é♠❛ ❛❜é❧✐❡♥ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé ♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ♣❛s✮ A/S ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡
Ag[ℓ]→ Ag ♣❛r S → Ag ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ GL2g(Fℓ)✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ℓ s✉r A ❛❧♦rs
t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ℓ s✉r A s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ GL2g(Fℓ)✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

GL2g(Fℓ)× S ≃ S ×Ag Ag[ℓ].

■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ S′ → S
t❡❧ q✉❡ A×S S

′ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ℓ✳
❙♦✐t Tℓ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ S t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✜♥✐ ét❛❧❡ A[ℓ] → S s♦♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ Tℓ✳ ❆❧♦rs
A[ℓ]×S Tℓ ❡st A′[ℓ] ♦ù A′ = A×S Tℓ✳ P❛r ❝❤♦✐① ❞❡ Tℓ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ A′[ℓ]
❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ét❛❧❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ Tℓ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❡s s❡❝t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ℓ s✉r A′ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳
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❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r Ag[ℓ] ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✳ ❙♦✐t A s✉r K ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✲
❧❛r✐sé❡✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(K/K) s✉r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ét❛❧❡ K ×Ag ×Ag[ℓ] ❞❡ K
❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ℓ ❞❡ A ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s♦♥
❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ℓ s✉r A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡
❜❛s❡ ❞✉ Fℓ✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ A[ℓ]✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❡♥
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐t B = (a1, . . . , an) ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡✳
❖♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ σ ∈ Gal(K/K) ❧✬é❣❛❧✐té

σ(B) = (σ(a1), . . . , σ(an)).

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ℓ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡
Iv ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡

Iv π1(Ag, s) GL2g(Fℓ),
s∗

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s : SpecK → Ag ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r A ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡
Ag(K)✳

■❧ s✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ ♦❜t❡♥✉ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t
✜♥✐ ét❛❧❡ Ag[ℓ] → Ag✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✉r
❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❛✉ rés✉❧t❛t ✸✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐étés

❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ ❛✈❡❝ ❣r♦ss❡

♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ✶✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t
❧❛ p✲♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s
❛♠è♥❡ à ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❛ 2✲♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❈▼✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ 2✳ ❖♥ ♥♦t❡ p1, . . . , pn ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs
❞❡M(2g)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈
{1, . . . , n} ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ vi ❞❡ L ❛✈❡❝

CardΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g
s✉r L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ L t❡❧❧❡s q✉❡

CardΦA,v = 2r(2g,2)+1−g.

▲❛ p✲♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞♦♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ss✉r❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ s❛✉❢ ❧♦rsq✉❡ p ❡st ♣❛✐r✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s

✶✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s s❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té à ❧❛ ♣ré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬P❤❪

✻✽
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✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s Ai r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ p = 2, s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ rés✉❧t❛t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺ q✉✐ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té

CardΦA,v = 2r(2g,2)+1−g

❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K t❡❧❧❡ q✉❡ AK ❡st ❈▼✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

v2(CardΦA,v) ≤ r(2g, 2) + 1− g

♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ v ❞❡ K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❞❡ AK ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ y2 = x3 − x✳

▲♦rsq✉❡ A ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❡t q✉❡ A ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r Z, ✐❧
❡st ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s ❬❙❚❪ q✉❡ ΦA,v ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡
❧✬✉♥✐té ❞❡ Z✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ A ❡st ❈▼ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ AK

❧✬❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡❣ré [KA : K] ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦ù KA ❡st ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ AK ✳ ❈❡ ❞❡❣ré ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❘é✷❪ ❡t
❬●❑❪ ❀ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t

v2([KA : K]) ≤ r(2g, 2)− g − 1.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣té❡
à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶
s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❬❙❩✹❪
q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦r♣s ❧♦❝❛✉① ❞✬é❣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s p✳
Pré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❝❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❡s t♦r❞✉❡s ❞❡
✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❈▼✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❞❡✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❬❙❩✹❪✱ ❧✬✉♥❡ ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ré❞✉✐t❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ♣r❡s❝r✐ts✳ P♦✉r
❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❡ ✷ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ q✉✐ ♦♥t Z[ζp]
♣♦✉r ❛♥♥❡❛✉① ❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s é♥♦♥❝és s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés



✼✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ❉❊ ❱❆❘■➱❚➱❙ ❆❇➱▲■❊◆◆❊❙ ❈▼

❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ ❡t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ▲✬♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣♦✉r p = 2, ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s✱ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♥✉❧❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✉♣❡rs✐♥❣✉❧✐èr❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❬❙❩✹❪ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
♣♦✉r ❞❡s p✲❣r♦✉♣❡s ♣r❡s❝r✐ts✳ ❖♥ rés♦✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z/pmZ ≀Sn✳ ❖♥ tr❛✐t❡ à ♣❛rt ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r p = 2 q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s✱ ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ q✉✐
s♦♥t ❞❡s p✲❙②❧♦✇ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥❝❡r♥és✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠✲
♣❧❡ts ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ✭✐✳❡✳
❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✮✳

✹✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡

❙♦✐❡♥t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ p✳ ❖♥
♥♦t❡ I ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ v ❞❡ v à K✳ ❙♦✐t ℓ 6= p ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ Gal(K/K) s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❚❛t❡ TℓA ❞❡ A ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡

ρA,ℓ : Gal(K/K) −→ GL2g(Qℓ).

❖♥ ♥♦t❡ G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❛❞❤ér❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρA,ℓ r❡str❡✐♥t❡ à I ❞❛♥s GL2g✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ A ❡♥ v ♥♦té ΦA,v ❡st
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s G/G◦✳

❖♥ ♥♦t❡ IA,v ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧✱ s✉r❥❡❝t✐❢ I → G/G◦✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ΦA,v = I/IA,v ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❙❩✷❪ ✭t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✮ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

IA,v = {σ ∈ I | ρA,ℓ(σ) ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t}.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t

IA,v = Ker ρA,ℓ.

▲❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡st ❧❡ s✉✐✲
✈❛♥t✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✹✳ ✭●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✮ ▲❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡ ❡♥ v s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ΦA,v = {1}✳

■❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭✐✮ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ IA,v ❞❡ I ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ (Knr
v )A,s ❞❡

Knr
v q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ AKnr

v
❛tt❡✐♥t ré❞✉❝t✐♦♥

s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Knr
v t❡❧❧❡ q✉❡

AL ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛❧♦rs (Knr
v )A,s ⊂ L✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛

CardΦA,v = [(Knr
v )A,s : K

nr
v ].

✭✐✐✮ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ✐s♦❣é♥✐❡ ❡t ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ B ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r K ♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

(Knr
v )A×B,s ⊂ (Knr

v )A,s(K
nr
v )B,s.

✭✐✐✐✮ ❙✐ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ❡t w | v ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡
❛❧♦rs

ΦAL,w = ΦA,v.

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ s✉✐t❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✮ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs✱
♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹
✈✉ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K r❛♠✐✜é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
❡♥ v ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s t❡❧❧❡
q✉❡ AL ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❛✉① ♣❧❛❝❡s ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✳

✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ ♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼
q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r K✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ A ❡st ❈▼ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ Q✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ F ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2g ❡t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

F → Q⊗ EndA.

❖♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ A ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r F ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù AK ❡st ❈▼ ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❈▼✳
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❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼
q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ ζp ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ℓ > p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s K ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

(i) dimA = p−1
2 ;

(ii) EndA ≃ Z[ζp];
(iii) A ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r K r❛♠✐✜é s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ℓ ❛✈❡❝ A ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r K✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r C

q✉✐ ✈ér✐✜❡ (i), (ii) ❡t (iii)✳

❖♥ ♥♦t❡ α =
ζp−ζ−1

p

p ∈ Q(ζp)✳ P♦✉r t♦✉t ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t τ : Q(ζp) → C

❧✬✐♠❛❣❡ τ(α) ❞❡ α ❡st ✉♥ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ iβτ ✳ ❆❧♦rs

Φ = {τ : Q(ζp)→ C | βτ > 0}

❞é✜♥✐t ✉♥ t②♣❡ ❈▼ ❞❡ Q(ζp) q✉✐ ❡st ♣r✐♠✐t✐❢✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡

G = {σ ∈ Gal(Q(ζp)/Q) | Φσ = Φ} = {id}

♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻ ❞❡ ❬❙❤❪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡
❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ζp✱ Φ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① r❛❝✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
p✲è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t σ
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ♣❛s st❛❜❧❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡ s✉♣ér✐❡✉r ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥
G = {id}✳

▲❡ t②♣❡ ❈▼ ♣r✐♠✐t✐❢ Φ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r Q(ζp) ⊗ R✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ A = Q(ζp)⊗R/Z[ζp] ❛ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ❡st ❜✐❡♥ p−1

2 ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ (i)✳ P♦✉r
(x, y) ∈ (Q(ζp)⊗R)2 ♦♥ ♣♦s❡

H(x, y) = 2
∑

τ∈Φ

βττ(x)τ(y).

❖♥ ✈ér✐✜❡ s✉✐✈❛♥t ❬▼✉❪ ♣✳ ✷✶✷ q✉❡ H ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛✈❡❝

ImH(Z[ζp],Z[ζp]) = Z.

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ImH ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (1, ζp, . . . , ζ
p−2
p )✳

❖♥ ❛
ImH(ζmp , ζ

n
p ) = TrQ(ζp)/Q(αζm−n

p )
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❝❡ q✉✐ ✈❛✉t 0 s✐ |m − n| 6= 1✱ 1 s✐ m = n + 1 ❡t −1 s✐♥♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ImH 



0 −1 0

1 0
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ −1
0 1 0




q✉✐ ❛ ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ t♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ A ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❡t H ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ P♦✉r (ii) ♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
Z[ζp] →֒ EndA ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ A ❡st s✐♠♣❧❡ ❝❛r Φ ❡st ♣r✐♠✐t✐❢✳

▲❡ ❝♦r♣s ré✢❡①❡ ❞❡ (Q(ζp),Φ) ❡st ❡♥❝♦r❡ Q(ζp) ❝❛r Q(ζp) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❡t Φ ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r✐♠✐t✐❢✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣✳ ✶✶✷ ❞❡ ❬❙❤❪ ❧❡
❝♦r♣s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ A ♠✉♥✐ ❞❡ s❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡t ❞❡ s❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q(ζp) ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❉❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ♣✳ ✶✶✽ ❞❡ ❬❙❤❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s
♠♦❞✉❧❡sK ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ r❛❥♦✉té ❧❛ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A ❝♦♠♠❡
❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ré✢❡①❡ ❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r s♦♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ K ♥✬❡st r❛♠✐✜é q✉✬❡♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛❧ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ❞❡ Z[ζp]✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✶ ♣✳ ✶✶✷ ❞❡ ❬❙❤❪ ❛ss✉r❡ q✉❡ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ A✳

▲❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❛ s❛ p✲t♦rs✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✹✳✼ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé ■❳ ❞❡ ❬❙●❆✼❪ ❡❧❧❡ ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❧❛❝❡s ♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡s ❞❡ K q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❝♦♠♠❡ A ❡st ❈▼✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❛✮ ❞❡ ❬❙❚❪ ❡❧❧❡ ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥❝ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❡s ♣❧❛❝❡s✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ L/K r❛♠✐✜é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ℓ ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ AL ❛ ❜♦♥♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r L ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✸✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❡st ❈▼ ❡t ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r Q(ζp)✳

❙♦✐t (A, λ) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣sK✳
❙♦✐t B ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r K t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡ L ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : BL → AL✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐été ❞✉❛❧❡ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ∨ : A∨

L → B∨
L ✳ ■❧ s✉✐t

q✉❡ BL ❛ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ϕ∗λ✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ BL ≃ B∨
L

❞♦♥♥é ♣❛r (ϕ∨) ◦ λ ◦ ϕ. ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘♦s❛t✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à λ s✉r EndAL ⊗ Q ❞é✜♥✐❡ ♣❛r † : f 7→ λ−1 ◦ f∨ ◦ λ✳ ❖♥
❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r q✉❡ ϕ∗λ ♣r♦✈✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
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♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ B✳ ❖♥ ♥♦t❡ c ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ B ❞❛♥s
H1(Gal(L/K),AutAL)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

c : Gal(L/K) −→ AutAL

σ 7−→ ϕ ◦ σ(ϕ)−1.

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ϕ∗λ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Gal(L/K) ❧✬é❣❛❧✐té

c(σ)†c(σ) = id

❡st ✈ér✐✜é❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ϕ∗λ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

σ(ϕ∗λ) = ϕ∗λ

♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Gal(L/K)✳
❖r ♣♦✉r σ ∈ Gal(L/K), ♦♥ ❛

σ(ϕ∗λ) = σ(ϕ∨ ◦ λ ◦ ϕ)
= σ(ϕ∨) ◦ σ(λ) ◦ σ(ϕ).

▲✬é❣❛❧✐té σ(ϕ∗λ) = ϕ∗λ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

σ(ϕ∨) ◦ σ(λ) ◦ σ(ϕ) = ϕ∨ ◦ λ ◦ ϕ
s♦✐t à

λ = c(σ)∨ ◦ λ ◦ c(σ)
❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à

c(σ)†c(σ) = id.

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ✐s♦t②✲
♣✐q✉❡s q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✺✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K t❡❧❧❡
q✉❡ AK ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❡t ❈▼ ✳ ❙♦✐t KA ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ AK ✳ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A′ = AKA

❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d s✉r KA t❡❧❧❡ q✉❡ A′ ❡st ✐s♦❣è♥❡ à
Bh ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r h ≥ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

Q⊗ EndB ≃ Z
♦ù Z ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❈▼ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2d s✉r Q ❛✈❡❝ 2dh = 2g✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ AK ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ EndAK⊗Q = EndA′⊗
Q ❡st s✐♠♣❧❡ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A′ ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✐♠♣❧❡ B s✉rKA t❡❧❧❡ q✉❡ A ❡st ✐s♦❣è♥❡ àBh ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ h ≥ 0✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✶ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✹ ❞❡ ❬❈❈❖❪ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✹✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦✲
❞✉✐ts ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡

❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ k ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡ k✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/k ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ♣r❡s❝r✐t ❛✉① ♣❧❛❝❡s
❞❡ S✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s à ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷ ❞❡
❬❈❤❪✳

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ♣♦✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s Z/pmZ ≀ Sn✱ ♦ù p,m ❡t n ✈❛r✐❡♥t✱ s♦♥t rés♦❧✉❜❧❡s q✉✐tt❡ à ❣r♦s✲
s✐r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉ ❝❛s✱ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ (Z/4Z ≀Sn)⋊ Z/2Z✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ♥♦t❡
G ≀Sn ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t ❞❡ Gn ❡t Sn ♦ù ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Sn ❛❣✐t
♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r Gn✳

P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G, ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

CardG ≀Sn = n!(CardG)n.

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳
❖♥ ❛

vp(CardZ/pZ ≀Sn) = n+
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋

❡t

v2(CardZ/4Z ≀Sn) = 2n+

∞∑

k=1

⌊
n

2k

⌋
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

vp(n!) =
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋

♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✸✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ g
✜①é ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r p✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t n = ⌊ 2g

p−1⌋, ❛❧♦rs

vp(CardZ/pZ ≀Sn) = r(2g, p).

P♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r 2, ♦♥ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t

v2(CardZ/4Z ≀Sg) = r(2g, 2)− g

❡♥ ♣r❡♥❛♥t n = g✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s Z/pZ ❡t Z/4Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡

❧✬✉♥✐té ❞❛♥s Z[ζp] ❡t Z[i] r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣✲
t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❧♦rs
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛✐t ✐❝✐

v2(CardQ8 ≀Sg) = r(2g, 2).

✹✳✸✳✶ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s Z/pmZ ≀Sn

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡✱ ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s Z/pmZ ≀Sn✱ ♦ù p, n
❡t m ✈❛r✐❡♥t✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ♣♦✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✲
❝♦✉❧❡r❛ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❛❧t♠❛♥ ❞❛♥s ❬❙❛❪ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
k✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K ❞❡ k s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦✲
❧✉❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ▲❡ ♣r♦✲p q✉♦t✐❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ H ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ G
❞❡ Knr

v ❡st ✉♥ ♣r♦✲p ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✾✳✸ ❡t ✾✳✼ ❞❡ ❬❑♦❪ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❡st ♣r♦✲p
❧✐❜r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ s✉✐t❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬❍♦❝❤s❝❤✐❧❞✲❙❡rr❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡

H1(H,Fp) ≃ H1(G,Fp)

❛✈❡❝ H1(G,Fp) = lim−→H1(Gn,Fp) ♦ù Gn ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡
❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ Kv✳ P❛r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✸✳✾✳✶
❡t ✼✳✺✳✶✶ ❞❡ ❬◆❙❲❪ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s dimH1(Gn,Fp) ≥ n ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ H1(H,Fp) ❡st ✐♥✜♥✐❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✳✶ ❞❡
❬◆❙❲❪ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ H ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ♦♥t été ❝♦♠♠✉♥✐q✉és ♣❛r ❆❦✐♦ ❚❛♠❛❣❛✇❛✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✳
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▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺✳ ❙♦✐t G ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
k ❡t t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❞❡ k, ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ K(v) ❞❡ kv t❡❧❧❡ q✉❡ G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ L(v)/K(v)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ knrv ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s H ✉♥ ♣r♦✲p ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠✲
❜r❛❜❧❡✳ ❙♦✐t (sn)n∈N ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢
H → G ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s é❣❛❧❡s à 1G ❞❡s sn✳ ❈❡❝✐
❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ knrv ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡s❝❡♥❞ ❡♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L(v)/K(v) ❞❡ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ✉♥
❝❤♦✐① ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ K(v) ⊂ knrv ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ kv✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞
♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é♥♦♥❝❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✻✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ k ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t S ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ k✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K/k
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ S

✭✶✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ K ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v ❀
✭✷✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Kw/kv ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❀
✭✸✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L(v)/Kw t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❀
✭✹✮ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Gal(L(v)/Kw) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ p✲❙②❧♦✇ ❞❡ G ♦ù p ❡st ❧❛

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ v✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ♥♦♥ r❛✲
♠✐✜é❡sK(v)/kv ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛❝❡s v ❞❡ S ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s L(v)/K(v) t♦t❛❧❡♠❡♥t
r❛♠✐✜é❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✉♥ p✲❙②❧♦✇ ❞❡ G✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❞❡sK(v)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡s L(v)✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés [K(v) : kv] s♦♥t é❣❛✉①✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❛♣♣❧✐q✉é à
❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ K✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✳ ❙♦✐❡♥t k ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r
❡t m,n ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❙✐ p = 2 ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ m = 1 ♦✉
m = 2✳ ❖♥ ♥♦t❡ G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Z/pmZ ≀Sn✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s
✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ k ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K/k ❡t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G t❡❧❧❡s q✉❡

✭✶✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ S, ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❡t
❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❀

✭✷✮ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ Gal(L/K) ❡♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ K ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ v ❡st ✉♥ p✲❙②❧♦✇ ❞❡ G✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ S ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ♣❧❛❝❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ CardG✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✻
❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ k,G ❡t S ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K/k ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❛❧t♠❛♥ ❞❛♥s ❬❙❛❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣❧étés ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L/K✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞✬❛♣rès ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✶
❡t ✺✳✶ ❞❡ ❬❙❛❪✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Z/pmZ ❡tSn ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s
❣é♥ér✐q✉❡s s✉r K ✭♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡m ♣♦✉r p = 2✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡
G = Z/pmZ ≀Sn ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ❞❡ ❬❙❛❪✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✾ ❞❡ ❬❙❛❪
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Hi q✉✐ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙②❧♦✇
❞❡ G ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ℓ✲❙②❧♦✇ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s Hi

♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ S✳

✹✳✸✳✷ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ (Z/4Z ≀Sn)⋊ Z/2Z

❖♥ ✜①❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡ G = Z/4Z ≀Sn ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✭✈♦✐r ❬❙❤❚♦❪ ❡t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✸ ❞❡ ❬❘é✷❪✮ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s GLn(Q(i)) ❡t H = G⋊Z/2Z ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r G✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s

H ⊂ AutQQ(i)n

G ⊂

⊂

GLn(Q(i)).

⊂

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r H ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s G× {id, γ} ♦ù
γ ∈ AutQQ(i) ❡st ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H ♣❛r
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (g, γ) ♦✉ (g, id) ❛✈❡❝ g ∈ G✳ P♦✉r g ∈ G ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

g = γ · g = (1, γ)(g, id)(1, γ).

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ✐❝✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●r✉♥✇❛❧❞ ♣♦✉r H s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ K(i) = LG ♦ù L/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ H ❡t ✉♥ 2✲❙②❧♦✇ ❞❡ H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ L✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r G ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ 2✲❙②❧♦✇ ❞❡ G
st❛❜✐❧✐sé ♣❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r H2✱ ✉♥ 2✲❙②❧♦✇ ❞❡ H✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
G2 ⋊ Z/2Z ♦ù G2 ❡st ✉♥ 2✲❙②❧♦✇ ❞❡ G✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ✐❝✐✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✽✳ ❙♦✐t M/Qnr
2 (i) ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t

s❛✉✈❛❣❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K2/Q2 ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡t



✹✳✸✳ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ●❘❯◆❲❆▲❉ ✼✾

✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ L2/K2 ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H2 ✈ér✐✜❛♥t
LG2
2 = K2(i) ❡t L2Q

nr
2 ∩M = Qnr

2 (i).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
L/Qnr

2 ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s V ✉♥ ♣r♦✲2 ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠✲
❜r❛❜❧❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Qnr

2 (i) ❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Ṽ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 2 ❞❡ V ✳ ❙♦✐t
(sk)k∈N ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V ✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Vlib =< sk | k ∈ N > ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s V ❞♦♥t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❡st V ❡t Ṽ ∩ Vlib = Ṽlib ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✬✐♥❞✐❝❡ 2 ❞❡ Vlib ❞♦♥t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❡st Ṽ ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ i ∈ N t❡❧ q✉❡ si /∈ Ṽlib.
◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r i = 0✳ P♦✉r k ≥ 1✱ s✐ sk /∈ Ṽlib ❛❧♦rs
sks0 ∈ Ṽlib ❡t ❞♦♥❝ q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r sk ♣❛r sks0 ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
sk ∈ Ṽlib ♣♦✉r k ≥ 1✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {s20, sk, s0sks−1

0 | k ≥ 1}
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Ṽlib✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐❡❧s❡♥✲
❙❝❤r❡✐❡r✳ ❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✹ ❞❡ ❬❲❪ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ Ṽ ❡st ✉♥ ♣r♦✲2 ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡✳

❖♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L2✳ ❈♦♠♠❡ M
❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ f : Ṽ → F ❞♦♥t
❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ {s20, sk, s0sks−1

0 | k ≥ 1} s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s é❣❛❧❡s à
1F ✳ ❙♦✐t N ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ≥ N ✱ f(sk) = f(s0sks

−1
0 ) = 1F ✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ψ : Ṽ → G2 ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ {s20, sk, s0sks−1

0 | k ≥ 1} ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ g ∈ G2\{1G2} ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t sk ❛✈❡❝ k > N ❡t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ψ(s20) =
ψ(sm) = 1G2 ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ψ(s0sks

−1
0 ) = ψ(sk) ♣♦✉r

t♦✉t k ≥ 1✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ϕ : V → H2

❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ {sk | k ∈ N} ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ ♣♦s❡ ϕ(s0) = (1G, γ) ❡t ϕ(sk) = (ψ(sk), id) s✐ k ≥ 1✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
ϕ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Lnr

2 /Q
nr
2 ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H2 ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s

✜①é ♣❛r G2 ❡st Qnr
2 (i) ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ Lnr

2 ∩M = Qnr
2 (i) ❝❛r

(f, ψ) : Ṽ → F ×G2 ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✳
➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡

t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ L2 ❞❡ K2✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ Q2, t❡❧❧❡
q✉❡ LG2

2 = K2(i) ❡t L2Q
nr
2 = Lnr

2 ✳

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡M ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧✬é♥♦♥❝é ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ 2 ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ v
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2 t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L2/Kv t♦t❛❧❡♠❡♥t
r❛♠✐✜é❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H2 ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ✜①é ♣❛r G2 ❡st Kv(i)✳ ❈❡❝✐ s❡r❛
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❛❧t♠❛♥✳
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▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✾✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s i✳ ❖♥ ❢❛✐t
❛❣✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ♣❛r K✲❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r R = K(i)[(Xg)g∈G] ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❛✈♦✐r (h, γ) · aXg = aXhg ♣♦✉r h, g ∈ G ❡t a ∈ K(i)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts (Pa)a∈A ❞❡ R ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
P ∈ K[(Pa)a∈A] \ {0} t❡❧s q✉❡

R
[ 1
P

]H
= K

[
(Pa)a∈A,

1

P

]
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r P ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ R[ 1P ]/R[
1
P ]

H

s♦✐t ét❛❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ G s✉r K(i) ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r

Reg =
⊕

g∈G

K(i)Xg.

▲❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ V ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs Yi =
∑
g∈G

gi,1Xg✱ 1 ≤ i ≤

n ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Reg ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞
✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r G ⊂ GLn(K(i))✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r h ∈ G ♦♥ ❛

h · Yi =
∑

g∈G

gi,1Xhg

=
∑

g∈G

(h−1g)i,1Xg.

❖r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ h−1 ❡st ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ h ❞✬♦ù

h · Yi =
∑

g∈G

n∑

j=1

hj,igj,1Xg

=
n∑

j=1

hj,iYj .

❙♦✐❡♥t W ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ V ❞❛♥s Reg ❡t L = K(i)(Y1, . . . , Yn)✳ P❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✺ ❞❡ ❬❈❚❙❪ ♦♥ ❛

W ⊗ L = (W ⊗ L)G ⊗LG L.

❙♦✐t (F̃j)j∈J ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ (W ⊗ L)G s✉r LG✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

(W ⊗ L)G −→ (Reg⊗L)G
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♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ F̃j =
∑
g∈G

g(Pj)⊗Xg ❛✈❡❝ Pj ∈ L✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛ K(i)((Xg)g∈G) = L(W ⊗ L) = L((Fj)j∈J) ❛✈❡❝ Fj

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ F̃j ♣❛r P⊗Xg 7→ PXg✳ ■❧ s✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té K(i)((Xg)g∈G)
G = LG(Fj)✳

❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ LG ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠é✲
tr✐q✉❡s ❡♥ ❧❡s Y 4

1 , . . . , Y
4
n ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✭❝✮ ❞❡ ❬❇♦❪ ■❱✳✻✳✶ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{Y 4b1
1 · · ·Y 4bn

n | 0 ≤ bi ≤ n − i} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ K(i)(Y 4
i ) s✉r LG ❞♦♥❝ ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ {Y a1
1 · · ·Y an

n | a ∈ A} ❛✈❡❝ A = {a ∈ Nn | ai ≤ 4(n− i) + 3} ❡st ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ L s✉r LG✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Fj ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r LG

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{Pa =
∑

g∈G

g(Y a1
1 · · ·Y an

n )Xg}a∈A.

❈❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t st❛❜❧❡s ♣❛r G ♦♥ ❛ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s

K(i)((Xg)g∈G)
G = LG(Fj) ⊂ LG(Pa) ⊂ K(i)((Xg)g∈G)

G

❞✬♦ù ❧✬é❣❛❧✐té K(i)((Xg)g∈G)
G = LG((Pa)a∈A)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s P(4k−1,0,...,0) ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ n

❡♥❣❡♥❞r❡♥t K(i)[Yi]
G ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✿

P(4k−1,0,...,0) =
∑

g∈G

g · (Y 4k−1
1 )Xg

=
∑

g∈G

(
n∑

i=1

gi,1Yi)
4k−1Xg

=
∑

g∈G

n∑

i=1

gi,1Y
4k−1
i Xg

=
n∑

i=1

Y 4k−1
i

∑

g∈G

gi,1Xg

=
n∑

i=1

Y 4k
i .

■❧ s✉✐t K(i)((Xg)g∈G)
G = K(i)((Pa)a∈A) ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧✲

❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Pa)a∈A ❝❛r degtrK(i)((Xg)g∈G) = CardG = CardA✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ P ∈ K(i)[(Pa)a∈A] \ {0}, q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r st❛❜❧❡
♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ t❡❧ q✉❡

R[
1

P
]G = K(i)[(Pa)a∈A,

1

P
]
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❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s Pa s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♦♥ ❛ ♠ê♠❡

R[
1

P
]H = K[(Pa)a∈A,

1

P
].

◗✉✐tt❡ à r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à P ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♦✐t
ét❛❧❡ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❖♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
t②♣❡ ●r✉♥✇❛❧❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t M/Qnr
2 (i) ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ t♦t❛❧❡✲

♠❡♥t s❛✉✈❛❣❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥
2 ❡t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H t❡❧❧❡ q✉❡

✭✶✮ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2 ❡st H2 ❀
✭✷✮ LG2

w = Kv(i) ♦ù v = w|K ;
✭✸✮ LwQ

nr
2 ∩M = Qnr

2 (i).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✽ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝M ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ L2/K2 t❡❧❧❡ q✉❡ LG2

2 = K2(i) ❡t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2 t❡❧❧❡ q✉❡ Kv = K2✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✾ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ K ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜♥✐
ét❛❧❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H

π : W −→ U

♦ùW = SpecK(i)[(Xg)g∈G,
1
P ] ❡t U = SpecK[(Pa)a∈A,

1
P ] ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❞✉ ❧❡♠♠❡✳
❖♥ ♣♦s❡ L2 = IndHH2

L2 ❧❛ K2✲❛❧❣è❜r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H ♣r♦❞✉✐t
❞❡ [H : H2] ❝♦♣✐❡s ❞❡ L2 ❡t ✈ér✐✜❛♥t

LG
2 = LG2

2 = K2(i).

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷ ❞❡ ❬❙❛❪ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P̃ ∈ K[(Xh)h∈H ] ❞é❞✉✐t
❞❡ P ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ Xg = Xg,id+Xg,γ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥♦r♠❛❧❡ (ξh)h∈H
❞❡ L2 s✉r K2 q✉✐ ♥✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s P̃ ✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (wg)g∈G ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

wg = ξg,id + ξg,γ

❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ L2 s✉r K2(i) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s

wg = wg.
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❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r g ∈ G✱ ξg,id = ξg,γ ✱ ξg,γ = ξg,id ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s❡♠✐✲❞✐r❡❝t ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s (ξh)h∈H ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ L2 s✉r
K2✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s P ((wg)g∈G) = P̃ ((ξh)h∈H) 6= 0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❞♦♥❝ ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r Xg 7→ wg ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❝❡ q✉❡ P (wg) 6= 0✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

K(i)[(Xg)g∈G,
1
P ] K[(Pa)a∈A,

1
P ]

L2 K2.

ϕ2

▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ2 ❞ét❡r♠✐♥❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ K2✲♣♦✐♥t z2 ❞❡ U ✳ ▲❛ ✜❜r❡ ❞❡ z2 ∈
U(K2) ❡st SpecL2 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t K✲r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ U ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ z2 ❛ ✉♥❡
✜❜r❡ ❝♦♥♥❡①❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ U ✈é✲
r✐✜❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❞❡ ❬❊❦❪✱ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
K✲♣♦✐♥t z ∈ U s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ z2 ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r
U(K2) ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ❧✬é❣❛❧✐té
π−1(ι∗2z) = π−1(z2) ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✳✼✹ ❞❡ ❬P♦❪✱ ❛✈❡❝ ι2 : SpecK2 → SpecK✳
❙♦✐t L ❧❡ ❝♦r♣s t❡❧ q✉❡ π−1(z) = SpecL✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ H✳ P❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K2✲❛❧❣è❜r❡s ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡s

L⊗K2 ≃ L2

❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ L✳

✹✳✹ ❱❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s t♦r❞✉❡s

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ◆♦tr❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à t♦r❞r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r
✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B s✉r K t❡❧❧❡ q✉❡ BL ≃ AL ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ L/K ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ B ❡st ✉♥❡ L/K✲❢♦r♠❡ ❞❡ A✮✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡✳

✹✳✹✳✶ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t♦rs✐♦♥

❖♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❞❡ ❬❙❩✹❪ é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s
❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t❡ ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ré❞✉✐t❡s✳
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❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
♥♦♥ ❛r❝❤✐♠é❞✐❡♥♥❡ v ❞❡ K, ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t K →֒ Kv ❡t
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✳ ❖♥ ♥♦t❡ I(v/v) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡
Kv/Kv ✈✉ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Gal(K/K)
❛ss♦❝✐é à v✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❛②❛♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
✜♥✐❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K, ♦♥ ♥♦t❡ Iv ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♣❧❛❝❡ v|L ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✳ ❙♦✐t

c : Gal(L/K) −→ AutAL

✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
g s✉r K t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ΦB,v ≃ Iv ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡
v ❞❡ K✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

c̃ : Gal(K/K)→ AutAL

♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t c ❡t ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ Gal(K/K)→ Gal(L/K)✳
❙♦✐❡♥t B ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t♦r❞❛♥t A ♣❛r ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ c̃ ❡t

ϕ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ BL → AL q✉✐ ✈ér✐✜❡ ϕσ(ϕ)−1 = c̃(σ) ♣♦✉r t♦✉t σ ∈
Gal(K/K) ✭❝❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ❞é❝r✐t ♣❛❣❡ ✶✸✶ ❞❡ ❬❙❡✷❪✮✳

❙♦✐❡♥t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❡t w = v|L ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v
❞é✜♥✐❡ ♣❛r v✳ ❖♥ ❛ ΦB,v = I(v/v)/IB,v ♦ù IB,v = {σ ∈ I(v/v) | ρB,ℓ(σ) = 1}
❛✈❡❝ ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐st✐♥❝t ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧
❞❡ v✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

ρB,ℓ(σ) = σ(ϕ−1)ρA,ℓ(σ)ϕ = ϕ−1c̃(σ)ρA,ℓ(σ)ϕ.

■❧ s✉✐t
IB,v = {σ ∈ I(v/v) | c̃(σ)ρA,ℓ(σ) = 1}.

❈♦♠♠❡ A ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ρA,ℓ(σ) = 1 ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ IB,v =
Ker c̃|I(v/v)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té Ker c̃|I(v/v) = I(v/w)✳ P❛r ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ c̃ ♦♥ ❛ Ker c̃ = Gal(K/L) ❝❛r Ker c = {1}. ■❧ s✉✐t Ker c̃|I(v/v) =

Gal(K/L) ∩ I(v/v) = I(v/w). ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

ΦB,v = I(v/v)/I(v/w) = Iv.
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▲✬é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s
❈▼ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 2✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✶ s❛♥s ❧❛
♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ✐♥❞✐❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷✳ ❙♦✐❡♥t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ K à
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s KA ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ AK ❡st ✉♥
s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ L ❡t q✉❡ A ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s
q✉❡ L ∩KA,s = KA✳ ❙♦✐t

c : Gal(L/K) −→ AutAL

✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ t❡❧ q✉❡ c|Gal(L/KA) ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs ❧❛ L/K✲❢♦r♠❡ ❞❡ A ❛ss♦❝✐é❡
❛✉ ❝♦❝②❝❧❡ c ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B s✉r K t❡❧❧❡ q✉❡

[L : KA][KA,s : K] | [KB,s : K] Card C | [LKA,s : K] Card C

♦ù C ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Gal(KA,s/KA) ❞❛♥s ΦA = Gal(KA,s/K)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

c̃ : Gal(K/K)→ AutAL

♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t c ❡t ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ Gal(K/K)→ Gal(L/K)✳
❙♦✐❡♥t B ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t♦r❞❛♥t A ♣❛r ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ c̃ ❡t

ϕ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ BL → AL q✉✐ ✈ér✐✜❡ ϕσ(ϕ)−1 = c̃(σ) ♣♦✉r t♦✉t σ ∈
Gal(K/K)✳

❖♥ ❛ ΦB = Gal(K/K)/IB ♦ù IB = {σ ∈ Gal(K/K) | ρB,ℓ(σ) = 1} ❛✈❡❝
ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐st✐♥❝t ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Gal(K/K),

ρB,ℓ(σ) = σ(ϕ−1)ρA,ℓ(σ)ϕ = ϕ−1c̃(σ)ρA,ℓ(σ)ϕ.

■❧ s✉✐t
IB = {σ ∈ Gal(K/K) | c̃(σ)ρA,ℓ(σ) = 1}.

❙♦✐t σ ∈ IB,v✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ c̃(σ) s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛t❡ TℓA s❡ ❢❛✐t ♣❛r KA✲
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ c̃(σ) ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ TℓA ❝♦♠✲
♠✉t❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Gal(KA,s/KA) ⊂ AutTℓA✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✈✐❡♥t
❞❡ ❝❡ q✉❡ ρA,ℓ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ Gal(KA,s/K) ⊂ AutTℓA ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
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❞❡ KA,s✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ ρA,ℓ(σ) ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Gal(KA,s/KA) ❝❛r
ρA,ℓ(σ) = c̃(σ)−1 ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s C✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t

LKA,s

L

<<

KA,s

cc

KA

::bb

K

OO

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ (ρA,ℓ)|IB : IB → Gal(KA,s/K)✳
P❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡st ❞❛♥s C ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
IB ∩ Ker ρA,ℓ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à Gal(K/LKA,s)✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ σ ∈ IB∩Ker ρA,ℓ✳ ❈♦♠♠❡Ker ρA,ℓ = Gal(K/KA,s) ♦♥ ❛ σ|KA,s

= id
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r σ|KA

= id✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ IB ❛ss✉r❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡
c̃(σ) = c(σ|L) = 1✳ ❖r σ|L ∈ Gal(L/KA) ♣❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s✉r c ❞♦♥♥❡ σ|L = id✳ ■❧ s✉✐t σ|LKA,s

= id ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳
❖♥ ❛

[KB,s : K] = CardGal(LKA,s/K)/(IB/Gal(K/LKA,s))

❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡

Card IB/Gal(K/LKA,s) | Card C.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

[L : KA][KA,s : K] | [KB,s : K] Card C

❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳

✹✳✹✳✷ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s
❛✈❡❝ ❣r♦ss❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡✳



✹✳✹✳ ❱❆❘■➱❚➱❙ ❆❇➱▲■❊◆◆❊❙ ❚❖❘❉❯❊❙ ✽✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧✳
❖♥ ♥♦t❡ p ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ❞❡ M(2g). ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A s✉r K ✈ér✐✜❛♥t

(i) dimA = p−1
2 ;

(ii) EndA ≃ Z[ζp];
(iii) A ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❀
(iv) A ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ K ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
v ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡✱

✭✶✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ S ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❡t ❡❧❧❡
❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❀

✭✷✮ s✐ w ❡st ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡
B ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r L ✈ér✐✜❛♥t

CardΦB,w = pr(2g,p).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Z/pZ ≀Sn ❛✈❡❝ n = ⌊ 2g
p−1⌋✳ ▲❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✼ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ K ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✭✶✮ ❡t q✉✐ ❛❞♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ M/L ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ❞♦♥t
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ w ❡st ✉♥ p✲❙②❧♦✇ ❞❡ G✳

P❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r A ♦♥ ❛ AutAn ≃ GLn(Z[ζp])✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G s✬✐❞❡♥✲
t✐✜❡ ❛❧♦rs à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ Aut(An) ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ {1, ζp, . . . , ζp−1

p } ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡
✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❞❡ ❬●▲❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

c : Gal(M/L) −→ Aut(An
M ).

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B′✱ M/L✲
❢♦r♠❡ ❞❡ An

L ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ w ✉♥ p✲❙②❧♦✇ ❞❡
G q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ pr(2g,p)✳ ❙♦✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ B′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ An ♣❛r ♣r♦✲
❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s✉r A q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❝♦♠♠❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘♦s❛t✐ s✉r EndA✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ ❡t s♦♥ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘♦s❛t✐ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t B′ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ B′ ❡st b = dimAn = p−1
2 · ⌊

2g
p−1⌋ ≤ g✳ ❙♦✐t k = g − b✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ B = B′ × Ck ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❈▼ s✉r L ❛②❛♥t
❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ v1✳ ❆❧♦rs B ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g q✉✐
❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡t ❛✈❡❝ ΦB,w ≃ ΦB′,w ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❧
s✉✐t q✉❡ L ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ✭✷✮✳
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▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r p = 2 ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s
t♦r❞✉❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E : y2 = x3− x s✉r Q✳ ▲✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦r♣s L ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡r
✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
✐♠♣❛✐rs✳ ❯♥ ❝♦r♣s L q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✵✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✹✳ ❙♦✐t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K t❡❧❧❡ q✉❡ AK ❡st ❈▼ ❡t CardΦA,v = 2α ❛✈❡❝ α ≥ r(2g, 2) + 1 − g ♣♦✉r
✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❞❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t E ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = x3−x
s✉r Q✳ ▲❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ EQ ❡st Q(i) ❡t E
❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ 2 ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡
ΦE,2 = Q8 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ 8✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
♣✳ ✸✺✽ ❞❡ ❬❑r❪ ✭♦♥ ❛ ∆ = 26 ❡t c4 = 24 · 3✮✳ ❙✉r Qnr

2 ♦♥ ❛ ✉♥❡ t♦✉r Qnr
2 ⊂

Qnr
2 (i) ⊂ (Qnr

2 )E,s ♦ù Gal((Qnr
2 )E,s/Q

nr
2 (i)) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/4Z ❡t ❡st s♦♥

♣r♦♣r❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ΦE,2✳ ❙♦✐t A = Eg✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✵ ❛♣♣❧✐q✉é
❛✈❡❝ M = (Qnr

2 )A,s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ 2 ❡t ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L ❞❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H t❡❧❧❡ q✉❡

✭✶✮ H2 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2;
✭✷✮ LG2

w = Kv(i) ♦ù v = w|K ❀
✭✸✮ LwQ

nr
2 ∩ (Qnr

2 )A,s = Lnr
w ∩ (Qnr

2 )A,s = (Qnr
2 )A = Qnr

2 (i).

❖♥ ♥♦t❡ G̃ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡Gal(L/K(i)) ❞❡Gal(L/K)✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ L →֒ Lw

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ G2 ⊂ G̃ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (1, γ) ∈ H2 ❛❣✐t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t
s✉r i✳ ❈♦♠♠❡ G̃ ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ 2 ✐❧ ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

1 G̃ H Z/2Z 1

❡st s❝✐♥❞é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t (1, γ) ∈ H✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ H
❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t ❞❡ G̃ ❡t {(1, id), (1, γ)} ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ❝♦❝②❝❧❡

c : Gal(L/K) −→ AutAL

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❞❡ ❬❘é✷❪✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❝❡ ❝♦❝②❝❧❡ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ c

|G̃
❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❙♦✐t B ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ L/K✲❢♦r♠❡ ❞❡ A ❛ss♦❝✐é❡
❛✉ ❝♦❝②❝❧❡ c✳ ❆❧♦rs BQnr

2
❡st ❧❛ Lnr

w /Q
nr
2 ✲❢♦r♠❡ ❞❡ AQnr

2
❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♠ê♠❡

❝♦❝②❝❧❡ r❡str❡✐♥t à H2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ c|G2
❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ c

|G̃

❧✬❡st ❡t G2 ⊂ G̃✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐
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♠♦♥tr❡ q✉❡ B ✈ér✐✜❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐tés

[Lnr
w : Qnr

2 (i)][Qnr
2 (i) : Qnr

2 ][(Qnr
2 )A,s : Q

nr
2 (i)] | [(Qnr

2 )B,s : Q
nr
2 ] · Card C

❡t
[(Qnr

2 )B,s : Q
nr
2 ] | [Lnr

w (Qnr
2 )A,s : Q

nr
2 ]

♦ù C ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Gal((Qnr
2 )A,s/Q

nr
2 (i)) ❞❛♥s Gal((Qnr

2 )A,s/Q
nr
2 ).

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ CardΦB,v = [(Qnr
2 )B,s : Q

nr
2 ] = 2α ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r α✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥

❛ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ [Lnr
w : Qnr

2 (i)][Qnr
2 (i) : Qnr

2 ] = CardH2 = 2r(2g,2)−g+1 ❡t
[(Qnr

2 )A,s : Q
nr
2 (i)] = Card C = 4✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

α ≥ r(2g, 2) + 1− g.

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ B ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❖♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✺✳ ❙♦✐❡♥t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ 2✳ ❖♥ ♥♦t❡ p1, . . . , pn ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs
❞❡M(2g)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈
{1, . . . , n} ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ vi ❞❡ L ❛✈❡❝

CardΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g
s✉r L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ L t❡❧❧❡s q✉❡

CardΦA,v = 2α

❡t α ≥ r(2g, 2) + 1− g✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✶✮ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦✲
♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s L ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠✳ P♦✉r
✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s L′ ♦♥ ♥♦t❡ SL′ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❞❡
L′ ❞✐✈✐s❛♥t 2 ♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s pi✳

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✹ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s L2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r L2 ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ 2 ❞❡ L2 t❡❧❧❡s q✉❡

CardΦA,v = 2α
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♦ù α ≥ r(2g, 2) + 1− g✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦r♣s Kpi ♣♦✉r t♦✉s

❧❡s pi, r❛♠✐✜és s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ pi ❡t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s
p > max pi, t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K ′/Kpi ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ♣♦✉r SK′ ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K ′ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡ K✱ L2 ❡t ❧❡s Kpi ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ K ′/L2 ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ K ′ ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
pi ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s Lpi/K

′ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ SK′ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣❧❛❝❡ vi ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ pi ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r Lpi ✈ér✐✜❛♥t

CardΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i .

▲❡ ❝♦r♣s L/K ′ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s Lp ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ SK′ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥✈✐❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✻✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K s❡✉❧❡♠❡♥t ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2✳

❙✐ ♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
✜♥✐❡ s❛✉✈❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✈❛✉t s✉r t♦✉t
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✼✳ ❙♦✐❡♥t g ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ p1, . . . , pn ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs ❞❡ M(2g)✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L ❞❡ K ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s 2 ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , n} ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ Ai ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ s✉r
L ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ vi ❞❡ L ❛✈❡❝

CardΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

✹✳✺ ❯♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❈▼

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é✲
❧✐❡♥♥❡ A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r K ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t KA ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ AK ❡t A′

❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ AKA
✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷ q✉❡ ❧✬♦♥

❞é❞✉✐t ❞✉ ❝❛s ✐s♦t②♣✐q✉❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ AK ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❡t ❈▼✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✭❛✮ ❞❡ ❬❙❚❪✱ ❧❛ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ A ❛ ❜♦♥♥❡
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ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✱ A′ ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ B s✐♠♣❧❡ ❡t ❈▼ s✉r KA✳ ❖♥ ♥♦t❡ Z ❧❡ ❝♦r♣s EndB⊗
Q q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ EndA′⊗Q✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

2d = [Z : Q], h =
g

d
❡t n = v2(2d).

❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s A′ ❡st ✐s♦❣è♥❡ à Bh ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ EndA′⊗Q s✉r s♦♥
❝❡♥tr❡ Z ❡st h2✳ ❖♥ ✜①❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ KA ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✳ ❈♦♠♠❡
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ✐s♦❣é♥✐❡ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♥
❛ ΦA′,w ≃ ΦB,w✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v | [KA : K] CardµZ

♦ù µZ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ Z✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ LA′ ❡t LA ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ KA,w ❡t Kv r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ Gal(LA′/KA,w) = ΦA′,w ❡t Gal(LA/Kv) = ΦA,v✳ ❖♥ ❛ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s✉✐✈❛♥t

LA′

LA KA,w

Kv

ΦA′,w

ΦA,v

■❧ s✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

CardΦA,v | [KA,w : Kv] CardΦA′,w.

❖r ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✭❜✮ ❞❡ ❬❙❚❪ CardΦA′,w = CardΦB,w ❞✐✈✐s❡ CardµZ ❡t
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs [KA,w : Kv] ❞✐✈✐s❡ [KA : K] ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ KA/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♠❡♥é à ♠❛❥♦r❡r ❧❛ 2✲♣❛rt✐❡ ❞❡ [KA : K] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Z
❡t g✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷ ❞❡ ❬●❑❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r [KA : K]
♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Z ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ✐❝✐✳
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❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥
♥✉❧ s ❡t ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s F, ♣❛r

S(s, F ) = 2s−⌊s/t(F,2)⌋
∏

p premier

pm(F,p)⌊s/t(F,p)⌋
(⌊ s

t(F, p)

⌋
!
)
p
,

♦ù ⌊x⌋ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x ❡t mp = pvp(m)✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

v2(S(s,Q(i))) = r(2s, 2)− s.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❞❡ ❬❘é✷❪ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té

[KA : K] | [Z : Q]ΓZ(h)

❡♥ ♥♦t❛♥t

ΓZ(h) = ppcm{CardG | G ⊂ A×/Z×, [A : Z] = h2}

♦ù A ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s s✐♠♣❧❡s s✉r Z ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ h2 ❡t G
❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❞❡ A×/Z×✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷ ❞✉ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡
r❡❧✐❡♥t ΓZ(d) à ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❞♦♥♥❡♥t ✐❝✐

[KA : K] CardµZ | [Z : Q]S(h, Z). ✭✹✳✶✮

❖♥ ✈❛ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 2✲❛❞✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t [Z : Q]S(h, Z). ❆✈❡❝ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s m(Z, 2) = m, t(Z, 2) = t ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
♥♦♥ ♥✉❧ s✱

v2(S(s, Z)) = s+ (m− 1)
⌊s
t

⌋
+

∞∑

i=1

⌊ s

2it

⌋
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ v2(S(s, Z)) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ m ❡t t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
v2(S(s, Z)) = v2(S(s, Z

(2)))✳
❉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①❛❝t❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♥♦✉s r❛♠è♥❡

à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Z/Q
❡st ✜①é✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳✷✳ ❙♦✐❡♥t s, d ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t n = v2(2d)✳ ▲❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s v2(S(s, Z)) ❧♦rsq✉❡ Z ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré
2d ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 2d

2n ❞❡ Z(2) = Q(µ2n+1)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Z(2) = Q(µ2n+1)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹ ❞❡ ❬❘é✷❪ q✉❡ t = 1 ♦✉ 2✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ m ♣♦✉r t ✜①é ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦✉r m ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳ P♦✉r t = 1 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ m ❡st n+ 1 ❡t ❡❧❧❡ ❡st n+ 2 ♣♦✉r t = 2✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ✈ér✐✜❡r

s+ ns+

∞∑

i=1

⌊ s
2i

⌋
− s− (n+ 1)

⌊s
2

⌋
−

∞∑

i=1

⌊ s

2i+1

⌋
> 0.

❖r ♦♥ ❛ ⌊s
2

⌋
+ ns > (n+ 1)

⌊s
2

⌋

♣♦✉r n ≥ 1✳

❆♣♣❧✐q✉é à ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

v2([Z : Q]S(h, Z)) ≤ v2
(
2nS(h,Q(µ2n+1))

)
.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à Q(i) ✿

v2(S(h,Q(µ2n+1))) = v2(S(2
n−1h,Q(i)))− 3 · 2n−1h+ (n+ 2)h.

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

v2(S(h,Q(µ2n+1)))− v2(S(2n−1h,Q(i))) = h+ nh+
∑

i≥1

⌊ h
2i

⌋

− 2n−1h− 2n−1h−
∑

i≥1

⌊2n−1h

2i

⌋

= (n+ 1)h− 2 · 2n−1h− h
n−2∑

i=0

2i

= (n+ 2)h− 3 · 2n−1h.

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦t②♣✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✸✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K t❡❧❧❡ q✉❡ AK ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❡t ❈▼✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

v2(CardΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g + 1

♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ v ❞❡ K✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬é❣❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡
❧♦rsq✉❡ AK ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ y2 = x3 − x.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ✭✹✳✶✮ ♦♥
❛

v2(CardΦA,v) ≤ v2([Z : Q]S(h, Z)).

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ s✉✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✳✷ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛❥♦r❡r v2(CardΦA,v) ♣❛r

v2(S(2
n−1h,Q(i)))− 3 · 2n−1h+ (n+ 2)h+ n.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ h ≥ 1 ❡t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ str✐❝t❡ ❡♥ s ❞❡ v2(S(s,Q(i))) ♦♥
♦❜t✐❡♥t

v2(CardΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i)))− 3 · 2n−1 + 2n+ 2.

❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n✳ ❙✐ n ≥ 2 ♦♥ ❛ −3 ·2n−1+
2n+ 2 ≤ 0 ❡t ✐❧ ✈✐❡♥t

v2(CardΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) = r(2g, 2)− g.
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 1, ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✐

Z(2) 6= Q(i) ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✳✷ ❡st str✐❝t❡ ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

v2(CardΦA,v) < v2(S(h,Q(i))) + 1

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
v2(CardΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g.

■❧ r❡st❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù n = 1 ❡t Z(2) = Q(i)✳ ▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs

v2(CardΦA,v) ≤ v2(S(h,Q(i))) + 1.

❙✐ Z 6= Z(2) ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ str✐❝t❡ ❡♥ s ❞❡ v2(S(s,Q(i))) ❞♦♥♥❡

v2(CardΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) = r(2g, 2)− g

❡t s✐ Z = Z(2) ❛❧♦rs h = g ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❜✐❡♥

v2(CardΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) + 1 = r(2g, 2)− g + 1.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s Z = Q(i) ✐♠♣♦s❡ q✉❡ B ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r Q(i)✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥♥❡
❛❧♦rs q✉❡ BK ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = x3 − x✳

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝❛s ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré ❞✉ ❧❡♠♠❡
✹✳✻ ❞❡ ❬●❑❪✳
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▲❡♠♠❡ ✹✳✺✳✹✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ P♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥
♥✉❧s s ❡t g t❡❧s q✉❡ s ❞✐✈✐s❡ g, ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

sr(
2g

s
, p) + vp(s!) ≤ r(2g, p).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t k ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ t❡❧ q✉❡
⌊

2g
spk(p−1)

⌋
= 0✳ ❖♥

❛

r(2g, p) =
∞∑

i=0

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
=

k−1∑

i=0

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
+

∞∑

i=k

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
.

❆❧♦rs ♣♦✉r i < k, ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
⌊

2g
spi(p−1)

⌋
6= 0, ♦♥ ❛

s ·
⌊ 2g

spi(p− 1)

⌋
≤

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋

❞✬♦ù

sr(
2g

s
, p) +

∞∑

i=1

⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
≤ r(2g, p).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ k,
⌊

2g
spk−1(p−1)

⌋
≥ 1 ❡t ✐❧ s✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r i ≥ 1✱

⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
=

⌊ 2g

spk−1(p− 1)
· s
pi

⌋
≥

⌊ 2g

spk−1(p− 1)

⌋
·
⌊ s
pi

⌋
≥

⌊ s
pi

⌋

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
∞∑

i=1

⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
≥ vp(s!).

❯♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s ♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✺✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
K t❡❧❧❡ q✉❡ AK ❡st ❈▼✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

v2(CardΦA,v) ≤ r(2g, 2) + 1− g

♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ v ❞❡ K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❞❡ AK ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ y2 = x3 − x✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g ❞❡ A✳
▲❡ ❝❛s ♦ù AK ❡st ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

❞♦♥❝ q✉❡ AK ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦t②♣✐q✉❡✳
❙♦✐❡♥t C1, . . . , Cn ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐s♦t②♣✐q✉❡s ❞❡ AK ✱ ❛✈❡❝ n ≥ 2 ♣❛r

❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉✐ s♦♥t ♣❡r♠✉té❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(K/K)✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s (Ci)i∈I , (Cj)j∈J ⊂ {C1, . . . , Cn} ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❡t

st❛❜❧❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ I ∪ J = {1, . . . , n}✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s C ❡t D ❞❡ A t❡❧❧❡s q✉❡ CK =

∑
i∈I Ci✱

DK =
∑

j∈J Cj ❡t A = C +D✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ HomK(CK , DK) = 0 ❝❡
q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐étés CK ❡t DK ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
✐s♦t②♣✐q✉❡ ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E : y2 = x3−x✳ ❙♦✐❡♥t LA, LC

❡t LD ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ Knr
v s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s A,C ❡t

D ❛tt❡✐❣♥❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ LA ⊂ LCLD ❡t
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ LCLD s✉r Knr

v ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
ΦC,v × ΦD,v ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

v2(CardΦA,v) ≤ v2(CardΦC,v) + v2(CardΦD,v).

❖♥ ♥♦t❡ g1 = dimC ❡t g2 = dimD✳ P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

v2(CardΦC,v) + v2(CardΦD,v) ≤ r(2g1, 2)− g1 + r(2g2, 2)− g2 + 1

≤ r(2g, 2)− g + 1

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐étés CK ♦✉ DK ❛ ✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐s♦t②♣✐q✉❡ ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E : y2 = x3 − x
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r AK ✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ s✐ AK ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐s♦t②♣✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st str✐❝t❡✳

❙✐♥♦♥ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ▲❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s Ci s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉é❡s
s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ g/n✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s EndCi ⊗ Q s♦♥t t♦✉t❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s Ci ❡st ✐s♦❣è♥❡ à ✉♥❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E : y2 = x3 − x ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❛❜s✉r❞❡✳

❙♦✐t L/K ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(K/K) s✉r ❧❡s Ci✳ ❖♥ ❛
[L : K]|n! ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés Di ❞❡ AL t❡❧❧❡s q✉❡ (Di)K = Ci ❡t
AL ❡st ✐s♦❣è♥❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Di✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ L ♦♥ ❛
❧✬✐♥é❣❛❧✐té

v2(CardΦA,v) ≤ v2(CardΦAL,w) + v2([L : K]).

❖r✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✸ ♦♥ ❛

v2(CardΦDi,w) ≤ r(
2g

n
, 2)− g

n



✹✳✺✳ ❯◆❊ ▼❆❏❖❘❆❚■❖◆ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❈▼ ✾✼

♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✳ ■❧ s✉✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✳✹ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

v2(CardΦAL,w) ≤
n∑

i=1

v2(CardΦDi,w)

≤
n∑

i=1

(r(
2g

n
, 2)− g

n
)

≤ r(2g, 2)− g − v2(n!).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉

v2(CardΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g − v2(n!) + v2([L : K])

≤ r(2g, 2)− g.



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❚❪ ❊✳ ❆rt✐♥ ❡t ❏✳ ❚❛t❡✳ ❈❧❛ss ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✳ ✶✾✻✽✳

❬❇▲❪ ❈✳ ❇✐r❦❡♥❤❛❦❡ ❡t ❍✳ ▲❛♥❣❡✳ ❈♦♠♣❧❡① ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥
❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✶✾✾✷✳

❬❇▲❘❪ ❙✳ ❇♦s❝❤✱ ❲✳ ▲üt❦❡❜♦❤♠❡rt ❡t ▼✳ ❘❛②♥❛✉❞✳ ◆ér♦♥ ▼♦❞❡❧s✳ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✳ ❋♦❧❣❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❱❡r❧❛❣✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✶✾✾✵✳

❬❇❑❪ ❆✳ ❇r✉♠❡r ❡t ❑✳ ❑r❛♠❡r✳ ◆♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s❡♠✐st❛❜❧❡ ❛❜❡✲
❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ▼❛♥✉s❝r✳ ▼❛t❤✳ ✶✵✻✱ ♣✳✷✾✶✕✸✵✹✱ ✷✵✵✶✳

❬❇♦❪ ◆✳ ❇♦✉r❜❛❦✐✳ ➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❆❧❣è❜r❡✳ ❈❤❛♣✐tr❡s ✹ à ✼✳
❙♣r✐♥❣❡r✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✷✵✵✼✳

❬❈❈❖❪ ❈✳✲▲✳ ❈❤❛✐✱ ❇✳ ❈♦♥r❛❞ ❡t ❋✳ ❖♦rt✳ ❈♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❢✲
t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②s ❛♥❞ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✳ ✷✵✶✹✳

❬❈❤❪ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡❣r❡❡s✳▼❛♥✉s❝r✐♣t❛
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ✶✺✾✳ ✷✵✶✾✳ ♣✳ ✶✕✶✷✳

❬❈▼❪ P✳ ❈❤rét✐❡♥ ❡t ▼✳ ▼❛t✐❣♥♦♥✳ ▼❛①✐♠❛❧ ✇✐❧❞ ♠♦♥♦❞r♦♠② ✐♥ ✉♥❡q✉❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✳ ✶✸✸✳ ✷✵✶✸✳ ♣✳ ✶✸✽✾✕✶✹✵✽✳

❬❈❚❙❪ ❏✳✲▲✳ ❈♦❧❧✐♦t✲❚❤é❧è♥❡ ❡t ❏✳✲❏✳ ❙❛♥s✉❝✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
✜❡❧❞s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ✭✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡✲
❣❛r❞s t♦ t❤❡ ❇r❛✉❡r ❣r♦✉♣✮✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
s♣❛❝❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧♦q✉✐✉♠✱ ▼✉♠❜❛✐✱ ■♥❞✐❛✱
❏❛♥✉❛r② ✻✕✶✹✱ ✷✵✵✹ ◆❛r♦s❛ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❍♦✉s❡✳ ◆❡✇ ❉❡❧❤✐✳ ✷✵✵✼✳ ♣✳
✶✶✸✕✶✽✻✳

❬❊❦❪ ❚✳ ❊❦❡❞❛❤❧✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❍✐❧❜❡rt✬s ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✳
❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ P❛r✐s ✶✾✽✽✲✶✾✽✾✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✾✶✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✶✾✾✵✳ ♣✳ ✷✹✶✕✷✹✽✳

✾✽
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❬●■❚❪ ❉✳ ▼✉♠❢♦r❞✱ ❏✳ ❋♦❣❛rt② ❡t ❋✳ ❑✐r✇❛♥✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❡♦r②✳
✸r❞ ❡♥❧✳ ❡❞✳ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✹✳
❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✶✾✾✸✳

❬❋❖❪ ❏✳✲▼✳ ❋♦♥t❛✐♥❡ ❡t ❨✳ ❖✉②❛♥❣✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ p✲❛❞✐❝ ●❛✲
❧♦✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐♠♦✳✉♥✐✈❡rs✐t❡✲♣❛r✐s✲
s❛❝❧❛②✳❢r✴∼❢♦♥t❛✐♥❡✴❣❛❧♦✐sr❡♣✳♣❞❢✱ à ♣❛r❛îtr❡✳

❬●❑❪ ❘✳ ●✉r❛❧♥✐❝❦ ❡t ❑✳ ❑❡❞❧❛②❛✳ ❊♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡✲
t✐❡s✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✸✳ ✷✵✶✼✳ ♣✳ ✶✕✶✵✳

❬●▲❪ ❘✳ ●✉r❧❛♥✐❝❦ ❡t ▼✳ ▲♦r❡♥③✳ ❖r❞❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✳
●r♦✉♣s✱ r✐♥❣s ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❈♦♥t❡♠♣✳ ▼❛t❤✳ ✹✷✵✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✳ ✷✵✵✻✳ ♣✳ ✶✹✶✕✶✻✶✳

❬❑❛❪ ❨✳ ❑❛t③♥❡❧s♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ ●▲(n,Z)✳ ❊①✲
♣♦s✐t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✳ ✶✷✳ ✶✾✾✹✳ ♣✳ ✹✺✸✕✹✺✼✳

❬❑♦❪ ❍✳ ❑♦❝❤✳ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r② ♦❢ p✲❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳ ❇❡r❧✐♥✳ ✷✵✵✷✳

❬❑r❪ ❆✳ ❑r❛✉s✳ ❙✉r ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✳▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ✻✾✳ ✶✾✾✵✳ ♣✳ ✸✺✸✕✸✽✺✳

❬▼♦❪ ▲✳ ▼♦r❡t✲❇❛✐❧❧②✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❦♦❧❡♠ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ✶✷✺✳ ✷✵✵✶✳ ♣✳ ✶✕✸✵✳

❬▼✉❪ ❉✳ ▼✉♠❢♦r❞✳ ❆❜❡❧✐❛♥ ❱❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❛t❛ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ▲♦♥❞♦♥✳ ✶✾✼✵✳

❬▼●❊❪ ❇✳ ▼♦♦♥❡♥✱ ●✳ ❞❡r ●❡❡r ❡t ❇✳ ❊❞✐①❤♦✈❡♥✳ ❆❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳r✉✳♥❧✴ ❜♠♦♦♥❡♥✴r❡s❡❛r❝❤✳❤t♠❧✳

❬◆❪ ❲✳ ◆❛r❦✐❡✇✐❝③✳ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠✲
❜❡rs✳ ❙♣r✐♥❣❡r ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✷✵✵✹✳

❬◆❙❲❪ ❏✳ ◆❡✉❦✐r❝❤✱ ❆✳ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❑✳ ❲✐♥❣❜❡r❣✳ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ◆✉♠❜❡r
❋✐❡❧❞s✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ❈♦♠♣r❡♥❤s✐✈❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❇❡r❧✐♥✳ ✷✵✶✸✳

❬◆♦❪ ❇✳ ◆♦♦❤✐✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❏✉ss✐❡✉✳ ✸✳ ✷✵✵✹✳ ♣✳ ✻✾✕✶✵✸✳

❬P❤❪ ❙✳ P❤✐❧✐♣✳ ❱❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼ ❡t ❣r♦ss❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ✜♥✐❡ s❛✉✲
✈❛❣❡✳ ❛r❳✐✈✿✷✶✵✸✳✵✹✶✾✼ ✭✸✸ ♣✳✮

❬P♦❪ ❇✳ P♦♦♥❡♥✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆▼❙✳ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✳ ✷✵✶✼✳
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