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Chapitre 1

Introduction Générale

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux équations mathématiques qui
modélisent le mouvement de certains fluides et leur comportement lorsqu’ils inter-
agissent avec un solide. Nous étudierions en particulier 'influence que peut avoir

la forme du solide sur les propriétés de 1’écoulement.

Motivation générale

L’objectif principal dans cette theése est une approche théorique d’études expé-
rimentales du probleme de contact. L’idée est de considérer le comportement d’un
solide qui se déplace dans un fluide occupant le demi-espace situé au dessus d’'un
mur. On souhaite étudier I'influence de la géométrie du solide sur le rebond du
solide sur le mur dans un fluide visqueux. Des résulats expérimentaux montrent
en effet que, selon les propriétés du solide, les expériences sont difficilement repro-
ductibles [19]. Une explication avancée est que la structure microscopique du bord

du solide a une grande influence sur les propriétés du rebond.
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Nous nous proposons d’étudier deux phases de la chute du solide au-dessus
du mur. Dans la majeure partie de la these, nous voulons comprendre comment,
dans un fluide visqueux, la structure microscopique affecte la trajectoire du solide
quand celui-ci se trouve encore loin du mur. Dans ce premier cadre, le mur n’exerce
pas encore son influence et nous résoudrons le probleme dans tout I’espace comme
si le mur n’était pas présent. Dans une derniére partie, nous considérerons que le
fluide est non-visqueux et calculerons comment la structure microscopique affecte
le freinage de la particule avant un possible rebond sur le mur.

Du point de vue de I'analyse mathématique, nous serons donc amenés a ré-
soudre des équations fluides dans des domaines infinis. Ce probleme qui parait au
premier abord naturel pose de nombreuses difficultés comme 1'illustre le paradoxe
de Stokes qui nous dit qu’un cylindre C' infini qui se déplace avec une vitesse V'
dans une direction perpendiculaire a son axe, et a vitesse angulaire nulle dans
un fluide visqueux ne pas bouger [31]. Cet exemple doit nous mener a prendre
des précautions sur le cadre que nous allons poser. Dans le paragraphe qui suit,
nous allons écrire le modele complet des équations qui décrivent ce phénomene de

mélange solide et fluide.

Le Modele complet

Dans cette section, nous posons les équations décrivant la chute d’un solide
sous l'action de la gravité dans un fluide visqueux incompressible.
Pour calculer le mouvement du fluide, on adoptera le point de vue dit eulérien.
Ce point de vue consiste a effectuer un bilan de force sur 1’élément de volume

situé en un point arbitraire £ = (x1, 75, 23) € R?* du domaine occupé par le fluide.
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Les équations les plus usitées pour décrire le mouvement des fluides visqueux

incompressibles sont appelées les équations de Navier-Stokes :

ot
V-v=0.

p(av+(v'v)v)> = pAv—Vp+ f (1.1)

La premiére équation de (1.1) représente I’équation de conservation de la quantité
de mouvement avec v(x) = (vi(x),va(x),v3(x)) le champ de vitesse, p le champ
de pression p la masse volumique et p la viscosité dynamique du fluide et f une
densité de force extérieure.

La seconde équation de (1.1) caractérise I'incompressibilité du fluide (le volume
de toute portion de fluide transportée reste inchangé au cours du temps). Ces
équations sont posées sur le domaine 2, complémentaire dans R?* du domaine

occupé par le solide.

Dans ce qui va suivre, nous allons nous concentrer sur I’étude de certains fluides
plus visqueux . Dans ce cas nous avons une prépondérance des effets de viscosité

représentés par le terme "chaleur’ Aw sur les effets d’inertie (u - V)u.

Soient U € R une vitesse caractéristique de I’écoulement étudié et L une lon-

gueur caractéristique. On considere le temps caractéristique T = % et on pose

L

oot f=—TF. (1.2)

Y N T7 pU2
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L’équation (1.1) devient donc :

Udu U? ulU 1
o + g v V) = et — V1
i (o ) Ly
L \gr T V) =T 1 gp At Ve o
ou de fagon équivalente
Ou+ (u-V)u= frAu—Vp— f (1.3)

V-u=0

On définit le nombre de Reynolds R, de 1’écoulement par :

"Advection" "Forces d’inertie" B pUTQ pUL
=—L )
Tz M

R, = =
"Diffusion’ "Forces de viscosité"  p

~

= R.f, Iéquation (1.3) devient alors

LU
On pose de plus p' = p—]ﬁ = R.pet [
L

ou 1 1, 1.,
a_‘_(U‘V)U— EA’U,— EVp - Ef (1.4)

Par hypothese la viscosité du fluide est prépondérante sur U'inertie (Re < 1), les

équations de Navier-Stokes (1.1) deviennent ainsi :

Au — Vp = dans 2
p=7 (1.5)
V-u=0 dans

Ces équations (1.5) sont appelées les équations de Stokes. Contrairement aux équa-

tions de Navier-Stokes, elles sont linéaires.
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FIGURE 1.1 — Glissement

Dans les mélanges fluide-structures, la présence du solide nous oblige a imposer

des conditions aux frontiéres.

Une description classiquement utilisée est de considérer qu’au bord de la fron-
tiere entre le solide et le fluide, les vitesses sont égales. Ainsi si on considere que
I’obstacle se déplace avec une vitesse de translation V' et une vitesse de rotation
w, alors on a u(x) =V + w x (x — G) ou G est le centre de masse. Cependant,

ce type de description est remise en cause ces derniéres années [32].

Une description alternative proposée dans la littérature, si on considere de plus
que le solide est imperméable, est de considérer que, sur la normale, la vitesse
relative du solide est nulle et, sur les autres directions, la vitesse relative est pro-
portionnelle au taux de déformation

(u—V —wxx) -n=0sur d
(1.6)

(u—V —wxzxz)xn=-AD(u)n xn = sur 0

avec D(u) la partie symétrique du gradient, n la normale sortante. Le glissement
est proportionnel a la déformation D(u)n et le coefficient de proportionnalité \ est
un réel strictement positif, homogene a une longueur; A est aussi appelé longueur

de glissement représentée par b sur la figure 1.1[[33], Introduction | ci-dessus.
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Le mouvement du solide peut étre représenté par les équations classiques de
la mécaniques du solide. Soit O le point d’origine de coordonnées (0,0,0) et
(O, ey, ey, e3) un repere orthonormé fixé dans I'espace. On décrit la position du so-
lide par le vecteur 7 = OG et un repeére orthonormée (G, d;, ds, d3) fixé dans ce so-
lide et décrivant 'orientation relative du solide par rapport au repére (O, ey, ez, €3)

fixé dans I'espace. On a alors ces relations cinématiques :

r=V et dZ:(.L)XdZ

avec V' la vitesse de translation du solide et w sa vitesse angulaire.
Autre que les forces extérieures f, le solide est soumis aux forces F' et couple

T qu’exercent le fluide sur lui

F=| Yu,pndec et T=[ (x—G) x3(u,pndo
) o0

avec u et p solution de (1.5), (1.6).

Ainsi par la deuxieme loi de Newton et le théoreme des moments, on a :

mV =F+ f. )

Jw =T+ M(f.)

avec J € S3(R) est le tenseur d’inertie et M(f.) le moment de f, la résultante

des forces extérieures qui s’applique sur le solide.

Nous montrerons que (1.7) est un systeme dynamique et nous I’étudierons au

chapitre 4.
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Résultats principaux

Comme nous 'avons rappelé a I’entame de cette introduction, 1’objectif de cette
these est d’étudier I'influence de la géométrie sur le déplacement d’un solide dans
un fluide visqueux. Pour cela nous avons proposé un modele basé sur les équations
de Stokes avec différents types de conditions aux bords.

Dans cette section, nous résumons les principaux résultats.

Dans le Chapitre 2, on considere les équations (1.5) complétées avec les condi-
tions aux bords de type Navier (1.6) dans le cas ou €2 est le complémentaire d’un so-
lide de forme quasi-sphérique. Précisément, nous partons de la sphére unité B C R3
et nous introduisons un champ de vecteurs h : R?® — R? qui représente une ex-
tension & R3 du champ de déformation de la sphére. Nous considérons donc que le
domaine fluide €2 est le complémentaire de l'espace B, = {x +h(x); x € B(0,1)}.
Nous montrons alors existence et unicité d’une solution faible de ce probleme. Ce

résultat est résumé dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.1. Si [|h|[oo(501)) est suffisamment petit, il existe une unique solu-

tion faible de (1.5)-(1.6) pour toute valeur de V € R? et w € R?.

Nous soulignons ici que la notion de solution faible ne concerne que le compor-
tement a 'infini de la solution — pour lequel nous ne donnons pas de description
précise. En particulier, nos solutions seront suffisasamment réguliéres pour étre des
solutions classiques de (1.5).

Dans la Chapitre 3, nous nous concentrons sur la variation de la solution de
(1.5) par rapport a la variable h. Pour le faire, nous choisissons comme domaine
de référence la boule unité que nous perturbons par la fonctionnelle h comme

ci-dessus.
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Nous calculerons ensuite le comportement au premier ordre des solutions du
probléme de Stokes dans le domaine €2, complémentaire de Bj,. Concrétement nous
calculerons le comportement des composantes de la force et du couple qu’exerce

le fluide sur le solide :

Fp = /8 , (2D(un)n — pyn)do T, = /8 (@ — G) x (2D(un)n — prn)do

Bp,

avec (up, pp) solution du probléme de Stokes (1.5)-(1.6) dans §2p, et o I’élément de
volume de 0By,.
En effet d’apres [22], il existe LP € M3(R)(i = 1,...,4) telles que Fj, =

— LMV — Lhw et Ty, = — LAV — Lhw avec

Ly L%
Ly, = € Ma(R),
Ly Ll

Ly, est est une matrice symétrique, elle est appelée matrice de résistance hydro-
dynamique. Il suffit alors de dériver Lj. On montre que ses composantes peuvent
étre écrites en fonction d’une forme bilinéaire. Le théoreme des fonctions implicites
nous garantit alors la régularité de h — wuy. A partir de ce résultat nous montrons
la régularité de Ly et nous calculons sa dérivée au point h = 0.

Le résultat principal est que la dérivée au premier ordre de la matrice L est
antisymétrique dans le cas Dirichlet.

Dans le chapitre 4, nous allons étudier le systéme dynamique (1.7). Pour le
faire, nous allons écrire le systéme dans le repére du solide (d;, ds, d3) puisque dans
ce repere la matrice de résistance obtenue est constante. On suppose d’abord que

la seule force extérieure exercant sur le solide est la gravitation f;, = n constante
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et parallele a e3. Le systeme (1.7) devient alors :

n+wxn=0,
Pprwxp=—-0[LV — Lyw+mn, (1.8)

w= _L2V — L4w.

complété par les conditions initiales

n(0)=n", p0)=p" et w(0)=a" (1.9)

avec 11V, p° et @° données.

Le principal résultat de ce chapitre est que si L3 est antisymétrique, le probleme
de Cauchy (1.8), (1.9) a un état d’équilibre stable et un état d’équilibre instable.
De plus sous certaines conditions, 1 converge exponentiellement vite vers le point

d’équilibre stable.

Dans le Chapitre 5, nous étudions la chute d'un corps axisymétrique au dessus
d’un plan dans R%. Et contrairement aux chapitres précédents, on consideére dans
cette partie que le fluide est parfait(viscosité négligeable devant I'inertie). Dans ce
cas les équations de Navier-Stokes (1.1) sont remplacées par les équations d’Euler :

du+ (u-V)u)+Vp=0
e ( Ju) P dans Q2 (1.10)

divu =0

avec €) le domaine occupé par le fluide.

On considere en plus que le fluide est un fluide potentiel c’est a dire que le

champ de vitesse u est le gradient d'une fonction scalaire ¢ (i.e. u = Vo).
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On essayera de comprendre le comportement des solutions lorsque la distance

h > 0 entre le mur P et l'obstacle S tend vers 0. On note

Sh = h€2 +S Fh = Ri\gh

Soit m la masse de S, on peut compléter ainsi ’équation (1.10) avec des conditions

aux bords de type Neumann et les lois de Newton appliquées a S :

u-n=0onP

(1.11)

u-n=h(t)ey - n on OSuy
n( = | ceyd 1.12
mii(t) = |, e do (1.12)

Nous allons démontrer dans ce chapitre que le comportement des solutions de

(1.10),(1.11) (1.12) avec 2 = Fy), dépendent de la régularité de I'obstacle. Pour

cela, nous considérons que le bout de I'obstacle peut étre décrit localement par une

fonction o, . Concréetement on n’étudiera pas exactement la solution du probleme

mais la masse ajoutée mg(h) := p/F |uy(x))?’dx avec w;, solution du probléme
h

(1.10),(1.11) (1.12) et qui potentiel en plus.

Le résultat principal de ce chapitre est :

Théoreme 1.2. Soit a > 1 et supposons que S vérifie certaines conditions de

symétrie. Nous avons alors le résultat suivant :

St a < 2 les fonctions m, sont bornées quand h — 0

Sia > 2, avec op(x) = h + klz|*, on a les comportements asymptotiques
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sutvants lorsque h — 0 :

t2dt
— 3/(1+a)-1 ; —
ma(h) = crah +OQ),  with cpa = /IR g (1.13)
1T
up(z,y) = v+ l”] Ly |<onmeee +O(1)  in L*(F). (1.14)
on(z1)
Ce probléme a été étudié dans [14] et nous avons obtenu des résultats simi-

laires avec des méthodes différentes. L’apport de ce manuscrit est le comportement
asymptotique de la masse ajouté lors que h tend vers 0 . Il peut étre aussi appli-
qué a la chute d'un corps au dessus d’un plan. D’apres [[11], corollary 2 |, lorsque
a > 2, le solide va toucher la paroi avec une vitesse nulle sinon (o > 2) on aura
un choc frontal (vitesse de contact strictement positif).

En résumé, ce présent manuscrit se présente comme suit.

Dans le premier chapitre nous posons le probleme de 1’étude d’une solide
a déformation fixée, nous étudions l'existence et 1'unicité du probleme ainsi que
sa régularité. Nous donnerons également les solutions explicites du probleme dans
le cas ou €2 est le complémentaire d'une boule. Dans le chapitre suivant, nous
calculons la déformation par rapport au domaine fixe, et nous montrons également
que la déformation liée & I’énergie est antisymétrique dans le cas Dirichlet (A = 0).
Au chapitre 4, nous regardons le probléeme sous un autre angle, on considére
le probleme dynamique et nous étudions le systeme d’équations différentielles lié
a la chute du solide. Nous établirons la stabilité asymptotique des solutions de
cette équation. Au dernier chapitre, on regarde le probleme de contact dans un
fluide parfait. En effet, nous étudions le chute d’'un solide axisymétrique dans un
fluide parfait. Nous montrons I'influence de la forme du solide sur le comportement

des solutions au moment du contact. Nous donnerons également le comportement
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asymptotique de ses solutions.
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Chapitre 2

Dynamique d’un solide
quasi-sphérique dans un fluide

visqueux

Introduction

Dans ce chapitre, on se place dans un domaine extérieur Q de R3 (Q est le
complémentaire d'un compact). On considere la résolution du probléme de Stokes

d’inconnues u : Q — R3 et p: Q — R suivant :

Au—Vp=0 dans )
V-ou=0 dans (2
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complété par des conditions de glissement du type loi de Navier :

(u—V —wxx) -n=0sur d

A\ (2.2)
(u—V —wxx)xn=-ADun xn= —§Z(u,p)n X n sur 0f)
Dans ces conditions aux bords, on a noté n la normale a 0f2 dirigée vers 'extérieur
de Q (i.e. vers l'intérieur de B := R3\Q). Les quantités (V,w) € R*xR3 modélisent
la vitesse de translation et de rotation d’un objet rigide qui tomberait dans un
fluide visqueux sous l'action de la gravité. Les conditions (2.2) représentent alors
des conditions d’interface dites de glissement. Le glissement est proportionnel a la
déformation D(u)n et le coefficient de proportionnalité A\ est un réel strictement
positif, homogene a une longueur ; \ est aussi appelé longueur de glissement. Dans

le cas ou A = 0, on retrouve les conditions de Dirichlet.

On note ici D(u) la partie symétrique de Vu et X(u, p) le tenseur des

contraintes fluides, donné par la loi de Newton :
Y(u,p) =2D(u) — pl;.

On considere ici plus spécifiquement le cas ou B est une sphere 1égerement défor-
mée.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiere partie on rappelle un
modele classique pour écrire la forme de B comme un une sphere déformée. On
présente également quelques résultats de géométrie importants par la suite. Dans
la deuxieéme partie, on présente la formulation faible du probleme (2.1)-(2.2) ainsi
que sa résolution. Dans la troisieme partie, on donne des formules explicites dans

le cas ou B est une sphere de rayon 1.
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2.1 Conventions sur la déformation

Pour quantifier la facon dont B est obtenu par déformation d’une sphere, nous
allons considérer une sphere de centre 0 et de rayon 1, que nous allons modifier
légerement grace a la fonctionnelle h qui vérifiera certaines propriétés de régularité
et de conservation.

Dans la suite, on introduit une fonction h : R* — R3 que I'on suppose C?*(R?),
bornée et a dérivée bornée, et telle que [[Vh||y1,0 sy < 1. On définit alors ¢y, :=

I; + h et on note dans la suite :
Bh = QOh(B(O, 1)) Qh = QOh(RB \E(O, 1))

Nous allons montrer ci-dessous que €, et By sont deux ouverts de R? de classe
C? . Ceci nous permettra d’écrire une théorie de résolution du probléme de Stokes

(2.5)-(2.6) raisonnable a h fixée.

2.1.1 Quelques éléments de géométrie différentielle

Dans cette partie, on fixe h € C?(R*R?) telle que [|[Vh||y10psy < 1 et on

note ¢ = I3 + h. Pour commencer, on rappelle le lemme classique suivant :

Lemme 2.1. Soit h : R? — R? une fonction C' bornée avec sa dérivée et telle que

IVA[| oo sy < 1, alors @ : @ = x + h(z) réalise un C*-difféomorphisme de R®.

Démonstration. Avec les notations de I’énoncé, ¢ est C1 de différentielle Ve, =
(I+Vh,) (ot I représente l'identité sur R?) injective. En effet Ve, .k = 0 équivaut
ak+ Vh,k = (I +Vh,)k = 0 ce qui implique k¥ = —Vh, k. Or, par hypothese

Vel sy < 1, donc [[Vhgk|| < [[k| avec [|-[| la norme euclidienne sur R3. Ainsi
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la seule possibilité pour avoir I'identité ci-avant est £ = 0. Finalement, pour tout
r € R3, on a que Vg, est un endomorphisme injectif en dimension finie, donc

surjectif et ¢ réalise un C*'-difféomorphisme local.

Pour passer du local au global, on remarque d’une part que, pour « et y dans

R3.

[ —yll = ll¢(x) — h(z) - ¢(y) + h(y)ll
<lle(@) = o)l + [h(x) - h(y)|

<|lp(x) —pY)| + k|l —y|; k coefficient de Lipschitz de h

e -yl <(1—k)~" o) — oyl

Puisque (1 —k) est positif. Alors si ¢p(x) = ¢(y), on a & = y, donc ¢ est injective.

D’autre part, pour tout b € R3, le processus itératif

.’B(]:b

T,1 = b—h(xz,).

fournit une suite convergente qui tend vers une solution de « + h(x) = b. L’appli-
cation ¢ est donc également surjective.

]

Pour appliquer ces notions a la construction de déformation d’objets, on rap-

pelle tout d’abord la notion suivante :

Définition 2.1. On dit qu’un ouvert Q C R3 est de classe C2, si pour tout & dans
00, il existe des voisinages U de x etV de 0 € R3 et un difféomorphisme F de
classe C* de V dans U tels que F(0) =z et F(VNR3) =UNQ.
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Dans notre cadre, nous avons le calcul suivant :

Lemme 2.2. Soit h: R* — R3 de classe C? telle que VR0 gsy < 1. Avec les
notations précédentes, le domaine Qy := @p () est un ouvert de classe C? tel que

O, = o1 (09).

Démonstration. Sous les hypotheses de ce lemme, on remarque tout d’abord que
O = r(99Q). En effet, pour tout = € R3, si gp(x) € €, alors par le théoréme
d’inversion locale, il existe un ouvert ¢ contenant @ tel que @) C € donc
x € Q. On montre de méme que, si @u(z) € R\ Q, alors € R3\ . Par

contraposée, on déduit la propriété voulue.

Prenons maintenant y € 9€), et x son antécédent par (. Par hypothese, il

existe des ouverts U,V de R? et F de classe C? tels que

F:U— V
avec F(x)=0.

FUNY) =VNR3

Posons Uy, = @n(U), Fl, = F o p,* et Vi, = @n(V). Alors Uy, et Vy, sont des
ouverts (comme image réciproque d’un ouvert par une application continue). De

plus Fj, : Uy, — V), est de classe C? et satisfait Fj,(y) = F(x) =0 et
EU,NQ) =FUNQ) =VNR: =V, NRY.

Ceci termine la preuve.

23



2.1.2 Quelques éléments sur I’écriture de 0B,

Pour la suite, nous devons également étudier les propriétés de I’endomorphisme
de Weingarten sur 0€)j,. Pour cela, on remarque, que par application des résultats
du lemme 2.2, 9Qy, est naturellement une surface de R? de classe C2. On peut alors
décrire localement la géométrie de 982, via les premicre I™ € My(R) et seconde
IT" € Ms(R) formes fondamentales comme suit.

Soit f : U C R? — R3;(u,v) ~ f(u1,us) une paramétrisation locale de la
surface 9€),. On rappelle que la matrice de la premiere forme fondamentale en
p € 0Qy notée I, est la matrice du produit scalaire (0y,,0y,)(a) € My(R) avec

a € U de R? vérifiant f(a) = p.

Oy, [ X O,

En notant v = f S , on appelle par I, la seconde forme fondamen-
[0uy f % Ou, ]

tale en p la matrice du produit scalaire (v, 92, f).

On définit alors 'endomorphisme de Weingarten comme étant 1'unique appli-

cation linéaire (ici représentée par une matrice W) satisfaisant :
I =whh (2.3)

Dans notre cas ou {2, est obtenu par petite déformation d’une sphere unitaire,

on a alors le résultat suivant :

Lemme 2.3. ] existe une constante K telle que, pour tout p € 0€2y, :

W +1,| < Kbl 2 @)

Démonstration. Sans restriction de généralité, on suppose dans la suite que p =
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wn(e3). Rappelons d’abord une paramétrisation adaptée de S? et de 99,. On pose

for {W?+v*<1} — R

(wv) — (0,1 (u2+02))
le paramétrage de la boule unité et
f(U,U) =®no fO(uvv)a

le paramétrage du bord 0€Q,.

Au voisinage du point p = p(e3), ¢’est-a-dire pour (u,v) suffisamment petits,

les deux vecteurs tangents a 02, au point f(u,v) sont alors donnés par

s
s T - — b ()
.
Of (u,v) _
i (o T= ) = i (w1 4 7)

En particulier, on a, au point p = ¢y (e3) :

0uf(0,0) = 1pr(0,0,1) et O, f(u,v) = dapn(0,0,1)

Or ¢, =1y + h et donc 0;¢on, = €; + J;h. On peut ainsi calculer la matrice de la
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premiere forme fondamentale :

1 0 n |81h|2 + 281]11 ébhl + 81h2 + (alh) . (82h)
0 1 82h1 + (%hz —+ (81h) . (82h) |82h|2 -+ 282}12

I =

p

=1+ O(Hh“cl(W))'

D’autre part, le champ de vecteurs normaux unitaires au plan tangent de 0€;, est

donné par
(@) X (7 (@)
0. (f () x Ouf (f ()]

pour € = (x1,x2,x3) € OO

Avec les expressions précédentes, on a donc, au point p :

'I’L(p) _ (61 + alh(€3))) X (62 =+ 82h(63))
[(e1+ O1h(es)) x (e2 + Oxh(es))|

et étant données les hypotheses sur h :

in(p) — es| S ||hllcr @@ - (2.4)

De plus, on a les dérivées a 'ordre deux suivantes :

?f(u,v) O
fa(uz ) :au<alcph(uvva 1 - <U2 + U2))

B U on(u, v, m))

1— (W2 +12)
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donc

0 f(u,v) u 1—?
o =011¥Pn — T Uz)aglsoh - (-2 02)3/2(9380h

_ u Drsion — U Dysp
(1 0?) 13%Ph I~ (21 ?) 33Ph |

d’ou
02£(0,0
‘g(g) = 0111 (0,0,1) — 934(0,0,1)
u
De méme
92£(0,0
'2(1)2) = 822%(0, 0, 1) — 8350,1(0’ 0, 1)
9°£(0,0)
T oudv = 0211(0,0,1)

On peut calculer maintenant les coefficients de la matrice de la seconde forme
fondamentale dans la base 0,f,0,f en rappelant (2.4) (avec les notations de

Landau pour o et O) et I'expression de ¢y, en termes de h. On obtient tout d’abord :

n - duf =(es + Okl 3on)) - (—es + Okl 2 3E)

= — 1+ O([|h]| 2 3@

puis :

n - O f =(es + O([|hllcr i) - (—es + Okl 3an)

= — 1+ O([[h]| 2 @)
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enfin

n - Ouwf = Okl 2 3@

Finalement, on a montré que II} = —I, + O(|h|| c2@Bo) - Comme I'endomor-
phisme de Weingarten W est caractérisé par la relation (2.3) I"W" = IT" on

obtient finalement le résultat énoncé. O

2.2 Probléeme a déformation fixée

Dans cette section, on se donne une fonction h : R* — R3 que 'on suppose
C?(R?), bornée et a dérivée bornée, et telle que [|h|y10 sy < 1. On définit alors
@n = 15+ h et on suppose que les ouverts B et () correspondent respectivement

aux ouverts étudiés dans la section précédente :
Bh = (ph(B(O, 1)) Qh = QOh(R3 \E(O, 1))

On s’intéresse alors a I’existence et ’unicité des solutions faibles de I’'équation

de Stokes dans €y, :

Au — Vp =0 dans
" (2.5)

V -u =0 dans Q

avec les conditions aux bords :

(u—V —wxx) -n=0sur JQ,
A\ (2.6)
(u—V —wx x) xn:—AD(u)nxn:—§Z(u,p)nxnsur oy,
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ot (V,w) € R3 x R3 sont donnés. La longueur de glissement A\ est supposée
strictement positive dans toute la section. Comme énoncé précédemment, le cas
A = 0 correspond a une condition de type Dirichlet dont on pourra trouver un

traitement dans les références classiques (voir par exemple [23, Chapitre 5]).

2.2.1 Notion de solution faible

Supposons tout d’abord (u, p) solution réguliere de (2.5)-(2.6) et prenons w €

C2>°(R?) une fonction test telle que :

divw = 0 sur Q, w - n =0 sur 0. (2.7)

avec n la normale extérieure.

Remarquons alors que, w étant a divergence nulle, on a

Au—Vp=V-(Vu—pl)=V-(2D(u)—pl).

Par suite, il vient :

0=] (Au—Vp) w
Qn

= [, (@iv(2D(u) ~ pI) - w

=—2/( D(u):Vw+ (2D(u) —pl)n-w do
Qp oy

=2 o, D(u) : D(w) + o (2D(u)n —pn) xn) - (w xn) do
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puisque w - . = 0 sur 0€2,. Ainsi

0=-2 QhD(u):D('w)—?\ 8Qh((u—V—wxa:)><'n)-(w><'n,) do
=—2 QhD(u):D(w)—?\ mh(uxn)-(wxn) do
+3 8Qh((V+w><m)><n)-('w><n)da
=—2 QhD(u):D(w)—/Q\ 89hu-tvd<7+/2\ 8Qh(V+w><:c)~wda

En résumé, si (u, p) est une solution classique de (2.5)-(2.6), on a l'identité :

1 1
/QhD(u):D(w)—i—/\ wwdo=1 [ (Viwxz)wdo o (28)

pour tout w € C°(R?) satisfaisant (2.7). On note par la suite

1
= D D — cw d 2.9
(ww)n= | D) Dw)+ [ w-wdo (2.9
la forme bilinéaire et
L(w) ! (V4+wxezx) wd (2.10)
A Jaq,,

On peut alors écrire la famille d’identités (2.8) ci-dessus sous la forme simplifiée :

((u,w))n = L(w) Vaw € C°(R?) satisfaisant (2.7). (2.11)
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On va montrer plus loin que la fonctionnelle u — ((u,w))y, est continue pour la
topologie associée a la norme L? du gradient. Ceci nous fournit le cadre fonctionnel
pour énoncer une formulation faible de notre probleme. Pour un domaine extérieur

suffisamment régulier (typiquement de bord Lipschitz), on introduit donc :
DY2(Q) = {u € L) tel que Vu € [L*(Q5)]°}. (2.12)

On rappelle ci-dessous les propriétés élémentaires de cet espace qu’on peut retrou-
ver dans [23, Section I1.6].
Proposition 1. Etant donné un domaine extérieur Q C R® de frontiére lipschitz,

1. DY2(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) :/QVU,:V’U

dans lequel C°(Q2) est un sous-espace dense.

2. 1l existe un opérateur de trace continu DV2(Q) — H'Y2(08)) surjectif et dont

le noyau est la fermeture de C°(S2) pour la topologie de DV2(Y) ci-dessus.

Pour la recherche de nos solutions et 1’écriture de la formulation faible, nous
utiliserons également les notations suivantes. Pour un domaine extérieur {2 suffi-

samment régulier (typiquement lipschitz), nous notons :

V() = {u € D"*(Q) tel que divu = 0};

Vo(Q) = {u € VI(Q) tel que u - n = 0 sur 9Q}.

On rappelle les propriétés suivantes héritées du cas sans glissement :
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Lemme 2.4. Etant donné Q domaine extérieur de classe C?

1. C=(Q)NVYQ) est dense dans V'(Q)

2. Pour tout ¢ € C(99), il existe u € V() tel que u X n = ¢ X n sur 0.

Démonstration. 1. Soit u dans V(Q) avec 9Q Lipschitz.
On dispose de u,, = u, et u, € Hl/Q(Q) et satisfait
o0
On peut alors définir v € H*(2) solution de

Au — Vp =0 dans Qp,

(2.13)
V -u =0 dans €,
et v = u,.
On pose
u sur R3\Q
u = (2.14)
v sur

alors u € H'(R?) et divu = 0.
Donc d’aprés Galdi, on peut approcher w par des fonctions (u,) € C>°(R?)

au sens H'(R3\Q).

2. Soit ¢ € C®(9N), posons ¢ = (¢ — (¢ - n)n). On a donc @ € C1(IN)
et ¢ -m = 0. On peut alors relever ¢ en posant V = B(0,R) \ Q2 avec R

suffisamment grand pour que 0V = 9B(0, R) U 02 et en considérant w le
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champ de vitesse solution d’un probleme de Stokes

Aw —Vqg=0 dans V

(2.15)
V-ow=0 dans V
avec les conditions aux bords suivantes :
w =@ sur I
(2.16)
w=0 surdB(0,R)
Une telle solution existe bel et bien par application du [23, Theorem 1V.1.1],

la condition aux bords ne prescrivant pas de flux. On peut alors considérer
I'extension par 0 de cette solution qui définit un élément de V().

]

On peut remarquer que ce lemme implique en particulier que V() et V3(Q4)
sont des espaces de Hilbert séparables pour le produit scalaire hérité de D'2(Qy).
Avec ces notations, nous introduisons la notion suivante de solution faible dans

lesprit de [23].

Définition 2.2. Etant donnés (V,w) € R? x R® on appelle solution faible de
(2.5)-(2.6) tout champ de vecteurs w : Q — R3 qui satisfait les propriétés sui-

vantes :
1. ’LLEVl(Qh)
2.u-n=(V+wxex) n surdy,

3. u vérifie (2.8) pour tout w € Vi ().

Cette définition est satisfaisante au sens suivant :
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Lemme 2.5. Etant donné (V,w) € R3xR3 et u une solution faible de (2.5)-(2.6),

on peut construire un champ de pression p € L7, .(Qp) tel que :
1. (2.5) est satisfait dans D'(2y,)
2. u-n=(V+wxz) n ausens de H/*(Qy,)

5. (u— (V4+wxz) xn=—3%(u,p)n xn au sens de D'(0Q,).

Démonstration. 1. Soient (V,w) € R3 X R3 u une solution faible de (2.5)-(2.6)

et F la fonctionnelle définie sur V*(£2,) par

]—"(go):/QhD(u):D((,o)+i u-goda—i/th(Vjwaa:)-goda

121978

F est linéaire et continue. En effet, nous montrerons au lemme 2.6 que

o [ D(w): D(@)+ 1

+ - u - ¢ do est continue.
o A\ Joqy,

En plus pour tout ¢ dans C°(€,) tel que dive =0, on a F(¢) = 0. Donc

d’apres le théoréme de Rham, il existe un p € L2 _(Q) tel que

Fle)= [ 17-e

Par intégration par parties, on a alors

—(Au; ) = —(p; Vp)

(=Au+Vp);p) =0

avec € C§°(Q2)
2. Soit u solution faible, on peut décomposer u sur le bord suivant

u=(u-n)n—(uxn)xndans H/3(Q,) Oru-n=(V+wxx) -n au
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sens de la trace H'/2(€2,). D’aprés le point précédent, on a donc pour toute

fonction test ¢ € C>(Q) NVE(Q) :

1 1
X 8Qh(u—V—w><zt:)‘c,od<7:—X mh(u—(V—i-wxzc)xn)-cpda
1
=3 8Qh(('u,—V—wxa:)><n)-(cp><n)

D’autre part, par intégration par parties, on a

| D) D(e) = [ D) : Ve = (0w p)i @) vz e
Nous avons donc

Agh(D(u)nxn)-(cpxn)—l—/l\ o, (u—(V+wxeax)xn) (pxn)do=0

Nous sommes alors en position pour appliquer le Lemme 2.4-2 et, pour toute
fonction-test ¢ € C*°(0) construire un relevement ¢ de cette condition au

bord. Appliquant I'identité ci-dessus a ce relevement, on obtient :

(D(u)n xn)- (@ x n»H—%(aQ),H%(aQ)
+X 8Qh(u—(V—ir<.u><a:))><fn,)-(<,o><n) do=0

c’est-a-dire le point 3 de I’énoncé.
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2.2.2 Reésolution et régularité

Le résultat principal de cette sous-section est le

Théoréme 2.1. Si h € C*(R?) et [Rll 1o msy est suffisamment petit, il existe

une unique solution faible de (2.5)-(2.6) pour toute valeur de V € R? et w € R3.

Le point crucial de la preuve est de montrer la coercivité de la forme bili-
néaire ((-,-)) définie par (2.9). Malheureusement, cette forme bilinéaire s’exprime
en fonction du gradient symétrique. Il est donc nécessaire au préalable de réécrire
ce produit scalaire en terme du gradient complet. Pour cela, nous allons appliquer

I'identité remarquable suivante :

Proposition 2. Etant donné (u,v) € V§(Qp) x V§(Q) on a :

((u,v))h:/QhVu:Vv—i-/am Ki—Wh)uxn (v x n)do.

avec W lendomorphisme de Weingarten.

Démonstration. Sous les hypotheses de la proposition, on a divu = 0 et donc

Awu = 2div(D(u)). Par intégration par parties, il vient alors :

Ophu-vdo— | Vu:Vv= / 2D(u)n-vdo —2 | D(u): D(v) (2.17)

o, Qn s, Qn

En utilisant alors que u - n = v - n = 0 sur 02, on peut simplifier les termes de

bords :

Opu - vdo = / (Opu xn) - (v x n)do

[2:97% oy
/mh 2D(u)n - vdo = t/mh(QD(u)n xn)-(vxn)do
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et appliquer [24, lemme 1] qui garantit, avec nos notations que :
2D(u)n x n = dpu x n—Whu xn, sur O,

ot W" est 'endomorphisme de Weingarten calculé dans la section précédente. En

substituant ces dernieres identités dans (2.17), il vient :

2 D(u): D(v)= [ Vu:Vov —/

(Whu X n) (v xn)
oQpn Qp oQn

et finalement :

1
/ D(u)n-vda—i-*/ u-vdo= [ Vu:Vov
O A Joqy, o
1
+/ K—Wh)uxn} v xndo. (2.18)
o9, L\A

Ceci termine la preuve.

]

Lemme 2.6. Supposons ||h\|02(§(071)) suffisamment petit. Alors, la forme bilinéaire

((,))ndéfinie par (2.9) est continue et coercive sur V§(Q4).

Démonstration. On rappelle que ((-,-)) est définie par :

1
((w, w))n = /Q D(w): D(w) +5 [ w-wdo

Ceci définit clairement une forme bilinéaire (et méme symétrique). De plus :

e ((-,+))n est continue sur V}(Qy) :
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En effet, pour tout (u,v) € [V{(Q4)]? on a :

|((w, v))] <

/QhD(u):D('v)’%—i

Uu-v da‘
a0,

1
S IVl 20, VOl 20,) + XHUHB(th)||U||L2(th)

1
< (1 + )\) wllviomllvllvian)

ot on a utilisé la continuité de la trace V§(€p) — HY2(00,) C L*(0Q).

o ((+,+))n est coercive sur V(€ :

En effet, pour tout u € V}(€Q4) on a, appliquant la Proposition 2 :

- (u x n)do.

(w,u))p = /Qh Vul? + /th [(i\ - Wh> uUXn

On peut alors appliquer le lemme 2.3 et :

1
()= [ [Vul+ (145 = Ol cegamy) ) [, fux nltdo

soit, pour ||h||cg(m) suffisamment petit : ((u,w)) > HUH%%(Q;L)‘

Ce lemme est le point crucial de la preuve du Théoréme 2.1 suivante :

Preuve du Théoréme 2.1. Sous les hypothése du Théoreme 2.1, on remarque qu’il

existe Rp~o tel que Qpn C B(0, Rp). On peut alors poser :

01V = 9 ¢ () (V5 4 wlof) (219)
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ou X, est une fonction de troncature C*° telle que
Xgr, = 1 sur B(0, Ry) Xr, =0 hors de B(0,2Ry,)
Il est immédiat que U[V,w] € V1(Qy,) et satisfait
UV,w] - n=(V+wxzx) - n sur .

Des propriétés de trace de V!, on a donc que la recherche d'une solution faible de

(2.5)-(2.6) se rameéne donc a trouver v € V§(Qy,) tel que :
(v,w))p = L(w) — (U[V,w],w))n,, Yw e Vi(Qy) (2.20)

Or, les propriétés de traces sur D1?(Q,) garantissent que L est une forme linéaire
continue sur V3(€Q). Du lemme précédent, pour 1] 2By suffisamment petit,
la forme ((+,-)) est bilinéaire, continue et coercive sur l'espace de Hilbert V}(Qy).

L’existence et I'unicité d’un tel v résulte alors de l'application du théoreme de

Lax-Milgram. O

Pour pouvoir définir proprement les efforts exercés par une solution faible de

(2.5)-(2.6) sur OB}, nous aurons besoin du lemme suivant [31]
Proposition 3. Soit u solution faible du probléme de Stokes (2.5)-(2.6) et p €

L2

ibe(Q2n) un champ de pression associé. Alors, pour tout M > 0

u € H*(B(0,M)Ny), pe H(BO,M)NQ).

Notons qu’alors, étant donné une solution faible du probléme de Stokes (2.5)-
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(2.6) de pression associée p € L} () nous avons que u € H? et p € H' au
voisinage de 0€)p,. Ainsi, nous avons une trace raisonnable pour 2D(u)n — pn sur
08y, et les contraintes exercées par I’écoulement (w,p) sur 0By, sont bien définies
par les formules classiques :

F = 2D(u)yn —pn)do T = x X (2D(u)n — pn)do.
0By, 0Bp,

2.3 Le cas de la spheére : calculs explicites

Soit B = B(0,1) et Q = R3*\B. On considere ici, la résolution explicite du
probléme (2.5)-(2.6) dans le cas h = 0 et B = B(0,1) ou Q = R*\ B(0, 1). Dans ce
qui suit, nous obtenons dans un premier temps la forme analytique de la solution
de (2.5)-(2.6). Nous en déduisons ensuite les contraintes exercées par 1’écoulement
sur la particule B : la force F' et le couple T'. Du fait de la linéarité du probléme
(2.5) et de la linéarité de la condition au bord (2.6) vue comme fonction de V
et w, on remarque qu’on peut décomposer le calcul de la solution de (2.5)-(2.6)
et des efforts associé en considérant indépendamment les cas w = 0 (cas d'une

translation pure) et V' = 0 (cas d'une rotation pure). Ces deux cas sont traités

dans les sections suivantes respectivement.

2.3.1 Résolution de (2.5)-(2.6) pour une translation pure

Dans cette sous-section, nous commencons par une résolution explicite du sys-

teme de Stokes :

Théoréme 2.2. Etant donné A > 0, et V. € R? il existe une paire (u,p) €
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H'(R3\ B) x L*(R*\ B) solution de (2.5)-(2.6) avec w = 0, donnée par les formules :

A A A A .
wo) - [ gl v [ g e e
p(x) = 2A0‘|;'|§” (2.22)
avec
Ao = ?112; ot Ay = 4—:6/\'

Démonstration. On remarque que les formules donnent des fonctions lisses qui

décroissent rapidement a I'infini :

V()| + [p(x)| < Om

si bien qu'on a bien w € H'(R*\ B) et p € L*(R*\ B). 1l s’agit donc de justifier que
ces fomules fournissent une solution de (2.5)-(2.6). Il serait suffisant ici de vérifier
que la formule satisfait bien I’équation. Mais, par souci de clarté, nous donnons la

méthode de construction qui permet d’aboutir a cette formule ci-dessous.

Supposons tout d’abord que (u, p) est une solution classique de notre probleme
et définissons, w = rotw la vorticité associée. En prenant le rotationnel de la

premiere équation de (2.5), on obtient que :

Aw =0 (2.23)

En prenant ensuite la divergence de (2.5) on obtient également que :

Ap=0 (2.24)
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On cherche maintenant w sous la forme u(x) = rot(V f(r) x V) avec r =

\/ 2?2 + 23 + z3. En utilisant I'identité remarquable :

Av = grad(divv) — rot(rot v) satisfaite par tout champ de vecteur v régulier,

on obtient alors
w(z) =rot (rot(Vf(r) x V)) = —=A(rot(f(r)V))
En utilisant (2.23) et en développant I'opérateur rot il vient alors :
0=A*V x (f(r)V) = A%Vf(r) xV

si bien que A(Af(r)) est constante. On impose alors que f décroisse suffisamment
vite a I'infini si bien que cette constante est nulle. En rappelant que sur les fonctions

radiale A = 1/r?d/dr[r*d/dr|, on obtient aprés intégration :

Af(r)= —21;104—[(

avec Ay et K des constantes réelles. On peut alors utiliser a nouveau la condition

que f décroit suffisamment vite et 'intégration de I'opérateur A. Ceci donne :
A
f(r)=—Aor— 71 + Ay,

avec Ag, A1, Ay des constantes. En remplagant dans I'expression de V, on trouve,

par suite :

u(z) = (AO Al) V+ (AO - 3A1> V_-z)z (2.25)

. + J—
r r3 r r3 r2

On peut alors retrouver la pression associée en remarquant que, avec les propriétés
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satisfaites par f :

Au = A(rotrot(fV)) = A(Vdiv(fV)) - A*(fV)

= V[(VAf)- V).

Par identification, on a donc :

V. .x

r3

p(e) = (VAf) -V =24,

Il nous reste a déterminer les constantes Ay et A;. Pour cela, on exploite les

conditions aux limites :

(u—V)-n =0 sur J2
(2.26)

(u—V)xn=-ADu)n xn = —;\Z(u,p)n X n sur 0f)

En notant que le bord de € correspond a r = 1, on obtient que, sur 0f) :

(u(x) = V) n=[Ag+ A — 1] (V-n)+[A4g —34,] (V - n)

Alors d’apres la premiere condition au bord, on a donc(on suppose ici que la sphere

est de rayon 1)
24p — 24, —1=0 (2.27)

Par la deuxiéme condition condition au bord, on remarque, que la formule (2.25)
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implique

A 340\ V 1 (A 34
0 1) ®w+<0—1>((V-a:)]I3+a:®V)

r? r4 r r2\r r3
_ < e ) = (2.28)
Il s’ensuit que, sur €2 ot r = 1 et n = —x, on obtient :
1 T
(D(u)n) xn = [2 (Vu—l—Vu )a; X &
= —3A1(V X CC)
et
(u — V) Xn = —[(AO + Al — 1)](V X a:)
Ainsi, la deuxieme condition au bord se réécrit :
Ao+ A1 —1=-3)\A;. (2.29)

On trouve les constante explicites en résolvant le systéme (2.27)-(2.29) en (Ao, A1) :

A 1
3+3 A, =

Ay =22 .
07 416N 4+ 6\

Ceci termine la preuve. O

Nous verrons plus loin que la solution calculée ci-dessus est en réalité I'unique
solution du probleme (2.5)-(2.6) dans cette classe. Associé a cette formule, nous

avons les efforts suivants :

Corollaire 1. Dans le cas ou le champ de vitesse w et la pression p sont donnés
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par les formules (2.21) -(2.22), la force F et le moment T exercés par B sur

[’écoulement s’écrivent :

127
243\

Démonstration. Par définition, on a :

F = Y(u,p)ndo T= x X X(u,p)ndo.
oB oB

avec m la nomale dirigée vers I'intérieur de B. Dans ce cas ou B est la sphere unité,

on remarque avec les coordonnées sphériques que

OB={r=1} n=—-=z.

En particulier, avec 'expression (2.28) pour le calcul de Vu, on a que, sur 9B :

S(u,p)n = —(Vu+Vu')z +pz

Il s’ensuit immédiatement, pour des raisons de symétrie, que 7' =0 et :

F = 247 AV +8n(1 —4A,)V
1+ 2\

— 12
"3

]

Remarque. Dans le cas ou A =0, on a un probleme de Dirichlet et les solutions
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sont données par

3(m-V):c< 11 )

et

2.3.2 Résolution de (2.5)-(2.6) pour une rotation pure

Nous commencons a nouveau par la résolution explicite du probleme de Stokes.

Nous calculerons les efforts associé dans un second temps.

Théoréme 2.3. Etant donné X > 0, et w € R3 il existe une paire (u,p) €
H'(R®\ B) x L*(R® \ B) solution de (2.5)-(2.6) avec V. = 0, donnée par les

formules :

u(:c)— 2 WX T
T (BA+2) |zf3

(2.30)

p(x) =0. (2.31)

Démonstration. On procede comme auparavant sauf qu’on cherche cette fois-ci

une solution u de la forme

u(x) = curl(f(|z|)w).

On obtient rapidement que la seul possibilité est qu’il existe une constante A € R
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a déterminer pour laquelle :

A

u(x) = Ww X &.

En rappelant que B est une boule si bien que n et @ sont colinéaires sur le bord
de €2, on obtient que la premiere condition au bord est trivialement satisfaite. Il
reste a vérifier avec la deuxieme condition au bord. Pour cela, on rappelle que sur

le bord de 2, on a || = 1 et n = —x. La condition a vérifier s’écrit donc :
(u—w x x) X x=[AD(u)x]x.

Avec les formules explicites ci-dessus, on a, d’une part :

34
2|

D(u) = (wxz)@x+2xQ® (WX x)

Par conséquent, sur 02 ou |z| = 1, on trouve :

(u—wxzx)xx=(A-1)(wxx)Xx
3A

[D(u)x] x x = —7((» X x) X x.

La second condition au bord se réécrit donc :

A—-1= —QA
2
dont la seule solution est
2
A=
2+ 3\



Ceci termine la preuve. O

On en déduit les efforts exercés par cette solution sur la sphere :

Corollaire 2. Dans le cas ot le champ de vitesse u et la pression p sont donnés par
les formules (2.30)-(2.31), la force F' et le moment T exercés par B sur l’écoulement

s’écrivent :
167

F=0 T-=
24 ax"

Démonstration. Avec les calculs effectués ci-dessus, on a que, sur le bord de la

boule :

Y(u,p)n. = —2D(u)x

= 3A(w x x)
Par conséquent, pour des raisons de symétries, il vient que
F = Y (u,p)ndo = 0.
o0

D’autre, part sur le bord, on a que :

X X(u,p)n = 3Ax X (wxx)

= 3A(w— (w-x)x)

Ainsi, en passant en coordonnées polaires, choisies de telle facon que w = wes, on
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trouve que :

T = / x X X(u,p)ndo
o0
T 2w
3A/ / w(1 — cos*(f))desin(h)dd
0o Jo
8TA
Finalement, en remplacant A par sa valeur, on trouve le résultat escompté :

167
w
24+ 3\

]

Remarque. Dans le cas ou A =0, on a un probleme de Dirichlet et les solutions

sont données
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Chapitre 3

Dérivation par rapport au

domaine

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'influence de la forme du domaine dans les
mélanges fluide-solide. Pour le faire, nous considérons le mouvement d’un fluide
visqueux s’écoulant autour d’un solide B. On suppose que le mouvement du fluide
est modélisé par les équations de Stokes dans un domaine €2 qui est le complémen-
taire d'un compact 0 = R3\B, avec des conditions aux bords de type Navier ou
Dirichlet. Le solide est soumis aux forces et aux contraintes qu’exerce le fluide
sur lui et qui dépendent des solutions du probleme de Stokes.

Etant donné h un champ de vecteurs régulier (par exemple de classe C?) dé-
fini sur R*, nous notons Qp, := {x + h(z) ;z € Q}, le nouveau domaine. Nous
avons montré aux lemmes 2.1 et 2.2 du Chapitre 2 que si h est assez petit (i.e.

IVA[| oo @sy < 1), Lo+ b est un C'-difféomorphisme de R? et le domaine Qp, est
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de classe C?.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 'influence de la perturbation h sur les
solutions du probleme de Stokes. Nous nous placerons de plus dans le cas ou h est

a support compact dans R3.

On considere alors les équations de Stokes d’inconnues up, : Q5 — R3 et pp, :

Qh — R
Aup — Vpp, =0 dans Q
h h h (3.1)
V- -up,=0 dans €,
avec des conditions de glissement du type loi de Navier :
(’U,h -V —wx (CE — Gh)) ‘np = 0 sur th (32)

(up, =V —w x (. — Gp)) x np = =AD(up)ny, x ny sur 0Qy,.

avec V', la vitesse de translation du solide w sa vitesse de rotation, D(up) :=
Vup, + Vu,, L :

% la composante symétrique du gradient et X (wp,pp) le tenseur de
contrainte définie par X(wup,pp) = 2D(up) — prly et Gy le centre de gravité de

I'obstacle. On remarque que —AD(up)ny, X ny = —§E(uh,ph)nh X T,
D’apres le théoréme 2.1 du chapitre 2, si h est C*(R?) et [P0 rsy est
suffisamment petit, le probléeme de Stokes perturbé (3.1)-(3.2) admet une unique

solution faible et de plus nous avons une régularité locale :
up € H*(B(O,M)NQy), pr € HY(B0,M)NQy).

Notons qu’alors, étant donné une solution faible du probleéme de Stokes (3.1)-(3.2)

2

7-(Q2,) nous avons que uy, € H? et p, € H' au voisinage

de pression associée pp, € L

de 09Qp,. Ainsi, nous avons une trace raisonnable pour 2D(up)ny, — ppny, sur 082,
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et les contraintes exercées par I’écoulement (up, pp) sur 9By, sont bien définies par

les formules classiques :

Fh = / (2D(uh)nh — phnh)da
OB,

Th = /8B (CL’ — Gh) X (2D('u,h)'nh —phnh)da. (33)

On définit également une fonctionnelle énergie associée au champ de vecteur uy,.
Be = [IDwP + 5[ V4w x (@ G) - wldo (34)
Q, A Jooy, ) '

3.1.1 Plan du chapitre

Dans la suite, nous allons calculer le comportement au premier ordre des forces
et contraintes F}, et T}, en fonction de h.

Pour le faire, nous procédons comme suit :

1. On remarque que d’apres [22], il existe une matrice L, € Mg(R) symétrique
telle que
F \'4
— Ly, (3.5)
Th w
Ly LY
avec L = et L € M3(R) les composantes par bloc de la matrice
Ly L}
Ly,

Le calcul des dérivées de F}, et T}, revient alors a I’étude de la matrice Ly,.

2. On définit une forme bilinéaire a(up,vp) dans V x V avec V 'espace fonc-

tionnelle des solutions de (3.1)-(3.2) telle que a(up,vy) = Ep(up) définies
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au chapitre précédent puis on montre que si up est solution de (3.1)-(3.2),

alors
L? Lh Vv

w

a(u}uvh) - (U 19)
Ly o \w

avec vy, solution d’un probleme de Stokes de type (3.1)-(3.2) avec une vitesse

de translation U et une vitesse de rotation 1.
3. On calcule formellement la dérivée de h — a(up,vp) au point h = 0.
4. On justifie analytiquement ces calculs.

5. On en déduit la dérivée L; dans le cas Navier et Dirichlet.

3.1.2 Un peu de dérivation de forme

On remarque que les quantités qu’on a définies ci-dessus sont dans un domaine
qui dépend de la déformation €. Il nous faudra donc trouver un cadre adéquat
pour pouvoir dériver ces quantités.

Pour dériver par rapport a un domaine, nous utilisons les méthodes proposées
dans [27, 26, 25, 30].

La dérivation de ces fonctions pose une certaine difficulté liée au fait que le
domaine est variable. Si la fonction en jeu admet un prolongement naturel dans
R3, on peut surpasser cette difficulté facilement en la prolongeant sur R*® tout
entier. Sinon on peut composer la fonction par une autre fonction de telle sorte
qu’elle soit dans le domaine initial fixé. Mais apres il faudra recomposer pour
trouver la fonction : par exemple si la fonction u; est dans €2, alors la fonction
up = up o @y est dans le domaine fixe €2. Ainsi une fois qu’on aura montré la

régularité de uyp, il suffira de recomposer cette fonction par I'inverse de ¢y, pour
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retrouver celle de uy,.

Si h est une fonction vectorielle, il est connu que, pour faire des calculs de
différentielles (qui peuvent ici devenir tres vite complexes), il est souvent plus
agréable de se ramener & une variable réelle (on sait que pour toute £ € R?,
J'(0)€ = CE;zft](tﬁ) avec t un réel positif).

Soit ¢ réel positif assez petit, on note @y, = Iy + th et ¢y, son inverse.

De maniere générale et dans tout ce chapitre, nous adopterons les notations
suivantes : pour toute fonction wy définie dans le domaine perturbé Qy, := @, ()

on définit uyy, par :

Vy € Q, wm(y) = um(pm(y)) (3.6)

ou de fagon équivalente :

win () = wn (P () avec x € Qyp,. (3.7)

Dans ce chapitre, on retrouvera parfois les notations €2; au lieu de ), u; au lieu
de usp, ;¢ a la place de ¢y, par soucis de simplicité.
Commencons par un lemme crucial qui donne la dérivée u; par rapport a celle

de ;. On trouve la preuve de ce lemme dans [26, lemme 2.1].

Lemme 3.1. Soit @}, un C'-diffé¢omorphisme de R? et h — uy, définie dans (3.6)
dérivable en 0 alors h — wy est dérivable en 0 et sa dérivée en 0, u’' vérifie la

relation suivant :

u =u —h-Vu. (3.8)

avec u' la dérivée de uy, en 0.

Nous montrerons plus tard la régularité de h — uy, a la section 3.5, un théoreme
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central de ce chapitre, a ’aide du théoréme des fonctions implicites.

3.2 Préliminaires

3.2.1 Conservation de quelques propriétés du solide

Nous avons transformé un solide sphérique B en un autre solide By,. Nous sup-
posons que cette transformation laisse inchangée la masse, le centre d’inertie ainsi
que la matrice d’inertie. Cette conservation implique des conditions supplémen-

taires sur la fonction h.

Lemme 3.2. Pour que la variation de la masse du centre d’inertie et de la matrice

d’inertie de By, soit nulle en t =0, il est suffisant que :

divh:(),/Bh(y)dy:O et /B(h(y)®y+y®h(y)dy):0.

Démonstration. On rappelle que la densité du solide est supposée constante.

e Soit p la masse volumique du solide B alors la masse est mp,, := / pdx.
Bin,

Par changement de variable ¢, on a :

mp,, ::/B p dx
th

:p/Bdet(chth) da

d .
p <,0/Bdet(Vgoth)dx) = p/Bdlv h.

d
Dong, si divh =0, on a 2B = 0.
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e En notant Gy, le centre d’inertie de By, alors :

Gin a xdx

_r / pin(y)det(Vepyr) dy par changement de variable

_r (/ ydet(Vpy) dy +t/ y)det(Veuw) dy)

m

- (/B y(1 -+ tdivh + o(h) dy + [ h(y)(1 + tdivh + oh)) dy)

Donc

—Gth— (/ yd1vh+/ )

D’apres le point précédent, on a :

d
/ hy)dy =0 = — Gy =0
B dt

e Par définition la matrice d’inertie est donnée par Jy, = / PTRx
Bin

Alors par changement de variable = ¢, (y), on a :

Jn=p [ @nly) @ euly)det(Veom) dy
=p /B (y + th(y)) ® (y + th(y))det(Veum) dy

=p</By®y+t/Bh(y)®y+y®h(y)dy+0(t2)>~
On a donc
jtjth =5 [ (h(y) @y +y o hiy) )dy.

Et on conclut comme précédemment.
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3.2.2 Quelques lemmes importants

Nous allons donner la relation qui relie la normale extérieure n; du domaine
perturbé By, par rapport a la normale extérieure n du domaine fixe B qu’on peut

retrouver également dans [30, Theorem 4.4].

On rappelle que, pour un ensemble Q de classe C!, la normale extérieure du
bord I' = 0€) peut étre caractérisée par les matrices jacobiennes des cartes locales
du bord. Soit € 012, U, un ouvert au voisinage de x et g, : U, — B = B(0,1)
une carte locale du bord. Par définition, ’espace tangent T,,I" de I' = 0f2, au point

x est l'espace vectoriel engendré par les N — 1 vecteurs

(Vg '(0)e; : 1 <i< N —1}. (3.9)

Donc d’apres (3.9) un vecteur normal a I" en @ est donné par

m, = —(Vg.) (z)ey. (3.10)

puisque

—m, - (Vg ")(0)e; = Vg, (x)en - (Vgu(z)) 'e;) = en-€; = oy, 1 <i < N.

Donc le vecteur normal unitaire est donné par

n = — (Vo:(2)) en (3.11)

(Vga())Ten|’
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On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.3. Soit n la normale extérieure de Q) alors on a :

o~ Ve
T Vel (312)
et
jtnt(cpt(w))ﬁo = -Vh' - n+((Vh-n) n)n. (3.13)

Démonstration. Soit x; € OB, et o = ¢; *(x;). On a une carte g,, de OB en x.
Alors g, 0 ;" est une carte de OB, en x,.

On a donc

(@) = (Vw0 0 (@) ex
(ngo (wO)Vsofl(iL‘t))T ey
= (Veeu(@)) ™" (Vgao(@0) ex

= (V‘Pt<wt>>_T n.

Quitte a normer, on obtient le résultat suivant :

Vo | 'n
n. o (Pt - & (pt]

Vel (3.14)

Nous montrons dans le théoreme suivant un résultat qui nous permet d’effectuer

un changement de variable sur le bord 0€2,.
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Théoréme 3.1 (Changement de variable sur le bord). Soit 2 un domaine de classe

C?, f une fonction suffisamment réguliére et h une fonction 1-lipschitzienne alors

O fla)do = /89 fy) H(V‘Pﬁl)TnH det(Vepy) do

Démonstration. Soit f une fonction lisse définie dans R3

/89h. f(x)do :/ f(x)ny - npdo

A

= f(x)X - np, do avec X une extension de iy,
a0,

= mh[f(w)X] -nydo

:/ (X -Vf+ fdivX) dx parle théoreme de Gauss
Qp
En définissant f = f o ¢p, ou f = f o ¢, on obtient :

[, f@rdo = [ (VF(@n(@)Ton(@)) X (¢n(@) da
+ [, J@n(a) Trace (VX (g () Vo)) dar

Par changement de variable y = ¢y (x) on a donc

/6 o, (@) do = /Q (ViW)Venly) " X(y)) detVen(y) dy

-|—/Qf(y)Trace (VX(y)Viph(’y)_l) detVeon(y) dy
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Donc en intégrant par parties la premiere expression, on obtient :

L, T@)do = [ Fun(Ven(y))i' Xiy)det(Veon(y)
— [ F®)0 (Veon ()i Xidet (Vepn(y))

-|—/Qf(y)Trace (V)_((y)Vgoh(y)_l) det(Ven(y))

Or par dérivation

— [ F@)or (Vo)) Xidet (Teon(y))

+ /ﬂ F(y)Trace (VX (y)Veon(y) ) det(Veon(y))
= — [ F@)Ver)i X det(Veon(y))

_ /Q (@) X0, (Veon(y) " detVepy,)

+ | )0 (Ven(y) ™ det Ve,
__ /Q Fy)Xi0k (Veon(y) 'detVepy)

:—/Qf(y)zak(&?m(vsoh))

Donc par l'identité de Piola [29, Théoreme 2.1], il s’ensuit Ty = 0.

Alors, puisque X est une extension de n

f(@)do = / F@)n(Veon ()i Xi(y)det Ve,

—/ fly VSOh ((V‘Pﬁl)Tn) H(éizs)oﬁn“

121978

= | T (V") n detV o
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3.3 Calculs Formels

Dans cette section, nous effectuons des calculs formels. On va supposer que les
différents champs (up, up) sont suffisamment réguliers par rapport a la déformation
h. Pour calculer les dérivées, on va utiliser la méthode expliquée au début du
chapitre[27], on se rameéne & une fonction a variable réelle et on dérive par rapport
a ce dernier. On rappelle avec les conventions énoncées précédemment, que pour

un h fixé, v’ = —uy—.

dt

3.3.1 Différentiation des équations

Dans cette partie, on dérive les équations (3.1) par rapport a h en h = 0.
D’apres (3.1), on obtient une équation satisfaisante dans le domaine ; := ¢;(2)

qui varie avec t, avec ¢y = I; + th

Pour tout point « fixé dans 2, un ouvert de R? il se trouve aussi dans Q + th

pour un ¢ assez petit i.e. t €]0, €[ avec € < 1
Ainsi,

— Auyy, + thh =0 Vae Q,Vt < tw,h- (315)

Par dérivation par rapport a t en ¢t = 0, on obtient :

— Au'(z) + Vp'(x) =0 Vx e Q. (3.16)
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De la méme maniere, V - uy, = 0 implique par dérivation que :

V-u(x)=0 VxeQ, (3.17)

On obtient ainsi dans le domaine 2

—Au'+Vp' =0
(3.18)
V- -u' =0.

On remarque que les dérivées de uy et pp, en h = 0 sont solutions d'un probleme
de Stokes dans 2. Nous allons voir maintenant ce qu’il en est des conditions aux

bords.

3.3.2 Différentiation des conditions aux bords

Comme dans la partie précédente, on va calculer ici les dérivées des équations
(3.2) par rapport a h au point h = 0. D’apres (3.2), on obtient des conditions aux
bords qui sont satisfaites sur le bord 0€); = 9€) + th qui varie avec t. On rappelle

que, pour x dans €, le point @ + th est dans OS2 + th.

Pour dériver les conditions au le bord, on se ramene a un domaine fixe en

composant par ¢;(x) = x + th(x).

Ainsi la premiére équation de (3.2) donne :

(ue(pr(x) =V = w x () - mu(pe()) = 0
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En dérivant par rapport a t a t = 0, on obtient
(W+Vu-h—wxh) n+(u—-V —-—w xm)-int(got(m))t():&
Or d’apres (3.13) du lemme 3.3
(W +Vu-h—wxh) n+t(u-V-—wxez) ((Vh-n)-n)n—(Vh)" -n)=0
De plus d’apres (3.2)
(u—V—-wxz)- (Vh-n) - n)n=0 et ((Vh)T-n> -u=(Vh-u)- n.
On obtient donc :

u'+Vu-h—wxh—-Vh-(u—V -—wxz)]-n=0 (3.19)

Pour dériver la deuxiéme composante de ’équation (3.2), on procede de la méme

fagon que la premiere, en composant par ¢;(x), on obtient ainsi :

(un(pe(@) =V —wxpi(@)) xm(@i(x)) = —AD(un(@i(@))) 1 (pi(2)) x (i)
(3.20)

1
On rappelle que D(u) = i(Vu +Vau'). En dérivant la partie gauche de (3.20) en

t = 0, on obtient :

(W+Vu-h—wxh)xn+(u-V -wxz)x ((Vh-n)-n)n— (Vh) n).
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(u—V —wxzx)xn=-ADu)n xn,

nous avons donc :

(W +Vu-h—wxh)xn—(u—V -—wxzx)x((Vh)'n)=A(Vh-n)-n)D(u)n xn.
(3.21)

En dérivant la partie de droite de (3.20)

— A|D[(W + Vu-h)n+ D(u) - (Vh-n)-n)n— (Vh)"-n)| xn

~AD(u)n] x ((Vh-n)-n)n— (Vh)" -n) (3.22)
équivalent a

— A D[(v +Vu-h)n+2(Vh-n) -n)D(u)n — (Vh)" - 'n,] Xn

+AD(w)n] x ((Vh)T -n) (3.23)

En simplifiant par —A((Vh -n)-n)D(u)n x n qui apparait dans (3.21) et (3.23),

on a la dérivée de la deuxiéme équation de (3.2) qui donne :

(W +Vu-h—wxh)xn—(u—-V —wxzx)x ((Vh)'n)
= —-A|D[(v +Vu-h)ln+ (Vh-n) -n)D(u)n — (Vh)T~n} X

+AD(w)n] x ((Vh)" - n)
On a alors u’ solution du probléme de Stokes (3.18) dans €2 avec les conditions au
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bord de type Neumann :

v -n=(Vh(u—wxx)+wxh—-Vuv-h) nsur )
(3.24)

u' xn=Hy, xn sur 0

avec

Hy,=—-(Vu-h—wxh)xn+(u—-V —wxz)x ((Vh) n)
~ A\ D[(w + Vu- h)n + 2((Vh-n) - n)D(uw)n — (Vh)" -n| xn

+AD(uw)n] x ((Vh)" - n).

3.3.3 Dérivation de la forme bilinéaire

Définition 3.1. Soient U,V ,w et 9 dans R3. On définit une forme bilinéaire ay,

dans V par

an(Wn, vn)
= /Qh D(vy,) : D(uh)—i-i\/mh(U—i-ﬁx(a:—G)—vh)-(V—l—wx(zc—G)—uh) do.

(3.25)

avec up, vy des champs de vitesse.

Dans la suite, on décompose ap, = ag + a, avec

a.(un.vn) = [ D (un(®)) : D (vn(y)

Q

aA(uh,'vh):i/th(UnLi‘}x(:c—G)—vh)-(V—l—wx(a:—G)—'u,h)dcr.
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Avec ces conventions, on a le lemme suivant :

Lemme 3.4.

Si h — uy et h — vy

sont assez réguliers, alors la dérivée de h — as(up,vp) au point h =0 est

d (u,v) = /Q D) : D(v) + /Q D(u) : D(v') + /a haD(u):D(v)  (3.26)

avec h, = h - n.

Démonstration. Soit as(us, v;) la forme bilinéaire suivante définie dans €,

as(ug, vy) :/ D (u(y)) : D (vi(y))

O

On définit u, tel que u; o ¢, = u; et on note

D(w) := (Vi) 0 ) Vs + Vo, (Vi) 0 )7 ) , alors

a.(@ie, %) = [ D () D (v(y))

Q

— [ D(u(eu(y)) : D (®i(n(w)))

O

= | D(w):D(v) dy

Q

Pour pouvoir dériver cette expression, on se ramene au domaine fixe en faisant un

changement de variable y = (), on a ainsi :

as<ﬂt7 ’l_)t) -

1 o o o o
1 /Q (VaVe ' + (Vi Ve, 1)) - (VorVe ! + (VoVe, )T ) detVep, (3.27)
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Par dérivation de produit et (3.8), on a
d o= :
pr (V(u)Vepr) g = V(u' + hVu) — VuVh

or  V(Vu-h)=(h-V)Vu+VuVh

Donc

De plus

v. (hD(u) : D@)) — (V-h)D(u) : D(v)

+ [(h-V)D(u)] : D(v) + [(h-V)D(v)] : D(u) (3.29)

Ainsi par (3.28) et (3.29), on obtient :

o' (u, v) = /Q v. (hD(u) : D(’u))

+ /Q D(u): D(') do + /Q D(v): D) do (3.30)
Comme € est de classe C?,(3.30) devient par le théoreme de Green ,

a o) = [ hnD(u):D('v)daJr/QD(u) : D(fv’)+/QD('u):D(u’)

68



Lemme 3.5. 51

h—u, et h— v,

sont suffisamment réguliers, alors la dérivée de h — ay(up,vy) au point h =0 est

a (up, vp) X/( +h-Vvo—wxh) (u—(V+wxx))

+X v +h-Vu) (v—(U+9xx))

X/ (Vh-n)-n)(v— (U +9 %)) (

—_

—(V4+wxwx)).

Démonstration. En notant a) la partie de gauche de la forme bilinéaire

1

ax (Uth, ’Uth) )\ .
th

[vin(y) — (9 x y + U)]- [um(y)

—(V+4+wxy)| do (3.31)
Donc d’apres (3.6)

Cl,\(uth, ’Uth) =
5 /mth V(P (y)) — (9 x y +U)] - [(win(Pin(y)) — (w xy+ V)] do (3.32)

Par un changement de variable y = ¢;(x) = x + th(x), on obtient d’apres le
théoreme 3.1,

ox(uasva) = [ [ne) = (V 4w x @u@))] - [ou(@) — (U + 9 x @1(a))

|(Ver ) Tn| det(Vepr(w)) do
Ainsi en appliquant la formule de dérivation de produit puis en I’évaluant au point
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t = 0, on obtient :

d (u, v) = /(m('u'—kh-va—ﬂxh)-(u—(V—FwXaz))

+ >i=

i/ag(u’+h-vu—wxh)-(v—(U+79><33))
+i [ divh(v — (U +9 x 2))- (u—(V +wx )
1

3 80((Vh-n)-’n)('v—(U—{—m?xac))-(u—(V+w><:1:))

Comme divh = 0, alors

a\(u,v) =

3.4 Constructions des formes bilinéaires

Soit le couple (up, pr) solution du probleme de Stokes (3.1)-(3.2) , on alors par

la linéarité du probleme de Stokes ce résultat fondamental[22, Section 4.1] :

Lemme 3.6. Si le couple (up,pr) est solution du probléme de Stokes (3.1)-(3.2)

et Fy, et Ty, les forces et contraintes définies dans (3.3) alors il existe des matrices
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Lh LB Lh et L dans M3(R) telles que :

Fp=—L"V — Lhw
(3.33)

Tp=—-LbV — Lhw
avec L = LT,

On appelle
Ly Ly
Lh = S MG(R),
Ly Lj
la matrice de résistance hydrodynamique. Elle dépend de la forme du solide

(donc de h) et est aussi proportionnelle & la viscosité du fluide.

On peut récrire I’équation (3.33) sous forme matricielle (3.33)

F L hy (v
Sl I . (3.34)
Th Ly \w
Soient (U,®) € R3, on introduit (v, q) solution du probléme de Stokes :
—Avy, + Vg, =0 dans
(3.35)
V-v,=0 dans €,
complétés par les conditions aux bords suivantes :
(vh—U—i‘}xm)-nh:Osurﬁﬂh
(3.36)

(vp, —U — 9 X ) X np, = —AD(vp)ny, X nyy, sur 0Ky,

Proposition 4. Soient uy;, et vy, respectivement solutions des problémes de Stokes
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(3.1)-(3.2) et (3.35)-(3.36) alors

o (v
<U 19) = ap(un, vp). (3.37)
b \w

Démonstration. D’apres (3.34), on a :

w

ok (v
(U 19) =U-Fp,+9: T
Ly o \w

En remplacant F}, et T}, par leurs expressions, on a :
U-Fpt9-Th=U / S (up, pr)mp do + 9 / (@ — Q) x Z(p, pr)nn do
th 8Qh
En introduisant et en enlevant vy, on a

- U - X(up, pn)np do + /BQ S(up,pp)np - (¥ X (& — G))do

= Vp, - Z(uh,ph)nh do — / (’Uh —U -9 x (3’5 — G)) . E(uh,ph)nh do
8Qh th

Or par intégration par parties :

/{mh vp, - S(up, pr)np do :/QV (vp - B(un, pp)) do
- /Q Z 0;((vn)iX(Un, pn)ij) do

:/QZ(aj(Uh)i)Z(Uh,ph)ij do carzaj(Z(uh’ph)ij -0
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Donc, on a :

/8(2 Up - E(uh,ph)nh do 2/ ZD ’U,h zyD(vh)z]d
h

—2/Duh: vp,)

En utilisant la deuxieme équation de (3.2), on a donc :

UFh+’l9Th:2 0 D(’U,h)iD(’Uh)
h

2
+ - U+9x(x—G)—vp)- (V4+wx(x—G)—uy)do
A Jaqy,

O

Dans la suite, nous allons étudier la régularité de cette forme bilinéaire pour
en déduire le comportement en premier ordre des composantes de la matrice de

résistance Ly,.

3.5 Régularités et calculs explicites

Dans cette partie, nous allons justifier les calculs formels effectués dans la sec-
tion précédente. Apres nous calculerons les dérivées des composantes de la matrice
Ly, a I'aide de la forme bilinéaire qui dépend des solutions du probleme de Stokes
et des vitesses caractéristiques du solide.

On commence par un résultat fondamental : la régularité de h — wp,.

On rappelle que uy, est définie de sorte que

up(x) = un(Pn(e))
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ou de maniére équivalente

up(y) = un(en(y)).

De la méme fagon, pour un réel t fixé tres petit, on définit w, de telle sorte que

uy () = uy(Pi())

ou de maniere équivalente

w(y) = u(pe(y)).

Nous allons maintenant exprimer aj en fonction de u; et de v, On notera u’ la
dérivée de t — u; par rapport en ¢t en 0 et u’ la dérivée de u; par rapport a t en

0 on rappelle aussi

d _
Euthzo =u =u —h-Vu.

Théoréme 3.2. Supposons h € C*(R?) N WH>(R3) alors

0,7) — V{(Q)
t > Uy

est infiniment dérivable en 0.

Démonstration. Rappelons d’abord que si w € V() alors

w; = (ComVe¢, )w o ¢, € V3 (). (3.38)
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En effet

divw,; =div (C’oqu_’)tT) w o ¢, + Trace(ComV ¢, VwV ¢,)

=div (ComV¢, ) w o ¢, + divew,

Donc par l'identité de Piola [29, Théoréme 2.1], div (C’ongth ) = 0 ainsi divw, =
0 sur €. De plus sur 02, on rappelle que I'on note n; le vecteur normal et que

l'on a:

Grace a la formule de Cramer, ceci se réécrit :

dethbt

e (Vo' @o 6 (Vo[ mo 60,

Wi - Ny —

qui s’annule donc puisque w; - n = 0 sur 0f).

Si u; est solution faible du probléme de Stokes (3.1), alors pour tout w € V}(£2)

avec w; € V§(€;) défini ci-dessus, on a :

/QtD(Ut):D(wO—i_i\/Qtut.wt:i\/gz(v—i_wxy).wt (3.39)

On se rameéne donc & appliquer le théoréme des fonctions implicites dans V().
Pour cela, on remarque que pour ¢ suffisamment petit, on a €, C B(0, R) avec
R = 2. On pose donc comme dans (2.19) :

U= (xata) (55 4 wlap)
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et

u; = U + (ComVe, )T, o ¢y
Avec les notations introduites précédemment, on a donc

V@t _

=Uecepit detV e, v

et en particulier ¢ — @, est dérivable si t — ¥, (qui est a valeurs dans V}(Q)) D'est.

On étudie la régularité de t +— v; ci-dessous.

Pour cela, on commence par calculer une équation sous forme faible satisfaite
par v;. On fixe donc w € V}(Q) et on transcrit la formulation faible satisfaite par
u; avec la fonction-test w; donnée par (3.38) en fonction de w. Ici, on note tout

d’abord que :

D(w) =Sym (V(U + (ComVe/)v, o ¢))

=Sym (VU)

3

+ Sym (Z i 0 ¢ 0 (ComVe, ); )

J=1 ik

+ Sym (ComV¢, - (V3,) 0 ¢y - V)
ce que 'on réécrit :
D(u;) = D(U) + D}, [0, 0 @] + D3, [V, 0 ]

avec D l'opérateur gradient symétrique classique et D}m, D(Qz,t sa modification due
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au changement de variable ¢;. On a donc les identités ponctuelles :

3
Dé)t [Z] = Sym (Z Zj ak(COHlV(ﬁ:)z])
i,k

j=1

_ 1 B
Dit [A] = WSWD (V¢t A V¢t)

pour tout (z = (z1, 22, 23), A) € R?* x M3(R). De méme, on a
D(w;) = Dé)t [w o @] + Dét [w o ¢y].

On note ici que 'on peut calculer les opérateur Dy et D, & travers le changement

de variable ¢;. En effet, on a :
Dy,[w o ¢y] = D, [w] o ¢, D [wo ] =D [Vw]o

avec les identités ponctuelles :

3
DL,lot [Z} = Sym (Z Zj 3k(ComV¢tT)w o (Pt)
i,k

J=1

Pt

D [A] = det(Vep)Sym (Vep, - A- Ve, )

On note que 'on peut exprimer complétement 9 (ComV e, ) o ¢, en fonction de
;. En particulier, par composition, Papplication t — 9x(ComVe/ ) o ¢, est C
sur un voisinage de 0 a valeur dans C,(R?) (fonctions continues bornées sur R?).
De plus, le support de cette fonction est incluse dans le support de h et donc

indépendant de t.
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Par conséquent, (3.39) se réécrit :

0= Qt(D(U) + Dy, [0 0 @] + D3, [V 0 ¢y]) : (Dy, [w o @] + D, [Vw o ¢y])

_ i /8Q (U + (ComVe, )5, 0 ¢ — (V +w x ) - ((ComVep) )b o g3,

On note J; = detVep, sur Q et J, = ||V, 'n||J; sur 92 on peut alors opérer
le changement de variable & = ¢;(y) (voir le Théoréme 3.1 pour l'intégrale de
bord) dans chacune des intégrales impliquées dans la formulation faible. Il vient

alors la nouvelle formulation

| (D491 + D3,1981) : (D}, [w] + D2, (V) J;
- i |, det (Vo) Ve ), (det(Vep ) Vep! ) 3

= [ Uop = (V+wx ) (det(Ve) Vo] i) 3

— | D)o i s (DY 6] + D, [V, (3.40)

Notons ici que, par construction le champs v; est I'unique élément de V() qui
réalise cette identité pour tout w € V(). On note donc B, : Vi (Q2) x V(Q) — R
(resp. L; : V{(Q) — R) la forme quadratique définie par le membre de gauche
(resp. la forme linéaire définie au membre de droite) de cette identité. Pour un

w € V}(2) donné, cette identité se réécrit donc :
Bt['f)t, 'lIJ] - Lt [’IIJ]

Comme l'application t — 9, (ComV @, ) o ¢, (respectivement t — ;) est C*° d’un

voisinage de 0 & valeurs dans C,(R?) (respectivement C?(R?)) a support dans un
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compact donné indépendant de ¢ petit (resp. perturbation de l'identité avec une
perturbation & support dans un compact donné), on a que ¢t — B; est C' d’'un
voisinage de 0 & valeur dans les applications bilinéaires continues sur V§(€2). De
méme, le relévement U étant de plus C* sur R?® a support compact, t — L, est
C' d’un voisinage de 0 a valeurs dans [V{(Q)]*.

De plus, pour ¢ = 0 on reconnait :

1

[ — v.w
A Jaa ’

Bolv, w] = Q/QD(U) . D(w)

ce qui correspond a la forme quadratique associée au probleme de Stokes avec
glissement A étudié dans le précédent chapitre. On sait d’apres cette étude que ce
produit scalaire induit un isomorphisme entre [V}(Q)]* et V{(Q).

Donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe une application
de classe C' sur un voisinage de 0 a valeurs dans V}(Q) telle que v, = v; est
I'unique solution de

Biv, w] = Lfw] Yw € V5(Q).

Par unicité des solutions du probléeme de Stokes, on a donc v(t) = v;. Par le lemme

de composition [28, lemme 3.1], on a également la régularité de wu;.

Nous allons maintenant prouver les calculs qu’on a effectués a la section 3.3.3.

Théoréme 3.3. Si h € Wh°(R3) N C*(R3), notant ay, la forme quadratique
définie en (3.25) et ug, vy les solutions respectives des problémes de Stokes (3.1)-

(3.2) et (3.35)-(3.36), on a que t — amp(us,v;) est C' au voisinage de 0 et sa
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dérivée par rapport at ent =0 est donnée par :

"(u,v) /D (u) +/ D(u (v')—i—/mhnD(u) : D(v)

/ "Yh-Vo—9xh) (u—(V+wxz))
X/ "th-Vu-wxh) (v—(U+9xz))

i/ (Vh-n)-n)(v—(U+9xx)) (u—(V+wxz))

avec hy, = h - n.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, on a que les applications ¢ — u;
et t — v, sont C* au voisinage de 0 & valeurs dans V(). On obtient ainsi d’apres

les lemmes 3.4 et 3.5.

'(u,v) /D u’ +/ D(uw ('v’)+/mhnD(u) : D(v)

/ "th-Vo—9xh) (u—(V+wxz))
X/ "+h-Vu—wxh) (v—(U+9 xx))

i/ (Vh-n) n)(v—(U+9xz) (u—(V+wxz))

avec h, = h-n. O

Corollaire 3. Soient u; et v; solutions respectives des problémes de Stokes (3.1)-
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(3.2) et (3.35)-(3.36) dans Q et u' et v’ solutions de (3.18) alors

d(wv)= [ @ -n)(D@)n-n)do
+ [ @ m)(Dn-mydo — 3 [ p'-m)do
+ thnD(u):D('v)+i\ [ (Vo =9 xh)-(u—(V+wxa)
b1 [ Vu—wx ) w9 x @)~ [ g ) do

L (hen) mo— (U9 x2) (= (V +wx )

Démonstration. Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer ces deux identités :

AR 1 / _
/QD<u).D(v>+X [ W (v-U-vxa)=

[ @ -m)(D@m) -mydo — L [ g myao (3.1

[ D) D) 41 [ vV - x ) =

[ @ m)(D@m) -mydo — L [y myas (342)

Comme Vu' : qgI = ¢V -4 =0 d’apres (3.18), alors

/QD(u’) . D(v) :/QD(u’):V(v) :/QD(u’) ; (VU—qI).
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Or

N . o _} /! ! o B
/QD(u) : (Vv qI> —2/§2%:(Quj+a]ui)(3w] 40;;)
1 : 1 ,
ZQ/Q%:aiuj(az‘Uj - q(sij) + B /Q %:ajui(aivj — qdij),

donc par intégration par parties, on a

1 /
/QD(’U/) : (VU—C]I> :2/89%2%(8% — z] 2/ ZU 881}] 8(](5”)
1 /
+2/aszzui(a"“j 0ij )1 2/ ZU (0;01v; — 9;464)
ij
1
_2/(%)1‘2]‘“;(8@%’ 0ij)n; + / Zu (Oivj — qbi)n
1 /
+ §/Qzui<ajq5ij)
ij

car Av; — 0;q = 0 et 3,5 ui(0;0;v;) = 0. De ce fait,

zyz

/QD( ) (Vv—qI) 2/ : nv—qn)d0+2/ (Opv” — qn) do

. / _ 1/ /
= [ (D(v)n qn)da—|—2 u Vqdo
= "(D(’U) —qn)d
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Par décomposition de ¢/, on a : v =(u nn-(uxn)xn

/6(2 u - (D(v)n)do = m((u’ ‘n)n — (u' xn) xn)-(D(v)n)do

= m(u’ -n)(D(v)n)-n)do
n /BQ(D('v)n) xn) - (u x n)do

= aQ(U/ -n)(D(v)n)-n)do

1
-5 8Q(U—U—19><w)><n)~(u’><n)do

! 1 /
:/m(u -n)(D('v)n)-n)da—x/m(v—U—ﬁxw)-u do

car (v —U — 9 x x) - n = 0. Ce qui termine la démonstration. O

3.6 Calcul explicite de la dérivée

Nous allons calculer dans cette section les dérivées aux premiers ordres des

Lt Lk
. L. 1 L3
composantes de la matrice de résistance Ly =
h Th
Ly Ly

Par développement de Taylor, on peut écrire :

Lh = L + L/ + O(h[(;)

Ly Ly
avec L = la matrice de résistance associée au probleme de Stokes dans

Ly Ly
Q et L' la variation que nous allons calculer dans cette section. On notera les
Ly Ly , Ly L
composantes de L' par qui sont les dérivées de
L, L, Ly L
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Remarque. D’aprés les calculs effectués au chapitre 2, on a :

1+2
F= 1271'_‘_7)\‘/
243X (3.43)
T 167
= w
24 A

donc d’aprés (3.33) Lz = Ly = Opqqmy- L est diagonale par bloc. Comme la matrice
de résistance est symétrique, donc la perturbation est dominée par la composante

du bloc Ls.

D’apres (3.33), la force appliquée dans le cas d’une rotation pure (U = 0) est
L9, Donc d’aprés (3.37) V- L9 = ap(up, vy) avec w = 0.
On notera par la suite az(up,vp) =: U - Lhw = ap(up,vy) avec U = w = 0.

Ainsi d’apres le corollaire 3,

U - Lyw = dj(u,v) :/m(u’ ‘n)(D(v)n-n)do

+/89('v’-n)(D(u)n~n) do
+§\ 8Q(h~Vu)~('v—19><w)
1

-
+/hD D(v)

_X m((Vh n)-n)(u—V) (v—>9xx)

(h Vv—wxh): (u—V)

Comme w = U = 0 alors u est solution du probleme de Stokes pour une translation

pure et v pour une rotation pure.

Remarque. On note [9] € M3(R) la matrice antisymétrique associée au produit

vectoriel de 9 par un vecteur quelconque ie 9 X y = [9]y pour tout y dans R3.
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Dans ce cette partie, on évalue la variation de la matrice de résistance par

rapport a h.

3.6.1 Cas Navier

Lemme 3.7. En notant u(resp. v) solutions du probléme de Stokes pour une

translation pure(resp. rotation pure) alors :

hD(w) : D(v) +i/83((wl ) n)(u—V)-(v—19 xz)

_ 9A4
)

0B

/8B(2hn—>\(Vh-n)-n) (9 xn) V],

(3.44)

Démonstration. D’apres les résultats obtenus au chapitre 1, on a : - d’une part :

Vou(x) = ;i[[’ﬂ]] — 3;?:13 ® (¥ x x). (3.45)
donc,
D(v) = —2‘?35 (9x2)0eree®xa) (3.46)

et d’autre part :

Vu(:n)z—(AO—I—BAl) Vor 1 (AO—%> (V- 2)z+zaV)

r2 ré r r3

B <3A0 15A1) (V. .z)zxx

r r2

. (3.47)

r3 rd r2
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alors

Ay 3AN\Vez+zV 34 154\ (V- z)z @
Dlu(@)) = - (7“2 * r ) 2r a ( B b ) 72
(%) (v emes 22VEVE)

Sur OB,r =1, alors on a :

_34
4
34
2
_% Z'ZV; + V;.Tj>
2 2
3A

D(u) : D(v) (Ao + 34)) [(V x x);xj + z;(9 x x);] (Viz; + x;Vj)
(Ao = 341) [(¥ x @)iz; + (9 x x);] (V- x)di5)

(Ao — 3A1) [(9 X @)i; + :(D X @), (

Donc
D(u) : D(v) :?’;4(A0 L34 [ x @) V] - ?’;4(A0 —34)[(® x @) - V]
—9AA(D x ) -V
alors
[ haD(u) : D(v) = 944, /8 (@ xm) -V (3.49)
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(u—V)- (v—9xzx)=[(u—-—V)xn| [(v—9xax)xn]
=\*[(D(u)n) x n] - [(D(v)n) x n]

=\ [-3A,(V x z)] - —32A(19 X X)X T

SRV xa)] [0 x @) x
:_9)\22/1/41 (9 x n)- V]

Ainsi

haD(w) : D(v) + i\/@B((Vh ) n)w—V)-(v—9 x )

_9A4,
)

OB

[ (2ha = AR m) ) [0 x m) - V] (3.50)
O

Lemme 3.8. Soient u(resp. v) solutions du probléme de Stokes pour une trans-

lation pure (resp. rotation pure) alors

EQ::i 89(h-V’U—’t?><h)-('u,—V)+i/(‘m(h-Vu)(1;—'L9><:13)
SAI(A—l)/GQ [((wh)-n)n—(ﬂxh)} -V+32A/m(A0+3A1)hn(z9><n)-V

34 [ (A =340[0- (hx m)in-V (351)

Démonstration. On note [¥] € M3(R) la matrice antisymétrique associée au pro-
duit vectoriel de ¥ par un vecteur quelconque ie ¥ x y = [¥]y pour tout y dans
R3, on a donc :

Vole) = (~ e @ @ x )] + 5[9])
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Sur le bord, on a donc
h-Vv=A( x h—3[(9 x z) - h]x) (3.52)

Par les conditions au bords on a :

i [ ((h-Yo-9xh)-(-V)= [ |@xh-h-To)xn| |Dwnxn

:3A1(A—1)/69 (9 x h) xn

V xx

:3Al(A—1)/69 2 x (9 xh)xn)| .V
—34,(A — 1)/89 9 (h x 1) — ha (0 % n)} v

De méme sur le bord, on a

h-Vu=—(A)+341)(h-z)V + (A —3A1) [(V-x)h + (V - h)z]

— (3A4p = 15A4,)(V - z)(h-x)x (3.53)

De plus sur le bord n = —ax alors,

(h-Vau) x n = (Ag + 34)ha(V x n) — (A — 34)Vu(h x n) (3.54)
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Donc

i/m(h.vu).(v_ﬂxa;):—/m [(h-vu)xn -{D(v)nxn

=5 /., [(Ao +3A1)hn(V x n) — (Ag — 3A1) V(R X n)] ‘

34 34
=5 | (Aot 3A0)ha (0 x m) - V = = /aQ(Ao ~3A)V,(9 xn)-h

(9 xm)xn

Ainsi

1 1
1 m(h-V'v—’t?><h)-(u—V)+X/€39(h'VU)’(”—’l9X93)

— 34 (A1) /8Q [ﬁn(h < 1) — h(9 x 1)
34 34

+ | Ao+ 3A0Ra(9 xm) -V = =2 [ (Ag = 34)Va(® xn) - b

Vv

3
= S(A1A+ A + 2A1)/m ha(9 x 1) -V

3A

+3A1(A—1)/ ﬁn(hxn)-V—7(A0—3A1>/mvn(z9xn)-h (3.55)

o0

]

Lemme 3.9. Soient u(resp. v) solutions du probléme de Stokes pour une trans-

lation pure (resp. rotation pure) alors

/m(u’-n)(D('u)n) ‘n) da+/m('v'~n)(D(u)n) n)do — ; /m(qu/—i-p'v') -ndo
— 2(Ap — 3A4,)(A—1) /m Vo [(Vh — I)(9 x h)] - n
- 3/39 Vi (A —1)(® x B) + (1 — A)\VA(@ x ) -1 (3.56)
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Démonstration. Comme (D(v)n)n = 0 d’apres (3.46), il reste a calculer

/89('0' -n)(D(u)n) -n)do

et
1/ (qu' + pv') - nd
2 Joa 1 b 7
Or
(2 )
r r r
1 /A 3A
f5 (- (V) (Vo))
340 1541\ (V - x)(x - n)?
_<r3 s > 72
et sur le bord (r = 1), n = —a, donc

D(u)n ‘n = (AO + 3A1) Vn -2 (AO — 3141) Vn
+ (340 — 15A4,)V,

:(2A0 - 6A1)Vn

D’apres (3.24), on a sur 0N :

v n=(Vhv—9xx)+9xh—-Vv-h) n

Or d’apres (3.45)

h-Vv=A( xh-3[(9xz)-h]x),
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Donc

(h-Vv) -n=A(9 x h—3[(9 x z) - h]x)

—A((9 x h) -n+3(0x ) h)

=4A(¥ x h)-n

Ainsi

(9xh—h-Vv) - n=(1-4A)(Y xh)-n
et

Vhiv—9xx) - n=(A-—1)Vh(¥ xx) -n
Donc

vV'n=(1-4A)(9 xh) - n+(A—-1)Vh(¥ xx) n (3.57)

Ainsi

/m(v’ n)(D(w)n) -n)do = 2(Ay — 34,)(A — 1) /m V. [VRh(® x z)] - n

1 2(Ay — 341)(1 — 44) /m V(¥ x h)-n (3.58)

;/m(q“’ +pv') - ndo :?; /m Vo (A= 1)(® x h) + (1 — AVh(® x 2)) - n

On obtient ainsi ce théoréme en additionnant les résultats ci-dessus :
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Théoréme 3.4. On a alors

r _ § . T
Ly = 2(Ao — 341 + 5)(A 1)/8an Vh[n]

— 5 (0= 134) (g~ 34)) ~ 3044 = 1)) [ _anT[A]

_9AA,

/{93((2 + B)h, — M(Vh 1) -n)[n]

4 3A(A— 1) /a (Axm)nT (3.59)

avec B = ﬁ(AlA + AAg+24,).

Démonstration. D’apres le résultats obtenus ci-dessus, on a

d(u,v) =2(Ag — 3A4,)(A — 1) /m Vo [VA(9 x z)] -1

+2(Ag — 34,)(1 — 44) /m V(9 x h) - m

+§<A1A+AA0+2A1)/89hn(19Xn)'V
+3A1(A—1)/mq9n(h><n)'V—?);4(140—3141)/(99Vn(19><n)'h
+ 2| (9~ AT ) ) (8% m) - V)

—; 8B(Vh,(u—w><:1:)+<.u><h,—V'U-h,)-n

_2 [ Vi (A= 1)(® x k) + (1= AVA® x @) -n
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Donc on a donc par 3.24 :

o (u,v) = — 2(Ay — 34,)(A — 1)/ Vo [VR(O x n)] -1

o0
13A
+ (2= —5)A0—34) [ V(@ xh)-m

9AA,

/{93((2 4 B)hn — ANVh-n)-n)[(9 xn) V]

+3A1(A—1)/8919n(h><n)-V
3

=5 L Ve ((4A = )8 x h) + (1 = VA x @) - n

avec B = ﬁ(AlA + AAg + 2A1). Or az(up,vy) = VLI alors, on a :

Ly =2(Ag— 341 + 2)@4 -1 /89 nn' Vh[n]
~ 5 (1= 134)(4 ~ 34)) = 3044~ 1)) [ nn"[A]
N 9142141 (24 B)hn = A(Vh-n)-n)[n]

4 3A1(A - 1) /6 (hxmn' (360)

3.6.2 Cas Dirichlet

Dans cette partie, nous allons étudier le probleme de Stokes avec des conditions
de Dirichlet au bord c’est a dire que la vitesse relative du fluide est la méme dans

toutes les directions ce qui ce traduit par A = 0. Ainsi les équations (3.1)-(3.2)
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deviennent :

Aup — Vpr, =0  dans
Vou,=0 dans (3.61)

up =V +wxx sur oy,

Avp, — Vg, =0  dans Q
V-v,=0 dans Q, (3.62)

v, =U+19 xx sur Q)

On a alors ce résultat qui est une conséquence directe de la proposition 4.

Proposition 5. Soient uy, et vy, respectivement solutions des problémes de Stokes

(3.61) et (3.62) alors

L) (v
<U 19) :/ D(vy) : D(up) := aq(un, vs) (3.63)
Lg LZ w Qn

On note aq cette forme bilinéaire associée au solutions du probléme de Stokes avec

des conditions de Dirichlet.

Théoréme 3.5. Soient uy, et vy, solutions des problémes de Stokes (3.61) et (3.62).

St de plus on considere que w = U = 0, alors

Mwm:ADW%DM+£DmyMM+AJ¢MWDw) (3.64)

avec hy, = h - n.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.3 et le lemme 3.5, la forme bilinéaire a/; est
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bien réguliére et sa dérivée est donnée par cette formule

dy(u, v) :/QD(u') ; D(v)+/QD(u) : D('v’)—i—/m hnD(w) : D(v).

Nous rappelons ici que les solutions du probleme de Stokes (pour = R3\ B(0, 1))
avec des conditions de Dirichlet pour une translation pure et une rotation pure

donnée respectivement par

31 1 3-V)e,r 1 1 . . _3V.x
u(@) = 4(|:L~|+ 3|a:|3)v+ 1 (|a:|5 \m|3) top@) = o
(3.65)
v(x) = ’s’l;;’ ot glz) =0 (3.66)

D’apres (3.49) on a

haD(w) : D(v) = 9AA1/3 ha(9 X )V

0B B

Comme A = 0, alors

haD(w) : D(v) = —2

n 1 | (@ x @)V (3.67)

De plus d’apres le corollaire 3, on a

/QD(u'):D(v)Jr/QD(u):D(v’) :/mu'~(D(v)n) da—l—/mv’-(D(u)n) do
(3.68)
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Or d’apres 3.46

3
D(v) :_2|az|5 <(19><a:)®a:+:c®(19 xm)) (3.69)
Donc
3
D(v)n = 2|a:|5(19 X @) (3.70)
De plus par dérivation sur le bord, on a ' = —h - Vu et puis d’apres 3.53
6 6
h-Vu= Zth + Zthnm (3.71)
Ainsi
W' - D(v)n = —ihn(ﬂ < z)-V (3.72)

et d’apres (3.48)

B Ay 3AN\Vez+zV 34 154\ (V- z)z @
Dlu(w)) = — (T3 + 25 ) TEEIREL (20 24 0
Donc
3 3\ -V +Vex 9 15\ V,x
Plute)n == (15+ 32) =5~ (35~ 15) 7

r2 \4r 473 n® 2

_ i(Vna: V) (374)
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Or par dérivation sur le bord, on obtient
vV=9xh—-—h-Vv
Donc d’apres (3.52)
vVV=9xh—h-Vv=3[09xx)- hlx (3.75)
Comme sur le bord & = —n alors v’ - D(u(x))n = 0. Il s’ensuit alors

dy(u,v) :/QD(U') : D(’U)+/QD(u) : D(v')+/69 hnD(u) : D(v)
9

]

Corollaire 4. Dans le cas d’une la composante L de la matrice de résistance est

9 _ . . s
Ly = 5/ hn[x] qui est une matrice antisymétrique.
a0

97



98



Chapitre 4

Etudes du Systéme dynamique

Introduction

Nous considérons dans ce chapitre la dynamique d’un solide dans un fluide
visqueux qui se déplace sous 'effet d'une force extérieure uniforme comme la gra-
vité. Plus précisément, nous supposons qu’un corps B est immergé dans un fluide
visqueux occupant 'espace R3 et se déplace sous ’action d’un champ gravitation-
nel uniforme 7. Le mouvement du fluide visqueux est décrit par les équations de
Stokes et la dynamique du solide par les lois de Newton classiques. De plus, nous
considérons que le solide se déplace dans le fluide avec une vitesse de translation

V et une vitesse de rotation w.

L’état solide est caractérisé par sa position par le vecteur r et un repere or-
thonormée (dy,ds,d3). Ce dernier est fixé dans ce solide et décrit l'orientation
relative par rapport au repere (ej, ey, e3) fixé dans l'espace. Le vecteur r décrit

en revanche, la position du centre de masse du solide par rapport a ce repere fixe.
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On a alors ces relations cinématiques :

r=V et dZZWXdz

avec V la vitesse de translation du solide et w sa vitesse de rotation.

Autre que la gravitation, le solide est soumis aux forces F' et moments T

qu’exerce le fluide sur lui

F=] Yu,pndec et T=[ (x—G)xX(u,p)ndo
o0 o9

avec u et p champ de vitesse et pression du fluide et X le tenseur de contraintes.

Ainsi par la deuxieme loi de Newton et le théoreme des moments, on a :

n=0
mV =F+mn (4.1)
d(Jw)
=T.
dt

avec J est le tenseur d’inertie et u : Q — R? et p : O — R solution du probléme

de Stokes suivant :
Au —Vp=0 dans )

(4.2)
V-u=0 dans )
complété par des conditions de glissement du type loi de Navier :
(u—V —wxx) -n=0sur o
(4.3)

A
(u—V —wxx)xn=-ADun xn= —§E(u,p)nxnsur o)
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Nous avons vu dans le chapitre précédent que les forces et les couples peuvent

s’écrire de maniere linéaire en fonction de via la matrice de résistance
w
Ly Ls . , . .
L = . On note que la matrice L dépend a priori de la matrice re-
Ly Ly

liant (dy, dq, d3) et (eq, €2, e3). On peut alors réécrire (4.1) sous forme d’'un systeme

d’équations différentielles :

n=20
mV =LV + Lyw +7 (4.4)

Jw = LV 4+ Lyw.

4.1 Stabilité du systeme dynamique dans le cas

Dirichlet

Dans ce qui va suivre nous allons étudier le comportement en temps long
de ce systeme dynamique. Nous allons faire d’abord un changement de variable
pour écrire I'équation (4.4) dans le repére mobile (dy,ds,d3) associé au mobile
puisque que sur cette repere les composantes de la matrice de résistance L sont

constantes[21].

Ainsi en écrivant (4.4) dans ce repére (dy,dy,ds), cest & dire LY = d; -
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Lid;,n;=n-di,0;, =w-d; et p; =p-d,;, il vient :

€

+wxn=0,

3

toxp=—LV — L@+, (4.5)

a-iB

o= -LV - Liw.

complétées par les conditions initiales

avec n°, p° et w° données.

Nous allons démontrer que le systéme (4.5)-(4.6) possede un point d’équilibre
stable et un point d’équilibre instable dans le cas Dirichlet(sans glissement) avec
des conditions initiales bien choisies. Dans la suite, on reprend le calcul des efforts
pour un solide B dont la forme est une sphere perturbée. Nous allons donc garder,
pour I’étude du systeme dynamique, le terme principal pour chaque entrée de la

matrice : L17 LQ, [137 L4.

Nous avons calculé au chapitre 2 les composantes L et L3 de la matrice de

résistance hydrodynamique. Ainsi

Ly ~6r, Lj~28m.

Nous avons démontré aussi au chapitre 3 que la composante L3 de la matrice de
résistance est antisymétrique. Il existe alors un vecteur H € R? tels que Lyw =

H x w. Comme L est symétrique alors Ly = —Ls donc Lyp = H x p. En posant
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9

=35 | hn(9 x x) -V, on a

Nn+wxn =0

Pptwxp =—-6mp—HXw+n (4.7)

w = —8mw — H X p.

A priori, H est petit car il est donné comme la dérivée au premier ordre de la
perturbation de la sphere. Ainsi H vérifie ||[H|| < 1 et on compléte le systéme

avec des conditions initiales :
n0)=n"cS* (ie n°cR® et HnOH =1) et w(0)=p(0)=0. (4.8)

Théoréme 4.1. On considére le systéme d’équations différentielles (4.7) avec les

conditions initiales (4.8), alors :

( H 0 1H>t squilibre instable al
o = o, Woo =0, Po = ———— | est un équilibre instable alors
e = H] P 67 |H]| 1

H 1 H

que ("700 = —@, Woo =0, Po = ) est un équilibre instable.

6 | H |
o H . .
n — @ < 1 alors m converge exponentiellement vite

vers le point d’équilibre stable.

1l s’ensuit que, si

Dans la suite on pose par convention =e; et |[H| < e (avec ¢ < 1). On

H
|H|
introduit e, si bien que n(0) = 1y € (e, e2) on peut toujours faire ces hypotheses.

Commencons par ce lemme :
Lemme 4.1. La premiere composante du vecteur w est nulle i.e w; = w-e; = 0.

Démonstration. Par définition w est solution de w = —8nrw + p x H.
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Donc

4., -9, H
dt " dt |H|
H H
=—8mw:—+(pxH) —

|H| [H|

:871'(.01.

Or wij—o = w” = 0, donc par unicité on obtient w;(t) = 0 pour tout réel ¢. O
On peut alors réaliser qu’en réalité :

Lemme 4.2. w est colinéaire a e3 alors on a :

(p,m) € (e1,e2) et |n(t))=1 Vit

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’on peut construire une solution du systeme
sous cette forme, par unicité, ce sera la solution.

On cherche donc p,n et w sous la forme
p= (p1,p2,0>Ta n= (771,772,0)T et w= (Oa()?w)T-
On note que, sous ces hypotheses :
wxmneE(e,e), wxpec(e,e) e wxHE (e,

les équations

N+wxn=0
(4.9)

Prtwxp=—-6amp— HXw+n
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projetées sur ez donne donc 0 = 0.

De méme H x p € Rej dans I'équation donc w = —8mw — H X p projetée sur

ey et es donne 0 = 0.

0 ™ —
De plus on peut calculer w xn= [0 [ X |, | = | @y
w 0 0
Donc on a :
m —wnz =0
<~ M+wxn=0). (4.10)
772 + win = 0
De méme
— ) 1 0 0
wXp=| wn Hxw=c¢|o|x|0]|=—¢|w
0 0 w 0
Donc

p1—wpy = —6mp1 +m
<= ptwxp=-—-6rp+Hxw+mn (4.11)

P2 + wpy = —67py — ew + 1

Enfin pour @w on obtient de méme :

w = —8mw — eps. (4.12)

En conclusion on a le systeme (4.10)-(4.11)-(4.12) qui garantit que

d )
%‘77’2 =2n-mn= —2wnm + 2amn =0
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ce qui implique que |n(t)| est constante donc :

In(t)| =n0)=1 Vvt

Démonstration du théoréme 4.1. On s’intéresse maintenant aux

systemes (4.10),(4.11) et(4.12).
On note tout d’abord que, pour avoir un point fixe il faut :

e wnp=0et wn =0= =0 (en effet n? +n3 =1)

1

'Pzgﬂ

e po =0donc n =0=n ==£1.
On trouve ainsi les deux points fixes mentionnés plus haut.

Pour étudier la stabilité de ces points fixes, on réécrit le systeme (4.10),(4.11)
et (4.12) en introduisant que, puisque || = 1, on peut I’écrire sous la forme

(cosf,sinb).

L’équation (4.10) se réécrit alors :

—fsinf — wsind =0 )
—0+w=0 (4.13)

0cosf +wwecosh =0
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Par conséquent le systeme (4.10),(4.11) et (4.12) est équivalent a

0+w=0
P1 — wps = —67p; + cos b

(4.14)
Do + wp, = —67py — e + sin b

w = —8Mw — EPy

pour lequel on reconnait a nouveau que les points fixes sont

ou
1

6 pa=0 w:O).

<6:7T7 P1=—

On rappelle qu’étant donné la forme du systeme (4.14), le linéarisé de (4.14) autour

du point fixe (6, p,0,0) est

R

p1 = —67p; — sin(0)0
(4.15)

pa = —67ps — (¢ + p1)w + cos(0)6

w = —8Tw — Epa.
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Ce que 'on peut écrire sous la forme X = AX en prenant I'inconnu

0 0 0 0 -1
—sin(d) —67 0 0
X = e et en notant A = (7 )
Do cos(0) 0 —6r —(e+p1)
w 0 0 — —&7

1

1. Etudede 6 =7, py = ——, pp =0, w = 0.
67
Dans ce cas, on a
0 0 0 —1
0 —67 O 0
A - 1

-1 0 —-6r —(¢——
T —(e 67r)

0 0 —€ —8m

Remarque. La deuxiéme ligne ne dépend que de la deuxiéme variable. On a

donc —6m comme valeur propre et on retire la deuxieme variable pour calculer

les autres valeurs propres.

On est donc ramener au calcul du spectre de

0 0 -1
N 1
A'=|-1 —6r —(e——)
o
0 —e —&7

1
dont le polynéme caractéristique est y 4(\) = )\()\+67r)()\+87r)+8—8(5—6—).
m

Pour € = 0, les trois racines de ce polynéme sont 0, —67 et —8.
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Pour € < 1, on peut calculer les valeurs propres par le théoreme des fonctions

implicites.

On obtient donc que pour € < 1 on a une valeur propre au voisinage de
—6m, une au voisinage de —8r(donc tout deux négatives) et la derniére au

voisinage de 0. Pour déterminer le signe de cette derniere, on remarque que

1
Ae(Ae +6m)(Ae +87) + e — Ae(e — 6—) =0
s

En différenciant par rapport a ¢, il vient, en rappelant que A\g = 0,

1

Ay X 6 x 8r+1=0 )\6:—487T2.

Pour ¢ <« 1, on a donc que A\, < 0. Les valeurs propres de A sont donc toutes

strictement négatives et le point est stable.

, 1
. Etude du cas 6§ = 0, p1:6—, pe =0, w=0.
T

Dans ce cas, on a :

0 0 0 —1
0 —67 O 0
A — 1
1 _ —
0 6r —(e+ 67T)
0 0 —¢ —87

Comme ci-avant, les valeurs propres de ce systeme sont —67 et les valeurs
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propres de

0 0 -1
;o 1
A'=11 —6r —(e+—)
o6
0 -—e —8m

Le polynome caractéristique de cette nouvelle matrice est
1
Xar(A) = AA+6m)( A+ 87) —e + Ae(e + 67)

En reproduisant les arguments de la page précédente, on trouve que pour
€ < 1 cette matrice a trois valeurs propres distinctes :

- une au voisinage de —6m,

- une au voisinage —8m,

- une au voisinage de 0 mais strictement positif.

On a donc un point hyperbolique instable.
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Chapitre 5

Chute libre d’un corps
axisymétrique dans un fluide

parfait

Le contenu de chapitre est un travail [6] réalisé en collaboration avec Matthieu
Hillairet et Diaraf Seck accepté pour publication dans Compte rendu Mathéma-

tiques de I’Académie des Sciences.

5.1 Résumé en francais

Dans cette note, nous considérons la chute d’un solide axisymétrique dans un
fluide parfait au-dessus d’un plan. Il est connu [14] que 'éventualité d’un contact
entre le solide et le plan est reliée a 'asymptotique de 'effet de masse ajoutée
quand la distance entre le plan et le solide tend vers 0. Nous proposons une nou-

velle méthode pour calculer cet effet de masse ajoutée, qui fournit simultanément
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I’'asymptotique d'un champ de vitesses associé entre le solide et le plan.

5.2 Introduction

The study of fluid-solid problems leads to considerable paradoxical difficulties
because of possible contacts between the bodies inside the fluid. Indeed, classical
theories for solving partial differential equations of fluid mechanics require the
fluid domain to be sufficiently smooth (typically it should be locally the graph of a
Lipschitz function). However, whatever the smoothness of solid boundaries, contact
between solid bodies or between one solid body and the container boundaries yield
geometries in which the fluid domain boundaries are no-longer locally lipschitz.
This makes "very-weak" any mathematical theory for fluid-solid problems handling
contacts (see [15, 3]). Evidences that such theory might be ill-posed are also given
(see [10]). Yet, a naive intuition of the fluid-solid problem entails that a realistic

mathematical theory should handle collisions.

Hence, numerous studies consider the collision problem whether experimentally
[12] or theoretically [7]. In case the fluid is viscous, first theoretical investigations,
based on formal asymptotic expansions for the Stokes problem in thin domains (see
[2]), highlight that no collision is to be expected. These formal expansions are jus-
tified via a sound analysis relying on variational arguments [, 8]. The no-collision
paradox is extended also to the full Newton-Navier Stokes system in [5, 10]. Fewer
references investigate the case of an inviscid fluid. If the fluid is potential, exis-
tence of finite-time contact is obtained in [11, 11] coupling a lagrangian viewpoint
and complex analysis methods. Recently, these contact results are extended to

non-potential flows in [1] when the vorticity of the flow is sufficiently small.
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In [1], the formulas of [2] are recoverd via the introduction of a "reduced func-
tional" method. This method turns out to be very robust since it can be applied
to general geometries and boundary conditions. In this note, we show that the
reduced-functional method that is introduced for viscous flows can be extended
also to study potential flows. In contrast with the complex-analysis tools of [11],
this method yields a precise expansion of the flow in the aperture between solid
boundaries close to contact. We expect that such a remark is a first step toward a
finer comprehension of the smallness condition required by [1] to obtain occurence

of finite-time contacts in the non-potential case.

5.2.1 Context

Let consider the following simplified configuration taken from [11]. We denote
by § an axysimmetric (homogeneous) rigid body. This body falls vertically under
the action of gravity in a potential fluid over a fixed horizontal wall P. For simpli-
city, we fix P := {(z,y) € R?, tel que y = 0}. Since the solid moves vertically, the
whole configuration is fixed by the distance h between & and P. Below we denote

with the index A such a configuration :

Sh = h62 + S Fh = Ri\S_h

Implicitly, we assume that, when h = 0 we have the contact configuration.

The unknowns of the fluid-solid interaction problem are then (w,p) the fluid
velocity-field /pressure and h the distance between the axisymmetric body and

the ramp. In case the fluid is assumed inviscid and incompressible, with constant
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density py > 0, these unknowns are computed by integrating the pde/ode system :

pr(Ou+ (u-V)u)+Vp=0 _
m Fh(t) (51)
divu =0
u-n=0onP
(5.2)
u-n = h'(t)ey; - n on Sy
W = [ ceyd 5.3
i ()= [ e eads (53

The symbol n stands here for the outer normal to dFj}). More details on the
modelling and the resolution of this system can be found in [11, 11]. We recall

shortly here that for sufficiently smooth solutions :

e the total kinetic energy :

1 1
E(t) = =m|W'(t)]? + fpf/ (e, t)2 de
2 2 F,

is conserved with time
e no fluid vorticity is produced by boundaries so that the vorcity w of the

flow is simply transported by the velocity-field w.

As a consequence, if the initial data prescribe a potential velocity, the solution to
(5.1)-(5.2)-(5.3) is potential also. In that case the velocity-field u is computed by

stating w = h'(t)uy) where, for h > 0, u, solves :

VX’U,h:O ith
(5.4)
V-uh:O ith
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with boundary conditions

up, -n=>0 on P
(5.5)

Up-N=ey-n onodS,

Such systems yield a unique solution (see below) up to the prescription of the
circulation on the internal boundary. For simplicity, we focus herein on circulation-

free solutions. So, we prescribe :

uy -ntdo = 0. (5.6)
S

We introduced here the exponent L to denote a rotation of angle /2. Though
equation (5.3) requires the computation of the pressure p we note that the pressure
needs not be computed in the potential case. Indeed, in that case, fixing that the
total kinetic energy F is conserved along trajectories rewrites as an ode for A which

governs the dynamics. This ode can be written as follows :

st {W'Q (ms o /Fh ’“h(m)\zdwﬂ =0.

Denoting by m,(h) the integral appearing in this quantity, we have then (as long

as the solution exists and h remains strictly positive) :

T

Possible contacts in finite time (if 2'(0) < 0) depend then only on the asymptotics

of m, when h — 0. This quantity m, measures the "added-mass effect." Namely, it
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stands for the fluid kinetic energy that is associated with the velocity-field e;-mn on
the body S. It depends on the only geometrical parameter : the distance h between
S and the wall. We refer the reader to [14] for the discussion on the properties that
m, must satisfy in order to allow/forbid contact. Herein, we are interested in a
method which yields simultaneously the asymptotic behavior of m, (when h — 0)

and a profile for wy.

FI1GURE 5.1 — Example of a configuration with notations.

5.2.2 Main result

To state our main results, we make a little more precise the geometry of the
body S. We always assume that S € C*2. We also assume that contact between
S and P only holds in the origin and is of order "1 + «." Namely, for a > 1 given,

we define the assumption :
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There exists 0 > 0,e > 0 and x > 0 such that

Ty > € V (21, x9) € OS 8.t |x1| >0

Ty = K|zt V (x1,22) € OS s.t. |z1| <6, |xa] <€
Our main result then reads :

Théoréme 5.1. Let a > 1 and assume that S satisfies (A, ). We have the following
alternative :

If a < 2 the functions m, remains bounded when h — 0

If a > 2, denoting op,(x) = h+ k||, we have the following asymptotics when

h—0:
Ma(h) = Ceah® 911 0O(1),  with oo = _td (5.8)
a K,a ) K,a R 1+ |t|1+a ’
un(@,y) = V* lml 1o, |<snasce + O(1) in L2(F},). (5.9)
on(x1)
Following [14], this theorem entails that collision is bound to occur in finite

time whatever the value of & > 1. The expansion of m, we state here is already
obtained in this reference. Nonetheless, we emphasize that we obtain this same
result here with a completely different method which yields less technicalities and
a better information on the flow w;. In particular, we are able to compute the
diverging part of the flow in the case a > 3.

The outline of these notes is as follows. In the next section we recall the variatio-
nal viewpoint on system (5.4)-(5.5) and explain the method of reduced functionals.

In the last section we perform the explicit computations to extract the asymptotics
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of m, and u, when h — 0.

5.3 Application of variational methods to (5.4)-

(5.5)

As explained in the introduction, our proof of Theorem 5.1 is based on a fine

estimate of the behavior of the add-mass function :

mg: (0,00) — R

h — / lup(x)|*de (with w, solution to (5.4)-(5.5)).
Fn

In this section, at first, we recall the basics on the resolution of (5.4)-(5.5). We
recall also the variational approach to this problem as presented in [13]. We recall

then the method of reduced functionals and how it applies to this problem.

5.3.1 Resolution of (5.4)-(5.5)

In what follows, we assume « > 1 so that 9S8 is C? globally. We denote
LZ(Fy) = {v € L*(F}) s.t. dive = 0}.

We endow this space with the L:-norm. This makes L2(F},) a Hilbert space. We
recall that, since 0F}, splits into two connected components dS;, and 9P, which
are both at least C?, we have (see [17, Chapter 1])

— E(F,) :={v € C®(F},) s.t. divo = 0} is dense in L2(F},);

— There exists a continuous linear operator v, : L2(F},) — H~Y2(0F},) such
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that, denoting by n the outward normal to 0F},, we have 7, (v) = v - n for
any v € E(Fp);
— Eyo(Fy) == {v € CX(F) s.t. divo = 0} is dense in L2 ,(Fy,) := Ker(yy).

With these notations, we have :

Définition 5.1. We call w € L2(F},) a weak solution to (5.4)-(5.5)-(5.6) if

i) Ynlu] = ey -m on S, and y,lul =0 on OP,
i) for any w € L2 ((Fy) there holds :

u-w=0. (5.10)

Fy,

The weak formulation for (5.4)-(5.5) is obtained standardly by remarking that,

in the sense of distributions, there holds

(Voxuu) == [ u-Vio, Vo eor(n)

If w solves (5.4), we obtain then (5.10) with w = V4 € L2 ((F}). Conversely, for

arbitrary w = (wy,wq) € Ey(F},), setting

P(x1, x2) = /OI1 ws(s,0) — /Omz wy(x, s)ds,

yields ¢ € C>®(F), U S}) with ¢ constant on S;, and w = V+4. Denoting ¢, the

value of ¢ on S, the weak formulation entails (under the assumption that w is
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sufficiently smooth to make integration by parts meaningful) :

/u-'w: w- Vi
Fp,

Fp,

=l w-ntdo+ [ PV x u.
aSh P,

Since £y, 1 can be made arbitrary we obtain (5.4)-(5.6).

With this formulation, we have the following well-known result (see [13, p.37],)

Théoréme 5.2. Given h > 0 there exists a unique weak solution to (5.4)-(5.5)-

(5.6). Furthermore this solution w;, minimizes

inf{/ o[>, v € Li(F),) s.t. ya[v] = ex-n on 0S), and y,[u] = 0 on (973}.
Fy
(5.11)

Démonstration. The proof of this theorem yields as a standard application of the

Lax-Milgram theorem. O]

We remark that the above Theorem includes that the quantity m, that we are
interested in is the minimum that is achieved by the solution w;,. Hence, we do
not need to compute the explicit solution u; but rather focus on the minimization

problem in order to discuss the behavior of the solution to the dynamical equation

(5.7).

5.3.2 Computations of bounds for m, for fixed h.

We now turn to the computations of bounds for the optimization problem

(5.11). To this end, we fix h > 0 at first and we adapt the abstract reduced-
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functional method from [5]. We shall let A tend to 0 in order to justify the relevance

of the obtained approximation (yielding Theorem 5.1) afterwards.

The framework of the reduced-functional method is the following. We assume
that we want to minimize the functional m on Y. We assume that we are able to
construct a space Y and a functional /m on the space Y so that the following holds

true :

There exist two mappings :

(RF)

such that

m(¥(v)) <m(v) Yvey.
In this framework, the following lemma holds true

Lemme 5.1. Assume that the minimum of m is reached in 1y, then there holds :

inf (= (1) < infm < m(V o))

Démonstration. The last inequality is straightforward since V'[io] € Y. As for the

first one, we remark that, due to (RF), we have :

i%ffn <m(v]) <m(v) Yovey.

Hence m(1y) is a bound below for {m(v), v € Y'}. This implies the first inequality.
[

121



We emphasize that we do not assume a priori that finding a minimum for
m on Y is a well-posed problem. This is reminiscent of the fact that the above
proposition is relevant if minimizing the functional 7 on Y is a simpler problem.
Conversely, the above method is relevant also only if the "reduced functional" m
is sufficiently close to m in the sense that m(iy) ~ m(V]i]). The key-point is
to keep in the functional m the relevant/dominating terms of the functional m.
This is the motivation of the construction below in the case of the minimization

problem (5.11).

We introduce the space
Y, = {v € L2(F}) s.t. y[v] = €2 -n on S}, , Ya[v] =0 on P}.

so that our aim is to minimize the functional

m(v) = /Fh lv?.

Following the ideas of [5] we construct the reduced functional as follows. We denote

from now on :
F) o= {(21,22) € Ry €] — 0, 6[and 5 €]0, 04 (2)[}

where 0 is fixed by assumption (A,) and we recall that we denote o(z) = h +
k||, This domain F is then the aperture domain between the solid S and the

ramp P, filled with the fluid, when the solid S is at distance h > 0 of P.

122



th

.

FIGURE 5.2 — On the right a zoom on the gap between S, and the ramp with the
domain F} in red.

We then set
Y, = {¢ € H(F)) st. 3C € R with 1(x,0) =0 ¢(z,04(z)) = C+z Yz €]-6,6[}
We consider then the energy
) = [, 1@ e € T,

The main interest of this construction lies in the following proposition :

Proposition 6. Given h >0

i) There exists a mapping V : Y}, — Yy, such that

m(¥v]) < m(v) Vv ey,
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it) There exists a mapping V : Y, — Y, such that :

V)=V in F) VYo €Y.

The construction of the mappings ¥ and V is the content of the following
subsection. We remark at first that, item 4) includes that Lemma 5.1 applies to
this construction. Hence, once the above construction is done, the range for m,

stated in Theorem 5.1 reduces to obtaining the following lemma :

Lemme 5.2. Given h > 0 there exists a unique vy € Y}, achieving m(v) =

min{&, (IS ffh}. Furthermore, when h — 0, we have the following alternative :
— if a < 2:m(¢y) and m(V[¢y]) remain bounded ;

— ifa>2:

R0 < () < m(V o)) < B0 4 0(1). (5.12)

5.3.3 Proof of Proposition 6

We split this subsection into two paragraphs. The first one is dedicated to the

mapping ¥ while in the second one, we construct and study the mapping V.

Construction of the mapping V. Let v € Y, N C*®(F,). The smoothness

assumption can be relaxed in a second step by a density argument. We fix then

Ulv] =4 by :

T2

W(xy,x9) = /(:U1 v9(s,0)ds _/0 vi(z,s)ds ¥V (zq,29) € Fp
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This formula yields the unique vector-field vanishing in the origin, so that V4t = v
(we recall that v is assumed divergence-free). Since v € Y}, we have then :
— (x1,0) =0 (since v =v-n =0 on P)

— Y(21,22) = C + 1 on 98, for some constant C since for z € (—6,0) :

d

T(w,0n(2)) = O (x, 0n(2)) + 0}, (2) D, o0 (1))

= v3(,0n(x)) = op(X)vr(, 00 (7)) = (v - n)\/1 + |og,(2)

=n9y/1 + |0, ()2 = 1.

Then, we have that ¢ € Yj. Furthermore, since v; = —ds1) and f“g C Fj, we also

have

) = [, 10P

= 2</ 2 _ )
Jo el < [ ol = ()

We emphasize that, combining the fact that ¢ vanishes on P with a Hardy
inequality, we obtain that the mapping ¥ (constructed on Y;, N C*°(Fy,)) is conti-
nuous L?(F,) — H'(F)). This enables to perform a density argument and create
an extension W : Y, — Yj,. The latter inequality comparing i and m extends then
to arbitrary v € Y}, by density. This concludes the proof of item i) in Proposition
6.

Construction of the mapping V. The construction of the mapping V is a

little more technical. Indeed, let us consider ¢ € Y,NC> (]-T,f) and denote v = V[¢].

Obviously, on wants to fix v = V4 but this only defines v on F? so that we need
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to construct a proper extension.

To construct the extension mapping, we first define a suitable function that
truncates outside S. For this, we note that under assumption (A,), there exists
n > 0 such that, for arbitrary (zq,x2) € P such that |z1| > §/2 we have

dist((z1,22),S) > n. Then, we introduce :

— ¢ : R — [0,1] a cut-off function such that ( =1 on (—1,1) and ¢ = 0 on
R\ [-2,2].

— x : R? = R smooth and satisfying :

Supp (1) € B((0.010/6) [ x=1.

and we set :

T(x1,29) = ((3dist((z1,22),S)/n) V(x1,25) € R?

T=T=xyx with * the standard convolution operator.

By construction we have T € C®(R?) and T = 1 in a 1/3 neighborhood of
S and vanishes outside a 21/3 neighborhood of S. In particular, for arbitrary
(z1,25) € S we have T = 1 on B((z1,x3),7n/6) and T(x1, z5) = 1. On the opposite,
if dist((x1,22),S) > 51/6 we have that T = 0 on B((x1,23),£/6) and T = 0.

With this construction at-hand, let ¢ € Y, N C’oo(}Tg) for simplicity and C

the associated constant such that ¥ (zq,x2) = C' + 21 on 9S),. We construct v :=
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V|| = V¢ with :

C(221/6)¢ (21, 22)
?Z)({L‘l,wg) = +(1 = ((221/0))(x1 + CO)T (w1, 29 — h)) if (21, 22) € ]t—g ,

(21 + C)YT((z1, 29 — R)) if (21, 75) € R2\ F}.

Here are some comments about this construction. Clearly we have that ¢ €
C°(Fp). Indeed, the trunction function ¢ appearing on the first line is scaled so
that ¢ matches smoothly through the lateral boundaries of .7:",‘3. So, v is computed

in a standard way. In ]—N"él, we have,

v(w1, 19) =C(221/86) VY (21, 72)
+ (1 = ¢(221/8))V (21, 22) = (21 + O)T (21, 29 — 1))

((x1,22) — (21 + OV (21,22 — h))2/0C' (221 /0) €2.
and outside, we have :
v(wy,19) = T(x1, 79 — h)eg + (z1 + C\V((21, 22) = T(z1, 29 — h)).
This entails that v satifsies :

divo =0, (5.13)

Supp(v) C F2 U {(z1, zo)s.t.dist((z1, z2), Sp) < 1} (5.14)

Moreover, we have that (z1,z5) € S if and only if (x;,29 — h) € S so that

T(xy,xo—h) = 1for (x1,25) € S and T'(z1, xa—h) = 0 when dist((z1, z2), Sp) > 1.
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This entails the required boundary conditions :

1. if (1, 29) € P we obtain in and outside ]-T,f (since (z1,0) = 019 (21,0) = 0)

U2($1,SC2) =

ﬂ—C@mMmT@h@—hky+@rHﬁVﬂ@b@ﬁ%T@MQ—MD.

We have then two cases, if |z1| < §/2 then (1 — ((221/6)) = 0, if |z1| > §/2
then dist((z1,x2),Sy) > dist((z1,22),S) > n (by construction of 7). We
have then defined T so that T'(xy, 29 — h) = VT (21,29 — h) = 0. We obtain
vo (1, x2) = 0.

2. if (z1,29) € 0S), we have that T'(z1,2z9 — h) = 1 and VT (z1,29 — h) = 0.
Hence, v(x1,z3) = e, outside of F7. Inside F} we have ¢(zy, 25) = (21 + C)
and n - V*i)(xq, 22) = €y - n (remarking again that this corresponds to the

tangential derivative of ¢ along 0S). Combining all these properties yields

alsov-n =e,-n.

Combining (5.13) with these two last items (and recalling that v is smooth and

has compact support) we obtain that v € Yj,.

To end up the proof of item ii) in Proposition 6, it remains to remark that

1 9
C:%LM%%@ma

so that the mapping 1 — C is continuous H'(Y;) — R. The formula for V[¢/]
defines then (the restriction to ¥, NC'(F?) of) a continuous linear mapping Y}, —

Y, when Y}, (resp. Y3) is endowed with the H'-topology (resp. L? topology).
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5.4 Proof of Theorem 5.1

We end the paper with the proof of our main result. According to the arguments

in the previous section (see in particular Lemma 5.2), this splits into 3 steps :

— first to fix h and to compute ¥ that minimizes m over Y,
— second to let h — 0, to compute the asymptotics of the minimum of m (1))
and compute a bound above for m(V [¢y]).

— to prove the asymptotic formula (5.9).

These steps correspond to the three subsections below.

5.4.1 Minimizing m

This part of the proof is straightforward. We state the following proposition

for completeness :

Proposition 7. Let h > 0 and

Then 1y realizes the minimum of m over Yj.

Démonstration. Tt is straightforward that v, € Y}, satisfies Oxt09 = 0. Then, given

Y €Y}, we have that ¢ = 1) — by € H'(F}) satisfies :

o(xy,on(x1)) =C for x; € (—4,0) and a constant C' € R

o(x1,0) =0 for xy € (—9,0) .
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Integrating by parts and using symmetry arguments yield :

é op(x1)
/4/0 82%(951, 552)890(371, 332)d$2d331

5 5 ron(z1)
= /—5 Cxydzy — /—5/0 822¢0($1,962)90(371,56'2)(1552(13?1 = 0;

and consequently :

& ron(z1) 5 ron(z1)
@) = [ [ o a)?+ [T (e a2 ()

with equality if and only if ¢ = 0 i.e. ¥ = . O

5.4.2 Range for m,
We start with finding an equivalent for m(vy).
Proposition 8. We have two cases

— if a < 2 the quantity m(io) remains bounded when h — 0,

— if a > 2 the quantity m (o) is equivalent to c. oh¥3F)™1 when h — 0 with

B t*dt
IR e

Cr,a
Démonstration. Replacing with the explicit values of 1y we have that m(y)y = I

with :

2

1 1'2 1) T
I :/ S| :/ L
" s on@) T s bt Rzt
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If o < 2 we have, for arbitrary h

1 1
Ih S */ dz
K J-s |x|ot

and [, remains bounded when h — 0.

If o > 2 we preform the change of variable z = h'/***¢. This yields :

1/a 2
1 =/t | Ty
—s/pt/e 1+ |t]|1He

t2
Nh]3/(1+a)71/ dt
R 1+ k|t]+e

This ends the proof. n

We note that, in the case o = 2 we can make similar computations and obtain

that

i) ~ | In(h)|.

We proceed with the upper bound i.e. to compute m(vy) where vy = V().
We note that, since the consant C' associated with 1y vanishes, the extension of
1o that we construct with (see the formula of the previous section) depends on
h only through a translation. Hence the contribution outside f,‘f to the L?-norm
of vy remains bounded independent of h. Since the singularity in the geometry

occurs only in the origin when A — 0, we have also that :

/7.‘ [vo? /6/2 /Uh(m) |wo| *( )dzidrs + O(1)
v v 1,2 r1Ax .
~,‘i 0 5/2 0 0 1 2 1 2
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and, replacing v, with its values on F7, we have :

on(z1)
miwn) =) + [ ™ 10wl (e, 22)dzdes +001),

We denote by J,, the second integral on the right-hand side of this last inequality.

With the explicit values for 1y, we obtain :

L me\
In= 3/—5 <ah(x1) op(x1)? ) lon (@) dzy

However there exists an absolute constant Ky such that |0}, (z1)x1| < Koop(z1) for

x1 € (—0,0). Introducing this inequality in the computation of .J;, we obtain :
5
Il < [ on(en)der < Ko,

with K independent of h. This ends the computations of the bounds for m,,.

5.4.3 Asymptotic expansion

To complete the proof of Theorem 5.1, we obtain the asymptotics (5.9). For
this we re-introduce (wy)p>o the family containing the unique weak solutions to
(5.4)-(5.5)-(5.6) and we recal the notations vy = V[¢)y] that we introduced above.
We recall that, for fixed A > 0, since vy € Y} and uy, is a weak solution, we have

by definition that :

/uh-(uh—vo):() ie. /|’u,h|2:/ uy, - Vo
Fy, Fy, Fp
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Consequently, expanding the square and applying this last identity, we obtain :

/ |uh—’00|2=/ |Uo|2—/ |uh|2,
B, B, B,

However, by construction of the reduced functional method, we have :

(o) < [ Junl? < [ ool = mivo).

Plugging these bounds in the previous identity yields the expected fomula by

recalling that m(vg) = m(¢y) + O(1) when A — 0. This ends the proof.
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