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Résumé

mots-clés : risque de base ; asymétrie d’information ; réassurance optimale ; taux de rétention ; ordre
convexe ; ordre s-convexe ; Beta-unimodalité ; contractions aléatoires.

L’amélioration des connaissances relatives aux évènements climatiques a permis l’émancipation puis la
généralisation des couvertures indicielles en assurance. La spécificité de ces solutions de transfert de
risque est qu’elles fournissent une indemnisation subordonnée aux valeurs prises par un indice externe
plutôt qu’à la perte subie par l’acheteur de protection. L’existence d’une différence entre le montant
de l’indemnisation et la perte subie constitue un risque particulier : le risque de base. Ainsi, dans cette
thèse, nous nous intéressons à la mesure du risque de base en proposant une méthode de quantification,
puis nous examinons certaines des problématiques liées à sa gestion.

Les deux premiers chapitres concernent la mesure des conséquences du risque du base inhérent aux
transactions indicielles, en cohérence avec les réglementations prudentielles assurantielle et bancaire.
Le Chapitre 1 examine le cas d’une obligation catastrophe à déclenchement paramétrique. Dans ce
cadre, l’influence du taux de destruction sur l’exposition conduit naturellement à s’intéresser à des
pertes Beta-unimodales puisque la perte s’obtient comme le produit de l’exposition et du taux de
destruction. Le Chapitre 2 propose une modélisation du risque de base motivée par la présence d’un
background risk, résultant en une contraction aléatoire, correspondant là encore à la multiplication de
deux variables indépendantes. Dans les deux situations, la méthode de quantification est fondée sur la
décomposition multiplicative de la variable considérée afin de générer des scénarios extrêmes de risque
de base, à partir des propriétés des ordres s-convexes.

La thèse s’intéresse ensuite dans le Chapitre 3 à la gestion du risque de base. Ce dernier est dédié
à l’arbitrage entre le risque de base inhérent aux transactions indicielles et l’asymétrie d’information
présente dans les transactions indemnitaires. Cet arbitrage est abordé via la formulation de problèmes
bilatéraux de réassurance optimale, incluant un assureur exposé à un risque potentiellement assurable
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par une couverture indicielle et prenant en compte l’exposition initiale d’un réassureur. A l’aide de
résultats sur l’ordre convexe, le Chapitre 3 compare les formes optimales de réassurance issues des
transferts indiciels avec et sans risque de base à celles correspondant aux transactions indemnitaires
avec ou sans asymétrie d’information. Ainsi, le Chapitre 3 parvient à montrer que l’intensité de l’asy-
métrie d’information est, pour un indice et un niveau de risque de base donnés, déterminante dans le
choix du type de la transaction.

Enfin, le Chapitre 4 généralise la réassurance traditionnelle aux contrats de partenariat, s’éloignant
quelque peu du risque de base. Dans ce nouvel environnement, le réassureur peut aider l’assureur à
augmenter la taille de son portefeuille. En retour, le réassureur peut utiliser le risque transféré par
l’assureur pour se couvrir contre son exposition initiale. Le développement de ce chapitre est fondé sur
le taux de rétention de l’assureur, couplé à une approche géométrique permise par l’ordre convexe. Le
partenariat optimal est examiné du point de vue unilatéral puis élargi au cadre bilatéral, introduisant
la notion de Pareto-optimalité. Dans le contexte de ce chapitre, le partenariat apparaît comme étant
plus efficient que la réassurance traditionnelle.
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Abstract

Keywords : basis risk; asymmetry of information; optimal reinsurance; retention rate; convex order;
s-convex order; Beta-unimodality; random contractions.

The better knowledge of climate related events has led to the emancipation and the generalization
of index-based insurance coverages. The specificity of these risk transfer solutions relies on the fact
that they trigger a payout depending on the values taken by an external index rather than on the loss
suffered by the protection buyer. The existence of a difference between the indemnity triggered by the
index and the observed loss results in a particular risk: the so-called basis risk. Thus, in this thesis,
we first focus on the measurement of this risk by proposing a quantification methodology, then we
examine some of the problems related to its management.

The first two chapters are concerned with the measurement of the consequences of the basis risk inher-
ent in index-based transactions, in accordance with the insurance and banking prudential regulations.
In Chapter 1, we examine the case of a parametric trigger catastrophe bond. In this specific context,
the influence of the destruction rate on the exposure naturally leads us to focus on Beta-unimodal
distributions since the loss is obtained as the product of the exposure with the destruction rate. The
model for basis risk introduced in Chapter 2 is motivated by the literature on background risk and
results in a random contraction, i.e. the basis risk is seen as the multiplication of two independent
random variables. In both chapters, the method proposed to quantify the consequences of basis risk
relies on these multiplicative decompositions in order to generate worst-case scenarios of basis risk,
thanks to theoretical properties of s-convex orders.

Basis risk management is analyzed in Chapter 3. This chapter is dedicated to the trade-off between
the basis risk inherent in index-based transactions and the asymmetry of information contained in
indemnity-based transactions. These drawbacks are examined through the formulation of bilateral
optimal reinsurance problems, including an insurer exposed to a risk which could be insured with an
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index-based coverage. The bilateral problems also take into account the initial exposure of a reinsurer.
Using results related to convex order, we compare in Chapter 3 the optimal forms of reinsurance of
index-based transactions with or without basis risk with those corresponding to indemnity-based trans-
actions with or without asymmetry of information. In Chapter 3, we eventually succeed in showing
that asymmetry of information is, for a given index and a given level of basis risk, a determining factor
in the choice of the type of transaction.

The last chapter generalizes traditional reinsurance by considering partnership contracts. In this new
framework, the reinsurer can help the insurer to potentially increase the size of its portfolio. In
return, the reinsurer can use the risk transferred by the insurer as natural hedge against her initial
exposure. The development of this chapter is based on the insurer’s retention rate, coupled with a
geometric approach allowed by the convex order. The optimal partnership is first examined from
a unilateral point of view and then extended to the bilateral framework, introducing the notion of
Pareto-optimality. In the context of this chapter, partnership contracts appear to be more efficient
than traditional reinsurance.
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Introduction générale

Préliminaires

Fortes de la sophistication des sources de données, les couvertures assurantielles se sont diversifiées et
le marché traditionnel du transfert de risque est à compléter depuis une trentaine d’années par une
myriade de produits tels que les obligations catastrophe ou l’assurance indicielle ou paramétrique.

Ces nouvelles classes de produits modifient profondément l’appréhension de l’assurance (Culp (2002),
Banks (2004)) puisque le paradigme usuel de l’indemnisation basée sur la perte effectivement subie
est parfois caduc. Dorénavant, l’indemnisation issue d’un transfert paramétrique est subordonnée à un
indice censé refléter la perte.

En 2003, 54% des obligations catastrophe étaient structurées avec un déclenchement basé sur un indice
exogène tandis que 43% étaient purement indemnitaires. En 2019, la part de l’indemnitaire atteint
65.2% alors que la part des déclenchements paramétriques ne représente plus que 4.2% des émissions.

Dans le même temps, la Banque Mondiale, via son programme intitulé Global Index Insurance Facility
(GIIF), à l’instar de l’InsuResilience Global Partnership for Climate and Disaster Risk Finance and
Insurance Solutions lancé à la conférence des Nations Unies de Bonn sur le climat en 2017 sont les
égéries de la mouvance internationale concernant l’assurance paramétrique. A titre d’exemple, le GIIF
est à l’origine du développement de plus de 5.5 millions de contrats bénéficiant à plus de 27 millions
d’individus dans plusieurs régions d’Afrique et d’Asie Centrale, mais aussi dans les Caraïbes, en Océanie
et en Amérique du Sud.

Pourtant, en dépit des efforts colossaux fournis par la communauté internationale, une multitude
d’études de terrain, à l’image de celles menées par Jensen et al. (2016, 2018) au Kenya, fissure la puis-
sance manifeste des poids lourds que sont ces programmes internationaux : la pénétration des produits
d’assurance paramétrique proposés reste, ici et là, relativement basse. Parmi les causes identifiées, le
risque de base est pointé du doigt.
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Ce risque de base sera le fil conducteur de cette thèse de doctorat. Il est inhérent aux transactions
paramétriques puisqu’il correspond, succinctement, au risque qu’il existe une différence entre la perte
subie et l’indemnité reçue issue de la couverture paramétrique spécialement structurée pour couvrir
cette perte.

Ainsi, l’actuaire, en tant que généraliste capable de valoriser et d’évaluer les conséquences futures et
probables d’un engagement financier, est confronté à la modification du marché et, in fine, à la mesure
et la gestion du risque de base. Ces nouvelles formes d’assurance sont, malgré tout, à la fois sources
intarissables de couvertures innovantes, véhicules d’une assurance résiliante (Greatrex et al. (2015),
Jensen et Barrett (2017)) et garantes de la pénétration de l’assurance (Cummins et Weiss (2009), Mo-
barak et Rosenzweig (2013)). La compréhension des risques sous-jacents à ces formes de couvertures
est donc primordiale pour leur développement. A défaut, « cela reviendrait à vendre des tickets de
loterie sous le label de l’assurance » (Jensen et al. (2016)).

Dès lors, cette thèse propose deux axes d’étude articulés autour du risque de base. D’abord, nous éla-
borons une méthodologie qui vise à quantifier les conséquences du risque de base dans le référentiel de
l’acheteur de protection indicielle. La quantification du risque de base est motivée par la Solvency II
Commission Delegated Regulation (2015), qui indique expressément que tout risque de base important
devrait se refléter dans le calcul du capital de solvabilité requis. A défaut, la solution de transfert de
risque ne devrait pas être prise en compte. La méthode que j’ai choisie adopte une approche de gestion
globale basée sur des scénarios construits à partir de l’information disponible sur la différence entre la
perte subie et l’indemnisation reçue. Alors, l’acheteur de protection indicielle est en mesure, en fonction
de son appétence au risque de base, de quantifier l’impact d’un niveau d’incertitude sur la différence
entre la perte subie et l’indemnité reçue et de définir des limites pour le risque de base dans différentes
configurations, plus ou moins favorables. Cela m’a permis de développer un outil d’aide à la décision
cohérent qui éclaire l’acheteur de protection sur son exposition au risque de base. La présentation
théorique de cette méthodologie fait l’objet des Chapitres 1 et 2.

La motivation portant le second axe de cette thèse repose sur une considération pratique concrète.
Puisque l’indemnité issue d’une couverture indicielle ne dépend pas de la perte mais d’indicateurs
physiques décrivant un phénomène naturel, l’utilisation du transfert indiciel permet de n’être exposé
qu’à des risques naturels purs, et parfois négativement corrélés. Cette situation apparait par exemple, en
observant l’alternance des cycles El Niño et La Niña 1 (Glantz (2001)), ou en considérant les risques de

1. El Niño et La Niña sont des cycles météorologiques influant sur l’intensité des cyclones, en particulier aux USA.
Le cycle La Niña a tendance à augmenter l’intensité et la fréquence des cyclones tandis que le cycle El Niño correspond
plutôt à des intensités plus faibles. Une présentation plus détaillée est donnée dans les Sections II.3.2 et IV.2.2.
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mortalité et de longévité (Barrieu et al. (2012)). Ainsi, une assurance indicielle adossée à un phénomène
El Niño (ou au risque de longévité) émise par un réassureur exposé au phénomène La Niña (ou au
risque de mortalité) constitue une couverture naturelle pour ce dernier. Le réassureur n’est exposé
qu’à la manifestation des phénomènes naturels, et non aux pertes indemnitaires. Il bénéficie ainsi
d’une diversification pure et s’affranchit de l’asymétrie d’information inhérente aux transactions
indemnitaires. En revanche, l’acheteur de cette couverture indicielle fera nécessairement face à un
risque de base. Cet arbitrage entre risque de base et asymétrie d’information constitue le fil conducteur
du Chapitre 3.

Sur la base des résultats techniques du Chapitre 3, le Chapitre 4 propose de dépasser le cadre de la
réassurance traditionnelle pour proposer une forme d’échange issue d’un partenariat entre un assureur
et un réassureur. Dans ce partenariat, l’assureur bénéficie de l’aide du réassureur pour augmenter la
taille de son portefeuille. Le réassureur bénéficie, quant à lui, d’une forme de diversification puissante
entre sa positon initiale et le risque transféré par l’assureur.

Plus précisément, cette thèse se focalise dans les Chapitres 1 et 2 sur la modélisation de la différence
entre la perte subie et l’indemnité issue de la couverture paramétrique. Le Chapitre 1 appréhende
le risque de base issu d’une obligation catastrophe à déclenchement indiciel, impliquant un modèle
catastrophe où l’intensité du phénomène physique est modélisée par un taux de destruction venant
gréver la valeur de l’exposition. La perte est modélisée par la multiplication du taux de destruction
avec l’exposition. Etant donné la forme particulière des deux variables impliquées, nous introduirons
alors les distributions Beta-unimodales.

Dans le Chapitre 2, nous modélisons directement la différence entre la perte subie et l’indemnité
déclenchée par une solution de transfert indiciel, c’est-à-dire le risque de base. Le risque de base peut
découler de l’erreur commise lors de la construction de l’indice. Dans le cas idéal, cette erreur a une
distribution symétrique et unimodale. Sur la base de la caractérisation de Shepp (1962) de ces types
de distributions, le risque de base peut s’écrire comme le produit d’une loi uniforme sur (−1, 1) avec
une variable aléatoire positive, indépendante de la première. La différence peut également venir de la
présence d’un risque externe menant à une incertitude sur le lien entre l’indice et la perte. En utilisant
l’approche développée par la littérature sur le background risk, à l’image de Franke et al. (2006),
le risque de base peut aussi s’écrire comme le produit de deux variables aléatoires indépendantes.
Enfin, en reprenant le cas d’une obligation catastrophe à déclenchement indiciel, le risque de base
découle de l’incertitude de la destruction sur les zones où l’indice est moins performant. Comme pour le
Chapitre 1, la perte résiduelle s’écrit comme la multiplication d’un taux de destruction avec l’exposition.
Dans chacun des cas, l’indice est calibré de façon à ce qu’en moyenne la différence soit la plus faible
possible. L’indice peut alors sous ou surestimer la perte. Il en résulte que le risque peut être positif
ou négatif. Dans chacun de ces exemples, le risque de base est représenté par la multiplication de
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deux variables aléatoires indépendantes. A partir de la représentation des variables unimodales et
symétriques de Shepp (1962), le Chapitre 2 propose une extension résultant en une classe de variables
malléables, définissant ainsi les contractions aléatoires. Cette malléabilité permet de prendre en
compte différentes configurations du risque de base.

Enfin, dans le Chapitre 4, bien qu’il ne traite pas à proprement parler du risque de base, nous intro-
duisons le taux de rétention comme la proportion du risque initial restant à la charge de l’assureur
après intervention de la réassurance. L’approche proposée dans le Chapitre 4 correspond là encore,
à la multiplication de deux variables aléatoires : le risque initial et le taux de rétention. Notons que
dans ce chapitre, les deux variables impliquées dans la multiplication ne sont pas indépendantes. Grâce
au partenariat, le taux de rétention de l’assureur peut dépasser 1, ce qui est contraire au cadre de la
réassurance traditionnelle. Nous verrons néanmoins que l’échange issu du partenariat optimal est plus
efficient que la réassurance traditionnelle.

Motivée par la réglementation prudentielle assurantielle, et marginalement par la réglementation pru-
dentielle bancaire, notre méthode de quantification du risque de base est fondée sur la constitution
de jeux de scénarios, dont la sévérité dépend de l’information disponible sur la perte (Chapitre 1),
ou directement sur le risque de base (Chapitre 2). La construction et la comparaison de ces scénarios
reposent sur un fondement théorique puissant : les ordres convexes de degrés supérieurs, dits ordres
s-convexes. Ces ordres garantissent l’existence de distributions extrêmes construites à partir de l’in-
formation disponible sur la variable aléatoire considérée. L’obtention de ces distributions extrêmes
pour les contractions aléatoires permet la génération des scénarios, donnant lieu à la mesure des consé-
quences de la présence du risque de base dans les transactions indicielles.

Dans une optique de gestion du risque de base, la méthodologie fondée sur les distributions extrêmes
et les ordres convexes de degrés supérieurs propose à l’acheteur de protection indicielle un outil d’aide
à la décision. Cet outil l’éclaire sur l’efficacité de la couverture, tout en lui permettant de se fixer les
limites de son acceptation des conséquences du risque de base.

Enfin, la gestion est abordée d’un point de vue du transfert de risque dans les Chapitres 3 et 4.
Puisque le risque de base est inhérent à l’assurance indicielle autant que l’est l’asymétrie d’information
à l’assurance indemnitaire, nous comparons dans le Chapitre 3 leur influence sur le choix de la forme
de transfert dans un problème bilatéral de réassurance optimale. Le Chapitre 4 fait écho au résultat
fondateur de Van Heerwaarden et al. (1989) qui assurent que lorsque le prix de la réassurance est
déterminé par l’espérance de la perte, le stop-loss est la forme de réassurance qui minimise la rétention
de l’assureur à l’ordre convexe. Par conséquent, l’ordre convexe est l’élément clé de ces deux derniers
chapitres. Il se caractérise par la tail value-at-risk, qui joue le rôle de mesure des préférences d’un
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assureur et d’un réassureur dans le cadre de transactions paramétrique et indemnitaire dans le Chapitre
3. L’ordre convexe permet également une approche géométrique claire, développée particulièrement
dans le Chapitre 4 à l’aide du taux de rétention.

Structure de la thèse et de l’introduction générale

Dans cette thèse, nous présenterons quelques contributions à la mesure, à la quantification et à la
gestion du risque de base associé aux couvertures indicielles. Cette thèse s’articule en quatre chapitres,
précédés d’une introduction générale. Celle-ci fournit les motivations sous-jacentes à nos recherches et
résume les principales contributions de nos résultats. Les contributions de la thèse sont, quant à elles,
détaillées dans les quatre chapitres.

1. Le Chapitre 1 reprend l’article « On s-convex bounds for Beta-unimodal distributions with ap-
plications to basis risk assessment », co-écrit avec Claude Lefèvre et Stéphane Loisel, publié au
Scandinavian Actuarial Journal. Nous y développons une méthode d’évaluation des conséquences
du risque de base liées à une obligation catastrophe à déclenchement indiciel dans le cadre d’un
modèle catastrophe avec taux de destruction suivant une loi Beta. Cette approche, concentrée
sur la modélisation de la perte, introduit une première forme de contraction aléatoire : la Beta-
unimodalité. L’évaluation des conséquences du risque de base est fondée sur la génération de
scénarios d’incertitude extrême. Ces scénarios sont construits à partir des ordres s-convexes et de
l’information disponible sur l’exposition à la catastrophe naturelle (qui jouera le rôle du facteur
contracté). Pour chaque scénario, nous fournissons les formes fermées des bornes sur les mesures
du risque de base retenues. Le chapitre est clôturé par une application numérique mettant en
oeuvre la méthodologie proposée.

2. Le Chapitre 2 est issu de l’article « Basis Risk Management in an index-based insurance framework
under randomly scaled uncertainty », co-écrit avec Claude Lefèvre et Stéphane Loisel, en révision à
Insurance : Mathematics & Economics. Fondée sur les réglementations prudentielles assurantielles
et bancaires, nous proposons une méthode de quantification du risque de base issu des transferts
indiciels, du point de vue de l’acheteur de protection. Motivée par les modèles de régression
utilisés pour calibrer les indices et par la représentation multiplicative et additive du background
risk, l’hypothèse générale de ce chapitre est la modélisation de la distribution du risque de base
par les contractions aléatoires. Grâce à la malléabilité de cette classe de variables aléatoires, nous
générons des scénarios d’incertitude extrême, cette fois-ci, à partir de l’information disponible sur
le facteur contractant. Les mesures des conséquences du risque de base sont plus complètes que
celles du Chapitre 1. D’un point de vue de la gestion du risque de base, elles prennent en compte
les limites d’acceptation de ce risque déterminées par l’acheteur de protection et fournissent une
indication sur le coût « caché » de la transaction indicielle induit par le risque de base.
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3. Le Chapitre 3 est tiré de l’article « Optimality of indemnity and index-based transactions :
the trade-off between asymmetry of information and basis risk », co-écrit avec Pauline Barrieu,
Anne Eyraud-Loisel et Stéphane Loisel et soumis à Risk Analysis. Nous examinons le rôle de
l’asymétrie d’information dans les transactions indemnitaires ainsi que le rôle du risque de base
dans les transactions indicielles. La finalité est de mesurer leur influence dans le choix du type de
transfert. Les transactions sont abordées dans un cadre bilatéral, en considérant simultanément
les préférences de l’acheteur et celles du vendeur de protection. La comparaison des transactions
se fait en prenant en compte l’exposition initiale du vendeur de protection. Nous isolons dans un
premier temps les transactions parfaites (sans risque de base, sans asymétrie) et fournissons les
formes des transferts optimaux. En utilisant ces transactions comme références, nous parvenons
à montrer que l’intensité de l’asymétrie d’information est, pour un indice et un niveau de risque
de base donnés, déterminante dans le choix du type de la transaction.

4. Le Chapitre 4 correspond à l’article « From optimal reinsurance to optimal partnership contract :
a retention rate approach », co-écrit avec Pauline Barrieu, Anne Eyraud-Loisel et Stéphane Loi-
sel et soumis à l’ASTIN Bulletin. Nous introduisons un cadre de partenariat optimal entre un
assureur et un réassureur. Ce cadre est une généralisation de la réassurance traditionnelle au sens
où l’assureur est autorisé à avoir un taux de rétention supérieur à 1. Nous ouvrons l’étude de
l’optimalité du partenariat par un cadre unilatéral, permettant de faire le lien avec le résultat
classique de réassurance unilatérale optimale. Nous élargissons ensuite le problème à un cadre
bilatéral, en intégrant les préférences du réassureur. Après avoir montré l’existence de solutions
Pareto-optimales, nous résolvons d’abord le problème de réassurance optimale qui servira de réfé-
rence. Ensuite, nous examinons les problèmes de partenariat optimal lorsque le taux de rétention
est borné, puis non borné. Dans tous les cas, la solution issue du partenariat est plus efficiente
que la réassurance traditionnelle.

La suite de cette introduction générale s’articule en quatre sections. La première est dédiée à la contex-
tualisation du risque de base. Nous présentons le marché de la réassurance traditionnelle et introduisons
les formes de couvertures usuelles que nous retrouverons tout au long des Chapitres 3 et 4, ainsi que
le taux de rétention. Les imperfections associées à la réassurance traditionnelle nous mèneront ensuite
à aborder les formes alternatives de transfert de risque, en nous focalisant sur le cas d’une obligation
catastrophe à déclenchement paramétrique. Ainsi, nous dessinons les traits du cadre d’étude du Cha-
pitre 1, qui nous servira d’illustration dans le Chapitre 2. Ce cheminement nous conduit naturellement
à définir le risque de base et à présenter ses impacts.

La seconde section détaille la modélisation du risque de base et concerne alors particulièrement les
Chapitres 1 et 2. A cet égard, nous examinons la structure des modèles catastrophe pour en extraire
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la représentation de la perte utilisée dans le Chapitre 1. Les distributions Beta-unimodales sont alors
détaillées avec un rappel des principales propriétés. Ensuite, nous discutons des sources du risque de
base dans la constitution et le choix de l’indice. En mettant en lumière différentes situations de risque
de base, nous faisons apparaître les contractions aléatoires. La section se termine sur la présentation
des résultats associés à cette classe de variables.

La troisième section développe la méthode de quantification du risque de base utilisée dans les Cha-
pitres 1 et 2. Après avoir justifié notre approche par les textes réglementaires, nous introduisons les
outils théoriques sur lesquels est fondée la méthode. Ainsi, nous élargissons le périmètre de la section
aux Chapitres 3 et 4 dans lesquels l’ordre convexe joue un rôle prépondérant. Pour terminer, nous
détaillons les fondements théoriques en lien avec la génération des distributions extrêmes.

Pour finir, la quatrième section traite de la gestion du risque de base. La section s’ouvre sur le point
de vue adopté dans les Chapitres 1 et 2, en présentant succinctement l’utilité de la méthode de quan-
tification du risque de base. Enfin, nous évoquons les problèmes étudiés dans les Chapitres 3 et 4, en
introduisant l’asymétrie d’information, la Pareto-optimalité et les résultats techniques propres à ces
chapitres.

I. Contextualisation du risque de base

La compréhension du risque de base nécessite de présenter succinctement les mécanismes usuels de
transferts de risque assurantiel. Dans cette thèse de doctorat, les mécanismes de transfert sont appré-
hendés par une dichotomie claire, à l’image de celle du Chapitre 3, puisqu’ils sont perçus comme étant
soit indemnitaires, soit paramétriques. En réalité, les stratégies de transfert prennent la plupart du
temps la forme d’un empilement de couvertures, mêlant différents types de produits. Le lecteur pourra
se référer aux livres de Gorge (2016) ou de Carter (2013) qui proposent une présentation fournie des
mécanismes hybrides de couverture du risque. Dans ce qui suit, nous distinguerons le marché tradi-
tionnel, représenté par la réassurance, et le marché alternatif, dont la présentation se focalise sur les
produits à déclenchement paramétrique. Alors, nous mettrons en lumière le risque de base en discutant
de sa définition et en exhibant son impact sur la demande en transactions paramétriques.

I.1 Le marché de la réassurance traditionnelle

Pour rappel, un contrat de réassurance est un accord dans lequel une partie (le réassureur) s’oblige à
indemniser une autre partie (le réassuré, l’assureur direct, la compagnie cédante, ou encore la cédante)
pour une part spécifique de son risque assuré. En retour, la cédante paie au réassureur une prime de
réassurance. La prime de réassurance peut prendre différentes formes, influant alors sur le type de
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réassurance choisi par l’acheteur. Nous approfondirons ce point dans la Section IV de l’introduction
générale et dans les Chapitres 3 et 4, mais pour le moment, gardons simplement à l’esprit que la ré-
assurance est l’assurance de l’assureur, qui comme ses assurés, paie une prime fixe pour se délester de
tout ou partie de son risque aléatoire. Bien que des similitudes dans le mécanisme de transfert existent
entre l’assurance et la réassurance, les types de risques et leurs magnitudes, les données disponibles
pour la modélisation des risques, les possibilités de diversification, l’offre et la demande et la régulation
font de la réassurance un marché distinct de l’assurance primaire. Le livre d’Albrecher et al. (2017)
s’avère être une référence de choix pour la compréhension de ces problématiques.

Cole et McCullough (2006), Garven et Lamm-Tennant (2003) ou Gron (1999) ont montré que les com-
pagnies d’assurance sont indissociables des compagnies de réassurance. La compagnie d’assurance met
en place des mécanismes de transfert de risques qui lui permettront tour à tour de réduire la probabilité
de faire face à des pertes trop importantes, de stabiliser les résultats financiers, de réduire le capital
réglementaire, d’augmenter la capacité de souscription ou encore d’avoir accès à la diversification. La
littérature académique s’est largement intéressée à l’utilisation de ces mécanismes de transfert, à l’image
de Bargès et al. (2013), Schmidli et al. (2002) ou Gajek et Zagrodny (2004b) qui mêlent réassurance et
probabilité de ruine. Asimit et al. (2015) s’intéressent au rôle du transfert traditionnel dans un cadre
de solvabilité et Filipović et Kupper (2008) proposent une étude sur les bénéfices de la diversification.

Le marché de la réassurance concentre la part des risques transférés par les assureurs directs aux
réassureurs. D’après AM Best Company (2020), la capacité du marché de la réassurance, définie comme
le montant maximal de réassurance disponible sur le marché, était de 368 milliards de dollars en 2006
contre 530 milliards en 2019. Notons que les six acteurs majeurs 2 concentrent plus d’un quart de
la capacité de souscription. Aussi, la réassurance met en place des mécanismes de transfert entre les
réassureurs, appelés rétro-cession, qui renforcent l’interconnexion entre les acteurs de ce marché. De
nombreux travaux sont menés sur le risque systémique afin de tenter de prendre la mesure d’une
telle imbrication, à l’image de Kanno (2016), Chen et al. (2020) ou encore Chen et Sun (2020). D’un
autre côté, cet entrelacement des intérêts a donné naissance à une branche de la littérature qui s’est
intéressée assez tôt à la problématique du partage du risque entre ces différents acteurs que nous
détaillerons à la Section IV. Le Chapitre 3 s’insère dans cette dynamique en examinant un échange de
réassurance traditionnelle entre un réassureur et un assureur afin de le comparer à un échange basé sur
une couverture indicielle. Aussi le Chapitre 4 élargit l’ensemble des contrats de réassurance admissibles
afin de proposer des formes de partage du risque assurantiel qui remettent en question les contraintes
usuellement imposées à la forme des couvertures traditionnelles.

2. Dans l’ordre du montant des primes reçues en 2019 (millions de dollars) : Swiss Re Ltd (39 649), Munich Reinsurance
Company (35 282), Hannover Ruck SE (22 096), SCOR SE (16 176), Berkshire Hathaway Inc. (16 089) et les Lloyd’s (10
433) ; source : AM Best Company (2020).
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L’intérêt de la présentation du marché de la réassurance traditionnelle réside, au delà de la contex-
tualisation du risque de base, dans l’explication des contraintes imposées à l’ensemble des contrats de
réassurance, puis dans la description de certaines formes de couvertures.

I.1.1 Formes de couvertures usuelles et taux de rétention

Afin d’illustrer notre propos, nous considérons un assureur et nous notons pour l’instant X la variable
aléatoire positive ou nulle représentant sa perte. La réassurance prend alors la forme d’un contrat
spécifiant la part de la perte X cédée au réassureur. En pratique, la part de perte cédée au réassureur
peut s’écrire comme une fonction de la perte initiale de l’assureur. Cette fonction, appelée fonction de
perte cédée, obéit à plusieurs contraintes caractérisant l’échange de réassurance.

Tout d’abord, la fonction de perte cédée doit être positive de façon à ce que le flux monétaire associé à
la perte ne soit qu’à la charge du réassureur. En d’autres termes, la réassurance représente un transfert
de risque plus qu’un partage de risque dans le sens où le réassureur et l’assureur s’entendent sur la
façon dont l’assureur va transférer son risque au réassureur. Le partage de risque correspondrait à la
situation où l’assureur et le réassureur prendraient tous les deux en charge tout ou partie du risque de
l’autre. Cette distinction caractérise l’échange de réassurance et le différencie d’un partage financier du
risque où le signe et la taille du risque transféré n’importent pas.

La réassurance traditionnelle souffre d’asymétrie d’information sur le risque cédé par l’assureur au
réassureur. D’un côté l’assureur a une connaissance fine de son risque et de sa politique de souscription,
bénéficiant ainsi d’une information privée. En revanche, la connaissance privée de l’assureur se limite
au périmètre de son portefeuille. De l’autre côté, le réassureur a une connaissance globale du risque
puisqu’il peut compléter l’information partielle transmise par l’assureur par l’information fournie par
les autres assureurs avec qui il commerce. Alors, la connaissance privée du réassureur est plus large
mais partielle. Par exemple, dans le cadre d’une couverture avec franchise, l’assureur ne va mettre à
disposition du réassureur que les sinistres dont la taille dépasse la franchise : le réassureur fait donc
face à de l’information tronquée. Ces avantages informatifs sont mis en évidence par les travaux de
Yan et Hong (2015) et le chapitre 1 du livre Albrecher et al. (2017) présente les enjeux statistiques
associés aux données tronquées. Pour pallier à la sélection adverse inhérente à l’information privée dont
disposent les assureurs (mise en évidence par exemple par Garven et al. (2014)), l’hypothèse retenue
par la littérature est que la fonction de perte cédée soit non-décroissante et 1-Lipschitz (introduite
par Huberman et al. (1983)). De cette façon, l’assureur et le réassureur voient leurs charges s’accroître
en même temps que la perte augmente. Le Chapitre 3 apporte un éclairage sur le rôle de l’asymétrie
d’information dans le choix du type de couverture ; nous reviendrons à cet égard plus longuement sur
les problématiques liées à l’asymétrie d’information dans la Section IV de cette introduction.

En notant I une fonction de perte cédée, l’ensemble des contrats de réassurance admissibles I est
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donc formellement défini comme

I = {I | I est positive, non-décroissante et 1-Lipschitz}. (1)

Notons que les trois contraintes impliquent qu’une fonction de perte cédée I dans I vérifie 0 ≤ I(x) ≤
x, pour x ≥ 0 et x− I(x) ≤ y − I(y) avec 0 ≤ x ≤ y. Considérer l’ensemble I permet donc de traiter
avec des fonctions de perte cédée qui mènent à une rétention croissante en la perte. Ce point est crucial
dans l’approche géométrique développée dans les Chapitres 3 et 4. Aussi, dans le Chapitre 4, nous
relâchons les hypothèses de croissance et de positivité sur l’ensemble I , tout en conservant celle sur la
croissance de la rétention. Cette modification de l’ensemble des contrats de réassurance nous mènera
à construire des formes de couvertures à la croisée de la réassurance et du partage de risque.

Pour le moment, notons que la réassurance considère deux quantités : la fonction de perte cédée I(X)

et la rétention X − I(X). Le choix de la meilleure fonction de perte cédée a été un problème soulevé
très tôt dans la littérature actuarielle, faisant ressortir quelques formes de réassurance types. Bien
que naturelle, cette problématique à l’apparence claire est en réalité truffée d’embûches et soulève une
cascade de questions sous-jacentes : que veut dire « meilleure » ? Puisque la réassurance fait intervenir
au moins deux acteurs, comment prendre en compte les préférences de chacun d’eux ? La connaissance
de leurs préférences est-elle accessible ?

La littérature a apporté des réponses à chacune d’entre elles ; nous y reviendrons dans la Section IV
dédiée au transfert de risque. Une des contributions de la thèse, présentée dans les Chapitres 3 et
4, est la mise en évidence du rôle de l’exposition initiale du réassureur dans le choix de la forme de
réassurance optimale dans un contexte bilatéral, c’est-à-dire en prenant en compte les préférences de
l’assureur et du réassureur.

D’ailleurs, notons que la recherche de la forme optimale de réassurance, en dépit des considérations sur
les critères d’optimalité, implique de travailler dans l’ensemble I . Par conséquent, les techniques de
résolution associées aux problèmes de partage de risque comme les inf-convolutions introduits dans la
Section IV (Barrieu et El Karoui (2005) et Jouini et al. (2008)) sont à utiliser avec mesure malgré la
ressemblance des problèmes initiaux puisqu’elles ne tiennent pas compte de la restriction de l’espace
admissible. La méthode utilisée dans les Chapitres 3 et 4 pour déterminer la forme de réassurance
dans des contextes bilatéraux consiste à identifier une forme de réassurance classique en tant que sous-
ensemble de solutions, puis à résoudre le problème d’optimisation dans cet espace de dimension réduite.

La forme de réassurance classique qui apparait dans les Chapitres 3 et 4 est le stop-loss, ou excédent
de perte. Dans ce cas, l’assureur transfère l’intégralité des sinistres dont la taille dépasse un seuil
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prédéterminé, noté d. En d’autres termes,

I(X) = (X − d)+ et X − I(X) = X ∧ d,

où x ∧ d = min(x, d) et (x − d)+ = max(0, x − d). Le stop-loss est mis en lumière dans les travaux
d’Arrow (1963) puis de Raviv (1979) ainsi que par sa connexion avec l’ordre convexe notamment à
travers le résultat fondateur de Van Heerwaarden et al. (1989). En effet, Van Heerwaarden et al. (1989)
démontrent que lorsque la prime de réassurance n’est déterminée que par l’espérance de la fonction de
perte cédée, alors le stop-loss est la forme de réassurance qui minimise la rétention à l’ordre convexe.
En particulier, le Chapitre 4 propose une forme de partage de risque qui permet d’obtenir une rétention
plus faible à l’ordre convexe que celle obtenue avec un stop-loss. L’approche développée dans ce chapitre
repose en partie sur le taux de rétention.

Pour une forme de réassurance I dans I , le taux de rétention noté SI est défini par

SI =
X − I(X)

X
.

Le taux de rétention est donc une variable aléatoire qui représente la proportion de la perte restant
à la charge de l’assureur après intervention de la réassurance. La rétention est alors donnée par la
multiplication du taux de rétention avec la perte, c’est-à-dire X − I(X) = SIX. Cette forme multi-
plicative constitue la première apparition des contractions aléatoires, bien que SI et X ne soient pas
nécessairement indépendants.

Lorsque I prend la forme d’un quota-share, le réassureur ne couvre qu’une proportion positive, notée α,
de la perte de l’assureur. L’optimalité du quota-share a fait l’objet d’études approfondies, à l’image de
celles de Borch (1960b,c, 1962), Lampaert et Walhin (2005), ou Tan et al. (2009). Le taux de rétention
SQS d’un quota-share de proportion α ≥ 0 est alors SQS = 1−α. Le quota-share est d’ailleurs la seule
forme de contrat dont le taux de rétention est indépendant de la perte.

Le taux de rétention du stop-loss de rétention d ≥ 0 est quant à lui donné par

SSL = 1{X≤d} +
d

X
1{X>d}.

Nous verrons au Chapitre 4 que le taux de rétention facilite la mise en place d’une approche géomé-
trique permettant de discuter de la suprématie à l’ordre convexe du stop-loss.

Pour terminer, il est possible de créer d’autres formes de réassurance à partir de ces contrats « types ».
A titre d’exemple, le change -oss correspond à l’application d’un quota-share après celle d’un stop-loss.
Dans ce cas, I(X) = α(X − d)+. Le change-loss apparait comme la forme optimale de réassurance
dans les travaux de Gajek et Zagrodny (2000), Gajek et Zagrodny (2004a) et de Kaluszka (2001).
Aussi, la soustraction de deux stop-loss donne lieu à un single-layer, c’est-à-dire un contrat où I(X) =
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(X − d1)+ − (X − d2)+ avec 0 < d1 < d2. Les travaux d’Asimit et al. (2020), entre autres, démontrent
l’optimalité du single-layer.

I.1.2 Des couvertures imparfaites

Malgré la sophistication des montages de réassurance, il existe des risques pour lesquels la couverture
de réassurance ne s’applique pas. C’est le cas des risques concernés par les clauses d’exclusion, comme
les guerres civiles ou les pandémies. Ils sont présentés comme des risques non assurables, aussi parfois
appelés en anglais background risk. Le background risk fait aussi référence à l’amplification de la va-
leur de la perte due à l’augmentation des prix des matériaux de construction et de la main d’oeuvre
après le passage d’une catastrophe naturelle ; nous y reviendrons dans la section II.3.2. La littérature
s’est attachée à considérer cette séparation entre risque assurable et risque non-assurable. Les travaux
fondateurs de Kihlstrom et al. (1981), Doherty et Schlesinger (1983), Gollier (1996), Gollier et Pratt
(1996), Finkelshtain et al. (1999) puis ceux de Tsetlin et Winkler (2005) et Franke et al. (2006, 2011)
s’interrogent sur le rôle de la présence d’un aléa supplémentaire sur la prise de décision. Nous retrou-
verons d’ailleurs une partie de cette littérature dans les motivations du Chapitre 2. Dans le même
temps, la littérature actuarielle s’est emparée du sujet en offrant une série de travaux sur la forme de
la couverture de réassurance optimale lorsque l’assureur est exposé à un risque non-assurable, que ce
soit par clause d’exclusion (Chi et Liu (2017)) ou par la présence d’un risque systémique. La richesse
de cette branche de la littérature réside dans la prise en compte de la corrélation qui lie les deux types
de risques, à l’instar des travaux de Dana et Scarsini (2007), Cai et Wei (2012), Lu et al. (2012), Chi
et Tan (2015), et très récemment Chi et Wei (2018), Lu et al. (2018) et Fan (2019).

Il en résulte que la réassurance traditionnelle n’apporte que des couvertures imparfaites, au sens où
l’acheteur de protection fait face à un risque existant, mais non pris en compte dans la couverture.
A cet égard, Swiss Re 3 note que l’écart entre les pertes assurées et les pertes subies augmente dans
presque toutes les régions du globe, réduisant de fait la capacité des individus, des entreprises et fina-
lement des nations à se remettre de chocs majeurs. Cet écart de protection (protection gap) se définit
comme la portion des pertes économiques non couvertes par de l’assurance. Cet écart découle en réalité
d’une disparité des taux de pénétration de l’assurance entre les régions du globe. Ce taux est calculé
pour un pays donné en exprimant le total des primes d’assurance en pourcentage du produit intérieur
brut (PIB) du pays, et indique dans quelle mesure le secteur de l’assurance contribue à l’économie
nationale. Dès lors, si des régions bénéficient d’un taux de pénétration de l’assurance élevé, d’autres
souffrent d’un faible niveau de couverture comme le montrent les études récentes de Pradhan et al.
(2015, 2016). A titre d’exemple, 60% des maisons construites aux Etats-Unis le sont dans des zones
qui seraient prioritairement affectées par des feux de forêt. Sont-elles pour autant couvertes contre ce
risque ? Nous pourrions également relever que seulement 2% des habitants des zones à risque sismique

3. Source: SwissRe.com
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d’Italie ont souscrit une assurance les protégeant...

L’année 2019 illustre avec pertinence la disparité du taux de pénétration de l’assurance. En effet, une
grande partie des sinistres de 2019 provient de régions où la pénétration de l’assurance demeure faible,
à l’image de la Chine, de l’Inde, du Bangladesh et de l’Iran 4. Entre mars et avril, l’Iran a fait face à
une vague d’inondations, causant une perte économique de l’ordre de 8.3 milliards de dollars quand les
pertes assurées atteignent à peine 0.2 milliard. Pour le cas de l’Inde et du Bangladesh, le cyclone Fani a
causé 8.1 milliards de pertes économiques pour 0.5 milliard de pertes assurées. Une saison des moussons
particulièrement intense vient s’ajouter à une année coûteuse pour la région avec plus de 10 milliards
de dollars de pertes économiques alors que seulement 2.5 milliards de pertes sont couvertes. Suivant
le même schéma, les moussons de juillet et d’août ont engendré 15 milliards de pertes économiques
pour la Chine, qui ne bénéficiait que de 0.7 milliard de couverture. A l’opposé, le Japon a essuyé des
pertes économiques s’élevant à 25 milliards de dollars liées aux deux typhons Faxai (7 et 9 septembre)
et Hagibis (6 au 12 octobre) mais présentait un taux de couverture de 60% avec 15 milliards de dollars
de pertes assurées.

En dehors de la présentation technique des couvertures traditionnelles de réassurance, la finalité de
cette brève présentation du marché de la réassurance permet de mettre en lumière deux points. D’abord,
malgré une augmentation remarquable de la capacité des réassureurs, celle-ci n’en demeure pas moins
limitée et orientée sur les marchés nord-américains, européens et japonais. Ensuite, cette orientation
du marché, à mettre en relation avec des aspects culturels historiques, met en exergue la disparité de
la pénétration de l’assurance entre les régions du globe. Il en résulte que l’écart de protection est un
challenge criant pour les régions comme l’Asie, l’Amérique Latine et l’Afrique, où la part des pertes
non couvertes pèse plus de 90%. Evidemment conscients du rôle de l’assurance dans le développe-
ment économique, les gouvernements de ces régions, accompagnés par des organismes internationaux
- Banque Mondiale en tête - explorent les solutions d’assurance compatibles avec les problématiques
locales, incluant la mise en place d’assurances paramétriques.

I.2 Transfert alternatif et risque de base

Nous l’avons explicité dans la partie précédente, la réassurance traditionnelle est caractérisée par une
fonction écrite exactement sur la perte de l’assureur. Autrement dit, l’acheteur de réassurance tradi-
tionnelle est indemnisé (contractuellement) par rapport à la perte qu’il subit.

Parallèlement, il existe des outils de transfert de risque dont l’indemnité n’est pas subordonnée à la
perte subie mais plutôt à une condition externe, spécifiée contractuellement. Ces véhicules de transfert

4. Source : Aon Securities (2019)
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de risque, dits alternatifs peuvent prendre différentes formes en fonction de la finalité qu’ils servent.
Deux catégories peuvent toutefois être distinguées. La première est caractérisée par celle des porteurs
de risque pour laquelle nous pouvons citer à titre d’exemple les captives d’assurance (Graeff et al.
(2017)). La seconde catégorie se caractérise par un produit nécessitant une transaction, à l’image des
garanties de pertes industrielles (Industry Loss warranties, ILW), des obligations catastrophe et plus
largement des titres adossés sur les risques assurantiels (Insurance Linked Securities, ILS), des dérivés
climatiques (Weather Derivatives, WD) et de toutes les transactions dites d’assurance indicielle.

Malgré la diversité des formes de transfert alternatif, nous développons particulièrement le cas d’une
obligation catastrophe à déclenchement paramétrique. Ce choix réside d’abord dans le fait que cette
forme de transaction est explicitement traitée dans le Chapitre 1 de la thèse, ensuite parce que le fonc-
tionnement général de l’indemnisation issue de ce type de couverture indicielle est en réalité commun
à toutes les autres.

I.2.1 Le transfert indiciel : le cas d’une obligation catastrophe à déclenchement
paramétrique

Les obligations catastrophe (Cat bond), représentatives des ILS, sont nées suite à l’ouragan Andrew de
1992 pour faire face à la crispation de capacité de la réassurance traditionnelle. Le Cat bond est une
émission sur les marchés financiers de dette assurantielle liée à des évènements catastrophe. L’intérêt
premier des émetteurs (sponsor) est l’accès à une capacité supplémentaire et potentiellement supérieure
à celle de la réassurance traditionnelle, en particulier pour les risques concernés. D’un autre côté, les
investisseurs voient en ce type de produit un moyen de diversification, justement parce que les risques
impliqués dans les obligations catastrophe sont décorrélés (hormis à un niveau extrême) des marchés
financiers.

Les flux financiers, constitués des primes de l’émetteur et des montants investis par les investisseurs,
sont rassemblés dans un Special Purpose Vehicle (SPV). Les tenants et les aboutissants de ce véhicule
d’investissement, en tant que structure financière, ne seront pas abordés ici mais une présentation appro-
fondie des enjeux se trouve dans Barrieu et Albertini (2009). Notons simplement que cette structure ad
hoc, que nous pourrions définir comme une entité à l’abri de la faillite dont les opérations sont limitées
à l’acquisition et au financement d’actifs spécifiques, est en charge de la rémunération des investisseurs.
Les investisseurs sont rémunérés périodiquement tant qu’aucun évènement catastrophe contractuelle-
ment décrit ne déclenche d’indemnisation. Si aucun évènement n’est survenu durant toute la durée
d’existence de l’obligation, les investisseurs récupèrent leur capital initial, augmenté des coupons pério-
diques. A l’inverse, si un évènement catastrophe survient pendant la durée de vie de l’obligation alors
le SPV indemnise l’émetteur, comme le stipule le contrat. Notons que l’obligation catastrophe est la
plupart du temps structurée en tranches de perte. Ces tranches sont caractérisées par un seuil minimal
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(attachment point) et un seuil maximal (exhaustion point). Comme pour les obligations classiques, il
y a une hiérarchie entre les tranches : lorsqu’une perte survient, l’indemnité est issue du capital alloué
à la première, puis à la deuxième et ainsi de suite. Le taux de rémunération des investisseurs dépend
bien entendu de la tranche. Plus elle a de chance d’être consommée, plus le taux de rémunération est
élevé. Les probabilités de dépasser les seuils des tranches sont des quantités clés dans la structuration
des obligations catastrophe.

La notion d’élément déclencheur joue un rôle primordial puisqu’il détermine si l’émetteur est indem-
nisé, et de l’autre côté, si les investisseurs perdent tout ou partie de leur capital.

Il existe différents types de déclenchements (triggers), nommément indemnitaires, basés sur la perte
modélisée ou sur la perte du secteur, et paramétriques. A la différence des trois premières, la forme
de déclenchement paramétrique ne se base pas sur la perte (qu’elle soit réelle, modélisée ou relative à
la perte globale du secteur) mais sur des paramètres objectifs de la catastrophe naturelle, comme par
exemple, la vitesse du vent ou le niveau des précipitations.

C’est cette forme d’indemnisation qui caractérise le transfert indiciel. Au lieu de recevoir une indem-
nisation prenant la forme d’une fonction écrite exactement sur sa perte, l’acheteur de protection reçoit
une indemnité adossée à la valeur prise par un indice reflétant les conditions climatiques d’un évène-
ment et/ou d’une période. Le Chapitre 1 propose de s’intéresser à la modélisation de la perte au sein
d’une obligation catastrophe en utilisant une approche basée sur le taux de destruction. Lorsque celui-ci
est déterminé par une loi Beta, alors la perte se définit comme le produit de ce taux avec l’exposition.
Il en résulte une variable dite Beta-unimodale. La valeur ajoutée du Chapitre 1 ne réside pas dans la
modélisation de la perte en tant que telle, mais plutôt dans l’utilisation de la décomposition liée à la
Beta-unimodalité. La Beta-unimodalité est primordiale pour la construction de scénarios extrêmes dans
le cadre de la méthodologie de quantification du risque de base associé à une obligation catastrophe à
déclenchement indiciel. La Section II reviendra en détail sur les développements théoriques associés à
la Beta-unimodalité. La Section III présentera la méthode de quantification et les outils mathématiques
associés.

Si la structure financière du cat bond lui est propre, la forme du déclenchement est en revanche commune
aux formes de transfert indiciel, également appelé transfert paramétrique, ou directement assurance
paramétrique. Plus généralement, en reprenant la dichotomie énoncée au début de la première Section,
dans cette thèse nous appelons « transfert indemnitaire » toutes les solutions de transfert de risque
dont l’indemnité est basée uniquement sur la perte subie par l’acheteur de protection. De l’autre côté,
nous appelons « transfert indiciel » toutes les solutions de transfert de risque dont l’indemnité est
subordonnée, totalement ou partiellement, à la valeur prise par un indice censé refléter la perte.
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L’assurance agricole est l’exemple phare de l’utilisation de ces formes de transfert indiciel. Bien qu’il
existe des produits en Europe et en Amérique du Nord, le terrain le plus fertile pour le développement
de ces formes de transfert est les pays émergents ou en voie de développement. En effet, l’utilisation
de ces solutions de transfert indiciel est encouragée par les institutions internationales à l’image de
la Banque Mondiale via le Mécanisme Mondial pour l’Assurance Indicielle (Global Index Insurance
Facility, GIIF). Depuis 2009, ce programme s’emploie à fournir un accès au financement aux petits
agriculteurs et aux micro-entrepreneurs à travers la conception de solutions de transfert indiciel. Se-
lon les documents officiels du programme, l’accès à l’assurance offre un moyen aux personnes les plus
vulnérables de réduire leurs difficultés financières, de préserver leurs sources de revenus et leur sécurité
alimentaire, et de développer une capacité d’adaptation aux risques ultérieurs. Ces nouvelles formes
d’assurance, véhicules d’une assurance résiliante (Greatrex et al. (2015), Jensen et Barrett (2017)) et
garantes de la pénétration de l’assurance (Cummins et Weiss (2009), Mobarak et Rosenzweig (2013))
apparaissent comme un outil puissant dans l’accompagnement du développement de nombreux pays.
Ainsi, le GIIF est à l’origine du développement de plus de 5.5 millions de contrats bénéficiant à plus
de 27 millions d’individus dans plusieurs régions d’Afrique et d’Asie Centrale, mais aussi dans les Ca-
raïbes, en Océanie et en Amérique du Sud.

Le Chapitre 3 porte une attention particulière au transfert indiciel. En effet, l’avantage principal d’une
transaction indicielle est qu’elle évacue totalement l’asymétrie d’information entre le vendeur et l’ache-
teur de protection puisque l’indemnité ne dépend que de conditions indépendantes de la perte 5. Par
conséquent, l’avantage collatéral est de pouvoir utiliser la saisonnalité naturelle de certains phénomènes
pour lisser son exposition mais aussi et surtout d’utiliser la corrélation négative issue de phénomènes
naturels opposés dans le but de maximiser les bénéfices de la diversification. Déjà évoquée dans l’in-
troduction, une assurance indicielle adossée à un phénomène El Niño (ou au risque de longévité) émise
par un réassureur exposé à un risque correspondant à la manifestation de La Niña (ou exposé au
risque de mortalité) constitue une couverture naturelle pour le réassureur. Alors, l’acceptation de cette
couverture indicielle par l’acheteur de protection pose question puisque, comparée à une couverture
indemnitaire, ce dernier ne va pas être couvert sur sa perte effectivement subie, mais plutôt par rapport
aux paramètres reflétant l’intensité du phénomène naturel sous-jacent. Nous comprenons rapidement
que ce type de transaction peut poser un problème majeur. Que se passe-t’il si l’acheteur de protection
n’est en fait que très peu sensible à la manifestation d’El Niño ou n’est que très peu exposé au risque de
longévité ? Le Chapitre 3 détaillera l’impact de la différence entre l’indemnisation issue de la solution
de transfert indiciel et la perte effectivement subie sur le choix du type de transfert : indiciel versus
indemnitaire.

5. En nuançant, la complexité de certains produits et/ou le manque d’éducation financière de certaines populations
constituent des formes d’asymétrie d’information.
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I.2.2 Définition du risque de base

Le transfert indiciel fait partie intégrante de la palette d’outils de transfert de risque. Les modifica-
tions qu’il apporte sur le marché traditionnel en font un complément idéal alors que le changement
de paradigme qu’il opère attire un nombre croissant d’acteurs originellement étrangers au risque as-
surantiel. Malgré cet enthousiasme, le transfert indiciel souffre d’un mal qui le caractérise : le risque
de base. Alors que nous avons jusqu’à présent évoqué sa présence sans réellement nous pencher sur
ce risque, il convient maintenant de le définir avec précision. Les Chapitres 1 et 2 sont basés sur sa
mesure et sa quantification, dans différents contextes, et le Chapitre 3 le convoque en tant que facteur
déterminant dans l’arbitrage entre le choix d’une transaction indicielle et une transaction indemnitaire.

Commençons par noter que nous parlerons uniquement du risque de base assurantiel en opposition
au risque de base financier, dont la présentation est pour le moment volontairement omise pour des
raisons de clarté. Nous le présentons succinctement à la Section III pour expliquer les motivations sous-
jacentes à la méthode de quantification développée dans les Chapitres 1 et 2, mais le lecteur intéressé
est renvoyé aux travaux de Figlewski (1984) pour une introduction pratique.

A l’aide du récent travail de Clement et al. (2018), nous identifions plusieurs définitions du risque de
base dans la littérature dédiée à l’étude de la demande des solutions de transfert indiciel. Giné et al.
(2007) le définissent comme étant la corrélation entre l’indemnisation issue de la solution de transfert et
le risque assuré, ou plus largement, la corrélation entre l’indemnisation issue de la solution de transfert
et la richesse du bénéficiaire de cette solution de transfert indiciel. Dans le même esprit, le risque de
base est perçu via la corrélation entre les valeurs prises par l’indice et celles prises par la perte du
bénéficiaire de la solution de transfert indiciel dans les études menées par Awondo et al. (2013), Bar-
nett et al. (2005), Deng et al. (2007), Heimfarth et Musshoff (2011), Mobarak et Rosenzweig (2012),
Musshoff et al. (2011), Mobarak et Rosenzweig (2012) et Musshoff et al. (2011). Ensuite Elabed et al.
(2013), Hill et al. (2013) et Karlan et al. (2014) définissent le risque de base comme la probabilité que
l’acheteur de protection paramétrique ne soit pas indemnisé alors qu’il a subi une perte. Enfin, Castillo
et al. (2012), Norton et al. (2013), Chantarat et al. (2013), Dercon et al. (2014) ainsi que Jensen et al.
(2016, 2018) appréhendent le risque de base comme la différence entre le montant de la perte subie et
le montant versé par la structure assurantielle.

Dès lors, il apparait que la définition du risque de base est à dissocier de la mesure utilisée pour le
quantifier. Les méthodes de quantification seront abordées dans un second temps. Par conséquent, les
définitions faisant intervenir les corrélations et les probabilités sont écartées et nous préférons celles
introduisant le risque qu’il existe une différence entre le montant de la perte et le montant débloqué par
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l’indice. En réalité, cette dernière approche correspond même à la définition du risque de base que nous
adopterons dans cette thèse de doctorat. En effet, nous définissons, à la manière de Ross et Williams
(2009), le risque de base comme le risque qu’il existe une différence dans les paiements entre la perte
subie et ceux issus d’un mécanisme de transfert de risque structuré pour se prémunir contre ces pertes.

Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que la norme Solvency II Commission Delegated Re-
gulation (2015) définit le risque de base comme « le risque découlant de la situation dans laquelle
l’exposition couverte par la technique d’atténuation du risque ne correspond à l’exposition au risque
de l’entreprise d’assurance ou de réassurance ». Il en résulte que la définition que nous retenons est un
cas particulier de risque de base, spécifique aux transferts indiciels. A cet égard, nous reviendrons sur
l’appréhension normative du risque de base dans la Section III lorsque nous présenterons les motiva-
tions associées au développement d’une méthode de quantification du risque de base.

Grâce à cette définition, la raison pour laquelle il ne peut pas y avoir de risque de base dans la
réassurance traditionnelle apparait clairement : l’indemnisation issue de la structure de transfert de
risque correspond à une observation de la perte, réduisant fatalement la différence à 0.

Cette différence est traitée de deux façons dans la thèse. D’abord, les Chapitres 1 et 2 l’appréhendent
en tant que soustraction entre les pertes et les remboursements reçus pour y faire face. Dans le Chapitre
1, nous nous plaçons dans le cadre d’une obligation catastrophe et nous modélisons la perte comme
une loi Beta-unimodale. Nous proposons ensuite une méthode de quantification de la différence entre
la valeur prise par la perte et la valeur de l’indemnité issue de l’indice.

Dans le Chapitre 2, le cadre d’étude est radicalement modifié puisque nous modélisons directement la
différence entre la perte et l’indemnité indicielle, toutes deux perçues comme des variables aléatoires.
Motivé par les modèles de régressions notamment utilisés en assurance agricole et par la décomposi-
tion de la perte issue de la littérature sur le background risk, le chapitre étend la représentation des
variables unimodales et symétriques de Shepp (1962). Il en résulte une classe malléable appelée les
contractions aléatoires, qui permet de modéliser différentes configurations du risque de base. Dans les
deux chapitres, la méthode de quantification du risque de base fait intervenir, comme le recommande les
réglementations prudentielles assurantielles et bancaires, la génération de scénarios extrêmes, construits
à partir de l’information disponible sur la variable considérée (l’exposition à la catastrophe naturelle
dans le Chapitre 1, le facteur contractant dans le Chapitre 2). La dernière étape consiste en la mesure
des conséquences du risque de base dans chacun des scénarios. Nous fournissons ainsi à l’acheteur de
protection indicielle un outil de gestion du risque de base fondé sur son appétence au risque, qui lui
permet de se fixer des limites pour le risque de base et de calculer le budget de risque de base dans
chacun des scénarios.

Ensuite, la différence entre la perte subie et l’indemnité issue de la couverture indicielle est perçue en
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tant que non égalité dans le Chapitre 3. Nous considérons d’un côté un transfert indiciel où l’indice
ne reflète pas exactement la perte subie. De l’autre côté nous examinons un transfert indemnitaire
souffrant d’asymétrie d’information. La finalité du chapitre est de comparer le rôle du risque de base et
le rôle de l’asymétrie d’information dans le choix du type de transfert final. Nous montrons que pour
une qualité d’indice donnée, l’asymétrie d’information est déterminante dans le choix du type de la
transaction.

I.2.3 Impact du risque de base

Vers la fin des années 1990, le constat concernant les formes de couvertures traditionnelles proposées
pour l’agriculture est sans équivoque. Comme le montrent Hazell (1992) et Skees et al. (1999), ces
formes souffrent de prix trop élevés, elles sont entachées par l’aléa moral et la sélection adverse et
nécessitent l’intervention d’un expert pour attester de la perte.

En revanche, les avantages des transactions indicielles, comme le rappellent Clarke et al. (2012) sont
nombreux. Elles évitent le processus d’évaluation des pertes, elles réduisent l’aléa moral et la sélection
adverse, elles accélèrent l’indemnisation, réduisent les coûts administratifs et évitent toute ingérence
politique. Par conséquent, cette forme de transfert a été présentée à ses débuts comme une alternative
viable aux solutions existantes ; citons par exemple les travaux de Jensen et Barrett (2017), Barnett
et al. (2008), Miranda et Farrin (2012), Hess et Hazell (2009) et Manuamorn (2007).

Pour appuyer cet enthousiasme flagrant, un bon nombre d’expériences et d’études de terrain ont été
déployées dans les pays en voie de développement. Le but de ces études est de mesurer l’attirance
des populations locales envers ces nouvelles formes d’assurance. Le constat qui en résulte est teinté
d’une nuance plus sombre : la demande pour ces formes novatrices est en réalité, assez basse. Les
études identifient les causes de cette faible demande et mettent tour à tour en avant le manque de
sensibilisation à l’assurance et la finance (Mobarak et Rosenzweig (2012), Gaurav (2015), Cole et al.
(2013) et Collier et al. (2009)), le manque de confiance (Giné et Yang (2009)), et des contraintes de
crédit (Giné et al. (2007) et Binswanger-Mkhize (2012)).

En parallèle de ces raisons que nous pourrions imputer à des facteurs culturels, il en est une qui est
de toute autre nature : le risque de base. En effet, les études ciblées de Hill et al. (2019), Jensen et al.
(2018) et Karlan et Morduch (2009) montrent que l’explication prépondérante est l’incertitude associée
à la couverture d’assurance en elle-même. Les travaux de terrain de Elabed et al. (2013) et Elabed et
Carter (2013, 2014, 2015) abondent en ce sens : les potentiels acheteurs sont peu attirés par ces formes
d’assurance à cause du risque de base.

Le marché des obligations catastrophe subit également les conséquences du risque de base. Alors que
54% des obligations catastrophe étaient à déclenchement paramétrique en 2003, ce type de déclenche-
ment ne représente plus que 4.2% des émissions en 2019. Dans le même temps, la part des déclen-
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chements indemnitaires est passée de 43% à 65%. Néanmoins, le raisonnement qui consiste à affirmer
que cette modification de la tendance du marché n’est due qu’au risque de base est à nuancer, comme
nous y invite la lecture de Spry (2009). En effet, l’auteur affirme que les investisseurs se sont en réalité
accoutumés au risque indemnitaire assurantiel. La proportion importante d’émissions paramétriques
- et donc l’acception d’un certain niveau de risque de base par les sponsors - se justifiait par une
connaissance imparfaite du marché assurantiel de la part des investisseurs. Notons que Dionne et al.
(2000) ont montré que les relations de long terme entre l’acheteur et l’émetteur de protection per-
mettent de mettre en place des transferts performants, mais mènent à un verrouillage de l’information
qui est au bénéfice des deux parties, tant qu’elles contractualisent ensemble. Dans le même esprit que
Spry (2009), Jean-Baptiste et Santomero (2000) examinent l’effet de l’asymétrie d’information sur le
transfert de risque, concluant que l’asymétrie influence à la fois le prix et le montant de protection
acheté. Dès lors que le marché devient suffisamment mature et développé, l’asymétrie d’information
entre les émetteurs et les investisseurs est largement réduite. Par conséquent, la part des émissions
paramétriques sur le marché des obligations catastrophe n’est restreinte qu’à des cas où le risque de
base est structurellement limité et le marché est dominé par des déclenchements indemnitaires. Cette
asymétrie d’information entre les acteurs est l’objet d’étude du Chapitre 3 dans lequel nous parvenons
à une conclusion similaire. Tant que l’asymétrie d’information est relativement faible, le marché est
dominé par des transactions indemnitaires. En revanche, dès que l’asymétrie d’information est trop
importante, le marché se tourne vers des solutions de transfert indiciel.

Ainsi s’achève la première section de l’introduction générale dédiée à la contextualisation du risque
de base. En parallèle, nous avons dessiné les motivations associées à chaque chapitre. La mesure et
la quantification du risque de base sont abordées dans les Chapitre 1 et 2 dans différents contextes à
partir de la Beta-unimodalité et des contractions aléatoires. Le Chapitre 3 poursuit l’examen du rôle
du risque de base et de l’asymétrie d’information dans le choix du type de transaction dans un cadre
bilatéral de partage de risque. Enfin le Chapitre 4 propose un cas de partenariat optimal basé sur le
taux de rétention de l’assureur, d’abord dans un contexte unilatéral puis étendu au cas bilatéral.

La suite de l’introduction générale est découpée en trois sections principales dédiées à la modélisation
du risque de base (Section II), à sa mesure et à sa quantification (Section III) et sa gestion (Section
IV). Dans chacune de ces sections, nous présentons nos motivations, nous rappelons - quand cela est
nécessaire - les fondements théoriques utilisés et nous mettons en lumière la démarche adoptée et les
résultats principaux des chapitres associés.

A cet égard, la section suivante présente la façon dont est modélisé le risque de base dans les Chapitres
1 et 2 et introduit les contributions associées aux variables Beta-unimodales puis aux contractions
aléatoires.
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II. La modélisation du risque de base

Après avoir défini le risque de base et présenté son impact sur la demande de solutions de transfert
indiciel, nous présentons la façon dont il intervient dans les deux premiers chapitres de la thèse.

Le Chapitre 1 traite de la quantification du risque de base issu d’une obligation catastrophe à déclenche-
ment indiciel. En utilisant le cadre des modèles catastrophe, l’incertitude repose sur la modélisation de
la perte, l’indice étant déterministe au sein de chaque scénario catastrophe. La perte est modélisée par
un taux de destruction suivant une loi Beta venant gréver la valeur de l’exposition : nous introduisons
alors la classe de lois Beta-unimodales.

La motivation du Chapitre 2 est fondée sur les enjeux liés à l’indice, qui constituent les sources du
risque de base. A partir des méthodes de construction des indices, nous étendons la représentation des
erreurs unimodales et symétriques en introduisant les contractions aléatoires, dont nous rappelons les
propriétés.

II.1 Les modèles catastrophe

Les problématiques liées à l’émission d’une obligation catastrophe et sa structuration ne sont pas abor-
dées, ni dans ce qui va suivre, ni dans le corps du Chapitre 1. Le lecteur intéressé par ces questions
peut se reporter au manuel de Barrieu et Albertini (2009).

L’approche adoptée dans le Chapitre 1 est basée sur l’utilisation d’un modèle catastrophe (modèle
« cat »). D’après Grossi et al. (2005), ces modèles sont apparus suite à l’essor du marché des obliga-
tions catastrophe initié dans les années 1990, à la suite de l’ouragan Andrew. L’intensité de la perte liée
à l’ouragan a remis en question l’approche actuarielle traditionnelle : se baser uniquement sur le passé
pour prédire le futur n’apporte manifestement pas une réponse adéquate étant donné la rareté des
phénomènes naturels catastrophiques. L’industrie s’est adaptée à ces nouveaux risques en fournissant
des modèles de simulations de catastrophes naturelles. La science de la modélisation des catastrophes
naturelles, du moins via le prisme actuariel, est basée sur deux principes fondamentaux : la compré-
hension de l’aléa induit par un phénomène naturel sur le portefeuille et la gestion de l’exposition du
portefeuille à ce phénomène.

La compréhension de l’aléa atteint un niveau de complexité remarquable. Elle nécessite d’identifier les
facteurs météorologiques impliqués dans l’apparition d’un ouragan, d’une tornade ou d’un séisme, et
d’être capable de les modéliser de façon à « fabriquer » et faire évoluer dans l’espace la catastrophe.

La gestion de l’exposition du portefeuille requiert d’importantes connaissances sur le risque assuré.
Au delà d’être capable de localiser précisément les objets assurés, il faut surtout être en mesure de
transposer l’effet de la catastrophe en un montant financier. Par exemple, le coût de la destruction
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d’un bâtiment dépendra des matériaux qui le constituent, de la date de construction ou encore de ce
qu’il abrite. Aussi, le coût de la main d’oeuvre et des matériaux est variable en fonction du lieu d’oc-
currence de la catastrophe naturelle. La demande en matériaux de construction et en main d’oeuvre
augmentant subitement suite au passage d’une catastrophe, le prix de reconstruction d’un bâtiment
peut alors s’envoler.

Comme l’indiquent Brookes (2009) et Ross et Williams (2009), quels que soient les modèles météo-
rologiques sous-jacents et les méthodes de quantification des catastrophes sur les objets assurés, les
logiciels de simulation de catastrophes naturelles peuvent être divisés en quatre composantes appelées
modules : aléa (hazard), inventaire (inventory), vulnérabilité (vulnerability) et financier (financial).
Cette décomposition en quatre modules se retrouve par exemple dans les travaux de Grossi et al.
(2005) et Ewing (2011).

II.1.1 Le module aléa

Le premier module est celui où la catastrophe naturelle est simulée. Cela consiste en la génération de
n ∈ N scénarios catastrophes. Pour se référer à un scénario en particulier, nous dirons scénario i, où
i = 1, . . . , n. Chaque scénario i contient des valeurs des indicateurs climatiques, menant à des conditions
plus ou moins favorables pour la survenance d’une catastrophe naturelle. Par exemple, les indicateurs
physiques dans le cadre d’un risque ouragan sont la vitesse du vent, la pression atmosphérique, le
niveau des précipitations ou la température. Dans le cas d’un risque sismique, ils correspondent plutôt
à la localisation de l’épicentre et à l’intensité des magnitudes. Au sein de chaque scénario i, nous avons
accès à la température, à la vitesse du vent et au niveau des précipitations, et ces valeurs sont fixées
pour chaque scénario : les indicateurs physiques sont déterministes sachant le scénario. Ce point est
primordial dans l’approche développée dans le Chapitre 1, nous y reviendrons dans la présentation du
module de financier. En revanche, chaque scénario i est affublé d’une probabilité d’occurrence, notée pi.

Ewing (2011) et Ross et Williams (2009) préviennent que le module aléa est sujet à une incertitude non
négligeable, introduite comme une incertitude épistémique. Selon Daneshkhah (2004), cette incertitude
est due à un manque de connaissance sur le système modélisé, en opposition à l’incertitude aléatoire
qui vient de l’aléa pur de la catastrophe. En termes actuariels, l’incertitude épistémique correspond
au risque de modèle. Les sources de cette incertitude viennent des données, tant sur l’historique que
sur la qualité et surtout du manque de compréhension du phénomène climatique ou géologique. Nous
reviendrons sur les impacts de l’incertitude dans la section II.3.1.
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II.1.2 Le module inventaire

Ce module représente l’exposition de l’acheteur de protection au risque catastrophe considéré. L’expo-
sition correspond à la valeur de remplacement du bien assuré. Chaque composante du portefeuille est
classifiée en fonction de critères objectifs de façon à obtenir une valeur de remplacement, et de façon à
saisir la sensibilité à l’aléa. Dans le cadre de bâtiments, les informations sont collectées sur la structure
du toit, le type de logement, le type de matériaux utilisés, le nombre d’étages et l’âge (Grossi et al.
(2005)). Dans la modélisation des catastrophes, on les appelle des modificateurs de bâtiment (building
modifiers ; Ewing (2011)). Si le bâtiment est assuré, la nature de la police d’assurance et les éventuels
franchises et plafonds doivent aussi être renseignés.

La littérature s’accorde à dire que ce module souffre d’une incertitude loin d’être négligeable. Ewing
(2011), Grossi (2005) et Brookes (2009) indiquent que la précision de la localisation pose problème.
Par essence des risques considérés, les modèles catastrophe couvrent généralement un ou plusieurs
pays, ou du moins des zones géographiques étendues. Le nombre de biens potentiellement assurables
est énorme. Selon Ewing (2011), obtenir des informations sur les modificateurs de bâtiment pour
l’ensemble du portefeuille serait extrêmement difficile (et non rentable). En pratique, les informations
sur les propriétés sont collectées pour une zone d’étude « type » et les résultats sont extrapolés au
niveau régional. Lors de cette extrapolation, il y a forcément de la perte d’information, résultant en
une incertitude sur le niveau de vulnérabilité réelle du portefeuille comme le montrent Pinelli et al.
(2011). Cette référence propose d’ailleurs une présentation très détaillée des enjeux associés au module
inventaire d’un logiciel de modélisation de catastrophes naturelles. Enfin, Brookes (2009) soulève le
problème de la granularité des données de localisation. Lorsque la seule information disponible est le
code postal, alors le bâtiment est automatiquement placé au centre de gravité du département (ou
de la zone considérée), qui peut être, par exemple, sur la terre ferme. L’exposition de ce bâtiment à
un ouragan côtier est nulle, alors qu’il peut en réalité se trouver en front de mer. Ce problème est
également soulevé par Hamid et al. (2011), qui se préoccupent du cas de la Floride.

Dans le cadre du Chapitre 1, cette discussion sur l’incertitude associée à la détermination de l’exposition
nous amène à la conclusion suivante. En reprenant l’approche développée dans Pinelli et al. (2011),
l’exposition est représentée par une variable aléatoire, notée Yi, au sein de chaque scénario catastrophe
i. Cette variable Yi est non négative et bornée, au maximum par la valeur totale du portefeuille. Nous
verrons dans le Chapitre 1 que les bornes du support de la variable Yi peuvent être raffinées et que ces
bornes sont propres à chaque scénario généré par le module aléa.
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II.1.3 Le module vulnérabilité

Cette composante du modèle transforme l’intensité du phénomène climatique en un coût financier. En
repartant de la classification du portefeuille faite dans le module inventaire, le module vulnérabilité dé-
termine dans quelle mesure les biens assurés vont être touchés par le phénomène catastrophique généré
dans le module aléa. Les modificateurs de bâtiment interviennent dans ce module pour déterminer
l’impact de la catastrophe. A titre d’illustration, une construction ancienne en bois et un bâtiment
récent en béton armé ne réagiront pas de la même façon face à la même catastrophe.

Pour chaque scénario catastrophe i, le module vulnérabilité contient une fonction de destruction, qui
prend en entrée les caractéristiques des bâtiments spécifiées dans le module inventaire et les indicateurs
physiques issus du scénario généré dans le module aléa. A chaque scénario correspond donc un taux
de destruction qui vient gréver la valeur de l’exposition. Ce taux de destruction souffre de l’incertitude
associée à la composition des bâtiments et de l’incertitude associée à la trajectoire et à l’intensité de
la catastrophe.

Cette double incertitude mène à représenter l’impact de la catastrophe sur le portefeuille par un taux
de destruction aléatoire. Cette approche est adoptée entre autres, par Sampson et al. (2014), Walker
(2011), Cossette et al. (2003) et Dutang et al. (2017). Elle consiste à dire que l’impact de la catastrophe
sur le portefeuille est modélisé par une loi Beta dans chaque scénario i, notée Si. Pour rappel, la loi
Beta prend ses valeurs entre 0 et 1 et se caractérise par deux paramètres, αi et βi. La présentation
statistique de la loi est reléguée à la section II.2. Notons toutefois que l’indexation des paramètres de
la loi permet de lier l’intensité de la destruction aux valeurs des indicateurs physiques générées par le
module aléa. Finalement, la perte associée au scénario i correspond à la destruction du portefeuille :
en notant Xi cette perte, nous obtenons Xi = SiYi.

Dans la suite, nous supposons que Si et Yi sont indépendantes. A l’échelle du scénario, le taux de
destruction est indépendant de l’exposition qu’il impacte. En revanche, à l’échelle globale, le taux de
destruction n’est pas nécessairement indépendant de l’exposition globale. Aussi, la construction du
modèle permet de lier l’intensité de la catastrophe aux paramètres des lois du taux de destruction et de
l’exposition. Par exemple, dans le cadre d’un ouragan, les paramètres de la loi Beta représentant le taux
de destruction sont construits comme des fonctions de la vitesse du vent, du niveau des précipitations
et de tous les indicateurs physiques retenus dans le module aléa. De la même manière, l’exposition est
simulée en fonction de la trajectoire de la tempête. Il existe donc un lien entre niveau de l’exposition
et intensité de la destruction. A cet égard, les scénarios utilisés et donnés en Annexes du Chapitre 1
proposent une majorité de cas où le taux de destruction est lié à l’exposition de façon à ce que des
évènements de grande ampleur puissent être reliés à des expositions conséquentes.

Il en résulte donc une perte Xi construite par la multiplication de deux variables aléatoires indépen-
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dantes, dont l’une suit une loi Beta. En termes probabilistes, la perte issue du module vulnérabilité
est une variable aléatoire Beta-unimodale. Les propriétés de ces variables sont à la base de la méthode
développée dans le Chapitre 1. En particulier, l’hypothèse d’indépendance permet une décomposition
de la perte utile à la quantification de l’incertitude issue de la modélisation ; nous y reviendrons dans
la section III.2.

II.1.4 Le module financier

Le dernier module constituant le modèle catastrophe est celui qui donne le montant de la perte fi-
nale, en tenant compte de la structure de couverture. C’est ici qu’intervient l’indemnisation issue de
l’obligation catastrophe. Nous l’avons présenté dans la section I.2.1 et rappelé au début de la Section
II, nous ne traitons dans le Chapitre 1 que du cas d’une obligation catastrophe à déclenchement indiciel.

Jusqu’à présent, la valeur des indicateurs physiques dans les différents scénarios générés dans le module
aléa n’ont été impliqués que du côté de la modélisation de la perte. Dans ce module, ils sont associés
à la modélisation de l’indemnité. Dans le cadre d’une obligation catastrophe à déclenchement indiciel,
l’indemnité est adossée aux valeurs prises par un indice censé refléter la perte. Cet indice est justement
construit à partir des indicateurs physiques sélectionnés dans le module aléa. Nous nous pencherons
sur les enjeux propres de la constitution des indices dans la section II.3. Pour le moment considérons
que l’indice est construit comme une fonction de ces indicateurs. A chaque scénario i correspond un
jeu de valeurs pour chaque indicateur physique : la valeur de l’indice, notée ci, est donc déterministe
dans chaque scénario. La probabilité d’occurrence pi du scénario i conditionne la distribution des va-
leurs de l’indice. Il faut donc générer un grand nombre de scénarios dans le module aléa pour pouvoir
représenter un éventail de situations climatiques suffisamment large pour contenir des situations de
catastrophes naturelles.

La finalité du modèle catastrophe est de fournir différentes quantités comme la probabilité que la perte
franchisse le seuil minimal de la tranche (exceedance probability), la probabilité de dépasser le seuil
maximal de la tranche (probability of exhaustion) ou encore la perte moyenne dans la tranche.

Le risque de base, défini comme la différence entre la perte et le montant de l’indemnité issue de la
couverture indicielle, correspond donc à la différence entre Xi et ci, dans chaque scénario. L’enjeu du
Chapitre 1 est de proposer une méthode de quantification de l’impact de la différence en prenant en
compte l’incertitude associée à la modélisation de la perte et en particulier de l’exposition. Pour cela,
il fait intervenir des fonctions dites de pénalité introduites dans la section III.1.1. En notant φ une de
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ces fonctions, le Chapitre 1 se concentre sur la quantification de la quantité suivante :

n∑
i=1

piE[φ(SiY
(s)
i − ci)], (2)

en reprenant les notations introduites dans chaque module, et où Y
(s)
i correspond à la distribution

extrême d’ordre s de Yi, développée dans la section III.3.2. Ces distributions extrêmes sont à la base
de la prise en compte de l’incertitude associée à l’exposition dans la quantification du risque de base.

La section suivante introduit formellement les variables Beta-unimodales qui apparaissent de façon na-
turelle dans le module vulnérabilité. Dans le cadre du Chapitre 1, la variable de la perte est fabriquée
comme la multiplication d’une variable distribuée suivant une loi Beta avec une autre variable indépen-
dante. Dans le Chapitre 2, nous élargissons la forme Beta-unimodale en une classe plus large : celle des
contractions aléatoires. L’obtention de contractions aléatoires découle de la décomposition des variables
unimodales et symétriques due à Shepp (1962). La multiplication de deux variables indépendantes est
à la base de la méthode de quantification du risque de base décrite dans la Section III de l’introduction
et développée dans les Chapitres 1 et 2. Le Chapitre 4 considère un cas de multiplication de variables
non-indépendantes à travers le taux de rétention déjà succinctement introduit dans la section I.1.1, et
qui est plus longuement abordé dans la Section IV.

II.2 Les distributions Beta-unimodales

Jusqu’à présent la Beta-unimodalité a été introduite comme la multiplication d’une variable aléatoire
positive avec une variable aléatoire distribuée selon une loi Beta et indépendante de la première. Pour
rappel, la fonction de densité de loi Beta, notée fS , est

fS(x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β) , 0 ≤ x ≤ 1,

où α et β sont des paramètres positifs de forme. Le dénominateur correspond à la fonction Beta,
c’est-à-dire B(α, β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α + β) où Γ(x) =

∫ +∞
0 tx−1e−tdt. Dans la suite nous noterons

S ∼ Beta(α, β) lorsque la variable aléatoire S est distribuée selon une loi Beta de paramètres α et β.
En fonction des valeurs des paramètres α et β, la densité est concentrée plutôt vers les faibles valeurs
(cas où α ≤ β) ou plutôt vers les grandes valeurs (cas où β ≤ α). Lorsque α = β, alors la densité est
symétrique autour de 1/2. Cette malléabilité de la loi Beta justifie son utilisation en tant que distri-
bution du taux de destruction dans les modèles catastrophe. La paramétrisation de la loi permet de
refléter l’intensité de la catastrophe. Le caractère "Beta" est alors explicite, et il ne reste qu’à présenter
l’unimodalité.
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D’un point de vue statistique, le mode se définit comme la valeur la plus représentée dans un échantillon.
Lorsqu’une variable aléatoire générique A admet une fonction de répartition alors elle est dite unimodale
en a si elle vérifie la définition suivante.

Définition 1. (Khintchine (1938)) Une variable aléatoire A ou sa fonction de répartition FA est dite
unimodale en a si FA est convexe pour x < a et concave pour x > a.

Dans le cas des variables Beta-unimodales, le sens de « unimodal » n’est pas exactement celui de
la Définition 1, mais correspond plutôt au sens de Khintchine (1938). En réalité, une variable Beta-
unimodale n’est pas forcément unimodale au sens de la Définition 1 ; il suffit par exemple de multiplier
une loi Beta(0.6, 0.3) avec une loi Gamma de paramètres 5 et 5 pour s’en convaincre.

II.2.1 Une extension de l’unimodalité

Dans son article initial, Khintchine (1938) s’intéresse aux variables unimodales au sens de la Définition
1. En particulier, l’auteur démontre qu’une variable X est unimodale (en 0) au sens de la Définition 1 si
et seulement si il existe une variable U uniforme sur l’intervalle [0, 1] et une variable Y , indépendante de
U , telles que X =d U × Y . En remarquant qu’une variable uniforme sur [0, 1] n’est rien d’autre qu’une
loi Beta(1, 1), alors la décomposition de Khintchine (1938) mène à la définition de la Beta-unimodalité.

Définition 2. (Définition 1.2.1 du Chapitre 1) Une variable aléatoire définie sur R+ est dite Beta-
unimodale si elle peut s’écrire sous la forme

X =d SY,

où Y est une variable continue positive, et S est un facteur contractant distribué selon une loi Beta et
indépendant de Y .

L’intérêt probabiliste de la Beta-unimodalité est qu’elle englobe les formes d’unimodalité (au sens de
la décomposition en une multiplication de deux variables aléatoires indépendantes) classiques de la
littérature.

La Beta-unimodalité pour α = β = 1 correspond à l’unimodalité de Khintchine (1938).

Les distributions β-monotones introduites par Williamson (1956) et utilisées dans différents contextes
de probabilité appliquée par McNeil et Nešlehová (2009) et Lefèvre et Loisel (2013) sont obtenues
quand α = 1.

Lorsque β = 1, nous obtenons les distributions α-unimodales discutées par Olshen et Savage (1970) et
mises en oeuvre dans un contexte proche de celui du Chapitre 1 dans Brockett et al. (2016).
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Le Chapitre 1 présente la littérature associée à ces formes particulières, mais notons tout de même
que la Beta-unimodalité est traitée en détail dans le livre de Bertin et al. (2013), et des propriétés
supplémentaires sont disponibles dans les articles de Pakes et Navarro (2007), Hashorva (2013), et
Hashorva et Pakes (2010).

Les relations impliquant un facteur contractant ont trouvé un écho particulier dans la littérature
actuarielle. Elles représentent les effets d’un environnement économique (Galambos et Simonelli (2004),
Tang et Tsitsiashvili (2004), Asimit et al. (2016)), la présence d’un risque systémique (Côté et Genest
(2019)) ou une dépendance de la taille des sinistres (Hashorva (2003), Hashorva et Ji (2014)).

II.2.2 Les résultats principaux

Nous le verrons dans la section III.2.2, la méthode développée dans le Chapitre 1, puis généralisée
au Chapitre 2, fait intervenir les moments des variables considérées. Dans le cadre des lois Beta-
unimodales, l’obtention des moments est directe grâce à l’indépendance entre S et Y . Si il existe, le
moment d’ordre k ∈ N� d’une variable Beta-unimodale est donné par

E[Xk] =

⎛
⎝k−1∏

j=0

α+ j

α+ β + j

⎞
⎠ E[Y k].

Dans le Chapitre 1, la Beta-unimodalité de la perte issue d’une catastrophe naturelle découle de la
modélisation : l’exposition à la catastrophe naturelle est supposée aléatoire et l’intensité de la catas-
trophe est représentée par un taux de destruction aléatoire, distribué selon une loi Beta. La question
« la variable observée est-elle Beta-unimodale ? » n’est pas traitée dans la thèse. En revanche, nous
soulevons ici la difficulté d’y apporter une réponse au détour des rappels des propriétés vérifiées par
les distributions Beta-unimodales. Ces propriétés sont par exemple démontrées par Pakes et Navarro
(2007), et le Chapitre 1 rappelle ces démonstrations puisqu’elles permettent d’acquérir la gymnastique
nécessaire à l’utilisation des lois Beta, et par extension Beta-unimodales. L’exemple flagrant est la
preuve de la Proposition 1.3.3 du Chapitre 1, qui apporte une caractérisation des ordres convexes de
degrés supérieurs dans le cas des variables Beta-unimodales. En fonction de l’information disponible,
le caractère Beta-unimodal d’une variable permet d’obtenir la loi de X à partir de celle de Y , ou alors
d’observer X, et d’en déduire la loi de Y . Dans ce qui suit, F̄X correspond à la fonction de survie de
la variable X.

Proposition 1. (Pakes et Navarro (2007) ; Proposition 1.2.1 du Chapitre 1) Si X est Beta-unimodale
avec X = SY , alors F̄X est donnée par

F̄X(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)
xα(IβφY )(x),
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où la fonction φY dépend de F̄Y puisque φY (t) = F̄Y (t)t
−α−β et la fonction IβφY est définie comme

(IβφY )(x) =
1

Γ(β)

∫ ∞

x
(t− x)β−1φY (t)dt.

La fonction IβφY correspond à l’intégrale fractionnaire de Weyl de la fonction φY . Le calcul intégral de
Weyl n’est utilisé que comme un outil dans la thèse. Le lecteur intéressé par une présentation détaillée
de cette technique peut se reporter aux livres de Miller et Ross (1993) et Debnath et Bhatta (2006).
La Proposition 1 correspond au cas du Chapitre 1, où nous utilisons la connaissance des lois de Y et
de S pour en déduire celle de X. L’inverse marche aussi : déterminer la loi de Y en connaissant celle
X, et nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2. (Pakes et Navarro (2007) ; Proposition 1.2.2 du Chapitre 1) Si X est Beta-unimodale
avec X =d SY , alors F̄Y est donnée par

F̄Y (x) = (−1)nxα+β Γ(α)

Γ(α+ β)
(IδD

nψX)(x), (3)

où la fonction ψX dépend de F̄X puisque ψX(t) = F̄X(t)t−α, où Dn est l’opérateur de la dérivée à
l’ordre n, n étant le plus petit entier ≥ β, et enfin où δ = n− β ∈ [0, 1).

En pratique, ces liens entre X et Y permettent d’obtenir la version « Beta-unimodalisée » du risque
Y , ou alors de récupérer la distribution du Y caché dans X. Nous remarquons que l’obtention de la
loi de Y est conditionnée aux valeurs de paramètres α et β de la loi Beta. Dès lors, caractériser la
Beta-unimodalité supposerait de pouvoir identifier ces paramètres. La difficulté réside dans le constat
suivant : pour un X Beta-unimodal donné, les valeurs des paramètres α et β ne sont pas uniques. Ce
constat repose sur la propriété de décomposition des lois Beta (et non Beta-unimodales) présentée dans
le papier de Hashorva (2013). En effet, lorsque S1 ∼ Beta(α, β) est indépendante de S2 ∼ Beta(λ, γ)
avec λ = α+ β, alors

S1S2 =d S3, (4)

où S3 ∼ Beta(α, β + γ). Autrement dit, toute variable suivant une loi Beta est décomposable en deux
variables indépendantes, elles-mêmes distribuées selon une loi Beta. Lorsque la variable est unimodale
au sens de la Définition 1, alors elle est automatiquement Beta-unimodale par la décomposition de
Khintchine (1938) et l’Equation (4). Un autre exemple de variable Beta-unimodale est donné dans
Galambos et Simonelli (2004) : si X ∼ Γ(α, β), alors

X =d SY,

directement avec Y ∼ Γ(α+β, λ) et S ∼ Beta(α, β), S étant indépendante de Y . Autrement dit, la loi
Gamma est Beta-unimodale.
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Dans le Chapitre 1, l’influence du taux de destruction sur l’exposition conduit naturellement à s’in-
téresser à des pertes Beta-unimodales. L’approche développée dans le Chapitre 1 se base sur la Beta-
unimodalité de la perte en tant que décomposition pour en extraire le maximum d’information. En
d’autres termes, l’obtention des distributions de X et de Y , bien qu’elle constitue un résultat propre
aux lois Beta-unimodales, ne constitue pas une contribution de la thèse. La contribution de la thèse
associée aux lois Beta-unimodales réside dans la détermination des distributions extrêmes issues des
ordres convexes de degrés supérieurs. L’hypothèse nécessaire à l’obtention de ces distributions est l’in-
dépendance entre le facteur contractant et la variable Y . En conséquence, la méthode proposée au
Chapitre 1 s’étend à tous les cas où S est positif et borné.

II.2.3 Une possible extension

La littérature sur le taux de destruction propose d’élargir la loi Beta classique en considérant les lois
Beta avec excès de 0 (0-inflated Beta), avec excès de 1 (1-inflated Beta) et avec excès de 0 et de 1 (01-
inflated Beta) ; citons par exemple Sampson et al. (2014) et Dutang et al. (2017). Dans un tout autre
contexte, ces lois se retrouvent dans la littérature sur la modélisation des défauts des paiements dans le
cadre de la représentation du taux de recouvrement. Du point de vue du créditeur, ce taux correspond
à la proportion aléatoire du montant initial récupérée après défaut du débiteur. Le lecteur est renvoyé
vers les travaux de Bruche et González-Aguado (2010), de Altman et al. (2004) qui proposent une revue
de l’utilisation du taux de recouvrement ou vers la thèse de Oliveira (2016). Aussi, les travaux de Ospina
et Ferrari (2010, 2012) montrent la pertinence de l’utilisation des lois Beta avec excès de 0, de 1 et de 01.

L’intuition naturelle derrière ces lois est d’utiliser un mélange de deux distributions : une loi Beta et
une loi dégénérée sur 0 et/ou 1. Dans le cas où la masse en 0 est augmentée (0-inflated Beta), alors
cela signifie que la catastrophe est inoffensive dans la plupart des scenarios. A l’inverse, augmenter la
masse en 1 (1-inflated Beta) revient à augmenter la probabilité que la catastrophe détruise l’intégralité
du portefeuille exposé.

Formellement, ces lois sont fabriquées de la façon suivante. Notons B une variable suivant une loi de
Bernoulli de paramètre 1−p, et considérons S ∼ Beta(α, β), indépendante de B. Alors la loi 0-inflated
Beta, notée S0, et la loi 1-inflated Beta, notée S1 sont données par

S0 = BS et S1 = 1−B +BS.

Ainsi, P(S0 = 0) = p = P(S1 = 1). Les moments des lois 0-inflated Beta et 1-inflated Beta s’obtiennent
directement par

E[Sk
0 ] = (1− p)E[Sk] et E[Sk

1 ] = (1− p)E[Sk] + p, k ∈ N.

La loi 01-inflated Beta est construite à l’aide de deux variables distribuées selon des lois de Bernoulli,
indépendantes entre elles et de S que nous notons B0 et B1. B0 suit une loi de Bernoulli de paramètre
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1−p0 ; B1 suit une loi de Bernoulli de paramètre p1. Alors la loi 01-inflated Beta, notée S01 est donnée
par

S01 = B0S +B1(1−B0).

Dans ce cas P(S01 = 0) = p0(1 − p1) et P(S01 = 1) = p0p1. Les moments s’obtiennent également
directement grâce à l’indépendance,

E[Sk
01] = (1− p0)E[S

k] + p0p1, k ∈ N.

La méthode développée dans le Chapitre 1 peut directement être adaptée à ces lois Beta modifiées.
Nous verrons dans la suite que l’hypothèse fondamentale sur laquelle est basée la méthode du Chapitre
1, généralisée dans le Chapitre 2, repose sur l’indépendance entre le facteur contractant S et le facteur
contracté Y , et pas directement sur la loi de chacune des deux variables.

II.3 L’indice : source du risque de base

Jusqu’à présent, l’indice a été présenté comme l’élément responsable du déclenchement de l’indemni-
sation dans une solution de transfert indiciel. Par définition du risque de base, l’indice est entièrement
responsable de sa présence. Si l’indice était parfait, alors il refléterait exactement la perte, et la dif-
férence entre perte subie et l’indemnité reçue serait réduite à néant. Autrement dit, un indice parfait
correspond à une transaction indemnitaire. Pour les raisons évoquées lors de la présentation du modèle
catastrophe, il existe une incertitude sur l’exposition du portefeuille et une incertitude sur la modélisa-
tion des indicateurs physiques. Les incertitudes associées à l’indice mènent inexorablement à la présence
d’un risque de base. Il est temps maintenant de détailler les sources du risque de base associées au
processus de construction de l’indice.

II.3.1 Taxonomie des sources du risque de base

Chaque source d’erreur dans la constitution de l’indice mène à un type de risque de base. En reprenant
la taxonomie issue des travaux de Dalhaus et Finger (2016), nous pouvons isoler trois types d’erreur, et
donc trois types de risque de base. D’abord, le risque de base peut être temporel, venant de l’erreur dans
l’isolation des phénomènes météorologiques impliqués dans la genèse de la sinistralité. Ensuite, le risque
de base peut être spatial, correspondant à une erreur dans la source des données. Enfin, le risque de base
peut être issu de la modélisation en elle-même ; nous parlerons alors de risque de base de conception
(design basis risk). Ces erreurs sont toutes dues à l’incertitude présente dans les modules du modèle de
catastrophes naturelles. Nous allons voir qu’elles sont en réalité inhérentes à la constitution d’un indice.

Comme le notent Vroege et al. (2019), le risque de base temporel se décompose en deux types. Il peut
correspondre à une mauvaise agrégation temporelle des observations, par exemple lorsque les données
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sont disponibles mensuellement alors que la vulnérabilité des cultures est plutôt liée à des temps plus
courts. Ce cas est traité dans Conradt et al. (2015) et Dalhaus et al. (2018). Le deuxième cas de risque
de base temporel survient lorsque la phénologie 6 est erronée. En pratique, cela correspond à une erreur
dans la temporalité de la mesure en elle-même : la mesure n’est pas prise au bon moment. Dans le cas
des obligations catastrophe, ce type de risque de base correspondrait à ne pas regarder la bonne fenêtre
temporelle pour la prédiction d’un ouragan. La réduction du risque de base temporel présuppose une
connaissance fine de la genèse des phénomènes catastrophiques.

La description du risque de base spatial a reçu une attention particulière dans les récentes analyses de
Gayathri (2014), Vroege et al. (2019), Gaurav et Chaudhary (2020). D’une façon générale, le risque de
base spatial, aussi appelé risque de base géographique dans Woodard et Garcia (2008a), correspond au
cas où les mesures constituant l’indice ne sont pas prises à l’endroit de l’objet assuré. Cela se produit
lorsque les indices sont basés sur des mesures de stations météorologiques distantes. Nous verrons dans
la section suivante comment les risques de base spatial et temporel détériorent la qualité de l’indice.
Le risque de base spatial est particulièrement présent dans les régions en voie de développement, où
la densité des moyens de mesure est faible. Plus largement, le risque de base spatial apparaît dès
lors qu’il n’existe pas de données météorologiques locales, et à l’échelle de l’objet assuré. Il existe des
techniques d’interpolation entre les différentes stations météorologiques qui permettent, en quelque
sorte, de « rapprocher » la mesure de l’objet assuré. Ces techniques sont par exemple développées dans
les travaux de Heimfarth et Musshoff (2011), Norton et al. (2015) et très récemment, de Boyd et al.
(2019).

Enfin, le risque de base de conception est décrit par Ross et Williams (2009) et Vroege et al. (2019). Il
est défini comme le fait que l’indice retenu n’est pas une bonne approximation des sources sous-jacentes
à la variabilité de la perte.

La réduction des sources du risque de base est donc un facteur d’amélioration de la qualité des indices.
Plus la mesure est continue, plus il est aisé de choisir la période de mesure la plus pertinente. Grâce
à l’amélioration de la résolution et à des indices spécifiques comme le NDVI 7, l’imagerie satellite est
devenue un moyen prometteur de réduire le risque de base temporel, puisqu’elle permet de capter
les phénomènes biologiques propres à la culture considérée. Cet argument est notamment avancé par
Dalhaus et Finger (2016), Dalhaus et al. (2018), Biffis et Chavez (2017), Li et al. (2019) ou Piette
(2019). En France, il existe par exemple une assurance indicielle sur les prairies, l’Assurance des Prai-

6. La phénologie est l’étude de l’apparition d’évènements périodiques dans le monde vivant, déterminée par les
variations saisonnières du climat.

7. Normalized Difference Vegetation Index : c’est un indicateur graphique permettant d’évaluer le niveau de vert dans
la végétation.
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ries, qui utilise l’imagerie satellite pour mesurer l’ampleur des dégâts et déclencher, le cas échéant, une
indemnisation ; Roumiguié et al. (2015). Aussi, il existe une problématique d’échelle et de granularité,
soulevée par Woodard et Garcia (2008b) et Gornott et Wechsung (2016). De Leeuw et al. (2014) et
Leblois et Quirion (2013) proposent deux excellentes revues traitant du potentiel des nouvelles sources
de données dans le développement de l’assurance paramétrique.

D’un autre côté, la compréhension des phénomènes sous-jacents constitue un vecteur d’amélioration
des indices et de réduction du risque de base. L’importance de la phénologie est mise en avant par
Conradt et al. (2015). A plus grande échelle, l’amélioration de la compréhension des phénomènes dits
El Niño et La Niña permet de créer des solutions d’assurance paramétrique basées sur le modèle clima-
tique ENSO 8 à l’image des travaux de Khalil et al. (2007), Nadolnyak et Vedenov (2013) ou Morana
et Sbrana (2019) pour une contribution plus récente. A titre d’exemple, il existe un projet européen,
ReNovRisk, qui a pour objectif de développer et d’adapter les observations et les outils numériques de
modélisation des aléas associés aux cyclones tropicaux (vent, houle, submersion marine, crues, inonda-
tions, érosion et glissement de terrain de grande ampleur) à l’échelle de la Réunion et de la zone océan
Indien. En plus des satellites et autres stations météorologiques, ReNovRisk s’est associé au centre de
soins de Kelonia et teste un système mobile de mesures inédit : des balises GPS directement installées
sur les carapaces de tortues marines.

Même dans le meilleur des cas, il existera une différence entre la perte et la valeur de l’indemnité
déclenchée par l’indice, ne serait-ce parce que l’exposition de l’acheteur de protection est modifiée
entre le moment de la souscription et le moment de la survenance. Cette problématique est mentionnée
comme un risque de base dynamique par Ross et Williams (2009).

II.3.2 Le risque de base résulte de l’indice

En pratique, la qualité de l’indice découle d’un arbitrage sur le prix, qu’il convient de prendre en compte.
Plus l’indice est précis et nécessite des méthodes de mesure complexes, plus le prix de la couverture
indicielle est élevé. Généralement, le choix de l’indice se fait après analyse du rôle des indicateurs
physiques dans la sinistralité. La disponibilité et la qualité des données sont également des facteurs
clivants. Il existe des indices classiques, dont l’utilisation est largement répandue. Nous pouvons citer

8. El Niño - Southern Oscillations est un modèle climatique récurrent impliquant des changements de température
des eaux dans le centre et l’est de l’océan Pacifique tropical. Sur des périodes allant de trois à sept ans environ, les eaux
de surface d’une grande partie de l’océan Pacifique tropical se réchauffent ou se refroidissent de 1°C à 3°C par rapport à la
normale. Ce modèle oscillant de réchauffement et de refroidissement affecte directement la distribution des précipitations
dans les tropiques et peut avoir une forte influence sur les conditions météorologiques aux États-Unis et dans d’autres
régions du monde. Le livre de Glantz (2001) présente les impacts du phénomène sur le climat et la société.
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les indices basés sur les précipitations qui comparent les intensités d’une sècheresse, à l’image du SPI 9

introduit dans McKee et al. (1993) et sa variante SPEI 10 développée par Vicente-Serrano et al. (2010).
Dans le cadre des catastrophes naturelles, il existe également des indices spécifiques, comme le Carvill
Hurricane Index, qui est basé sur la vitesse maximale du vent, sur le Radius to Maximum Winds 11 et
sur la région impactée ; Brookes (2009).

En parallèle et en particulier pour l’assurance indicielle agricole, la littérature s’est concentrée sur la
mise en place d’indices plus précis grâce à l’évolution des sources de données et à l’évolution de la phé-
nologie. Gornott et Wechsung (2016) examinent le rôle de la radiation solaire, des précipitations et de
l’évapotranspiration sur la croissance de plants de maïs. Li et al. (2019) proposent d’utiliser un indice
hybride formé d’indicateurs classiques comme le Vapor Pressure Deficit 12, la température moyenne
de l’air, le niveau des précipitations, et d’indicateurs issus de l’imagerie satellite comme l’Enhanced
Vegetation Index 13 et la température du sol.

D’ailleurs, Li et al. (2019) donnent une représentation pédagogique de l’indice, qui nous sert d’illustra-
tion dans cette introduction. En se replaçant dans le contexte du modèle catastrophe et notant ci la
valeur de l’indice dans le scénario i, alors

ci = f(variables phénologiquesi) + g(imagerie satellitei),

où f et g sont des fonctions d’ajustement qui lient les variables phénologiques et les variables issues
des images satellites à la perte observée. Au sein de chaque scénario i, l’indice prend la valeur ci avec
probabilité pi. De façon plus générale, comme la perte, l’indemnité issue de l’indice peut être modé-
lisée par une variable aléatoire que nous notons Z dans la suite de cette introduction. Le risque de
base correspond à la différence entre la perte aléatoire et l’indemnité aléatoire issue de la structure de
transfert indiciel. Nous attirons l’attention du lecteur sur la notation : à partir de maintenant, la perte
de l’assureur est notée L tandis que la notation X est réservée aux formes multiplicatives. Dans ce qui
suit, X correspond au risque de base. Dans le cas d’un indice parfait, Z = L. Dans le cas d’un indice
idéal, comme celui proposé par Gornott et Wechsung (2016), la différence entre l’indemnité issue de
l’indice Z et la perte subie L est distribuée selon une loi normale centrée et de variance faible. Dans

9. Standard Precipitation Indices : en fonction de l’historique de précipitations considéré, il reflète l’humidité du sol
(1 mois), les tendances de précipitations (6 à 9 mois) ou les débits des cours d’eau et le niveau des réserves des nappes
phréatiques (12 mois).

10. Standardised Precipitation-Evapotranspiration Index : il est semblable au SPI mais tient compte en plus de la
température.

11. Cela correspond à la distance entre le centre d’un cyclone (l’oeil) et la localisation des vents maximums du cyclone.
12. Le Vapor Pressure Deficit correspond à la différence entre la quantité d’humidité dans l’air et la quantité d’humidité

que l’air peut contenir lorsqu’il est saturé. Une fois l’air saturé, l’eau se condensera pour former une pellicule d’eau sur
les cultures, à l’image de la rosée. Ce cas, correspondant à un VPD faible, favorise la pourriture de la plantation, qui
« étouffe » sous la pellicule d’eau. Dans le cas d’un VPD élevé, l’air est très sec, augmentant les besoins en eau des
cultures.

13. L’EVI est une version améliorée du NDVI qui permet de prendre en compte la physionomie de la culture.
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ce cas, le risque de base L − Z peut être représenté par la multiplication de deux variables aléatoires
indépendantes. En effet, Shepp (1962) démontre qu’une variable aléatoire X est unimodale et symé-
trique par rapport à 0 si et seulement si X = U1Y , où U1 est uniformément distribuée sur (−1, 1) et
Y est une variable aléatoire positive et indépendante de U1. Cette forme parfaite n’est pas forcément
réaliste, et une généralisation de cette forme multiplicative U1Y serait souhaitable.

De façon plus générale, le risque de base apparaît dès lors que la perte ne dépend pas que de facteurs
climatiques. Par exemple, dans le cadre de risque catastrophe, le coût associé à l’augmentation de
la demande en matériaux de construction et de la main d’oeuvre apporte une variabilité supplémen-
taire difficilement quantifiable par l’indice. Ce phénomène est appelé l’amplification de la perte (loss
amplification) et est décrit notamment par Ross et Williams (2009). En revanche l’indice prend en
compte le coût moyen de ce risque dans sa composition. Il est donc raisonnable d’avoir un indice tel
que E[L] = E[Z]. L’amplification de la perte peut alors être sous ou sur-estimée par l’indice. Cette
variabilité supplémentaire, non représentée dans l’indice climatique, est assimilée à un risque externe
venant modifier le lien entre la perte L et l’indemnité issue de l’indice Z. Ce risque externe est appelé
background risk dans la littérature, et bénéficie de plusieurs représentations sur lesquelles nous allons
nous baser pour modéliser le risque de base dans le Chapitre 2.

Selon Franke et al. (2006), le background risk prend la forme d’un facteur multiplicatif R qui vient
modifier les valeurs de l’indice, i.e. la perte est donnée par L = RZ. Puisque l’indice est en moyenne
performant, E[R] = 1. Dans ce cas, la perte peut être écrite comme L = Z+SZ, où E[S] = 0. Le risque
de base s’écrit alors comme X = SZ. Notons que cette décomposition indépendante est également
retenue dans Hashorva et Ji (2014), Asimit et al. (2016), Furman et al. (2019) et Côté et Genest (2019).
Franke et al. (2011) et Tsetlin et Winkler (2005) proposent d’élargir la modélisation du background
risk en considérant qu’il a un impact tant additif que multiplicatif sur la perte. En transposant leur
cadre d’étude à notre contexte, alors la perte est donnée par L = Z + SY , avec E[S] = 0. Dans ce
cas, Y correspond à la perte émanant d’une zone identifiée comme étant particulièrement sensible
à l’amplification de la perte comme par exemple une zone à haute densité urbaine. En supposant
que l’indice est correctement calibré, alors cette zone particulière ne représente qu’une faible portion
du portefeuille. Ici aussi, l’indice peut sous ou sur-estimer la perte totale à cause de la variabilité
associée à l’amplification de la perte Y propre à la zone urbaine. Alors S est le facteur correspondant
à l’amplification de la perte qui n’est pas pris en compte dans l’indice, il peut être positif ou négatif.
Encore une fois, le risque de base correspond à un produit, X = SY .

La décomposition de Franke et al. (2011) peut également correspondre au cas d’une obligation catas-
trophe à déclenchement paramétrique. L’indice, à cause des incertitudes associées aux modules aléa et
inventaire des modèles catastrophe, ne reflète pas parfaitement les zones impactées par la catastrophe
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naturelle. En particulier, les risques de base spatial et temporel détériorent la qualité de l’indice. Lors
de sa constitution, il est possible d’identifier les zones où ces risques sont les plus à même de se mani-
fester. Par exemple, une zone urbaine aura un maillage de stations météo plus fin que celui d’une zone
rurale. Alors, il est possible d’identifier ces zones et d’en déduire une estimation de l’exposition agrégée.
A cause de l’incertitude associée à la valeur de l’exposition dans ces zones, l’exposition est aléatoire,
représentée par la variable aléatoire positive Y . A l’échelle du portefeuille, l’indice est performant en
moyenne mais moins dans ces zones spécifiques où il va vraisemblablement sous ou sur-estimer la perte.
A partir des éléments évoqués dans la section II.1.3 sur le module vulnérabilité, il apparait naturel
de représenter la différence entre la perte L et la perte modélisée par l’indice Z comme la destruction
résiduelle S de l’exposition Y . Là encore, le risque de base X = L− Z s’écrit X = SY .

Il découle de cette discussion que le risque de base X = L−Z peut naturellement être représenté sous
la forme X = SY , où Y est connu et peut parfois être dépendant de Z. Le cas de la dépendance entre
Y et Z est d’ailleurs pertinent dans le cadre des modèles de régression puisqu’il permet de prendre
un compte une potentielle endogénéité. En effet, les risques de base spatial et temporel résultent de
contraintes pratiques, comme la faible qualité des mesures ou l’ignorance de l’influence d’un facteur
climatique sur la taille ou l’intensité de la catastrophe naturelle. A titre d’exemple, Bussay et al. (2015)
montrent que le signe de la corrélation entre le rendement d’un champ de maïs et la variable water
limited above ground biomass 14 (WLB) s’inverse en juillet. Ignorer cette variable peut alors conduire à
une corrélation négative ou positive entre le risque de base et l’indemnité issue de l’indice, dépendant
du moment où elle est déclenchée.

Ainsi, dans le Chapitre 2, nous modélisons le risque de base comme le produit de deux variables
aléatoires indépendantes, tel que X = SY . Par construction, S peut être négative et positive, tandis
que Y est positive. Bien que Tsetlin et Winkler (2005) traitent la dépendance entre S et Y puis entre
Z et Y , nous nous limitons dans la thèse à une potentielle dépendance entre Z et Y et supposons que
S et Y sont indépendantes. En d’autres termes, nous représentons le risque comme une contraction
aléatoire. La présentation de ces variables constitue l’objet de la prochaine section.

II.4 Les contractions aléatoires

L’idée initiale de la représentation du risque de base en tant que différence entre la perte et l’indemnité
reçue découle de la caractérisation des lois unimodales et symétriques de Shepp (1962), rappelée dans
ce qui suit. Intuitivement, lorsque l’indice reflète idéalement la perte, le terme d’erreur dans la régres-
sion est centré avec une variance faible à l’image de la loi normale. Néanmoins, nous l’avons vu dans la
section précédente, la décomposition multiplicative du risque de base apparait de façon relativement
naturelle lorsque nous adoptons le point de vue du background risk. Fondamentalement, le risque de

14. Cette variable lie quantité d’eau dans le sol et système racinaire de la plante.
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base découle d’ailleurs d’un background risk, difficilement quantifiable par l’indice. Si l’indice était en
mesure de prendre en compte la variabilité associée à ce risque sous-jacent, alors l’indice tendrait à
refléter exactement la perte : la transaction ne serait plus indicielle mais indemnitaire. De ce point
de vue, l’approche basée sur le background risk pour représenter la perte est, semble-t-il, relativement
pertinente.

Dans cette section, nous montrons dans quelle mesure la classe des contractions aléatoires permet de
générer différentes formes de distributions pour X = SY . Notons que l’incertitude principale dans la
représentation multiplicative du risque de base est liée au facteur S. Le facteur Y est certes aléatoire,
mais sa distribution est connue. En revenant aux exemples précédents, Y correspond à la perte émanant
d’une zone identifiée comme étant particulièrement sensible à l’amplification de la perte ou à l’exposition
aléatoire des zones moins bien représentées par l’indice.

II.4.1 Définition et ses résultats associés

La forme la plus générale considérée dans le Chapitre 2 est celle des contractions aléatoires, que nous
définissons de la façon suivante.

Définition 3. (Définition 2.1.1 du Chapitre 2) Une variable aléatoire réelle X est une contraction
aléatoire si elle s’écrit sous la forme

X =d SY, (5)

où Y est une variable aléatoire positive et S est une variable aléatoire réelle, bornée et indépendante de
Y .

Nous dirons que la variable S est le facteur contractant, et la variable Y est le facteur contracté. Cette
représentation en produit de deux variables aléatoires indépendantes fait écho aux distributions Beta-
unimodales, puisqu’il suffit que S ∼ Beta(α, β). Pour rappel, Shepp (1962) démontre qu’une variable
aléatoire X est unimodale et symétrique par rapport à 0 si et seulement si X =d U1Y , où U1 est
uniformément distribuée sur (−1, 1) et Y est une variable aléatoire positive et indépendante de U1.
Dans ce cas, la distribution de X est donnée par

FX(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
x

∫ ∞

x

fY (y)

y
dy + FY (x) + 1

)
, x ≥ 0,

1

2

(
x

∫ ∞

−x

fY (y)

y
dy + (1− FY (−x))

)
, x ≤ 0.

(6)

L’Equation (2.1) correspond à la Proposition 2.2.1 du Chapitre 2.
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L’unimodalité ne sont pas des propriétés nécessairement vérifiées et souhaitables pour la modélisation
de la distribution du risque de base. Par exemple dans le cas où Y représente l’exposition de zones
mal représentées par l’indice et S le taux de destruction résiduel, rien n’indique que X = SY soit
symétrique ou unimodal.

Ayant présenté la Beta-unimodalité comme une extension de la caractérisation des lois unimodales de
Khintchine (1938), l’idée naturelle du Chapitre 2 est d’abord de remplacer la variable U1 uniforme sur
(−1, 1) par une variable Ua uniforme sur (−a, a), puis de remplacer cette variable uniforme par une
variable distribuée selon une loi Beta décentrée sur (−a, a). Le lecteur peut se reporter à Hanson (1991)
et Carnahan (1989) pour une présentation complète de cette loi. De cette façon, les lois unimodales
et symétriques deviennent un cas particulier, puisqu’elles correspondent au cas où a = 1 et où les
paramètres de la loi Beta sont égaux à 1.

La loi Beta décentrée, notée Sa, est obtenue directement à partir d’une loi Beta usuelle, puisque

Sa =d 2aS̃ − a = a(2S̃ − 1), (7)

où S̃ ∼ Beta((0, 1), α, β). A partir de maintenant, nous spécifions le support de la loi Beta. Par exemple
S̃ ∼ Beta((0, 1), α, β) est une variable aléatoire distribuée selon une loi Beta usuelle, dont le support
est (0, 1). Pour rappel, la méthode de quantification du risque de base développée dans le Chapitre
2 nécessite d’avoir accès aux moments de la variable considérée, en l’occurrence celle représentant le
risque de base. L’Equation (7) permet facilement de récupérer les moments d’une loi Beta décentrée
à partir de ceux de la loi Beta usuelle. Aussi, l’indépendance entre Sa et Y mène à l’obtention des
moments de X.

Plus précisément, la densité de Sa ∼ Beta((−a, a)α, β) est donnée par

fSa(x) =
(x+ a)α−1(a− x)β−1

B(α, β)(2a)α+β−1
, −a ≤ x ≤ a.

Nous pouvons obtenir la forme de la distribution de X lorsque nous connaissons celle de Y . En réalité,
seul le cas où α et β sont des entiers positifs mène à une forme claire de la distribution de X. Dans ce
cas, nous obtenons la Proposition 3 correspondant à la Proposition 2.2.2 du Chapitre 2.

Proposition 3. (Proposition 2.2.2 du Chapitre 2) Soit X =d SaY avec Sa ∼ Beta((−a, a), n,m), n,m
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étant des entiers positifs. Alors,

FX(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P(Sa ≤ 0) +
1

2n+m−1

n−1∑
k=0

(
n+m− 1

n− k − 1

)
P
(
S̃k+1Y ≤ x

a

)
, x ≥ 0,

1

2n+m−1

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

m− k − 1

)
P

(
Ŝk+1Y >

−x

a

)
, x ≤ 0,

(8)

où {
S̃k+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1,m),

Ŝk+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1, n).

Passons maintenant à la présentation de résultats obtenus concernant l’unimodalité et la symétrie des
contractions aléatoires.

II.4.2 Une classe malléable

Depuis le début de la section II.4, nous affirmons que les contractions aléatoires constituent une classe
malléable au sens où une variable de cette classe n’est pas nécessairement symétrique, ni unimodale.
Nous allons maintenant apporter les justifications formelles de ces affirmations.

Dans un premier temps, examinons le caractère unimodal d’une contraction aléatoire. L’étude de
l’unimodalité du produit de variables indépendantes remonte aux travaux de Ibragimov (1956) et
Cuculescu et Theodorescu (1998). Ibragimov (1956) s’est attaché à caractériser l’unimodalité de la
somme de deux variables indépendantes. A partir de cette caractérisation, Cuculescu et Theodorescu
(1998) ont introduit la notion multiplicative strong unimodality (MSU). Une variable A est dite MSU
si le produit AB est encore unimodal où B est une variable indépendante de A. Il montre que toutes
les variables A unimodales en 0 sont MSU, et que le produit AB est unimodal en 0, pour tout B

indépendant de A.

A partir des travaux de Cuculescu et Theodorescu (1998), nous obtenons directement les deux résultats
suivants.

Proposition 4. (Proposition 2.2.3 du Chapitre 2) Soit X =d SY une contraction aléatoire.
i) Si S ou Y est unimodale en 0, alors X est unimodale en 0.
ii) Si S et Y sont unimodales, et que S ou Y est MSU, alors X est unimodal.

En particulier, le point i) est vérifié pour X =d UaY , où Ua est uniformément distribuée sur (−a, a).
De la Proposition 4, nous déduisons qu’il existe des cas où le produit SaY n’est pas unimodal. D’après
Alimohammadi et al. (2016), S1 est MSU si et seulement si α > 0 et β ≥ 1 : il suffit alors de prendre
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α < 1 et β < 1 et Y non unimodale en 0 pour que le produit ne soit pas unimodal. Nous renvoyons à
l’exemple de la Section 2.2.2 du Chapitre 2 pour une illustration claire de la situation.

En particulier, la contraction aléatoire peut être bimodale, ce qui est intéressant dans certains cas. Par
exemple, lorsque le risque considéré est le risque de crue, alors la perte associée à une crue est hautement
dépendante du niveau de montée des eaux, particulièrement dans les zones urbanisées. Cette forte sen-
sibilité au niveau de la crue amène Sampson et al. (2014) à modéliser le taux de destruction par une loi
01-inflated Beta. Si la crue ne dépasse pas le niveau critique, alors la destruction est faible voire nulle.
En revanche, dès que la crue dépasse ce niveau critique, la destruction est directement importante.
Supposons maintenant que la zone urbaine ne représente qu’une petite portion du portefeuille couvert
par une solution indicielle. Si l’indice est construit à l’échelle du portefeuille, la variabilité de la perte
dans cette zone ne sera pas correctement représentée. Si une faible crue survient, le taux de destruction
associé sera plutôt faible (masse en 0) et l’indice aura tendance à surestimer l’impact de la perte. Au
contraire, si une crue intense survient, alors le taux de destruction associé sera vraisemblablement élevé
(masse en 1), mais l’indice sous-estimera probablement la perte. En notant Y l’exposition de la zone
urbanisée, et S le taux de destruction résiduel (positif ou négatif) venant de l’intensité de la crue, alors
il est raisonnable de supposer que le risque de base X = SY est bimodal.

Pour terminer la discussion de l’unimodalité des contractions aléatoires, notons qu’il est difficile d’ob-
tenir le mode de façon calculatoire. La raison principale est la complexité de la forme de la densité de
X. En revanche, il peut être aisément obtenu de façon numérique notamment à l’aide des méthodes
développées par Basu et DasGupta (1997), Sato (1987) ou encore Gavriliadis (2008).

Abordons maintenant la question de la symétrie de la distribution d’une contraction aléatoire. Il existe
plusieurs définitions de la symétrie plus ou moins intuitives. Nous l’avons déjà évoqué, la variable A est
symétrique par rapport à x0 si sa densité fA vérifie fA(x0 + x) = fA(x0 − x) pour tout x. Autrement
dit, A est symétrique par rapport à x0 si A−x0 =d x0−A. Dans le contexte de contractions aléatoires,
ces définitions ne sont pas idéales au sens où nous ne disposons pas de formes générales pour la densité
ou pour la fonction de répartition d’une contraction aléatoire. Par conséquent, l’étude de la symétrie
d’une contraction aléatoire fait intervenir une définition plus complexe, basée sur la transformée de
Mellin. Pour une variable aléatoire positive A, la transformée de Mellin notée MA est donnée par

MA(s) =

∫ +∞

0
xsdFA(x).

Pour éviter de surcharger l’introduction, le lecteur est renvoyé à la Section 2.2.3 du Chapitre 2 qui
présente en détail la transformée de Mellin dans le cadre des contractions aléatoires. Pour plus de
résultats associés à cette transformée, le lecteur intéressé pourra également se reporter aux livres de
Galambos et Simonelli (2004) ainsi qu’aux travaux de Simonelli (2001) et de Hamedani et Volkmer
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(2003). Le résultat important concernant la symétrie d’une contraction aléatoire est obtenu dans la
Proposition 2.2.4 du Chapitre 2, que nous rappelons ici.

Proposition 5. (Proposition 2.2.4 du Chapitre 2) Une contraction aléatoire X =d SY est symétrique
par rapport à 0 si et seulement si S est symétrique par rapport à 0.

A partir des Propositions 4 and 5, nous obtenons que si le facteur contractant Sa est tel que Sa ∼
Beta((−a, a), α, α) avec α ≥ 1, alors Sa et X sont des variables unimodales et symétriques par rapport
à 0. Si S n’est pas symétrique sur (−a, a) et que Y est unimodale en 0 (par exemple, c’est le cas lorsque
Y est distribuée selon une loi exponentielle), alors X est unimodale en 0 mais pas symétrique.

Finalement, la classe des contractions aléatoires est une classe malléable. Les contractions aléatoires
peuvent être symétriques et unimodales, mais peuvent aussi s’affranchir de ces contraintes pour prendre
des formes relativement libres. L’intérêt technique de prendre le risque de base comme une contraction
aléatoire réside dans l’utilisation de la décomposition en variables indépendantes, qui est à la base de
la méthode de quantification du risque de base.

III. La mesure et la quantification du risque de base

Dans le cadre de la réglementation prudentielle assurantielle et bancaire, la compagnie d’assurance (ou
de réassurance) doit être en mesure de quantifier l’impact du risque de base contenu dans la solution
de transfert. De façon plus générale, le potentiel acheteur de protection indicielle a tout intérêt à être
capable de quantifier l’efficacité de la couverture avant d’y souscrire.

A ce stade de l’introduction, le risque de base assurantiel a été complètement décrit, alors que le
risque de base financier a été volontairement omis (voir section I.2.2). Ici, il n’intervient que parce
que l’approche de sa quantification proposée par le Comité de Bâle sur le contrôle bancaire (2016) et
détaillée dans la section III.1.2 motive celle que nous adoptons dans les Chapitres 1 et 2. Le risque de
base financier n’est pas unique, et dépend du produit considéré. A titre d’exemple, le Comité de Bâle
sur le contrôle bancaire (2016) définit le risque de base lié aux taux d’intérêt comme le risque qui décrit
l’incidence des variations relatives aux taux d’intérêt pour les instruments financiers avec des échéances
similaires mais dont la tarification repose sur des indices de taux différents. Par exemple, un actif dont
le taux est indexé sur le Libor financé par un passif référencé sur les bons du Trésor américains est une
source de ce risque de base.

III.1 Une quantification basée sur des scénarios

Quantifier le risque de base présuppose de choisir une mesure. Cette mesure doit refléter la qualité
de l’indice du point de vue du porteur de risque. Pour ouvrir cette troisième section, considérons un

41



exemple artificiel, mais éloquent.

Notons comme précédemment L la perte subie par un assureur et supposons que cette perte est bornée
par m > 0. En plus, supposons E[L] = m/2, et notons σ2

L la variance de la perte. Considérons
maintenant que l’assureur souscrive une réassurance proportionnelle de niveau α, 0 ≤ α ≤ 1. En
notant ν le capital, π la prime, intéressons-nous à la probabilité P(ν − L + π > 0). Par construction
la prime contient un chargement de sécurité positif tel que π ≥ m/2 : la prime est au moins égale à la
valeur moyenne de la perte. Cette probabilité correspond à la probabilité que le capital augmenté des
primes permette de faire face à la sinistralité L. En supposant que l’assureur cède une proportion α de
ses primes, la probabilité devient après réassurance,

P(ν − (1− α)L+ (1− α)π > 0) = P

(
ν

1− α
− L+ π > 0

)
.

Le capital ν a donc été « gonflé » en ν/(1 − α). Remplaçons maintenant la couverture sur la perte L

par une couverture sur un indice Z et considérons le pire cas possible : celui où Z = m − L. Alors
E[Z] = m/2 et Var(Z) = Var(L) = σ2

L. L’indice est donc en moyenne identique à la perte, et a la
même variabilité. Lorsque la prime est basée sur la variance et l’espérance de la couverture, la prime
de réassurance est égale à la prime de la transaction indicielle sur Z (en pratique les chargements de
sécurité diffèrent, mais supposons-les constants). Alors,

P(ν − L+ αZ + (1− α)π > 0) = P(ν + αm− (1 + α)L+ (1− α)π > 0).

Nous obtenons aisément que P(ν − (1 − α)L + (1 − α)π > 0) ≥ P(ν − L + αZ + (1 − α)π > 0).
Surtout, P(ν − L + π > 0) ≥ P(ν − L + αZ + (1 − α)π > 0). Autrement dit, la couverture indicielle
empire la situation initiale. L’espérance et la variance de l’indice ne sont pas des mesures adéquates.
La position finale L + Z est en fait pire que la position initiale L, puisque L − Z = 2L − m. Bien
que son espérance soit nulle, la variance est quatre fois plus grande que celle de la position initiale.
Ce très court exemple artificiel permet de soulever plusieurs questions. La plus générale qui soit est
quand est-ce qu’une transaction indicielle est préférée à la réassurance traditionnelle ? C’est l’objet du
Chapitre 3. Ensuite, comment mesurer l’efficacité d’un indice et donc l’intensité du risque de base ?
C’est l’objet de la section qui suivante.

III.1.1 Mesurer le risque de base à l’aide de fonctions de pénalité

En se remémorant la définition de Giné et al. (2007), le risque de base y est mesuré à l’aide de la
corrélation entre l’indemnisation issue de l’assurance paramétrique et la richesse du bénéficiaire de la
couverture assurantielle. Néanmoins, Zeng (2000) décrie cette mesure en affirmant qu’elle ne correspond
pas à un point de vue actuariel au sens où elle ne peut pas servir de base quantitative directe à un
acheteur de protection pour déterminer si le risque de base d’une solution paramétrique l’emporte sur
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les avantages associés à cette forme de tranfert. Par exemple, considérons cette fois-ci que Z s’écrive
sous la forme

Z = −εL+m(1 + ε)/2,

où 0 < ε ≤ 1 pour que Z soit positif. Alors le coefficient de corrélation linéaire entre L et Z est toujours
égal à −1, quelle que soit la valeur de ε. Si le prix ne dépend que de l’espérance et de la variance, alors
le prix de Z diminue lorsque ε diminue.

Pour remédier à cela, il propose une mesure alternative correspondant à la probabilité conditionnelle
que l’indemnisation issue de l’assurance soit nulle sachant que la perte subie dépasse un seuil donné.
Cette mesure a par conséquent conduit bon nombre de travaux à appréhender le risque via cette
approche, à l’image de Elabed et al. (2013) et Elabed et Carter (2015) qui mesurent le risque de base
comme la probabilité que l’acheteur de protection ne soit pas indemnisé par l’indice alors que sa perte
atteint un niveau tel qu’il aurait souhaité l’être. L’inconvénient de cette approche est qu’elle donne
une valeur d’occurrence sans informer sur la taille de la potentielle différence. Ross et Williams (2009)
indiquent qu’il est plus pertinent de s’intéresser à la probabilité que le manque à gagner dépasse un
certain seuil, que nous noterons d, définit par l’acheteur de protection, i.e. P(L− Z > d | Z > 0).

Malgré cette amélioration, les auteurs affirment qu’il est plus judicieux de se concentrer à la valeur
moyenne de la différence lorsqu’elle est positive, et par extension, à la valeur moyenne de la différence
lorsque celle-ci dépasse un certain seuil. Ross et Williams (2009) étendent donc les mesures du risque
de base à ces quantités, données par E[L− Z | L− Z > d].

L’espérance correspond bien au manque à gagner moyen, lorsque celui-ci dépasse un certain seuil. En
dépit de son aspect global, cette forme de mesure souffre de sa linéarité au sens où

E[m× (L− Z) | L− Z > d] = m× E[L− Z | L− Z > d], m ≥ 0.

Considérer une différence m fois plus grande mène à une mesure, elle aussi, m fois plus grande. Pour
remédier à cela, Jensen et al. (2016), Woodard et Garcia (2008a) et Vedenov et Barnett (2004) intro-
duisent une façon alternative de mesurer le risque de base, à l’aide de la semi variance, c’est-à-dire
E[max(L−Z, 0)2] = E[(L−Z)2+]. L’introduction de la fonction carré permet de s’affranchir de la linéa-
rité de l’espérance et d’attribuer une croissance de l’impact des conséquences de la différence supérieure
à la croissance de la différence elle-même. Cette fois-ci,

E[(m× (L− Z))2+] = m2 × E[(L− Z)2+],

et si m > 1 alors E[(m× (L−Z))2+] > m× E[(L−Z)2+]. Notons également que Gaurav et Chaudhary
(2020) représentent le risque de base spatial comme une fonction non-linéaire de la distance entre les
stations météorologiques.
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La forme des mesures retenues dans les Chapitres 1 et 2 est motivée par l’article 208 alinéa 1 de Solvency
II Commission Delegated Regulation (2015), qui stipule que « lorsque les entreprises d’assurance ou
de réassurance transfèrent des risques de souscription au moyen de contrats de réassurance ou de
véhicule de titrisation [...], l’effet d’atténuation du risque de ces arrangements contractuels est attribué
aux calculs fondés sur des scénarios d’une manière qui [...] reflète l’effet économique des protections
fournies ». A cet égard, les Chapitres 1 et 2 proposent de prendre en compte le référentiel du porteur de
risque pour déterminer les conséquences du risque de base. Ce référentiel correspond en quelque sorte
à une représentation de l’aversion au risque de base. L’acheteur de protection détermine son appétence
au risque de base ainsi que sa capacité d’absorption des pertes. La forme de la mesure retenue prend
en considération le niveau d’acceptation du risque de base pour en déterminer les conséquences.

A titre d’exemple, le Chapitre 1 introduit des mesures de la forme suivante,

E[η(Z − L)+] + E[γ(L− Z)+] + E
[
γ(L− Z − d)n−1

+

]
, (9)

où η, γ et d sont des réels positifs et n est un entier positif. Ainsi, la mesure considérée pénalise la
différence en fonction de son signe et de sa taille. Dans l’Equation 9, tant que la différence L − Z est
positive et reste en dessous du seuil d, son impact se traduit par la valeur de E[γ(L−Z)+]. En revanche,
dès qu’elle dépasse le seuil d’acceptation d, l’impact de la différence est drastiquement augmenté via
le terme E

[
γ(L− Z − d)n−1

+

]
.

La taille de la différence joue d’ailleurs un rôle prépondérant dans les conséquences du risque de base.
En effet, pénaliser une différence sans se soucier de sa taille par rapport à celle de la valeur prise par
l’indice (ou par la valeur de la perte) conduit à obtenir la même mesure lorsque la perte vaut 2 et
l’indice 1 que quand la perte vaut 100 et l’indice 99 : la mesure fournira dans les deux cas l’impact
d’une différence de 1. D’un point de vue de la gestion du risque de base, l’indice dans le premier
cas ne représente que 50% de la perte contre 99% dans le second cas. La mesure devrait permettre
de pénaliser davantage l’indice du cas 1 et que l’indice du cas 2. Le Chapitre 2 apporte une réponse
concrète à ce défaut des mesures basées uniquement sur la différence en introduisant le rapport de la
différence (c’est-à-dire la taille du risque de base) sur la valeur de l’indice. Formellement, un exemple
de mesure du risque de base considérée dans le Chapitre 2 est

E

[(|L− Z|+ (L− Z − d)n−1
+

)×
(
1 +

(
L− Z

Z
− r

)n−1

+

)]
, (10)

où d et r sont des réels positifs et n est un entier supérieur ou égal à 1. Cette fois-ci, la mesure pénalise
la différence en fonction de sa taille (terme de gauche), mais aussi en fonction de sa taille par rapport
à celle de l’indice (terme de droite), où les seuils d et r sont renseignés par l’acheteur de la couverture
paramétrique. Dans l’Equation 10, le terme de droite ajoute une pénalité supplémentaire dès que le

44



risque de base devient trop grand par rapport à l’indice.

Dans les Chapitres 1 et 2, les mesures du risque de base sont appelées des fonctions de pénalité : elles
assignent une valeur à l’intensité du risque de base qui dépend du niveau de tolérance du porteur de
risque. Les Chapitres 1 et 2 développent différentes formes de fonctions. En particulier, le Chapitre 2
définit formellement les fonctions de pénalité généralisées, qui permettent d’intégrer la taille du risque
de base par rapport à celle de l’indice. Pour le moment, gardons à l’esprit que les fonctions de pénalité
mesurent les conséquences du risque de base. Nous reviendrons sur ces fonctions dans la section III.2.2
au moment de définir les fonctions convexes de degrés supérieurs.

Dans le cadre du Chapitre 1, la modélisation catastrophe menait à une perte L Beta-unimodale et à
indice Z non aléatoire au sein de chaque scénario climatique i. En reprenant les notations du Chapitre
1, la perte est donnée par Xi = SiYi et la valeur de l’indice est ci pour chaque scénario i.

Dans le cadre du Chapitre 2, nous modélisons directement la différence L − Z = X où X est une
contraction aléatoire, i.e. X = SY . Dans les deux chapitres, ces décompositions sont à la base de la
méthode de quantification du risque de base, puisqu’elles permettent de « séparer » les sources d’in-
certitude dans les modélisations. Dans le cas du Chapitre 1, l’incertitude porte plutôt sur l’exposition
alors qu’elle est associée au facteur contractant dans le Chapitre 2. A partir de cette incertitude,
nous générons des scénarios extrêmes qui correspondent à des configurations de risque plus ou moins
favorables.

L’approche de quantification basée sur des scénarios d’incertitude extrême est motivée par la régle-
mentation prudentielle assurantielle et bancaire.

III.1.2 La quantification réglementaire du risque de base

La motivation de la quantification du risque de base est reliée à la réglementation assurantielle. Tout
au long de ce paragraphe nous allons nous référer aux articles 209 et 210 de Solvency II Commission
Delegated Regulation (2015), puis aux paragraphes 2.7, 3.1, 3.3 et 4.22 de la Notice Solvabilité II
(2015). Afin d’éviter de paraphraser ces articles, nous n’en donnons que les éléments principaux. Nous
invitons le lecteur intéressé à se reporter à ces deux documents normatifs pour un énoncé précis.

La Solvency II Commission Delegated Regulation (2015) indique que lorsque les risques de base impor-
tants ne sont pas reflétés dans le calcul du capital de solvabilité requis, la technique d’atténuation du
risque ne devrait pas être prise en compte. Le paragraphe 3.1 de la Notice Solvabilité II (2015) précise
que le risque de base n’est pas important si « l’exposition couverte par la technique d’atténuation du
risque est de nature suffisamment similaire à celle de l’exposition au risque de l’entreprise ».
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Aussi, le paragraphe 2.7 de la Notice Solvabilité II (2015) traite explicitement du cas de l’émission
d’une obligation catastrophe. Il y est indiqué que « si une entreprise émet des obligations catastrophe
ne répondant pas aux exigences des techniques d’atténuation du risque » énoncées aux articles 209 et
210 alors « leur traitement dans la formule standard ne peut pas se traduire par un allègement des
exigences de capital ». Par conséquent, il est donc primordial de pouvoir quantifier le risque de base
associé à l’obligation catastrophe à déclenchement indiciel du Chapitre 1.

De façon générale, le paragraphe 4.22 de la Notice Solvabilité II (2015) indique que « les entreprises
n’appliquent de contrats à caractère non indemnitaire au titre de la formule standard que s’il peut être
démontré que le niveau de risque de base n’est pas important ».

Ainsi, le cadre réglementaire assurantiel nous conforte dans l’intérêt de proposer une méthode de quan-
tification du risque de base.

Le paragraphe 3.3 de la Notice Solvabilité II (2015) donne une indication de la façon dont la quanti-
fication doit être abordée. En effet, l’acheteur de protection indicielle doit établir « si les contrats de
réassurance et les véhicules de titrisation ont un comportement différent de celui des polices d’assurances
de l’entreprise pour une série complète de scénarios de risque en raison de différences de modalités ». Il
en résulte qu’une approche basée sur des scénarios est à privilégier. Ces scénarios doivent représenter
différentes configurations de risque de base, de façon à pouvoir en mesurer son impact dans chacune
d’entre elles.

Dans un cadre normatif différent, cette approche est aussi recommandée par la réglementation ban-
caire. En effet le Comité de Bâle sur le contrôle bancaire (2016) stipule que les banques faisant face
à un risque de base significatif doivent se fixer des limites de tolérance au risque de base appropriées
(paragraphe 30). Ces limites peuvent être déterminées à partir de l’appétence au risque de base définie
par l’entité le subissant (Principe 9 du Comité de Bâle sur le contrôle bancaire (2016)). La méthodolo-
gie contenue dans cette norme indique que « le risque de base peut être mesuré grâce à la génération de
scénarios au sein desquels il y a une divergence significative dans les différents taux de base auxquels
la banque est particulièrement exposée ». En transposant cette approche au cadre assurantiel, notre
méthode de quantification du risque de base dans le cadre des transactions indicielles est fondée sur la
génération de scénarios menant à des cas extrêmes de risque de base.

Finalement la norme indique expressément qu’il incombe à l’acheteur de transaction indicielle - donc
au porteur du risque de base - de démontrer que ce risque de base n’est pas important. A défaut, la
stratégie de transfert ne peut pas être prise dans le calcul du capital de solvabilité. En accord avec le
cadre réglementaire, l’approche de quantification développée dans les Chapitres 1 et 2 repose sur la
génération de scénarios extrêmes à partir de la décomposition multiplicative de la variable d’intérêt dans
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chacun des chapitres. Le Chapitre 1 utilise la Beta-unimodalité de la perte pour générer les scénarios à
partir de l’incertitude associée à l’exposition du portefeuille à une catastrophe naturelle. Le Chapitre 2
modélise la différence entre la perte subie et l’indemnité reçue issue d’une solution de transfert indiciel
par une contraction aléatoire. Une fois les scénarios générés, nous mesurons l’impact du risque de base
dans le référentiel du porteur de risque à l’aide des fonctions de pénalité. Nous verrons dans la Section
IV de cette introduction comment utiliser les valeurs obtenues dans chacun des scénarios.

Pour le moment, concentrons nous sur la génération des scénarios. Elle découle d’un cadre théorique
complet, lié à l’ordre convexe et à son extension : l’ordre convexe de degrés supérieurs.

III.2 Les outils fondamentaux

L’approche des Chapitres 1 et 2 nécessite de générer des scénarios extrêmes pour le risque de base.
L’outil fondamental sous-jacent à la génération de ces scénarios correspond aux ordres convexes de
degrés supérieurs. Ces ordres sont une extension de l’ordre convexe usuel. L’ordre convexe est également
au coeur des Chapitres 3 et 4, mais il est utilisé à travers une autre approche, dont nous donnons les
prémices. L’utilisation de l’ordre convexe dans ces chapitres nécessite de développer un point de vue
différent, que nous réservons à la Section IV.

Ici, nous rappelons l’approche « fonctionnelle » de l’ordre convexe, en présentant les caractérisations
principales qui nous serviront dans la suite. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra se reporter
à Shaked et Shanthikumar (2007) qui présentent une excellente revue des ordres stochastiques. Denuit
et al. (2006) proposent une approche plus actuarielle, tandis que Müller et Stoyan (2002) développent
une approche plus mathématique, notamment en fournissant des preuves techniques.

III.2.1 Introduction à l’ordre convexe et caractérisations essentielles

Concernant les Chapitres 1 et 2, l’ordre convexe consiste en une introduction naturelle facilitant la
compréhension des ordres convexes de degrés supérieurs. Dans ces chapitres, les ordres convexes sont
appréhendés par une approche « fonctionnelle », correspondant à une première caractérisation de ces
ordres.

Les Chapitres 3 et 4 ont recours à une approche « préférentielle » des ordres convexes, basée sur
une caractérisation de l’ordre par la tail value-at-risk notée TVaR. Ces chapitres sont fondés sur une
condition menant à l’ordre convexe qui permet de développer une approche géométrique claire.

Notons que l’ordre convexe est utilisé pour discuter de la variabilité associée à la somme de deux
risques dans le Chapitre 3. Les résultats obtenus sont aussi invoqués dans le Chapitre 4. Afin de ne pas
surcharger cette partie, nous présenterons les résultats associés à la somme de deux variables aléatoires
dans la Section IV au moment où nous abordons les problèmes examinés dans ces chapitres.
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L’ordre convexe fait partie d’une classe d’ordres appelée les ordres stochastiques sur les intégrales
(integral stochastic orderings) qui consiste à réduire la comparaison de variables aléatoires à l’espérance
de fonctions issues d’une certaine classe. Ces fonctions sont appelées les générateurs de l’ordre considéré.
En considérant deux variables aléatoires A et B, l’ordre stochastique sur les intégrales ≤� généré par
la classe de fonctions U� est défini par

A ≤� B ⇐⇒ E[t(A)] ≤ E[t(Y )] pour toute fonction t ∈ U�.

En toute généralité, la terminologie « sur les intégrales » provient de l’ordre sur les espérances. Grâce à
cette approche, l’ordre convexe correspond naturellement au cas où les fonctions t sont convexes. Afin
de les identifier, nous les notons φ. Pour le moment, nous disons classiquement qu’une fonction φ est
convexe sur un intervalle I lorsque pour tous x1 et x2 de I et tout λ ∈ [0, 1] nous avons

φ(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λφ(x1) + (1− λ)φ(x2).

L’ordre convexe se définit formellement comme suit.

Définition 4. Une variable aléatoire A est dite plus petite qu’une variable aléatoire B à l’ordre convexe,
noté A ≤cx B, si E[φ(A)] ≤ E[φ(B)] pour toute fonction convexe φ.

Il découle de la Définition 4 que la comparaison de deux variables à l’ordre convexe ne peut se faire
que si elles ont les mêmes moyennes.

Aussi, en prenant φ(x) = x2, alors A ≤cx B ⇒ Var(A) ≤ Var(B). Pour cette raison, l’ordre convexe
est associé à la comparaison de la variabilité, en opposition à la comparaison de la taille. Comparer
la taille des variables aléatoires revient à comparer leur fonction de répartition, nous amenant à la
dominance stochastique de premier ordre. En notant ≤ST cet ordre, alors

A ≤ST B ⇐⇒ P(B ≤ x) ≤ P(A ≤ x) ⇐⇒ P(A > x) ≤ P(B > x), ∀x ∈ R.

Notons d’ailleurs au passage que l’ordre ≤ST est aussi un ordre stochastique sur les intégrales puisque
A ≤ST B ⇐⇒ E[t(A)] ≤ E[t(B)], pour toute fonction t croissante. La terminologie dominance
stochastique « du premier ordre » s’explique par la forme des fonctions t : lorsqu’elles sont dérivables,
≤ST requiert que leur dérivée première soit positive. En adoptant ce point de vue, l’ordre convexe
correspond à la dominance stochastique du second ordre puisqu’il requiert que les dérivées secondes des
fonctions φ soient positives. Cette discussion nous mène à une représentation intuitive de l’ordre convexe
de degré supérieur (sous entendu, supérieur à 2). L’ordre s-convexe, s ∈ N, nécessite que les dérivées
d’ordre s des fonctions t soient positives. Nous présentons en détail l’ordre de degré supérieur dans
la section suivante, mais gardons en tête que la présentation des ordres par les fonctions génératrices
permet une compréhension intuitive de la construction de l’ordre considéré.
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Les Chapitres 1 et 2 utilisent cette définition de l’ordre convexe pour obtenir des ordres sur les variables
Beta-unimodales et plus généralement sur les contractions aléatoires. Par exemple, notons X1 = SY1

et X2 = SY2 deux variables Beta-unimodales et supposons que Y1 ≤cx Y2. Alors

E[φ(SY1)] ≤
∫ 1

0
E[φ(sY1)] dFS(s) ≤

∫ 1

0
E[φ(sY2)] dFS(s) = E[φ(SY2)], (11)

pour toute fonction convexe φ, grâce à l’indépendance entre S et (Y1, Y2). Des cas légèrement plus
généraux sont présentés dans les Chapitres 1 et 2, mais ils découlent tous de cette approche.

Pour prouver que deux variables sont ordonnées à l’ordre convexe, il faut montrer que l’inégalité de la
Définition 4 est valable pour toutes les fonctions convexes. Cela revient au premier abord à travailler
en dimension infinie. Fort heureusement, il existe une représentation de la convexité qui permet de
réduire la comparaison pour toutes les fonctions convexes à une condition de dimension 1.

En effet, la Proposition 2.8.4 de Denuit et al. (2006) indiquent que toute fonction convexe φ continue
sur [a, b] est la limite uniforme d’une suite de fonctions

fn(x) = α1 + α2x+

n∑
j=0

β
(n)
j (x− t

(n)
j )+,

où β
(n)
j ≥ 0, t(n)j ∈ [a, b] pour j = 1, . . . , n et α1, α2 sont des constantes réelles. Comparer A et B à

l’ordre convexe revient à comparer E[(A− t
(n)
j )+] avec E[(B − t

(n)
j )+], pour n’importe quel point t

(n)
j .

Nous obtenons de cette représentation des fonctions convexes une seconde caractérisation de l’ordre
convexe.

Caractérisation de l’ordre convexe par les primes stop-loss.

A ≤cx B ⇐⇒ E[(A− d)+] ≤ E[(B − d)+], ∀d ∈ R. (12)

Les fonctions intervenant dans le terme de droite de l’Equation (12) correspondent aux primes pures
de stop-loss sur A et B. Pour cette raison, ordonner à l’ordre convexe revient à ordonner les primes
stop-loss de variables ayant les mêmes moyennes. Notons au passage que le Chapitre 3 utilise un ordre
convexe partiel au sens où l’ordre sur les primes stop-loss n’est requis qu’à partir d’un certain niveau.
Les résultats associés à cet ordre sont propres au contexte du Chapitre 3, nous y renvoyons directement
le lecteur.

Pour accentuer l’obtention de la prochaine caractérisation de l’ordre convexe, la TVaR de niveau
p ∈ [0, 1] est donnée pour le moment par

TVaRp(A) = inf
u∈R

{
u+

1

1− p
E[(A− u)+]

}
= VaRp(A) +

1

1− p
E[(A− VaRp(A))+], (13)
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où VaRp(A) = inf{x | P(A ≤ x) ≥ p}. Considérons maintenant que A ≤cx B alors pour p ∈ (0, 1),

TVaRp(A) ≤ VaRp(B) +
1

1− p
E[(A− VaRp(B))+],

≤ VaRp(B) +
1

1− p
E[(B − VaRp(B))+] = TVaRp(B).

Autrement dit, A ≤cx B ⇒ TVaRp(A) ≤ TVaRp(B), pour tout p ∈ (0, 1). L’implication inverse est
aussi vraie, ce qui permet d’obtenir une seconde caractérisation de l’ordre convexe par la TVaR.

Caractérisation de l’ordre convexe par la TVaR.

A ≤cx B ⇐⇒ TVaRp(A) ≤ TVaRp(B), ∀p ∈ (0, 1). (14)

La TVaR est utilisée dans les Chapitres 3 et 4 pour mesurer les préférences d’un assureur et d’un
réassureur en tant que mesure de risque ; nous y reviendrons dans la Section IV. Finalement, retenons
que l’ordre convexe nécessite de comparer des variables aléatoires ayant la même espérance. Passons
maintenant à son extension, l’ordre convexe de degré supérieur.

III.2.2 L’ordre s-convexe

L’approche adoptée dans la partie précédente a le mérite de rendre naturelle l’extension de l’ordre
convexe au degré supérieur, notée ordre s-convexe, s ∈ N. Alors que l’ordre convexe se définit par des
fonctions convexes, l’ordre s-convexe se définit par les fonctions s-convexes, qu’il convient de définir.

La définition la plus complète de la convexité d’ordre supérieur fait appel à la notion de différence
divisée, qui ne requiert pas la différentiabilité de la fonction considérée. Plaçons nous sur un intervalle
fermé [a, b] avec −∞ < a < b < ∞. Notons [x0, . . . , xs;φ] la différence divisée d’ordre s de la fonction
φ aux points x0 < x1 < . . . < xs ∈ [a, b]. Alors [x;φ] = φ(x) et

[x0, . . . , xk;φ] =
[x1, . . . , xk;φ]− [x0, . . . , xk−1;φ]

xs − x0
, k = 1, . . . , s.

Alors, une fonction φ est s-convexe sur [a, b] si [x0, . . . , xs;φ] ≥ 0 est vérifiée pour tous points x0 < x1 <

. . . xs ∈ [a, b]. En particulier lorsque la dérivée d’ordre s de la fonction φ existe, alors φ est s-convexe si et
seulement si φ(s) ≥ 0. Les fonctions 1-convexes sont les fonctions croissantes, les fonctions 2-convexes
sont les fonctions convexes usuelles. Dans ce qui suit, nous notons U [a,b]

s−cx la classe des fonctions s-
convexes sur [a, b]. Le lecteur intéressé par plus de détails sur les fonctions convexes d’ordres supérieurs
pourra se référer par exemple à Popoviciu (2013), Farwig et Zwick (1985) ou Karlin et Studden (1966).

Notons que les fonctions de pénalité introduites dans les Equations (9) et (10) sont des fonctions s-
convexes. Plus généralement, les mesures utilisées dans les Chapitres 1 et 2 sont des fonctions convexes
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d’ordre supérieur pour pouvoir mesurer les conséquences du risque de base dans chacun des scénarios.

L’ordre s-convexe est donc naturellement généré par les fonctions s-convexes, nous obtenons ainsi la
définition suivante.

Définition 5. (Définition 1.3.2 du Chapitre 2) Soient A et B deux variables aléatoires prenant leurs
valeurs dans [a, b]. A est dite plus petite que B à l’ordre s-convexe, noté A ≤[a,b]

s−cx B, si E[φ(A)] ≤
E[φ(B)] pour toute fonction φ ∈ U [a,b]

s−cx.

Alors que l’ordre convexe nécessitait l’égalité de l’espérance (c’est à dire l’égalité du moment d’ordre 1),
l’ordre s-convexe requiert l’égalité des s− 1 premiers moments. En revenant au cadre des contractions
aléatoires (incluant les distributions Beta-unimodales), il est possible d’ordonner deux contractions
aléatoires à l’ordre s-convexe, en fonctionnant de la même façon que pour l’Equation (11).

Les Chapitres 1 et 2 ne contiennent pas de contribution théorique sur les ordres s-convexes. Denuit et al.
(1998, 1999) et Shaked et Shanthikumar (2007) apporteront plus de précisions au lecteur intéressé. En
revanche, nous utilisons les propriétés de ces ordres pour générer les scénarios extrêmes à partir de la
décomposition du risque de base X en produit de deux variables aléatoires indépendantes. Avant de
présenter la théorie sous-jacente à la génération de ces scénarios, il convient de présenter une dernière
classe de fonctions qui nous permettra d’ordonner la sévérité des scénarios en fonction de l’incertitude.

De façon imagée, une fonction s-convexe a sa dérivée d’ordre s positive. Lorsque toutes les dérivées
d’orde 1 à s sont croissantes, la fonction est dite s-croissante convexe. Alors, une fonction s-croissante
convexe est en particulier (s− k)-convexe, k = 0, . . . , s− 1.

Nous disposons maintenant de tous les outils pour présenter l’utilisation principale des ordres s-
convexes : la génération des distributions s-extrêmes.

III.3 Les scénarios extrêmes

La méthode de quantification du risque de base fait intervenir la génération de scénarios associés à
des cas extrêmes de risque de base. Les ordres s-convexes bénéficient d’un cadre théorique dans lequel
il est possible de générer des distributions extrêmes au sens s-convexe, en fonction de l’information
disponible sur la variable considérée.

III.3.1 Les espaces de moments

Nous l’avons vu plus haut, ordonner des variables à l’ordre s-convexe revient à travailler avec des
variables ayant les mêmes s−1 premiers moments. Dans notre contexte, nous fabriquons la contraction
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aléatoire X à partir de S et Y . Le facteur contractant S est supposé borné, ses moments sont donc
bien définis. En revanche Y n’est pas nécessairement borné, l’existence de ses moments peut poser
problème. En particulier dans le Chapitre 2, nous supposons que Y est distribué selon une loi de
Pareto ; il conviendra alors de vérifier des conditions d’existence pour pouvoir mettre en oeuvre la
méthodologie de quantification du risque de base.

Deux points doivent être vérifiés pour pouvoir obtenir des distributions extrêmes au sens s-convexe :
un support borné et la connaissance des s-premiers moments. Les variables ayant le même support
et les mêmes s − 1 premiers moments appartiennent au même espace de moments. Dans la suite, cet
espace est noté Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1). Il représente toutes les variables aléatoires A dont le support
est [a, b] et qui vérifient E[Ak] = μk, k = 1, . . . , s− 1.

Dans les Chapitres 1 et 2, nous considérons que les moments du risque de base sont connus ou esti-
mables. En réalité, il convient de vérifier que la séquence μ1, . . . , μs−1 constitue bien une séquence de
moments. Par exemple, il n’existe pas de variable aléatoire dont le support est [0, 10] vérifiant μ1 = 2

et μ2 = 3. La Proposition 4.1 de Denuit (2002) décrit complètement les conditions à vérifier pour qu’un
espace de moment soit non-vide. A titre d’exemple, les conditions pour les trois premiers moments sont

a < μ1 < b,

μ2
1 < μ2 < μ1(a+ b)− ab,

(μ2 − μ1a)
2 + aμ2(μ1 − a)

μ1 − a
< μ3 <

bμ2(b− μ1)− (bμ1 − μ2)
2

b− μ1
.

Les espaces de moment sont des espaces de Krein-Milman : ils peuvent être vus comme l’enveloppe
convexe-fermée de leurs points extrémaux. Les points extrémaux de l’espace Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1)

sont des distributions qui ne peuvent pas être exprimées comme une combinaison linéaire de deux
éléments distincts de Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1), dans le sens où

F = uF1 + (1− u)F2, 0 < u < 1 ⇒ F + F1 = F2.

L’ensemble des points extrémaux de Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1) joue un rôle important dans l’obtention
de bornes sur les quantités de type E[φ(A)] comme nous allons le voir dans ce qui suit. Le lecteur
intéressé par plus de détails sur les espaces de moments peut se reporter par exemple au Chapitre II.3
de De Vylder (1996).

III.3.2 Les distributions extrêmes

Une fois que l’espace des moments est connu et non-vide, Denuit et al. (1999) ont montré qu’il existait
deux variables, notées A

(s)
min et A

(s)
max, telles que

A
(s)
min ≤[a,b]

s−cx A ≤[a,b]
s−cx A(s)

max, ∀A ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1).
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Ces variables A
(s)
min et A

(s)
max sont des points extrémaux de Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1). Dans ce qui suit,

A
(s)
min et A

(s)
max sont appelées distributions extrêmes au sens s-convexes. En ré-écrivant les inégalités à

l’ordre s-convexe sous la forme fonctionnelle, alors A
(s)
min et A

(s)
max sont telles que

E[φ(A(s)
min)] ≤ E[φ(A)] ≤ E[φ(A(s)

max)], (15)

pour toute fonction s-convexe φ.

Proposer des bornes sur les formes E[φ(A)] pour A ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1) a fait l’objet de nom-
breux travaux dont ceux de De Vylder (1982), De Vylder (1983), De Vylder et Goovaerts (1982),
Hürlimann (1998), Kaas et Goovaerts (1985, 1986) et Brockett et Cox (1985). La contribution récente
de Brockett et al. (2016) se rapproche du contexte des Chapitres 1 et 2. Denuit et al. (1999) décrivent
la méthode pour obtenir les distribuons extrêmes au sens s-convexe, que nous rappelons dans le corps
du Chapitre 1.

A titre d’illustration, les distributions extrêmes au sens 2-convexe dans Bs([a, b], μ1) sont

A
(2)
min = μ1 et A(2)

max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
a avec probabilité p =

μ1 − a

b− a

b avec probabilité q =
b− μ1

b− a
.

Bien qu’élémentaires, ces distributions offrent une interprétation directe de la méthode dont elles sont
à l’origine. A l’ordre 2, A

(2)
min a une variance nulle, et A

(2)
max ne prend que les valeurs extrêmes de

l’intervalle considéré. Les probabilités associées sont déterminées pour que la moyenne soit μ1. Lorsque
le moment suivant est connu, alors les distributions extrêmes sont adaptées de sorte qu’elles restent
dans l’espace de moments considéré tout en minimisant ou maximisant l’ordre de degré suivant. Notons
que la constitution des bornes à l’ordre s nécessite de connaître les moments jusqu’à l’ordre s− 1.

Dans le cadre des contractions aléatoires (y compris les distributions Beta-unimodales), la détermi-
nation des distributions extrêmes au sens s-convexe repose sur l’hypothèse d’indépendance entre la
facteur contracté et le facteur contractant. Par exemple dans le cadre du Chapitre 1, l’exposition Y

est supposée bornée, et la perte est donnée par la variable Beta-unimodale X = SY . Nous obtenons
alors que

X
(s)
min = SY

(s)
min et X(s)

max = SY (s)
max.

Dans le cadre du Chapitre 2, les distributions extrêmes au sens s-convexe pour le risque de base X

sont construites à partir du facteur contractant S puisque la variable Y n’est pas forcément bornée.

Savoir qu’une variable est une contraction aléatoire (bornée) permet d’améliorer la qualité des bornes
issues des distributions extrêmes au sens s-convexe. En effet, l’ensemble des contractions aléatoires à va-
leurs dans [a, b] et vérifiant les contraintes de moments μ1, . . . , μs−1 est inclus dans Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1).
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Alors en notant X̃(s)
min et X̃(s)

max les distributions extrêmes lorsque l’on ignore que X est une contraction
aléatoire, nous obtenons

X̃
(s)
min ≤s−cx X

(s)
min ≤s−cx X ≤s−cx X(s)

max ≤s−cx X̃(s)
max.

Dans les Chapitres 1 et 2, les distributions extrêmes d’ordre s constituent les scénarios extrêmes. Au sein
de chaque scenario, les conséquences du risque de base sont mesurées à l’aide de fonctions de pénalité.
Pour pouvoir obtenir des inégalités similaires à l’Equation 15, les fonctions de pénalité doivent être au
moins s-convexes. Puisque nous considérons les distributions extrêmes au sens k-convexe, k = 2, . . . , s,
les fonctions de pénalité doivent en réalité être s-croissantes convexes. Cette contrainte est d’ailleurs
primordiale pour pouvoir comparer les scénarios entre eux.

En effet, il est souhaitable que les scénarios correspondant à l’incertitude associée au risque de base
puissent être classés en fonction du niveau d’incertitude. Autrement dit, nous souhaitons générer des
scénarios dont les conséquences sont croissantes avec le niveau d’incertitude. Dans le contexte des distri-
butions extrêmes au sens s-convexe, l’incertitude est représentée par le nombre de moments connus. Par
exemple, les distributions extrêmes au sens 2-convexe ne sont basées que sur l’espérance du risque de
base, alors que les distributions extrêmes au sens 3-convexe font intervenir les deux premiers moments.
Dans le scénario 3-convexe, nous connaissons « mieux » le risque de base : il est donc raisonnable de
s’attendre à ce que le scénario 3-convexe mène à des conséquences moins importantes que celles issues
du scénario 2-convexe. Or X

(3)
max ∈ Bs([a, b], μ1, μ2) ⊂ Bs([a, b], μ1) implique que

E[φ(X)] ≤ E[φ(X(2)
max)] et E[φ(X(3)

max)] ≤ E[φ(X(2)
max)]

mais pas que E[φ(X)] ≤ E[φ(X(3)
max)] ≤ E[φ(X(2)

max)].

La réponse théorique à cette discussion correspond à la Proposition 2.3.3 du Chapitre 2 : pour pou-
voir ordonner les conséquences de l’incertitude associée au risque de base en fonction de l’information
disponible sur celle-ci, il suffit que la fonction de pénalité soit s-croissante convexe, où s est l’ordre
du dernier moment connu plus 1. Par exemple si les trois moments sont connus, alors la fonction de
pénalité doit être 4-croissante convexe.

Alors, en repartant de l’Equation 2, l’enjeu du Chapitre 1 est de fournir les valeurs des quantités
suivantes,

n∑
i=1

piE[φ(SiY
(s)
i,min − ci)] et

n∑
i=1

piE[φ(SiY
(s)
i,max − ci)].

Dans ce chapitre, la forme du taux de destruction permet d’obtenir des formes relativement claires pour
les fonctions de pénalité considérées. Nous les donnons d’ailleurs jusqu’à l’ordre 4 pour des fonctions
de pénalité linéaires (sections 1.5.1 et 1.5.2), puissances (section 1.5.3) et exponentielles (section 1.5.4).
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Dans le Chapitre 2, les distributions extrêmes au sens s-convexe sont obtenues à partir du facteur
contractant. Compte tenu de la présence du rapport X/Z dans la constitution de ces fonctions, les
formes des bornes sont plus lourdes que celles du Chapitre 1, nous renvoyons le lecteur à l’Annexe du
Chapitre 2 pour plus de détails.

Ainsi s’achève la section dédiée à la mesure et la quantification du risque de base. La dernière étape de
la thèse consiste en la gestion du risque de base. Appréhendée d’abord dans la continuité des Chapitres
1 et 2, nous discutons de l’utilisation possible de la méthode de quantification du risque de base en
tant qu’outil de gestion de ce risque.

Ensuite, nous développons particulièrement les questions abordées dans les Chapitres 3 et 4 de la thèse.
Dans ces chapitres, nous changeons radicalement de point de vue pour se placer dans un contexte de
transfert de risque optimal, faisant intervenir un assureur et un réassureur. Dans le Chapitre 3, nous
examinons le rôle du risque de base et de l’asymétrie d’information sur le choix de la forme de la
transaction : indicielle ou indemnitaire. Le Chapitre 4 s’inscrit dans la lignée théorique du Chapitre
3, mais adopte une vision encore différente. Nous y développons un échange basé sur la collaboration
entre un assureur et un réassureur, sortant ainsi du cadre de la réassurance traditionnelle.

IV. La gestion du risque de base

Les Chapitres 1 et 2 décrivent une méthode de quantification du risque de base qu’il convient maintenant
d’interpréter d’un point de vue de la gestion de ce risque.

Le seconde partie de cette dernière section développe les contributions de la thèse au transfert de risque
dans un cadre statique. Nous présentons les problèmes considérés et l’outil mathématique nécessaire
à leur résolution : l’ordre convexe. Bien qu’il ait déjà été abordé dans la section III.2.1 de l’introduc-
tion, nous apportons des compléments importants. En particulier, les problèmes de partage optimal
considérés dans les deux chapitres font intervenir un réassureur en prenant en compte son exposition
initiale. Nous apporterons les solutions de chacun des problèmes considérés dans les deux chapitres
sur la base d’un résultat technique en lien avec l’ordre convexe sur des sommes de variables aléatoires
non-indépendantes.

IV.1 La méthode de quantification comme outil de gestion

La quantification du risque de base est motivée par la réglementation prudentielle assurantielle et
bancaire. Après avoir généré des scénarios d’incertitude extrême, l’acheteur de protection mesure les
conséquences du risque de base dans chacun de ces scénarios à l’aide de fonctions de pénalité. La
forme de la fonction de pénalité est choisie par l’acheteur de protection, de façon à ce qu’elle reflète son
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appétence au risque de base. Dès lors, la méthodologie peut être utilisée de deux façons, principalement
abordées dans les sections 2.5.1 et 2.5.2 du Chapitre 2.

D’abord, l’acheteur de protection peut se fixer un budget pour le risque de base et en déduire dans
chacun des scénarios la taille limite du risque de base qu’il est en mesure d’accepter. La section 2.5.1
du Chapitre 2 détaille les étapes de la démarche. De ce point de vue, la méthode consiste en un outil de
gestion du risque de base. Si l’indice considéré mène à des conséquences qui dépassent trop fréquemment
le budget alloué au risque de base, alors des décisions peuvent être prises par le comité de direction
quant à la pertinence du transfert indiciel. Ainsi, la méthode permet de sélectionner ou de rejeter un
indice. Cette approche permet également de prouver dans quelle mesure l’acheteur de protection est
immunisé contre le risque de base.

D’un autre côté, l’acheteur de protection peut utiliser la méthodologie pour déduire le coût du risque
de base associé aux limites qu’il s’impose sur l’incertitude. Grâce à la forme des fonctions de pénalité,
l’acheteur de protection se fixe un seuil pour la probabilité que le risque de base X ne soit pas plus
grand qu’un pourcentage de la valeur de l’indice. A partir de ce seuil, la méthodologie lui permet de
déduire la taille maximale du facteur contractant correspondant. Nous en déduisons alors le montant
du budget de risque de base dans chacun des scénarios. De ce point de vue, l’acheteur de protection
est en mesure d’estimer le coût nécessaire pour être immunisé contre le risque de base.

Les contributions apportées par les Chapitres 1 et 2 de la thèse ont maintenant toutes été présentées.
La particularité des modélisations utilisées dans ces deux chapitres leur confère une place importante
dans cette introduction, qui ne reflète pas nécessairement la hiérarchie des contributions associées aux
quatre chapitres de la thèse. Malgré tout, la présentation des motivations sous-jacentes à l’utilisation
des variables Beta-unimodales et des contractions aléatoires nécessitait un niveau de développement
conséquent, complémentaire aux justifications apportées dans les Chapitres 1 et 2.

La fin de cette introduction générale est dédiée aux Chapitres 3 et 4, constituant les principales contri-
butions au transfert de risque.

IV.2 Contributions au transfert de risque

Dans les Chapitres 3 et 4 de la thèse, nous abordons des problématiques associées au transfert de risque
optimal dans deux contextes différents d’un point de vue technique. Dans le Chapitre 3, l’ensemble
des formes de transfert admissibles correspond à l’ensemble I décrit au début de l’introduction par
l’Equation (1). Autrement dit, le Chapitre 3 se place dans un cadre de transfert assimilable à celui
de la réassurance traditionnelle. En revanche, la problématique consiste à comparer l’efficience d’un
transfert indiciel avec celle d’un transfert indemnitaire dans un cadre bilatéral en prenant en compte
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les préférences d’un assureur (acheteur de protection) et d’un réassureur (vendeur de protection). Les
détails propres à chaque problème seront présentés dans la section IV.2.2.

D’un autre côté, le Chapitre 4 propose d’élargir le cadre de la réassurance traditionnelle en développant
des transferts de risque basés sur un potentiel partenariat entre l’assureur et le réassureur. Il découle
de ce partenariat que l’assureur peut augmenter la taille d’une partie de son portefeuille, par exemple
grâce à un outil de souscription mis à disposition par le réassureur. Dès lors, l’ensemble des formes de
transfert admissibles n’est plus restreint à l’ensemble I . Dans ce cadre précis, le Chapitre 4 examine
le problème du partenariat optimal d’un point de vue unilatéral, qui sert de base théorique lors de la
prise en compte du cadre bilatéral.

Avant de passer aux contributions de chacun de ces deux chapitres, nous attirons l’attention du lecteur
sur le fait que nous ne traiterons que du transfert optimal dans un cadre statique. Conscients de l’exis-
tence d’un cadre dynamique, nous ne l’aborderons pas, ni dans la suite de cette introduction, ni dans
les Chapitres 3 et 4. Le lecteur intéressé par ce cadre d’étude pourra se référer au livre de Schmidli
(2007) pour une introduction au contrôle stochastique en assurance, puis par exemple à Schmidli (2001)
ou Choulli et al. (2003) pour l’étude de la réassurance proportionnelle et à Asmussen et al. (2000) ou
Taksar et Markussen (2003) pour la réassurance non-proportionnelle.

Dans ce qui suit, nous considérons un assureur dont la perte est notée Y et un réassureur initialement
exposé à un risque X. Cette variable X n’est pas supposée être une contraction aléatoire.

IV.2.1 De la réassurance au partenariat optimal : le point de vue unilatéral

La section I.1.1 au début de l’introduction a donné les prémices des notions détaillées dans les sections
qui vont suivre. D’après la section I.1.1, la réassurance traditionnelle présuppose des formes de transfert
de risques particuliers, contraints sur la forme et le signe des flux de l’échange. Formellement, cela
revient à travailler dans l’ensemble I défini à l’Equation (1), que nous rappelons ici par soucis de
clarté,

I = {I | I est positive, non-décroissante et 1-Lipschitz}.
Dans le cadre du Chapitre 4, nous nous intéressons à une généralisation de la réassurance tradition-

nelle en proposant une forme de transfert basée sur un potentiel partenariat entre un assureur et un
réassureur. Dans ce partenariat, l’assureur peut augmenter la taille de son portefeuille, par exemple
grâce à un outil de souscription mis à disposition par le réassureur. Pour le moment, examinons le côté
de l’assureur, c’est-à-dire que nous adoptons un point de vue unilatéral. Ensuite, nous traiterons du
cas bilatéral, en incluant explicitement le réassureur dans la formulation du problème.
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En se souvenant que le taux de rétention correspond à la proportion de la perte restant à la charge de
l’assureur après intervention de la forme du transfert de risque (voir section I.1.1), le taux de rétention
dans la réassurance traditionnelle est nécessairement plus petit ou égal à 1. Le fait que le partenariat
permette à l’assureur d’augmenter la taille de son portefeuille signifie que son taux de rétention peut
être plus grand que 1, se traduisant par une forme de transfert qui n’est plus nécessairement positive
et croissante. Le Chapitre 4 propose alors de travailler dans un espace de forme de transfert de risque
modifié, noté G , qui ne vérifie plus qu’une seule contrainte : la croissance de la rétention. Formellement,
l’ensemble modifié G est défini comme suit

G = {g : x �→ g(x) | x− g(x) ≤ y − g(y) ∀x ≤ y ∈ R}.
Le problème unilatéral examiné dans le Chapitre 4 est une transposition de celui étudié par Van Heer-
waarden et al. (1989) qu’il convient de rappeler ici. Les auteurs s’intéressent à la forme de réassurance
traditionnelle qui permet de minimiser la rétention de l’assureur à l’ordre convexe. En effet, dans le cas
où le prix de la réassurance n’est déterminé que par l’espérance de la couverture, il devient possible de
comparer les rétentions à l’ordre convexe. En particulier, Van Heerwaarden et al. (1989) introduisent
les critères d’optimisation tail averse comme étant ceux qui préservent l’ordre stop-loss et montrent que
la plupart des fonctions objectifs vérifient cette propriété : maximisation de l’espérance d’utilité, mini-
misation de différents principes de primes, minimisation du coefficient d’ajustement dans un processus
de Poisson composé, minimisation de la probabilité de ruine ou encore minimisation de la variance du
risque retenu. Dès lors, le résultat principal Van Heerwaarden et al. (1989) est le suivant : lorsque la
prime de réassurance n’est déterminée que par l’espérance de la couverture et que l’assureur cherche à
minimiser un critère d’optimisation tail averse, alors la forme de réassurance optimale est le stop-loss.

En utilisant la caractérisation de l’ordre convexe par la TVaR (14), le problème consiste à trouver le
contrat I� ∈ I tel que

TVaRα(Y − I�(Y )) ≤ TVaRα(Y − I(Y )), ∀I ∈ I , ∀α ∈ [0, 1]. (16)

En résumé, Van Heerwaarden et al. (1989) montrent que I� vérifiant 16 est un stop-loss.

Notons au passage que le résultat de Van Heerwaarden et al. (1989) offre une explication claire de la
suprématie du stop-loss dans les problèmes de réassurance optimale, à l’image des travaux de Borch
(1960a), Arrow (1963), Kahn (1961), Pesonen (1967), Ohlin (1969a) et Pesonen (1984). Dans la litté-
rature, le problème unilatéral (16) a connu de nombreuses évolutions, qui vont de la modification du
principe de prime à la forme du critère d’optimisation choisi. La littérature est très fournie, mais nous
pouvons distinguer deux salves de contributions principales, correspondant à une évolution du critère
d’optimisation. La première branche de la littérature, représentée par Gajek et Zagrodny (2000, 2004a)
et Kaluszka (2001, 2004, 2005), cherche la forme optimale de réassurance lorsque la quantité à optimi-
ser est une mesure de risque définie via des harm functions, comme la variance, la valeur absolue, la
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partie positive ou encore la semi-variance. Dans ces travaux, différents types de primes sont considérés.
La deuxième branche de la littérature est née de l’avènement des mesures de risque suite aux travaux
de Artzner et al. (1999). Alors, le critère d’optimisation choisi est expressément une mesure de risque
comme la VaR, la TVaR et ses dérivées. Parmi les nombreuses contributions, nous pouvons citer Cai
et Tan (2007), Cai et al. (2008), Balbás et al. (2009) et Cheung (2010b), puis Chi et Tan (2011), Tan
et al. (2011)Chi (2012), Chi et Tan (2013) et enfin Cai et Weng (2016) et Cheung et Lo (2017) pour
des contributions plus récentes.

Dans le cadre du Chapitre 4, nous transposons le Problème (16) à l’ensemble G , en considérant toujours
que la prime π est déterminée par l’espérance de la perte cédée, c’est-à-dire π = (1 + θ)E[g(Y )]. Dans
la suite, nous travaillons à prix fixé, i.e. à espérance fixée. Pour mettre en évidence ce point, nous nous
plaçons alors dans l’ensemble Gν , donné par

Gν = {g ∈ G | E[g(Y )] = ν}.

Plus précisément, nous considérons le cas où le taux de rétention de l’assureur Sg est borné (corres-
pondant à la situation où l’outil de souscription fourni par le réassureur limite l’augmentation de la
taille du portefeuille de l’assureur) et le cas où le taux de rétention n’est pas borné. Dans le premier
cas, l’ensemble des formes de partenariat admissibles est donné par l’ensemble G β

ν , défini comme suit.

G β
ν = {g ∈ Gν | Sg(x) ≤ β, ∀x ∈ R+}.

Le Chapitre 4 se concentre dans un premier temps sur le point de vue unilatéral, où l’objectif de
l’assureur est de trouver les contrats dans G β

ν puis dans Gν qui minimisent sa rétention à l’ordre
convexe, c’est-à-dire les contrats qui réalisent les infima suivants

inf
g∈G β

ν

{TVaRα(Y − g(Y ))}, (17)

puis
inf
g∈Gν

{TVaRα(Y − g(Y ))}. (18)

L’obtention des solutions de ces problèmes découle de l’approche géométrique proposée par Ohlin
(1969b) qu’il convient de rappeler ici.

Proposition 6. (Lemma 3 dans Ohlin (1969b)) Soit A une variable aléatoire, et u1 et u2 deux fonctions
non-décroissantes telles que E[u1(Y )] = E[u2(A)] < +∞. Si il existe y0 tel que

u2(y) ≤ u1(y) pour y ≤ y0,

u2(y) ≥ u1(y) pour y ≥ y0,

alors u1(A) ≤cx u2(A).
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La Proposition 6 indique qu’il suffit que deux contrats se croisent une seule fois pour pouvoir les
ordonner à l’ordre convexe. Aussi, puisque les contrats d’assurance sont des éléments de G (ou ses
espaces dérivés), alors les rétentions sont des fonctions croissantes. Nous pouvons donc appliquer la
Proposition 6 directement aux rétentions, et adopter une approche géométrique claire sur le taux de
rétention, en adaptant le théorème 3.3.2 de Van Heerwaarden et al. (1989). Nous obtenons alors

Théorème 1. (directement adapté de Van Heerwaarden et al. (1989)) Soient g1, g2 ∈ Gν . S’il existe
un y0 ≥ 0 tel que Sg1(y) ≤ Sg2(y) pour 0 ≤ y ≤ y0 et Sg1(y) ≥ Sg2(y) pour y > y0, alors SI2Y =

Y − I2(Y ) ≤cx SI1Y = Y − I1(Y ).

Résoudre les problèmes (17) et (18) revient donc à construire les taux de rétention qui croisent tous les
autres dans chacun des espaces considérés. Suite à une discussion sur la forme des taux de rétention,
nous obtenons alors les solutions de chacun des deux problèmes. La solution du Problème (17) est
donnée par

Sβ
ν (x) = β1{x≤d̃} +

βd̃

x
1{x>d̃}, (19)

où d̃ est tel que E[(Y − d̃)+] = μ − ν

β
. Nous remarquons que Sβ

ν correspond au taux de rétention

d’un stop-loss de rétention d̃ multiplié d’un facteur arbitraire β. L’assureur multiplie la taille de son
portefeuille par β pour les petits sinistres mais continue de transférer les risques plus grands que βd̃

pour ne pas voir sa TVaR augmenter. Pour plus de clarté, la Figure 01 représente la forme du taux de
rétention Sβ

ν (en pointillés noirs à gauche) et la fonction de perte cédée associée (en pointillés noirs à
droite). Les courbes bleues correspondent au taux de rétention du stop-loss (à gauche) et sa fonction
de perte cédée associée (à droite).

Puisque dans le Problème (18) le taux de rétention n’est pas borné, le meilleur taux de rétention (à
l’ordre convexe) est celui où la portion horizontale du taux de rétention est la plus faible. Nous obtenons
ainsi la solution du Problème (18), donnée par

g�(x) = x− E[Y ] + ν.

Le Chapitre 4 interprète les solutions de chacun de ces problèmes unilatéraux, nous y renvoyons direc-
tement le lecteur. Notons toutefois que la forme de ces solutions permet d’écrire que

Sg�Y ≤cx Sβ
ν Y ≤cx SSLY.

Autrement dit, le partenariat optimal unilatéral permet d’obtenir une rétention plus faible à l’ordre
convexe que celle issue du stop-loss : nous avons ainsi démontré dans notre cadre d’étude qu’à prix
égal, le partenariat est plus efficient que la réassurance traditionnelle.
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Figure 01 – A gauche : Sβ
ν définie par l’Equation (19) (pointillés noirs) et SSL (courbe bleue) ; A

droite : x− gβν (x) (pointillés noirs) et x− ISL(x) (courbe bleue).

Dans la suite du Chapitre 4, nous élargissons le partenariat optimal au cadre bilatéral, qui correspond
à une extension du cadre du Chapitre 3. Dans celui-ci, nous étudions le rôle du risque de base et celui
de l’asymétrie d’information dans le choix du type de la transaction, entre indicielle et indemnitaire. La
formulation du problème général implique un réassureur disposant d’une exposition initiale particulière
contre laquelle le risque transféré par l’assureur constitue une couverture naturelle. La section suivante
présente les motivations sous-jacentes à cette forme particulière puis formule les problèmes traités
dans le Chapitre 3. Pour terminer, nous présentons la Pareto-optimalité introduite dans le contexte
du partenariat optimal du Chapitre 4 comme la généralisation de la formulation des problèmes traités
dans le Chapitre 3.

IV.2.2 Le transfert bilatéral et Pareto-optimalité

A partir des travaux de Borch (1960b,c, 1962), l’étude de la réassurance optimale a pris en compte
les préférences du réassureur dans la formulation du problème de partage de risque et introduit la
Pareto-optimalité. Reprise par Raviv (1979) dans le cadre de l’utilité espérée, l’approche bilatérale
de la réassurance optimale a connu, comme pour l’approche unilatérale, un engouement particulier
dans la littérature actuarielle. Parmi les nombreuses contributions, celles de Gerber (1978), Barrieu et
Scandolo (2008), Cai et al. (2017), Asimit et al. (2020) jouent un rôle particulier dans la thèse ; nous y
reviendrons dans ce qui suit. Aussi les récentes contributions de Jiang et al. (2018), Asimit et Boonen
(2018) et Asimit et al. (2020) se concentrent sur la détermination des solutions Pareto-optimales en
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considérant différentes formes de mesures et contraintes de prix. Albrecher et al. (2017) proposent une
revue de la littérature qui apportera les détails de la littérature sur la réassurance bilatérale au lecteur
intéressé.

Notons pour terminer que la thèse traite de la réassurance optimale (et son extension au partenariat
optimal) mais n’aborde pas les problématiques de partage optimal, en lien avec un partage « finan-
cier » du risque dans lequel l’espace des formes de transfert n’est pas contraint. Le lecteur est renvoyé
vers Barrieu et El Karoui (2005), Jouini et al. (2008) et Embrechts et al. (2018) pour une introduc-
tion à ces problématiques. Nous utiliserons marginalement une technique de résolution issue de cette
littérature, les inf-convolutions présentées dans la section IV.2.3, dans le cadre d’un problème bilatéral
traité dans le Chapitre 3.

Dans les Chapitres 3 et 4, le réassureur impliqué dans la transaction est exposé à un risque initial, noté
X. La prise en compte de l’exposition initiale du réassureur constitue, dans le cadre de la littérature
sur la réassurance optimale, une nouveauté qui donnera lieu à des contributions techniques sur la
comparaison de sommes de variables aléatoires dépendantes, que nous aborderons dans la section
IV.2.3. Pour le moment, nous motivons et développons les problèmes traités dans les Chapitres 3 et 4.

La motivation principale du Chapitre 3 découle d’un problème pratique que le gérant d’un fonds
d’insurance linked securities a porté à notre attention. Nous l’avons vu tout au long de cette introduc-
tion, les transactions indicielles sont basées sur des indices et non sur les pertes effectives subies par
l’acheteur de protection, contrairement aux transactions indemnitaires. Par conséquent, le vendeur de
protection indicielle n’est exposé qu’au risque climatique pur et non au risque indemnitaire. En suppo-
sant que son exposition dépende suffisamment d’un phénomène naturel donné, il peut dans certains cas
utiliser des phénomènes naturels « inverses » qui serviront de couverture contre son exposition initiale.
Le Chapitre 3 fait référence à deux exemples de tels phénomènes : l’alternance des cycles El Niño et
La Niña, et les risques de longévité et mortalité. Les deux exemples sont précisément détaillés dans le
corps du chapitre. Pour faciliter la compréhension des motivations, nous développons nos propos avec
l’illustration liée aux cycles El Niño et La Niña, déjà évoqués plus haut dans cette introduction.

De façon schématique, Glantz (2001) et Wallace et Vogel (1994) montrent que la saison des ouragans
en Amérique du Nord est particulièrement intense lors des cycles La Niña mais que le phénomène est à
la fois source de sécheresse dans le sud des Etats-Unis. A l’inverse, El Niño entraîne une augmentation
de la température de l’Océan Pacifique, qui limite la formation d’ouragans dans l’Océan Atlantique.
Par contre, El Niño provoque des précipitations anormalement élevées dans le sud des Etats-Unis,
favorisant ainsi le risque d’inondation. Par conséquent, un réassureur exposé au risque ouragan (dont
l’occurrence est favorisé pendant La Niña) peut se couvrir en réassurant de façon indicielle le risque
inondation d’un assureur (particulièrement dépendant de El Niño). Alors, ce réassureur limitera la
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variance globale de son portefeuille et s’affranchira des problématiques associées à l’asymétrie d’in-
formation, déjà évoqués à la section I.1.1. En revanche, si l’assureur n’est pas réellement exposé au
phénomène El Niño, il fait face au risque de base inhérent à la forme indicielle de la transaction. Cet
assureur aurait alors plutôt tendance à préférer une couverture indemnitaire. Dès lors, cet arbitrage
entre risque de base et asymétrie d’information constitue l’objet d’étude du Chapitre 3.

Dans ce chapitre, la perte de l’assureur est supposée pouvoir se décomposer en deux parties indépen-
dantes, Y et S. La composante Y représente le risque paramétrique (par exemple lié à El Niño) tandis
que la composante S correspond à l’aléa résiduel. Nous supposons que l’assureur et le réassureur me-
surent leurs préférences respectivement par la TVaRα et TVaRβ , α, β ∈ [0, 1]. Cette hypothèse permet
de prendre en compte une disparité dans les niveaux de prudence de chacun des deux participants,
tout en conservant l’approche basée sur l’ordre convexe. Pour mettre en lumière le rôle du risque de
base et celui de l’asymétrie d’information, nous représentons le marché du transfert de risque de deux
façons : le transfert peut être soit indiciel, soit indemnitaire.

Pour chacun des types de transfert, nous considérons dans un premier temps les transactions parfaites,
c’est-à-dire sans risque de base dans la transaction indicielle et sans asymétrie d’information dans la
transaction indemnitaire. Dans ces cas là, le problème indiciel consiste à trouver le contrat qui réalise
l’infimum suivant ⎧⎨

⎩
inf
I∈I

TVaRα(S + Y − I(Y ) + π)

s.t. TVaRβ(X + I(Y )− π) ≤ TVaRβ(X),
(20)

tandis que le problème indemnitaire correspond à obtenir la forme de réassurance qui réalise l’infimum
donné par ⎧⎨

⎩
inf
I∈I

TVaRα(S + Y − I(Y + S) + π)

s.t. TVaRβ(X + I(Y + S)− π) ≤ TVaRβ(X).
(21)

Dans les deux cas, le réassureur propose un prix de telle sorte que sa situation finale n’empire pas sa
situation initiale. Notons que dans la formulation du Problème (20), la couverture I ne concerne bien
que le risque paramétrique Y de l’assureur alors qu’elle prend en compte Y + S dans le cadre de la
transaction indemnitaire (Problème (21)). Ensuite, la convexité des problèmes, couplée à l’invariance
par translation de la TVaR permettent d’identifier la forme de la prime comme

π(I(·)) = TVaRβ(X + I(·))− TVaRβ(X).

Ainsi, nous sortons du cadre de la détermination du prix par l’espérance de la perte cédée. Grâce à la
forme de la prime π, les Problèmes (20) et (21) peuvent être donnés sous une forme réduite. Dans le
cas de la transaction indicielle parfaite, le problème revient à chercher le contrat qui réalise l’infimum

63



donné par
inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y ))},
et par

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y + S)) + TVaRβ(X + I(Y + S))},

dans le cas de la transaction indemnitaire parfaite. Le Chapitre 3 apporte les solutions de chacun
de ces deux premiers problèmes qui serviront de références pour comparer les cas incluant le risque
de base, et l’asymétrie d’information. La section suivante expose les outils nécessaires à l’obtention
des solutions de chacun de ces problèmes. Pour le moment, notons EIndex et EIndemnity la situation
finale optimale dans les transactions indicielle et indemnitaire parfaites. Le premier résultat que nous
obtenons consiste à dire que

EIndemnity ≤ EIndex.

La transaction indemnitaire parfaite est toujours préférée à la transaction indicielle parfaite.

L’étape suivante dans le Chapitre 3 consiste à ajouter du risque de base dans la transaction indicielle
et de l’asymétrie d’information dans la transaction indemnitaire. Le risque de base découle du fait que
le réassureur ne propose en réalité pas une couverture indicielle adossée à la perte paramétrique Y de
l’assureur mais plutôt à un indice W . En cohérence avec les motivations des Chapitres 1 et 2, l’indice
W est tel que W ≤cx Y . De cette façon l’indice est en moyenne égal à la perte paramétrique, mais ne
capte pas toute sa variabilité. La variable W est affublée d’autres hypothèses techniques dans le corps
du Chapitre 3 ; nous y renvoyons directement le lecteur. Le problème issu de la transaction indicielle
prenant en compte le risque de base revient à trouver le contrat I ∈ I qui réalise l’infimum suivant

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(W )) + TVaRβ(X + I(W ))}.

Notons que la couverture proposée par le réassureur est bien adossée à W et plus à Y . Nous parvenons
à résoudre ce problème d’optimisation et en notant EIndex Basis Risk la situation finale optimale dans
ce cas, nous obtenons que

EIndex ≤ EIndex Basis Risk.

Autrement dit, l’ajout du risque de base détériore, comme nous l’attendions, la qualité de la transaction
indicielle.

Pour terminer, nous prenons l’asymétrie d’information dans la transaction indemnitaire. Pour cela, nous
nous basons sur les travaux de Cutler et Zeckhauser (1999) qui montrent que l’asymétrie d’information
peut être de deux types. D’abord, l’asymétrie d’information peut toucher la distribution de la variable
considérée mais pas son amplitude. Cette approche est connue sous le nom de croyances hétérogènes
dans la littérature et est par exemple mise en oeuvre dans les travaux de Acciaio et Svindland (2009),
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Ghossoub (2017, 2016), Boonen (2016) ou encore Boonen et Ghossoub (2019). Techniquement, cela
conduit à considérer que l’assureur et le réassureur voient la perte sous des mesures de probabilité
différentes : ainsi, le même évènement n’a pas la même probabilité d’occurrence. La modélisation de
l’asymétrie d’information par les croyances hétérogènes n’est pas celle retenue dans la thèse.

Ensuite, Cutler et Zeckhauser (1999) affirment que l’asymétrie d’information peut porter sur la taille
de la perte. Dans ce cas, les auteurs considèrent que la perte est multipliée par un facteur reflétant
les croyances de l’assureur et du réassureur alors que Jean-Baptiste et Santomero (2000) proposent
d’ajouter une variable aléatoire positive à la perte initiale de façon à influer sur sa taille. Dans le
Chapitre 3, nous retenons une approche qui allie ces deux points de vue, puisque nous représentons
l’asymétrie d’information par une composante aléatoire additive wS̃, où w ≥ 0 et S̃ est positive et
indépendante de la perte Y + S de l’assureur. Dans cette mesure, nous considérons une asymétrie sur
la probabilité (w = 1) et sur la magnitude en fonction de la taille de w.

Le problème issu de la transaction indemnitaire avec asymétrie d’information revient cette fois à trouver
le contrat I ∈ I qui réalise l’infimum suivant

inf
I∈I

{TVaRα(Y + S − I(Y + S)) + TVaRβ(X + I(Y + S + wS̃))}.

Notons que l’asymétrie d’information n’intervient que du côté du réassureur : il tarifie la couverture
I à partir de sa perception de la perte de l’assureur, qu’il voit comme Y + S + wS̃ au lieu de Y + S.
En revanche l’assureur continue de recevoir une couverture indemnitaire, donc sur sa perte Y + S. A
l’inverse des cas précédents, nous n’apportons pas la forme explicite de la solution de ce problème. En
revanche, en notant

ψ(w) = inf
I∈I

{TVaRα(Ỹ − I(Ỹ )) + TVaRβ(X + I(Ỹ + wS̃))} − TVaRβ(X), w ≥ 0,

nous parvenons à répondre à la question initiale motivant le Chapitre 3, à propos du rôle du risque de
base et de l’asymétrie d’information sur le choix du type de la transaction. La fonction ψ correspond
à la situation finale optimale issue de la transaction indemnitaire avec une asymétrie d’information
d’intensité w.

Alors, l’apport pratique principal du Chapitre 3 est que nous montrons que l’intensité de l’asymétrie
d’information est responsable du choix de la forme de la transaction au sens où il existe deux valeurs
w� et ω̃ vérifiant w� ≤ ω̃ telles que

EIndemnity = ψ(0) ≤ ψ(w1) ≤ EIndex ≤ ψ(w2) ≤ EIndex Basis Risk ≤ ψ(w3), (22)

où w1 ≤ w�, w2 ∈ [w�, w̃] et w3 ≥ w̃.

Pour un niveau de risque de base donné, l’inégalité (22) montre que l’intensité de l’asymétrie est dé-
terminante dans le choix du type de la transaction. Lorsque l’asymétrie d’information est modérément
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faible (w ≤ w�), la transaction indemnitaire est préférée à la transaction indicielle parfaite. La prise en
compte du risque de base permet de décaler cette préférence jusqu’au niveau w̃ d’intensité de l’asymétrie
d’information. Enfin, si l’asymétrie d’information est trop importante (w ≥ w̃), c’est la forme indicielle
qui est préférée. Dans le cadre du Chapitre 3, l’asymétrie n’intervient que du côté du réassureur, se
répercutant ainsi sur le prix. A cet égard, ce résultat est cohérent avec les travaux de Jean-Baptiste et
Santomero (2000) qui affirment que l’asymétrie d’information affecte à la fois les coûts de la réassu-
rance et le montant de réassurance souscrit. Aussi, le résultat principal du Chapitre 3 permet de faire
la lumière, du moins partiellement, sur l’évolution du marché des obligations catastrophe en cohérence
avec l’explication qualitative apportée par Spry (2009). Pour rappel, alors que la part des obligations
catastrophe à déclenchement paramétrique était comparable à celle des obligations catastrophe à dé-
clenchement indemnitaire en 2003, le déclenchement paramétrique ne représente qu’une faible portion
du marché en 2019, tandis que la part des déclenchements indemnitaires a continué d’augmenter. Spry
(2009) explique que cela est dû au fait que les investisseurs se sont aujourd’hui accoutumés au risque
indemnitaire assurantiel, alors que la proportion importante d’émissions paramétriques - et donc l’ac-
ception d’un certain niveau de risque de base par les sponsors - se justifiait par une connaissance
imparfaite du marché assurantiel de la part des investisseurs. Cette conclusion est exactement reflétée
par l’inégalité (22) : l’intensité de l’asymétrie s’est peu à peu réduite, correspondant à une décroissance
de w, permettant ainsi de passer des transactions indicielles aux transactions indemnitaires.

Pour terminer cette section, revenons au cadre du partenariat du Chapitre 4 afin de présenter le
problème bilatéral qui y est étudié. Comme dans le Chapitre 3, le cadre bilatéral fait intervenir un
réassureur exposé à un risque initial X. Aussi, nous continuous de supposer que ce risque X peut être
couvert par le risque Y transféré par le réassureur. Dans le cadre du partenariat, le réassureur bénéficie
ainsi d’une couverture naturelle contre son exposition initiale.

Comme dans le cadre unilatéral, le cadre bilatéral s’intéresse en réalité à trois problèmes. Dans un
premier temps nous examinons le problème de réassurance optimale et travaillons alors dans l’espace
I . Ensuite, nous nous penchons sur le partenariat optimal dans le cas où le taux de rétention est
borné, et nous travaillons dans l’ensemble G β . Enfin, nous relâchons cette contrainte et nous clôturons
le chapitre sur l’étude du partenariat optimal dans l’ensemble G . Les résultats qui vont suivre sont
valables pour les trois ensembles. Nous notons alors A l’ensemble des contrats admissibles, et notons
f la forme du transfert. En se souvenant que le prix d’un contrat f est donné par (1 + θ)E[f(Y )] dans
ce chapitre, nous notons

Rf = Y − f(Y ) + (1 + θ)E[f(Y )] et Cf = X + f(Y )− (1 + θ)E[f(Y )],

où Rf correspond à la rétention de l’assureur, et Cf représente la situation finale du réassureur.

Le cadre bilatéral du Chapitre 4 est basé sur la Pareto-optimalité, abordée dans la section 4.4.2 de
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ce chapitre. Dans le cadre bilatéral, la Pareto-optimalité se définit comme l’équilibre où l’assureur ne
peut minimiser davantage sa mesure de risque sans détériorer la mesure du réassureur. D’une façon
formelle, la Pareto-optimalité se définit ainsi.

Définition 6. (Définition 4.4.1 du Chapitre 4) Un contrat f� est Pareto-optimal dans A si il n’existe
pas de contrat f ∈ A tel que TVaRα(Rf ) ≤ TVaRf�(Rf�) et TVaRα(Cf ) ≤ TVaRf�(Cf�), où au
moins une des deux inégalités est stricte.

Gerber (1978) et Barrieu et Scandolo (2008), entre autres, ont montré que trouver un partage Pareto
optimal revient à minimiser une combinaison convexe des mesures de chacun des participants. Alors,
en repartant de ce résultat, et en utilisant les contributions récentes de Cai et al. (2017) et Asimit et al.
(2020), le Chapitre 4 s’intéresse à la résolution de problèmes dont la forme générale consiste à trouver
le contrat f ∈ A qui réalise l’infimum suivant

inf
f∈A

{λTVaRα(Rf ) + (1− λ)TVaRβ(Cf )}, (23)

où λ et 1 − λ représentent les pouvoirs de négociation respectifs de l’assureur et du réassureur. Bien
que l’approche diffère, notons que le cas λ = 1/2 correspond aux problèmes parfaits traités dans le
Chapitre 3.

Résoudre le Problème (23) consiste à donner les solutions pour chacune des valeurs de λ : il convient
alors de s’assurer qu’elles existent.

Pour cela, notons S = ∪λ∈(0,1)Sλ où

Sλ = arg inf
f∈A

{λTVaRα(Rf ) + (1− λ)TVaRβ(Cf )}

est l’ensemble des solutions du Problème (23), pour chaque λ ∈ (0, 1). Alors nous déduisons des travaux
de Asimit et al. (2020) le théorème suivant, assurant l’existence des solutions Pareto-optimales.

Théorème 2. (adapté de Asimit et al. (2020), Théorème 4.4.1 du Chapitre 4)

f ∈ A est Pareto-optimale ⇐⇒ f ∈ S.

Ainsi, résoudre le Problème (23) permet d’obtenir les solutions Pareto-optimales dans l’ensemble A .
Le Chapitre 4 se termine par la résolution des Problèmes (23) pour A = I (section 4.5), pour A = G β

(section 4.6.1) et pour A = G (section 4.6.2).

Comme dans le cas unilatéral, nous parvenons à montrer que le partenariat optimal est plus efficient
que la réassurance traditionnelle.
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L’apport de la modélisation des problèmes précédents réside dans la prise en compte de la position
initiale du réassureur. Comme nous l’avons présenté au début de cette section, nous supposons que le
réassureur utilise le risque transféré par l’assureur pour se couvrir contre son risque initial. Il convient
maintenant de préciser la nature formelle de ce lien, et de fournir les techniques nécessaires à l’obtention
des résultats présentés tout au long de cette section.

IV.2.3 Les résultats techniques liés à l’exposition initiale du réassureur

Dans le cadre unilatéral, la détermination des résultats du Chapitre 4 est basée, nous l’avons vu sur
une approche géométrique due à Ohlin (1969b) qui permet une comparaison claire des rétentions à
l’ordre convexe et donc d’obtenir une hiérarchie dans les préférences de l’assureur.

Mettons un instant de côté notre motivation liée à l’utilisation des transferts indiciels comme couverture
naturelle pour le réassureur. En revanche, ce réassureur continue de mesurer ses préférences à l’aide
de la TVaRβ , β ∈ [0, 1]. Dans le cadre bilatéral, la difficulté majeure dans l’obtention de la solution
des problèmes précédemment présentés provient de la présence de l’exposition initiale du réassureur,
puisque les intérêts de l’assureur et du réassureur sont a priori opposés.

Supposons pour l’instant que le réassureur n’a pas d’exposition initiale, i.e. X = 0, et considérons deux
contrats de réassurance I1, I2 ∈ I qui se croisent comme dans la Proposition 6. Dans ce cas, nous
obtenons que I1(Y ) ≤cx I2(Y ), i.e. le réassureur préfère le contrat I1 et Y − I2(Y ) ≤cx Y − I1(Y ),
c’est-à-dire que l’assureur préfère le contrat I2.

Ajoutons maintenant une exposition initiale X indépendante de Y . En réalité, ce cas ne change pas
l’opposition des intérêts puisque I1(Y ) ≤cx I2(Y ) ⇒ I1(Y ) + X ≤cx I2(Y ) + X. Bien entendu, le
cas indépendant ne nous intéresse guère, et la question théorique sous-jacente à la motivation présen-
tée dans le Chapitre 3 revient à se demander s’il existe des cas où le réassureur pourrait préférer I2 à I1.

La problématique des intérêts opposés n’intervient que parce que nous restreignons l’espace des contrats
admissibles. Lorsqu’aucune contrainte n’est requise sur la forme du transfert, alors il est possible
d’obtenir directement la forme de l’échange (et plus de la réassurance) optimale. Prenons par exemple
le Problème (21) de la section précédente, pour lequel nous relâchons toutes les contraintes à propos
de l’ensemble de contrats. Au lieu de chercher un I ∈ I nous cherchons une variable F ∈ X où X
représente l’ensemble des variables impliquées dans la transaction. Alors le problème revient à trouver
la variable F � qui réalise l’infimum suivant

inf
F∈X

{TVaRα(S + Y − F ) + TVaRβ(X + F )}. (24)
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Posons U = Y + S − F et V = X + Y + S, alors

inf
F∈X

{TVaRα(Y + S − F ) + TVaRβ(X + F )} = inf
U∈X

{TVaRα(U) + TVaRβ(V − U)}.

En reprenant les notations de Barrieu et El Karoui (2005), l’infimum impliqué dans l’Equation (24)
devient une inf-convolution, i.e.

inf
U∈X

{TVaRα(U) + TVaRβ(V − U)} = TVaRβ �TVaRα(V ).

Dans le cadre particulier de la TVaR, Jouini et al. (2008) montrent que la solution de cette inf-
convolution est donnée par

TVaRβ �TVaRα(V ) = TVaRα∧β(V ). (25)

Il résulte alors que si β ≤ α, alors F � = Y + S. Dans ce cas, l’assureur transfère tout son risque au
réassureur. C’est d’ailleurs la solution retrouvée dans le Chapitre 3.

En revanche, si α ≤ β, alors F � = −X : l’assureur prend en charge le risque du réassureur. Cette
forme de partage n’est pas admissible du point de vue de la réassurance traditionnelle. Notons en
dernier lieu que la détermination de l’Equation (25) ne se base pas sur le lien de dépendance qui peut
potentiellement exister entre X et Y .

Puisque dans les Chapitres 3 et 4 nous travaillons dans des ensembles de forme de transfert restreints,
il convient de proposer une méthode qui permette de résoudre chacun des problèmes considérés. Dans
le cadre de la motivation initiale concernant l’utilisation des transferts paramétriques par le réassureur
en tant que couverture naturelle contre son exposition, nous nous sommes intéressés dans le Chapitre
3 à déterminer les conditions sous lesquelles X et Y sont tels que

I1(Y ) ≤cx I2(Y ) ⇒ X + I2(Y ) ≤cx X + I1(Y ).

Par exemple, nous nous demandons quand est-ce que le réassureur a intérêt à vendre un stop-loss plutôt
qu’un quota-share. Plus généralement, nous cherchons à caractériser l’ensemble D défini comme suit.

D(X) = {Y | X + Y ≤cx X + Z, ∀Z ≤cx Y }.

Cet ensemble décrit bien l’ensemble des positions Y qu’il faut ajouter à X pour minimiser la variabilité
de la position X + Y . Dans la littérature actuarielle, il existe des résultats liant la somme de variables
aléatoires dépendantes et l’ordre convexe dont certains sont utiles au développement des résultats du
Chapitre 3 ; citons par exemple les travaux de Dhaene et Goovaerts (1996), Dhaene et al. (2002), et
plus récemment Cheung (2010a), Cheung et Lo (2013) et Chaoubi et al. (2020).

En particulier, Cheung et al. (2014) s’intéressent à un ensemble qu’ils appellent l’ensemble des risk
reducers de X, a priori assez proche de notre ensemble D(X). En effet, Cheung et al. (2014) définissent
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l’ensemble des risk reducers, noté R(X), comme l’ensemble des Y tels que

X + Y ≤cx X + E[Y ].

Alors, l’inégalité convexe est exactement de l’ensemble D(X) en particulier pour Z = E[Y ]. Notons
au passage que l’espérance vérifie bien E[Y ] ≤cx Y puisque le moment d’ordre 1 est la distribution
minimale au sens 2-convexe. Plus précisément, Cheung et al. (2014) travaillent avec l’ensemble des risk
reducers anti-monotones, noté H(X) et défini par

H(X) = {Y | (X,Y ) est anti-monotone}.

Arrêtons-nous un instant sur la notion d’anti-monotonicité. L’Annexe du Chapitre 3 contient plusieurs
définitions de cette notion, mais celle qui nous intéresse particulièrement ici est celle donnée par Den-
neberg (1994). En effet, l’auteur assure que (A,B) est comonotone s’il existe une variable C et deux
fonctions croissantes u et v telles que A = u(C) et B = v(C). En prenant u = Id, alors (A,B) est
comonotone si et seulement si B = v(A). Enfin, A et B sont anti-monotones si A et −B sont como-
notones. Il résulte que si (A,B) est anti-monotone, alors il existe une fonction croissante v telle que
B = −v(A). Ainsi, Cheung et al. (2014) montrent que Y ∈ H(X) ⇐⇒ Y = −h(X), où h est une
fonction croissante et 1-Lipschitz.

Le premier résultat que nous obtenons concernant l’ensemble D(X) est le suivant.

Lemme 1. (Lemme 3.3.1 du Chapitre 3) Si Y ∈ D(X), alors (X,Y ) est anti-monotone.

Alors, les éléments de l’ensemble H(X) introduit par Cheung et al. (2014) constituent des candidats
potentiels pour être des éléments de D(X). En réalité, nous parvenons à montrer le théorème suivant,
qui consitue l’une des principales contributions techniques de la thèse.

Théorème 3. (Théorème 3.3.2 du Chapitre 3)

Y ∈ D(X) ⇐⇒ Y ∈ H(X).

A partir du Théorème 3, nous montrons le résultat suivant, qui sera à la base de la détermination des
solutions des problèmes bilatéraux considérés dans les Chapitres 3 et 4 de la thèse.

Proposition 7. (Proposition 3.4.2 du Chapitre 3) Soit Y ∈ H(X) et I1, I2 ∈ Iν . Si I1(Y ) ≤cx I2(Y ),
alors

X + I2(Y ) ≤cx X + I1(Y ).
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Autrement dit, lorsque Y est un risk reducer anti-monotone avec X, alors le réassureur et l’assureur
ont des intérêts communs : tous les deux préfèrent le contrat contenant le plus de variabilité. Du point
de vue de l’assureur, cela lui permet de se délester de sa variabilité pour réduire sa mesure finale. Du
côté du réassureur, cela lui permet de maximiser l’efficacité de la couverture naturelle que représente
le risque Y pour son exposition initiale X.

Supposer que Y est un élément de H(X) permet d’utiliser la fonction de lien h dans une approche
géométrique pour ordonner les préférences du réassureur. Ainsi, l’hypothèse fondamentale faite dans les
Chapitres 3 et 4 de la thèse est de considérer que le risque de l’assureur Y est un élément de l’ensemble
H(X) = D(X).

Dans le cadre du Chapitre 3, nous supposons uniquement que Y est un élément de H(X) sans que S+Y

le soit. De cette façon, nous imposons la corrélation négative entre la position initiale du réassureur X

et le risque paramétrique Y de l’assureur. La perte totale S+Y ne souffre pas de cette contrainte. Pour
terminer, notons que l’hypothèse Y ∈ H(X) revient à supposer une corrélation négative pure entre
les risques de l’assureur et du réassureur. Cette hypothèse est en pratique pas réellement vérifiée. En
revenant à l’exemple de l’alternance des cycles El Niño et La Niña, les phénomènes ont des tendances
inversées mais il est possible qu’un ouragan de grande intensité survienne lors d’un cycle El Niño.
Aussi, Y ∈ H(X) revient à supposer que le risque du réassureur est toujours plus grand que le risque
de l’assureur en raison de la forme de la fonction h liant ces deux risques. Cette contrainte est moins
gênante en pratique, étant donné par exemple l’accumulation du risque ouragan en Floride chez les
réassureurs. Malgré les inconvénients pratiques inhérents à cette hypothèse, elle demeure néanmoins
une première approximation raisonnable pour représenter le lien entre les risques de l’assureur et du
réassureur dans notre contexte. Elle a également le mérite de mettre en lumière un point important
qu’il conviendra de prendre en compte dans des recherches futures : étudier le rôle de la dépendance
entre le risque transféré au réassureur et sa position initiale présuppose d’analyser à la fois la structure
de dépendance et la taille des risques introduits. En effet, relâcher l’hypothèse d’anti-monotonicité
entre l’exposition du réassureur et le risque transféré par l’assureur constitue l’une des quatre pistes
de recherche proposée dans la partie Conclusion et Perspectives de recherche.

Ainsi s’achève l’introduction générale. Tout au long de ses quatre sections, nous avons mis en lumière
à la fois les motivations et les contributions propres à chaque chapitre, permettant, nous l’espérons,
d’en faciliter la lecture.
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Chapitre 1

Bornes s-convexes sur les distributions
Beta-unimodales et applications à
l’évaluation du risque de base

Ce chapitre reprend l’article "On s-convex bounds for Beta-unimodal distributions with applications
to basis risk assessment", co-écrit avec Claude Lefèvre et Stéphane Loisel, publié au Scandinavian
Actuarial Journal.

Abstract

This paper is concerned with properties of Beta-unimodal distributions and their use to assess the basis
risk inherent to index-based insurance or reinsurance contracts. To this extent, we first characterize
s-convex stochastic orders for Beta-unimodal distributions in terms of the Weyl fractional integral. We
then determine s-convex extrema for such distributions, focusing in particular on the cases s = 2, 3, 4.
Next, we define an Enterprise Risk Management framework that relies on Beta-unimodality to assess
these hedge imperfections, introducing several penalty functions and worst case scenarios. Some of the
results obtained are illustrated numerically via a representative catastrophe model.

Keywords: Risk management; Parametric index; Basis risk; Beta-unimodality; s-convex stochastic
orders; s-convex extrema.

1.1 Introduction

In catastrophe modeling applied to insurance-linked securities, so-called Beta-unimodal distributions
naturally appear in the assessment of basis risk since destruction rates are often represented by Beta
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random variables. This paper provides bounds of convex-type for Beta-unimodal distributions and
aims to build a framework for measuring basis risk which involves penalty functions of different forms.
Before recalling Beta-unimodal distributions, let us explain how they appear in catastrophe modeling
and how they can be useful for basis risk measurement in index-based securitization mechanisms.

Thanks to reinsurance or risk transfers, insurers can cede parts of their risk portfolios to other parties
through some form of agreement to reduce the likelihood of paying a large obligation resulting from
an insurance claim. Insurers need to transfer some of their risks and reinsurance is a well-known risk
management tool. We refer the reader to Cole and McCullough (2006), Garven and Lamm-Tennant
(2003) and Gron (1999), for example, and to the books by Carter (2013) for a general presentation
and by Albrecher et al. (2017) for the actuarial aspects.

Alternative risk transfers (ART) correspond to the part of the insurance market that allows companies
to purchase coverage and transfer risks without having to resort to traditional commercial insurance.
The ART market includes risk retention groups, insurance pools, captive insurers and a number of
insurance products issued on the capital market such as contingent capital, derivatives and insurance-
linked securities (ILS). In this paper we are particularly concerned with a specific class of ILS, namely
the parametric transactions, as opposed to other types of transactions: indemnity, modeled loss and
indexed to industry loss. We refer to Cummins and Weiss (2009) and Cummins and Barrieu (2013),
for example, and to the books by Banks (2004) and Culp (2011) for a clear presentation of the ART
and by Barrieu and Albertini (2009) for a complete focus on ILS.

The securitization of insurance risk is today deeply rooted as an alternative transfer of risks; see e.g.
Golden et al. (2007), Cummins and Weiss (2009) and Cummins and Barrieu (2013). In fact, the capital
market provides additional capacity for insurance risk, many products offer multi-year coverages, and
trading of insurance risk on the secondary market creates price transparency. Moreover, capital market
transactions reduce the credit risk of the cedent vis-à-vis reinsurers, since the proceeds of the transaction
remain in the appropriate vehicle and are invested as collateral. Within the ILS class, the catastrophe
bond has been in the spotlight since Hurricane Andrew in 1992.

In fact, the insurance industry was pushed to the limits of its solvency in 1992. Given the infrequent
nature of large-scale catastrophic (cat) events, actuarial and statistical methods do not provide a
complete picture. As a result, the disaster modeling industry has grown rapidly, making cat models
key input for measuring, pricing and managing cat risks. A cat model is generally broken down into
four components, namely hazard, inventory, vulnerability and loss.

The hazard component consists of a set of stochastic events, i.e. a large deterministic number N of
catastrophic event scenarios which together provide a representation of the events that can cause losses,
and an associated modeled occurrence rate for each.
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The inventory component represents the exposure. It consists of the portfolio of sites subject to
catastrophic risk. The items in the inventory are classified in terms of aspects that affect the amount
of damage suffered by a structure for a given level of hazard. In the paper, we assume that the
exposure in each scenario is not perfectly known, in agreement with several works by Ewing (2011),
Pinelli et al. (2011), Hamid et al. (2011) and Grossi (2005). This may be due to the fact that the
trajectory of the event is uncertain (spatial uncertainty) or because the buyer of the protection does
not know its exposure when the event occurs: for example, information about the property is collected
for a typical sampled study area and the results are extrapolated to the regional level. Moreover, the
sites subject to cat risks generated in each scenario may differ. So, let Yi be a positive random variable
representing the exposure of the scenario i = 1, . . . , N . This variable is obviously bounded by the value
of the entire portfolio, i.e. the loss cannot be greater than the total portfolio m > 0, say. The hazard
component generating localized events, the portfolio is not (necessarily) fully exposed in each scenario.
Consequently, we will assume that for each scenario i, there is an interval (ai, bi) (0 ≤ ai < bi ≤ m)
for which ai ≤ Yi ≤ bi holds almost surely.

The vulnerability component assesses the degree to which structures, their contents and other insured
property are likely to be damaged by the hazard. In other words, this component provides the intensity
exerted by the cat event on the portfolio under exposure. A common way to represent the intensity
of the event is to use the damage ratio, also called destruction ratio or proportion of loss, and which
is represented by a random variable with Beta distribution. We refer e.g. to Sampson et al. (2014),
Walker (2011), Cossette et al. (2003), Dutang et al. (2017) and to the books by Gorge (2016) and
Charpentier (2014). Thus, the destruction ratio for each scenario i is a variable Si whose distribution
is Beta (αi, βi). In what follows, the effective loss in scenario i will then be a bounded positive random
variable Xi defined as Xi = SiYi.

The loss component translates the expected physical damage into monetary loss taking into account
any insurance structures. Within the loss component, the insurance structures can be of different forms
depending on the type of trigger. Three main types of trigger can be distinguished, namely indemnity,
industry loss and parametric. In indemnity transactions, modeling is based on the insurance loss itself.
Industry loss based structures are essentially a pool-indemnity solution. A simple form is the industry
loss warranties whereby the trigger is the total industry loss in a particular region. A parametric
transaction uses the measured physical properties of a cat event as the trigger. It is typically based
on an index of the event hazard: a payment to the protection buyer depends on the values taken by
an index built from the physical parameters of a natural disaster (such as wind speed, precipitation
level, earthquake magnitude). As with any non-indemnity structure, a parametric index contains the
probability that the payment under the structure does not match the loss experience. In the present
paper, this parametric risk is called basis risk.

Basis risk is a well-established concept in insurance and finance. This corresponds to the difference in
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payment between own losses incurred and a structured risk transfer mechanism to protect against these
losses (Ross and Williams (2009)). In finance, basis risk is often borne by banks managing deposits
payable on demand and short-term interest rate risk, or by financial institutions using cross-hedging
techniques. In life insurance, the payoffs of most mortality bonds are based on national populations
mortality evolution, leaving the cedent (insurer or reinsurer) with basis risk also. Insurance and
financial firms are not the only ones facing basis risk. The recent development of parametric insurance,
particularly in emerging countries and in agriculture insurance, represents a great hope for the rise of
a more inclusive insurance, provided that the basis risk to which the policyholder is exposed remains
under control.

As announced above, in our cat modeling framework, the loss Xi for scenario i is represented as the
product Xi = SiYi of a random variable Yi with values in a bounded positive inteval (ai, bi) by a random
destruction ratio Si with a Beta (αi, βi) distribution independent of Yi. This independence assumption
between the destruction rate and the exposure seems to be reasonable for any given scenario. Note
however that when considering all scenarios, there can exist some dependence since the parameters of
the Beta distribution are not always identical. For example, certain scenarios j corresponding to an
extreme storm would probably imply a more significant exposure as well as a higher destruction rate.
This would lead to using a severe distribution for Yj and Beta parameters (αj , βj) which make Sj also
important.

In probability terminology, Xi is then said to have a Beta-unimodal distribution. The relation Xi =

SiYi corresponds to a Beta random scaling. Such relations with a scaling of arbitrary distribution have
been proposed to describe the effects of various factors, including an economic environment (Galambos
and Simonelli (2004), Tang and Tsitsiashvili (2004), Asimit et al. (2016)), a systemic background
risk (Côté and Genest (2019)) or a dependence structure of claim sizes (Hashorva (2003), Hashorva
and Ji (2014)). Special attention has been paid to asymptotics of these relations; see e.g. Yang and
Wang (2013), Cline and Samorodnitsky (1994), Hashorva et al. (2010). The case of Beta-unimodality
considered here has been thoroughly investigated in the book by Bertin et al. (2013); see also Hashorva
and Pakes (2010), Hashorva (2013), Pakes and Navarro (2007). This concept covers several forms
of unimodality introduced in the literature: usual unimodal distributions (Khintchine (1938)), β-
monotone distributions (Williamson (1956); see also McNeil and Nešlehová (2009), Lefèvre and Loisel
(2013) in applied probability) and α-unimodal distributions (Olshen and Savage (1970); see Brockett
et al. (2016) in insurance).

The motivation of the present work is to propose a simple way to quantify the basis risk inherent
to parametric risk transfers by adopting an Enterprise Risk Management (ERM) point of view. The
ERM approach typically involves the measurement of hedge imperfections and the identification of
worst case scenarios. In our method, we measure the consequences of these hedge imperfections by
introducing penalty functions. In their paper, Brockett et al. (2016) derived lower and upper bounds
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for expectations of the form E[φ(X)] when X has an α-unimodal distribution and φ is a function of
convex-type. In fact, this topic is important to our risk management problem. We want to pursue its
study when X has now a Beta-unimodal distribution, using explicitly a class of convex type stochastic
orders called s-convex. The theory of s-convex orders is developed in Denuit et al. (1998, 1999), and
associated bounding problems were examined by e.g. De Vylder (1982, 1983), De Vylder and Goovaerts
(1982), Brockett and Cox (1985), Hürlimann (1998), Kaas and Goovaerts (1985, 1986).

Our key contribution is to characterize s-convex orderings and derive s-convex bounds for Beta-
unimodal distributions. In addition, we use these results and penalty functions to estimate the conse-
quences of basis risk inherent to parametric transactions in an ERM framework. In particular, we will
show that the knowledge of higher moments of the random exposure is useful to reduce the uncertainty
around basis risk. More precisely, the paper is organized as follows. In Section 1.2, we recall the
concept of Beta-unimodality and give some key properties in terms of the Weyl fractional integral. In
Section 1.3, we introduce the (known) class of s-convex stochastic orders and we use it to compare
Beta-unimodal distributions. In Section 1.4, we continue the analysis by deriving s-convex extrema
for Beta-unimodal distributions, with particular interest on the cases s = 2, 3, 4. In Section 1.5, we
propose a framework that uses Beta-unimodality to assess the basis risk. We consider different penalty
functions, symmetric or not, to measure the impact of the basis risk and to deduce the worst case
scenarios. In Section 1.6, we numerically illustrate some of the results obtained via a simplified but
representative catastrophe model.

1.2 Beta-unimodal distributions

We present in this section key definitions and properties on Beta-unimodal distributions. A detailed
analysis with applications can be found in the book by Bertin et al. (2013) and e.g. the papers by
Pakes and Navarro (2007), Hashorva (2013), Hashorva and Pakes (2010).

Definition 1.2.1. An IR+-valued random variable X has a continuous Beta-unimodal distribution if
it has the product representation

X =d SY, (1.1)

where Y is a positive continuous random variable, and S is a random contracting factor independent
of Y and of Beta distribution.

The Beta density function of S is

fS(x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β) , 0 ≤ x ≤ 1, (1.2)
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where α and β are positive shape parameters (B(α, β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α + β)). For clarity, it is
convenient to set S ∼ S(α, β). If X is Beta-unimodal, then

E[X i] = E[Si]E[Y i] =

⎛
⎝i−1∏

j=0

α+ j

α+ β + j

⎞
⎠ E[Y i], i ∈ N�. (1.3)

The relation (1.3) will play a key role in the sequel, in particular when it comes to building convex
type bounds.

1.2.1 Particular unimodalities

The cases where α = 1 and/or β = 1 are the subject of special attention. Let U denote a [0, 1]-uniform
random variable.

(1) If α = β = 1, fS(x) = 1, i.e., S(1, 1) =d U . Then, (1.1) becomes

X =d UY, (1.4)

and by a famous theorem of Khintchine (1938), X has a unimodal distribution in the usual sense (with
a mode at 0).

(2) If α = 1, fS(x) = β(1− x)β−1, i.e., S(1, β) =d (1− U1/β). Then, (1.1) becomes

X =d (1− U1/β)Y, (1.5)

and X is often said to have a β-monotone distribution. Multiple monotonicity of functions was analyzed
in details by Williamson (1956) when β is any real ≥ 1. It has various fields of application, especially
when β is a positive integer n. In statistics, the estimation problem of n-monotone densities was
examined, e.g., by Balabdaoui and Wellner (2007). As shown by McNeil and Nešlehová (2009), the
generator of a n-dimensional Archimedean copula generator is a n-monotone fonction. Applications
to ruin problems were discussed by Constantinescu et al. (2011). Similarly, Chi et al. (2009) pointed
out that the same monotonicity holds for the generator of a n-dimensional Schur-constant vector.
Lefèvre and Loisel (2013) studied properties and stochastic orderings for n-monotone densities, with
illustrations in insurance.

(3) If β = 1, fS(x) = αxα−1, i.e., S(α, 1) =d U1/α. Then, (1.1) becomes

X =d U1/αY, (1.6)

and X is generally said to have an α-unimodal distribution. This concept of generalized monotonicity
was introduced and investigated by Olshen and Savage (1970). Recently, Brockett et al. (2016) deal
with bounding problems on the expectation of such distributions.
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1.2.2 Link between X and Y

Beta-unimodality allows us to obtain information on X or Y depending on the initial information. As
shown e.g. in Pakes and Navarro (2007), the two survival functions F̄X of X and F̄Y of Y are closely
related. The result is worth proving again.

Proposition 1.2.1. If X is Beta-unimodal with X =d SY , then F̄X is given by

F̄X(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)
xα(IβφY )(x), (1.7)

where the function φY depends on F̄Y by

φY (t) = F̄Y (t)t
−α−β ,

and the function IβφY is defined as

(IβφY )(x) =
1

Γ(β)

∫ ∞

x
(t− x)β−1φY (t)dt, (1.8)

i.e., it corresponds to the Weyl fractional integral of φY .

Proof. Since X is Beta-unimodal, we get

P(X > x) = P(Y S > x) =

∫ 1

0
P(sY > x)fS(s)ds

=
Γ(α+ β)

Γ(α)
xα

1

Γ(β)

∫ ∞

x
(t− x)β−1F̄Y (t)t

−α−βdt, (1.9)

using the definition (1.2) of fS , which is (1.7) in the notation of the statement.

For the Weyl integral calculus, the reader is referred e.g. to the books by Miller and Ross (1993),
Debnath and Bhatta (2006). A converse to (1.7) holds too.

Proposition 1.2.2. If X is Beta-unimodal with X =d SY , then F̄Y is given by

F̄Y (x) = (−1)nxα+β Γ(α)

Γ(α+ β)
(IδD

nψX)(x), (1.10)

where the function ψX depends on F̄X by

ψX(t) = F̄X(t)t−α,

and Dn is the derivative of order n which is the smallest integer ≥ β, and δ = n− β ∈ [0, 1).
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Proof. From (1.7), we have

(IβφY )(x) =
Γ(α)

Γ(α+ β)
ψX(x), (1.11)

where ψX is defined above. As annouced, let δ ∈ [0, 1) be such that β + δ = n ∈ N. An important
property of the fractional integral operator is that

IδIβ = Iδ+β = In.

Thus, applying Iδ to both sides of (1.11) yields

(InφY )(x) =
Γ(α)

Γ(α+ β)
(IδψX)(x). (1.12)

Another well-known property of the integral operator is that

DkIn = (−1)kIn−k, 1 ≤ k ≤ n, and Dn(IδψX) = IδD
nψX .

Taking the derivative Dn in (1.12) then gives

(−1)nφY (x) =
Γ(α)

Γ(α+ β)
(IδD

nψX)(x).

It remains to insert the definition of φY , and we deduce the formula (1.10).

Such a link between X and Y can be interesting in practice. Indeed, it provides us with the distribution
of X when X is known to be a Beta version of a given risk, and vice versa.

1.3 Orderings of convex-type

A main objective of our work is to determine bounds on the expectation E[φ(X)] for a class of functions
of convex-type and when X has a Beta-unimodal distribution. This subject is treated by Brockett et al.
(2016) in the particular case where X is α-unimodal. The authors there apply a method based on the
Markov-Krein theorem and Chebychev systems (see Brockett and Cox (1985) and, for a general theory,
Karlin and Studden (1966)). Their method, strong enough, requires the function φ to be differentiable,
which can be restrictive for various applications (see later). When this assumption does not hold,
they follow an approach based on the results of Kemperman (1987) for the geometry of the moment
problem.

The method we propose below is developed in the context of the s-convex extrema discussed in Denuit
et al. (1998, 1999). An advantage is that the function φ does not have to be differentiable to construct
bounds on E[φ(X)]. Basic reminders and their applications are presented in Section 1.3.1 and 1.3.2,
respectively.
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1.3.1 s-convex orders

Let us start by giving the definition of an s-convex function (s being a positive integer). We use for
that a strong concept that does not rely on differentiability (see e.g. Popoviciu (2013), Farwig and
Zwick (1985), Karlin and Studden (1966)).

Consider a compact interval [a, b] with −∞ < a < b < ∞. Let [x0, . . . , xs;φ] be the forward divided
difference of the function φ on the nodes x0, . . . , xs ∈ [a, b]. Specifically, [xk;φ] = φ(xk), k = 0, . . . , s,
and by recursion,

[x0, . . . , xk;φ] =
[x1, . . . , xk;φ]− [x0, . . . , xk−1;φ]

xk − x0
, k = 1, . . . , s.

This operator is a standard mathematical tool in numerical analysis. It can be expressed as a linear
combination of φ(x0), . . . , φ(xk) by

[x0, . . . , xk;φ] =

k∑
j=0

φ(xj)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xk)
.

Definition 1.3.1. A real function φ defined on [a, b] is s-convex if

[x0, ..., xs;φ] ≥ 0,

holds for any choice of distinct points x0, ..., xs in [a, b].

Nevertheless, certain properties of differentiability are verified by s-convex functions φ on [a, b]. So,
φ(s−2), s ≥ 2, exists and is continuous, φ(s−1)

+ exists, is right-continuous and is increasing. If φ(s) exists,
then φ is s-convex if and only if φ(s) ≥ 0.

We can now give the definition of the s-convex orders (see e.g. Denuit et al. (1998, 1999), Shaked and
Shanthikumar (2007)). Let U [a,b]

s−cx be the class of all s-convex real functions φ on [a, b].

Definition 1.3.2. Let Y1 and Y2 be two random variables valued in [a, b]. Then, Y1 is smaller than Y2

in the s-convex order (Y1 ≤[a,b]
s−cx Y2) if

E[φ(Y1)] ≤ E[φ(Y2)] for all functions φ ∈ U [a,b]
s−cx. (1.13)

Note that the 1-convex is the classic order in distribution (≤d) and the 2-convex order is the usual
convex order (≤cx). Since a polynomial of degree s− 1 (or less) is an s-convex function, the s-convex
order (1.13) implies that

E[Y i
1 ] = E[Y i

2 ], 1 ≤ i ≤ s− 1. (1.14)

Thus, only the variables that share the same first s−1 moments can be compared in the s-convex sense.
That property must be completed to provide a characterization of the s-convex order. This can be done
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using the stop-loss transforms of order s − 1 (for Y : E[(Y − t)s−1
+ ], t ∈ [a, b]) or the iterated survival

functions of order s−1 (for Y : F̄ [s−1]
Y (x) with F̄

[0]
Y (x) = F̄Y (x) and for k ≥ 1, F̄ [k]

Y (x) =
∫∞
x F̄

[k−1]
Y (t)dt,

x ∈ IR).

Characterization 1.3.1. Y1 ≤[a,b]
s−cx Y2 when (1.14) holds and

E[(Y1 − t)s−1
+ ] ≤ E[(Y2 − t)s−1

+ ], t ∈ [a, b], (1.15)

or, equivalently,
F̄

[s−1]
Y1

(x) ≤ F̄
[s−1]
Y2

(x), x ∈ IR. (1.16)

1.3.2 Under Beta-unimodality

Let us go back to our framework of Beta-unimodal random variables X =d SY with Y valued in
[a, b] ∈ IR+. A natural question is to know under which conditions a stochastic order on Y can be
transferred on X. The following result will often be used later.

Proposition 1.3.1. Let X1 =d SY1 and X2 =d SY2 be Beta-unimodal with the same S independent
of (Y1, Y2). If Y1 ≤[a,b]

s−cx Y2, then X1 ≤[0,b]
s−cx X2.

Proof. From (1.14), (2.11), it is clear that if Y1 ≤[a,b]
s−cx Y2, then xY1 ≤x[a,b]

s−cx xY2 for any x ∈ [0, 1], where

x[a, b] =
{
u ∈ R

∣∣∣u
x

∈ [a, b]
}
= [xa, xb].

For φ ∈ U [0,b]
s−cx, then

E[φ(X1)] =

∫ 1

0
E[φ(xY1)|S = x]dFS(x)

≤
∫ 1

0
E[φ(xY2)|S = x]dFS(x) = E[φ(X2)], (1.17)

as desired.

A similar result is valid when the scaling factors S1, S2 are identically distributed.

Proposition 1.3.2. Let X1 =d S1Y1 and X2 =d S2Y2 be Beta-unimodal with S1, S2 identically dis-
tributed and independent of (Y1, Y2). If Y1 ≤[a,b]

s−cx Y2, then X1 ≤[0,b]
s−cx X2.

Proof. This can be shown using a simple coupling argument. Instead, we proceed directly and exploit
the assumptions made on S1, S2 to write

E[φ(X1)] =

∫ 1

0
E[φ(xY1)|S1 = x]dFS1(x) =

∫ 1

0
E[φ(xY1)]dFS1(x)
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=

∫ 1

0
E[φ(xY1)]dFS2(x)

≤
∫ 1

0
E[φ(xY2)]dFS2(x) = E[φ(X2)],

the inequality following from Y1 ≤[a,b]
s−cx Y2. This yields the announced result.

Note that the results of Propositions 1.3.1 and 1.3.2 do not use that the scaling factors are of Beta
distribution. In fact, they remain true for any scaling distribution. Suppose now that Y1, Y2 are not
ordered and, for instance, valued in R+. Then, X1, X2 can be compared in a convex sense through the
characterization 3.1.

Proposition 1.3.3. Let X1 =d S1Y1 and X2 =d S2Y2 be Beta-unimodal with S1, S2 independent of
(Y1, Y2). Then, X1 ≤[0,∞)

s−cx X2 when (1.14) holds with X1 and X2 and, for x ≥ 0,

1

B(α1, β1)

∫ ∞

x
F̄Y1(t)t

s−2[(Is−1χS1)(x/t)]dt ≤
1

B(α2, β2)

∫ ∞

x
F̄Y2(t)t

s−2[(Is−1χS2)(x/t)]dt, (1.18)

where Is−1(χSi) is the Weyl fractional integral (1.8) of the function

χSi(t) = tαi(1− t)βi−1, i = 1, 2.

Proof. We will require that the condition (1.16) be satisfied. For this, we must explicitly express the
iterated survival function F̄

[s]
X (x), x ≥ 0. The proof is based on two reasoning by induction.

First, we show that for x ≥ 0,

F̄
[s]
X (x) =

α

α+ β

∫ ∞

x
F̄Y (t) t

s−1F̄
[s−1]

Ŝ
(x/t)dt, (1.19)

where Ŝ ∼ S(α+ 1, β) is a Beta variable of parameters (α+ 1, β).

For s = 1, we have from (1.9)

F̄
[1]
X (x) =

∫ ∞

t=x
P (X > t)dt =

1

B(α, β)
∫ ∞

t=x

∫ ∞

u=t
tα(u− t)β−1F̄Y (u)u

−(α+β)dudt

=
1

B(α, β)
∫ ∞

u=x
F̄Y (u)u

−(α+β)

∫ u

t=x
tα(u− t)β−1dtdu

=
1

B(α, β)
∫ ∞

u=x
F̄Y (u)u

−(α+1)

∫ u

t=x
tα(1− t/u)β−1dtdu

=
1

B(α, β)
∫ ∞

u=x
F̄Y (u)

∫ 1

y=x/u
yα(1− y)β−1dydu

=
α

α+ β

∫ ∞

u=x
F̄Y (u)F̄Ŝ(x/u)du,
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using the definition above of Ŝ. This corresponds to the relation (1.19) for s = 1. Assuming that (1.19)
holds for the k-th iterated, we obtain

F̄
[k+1]
X (x) =

∫ ∞

y=x
F̄

[k]
X (y)dy =

α

α+ β

∫ ∞

y=x

∫ ∞

t=y
F̄Y (t)t

k−1F̄
[k−1]

Ŝ
(y/t)dtdy

=
α

α+ β

∫ ∞

t=x
F̄Y (t)t

k−1

∫ t

y=x
F̄

[k−1]

Ŝ
(y/t)dydt

=
α

α+ β

∫ ∞

t=x
F̄Y (t)t

k

∫ 1

u=x/t
F̄

[k−1]

Ŝ
(u)dudt

=
α

α+ β

∫ ∞

t=x
F̄Y (t) t

k−1F̄
[k]

Ŝ
(x/t)dt,

which gives (1.19) for the k + 1-th iterated as desired.

Second, we show that for x ∈ [0, 1],

F̄
[s]

Ŝ
(x) =

1

B(α+ 1, β)

xα+1+s

s!

∫ 1

x
t−(α+β+1+s)(t− x)β−1(1− t)sdt. (1.20)

For s = 1, we have from (1.2)

F̄
[1]
S (x) =

∫ 1

x
P(S > y)dy =

1

B(α+ 1, β)

∫ 1

y=x

∫ 1

u=y
uα(1− u)β−1dudy

=
1

B(α+ 1, β)

∫ 1

u=x
uα(1− u)β−1(u− x)du

=
1

B(α+ 1, β)

∫ 1

u=x
uα+1(1− u)β−1(1− x/u)du

=
1

B(α+ 1, β)
xα+2

∫ 1

x
t−(α+β+2)(t− x)β−1(1− t)dt,

which is in accordance with (1.20). Assuming (1.20) for the k-th iterated, we get

F̄
[k+1]
S (x) =

1

B(α+ 1, β)

1

k!

∫ 1

y=x
yα+1+k

∫ 1

t=y
t−(α+β+1+k)(t− y)β−1(1− t)kdtdy

=
1

B(α+ 1, β)

1

k!

∫ 1

t=x
t−(α+β+1+k)(1− t)s

∫ t

y=x
yα+1+s(t− y)β−1dydt

=
1

B(α+ 1, β)

1

k!

∫ 1

t=x
t−(α+2+k)(1− t)k

∫ t

y=x
yα+1+k(1− y/t)β−1dydt

=
1

B(α+ 1, β)

1

k!

∫ 1

t=x
(1− t)k

∫ 1

u=x/t
uα+1+k(1− u)β−1dudt

=
1

B(α+ 1, β)

1

k!

∫ 1

u=x
uα+1+k(1− u)β−1

∫ 1

t=x/u
(1− t)sdtdu

=
1

B(α+ 1, β)

1

(k + 1)!

∫ 1

x
uα+1+k(1− u)β−1(1− x/u)k+1du,
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which becomes (1.20) for s = k + 1 after the change of variable x/u = t.

It now suffices to insert (1.20) in (1.19) and we find that

F̄
[s]
X (x) =

1

B(α, β)
1

(s− 1)!

∫ ∞

t=x
F̄Y (t) t

s−1(x/t)α+s

∫ 1

y=x/t
y−(α+β+s)(y − x/t)β−1(1− y)s−1dydt

=
1

B(α, β)
1

(s− 1)!

∫ ∞

t=x
F̄Y (t) t

s−1

∫ 1

u=x/t
uα+s−1(1− x/tu)s−1(1− u)β−1dudt

=
1

B(α, β)
1

(s− 1)!

∫ ∞

t=x
F̄Y (t) t

s−1

∫ 1

u=x/t
uα(1− u)β−1(u− x/t)s−1dudt

=
1

B(α, β)
1

(s− 1)!

∫ ∞

x
F̄Y (t) t

s−1[(IsχS)(x/t)]dt, (1.21)

using the above notation for s. The condition (1.18) then follows from (1.16), (1.21) with F̄
[s−1]
X .

1.4 Bounds of convex-type

Having introduced the class of s-convex stochastic orders, we can now focus on the construction of
lower or upper s-convex bounds for a given set of risks. Remember that by virtue of (1.14), an s-
convex ordering is only possible between random variables which possess the same first s−1 moments.
Therefore, we consider the space Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1) of all the variables valued in [a, b] and with
the s− 1 fixed moments μi = E[Y i], 1 ≤ i ≤ s− 1.

Of course, for this space to be non-empty, the μi must satisfy some constraints between them. This
question is discussed e.g. in Denuit (2002). We only mention here that the constraints for the first
three are

a < μ1 < b,

μ2
1 < μ2 < μ1(a+ b)− ab,

(μ2 − μ1a)
2 + aμ2(μ1 − a)

μ1 − a
< μ3 <

bμ2(b− μ1)− (bμ1 − μ2)
2

b− μ1
.

(1.22)

Constraints on moments of higher orders can also be expressed in a similar way.

1.4.1 s-convex extrema

The problem of bounding quantities of the form E[φ(Y )] when Y ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1) has been
widely studied in the literature. Hereafter, we follow Denuit et al. (1999) and define the random
variables Y

(s)
min and Y

(s)
max such that for all random variables Y ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1),

Y
(s)
min ≤[a,b]

s−cx Y ≤[a,b]
s−cx Y (s)

max,
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meaning that for all real functions φ ∈ U [a,b]
s−cx,

E[φ(Y (s)
min)] ≤ E[φ(Y )] ≤ E[φ(Y (s)

max)].

As pointed out earlier, φ does not need to be differentiable as is supposed in the recent paper of
Brockett and Cox (1985). Other references on this subject are e.g. De Vylder (1982), De Vylder
(1983), De Vylder and Goovaerts (1982), Hürlimann (1998), Kaas and Goovaerts (1985, 1986). We
recall the result proved by Denuit et al. Denuit et al. (1999) which distinguishes the even (2s) and odd
(2s+ 1) degrees of convex ordering. For j ∈ N, x, y ∈ R, define the reals μ0 = 0 and

μj,x = μj − xμj−1 and μj,xy = μj,x − yμj−1,x.

Proposition 1.4.1. In B2s([a, b], μ1, μ2, . . . , μ2s−1), Y
(2s)
min has s support points θ1 < θ2 < ... < θs

inside (a, b) which are the roots of the equation∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xs

μ0 μ1 μ2 · · · μs

μ1 μ2 μ3 · · · μs+1

...
...

...
. . .

...
μs−1 μs μs+1 · · · μ2s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

with positive masses q1, q2, . . . , qs which are the solution of the Vandermonde system

q1θ
k
1 + q2θ

k
2 + · · ·+ qsθ

k
s = μk, k = 0, 1, . . . , s− 1,

while Y
(2s)
max has s+ 1 support points a < θ1 < θ2 < ... < θs−1 < b, the θi being the roots of the equation∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xs−1

μ2,ab μ3,ab μ4,ab · · · μs+1,ab

μ3,ab μ4,ab μ5,ab · · · μs+2,ab

...
...

...
. . .

...
μs,ab μs+1,ab μs+2,ab · · · μ2s−1,ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

with positive masses pa, q1, q2 . . . , qs−1, pb which are the solution of the Vandermonde system

paa
k + q1θ

k
1 + q2θ

k
2 + · · ·+ qs−1θ

k
s−1 + pbb

k = μk, k = 0, 1, . . . , s.

In B2s+1([a, b], μ1, μ2, . . . , μ2s), Y
(2s+1)
min has s+1 support points a < θ1 < θ2 < ... < θs, the θi being the

roots of the equation ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xs

μ1,a μ2,a μ3,a · · · μs+1,a

μ2,a μ3,a μ4,a · · · μs+2,a

...
...

...
. . .

...
μs,a μs+1,a μs+2,a · · · μ2s,a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,
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with positive masses pa, q1, q2, . . . , qs which are the solution of the Vandermonde system

paa
k + q1θ

k
1 + q2θ

k
2 + · · ·+ qs−1θ

k
s−1 + qsθ

k
s = μk, k = 0, 1, . . . , s,

while Y
(2s+1)
max has s+ 1 support points θ1 < θ2 < ... < θs < b, the θi being the roots of the equation∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 · · · xs

μ1,b μ2,b μ3,b · · · μs+1,b

μ2,b μ3,b μ4,b · · · μs+2,b

...
...

...
. . .

...
μs,b μs+1,b μs+2,b · · · μ2s,b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

with positive masses q1, q2, . . . , qs, pb which are the solution of the Vandermonde system

q1θ
k
1 + q2θ

k
2 + · · ·+ qs−1θ

k
s−1 + qsθ

k
s + pbb

k = μk, k = 0, 1, . . . , s.

1.4.2 Comparison of extrema

Once the bounds are obtained for a given s, a natural question is the order of the bounds themselves. As
an additional moment reduces the space of moments and improves knowledge on the random variable,
one might expect that the s-convex bound is sharper than the (s − 1)-convex in the (s − 1) -convex
sense.

Obviously, Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1) ⊂ Bs−1([a, b], μ1, μ2, ..., μs−2) given the same μi, 1 ≤ i ≤ s− 2. As
Y

(s)
min, Y

(s)
max ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, ..., μs−1), we thus have

Y
(s−1)
min ≤[a,b]

(s−1)−cx Y
(s)
min, and Y (s)

max ≤[a,b]
(s−1)−cx Y (s−1)

max .

However, we will show with a counterexample that the implication Y ≤[a,b]
s−cx Y

(s)
max ⇒ Y ≤[a,b]

(s−1)−cx Y
(s)
max

does not always hold.

Example. Let Y =d U , a [0, 1]-uniform random variable. Thus, μ1 = 1/2 and μ2 = 1/3 (which satisfy
the condition of (1.22)). Consider the function φ : x ∈ [0, 1] → φ(x) = exp(−λx) where λ > 0. Then,
φ(2)(x) > 0 and φ(3)(x) < 0, i.e. φ is 2-convex, but not 3-convex.

We look at the convex upper bound, for instance. From the extreme distributions obtained by Propo-
sition 1.4.1, we directly obtain for s = 2 and s = 3

Y (2)
max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0 with probability

1

2
,

1 with probability
1

2
,

and Y (3)
max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1

3
with probability

3

4
,

1 with probability
1

4
.

Figure 11 gives the differences E[φ(Y (2)
max)]−E[φ(Y )] (solid red curve) and E[φ(Y (3)

max)]−E[φ(Y )] (dashed
black curve) as a function of λ > 0. We see that E[φ(Y (2)

max)] ≥ E[φ(Y )] while E[φ(Y )] ≥ E[φ(Y (3)
max)].
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The first inequality was expected since the function φ is 2-convex. The second inequality means that
the 3-convex maximum is a lower, and not upper, 2-convex bound.

Figure 11 – Differences E[φ(Y (2)
max)]−E[φ(Y )] (solid red curve) and E[φ(Y (3)

max)]−E[φ(Y )] (dashed black
curve) when φ(x) = exp(−λx), x ∈ [0, 1], and with λ > 0.

When does knowing more moments than the degree of convexity allow for sharper bounds? Suppose
that λ may be negative. Figure 12 gives the same differences as Figure 11 but this time with λ ∈ R.
When λ < 0, we observe that both curves of differences are positive. Besides, as the dashed black curve
is always under the solid red one, we deduce that E[φ(Y (2)

max)] ≥ E[φ(Y (3)
max)] ≥ E[φ(Y )]. Thus, knowing

the moment μ2 implies a decrease of the upper bound. This is not surprising since the function φ is
both 2 and 3-convex when λ < 0.

In general, the convex bounds are ordered as follows: for k ≤ s,

Y
(k)
min ≤[a,b]

k−cx . . . ≤[a,b]
(s−2)−cx Y

(s−1)
min ≤[a,b]

(s−1)−cx Y
(s)
min ≤[a,b]

s−cx Y,

Y ≤[a,b]
s−cx Y

(s)
max ≤[a,b]

(s−1)−cx Y
(s−1)
max ≤[a,b]

(s−2)−cx . . . ≤[a,b]
k−cx Y

(k)
max.

Since each ordering is for a different convexity degree, the extremal distributions cannot be compared
with the same function φ. However, when the function φ is both (s−1) and s-convex, then Y ≤[a,b]

(s−1)−cx
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Figure 12 – Differences E[φ(Y (2)
max)]−E[φ(Y )] (solid red curve) and E[φ(Y (3)

max)]−E[φ(Y )] (dashed black
curve) when φ(x) = exp(−λx), x ∈ [0, 1], and with λ ∈ R.

Y
(s)
max ≤[a,b]

(s−1)−cx Y
(s−1)
max , i.e. knowing the (s− 1)-th moment reduces the (s− 1)-convex upper bound.

This result can be formalized by using the notion of s-increasing convex order (see e.g. Shaked and
Shanthikumar (2007)). A standard example is with the moment generating function considered by e.g.
Denuit (1999) and Brockett and Cox (1985); Brockett et al. (2016). This point is not detailed for the
sake of brevity.

1.4.3 Under Beta-unimodality

A simple way to construct convex extrema for Beta-unimodal variables is to apply the scaling factor
S to the convex extrema of the starting variable.

Proposition 1.4.2. If X is Beta-unimodal with X =d SY , and Y ∈ Bs([a, b], μ1, μ2, . . . , μs−1), then
X ∈ Bs([0, b], ν1, ν2, . . . , νs−1) where

νi =

⎛
⎝i−1∏

j=0

α+ j

α+ β + j

⎞
⎠ μi, 1 ≤ i ≤ s− 1, (1.23)
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and the s-convex extrema for X are

X
(s)
min =d SY

(s)
min, and X(s)

max =d SY (s)
max, (1.24)

where Y
(s)
min and Y

(s)
max are provided by the extreme distributions given in Proposition 1.4.1.

Proof. The relation (1.23) between the moments μi = E[Y i] and νi = E[Xi] comes from (1.3). The
distributional identity (1.24) is a direct consequence of Proposition 1.3.1.

From Propositions 1.4.1 and 1.4.2, we obtain the s-convex extrema for Beta-unimodal random variables.
This is done below for s = 2, 3, 4. Denote by Bs(α, β; [0, b]; ν1, . . . , νs−1) the space of all the random
variables which are Beta-unimodal with scaling factor S(α, β), are valued in the interval [0, b] and have
the first s− 1 fixed moments νi = E[Xi].

Corollary 1.4.1. Let Y ∈ Bs([a, b], μ1, . . . , μs−1).

In B2(α, β; [0, b]; ν1), X
(2)
min ≤[0,b]

2−cx X ≤[0,b]
2−cx X

(2)
max, where

X
(2)
min = Sμ1,

X(2)
max =

⎧⎪⎨
⎪⎩
Sa with probability p(2)max =

b− μ1

b− a
,

Sb with probability q(2)max =
μ1 − a

b− a
.

In B3(α, β; [0, b]; ν1, ν2), X
(3)
min ≤[0,b]

3−cx X ≤[0,b]
3−cx X

(3)
max, where

X
(3)
min =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Sa with probability p

(3)
min =

μ2 − μ2
1

μ2 − μ2
1 + (μ1 − a)2

,

S
μ2 − aμ1

μ1 − a
with probability q

(3)
min =

(μ1 − a)2

μ2 − μ2
1 + (μ1 − a)2

,

X(3)
max =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
S
bμ1 − μ2

b− μ1
with probability p(3)max =

(b− μ1)
2

μ2 − μ2
1 + (b− μ1)2

,

Sb with probability q(3)max =
μ2 − μ2

1

μ2 − μ2
1 + (b− μ1)2

.

In B4(α, β; [0, b]; ν1, ν2, ν3), X
(4)
min ≤[0,b]

4−cx X ≤[0,b]
4−cx X

(4)
max, where

X
(4)
min =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Sr− with probability p

(4)
min =

r+ − μ1

r+ − r−
,

Sr+ with probability q
(4)
min =

μ1 − r−
r+ − r−

,
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where ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
r− =

μ3 − μ1μ2 −
√
(μ3 − μ1μ2)2 − 4(μ2 − μ1)2(μ1μ3 − μ2

2)

2(μ2 − μ2
1)

,

r+ =
μ3 − μ1μ2 +

√
(μ3 − μ1μ2)2 − 4(μ2 − μ1)2(μ1μ3 − μ2

2)

2(μ2 − μ2
1)

,

and

X(4)
max =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Sa with probability 1− p(4)max − q(4)max,

Sx(4)max with probability p(4)max,

Sb with probability q(4)max,

where ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x(4)max =
μ3 − (a+ b)μ2 + abμ1

μ2 − (a+ b)μ1 + ab
,

p(4)max =
bμ1 − μ2 + a(μ1 − b)

(x
(4)
max − a)(b− x

(4)
max)

,

q(4)max =
μ2 − x

(4)
maxμ1 + a(x

(4)
max − μ1)

(b− a)(b− x
(4)
max)

.

Obviously, the extrema have been improved when we know that X is Beta-unimodal. If the extrema in
Bs([0, b]; ν1, . . . , νs−1) without knowing the Beta-unimodality of X are denoted by X̃

(s)
min, X̃

(s)
max, then

X̃
(s)
min ≤[0,b]

s−cx X
(s)
min, and X(s)

max ≤[0,b]
s−cx X̃(s)

max.

1.5 Basis risk assessment

As explained in the Introduction, the objective of this article is to provide a means of quantifying the
basis risk inherent in an index-based transaction. This type of transaction involves using a catastrophe
modeling software to generate stochastic events. Let N be the number of stochastic events and pi

be the occurrence rate of the scenario i = 1, . . . , N . The pi are usually obtained from a physical
model or from estimated return periods of natural disasters. In each of them, the event trajectory is
uncertain, which leads to an uncertain exposure (see e.g. Ewing (2011), Pinelli et al. (2011), Hamid
et al. (2011) or Grossi (2005)). Therefore, the exposure is represented by a positive bounded random
variable Yi depending on the event i. This random variable is bounded, of course, by the value m

(> 0) of the whole portfolio. Moreover, the hazard component generates localized events so that the
portfolio is not necessarily fully exposed. However, for each scenario, a deterministic zone is impacted,
and some buildings are automatically destroyed. This leads to the assumption of a minimum loss ai

and a maximum loss bi. Thus, we assume that each Yi takes values almost surely in some interval
(ai, bi) where 0 ≤ ai < bi ≤ m.
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Following a common practice (see e.g. Sampson et al. (2014), Walker (2011), Cossette et al. (2003),
Dutang et al. (2017), Gorge (2016), Charpentier (2014)), the destruction ratio in scenario i is modeled
by a random variable Si with Beta distribution of parameters (αi, βi) and which is independent of
the exposure Yi. This assumption of independence is reasonable since the destruction ratio depends
on the event rather than the exposure. Of course, the two variables Si and Yi depend on i, so that
the parameters (αi, βi) can be adapted to have a relationship between the destruction ratio and the
exposure level. The effective loss Xi on scenario i is then given by Xi = SiYi.

In the paper, we focus on the so-called parametric or basis risk. For each scenario, the physical
parameters corresponding to the reference index can be recovered. Thus, if the index in scenario i

takes the value ci, the basis risk in this scenario is Xi − ci with Xi = SiYi. As the exposure Yi takes
values in (ai, bi) by hypothesis (and Si ∈ (0, 1)) by definition), we almost surely have

ai − ci ≤ Xi − ci ≤ bi − ci.

The basis risk can therefore be two-sided in practice. When the reimbursement is greater than the
actual loss, this means that additional protection has been purchased and an additional risk premium
has been paid, which is usually suboptimal. When the refund is less than the actual loss, the problem
is clearly more serious. To some extent, we thus expect the loss component to provide a means of
measuring the impact of basis risk. The literature provides some key indicators for measuring basis
risk such as the expected conditional shortfall or the probability of certain levels of shortfall, also
known as false negative probability, expected non-negative shortfall given loss, probability of shortfall
in excess of a threshold given non-zero loss. We refer e.g. to Brookes (2009), Ross and Williams (2009),
Jensen et al. (2018), Takahashi et al. (2018) and Elabed et al. (2013).

In the spirit of these measures, we introduce below different penalty functions which allow us to quantify
the basis risk Xi−ci through measuring its effects. For this, we also assume that certain first moments
of the loss Xi = SiYi are known or can be estimated. By bounding the expected value of the penalty
functions, we are then able to determine the worst scenarios that actually correspond to the extrema
s-convex extrema. More precisely, the global impact of the basis risks Xi − ci for the n scenarios is
measured by the quantity

BRφ =

N∑
i=1

piE[φ(Xi − ci)], (1.25)

where pi is the likelihood of scenario i and φ represents some specific penalty function. We use the
s-convex extrema for each Xi, but for convenience we will limit ourselves to the cases where s = 2, 3, 4.
These extrema allow us to derive lower and upper bounds for the measurement BR. From now on, we
consider only one scenario for clarity; thus, the index i is superfluous and deleted.
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1.5.1 Symmetric penalty function

We start by assuming a symmetric impact of the basis risk X − c. To this end, we use the absolute
value as a penalty function g1, i.e.

g1(X − c) = |X − c|. (1.26)

The function g1 is 2-convex (only) on R. Thus, if ν1 = E[X] is known, we can reason in the space
B2(α, β; [0,m]; ν1) for which the 2-convex extrema are provided by Corollary 1.4.1. Set Jα,β(x) ≡
P[S(α, β) > x], the Beta survival function. After a simple calculation of integrals, we obtain the
following bounds for E[g1(X − c)].

Proposition 1.5.1. In B2(α, β; [0, b]; ν1), the lower bound for E[|X − c|] is

E[|X(2)
min − c|] = c[1− 2Jα,β(c/μ1)]− ν1[1− 2Jα+1,β(c/μ1)], (1.27)

and the upper bound is

E[|X(2)
max − c|] = p(2)max[c (1− 2Jα,β(c/a))− (aα/(α+ β)) (1− 2Jα+1,β(c/a))]

+ q(2)max[c (1− 2Jα,β(c/b))− (bα/(α+ β)) (1− 2Jα+1,β(c/b))]. (1.28)

Note that without the assumption of Beta-unimodality, i.e. in the space B2([0, b]; ν1), the bounds for
E[|X − c|] are

E[|X̃(2)
min − c|] = |ν1 − c|, and E[|X̃(2)

max − c|] = c+ ν1(b− 2c)/b. (1.29)

Example. Let Y =d U , a [0, b]-uniform random variable, and choose the parameters α = 4, β = 2,
b = 10 and c = 2. Table 21 gives the values of E[|X − c|] and its bounds (1.27), (1.28), (1.29). As
indicated before, the assumption of Beta-unimodality allows us to get sharper bounds. Incidentally,
we note that E[|X̃(3)

min − c|] = 2.3528 and E[|X̃(3)
max − c|] = 0.3999, which again illustrates the discussion

made in Section 1.4.3.

Bounds Beta-unimodality Values for E[g1]

E[|X̃(2)
min − c|] No 1.3333

E[|X(2)
min − c|] Yes 1.4084

E[|X − c|] - 2.0005
E[|X(2)

max − c|] Yes 3.3361
E[|X̃(2)

max − c|] No 4.0000

Table 11 – The values of E[|X − c|] and its lower and upper bounds under Beta-unimodality or not,
when Y is uniform on [0, b], b = 10, c = 2 and α = 4, β = 2.
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Remark. Brockett et al. (2016) derived 2-cx bounds on E[|X − c|] when X is α-unimodal, with Y

takes values over [0, b]. This situation is a particular case of Beta-unimodality that corresponds to the
case where S ∼ S(α, 1) (see Section 1.2.1). We are going to show that our bounds correct a (minor)
error in their result.

Under α-unimodality (i.e., when β = 1), defining a function f given by

f(y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
c− α

α+ 1
y, y ∈ [0, c],

− c+
α

α+ 1
y + 2

cα+1

(α+ 1)yα
, y ∈ [c, b].

(1.30)

our bounds (1.27), (1.28) take the simple form

E[|X(2)
min − c|] = f(ν1(α+ 1)/α), (1.31)

E[|X(2)
max − c|] = (1− ν1(α+ 1)/αb)f(0) + (ν1(α+ 1)/αb)f(b). (1.32)

For their part, Brockett et al. (2016) defined a function g by

g(y) =
α

yα

∫ y

0
tα−1|t− c|dt, (1.33)

when, as here, the mode is 0 and 0 ≤ y ≤ b, and proved that the 2-convex bounds are given by (1.31),
(1.32) with g substituted for f . In addition, they claimed that the function (1.33) is equivalent to

g(y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
c− α

α+ 1
y, y ∈ [0, c],

α

α+ 1
(y − c) +

cα+1

(α+ 1)yα
, y ∈ [c, b],

(1.34)

and the expression (1.34) was used in their Theorem 4, pages 776-777. In fact, an integral calculation
shows that, as axpected, g given by (1.33) is well identical to f given by (1.30). However, (1.33) differs
from (1.34) when y ∈ [c, b].

1.5.2 Piecewise linear penalty function

From (1.26), the function g1 similarly accounts for overestimation and underestimation of the risk.
This can be too simplistic because minimizing a risk is often very dangerous. To remedy it, a natural
generalization of g1 is to consider different slopes for the positive and negative differences of the basis
risk X − c. Thus, introducing the functions

f1(x) = η(c− x)+, and f2(x) = γ(x− c)+, x ∈ [0, b],

where η, γ > 0, we define a penalty function g2 by

g2(X − c) = f1(X) + f2(X). (1.35)
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As the functions f1, f2 are 2-convex on R, we may argue exactly as for Proposition 2.2.4 to get bounds
for E[f1(X)],E[f2(X)]. From (1.35), bounds for E[g2(X − c)] directly follow.

Proposition 1.5.2. In B2(α, β; [0, b]; ν1), the lower bounds for E[f1(X)] and E[f2(X)] are

E[f1(X
(2)
min)] = η[c (1− Jα,β(c/μ1))− ν1 (1− Jα+1,β(c/μ1))],

E[f2(X
(2)
min)] = γ[ν1Jα+1,β(c/μ1)− cJα,β(c/μ1)],

and the upper bounds are

E{f1(X(2)
max)] = η

{
p(2)max [c (1− Jα,β(c/a))− (aα/(α+ β)) (1− Jα+1,β(c/a))]

+ q(2)max [c (1− Jα,β(c/b))− (bα/(α+ β)) (1− Jα+1,β(c/b))]
}
,

E[f2(X
(2)
max)] = γ

{
p(2)max [(aα/(α+ β))Jα+1,β(c/a)− cJα,β(c/a)]

+ q(2)max [(bα/(α+ β))Jα+1,β(c/b)− cJα,β(c/b)]
}
.

1.5.3 Power-type penalty function

Nevertheless, the function g2(x−c) is piecewise linear, which can still be too constraining. For example,
after the level c, when the uncertainty increases by ε, the consequences will remain the same, regardless
of the initial level. This is not particularly troublesome for small values of ε, but this can be unrealistic
for larger values of ε. It is therefore useful to have a penalty function that impacts the basis risk in a
more general non-linear way.

As a general rule, a penalty function should increase the impact of a basis risk X − c that occurs at a
higher level. To model such an effect, we introduce a power-type function

φn(x) = γ[(x− c)− d]n−1
+ , x ∈ [0, b],

which depends on two new parameters d > 0 and n ∈ N0. The parameter d can be viewed as a critical
level because the difference x − c only has a negative impact if it is greater than d. It is linked to
the level of risk that the company is willing to take to achieve its strategic objectives: depending on
the company’s risk appetite and its capacity to absorb losses, the company chooses a more or less
conservative penalty function. This choice is decided by the board of directors and can be difficult
to make. A similar difficulty arises when identifying the utility function of each part in optimal risk
sharing. The parameter n is used to manage the level of consequences produced by the observed
difference. Note that x− c > d+1 implies φn+1(x) > φn(x) for all n, i.e. the higher the n, the greater
the impact.

By combining φn with the previous g2, we define the penalty function

hn(X − c) = f1(X) + f2(X) + φn(X), (1.36)
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which shows three types of possible consequences. First, a negative value for the difference X − c

means that the payout given by the index c overestimates the loss X (Zone 1 in Figure 13). In this
case, if an insurer wishes to purchase parametric reinsurance coverage based on the same index, the
premium paid will be too high and the insurer will be over-hedged. In fact, the more negative the
difference, the more unnecessary reassurance is important. Second, a positive value for the difference
X−c means that the value taken by the index c underestimates the loss X, and the penalty φn displays
two different levels of consequences. If X − c remains under the critical level d (Zone 2 in Figure 13),
the amount of parametric reinsurance coverage will be too small and the insurer will be under-hedged.
Conversely, if the X − c exceeds the critical level d (Zone 3 in Figure 13), the consequences get worse.
One possible reason could be that the insurer decides not to take reinsurance at all because the index
is never greater than its acceptable loss, which forces it to draw on its reserve or even to drive it to the
bankruptcy.

Figure 13 – The penalty function hn(x − c) when η = 0.8, γ = 1.2, c = 5, d = 2.5, b = 10 and n = 2.
Dashed line represents |x− c|, i.e. g1(x− c).

We want to get bounds on the expected penalty E[hn(X − c)]. For that, we will deduce bounds on
E[φn(X)]. It can be checked that the function φn(x) is n-increasing convex on R, i.e. it is k-convex
for all k = 2, . . . , n. Therefore, s-convex bounds can only be considered for s = 2, . . . , n. We assume
below that n ≥ 4 and s = 2, 3, 4.
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As a preliminary, we determine the expectation ln(x, y) ≡ E[(Sx− y)n−1
+ ], x, y > 0, that will serve to

express the bounds.

Lemma 1.5.1.

ln(x, y) = 1{x>y}
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)kykxn−1−kJα+n−1−k,β

(y
x

) Γ(α+ n− 1− k)Γ(α+ β)

Γ(α+ β + n− 1− k)Γ(α)
. (1.37)

Proof. Since S ∼ S(α, β), ln(x, y) = 0 if x ≤ y. For x > y,

ln(x, y) =

∫ 1

y/x
(sx− y)n−1fS(s)ds,

=

n∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)kykxn−1−k Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

y/x
sα+n−1−k−1(1− s)β−1ds,

hence (1.37) using again the notation Jα,β(x) = P[S(α, β) > x].

From Corollary 1.4.1 and using Lemma 1.5.1, we then find the following bounds for E[φn(X)], n ≥ 4,
in the spaces Bs(α, β; [0, b]; ν1, . . . , νs−1) for s = 2, 3, 4.

Proposition 1.5.3. Choose n ≥ 4. In B2(α, β; [0, b]; ν1), the lower bound for E[φn(X)] is

E[φn(X
(2)
min)] = γ ln(μ1, c+ d),

and the upper bound is

E[φn(X
(2)
max)] = γ

[
p(2)maxln(a, c+ d) + q(2)maxln(b, c+ d)

]
.

In B3(α, β; [0, b]; ν1, ν2), the lower bound for E[φn(X)] is

E[φn(X
(3)
min)] = γ

[
p
(3)
minln(a, c+ d) + q

(3)
minln(

μ2 − aμ1

μ1 − a
, c+ d)

]
,

and the upper bound is

E[φn(X
(3)
max)] = γ

[
p(3)max ln(

bμ1 − μ2

b− μ1
, c+ d) + q(3)max ln(b, c+ d)

]
.

In B4(α, β; [0, b]; ν1, ν2, ν3), the lower bound for E[φn(X)] is

E[φn(X
(4)
min)] = γ

[
r+ − μ1

r+ − r−
ln(r−, c+ d) +

μ1 − r−
r+ − r−

ln(r+, c+ d)

]
,

and the upper bound is

E[φn(X
(4)
max)] = γ

[
(1− p(4)max − q(4)max) ln(a, c+ d) + p(4)max ln(x

(4)
max, c+ d) + q(4)max ln(b, c+ d)

]
.
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For the desired expectation E[hn(X− c)], we now deduce from (1.36) and Propositions 1.5.2, 1.5.3 that
for n ≥ 4 and s = 2, 3, 4,

E[f1(X
(2)
min)] + E[f2(X

(2)
min)] + E[φn(X

(s)
min)] ≤ E[hn(X − c)]

≤ E[f1(X
(2)
max)] + E[f2(X

(2)
max)] + E[φn(X

(s)
max)].

By the n-increasing convexity of φn, we note also that for s = 2, 3,

E[φn(X
(s)
min)] ≤ E[φn(X

(s+1)
min )] ≤ E[φn(X)], and E[φn(X)] ≤ E[φn(X

(s+1)
max )] ≤ E[φn(X

(s)
max)].

1.5.4 Exponential-type penalty function

The function φn(x) being increasing convex of finite order n, the number of usable moments of X

is necessarily limited. This motivates us to consider a function φ∞(x) which is increasing convex of
infinite order, i.e. typically of exponential form. Thus, we define φ∞(x) by

φ∞(x) = γ {exp (κ[(x− c)− d]+)− 1} , x ∈ [0, b],

in which the term −1 is introduced to guarantee φ∞(x) = 0 for x ≤ c+d as before. The new parameter
κ > 0 handles the impact of the difference x− c. The resulting penalty function is then given by

h∞(X − c) = f1(X) + f2(X) + φ∞(X). (1.38)

The exponential form of φ∞ has the advantage of allowing the use of all available moments of X. For
example, if the first three moments are known, it is natural to consider the function φ4. Suppose now
that the fourth moment can be estimated later. Two choices are then possible: either ignore this new
information since φ4 is not 5-convex, or replace φ4 with φ5 in order to exploit this information, which
leads to modify the model. With the function φ∞ function, having an extra moment does not change
the model, it only allows for sharper bounds.

To obtain bounds on E[h∞(X − c)], we must first derive bounds on E[φ∞(X)]. As a preliminary, we
determine the expectation E{exp[κ(Sx − y)+]}, x, y > 0, that is involved in these calculations. For
that, we will use the concept of partial moment generating function of a variable X (see e.g. Winkler
et al. Winkler et al. (1972)). It is the integral, if it exists, defined from y to z by

Mz
y(t) =

∫ z

y
etxdFX(x), t ∈ R. (1.39)

Lemma 1.5.2.

E{exp[κ(Sx− y)+]} = 1− Jα,β(y/x) + exp(−κy)M1
y/x∧1 (κx) . (1.40)
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Proof. Since S ∼ S(α, β), a direct integration yields

E{exp[κ(Sx− y)+]} =
∫ y/x∧1
0 fS(s)ds+ exp(−κy)

∫ 1
y/x∧1 exp(κxs)fS(s)ds,

which becomes (1.40) using the notation Jα,β and (1.39).

From Corollary 1.4.1 and applying Lemma 1.5.2, we deduce the following bounds for E[φ∞(X)] in the
spaces Bs(α, β; [0, b]; ν1, . . . , νs−1) for s = 2, 3, 4.

Proposition 1.5.4. In B2(α, β; [0, b]; ν1), the lower bound for E[φ∞(X)] is

E[φ∞(X
(2)
min)] = γ

[
−Jα,β(

c+ d

μ1
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
μ1

∧1(κμ1)

]
,

and the upper bound is

E[φ∞(X(2)
max)] = γq(2)max

[
−Jα,β(

c+ d

b
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
b

(κb)

]
.

In B3(α, β; [0, b]; ν1, ν2), the lower bound for E[φ∞(X)] is

E[φ∞(X
(3)
min)] = γq(3)max

[
−Jα,β(

c+ d

x
(3)
min

) + exp(−κ(c+ d))M1
c+d

x
(3)
min

∧1(κx
(3)
min)

]
,

with x
(3)
min = (μ2 − aμ1)/(μ1 − a), and the upper bound is

E[φ∞(X(3)
max)] = γp(3)max

[
−Jα,β(

c+ d

x
(3)
max

) + exp(−κ(c+ d))M1
c+d

x
(3)
max

∧1(κx
(3)
max)

]

+ γq(3)max

[
−Jα,β(

c+ d

b
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
b

(κb)

]
,

with x
(3)
max = (bμ1 − μ2)/(b− μ1).

In B4(α, β; [0, b]; ν1, ν2, ν3), the lower bound for E[φ∞(X)] is

E[φ∞(X
(4)
min)] = γp

(4)
min

[
−Jα,β(

c+ d

r−
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
r− ∧1 (κr−)

]

+ γq
(4)
min

[
−Jα,β(

c+ d

r+
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
r+

∧1(κr+)
]
,

and the upper bound is

E[φ∞(X(4)
max)] = γp(4)max

[
−Jα,β(

c+ d

x
(4)
max

) + exp(−κ(c+ d))M1
c+d

x
(4)
max

∧1(κx
(4)
max)

]

+ γq(4)max

[
−Jα,β(

c+ d

b
) + exp(−κ(c+ d))M1

c+d
b

(κb)

]
.
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For the expectation E[h∞(X − c)], we now get from (1.38) and Propositions 1.5.2, 1.5.4 that for
s = 2, 3, 4,

E[f1(X
(2)
min)] + E[f2(X

(2)
min)] + E[φ∞(X

(s)
min)] ≤ E[h∞(X − c)]

≤ E[f1(X
(2)
max)] + E[f2(X

(2)
max)] + E[φ∞(X(s)

max)].

The remark made before about the comparison of the bounds when s = 2, 3 remains valid for E(φ∞).
For an appropriate penalty function, the greater the number of known moments, the sharper the bounds
on the expected penalty functions.

1.6 Numerical illustrations

Most licenses for cat modeling software are expensive, which has prevented us from using actual data.
However, thanks to the close links between the authors and certain reinsurance companies, we were
able to generate N = 100 scenarios of simulated data very similar to typical real-world data sets (which
often include several thousand scenarios).

Each scenario i is characterized by its occurrence rate pi, the parameters (αi, βi) of the Beta distribution
of the destruction ratio Si, and the information available on the exposure Yi, i.e. its range (ai, bi) and
several first moments. To generate this information on the moments of Yi, we used the moments of
distributions that are traditional in cat modeling. So, the event set involves 67 scenarios where the
exposure moments are obtained from a scaled Beta distribution and 33 scenarios where the exposure
moments are derived from a truncated Pareto distribution. These two distributions are discussed in
an actuarial context in e.g. Clark (2013) and Beirlant et al. (2014); a short presentation is given in the
Appendix.

We considered five types of scenarios, depending on the size of uncertainty, the intensity of the de-
struction ratio and the link between the loss and the destruction ratio.

- Scenarios 1 to 5 represent cases where the exposure is limited and of Beta type, but the intensity
of the event is either small or large. Thus, ai, bi are relatively small whereas αi, βi < 1.

- In scenarios 6 to 66, the destruction ratios are sorted according to their riskiness. In fact, the
higher αi and the lower βi, the greater the probability that the destruction ratio is close to 1.
In addition, the corresponding Yi is a scaled Beta variable and is generated so that its mean is
decreasing. In other words, a large event is linked to a huge exposure.

- Scenarios 67 to 96 look like the previous ones, except that the exposure Yi is a truncated Pareto
variable. Here too, the probability that the destruction ratio takes values close to 1 decreases
from the scenario 67 to 96.

- Until now, all scenarios i = 1, . . . , 96 had the same probability of occurrence pi = 1.0%. This
time, we take p97 = 3.0%. That scenario represents the case where the event potentially involves
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a huge exposure in the sense that Y97 is Beta([40, 80], 0.5, 0.5) with a lot of uncertainty (which
could come, for example, from the fact that a very big city can be hit or not). To that extent,
the exposure is somehow close to 40 or 80. In addition, the destruction ratio is often close to 1.

- Finally, the scenarios 98, 99, 100 involve significant exposures as well as destruction ratios shifted
to the right. Thus, these three scenarios can be considered the most dangerous. It seems rea-
sonable to assume that these scenarios do not all have the same frequency, hence the choices
p98 = 0.5%, p99 = 0.4%, p100 = 0.1%.

Those 100 scenarios encompass lighter and heavier tailed risks (even if there is a finite total expo-
sure), and feature different levels of risk, uncertainty, and correlations between destruction rates and
exposures, like in the real world. The full description of scenarios is given in Table 16 of the Appendix.

A major objective of this illustration is to highlight the role of the penalty function, the index and the
impact of information on exposure on the sharpness of the bounds. The penalty functions hn given by
(1.36) and h∞ given by (1.38) are defined with the parameters η = 0.8, γ = 1.2, n = 4 and κ = 0.2.
Tables 12 to 15 provide the s-convex bounds for Xi when s = 2, 3, 4 and the corresponding impact of
the basis risk BR

(s)
φ given by (1.25) when φ is h4 or h∞.

In Table 12, the index value is ci = E[SiYi] and the critical level is di = 1.05E[SiYi]. As expected,
the 4-convex bounds are much sharper than the 3 and 2-convex bounds. Equivalently, the worst case
scenario in the 4-convex sense is less severe than in the 3 or 2-convex sense. This conclusion is common
to the following three tables. To reduce the basis risk, the insurer must logically refine the information
on exposures, for example by knowing higher moments.

In Tables 13 to 15, we choose ci = 0.95E[SiYi], ci = 1.05E[SiYi], ci = 1.15E[SiYi] respectively, with the
same di as before. Thus, the values chosen for ci are between 95% and 115% of the expected loss: if
ci is less than 95% of the expected loss, the cedent would not be willing to buy protection, and if ci
is greater than 115% of the expected loss, it is likely that the cost of the transaction is too high. We
observe that the bounds are very sensitive to the value of ci. This is natural since the index defines the
basis risk. We draw attention to the fact that the choice of penalty function, its form and its parameters
should be driven by the risk appetite of the protection buyer and not for a purpose of optimization.
In other words, the threshold level di should be the same whatever the retained index-based structure,
while the minimization of the basis risk measurement should be done by modifying the index value ci,
and not the penalty function nor its parameters.
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s-convex bounds BR
(s)
h4

BR
(s)
h∞

2-cx lower bound 317.599 4.436
3-cx lower bound 534.484 4.581
4-cx lower bound 1 053.163 4.754

X 1 356.515 7.785
4-cx upper bound 1 863.618 26.737
3-cx upper bound 3 389.789 103.215
2-cx upper bound 18 647.031 1 577.784

Table 12 – Values of BR
(s)
h4

and BR
(s)
h∞ for s = 2, 3, 4, when c = E[SY ] and d = 1.05E[SY ].

s-convex order BR
(s)
h4

BR
(s)
h∞

2-cx lower bound 487.918 4.842
3-cx lower bound 870.181 5.045
4-cx lower bound 1 603.361 5.276

X 1 956.715 8.589
4-cx upper bound 2 540.901 30.907
3-cx upper bound 4 299.803 118.657
2-cx upper bound 21 149.301 1 779.437

Table 13 – Values of BR
(s)
h4

and BR
(s)
h∞ for s = 2, 3, 4, when c = 0.95E[SY ] and d = 1.05E[SY ].

s-convex order BR
(s)
h4

BR
(s)
h∞

2-cx lower bound 215.974 4.194
3-cx lower bound 342.337 4.299
4-cx lower bound 706.460 4.431

X 959.211 7.163
4-cx upper bound 1 399.546 23.395
3-cx upper bound 2 741.775 90.257
2-cx upper bound 16 697.651 1 401.555

Table 14 – Values of BR
(s)
h4

and BR
(s)
h∞ for s = 2, 3, 4, when c = 1.05E[SY ] and d = 1.05E[SY ].
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s-convex order BR
(s)
h4

BR
(s)
h∞

2-cx lower bound 110.008 4.173
3-cx lower bound 164.702 4.229
4-cx lower bound 350.635 4.311

X 526.320 6.703
4-cx upper bound 860.462 18.580
3-cx upper bound 1 940.151 70.117
2-cx upper bound 13 885.964 1 111.376

Table 15 – Values of BR
(s)
h4

and BR
(s)
h∞ for s = 2, 3, 4, when c = 1.15E[SY ] and d = 1.05E[SY ].

In conclusion. We started by identifying s-convex extrema for bounded random variables obtained by
a random scaling of Beta type. Thanks to this, we were able to evaluate the basis risk in a parametric
transaction using penalty functions of different foms. We also showed the impact of information, in
terms of moments, on the assessment of the basis risk. So, within the proposed framework, we have
provided a (partial) answer to the key question: how much does the basis risk cost? In a future
paper, we will examine other situations where the basis risk is unbounded and where the independence
between the destruction ratio and the exposure level is questionable.

Appendix. Let us recall the definition of the two distributions used to model the exposure Yi.

A scaled Beta distribution enlarges the support of the usual Beta distribution. It again depends on
two positive parameters, ui, vi say, but is now defined on an interval [ai, bi]. Specifically, if Wi is a
Beta(ui, vi) variable, then Yi is a Beta([ai, bi], ui, vi) variable means that

Yi = (bi − ai)Wi + ai.

The moments of a scaled Beta distribution follow directly.

The variable Yi has a truncated Pareto distribution of real parameter ui when its distribution function
is

FYi(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1− (ai/x)
ui

1− (ai/bi)ui
, ai ≤ x ≤ bi, if ui �= 0,

ln(x/ai)

ln(bi/ai)
, ai ≤ x ≤ bi, if ui = 0.

Note that for ui = −1, this is reduced to the uniform distribution over [ai, bi]. All moments of a
truncated Pareto exist and are given by

E[Y k
i ] =

uia
k
i

ui − k

1− (ai/bi)
ui−k

1− (ai/bi)ui
, k ∈ N, if ui �= 0, k.
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When ui = 0 or k, the moments become ln(bi/ai).

For reproductibility purposes, we give in detail below the parameters used for the 100 scenarios of the
illustration described in Section 1.6. The notations S-B and T-P refer to the scaled Beta and truncated
Pareto distributions.
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Table 16 – The parameters used in the 100 scenarios of the illustration given in Section 1.6.
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Chapitre 2

Gestion du risque de base dans un cadre
d’assurance indicielle et contractions
aléatoires

Ce chapitre reprend l’article "Basis risk management in an index-based insurance framework under
randomly scaled uncertainty", co-écrit avec Claude Lefèvre et Stéphane Loisel, en révision à Insurance :
Mathematics and Economics.

Abstract

Motivated by the recommendations of regulatory authorities, this paper proposes a method to quantify
the basis risk inherent to index-based risk mitigation structures using the notion of randomly scaled
variables. Different properties of this type of variables are briefly reviewed, and their ordering in the
s-convex sense is discussed in detail. The s-extremal distributions of randomly scaled variables consist
in worst case scenarios. Within each scenario, we assess the consequences of the basis risk through a
fairly general penalty function, taking into account the risk limits established by the protection buyer.
This method eventually allows us to discuss the materiality of basis risk in an index-based insurance
framework. The methodology is illustrated by a few simple cases.

JEL Classification: C44,C63, G13,G22, G31.
Keywords: Basis risk; Index-based insurance; Randomly scaled variables; s-convex orderings and ex-
trema.
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2.1 Introduction and motivation

Motivated by the recommendations of regulatory authorities, we propose a method to model and
quantify the basis risk inherent to index-based risk mitigation structures.

According to the Solvency II Commission Delegated Regulation (2015), basis risk “results from the
situation in which the exposure covered by the risk-mitigation technique does not correspond to the
risk exposure of the insurance undertaking".

In practice, the index used in the parametric insurance or reinsurance transaction is calibrated thanks
to physical indicators involved in the genesis of the climate related event. Physical indicators are for
instance wind speed, precipitation levels or also satellite imagery (De Leeuw et al. (2014) and Leblois
and Quirion (2013) among others). The statistical technique behind the constitution of the index often
relies on regressions; see Shi et al. (2013) for a review. From here and subsequently, we denote as L

and Z the positive random variables representing the loss and the indemnity triggered by the index,
respectively. In our framework, basis risk correspond to the resulting error term in the regression, i.e.
X = L − Z. As in Gornott and Wechsung (2016), there exist perfect situations where the error is
normally distributed. In this particular case, X is unimodal and symmetric and Shepp (1962) provide
a characterization of these random variables, namely X = U1Y , where Y is a positive random variable
and U1 is independent from Y and uniformly distributed over (−1, 1).

However, Ross and Williams (2009) highlight that the choice of index can not be made in isolation of
other soft factors, such as transparency, which have a bearing on price. This often results in reducing
the complexity of the index and participates in increasing the basis risk. The quality of an index also
suffers from practical constraints such as the lack of measures and a partial knowledge of the genesis
of the catastrophe event. It results in either a noise in the measurement or in the omission of a key
variable in the constitution of the index. These cases are referred to as spatial and temporal basis risks
and may lead to endogoneity, i.e. a correlation between the index and the basis risk; see e.g. Vroege
et al. (2019), Dalhaus et al. (2018) and Gayathri (2014). As an illustration, Bussay et al. (2015) shows
that the sign of correlation between crop yield and water limited above ground biomass (WLB) 1 flips
in the first half of July. Ignoring this effect is a potential case of endogeneity. Therefore, the basis is
more likely to have a non symmetric distribution corresponding to an under or overestimation of the
loss by the index; see for instance the example given by Ross and Williams (2009). It is relevant to
represent basis as a generalization of the form U1Y . One natural candidate corresponds to randomly
scaled distributions which appear naturally in several situations.

First, basis risk occurs since the loss faced by the insurer does not only depend on climate related

1. In a nutshell, it reveals the link between water and rooting system.
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variables. A well known effect of catastrophe event is the so-called loss amplification. It corresponds to
the estimated increase in the cost of goods and services after a large event; see Ross and Williams (2009).
Loss amplification is taken into account in the calibration of the index, but the uncertainty associated
to its intensity yields either a positive or a negative difference. Consequently, loss amplification can
be identified as a systematic or background risk. According to Franke et al. (2006), this background
risk can be multiplicative, i.e. L = S̃Z where E[S̃] = 1 and Z is independent from S̃. The loss can
hence be rewritten as L = Z + SZ where E[S] = 0, i.e. the basis risk X is given by SZ. The sign of S
reflects either an overestimation or an underestimation of the loss amplification by the index. Note that
X = SZ is a particular case of endogeneity. The independent multiplicative form is also mentioned in
e.g. Hashorva and Ji (2014), Asimit et al. (2016), Furman et al. (2019) and Côté and Genest (2019).
Later, Franke et al. (2011) deals with both additive and multiplicative background risk. Transposing
the setting of Franke et al. (2011) to our framework yields L = Z+SY . In this case, Y corresponds to
the loss emanating from a particular area highly sensitive to the loss amplification. Assuming the index
is correctly calibrated, the area represents only a little portion of the overall portfolio; for instance a
urbanized region where the protection buyer is under represented. It is then reasonable to assume that
Y ≤ Z. Depending on the intensity of the loss amplification estimated by the index, the sign of the
difference can be either positive or negative: so does S.

Second, L = Z + SY could also represent the case of a parametric catastrophe bond in which the
imperfection of the index leads to a misrepresentation of the areas impacted by the catastrophe event;
see Barrieu and Albertini (2009) for a detailed presentation of catastrophe bonds. The index-based
insurance or reinsurance often covers large geographical areas. In an urbanized area, it is likely to have
access to granular measures of the physical indicators used to calibrate the index. However, in rural
regions, the low density of weather data stations deteriorates the quality of the index. For instance,
let Y be the known aggregated exposure of these rural regions. The randomness of Y comes from the
uncertainty associated to the effect of a natural catastrophe on the exposure. The index performs well
at a global scale, but poorly in these specific regions, if they are impacted. Catastrophe models often
represent the intensity of the catastrophe event by a random destruction rate; see Cossette et al. (2003)
and Sampson et al. (2014) among others. It describes how the exposure is affected by the catastrophe
event. Consequently, the form L = Z+SY naturally appears, S being the residual destruction rate on
the misrepresented areas. Because the index either increases or decreases the loss in the rural areas, S is
either positive or negative, with a non necessary symmetric distribution. The basis risk X is therefore
given by X = SY . Tsetlin and Winkler (2005) consider the case where Z and Y are dependent, and the
case where S and Y are dependent. In our framework, we only address the case where the index-based
loss Z is dependent from the indemnity-based loss Y to take a potential endogeneity into account.

It results from this discussion that the term X = L− Z can be naturally represented as a continuous
randomly scaled variable.
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Definition 2.1.1. A real-valued random variable X has a randomly scaled distribution if it has the
product representation X =d SY , where Y is a non-negative random variable and S is a real-valued
random scaling factor, bounded and independent of Y .

We point out that in all the previous cases, the random variable is Y known whereas the main uncer-
tainty relies on the scaling factor S. This class of random variable is quite malleable since a randomly
scaled variable is not necessarily unimodal neither symmetric.

From a probability point of view, randomly scaled variables are the natural extension of the charac-
terization of unimodal distributions due to Khintchine (1938) and Shepp (1962). It is interesting here
to mention that the usual concept of unimodality has been generalized in different ways. Thus, X has
a distribution called α-unimodal, α > 0, when X =d S1/αY for some variable Y and with S uniform
on (0, 1) independently of Y (Olshen and Savage (1970)). On the other hand, X has a β-unimodal
distribution, β > 0, when X =d (1 − S1/β)Y with S still uniform on (0, 1) and independent of Y

(following the work of Williamson (1956) on multiple monotone functions). More generally, X has a
Beta-unimodal distribution when X =d SY where S has a Beta distribution (see the book of Bertin
et al. (2013) for a detailed analysis). Also, random scaling relations have received some attention in
theoretical and applied probability. Distributional characterizations by such relations are established
by Pakes and Navarro (2007). Asymptotics of products of random variables are studied by e.g. Cline
and Samorodnitsky (1994), Hashorva et al. (2010) and Yang and Wang (2013).

Basis risk is addressed by both the insurance and the banking regulatory authorities. In the insur-
ance framework, the quantification of this risk is motivated by the Solvency II Commission Delegated
Regulation (2015) which indicates that any cover provided by a risk transfer transaction needs to be
clearly defined and should not result in any material basis risk (from the Articles 209 to 215). Fur-
ther, it is stated that material basis risk should be reflected in the calculation of the Solvency Capital
Requirement. If not, the risk mitigation technique should not be recognised.

In the financial context, the Basel Committee on Banking Supervision (2016) explicitly recommends
to take the basis risk related to interest rates into account to quantify the change in economic value
(see paragraph 4.2 of the bespoke regulatory document).

Therefore, the quantification of basis risk is a mandatory task that shall be performed to examine the
materiality of basis risk in the index-based transaction.

The Solvency II Commission Delegated Regulation (2015) indicates that the economic effect of the
index-based protection shall be captured when it comes to evaluating the impact of basis risk. We
point out that banks with significant exposures to (financial) basis risk should establish risk tolerances
appropriate for this risk according to the Basel Committee on Banking Supervision (2016) . In addi-
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tion, both of these prudential regulations advocate to adopt a worst-case scenarios approach, to better
reflect the sensitivity of the exposure to basis risk.

In light of these recommendations, our quantification methodology consists in generating extremal dis-
tributions for different scaling factors so that it modifies the shape of the distribution of the product
X = SY , i.e. it provides several configurations of basis risk. When the randomly scaled factor Y is
seen as a function of Z, dealing with different scaling factors S emphasizes the positive or negative cor-
relation between the basis risk and the indemnity triggered by the index. These extremal distributions
correspond to s-convex extremal distributions studied by Denuit et al. (1998, 1999) and Hürlimann
(2008). Note that bounding problems are a classical subject in actuarial risk theory; see e.g. De Vylder
(1982, 1983), De Vylder and Goovaerts (1982), Kaas and Goovaerts (1985, 1986), Brockett and Cox
(1985), Denuit and Lefèvre (1997), Lefèvre and Utev (2001).

In each scenario, we measure the consequences of basis risk using a family of flexible and representa-
tive penalty functions. These functions take into account the risk tolerances of the protection buyer
to better reflect the impact of basis risk. These functions generalize more realistically the penalty
functions examined in Lefèvre et al. (2020). At the end of the process, we obtain a budget for basis
risk compliant with the tolerances for basis risk initially established by the protection buyer.

The paper is organized as follows. In Section 2.2, we present some properties of randomly scaled
variables. In particular, we demonstrate how malleable they are, focusing on the unimodality and
symmetry of their distribution. In Section 2.3, we discuss the stochastic ordering in the s-convex sense
of such random variables and we obtain the first associated extremal distributions. In Section 2.4,
we introduce a fairly general class of penalty functions to quantify the basis risk. In Section 2.5, we
provide a simple and efficient way to set basis risk limits to eventually derive a compliant budget for
basis risk. Section 2.6 illustrates the methodology by some specific examples including light and heavy
tail distributions for the index.

2.2 Some properties of randomly scaled variables

In this Section, we justify the use of randomly scaled variables in the assessment of basis risk as
a way to overcome the symmetry and unimodality assumptions present in the well-known product
representation of Khintchine (1938) and Shepp (1962). Because the quantification methodology relies
on the modification of the distribution of the basis risk, we demonstrate why random contractions
stand for a malleable class allowing to represent cases where the index over or underestimates the loss.
Therefore it is worth presenting the roles of both Y and S in the final shape of the distribution of X.
We first reexamine the distributional relation X =d SY in a general framework (Section 2.2.1). Next,
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we discuss the properties of unimodality (Section 2.2.2) and symmetry (Section 2.2.3) of this relation.
In this Section, we deal with a known Y . In the Appendix, we give some elementary results for the
case where X is known and we try to recover the distribution of Y hidden in it.

2.2.1 On the distribution of X =d SY

We will focus on two cases of interest in the following: first when the random scaling factor is uniform
on (−1, 1), then when it follows a scaled Beta distribution. In these two cases, we provide the general
form of the distribution of X when we know the ones of Y and of the scaling factor S.

Uniform scaling factor

As a first step, we are interested in generating an ideal case from the known random variable Y so that
the resulting basis is unimodal and symmetric. Based on the decomposition of unimodal distribution of
Khintchine (1938), Shepp (1962) showed that the distribution of X is symmetric when it is expressed
as X =d U1Y where U1 is uniform on (−1, 1), Y is non-negative and U1 and Y are independent (see
e.g. Dharmadhikari and Joag-Dev (1988), Theorem 1.5). This case is important in our work since it
corresponds to the typical case where the basis risk X has a symmetric unimodal distribution (normal,
for example).

When Y is known, the form of the scaling factor U1 directly leads to the distribution of the resulting
U1Y = X, given in Proposition 2.2.1. For a random variable X, denote by fX its probability density
function when it exits and by FX its cumulative distribution function.

Proposition 2.2.1. (directly adapted from Shepp’s decomposition) Let X =d U1Y where U1 is uniform
on (−1, 1), Y is non-negative and U1 and Y are independent. Then,

FX(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
x

∫ ∞

x

fY (y)

y
dy + FY (x) + 1

)
, x ≥ 0,

1

2

(
x

∫ ∞

−x

fY (y)

y
dy + (1− FY (−x))

)
, x ≤ 0.

(2.1)

Beta scaling factor

Instead of a uniform scaling U1, a direct extension consists in using a variable Ua uniform on the
interval (−a, a), a > 0. More generally, we can work with a scaling Sa defined on (−a, a) with a
scaled Beta distribution, also known as the translated Beta distribution or the four-parameter Beta
distribution, and which allows to enlarge the support (0, 1) of the usual Beta distribution; see e.g.
Hanson (1991) and Carnahan (1989). Even though the support of the scaling factor is enlarged to
(−a, a), the underlying motivation that drives the idea to consider a Beta scaling factor instead of a
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Uniform one follows actually from the extension to the unimodality of Khintchine (1938) into Beta-
unimodality (see e.g; Bertin et al. (2013)). Dealing with a translated Beta distribution is the natural
extension of the decomposition of Shepp (1962).

Specifically, Sa has a scaled Beta distribution with parameters α, β > 0 over (−a, a), denoted by
Sa ∼ Beta((−a, a), α, β), if

Sa =d 2aS̃ − a = a(2S̃ − 1), (2.2)

where S̃ ∼ Beta((0, 1), α, β) is the standard Beta distribution on (0, 1). So, Sa takes values in (−a, a),
its density is given by

f(x) =
(x+ a)α−1(a− x)β−1

B(α, β)(2a)α+β−1
, −a ≤ x ≤ a,

and its moments of Sa are easily obtained from (2.2).

Now, we want to see the effect of the scaling factor when we randomly scale the known Y . With Ua,
the distribution of X =d UaY is easily found. With Sa, this is not that simple. One case that works
well, however, is where (α, β) = (n,m) where n,m are two integers greater than 1. The proof of this
proposition is given in Appendix.

Proposition 2.2.2. Let Y and Sa ∼ Beta((−a, a), n,m), n,m being positive integers, Y and Sa being
independent and define X as X =d SaY . Then,

FX(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P(Sa ≤ 0) +
1

2n+m−1

n−1∑
k=0

(
n+m− 1

n− k − 1

)
P
(
S̃k+1Y ≤ x

a

)
, x ≥ 0,

1

2n+m−1

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

m− k − 1

)
P

(
Ŝk+1Y >

−x

a

)
, x ≤ 0,

(2.3)

where {
S̃k+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1,m),

Ŝk+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1, n).

Tail impact of the scaling

An interesting question is how the scaling factor S affects the tail distribution of X =d SY . In
particular, would it be possible, for example, for X to become light-tailed when Y is heavy-tailed? In
fact, this topic has been studied in many papers, including Embrechts and Goldie (1980), Cline and
Samorodnitsky (1994), Tang (2008), Hashorva and Pakes (2010) and Hashorva et al. (2010).

For the sake of brevity, we only mention one result here due to Cline and Samorodnitsky (1994).
Suppose that S has bounded support as considered above. Then, these authors proved (see their
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Corollary 2.5) that if FY is sub-exponential, then FX too. We recall that subexponential distributions
are a special class of heavy-tailed distributions which decrease more slowly than any exponential tail.
So, in a nutshell, the tail of X belongs to the same class as that of Y when S is bounded.

Another way to see the influence of S is to use the notion of stochastic orders. This is the subject of
Section 2.3.

2.2.2 On the unimodality of X =d SY

Let us examine the transfer of unimodality in a randomly scaled variable. In general, convolutions
of unimodal distributions are not unimodal. From this observation, Ibragimov (1956) defined the
following concept of strong unimodality: a variable A is strongly unimodal if the convolution of A

with any unimodal variable B is again unimodal. He proved that a strongly unimodal variable A is
absolutely continuous and its density fA is logconcave.

More recently, Cuculescu and Theodorescu (1998) introduced the concept of multiplicative strong
unimodality: a variable A is multiplicative strongly unimodal if the product AB with any independent
unimodal variable B is again unimodal. It is easily seen that all variables A unimodal at 0 are
multiplicative strong unimodal and the product AB with B independent unimodal is unimodal at
0. They proved an analogue of Ibragimov’s theorem stating that a variable A unimodal but not at
0 is multiplicative strongly unimodal iff it is one-sided and absolutely continuous and its density fA

satisfies fA(±et) logconcave where it does not vanish. Furthermore, any non-negative variable A is
multiplicative strongly unimodal iff logA is strongly unimodal.

From these results, we directly draw the following consequences.

Proposition 2.2.3. Take Y and S such that X =d SY is a randomly scaled variable.

(i) If S or Y is unimodal at 0, then X is unimodal at 0. In particular, it is true when X =d UaY .

(ii) If both S and Y are unimodal, and S or Y is multiplicative strongly unimodal, then X is unimodal.

Of course, unimodality is not always transferred. We give a simple illustration involving a scaled Beta
distribution.

Example. Consider the scaling factor S1 ∼ Beta((−1, 1), α, β). It is known (see e.g. Alimohammadi
et al. (2016)) that S1 is multiplicative strongly unimodal iff α > 0 and β ≥ 1. Under this condition,
by Proposition 2.2.3 (ii), X =d S1Y is unimodal when Y is unimodal.

Suppose now that the scaling factor is Ŝ1 ∼ Beta((−1, 1), α, β) with parameters α < 1 and β < 1.
Then X̂ = Ŝ1Y is no longer necessarily unimodal. Figure 21 represents the density of X (dashed black
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line) and X̂ (solid blue line) when Y ∼ Γ(4, 2), and S and Ŝ are Beta distributed with (α, β) = (2, 2)

and (0.2, 0.2), respectively. Note that Y is unimodal at 3/2 and multiplicative strongly unimodal, but
Ŝ is not unimodal. We see that the density of X̂ is bimodal, and not unimodal which is not surprising
by Proposition 2.2.3 (ii).
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Figure 21 – Densities of X (dashed black line) and X̂ (solid blue line) when Y ∼ Γ(4, 2), and S and Ŝ
∼ Beta((−1, 1), α, β) with (α, β) = (2, 2) and (0.2, 0.2), respectively.

Depending on the unimodality of S and Y , the resulting X = SY is not necessarily unimodal. For
example, in a dense urbanized area, the impact of a flood is very sensitive to its height. Specifically,
Sampson et al. (2014) indicate that the destruction rate for flood risk is usually given by a 01-inflated
Beta distribution, i.e. a destruction rate with a mass at 0, a mass at 1 and an intermediary range
drawn from a Beta distribution. The index can be well defined on average and at the scale of the
portfolio, but can poorly capture the variability of the loss in this precise dense urbanized area. If a
small flood occurs (small destruction rate due to the mass at 0), the index is likely to overestimate
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its impact. On the opposite, if a large flood occurs (large destruction rate due to the mass at 1), the
index will rather underestimate the loss. If Y represents the random exposure of this area, and if S is
the residual (positive or negative) destruction rate of the area emanating from the flood, the resulting
basis risk is likely to be bimodal in this example. In a radically different context, we point out that
inflated Beta distributions are also involved in credit default modeling; see e.g. Ospina and Ferrari
(2010).

Determining the mode of the resulting randomly scaled variable X is far from easy due to complicated
calculations. However, once the distribution of X is known, the mode can be quite easily obtained
numerically (see e.g. Sato (1987), Gavriliadis (2008)). We move on to the somewhat related question
of the symmetry of X.

2.2.3 On the symmetry of X =d SY

The malleability of random contractions also relies on the asymmetry of these random variables. As for
the unimodality, we highlight the role of Y and of S in the symmetry (or asymmetry) of the resulting
X = SY .

There exist several possible characterizations of symmetry. Two very intuitive definitions are as follows:
a variable A is symmetric about x0 when A− x0 =d x0 −A, or when its density satisfies fA(x0 + x) =

fA(x0 − x) for all x. In our situation, these definitions are not practical because the distribution of
X =d SY can be difficult to obtain.

Accordingly, we use an alternate definition of symmetry which uses the Mellin transform. This trans-
form is a key tool for studying the behavior of products of random variables, in particular their property
of symmetry. The reader is referred to the book by Galambos and Simonelli (2004) and e.g. to Si-
monelli (2001) and Hamedani and Volkmer (2003). For a nonnegative random variable A, the Mellin
transform of A is the integral, assumed finite,

MA(s) =

∫ +∞

0
xsdFA(x),

where s is a complex number. For an arbitrary variable A with A+ = max{A, 0} and A− = max{−A, 0}
its positive and negative parts, the Mellin transform of A is then defined as

MA(s) = MA+(s) + γMA−(s),

where γ is a formal indeterminate with γ2 = 1. This transform exists for all s in some complex strip
{s : a ≤ Re(s) ≤ b} where a ≤ 0 ≤ b.

Setting s = it with t real, the Mellin transform MA(t) uniquely determines its distribution of A.
Another nice property lies in the fact that the Mellin transform of the product of independent random
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variables is the product of their Mellin transforms. So, for a randomly scaled variable X =d SY ,

MX(s) = MS(s)MY (s) = [MS+(s) + γMS−(s)]MY (s).

Furthermore, it can be shown that A is symmetric about 0 iff MA+(s) = MA−(s) for all s in some strip
containing the imaginary axis (it is enough to consider s = it); see Galambos and Simonelli (2004),
page 29. Note that for X =d SY , the symmetry of X about 0 depends only on the distribution of S
since Y is non-negative. More precisely, we have the following result.

Proposition 2.2.4. X =d SY is symmetric about 0 iff S is symmetric about 0.

Proof. By definition, X is symmetric about 0 iff

0 = MX+(s)−MX−(s)

= [MS+(t)−MS−(s))]MY (s),

and thus when MS+(s) = MS−(s) as announced.

From Propositions 2.2.3 and 2.2.4, we have, for example, that
- if the scaling factor is Sa ∼ Beta((−a, a), α, α) with α ≥ 1, then Sa and X are unimodal and
symmetric about 0,
- if S is non-symmetric on (−a, a) and Y unimodal at 0 (such as an exponential), then X is unimodal
at 0 and non-symmetric about 0.

Knowing how the distribution of the product SY behaves when the scaling factor is modified is at
the basis of the quantification methodology. The next Section examines the way we use the available
information on S and on Y and the theory of s-convex orders to generate the extremal scenarios.

2.3 Convex ordering of randomly scaled relation

The theory of stochastic orders has a variety of uses in theoretical and applied probability, and especially
in actuarial science. Much of this theory can be found in the comprehensive books by Shaked and
Shanthikumar (2007) and Müller and Stoyan (2002). An important class of stochastic orders is provided
by the orders called s-convex, s positive integer, whose properties have been studied in depth by Denuit
et al. (1998, 1999). These orders are the key tool used in this section to compare randomly scaled
relations. For the sake of brevity, we will only recall a few elements on the s-convex orders when
necessary. The purpose of this section is twofold. It first extends the result given by Lefèvre et al.
(2020) on the transfer of orders s-convex in the case of random scaling relationships of Definition 2.1.1.
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Then, it provides the s-convex extremal distributions in this more general framework. The extrema
represent the worst possible scenarios based on partial information about the scaling factor S.

2.3.1 Transfer of s-convex orders

Let S be a subinterval of the real line R and, for s fixed positive integer, let US
s−cx be the class of

all s-convex functions φ : S → R. Convexity of higher degree is studied by e.g. Popoviciu (1942,
2013), Kuczma (2009), Rajba (2011). Recall that when differentiable (to simplify), φ s-convex means
that φ(s) ≥ 0 on S . The induced s-convex stochastic order is denoted by ≤S

s−cx. More precisely, any
two random variables X1, X2 with values in S satisfy X1 ≤S

s−cx X2 when E[φ(X1)] ≤ E[φ(X2)] for all
functions φ ∈ US

s−cx.

Consider the random variables S and Y in Definition 2.1.1, and define their supports as supp(S) =

[a, b] ⊂ R and supp(Y ) = D ⊆ R+ with ȳ = sup(D), y = inf(D). It is obvious that when X = SY ,
then supp(X) = A where

A =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(ay, bȳ) if 0 ≤ a < b < +∞,

(aȳ, bȳ) if a ≤ 0 < b < +∞,

(aȳ, by) if −∞ < a < b ≤ 0.

When two scaling factors S1, S2 are ordered in the s-convex sense, it is natural to wonder if this
stochastic order transfers to the corresponding randomly scaled variables X1, X2.

Proposition 2.3.1. Let X1 = S1Y and X2 = S2Y two randomly scaled variables. If S1 ≤[a,b]
s−cx S2,

then X1 ≤A
s−cx X2.

Proof. Since S1 ≤[a,b]
s−cx S2, we know that yS1 ≤[ya,yb]

s−cx yS2 for all y ≥ 0 (e.g. Denuit et al. (1998)). Thus,
for any function φ ∈ US

s−cx, we get

E[φ(X1)] =

∫ ∞

0
E[φ(yS1)]dFY (y)

≤
∫ ∞

0
E[φ(yS2)]dFY (y) = E[φ(X2)],

using the independence between Y and S1, S2. This means that X1 ≤A
s−cx X2.

Clearly, Proposition 2.3.1 still holds when the roles of S and Y are reversed, i.e. when the starting
order is on Y instead of S. This is the case usually discussed in the papers on unimodality (e.g. Denuit
et al. (1998, 1999), Brockett et al. (2016), Lefèvre et al. (2020)). A similar result is also valid when
the scaling relations are defined from two random variables Y1, Y2 which are identically distributed.
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Proposition 2.3.1 can be taken a step further by considering a product of random scaling factors. An
interesting application is in finance or insurance when assets are valued over several periods. In this
spirit, let us cite Courtois and Denuit (2008) who derives convex bounds on an iterative process used
for pricing options. For our framework, consider on a horizon n successive random discount rates Zj ,
j = 1, . . . , n. The comparison of quantities like E(Z1 . . . ZnS) for two different distributions of S is
a subject of obvious interest. In fact, Proposition 2.3.1 extends directly as long as (Z1, . . . , Zn) is
independent of (S1, S2).

2.3.2 Construction of s-convex extrema

Convex ordering results can be used to derive convex extrema for random variables. Remember that a
s-convex order between two variables implies that both have the same first s− 1 moments. Thus, the
s-convex extrema for a random variable X of support A must belong to the space of random variables,
denoted B(A ; ν1, . . . , νs−1), with support A and first s − 1 moments νk = E(Xk), k = 1, . . . , s − 1.
Specifically, the s-convex minimum and maximum, denoted X

(s)
min and X

(s)
max, are such that X(s)

min ≤s−cx

X ≤s−cx X
(s)
max for all X ∈ B(A ; ν1, . . . , νs−1).

As s-convex orders are transferable from S to X, this is also the case for the s-convex extrema. These
extrema then allow us to bound expectations E[φ(X)] when φ ∈ UA

s−cx.

Proposition 2.3.2. Let X = SY be a randomly scaled variable, and suppose that the distribution of
Y is given. If S ∈ B([a, b]; ρ1, ..., ρs−1) and Y ∈ B(D ;μ1, ..., μs−1), then X ∈ B(A ; ν1, ..., νs−1) where

νk = ρk μk, k = 1, . . . , s− 1, (2.4)

and the s-convex extrema for X are obtained from those of S by

X
(s)
min = S

(s)
minY, and X(s)

max = S(s)
maxY. (2.5)

Proof. The relations (2.4) follow from the independence between S and Y . The extrema (2.5) are a
direct consequence of Proposition 2.3.1.

Thus, the s-convex extrema of any randomly scaled variable X are obtained in two steps. First, the
extrema for the random scaling factor S are determined by applying the results given in Denuit et al.
(1999, 2000), provided that the first s − 1 moments ρk are known. Second, the extrema for X are
obtained by multiplying the previous extrema by the random variable Y . For s = 1, . . . , 4, the extrema
in question can be easily written explicitly but they are omitted for the sake of brevity.
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In fact, Proposition 2.3.2 only requires the variable Y for its first s − 1 moments μk. So, concerning
the maximum, we can also write that

X ≤A
s−cx

{
S(s)
maxY

SY (s)
max

≤A
s−cx S(s)

maxY
(s)
max ≤A

s−cx X̃(s)
max,

where X̃
(s)
max is the general s-convex maximum in B(A ; ν1, ..., νs−1).

2.3.3 Comparison of s-convex extrema

The s-convex extremal distribution on the scaling factor S corresponds to the worst possible scenario
of order s in our quantification of basis risk. A priori, it is expected that the scenarios can be compared
based on the information available. For example, since the 2-convex extrema uses only the first moment
while the 3-convex extrema uses the first two moments, the 3-convex worst case scenario should be less
severe than for 2-convex. We discuss this point below in the case of the maximum.

Let X be an arbitrary random variable in B(A ; ν1, . . . , νs−1), s ≥ 4 (not necessarily randomly scaled).
By definition, X(3)

max ∈ B(A ; ν1, ν2) ⊂ B(A , ν1), so that for any function φ ∈ U A
2−cx, both iequalities

E[φ(X(3)
max)] ≤ E[φ(X(2)

max)] and E[φ(X)] ≤ E[φ(X(2)
max)] hold. However, there is no guarantee trhat the

sequence of inequalities E[φ(X)] ≤ E[φ(X(3)
max)] ≤ E[φ(X(2)

max)] is satisfied; an illustrative example is
given in Lefèvre et al. (2020). Still, in our framework, such a sequence of inequalities should be able
to be true for some class of functions φ.

Formally, since B(A ; ν1, . . . , νs−1) ⊆ B(A ; ν1, . . . , νs−2), then X
(s)
max ≤(s−1)−cx X

(s−1)
max , and applying

the same reasoning,

X ≤s−cx X(s)
max ≤(s−1)−cx X(s−1)

max ≤(s−2)−cx≤ . . . ≤2−cx X(2)
max,

which can be rewritten as

E[φs(X)] ≤ E[φs(X
(s)
max)] ≤ E[φs−1(X

(s−1)
max )] ≤ . . . ≤ E[φ2(X

(2)
max)], (2.6)

for all function φk ∈ U A
k−cx, k = 2, . . . , s. The functions φk in (2.6) generally differ from each other.

An exception where all φk can be taken identical (= φ say) occurs if φ is s-increasing convex on A ,
i.e. φ is k-convex for all k = 2, . . . , s. When differentiable (to simplify), this means that φ(k) ≥ 0 on
A , 2 ≤ k ≤ s. The class of such functions is denoted UA

(2,s)−icx where the indices (2, s) remind that
the k-convexity is required for k ranging from 2 to s. The induced (2, s)-increasing convex stochastic
order is denoted by ≤A

(2,s)−icx.

Proposition 2.3.3. Let X ∈ B(A ; ν1, . . . , νs−1), not necessarily randomly scaled. Then, for all func-
tions φ ∈ U A

(2,s)−icx,

E[φ(X)] ≤ E[φ(X(s)
max)] ≤ E[φ(X(s−1)

max )] ≤ . . . ≤ E[φ(X(2)
max)], (2.7)
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in other words,

X ≤(2,s)−icx X(s)
max ≤(2,s)−icx X(s−1)

max ≤(2,s)−icx≤ . . . ≤(2,s)−icx X(2)
max.

Proof. By definition of X, X(s)
max and φ, we have E[φ(X)] ≤ E[φ(X(s)

max)]. Moreover, X(s)
max ∈ B(A , ν1, . . . , νs−1) ⊆

B(A , ν1, . . . , νs−2), so that E[φ(X(s)
max)] ≤ E[φ(X(s−1)

max )]. Therefore, we deduce that E[φ(X)] ≤ E[φ(X(s)
max)] ≤

E[φ(X(s−1)
max )]. By iteration, we obtain the desired sequence of inequalities (2.7).

In the literature, it is usual to speak of a function which is k-convex for all k = 1, . . . , s as being a
function s-increasing convex or s-monotone (see e.g. Popoviciu (1942), Williamson (1956), Maksa and
Páles (2009), McNeil and Nešlehová (2009)). The class of these functions, denoted U A

s−icx, will also be
useful later. It can be characterized as follows when A admits a finite left end point, a say. For k ≥ s,
define a function ϕk by

ϕk(x) =
s−1∑
j=0

γj(x− a)j +
k−s∑
j=0

βj(x− tj)
s−1
+ , x ∈ IR, (2.8)

where the coefficients γj and βj are non-negative constants, and t0 < t1 < . . . < tk−s ∈ A . Then, every
φ ∈ U A

s−icx is the uniform limit of a sequence of functions ϕk of the form (2.8) as k → ∞ (Popoviciu
(1942), Theorem 8). We will also consider the induced stochastic order ≤A

s−icx, called s-increasing
convex and studied e.g. by Lefèvre and Utev (1996) and Denuit et al. (1998).

The fact that the k-convex maxima, 2 ≤ k ≤ s, can be ordered in the same (2, s)-increasing convex order
is called the severity requirement. We therefore require that the worst scenarios be sorted according
to their risk. Sections 2.4 and 2.5 relate to the next two steps to quantify the basis risk.

2.4 Quantifying two-sided basis risk

Our method aims to measure the impact of basis risk using a fairly general class of penalty functions.
One advantage of these penalties is to incorporate the ratio between the size of the uncertainty and
the size of the index.

2.4.1 Motivation

According to Lefèvre et al. (2020), a penalty function is useful to aggravate the consequences of a large
difference between the actual loss and the value of the index. Thus, a suitable penalty function should
transform a linear impact into a convex one. For clarity, we begin by presenting a penalty function
similar to the one proposed in that paper.
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The basis risk being bilateral, we define two functions to measure the consequences of uncertainty. On
the one hand, a negative basis risk is taken into account via a positive function f defined by

f : R → R+ : x →
{
a1x+ a2x

2 if x ≤ 0,

0 if x ≥ 0,
(2.9)

where the coefficients verify a1 ≤ 0 and a2 ≥ 0. Thus, f(x) is a polynomial of degree 2 which is
decreasing convex in x. On the other hand, a positive basis risk is taken into account via a positive
function φn defined by

φn : R → R+ : x →
{
0 if x ≤ 0,

φn(x) if x ≥ 0,
(2.10)

where φn ∈ U
R+

n−icx for some positive integer n, i.e. φn is a uniform limit of functions given in (2.8) for
s = n. Thanks to the exponent n, φn is able to aggravate the consequences of a positive uncertainty.
When the basis risk is 0, we have of course f(0) = φn(0) = 0.

Definition 2.4.1. (Initial penalty function)
Let f and φn be the measurement functions gien by (2.9) and (2.10). A function gn : R → R+ is an
initial penalty function if it can be written as

gn(x) = f(x) + φn(x), x ∈ IR. (2.11)

Note from (2.11) that the function gn is k convex for 2 ≤ k ≤ n, i.e. gn ∈ U
R+

(2,n)−icx as desired in
Section 2.3.3. When n = 1, φ1 is only increasing and f is decreasing: g1 = f + φ1 is convex (but not
necessarily differentiable).

For example, the function gn defined by

gn(x) = |x|+ (x− d)n−1
+ , x ∈ R, (2.12)

for some parameter d, fulfills the conditions of an initial penalty function. By the term |x|, it takes
into account symmetrically the negative and positive values of uncertainty. By the term (x − d)n−1

+ ,
it implies a critical level d such that if the uncertainty is greater than d, the consequences of the basis
risk worsen considerably (depending on the value of n).

The penalty function (2.12) focuses on the size of the uncertainty but without looking at the size of
the index. This may not be very representative of reality. So, consider a loss of L = 200 and an index
of Z = 100, which gives X = 100 and the penalty gn(100). In parallel, consider this time L = 200, 000

and Z = 199, 900, so that X = 100 and the penalty has the same amount gn(100). However, the
difference X = 100 corresponds to the size of the index in the first case but only 0.05% of the index in
the second case. Thus, it seems natural that a penalty function relates the size of the uncertainty to
the size of the index.
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2.4.2 Generalized penalty function

To this end, we assume that there is a threshold r > 0 for the value of basis risk relative to the value
of the index in the following sense. Let x ∈ IR be the size of the uncertainty and z ∈ IR+ the size
of the index. This threshold r represents the maximum acceptable level for the ratio x/z. When the
ratio x/z is less than r, the basis risk is carried over as is. On the contrary, when the ratio is greater
than r, its consequences are amplified by a factor hn(x/z) > 1.

Formally, we introduce a continuous function hn : R → [1,∞) : x/z → hn(x/z) which satisfies the
conditions

hn(x/z) = 1 for x/z ≤ r, hn(x/z) > 1 for x/z > r,

and hn ∈ U
R+

n−icx for some positive integer n. (2.13)

In very simplified terms, the conditions (2.13) indicate that the higher the ratio, the greater the
consequences.

For example, a simple possible function hn is

hn(x/z) = 1 + (x/z − r)n−1
+ , x/z ∈ R. (2.14)

We are now ready to define a generalized penalty function ξn.

Definition 2.4.2. (Generalized penalty function)
Let gn be an initial penalty function (2.11), and hn an impact function satisfying (2.13). A function
ξn : R2 → R+ : (x, x/z) → ξ(x, x/z) is a generalized penalty function if it can be written as

ξn(x, x/z) = hn(x/z) gn(x), x, x/z ∈ R. (2.15)

Thus, the impact function hn behaves as a multiplicative factor which increases the initial consequences
of the basis risk. This factor has an amplifying effect only if the relative size of the uncertainty exceeds
a critical level r (if r → ∞, ξn = gn). For example, combining (2.12) and (2.14) yields

ξn(x, x/z) = [|x|+ (x− d)n−1
+ ][1 + (x/z − r)n−1

+ ], x, x/z ∈ R. (2.16)

Note that hn and φn are both increasing convex with the same degree n. This is not mandatory and is
done only to simplify the presentation. It is now important to look at the degree of convexity involved
for ξn.

Proposition 2.4.1. For any given index value z, the function ξn(x) ≡ ξn(x, x/z) belongs to U
R+

(2,n)−icx.
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Proof. From (2.15), r > 0 and the definitions of gn, hn, the penalty function ξn is given by

ξn(x) = f(x) + hn(x/z)φn(x), x, x/z ∈ R. (2.17)

Thus, to get the announced result, it suffices to establish that in (2.17), the product hn(x/z)φn(x) is
n-increasing in x.

Let us show that if two positive functions h, l ∈ U A
s−icx, then their product h.l ∈ U A

s−icx. This
implication is known (see e.g. Popoviciu (2013)) but its proof is briefly sketched below. First, recall
the definition of a k-convex function h in terms of its k-th divided differences, namely [x0, . . . , xk;h] ≥ 0

for any distinct points x0, . . . , xk ∈ A . Now, the k-th divided differences of h.l can be expanded as

[x0, . . . , xk;h.l] =

k∑
k=0

[x0, . . . , xk−j ;h][xk−j , . . . , xs; l].

By assumption, the functions h, l are positive and ∈ U A
s−icx (i.e. k-convex for 1 ≤ k ≤ s). Thus, we may

assert that [x0, . . . , xs−k; f ] ≥ 0 and [xs−k, . . . , xs;φ] ≥ 0 for 0 ≤ k ≤ s, so that [x0, . . . , xs;h.l] ≥ 0.
Note that for k > s,

[x0, . . . , xk;h.l] = [x0, . . . , xk;h]l(xk) +
k∑

j=1

[x0, . . . , xk−j ;h][xk−j , . . . , xk; l],

but the sign of [x0, . . . , xk; f ] being unknwon this time, the same conclusion does not hold.

2.4.3 Basis risk measure in worst case scenarios

We must now quantify the consequences of the basis risk X in each worst case scenario. For this, we
calculate the (positive) measure associated with X, denoted Cn ≡ Cn(X), which corresponds to the
average value of the generalized penalty (2.15) for X, i.e. Cn = E[ξn(X,X/Z)]. Note that for Z fixed,
Cn(X) is convex in X.

Since X =d SY , let us first return to the extrema for the random scaling factor S of support [a, b].
The s-convex extremal distributions are known to be atomic, with a distinction between the even
degrees (s = 2k) and odd (s = 2k + 1) (Denuit et al. (1999)). In B2k([a, b], ρ1, . . . , ρ2k−1), S

(2k)
min

has k support points θ1 < . . . < θk with masses q1, . . . , qk, while S
(2k)
max has k + 1 support points

a < θ1 < . . . < θk−1 < b with masses pa, q1, . . . , qk−1, pb. In B2k+1([a, b], ρ1, . . . , ρ2k), S
(2k+1)
min has k + 1

support points a < θ1 < . . . < θk with positive masses pa, q1, . . . , qk, while S
(2k+1)
max has k + 1 support

points θ1 < . . . < θk < b with masses q1, . . . , qk, pb. All these points and masses are determined by
solving certain matricial equations not recalled here.

Now, applying Proposition 2.3.2 directly provides the s-convex extrema for the basis risk X of support
A . Since the penalty ξn is (2, n)-increasing convex, we can deduce the corresponding extremal risk
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measures as being Cn(X
(s)
min) and Cn(X

(s)
max) when n ≥ s. Moreover, Proposition 2.3.3 holds and the

severity requirement is fulfilled. This result is given below for the maximum and with s = 2, 3, 4.

Proposition 2.4.2. Let Cn be the expectation of the generalized penalty function (2.15). For s = 2, 3, 4

and n ≥ s,

Cn(X
(2)
max) =

b− ρ1
b− a

Cn(aY ) +
ρ1 − a

b− a
Cn(bY ),

Cn(X
(3)
max) =

(b− ρ1)
2

(b− ρ1)2 + ρ2 − ρ21
Cn(θ1Y ) +

ρ2 − ρ21
(b− ρ1)2 + ρ2 − ρ21

Cn(bY ),

where θ1 = ρ1 − (ρ2 − ρ21)/(b− ρ1), and

Cn(X
(4)
max) = paCn(aY ) + q1Cn(θ̃1Y ) + pbCn(bY ),

where θ̃1 = [ρ3 − ρ2(a+ b) + abρ1]/[ρ2 − ρ1(a+ b) + ab], and

q1 =
(ρ2 − ρ1(a+ b) + ab)3

(ρ3 − ρ2(2a+ b) + ρ1(2ab+ a2) + a2b)(ρ3 − ρ2(a+ 2b) + ρ1(2ab+ b2) + ab2)
,

pa =
b− μ1 − q1(b− x)

b− a
, pb = 1− pa − q1.

In addition, for X ∈ B(A ; ν1, ν2, ν3) and n ≥ 4,

Cn(X) ≤ Cn(X
(4)
max) ≤ Cn(X

(3)
max) ≤ Cn(X

(2)
max).

2.5 Determining basis risk limits and budget

Our method allows to derive the limits of the basis risk when a given budget is available. These
limits correspond to the maximum acceptable uncertainty window and will be determined using the
previous basis risk measure associated with a certain penalty function. The reciprocal question is also
interesting, i.e. the determination of the required budget taking into account an acceptable threshold
for the basis risk.

2.5.1 Allowable limits for basis risk

The basis risk budget is the monetary amount that makes it possible to deal with the consequences
of basis risk as measured before. Consider that the entity facing basis risk is able to define a budget
π > 0 based on an Enterprise Risk Management criterion, for example risk appetite. The basis risk
limits are represented by the extreme values taken by the scaling factor. Hereafter, we will assume
that S ≡ S(a) ∈ B((−a, a), ρ1, . . . , ρs−1), s ≥ 1, where a > 0 thus specifies the range of S(a).

Now, for scenario s, the basis risk limits are given through the value of the parameter a, denoted a(s),
such that

Cn[X
(s)
max(a

(s))] = π, (2.18)
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where X
(s)
max(a) = S

(s)
max(a)Y (in obvious notation).

By choosing this value a(s), we fully manage the weight of uncertainty in the size of the ultimate loss.

The basis risk budget provides us with a criterion for selecting an index. To this end, we introduce the
probability that the ratio between the value Y of the uncertainty and the value Z of the index exceeds
a predefined level l > 0, i.e.

P[S(a)Y/Z > l] ≡ hl(a). (2.19)

Typically, l will be identical to r, the threshold used in the definition of the generalized penalty function
(2.13). Let us fix this probability to the value γ where γ will be small in practice. Given a fixed basis
risk budget, we first solve (2.18) to get a value a(s) for scenario s. Then, we calculate from (2.19) the
associated probability γ(s) by

γ(s) = hl(a
(s)). (2.20)

So, if γ(s) given by (2.20) is not satisfactory for the basis risk carrier, then a feasible solution is to
change the index Z.

2.5.2 Budget required for basis risk

Consider the inverse problem of determining the basis risk budget from an acceptable risk threshold.
More precisely, we fix the probability γ defined in (2.19), then we derive the basis risk limits and the
associated budget required.

Define the variable V (a) = [S(a) + a]/2a, which has values in (0, 1), and let fY/Z be the density of the
ratio of the uncertainty to the index. For any l > 0, we have

hl(a) ≡ P[S(a)Y/Z > l] =

∫ ∞

l/a
P[V (a) > (1 + l/at)/2]fY/Z(t)dt. (2.21)

Lemma 2.5.1. The function hl(a) is continuous, non-decreasing and tends to

h(∞) ≡ lim
a→+∞P(V (a) > 1/2), (2.22)

independently of l, providing the limit exists.

Proof. The continuity of hl is straightforward. Set ã = a + ε with ε > 0, and take t ≥ l/ã. Since
t/ã < t/a and l/ãt < l/at, we get from (2.21)

hl(ã) =

∫ ∞

l/ã
P[V (a) > (1 + l/ãt)/2]fY/Z(t)dt ≥

∫ ∞

l/a
P[V (a) > (1 + l/ãt)/2]fY/Z(t)dt

≥
∫ ∞

l/a
P[V (a) > (1 + l/at)/2]fY/Z(t)dt = hl(a),

i.e. hl is non-decreasing. The horizontal asymptote, if it exists, is obviously given by (2.22).
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Thus, the (possibly generalized) inverse of the function hl is well defined. Assuming that (2.22) holds,
we choose γ (small) in the range (0, h(∞)) and can then determine a value â such that

â = h−1
l (γ). (2.23)

In other words, solving (2.23) gives the basis risk limit induced by the parameter γ.

For each scenario s, we now deduce the corresponding basis risk budget π
(s)
γ as

π(s)
γ = Cn[X

(s)
max(â)]. (2.24)

The budget (2.24) leads to affordable consequences of basis risk, that is, uncertainties that do not
weigh more than l times the size of the index in the total losses, with a chosen probability γ. Clearly,
this also makes it possible to select sufficiently efficient indices.

2.6 Illustration of the methodology

In this Section, we apply the proposed methodology by first identifying the s-convex extrema for the
basis risk, then choosing a generalized penalty function and finally solving the two previous problems
of limits and budget.

To emphasize the importance of the sizes of the uncertainty and the index, we consider three different
situations for the underlying variable Y . Given an index Z, we suppose that (i) Y = Z, (ii) Y =√
Z, or (iii) Y = Z̃ where Z̃ is an independent copy of Z. In cases (i) and (ii), the basis risk is

correlated with the indemnity triggered by the index. Case (ii) corresponds to a particular case where
the loss amplification only affects a portion of the loss, correlated and smaller than the index-based
loss. In particular with Sa as random scaling factor we have in case (i) Cov(Z, SZ) = σ2

ZE[Sa] and
Cov(Z, S

√
Z) = (E[Z3/2]− E[Z]3/2)E[Sa]. The covariance only depends on the parameters α and β of

the scaling factor Sa. In case (iii), Cov(Z, SZ̃) = 0. These three cases correspond to unimodal and
symmetric basis risk when α = β. By considering several values for these parameters, we generate
more or less favorable configurations of basis risk.

Thus, in cases (i) and (ii), the basis risk X =d SY depends on the index Z, unlike in case (iii). Note
that in case (i), the loss simply becomes L = X + Z = (S + 1)Z, i.e. L is a randomly scaled variable.

Moreover, we want to discuss the two situations where the index Z has light or heavy tailed distri-
butions. To this end, we take for Z a Gamma distribution Z ∼ Γ(κ, η) with κ, η > 0, of density
f(x) = (ηκ/Γ(κ))xκ−1 exp(−ηx), x > 0, or a Pareto distribution Z ∼ P (ω, ζ) with ω, ζ > 0, of density
f(x) = ζωζ/xζ+1, x > ω.

For the scaling factor S, we choose a uniform or scaled Beta distribution on (−a, a). It is denoted by
Ua or Sa(α, β) ∼ Beta((−a, a), α, β), respectively.
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As a generalized penalty function, we take a slight variant of (2.16) defined by

ξn(x, x/z) = (x− d)n−1
+ [1 + (x/z − r)n−1

+ ], x, x/z ∈ R.

The basis risk measure is Cn(X) = E[ξn(X,X/Z)]. Its value in worst case scenarios is given by
Proposition 2.4.2 for s = 2, 3, 4 and n ≥ s. This requires to calculate Cn(cY ) where c = a, b, θ1, θ̃1,
i.e.

Cn(cY ) = E{(cY − d)n−1
+ [1 + (cY/Z − r)n−1

+ ]}.
The expression of Cn(cY ) is given in Appendix for the cases (i), (ii), (iii) and when Z is either Gamma
or Pareto distributed.

For this situation, the probability hl(a) defined in (2.19) can also be determined rather easily when the
scaling factor is a variable Ua uniform over (−a, a). However, there is no particularly simple expression
when the scaling factor is of type Beta.

Proposition 2.6.1. Suppose that S =d Ua. Then, the probability hl(a), for l > 0, is given by
(i) when Y = Z,

hl(a) = (a− l)+/2a;

(ii) when Y =
√
Z, and if Z ∼ Γ(κ, η),

hl(a) =
1

2
P[Z < (a/l)2]− l

2a

Γ(κ+ 1/2)

η1/2Γ(κ)
P[Zκ+1/2 < (a/l)2],

where Zκ+1/2 ∼ Γ(κ+ 1/2, η), while if Z ∼ P (ω, ζ) with ω > 1/2,

hl(a) =
1

2

(
1− ωζ [ω ∨ (a/l)2]−ζ

)
− lζωζ

2a(ζ − 1/2)

(
ω1/2−ζ − [ω ∨ (a/l)2]1/2−ζ

)
;

(iii) when Y = Z̃, Z̃ being an independent copy of Z, and if Z ∼ Γ(κ, η) with κ > 1,

hl(a) =
1

2
P(Z̃/Z > l/a)− l

2a

Γ(κ− 1)Γ(κ+ 1)

Γ(κ)2
P(Z̃κ−1/Zκ+1 > l/a),

where Z̃κ−1 ∼ Γ(κ− 1, η), Zκ+1 ∼ Γ(κ+ 1, η), while if Z ∼ P (ω, ζ),

hl(a) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

4(ζ + 1)
(a/l)ζ , if l ≥ a,

1

2
− lζ2

2a(ζ2 − 1)
+

1

4(ζ − 1)
(l/a)ζ , if l < a.

2.6.1 Light tailed index distribution

We start by considering a light tailed distribution for the index Z. For example, choose Z ∼ Γ(κ =

5, η = 2). Then, we take n = 4, so that ξn is 4-increasing convex, and we set r = l = 0.05 and
d = 0.1E(Z) = 0.25.
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Figure 22 shows the graph of C4[X
(s)
max(a)] in case (i) as a function of a, for the three scenarios s = 2

(solid line), s = 3 (dashed line), s = 4 (dotted line), and when the scaling factor is Sa(1, 4) (top left),
Sa(4, 1) (top right), Ua (bottom left), Sa(0.5, 0.5) (bottom right). As expected, the more moments there
are, the sharper the boundaries, i.e. the solid curve is always above the dashed line which is itself above
the dotted line. Moreover, we see that the bounds with Sa(4, 1) take the largest values. The reason is
that the basis risk X =d Sa(4, 1)Y has a non-symmetric distribution shifted to the right with a positive
mode, thus increasing the size of the uncertainty. On the contrary, X =d Sa(1, 4)Y has a non-symmetric
distribution shifted to the left with a negative mode, which leads to lower bounds. We also observe
that the factors Ua and Sa(0.5, 0.5) give comparable results. In fact, E(Ua) = E(Sa(0.5, 0.5)) = 0 so
that the 2-convex bounds are the same.
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Figure 22 – Graphs of C4[X
(s)
max(a)] when Z ∼ Γ(5, 2) in case (i), for s = 2 (solid line), s = 3 (dashed

line), s = 4 (dotted line) and with S ∼ Sa(1, 4) (top left), Sa(4, 1) (top right), Ua (bottom left),
Sa(0.5, 0.5) (bottom right).
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Let us focus on the two scaling factors Ua and Sa(4, 1). Suppose that the budget is π = 0.25E(Z) =

0.625. Table 21 provides the basis risk limits a(s) calculated from (2.18) in cases (i), (ii), (iii), for the
three scenarios s = 2, 3, 4.

Ua Sa(4, 1)

s-cx orders Y = Z Y =
√
Z Y = Z̃ Y = Z Y =

√
Z Y = Z̃

2 0.4254 0.7950 0.3405 0.3752 0.7053 0.3117
3 0.5121 0.9483 0.3867 0.4497 0.8392 0.3546
4 0.5701 1.0496 0.4158 0.4657 0.8693 0.3653

Table 21 – Basis risk limits a(s) when Z ∼ Γ(5, 2) in cases (i), (ii), (iii), for s = 2,3,4, with π = 0.625
and S ∼ Ua or Sa(4, 1).

Note that in each case, a(s) increases with s, the order of convexity. This is explained by the amount of
information available, i.e. the number of moments used to calculate the s-convex extrema. The higher
the convex order s, the more information there is, and therefore the geater the limit a(s) for a given
basis risk budget. Moreover, for any fixed scenario s, case (iii) leads to the lowest value for a(s) and
case (ii) to the highest. This can be partially explained by the fact P(

√
Z > x) ≤ P(Z > x) for x ≥ 1.

We also underline that case (iii) highlights the importance of having taken into account the ratio X/Z

(instead of X). Indeed, it is obvious that E[gn(Z)] = E[gn(Z̃)] when gn(x) = (x − c)n−1
+ , so that the

cases (i) and (iii) are then equivalent. However, from the ERM perspective adopted here, these two
cases no longer have the same consequences.

Conversely, suppose that the probability (2.19) is given by γ = 0.05. Table 22 presents the resulting
basis risk limits â calculated from (2.23) in cases (i), (ii), (iii), when S ∼ Ua.

Y = Z Y =
√
Z Y = Z̃

â 0.0555 0.07881 0.03679

Table 22 – Basis risk limits â when Z ∼ Γ(5, 2) in cases (i), (ii), (iii), with γ = 0.05 and S ∼ Ua.

The corresponding basis risk budget π
(s)
γ is provided by (2.24). Clearly, small values of γ gives small

values of â and therefore small values of π
(s)
γ . By Propositions 2.3.3 and 2.4.1, π(s)

γ decreases when
the convex order s increases. So, in case i) for s = 2, 3, 4, we obtain π

(s)
γ = 10.8429/106, 5.4214/106,

3.6143/106, respectively.

2.6.2 Heavy tailed index distribution

We continue by considering a heavy tailed distribution for the index Z. For example, choose Z ∼
P (ω, ζ). The expectation Cn(cY ) in cases (i), (ii), (iii) is guaranteed for ζ > n− 1, ζ > (n− 1)/2 and
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ζ > 2(n − 1), respectively (see Appendix). So, for n = 4, the condition in case (iii) is that the first 6

moments of Z exist, which is a constraining assumption. For this reason, we suppose that 2 < ζ < 4

so that only n = 2 is allowed. In this case, the generalized penalty function is 2-convex, thus only the
2-convex bound can be calculated.

Consider again the two scaling factors Ua and Sa(4, 1). Table 23 gives the basis risk limits a(2) in case (i),
(ii), (iii) for Z ∼ P (ω = 1, ζ = 2.8), when r = 0.05, d = 0.1E(Z) = 0.1556 and π = 0.25E(Z) = 0.3889.

Ua Sa(4, 1)

s-cx order Y = Z Y =
√
Z Y = Z̃ Y = Z Y =

√
Z Y = Z̃

2 0.5212 0.7850 0.4330 0.4406 0.6787 0.3628

Table 23 – Basis risk limits a(2) when Z ∼ P (1, 2.8) in cases (i), (ii), (iii), with π = 0.3889 and S ∼ Ua

or Sa(4, 1).

As before, we see that the penalization of the ratio Y/Z plays a key role in determining the basis risk
limits. The uncertainty in case (iii) is clearly smaller than that of case (i). In addition, case (ii) is the
one where the ratio is the smallest, making the overall penalty less severe and leading to an increase
in the basis risk limits.

In summary. We have presented a methodology to quantify the basis risk inherent in an index-based
insurance transactions. The methodology is based on worst case scenario approach which is motivated
by the regulatory authorities. The consequences of basis risk are measured using penalty functions
which are built to reflect the risk appetite of the protection buyer. Finally, the basis risk limits as well
as the required budget are deducted. This budget represents the price of the average consequences of
a mismatch between the value taken by the index and the actual loss incurred. If the cost of basis
risk exceeds the budget allocated to this risk, then the purchase of the index-based protection has to
be overseen by the risk committee or by the board. In light of the recommendations of the regulatory
authorities, the materiality of the basis risk can be examined thanks to our methodology.

To close, it could be interesting to relax the assumption that the scaling factor and the scaled factor
are independent; this is left for further research.
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Appendix

Complements to Section 2.2: from X to Y

In Section 2.2, we assume that Y is known, and we obtain the distribution of the resulting X = SY ,
for different scaling factors S. Here, we rapidly present the reverse problem, by assuming X is known.
We provide two side results which give the distribution of Y hidden in X.

Proposition 2.6.2. Let X be unimodal and symmetric. Then X = U1Y and

FY (x) = 2FX(x)− 1− 2xfX(x), x ≥ 0. (2.25)

Proof. When X is known to be symmetric and unimodal, then From (2.1) for x ≥ 0, we have∫ ∞

x

fY (y)

y
dy =

2FX(x)

x
− 1

x
− FY (x)

x
. (2.26)

By differentiating (2.26) with respect to x, we then obtain the announced result.

For example, if X is normally distributed with mean 0 and variance σ2, the density of Y is as follows.

Example. Let X ∼ N (0, σ2). Thus, its distribution can be represented as X =d U1Y . From (2.25),
the density of Y is then given by

fY (x) =
2x2

σ3
√
2π

exp

(
− x2

2σ2

)
, x ≥ 0.

When X is symmetric about 0, the Mellin transform of Y can be easily recovered. Again, the distri-
bution of Y hidden in an observed X can be obtain as follows.

Proposition 2.6.3. If X =d SY is symmetric about 0, then

MY (s) = MX+(s)/MS+(s).

Proof. Since X is symmetric by assumption, S too by Proposition 2.2.4. Therefore, MX(s) =

MX+(s)(1 + γ) and MS(s) = MS+(s)(1 + γ). It now suffices to use the independence between S

and Y .

Example. Let us return to X ∼ N (0, σ2). By definition, X and U1 are symmetric about 0. A simple
calculation shows that for Re(s) > −1,

MX+(s) =
σs2(s−1)/2

√
2π

Γ

(
s+ 1

2

)
, and MU+

1
(s) =

1

2(s+ 1)
.
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From Proposition 2.6.3, the Mellin transform of Y is then given by

MY (s) =
σs2(s+1)/2(s+ 1)√

2π
Γ

(
s+ 1

2

)
.

Using a well-known formula, MY (s) can be reversed to provide the density fY (x) obtained before.

Proof of Proposition 2.2.2. As a preliminary, consider a Beta-unimodal variable X =d SY , i.e.
when S ∼ Beta((0, 1), α, β) and Y a non-negative variable independent of S. Then, the distribution
function of X can be expressed as follows (see Pakes and Navarro (2007)):

P(X ≤ x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)
xα(Iβφα+β)(x), (2.27)

where the function φα+β is linked to FY by

φα+β(t) = FY (t)t
−α−β ,

and the function Iβφα+β is defined as

(Iβφα+β)(x) =
1

Γ(β)

∫ ∞

x
(t− x)β−1φα+β(t)dt,

which corresponds to the Weyl fractional integral of φα+β (e.g. Miller and Ross (1993), Debnath and
Bhatta (2006)). In addition, the survival distribution of X has an expression similar to (2.27) but in
which the function φα+β(t) is replaced by the function φ̄α+β(t) = F̄Y (t)t

−α−β .

Now, let X =d SaY where Sa ∼ B((−a, a), n,m), n,m being positive integers. First, take x ≥ 0.
Obviously,

P(X ≤ x) = P(Sa ≤ 0) +

∫ a

0
P(Y ≤ x/u)fSa(u)du. (2.28)

Denoting by Ia the integral in (2.28), we get

Ia =
Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)(2a)m+n−1

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−k−1

∫ a

0
FY (x/u)u

k(a− u)m−1du

=
Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)(2a)m+n−1

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an+m−k−2xk+1

∫ +∞

x/a
FY (t)t

−m−(k+1)
(
t− x

a

)m−1
dt

=
Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)2m+n−1

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)(x
a

)k+1
∫ +∞

x/a
FY (t)t

−(k+1)−m
(
t− x

a

)m−1
dt

=
1

2m+n−1

n−1∑
k=0

(
n+m− 1

n− k − 1

)
Γ(m+ k + 1)

Γ(k + 1)

(x
a

)k+1
(Imφk+1+m)

(x
a

)
,
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and from (2.27) applied to S̃k+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1,m),

Ia =
1

2m+n−1

n−1∑
k=0

(
n+m− 1

n− k − 1

)
P
(
S̃k+1Y ≤ x

a

)
,

which gives (2.3).

When x ≤ 0, we have

P(X ≤ x) =

∫ 0

−a
F̄Y (x/u)fSa(u)du ≡ Ja.

So, this time,

Ja =
Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)(2a)m+n−1

m−1∑
k=0

(
m− 1

k

)
am−k−1

∫ a

0
F̄Y (−x/u)uk(a− u)n−1du

=
Γ(n+m)

Γ(n)Γ(m)(2a)m+n−1

m−1∑
k=0

(
m− 1

k

)(−x

a

)k+1 ∫ +∞

−x/a
F̄Y (u)u

−(k+1)−n

(
u− −x

a

)n−1

du

=
1

2m+n−1

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

m− k − 1

)
Γ(n+ k + 1)

Γ(k + 1)

(−x

a

)k+1

(Inφ̄k+1+n)

(−x

a

)
,

and from (2.27) rewritten for P(Ŝk+1Y > x) with Ŝk+1 ∼ Beta((0, 1), k + 1, n),

Ja =
1

2m+n−1

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

m− k − 1

)
P

(
Ŝk+1Y >

−x

a

)
,

i.e. again the desired formula (2.3).

Existence of Cn(cY ) in Section 2.6. In this part, we work with the expectation Cn(X) =

E[ξn(X,X/Z)], assuming that it exists. Let us examine this question below. Precisely, it is neces-
sary to calculate for that the quantities

E[(cY − d)n−1
+ ], and E[(cY − d)n−1

+ (cY/Z − r)n−1
+ ].

Consider the case (i), i.e. when Y = Z. Then,

E[(cY − d)n−1
+ ] =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−d)n−1−kck

∫ ∞

d/c
ykdFY (y).

If Z ∼ Γ(κ, η), ∫ ∞

d/c
ykdFY (y) =

Γ(κ+ k)

ηkΓ(κ)
P(Zκ+k > d/c),

where Zκ+k ∼ Γ(κ+ k, η).
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If Z ∼ P (ω, ζ) with ζ > n− 1, ∫ ∞

d/c
ykdFY (y) =

ζ

ζ − k
ωkP(Yζ−k > yω),

where Yζ−k ∼ P (ω, ζ − k) and yω = max(d/c, ω).

Consider the case (ii), i.e. when Y =
√
Z. Then,

E[(c
√
Z − d)n−1

+ ] =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−d)n−1−ksk

∫ ∞

(d/c)2
zk/2dFZ(z),

and, provided that c/r > d/c,

E[(c
√
Z − d)n−1

+ (c/
√
Z − r)n−1

+ ]

=

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

(
n− 1

k

)(
n− 1

j

)
ck+j(−d)n−1−k(−r)n−1−j

∫ (c/r)2

(d/c)2
z(k−j)/2dFZ(z).

If Z ∼ Γ(κ, η), ∫ ∞

(d/c)2
zk/2dFZ(z) =

Γ(κ+ k/2)

ηk/2Γ(κ)
P(Zκ+k/2 > (d/c)2),

where Zκ+k/2 ∼ Γ(κ+ k/2, η), and

∫ (c/r)2

(d/c)2
z(k−j)/2dFZ(z) =

Γ(κ+ (k − j)/2)

Γ(κ)η(k−j)/2
[P
(
Zκ+(k−j)/2 ≤ c/r

)− P(Zκ+(k−j)/2 ≤ d/c)],

where Zκ+(k−j)/2 ∼ Γ(κ+ (k − j)/2, η) as long as κ > (n− 1)/2.

If Z ∼ P (ω, ζ) with ζ > (n− 1)/2,∫ ∞

(d/c)2
zk/2dFZ(z) =

ζ

ζ − k/2
ωk/2P(Yζ−k/2 > zω),

where Yζ−k/2 ∼ P (ω, ζ − k/2) and zω = max((d/c)2, ω), and

∫ (c/r)2

(d/c)2
z(k−j)/2dFZ(z) =

ζωζ

ζ − (k − j)/2
[z(k−j)/2−ζ

ω − (c/r)(k−j)/2−ζ ].

Consider the case (iii), i.e. when Y = Z̃. Then,

E[(cZ̃ − d)n−1
+ (cZ̃/Z − r)n−1

+ ]

=
n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

(
n− 1

k

)(
n− 1

j

)
ck+j(−d)n−1−k(−r)n−1−jI(k, j),
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where

I(k, j) =
∫ ∞

d/c

∫ cy/r

0
yk+jz−jdFZ(z)dFZ(y).

If Z ∼ Γ(κ, η),

I(k, j) = ηκ

Γ(κ)

∫ ∞

d/c
yk+j

∫ cy/r

0
z−je−ηzzκ−1dzdFZ(y)

=
Γ(κ− j)

Γ(κ)
ηj
∫ ∞

d/c
yk+jP (Zκ−j ≤ cy/r) dFZ(y),

where Zκ−j ∼ Γ(κ− j, η). Bounding P(Zκ−j ≤ cy/r) by 1 leads to

I(k, j) ≤ Γ(κ− j)

Γ(κ)2
Γ(κ+ k + j)

ηk
P(Zκ+k+j > d/c),

where Zκ+k+j ∼ Γ(κ+ k + j, η) as long as κ > n− 1.

If Z ∼ P (ω, ζ) with ζ > 2(n− 1),

I(k, j) = ζ2ωζ−j

(ζ + j)(ζ − k − j)
yk+j−ζ
ω − ζ2ω2ζ

ζ + j
J (k, j),

where yω = max(d/c, ω) and

J (k, j) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
(r/c)ζ+j y

k−2ζ
ω

2ζ − k
, if yω > rω/c,

ω−(ζ+j)

ζ − k − j
[yk+j−ζ

ω − (rω/c)k+j−ζ ] + (r/c)k+j−ζ ω
k−2ζ

2ζ − k
, if yω < rω/c.
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Chapitre 3

Optimalité des transactions indicielles et
indemnitaires : arbitrage entre asymétrie
d’information et risque de base

Ce chapitre reprend l’article "Optimality of indemnity-based and index-based transactions : a trade-off
between asymmetry of information and basis risk", co-écrit avec Pauline Barrieu, Anne Eyraud-Loisel
et Stéphane Loisel, soumis à Risk Analysis.

Abstract

Motivated by real world practitioner problem, we investigate the role of the asymmetry of information
related to indemnity-based transactions and the one of basis risk inherent to index-based transactions
on the choice of the type of transaction. We consider a reinsurer with an initial exposure and we examine
a bilateral reinsurance design problem for both of the transactions. We first obtain the solution of these
problems in the perfect cases (no asymmetry and no basis risk). By doing so, we provide an alternative
characterization of the set of counter-monotonic risk reducers developed in Cheung et al. (2014). Next,
we introduce the asymmetry of information in the indemnity-based transaction and a basis risk in the
index-based transaction. We then demonstrate that the asymmetry of information is responsible for
the choice of the type of the transaction.

Keywords: Risk management; Asymmetry of information; Basis risk; Risk sharing.
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3.1 Introduction

For a long time reinsurance contracts have been the only way to hedge against catastrophic events and
weather related damages. However, theses catastrophic events, such as hurricane Andrew in 1992, have
made the reinsurance market face a significant pressure in capacity. In order to broaden the reinsur-
ance capacity, another way of transferring the risk has emerged, namely the index-based reinsurance,
modifying the traditional indemnity paradigm. Instead of being backed to the policyholder’s realized
loss, index-based transactions trigger a payout based on the values of an external index.
Despite the progress made to better understand the physical process of a natural catastrophe or the phe-
nology related to various fields of agriculture, index-based transactions suffer from basis risk. Defined
as the risk that a protection buyer’s own losses exceed the payments under a risk transfer mechanism
structured to hedge against these losses by Ross and Williams (2009), the level of basis risk is directly
related to the success of these types of transactions; e.g. Jensen et al. (2016, 2018). According to
Vroege et al. (2019) and Dalhaus and Finger (2016), basis risk can be split in three different types,
namely spatial basis risk, temporal basis risk and design basis risk. Spatial basis risk occurs when the
weather related data used to calibrate the index is too far from the insured area or the weather related
event. Temporal basis risk emerges due to a biased temporal aggregation of observations (for instance
monthly instead of daily records; Dalhaus et al. (2018)) or when the measure is done at an incorrect
point in time (too late or too soon; Conradt et al. (2015)). To this extent, satellite imagery has been
found to have a large potential to reduce temporal basis risk; see De Leeuw et al. (2014). Finally,
design basis risk includes all remaining discrepancies between modeled indemnity and realized loss.

In the literature, basis risk is represented either through an additional random variable playing the
role of a noise between the true loss and the indemnity triggered by the index-based insurance, as in
Briys et al. (1993), or by assuming that the distribution of the true loss and the one of the indemnity
triggered by the index are structurally different, as it is mentioned in Barrieu and El Karoui (2002).
Here, we model the basis risk by assuming that the index proposed by the reinsurer is, on average,
equal to the index-based loss of the insurer, but is less variable.

Concerning the indemnity-based transaction, asymmetry of information stands for its major drawback.

Asymmetry of information is inherent to the contracting relationship between the reinsurer and the
insurer. On the one hand, the insurer is more likely to have a precise knowledge of her loss, even though
this knowledge is restricted to her portfolio. Garven et al. (2014) empirically demonstrate that the
insurer’s private information is a source of adverse selection. On the other hand, the reinsurer has a
deeper knowledge of the underlying risk, since she benefits from the claim risk profiles of other insurers
she is in business with. These informational advantages have been highlighted for example in the work
by Yan and Hong (2015). However, Chapter 1 of Albrecher et al. (2017) points out that because of the
type and magnitude of risks under consideration, the reinsurance is mainly concerned with tails and
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extreme risks. For instance, in the case of a stop-loss, the reinsurer has access to truncated data: as
the insurer is reluctant to share her private information, she only transfers to the reinsurer the claims
that exceed the retention threshold. To this extent, both the insurer and the reinsurer have private
but partial information impacting their reinsurer-primary insurer contracting relationship.

In particular, Jean-Baptiste and Santomero (2000) examine the effect of asymmetric information on
the trading of underwriting risk between insurers and reinsurers, concluding that such information
asymmetry affects both the cost of reinsurance and the amount of reinsurance purchased. Many
studies focus on the role of asymmetry of information in the relation between the insurer and the
reinsurer; see Dionne et al. (2000) for a survey. In a nutshell, it is shown that long-term contracts
allow for an improved risk sharing, but lead to an information lock-in which is beneficial from both
the insurer and the reinsurer as long as the relationship is preserved. Cutler and Zeckhauser (1999)
highlight that the asymmetry of information is separated in two types. First, the asymmetry can be
on the probability of a loss but not its magnitude. This way of dealing with asymmetry of information
consists in assuming that the insurer and the reinsurer have heterogeneous beliefs concerning the
distribution of the random loss. This way is paved by Acciaio and Svindland (2009), Ghossoub (2017,
2016), Boonen (2016) or Boonen and Ghossoub (2019). Technically, this leads to consider different
underlying probability measures for the insurer and the reinsurer: hence the same outcome does not
have the same probability of occurrence. On the other hand, the asymmetry can be over the magnitude
of the loss. In this case, the asymmetry of information is represented either as multiplicative factors
corresponding to the insurer’s and the reinsurer’s point of view (Cutler and Zeckhauser (1999)) or as
an additive random variable (Jean-Baptiste and Santomero (2000)) affecting the size of the original
loss.

In our setting, the asymmetry of information combines the two types of asymmetry since we assume
that it is represented by an additional random variable wS̃, where w ≥ 0 and S̃ is non-negative and
independent from the insurer’s loss. To this extent, we encompass the asymmetry in probability (when
w = 1) and the asymmetry in the magnitude depending on the values of w.

Our paper is motivated by a practitioner’s comment concerning the use of index-based transactions
as a way to benefit from a pure diversification effect. In fact, when an insurer or a reinsurer is highly
exposed to a risk, the first solution she has to naturally hedge against it is to invest in a product backed
to a risk moving in the opposite direction. Such a situation occurs for instance with the alternation
of El Niño and La Niña cycles (e.g. in Glantz (2001)) or by considering mortality and longevity risks
(Barrieu et al. (2012)). Consequently, an insurance product backed to an El Niño phenomenon (or to
longevity risk) issued by a reinsurer exposed to a catastrophic risk related to La Niña (or to mortality
risk) consists in a natural hedge against her initial exposure. In other words, dealing with index-based
insurance allows the issuer to target (almost) purely negatively correlated risks. However, an index-
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based insurance leaves the protection buyer, typically an insurer exposed to El Niño (or to longevity
risk), with a non negligible basis risk whereas an indemnity-based insurance makes the protection seller
face some asymmetry of information.

This opposite trend motivates us to investigate the role of the asymmetry of information in the
indemnity-based transaction and the role of the basis risk in the index-based transaction on the choice
of the type of transaction.

The trade-off between indemnity-based and index-based transactions has been studied mainly by
Finken and Laux (2009) and Subramanian and Wang (2018). First, Finken and Laux (2009) demon-
strates that an index-based transaction is insensitive to information asymmetry, and provided that
basis risk is not too high, the introduction of contracts with parametric or index triggers provides
insurers with an alternative to reinsurance contracts. However, the reinsurance market considered in
this study consists only in proportional contracts. In addition, the seller of the index-based coverage
is assumed to be risk neutral, making the price depend only on the expected value of the protection
buyer’s loss, restricting thus the setting. On the other hand, Subramanian and Wang (2018) compare
the trade-off between the information advantage of reinsurers against the lower costs of risk-sharing
with capital markets, by considering a risk neutral insurer.

In this paper, we consider two bilateral reinsurance design problems, involving a non-risk neutral insurer
and a non-risk neutral reinsurer. One problem concerns the index-based transaction, the other focuses
on the indemnity-based one. To this extent, we assume that the insurer’s risk can be decomposed in
two independent components, namely Y and S. We state that Y corresponds to the part of the risk
that can be represented by an index, whereas S stands for the residual risk, i.e. the risk that is not
taken into account in the index. In a nutshell, the index-based transaction is based on Y whereas the
indemnity-based transaction is based on Y + S. Considering the insurer faces a two-component wise
risk is not new. It has been widely studied in the literature, usually referred to as background risk,
uninsurable risk or random initial wealth; e.g. Dana and Scarsini (2007), Lu et al. (2012), Lu et al.
(2018) or Kihlstrom et al. (1981) and Finkelshtain et al. (1999) among others.

However, the added value of our setting lies in the fact that we assume that the reinsurer has an initial
exposure, which is not independent from the insurer’s risk.

Actually, the description of the correlation structure linking the reinsurer’s initial exposure to the
insurer’s risk stands for one the main result of the paper. In fact, motivated by the usual opposition
between the insurer’s and the reinsurer’s interests on the bearing of the risk, we wonder under which
condition the reinsurer could use the insurer’s risk as a natural hedge for her initial exposure. This
discussion eventually leads us to provide an alternative characterization of the set of counter-monotonic
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risk reducers, recently introduced and developed in Cheung et al. (2014) and He et al. (2016).

In addition, the pricing rule of both the index-based and indemnity-based transactions are not deter-
mined by the expected value premium principle. More precisely, the preferences of both the insurer
and the reinsurer are represented by tail value-at-risk (TVaR).

Bilateral risk sharing problems have received a lot of attention, and various model settings have been
studied since the seminal works of Borch (1960b,a, 1962), Arrow (1963) and Raviv (1979). The con-
tributions range from the way of representing the preferences (roughly speaking either using utility
functions as in Raviv (1979), or risk measures as in Cheung et al. (2019)) to the optimization con-
straints imposed (see for instance Huang and Yin (2019) for a short but insightful presentation of the
classical constrained problems). Some authors focus on the characterization of optimal transactions,
e.g. Wang and Wei (2020), whereas others enlarge the framework considering several reinsurers (Asimit
and Boonen (2018)) or multiple indemnity environments such as Asimit et al. (2020); see in addition
the comprehensive handbook of Albrecher et al. (2017) for a deep overview of the contributions.

From a practical point of view, our key contribution lies in the fact that we explicitly exhibit the role
of the asymmetry of information in the choice of the type of the transaction, for a given index and
level of basis risk.

More precisely, the paper is organized as follows. In Section 3.2, we motivate and present the general
form of the two problems. Section 3.3 is devoted to the description of the link between the insurer’s
risk and the reinsurer’s initial exposure. In particular, we provide a convex inequality consisting in
a new characterization of the set of counter-monotonic risk reducers, recently introduced in Cheung
et al. (2014). In Section 3.4, we give, after a stepwise construction of the solution, the form of the
optimal perfect index-based reinsurance contract (in the sense there is no basis risk). We demonstrate
that the optimal reinsurance is of stop-loss form, to eventually obtain full index-based reinsurance
as solution of the index-based transaction. Section 3.5 is dedicated to the perfect indemnity-based
transaction, i.e. without asymmetry of information. We begin by demonstrating a crossing-type result
concerning the preferences of the reinsurer, and we eventually provide the form of the best indemnity-
based transaction. Section 3.6 is concerned with the asymmetry of information. We first compare the
two perfect transactions, ending by highlighting the role of the asymmetry of information. We close
the paper with Section 3.7, where we introduce a basis risk in the index-based transaction. As before,
we obtain full index-based reinsurance as optimal risk transfer, and we compare this solution with the
indemnity-based transaction with asymmetry.
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3.2 Problem formulation

All random variables discussed in this paper are defined on a common probability space (Ω,F ,P), and
are assumed to be non-negative and integrable. For a given random variable A, we denote as SA its
support and we write A⊥⊥B when A is independent from another random variable B. Let X be the
space of all random variables involved in the reinsurance transactions. Furthermore, we assume the
underlying probability space is atomless.

3.2.1 Motivation

We now develop the practitioner’s ideas that motivated this paper: hedging of La Niña risk with El
Niño risk, as well as hedging mortality risk with longevity risk.

El Niño and La Niña are opposite phases of what is known as the El Niño-Southern Oscillation (ENSO)
cycle. The ENSO cycle is a scientific term that describes the fluctuations in temperature between the
ocean and atmosphere in the east-central Equatorial Pacific. According to the National Oceanic and
Atmospheric Administration 1, El Niño usually causes increased rainfall and sometimes destructive
flooding in the Southern United States, during the fall through spring. La Niña, however, usually
causes drier weather in the South, but the Northwest tends to be colder and wetter than average.
Even though El Niño occurs in the Pacific Ocean, it often reduces the number of hurricanes that form
in the Atlantic Ocean. Conversely, La Niña events tend to be related to an increase in the number
of Atlantic hurricanes. Such negatively correlated events are in practice used as natural hedge. This
is why dealing with index-based insurance allows the reinsurer to target (almost) purely negatively
correlated risks, and to issue a product free of adverse selection and asymmetry of information. On the
other hand, the protection buyer, typically an insurer exposed to a El Niño related event, faces a basis
risk that may make the index-based transaction be non-acceptable: the insurer, if she is not enough
exposed to the index-based risk, refuses the index-based coverage in favor of a traditional indemnity-
based contract. This trade-off is at the basis of our motivation, since we aim at enhancing the role
of asymmetry of information and basis risk in the choice of the type of the transaction, taking into
account the preferences of both the insurer and the reinsurer.

There is an accumulation of mortality risk in the insurance and reinsurance network, due to the
high number of policyholders in the United States who, in their 50’s, purchase death insurance when
converting a lump sum into a deferred annuity (starting at retirement age). Large reinsurers are
typically very exposed to US mortality for ages 50-65. Therefore they are particularly keen on a
potential “natural hedge", consisting in accepting longevity risk transfers from pension funds and from
their insurers.

1. see Wallace and Vogel (1994).
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To quantify the preferences of the two participants, we assume that the insurer and the reinsurer mea-
sure their situations using TVaRα and TVaRβ , respectively, α, β ∈ (0, 1). The fact we deal with TVaR
can be justified as follows. First, it allows for distinguishing the preferences of the insurer (TVaRα) to
the ones of the reinsurer (TVaRβ) by setting different values for α, β ∈ (0, 1), resulting thus in different
levels of prudence. Second, an ordering on the TVaR is equivalent to an ordering in the convex sense,
making possible to set a geometrical approach instead of an analytical one; see Denuit et al. (2006) and
Shaked and Shanthikumar (2007) for a detailed and exhaustive presentations of stochastic orders. To
lighten the paper and make the reading easier, the definition of TVaR and the presentation of convex
order are relegated to Appendix 3.8.

We consider the insurer’s exposure is represented by the nonnegative random variable Ỹ such that

Ỹ = Y + S,

where Y represents the index-based risk, i.e. the random part that can be modeled by a parametric
index, whereas S stands for the random part that is not taken into account by the index. For example
in our illustration, Y represents the longevity risk or a risk related to El Niño. Assuming all the
information related to the index-based risk is concentrated in Y , we set S⊥⊥Y . In what follows,
E[Y ] = μ. Considering the insurer faces a two-component wise risk is not new. It has been widely
studied in the literature, usually referred to as background risk, uninsurable risk or random initial
wealth; e.g. Dana and Scarsini (2007), Lu et al. (2012), Lu et al. (2018) or Kihlstrom et al. (1981) and
Finkelshtain et al. (1999) among others.

On the other hand, we consider a reinsurer who has an initial exposure represented by the nonnegative
random variable X. Taking into account the reinsurer’s initial exposure received, as far as we are aware
of the literature on optimal reinsurance design, only little attention. From here and subsequently, we
assume S⊥⊥X, i.e. the residual risk of the insurer (the one which is not related to El Niño or longevity
in our illustration) is independent from the reinsurer’s background risk (her initial exposure to La
Niña or to the mortality risk in our illustration). This random variable S plays the role of a noise
between the pure natural risks Y and X. Because of the importance of the link between the insurer’s
index-based risk Y and the reinsurer’s initial exposure X in our setting, we relegate its presentation to
Section 3.3 which is fully dedicated to the description of the correlation structure between these two
risks. For the moment, we only focus on the presentation of the risk transfer solutions available on the
market.

We consider the reinsurance market is able to provide two types of transactions, namely indemnity-
based transaction or index-based transaction. The first one is based on the full risk of the insurer Ỹ

whereas the index-based transaction only takes into account its index-based risk Y . Whatever the type
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of the transaction, the set of admissible contracts denoted as I is defined as

I = {I(·) | I is nonnegative, non-decreasing and 1− Lipschitz}.

An element of I is called a ceded loss function. A technical by-product is that every ceded loss
function in I is absolutely continuous with I(0) = 0. The Lipschitz requirement was first introduced
by Huberman et al. (1983), and then adopted in various papers, e.g. in Cheung (2010), Chi and
Tan (2015) or Lu et al. (2018). It is usually referred to as the incentive compatible constraint and is
introduced as a way of reducing ex-post moral hazard by requiring that both the protection buyer and
the protection seller pay more for a larger realization of the loss.

Remark 3.2.1. In a very recent work, Gerber et al. (2019) consider the expected utility framework and
show that when the reinsurance premium is determined according to a zero utility principle (for example,
an exponential principle or an expectile 2 principle), it is shown, by means of Borch’s Theorem, that
the optimal reinsurer’s payment is a function of the total claim amount and that this function satisfies
the so-called 1-Lipschitz condition. Consequently, what we and many others impose as hypotheses at
the outset is basically theoretically related to optimal risk sharing.

Convex order requires to deal with quantities having the same expected value. To this extent, when
the expectation of the contract is fixed, the set of feasible contracts reduces to

Iν = {I(·) ∈ I | E[I(·)] = ν} .

3.2.2 Presentation of the index and the indemnity-based transactions

Whatever the type of the transaction, we assume the insurer seeks to minimize her risk measure TVaRα

whereas the reinsurer agrees on selling her a coverage I ∈ I against an amount π if and only if her
final exposure is not deteriorated. In the index-based case, the problem can be stated as⎧⎨

⎩
inf
I∈I

TVaRα(S + Y − I(Y ) + π)

s.t. TVaRβ(X + I(Y )− π) ≤ TVaRβ(X),
(P1)

whereas the problem in the indemnity-based transaction is⎧⎨
⎩

inf
I∈I

TVaRα(S + Y − I(Y + S) + π)

s.t. TVaRβ(X + I(Y + S)− π) ≤ TVaRβ(X).
(P̄1)

Note that the difference between Problems (P1) and (P̄1) is the risk taken into account in the coverage
I. The index-based transaction (Problem (P1)) provides a coverage only on the index-based risk Y

2. The reader is referred to Bellini et al. (2014) for a clear presentation of expectiles and to Bellini and Di Bernardino
(2017) for an application in risk management.
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whereas the indemnity-based transaction (Problem (P̄1)) depends on the full risk Y + S. In our
illustration, in the index-based case, the reinsurer benefits from the pure negative correlation between
her exposure to La Niña (respectively, mortality risk) and the insurer’s exposure to the El Niño related
event (respectively, longevity risk). In the indemnity-based transaction, this negative correlation is
diluted by the presence of S.

Next, note that for the moment there is no basis risk since the coverage in the index-based transaction
is backed to the exact index-based risk of the insurer. In the same spirit, the indemnity-based transac-
tion does not suffer from asymmetry of information since the coverage is based on the exact total risk
of the insurer. To this extent, Problems (P1) and (P̄1) correspond to perfect transactions and stand
for the references in the remaining of the paper. Later, we will insert an asymmetry of information
(Section 3.6) and a basis risk in Section 3.7, to eventually highlight the role of each of these drawbacks
in the choice of the type of the transaction.

Next, the translation invariance of TVaR together with the convexity of Problems (P1) and (P̄1) allow
us to identify the pricing rule, given by

π(I(·)) = TVaRβ(X + I(·))− TVaRβ(X).

The strength of our model partially relies on the fact neither the insurer nor the reinsurer is risk
neutral. As a result, the price of a coverage I only depends on the reinsurer’s risk measure, avoiding
the unrealistic assumption of a linear pricing. Consequently, we obtain the following reduced form

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y ))}, (P2)

in the index-based case whereas the indemnity-based problem is reduced to

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y + S)) + TVaRβ(X + I(Y + S))}. (P̄2)

Finally, we do not take into account a price constraint in the formulation of the problems. To this extent,
we expect, at least in the perfect transactions, that the insurer will prefer the indemnity-based one,
since it provides her a perfect coverage on her loss. In addition, dealing with non-budget-constrained
problem allows us to focus only on the role of asymmetry of information and basis risk. If, for instance,
we observe a shift in the choice of the type of transaction when we add asymmetry of information,
then this shift is only due to this asymmetry and not to a price constraint.
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3.3 An alternative characterization of the set of counter-monotonic
risk reducers

This Section is devoted to the description of the link between the insurer’s index-based risk Y and the
reinsurer’s initial background risk X.

Now we are aware that mortality and longevity or the alternation of El Niño and La Niña cycles
naturally lead to risks moving in opposite directions so that dealing with index-based insurance allows
the reinsurer to target (almost) purely negatively correlated risks, and to issue a product free of
adverse selection and asymmetry of information. The fact the reinsurer can use index-based risks to
hedge against her initial exposure means that she agrees on taking the insurer’s index-based risk.
We are going to demonstrate that this case is only possible if we consider a “good" correlation structure
between the reinsurer’s initial exposure X and the parametric risk Y the direct insurer faces.

3.3.1 From opposite to common interests

To better understand the role of the initial exposure of the reinsurer, we first come back to the usual
paradigm stating that the insurer and the reinsurer have opposite interests on the bearing of the risk.
Before we proceed further, we recall that a random variable A precedes another random variable B in
the convex order, denoted as A ≤cx B, if and only E[φ(A)] ≤ E[φ(B)] for all convex function φ. In
addition to this definition, the convex order is directly related to TVaR in the sense that A ≤cx B if
and only if TVaRp(A) ≤ TVaRp(B) holds for all p ∈ [0, 1); see Appendix 3.8 for a deeper presentation
of the convex order. Also, we draw the attention on the Lemma 4.2.2 given in Appendix 3.8, which
stands for a useful tool that allows for a clear geometrical comparison of reinsurance contracts.

Now, let us consider that the reinsurer has no exposure (i.e. X = 0) and let I1 and I2 be two elements
of Iν such that I1 up-crosses I2 as in Lemma 4.2.2. Then I1(Y ) ≤cx I2(Y ).

On the one hand
TVaRα(Y − I2(Y )) ≤ TVaRα(Y − I1(Y )),

i.e. the insurer is keen on transferring her variability whereas, on the other hand,

TVaRβ(I1(Y )) ≤ TVaRβ(I2(Y )), (3.1)

the reinsurance a priori does not agree on receiving the variability of the insurer. In a nutshell, the
insurer and the reinsurer have conflicting interests on the bearing of the risk.

The added value of the paper partially lies on the fact that we consider the reinsurer is the one who
experiences an initial exposure, contrary to the literature on background risk already mentioned. By
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Equation (3.1), as long as the reinsurer faces only the risk the insurer wants to transfer, she can not
have an interest in bearing the insurer’s risk. In addition, in reality, the reinsurer does not have such
a binary choice (either no exposure or an exposure on the insurer’s risk) since it is more likely that
the reinsurer already has initial exposure on several lines of business, justifying the formulation of
Problems (P1) and (P̄1).

First, assume X is independent from Y , then I1(Y ) ≤cx I2(Y ) ⇒ X + I1(Y ) ≤cx X + I2(Y ) for
I1, I2 ∈ Iν . In other words, the independence between the initial exposure X and the additional
risk transferred by the insurer does not modify the fact the insurer and the reinsurer have conflicting
interests on the bearing of the risk. Obviously, the initial exposure X is not necessarily independent
from the additional risk Y . From then on, the dependence structure between (Y,X) plays a key role
in the determination of the optimal reinsurance contract. We point out that Cai and Wei (2012) (see
also Lu et al. (2012)) show that under a particular 3 positive dependence structure, the insurer and the
reinsurer still have conflicting interests.

The purpose of the sequel of this Section is to understand under which condition the reinsurer could
be interested in bearing the insurer’s risk. In fact, since we aim at modeling the diversification effect
of the index-based exposures, we would like to consider a framework where the reinsurer could, for
instance in our illustration, use the insurer’s exposure related to El Niño (respectively, to longevity
risk) to hedge against her exposure to La Niña (respectively, to mortality risk). As a first step, we
behave as if the reinsurer has a choice between two insurers, one being exposed to a risk Y1 the other
being exposed to a risk Y2 where Y1 is a perfect manifestation of the natural risk (related to El Niño or
to longevity) whereas Y2 is not totally related to it. To do so, we use the correlation order to show that
the more negatively dependent the initial position of the reinsurer and the insurer’s index-based risk,
the lower the risk measure of the reinsurer. Although the correlation order is presented in Appendix
3.8, we recall its definition for the sake of clarity.

Definition of correlation order. (Denuit et al. (2006))
Consider two random couples X = (X1, X2) and Y = (Y1, Y2) in R(F1, F2). If

FX(x1, x2) ≤ FY(x1, x2), for all x ∈ R2,

then X is said to be smaller than Y in the correlation order (denoted by X ≤CORR Y).

As announced, the next proposition illustrates the role of the dependence between the initial exposure
of the reinsurer and the risk borne by the insurer on the reinsurer’s preferences.

3. namely when X is stochastically increasing in Y ; see Denuit et al. (2006), Müller and Stoyan (2002) for a full
presentation of notions of dependence between two random variables.
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Proposition 3.3.1. Let Λ = (X,Y1),Θ = (X,Y2) ∈ R(F1, F2). If Λ ≤CORR Θ then

TVaRβ(X + I(Y1)) ≤ TVaRβ(X + I(Y2)), ∀I ∈ I .

Proof. Since Λ ≤CORR Θ, and I ∈ I is in particular non-decreasing, we have (I(Y1), X) ≤CORR

(I(Y2), X). In a second step, X + I(Y1) ≤cx X + I(Y2) in virtue of Proposition 3.8.1.

From Proposition 3.3.1, we can see the correlation between the reinsurer’s exposure to El Niño and
the insurer’s index-based risk drives the ordering of the reinsurer’s TVaR. Combined with the result
of Cai and Wei (2012), Proposition 3.3.1 indicates that if there is a candidate so that the reinsurer and
the insurer have common interests, then the initial exposure and the risk borne by the insurer have to
be negatively correlated. As it is pointed out in Cheung et al. (2014), “if one wants to reduce the risk
of a position by merging it with an additional asset, the first property that comes to mind is that this
additional asset and the original position should move in different directions".

3.3.2 On the pure negative correlation between X and Y

This subsection provides the full characterization of the link between the reinsurer’s initial background
risk and the insurer’s index-based risk. Saying that the reinsurer and the insurer have common interests
on the bearing of the risk means, for instance, that a stop-loss is cheaper than the corresponding (in
the sense of equality of the expectations) quota-share. Formally, we introduce the following set:

D(X) = {Y | X + Y ≤cx X + Z ∀Z ≤cx Y }. (3.2)

The set D(X) encompasses all the positions Y such that the merged position X + Y is preferred
to any other position X + Z although Z is less variable than Y . Theorem 3.3.2 below stands for
one of the main results of the paper since we provide a new characterization of the set H(X) =

{Y | (Y,X + Y ) is counter-monotonic} introduced in Cheung et al. (2014). Before we proceed further
into the mathematical presentation of the concept, let us stop on the genesis of it, following a way
paved by Cheung et al. (2014) and He et al. (2016) about the concept of risk reducers defined as follows.

Definition 3.3.1. (Cheung et al. (2014)) For a given integrable random variable X, a random variable
Y is said to be a risk reducer for X, denoted by Y ∈ R(X), if

X + Y ≤cx X + E[Y ].

Motivated by the idea that a random addition can reduce the risk of a given risky position, both of
the papers are dedicated to the description of the set R(X). Cheung et al. (2014) deal with counter-
monotonic risk reducers, i.e. with random variables Y ∈ R(X) such that (Y,X) is counter-monotonic.
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To this extent, they introduced the set H(X) = {Y | (Y,X + Y ) is counter-monotonic} and show on
the one hand that any element of H(X) is a counter-monotonic risk reducer for X and on the other
hand that Y ∈ H(X) if and only if there exists a non-decreasing 1-Lipschitz function h such that
Y = −h(X). Then the concept is enlarged by He et al. (2016) where a structural characterization
of the set R(X) is given. In addition, in the particular case where (X,X + Y ) is comonotonic, they
show that fully dependent risk reducers (in the sense there exists a measurable function w such that
Y = w(X)) are not necessarily counter-monotonic with X.

In the literature, some papers deal with the dual problem, i.e. characterizing the set of random vari-
ables Y such that X+E[Y ] ≤cx X+Y . They are often related to study on risk aversion with two risks
(Finkelshtain et al. (1999)), initial random wealth (Huang et al. (2013)) or background risk (Franke
et al. (2006, 2011)); see also Denuit and Mesfioui (2017) for an actuarial oriented reference.

Based on the insight sensed in Proposition 3.3.1, we first demonstrate the following result.

Lemma 3.3.1. If Y ∈ D(X) then (Y,X) is counter-monotonic.

Proof. Let Y � be a random variable identically distributed as Y and counter-monotonic with X.
By Lemma (3.8.3), X + Y � ≤cx X + Y . On the other hand, since Y � ≤cx Y , then X + Y ≤cx

X+Y � by hypothesis. By Theorem 1 of Cheung and Lo (2015), a counter-monotonic random vector is
characterized by the minimality of the sum of its components with respect to convex order, i.e. (Y,X)

is counter-monotonic.

Although the counter-monotonicity was expected to reduce the variability of the position X + Y , it is
not a sufficient condition for Y to be an element of D(X). In fact, assume X takes values in (0,m) and
let Y = 1.1(m−X) and Z = m−X+0.1E[(m−X)]. Then Z ≤cx Y . However, X+Y = −0.1X+1.1m

and X + Z = −0.1E[X] + 1.1m, yielding X + Z ≤cx X + Y and Y is thus not an element of the set
D(X).

From Cheung et al. (2014), the condition (Y,X + Y ) is counter-monotonic implies the counter-
monotonicity of (Y,X): an element of the set H(X) satisfies the necessary condition and is hence
a potential candidate to be in D(X). Based on this comment, we are now ready to express the main
technical result of this paper.

Theorem 3.3.2.
Y ∈ H(X) ⇐⇒ Y ∈ D(X). (3.3)
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Proof. "⇒" Let Y ∈ H(X). Then, for all Z ≤cx Y and all α ∈ [0, 1], we have,

TV aRα(X + Y ) = TV aRα(X)− TV aRα(−Y )

≤ TV aRα(X)− TV aRα(−Z)

≤ TV aRα(X + Z) + TV aRα(−Z)− TV aRα(−Z)

= TV aRα(X + Z),

yielding X + Y ≤cx X + Z.

�

"⇐" The sketch of the proof is largely based on the one of Theorem 2 of Cheung et al. (2014). However,
the point of view adopted here to characterize the set H(X) is radically different.

Let Y ∈ D(X). From the Lemma 3.3.1, (X,Y ) is counter-monotonic. In this case, there is an
equivalence between (Y,X + Y ) is counter-monotonic and the function φ(·) = F−1

X (·) − F−1
−Y (·) is

non-decreasing; see Lemma 5 of Cheung et al. (2014).

The proof relies on a contradiction. We first consider that Y /∈ H(X) by assuming φ defined above is
not non-decreasing and we construct a random variable Z� (Step 1) verifying Z� ≤cx Y (Step 2). The
third step consists in showing that X + Y �cx X + Z�.

• Step 1: constructing an appropriate random variable Z�. Assume by contradiction that φ is not
non-decreasing on (0, 1). Then, there exists α, β ∈ (0, 1) with α < β such that

F−1
−Y (β)− F−1

−Y (α) > F−1
X (β)− F−1

X (α).

Since F−1
−Y+c = F−1

−Y + c for any constant c, we may assume without loss of generality that F−1
−Y has

been shifted either upward or downward by a suitable amount such that

F−1
−Y (β) > F−1

X (β) and F−1
X (α) > F−1

−Y (α).

Now define a function Z̃ on (0, 1) such by

Z̃(u) =

{
F−1
X (u) if u ∈ [α− ε1, α] ∪ [β − ε2, β],

F−1
−Y (u) otherwise,

where ε1 and ε2 are positive numbers chosen in such a way that

F−1
X (u) > F−1

−Y (u) for u ∈ J1 = [α− ε1, α],

F−1
X (u) < F−1

−Y (u) for u ∈ J2 = [β − ε2, β],

E[−Y ] = E[−Z�],
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in which Z� is the random variable defined as Z� = −Z̃(U), where U ∼ U [0, 1], which exists due
to the atomless assumption on our underlying probability space. The existence of such ε1 and ε2 is
guaranteed by the left continuity of F−1

−Y and F−1
X . The resulting function Z̃ is illustrated by the bold

line in Figure 31.

• Step 2: showing that Z� ≤cx Y . For t ∈ (−∞, F−1
X (β − ε2)[= I1,

{u ∈ (0, 1)|F−1
−Y (u) ≤ t} ⊃ {u ∈ (0, 1)|Z̃(u) ≤ t}.

For t ∈ [F−1
X (β − ε2),+∞) = I2,

{u ∈ (0, 1)|F−1
−Y (u) ≤ t} ⊂ {u ∈ (0, 1)|Z̃(u) ≤ t}.

As a result,

FZ̃(U)

{
≤ F−Y for t ∈ I1,

≥ F−Y for t ∈ I2.

So FZ̃(U) and F−Y cross once and since E[−Y ] = E[Z̃(U)] by construction, we conclude that Z̃(U) ≤cx

−Y . From Theorem 3.A.12 in Shaked and Shanthikumar (2007), we eventually obtain Z� = −Z̃(U) ≤cx

Y .

• Step 3: showing X + Y �cx X +Z�. Note that X + Y and X +Z� differ only when U ∈ J1 ∪ J2, in
which case X + Z� = 0 but X + Y never vanishes. Therefore, we have

E[|X + Y |]− E[|X + Z�|] =
∫
J1∪J2

|F−1
X (t)− F−1

−Y (t)|dt > 0,

which implies that X + Y �cx X + Z�.

In conclusion, we have constructed a random variable Z� such that Z� ≤ Y but X + Y �cx X + Z�:
Y /∈ D(X) contradictin our hypothesis. Hence φ must be non-decreasing on (0, 1), or equivalently,
(X + Y, Y ) must be counter-monotonic. We have established that Y ∈ D(X) ⇒ Y ∈ H(X).

We eventually have
Y ∈ H(X) ⇐⇒ Y ∈ D(X) ⇐⇒ Y = −h(X), (3.4)
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Figure 31 – Function Z̃ (bold solid line) and the corresponding shapes of F−1
−Y (dashed line) and F−1

X

(dotted line).

h being a non-decreasing and 1-Lipschitz function.

Taking Y ∈ H(X) corresponds to a pure negative correlation between the reinsurer’s and the insurer’s
initial exposures. Coming back to the motivation of the paper, this is not always the case in practice.
ENSO phenomenon strongly modulates the occurrence and severity of wind related claims in North
and South America in opposite manners. There is also a strong negative correlation between mortality
and longevity risks which is recognized in the standard formula of Solvency II. However, those negative
correlations do not perfectly correspond to counter-monotonicity, which could bring an additional basis
risk. For example, Swiss Re developed the so-called Kortis bond to manage this residual basis risk
in the case where mortality risk in the US for ages 50 to 65 is hedged with longevity risk of UK
retirees. For the sake of simplicity, given that those risks are strongly negatively correlated, we ignore
the potential residual basis risk and assume pure negative correlation between X and Y .

In addition, the fact that the function h is 1-Lipschitz means that the event related to the insurer’s
initial exposure is smaller than the largest event related to the reinsurer’s exposure. This is the case
for the ENSO illustration, where the largest events occur on the East Coast of the USA. Regarding
longevity risk, there is potentially a huge risk transfer market but in practice, only a few transactions
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have occurred so far.

Therefore, taking Y ∈ H(X) stands for a reasonable first approximation.

As we will see in the remaining of the paper, the new characterization of the set H(X) stands for a
useful tool. In fact, when Y ∈ H(X), the merged position X + I(Y ), I being an element of I , can be
rewritten as X + I(−h(X)): it only depends on X. Consequently, the initial difficulty related to the
sum of two dependent random variable is weakened. Furthermore, we do not impose any condition on
the size of Y with respect to the one of S, i.e. the parametric risk Y of the insurer can possibly repre-
sent a little proportion of her overall exposure. Based on this discussion, we assume, unless otherwise
stated, that Y ∈ H(X) in the remaining of the paper.

The problem is now explicitly described, and we shift our attention to the initial motivation of the
paper: the investigation of the role of the asymmetry of information in the indemnity-based transaction
and the one of basis risk in the index-based transaction on the choice of the type of the transaction.
The remaining tasks consist in solving the Problems (P2) and (P̄2) to provide the references of the
index-based (Section 3.4) and indemnity-based transactions (Section 3.5). Then, we insert an asym-
metry of information in the indemnity-based transaction and we examine how the asymmetry modifies
the preferences between the perfect transactions (Section 3.6). Finally, we insert a basis risk in the
index-based transaction in Section 3.7. The added value of the paper relies in the fact we explicitly
demonstrate that, for a given quality of the index-based transaction, the intensity of the asymmetry
of information between the insurer and the reinsurer drives the choice on the type of the transaction.

3.4 Perfect index-based transaction

We first deal with the perfect index-based transaction in the sense we assume the reinsurer provides a
coverage on the exact parametric risk of the insurer. In our illustration, this could correspond to the
case where the insurer is exposed in an area particularly sensitive to El Niño (respectively, to longevity
risk) so that the reinsurer can use the insurer’s index-based risk Y to naturally hedge against her La
Niña exposure (respectively, to mortality risk).
As a reminder, the optimization problem in the perfect index-based case is given by Problem (P2),
namely

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y ))}. (P2)

Technically, we demonstrate that when Y ∈ H(X), the index-based transaction allows for identifying
an optimal subset in the sense we manage to reduce the dimension of the problem from infinite (∀I ∈ I )
to one to eventually obtain the form of the general solution of Problem (P2).
Before we proceed further, we first obtain two consequences (Propositions 3.4.1 and 3.4.2) related to
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the assumption that Y ∈ H(X). Based on these propositions, we then derive an intermediary result
(Proposition 3.4.3) that is at the basis of the derivation of the solution of Problem (P2).

3.4.1 An intermediary result

First of all, we fix the expectation and we hence deal with the set Iν . We use the characterization
of the set H(X) given by Theorem 3.3.2 to deduce that when Y ∈ H(X), the reinsurer is keen on
accepting the convexity of the insurer. To do so, we begin by demonstrating that when the reinsurance
contract I is an element of I , then I(Y ) is still a counter-monotonic risk reducer for X.

Proposition 3.4.1. Let Y ∈ H(X) and I ∈ I . Then I(Y ) ∈ H(X).

Proof. By Equation (3.4), I(Y ) = I(−h(X)) = −(−I(−h(X))). Consequently, we only need to verify
that v : x �→ −I(−h(x)) is non-decreasing and 1-Lipschitz.
Let 0 ≤ x ≤ y. We directly obtain using the fact both I and h are non-decreasing functions that
v(x) ≤ v(y). Next,

v(y)− v(x) ≤ h(y)− h(x) ≤ y − x.

As a result, I(Y ) = −v(X) where v is non-decreasing and 1-Lipschitz, i.e. I(Y ) ∈ H(X).

The following proposition states that when the risk initially borne by the insurer is a counter-monotonic
risk reducer for X, the reinsurer wants the coverage to be as convex as possible.

Proposition 3.4.2. Let Y ∈ H(X) and I1, I2 ∈ Iν . If I1(Y ) ≤cx I2(Y ), then

X + I2(Y ) ≤cx X + I1(Y ).

Proof. The proof combines Proposition 3.4.1 with Theorem 3.3.2.

Proposition 3.4.2 echoes the discussion previously held concerning the common interests. When the
insurer’s index-based risk is purely negatively correlated to the reinsurer’s initial background risk, the
reinsurer wants the contract to contain as insurer’s index-based variability as possible, to benefit from
the natural diversification.

Now let us focus on the insurer’s side. Theorem 3.3.2 of Van Heerwaarden et al. (1989) states that the
stop-loss verifies Y − (Y − d)+ ≤cx Y − I(Y ) for all I ∈ Iν where d is such that E[(Y − d)+] = ν. By
independence between S and Y , S + Y − (Y − d)+ ≤cx S + Y − I(Y ) still holds for all I ∈ Iν . As a
result, the insurer wants the coverage I to be the most convex for a given expectation. Note that for
a given ν ≥ 0, I(y) = (y − d)+ with d such that E[(Y − d)+] = ν is the supremum convex in Iν . As
a result, the stop-loss minimizes the situation of the reinsurer in virtue of Proposition 3.4.2 and it is
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at the same time the most efficient form of reinsurance from the insurer’s point of view. Therefore we
naturally obtain the following proposition.

Let I ∈ Iν and define

EI,ν := TVaRα(S + Y − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y )),

and
ESL,ν := TVaRα(S + Y ∧ d) + TVaRβ(X + (Y − d)+),

where d is such that E[(Y − d)+] = ν.

Proposition 3.4.3. Let Y ∈ H(X) and 0 ≤ ν ≤ μ. Let d be such that E[(Y − d)+] = ν. Then,

ESL,ν ≤ EI,ν , ∀I ∈ Iν .

Proof. The proof is immediate combining Theorem 3.3.2 of Van Heerwaarden et al. (1989) for the
insurer’s side and Proposition 3.4.2 for the reinsurer’s side.

This preliminary result, although it yields the best coverage for a fixed expectation, does not stand for
the solution of Problem (P2). However, this result is at the basis of the general solution of Problem
(P2), since the next step consists in linking the expectation to the price.

3.4.2 An optimal subset

We recall that the price in Problem (P2) is given by π(I(Y )) = TVaRβ(X + I(Y ))−TVaRβ(X). The
goal of the Section is to work with a fixed price, instead of a fixed expectation. To this extent, let
π� ≥ 0 and define the set of coverages in I with price π�, namely

I � = {I ∈ I | π(I(Y )) = π�}.

Next, for I ∈ I �, let

E�
I := TVaRα(S + Y − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y )),

and
E�
SL := TVaRα(S + Y ∧ d) + TVaRβ(X + (Y − d)+),

where d is such that π((Y − d)+) = π�. We are able to reduce the dimension of Problem (P2) from
infinite to one.

Theorem 3.4.1. Let Y ∈ H(X) and π� ≥ 0. Then

E�
SL ≤ E�

I , ∀I ∈ I �.
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Proof. We already know from Proposition 3.4.3 that for a given expectation, the stop-loss is the optimal
form of reinsurance. The agenda of the proof is hence to link the expectation to the price. First, note
that d �→ TVaRβ(X+(Y −d)+) is decreasing, i.e. ν �→ TVaRβ(X+(Y −dν)+) is increasing, where dν

is such that E[(Y − dν)+] = ν. In addition, Proposition 3.4.2 ensures that for a given expectation ν,

TVaRβ(X + (Y − dν)+) ≤ TVaRβ(X + I(Y )), ∀I ∈ Iν .

As a result, the situation can be represented schematically as in Figure 32.

Figure 32 – Prices of the stop-loss (solid blue line) and of a I ∈ I (dashed black line) as functions of
the expectation.

First, we choose a price, say π� represented in Figure 32. This price yields a range of corresponding
expectations [0, ν2] where ν2 is the expectation of the stop-loss whose price is π�. The retention of this
stop-loss is denoted as dν2 . For a contract I ∈ I �, denote by ν1 its expectation.

Assume ν1 > ν2. In this case, there is a stop-loss whose expectation is ν1 and with a price lower than
π�. This is not possible since the price is a non-decreasing function of the expectation of the stop-loss.
Consequently, there is no contract Iν1 such that ν1 > ν2 at the price π�. Note that we do not need to
show that the price is an increasing function of the expectation for all the coverage I ∈ I . The crucial
point is that I ∈ I � ⇒ E[I(Y )] ≤ ν2.

Now we wonder if there exists a coverage I ∈ I � with E[I(Y )] ≤ ν2 that makes the insurer better off
than with the stop-loss whose expectation is ν2 (and retention dν2 , and price π�).

We denote by I �
≤ν2

the set of contracts I ∈ I � such that E[I(Y )] ≤ ν2. First, let ν1 ≤ ν2 and define
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Iν1 ∈ I �
≤ν2

as a ceded-loss function verifying E[Iν1(Y )] = ν1. Next, denote as ISL,ν2 the ceded loss
function of the stop-loss with retention dν2 . Then there are two cases:

i) Case 1: Iν1 and ISL,ν2 cross once, i.e. there exists a x0 such that ISL,ν2(x) ≤ Iν1(x) for x ≤ x0

and ISL,ν2(x) ≥ Iν1(x) for x ≥ x0. In addition, E[ISL,ν2(Y )] ≥ E[Iν1(Y )]. Consequently, we
obtain by Theorem 3.3.1 of Goovaerts et al. (1990) that Y − ISL,ν2(Y ) ≤icx Y − Iν1(Y ).

ii) Case 2: for all x ≥ 0, Iν1(x) ≤ ISL,ν2(x). Therefore, we directly obtain for t ∈ R that (x −
ISL,ν2(x)− t)+ ≤ (x− Iν1(x)− t)+ yielding Y − ISL,ν2(Y ) ≤icx Y − Iν1(Y ).

As a result, for a given price π�, the insurer prefers the stop-loss whose price is π�.

When the price is fixed, the most efficient form of reinsurance is a stop-loss backed to the index-based
risk of the insurer. Recalling that the stop-loss is the form of reinsurance having the higher variance,
the reinsurer wants to fully benefit from the diversification effect since the index-based risk of the
insurer is perfectly negatively correlated to her initial exposure. On the one hand, the diversification
effect makes the stop-loss be the cheapest contract in Iν ; on the other hand, the stop-loss leads to
the smaller retention in the convex sense for the insurer’s point of view. The proof of Theorem 3.4.1
modifies the point of view, from the expectation to the price.

As a result, Problem (P2) reduces to

min
d∈SY

{TVaRα(S + (Y ∧ d)) + TVaRβ(X + (Y − d)+)}. (P3)

Basically, Theorem 3.4.1 stands for an important milestone in the derivation of the general solution
of Problem (P2): it reduces the dimension from infinite (I ∈ I ) to one, namely the retention of the
stop-loss. The last remaining task is thus to derive the optimal value for d.

3.4.3 Optimal reinsurance in the perfect index-based transaction

In this Section, we provide the full solution of Problem (P3). To do so, we split the proof in three
results (namely Proposition 3.4.4, Lemma 3.4.2 and eventually Theorem 3.4.3) to make the reading
easier and to better reflect the adopted reasoning.

First of all, we assume the risk measure of the reinsurer is merely TVaR0 = E whereas we still have
α ≥ 0. Even though this case is of little interest in practice since it corresponds to a risk neutral
reinsurer, it is however at the basis of the general solution. With the aforementioned risk measures,
the problem reduces to

min
d∈SY

{TVaRα(S + Y ∧ d) + E[(Y − d)+]}. (P3 bis)

Note that the initial exposure of the reinsurer is not involved thanks to the linearity of the expectation.
We provide the solution of Problem (P3 bis) in the following proposition.
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Proposition 3.4.4. Let Y ∈ H(X) and let α ≥ 0 and β = 0. Then d = 0 solves Problem (P3 bis).

Proof. Consider the problem without the random variable S. Proposition 2.4.5 from Denuit et al.
(2006) gives,

TVaRα(Y ∧ d+ E[(Y − d)+]) ≥ E[Y ∧ d] + E[(Y − d)+] = E[Y ] = TVaRα(E[Y ]). (3.5)

Equation (3.5) holds for all α ∈ [0, 1], i.e. Y ∧ d+ E[(Y − d)+] ≥cx E[Y ]. Since S⊥⊥Y , we eventually
have that

TVaRα(S) + E[Y ] ≤ TVaRα(S + Y ∧ d) + E[(Y − d)+]. (3.6)

In other words, I = Id or equivalently d = 0 leads to the solution of Problem (P3 bis).

Second, we go back to the case where α, β > 0. We know that stop-loss is the optimal form of
reinsurance. As a result, the first natural task is to compare in the convex sense the ceded loss
functions of two stop-loss with different retentions. To do so, let us consider two stop-loss contracts
with retentions d and d̃ such that d < d̃ and define for x ≥ 0

A(x) = (x− d)+ −
∫ +∞

d
F̄Y (u)du and B(x) = (x− d̃)+ −

∫ +∞

d̃
F̄Y (u)du. (3.7)

Note that A(Y ) and B(Y ) correspond to centered stop-loss in the sense that E[A(Y )] = E[B(Y )] = 0.
Then the following lemma holds true.

Lemma 3.4.2. Let A and B be defined as in Equation (3.7). Then B(Y ) ≤cx A(Y ).

Proof. Note that both A and B are increasing functions in x. In addition, for 0 ≤ x ≤ d, A(x) ≤ B(x)

and for x ≥ d̃,

A(x)−B(x) = d̃− d−
∫ d̃

d
F̄Y (u)du ≥ (d̃− d)(FY (d)) > 0.

In particular for x0 = d+
∫ d̃
d F̄Y (u)du ≤ d̃, A(x0) = B(x0). In other words, there exists a x0 such that

A(x) ≤ B(x) for x ≤ x0 and A(x) ≥ B(x) for x ≥ x0. In addition, E[A(Y )] = E[B(Y )] and A and B

are increasing functions. By Lemma 4.2.2, we obtain B(Y ) ≤cx A(Y ).

In the stochastic orders terminology, it is said that (Y −d̃)+ ≤dil (Y −d)+; see Shaked and Shanthikumar
(2007).

We are now ready to shift our attention to the third step, i.e. solving Problem (P3).

Theorem 3.4.3. Full reinsurance (d = 0) solves Problem (P3).
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Proof. We note that A and B defined by Equation (3.7) are non decreasing and 1-Lipschitz functions.
Then in particular A(Y ) ∈ H(X) by Proposition 3.4.1. By Theorem 3.3.2,

B(Y ) ≤cx A(Y ) ⇒ X +A(Y ) ≤cx X +B(Y ).

This leads to

TVaRβ(X + (Y − d)+ − E[(Y − d)+]) ≤ TVaRβ(X + (Y − d̃)+ − E[(Y − d̃)+]). (3.8)

In particular, Equation (3.8) holds for d := 0, i.e. TVaRβ(X + Y − E[Y ]) ≤ TVaRβ(X + (Y − d̃)+ −
E[(Y − d̃)+]).

Combining it to Equation (3.6), we obtain

TVaRα(S + Y − (Y − d)+) + TVaRβ(X + (Y − d)+)

= TVaRα(S + Y ∧ d) + E[(Y − d)+] + TVaRβ(X + (Y − d)+)− E[(Y − d)+]

≥ TVaRα(S) + E[Y ] + TVaRβ(X + (Y − d)+)− E[(Y − d)+]

≥ TVaRα(S) + E[Y ] + TVaRβ(X + Y − E[Y ])

= TVaRα(S) + TVaRβ(X + Y ).

The interpretation of Theorem 3.4.3 naturally follows from the one of Theorem 3.4.1. Recall that
Y ∈ H(X) means that the insurer’s risk is always smaller than the reinsurer’s background risk and it
stands for a natural hedge against the reinsurer’s initial exposure. Consequently, the reinsurer wants
to take as much insurer’s index-based risk as possible, without running the risk that her merged posi-
tion becomes too risky. From the insurer’s point of view, transferring her full index-based risk is the
best she could do since the index-based transaction provides protection only against this type of risk.
Moreover, her residual risk is independent from her index-based risk, i.e. she can not use S to naturally
hedge against Y .

Finally, we have fully solved the optimization problem related to the perfect index-based transaction:
full index-based transfer is the solution. The final situation in the perfect index-based transaction is
given by

EIndex := TVaRα(S) + TVaRβ(X + Y )− TVaRβ(X),

for all α, β ∈ [0, 1].
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3.5 Perfect indemnity-based transaction

The second type of coverage provided by the reinsurer is a traditional one, based on the full exposure of
the insurer. In our illustration, traditional reinsurance does not distinguish the El Niño related event or
the longevity risk from the overall insurer’s risk. As for the index-based transaction, we only consider
here the perfect indemnity-based transaction in the sense we do not add any asymmetry of information
between the insurer and the reinsurer. To this extent, this setting stands for the indemnity-based
reference transaction. As a reminder, the optimization problem is this case corresponds to Problem
P̄2, given by

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(Y + S)) + TVaRβ(X + I(Y + S))}. (P̄2)

The goal of the Section is then to solve it to obtain the best perfect indemnity-based transaction.
Contrary to the index-based transaction, it appears to be quite difficult to obtain an optimal subset.
The main reason is that S + Y /∈ H(X) and all the discussion of the Section 3.4 on the index-based
transaction does not hold any more. The perfect negative correlation between the reinsurer’s exposure
to La Niña (respectively, to mortality risk) and the insurer’s risk related to El Niño (respectively,
to longevity risk) is weakened by the presence of the residual risk S. If the residual risk is too big,
i.e. if the insurer’s index-based risk does not weight as much as expected in her overall risk, then
the diversification effect is lost and the reinsurer can not use the insurer’s risk to hedge against her
background risk. On the other hand, we expect that if the residual component remains small in front
of the size of the index-based risk, the overall exposure of the insurer should almost be a natural hedge
for the reinsurer. To this extent, we guess that if S is sufficiently small, Y + S should “almost" be in
H(X).

3.5.1 Weakening of common interests

We open the study of the indemnity-based transaction by trying to quantify the “almost" part previ-
ously discussed. The fact Y ∈ H(X) leads to the inequality of Proposition 3.4.2 in the convex sense,
i.e. it holds for all the levels β ∈ [0, 1], is quite restrictive since the reinsurer is only interested in one
particular level. In other words, we would like to lighten this constraint to focus on particular levels
instead of all of them. This leads us to the tail convex order, introduced and developed in Nam et al.
(2011) and Cheung and Vanduffel (2009).

Definition 3.5.1. (Nam et al. (2011)) A random variable A is said to precede another random variable
B in tail convex order if there exists some t� such that

i) P(A ≥ t�) > 0,

ii) E[A] = E[B],

iii) E[(A− t)+] ≤ E[(B − t)+] for all t ≥ t�.
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In this case, we write A ≤tcx(t�) B.

The tail convex order can be interpreted as “A is less dangerous than B beyond the threshold t�". We
recall the definition of p0-tail value at risk order due to Bello et al. (2020).

Definition 3.5.2. (Bello et al. (2020)) Let A and B be two random variables and p0 ∈ [0, 1). Then A

is said to be smaller than B in the p0-tail value at risk order, denoted as A ≤p0−tvar B if

TVaRp(A) ≤ TVaRp(B), ∀p > p0.

As expected, there exists an adapted equivalence between tail convex order and p0-tail value at risk
order, recalled in the next proposition from Bello et al. (2020).

Proposition 3.5.1. (Bello et al. (2020)) Let A and B be two random variables. Then

A ≤p0−tvar B ⇐⇒ A ≤tcx(t�) B, with t� = F−1
A (p0).

We naively hoped that the approach consisting in dealing with convex order to identify an optimal
subset still holds. Actually, we are going to show that this approach based on (tail) convex ordering
is drastically weakened when we relax the assumption that the transferred risk by the insurer to the
reinsurer is a counter-monotonic risk reducer for the reinsurer’s exposure. Even though we eventually
shift our point of view in subsection 3.5.2 to solve Problem (P̄2), here we clearly highlight the difficulty
faced by our initial approach. Despite the fact we barely provide an optimal subset here, we demonstrate
some worthwhile results.

To this extent, we need to require S, Y and X to be bounded, restricting again the framework. We
denote as smax = max(SS), and we define xmax and ymax in obvious notation. Nevertheless, we are
now able to adapt the characterization of the set H(X) to the case of tail convex order. By doing so,
we show that when the supremum of the support of S is not too large, then the reinsurer still prefers
the more “tail convex" contract. This is formally stated in the following theorem.

Theorem 3.5.1. Assume S, Y and X are bounded with Y ∈ H(X) and S⊥⊥(X,Y ). In addition let
I1, I2 ∈ Iν such that there exists a z0 verifying I2(z) ≤ I1(z), z ≤ z0 and I1(z) ≤ I2(z), z ≥ z0. Then
the following assertions hold:

i) If smax ≤ z0, then there exists a t� such that

X + I2(Y + S) ≤tcx(t�) X + I1(Y + S).

ii) If smax > z0, then there exists a t̃� such that

X + I1(Y + S) ≤tcx(t̃�) X + I2(Y + S).
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Proof. Case i): smax ≤ z0. By (3.4), Y = −h(X). For each s, there exists an x0(s) such that

−h(x0(s)) = z0 − s.

Define
g1(x, s) = x+ I1(−h(x) + s) and g2(x, s) = x+ I2(−h(x) + s).

For a fixed s, g1(x, s) ≤ g2(x, s) for x ≤ x0(s) and g1(x, s) ≥ g2(x, s) for x ≥ x0(s). The function
s �→ x0(s) is an non-decreasing function of s, yielding x0(smax) ≥ x0(s) for all s. As a result, let
t� = g2(x0(smax), smax) and we obtain

E[(g2(X,S)− t)+] ≤ E[(g1(X,S)− t)+], ∀t ≥ t�.

Case ii): If smax > z0, then for s > z0,

g2(x, s) ≥ g1(x, s) ∀x ∈ [xmin, xmax].

Define the function v : x �→ g2(x, z0). Since v is an non-decreasing function of x,

v(xmax) ≥ v(x) ∀x ∈ [xmin, xmax].

As a result, let t̃� = v(xmax) = xmax + I2(ymin + z0) and we have

E[(g2(X,S)− t)+] ≥ E[(g1(X,S)− t)+], ∀t ≥ t̃�.

Note that the values of t� and t̃� given in the proof are over-estimated. That is why these expressions
do not appear in the statements of Theorem 3.5.1, but only their existence. The fact S, Y and X must
be bounded is, from a practician point of view not as restrictive as it appears. For instance, one could
consider that we within within a layer of loss. Nevertheless, the consequences of Theorem 3.5.1 are
twofold. On the one hand, when two contracts cross beyond smax and depending on the value of t�, the
reinsurer prefers the same contract as the insurer. In other words, the insurer and the reinsurer have
common interests in this case. Coming back to our illustration, the reinsurer can still use the overall
insurer’s risk to hedge against her initial exposure to La Niña or to mortality risk. On the other hand,
in the situation of case ii), depending on the value of t̃� the insurer and the reinsurer do not share
the same view concerning the preferred contract: since the reinsurer can not use the insurer’s overall
exposure as a natural way to hedge against her initial background risk, the reinsurer raises her asked
premium to cope with the additional risk she will potentially bear. However, this does not prevent the
contract I2 (the more convex) to be the preferred contract on overall.
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The main strength of Theorem 3.5.1 lies in the fact that we are able to identify the form of the optimal
reinsurance contract, at least for small expectations. In fact, since we know the stop-loss is up-crossed
by all the elements of the set Iν , then it is the form that yields the smaller value of the reinsurer’s
risk measure while the retention does not exceed a predefined threshold. This is formally summed-up
in the next proposition.

Proposition 3.5.2. Let β ∈ [0, 1]. If there exists d ∈]smax, smax+ymax] such that β� = FX(h−1(−(d−
smax))) ≤ β then

TVaRβ(X + (Y + S − d)+) ≤ TVaRβ(X + Iν(Y + S)), ∀Iν ∈ Iν ,

where ν = E[(Y + S − d)+].

Proof. Let d > 0 be the retention of a stop-loss such that E[(S + Y − d)+] = ν. If Iν ∈ Iν crosses
the stop-loss at z̃0 > d, then there exists a positive value ε so that z̃0 = d + ε. Using the fact h is
non-decreasing and 1-Lipschitz,

h−1(−(d− smax) ≥ h−1(−(d+ ε− smax)) + ε.

Actually, t1 = h−1(−(d − smax)) is the t� given in the proof of Theorem 3.5.1 corresponding to
a contract that crosses the stop-loss with retention d at d and t2 = h−1(−(d + ε − smax)) + ε =

h−1(−(d+ ε− smax))+ z̃0−d is the t� given in the proof of Theorem 3.5.1 of a contract Iν that crosses
the stop-loss with retention d. Consequently, when t1 ≥ t2

FX+(Y+S−d)+(t1) ≥ FX+(Y+S−d)+(t2).

Moreover, we easily obtain that FX+(Y+S−d)+(t1) = FX(t1). If FX(t1) ≤ β, then by the link between
tail convex order and p0-tail value at risk order, TVaRβ(X+(Y +S−d)+) ≤ TVaRβ(X+Iν(Y +S)).

Let d� be the greatest d ∈]smax, smax + ymax[ such that β� = FX(h−1(−(d − smax))) ≤ β, let νd be
the expectation of the stop-loss with retention d� and denote its price as πd� . From Proposition 3.5.2,
we can affirm that if I ∈ Iν , with ν ≤ νd, then the stop-loss is cheaper than I. However, we can not
affirm that I ∈ {I ∈ I | π(I(Y + S)) = πd�} ⇒ E[I(S + Y )] ≤ ν2. As a result, the stop-loss can
not be identified as the optimal form of reinsurance if we do not add a constraint on the expectation.
However, even though we are not able to identify an optimal subset, we provide the general solution
of Problem (P̄2) in the next subsection.

3.5.2 Optimal reinsurance in the perfect indemnity-based transaction

Not being able to isolate an optimal subset does not prevent one from solving Problem (P̄2). However,
it does if one would have been interested in solving a budget constrained equivalent of this Problem.
Nevertheless, when α ≥ β, we obtain the following result.
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Theorem 3.5.2. Let α ≥ β. The solution of Problem (P̄2) is full reinsurance.

Proof. We provide two ways of proving the result. Proof i) is straightforward whereas Proof ii) is
heavier and involves inf-convolution.

i) Since α ≥ β, we have

TVaRα((S + Y )− I(S + Y )) + TVaRβ(X + I(S + Y ))

≥ TVaRβ((S + Y )− I(S + Y )) + TVaRβ(X + I(S + Y ))

≥ TVaRβ((S + Y )− I(S + Y ) +X + I(S + Y )) = TVaRβ(X + S + Y ).

ii) We drop the optimal reinsurance point of view and adopt the risk sharing one. This means that
instead of looking for the best contract I ∈ I , we consider the following problem:

inf
F∈X

{TVaRα(Y + S − F ) + TVaRβ(X + F )}. (3.9)

Let U = Y + S − F and V = X + Y + S, then

inf
F∈X

{TVaRα(Y + S − F ) + TVaRβ(X + F )} = inf
U∈X

{TVaRα(U) + TVaRβ(V − U)}.

Using the usual notation � representing the inf-convolution (see Barrieu and El Karoui (2005)),
we have

inf
U∈X

{TVaRα(U) + TVaRβ(V − U)} = TVaRβ �TVaRα(V ).

From Jouini et al. (2008), we have that

TVaRβ �TVaRα(V ) = TVaRα∧β(V ).

When α ≥ β,
TVaRβ �TVaRα(V ) = TVaRβ(V ) = TVaRβ(X + Y + S).

In other words, U� = 0, yielding F � = Y +S. The insurer transfers the full loss to the reinsurer.

First, note that α ≥ β means the insurer is more or as prudent as the reinsurer. From then on, the
interpretation of Theorem 3.5.2 is as follows. The reinsurer still uses the index-based risk of the insurer
to hedge against her initial background risk, and the independence of the residual risk does not add
too much variability to the merged position. At least, the price asked by the reinsurer to bear S is
less than the value given by the insurer to her exposure: the insurer has then interest in buying full
reinsurance.

From a technical point of view, note that Theorem 3.5.2 does not require the random variables to be
bounded. In addition, the result is not based on the fact that Y ∈ H(X). In other words, Theorem
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3.5.2 stands for a very robust result in the sense that it holds true whatever the link between Y and
X.

In the case where α ≥ β, we are eventually able to identify both the best perfect index-based and the
best perfect indemnity-based transactions. This time, the final situation in the perfect indemnity-based
transaction is given by

EIndemnity := TVaRβ(X + Y + S)− TVaRβ(X).

The natural next step is to compare the best index-based transaction with the best indemnity-based
transaction.

3.6 Perfect index-based transaction VS Indemnity-based transaction
with asymmetry of information

Now, it is time to come back to our main motivation: the investigation of the role of the asymmetry of
information in the indemnity-based transaction and the one of basis risk in the index-based transaction
on the choice of the type of the transaction.

In this Section, we first demonstrate that the perfect indemnity-based transaction is more efficient than
the perfect index-based one (Proposition 3.6.1) in order to have a basis of comparison. Then we insert
an asymmetry of information in the indemnity-based transaction, to eventually discuss its role in the
final choice.

3.6.1 Perfect knowledge of the insurer’s total exposure

Assume for the moment that both of the transactions are perfect in the sense that there is no basis
risk in the index-based transaction and there is no asymmetry of information in the indemnity-based
transaction.

Since we explicitly know the optimal solutions of Problems (P1) and (P̄1) when α ≥ β, we obtain the
following result.

Proposition 3.6.1. When α ≥ β the insurer always prefers the indemnity-based transaction.

Proof. As a reminder, EIndex = TVaRα(S) + TVaRβ(X + Y )− TVaRβ(X). We directly obtain

EIndex − EIndemnity = TVaRα(S) + TVaRβ(X + Y )− TVaRβ(X + Y + S)

≥ TVaRβ(S) + TVaRβ(X + Y )− TVaRβ(X + Y + S)

≥ 0,
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yielding the announced result.

The interpretation is clear: when the insurer is not budget-constrained, she prefers purchasing full
indemnity reinsurance instead of full index reinsurance. This is due to the fact we assume the reinsurer
is less prudent or as prudent as the insurer. To this extent, the value given by the insurer to her
residual risk is higher than the one given by the reinsurer: the insurer has then interest in transferring
her residual risk to the reinsurer. In our illustration, from the reinsurer’s point of view, she still benefits
from the diversification effect between her La Niña related risk (respectively, to mortality risk) and the
insurer’s exposure to El Niño (respectively, to longevity risk). Taking the residual risk of the insurer
leads to an increased price, but this price raise is still lower than the amount paid by the insurer if she
had kept her residual risk.

In practice, the trade-off between index-based and indemnity-based transactions has to be done between
basis risk and asymmetry of information. This is why we first address the role of the asymmetry of
information in the following subsection.

3.6.2 Asymmetry of information

Here, we represent the asymmetry of information by assuming the reinsurer perceives the loss Y + S

as Y + S + wS̃ where S̃ is non-negative random variable and w ∈ R+. It combines the points of view
adopted by Cutler and Zeckhauser (1999) (multiplicative factor) and Jean-Baptiste and Santomero
(2000) (additional random variable). Assume that S̃ is independent from all the other random variables.
As a result, the reinsurer is prudent in the sense that she only adds a positive amount to the insurer’s
loss, and this amount depends on the size of w. In a nutshell, we follow the work paved by Cutler and
Zeckhauser (1999) by dealing with both an asymmetry on the distribution and on the magnitude of
the loss.

The problem of the indemnity-based transaction is hence modified as follows, with the notation Ỹ =

S + Y :
inf
I∈I

{TVaRα(Ỹ − I(Ỹ )) + TVaRβ(X + I(Ỹ + wS̃))}.

Note that the asymmetry of information only appears on the reinsurer’s side. In other words, the
asymmetry of information does not modify the shape of the coverage (for example, a stop-loss remains a
stop-loss) but its price. The general solution is far from easy to obtain. Nevertheless, this minimization
can be seen as a function of w. To this extent, let

ψ(w) = min
I∈I

{TVaRα(Ỹ − I(Ỹ )) + TVaRβ(X + I(Ỹ + wS̃))} − TVaRβ(X), w ≥ 0. (3.10)

Note that we intentionally take into account the term TVaRβ(X) in the definition of the function ψ.
To this extent, we can directly compare ψ(w) with EIndex and EIndemn. As a result, we demonstrate
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in Proposition 3.6.2 that depending on the intensity of the asymmetry of information, the index-based
transaction is the preferred one.

Proposition 3.6.2. Define the function ψ as in Equation (3.10). If α ≥ β, then there exists w� such
that

EIndex ≤ ψ(w), ∀w ≥ w�.

Proof. First, by definition of S̃, Ỹ ≤ Ỹ +wS̃ and and for I ∈ I , X + I(Ỹ ) ≤ X + I(Ỹ +wS̃), yielding

TVaRβ(X + I(Ỹ + wS̃)) ≥ TVaRβ(X + I(Ỹ )),

and

TVaRα(Ỹ − I(Ỹ )) + TVaRβ(X + I(Ỹ + wS̃)) ≥ inf
I∈I

{TVaRα(Ỹ − I(Ỹ )) + TVaRβ(X + I(Ỹ ))}.

We eventually obtain
ψ(w) ≥ ψ(0) = EIndemn, ∀w ≥ 0.

In particular, the best indemnity-based transaction with asymmetry of information is always less
efficient than the best one without asymmetry of information.

Now let 0 ≤ w1 ≤ w2. Again by the same arguments, we obtain ψ(w1) ≤ ψ(w2): the function ψ is
non-decreasing. Then we obtain

max
w∈R+

ψ(w) = TVaRα(Ỹ ),

corresponding to the case where it is better for the insurer to not buy any reinsurance at all. On the
other hand,

TVaRα(Ỹ ) ≥ inf
I∈I

{TVaRα(Ỹ − I(Y )) + TVaRβ(X + I(Y ))} − TVaRβ(X)

= TVaRα(S) + TVaRβ(X + Y )− TVaRβ(X) = EIndex.

As a result, let w� = inf{w ∈ R+ | ψ(w) ≥ EIndex}, and since ψ is non-decreasing,

ψ(w) ≥ EIndex, ∀w ≥ w�.

A direct consequence of Proposition 3.6.2 is that EIndex ≥ ψ(w) for all w ≤ w�. In other words,
if the asymmetry of information is predominant, its presence modifies the preferences of the insurer
and makes her prefer the index-based transaction. When the reinsurer overestimates the size of the
residual risk of the insurer, she dramatically raises the premium asked for traditional reinsurance: in
our illustration, from her point of view, the reinsurer can not benefit from the diversification effect
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between her exposure to La Niña or to mortality risk and the insurer’s exposure to El Niño or to
longevity risk. On the other hand, when the asymmetry of information remains at low intensity, it
corresponds to an “almost perfect" indemnity-based transaction, and we go back to the interpretation
of Proposition 3.6.1

Nevertheless, Proposition 3.6.2 holds when there is no basis risk in the coverage of the index-based
transaction. Actually, we show in the next Section that basis risk worsens the final situation of the
insurer and depending on the size of the asymmetry of information and the intensity of basis risk, the
insurer may still prefer the indemnity-based transaction with asymmetry.

3.7 On the basis risk in the index-based transaction

Until now the index-based transaction has been assumed to be perfect in the sense that the reinsurer
offers an index-based coverage backed to the exact index-based risk of the insurer. In reality, the index
used by the reinsurer does not necessarily correspond to the parametric risk of the insurer, for instance
because there is no weather related data in the area where the insurer is exposed (this case is referred to
as spatial basis risk; Dalhaus and Finger (2016)), or even because the insurer does not perfectly know
the manner her risk is weather related (this case is known as temporal basis risk; Dalhaus and Finger
(2016)). Another reason is because the index-based risk of the insurer is not the one which is perfectly
negatively correlated to the exposure of the reinsurer. For instance, in our illustration the insurer could
be only partially exposed to phenomena like El Niño or longevity risk, making her index-based risk be
not as good as another index perfectly related to this phenomena from the reinsurer’s point of view. As
a result, the fact the coverage provided by the reinsurer does not perfectly match the loss experienced
by the insurer leaves the insurer with an imperfect coverage, resulting in a basis risk. As a reminder,
this basis risk corresponds to “the risk that a protection buyer’s own losses exceed the payments under
a risk transfer mechanism structured to hedge against these losses" according to Ross and Williams
(2009).

In this short last Section we enlarge the work to the case where the coverage offered by the reinsurer
is based on an index which is not exactly the same as the insurer’s one.

3.7.1 Basis risk and optimal transaction

First of all, we assume the reinsurer is the one who proposes the index, and she chooses it such that she
can benefit from the diversification effect between the index and her initial exposure. In other words,
by denoting W the random variable representing the index, we assume W ∈ H(X). The modified
problem can be stated as:

inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(W )) + TVaRβ(X + I(W ))}. (P2 basis risk)
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This time, the insurer does not benefit from a coverage on Y , but on W . The basis risk results from
the difference Y −W .

The correlation between the risks W and Y plays a key role in the determination of the final risk
sharing rule. In fact, assume the insurer has to choose between two indices W1 and W2 verifying
(Y,W1) ≤CORR (Y,W2). As a reminder, the correlation order requires the random couples (Y,W1) and
(Y,W2) to have the same marginal. Then we have the following result concerning the preferences of
the insurer.

Proposition 3.7.1. Let W1 and W2 such that (Y,W1) ≤CORR (Y,W2). Then

Y − I(W2) ≤cx Y − I(W1), ∀I ∈ I .

Proof. Let I ∈ I . By definition of the set I , (Y, I(W1)) ≤CORR (Y, I(W2)). The announced result is
obtained using the Proposition 6.2.12 of Denuit et al. (2006).

Therefore, the insurer wants the index W to be as positively correlated with Y as possible. The
next proposition deals with the ideal case, where (Y,W ) is comonotone, i.e. when there exists a
non-decreasing function f such that W = f(Y ).

Proposition 3.7.2. Let f be a non-decreasing and 1-Lipschitz function such that W = f(Y ). If
I1(W ) ≤cx I2(W ), then

Y − I2(W ) ≤cx Y − I1(W ). (3.11)

Proof. Thanks to the assumptions on the function f , we have −I2(W ) ∈ H(Y ) and the hypothesis
yields −I1(W ) ≤cx −I2(W ). Theorem 3.3.2 leads to Equation (3.11).

Note that the function x �→ f(x) + c, c being a constant, is still 1-Lipschitz. Consequently, we can,
without loss of generality, take f such that W ≤cx Y . In this case, the underlying index W proposed
by the reinsurer is less variable than the index-based risk of the insurer Y but, in average these two
indices are the same, providing thus a reasonable situation of basis risk.

Next, we come back to Problem (P2 basis risk). In the particular case where f is 1-Lipschitz and non-
decreasing, we obtain that the stop-loss is the optimal form of the transaction since both the insurer
and the reinsurer want the coverage on W to be as convex as possible. The discussion linking the
expectation to the price still holds here. Consequently, we follow the same reasoning as in Section 3.4
to eventually derive the next proposition.

Proposition 3.7.3. Let f be a non-decreasing and 1-Lipschitz function such that W = f(Y ). Then
the solution of Problem (P2 basis risk) is full reinsurance.
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Proof. We go back to the definition of the functions A and B introduced in Equation (3.7). By Lemma
3.4.2, −B(W ) ≤cx −A(W ). Next note that −A(W ) ∈ H(Y ) and we obtain that Y − A(W ) ≤cx

Y −B(W ) by Theorem 3.3.2. On the other hand, for d ≥ 0, we still have that

TVaRβ(X + (W − d)+ − E[(W − d)+]) ≥ TVaRβ(X +W − E[W ]).

Then we eventually obtain

TVaRα(S + Y − (W − d)+) + TVaRβ(X + (W − d)+)

= TVaRα(S + Y − (W − d)+) + E[(W − d)+] + TVaRβ(X + (W − d)+)− E[(W − d)+]

≥ TVaRα(S + Y −W ) + E[W ] + TVaRβ(X + (W − d)+)− E[(W − d)+]

≥ TVaRα(S + Y −W ) + E[W ] + TVaRβ(X +W )− E[W ]

= TVaRα(S + Y −W ) + TVaRβ(X +W ).

When f is non-decreasing and 1-Lipschitz, −W ∈ H(Y ) and by hypothesis, W ∈ H(X): for the
reinsurer, adding a position related to W participates in reducing her overall exposure whereas adding
a position on −W reduces the insurer’s exposure. The best W playing this dual role is W = Y

corresponding to the case where there is no basis risk. Note that the fact W ∈ H(X) and −W ∈ H(X)

does not necessarily means that Y ∈ H(X). The final situation of the insurer in the index-based
transaction with basis risk is hence

EIndex Basis Risk := TVaRα(S + Y −W ) + TVaRβ(X +W )− TVaRβ(X).

The last result is concerned with comparing the best index-based transaction with basis risk with the
indemnity-based transaction with asymmetry of information.

3.7.2 Index-based transaction with basis risk VS indemnity-based transaction
with asymmetry of information

First, we compare the index-based transaction with and without basis risk. Note that dealing with the
perfect index-based transaction means Y ∈ H(X).

Proposition 3.7.4. Let Y ∈ H(X). If W = f(Y ) where f is a non-decreasing and 1-Lipschitz function
such that W ≤cx Y , then

EIndex Basis Risk ≥ EIndex.

Proof. The facts Y ∈ H(X) and W ≤cx Y yield X+Y ≤cx X+W by Theorem 3.3.2, i.e. TVaRβ(X+

Y ) ≤ TVaRβ(X+W ). On the other hand, Y −W = Y −f(Y ) ≥ 0, and we directly obtain TVaRα(S) ≤
TVaRβ(S + Y −W ).
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In other words, the basis risk worsens, as expected, the final situation of the index-based transaction.

We eventually close the paper by providing a result looking like Proposition 3.6.2, by comparing the
transaction with asymmetry of information with the index-based transaction with basis risk, using the
fact the function ψ defined in Equation (3.10) is non-decreasing.

Proposition 3.7.5. Define the function ψ as in Equation (3.10) and w� as in Proposition 3.6.2. If
α ≥ β, then the following assertions hold:

i) There exists a w̃ ≥ w� such that

ψ(w) ≥ EIndex Basis Risk, ∀w ≥ w̃.

ii) For w ∈ [w�, w̃],
EIndex ≤ ψ(w) ≤ EIndex Basis Risk.

Proof. As before,

max
w∈R+

ψ(w) = TVaRα(S + Y )

≥ inf
I∈I

{TVaRα(S + Y − I(W )) + TVaRβ(X + I(W ))} − TVaRβ(X)

= EIndex Basis Risk
≥ EIndex.

Let w̃ = inf{w ∈ R+ | ψ(w) ≥ EIndex Basis Risk}. Since ψ is non-decreasing, ψ(w) ≥ EIndex Basis Risk
for all w ≥ w̃. The fact that w̃ ≥ w� and ii) are direct by definition of w�.

Proposition 3.7.5 illustrates the trade-off between the basis risk inherent to an index-based transaction
and the asymmetry of information contained in an indemnity-based transaction: for a given quality
of index, the size of the asymmetry of information drives the insurer’s final choice. If the level of
asymmetry of information is not too high, the insurer has interest in choosing the indemnity-based
transaction. On the other hand, if the level of asymmetry of information is too high, then the indemnity-
based transaction is too expensive and the insurer should purchase an index-based coverage, even with
basis risk. In a synthesized way, we have demonstrated that

EIndemnity = ψ(0) ≤ ψ(w1) ≤ EIndex ≤ ψ(w2) ≤ EIndex Basis Risk ≤ ψ(w3), (3.12)

where w1 ≤ w�, w2 ∈ [w�, w̃] and w3 ≥ w̃.
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3.8 Conclusion

This work paves the way of further research on the correlation structure linking the reinsurer’s initial
exposure to the insurer’s parametric risk. Despite the restrictive assumptions on this structure, we
have provided an additional characterization of the set of counter-monotonic risk reducers. In addition,
this simplified setting has allowed us to deal with an index-based transaction and an indemnity-based
transaction, to eventually take into account the main drawbacks of each type of transactions. We
have first addressed the case of asymmetry of information, highlighting its role in the indemnity-based
transaction. Then we have added a form of basis risk in the index-based transaction.

The key contribution of the paper is summarized in Equation 3.12: we have explicitly demonstrated
that, for a given quality of the index-based transaction, the intensity of the asymmetry of information
between the insurer and the reinsurer drives the choice on the type of the transaction.

As a result, we have demonstrated the impact of the asymmetry of information and basis risk on
the final choice of the protection buyer, confirming thus the trade-off between these two phenomena
that has been observed in the insurance market for years. This result may explain why index-based
transactions are the one preferred on emerging markets (such as agricultural insurance in emerging
countries, or in the first years of the CAT bond market) characterized by a huge level of asymmetry
of information, whereas when the market reaches a sufficient level of development, the asymmetry of
information is reduced and the market slices towards indemnity-based transactions, as we can see in
the CAT bond market for instance.
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Appendix: convex order and related results

This Appendix recalls the main results on convex order used all along the paper. Because the literature
on convex orders is very rich, we only recall some key results used in the sequel. For the sake of brevity,
we omit the proof and the interested reader is referred to the handbooks by Müller and Stoyan (2002),
Denuit et al. (2006) and Shaked and Shanthikumar (2007) for a detailed and exhaustive presentation
of stochastic orders.

Given two random variables A and B, A is said to precede B in the increasing convex order, also
referred to as stop-loss order and written as A ≤icx B if and only if E[φ(A)] ≤ E[φ(B)] for all non-
decreasing convex functions φ such that the expectations exist. It is said that A precedes B in the
convex order, denoted as A ≤cx B, if and only if A ≤icx B and E[A] = E[B]. The convex order benefits
from a straight characterization involving the stop-loss premium and the tail value-at-risk, given by
the following statement.

Characterization 3.8.1. (Denuit et al. (2006))
For two random variables A and B,

A ≤cx B ⇐⇒ E[(A− t)+] ≤ E[(B − t)+] holds for all t ∈ R,

⇐⇒ TVaRp(A) ≤ TVaRp(B) holds for all 0 ≤ p < 1,

where TVaRp(A) =
1

1−p

∫ 1
p VaRs(A)ds, VaRs(A) = inf{x ∈ R+ | P(A ≤ x) ≥ s}.

We recall that TVaR is coherent in the sense of Artzner et al. (1999) and that TVaRp(A) ≥ E[A] for all
p ∈ [0, 1]. The following lemma is a powerful tool when it comes to dealing with convex order; see Ohlin
(1969) for the proof, and Cai and Wei (2012) for a use in optimal reinsurance context with positively
dependent risks. Lemma 4.2.2 is of utmost importance in the geometrical approach developed in the
paper; note that it requires the functions f1 and f2 to be non-decreasing.

Lemma 3.8.2. (Ohlin (1969))
Let A be a nonnegative random variable, f1 and f2 be two non-decreasing functions such that E[f1(A)] =

E[f2(A)]. If there exists an x0 such that f1(x) ≥ f2(x), for all x ≤ x0 and f1(x) ≤ f2(x), for all x ≥ x0,
then f1(A) ≤cx f2(A) and we say that f1 up-crosses f2.

Next we recall a stochastic order relation for random couples, referred to as the correlation order, that
translates the fact the components of one of these couples are more positively dependent than those of
the other random couple. This stochastic order has been introduced by Dhaene and Goovaerts (1996,
1997) to compare, in the stop-loss order, the sum of the components of random couples. We denote by
R(F1, F2) the space consisting of all the random couples (A1, A2) with marginals F1, F2 respectively.
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Definition 3.8.1. (Denuit et al. (2006))
Consider two random couples A = (A1, A2) and B = (B1, B2) in R(F1, F2). If

FA(x1, x2) ≤ FB(x1, x2), for all x ∈ R2,

then A is said to be smaller than B in the correlation order (denoted by A ≤CORR B).

Actually, the correlation order is structurally related to supermodular functions (see Dana and Scarsini
(2007) for a short but insightful presentation). In a nutshell, if ψ is twice differentiable, ψ is su-

permodular if and only if
∂2ψ

∂x∂y
≥ 0. Note in particular that for a convex function φ : R → R,

ψ : (x1, x2) �→ φ(x1 + x2) is supermodular. Consequently, we recall the link between the correlation
and convex orders.

Proposition 3.8.1. (adapted from Proposition by Denuit et al. (2006))
For random couples A,B ∈ R(F1, F2),

A ≤CORR B ⇒ A1 +A2 ≤cx B1 +B2.

Finally, two random variables A and B are said to be comonotonic if the inequality (B(ω)−B(ω′))(A(ω)−
A(ω′)) ≥ 0 holds for every ω and ω′ in Ω. Two random variables A and B are said to be counter-
monotonic if A and −B are comonotonic. In addition to this quite general definition, we recall that
Proposition 4.5 v) of Denneberg (1994) ensures that (A,B) is comonotonic if and only if there exit
a random variable C and two increasing functions u and v such that A = u(C) and B = v(C). In
particular, by taking u = Id, (A,B) is comonotonic if and only if B = v(A), v being an increasing
function. This functional characterization of comonotonicity is at the basis of the approach developed
in Section 3.3. For more information on comonotonicity we refer the reader to Dhaene and Goovaerts
(1996), Dhaene et al. (2002) and Kaas et al. (2000).

The next lemma summarizes some fundamental relationships between comonotonicity (counter-monotonicity)
and convex order.

Lemma 3.8.3. (see Cheung et al. (2014))
Let Ai, Bi for i = 1, 2 be nonnegative random variables.

i) If Ai ≤cx Bi for i = 1, 2 and if (B1, B2) is comonotonic, then

A1 +A2 ≤cx B1 +B2.

ii) If (A1, A2) and (B1, B2) have the same marginal distributions and (A1, A2) is counter-monotonic,
then

A1 +A2 ≤cx B1 +B2.
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Chapitre 4

De la réassurance optimale au partenariat
optimal : une approche basée sur le taux
de rétention

Ce chapitre reprend l’article "From optimal reinsurance to optimal partnership contract : a retention
rate approach", co-écrit avec Pauline Barrieu, Anne Eyraud-Loisel et Stéphane Loisel, soumis à l’AS-
TIN Bulletin.

Abstract

In this paper, we define a new relationship framework between an insurer and her reinsurer and we
study the so-called optimal partnership contracts. These contracts are a generalization of traditional
reinsurance. In our framework, in addition to the classical risk transfer mechanism, the reinsurer may
help the insurer to underwrite more business, for example thanks to an innovative underwriting tool
or thanks to some access to the reinsurer’s network. We introduce the retention rate as the random
proportion of the loss ultimately incurred by the insurer after risk transfer. In traditional reinsurance,
the retention rate is bounded by 1. Thanks to the potential additional underwriting, the insurer’s
retention rate is potentially greater than 1. We first solve a unilateral partnership contracting problem
when the retention rate is bounded and we enlarge it to the unbounded case. Then, we focus on a
Pareto-optimal bilateral contracting problem. In this bilateral framework, we assume the claim risk
profile of the insurer stands for a natural hedge against the reinsurer’s initial exposure. We first prove
that stop-loss is the optimal form of traditional reinsurance. Then, we provide the general form of the
optimal contracting rules for both a bounded and an unbounded retention rate. We eventually show
that optimal partnership outperforms traditional reinsurance.
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4.1 Introduction

In this paper, we generalize traditional reinsurance contracts to so-called partnership contracts. The
partnership is due to the fact the reinsurer may help the insurer to underwrite more business, for
example thanks to an innovative underwriting tool or thanks to some access to the reinsurer’s network.
We examine the optimal partnership contracts in both unilateral and bilateral frameworks. In both
cases, optimal partnership contracts outperform traditional reinsurance.

The approach is based on the retention rate, defined as the random proportion of the loss ultimately
incurred by the insurer after a risk transfer. In traditional reinsurance, the retention rate is always
smaller than 1. In our partnership contracting framework, the retention rate of the insurer can be
greater than 1 thanks to the additional underwriting capacity.

We first deal with a unilateral optimal contracting problem. In the unilateral traditional reinsurance
framework, Van Heerwaarden et al. (1989) have shown that the stop-loss is the form of reinsurance
that minimizes the retention of the insurer in the convex order; see for instance the books by Denuit
et al. (2006) and Shaked and Shanthikumar (2007) for a deep presentation of this stochastic order.

Our unilateral optimal contracting problem corresponds to the one of Van Heerwaarden et al. (1989)
when the set of admissible reinsurance coverages is extended to the one of the admissible partnership
contracts. Modifying the set of admissible reinsurance contracts has been studied mainly by Gollier
(1987) and Ghossoub (2019), but in a radically different point of view.

To solve this unilateral problem, we use the retention rate and well known crossing-type result (see
for instance Ohlin (1969)). In particular, we are interested in the case where the retention is bounded
by a β < +∞ so that the underwriting tool only provides a limited quantity of additional business.
The asymptotic case β → +∞ is also examined, but the solution of the optimal partnership contract
makes this case questionable from a practitioner’s point of view. The main reason is that it leads to
a partnership contract where there is no risk premium any more. From a technical point of view, this
asymptotic case remains relevant since it allows to provide the explicit solution of the bilateral problem.

In fact, we then shift our attention to a bilateral problem involving the reinsurer’s preferences and the
notion of Pareto-optimality in our optimal contracting framework. Pareto-optimality in risk transfer
design has been introduced by Borch (1962) and developed by e.g. Gerber (1978), Raviv (1979), Barrieu
and Scandolo (2008) and recently updated by Cai et al. (2017) and Asimit et al. (2020).
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The preferences of the insurer and the reinsurer are measured with the tail value-at-risk (TVaR). In this
bilateral framework, we also take into account the claim risk profiles of the reinsurer and the insurer.
We consider the reinsurer has an initial background risk and that the insurer’s risk is a natural hedge
against this initial exposure. This is how the reinsurer benefits from the partnership.

The question of risk taking behavior in presence of several sources of risk has already been raised,
referred to either as random initial wealth in Kihlstrom et al. (1981), or as background risk or as
non-insurable risk; see for instance Tsetlin and Winkler (2005) or Franke et al. (2006). However, the
literature usually focuses on the insurer’s initial exposure; see Dana and Scarsini (2007), and Lu et al.
(2012, 2018) among others. In our paper, the link between the insurer’s risk and the reinsurer’s initial
exposure is specified thanks to the recent work by Cheung et al. (2014) and Barrieu et al. (2020), leading
to the notion of counter-monotonic risk reducer, which is a strong representation of the diversification
effect.

In this bilateral setting, we first come back to the traditional reinsurance problem and we prove that
the stop-loss is the optimal form of reinsurance. Next, we consider our optimal partnership contracting
problem, by first allowing the insurer to increase her retention rate to a bounded level β > 1. We show
that the solution is the one given in the unilateral problem and that it is more efficient than traditional
stop-loss. Finally, we deal with the asymptotic case where the retention rate is unbounded. As for
the unilateral case, the solution makes the reinsurer’s safety loading vanish, which is not acceptable in
practice.

More precisely, the paper is organized as follows. Section 4.2 recalls the seminal result of Van Heerwaar-
den et al. (1989) and introduces the retention rate. In Section 4.3, we focus on the unilateral optimal
partnership problem. We first solve the partnership problem when the retention rate is bounded. Next
we consider the asymptotic case where the retention can be infinite. The unilateral problems are at
the basis of the solutions in the bilateral cases. Section 4.4 introduces the bilateral framework, describ-
ing the link between the insurer’s risk and the reinsurer’s initial exposure to eventually deal with the
existence of Pareto-optimal solutions. Section 4.5 is concerned with the Pareto-optimal reinsurance
problem. We prove that stop-loss is the optimal reinsurance contract but there is no simple form
for the general solution. The paper is closed by Section 4.6 where we deal with the Pareto-optimal
partnership problem. In the bounded case, we determine the form of the optimal partnership contract
without providing explicit solutions due to intractable calculations. In the unbounded case, however,
we manage to exhibit the explicit solutions of the problem.
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4.2 Preliminaries on unilateral optimal reinsurance in convex order

This Section presents the general point of view adopted in this paper. For the paper to be self con-
tained, we first recall the seminal result by Van Heerwaarden et al. (1989) and a geometric condition
leading to convex order due to Ohlin (1969). Then we introduce the retention rate, which is at the
basis of the approach developed in the remaining of the paper.

Before we proceed further, we assume that all random variables discussed in this paper are integrable
and defined on a common probability space (Ω,F ,P). We rapidly recall that given two random
variables A and B, A is said to precede B the convex order, denoted by A ≤cx B, if and only if E[(A−
t)+] ≤ E[(B − t)+] holds for all t ∈ R. Equivalently, A ≤cx B if and only if TVaRp(A) ≤ TVaRp(B)

for all 0 ≤ p < 1 where TVaRp(X) =
1

1− p

∫ 1
p VaRs(X)ds, VaRs(X) = inf{x ∈ R+ | P(X ≤ x) ≥ s}.

The interested reader is referred to Denuit et al. (2006) and Shaked and Shanthikumar (2007) for a
deepest presentation of convex and related orders. Because we invoke properties related to TVaR later
in the paper, we point out that TVaR is translative, positively homogeneous, subadditive, comonotonic
additive and monotone, i.e. coherent in the sense of Artzner et al. (1999) and that TVaRp(A) ≥ E[A]

for all p ∈ [0, 1].

4.2.1 Optimal retention in the convex sense

Our starting point is the unilateral optimal reinsurance problem consisting in finding the form of
reinsurance that minimizes the retention of an insurer in the convex sense. This problem corresponds
to the one examined and solved by Van Heerwaarden et al. (1989). Although the solution is well known,
it is worth recalling it as it stands for a landmark in the remaining of the paper.

To this extent, let Y be the risk the direct insurer faces and we set E[Y ] = μ > 0. We denote by I

the set of admissible reinsurance contracts, defined as

I = {I | I is non-negative, non-decreasing and 1− Lipschitz}.

This set has been introduced by Huberman et al. (1983) and has become classical in the literature of
optimal reinsurance design, mainly because it allows for reducing ex-post moral hazard; see Lu et al.
(2018) and references therein. We point out the recent work of Gerber et al. (2019) which demonstrate
that the Lipschitz condition is theoretically related to optimal risk sharing. A function I ∈ I is
referred to as a ceded loss function. A technical by-product is that every ceded loss function in I is
absolutely continuous with I(0) = 0.

We assume the price π of a coverage I ∈ I is given by the widely used expected value principle, namely
π[I(Y )] = (1 + θ)E[I(Y )], where θ ≥ 0 stands for the safety loading; see among many other Kaluszka
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(2001), Cai and Tan (2007), Guerra and Centeno (2008), Chi and Tan (2011), Tan et al. (2011) or
Cai and Weng (2016). Premium principles have been a widely studied topic; see among others Deprez
and Gerber (1985) or Young (2004) for a deep analysis. In particular Tan et al. (2009) give a large
overview of the role played by premiums in the design of optimal reinsurance. When the premium is
determined by the expected value principle, the set of feasible contracts reduces to

Iν = {I ∈ I | E[I(Y )] = ν} .

In our unilateral framework, the insurer considers the retained risk after reinsurance. Consequently,
the seminal unilateral problem corresponds to

inf
I∈Iν

{TVaRα(Y − g(Y ))}, (P1)

where α ∈ [0, 1]. We draw the attention to the fact that Problem (P1) is given for a fixed expectation
ν, i.e. we solve the problem for a given price. In addition, minimizing the TVaR of the retention is
equivalent to minimizing the retention in the convex sense. Van Heerwaarden et al. (1989) demonstrate
that stop-loss is the solution of Problem (P1).

Theorem 4.2.1. (Van Heerwaarden et al. (1989))
Let ν ≥ 0 and d such that E[(Y − d)+] = ν. Then Y − (Y − d)+ ≤cx Y − I(Y ) holds for ∀I ∈ Iν .

The mathematical tool hidden behind Theorem 4.2.1 is a powerful lemma due to Ohlin (1969) that
transforms convex order into a crossing-type condition, namely

Lemma 4.2.2. (Ohlin (1969)) Let Y be a nonnegative random variable, I1 and I2 be two increasing
functions such that E[I1(X)] = E[I2(X)]. If there exists an y0 such that I1(y) ≥ I2(y), for all y ≤ y0

and I1(y) ≤ I2(y), for all y ≥ y0, then I1(Y ) ≤cx I2(Y ) and we say that I1 up-crosses I2.

Ohlin’s lemma allows for adopting a very handy geometric approach, reducing convex ordering to a
crossing condition. In the remaining of the paper, the functions I1 and I2 are seen as reinsurance
contracts: if a contract is up-crossed by another contract, the latter is greater in the convex sense.
This point is at the basis of the reasoning adopted all along this paper.

We are now ready to interpret Theorem 4.2.1. The insurer who wants to reduce her retention in the
convex sense has to purchase the coverage containing as variability as possible. For a given ν (i.e. for
a given price), the corresponding stop-loss is up-crossed by all the elements of the set Iν : it is then a
supremum in the convex sense in this set.

When we fix the expectation at ν, we denote the “corresponding contract I" as the one in Iν . In
addition, we say in short that a contract I2 is better than I1 if the retention obtained with I2 is smaller
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in the convex order than the retention obtained with I1.

Convex order appears then as a powerful tool when it comes to dealing with optimal reinsurance.
More precisely, Van Heerwaarden et al. (1989) prove that many criteria for choosing optimal rein-
surance treaties have the common property that a treaty is considered preferable to another if it is
lower in stop-loss order. Such criteria include maximizing utility of wealth, minimizing ruin proba-
bility and minimizing the variance of the retained risk among many others. In particular, it is well
known that many risk measures are consistent with convex order in that if ρ is such a measure,
then Y1 ≤cx Y2 ⇒ ρ(Y1) ≤ ρ(Y2). Theorem 4.2.1 explains the supremacy of the stop-loss in the early
literature on the choice of a reinsurance contract; see e.g. Borch (1962), Arrow (1963) or Gerber (1978).

As we can see through the definition of the set I , reinsurance payout can not be negative. In other
words, the reinsurer takes the responsibility for a portion of the claims against a premium π paid by
the insurer. It results from the set of admissible reinsurance contracts that the retention rate of the
insurer is bounded by 1.

4.2.2 The retention rate

Usually, reinsurance arrangements focus on two quantities, namely the ceded loss function and the
resulting retention. In this paper, we shift our attention to the retention rate, defined as follows.

Definition 4.2.1. For a given loss Y and a given reinsurance coverage I ∈ I , the retention rate SI

is defined as

SI =
Y − I(Y )

Y
.

The random quantity SI represents the random proportion of the loss ultimately incurred by the
insurer. The retention after reinsurance I is then SIY . For instance, when the reinsurance contract is
a quota share of level q, then SQS = 1− q = p, which is constant and consequently independent from
the loss Y . On the other hand, when the contract is a stop-loss with retention d, then

SSL = 1{Y≤d} +
d

Y
1{Y >d}. (4.1)

We note that the function v : x �→ 1{x≤d} + d
x1{x>d} is decreasing for x ≥ 0. Furthermore, the

function x �→ v(x)x = x1{x≤d} + d1{x>d} is non-decreasing and up-crosses x �→ px. From Lemma
4.2.2, SSLY ≤cx pY : the stop-loss is better than the corresponding quota-share. This is not new, since
Theorem 3.3.2 of Van Heerwaarden et al. (1989) can be adapted to the retention rate point of view.
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Theorem 4.2.3. (directly adapted from Van Heerwaarden et al. (1989)) Let I1, I2 ∈ Iν . If an y0 ≥ 0

exists such that SI1(y) ≤ SI2(y) for 0 ≤ y ≤ y0 and SI1(y) ≥ SI2(y) for y > y0, then SI2Y =

Y − I2(Y ) ≤cx SI1Y = Y − I1(Y ).

Remark 4.2.1. The genesis of the approach based on the retention rate comes from random contrac-
tions, defined as the product of two independent random variables (see e.g. Lefèvre et al. (2020)). If one
is interested in comparing two products A1B1 with A2B2, then it can be shown by means of correlation
order that the smaller product in the convex order is the one where (A1, B1) is counter-monotonic. In
particular, the retention rate of the stop-loss is a decreasing function of the loss, yielding the counter-
monotonicity of (SSL, Y ).

Theorem 4.2.3 transposes the geometric approach based on the ceded loss functions of Lemma 4.2.2
into a geometric comparison between the retention rates. Therefore, the retention rate approach is at
the basis of the development of our optimal contracting framework. In the next Section we present the
unilateral contracting problems.

4.3 On unilateral optimal partnership contract

4.3.1 Optimal unilateral contracting with bounded retention rate

Later on, we shall consider the case where the retention rate is unbounded. However, as a first step,
we allow the retention rate to be greater than 1 but we bound it by a β < +∞. Coming back to our
illustration, it corresponds to the case where the increase in underwriting potential is bounded, which
is a reasonable assumption. We later consider the case where the retention rate is unbounded. We
introduce the set G defined as

G = {g : x �→ g(x) | x− g(x) ≤ y − g(y) holds for x ≤ y ∈ R}. (4.2)

Note that I ⊂ G and elements of G can not have a slope greater than 1. More importantly, the set
G is built so that the only constraint on the reinsurance coverage g is that it yields a non-decreasing
retention. This point allows us to keep using the powerful Lemma 4.2.2. The interest of the contract
based on the partnership is relevant if we compare it with the traditional reinsurance having the same
price. In our context, the price is given by the expected value premium principle. Therefore, we define

Gν = {g ∈ G | E[g(Y )] = ν}.

We eventually obtain the set of admissible partnership contracts with a bounded retention rate. Let
1 ≤ β < +∞ and define

G β
ν = {g ∈ Gν | Sg(x) ≤ β, ∀x ∈ R+}.
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The problem for the insurer is now to solve

inf
g∈G β

ν

{TVaRα(Y − g(Y ))}. (P1 in G β
ν )

Again, we draw the attention to the fact that Problem (P1 in G β
ν ) is given for a fixed expectation ν,

i.e. we still work at fixed price. Moreover, note that Iν ⊂ G β
ν hence the stop-loss with expectation ν

is an element of G β
ν .

Proposition 4.3.1 solves Problem (P1 in G β
ν ).

Proposition 4.3.1. Let α ∈ (0, 1), 0 ≤ ν ≤ μ and β ≥ 1. The solution of Problem (P1 in G β
ν ) if given

by
gβν (x) = (1− β)x1{x≤d̃} + (x− βd̃)1{x>d̃}, (4.3)

with retention rate

Sβ
ν (x) = β1{x≤d̃} +

βd̃

x
1{x>d̃}, (4.4)

where d̃ is such that E[(Y − d̃)+] = μ− ν

β
.

Proof. First, let us check that gβν given by Equation (4.3) is an element of G .

— Case 1: x ≤ y ≤ d̃: y − gβν (y)− (x− gβν (x)) = y − y + βy − (x− (x− βx)) = β(y − x) ≥ 0.

— Case 2: x ≤ d̃ ≤ y: y − gβν (y)− (x− gβν (x)) = y − y + βd̃− (x− (x− βx)) = β(d̃− x) ≥ 0.

— Case 3: d̃ ≤ x ≤ y: y − gβν (y)− (x− gβν (x)) = y − y + βd̃− (x− (x− βd̃)) = 0.

For g to be an element of the set Gν , we must have E[g(Y )] = ν. Let ISL(Y ) = (Y − d)+ be such that
E[ISL(Y )] = ν. Then we have E[SgY ] = E[Y − ISL(Y )], yielding

β =
E[Y ]− E[(Y − d)+]

E[Y ]− E[(Y − d̃)+]
=

d− E[(d− Y )+]

d̃− E[(d̃− Y )+]
=

ν

μ− E[(Y − d̃)+]
, (4.5)

yielding E[(Y − d̃)+] = μ− ν

β
.

We must now verify that Sβ
ν Y ≤cx SgY holds for all g ∈ G β

ν We refer to Figues 41 for an illustration of
the following situation. Let g ∈ G β

ν and denote by Sg its retention rate. First, assume Sg(y) < Sβ
ν (y)

for y ≤ βd̃. For g to be in G β
ν , there exists an y0 ≥ βd̃ such that Sβ

ν (y) ≥ Sg(y) for y ≤ y0 and
Sβ
ν (y) ≤ Sg(y) for y ≥ y0. This can be rewritten as gβν (y) ≤ g(y) for y ≤ y0 and gβν (y) ≥ g(y) for

y ≥ y0. In particular gβν (y) = y− βd̃ for y ≥ y0, i.e. gβν already has a slope of 1. To this extent, once g

is under gβν , g can not cross gβν . It results from this that the y0 is unique. We then obtain that Sg and
Sβ
ν cross once. Theorem 4.2.3 yields the announced result in this case.
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Second, assume there exists a retention rate S̄g such that there exists an y0 > d̃ with S̄g(y) ≥ Sβ
ν (y)

for y ≤ y0 and S̄g(y) ≤ Sβ
ν (y) = βd̃/y for y ≥ y0. This case is represented in Figure 42. With the

particular form of S̄g, and by denoting as ḡ the ceded loss function corresponding to S̄g, then

ḡ(y) ≤ gβν (y) for y ≤ y0, and ḡ(y) ≥ gβν (y) = y − βd̃ for y ≥ y0.

Again, this is only possible if the slope of ḡ is greater than 1 for y ≥ y0. This is not possible in G β
ν ⊂ G .

As a result, we have shown that Sβ
ν Y ≤cx SgY holds for all g ∈ G β

ν .

The retention rate Sβ
ν corresponds to the one of a stop-loss with retention d̃ multiplied by the factor

β > 1. To this extent, the insurer multiplies by β her quantity of claims smaller than βd̃ and keep
transferring her claims greater than βd̃ to her reinsurer. We point out that her retained claims are
smaller than the ones she retains when she purchases the corresponding traditional stop-loss. In fact,
define the function u : x �→ x−E[(x−Y )+]

x for x ≥ 0, which can be rewritten as u(x) = 1− 1
x

∫ x
0 FY (t)dt,

which is decreasing. Consequently, since d̃ ≤ d, u(d) ≤ u(d̃). From (4.5), the value of β verifies
β ≤ d/d̃.

The major conclusion of Proposition 4.3.1 is that

Sβ
ν Y ≤cx SSLY.

The optimal partnership contract yields a smaller retention in the convex sense than the one obtained
with the corresponding stop-loss. For the same price, the partnership contract is more efficient than
the stop-loss.

4.3.2 Optimal unilateral contracting with unbounded retention rate

For a fixed β := β1, taking β2 > β1 yields Sβ2
ν Y ≤cx Sβ1

ν Y by the same geometric reasoning. In fact,
we can see that increasing the value of the maximal retention rate reduces the horizontal portion of the
retention rate Sβ

ν , for a given ν. When the retention is unbounded, the optimal contracting problem
reduces to

inf
g∈Gν

{TVaRα(Y − g(Y ))}. (P1 in Gν)

From the geometrical approach developed in the proof of Proposition 4.3.1, the best retention rate is
thus the one with no horizontal portion, leading to the solution of Problem (P1 in Gν), given in the
following proposition.

Proposition 4.3.2. Let μ = E[Y ] ≥ ν > 0 and g�(y) = y− (μ− ν). Then Sg�Y ≤cx SgY holds for all
g ∈ Gν .
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Figure 41 – Left hand side: Sβ
ν defined by Equation (4.4) (dashed black line) and SSL (solid blue line);

Right hand side: x− gβν (x) (dashed black line) and x− ISL(x) (solid blue line).
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Figure 42 – Left hand side: the retention rate of the stop-loss (solid blue line) and a possible s̄ (dashed
black line). Right hand side: ISL (solid blue line) and ḡ (dashed black line).

Proof. The idea of the proof lies in the shape of the dashed black curve in Figure 41 since it consists
in reducing the length of its horizontal portion. In Gν , the retention rate with the smallest horizontal
portion is S� = μ−ν

Y , yielding g�(y) = y − (μ− ν).
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Note that the slope of g� is exactly 1. Again, once a g ∈ Gν is under g�, this g can not cross g�. In
other words, any element of the set Gν up-crosses g�. Theorem 4.2.3 yields the announced result.

Let us stop to provide the interpretation of the form of g�. First of all, the form of the optimal contract
means that the insurer always fully transfers her loss (+y) whereas the term μ − ν plays the role of
a compensator to meet the price constraint (or equivalently, to meet the constraint on the expected
value).

Next, the final retention of the insurer is given by

Sg�Y + (1 + θ)ν = Y − (Y − μ+ ν) + (1 + θ)ν = μ+ θν,

and it turns out that it is not random any more but only depends on ν. Since the insurer wants her
retention to be as small as possible, ν = 0 is the best solution. Consequently, the final retention is
merely μ. Note that μ ≤ TVaRα(Y ) holds for all α ∈ (0, 1) and g�(y) = y − μ leads hopefully to
a better retention than the case where the insurer does not purchase any reinsurance at all. More
precisely, when ν = 0, E[g�(Y )] = 0 too. In other words, the best transaction is, in term of the price,
free.

However, the monetary flow is not zero: the insurer transfers her full loss but has to “pay" the amount
of the expected value of her loss. This situation corresponds to the case where the insurer transfers
her full loss to a representative reinsurer whose safety loading is θ = 0. The realism of the case of
an unbounded retention rate is therefore questionable. The risk premium of the reinsurer is 0, which
is not satisfactory from a practitioner’s point of view. Nevertheless, this asymptotic case remains an
interesting problem. In addition, we prove later in the paper that the solution of the bilateral un-
bounded partnership problem can be used to solve a traditional reinsurance problem for which there
is no explicit solution.

To close the unilateral point of view, we have eventually shown that

Sg�Y ≤cx Sβ
ν Y ≤cx SSLY,

where E[Sg�Y ] = E[Sβ
ν Y ] = E[SSLY ] = μ − ν. The optimal partnership is then more efficient than

traditional reinsurance.

Note that the convex comparison holds since the premium asked by the reinsurance is only based on the
expectation of the coverage; this is the major limit of the result. The fact expected premium principle
has been widely used in the literature of optimal insurance is mainly because it allows for tractable
calculation and clear comparison. In other words, the fact the price of a coverage is only determined
by its expectation makes the comparison between coverages having the same price easier.
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For the moment, the reinsurer’s preferences barely appear in the formulation of the problem whereas we
claim that our paper is motivated by the potential partnership between the insurer and her reinsurer.
The next step of our partnership framework is to take into account the preferences of the reinsurer in
the overall transaction.

4.4 A bilateral risk sharing framework

The previous Section focuses on the insurer’s side. We prove that the fact the insurer benefits from the
reinsurer’s underwriting support allows her to have a retention rate greater than one and to eventually
reduce her retention in the convex sense. Most importantly, we have shown that the resulting retention
is smaller than the one obtained with the corresponding stop-loss. As a partnership should take into
account the preferences of both the insurer and the reinsurer, it is now time to examine the reinsurer’s
side. We assume the reinsurer uses TVaRβ , β ∈ (0, 1) to measure her exposure. The fact we choose the
TVaR to measure the preferences of both the insurer and the reinsurer relies on the fact that it allows
for conserving the clear geometric approach based on Ohlin’s lemma. Also, TVaR is a widely used risk
measure, and we point out that our setting is very akin to the one of Cai et al. (2017) and Asimit et al.
(2020). To this extent, it seems important to highlight that from a bilateral point of view, the added
value of the paper is, as far as we are aware of the literature, twofold. First we take into account the
initial exposure of the reinsurer by assuming she is exposed to a risk X before she sells any coverage
to the insurer. Second, the fact we focus of an optimal contracting problem leads to solve the bilateral
problem by considering G as the admissible set instead of the traditional I .

4.4.1 The link between X and Y

The motivation of the partnership from the reinsurer’s side has been brought to attention by a real world
situation. In practice, the reinsurer already has initial exposure before she enters into a contracting
relationship with the insurer. Moreover, there exist some situations where the initial background of
the reinsurer and the risk of the insurer are negatively correlated such as mortality and longevity risks
(Barrieu et al. (2012)) or the alternation of El Niño and La Niña cycles. For instance, hurricanes
season is intense in the US under La Niña phenomenon whereas the intensity decreases during El Niño
phenomenon (see e.g. Glantz (2001)). As a result, when a reinsurer exposed to La Niña or to mortality
risk bears the risk of an insurer exposed to El Niño or to longevity risk, she benefits from a natural
hedge against her initial background risk. To this extent, this is how the reinsurer takes advantage of
the partnership too.

Formally, the fact the insurer’s risk stands for a natural hedge for the reinsurer’s initial exposure
makes Y be a counter-monotonic risk reducer for the reinsurer’s initial exposure X in the sense that
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Y ∈ H(X), with
H(X) = {Y | (Y,X + Y ) is counter-monotonic}.

This set H has been introduced by Cheung et al. (2014) and they show that Y ∈ H(X) ⇐⇒ Y =

−h(X), h being a non-decreasing and 1-Lipschitz function. The set H(X) has recently received a
particular attention in Barrieu et al. (2020), where a new characterization of the set is derived, namely

H(X) = {Y | X + Y ≤cx X + Z, ∀Z ≤cx Y }.

From then on, the set H(X) encompasses all the positions Y such that the merged position X + Y is
preferred to any other position X+Z although Z is less variable than Y . Consequently, this particular
characterization leads to two main results, that we recall from Barrieu et al. (2020).

Proposition 4.4.1. ( Barrieu et al. (2020)) Let Y ∈ H(X). Then the following assertions hold:

i) I(Y ) ∈ H(X) for all I ∈ I .

ii) If I1(Y ) ≤cx I2(Y ), then X + I2(Y ) ≤cx X + I1(Y ).

The fact (X,Y ) is counter-monotonic is a strong assumption on the link between the reinsurer’s initial
exposure and the insurer’s risk. Coming to back to the illustrative examples, mortality risk is rather
a variability risk and longevity risk is rather a trend risk. For instance the impact of a pandemic on
mortality risk highly differs from the impact on longevity risk. In the same spirit, risks related to El
Niño and La Niña are negatively correlated but not in a perfect way: the intensity of hurricanes is in
average lower during El Niño phenomenon than during La Niña cycle. Nevertheless, we believe that
taking Y ∈ H(X) stands for a reasonable first approximation and it is first step for further research
concerning the role of the correlation between the reinsurer’s initial background risk and the insurer’s
risk in optimal bilateral risk transfer problem. The fact Y ∈ H(X) allows for technical simplifications.
On the one hand, the reinsurer is keen on accepting the variability of the insurer (Proposition 4.4.1
ii)). On the other hand the merged position X + I(Y ) can be rewritten as X + I(−h(X)): it only
depends on X. Based on these comments, we assume from here and subsequently Y ∈ H(X).

4.4.2 Pareto optimality in risk transfer mechanisms

Now, we provide the form of the bilateral problem involving the insurer exposed to a risk Y and the
reinsurer initially exposed to X. As already mentioned, our general setting is very closed to the one of
Cai et al. (2017) and Asimit et al. (2020); we hence use the same notations.

In the remaining of the paper, we are interested in the derivation of the optimal reinsurance, and of the
optimal partnership contracting when the retention rate is bounded and when it is not. As a result, we
adopt a general point of view in the section, by denoting as A the general set of admissible contracts:
the set of traditional reinsurance contracts A = I (Section 4.5), the set of admissible partnership
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contracts when the retention rate is bounded A = G β (Section 4.6.1) or unbounded A = G (Section
4.6.2). Also, we denote by f a general risk transfer coverage in A .

Following on from Sections 4.2 and 4.3, we still assume the price for reinsurance is given by the expected
value principle, with a safety loading θ ≥ 0. From then on, we define

Rf = Y − f(Y ) + (1 + θ)E[f(Y )] and Cf = X + f(Y )− (1 + θ)E[f(Y )],

where Rf represents the risk exposure of the insurer (R for retention) and Cf the one of the reinsurer
(C for ceded).

In what follows, we call the 6-tuple (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,A ) a reinsurance setting: the insurer’s
risk is Y , the reinsurer’s one is X, the insurer measures her retention with TVaRα whereas the reinsurer
uses TVaRβ , the safety loading is θ and the set of admissible risk transfers is A .

In this paper, we use the concept of Pareto-optimality to study Pareto-optimal reinsurance contracts
under a general reinsurance setting (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,A ). Generally speaking, a Pareto-optimal
reinsurance policy is one in which neither of the two parties can be better off without making the other
worse off. The formal definition is hence the following.

Definition 4.4.1. Let (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,A ) be a reinsurance setting. A risk transfer contract
f� ∈ A is called Pareto-optimal under (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,A ), if there is no f ∈ A such that
TVaRα(Rf ) ≤ TVaRα(Rf�) and TVaRβ(Cf ) ≤ TVaRβ(Cf�), and at least one of the two inequalities
is strict.

Based on the work of Gerber (1978), Barrieu and Scandolo (2008), Cai et al. (2017) and Asimit et al.
(2020), we consider the following weighted aggregate risk minimization problem for the buyer (Rf ) and
the seller (Cf ): for any λ ∈ (0, 1),

inf
f∈A

{λTVaRα(Rf ) + (1− λ)TVaRβ(Cf )}. (P2 in A )

The parameters λ and 1 − λ can be seen as the bargaining powers of the insurer and the reinsurer,
respectively. Solving Problem (P2 in A ) consists in providing the solution of the minimization for each
λ. As a first step, we focus on the existence of the Pareto-optimal reinsurance policies in a general
reinsurance setting (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,A ).

To this extent, let S = ∪λ∈(0,1)Sλ where Sλ := argminf∈A {λTVaRα(Rf ) + (1− λ)TVaRβ(Cf )} is the
set of all minimizer(s) for Problem (P2 in A ), for each λ ∈ (0, 1). The following theorem is a direct
adaptation of Theorem 3.1 in Asimit et al. (2020).

Theorem 4.4.1. (adapted from Asimit et al. (2020)) f ∈ A is Pareto-optimal if and only if f ∈ S.
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Proof. Assume f ∈ S such that f is not Pareto-optimal in A . Then there exists f̂ ∈ A such that
TVaRα(Rf̂ ) ≤ TVaRα(Rf ) and TVaRβ(Cf̂ ) ≤ TVaRβ(Cf ), and at least one of the two inequalities is
strict. Then λTVaRα(Rf̂ ) + (1− λ)TVaRβ(Cf̂ ) < λTVaRα(Rf ) + (1− λ)TVaRβ(Cf ). Thus f /∈ S, a
contradiction.

According to Asimit et al. (2020), it is sufficient to show that the set

C := {(TVaRα(Rf ),TVaRβ(Cf )) : f ∈ A }

is convex. The remaining arguments are provided by a standard application of the Hahn-Banach
separation theorem; see e.g. Theorem 11.3 of Rockafellar (1970). Let f1, f2 ∈ A and u ∈ [0, 1]

and define f̃ = uf1 + (1 − u)f2. We have uTVaRα(Rf1) + (1 − u)TVaRα(Rf2) = TVaRα(Rf̃ ) and
uTVaRβ(Cf1) + (1 − u)TVaRβ(Cf2) = TVaRβ(Cf̃ ). The question is now to show that f̃ ∈ A . We
directly obtain f̃ ∈ I and f̃ ∈ G when f1 and f2 are elements of I and G respectively. When
A = G β , then

Sf̃ (y) =
y − (uf1(y) + (1− u)f2(y))

y
= uSf1(y) + (1− u)Sf2(y) ≤ β.

Consequently, f̃ ∈ A and C is a convex set.

Solving the Problem (P2 in A ) yields Pareto-optimal risk transfer solutions. As for the unilateral case,
we are first concerned with solving Problem (P2 in I ), i.e. we solve the bilateral reinsurance problem.
This traditional reinsurance problem stands for a landmark when it comes to evaluating the efficiency
of our optimal partnership contracts.

4.5 On bilateral optimal reinsurance

In this Section, we solve Problem (P2 in I ) for the reinsurance setting (Y,X,TVaRα,TVaRβ , θ,I ),
i.e. when the premium is given by the expected value principle and the set of admissible reinsurance
contracts is I . In this case, Problem (P2 in I ) reduces to

inf
I∈I

{λTVaRα(Y − I(Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + I(Y )) + (2λ− 1)(1 + θ)E[I(Y )]}. (P2 in I )

4.5.1 A Pareto-optimal subset

According to Theorem 4.2.1, for a given expectation, or equivalently in our setting for a given price,
the insurer prefers the stop-loss. In addition, note that for a given ν ≥ 0, ISL(y) = (y − d)+ with d

such that E[(Y − d)+] = ν is the supremum convex in Iν .
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As a result, the stop-loss minimizes the situation of the reinsurer in virtue of Proposition 4.4.1 ii) and
it is at the same time the most efficient form of reinsurance from the insurer’s point of view. We hence
obtain the solution of Problem (P2 in I ) when the price is fixed. To this extent, let

ESL,ν := λTVaRα(Y ∧ d) + (1− λ)TVaRβ(X + (Y − d)+) + (2λ− 1)(1 + θ)ν,

where d is such that E[(Y − d)+] = ν and

EI,ν := λTVaRα(Y − I(Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + I(Y )) + (2λ− 1)(1 + θ)ν.

Theorem 4.5.1. Let Y ∈ H(X) and 0 ≤ ν ≤ μ. Let d be such that E[(Y − d)+] = ν. Then,

ESL,ν ≤ EI,ν , ∀I ∈ Iν .

Proof. The proof is immediate combining Theorem 3.3.2 of Van Heerwaarden et al. (1989) for the
insurer’s side and Proposition 4.4.1 ii) for the reinsurer’s side.

Coming back to the reasons that motivated us to assume that Y ∈ H(X), Theorem 4.5.1 can be
interpreted as follows. For a given price, the insurer wants to reduce her retention in the convex sense
and we know this is done by purchasing a stop-loss. This stop-loss is accepted by the reinsurer since
the insurer’s risk is a natural hedge against her initial exposure. As a result, the reinsurer wants the
coverage to contain as variability as possible: the stop-loss is hence the best solution.

Theorem 4.5.1 stands for an important milestone in the derivation of the solution of Problem (P2 in I )
since it reduces the dimension from infinite to one, namely the retention of the stop-loss d. The reduced
problem is then

min
d∈R+

{λTVaRα(Y ∧d)+(1−λ)TVaRβ(X+(Y −d)+)+(2λ−1)(1+θ)E[(Y −d)+]}. (reduced P2 in I )

The major contribution of this section is

Solving Problem (P2 in I ) ⇐⇒ Solving Problem (reduced P2 in I ).

4.5.2 General solution of the bilateral reinsurance problem

The last task we face is to obtain the value of the retention that solves Problem (reduced P2 in I ).
To do so, we first give the closed form of TVaRβ(X + (Y − d)+). We recall that Y ∈ H(X) ⇐⇒ Y =

−h(X), h being a non-decreasing and 1-Lipschitz function.

Proposition 4.5.1. Let Y ∈ H(X) and d ≥ 0. In addition, define β� = FX(h−1(−d)). Then

TVaRβ(X + (Y − d)+) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

TVaRβ(X)− 1

1− β

(∫ β�

β
h(F−1

X (s))ds+ d(β� − β)

)
, β ≤ β�,

TVaRβ(X), β ≥ β�.

(4.6)
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The proof, based on direct calculations, is omitted for reason of brevity. The insurer’s side is given by

TVaRα(Y ∧ d) = d1{α≥FY (d)} +

(
1

1− α

∫ FY (d)

α
F−1
Y (s)ds+ d

1− FY (d)

1− α

)
1{α<FY (d)}.

To make the reading easier, let

φ(ν, λ, θ) = λTVaRα(Y ∧ dν) + (1− λ)TVaRβ(X + (Y − dν)+) + (2λ− 1)(1 + θ)ν,

where dν is such that E[(Y − dν)+] = ν. As we can see, there is no simple formula for φ, but we note
that ν �→ TVaRβ(X + (Y − dν)+) is non-decreasing whereas ν �→ TVaRα(Y ∧ dν) is non-increasing.

As a result, when λ < 1/2, (2λ − 1)(1 + θ)ν is negative and there exists a value of θ such that the
sum of the three components of the function φ(·, λ, θ) is decreasing in ν. On the other hand, when
λ > 1/2, the term (2λ− 1)(1 + θ)ν is an increasing function of ν. Again, there exists a value of θ such
that the sum of the three components of the function φ(·, λ, θ) is non-decreasing for some values of ν.
In this particular case, the price constraint is not necessarily binding. Figure 43 illustrates these two
situations.
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Figure 43 – Left hand side: φ(ν, λ = 0.2, θ = 1). Right hand side: φ(d, λ = 0.8, θ = 1).

The fact there is no simple form for the function φ prevents us from providing an explicit solution
of Problem (P2 in I ). Once the optimal bilateral reinsurance is fully solved, we next go back to our
partnership between the insurer and the reinsurer. By doing so, we prove that the optimal forms gβ

and g� obtained in the unilateral partnership cases remain the optimal forms in the bilateral cases. In
the asymptotic case (β → +∞), the form of the solution facilitates the derivation of explicit solution
of the bilateral problem.
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4.6 On bilateral optimal partnership contract

In this last Section, we solve Problems (P2 in G β) and (P2 in G ). These two problems correspond to
the optimal partnership problems when the retention rate is bounded and unbounded, respectively. In
this partnership, the insurer is able to underwrites more business through her relationship with the
reinsurer. The reinsurer sees the partnership as a way to use the insurer’s risk as a natural hedge
against her initial exposure.

4.6.1 Optimal bilateral contracting with bounded retention rate

We first focus on the case where the insurer can only add a limited quantity of risk to her portfolio,
i.e. the retention rate is bounded by β > 1. The unilateral problem gives us gβν as the form of the
partnership contract preferred by the insurer. Proposition 4.6.1 shows that this particular form is the
one preferred by the reinsurer too. As a reminder,

gβν (x) = (1− β)x1{x≤d̃} + (x− βd̃)1{x>d̃},

where d̃ is such that E[(Y − d̃)+] = μ− ν

β
.

Proposition 4.6.1. Let 0 ≤ ν ≤ μ and Y ∈ H(X). Then

X + gβν (Y ) ≤cx X + g(Y ),

holds for all g ∈ G β
ν .

Proof. First, assume that there exists a function u such that u(x) ≤ gβν (Y )(x) for x ≤ d̃. This u is not
in G β

ν . As a result, for all g ∈ G β
ν , there always exists an y0 (depending on g) such that

gβν (y) ≤ g(y) for y ≤ y0, and gβν (y) ≥ g(y) for y ≥ y0.

Let x0 be such that −h(x0) = y0. Note that x ≤ x0 ⇒ y ≥ y0 and of course x ≥ x0 ⇒ y ≤ y0, where
y = −h(x). We then obtain

x+ gβν (−h(x)) ≥ x+ g(−h(x)) for x ≤ x0, and x+ gβν (−h(x)) ≤ x+ g(−h(x)) for x ≥ x0.

The last step is to show that for all g ∈ G β
ν (including hence gβν ), x �→ x+ g(−h(x)) is increasing. To

this extent, let x ≤ y. Then −h(x) ≥ −h(y) and

g(−h(x))− g(−h(y)) ≤ h(y)− h(x) ≤ y − x,

yielding y − g(−h(y)) ≥ x− g(−h(x)). Lemma 4.2.2 yields the announced result.
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For a given price, both the insurer and the reinsurer agree on the form of the optimal partnership, gβν .
On the one hand, the insurer transfers her tail risk to the reinsurer. The threshold is βd̃ and is smaller
than the one of the corresponding stop-loss. In addition, the insurer increases the size of her portfolios
for small risks, reducing the overall variance of the retained risk. On the other hand, the reinsurer
fully benefits from the insurer’s risk. When the risk of the reinsurer is large, the one of the insurer is
small since Y = −h(X). Not only the reinsurer is not in charge of this small risk but she also receives
money from the insurer. The variance of the overall reinsurer’s risk is then smoothed.

We have then reduced the dimension of the problem, from

inf
g∈G β

{λTVaRα(Y − g(Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + g(Y )) + (2λ− 1)(1 + θ)E[g(Y )]},

to
inf

ν∈[0,μ]
{λTVaRα(Y − gβν (Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + gβν (Y )) + (2λ− 1)(1 + θ)ν}.

As for the bilateral reinsurance, there is no simple solution. However, we know from Proposition 4.3.1
that Y −gβν (Y ) ≤cx Y − (Y −d)+. From Proposition 4.6.1, X+gβν (Y ) ≤cx X+(Y −d)+. We conclude
that the partnership with bounded retention rate is more efficient than the traditional stop-loss.

To close the paper, we eventually focus on the theoretical asymptotic case where the retention is
unbounded. In this case, we are able to provide the explicit solutions for Problem (P2 in G ).

4.6.2 Optimal bilateral contracting with unbounded retention rate

We close the paper by dealing with the asymptotic case where β → +∞. When the partnership allows
the insurer to have an infinite retention rate, we have obtained the solution of the unilateral problem in
subsection 4.3.2. Since the stop-loss is the best unilateral and bilateral reinsurance coverage, combining
to the fact gβν is also the solution of both the unilateral and bilateral optimal partnership problems
when the retention rate is bounded, we naturally wonder if the function g� is also the one preferred by
the reinsurer among the set G .

Proposition 4.6.2. Let Y ∈ H(X) with E[Y ] = μ and define g�(y) = y − (μ− ν), y ≥ 0. Then

X + g�(Y ) ≤cx X + gν(Y ), ∀gν ∈ Gν .

Proof. We have shown in the proof of Proposition 4.3.2 that g� is up-crossed by any elements of the
set Gν . For each gν ∈ Gν , this means there exists an y0 such that g�(y) ≤ gν(y) for y ≤ y0 and
g�(y) ≥ gν(y) for y ≥ y0.

Since Y ∈ H(X), there exists a non-decreasing and 1-Lipschitz function h such that Y = −h(X) almost
surely. Let 0 ≤ x ≤ x0 where x0 is such that −h(x0) = y0. Then y0 = −h(x0) ≤ −h(x) = y. Since for

229



y ≥ y0 g�(y) ≥ gν(y), then x + gν(−h(x)) ≤ x + g�(−h(x)) for x ≤ x0 and the reverse holds true for
x ≥ x0. The crucial point to use Lemma 4.2.2 is to ensure the function x �→ x+gν(−h(x)) is increasing
for all gν ∈ Gν (including g�). By definition of Gν , we have for x ≤ y, gν(−h(x)) − gν(−h(y)) ≤
h(y) − h(x) ≤ y − x since h is 1-Lipschitz, yielding x + gν(−h(x)) ≤ y + gν(−h(y)). Consequently,
X + g�(Y ) ≤cx X + gν(Y ).

The main consequence of Proposition 4.6.2 is that the interests of the insurer and the reinsurer are
common when they conclude the coverage g�. The interpretation is as follows. Since Y ∈ H(X), the
insurer’s risk is a natural hedge against the reinsurer’s initial background risk. To this extent, the
reinsurer wants the partnership contract to contain as insurer’s risk as possible: this achieved by the
term +y in the function g�. To meet the price constraint ν, the insurer compensates by the term μ− ν

is the function g�. Since g� is the form of partnership contract preferred by both the insurer and the
reinsurer, Problem (P2 in G ) reduced from

inf
g∈G

{λTVaRα(Y − g(Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + g(Y )) + (2λ− 1)(1 + θ)E[g(Y )]},

to
inf

ν∈[0,μ]
{λTVaR(Y − g�(Y )) + (1− λ)TVaRβ(X + g�(Y )) + (1 + θ)(2λ− 1)E[g�(Y )]},

yielding
inf

ν∈[0,μ]
{(2λ− 1)ν}.

In a sense, the insurer pays a fixed leg to the reinsurer, and the reinsurer pays the variable leg to the
insurer. From the insurer’s point of view, she has no variance any more: her final situation is not
random any more. On the other hand, the reinsurer fully benefits from the natural hedge against her
initial background risk by bearing all the insurer’s risk. From the reduced form of Problem (P2 in G ),
we directly obtain the following proposition.

Proposition 4.6.3. The solutions of Problem (P2 in G ):

i) If λ < 1/2, then ν = μ,

ii) If λ > 1/2, then ν = 0,

iii) If λ = 1/2, then ν ∈ [0, ν].

In addition to Proposition 4.6.3, two conclusions can be drawn from the reduced form of Problem (P2

in G ). First of all, if one wants the coverage to be non-negative, we directly obtain full reinsurance as
a solution when λ ≤ 1/2, since it corresponds to the case where ν = μ and g�(x) = x ≥ 0 and g� ∈ I .

Second, the case ν = 0 does not mean that there is no transaction. It corresponds to the case where
the insurer receives the values of its loss but pays to the reinsurer the expected value of her loss. In a
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sense, the reinsurer and the insurer concludes a type of swap, where the insurer pays the fixed leg and
the reinsurer pays the variable one. Since the price corresponds to the expected value of the transferred
loss, the price in this case is μ. The safety loading of the reinsurer is 0 which is not true in practice.
For instance, the reinsurer necessarily has to cover some administrative costs related to the partnership.

As a last comment, Proposition 4.3.2 states that Y − g�(Y ) ≤cx Y − (Y − d)+ whereas Proposition
4.6.2 shows that X + g�(Y ) ≤cx X + (Y − d)+, where E[g�(Y )] = E[(Y − d)+] = ν. For a fixed price,
g� is more efficient than the traditional stop-loss. In other words, optimal partnership outperforms
traditional reinsurance.

In conclusion. In a nutshell, the fact the stop-loss leads to the minimal retention in the convex sense
only holds in the set I . When the set of admissible contracts is enlarged to G then we exhibit a class
of functions that outperforms the stop-loss in the convex sense.

We have considered a partnership framework where the insurer benefits from the reinsurer’s tools and
network to increase her underwriting capacity. From the reinsurer’s point of view, the partnership
allows her to use the insurer’s risk as a natural hedge against her initial background risk. We have
given the forms of both unilateral and bilateral optimal partnership contracts. Most importantly, we
have shown that optimal partnership outperforms traditional reinsurance.

Contrary to an approach based on inf-convolution (see for instance Barrieu and El Karoui (2005)), the
new set makes the transaction in the bilateral problem be based only on the insurer’s risk. Note that
the solution does not depend on the values of α and β, but it is highly based on the fact the insurer’s
risk is a counter-monotonic risk reducer for the reinsurer’s initial exposure.

All along the paper, we have assumed that the additional business provided by the reinsurer’s under-
writing support was the same as the initial risk borne by the insurer. In practice, it is more likely
that this additional business slightly differs from the insurer’s primary risk or that some mutualization
effect occurs. To close, the insurer may face uncertainty around the value of β, like for any other new
business. It would be interesting to regard β as a random variable in a future work.
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Conclusion et Perspectives de recherche

La thèse a détaillé plusieurs contributions à la mesure et à la gestion du risque de base. Les Chapitres 1
et 2 développent une méthodologie de quantification de ce risque, fondée sur la génération de scénarios
extrêmes construits à partir des ordres convexes de degrés supérieurs.

Le Chapitre 3 fournit une réponse concrète à la question pratique du choix du type de transaction,
entre indemnitaire ou indicielle. Pour cela, le chapitre examine le cadre bilatéral d’un transfert indiciel,
puis indemnitaire, en prenant en compte l’exposition initiale du réassureur. L’apport du chapitre est
d’intégrer tant le risque de base dans la transaction indicielle que l’asymétrie d’information dans la
transaction indemnitaire. Alors, nous parvenons à montrer que l’intensité de l’asymétrie d’information
est, pour un indice et un niveau de risque de base donnés, déterminante dans le choix du type de la
transaction.

Le Chapitre 4 se base sur les résultats théoriques du Chapitre 3 et propose de généraliser la réassurance
aux partenariats optimaux aussi bien dans le cadre unilatéral que bilatéral. L’approche adoptée est
fondée sur le taux de rétention. Comme pour le Chapitre 3, ce chapitre considère l’exposition initiale
du réassureur dans la formulation du problème bilatéral. Le partenariat optimal est plus efficient que
la réassurance correspondante, que ce soit dans le cadre unilatéral ou bilatéral.

Plus généralement, retenir l’exposition initiale du réassureur dans la formulation des problèmes des
Chapitres 3 et 4 se fait au prix d’une hypothèse restrictive sur la corrélation entre cette exposition et le
risque transféré par l’assureur. En effet, nous supposons que le risque de l’assureur est un risk reducer
anti-monotone pour l’exposition initiale du réassureur. Il découle de cette hypothèse des résultats liés
à l’ordre convexe qui permettent de résoudre l’intégralité des problèmes formulés dans ces chapitres.

Dans le cadre du Chapitre 3, une perspective pertinente serait de relâcher l’hypothèse d’anti-monotonicité
et d’avoir recours à des formes de dépendance plus générales entre les risques de l’assureur et du réas-
sureur. L’objet serait alors d’examiner le rôle de la structure de dépendance dans la forme de réassur-
ance optimale dans un cadre bilatéral.
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Dans le Chapitre 4, nous introduisons les pouvoirs de négociation de l’assureur et du réassureur dans
la formulation du problème de Pareto-optimalité. Dans le même esprit que la perspective proposée
pour le Chapitre 3, il pourrait être intéressant de lier les pouvoirs de négociation au niveau de la
dépendance entre l’exposition initiale du réassureur et le risque transféré par l’assureur. De cette
façon, un réassureur pour lequel le risque de l’assureur constitue une couverture naturelle aurait moins
d’influence dans l’échange qu’un réassureur pour lequel cette configuration n’est pas vérifiée.

Dans le chapitre 4, l’assureur peut augmenter son taux de rétention. Dans la formulation du prob-
lème, nous avons considéré le niveau d’augmentation de la taille du portefeuille comme une donnée
exogène, mais déterministe. Puisque le partenariat implique également un réassureur, une première
extension pourrait consister à rendre ce niveau aléatoire. En effet, l’assureur ne sait pas à l’avance
la mesure dans laquelle il va pouvoir augmenter la taille de son portefeuille. Dans cette optique, le
niveau d’augmentation du portefeuille pourrait également être lié à la dépendance entre le risque de
l’assureur et l’exposition initiale du réassureur. Alors, la mesure dans laquelle l’assureur est autorisé à
modifier la taille de son portefeuille serait reflétée par l’appétence du réassureur au risque de l’assureur.

Enfin, l’ordre convexe est utilisé tout au long de la thèse et sa caractérisation par la prime stop-
loss s’avère être un outil efficace pour comparer deux variables. A cet égard, la dernière perspective
s’éloigne quelque peu des travaux présentés dans cette thèse puisqu’elle consiste à examiner une méth-
ode statistique d’estimation de la prime stop-loss. Cette méthode utilise une technique d’estimation
non-paramétrique de la densité basée sur les polynômes orthogonaux. En effet, dans le cadre d’une
variable à support dans R+, sa densité peut être représentée par les polynômes de Laguerre et la den-
sité de la loi Gamma. Alors, la méthode d’estimation non-paramétrique concerne les coefficients de
la représentation polynomiale. Ils peuvent par exemple être obtenus par la méthode REACT (Risk
Estimation and Adaptation after Coordinate Transformation).
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