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Introduction

Depuis la �n du XXe siècle, la physique des atomes froids s'est énormément développée
grâce à l'amélioration des techniques de refroidissement et de piégeage des atomes. En plus
de présenter des propriétés quantiques à grande échelle, ces systèmes sont extrêmement
intéressants en raison de leur grande �exibilité expérimentale. Il est ainsi relativement
aisé de réaliser des potentiels extérieurs réglables pour les atomes (à l'aide de lasers de
piégeage), de contrôler les interactions (via les résonances de Feshbach) ou de réaliser des
mesures in situ d'un nuage d'atomes. La physique des atomes froids s'est ainsi avérée ex-
trêmement proli�que, permettant une caractérisation sans précédent de phénomènes très
variés de la mécanique quantique. Nous pouvons citer plus particulièrement ici les études
de la condensation de Bose-Einstein [1, 2] et de la super�uidité [3] qui se sont fortement
développées ces 20 dernières années. Les atomes froids permettent également d'explorer,
dans un environnement contrôlé et isolé, des phénomènes de la matière condensée tels
que le transition de Mott [4, 5] ou la localisation d'Anderson. Ce dernier exemple permet
d'illustrer assez bien les avantages d'utiliser des atomes froids. Originalement [6], le phéno-
mène de localisation d'Anderson a été découvert dans le contexte du transport d'électrons
dans les métaux en présence d'impuretés (vues comme un désordre spatial). Il se caracté-
rise par une suppression complète de la propagation des électrons due à des interférences
destructives dans le processus de di�usion multiple, et s'observe habituellement pour un
désordre su�samment important. En utilisant des atomes froids, de très belles expériences
ont pu mettre en évidence la localisation d'Anderson, grâce à un réglage �n de potentiels
optiques désordonnés, un bon contrôle des interactions et une imagerie directe des atomes
au sein du désordre [7, 8, 9, 10, 11]. Une di�culté, cependant, des expériences utilisant
des atomes est la nécessité d'un refroidissement extrême, de sorte que la longueur de Bro-
glie soit su�samment grande pour sonder la nature quantique des phénomènes observés.
Dans ce contexte, une question apparaît alors naturellement : pourrait-on reproduire, de
la même façon, ces phénomènes quantiques avec un système d'optique ondulatoire qui ne
nécessite pas de refroidissement ?

Un premier exemple illustrant cette idée est là encore celui de l'observation de la locali-
sation d'Anderson, qui sur le papier ne nécessite pas spéci�quement l'emploi d'ondes de
matière comme les électrons ou les atomes, mais peut être réalisée avec une onde classique
comme la lumière. La recherche dans ce domaine a été très active depuis les années 90,
et si en trois dimensions ce phénomène est encore élusif [12], la localisation des ondes
lumineuses a été, par exemple, mise en évidence dans un désordre transverse [13, 14, 15].
Si le thème de la localisation d'Anderson ne sera pas développé dans cette thèse, nous
reviendrons en revanche largement sur la con�guration du désordre transverse qui a été
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viii Introduction

utilisée pour ces expériences.

Un deuxième exemple intéressant de possibilité o�erte par les systèmes optiques pour
reproduire des phénomènes de la matière condensée est celle de réaliser des interactions
spin-orbite pour la lumière. À l'origine de ce mécanisme est le couplage naturel existant,
dans un milieu inhomogène, entre la structure spatiale du champ électrique (� l'orbite �)
et sa polarisation (le � spin �). Bien qu'en général très faible, l'interaction spin-orbite dans
les systèmes optiques est mesurable et est même devenue, avec l'avènement de la nano-
photonique, un phénomène important à prendre en compte dans de nombreuses con�gu-
rations [16]. Sur un plan fondamental, l'étude des interactions spin-orbite de la lumière a,
par ailleurs, permis de réinterpréter et de mieux comprendre des phénomènes historiques
observés dans les milieux inhomogènes. C'est le cas de l'e�et Imbert-Fedorov ou l'e�et
Magnus optique, caractérisés par un déplacement d'un faisceau lumineux proportionnel à
son hélicité lors du passage dans une région d'indice optique variable et qui sont en fait
des analogues optiques de l'e�et Hall de spin électronique. Nous explorerons plus en détail
cette thématique dans la première partie de cette thèse où plus de références pourront
alors être trouvées.

Une troisième illustration de la possibilité de réaliser des analogues optiques de phéno-
mènes observés dans les systèmes quantiques est le concept de �uide de lumière. Dans
le contexte des gaz quantiques d'atomes froids, l'existence de régimes de type � �uide �
est liée aux interactions entre les atomes. En optique, les photons n'interagissent pas na-
turellement dans le vide et obtenir un � �uide de lumière � nécessite donc de créer une
interaction e�ective en exploitant les propriétés du milieu dans lequel la lumière se pro-
page. Pour cela, il est possible recourir par exemple à des excitons-polaritons qui sont des
particules mixtes lumière-matière dans des cavités semi-conductrices. De tels systèmes
répondent à une équation similaire à l'équation de Gross-Pitaevskii pour les condensats
de Bose-Einstein et permettent ainsi de reproduire des e�ets des �uides quantiques. Nous
pouvons citer ici les expériences de condensation de la lumière [17, 18, 19], ainsi que
la mise en évidence d'une transition super�uide pour des écoulements stationnaires [20].
L'avantage principal des polaritons est que les températures des expériences n'impliquent
pas des températures ultra-basses. Mentionnons également qu'en jouant sur la géométrie
des cavités semi-conductrices, il est possible d'explorer d'autres thématiques telles que des
phénomènes topologiques pour la lumière [21, 22] ou bien l'étude du rayonnement Hawking
[23]. Notons cependant que dans ces systèmes, une partie des propriétés des polaritons est
liée au couplage avec la matière et non à la lumière en elle-même. Pour cette raison, entre
autres, depuis quelques années plusieurs phénomènes physiques typiques des gaz quan-
tiques ont été explorés avec de la lumière se propageant dans des milieux Kerr sans cavité.
Dans ce type de système, la non-linéarité du milieu joue le rôle d'une interaction e�ec-
tive entre les photons et, dans la limite paraxiale, la lumière se comporte comme une onde
de matière scalaire. L'étude de ces systèmes fait l'objet de la seconde moitié de cette thèse.

Dans ce contexte, l'objet de cette thèse est l'étude théorique de la propagation de fais-
ceaux lumineux dans deux types de milieux complexes où une inhomogénéité d'indice
non-triviale est présente et permet de faire apparaître des phénomènes physiques habi-
tuellement observés dans un contexte de matière condensée ou dans des gaz quantiques.



ix

Spéci�quement, nous mettons ici en évidence deux nouveaux phénomènes : un e�et Hall de
spin optique en présence de désordre d'une part (chapitres 1 et 2) et une force de Casimir
induite par les �uctuations d'un quasi-condensat de lumière (chapitres 3 et 4). En détail :
� Dans le chapitre 1, nous introduirons le concept d'interaction spin-orbite de la lumière
et présenterons quelques expériences associées. Nous discuterons ensuite de la propagation
de la lumière dans les milieux inhomogènes, ainsi que d'un certain nombre de phénomènes
optiques qui y sont liés. Nous terminerons ce chapitre en rappelant les bases de la propa-
gation de la lumière dans les milieux désordonnés.
� Dans le chapitre 2, nous décrirons la propagation d'un faisceau collimaté légèrement
tilté au sein d'un désordre transverse en prenant en compte les premières corrections hors-
paraxial. Par des calculs basés sur le tenseur de Green en présence de désordre et par
résolution de l'équation de Dyson associés, nous montrerons alors que dans cette con�gu-
ration, la lumière balistique subit un e�et Hall de spin analogue à celui observé pour les
électrons dans les solides.
� Dans le chapitre 3, nous rappellerons quelques principes élémentaires de l'optique non-
linéaire, puis nous nous concentrerons sur la propagation paraxiale au sein d'un milieu
Kerr. Cela nous conduira naturellement à la notion de �uide de lumière, dont nous don-
nerons quelque exemples. Nous terminerons par un calcul du tenseur de Maxwell dans un
milieu Kerr, qui nous sera utile pour l'étude théorique du chapitre suivant.
� Dans le chapitre 4, en�n, nous introduirons rapidement la thématique des forces de Ca-
simir, puis nous montrerons comment une force similaire peut être observée à partir de
�uctuations spatiales d'un faisceau lumineux faiblement incohérent se propageant dans un
milieu Kerr. Dans cette con�guration, en e�et, la non-linéarité induit une ampli�cation
des �uctuations du faisceau et conduit à l'émergence d'une cohérence à longue portée,
analogue à celle observée dans les quasi-condensats d'atomes en basse dimension, indui-
sant une force de Casimir contrôlable.

Les résultats principaux de cette thèse ont été publiés dans les articles :

� Tamara Bardon-Brun, Dominique Delande et Nicolas Cherroret, � Spin Hall ef-
fect of light in a random medium �, Physical Review Letters, 123(4), 043901 (2019).

� Tamara Bardon-Brun, Simon Pigeon et Nicolas Cherroret, � Classical Casimir
force from a quasi-condensate of light �, Physical Review Research, 2(1), 013297 (2020).
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Chapitre I

Éléments d’optique en milieu inhomo-
gène

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques éléments théoriques permettant de
décrire la propagation de la lumière dans les milieux inhomogènes. Dans de tels systèmes,
la variation de l'indice optique entraîne de nombreux e�ets qui viennent modi�er la tra-
jectoire de faisceaux lumineux. Après avoir introduit quelques observables optiques utiles,
nous discuterons dans un premier temps le cas de milieux où l'inhomogénéité est bien
déterminée (comme une interface ou un milieu possédant un gradient d'indice). Dans la
deuxième partie de ce chapitre, en�n, nous rappellerons les principes physiques gouvernant
la propagation de la lumière au sein de milieux totalement désordonnés, pour lesquels la
description de l'inhomogénéité requiert une approche statistique.

I.1 Propagation de la lumière dans un milieu diélectrique inho-
mogène

I.1.1 Equations de Maxwell

Dans sa description ondulatoire, la lumière est caractérisée par le champ électromagné-
tique composé d'un champ électrique E(r, t) et d'un champ magnétique B(r, t) couplés
entre eux. Leur évolution est régie par les équations de Maxwell qui, dans un milieu di-
électrique et non-magnétique, s'écrivent [24, 25] :

∇.D(r, t) = 0 (I.1)
∇.B(r, t) = 0 (I.2)
∇×E(r, t) = −∂tB(r, t) (I.3)
∇×B(r, t) = µo∂tD(r, t) (I.4)

où µo est la perméabilité du vide. Dans ces équations, nous avons introduit l'induction
électrique D(r, t) qui permet de décrire le champ électrique ainsi que son interaction avec
le milieu matériel considéré. Elle est dé�nie par l'expression :

D(r, t) = εoE(r, t) + P (r, t)

1
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où P (r, t) est la polarisabilité du milieu, qui dé�nit la réponse de celui-ci au champ
électrique appliqué, et εo est la permittivité du vide. Dans une hypothèse de réponse
locale et instantanée, nous avons [26] :

P (r, t) = εoχ(r, t) : E(r, t)

avec χ(r, t) le tenseur de susceptibilité du milieu et ou le symbole : désigne le produit
contracté.

Dans ce chapitre et le suivant, nous considérerons des matériaux dont la réponse est
linéaire (c'est-à-dire pour lesquels la susceptibilité ne dépend pas du champ électrique).
Le cas d'un milieu non-linéaire sera traité dans la deuxième partie de cette thèse. De plus,
nous nous limiterons dans ce chapitre à des milieux dont la réponse est scalaire (c'est-
à-dire identique quelque soit la direction de propagation de l'onde) et indépendante du
temps. Nous dé�nissons alors une nouvelle quantité scalaire, la permittivité relative du
milieu ε(r) = 1 + χ(r), qui nous donne la relation simple D = εoε(r)E.

I.1.2 Équation de Helmholtz
A partir de maintenant, nous allons nous concentrer sur l'évolution du champ élec-

trique, le champ magnétique étant déduit de l'équation (I.3). Pour cela, nous introduisons
la transformée de Fourier temporelle :

E(r, t) =
∫
dω

2πE(r, ω)e−iωt , (I.5)

où nous utilisons, pour alléger les notations, la même notation E pour le champ (réel) et
pour sa composante de Fourier (qui est complexe). De même, nous dé�nissons la transfor-
mée de Fourier spatiale dans l'espace des k, qui s'écrit en dimension 3 :

E(r, ω) =
∫
d3k

(2π)3E(k, ω)eik.r . (I.6)

En combinant les équations (I.3) et (I.4), nous obtenons une équation d'onde pour le

champ électrique gouvernant l'évolution spatiale de ses composantes de Fourier :

−∆E(r, ω) +∇(∇.E(r, ω)) = ε(r)ω
2

c2 E(r, ω) (I.7)

où nous avons introduit la vitesse de la lumière dans le vide c = 1/√εoµo . Dans la
suite, sauf mention explicite, nous nous placerons toujours dans l'espace des pulsations
ω. Nous omettrons ainsi le paramètre ω dans notre notation, c'est-à-dire que nous notons
E(r) ≡ E(r, ω). L'équation (I.7) est appelée équation de Helmholtz vectorielle. Ce sera
le point de départ de notre étude sur l'e�et Hall de spin de la lumière dans le chapitre II.
En e�et, c'est elle qui contient la description complète de l'aspect vectoriel de la lumière,
essentiel pour décrire cet e�et.

Mentionnons à ce stade que, dans de nombreuses situations, on utilise une approximation
scalaire pour le champ électrique comme discuté par exemple dans l'article [27]. Dans ce
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cas, le second terme de l'équation (I.7) est négligé. Les trois composantes du champ sont
alors découplées et obéissent à l'équation de Helmholtz scalaire :

−∆Ei(r) = ε(r)ω
2

c2 Ei(r)

où i = x, y, z . Cette description de la lumière est bien souvent su�sante pour décrire
qualitativement la propagation à une échelle macroscopique, cependant elle ne permet pas
de prendre en compte de nombreux e�ets, plus ou moins �ns, liés à la polarisation.

I.1.3 Approximation et équation paraxiales

Fig. I.1 Dans l’approximation paraxiale, nous étudions des faisceaux suffisam-
ment collimatés, dont la direction de propagation k est faiblement inclinée par
rapport à un axe optique z (θ � 1) et dont l’enveloppe est suffisamment molle.

L'approximation paraxiale a été développée pour décrire les faisceaux laser [28]. En
e�et, elle permet de décrire la propagation des faisceaux lumineux dont la direction de
propagation reste proche d'un axe optique, que nous noterons ici z. Cette situation est
illustrée sur la �gure I.1 où nous avons θ � 1. Dans cette thèse, nous nous concentrerons
sur des situations où la variation de la permittivité est très faible ou nulle selon l'axe z.
Ainsi, nous écrivons :

ε(r) ' ε(r⊥) = ε̄+ δε(r⊥)
où nous avons noté r⊥ = (x, y), ε̄ est la composante homogène de la permittivité et δε la
composante �uctuante. Pour introduire l'approximation paraxiale, nous écrivons le champ
électrique sous la forme :

E(r⊥, z) = E⊥(r⊥, z)eikz + Ez(r⊥, z)ez

avec k =
√
ε̄ ω/c où ε̄ . En utilisant également la relation (I.1), l'équation (I.7) s'écrit alors

pour l'enveloppe transverse [24, 29] :

2ik∂E⊥
∂z

= −∆⊥E⊥ −
ω2

c2 δε(r⊥)E⊥ −
∂2E⊥
∂z2 −∇⊥ [E⊥.∇⊥(ln ε(r⊥))] . (I.8)

Supposons maintenant que l'angle θ est petit en entrée du milieu et que l'enveloppe E⊥(r⊥)
du faisceau incident varie su�samment lentement à l'échelle de la longueur d'onde (voir
�gure I.1). Cette condition impose en particulier que l'indice du milieu varie également
lentement, c'est-à-dire [30] :

2π
k

∣∣∣∣∇⊥ε(r⊥)
ε̄

∣∣∣∣� 1 .



4 Chapitre I. Éléments d’optique en milieu inhomogène

Sous ces conditions, nous trouvons alors que |Ez| � |E⊥| et que les deux derniers termes
de l'équation (I.8) sont négligeables. Le champ est donc contenu dans le plan transverse
(x, y) et obéit à l'équation paraxiale [31, 32] :

i
∂E
∂z

= − 1
2k∆⊥E −

ω2

2kc2 δε(r⊥)E (I.9)

où nous considérons à présent une composante (quelconque) E(r⊥, z) du champ. Nous
reviendrons plus en détail sur cette équation dans le chapitre II.

I.1.4 Faisceau gaussien
Dans le cas d'un milieu homogène, une solution de l'équation paraxiale est le faisceau

gaussien [28]. Ce type de solution est particulièrement considéré en physique car il décrit
très bien les faisceaux laser, comme cela a été longuement étudié dans la littérature depuis
les années 60 [33, 34, 35, 36]. Pour un faisceau gaussien, l'enveloppe transverse du champ
électrique s'écrit sous la forme :

E(r⊥, z) = Eo
wo
w(z) exp

(
− r2

⊥
w2(z)

)
exp

[
i
( kr2

⊥
2R(z) − ζ(z)

)]
(I.10)

où Eo est l'amplitude du champ à l'origine, w(z) = wo
√

1 + (z/zo)2 est la largeur du
faisceau (ou waist en anglais), wo correspondant à la largeur de l'état initial, R(z) =
z (1 + (z/zo)2) est le rayon de courbure du faisceau et ζ(z) = arctan(z/zo) est appelée la
� phase de Gouy �, qui décrit le retard de la phase de l'onde. Ces quantités font intervenir
la longueur caractéristique zo, appelée � longueur de Rayleigh � et dé�nie par :

zo = kw2
o

2 .

Si nous regardons la limite z � zo, nous avons :

w(z) = wo +O
(
z2

z2
o

)
.

Ainsi pour des distances de propagation faibles devant zo, la largeur du faisceau reste
quasiment constante, de sorte que le faisceau reste collimaté. Dans la suite de cette thèse,
nous supposerons toujours cette limite véri�ée. Dans cette approximation, nous avons
également :

kr2

2R(z) − ζ(z) = z

zo

[(
r⊥
wo

)2
− 1

]
+O

(
z2

z2
o

)
.

Notons cependant que l'enveloppe gaussienne exp(−r2/w2
o) sélectionne principalement les

positions r⊥ . wo. Les contributions principales dans l'expression (I.10) sont alors don-
nées par la première exponentielle. Ainsi, dans l'approximation d'un faisceau collimaté, le
champ électrique est décrit correctement par l'expression très simple :

E(r⊥, z � zo) ∼ Eo exp
(
− r

2
⊥
w2
o

)

que nous serons amené·es à utiliser dans le chapitre suivant.
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I.2 Observables liées à la description d’un faisceau lumineux

I.2.1 Vecteur de Poynting et impulsion
Une manière assez directe de caractériser la propagation d'un faisceau lumineux est de

s'intéresser au transport de l'énergie du champ électromagnétique. Celui-ci est caractérisé
par le vecteur de Poynting, dont l'expression instantanée est donnée par la relation [24,
25, 37] :

Π(r, t) = 1
µo
E(r, t)×B(r, t) .

Les champs électrique et magnétique oscillant très rapidement en fonction du temps, il
est en général su�sant de travailler avec le vecteur de Poynting moyenné sur les cycles.
Celui-ci s'écrit, dans le cas d'une onde monochromatique,

〈Π(r, t)〉t = 1
2µo

E(r)×B∗(r) . (I.11)

Le �ux d'énergie moyen du faisceau lumineux à travers une surface S est alors donné par :

Φ =
∫
dS.〈Π(r, t)〉t

où dS est un vecteur normal à S. Ce transport d'énergie nous permet également de carac-
tériser la direction de propagation du faisceau lumineux. À cette �n, on dé�nit l'impulsion
locale du faisceau par [25, 38] :

p(r) = εoµo〈Π(r, t)〉t . (I.12)

I.2.2 Centroïde

Fig. I.2 Schéma illustrant la propagation d’un faisceau lumineux selon la coor-
donnée curviligne l, ainsi que les plans normaux associés pour différentes coor-
données.

Dans le cas d'un faisceau faiblement di�ractant, la direction de propagation de la
lumière est, par dé�nition de l'équation (I.11), orthogonale au champ E (et B). Nous
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pouvons ainsi dé�nir une trajectoire, paramétrisée par la coordonnée curviligne l, pour le
centre du faisceau (ou centroïde) :

R(l) =
∫
S dS.〈Π(r, t)〉t r∫
S dS.〈Π(r, t)〉t

(I.13)

où S sont les surfaces normales au vecteur de Poynting comme illustré sur la �gure I.2.
Dans les cas que nous étudierons par la suite, nous considérerons des faisceaux collimatés
pour lesquels les surfaces S sont des plans perpendiculaires au vecteur moyen K(l). Ce
vecteur est dé�ni par :

K(l) =
∫
S∗dS∗.〈Π(q, t)〉t q∫
S∗dS∗.〈Π(q, t)〉t

(I.14)

où S∗ est l'espace réciproque associé à S. Dans le cas particulier de l'approximation pa-
raxiale, la coordonnée curviligne correspond à z, les surfaces S sont les plans transverses
(x, y) et S∗ = (qx, qy) (voir �gure I.1). Nous avons ainsi :

R(z) =
∫
dxdy r 〈Πz(r, t)〉t∫
dxdy 〈Πz(r, t)〉t

.

I.2.3 Moment cinétique de la lumière
Dans le cas d'une particule classique, le moment cinétique est donné par la relation bien

connue L = r× p. Nous allons reprendre cette expression pour la lumière en dé�nissant
localement son moment cinétique par :

j(r) = r× p(r) .

En réutilisant l'expression de l'impulsion (I.12), nous obtenons directement, dans le cas
d'une onde monochromatique,

j(r) = εo
2 r×

[
E(r)×B∗(r)

]
.

A nouveau, nous allons considérer le moment cinétique total selon la coordonnée curviligne
l :

J(l) =
∫
S
dS j(r) .

En utilisant l'équation (I.3) et dans le cas de l'approximation paraxiale, J se décompose
alors en deux termes distincts, comme développé dans les références [38, 39] :

J(l) = εo
2iω

∫
S
dS E∗i (r×∇)Ei + εo

2iω

∫
S
dS E∗×E (I.15)

où les indices i répétés sont sommés.

Le premier terme du membre de droite dépend de la variation spatiale du champ électrique.
On l'interprète comme un moment cinétique orbital [16, 40] :

L(l) = εo
2iω

∫
S
dS E∗i (r×∇)Ei . (I.16)
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Fig. I.3 Illustrations tirées de l’article de Bliokh, Rodriguez-Fortuño, Nori et
Zayats [16] illustrant les différents moments cinétiques de la lumière : (a) le spin
du faisceau lumineux, lié à la rotation des champs électrique et magnétique ;
(b) le moment cinétique orbital intrinsèque, lié à une variation de la phase du
champ ; (c) le moment cinétique orbital extrinsèque, lié à un déplacement du
faisceau lumineux par rapport à une origine. Ici, la notation P correspond à
l’impulsion moyenne du faisceau.

Pour un faisceau lumineux, le moment cinétique orbital peut décrire deux phénomènes
di�érents : une déformation du front d'onde faisceau, on parle alors de moment cinétique
orbital intrinsèque, ou un déplacement du faisceau par rapport à une origine, on parle alors
de moment cinétique orbital extrinsèque (voir �gures I.3(b) et I.3(c) pour une illustration).
C'est ce dernier qui va intervenir dans l'étude de l'e�et Hall de spin optique présentée dans
le chapitre II.

Si, à présent, nous nous intéressons au second terme de l'équation (I.15), nous voyons que
celui-ci est non-nul lorsque Im(E) 6= 0. On l'interprète comme un moment angulaire de
spin de la lumière [16, 40] :

S(l) = εo
2iω

∫
S
dSE∗(r)×E(r) . (I.17)

Pour un faisceau collimaté de vecteur d'ondeK dans l'approximation paraxiale, nous avons
vu, dans la partie I.1.3, que le champ électrique est transverse. Il peut donc être décomposé
sur une base orthonormée quelconque (e1, e2) dans le plan transverse (orthogonal à K).
L'expression du spin est alors directement donnée par :

S = εoI

ω
σ K̂ (I.18)

avec K̂ = K/K. Dans cette expression, nous avons introduit l'intensité du faisceau I =∫
S dS|E|2 et l'hélicité de la lumière σ = 2 Im(E∗.e1E.e2)/|E|2. La valeur de σ ne dépend
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pas du choix de base (e1, e2). Cette valeur est comprise entre 0, pour une polarisation
rectiligne, et ±1 pour les polarisations circulaires (respectivement gauche et droite pour
un observateur voyant arriver l'onde). Le lien entre polarisation et spin est ainsi explicite
pour la lumière. Précisément, le spin va caractériser la rotation du champ électrique, il
est nul pour une polarisation rectiligne et maximum pour une polarisation circulaire (voir
�gure I.3(a)).

I.3 Effet de l’inhomogénéité du milieu sur un faisceau

I.3.1 Réflexion et réfraction à une interface

Dans cette partie et dans ce qui va suivre, nous considérons un faisceau lumineux col-
limaté de vecteur d'onde moyen K (dé�ni dans l'équation (I.14)).

Fig. I.4 Schéma de l’interface entre deux milieux diélectriques avec la définition
des différents vecteurs d’onde réfléchis et transmis.

Un premier phénomène bien connu dû à une inhomogénéité d'indice optique est celui
de ré�exion/réfraction, se manifestant à l'interface entre deux milieux diélectriques ho-
mogènes de permittivité ε1 et ε2 di�érentes, comme schématisé dans la �gure I.4. Pour
une interface plane, le faisceau est ré�échi avec l'angle d'incidence θ1. Pour le faisceau
transmis, la déviation est donnée par la loi de Snell-Descartes :

n1 sin(θ1) = n2 sin(θ2)

où ni = √εi et θ2 est l'angle réfracté. Cette loi (empirique au départ) peut être retrouvée
à l'aide des relations de continuité du champ électrique déduites des équations de Maxwell
[24]. La direction de propagation du faisceau lumineux est ainsi déviée par la discontinuité
entre les deux milieux. Ce phénomène de réfraction peut s'observer très facilement en
envoyant un faisceau lumineux de l'air (milieu 1) vers un milieu transparent (milieu 2).
C'est pour cela que les cuillères ou les pailles plongées dans un verre d'eau apparaissent
cassées.

Ce résultat peut être étendu à des milieux inhomogènes continus en considérant le
gradient d'indice optique comme une succession d'interfaces entre deux indices ni et ni +
dni. Dans la limite d'un faisceau peu di�ractant (λ|∇n|/n � 1), la variation du vecteur
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Fig. I.5 Courbure de la trajectoire d’un faisceau laser observée dans un gra-
dient d’indice. Photo tirée du site du Palais de la Découverte (© C.Rousselin -
Universcience)

d'onde le long de la trajectoire du faisceau obéit alors à l'équation [24] :

dK̂

dl
= ∇n

n
(I.19)

où K̂ = K/K est la direction du vecteur d'onde moyen dé�ni par la relation (I.14). Dans
cette même approximation, la trajectoire du centre du faisceau est alors donnée par :

dR

dl
= K̂ . (I.20)

La déviation du vecteur d'onde par l'inhomogénéité du milieu résulte alors en une courbure
du faisceau lumineux. Celle-ci s'observe dans de nombreuses expériences, par exemple en
utilisant un gradient de température comme visible sur la �gure I.5. C'est ainsi que lors
d'un mirage, notre ÷il perçoit le bleu du ciel qui a � rebondi � sur l'air chaud à la surface
du sol. Notons que dans la limite semi-classique considérée ici, les équations (I.19) et (I.20)
sont analogues aux équations du mouvement d'une particule dans un gradient de potentiel.

I.3.2 Effet Goos-Hänchen

Jusqu'ici, nous avons uniquement considéré des vecteurs d'onde réels, ce qui revient
à négliger la présence d'ondes évanescentes. Ces ondes s'atténuent exponentiellement lors
de leur propagation, ce qui justi�e souvent de ne pas les prendre en compte. Cependant,
elles peuvent jouer un rôle non-négligeable à proximité de l'interface entre deux milieux,
comme dans l'e�et Goos-Hänchen que nous allons à présent discuter.

Cet e�et correspond à un décalage, dans le plan d'incidence, du faisceau totalement ré-
�échi par rapport au faisceau incident, comme illustré sur la �gure I.6. Il a été décrit et
mesuré pour la première fois par Goos et Hänchen en 1947 [41]. À la suite de leur mesure,
une première expression théorique de ce décalage a été obtenue par Artmann [42], con�r-
mée peu de temps après par Fragstein [43]. Leurs résultats prédisent deux expressions
di�érentes du déplacement selon l'orientation de la polarisation de la lumière (parallèle
ou perpendiculaire au plan d'incidence). Cette dépendance a été véri�ée par la suite ex-
périmentalement [44]. Cependant, ces expressions ne sont correctes que pour des angles
proches de l'angle critique. Par la suite, Renard [45] obtient des expressions, valides dans
un cadre plus large, en s'appuyant sur des considérations de �ux d'énergie que nous allons
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Fig. I.6 Schéma illustrant l’effet Goos-Hänchen. Nous montrons ici la propa-
gation d’ondes évanescentes dans le second milieu (courbe pointillé) causant un
déplacement du faisceau réfléchi, le rayon (1) représentant la réflexion sans dé-
calage et le rayon (2) le faisceau réfléchi réel.

très rapidement évoquer.

Nous regarderons ici le cas d'une ré�exion totale (c'est-à-dire où l'angle incident θ1 est
supérieur à l'angle critique θc) comme schématisé sur la �gure I.6. Dans cette situation,
le calcul du �ux Φz à travers l'interface entre les deux milieux montre que celui-ci est
nul. Cela semble assez intuitif puisque si la ré�exion est totale il n'y a pas de transfert
d'énergie vers le deuxième milieu. Ainsi le �ux d'énergie entrant du faisceau incident
ressort entièrement dans le faisceau ré�échi. Cependant, quand on prend en compte les
ondes évanescentes dans le milieu 2, on trouve que le �ux Φx dans le milieu 2 à travers le
plan (y, z), lui, n'est pas nul [45]. Le faisceau lumineux se propage donc sur une certaine
distance selon la direction x avant de ressortir dans le milieu 1. Un décalage δRx apparaît
ainsi entre le faisceau incident et le faisceau ré�échi, comme illustré sur la �gure I.6. Avec
ces considérations et dans la limite proche de l'angle critique, on trouve pour le décalage
une expression du type [45] :

δRx ∝
λ√

sin2 θ1 − ε2/ε1

où λ est la longueur d'onde de la lumière dans le milieu 1. Le facteur de proportionnalité
dépend, dans cette limite, uniquement des deux milieux considérés et di�ère selon la
polarisation de l'onde incidente.

I.3.3 Effet Imbert-Fedorov
En plus du décalage dans le plan d'incidence, il existe des cas où le faisceau est éga-

lement décalé dans la direction transverse (c'est-à-dire suivant y dans le cas de la �gure
I.6). L'existence de ce décalage été évoqué pour la première fois par Fedorov [46], puis
étudié et mis en évidence par Imbert dans le cas de la ré�exion totale [47]. Pour cela, il a
calculé l'expression du vecteur de Poynting du faisceau à l'interface et a montré que, dans
le cas d'une polarisation elliptique (pour laquelle le vecteur de polarisation est complexe),
ce dernier comporte une composante transverse au plan d'incidence non-nulle. En utili-
sant les mêmes considérations sur le �ux que celles présentées dans la partie précédente,
il en a déduit un nouveau décalage selon la direction y, dont l'expression pour le cas de
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la ré�exion totale peut être trouvée dans son article [47]. À noter que, contrairement à
l'e�et Goos-Hänchen, l'e�et Imbert-Fedorov existe également dans le cas d'une ré�exion
partielle où il a été mesuré bien plus récemment [48].

(a) (b)

Fig. I.7 Illustrations tirées de l’article d’Imbert [47] (a) Schéma du montage
expérimental d’Imbert qui lui a permis d’amplifier et de mesurer le décalage du
faisceau en faisant se réfléchir de nombreuses fois la lumière à l’intérieur d’un
prisme vertical P. (b) Photographie du prisme où les différentes réflexions du
faisceau le long des parois sont visibles.

A�n de mesurer le décalage prédit qui est très faible (voir l'équation (I.21) ci-dessous),
Imbert a utilisé une succession de ré�exions totales à l'intérieur d'un prisme permettant
d'accumuler les décalages et d'ampli�er l'e�et. Le schéma de ce montage ainsi qu'une
photographie tirés de son article sont visibles sur la �gure I.7. Ses prédictions donnent
une expression qualitativement correcte et en accord avec les mesures e�ectuées, cepen-
dant celles-ci présentaient de nombreuses sources d'incertitudes, en particulier liées à la
faiblesse de l'e�et même après ampli�cation, mais également à la trajectoire du faisceau
dans le prisme qui devait être précisément aligné pour que les décalages s'additionnent
correctement. Des mesures plus récentes ont montré les limites de l'interprétation d'Im-
bert et, tout comme pour l'e�et Goos-Hänchen, de nouveaux calculs plus précis ont été
développés [49]. Le décalage a ainsi été réinterprété comme un e�et de couplage spin-orbite
pour la lumière non lié aux ondes évanescentes. Cette interprétation a été appuyée par
de nouvelles mesures polarimétriques plus précises qui ont permis de mesurer le décalage
après une seule ré�exion totale [48], puis dans le cas d'un faisceau transmis [50]. Nous
développerons cette interprétation et cette technique de mesure dans le chapitre II où
elles jouent un rôle central. Nous pouvons cependant déjà noter que, même si ces expres-
sions dépendent fortement des indices de réfraction des deux milieux ainsi que de l'angle
d'incidence, le décalage transverse δRy est toujours de l'ordre de

δRy ∼ −
σ

k
(I.21)

où nous rappelons que σ est l'hélicité de la lumière et k = 2π/λ. L'e�et est donc sub-
longueur d'onde, ce qui explique les di�cultés de sa mesure.
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I.3.4 Effet Magnus de la lumière
Dans les e�ets Goos-Hänchen et Imbert-Fedorov, c'est la discontinuité de la permitti-

vité qui amène à un décalage brutal du faisceau. Il est alors logique de chercher à savoir
si des décalages similaires peuvent apparaître dans des milieux inhomogènes où la permit-
tivité va varier de manière continue. Ce problème a été étudié pour la première fois dans
un article de Liberman et Zel'Dovich en 1992 [51]. Dans ce travail, les auteurs abordent
la question de deux manières. L'une est ondulatoire, basée sur l'étude des corrections non
paraxiales de l'équation de Helmholtz vectorielle. L'autre est basée sur une approche semi-
classique consistant à dériver les premières corrections d'ordre λ|∇n|/n� 1 aux équations
du mouvement (I.19) et (I.20) de l'optique géométrique. Dans ce cadre, la prédiction de
Liberman et Zel'Dovich s'écrit :

dR

dl
= K̂ − σ

k

[
K̂ ×∇(lnn)

]
(I.22)

où le terme correctif proportionnel à σ est très petit dans la limite λ|∇n|/n� 1. L'équa-
tion pour K est, quant à elle, toujours donnée par l'expression (I.19). Nous pouvons voir
que ce terme correctif est un déplacement transverse δR (voir �gure I.8(a)) qui fait inter-
venir l'hélicité de la lumière, tout comme pour l'e�et Imbert-Fedorov. Dans le cas présent
néanmoins, le déplacement est progressif, augmentant au fur et à mesure de la propagation
dans le milieu inhomogène. Nous avons donc un champ électrique en rotation se propa-
geant dans un gradient d'indice optique qui se voit déplacé selon une direction transverse.
Une analogie peut alors être faite avec un objet matériel en rotation dans un �uide en
écoulement pour lequel un gradient de pression apparaît. Ce gradient crée une force qui
va entraîner le déplacement de l'objet (comme illustré sur la �gure I.8(b)), ce que l'on
appelle e�et Magnus [52]. Ceci explique l'appellation � e�et Magnus de la lumière �, déjà
utilisé par Liberman et Zel'Dovich dans un de leur article antérieur où ils avaient prédit
numériquement puis mesuré expérimentalement cette déviation [53].

(a) (b)

Fig. I.8 (a) Schéma de l’effet du déplacement latéral d’un faisceau lumineux
dans un gradient d’indice optique ; (b) Schéma représentant la force de Magnus
s’exerçant sur une balle en rotation dans un fluide en mouvement.

I.3.5 Interprétation en termes de phase géométrique
Dans certains des calculs récents des e�ets évoqués précédemment, d'autres méthodes

utilisant la phase de Berry apparaissent très e�caces pour décrire, calculer et interpréter
ces décalages [16, 45, 49, 54]. A�n de présenter la phase géométrique, nous devons tout
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d'abord introduire la base de coordonnée des polarisations circulaires. Pour une onde plane
se propageant suivent l'axe z, cette base est dé�nie dans le plan (x, y) par les vecteurs
unitaires :

eσ = 1√
2

(ex + iσey) avec σ = ±1

où nous rappelons que σ désigne l'hélicité de la polarisation. Dans cette base, une rotation
d'un angle φ des coordonnées (x, y) se traduit par l'apparition d'une phase appelée � phase
géométrique � telle que :

e′σ = eiσφeσ

Ainsi, dans la base des coordonnées circulaires, la rotation se traduit pour le champ élec-
trique de l'onde plane par la transformation :

E′(r) = eiσ̂φE(r) avec σ̂ =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


(+,−,z)

.

Pour un faisceau quelconque, il est possible de généraliser cette décomposition en dé�nis-
sant une base des polarisations circulaires pour chaque composante de Fourier k suivant :

eσ(k) = 1√
2

(eϕ + iσeθ)

où (k̂, eϕ, eθ) forme la base des coordonnées sphériques. Ainsi, l'évolution le long d'un
chemin Γ (de k à k′ ) correspond à une rotation des coordonnées (ϕ, θ) qui se traduit par
une accumulation d'une phase géométrique φB selon :

E(k′) = eiσ̂φB(Γ)E(k)

où, à présent, la matrice σ̂ est écrite dans la base (e+, e−, k̂). La phase géométrique φB,
dite � phase de Berry �, est calculée à l'aide de la connexion de Berry AB(q). Ces deux
quantités sont reliées par les relations [54, 55] :

φB(Γ) =
∫

ΓAB(q).dq

AB(q) = −iσE∗i (q)∇qEi(q)

où nous rappelons que les indices répétés sont sommés. Ainsi, cette phase de Berry est liée
à la rotation du champ électrique lors d'un changement de trajectoire du faisceau 1. Dans
le cas d'une propagation dans un milieu hétérogène, la variation d'indice optique entraîne
une modi�cation du vecteur d'onde et donc l'apparition d'une phase de Berry. Celle-ci
étant di�érente pour les di�érentes composantes de Fourier, la trajectoire du champ est
alors di�érente pour chacune de ces composantes ce qui va entrainer un déplacement du
faisceau dans son ensemble. Nous pouvons noter que l'interprétation de l'e�et Magnus
en terme de phase de Berry est par construction au-delà du cadre paraxial. En e�et,
l'approximation paraxiale suppose un spectre très piqué autour du vecteur d'onde moyen.

1. À nouveau, il y a ici une connexion directe avec l’interaction spin-orbite de la lumière sur laquelle
nous reviendrons dans le chapitre suivant.
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I.4 Propagation de la lumière dans un milieu désordonné

I.4.1 Introduction aux milieux désordonnés

Nous avons vu que, dans un milieu inhomogène, la trajectoire d'un faisceau lumineux
est déviée par les variations spatiales de l'indice de réfraction, quelles soient brusques pour
une interface ou plus lente dans le cas du gradient d'indice optique. Cependant dans tous
les exemples précédents nous avons supposé de manière implicite que le pro�l d'indice
optique était connu. Or, dans la réalité, ce n'est bien souvent pas le cas, en particulier
pour les milieux très inhomogènes qui vont présenter une variation spatiale plus ou moins
aléatoire de leur indice. Nous parlons alors de milieux désordonnés. Pour les diélectriques,
cela correspond par exemple à des poudres, du verre dépoli ou encore des solutions conte-
nant des particules en suspensions [56, 57, 58]. Lorsque l'on fait propager un faisceau
cohérent dans ce genre de milieu, on observe di�érents phénomènes que nous allons briè-
vement évoquer. Tout d'abord, si l'on s'intéresse au faisceau émergent (après propagation
dans le milieu), nous voyons que celui-ci présente un pro�l d'intensité désordonné avec des
tâches lumineuses entourées de zones plus sombres. Cette �gure d'interférence est appelée
tavelure en français, mais nous utiliserons dans toute la suite le terme anglais speckle plus
couramment utilisé. Une photo du phénomène est montrée sur la �gure I.9(a). Le speckle
se forme autour de la composante dite balistique du faisceau dont l'intensité décroît au
fur et à mesure de la pénétration dans le milieu, comme l'on peut le voir sur la �gure I.9(b).

(b)

Fig. I.9 (a) Photo d’un speckle produit par un faisceau laser après propagation
au travers d’un morceau de plastique rugueux. (b) Photo du phénomène de
diffusion multiple dans un milieu diffusant (ici de l’eau contenant un peu de
maïzena en suspension). (c) Schéma de la diffusion de la lumière se propageant à
travers une distribution aléatoire de diffuseurs. (d) Schéma de la lumière diffusée
à la sortie du milieu.

Pour expliquer ces phénomènes, nous pouvons voir le milieu désordonné comme un en-
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semble de petits obstacles que nous appelons di�useurs. Tant que la lumière ne rencontre
aucun de ces obstacles, elle se propage en ligne droite (il s'agit de la lumière présente dans
le faisceau balistique), puis lorsqu'elle frappe un di�useur elle est déviée. Il s'ensuit un pro-
cessus de di�usion multiple [56, 57]. Un schéma illustrant ce phénomène est présenté sur
la �gure I.9(c). Nous voyons ici une échelle importante apparaître : la distance moyenne
entre deux processus de collision appelée le libre parcours moyen `. C'est sur cette échelle
que l'intensité du faisceau balistique s'atténue (loi de Beer-Lambert) [56]. Si la taille du
milieu et beaucoup plus grande que `, la lumière multiplement di�usée se propage selon
de nombreuses directions. Ces di�érentes contributions vont interférer, donnant le pro�l
de speckle, comme schématisé sur la �gure I.9(d).

Tandis que cette description qualitative permet de comprendre ce qu'il se passe lors de la
propagation, la formulation théorique de la di�usion multiple semble a priori compliquée
du fait de la complexité du désordre microscopique. La solution consiste à aborder le
problème de manière statistique. C'est ce que nous allons décrire maintenant.

I.4.2 Description statistique d’un milieu désordonné

Nous avons introduit précédemment des exemples de milieux désordonnés. Nous allons
à présent discuter de la manière de les modéliser. Pour un milieu diélectrique, c'est la
permittivité qui permet de caractériser le désordre. Nous l'écrivons alors sous la forme
d'une fonction aléatoire :

ε(r) = ε̄+ δε(r)

où ε̄ = 〈ε(r)〉 désigne à présent la permittivité moyennée sur un ensemble de con�gurations
et δε(r) est la composante �uctuante. Un paramètre important de sa statistique est la
fonction de corrélation :

B(r − r′) = 〈δε(r)δε(r′)〉
ε̄ 2 . (I.23)

Pour un désordre isotrope, B est une fonction de |r−r′| qui décroît en général rapidement
avec la distance.

Pour un milieu désordonné, l'équation de Helmholtz (I.7) s'écrit alors sur la forme :

∆E(r)−∇(∇.E(r))− V (r)E(r) = −k2E(r) (I.24)

où k2 = ε̄ ω2/c2 représente à présent le nombre d'onde moyen dans le milieu et V (r) =
−k2δε(r)/ε̄ peut être vu comme un potentiel désordonné e�ectif dans lequel la lumière va
évoluer.

I.4.3 Propagation libre

Le tenseur de Green est un outil mathématique très souvent employé en électromagné-
tisme [32, 59] car il permet de caractériser de manière générale la réponse d'une distribution
de charges et de courants électriques. Il est également très puissant dans le cadre de la
description statistique de la propagation dans le désordre. Dans un milieu désordonné,
l'équation (I.24) peut s'écrire sous la forme (L(0) − V )E = 0 où toute l'information sur le
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désordre et contenu dans le terme V . Ce dernier est une distribution aléatoire caractérisée
par sa fonction de corrélation, donnée par l'expression (I.23). Avant de décrire les e�ets
de ce potentiel dans un milieu désordonné en dimension 3, nous allons considérer l'opé-
rateur L(0). Celui-ci décrit la propagation libre, c'est-à-dire dans un milieu homogène de
permittivité ε̄ :

L(0)
ij = (k2 +∆)δij −∇i∇j

où i, j = (x, y, z), δij correspond au delta de Kronecker et on a toujours ∆ = ∂2
x +∂2

y +∂2
z .

Cet opérateur s'écrit dans l'espace des impulsions :

L(0)
ij (q) = (k2 − q2)δij + qiqj

La solution de l'équation (I.24) pour V = 0 en présence d'une source quelconque se déduit

alors du tenseur de Green libreG(0)
ij , solution de L

(0)
ij (q)G(0)

jk (q) = δik. Nous obtenons ainsi
ici :

G
(0)
ij (q) = q̂iq̂j

k2 + δij − q̂iq̂j
k2 − q2 + i0+ (I.25)

où nous rappelons que q̂ = q/q. Dans cette expression, le terme i0+ est ajouté car pour des
raisons de causalité, les pôles du tenseur doivent avoir une partie imaginaire strictement
positive [59, 60]. Dans l'expression (I.25), le second terme est un terme propagatif, dépen-
dant de la polarisation, qui est celui qui nous intéressera par la suite. Le premier terme
correspond, quant à lui, à des contributions faisant intervenir la composante longitudinal
du champ [32]. Or dans la suite de cette thèse, nous ne considérerons que des situations
où la propagation est proche d'un régime paraxial et où le champ longitudinal est donc
négligeable. Nous omettrons ainsi ce terme à partir de maintenant et utiliserons :

G
(0)
ij (q) = δij − q̂iq̂j

k2 − q2 + i0+ .

I.4.4 Propagation en présence de désordre : faisceau balistique
Nous allons à présent nous intéresser au cas � perturbé � V 6= 0 décrit par le tenseur

de Green total G(r). Il véri�e la relation [L(0) − V ]Gij(r) = δ(r)δij . La solution de cette
équation est donnée par la série de Born [61] :

G =
[
G(0) −1 − V

]−1
= G(0) +G(0)VG(0) +G(0)VG(0)VG(0) + ...

Puisque ce tenseur de Green contient une variable aléatoire, comme déjà évoqué nous allons
prendre une approche statistique et nous intéresser à son comportement moyenné sur de
nombreuses con�gurations du désordre. Cette quantité permet de décrire l'atténuation
du faisceau balistique discutée dans la partie I.4.1. Le tenseur de Green moyen obéit à
l'équation de Dyson [56, 61] :

〈G(q)〉 = G(0)(q) +G(0)(q)Σ(q)〈G(q)〉 , (I.26)

où nous appelons Σ la self-énergie. Cette grandeur contient toute l'information sur les dif-
férents événements de di�usion de la lumière par le désordre (termes du type 〈VG(0)...V 〉).
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Dans le cadre d'un désordre faible (condition qui sera précisée plus loin), nous pouvons
nous placer dans l'approximation de Born et ne garder que le premier diagramme de
di�usion [56, 57] :

Son expression analytique est, dans notre cas,

Σ(q) = k4
∫

dq′

(2π)3B(q − q′)G(0)(q′) . (I.27)

où B(q− q′) est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation dé�nie précédem-
ment dans l'équation (I.23). À partir de l'équation de Dyson (I.26), nous déduisons le
tenseur de Green moyen :

〈G(q)〉 =
[
G(0)−1(q)−Σ(q)

]−1
.

L'intégrale dans (I.27) se calcule facilement dans le cas d'un désordre non-corrélé 2, c'est-
à-dire B(q− q′) = γ = cste. Nous avons alors une self-énergie constante dans l'espace des
impulsions, donnée par l'expression :

Σij = γk4
∫

dq′

(2π)3
δij − q̂′iq̂′j

k2 − q′ 2 + i0+ .

L'intégrale angulaire nous donne :

Σij = 4
3 γk

4δij

∫ ∞
0

dq′

(2π)2
q′ 2

k2 − q′ 2 + i0+ . (I.28)

Nous voyons ici que le tenseur est diagonal avec une seule valeur propre. Nous allons ainsi
dé�nir une self-énergie scalaire Σ telle que Σij = Σ δij .

Dans le cas d'un désordre faible, la contribution de la self-énergie est faible devant k2. Sa
partie réelle se traduit par un simple décalage du vecteur d'onde (petite modi�cation de
l'indice moyen) que nous oublierons dans la suite. La partie imaginaire, en revanche, joue
un rôle essentiel [61]. Le calcul explicite de l'intégrale dans (I.28) fournit :

ImΣ = −γk
5

6π .

Le tenseur de Green moyen est alors donné par :

〈Gij(q)〉 '
[
(k2 − q2)δij − qiqj − i ImΣ δij

]−1
= δij − q̂iq̂j
k2 − q2 − i ImΣ

2. Nous aborderons un peu plus en détail le cas d’un désordre corrélé dans le chapitre suivant.
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Considérant toujours la situation d'un désordre faible où |ImΣ| � k2, cette expression
présente un pôle :

qpole ' k − i
ImΣ
2k .

Nous obtenons alors, dans l'espace réel :

〈G(r)〉 = −1
4πre

ikre−
r
2` (δij − r̂ir̂j) (I.29)

où nous avons introduit le libre parcours moyen, discuté dans la partie I.4.1, et donné ici
par la relation ` = −k/ImΣ = 6π/(γk4). La condition de désordre faible, utilisée ci-dessus,
s'écrit alors explicitement :

k`� 1 .

L'équation (I.29) indique qu'un champ émit en r = 0 s'atténue exponentiellement sur
l'échelle ` lorsqu'il se propage dans un milieu désordonné. Ce phénomène correspond à
l'atténuation du faisceau balistique sur la �gure I.9(b).

Le même type de méthode permet de décrire le halo de di�usion multiple. L'équation
à résoudre n'est plus, dans ce cas, l'équation de Dyson mais l'équation de Bethe-Salpeter.
Nous ne développerons pas cette approche ici, le lecteur ou la lectrice intéressée pourra
consulter les références [61, 62, 60, 63].

I.5 Conclusion
Nous avons rappelé dans ce chapitre les bases de l'électromagnétisme permettant de

décrire la propagation de la lumière dans des milieux diélectriques inhomogènes. Dans
ce cadre, nous avons également discuté l'in�uence d'une variation d'indice optique sur
la trajectoire de faisceaux lumineux. Tout d'abord, nous nous sommes intéressé·es à des
phénomènes descriptibles dans le cadre de l'approximation scalaire comme le phénomène
de ré�exion-réfraction et l'e�et Goos-Hänchen à une interface, ou encore la courbure d'un
faisceau se propageant dans un milieu inhomogène. Nous avons ensuite vu que, prenant
en compte l'aspect vectoriel de la lumière, d'autres e�ets apparaissent dans le cas d'une
polarisation circulaire : e�et Imbert-Fedorov à une interface et e�et Magnus optique lors de
la propagation dans un milieu inhomogène. Nous avons rapidement évoqué le fait que ces
deux derniers phénomènes sont liés à un couplage spin-orbite. Ce point sera abordé plus
en détail dans le chapitre suivant. Nous nous sommes ensuite intéressé·es à la description
de milieux complètement désordonnés, pour lesquels la distribution d'indice n'est connue
que de manière statistique. Dans ce cadre, nous avons présenté le formalisme du tenseur
de Green et l'avons appliqué à la description de la composante balistique d'un faisceau en
présence de désordre. Pour introduire ce formalisme, nous nous sommes concentrés sur le
cas d'un désordre 3D isotrope. Dans le chapitre suivant, nous verrons comment l'étendre
au cas d'un désordre anisotrope et comment la prise en compte des aspects vectoriels de
la lumière permet dans ce cas de mettre en évidence un nouvel e�et Magnus (ou e�et Hall
de spin) en présence de désordre.



Chapitre II
Effet Hall de spin optique dans un mi-
lieu désordonné transverse

Dans ce chapitre, nous allons introduire rapidement l'e�et Hall de spin bien connu dans
le cadre de la matière condensée, puis discuter comment ce phénomène, lié au mécanisme
de couplage spin-orbite, peut être généralisé au cas de la lumière. Nous nous intéresserons
ensuite à un type de milieu désordonné anisotrope bien particulier dans lequel nous allons
démontrer l'existence d'un e�et similaire à l'e�et Magnus optique pour la composante
balistique d'un faisceau. Ce travail constitue à notre connaissance la première mise en
évidence d'un e�et Hall de spin optique en présence de désordre. Nous verrons qu'il se
manifeste par un décalage du pro�l spatial de la composante balistique et nous proposerons
une technique expérimentale pour le mesurer.

II.1 Introduction : effet Hall de spin pour les électrons

II.1.1 Effet Hall classique
En 1879, en considérant les équations de Maxwell, Hall découvre qu'un courant de

charges en présence d'un champ magnétique s'accompagne d'une tension dans la direction
transverse et met en évidence ce phénomène par des données expérimentales [64].

++++++++++++

Fig. II.1 Illustration de l’effet Hall dans un échantillon 2D métallique soumis à
un champ magnétique.

La con�guration considérée est simple : il s'agit un échantillon �ni 2D d'un matériau
métallique (dans lequel des électrons peuvent se déplacer librement) auquel on applique
un champ magnétique orthogonal à l'échantillon comme schématisé sur la �gure II.1.
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Hall prédit que si un courant électrique jelec traverse le métal, il y a apparition d'une
accumulation de charges sur les bords (positives d'un côté et négatives de l'autre) qui peut
être détectée par une simple mesure de tension entre les deux bords. Si l'on s'intéresse au
mouvement des électrons libres dans le métal, cet e�et apparaît de manière assez directe.
En e�et, une charge en mouvement dans un champ magnétique est soumise à la force de
Lorentz donnée par :

F = j ×B .

Dans la con�guration considérée, cette force est transverse, elle entraîne ainsi la déviation
des électrons vers l'un des bords. Cela explique l'accumulation de charges négatives sur
l'un des côtés de l'échantillon et le dé�cit de l'autre côté.

Cet e�et a eu un certain nombre d'applications en physique des matériaux [65, 66], mais
a surtout ouvert la voie à l'étude de nouveaux e�ets tels que l'e�et de Hall quantique [67],
mais également l'e�et Hall de spin que nous allons maintenant présenter.

II.1.2 Effet Hall de spin

Plus d'un siècle après Hall, un autre physicien, Hirsch, s'est intéressé à une situation
analogue à celle décrite précédemment [68] : des particules possédant un spin se déplaçant
au sein d'un champ électrique 1 en présence d'un couplage spin-orbite. Il a alors théorisé
un e�et similaire à l'e�et de Hall qu'il appelle e�et Hall de spin.

Fig. II.2 Illustration de l’effet Hall de spin dans un échantillon 2D métallique
soumis à un gradient de potentiel électrique.

La con�guration de l'e�et Hall de spin est très similaire à l'e�et Hall classique. Nous
considérons toujours un échantillon 2D métallique soumis à un gradient de potentiel élec-
trique (correspondant à un champ électrique extérieur), comme illustré sur la �gure II.2.
À présent, nous considérons le spin des électrons libres se déplaçant dans le métal. Ce spin
peut prendre une valeur positive ou une valeur négative correspondant à une orientation
vers le haut (spin up) ou vers le bas (spin down). L'e�et Hall de spin se manifeste en
présence d'un couplage spin-orbite. Dans une approche semi-classique du problème, et en

1. Notons ici qu’un tel champ électrique existe également dans l’effet Hall classique puisqu’il permet
d’engendrer le courant jelec. Cependant, dans ce cas, il n’entre pas directement en jeu dans la force de
déviation des électrons.
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négligeant les interactions entre les électrons, l'hamiltonien s'écrit sous la forme [69, 70] :

H = p2

2me
+ qeV (r) +ASO (p×∇V ).S (II.1)

où me est la masse d'un électron, qe la charge électronique et V le potentiel électrique. Le
coe�cient ASO caractérise l'interaction spin-orbite et est dépendant du matériau, et le vec-
teur S désigne le spin de l'électron. Selon les échantillons considérés, le terme d'interaction
spin-orbite est plus ou moins important. Ainsi l'e�et Hall de spin est tout particulièrement
étudié dans les matériaux semi-conducteurs où cette interaction peut être modulée [71].

À partir de l'expression (II.1), les équations de Hamilton conduisent aux équations du
mouvement (pour un gradient ∇V constant) [69, 70] :

dr

dt
= p

m
−ASOS ×∇V , (II.2)

dp

dt
= −qe∇V (r) . (II.3)

Dans le dernier terme de l'équation (II.2), nous voyons apparaître un décalage transverse
de la trajectoire. Celui-ci se fait selon une direction orthogonale au gradient de potentiel
appliqué et son sens dépend de l'orientation des spins. Ainsi les spins up sont déviés d'un
côté et les spins down de l'autre, expliquant les accumulations sur les bords de l'échantillon.

(a) (b)

Fig. II.3 Figures tirées de l’article [71]. (a) Schéma du système considéré :
un champ électrique selon la direction y est appliqué sur un échantillon semi-
conducteur 2D, les mesures sont alors effectuées le long de la direction x. (b)
Graphe montrant la densité de spin au sein d’échantillon en fonction de la posi-
tion x. Cette mesure est effectuée à l’aide d’un microscope Kerr : la magnétisation
de l’échantillon modifie la polarisation de la lumière se réfléchissant dessus, la
mesure de cette polarisation permet ainsi d’accéder directement à la densité de
spin. Sur le graphe, le signe de la valeur indique l’orientation des spins et la
position des deux pics coïncide avec les rebords de l’échantillon.

L'e�et Hall de spin est aujourd'hui bien connu et a été mis en évidence expérimen-
talement dans de nombreuses con�gurations [70, 71]. Un exemple d'une telle mesure est
présenté sur la �gure II.3 pour un échantillon de GaAs. Nous y voyons bien l'accumulation
des spins de part-et-d'autre de l'échantillon.
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II.1.3 Analogie avec l’effet Magnus optique

Dans le chapitre précédent, nous avons brièvement indiqué que les e�ets Imbert-
Fedorov et l'e�et Magnus optique pouvaient être interprétés comme un e�et de couplage
spin-orbite. Nous voyons, en e�et, apparaître de manière assez claire ce parallèle quand
nous comparons les équations du mouvement (II.2) et (II.3) pour les électrons dans l'e�et
Hall de spin et les équations (I.22) et (I.19) obtenues pour l'e�et Magnus de la lumière :

dR

dl
= K̂ − σ

k

[
K̂ ×∇(lnn)

]
,

dK

dl
=∇ lnn .

Nous remarquons que dans les expressions optiques, le gradient d'indice joue le rôle du
gradient de potentiel. Le spin du photon σK̂, introduit dans l'équation (I.18), joue bien
le même rôle que le spin de l'électron S. Notons en�n que dans le cas de l'e�et Magnus
optique, c'est la coordonnée curviligne l le long de la trajectoire qui joue le rôle du temps.
En raison de cette similarité entre les photons et les électrons, l'e�et Magnus optique est
très couramment appelé � e�et Hall de spin de la lumière �. Cette analogie, ainsi que les
considérations sur le couplage spin-orbite, sont développés dans la référence [16]. Nous
utiliserons également cette terminologie dans la suite de cette thèse.

L'e�et Hall de spin optique a été observé expérimentalement à la �n des années 2000
[50, 72, 73, 74]. Nous reviendrons plus tard sur certaines de ces mesures e�ectuées à l'aide
d'une approche polarimétrique. Il est néanmoins intéressant, à ce stade, de brièvement
discuter l'expérience de l'article [72] qui est une mesure directe de l'e�et Hall de spin op-
tique au sein d'un cylindre de verre, inspirée des mesures historiques de Tomita et Chiao
[75]. Pour e�ectuer cette mesure, un faisceau lumineux collimaté est envoyé en incidence
rasante au sein du cylindre tel que sa trajectoire suive la surface de ce dernier par ré�exion
interne, comme schématisé sur la �gure II.4(a). La trajectoire hélicoïdale qui s'ensuit im-
plique l'accumulation d'une phase de Berry par le champ, comme nous l'avons rapidement
évoqué dans la partie I.3.5, et entraîne une déviation du faisceau lumineux selon son hé-
licité σ (le sens de la déviation dépendant du signe de σ). Si le champ initial est polarisé
rectilignement, il peut être écrit comme la somme de deux polarisations circulaires d'hé-
licité σ = ±1. Ces deux contributions sont ainsi déviées dans deux sens opposés et se
séparent au fur et à mesure de la propagation du faisceau le long de la trajectoire hélicoï-
dale. Cette séparation peut alors être mesurée et permet une mise en évidence directe de
l'e�et Hall de spin optique, comme montré sur la �gure II.4(b).

À présent, nous allons étudier l'existence d'un e�et Hall de spin optique pour un
faisceau lumineux se propageant au sein d'un milieu désordonné, travail qui constitue le
c÷ur de ce chapitre.
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(a)

(b)

Fig. II.4 Figures tirées de l’article de Bliokh, Niv, Kleiner et Hasman [72]. (a)
Schéma du montage expérimental utilisé : un faisceau laser polarisé circulaire-
ment est envoyé en incidence rasante sous la surface d’un cylindre au sein duquel
il suit une trajectoire hélicoïdale. La position du faisceau à la sortie est mesurée à
l’aide du caméra. L’angle d’incidence du laser permet de contrôler le nombre de
tours effectués par le faisceau au sein du cylindre. (b) Sur ce graphe est représen-
tée (en rouge) la mesure du décalage de position entre un faisceau de polarisation
circulaire droite et de polarisation circulaire gauche, en fonction du nombre de
tours effectués dans le cylindre.

II.2 Propagation paraxiale d’un faisceau dans un désordre trans-
verse

II.2.1 Désordre transverse

Nous allons maintenant nous attacher à mettre en évidence l'existence d'un e�et Hall
de spin en présence de désordre. Le cas d'un désordre tridimensionnel isotrope a été pré-
senté dans la partie I.4, où nous avons vu émerger une atténuation exponentielle du champ
moyen à l'échelle du libre parcours moyen à cause du phénomène de di�usion. Notre calcul
n'a, en revanche, nullement mis en évidence un décalage du faisceau (voir équation (I.29)).
Ceci n'est pas une surprise puisque, dans un milieu désordonné 3D isotrope, aucune direc-
tion n'est privilégiée. Pour faire apparaître un e�et Hall de spin en présence de désordre,
il est nécessaire de briser cette isotropie en introduisant un axe de propagation privilégié.
Le moyen le plus simple est de considérer un désordre dit transverse.
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Fig. II.5 Illustration d’un milieu désordonné dans le plan transverse (x, y) et
homogène selon l’axe optique z, sur lequel est envoyé un faisceau lumineux col-
limaté tilté, de vecteur d’onde transverse ko.

Dans un désordre transverse, la permittivité ne dépend plus de la coordonnée r globale,
mais uniquement de la coordonnée transverse r⊥ = (x, y), la coordonnée z jouant le
rôle d'un axe optique le long duquel le milieu est homogène. Il s'agit d'une con�guration
similaire à celle que nous avons considérée en introduisant l'équation paraxiale dans la
partie I.1.3. Dans le cas d'un désordre transverse, nous écrivons la permittivité sous la
forme :

ε(r⊥) = ε̄+ δε(r⊥)

où ε̄ désigne à nouveau la permittivité moyenne et δε la composante �uctuante. À nouveau,
a�n de caractériser ces �uctuations, nous utiliserons la fonction de corrélation du désordre
transverse :

B(r⊥ − r′⊥) = 〈δε(r⊥) δε(r′⊥)〉
ε̄2

. (II.4)

La propagation de la lumière dans les milieux présentant un désordre transverse a été très
étudiée dans le contexte des phénomènes de localisation faible et forte pour la lumière
[13, 14, 15, 76, 77]. Cette con�guration admet en e�et une limite paraxiale dans laquelle
la lumière se comporte comme une onde de matière scalaire et où le vecteur d'onde dans
le plan transverse (qui joue un rôle central dans les phénomènes de localisation) peut
être facilement ajusté. Nous allons dans un premier temps revenir sur cette description
paraxiale et, dans ce cadre, déterminer l'évolution du champ, comme nous l'avons fait
dans la partie I.4 pour un désordre 3D. Nous étudierons ensuite les premières corrections
non-paraxiales dans un désordre transverse, qui sont responsables d'un e�et Hall de spin.

II.2.2 Évolution paraxiale du faisceau balistique

Nous avons vu dans la partie I.1.3 que, dans le cadre de l'approximation paraxiale, le
champ électrique est principalement décrit par l'enveloppe E de sa composante transverse.
Nous écrivons ainsi :

E(r⊥, z) ' E(r⊥, z)eikzε .
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L'équation paraxiale (I.9) décrivant l'évolution de l'enveloppe du champ électrique se
réécrit alors sous la forme :

i
∂E
∂z

= −∆⊥E
2k + V (r⊥)E , (II.5)

où le potentiel du désordre est à présent donné par V (r⊥) = −k δε(r⊥)/(2ε̄) . Cette équa-
tion est totalement analogue à une équation de Schrödinger décrivant l'évolution tempo-
relle d'une particule de de Broglie soumise à un potentiel V (r⊥). Dans le cas optique, la
coordonnée z joue le rôle d'un temps e�ectif de propagation.

À nouveau, pour caractériser l'évolution du champ moyen, nous utilisons la fonction de
Green. Ici nous devons distinguer la coordonnée z qui joue le rôle d'un pseudo-temps de
propagation dans l'équation (II.5), des coordonnées dans le plan transverse. Dans ce but,
nous écrivons la fonction de Green comme :

G(r⊥, z) =
∫
dq⊥

(2π)2

∫
dωz
2π G(q⊥, ωz)e+i(q⊥.r⊥−ωzz)

où G(q⊥, ωz) est solution de l'équation :[
+ωz −

q2
⊥

2k − V (q⊥)
]
G(q⊥, ωz) = 1 .

La propagation libre (pour V = 0) est décrite par la solution :

G(0)(q⊥, ωz) = 1
ωz − q2

⊥/(2k) + i0+ .

Dans le cas V 6= 0, la fonction de Green moyenne s'écrit :

〈G(q⊥, ωz)〉 = 1
ωz − q2

⊥/(2k)− iImΣ(q⊥, ωz)

où la self-énergie est ici donnée, dans l'approximation de Born, par :

Σ(q⊥, ωz) = k2

4

∫
dq′⊥

(2π)2
B(q⊥ − q′⊥)

ωz − q′ 2⊥ /(2k) + i0+

où B(q⊥ − q′⊥) est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation dé�nie précé-
demment dans l'équation (II.4). Il est important de noter que l'intégrale ici porte uni-
quement sur les impulsions transverses q′⊥. En e�et, le système étant invariant par trans-
lation selon l'axe z, l'impulsion selon cette direction est conservée. Nous voyons ici que
seule la fonction de corrélation dépend de l'intégrale angulaire. Nous allons ainsi écrire
B(q⊥ − q′⊥) ≡ B(q⊥, q′⊥, θ) où θ est l'angle entre q⊥ et q′⊥ ce qui nous permet d'obtenir,
pour la self-énergie, l'expression :

Σ(q⊥, ωz) = k2

4

∫
q′⊥dq

′
⊥

2π
〈B(q⊥, q′⊥, θ)〉θ

ωz − q′ 2⊥ /(2k) + i0+
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où 〈...〉θ correspond à la moyenne angulaire. Comme dans le chapitre précédent, nous nous
intéressons uniquement à la partie imaginaire de la self-énergie qui vaut ici :

ImΣ(q⊥, ωz) = −k
3

8 〈B(q⊥,
√

2kωz, θ)〉θ .

Le comportement du faisceau balistique au cours de la propagation est décrit par la trans-
formée de Fourier inverse 〈G(q⊥, z)〉 =

∫ dωz
2π 〈G(q⊥, ωz)〉e−iωzz. Dans notre cas, nous

trouvons :

〈G(q⊥, z)〉 = −ie−i
q2
⊥

2k ze+ImΣ(q⊥)z (II.6)
où nous avons à présent noté

ImΣ(q⊥) ≡ ImΣ(q⊥, ωz = q2
⊥

2k ) = −k
3

8 〈B(q⊥, q⊥, θ)〉θ .

A�n d'obtenir l'expression du champ électrique, nous considérerons une condition initiale
que nous propageons à l'aide de la relation [61] :

〈E(q⊥, z)〉 = i〈G(q⊥, z)〉E(q⊥, z = 0)eikzε .

En utilisant l'expression de la fonction de Green obtenue précédemment, nous obtenons :

〈E(q⊥, z)〉 = E(q⊥, z = 0) ei(k−
q2
⊥

2k )z e+ImΣ(q⊥)zε .

En supposant une enveloppe fortement piquée autour d'un vecteur d'onde traverse ko,
nous pouvons développer cette expression autour de q⊥ = ko. Nous avons alors :

q2
⊥

2k ∼
k2
o

2k + (q⊥ − ko).k̂o ,

où nous rappelons que k̂o = ko/k. Ceci nous permet d'écrire :

exp
(
−iq

2
⊥

2k z
)
∼ exp

(
+i k

2
o

2kz
)

exp
(
−iq⊥.k̂oz

)
.

Dans l'approximation paraxiale, ko � k de sorte que la première exponentielle est très
proche de 1. Nous obtenons alors, en passant dans l'espace réel, le champ électrique moyen :

〈E(r⊥, z)〉 = E(r⊥ − k̂oz, z = 0)eikze−
z

2zs ε (II.7)

où zs est le temps de di�usion (ou scattering time en anglais) qui est ici dé�ni par :

z−1
s = −2ImΣ(ko) = +k3

4 〈B(ko, ko, θ)〉θ . (II.8)

L'équation (II.7) indique que l'intensité du champ incident s'atténue sur une distance de
l'ordre de zs le long de l'axe optique (e�et similaire à celui de la partie I.4) et que son
centroïde, R⊥ = k̂oz, évolue en ligne droite au cours de la propagation. Ceci traduit bien
le caractère � balistique � de la lumière non di�usée décrite par le champ moyen. À noter
que l'on peut alors également dé�nir un libre parcours moyen dans le plan transverse qui
est alors donné par [77] :

` = k̂ozs .
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II.3 Au-delà du paraxial : effet Hall de spin de la lumière

II.3.1 Conditions initiales et hypothèses

Fig. II.6 Schéma de la condition initiale considérée : un faisceau collimaté se
propage avec un petit angle selon la direction portée par le vecteur k, dont la
composante transverse ko est telle que ko � k.

Nous allons à présent revisiter le développement de la partie précédente en traitant le
problème vectoriel complet, c'est-à-dire en étudiant l'équation (I.24) :

∆E(r)−∇(∇.E(r))− V (r⊥)E(r) = −k2E(r)

sans cette fois recourir à l'approximation paraxiale. Pour �xer les idées, nous regarderons
la propagation d'un faisceau initialement gaussien, type de faisceau que nous avons déjà
présenté dans la partie I.1.4. Cependant, les calculs présentés dans la suite peuvent être
généralisés à d'autres formes de faisceaux pourvu que leur enveloppe soit su�samment
molle (nous reviendrons sur cette hypothèse dans la suite). Contrairement à ce que nous
avions étudié dans la partie I.1.4, nous allons considérer ici un faisceau incliné par rapport
à l'axe optique z. À z = 0, le champ initial s'écrit alors :

E(r⊥, z = 0) = 2√
πwo

e−2r2
⊥/w

2
o eiko.r⊥ε ⇔ E(k⊥, z = 0) = wo

√
πe−w

2
o(k⊥−koex)2/8ε

où wo est le waist du faisceau. Comme précédemment, nous allons supposer que le fais-
ceau est collimaté. Pour cela, en plus des hypothèses discutées dans la partie I.1.4, nous
considérons :

kowo � 1 . (II.9)

Notons également que nous avons ici choisi de normaliser l'intensité initiale telle que∫
d2r⊥ |E(r⊥, z = 0)|2 = 1 .

Pour la polarisation initiale du faisceau, nous allons prendre la forme :

ε = 1√
2

(
e′x + eiφ ey

)
(II.10)

où e′x est un vecteur unitaire le long de la direction perpendiculaire au vecteur d'onde
k = koex + kzez et contenu dans le plan (x, z) (voir �gure II.6). Cette expression nous
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permet de décrire les di�érents types de polarisation en jouant sur le paramètre φ : une
polarisation rectiligne correspond à φ = 0[π], tandis qu'une polarisation circulaire corres-
pond à φ = π/2[π]. Les cas intermédiaires représentent des polarisations elliptiques. Nous
pouvons également lier directement l'hélicité de la polarisation avec ce paramètre à l'aide
de la relation : σ = sinφ.

À partir de cette condition initiale, la propagation du champ moyen le long de la direction
z est alors obtenue à l'aide de la relation [61, 78] :

〈Ei(q⊥, z)〉 = 2ikz 〈Gij(q⊥, z)〉Ej(q⊥, z = 0) , (II.11)

où le pré-facteur 2ikz〈Gij〉 joue le rôle d'un coe�cient de transmission. Par rapport à la
partie précédente qui a été basée sur l'équation paraxiale, le tenseur de Green est dé�ni à
un facteur 2k près.

Dans cette partie, nous nous intéressons principalement aux premières corrections à l'ap-
proximation paraxiale. Ainsi, nous resterons majoritairement dans l'hypothèse des petits
angles. Pour le faisceau initial présenté précédemment, cette hypothèse impose

k̂o � 1 .

II.3.2 Tenseur de Green exact en présence d’un désordre transverse
Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, le tenseur de Green libre est donné,

dans l'espace des impulsions, par l'expression :

G
(0)
ij (q⊥, qz) = δij − q̂iq̂j

k2 − q2
⊥ − q2

z + i0+ (II.12)

où nous rappelons que q̂i = qi/q. Dans le cas du désordre transverse, la self-énergie est
donnée par l'expression :

Σij(q⊥, qz) = k4
∫ +∞

0

q′⊥dq
′
⊥

2π

∫ dθ
2π B(q⊥, q′⊥, θ) (δij − q̂′iq̂′j)
k2 − q′⊥ − q2

z + i0+

où nous devons bien noter que q′ = (q′⊥, qz) et donc q̂′i = q̂′i/
√
q′ 2⊥ + q2

z .

Nous allons ici supposer que le désordre dans le plan transverse est faiblement anisotrope.
Nous pouvons alors développer l'intégrale angulaire en harmonique sphérique d'ordre 0, ce
qui nous donne la relation :

∫ dθ
2π B(q⊥, q′⊥, θ) (δij − q̂′iq̂′j) ∼ 〈B(q⊥, q′⊥, θ)〉θ

∫ dθ
2π (δij − q̂′iq̂′j).

Nous obtenons alors pour la partie imaginaire de la self-énergie :

ImΣij(q⊥, qz) = Σo(q⊥)
[
δij(1 + q̂2

z) + δizδjz(1− 3q̂2
z)
]

(II.13)

en notant Σo(q⊥) = −k4〈B(q⊥, q⊥, θ)〉θ/8. Nous voyons ici que la self-énergie est toujours
diagonale, cependant elle possède à présent deux valeurs propres distinctes. Cela di�ère
du cas du désordre 3D isotrope que nous avons vu dans la partie I.4, où la self-énergie ne
possédait qu'une unique valeur propre dégénérée trois fois. Ici, l'anisotropie uniaxe lève la
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dégénérescence entre le plan transverse (x, y) et la direction z.

À partir des résultats (II.12) et (II.13), l'expression du tenseur de Green moyen s'obtient
en diagonalisant l'équation de Dyson (I.26). Après cette diagonalisation 2, nous obtenons
l'expression analytique [77] :

〈Gij(q⊥, qz)〉 = δij
k2 − q2

⊥ − q2
z − iImΣ1

− q̂iq̂j
k2 − q2

⊥ − q2
z − iImΣ2

+ 1
1− q̂2

z

(
1

k2 − q2
⊥ − q2

z − iImΣ1
− 1
k2 − q2

⊥ − q2
z − iImΣ2

)
× (δiz q̂z q̂j + δjz q̂iq̂z − δizδjz − q̂iq̂j) .

(II.14)

où nous avons dé�ni les deux self-énergies

ImΣ1(q⊥, qz) = (1 + q̂2
z)Σo(q⊥) ,

ImΣ2(q⊥, qz) = (2− 3q̂2
z(1− q̂2

z))Σo(q⊥) .

Comme pour le cas paraxial, nous allons chercher à étudier la propagation selon z, nous
devons donc à nouveau considérer la transformée de Fourier inverse.

〈Gij(q⊥, z)〉 =
∫
dqz
2π 〈Gij(q⊥, qz)〉e

iqzz . (II.15)

Nous allons une nouvelle fois supposer le désordre faible, ce qui s'exprime ici par la condi-
tion ImΣ� k2 − q2

z . Nous e�ectuons alors un développement limité des pôles du tenseur
(II.14) :

qpolez '
√
k2 − q2

⊥ + i
ImΣ1/2(q⊥, qz =

√
k2 − q2

⊥)

2
√
k2 − q2

⊥

. (II.16)

A�n de simpli�er les expressions dans la suite, nous notons kz =
√
k2 − q2

⊥ et nous avons

ainsi q = (q⊥, kz) et q2 = k2. En utilisant le développement des pôles (II.16), la transfor-
mée de Fourier (II.15) nous donne l'expression du tenseur de Green moyen :

〈Gij(q⊥, z)〉 = 1
2ikz

eikzz
[
e+ ImΣ1

2kz
z δij − e+ ImΣ2

2kz
z q̂iq̂j

− 1
q̂2
⊥

(
e+ ImΣ1

2kz
z − e+ ImΣ2

2kz
z
)

(δizk̂z q̂j + δjz q̂ik̂z − δizδjz − q̂iq̂j)
]
.

(II.17)

Notons que les self-énergies dépendent à présent uniquement du vecteur d'onde transverse :

ImΣ1(q⊥) = (2− q̂2
⊥)Σo(q⊥) , (II.18)

ImΣ2(q⊥) =
[
2− 3q̂2

⊥(1− q̂2
⊥)
]

Σo(q⊥) . (II.19)

Notons, à ce stade, que ces expressions (II.18) et (II.19) sont exactes, au sens elles sont
valables que l'on soit proche ou non de la limite paraxiale.

2. Cette opération est ici effectuée avec l’assistance du logiciel Mathematica.
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Pour simpli�er les calculs, nous allons à présent utiliser l'hypothèse du faisceau collimaté
(II.9). La contribution principale aux relations (II.18) et (II.19) est alors donnée par la
couche q⊥ ' ko . Dans l'expression (II.17), nous pouvons alors développer les arguments
des exponentielles. Dans la limite des petits angles (k̂o � 1), nous obtenons les relations :

ImΣ1
2kz

(q⊥) ' 1
2k

ImΣ1(ko)√
1− k̂2

o

∼ Σo(ko)
k

+O(k̂4
o) ,

ImΣ2
2kz

(q⊥) ' 1
2k

ImΣ2(ko)√
1− k̂2

o

∼ Σo(ko)
k

(1− k̂2
o) +O(k̂4

o) .

Ce qui nous permet d'écrire l'expression �nale du tenseur de Green moyen :

〈Gij(q⊥, z)〉 = −i
2kz

eikzz e−
z

2zs
[
δij − e

+ z
zSH q̂iq̂j

+ 1
q̂2
⊥

(
1− e+ z

zSH

)
(δiz q̂z q̂j + δjz q̂iq̂z − δizδjz − q̂iq̂j)

] (II.20)

où nous retrouvons (à l'ordre 0 du développement en ko) le temps caractéristique de
di�usion (II.8) introduit précédemment dans le cas de l'approximation paraxiale :

z−1
s = k3

4 〈B(ko, ko, θ)〉θ . (II.21)

Nous voyons également apparaître un nouveau temps (à l'ordre supérieur) qui va caracté-
riser l'e�et Hall de spin

z−1
SH

= k̂2
o

2 z
−1
s . (II.22)

Nous véri�ons facilement que l'équation (II.20) se réduit au résultat de l'approximation
paraxiale (II.6) lorsque ko tend vers zéro (ce qui revient à considérer un temps zSH tendant
vers l'in�ni).

En utilisant la relation (II.11), nous obtenons �nalement l'expression du champ moyen
selon z :

〈E(q⊥, z)〉 = wo
√
π e−

w2
o

8 (q⊥−ko)2
eikzz e−

z
2zs
[
ε−

(
1− e

z
zSH

) (
ε⊥e⊥ + εzez

)]
(II.23)

où nous avons noté e⊥ = q⊥/q⊥, ε⊥ = ε.e⊥ et εz = ε.ez . Pour obtenir cette expression,
nous avons utilisé (q⊥+kzez).ε ∼ 0. 3 Le terme ε⊥e⊥+εzez correspond à la projection de
la polarisation initiale dans le plan de propagation dé�ni par le vecteur d'onde q⊥ et l'axe
z. A�n de simpli�er les expressions dans la suite, nous noterons ε⊥e⊥+εzez = ε′⊥ = ε′⊥e

′
⊥.

3. Plus précisément, le champ initial est tel que (ko + kzez).ε = 0. Cependant, dans l’approximation
d’un faisceau collimaté, les vecteurs d’onde transverses q⊥ donnant les contributions principales sont ceux
proches de ko .
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II.3.3 Étude du profil d’intensité
A�n de mieux comprendre l'impact du terme non-paraxial de l'équation (II.23) sur

l'évolution du faisceau balistique, nous allons examiner le pro�l d'intensité de ce dernier,
qui est donné par l'expression :

I(r⊥, z) = |〈E(r⊥, z)〉|2 .

Cette intensité s'atténue exponentiellement au fur et à mesure de la propagation, asso-
ciée au phénomène de di�usion avec le temps caractéristique zs dé�ni dans l'équation
(II.21). Cette décroissance n'est pas a�ectée par le phénomène de couplage spin-orbite.
Pour décrire ce dernier, il est ainsi commode d'introduire une intensité normalisée du
mode balistique. Cela nous permettra de plus de comparer plus facilement son évolution
par rapport à l'instant initial. Ainsi, dans la suite nous travaillerons avec l'intensité :

Î(r⊥, z) = |〈E(r⊥, z)〉|2∫
dr⊥|〈E(r⊥, z)〉|2

.

En e�ectuant une transformée de Fourier des champs électriques dans l'expression précé-
dente, nous obtenons la nouvelle expression :

Î(r⊥, z) =
∫ dK⊥

(2π)2
∫ dq⊥

(2π)2 e
iq⊥.r⊥〈E(K(+)

⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)
⊥ , z)〉∫ d2K⊥

(2π)2 |〈E(K⊥, z)〉|2

où nous avons noté K(±)
⊥ = K⊥ ± q⊥/2 et où les champs 〈E(K(±)

⊥ , z)〉 sont données par
l'expression (II.23) . Dans le cas d'un faisceau gaussien, nous avons

〈E(K(+)
⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)

⊥ , z)〉 ∝ e−
w2
o

16 q
2
⊥ e−

w2
o

4 (K⊥−ko)2
.

Les contributions principales à l'intensité sont alors données, dans la limite (II.9) d'un
faisceau collimaté, par les K⊥ proches de ko et par les q⊥ proches de zéro. Nous pouvons
donc développer nos expressions autour de q⊥ −→ 0, ce qui nous donne pour le champ
moyen :

〈E(K(±)
⊥ , z)〉 ∼ 〈E(K⊥, z)〉 ±

1
2 q⊥.∇q⊥

[
〈E(K(±)

⊥ , z)〉
]
q⊥→0

.

Nous avons alors :

〈E(K(+)
⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)

⊥ , z)〉 ∼ |〈E(K⊥, z)〉|2+q⊥.∇q⊥

[
〈E(K(+)

⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)
⊥ , z)〉

]
q⊥→0

.

L'expression de l'intensité (II.3.3) se réécrit alors sous la forme :

Î(r⊥, z) =
∫
dq⊥

(2π)2 e
−w

2
o

16 q
2
⊥
(
1− iq⊥.R⊥(z)

)
eiq⊥.r⊥

où R⊥(z) est le centroïde du faisceau balistique, dans le plan transverse, que nous avons
introduit dans le chapitre précédent avec l'expression (I.13), et que nous dé�nissons ici en
fonction du champ moyen par l'expression

R⊥(z) =
∫
dr⊥ r⊥|〈E(r⊥, z)〉|2∫
dr⊥|〈E(r⊥, z)〉|2

=
i
∫ dK⊥

(2π)2 ∇q⊥

[
〈E(K(+)

⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)
⊥ , z)〉

]
q⊥→0∫ dK⊥

(2π)2 |〈E(K⊥, z)〉|2
.

(II.24)
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Au premier ordre en q, nous avons 1− iq.R⊥(z) ∼ eiq.R⊥(z), de sorte que :

Î(r⊥, z) ∼
∫
dq⊥

(2π)2 e
−w

2
o

16 q
2
⊥ eiq⊥.(r⊥−R⊥) = 4

w2
oπ

e
− 4(r⊥−R⊥)2

w2
o .

Au �nal, nous obtenons pour le pro�l d'intensité la relation simple :

I(r⊥, z) ∼ I(r⊥ −R⊥(z), 0) ,

où R⊥(z) est dé�ni par (II.24). Le pro�l d'intensité reste ainsi similaire au cours de
la propagation le long de l'axe z avec un simple déplacement du centroïde du faisceau
(propriété déjà véri�ée dans l'approximation paraxiale). En d'autres termes, les premières
corrections non-paraxiales n'introduisent aucune déformation du faisceau. Nous allons à
présent voir que la physique intéressante, liée au couplage spin-orbite, est entièrement
contenue dans l'expression du centroïde R⊥(z).

II.3.4 Trajectoire du centre du faisceau
En utilisant l'expression (II.23), nous pouvons écrire :

〈E(K(+)
⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)

⊥ , z)〉 = πw2
o e
−w

2
o

4 (K⊥−ko)2
e−

w2
o

16 q2
⊥ ei(k

(+)
z −k(−)

z )z e
−
(
z
zs

+ 2z
zSH

)
×
[
1− (|ε(+)

(⊥,z)|
2 + |ε(−)

(⊥,z)|
2)
(
1− e

z
zSH

)
+ ε
∗(+)
(⊥,z) ε

(−)
(⊥,z) (e(+)

(⊥,z).e
(−)
(⊥,z))

(
1− e

z
zSH

)2]
.

où nous avons dé�ni k(±)
z =

√
k2 −K(±) 2. Dans cette expression, seuls deux termes vont

contribuer à (II.24). Le premier est le terme :

∇q⊥

[
ei(k

(+)
z −k(−)

z )z
]
q⊥→0

= −i K⊥
kz

z

Le second est :

∇q⊥

[
ε
∗(+)
(⊥,z) ε

(−)
(⊥,z) (e(+)

(⊥,z).e
(−)
(⊥,z))

]
q⊥→0

= + i

K2
⊥
Im[(ε∗.K⊥)ε] .

A�n d'obtenir une expression simple de R⊥(z), nous allons à nouveau utiliser l'hypothèse
du faisceau collimaté (avec une distribution fortement piquée autour de ko). Plus précisé-
ment, nous considérerons la limite e−w

2
o(K⊥−ko)2/2 → (2π)2w2

o δ(K⊥−ko). En se rappelant
la forme de la polarisation initiale (II.10), nous trouvons alors :

R⊥(z) = ko
kz
z − σ k̂z

ko

[
1− 1

cosh (z/zSH)

]
ey , (II.25)

qui constitue un des résultats principaux de cette thèse. Dans cette expression, le premier
terme décrit la propagation balistique du faisceau selon le vecteur d'onde ko dans le plan
transverse. Il s'agit de la trajectoire que nous obtenons dans l'approximation paraxiale.
Le terme supplémentaire, que nous noterons δR⊥(z) dans la suite, décrit, quant à lui, un
déplacement latéral, de l'ordre de la longueur d'onde transverse k−1

o . Ce terme est propor-
tionnel à l'hélicité du faisceau (et donc en particulier sensible à l'orientation du spin de
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la lumière). Il constitue donc bien une manifestation de l'e�et Hall de spin de la lumière
décrit ici pour la première fois dans un milieu désordonné transverse. Le temps caracté-
ristique zSH, donné par l'expression (II.22), correspond au temps typique d'apparition du
déplacement latéral.

Fig. II.7 Graphe de l’évolution du déplacement δR⊥ en fonction de z pour
différentes valeurs de l’angle d’incidence k̂o

Le déplacement latéral (II.25) est tracé sur la �gure II.7 en fonction de z/zs . Nous pou-
vons voir qu'il sature à une valeur de l'ordre de 1/ko, ce qui dans le cas des petits angles
est bien plus grand que l'ordre de grandeur 1/k des e�ets Hall de spin habituels pour la
lumière vus dans le chapitre I. La con�guration du désordre transverse est donc une piste
intéressante pour observer ce phénomène. Cependant, il faut aussi souligner que le temps
zSH = 2zs/k̂2

o augmente également quand ko diminue. Ainsi, même si l'e�et augmente, il
met plus de temps à apparaître. Cette di�culté sera discutée dans la partie II.5.

Notons, pour terminer, que ce décalage spatial du faisceau décrit ici n'implique aucune
déviation de trajectoire. En e�et, en utilisant la dé�nition (I.14) du vecteur d'onde moyen
du faisceau, nous réécrivons ce dernier comme :

K(z) =
∫ dq⊥

(2π)2q|〈E(q⊥, z)〉|2∫ dq⊥
(2π)2 |〈E(q⊥, z)〉|2

ce qui conduit immédiatement, dans l'approximation d'une enveloppe piquée autour de
ko, à :

K = ko + kzez .

Le vecteur d'onde moyen du faisceau reste donc constant au cours de la propagation.

II.4 Étude du moment cinétique
Comme nous l'avons déjà évoqué, les décalages transverses de faisceaux lumineux dans

les milieux inhomogènes sont en général associés à un mécanisme de couplage spin-orbite.
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Pour mettre en évidence ce mécanisme, nous allons maintenant nous intéresser au moment
cinétique de la lumière dans notre système.

II.4.1 Moment cinétique orbital
Nous avons dé�ni le moment cinétique d'un faisceau par l'expression (I.16). Pour le

faisceau balistique de notre système désordonné, celle-ci se réécrit :

L(z) = −i
∫
dr⊥ 〈E∗j (r⊥, z)〉 (r×∇r) 〈Ej(r⊥, z)〉∫

dr⊥ |〈E(r⊥, z)〉|2
(II.26)

où nous avons ici omis le facteur εo/(2ω) que apparaissait dans l'expression (I.16). Comme
nous l'avons fait précédemment pour le calcul de l'intensité, nous avons renormalisé l'ex-
pression(II.26) pour omettre les éventuels e�ets de perte dus à la di�usion multiple.

Le calcul dans l'approximation des petits angles nous donne l'expression :∫
dr⊥〈E∗j (r⊥, z)〉(r×∇r)〈Ej(r⊥, z)〉 =∫

dK⊥
(2π)2 {(K⊥+ kzez) ×∇q⊥

[
〈E(K(+)

⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)
⊥ , z)〉

]
q⊥=0

−iK⊥× zez |〈E(K⊥, z)〉|2
}
.

Ainsi, en utilisant à nouveau l'hypothèse d'une enveloppe fortement piquée autour du
vecteur d'onde transverse ko, nous écrivons :

L(z) ' −i(ko + kzez)×

∫ dK⊥
(2π)2∇q⊥

[
〈E(K(+)

⊥ , z)〉.〈E∗(K(−)
⊥ , z)〉

]
q⊥=0∫

dr⊥ |〈E(r⊥, z)〉|2
− ko× zez .

En utilisant �nalement la dé�nition du centroïde du faisceau (II.24), nous obtenons l'ex-
pression du moment cinétique orbital :

L(z) = (R⊥(z) + z ez)× (ko + kzez) (II.27)

Nous reconnaissons alors la forme classique bien connue L = R×p où p = K = ko+kzez
est l'impulsion du faisceau que nous avions introduit à la �n de la partie II.3.4.

II.4.2 Moment cinétique de spin
Comme pour le moment cinétique orbital, nous pouvons calculer le moment cinétique

de spin (I.17) qui s'écrit pour notre système dans le plan transverse :

S(z) = −i
∫
dr⊥ 〈E∗(r⊥, z)〉× 〈E(r⊥, z)〉∫

dr⊥ |〈E(r⊥, z)〉|2
.

Ce qui nous donne dans l'espace de Fourier :

S(z) =
∫ dK⊥

(2π)2 〈E∗(K⊥, z)〉× 〈E(K⊥, z)〉∫ dK⊥
(2π)2 |〈E(K⊥, z)〉|2

.
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Le calcul est alors direct en utilisant (II.23) avec la polarisation (II.10) et nous obtenons
l'expression �nale :

S(z) = σ k̂

cosh (z/zSH) . (II.28)

II.4.3 Conversion de moment cinétique

En moyenne (sur plusieurs réalisations du désordre), notre système possède une inva-
riance par rotation autour de l'axe z. Selon les lois de Noether, cette invariance doit se
caractériser par une conservation du moment cinétique total dans cette direction. Pour le
moment cinétique orbital, en reprenant l'expression (II.27) ainsi que l'expression (II.25) du
centroïde, on déduit facilement la composante longitudinale du moment cinétique orbital :

Lz(z) = σ k̂z

[
1− 1

cosh (z/zSH)

]
. (II.29)

Pour le moment cinétique de spin, nous obtenons directement la composante longitudinale
(qui est ici la composante principale) à partir de l'expression (II.28) :

Sz(z) = σk̂z
cosh (z/zSH) . (II.30)

Nous voyons alors apparaître la conservation du moment cinétique selon la direction z :

Lz(z) + Sz(z) = σ k̂z ∀z .

Une telle loi de conservation est la preuve directe d'un couplage entre le � spin � et � l'or-
bite � du faisceau balistique. Les composantes des moments cinétiques orbital et de spin
suivant z sont tracées sur la �gure II.8 en fonction de z/zs .

Notons qu'une telle loi de conservation ne s'observe pas pour les autres composantes du
moment cinétique. En e�et, une rotation selon une direction quelconque � coupe � di�é-
rentes couches de désordre correspondant à di�érents z. Cela est particulièrement visible
dans le cas de rotation autour des axes x ou y où quelque soit la con�guration du désordre,
le système est constitué de lignes de permittivité constante. Nous observons bien alors que
la moment cinétique total n'est pas conservé selon ces directions.

Dans la littérature, de nombreux cas de conversion de moment cinétique de spin en moment
cinétique orbital ont été rapportés, la plupart du temps en relation avec l'émergence d'une
structure � vortex � du pro�l de phase du faisceau [16]. La situation est di�érente dans
notre cas, où nous avons vu qu'il n'y a pas de déformation du faisceau lumineux au cours
de la propagation. Ici le transfert se fait du spin au moment cinétique orbital extrinsèque,
dé�ni par rapport à l'axe optique et provoquant un déplacement de notre faisceau. A�n
de caractériser le transfert de moment de spin, nous allons à présent nous intéresser à
l'évolution de la polarisation au cours de la propagation.
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Fig. II.8 Courbes des composantes Sz et Lz des moments cinétiques (équations
(II.29) et (II.30)) en fonction du temps z pour σ = +1 et k̂o = 0.4. À l’instant
initial, le système possède uniquement un moment cinétique de spin qui est
converti au fur et à mesure de la propagation en moment cinétique orbital, la
somme Lz +Rz restant constante.

II.4.4 Évolution de l’état de polarisation

Notre faisceau étant collimaté autour du vecteur transverse ko, nous pouvons simple-
ment dé�nir le vecteur polarisation moyen du faisceau balistique par la relation :

〈ε(z)〉 = 〈E(ko, z)〉
|〈E(ko, z)〉|

.

En utilisant l'expression (II.23), nous obtenons l'expression générale (valable quelque soit
la polarisation de départ) :

〈ε(z)〉 = εx′ e
′
x + εy e

−z/zSH ey√
|εx′ |2 + |εy|2 e−2z/zSH

.

Une première chose que nous observons est que cette polarisation reste bien orthogonale
au vecteur d'onde k = (ko, kz). La transversalité du champ reste donc bien véri�ée à tout
instant de la propagation. Nous voyons ensuite que, mis à part pour la condition initiale
particulière ε = ey, toutes les polarisations tendent pour les grands z vers une polarisation
linéaire e′x, quelque soit l'état de polarisation de départ. Il y a ainsi une déformation de
la polarisation du faisceau.

Pour illustrer cette déformation, nous utilisons l'expression (II.10) de la polarisation ini-
tiale. Nous trouvons alors :

〈ε(z)〉 = e′x + eiφe−z/zSHey√
1 + e−2z/zSH

.

Dans le désordre transverse, le déplacement du faisceau balistique s'accompagne donc
d'une modi�cation de sa polarisation au cours de la propagation, imposée par la conversion
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Fig. II.9 Illustration de l’évolution de la polarisation moyenne du faisceau pour
différents paramètres φ de la polarisation initiale (II.10).

du moment cinétique de spin en moment cinétique orbital extrinsèque. Ceci explique, en
particulier, pourquoi dans le cas d'une polarisation rectiligne il n'y a pas de déplacement
du faisceau.

II.5 Proposition expérimentale pour la mesure de l’effet Hall de
spin en présence de désordre

II.5.1 Présentation des contraintes expérimentales
Une di�culté principale pour mesurer l'e�et Hall de spin en présence de désordre est

liée au phénomène de di�usion multiple, qui conduit à une atténuation exponentielle de
l'intensité du faisceau balistique sur le temps caractéristique zs. Pour des temps plus longs,
le halo de di�usion devient prédominant et il est alors di�cile de détecter expérimentale-
ment le faisceau balistique. Or, bien que dans notre situation la déviation du faisceau est
d'autant plus forte que l'angle d'incidence est faible, cet e�et s'accompagne dans le même
temps d'une augmentation de zSH . Dans la limite des petits angles, ce temps est alors bien
plus grand que zs et le déplacement du mode balistique n'est pas distinguable du halo de
di�usion. Nous devons donc chercher une autre con�guration expérimentale pour pouvoir
observer ce phénomène.

II.5.2 Mesure de l’effet Hall de spin optique : approche polarimétrique
Nous avons vu dans la partie I.3.3 que la mesure de l'e�et Imbert-Fedorov implique la

mesure d'un déplacement sub-longueur d'onde d'un faisceau lumineux, rendant son obser-
vation directe après une seule ré�exion ou une seule transmission très di�cile. Une solution
expérimentale à ce problème a été trouvée dans les années 2000, exploitant une approche
polarimétrique inspirée de la technique de � mesure faible � en mécanique quantique. Elle
a permis la mesure directe de l'e�et Imbert-Fedorov, ainsi que d'autres e�ets de couplage
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spin-orbite [48, 50, 74].

Le dispositif est en soi très simple. Un faisceau gaussien initialement polarisé rectiligne-
ment (disons ici selon ex) est propagé en présence d'un couplage spin-orbite. À la suite de
cette propagation, l'intensité du faisceau est mesurée après une projection sur la polarisa-
tion orthogonale à la polarisation initiale (ey dans notre exemple). Le principe repose sur
le fait que la polarisation rectiligne est la superposition de deux polarisations circulaires
opposées. Ces deux contributions subissent alors des déplacements selon des sens opposés
à l'interface, par l'e�et Imbert-Fedorov. Ainsi après l'interface, la polarisation du faisceau
gaussien n'est plus homogène, le centre du faisceau restant polarisé rectilignement, mais
les ailes étant à présent polarisées elliptiquement (tendant vers une polarisation circulaire
très loin dans les ailes), comme schématisé sur la �gure II.10. Ainsi, en sélectionnant en-
suite la polarisation orthogonale à la polarisation initiale, on élimine la lumière contenue
dans le centre du faisceau et on fait apparaître les décalages liés à l'e�et Imbert-Fedorov.

Fig. II.10 Illustration de l’évolution de la polarisation d’un faisceau gaussien
due à une interaction spin-orbite : le faisceau initialement polarisé rectiligne-
ment traverse une interface où les composantes circulaires droite et gauche sont
décalées dans deux sens opposés à cause de l’effet Imbert-Fedorov. En projetant
le faisceau sur la polarisation orthogonale à la polarisation initiale, ce décalage
entre ces deux composantes apparaît.

En pratique, on utilise également une petite composante elliptique réglable pour la pro-
jection �nale. Plus précisément, pour une polarisation initiale selon ex, on projette après
l'interface sur la polarisation :

e�n = iδex + ey
1 + δ2

où le paramètre δ est contrôlable et permet de sélectionner en fonction de son signe le
sens de la polarisation mesurée. Dans l'article [50], il est montré que l'on obtient alors
l'expression du déplacement :

〈y〉 = δ

k

1
δ2 + 1/(kowo)2 . (II.31)

L'e�et Hall de spin est alors mis en évidence en mesurant 〈y〉 en fonction de δ. Une mesure
récente de ce décalage, observé pour des plasmons de surface générés par de la lumière
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transmise à travers une fente [50], est représentée sur la �gure II.11.

Fig. II.11 Illustration tirée de l’article [50] de Gorodetski et al. La configuration
considérée ici est un faisceau laser focalisé illuminant une fente percée sur une fine
couche d’or. Au passage par la fente, la lumière génère des plasmons de surface
qui sont détectés. On observe alors un effet Hall de spin pour les plasmons, en
faisant varier la polarisation du laser. Le graphe montre la mesure de la position
moyenne du faisceau des plasmons émis en fonction du paramètre δ .

Remarquons ici que cette méthode de mesure s'inspire fortement de la méthode de mesure
faible (avec post-sélection) en physique quantique. Cette méthode a été proposée pour la
première fois en 1988 par les physiciens Aharonov, Albert et Vaidman [79]. L'article intitulé
� Comment le résultats de la mesure de la composante de spin d'une particule de spin 1/2
peut être 100 � présente comment une mesure quantique peut donner un résultat ampli�é
par rapport à l'état initial considéré. Notons qu'en physique quantique, un autre avan-
tage de cette méthode est qu'elle peut également permettre une mesure peu perturbative
du système. Des détails sur cette approche peuvent être trouvés dans les références [80, 81].

II.5.3 Adaptation de la méthode à notre système
La méthode polarimétrique discutée ci-dessus peut aisément être adaptée à notre sys-

tème. À cette �n, nous reprenons le problème de la partie I.4, en considérant maintenant
un faisceau initial de polarisation ε = ex′ ∼ ex (voir �gure II.12). Les calculs e�ectués
pour le tenseur de Green et pour le champ électrique dans les parties II.3.2 et II.3.3 sont
toujours valides ici. La mesure polarimétrique est e�ectuée, dans notre système, en lais-
sant le faisceau se propager dans le désordre pour un certain temps z, puis en projetant
le faisceau à la sortie du milieu sur la polarisation :

ε�n = iδex + ey√
1 + δ2

où le paramètre δ est réel. Le déplacement du mode balistique du faisceau est alors donné
par l'expression :

R⊥(z, εout) =
∫
d2r⊥r⊥|ε∗out.〈E(r⊥, z)〉|2∫
d2r⊥|ε∗out.〈E(r⊥, z)〉|2

.
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Fig. II.12 Distribution spatiale de polarisation du faisceau gaussien après pro-
pagation dans le milieu. L’ellipse rose schématise la projection polarimétrique en
sortie.

Le calcul de ce déplacement est obtenu assez directement à partir de l'expression du
champ (II.23), en procédant de manière similaire à ce qui a été fait dans la partie II.3.4.
Nous obtenons alors :

δR⊥(z, δ) = −δ
ko

1− e−z/zSH

δ2 + 2
(
1− e−z/zSH

)2
/(woko)2

(II.32)

qui généralise la relation (II.31) obtenue pour une interface [50]. Notons que, pour obte-
nir cette équation (II.32), nous avons cette fois pris en compte la largeur wo du faisceau
gaussien, qui joue un rôle assez important pour la mesure polarimétrique. Nous voyons
en e�et que, aux grands z et pour δ ∼ 1/(woko), ce déplacement à une valeur maximum
de l'ordre de δR⊥ ∼ wo � 1/ko . Nous obtenons ainsi bien une ampli�cation de l'e�et
à l'aide de cette méthode de mesure. Une graphe de densité du déplacement (II.32) est
représenté sur la �gure II.13 en fonction de δ et z. Les zones en rouge correspondent aux
plus grandes valeurs de ∆R⊥.

A�n de nous assurer que ce déplacement est bien mesurable expérimentalement, nous
devons également prendre en compte la contribution du halo di�usif. En e�et, pour pouvoir
détecter le mode balistique du faisceau, l'intensité par unité de surface de celui-ci doit être
plus faible que celle du signal de di�usion multiple. À une distance z de l'interface d'entrée,
cette dernière est donnée par [77] :

Id(z) '
1− e−

z
zp

8πDz

avec zp = 8zs/(5k̂4
o) et D = k̂2

ozs/2. Tandis que l'intensité par unité de surface de la
composante balistique (après projection sur e�n) est donnée par :

I ∼ 2δ2

πw2
o

e−
z
zs

où le facteur δ2 provient de la projection sur e�n. La condition pour pouvoir détecter le



II.6 Conclusion 41

mode balistique est alors donnée par :

w2
o

zzs

(
1− e−

z
zp

)
< 8k̂2

oδ
2e−

z
zs .

Cette condition est également représentée sur la �gure II.13. Elle indique que pour distin-
guer le mode balistique il est nécessaire de travailler avec un waist su�samment petit.

(a)

(b)

Fig. II.13 Graphes indiquant la valeur du déplacement δR⊥ en fonction de z et
du paramètre δ obtenus pour k̂o = 0.4, λ = 532 nm, zs = 1 cm et deux largeurs
du faisceau : (a) wo = 30µm et (b) wo = 50µm. Nous voyons ici qu’un faisceau
plus fin permet d’agrandir la zone où le mode balistique est détectable tout en
maintenant un décalage du faisceau bien plus grand que la longueur d’onde.

II.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié la propagation d'un faisceau collimaté au sein d'un

désordre transverse en considérant les premières corrections à l'approximation paraxiale.
Nous avons montré que dans une telle con�guration, le pro�l spatial d'un faisceau polarisé
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circulairement se déplace transversalement. Ce phénomène est associé à une conversion
de moment angulaire que nous avons identi�é à un e�et Hall de spin optique dû au
désordre. Si ce déplacement peut être ampli�é en jouant sur l'angle du faisceau incident,
le phénomène de di�usion multiple au sein du désordre rend sa détection di�cile. Pour
contourner cette di�culté, nous avons proposé une méthode de mesure polarimétrique
permettant d'ampli�er le déplacement du faisceau, et nous avons identi�é les gammes de
paramètres pour lesquels le mode balistique est détectable au-dessus du halo de di�usion
multiple.



Chapitre III

Élements d’optique non-linéaire
Fluides de lumière

Dans les chapitres I et II, nous nous sommes intéressé·es à des milieux diélectriques
inhomogènes en considérant uniquement leur réponse linéaire à la lumière. L'approxima-
tion d'optique linéaire est tout à fait valide pour la plupart des milieux à condition de
travailler avec une intensité lumineuse faible. Dès que celle-ci devient assez importante en
revanche, des e�ets non-linéaires apparaissent. Cela a été mis en évidence dès le début des
années 60 avec le développement des lasers, sources lumineuses très intenses [82, 83].

Dans ce chapitre, nous allons développer les éléments théoriques permettant de décrire
cette réponse non-linéaire. Nous aborderons très rapidement le deuxième ordre, puis nous
discuterons plus en détail la réponse de troisième ordre et plus particulièrement l'e�et
Kerr associé. Dans le cas particulier d'un faisceau lumineux dans la limite paraxiale, nous
verrons que ce dernier conduit à une analogie très intéressante avec la physique quantique
de bosons en interaction. Cette analogie, très étudiée ces dernières années, a donnée lieu
au concept de � �uide de lumière � sans cavité. Nous l'illustrerons à travers quelques
expériences récentes, puis par un calcul simple de propagation d'une �uctuation au sein
d'un tel �uide. Nous terminerons en�n le chapitre avec une description théorique des forces
optiques dans les milieux Kerr, qui nous sera nécessaire dans le chapitre suivant.

III.1 Introduction aux milieux diélectriques non-linéaires
Dans cette partie, nous présenterons la description théorique des milieux diélectriques

non-linéaires. Nous reviendrons rapidement sur les hypothèses considérées pour la réponse
linéaire dans le chapitre I a�n de les revisiter dans le cadre des milieux non-linéaires. Nous
discuterons ensuite plus précisément les non-linéarités de deuxième et troisième ordre.

III.1.1 Réponse totale d’un milieu et premier ordre
Dans la partie I.1.1, nous avons introduit la notion de polarisabilité d'un milieu diélec-

trique, dé�nie par l'expression :

P (r, t) = εoχ(r, t) : E(r, t)

43
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où nous rappelons que χ(r, t) est le tenseur de susceptibilité décrivant la réponse du
milieu et que la notation : dénote le produit de contraction. Nous avions précédemment
considéré une réponse linéaire, mais, dans le cas général, ce tenseur dépend du champ
électrique appliqué au milieu. Il se développe ainsi sous la forme [84, 85] :

χij(r, t) = χ
(1)
ij (r, t) + χ

(2)
ikj(r, t)Ek(r, t) + χ

(3)
iklj(r, t)Ek(r, t)El(r, t) + ...

Nous rappelons que, dans nos notations, la somme sur les indices répétés est implicite.
Nous voyons ici que l'élément χ(n) est de rang n + 1 et que l'application de ce tenseur
au champ électrique dépend ainsi de l'ordre que nous regardons. De plus, selon l'ordre du
développement, les considérations de symétries sont également di�érentes. Remarquons
que pour ne pas avoir d'écriture trop lourde, nous avons ici écrit le tenseur dans le cas
d'un milieu dont la réponse est locale et instantanée (où seule la valeur du champ en (r, t)
compte). Dans le cas général, l'application de la susceptibilité au champ électrique se fait
à l'aide d'un produit de convolution [84]. Ces deux points (localité et instantanéité) seront
évoqués par la suite.

Avant de de discuter les termes non-linéaires, nous allons revenir plus précisément sur
l'ordre 1 et sur certaines de nos hypothèses de travail. Dans ce chapitre et le suivant, nous
continuerons à supposer que la réponse des milieux considérés est locale, c'est-à-dire la po-
larisabilité du milieu à la position r dépend uniquement du champ électrique en ce point.
Bien qu'approchée (voir notamment [86, 87] pour des contre-exemples dans le contexte
des �uides de lumière), cette hypothèse sera su�sante pour décrire les phénomènes phy-
siques présentés dans cette thèse. En revanche, nous n'allons plus à présent supposer que
cette réponse est instantanée. L'expression de la polarisabilité dépend ainsi de la valeur
du champ électrique appliqué aux temps précédents. Au premier ordre, cela nous donne
l'expression :

P (1)(r, t) = εo

∫ t

0
dt′ χ(1)(r, t− t′)E(r, t′) .

Remarquons que nous avons ici continué à supposer, tout comme dans les chapitres
précédents, que la réponse du milieu est scalaire, c'est-à-dire ici que le tenseur s'écrit
χ

(1)
ij = χ(1)δij . En utilisant la transformée de Fourier dé�nie par la relation (I.5) pour

χ(1)(r, t) et E(r, t), nous obtenons l'équation :

P (1)(r, t) =
∫ +∞

−∞

dω

2π χ(1)(r, ω)E(r, ω)e−iωt .

Dans l'espace des fréquences, la polarisabilité à l'ordre 1 est ainsi donnée par la relation :

P (1)(r, ω) = εo χ
(1)(r, ω)E(r, ω) .

Nous voyons ici que, dans ce terme linéaire, il n'y a pas d'apparition de nouvelles fréquences
(c'est-à-dire de fréquences qui n'existent pas dans la source lumineuse de départ). De tels
phénomènes sont ainsi caractéristiques d'une réponse non-linéaire.

III.1.2 Réponse non-linéaire de deuxième ordre
En 1961, Franken et son équipe éclairent un quartz avec un laser rouge (λ = 694, 3

nm) et observent la génération faible d'un rayonnement ultra-violet à une fréquence double
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(λ = 347, 2 nm) [82]. Il s'agissait de la première observation d'un phénomène non-linéaire
en optique, rapidement suivie de résultats théoriques l'expliquant [88]. Depuis, cet e�et
de doublement de fréquence est bien connu et utilisé. Il est par exemple à la base de nos
pointeurs lasers verts, ainsi que de la plupart des lasers bleus [89].

(a)

(b) (c)

Fig. III.1 (a) Figure tirée de l’article de Franken [82] présentant la lumière
détectée après la propagation d’une lumière rouge dans un quartz. L’échelle du
bas indique la longueur d’onde mesurée (en unité de 100 Å), la tache de droite
correspond à la lumière source autour de 6943 Å et la flèche à gauche pointe la
détection de la deuxième harmonique à 3472 Å, si faible qu’elle n’est pas visible
dans l’article imprimé. (b) Schéma de la génération de deuxième harmonique.
(c) Graphe tiré de l’article [90] où la génération de la deuxième harmonique pour
trois fréquences sources est observée, les pics de droite correspondant aux signaux
sources et ceux de gauche aux deuxièmes harmoniques. Remarquons que cette
mesure est obtenue en propageant la lumière issue d’un laser femtoseconde dans
un guide d’onde permettant d’amplifier l’effet non-linéaire.

Pour expliquer ce phénomène, nous devons nous pencher sur l'ordre 2 de la polarisabilité.
À nouveau, nous considérons la non-instantanéité du milieu, mais nous ne détaillerons pas
les étapes de calculs ici, celles-ci peuvent être trouvées dans l'annexe A. L'expression �nale
dans l'espace des fréquences est alors [84] :

P
(2)
i (r, ω) = εo

∑
ω1,ω2

ω1+ω2=ω

χ
(2)
ijk(r, ω1 + ω2)Ej(r, ω1)Ek(r, ω2) . (III.1)

Ainsi, nous voyons que si on envoie une lumière de fréquence ω dans le milieu, le terme
non-linéaire correspondant génère un signal de fréquence double, comme schématisé sur la
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�gure III.1(b). Notons cependant que ce signal est très faible par rapport au signal initial,
comme cela est illustré par la �gure III.1(a).

Lorsque l'on parle d'une non-linéarité d'ordre 2, un point important à aborder sont les
considérations de symétrie. En e�et, de nombreux milieux optiques (en particulier les
verres et les �uides) sont des milieux centrosymétriques. Cela signi�e ici que leur ré-
ponse est invariante par la transformation E −→ −E. La polarisabilité doit alors véri�er
P (−E) = −P (E) puisque le tenseur χ reste inchangé. À l'ordre 2 du développement
non-linéaire, ceci se traduit par la relation :

P (2) = εoχ
(2) : EE −→ −P (2) = εoχ

(2) : (−E)(−E) = +P (2) .

Ainsi, pour les milieux centrosymétriques, nous avons forcément χ(2) = 0. Les e�ets liés
à la non-linéarité d'ordre 2 sont donc principalement présents dans des milieux cristal-
lins dont la structure est anisotrope 1. Dans la plupart des autres milieux optiques, cette
contribution est nulle, ce qui explique que l'ordre 3 a également été rapidement étudié et
est fréquemment rencontré en optique non-linéaire, comme nous allons le voir à présent.

III.1.3 Réponse non-linéaire de troisième ordre
Historiquement, la première mise en évidence des phénomènes liés au troisième ordre

a été faite en 1964 par Mayer et Gires, qui ont observé pour des liquides une dépendance
de l'indice optique avec l'intensité du laser utilisé pour la mesure [83].

Une nouvelle fois, pour comprendre ce phénomène, nous allons reprendre le développement
de la polarisabilité dans l'espace des fréquences. Les détails sont à nouveau donnés dans
l'annexe A. Nous obtenons l'expression [84] :

P
(3)
i (r, ω) = εo

∑
ω1,ω2,ω3

ω1+ω2+ω3=ω

χ
(3)
ijkl(r, ω1 + ω2 + ω3)Ej(r, ω1)Ek(r, ω2)El(r, ω3) .

Tout comme pour l'ordre 2, nous voyons ici apparaître des phénomènes de génération de
nouvelles fréquences dans le milieu, en particulier le triplement de la fréquence source
[92, 93]. Cependant, contrairement au cas précédent, le terme non-linéaire contient éga-
lement des termes à la fréquence source pour (ω1, ω2, ω3) = (−ω, ω, ω) ainsi que ses per-
mutations. À partir de maintenant, nous nous concentrerons sur ces termes, négligeant
les e�ets de changement de fréquence. Cette hypothèse est valide si l'on considère des
sources lumineuses quasi-monochromatiques. En e�et, dans ce cas, la génération d'autres
fréquences se fait très majoritairement autour de la fréquence triple dont le signal est bien
distinct de la contribution générée à la fréquence source, ce qui nous permet de les séparer
également dans nos considérations théoriques. En utilisant que E(r,−ω) = E∗(r, ω), nous
écrivons alors, pour une source de fréquence ω, la polarisabilité correspondante :

P
(3)
i (r, ω) = 3εoχ(3)

ijkl(r, ω)E∗j (r, ω)Ek(r, ω)El(r, ω) . (III.2)

1. En vérité, il est possible d’induire une non-linéaire d’ordre 2 dans des verres même isotropes en y
maintenant une irradiation longue et intense. Si le lecteur ou la lectrice souhaite se renseigner plus en
détail sur ce point, il ou elle pourra se tourner par exemple vers la référence [91] même s’il s’agit là de cas
assez spécifiques.
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Dans cette expression, il existe de nombreuses contributions di�érentes qui amènent à des
e�ets pouvant, par exemple, modi�er la polarisabilité de l'onde incidente [94, 95].

Dans la suite de cette thèse, nous nous concentrerons sur des milieux isotropes. Cela
implique que la susceptibilité s'écrit sous la forme [31] :

χ
(3)
ijkl = χ

(3)
1 δijδkl + χ

(3)
2 δikδjl + χ

(3)
3 δilδjk .

La polarisabilité est alors donnée par deux contributions distinctes :

P
(3)
i (r, ω) = 3εoχ(3)

1 E2(r, ω)E∗i (r, ω) + 3εo(χ(3)
2 + χ

(3)
3 )|E(r, ω)|2Ei(r, ω) .

Si nous regardons plus précisément les cas particuliers de polarisations rectiligne ou circu-
laire, nous allons voir que la réponse du milieu est encore plus simple. Pour une polarisation
rectiligne, nous avons E2E∗i = |E|2Ei , ce qui nous donne pour la polarisabilité :

P
(3), rect
i (r, ω) = 3εo(χ(3)

1 + χ
(3)
2 + χ

(3)
3 )|E(r, ω)|2Ei(r, ω) .

Dans le cas de la polarisation circulaire E2 = 0, nous avons alors :

P
(3), circ
i (r, ω) = 3εo(χ(3)

2 + χ
(3)
3 )|E(r, ω)|2Ei(r, ω)

Au pré-facteur près, la polarisabilité a ainsi la même forme dans ces deux situations. Il
s'agit de la non-linéarité de type Kerr 2 sur laquelle nous allons nous concentrer dans la
suite de cette thèse. De manière générale, on écrit alors la susceptibilité sous la forme :

P
(3),Kerr
i (r, ω) = 3 εo χ(3),Kerr|E(r, ω)|2Ei(r, ω) .

Notons que nous considérons ici un coe�cient χ(3),Kerr constant. Selon les milieux, ce coef-
�cient peut être positif ou négatif. Le premier cas correspond à des milieux dits focalisant.
En e�et si l'on envoie un faisceau lumineux (par exemple gaussien) dans un tel milieu, le
gradient de susceptibilité créé par la di�érence d'intensité au centre du faisceau par rap-
port au côté génère un e�et de lentille convergente. À l'inverse, un coe�cient χ(3),Kerr < 0
correspond à un milieu défocalisant [31].

Notons pour �nir que dans la littérature, il est plus courant de considérer l'indice
optique plutôt que la susceptibilité. Dans ce cas, il est habituel de dé�nir :

n(r, ω) = n1(r, ω) + n2I(r, ω)

où nous avons introduit l'indice optique linéaire :

n1(r, ω) =
√

1 + χ(1)(r, ω) (III.3)

2. Le nom de cet effet vient du physicien J. Kerr, qui a observé au XIXe siècle une variation de l’indice
optique quand un milieu est mis sous tension [96]. Cette dépendance est quadratique avec le champ
électrique appliqué ce qui explique que, même si la configuration est différente de celle du cas optique
considéré ici, la dénomination a été reprise.
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et l'indice optique Kerr :

n2 = 3χ(3),Kerr

2n2
1εoc

.

Ici nous dé�nissons l'intensité lumineuse dans le milieu par [84] :

I(r, ω) = n1εoc|E(r, ω)|2 .

Nous allons à présent donner quelques exemples de milieux Kerr.

III.1.4 Exemples de milieux Kerr

Historiquement, les premières mesures de l'e�et Kerr optique se sont faites dans des
liquides [83] puis dans des verres de silice [97]. Cependant, la non-linéarité y est très faible
et nécessite de travailler avec de fortes intensités lumineuses. Pour pallier cela, de nom-
breuses expériences ont été menées dans des �bres optiques, où il est possible de jouer sur la
structure de façon à ajuster la non-linéarité [31]. Depuis ces premières découvertes, l'étude
de l'e�et Kerr s'est développée dans des milieux très divers. Nous ne les discuterons pas
tous ici, mais nous pouvons citer la thèse de Anne Berthereau qui en présente un certain
nombre [91]. Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement à
deux types de milieux Kerr qui ont commencé à être utilisés plus récemment en laboratoire
car ils ont la particularité, entre autres, de posséder une non-linéarité facilement ajustable.

Tout d'abord, nous allons aborder les milieux cristallins. Si, comme nous l'avons déjà
évoqué, la grande majorité des milieux transparents peuvent présenter des termes non-
linéaires de type Kerr, le cas des cristaux photoréfractifs est un peu particulier. Lorsque
l'on soumet ces derniers à une tension électrique, leur indice optique est modi�é. Si l'on
considère la propagation d'un faisceau lumineux selon l'axe optique, cette modi�cation est
alors donnée par l'expression [98] :

∆n(I) = −n3
1r33Eo

I

I + Isat

où I est l'intensité du faisceau, n1 est l'indice optique linéaire, r33 est appelé le coe�cient
électro-optique caractéristique du milieu considéré, Eo est le champ électrique imposé sur
le milieu par la mise sous tension et en�n Isat est l'intensité de saturation. Cette dernière
peut être ajustée en jouant sur l'éclairage du cristal par une lumière incohérente ambiante.
Nous voyons ici que pour une intensité I faible par rapport à Isat nous retrouvons un régime
de type Kerr donné par :

∆n(I) ' n2I

avec

n2 = −n
3
1r33Eo
Isat

.

Nous voyons ainsi qu'en jouant sur les variables Eo et Isat, il est possible de faire varier la
non-linéarité sans devoir modi�er le milieu.
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Une non-linéarité de type Kerr ajustable existe également dans des vapeurs chaudes
d'alcalins [99]. Pour ces gaz chauds où l'élargissement Doppler est plus grand que la struc-
ture hyper�ne, les atomes peuvent alors être approximés à des systèmes à deux niveaux
[100]. Quand on éclaire ce système, même par une lumière non-résonnante, un couplage
par le champ électrique entre ces deux niveaux apparaît et entraine une modi�cation de
l'indice de réfraction de la vapeur. Les détails du calcul de cette variation sont donnés
dans l'article [101]. Loin de la résonance, nous avons la relation :

n2 ∝
N

δ3

où δ est le décalage en fréquence par rapport à la résonance atomique (detuning en anglais)
qui peut être positif ou négatif et N est la densité de la vapeur atomique. On voit alors
l'intérêt de tels systèmes. En e�et, si on utilise une cellule contenant un alcalin sous
forme métallique que l'on chau�e pour obtenir une vapeur, la densité de cette dernière est
directement liée à température de la cellule. Il est alors possible de faire varier l'indice non-
linéaire simplement en chau�ant plus ou moins la cellule. Il est bien évidement également
possible de jouer sur δ en particulier pour faire varier le signe de n2, cependant il faut noter
que si l'on se rapproche trop de la fréquence de résonance de la transition, le phénomène
de di�usion prend de l'importance au sein de la vapeur.

III.2 Effet Kerr dans la limite paraxiale : notion de fluide de lu-
mière

Maintenant que nous avons présenté les milieux Kerr, nous allons nous intéresser plus
en détail à la propagation paraxiale de la lumière au sein de ceux-ci, car elle s'avère présen-
ter des caractéristiques particulièrement intéressantes. En e�et, dans ce cadre, l'équation
de Helmholtz devient formellement identique à l'équation de Gross-Pitaevskii régissant
la dynamique des condensats de Bose-Einstein. Cela conduit au concept de � �uide de
lumière � que nous commencerons par introduire dans cette partie avant de faire le lien
avec les milieux non-linéaires présentés précédemment. Comme première application inté-
ressante des �uides de lumière, nous présenterons le formalisme dit de � densité-phase �
permettant notamment de décrire l'évolution de �uctuations au sein d'un �uide de lumière.
Cela nous amènera naturellement à la relation de dispersion de Bogoliubov.

III.2.1 Introduction aux fluides de lumière
Nous allons tout d'abord présenter un historique rapide des �uides de lumière, en nous

appuyant principalement sur la revue très complète de Carusotto et Ciuti [102]. Nous
présenterons dans cette partie les �uides de polaritons qui, même si ils ne font pas partie
des systèmes que nous considérerons dans la suite de cette thèse, sont une part très im-
portante de l'étude des �uides de lumière. Nous introduirons à cette occasion la notion de
super�uidité de la lumière et présenterons quelques résultats obtenus récemment à ce sujet.

Le développement de l'étude des �uides de lumière et ses motivations sont liées à l'essor
de la physique des �uides quantiques ces trente dernières années. En e�et, si la super�ui-
dité est étudiée depuis les années 30, le domaine des �uides quantiques s'est particuliè-
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rement développé dans les années 90 après que les premiers condensats de Bose-Einstein
(BECs) ont été observés expérimentalement [1, 2]. Une avancée théorique très importante
est alors l'utilisation de l'équation de Gross-Pitaevskii 3 a�n de décrire la dynamique de
champ moyen des BECs [105]. Cette équation est aujourd'hui centrale dans l'étude des
�uides quantiques (dont celle des �uides de lumière), comme nous le développerons plus
loin dans ce chapitre. Dans le domaine optique, les premières mentions de �uide de lumière
ont été faites dans les années 90 [106, 107, 108]. Un point central de la notion de �uide
est l'interaction entre les particules. Dans le cas des photons, ceux-ci n'interagissent pas
de base, il faut donc trouver une manière de faire apparaître une interaction e�ective. En
1958, Hop�eld propose un très bon candidat pour cela : une nouvelle quasi-particule qu'il
nomme � polariton � [109]. Celle-ci émerge du couplage fort entre un exciton (constitué
d'une paire électron-trou) et d'un photon. Les excitons sont des quasi-particules qui se
retrouvent dans les matériaux semi-conducteurs possédant une bande de valence pleine
et une bande de conduction vide et où le gap d'énergie entre ces bandes est su�sam-
ment faible pour permettre l'excitation d'un électron, créant simultanément un trou [110].
Quand éclairée par une source lumineuse, cette excitation se couple avec les photons, gé-
nérant des polaritons. Cependant, sans imposer plus de contraintes, la durée de vie de ces
derniers est extrêmement courte rendant di�cile leur utilisation pour réaliser un �uide de
lumière. C'est pour pallier ce problème que l'utilisation de cavités semi-conductrices s'est
développée. En e�et, dans cette con�guration, les polaritons sont con�nés dans un plan ce
qui permet d'augmenter leur temps de vie. Pour cela, l'idée est d'utiliser des hétérostruc-
tures combinant deux semi-conducteurs di�érents, comme schématisé sur la �gure III.2.
Celles-ci permettent de con�ner les excitons dans le plan transverse (x, y). A�n de con�ner
également les photons, cette structure est entourée de miroirs de Bragg. Nous obtenons
ainsi un �uide de polaritons 2D. Ce con�nement permet également de donner une masse
e�ective aux quasi-particules qui peut être modi�ée par l'inclinaison du faisceau incident.
Pour plus de détails sur tous ces points, nous conseillons la lecture de la thèse de Simon
Pigeon [111]. Dans ces systèmes, il est alors envisageable de reproduire pour la lumière des
phénomènes comme la super�uidité [20] ou la condensation de Bose-Einstein [17, 18, 19].

Cependant, la durée de vie assez courte des polaritons reste un problème au sein des ca-
vités de polaritons. Par ailleurs, il s'agit d'un système forcé où les expériences nécessitent
un pompage constant de la cavité [111]. Une solution possible à ces complications est de
considérer un autre système pour la lumière : un milieu non-linéaire de type Kerr sans
cavité dans lequel se propage un faisceau paraxial [112, 113]. Dans cette con�guration,
la propagation de la lumière obéit également à l'équation de Gross-Pitaevskii, mais ce
système est à présent conservatif en bonne approximation. Un certain nombre d'études
théoriques et expérimentales ont ainsi également été menées dans ces milieux pour ca-
ractériser l'hydrodynamique de la lumière [86, 114, 115, 116, 117, 118, 119]. Ce sont ces
systèmes que nous allons considérer dans la suite de cette thèse.

Dans le contexte des �uides de lumière, un phénomène très intéressant à étudier est la
super�uidité, aussi bien pour les polaritons que pour la lumière dans les milieux Kerr. Si

3. Celle-ci avait été développée en 1961, simultanément par Gross [103] d’un côté et Pitaevskii [104]
de l’autre afin de décrire la dynamique de vortex au sein d’un gaz de bosons en faible interaction (pour
être appliquée par exemple à l’hélium liquide).
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Fig. III.2 (a) Schéma d’une cavité semi-conductrice utilisée pour étudier un
gaz de polaritons. Elle est composée d’un puits quantique (en rouge et bleu)
entouré de miroirs de Bragg. Les polaritons sont confinés au sein de la bande
rouge. (b) Bande de valence du puits quantique : à cause de la différence de gap
entre les deux matériaux semi-conducteurs, les excitons sont confinés au centre.
(c) Illustration tirée de la thèse de Simon Pigeon [111] montrant la relation
de dispersion au sein de la cavité. Le gradient de couleur indique la nature
des particules : bleu pour les photons, rouge pour les excitons et vert pour les
polaritons.

les premiers travaux à ce sujet ont été publiés assez rapidement [108], les mises en évidence
expérimentales directes d'un écoulement super�uide de la lumière sont récentes [20, 118].
La super�uidité est un phénomène complexe apparaissant dans les gaz de bosons en inter-
action faible. Un certain nombre d'éléments sont liés à la super�uidité, tels que l'apparition
de vortex quanti�és, qui sont considérés comme des indices d'un écoulement super�uide.
Cependant, c'est l'absence de viscosité du �uide qui est souvent utilisée comme la pro-
priété caractéristique principale permettant de discriminer entre un écoulement normal et
un écoulement super�uide [120]. Un critère couramment utilisé pour obtenir une condition
de super�uidité est celui de Landau. Nous développerons celui-ci dans la sous-partie III.2.4
pour le cas d'un �uide de lumière sans cavité. Di�érentes expériences sont possibles a�n
de mesurer la super�uidité d'un système. L'une des plus simples consiste à laisser le �uide
s'écouler autour d'un obstacle et d'observer son comportement, approche par exemple
utilisée dans l'expérience [20], dont les résultats sont présentés sur la �gure III.3. Lors
d'un écoulement normal (et donc visqueux) l'obstacle va venir perturber la propagation
du �uide, causant en particulier des vaguelettes à la surface de celui-ci. Le caractère � vis-
queux � apparaît également dans la distribution des impulsions du �uide : la rencontre
avec l'obstacle cause un phénomène de di�usion élastique où la norme de l'impulsion ini-
tiale est conservée, mais le �uide est di�usé dans toutes les directions, conduisant à une
distribution en forme d'anneau. Pour l'écoulement super�uide, la rencontre avec l'obstacle
ne perturbe pas la propagation, l'impulsion initiale est alors conservée (voir �gure III.3).

III.2.2 Propagation paraxiale dans un milieu Kerr

Dans la partie III.1.3, nous avons discuté le troisième ordre de la susceptibilité permet-
tant de caractériser les milieux Kerr. Nous allons à présent nous intéresser à la propagation



52 Chapitre III. Élements d’optique non-linéaire - Fluides de lumière

Fig. III.3 Figure tirée de l’article [20] présentant les différents régime d’écoule-
ment d’un fluide de polaritons autour d’un obstacle composé d’un défaut optique.
Les figures du haut représentent les données expérimentales, tandis que celles du
bas sont issues d’une modélisation numérique. Les images I, II et III montrent la
densité spatiale du fluide de polaritons, et les images IV, V et VI représentent la
distribution des impulsions. À gauche, nous voyons un écoulement normal pour
lequel la rencontre avec l’obstacle se traduit par une diffusion élastique caractéri-
sée par un anneau dans l’espace des impulsions (visible sur l’image IV). À droite,
nous voyons un régime superfluide où l’obstacle ne perturbe pas l’écoulement,
les impulsions restent ainsi distribuées autour de l’impulsion initiale.
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de la lumière dans un tel milieu, pour un faisceau se propageant le long de la direction
z, comme schématisé sur la �gure III.4. Comme cela a déjà été mentionné, nous nous
placerons ici dans la limite paraxiale et discuterons à cette occasion des hypothèses que
nous allons utiliser dans ce chapitre et le suivant.

Fig. III.4 Schéma d’un laser se propageant selon l’axe optique z dans un milieu
Kerr.

Considérons donc un milieu Kerr homogène soumis à un champ électrique que nous écri-
vons sous la forme :

E(r, t) = Re
[
E(r) ei(kz−ωot) e

]
(III.4)

où e désigne le vecteur de polarisation du champ électrique et r = (x, y, z). Notre pre-
mière hypothèse consiste à supposer une lumière monochromatique de pulsation ωo, ce qui
explique l'absence de dépendance en t de l'enveloppe E(r). Dans cette expression, nous
notons

k = n1
ωo
c

où n1 est l'indice optique linéaire dé�ni par l'équation (III.3) et c est toujours la vitesse de
la lumière dans le vide. En présence du champ (III.4), la susceptibilité du milieu considéré
est donnée par :

χ(r, ω) = χ(1)(ω) + χ(3)|E(r)|2 . (III.5)
Notons que par rapport à la partie III.1.3, nous avons modi�é la dé�nition du coe�cient
χ(3) pour être en accord avec la littérature, en dé�nissant χ(3) = 3/4 χ(3),Kerr. L'induction
électrique pour le champ monochromatique est ainsi donnée par la relation :

D(r, t) = εo(1 + χ(1)
o + χ(3)|E(r)|2)E(r, t)

où nous avons écrit χ(1)
o ≡ χ(1)(ω = ωo). Dans le cadre de cette thèse, nous considèrerons

des milieux dont la non-linéarité est faible. Cela se traduit par la condition :

χ(3)|E(r)|2 � 1 + χ(1)
o . (III.6)

A�n de traiter la propagation de la lumière dans ce milieu, nous nous plaçons à présent
dans le cadre de l'approximation paraxiale, déjà développée dans la partie I.1.3. Dans
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l'hypothèse d'une non-linéarité faible, voir l'équation (III.6), et pour des coe�cients χ(1)

et χ(3) constants comme dé�ni dans l'équation (III.5), la condition de l'approximation
paraxiale est donnée à présent par la relation :

λ

∣∣∣∣∣χ(3)∇(|E|2)
1 + χ

(1)
o

∣∣∣∣∣� 1 (III.7)

où λ = 2πc/ωo est la longueur d'onde du laser dans le vide. Pour dériver l'équation
paraxiale dans le cas non-linéaire, nous partons de l'équation de Helmholtz :

∇ (∇.E(r, t))−∆E(r, t) = − 1
εo c2∂

2
tD(r, t) (III.8)

directement issue des équations de Maxwell. Nous rappelons que, dans l'approximation
paraxiale, le champ incident est supposé collimaté et se propage selon un angle faible
avec l'axe optique z. L'enveloppe E varie alors lentement avec z, de sorte que ses dérivées
secondes par rapport à z sont négligeables. En utilisant l'hypothèse (III.7), nous trouvons
par ailleurs que le terme ∇(∇.E) dans l'équation (III.8) est, à nouveau, négligeable, de
sorte que le champ électrique reste transverse pendant toute la propagation. L'équation
paraxiale pour le champ (III.4) est alors donnée par :

i ∂zE(r⊥, z) = − 1
2k ∆⊥E(r⊥, z)−

k

2
χ(3)|E(r⊥, z)|2

1 + χ
(1)
o

E(r⊥, z) . (III.9)

Dans le chapitre précédent, nous avions identi�é l'équation paraxiale avec une équation
de Schrödinger. Dans le cas du milieu non-linéaire, l'analogie apparaît avec l'équation de
Gross-Pitaevskii [120] :

i~ ∂tΨ(r, t) = − ~2

2m ∆Ψ(r, t) + g |Ψ(r, t)|2 Ψ(r, t) (III.10)

pour le champ bosonique scalaire Ψ. Cette équation décrit, dans l'approximation du champ
moyen, l'évolution temporelle des condensats de bosons en interaction, où le coe�cient g
(positif ou négatif) dans le terme non-linéaire contrôle la force de cette interaction. Comme
dans la partie (I.1.3), nous voyons ici que la coordonnée z dans l'équation paraxiale (III.9)
joue le rôle temps t dans l'équation (III.10) et le nombre d'onde k le rôle d'une masse
e�ective pour les photons. Notons également que l'analogie se fait ici avec un gaz 2D
contenu dans le plan r⊥ = (x, y). Nous développerons ce point plus en détail dans la suite.
Pour aller plus loin dans l'analogie, nous réécrivons l'équation paraxiale (III.9) sous la
forme :

i ∂zE(r⊥, z) = − 1
2k ∆⊥E(r⊥, z) + g |E(r⊥, z)|2 E(r⊥, z) , (III.11)

où nous avons dé�ni le coe�cient

g = −k2
χ(3)

1 + χ
(1)
o

, (III.12)

qui caractérise une interaction e�ective entre les photons et justi�e l'appellation �uide de
lumière. Nous rappelons que le coe�cient χ(3) peut être positif ou négatif, permettant
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ainsi de faire varier le signe de g comme pour les gaz des bosons, en notant cependant
bien la présence du signe négatif dans la relation (III.12). Un coe�cient g positif (néga-
tif) caractérise des interactions répulsives (attractives) entre les bosons (les photons dans
notre cas). Remarquons que nous pouvons ainsi interpréter les phénomènes de défocali-
sation (focalisation) évoqués dans la partie III.1.3 comme des phénomènes de répulsion
(attraction) des photons entre eux. Dans cette thèse, nous nous limiterons au cas d'un
coe�cient g positif, c'est-à-dire à des milieux défocalisants, nécessaire à la stabilité des
solutions que nous allons présenter dans la suite [121]. Nous pouvons également remarquer
ici que, dans ce cadre, l'hypothèse de non-linéarité faible est équivalente à une hypothèse
d'interactions faibles. Insistons en�n sur le fait que la notion de �uide de lumière est
ici complètement classique, l'équation (III.11) ne faisant pas apparaître la constante de
Planck ~, contrairement à l'équation de Gross-Pitaevskii pour les condensats d'atomes.

III.2.3 Théorie des perturbations - Relation de Bogoliubov

L'étude des excitations élémentaires au sein des �uides quantiques est importante, en
particulier pour l'étude de la super�uidité. Pour les condensats de Bose-Einstein dans les
atomes froids, il s'agit d'étudier les �uctuations (thermiques ou quantiques) émergeant
spontanément au sein du gaz. Ce problème est aujourd'hui bien décrit dans la littéra-
ture, nous citerons ici par exemple le livre de Pitaevskii et Stringari [120]. Dans notre
cas, nous cherchons à étudier un �uide à deux dimensions. Ceux-ci sont particulièrement
étudiés en physique des atomes froids car le con�nement en basse dimension conduit à
des phénomènes spéci�ques. Par exemple, en 2D il n'existe pas de véritable condensation
de Bose-Einstein pour des températures non-nulles [122]. Néanmoins, à basse température
les �uctuations de densité restent faibles tandis que les �uctuations de phase induisent un
ordre algébrique à longue portée. On parle alors de quasi-condensat [122]. Cette quasi-
condensation s'accompagne d'une transition de phase, la transition BKT (Berezinsky-
Kosterlitz-Thouless), qui décrit l'émergence de la super�uidité et de vortex à basse tem-
pérature en deux dimensions [123, 124]. Nous allons nous inspirer de ces di�érents travaux
pour les adapter au cas d'un �uide de lumière en milieu Kerr et nous y comparerons
nos résultats, en particulier dans le chapitre suivant. Pour les �uides de lumière, les �uc-
tuations considérées peuvent être dues aux �uctuations intrinsèques du laser (techniques,
quantiques, etc.) ou bien peuvent être produites volontairement par l'expérimentateur (ce
que nous considérerons dans le chapitre suivant).

Dans cette partie, nous allons utiliser une théorie des perturbations reposant sur le for-
malisme densité-phase pour un �uide de lumière dans un milieu Kerr, en nous basant sur
la théorie des gaz quantiques à basse dimension [122, 125, 126]. Ce formalisme consiste à
écrire l'enveloppe du champ sous la forme :

E(r⊥, z) =
√
I(r⊥, z) eiθ(r⊥,z)

où l'intensité I(r⊥, z) est réelle et positive. L'équation (III.11) se réécrit alors sous la forme
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du système d'équations [125, 126, 127] :
∂zI = −1

k
∇. (I∇θ)

∂zθ = 1
2k

∆(
√
I)√
I
− 1

2k (∇θ)2 − gI
.

Ce système d'équations rappelle les équations hydrodynamiques d'un �uide où l'intensité
de la lumière correspond à la densité du �uide et le gradient de phase à sa vitesse [127].
A�n de simpli�er les équations, nous avons ici omis l'indice ⊥ et ainsi nous avons noté
∇ = (∂x, ∂y) et ∆ = ∂2

x +∂2
y . Nous garderons cette convention dans toute la suite de cette

thèse.

Pour étudier la propagation d'une perturbation, nous allons supposer que les �uctuations
d'intensité au-dessus du mode laser restent faibles durant la propagation. Nous écrivons
ainsi :

I(r⊥, z) = Io + δI(r⊥, z) avec δI(r⊥, z)� Io

où δI désigne une petite perturbation d'intensité au-dessus d'un fond Io supposé uniforme.
Nous allons également, par la suite, prendre en compte les �uctuations de phase, en an-
ticipant que celles-ci peuvent devenir importantes lors de la propagation dans le cas d'un
système 2D [125, 126]. Nous ne pouvons donc pas utiliser la théorie des perturbations sur
θ. Le système d'équations précédent se réduit alors à

∂zδI = −Io
k

∆θ − 1
k
∇(δI).∇θ

∂zθ = 1
4k

∆(δI)
Io

− 1
2k (∇θ)2 − g(Io + δI)

.

Ces équations font apparaître un terme constant −gIo que l'on réinjecte dans la phase via
la redé�nition :

θ(r⊥, z) = −goIoz + θ′(r⊥, z) .

Il s'avère ici que les termes ∇(δI).∇θ′ et (∇θ′)2 sont d'ordre supérieur [122] et sont donc
négligeables. Cela nous permet de linéariser les équations précédentes. Nous obtenons ainsi
le système �nal : 

∂zδI = −Io
k

∆θ′

∂zθ
′ = 1

4k
∆(δI)
Io

− gδI
.

La résolution de ces équations est alors directe en passant dans l'espace de Fourier (voir
l'annexe B pour les détails) et nous obtenons, pour l'intensité et la phase, les expressions :

δI(r⊥, z) =
∫

dq⊥
(2π)2

[
A(q⊥)eikB(q⊥)z +B(q⊥)e−ikB(q⊥)z

]
eiq⊥.r⊥ (III.13)

θ′(r⊥, z) = i
k

Io

∫
dq⊥

(2π)2
kB(q⊥)
q2
⊥

[
A(q⊥)eikB(q⊥)z −B(q⊥)e−ikB(q⊥)z

]
eiq⊥.r⊥(III.14)
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où les fonctions A(q⊥) et B(q⊥) sont données par les conditions initiales correspondant
aux �uctuations injectées en entrée du milieu, et la relation de dispersion est donnée par :

kB(q⊥) =

√√√√q2
⊥
k

(
q2
⊥

4k + gIo

)
. (III.15)

Fig. III.5 Graphes, tirés de l’article [116], présentant des mesures de dispersion
pour un fluide de lumière au sein d’une vapeur atomique de Rubidium. Le graphe
du haut montre la vitesse de groupe en fonction du nombre d’onde transverse ici
appelé k⊥. Cette vitesse est obtenue en mesurant l’écartement de deux paquets
d’onde contrapropageants générés à partir d’une perturbation du laser en entrée
de la cellule (z = 0). Nous voyons que cette vitesse est constante à petit k⊥, elle
correspond alors à la vitesse du son cs définie dans l’équation (III.16). La courbe
du bas montre, quant à elle, la relation de dispersion de Bogoliubov du fluide.
Elle est obtenue en intégrant la vitesse de groupe mesurée. Nous distinguons
bien ici les deux régimes discutés dans cette partie : un régime superfluide pour
les k⊥ faibles, caractérisé par une relation de dispersion linéaire, et un régime
d’écoulement normal pour les k⊥ plus élevés, caractérisé par une relation de
dispersion quadratique.

En reprenant l'analogie entre notre équation paraxiale (III.11) et l'équation de Gross-
Pitaevskii (III.10), nous retrouvons bien ici une relation correspondant à celle connue dans
le cadre des �uctuations au-dessus d'un BEC [120, 125]. Il s'agit de la relation de dispersion
de Bogoliubov. Cette relation de dispersion a été mesurée dans le cadre des �uides de
lumière sans cavité, tout d'abord par l'équipe de Faccio [128] dans une con�guration encore
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di�érente de celles présentées dans la partie III.2.1, puis plus récemment par l'équipe de
Glorieux et Bramati à l'aide d'un laser se propageant au sein d'une cellule d'atomes chauds
de Rubidium [116]. Ce sont les résultats de cette dernière mesure qui sont présentés sur
la �gure III.5. Nous voyons que cette relation de dispersion possède deux régimes bien
di�érents. A�n de les distinguer nous introduisons la longueur caractéristique

ζ = (4kgIo)−1/2

appelée longueur de cicatrisation (ou healing length en anglais) [129].

Pour q⊥ζ � 1, nous avons un régime quadratique caractérisé par la relation :

kB(q⊥) ' q
2
⊥

2k

où les photons se comportent comme des particules massives libre (nous retrouvons ici que
ko joue le rôle d'une masse e�ective). En e�et, dans ce cas l'impulsion des excitations est
su�samment élevée pour que les interactions au sein de la lumière deviennent négligeable.

Le deuxième régime correspond à la condition q⊥ζ � 1. Dans cette limite, la dispersion
est linéaire, donnée par la relation :

kB(q⊥) ' q⊥

√
gIo
k

= csq⊥ . (III.16)

Les �uctuations se propagent alors comme des phonons au sein du �uide. Nous voyons
ici apparaitre la vitesse du son du �uide cs. Cette vitesse est importante dans l'étude
de la super�uidité puisqu'elle permet de dé�nir le critère de Landau qui nous permet de
distinguer un écoulement super�uide d'un écoulement normal. C'est ce que nous allons
voir à présent.

III.2.4 Critère de Landau
Comme nous l'avons déjà évoqué dans la partie III.2.1, la super�uidité est un phéno-

mène complexe à décrire. Landau a particulièrement contribué à ce sujet [130, 131], en
particulier en introduisant un critère permettant de distinguer un écoulement normal d'un
écoulement super�uide. Dans cette sous-partie, nous nous concentrons sur l'obtention de
ce critère. Plus de détails sur la théorie de la super�uidité, et sur le cas particulier d'un
système 2D, peuvent être trouvés dans les références [123, 132, 133].

Pour dériver le critère de Landau, nous allons considérer un objet de masseM se déplaçant
dans un �uide avec une vitesse V , comme schématisé sur la �gure III.6. Si le �uide se
comporte comme un �uide normal, le déplacement de l'obstacle crée une perturbation. La
conservation de l'énergie et de l'impulsion nous donne alors les relations :

1
2MV

2 = 1
2MV

′ 2 + ~ωq

MV = MV ′ + ~q
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Fig. III.6 Schéma d’un objet de masse M se déplaçant à une vitesse V au sein
d’un fluide au repos, créant une perturbation caractérisée par un vecteur d’onde
q faisant un angle θ avec la vitesse initiale.

où q est le vecteur d'onde de la perturbation et ωq est donné par sa relation de dispersion
au sein du �uide. La résolution de ce système amène alors à l'égalité :

ωq =
(
V cos θ − ~q

2M

)
q (III.17)

où θ est l'angle entre V et q comme dé�ni sur la �gure III.6 4. Dans le cas des gaz froids
de bosons ou des �uides de lumière, ωq est donné par la relation de Bogoliubov obtenue
précédemment (III.15). Celle-ci respecte la relation :

ωq > csq ∀q (III.18)

où cs est la vitesse du son introduite dans l'équation (III.16). On remarque alors que, quel
que soit θ, l'équation (III.17) n'admet aucune solution lorsque :

V < cs .

Il s'agit du critère de Landau. Tant que cette condition est respectée, il n'y a pas création
d'excitations à la surface du �uide, ce qui signi�e que son écoulement n'est pas perturbé
par l'objet. Nous sommes en présence d'un super�uide. Ce critère peut être obtenu par
résolution graphique dans le cas où q est colinéaire à V , comme montré sur la �gure III.7.
Remarquons que ce raisonnement n'est pas uniquement valide pour les systèmes répondant
à la dispersion de Bogoliubov mais se généralise à tout �uide pour lequel on peut dé�nir
une vitesse de second son 5. Notons également que nous n'avons pas ici pris en compte
d'e�ets liés à la taille ou à la forme de l'obstacle. Dans les cas réels, des perturbations
(telles que la formation de paires de vortex pour les plus visibles) peuvent apparaître plus
tôt dans le �uide. La vitesse critique réelle est alors plus basse que la vitesse du son [133].

Ayant introduit cette notion, nous pouvons revenir sur l'expérience de la mesure de la
super�uidité des polaritons [20] dont nous avions présenté les résultats sur la �gure III.3.
Ici, on observe l'écoulement du �uide de polaritons autour d'un obstacle �xe. Dans ce
système, la vitesse du �uide est proportionnelle au vecteur d'onde transverse et peut ainsi

4. Notons ici que cos θ est obligatoirement positif. En effet, par principe de conservation d’énergie
|V ′| < |V |, ce qui est impossible si cos θ < 0.

5. Il s’agit d’une vitesse qui respecte l’inégalité (III.18). Elle peut être identique à la vitesse du premier
son, comme dans le cas des condensats de Bose-Einstein ou pour les fluides de lumière, mais il existe des
systèmes où elles sont distinctes comme l’hélium liquide [130].
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Fig. III.7 Résolution graphique de l’équation (III.17) pour θ = 0. La courbe
bleue représente la relation de Bogoliubov et la courbe rouge correspond à la
fonction (V − ~q/(2M))q. (a) Cas V < cs : on voit qu’il n’y a pas d’intersection
entre les courbes, l’équation (III.17) n’admet pas de solutions. (b) Cas V > cs : les
deux courbes se croisent, l’équation (III.17) admet ainsi une solution non-nulle.

être contrôlée par l'angle incidence ϑ du faisceau lumineux comme schématisé dans la �gure
III.8. Il est ainsi observé que le régime super�uide est atteint pour des angles inférieurs à
un angle critique (correspondant à une vitesse du �uide inférieure à une vitesse critique).
Cette vitesse critique correspond bien à la vitesse du son, comme prédit par le critère
ci-dessus.

Fig. III.8 (a) Schéma de l’éclairage de la cavité semi-conductrice en présence
d’un obstacle. (b) Schéma du plan des polaritons, le fluide de lumière se pro-
pageant vers l’obstacle. Ici, nous avons choisi de représenter le vecteur k⊥ selon
l’axe y pour respecter les conventions de l’article [20].

Dans la partie suivante, nous discuterons une autre expérience mettant en évidence
la super�uidité de la lumière, déjà citée précédemment [119] et inspirée de travaux his-
toriques récents [134]. Dans celle-ci, c'est la propagation de photons dans un milieu Kerr
sans cavité qui est considérée et non plus un �uide de polaritons. La con�guration est
néanmoins similaire à l'expérience de l'article [20], l'observation de cette super�uidité pas-
sant, cependant, par la mesure de la force exercée par la lumière sur un obstacle. A�n de
pouvoir discuter des résultats de cette expérience, nous allons commencer par introduire
quelques éléments de théorie permettant de dé�nir et de calculer cette force.
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III.3 Force exercée par un fluide de lumière sur un obstacle
La question des forces en optique dans les milieux matériels n'est pas évidente et a

soulevé à de nombreuses discussions, comme en témoigne la littérature [135, 136, 137,
138, 139, 140]. Il s'agit d'un domaine à part entière de la physique et nous ne pourrons
pas en développer ici tous les aspects. Cependant, dans le cas des �uides de lumière,
nous pouvons à nouveau nous appuyer sur la littérature des gaz froids de bosons où la
force exercée par le �uide sur un obstacle a déjà été étudiée [3, 141]. Nous présenterons
rapidement les considérations générales sur le lien entre cette force et la super�uidité.
Nous reviendrons ensuite au cas des �uides de lumière sans cavité et sur une mesure
récente de la super�uidité dans un tel système. En�n, nous ré�échirons à l'extension des
outils théoriques utilisés pour le calcul de la force dans un condensat de Bose-Einstein au
domaine de l'optique, tout d'abord dans le cas linéaire puis dans un milieu Kerr.

III.3.1 Force de freinage et superfluidité dans les condensats de Bose-Einstein
Nous venons de voir (partie III.2.4) que la super�uidité est caractérisée par l'absence

de perturbations lors de la rencontre d'un obstacle. Nous avons ainsi considéré l'e�et de
l'obstacle sur le �uide. À présent, nous allons prendre un point de vue légèrement di�érent
et considérer l'e�et du �uide sur l'objet, plus particulièrement la force exercée sur ce
dernier. Pour cela, nous allons revenir sur le problème d'un objet en mouvement dans un
�uide au repos (�gure III.6). La force exercée par le �uide est une force de résistance (ou
drag force en anglais). Si l'objet ne perturbe pas le �uide, ce dernier ne peut pas perturber
le mouvement de l'objet en réaction. Ainsi, nous comprenons bien que, dans ce cadre,
la super�uidité est caractérisée par une force de résistance nulle. Pour caractériser plus
précisément la force exercée par le �uide, nous introduisons le tenseur de contrainte (ou
stress tensor en anglais) dé�ni tel que

f(r, t) = −∇.T (r, t)− ∂tp (III.19)

où f est la force microscopique exercée par le �uide en r et p est la densité d'impulsion
du �uide. Dans le cas d'un gaz de bosons en interaction véri�ant l'équation de Gross-
Pitaevskii (III.10), le tenseur de contrainte pour la direction i est donné par l'expression
[141]

Tii(r, t) = ~2

2m |∂iΨ|
2 − ~ Im(Ψ∗∂tΨ)− g|Ψ|4

2 (III.20)

qui peut s'obtenir à partir du lagrangien de Gross-Pitaevskii.

En pratique, il est courant de considérer un écoulement stationnaire. Cela correspond, en
e�et, à la situation d'un �uide au repos dans lequel se déplace lentement un objet ou à un
écoulement autour d'un obstacle en laissant su�samment de temps pour que l'écoulement
se stabilise. Le terme ∂tp de l'équation (III.19) et le terme Im(Ψ∗∂tΨ) de l'équation (III.20)
sont ainsi nuls. Si l'obstacle a une taille su�samment faible, la contribution du terme
|∂iΨ|2 à la force est également négligeable. La contribution principale à (III.20) est ainsi
donnée par le terme −g|Ψ|4/2 . En rappelant que la densité du gaz est n(r, t) = |Ψ(r, t)|2,
l'expression de la densité de force est alors :

f = +gn∇n .
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Nous obtenons alors que le module de la force totale exercée par le �uide sur l'objet est
donné par [3] :

F = Sgn̄ |∆n|

où n̄ est la densité moyenne du �uide, ∆n est la di�érence de densité du gaz de part et
d'autre de l'obstacle, et S est la surface de l'obstacle. Cette expression correspond bien
à celle utilisée en pratique pour mesurer la force de résistance au sein d'un condensat
de Bose-Einstein, celle-ci étant obtenue indirectement par la mesure de ∆n [3]. Dans le
régime super�uide, le pro�l de densité est symétrique, la force est nulle. Dans le cas d'un
écoulement classique, l'obstacle crée un e�et d'� ombre � diminuant la densité de �uide
derrière lui, il y a ainsi apparition d'une asymétrie dans le système et l'objet est repoussé
par le �uide.

III.3.2 Mise en évidence de la superfluidité dans un fluide de lumière

Ayant introduit le lien entre force de résistance et super�uidité pour les condensats de
Bose-Einstein, nous allons brièvement discuter l'expérience présentée dans l'article [119]
qui met en évidence la super�uidité de la lumière dans un milieu Kerr.

Fig. III.9 Schéma du système considéré dans l’article [119]. En rouge, un fais-
ceau laser large, injecté avec un léger angle, permet de réaliser un fluide de
lumière. En gris, un faisceau supplémentaire, se propageant selon l’axe z, permet
de créer un obstacle (un défaut d’indice).

Dans cette expérience, un �uide de lumière est réalisé en propageant un large faisceau
laser dans un cristal photoréfractif. Tout comme pour les �uides de polaritons, la vitesse
de l'écoulement est alors contrôlée par l'angle du faisceau par rapport à l'axe optique.
L'obstacle est un défaut optique créé à l'aide d'un faisceau lumineux supplémentaire se-
lon l'axe z qui, à cause de la non-linéarité du milieu, engendre localement un potentiel
supplémentaire comme schématisé sur la �gure III.9. La mesure est e�ectuée à la sortie
du cristal, ce qui correspond à une distance où l'écoulement du �uide peut être considéré
stationnaire. Les résultats de l'article sont présentés dans la �gure III.10, qui montre les
mesures de la di�érence d'intensité de part et d'autre de l'obstacle (courbes du haut), ainsi
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que le déplacement de celui-ci (courbes du bas).
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Fig. III.10 Courbes issues de l’article [119] présentant des mesures pour des
intensités du fluide de lumière croissantes de gauche à droite. (a-e) Mesure de la
différence d’intensité de part et d’autre de l’obstacle. (f-j) Mesure du déplacement
de l’obstacle selon la direction x. La courbe blanche sur le graphe (f) représente
le déplacement mesuré selon l’axe y supposé nul, il permet ainsi d’obtenir une
mesure de l’incertitude.

Les mesures de la �gure III.10(a-e) montrent bien une di�érence d'intensité proche de
zéro pour les vitesses inférieures à la vitesse du son dans le �uide, caractérisant ainsi bien
l'écoulement super�uide 6. Remarquons que pour les vitesses bien supérieures à la vitesse
du son, cette di�érence diminue de nouveau. Cela est dû au fait que le �uide, de plus
en plus rapide, perçoit de moins en moins l'objet comme un obstacle ainsi la force de
résistance au sein de ce �uide diminue. Les �gures III.10(f-g), quant à elles, montrent un
déplacement diminué pour les vitesses faibles du �uide, même si celui-ci n'est pas nul. Cela
est expliqué dans l'article par les e�ets de l'écoulement non-stationnaire aux petits z. En
e�et, dans ce cas, comme nous l'avons discuté pour les condensats de Bose-Einstein dans
la section III.3.1, l'approximation de la force comme étant liée uniquement à la di�érence
d'intensité ne tient plus et des termes supplémentaires apparaissent.

III.3.3 Tenseur des contraintes dans un fluide de lumière

Après cette rapide discussion sur l'observation expérimentale de la super�uidité, nous
allons à présent déterminer l'expression analytique de la force exercée par un �uide de
lumière sur un obstacle dans un milieu Kerr, en dérivant le tenseur de contraintes à partir
des équations de Maxwell. Ce calcul nous permettra de retrouver un résultat analogue
à celui de l'équation (III.20) pour les condensats de Bose-Einstein. Il nous servira par
ailleurs de base au calcul de la force de Casimir qui fera l'objet du chapitre suivant.

6. Remarquons que sur les courbes (a) et (b) de la figure III.10, qui correspondent à de faibles intensités,
nous observons plutôt une augmentation molle de la différence d’intensité et non une différence I+ − I−
strictement nulle dans le régime sub-sonique. Ce comportement est lié à la présence d’absorption [119].
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À nouveau, pour caractériser cette force, nous reprenons l'expression :

f = −∇.T − ∂tp (III.21)

Pour la lumière, T est appelé le tenseur des contraintes de Maxwell que nous appellerons
plus simplement tenseur de Maxwell dans la suite. Nous allons commencer par déterminer
son expression dans le cas d'un milieu linéaire.

a) Cas d’un milieu linéaire

En électromagnétisme, la force s'exerçant sur une distribution de charges électriques
ρ et une densité de courant j est la force de Lorentz :

f = ρE + j ×B . (III.22)

A�n de retrouver une expression de la forme de l'équation (III.21), nous repartons des
équations de Maxwell. En considérant l'obstacle comme une distribution de charges libres
par rapport au milieu diélectrique où il est contenu, nous écrivons :{

∇.D = ρ ; ∇×B = µo(∂tD + j) ;
∇.B = 0 ; ∇×E = −∂tD .

En injectant ces relations dans l'équation (III.22) et en utilisant les propriétés du double
produit vectoriel (comme développé dans l'annexe C), la force se réécrit :

fi = (∂kDk)Ei−Dk(∂iEk)+Dk(∂kEi)+
1
µo

(Bk(∂kBi)−Bk(∂iBk))−∂t(D×B)i . (III.23)

Ici nous voyons déjà apparaître la densité d'impulsion :

p = D×B . (III.24)

Remarquons qu'il ne s'agit pas ici de la même impulsion que celle que nous avions utilisée
dans chapitre I et qui était donnée par l'expression :

p = εoE ×B . (III.25)

La di�érence est ici issue de di�érentes hypothèses de départ, nous aurions obtenu l'expres-
sion (III.25) en considérant la force de Lorentz s'exerçant sur les distributions de charges et
de courant totales (c'est-à-dire en prenant également en compte les charges liées du milieu).
Ces deux dé�nitions di�érentes font partie de la célèbre controverse Abraham-Minkowski,
l'expression (III.25) étant donnée par l'approche d'Abraham [135] et l'expression (III.24)
par celle de Minkowski [136]. Nous ne développerons pas ce sujet, complexe, de manière
plus poussée dans cette thèse, laissant les personnes intéressées se reporter aux références
[137, 138, 139, 140].

Si nous reprenons l'expression de la force, nous voyons que la partie magnétique se met
directement sous la forme du gradient d'un tenseur :

1
µo

(Bk(∂kBi)−Bk(∂iBk)) = ∂j

[ 1
µo

(
BjBi −

1
2B

2δij

)]
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en utilisant ici ∂kBk = 0. Pour la partie électrique, nous utilisons l'hypothèse d'un milieu
linéaire homogène pour lequel nous avons :

D = εo(1 + χ(1))E = εLE .

Cela nous permet d'écrire :

(∂kDk)Ei −Dk(∂iEk) +Dk(∂kEi) = ∂j

[
DjEi −

1
2D.Eδij

]
.

En comparant alors l'équation (III.23) avec l'expression générale (III.21), nous obtenons
l'expression �nale pour le tenseur de Maxwell dans un milieu linéaire :

Tij = 1
2(D.Eδij − 2DiEj) + 1

2µo
(B2δij − 2BiBj) . (III.26)

Cette formulation correspond au tenseur de Minkowski. Celui-ci est en e�et relié à la force
exercée sur un obstacle, tandis que le tenseur d'Abraham prend également en compte
la force exercée sur le milieu dans lequel l'obstacle est contenu [140]. Dans le cas plus
particulier où l'on s'intéresse à la force de Casimir sur des objets contenus dans un milieu
diélectrique (situation que nous discuterons dans le chapitre suivant), il a été montré
par Pitaevskii que le tenseur (III.26) est en e�et l'expression appropriée du tenseur des
contraintes [142].

b) Cas d’un milieu Kerr dans l’approximation paraxiale

A�n d'obtenir le tenseur de Maxwell pour un milieu Kerr, nous reprenons les calculs
précédents avec à présent (voir annexe C) :

D(r, ω) = εLE(r, ω) + εNL〈E2〉tE .

Le lien avec le coe�cient χ(3), introduit précédemment dans l'équation (III.5), est donné
par :

εNL〈E2〉t = χ(3)|E|2

où nous rappelons que E est l'enveloppe du champ électrique dé�ni dans l'équation (III.4).
Pour un champ monochromatique, nous obtenons alors la nouvelle expression du tenseur :

Tij = T
(1)
ij + εNL

4 〈E
2〉tE2δij − εNL〈E2〉tEiEj (III.27)

où T
(1)
ij correspond à la partie linéaire du tenseur, donnée par l'équation précédente

(III.26).

Nous allons à présent nous intéresser à l'expression de ce tenseur dans le cadre de l'ap-
proximation paraxiale pour un faisceau se propageant selon une direction proche de l'axe
z. De plus, dans le chapitre suivant nous nous concentrerons sur la force exercée selon la
direction x. Pour obtenir cette expression, nous devons ici �xer la polarisation du champ
électrique que nous allons considérer selon ey . Nous nous placerons également dans la
jauge de Coulomb, dé�nissant le potentiel vecteur :

E(r, t) = −∂tA −→ A(r, t) = Im
[ E
ωo
ei(kz−ωot)

]
ey .
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Le champ magnétique est alors donné par :

B(r, t) = −∂zA ex + ∂xA ez .

En injectant ces expressions dans (III.27), nous obtenons l'expression de la composante
du tenseur de Maxwell selon x :

〈Txx〉t = εo
4k2 |∂xE|

2 − εo
2k Im(E∗∂zE)− εo

g|E|4

4k . (III.28)

Les détails de ce calcul peuvent être trouvés dans l'annexe C. Nous considérons ici la
moyenne temporelle de ce tenseur qui est su�sante pour caractériser le système sur les
échelles de temps considérées (comme déjà évoqué pour le vecteur de Poynting dans la
partie I.2.1). L'expression (III.28) du tenseur de Maxwell, ici dérivée à partir des équa-
tions de Maxwell puis en prenant la limite paraxiale, est analogue à celle du tenseur des
contraintes (III.20) pour un gaz de bosons décrit par l'équation de Gross-Pitaevskii, ce
qui était évidemment attendu.

III.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques éléments d'optique non-linéaire en consi-

dérant le développement de la susceptibilité en puissance du champ électrique. Nous avons
ensuite discuté le développement non-linéaire de troisième ordre et en particulier la non-
linéarité de type Kerr, en donnant quelques exemples de milieux où elle apparaît naturel-
lement. Nous avons ensuite vu que la propagation paraxiale de la lumière dans un milieu
Kerr était analogue à l'évolution d'un gaz de bosons en interactions à deux dimensions.
Ceci nous a permis d'introduire la notion de �uide de lumière, dont nous avons fait un
rapide historique. Dans le cas d'une propagation dans un milieu Kerr sans cavité, nous
avons alors pu étudier l'évolution du �uide et mettre en évidence le caractère phononique
des �uctuations de ce �uide à basse énergie. À l'aide de ces résultats, nous avons ensuite
abordé le problème de la super�uidité de la lumière. Pour cela, nous avons tout d'abord
présenté le critère de Landau qui permet de distinguer un écoulement super�uide d'un
écoulement classique. Nous avons ensuite discuté de la force exercée par le �uide de lu-
mière sur un obstacle et son lien avec la mesure de la super�uidité.

Dans le chapitre suivant, en utilisant les notions introduites dans ce chapitre, nous
allons montrer qu'au sein d'un �uide de lumière généré dans un milieu Kerr, de petites
�uctuations sont naturellement ampli�ées par le caractère phononique des excitations de
basse énergie. Ce mécanisme rend possible l'émergence de forces de type Casimir à longue
portée, que nous étudierons en détail.



Chapitre IV
Force de Casimir dans un fluide de lu-
mière

Dans le chapitre 3, nous avons introduit la notion de �uide de lumière à partir de l'ana-
logie avec un gaz de bosons en interaction à deux dimensions. Nous avons vu que dans un
tel système, l'étude de petites �uctuations autour d'un état stationnaire avait un intérêt
tout particulier, permettant de relever le caractère phononique du �uide à basse éner-
gie. Dans ce chapitre, nous allons à présent montrer que dans un �uide de lumière, cette
propriété conduit à une ampli�cation spontanée de ces �uctuations. En présence d'objets
insérés dans le �uide, ce mécanisme induit naturellement une force de type Casimir, que
nous chercherons à calculer. Pour cela, nous commencerons par rappeler le cadre, aujour-
d'hui bien connu, de la force de Casimir dans le vide, en évoquant brièvement quelques
problématiques liées à sa mesure. Nous discuterons ensuite l'extension de cette force à
d'autres systèmes comme les mélanges liquides binaires, les �lms d'Hélium ou les gaz de
bosons à basse dimension. Cela nous amènera à présenter une nouvelle con�guration où
une force de type Casimir se manifeste au sein d'un �uide de lumière hors équilibre. Nous
commencerons par étudier la propagation de �uctuations en l'absence d'obstacle, en par-
ticulier l'évolution de leurs corrélations. Pour cette étude, nous nous appuierons sur un
modèle analytique ainsi que sur une simulation numérique de la propagation du �uide de
lumière. Nous nous pencherons ensuite sur la dérivation analytique de la force de Casimir
dans ce système. Nous �nirons en�n par discuter des avantages de cette con�guration et
de possibles mesures.

IV.1 La force de Casimir dans le vide

IV.1.1 Introduction

La force de Casimir a été introduite pour la première fois par le physicien du même
nom en 1948, dans le cadre idéal de deux plaques parfaitement ré�échissantes situées dans
le vide où elle est dérivée à l'aide de considérations énergétiques [143]. Casimir conclut son
article en disant : � Bien que l'e�et soit petit, une con�rmation expérimentale ne semble
pas infaisable et pourrait être d'un certain intérêt �. Depuis, cette force a en e�et été mesu-
rée et a pu être comparée à la théorie [144, 145]. Son extension à des milieux et matériaux
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réels rencontrés dans les expériences a par ailleurs été beaucoup explorée [146, 147, 148],
de même que ses manifestations dans d'autres contextes, comme en acoustique [149] ou au
sein de �uides [150, 151, 152, 153]. Nous reviendrons plus particulièrement sur ces derniers
systèmes dans la suite.

Fig. IV.1 Schéma montrant l’influence de la présence de deux plaques sur les
fluctuations du vide et l’émergence d’une force de Casimir attractive.

Physiquement, la force de Casimir peut être interprétée comme une pression exercée sur
les plaques par les �uctuations du vide. En e�et, en leur présence, les conditions aux bords
limitent les modes accessibles dans la cavité formée par les deux plaques. La densité de
�uctuations est alors plus faible à l'intérieur engendrant une pression plus forte à l'exté-
rieur. Les deux plaques sont ainsi poussées l'une vers l'autre comme cela est schématisé
sur la �gure IV.1.

Dans cette partie, nous allons commencer par présenter les étapes de calcul amenant
à l'expression de la force de Casimir s'exerçant sur deux plaques, due aux �uctuations
quantiques du vide de photons. Nous évoquerons ensuite rapidement des mesures expéri-
mentales de cette force et les problématiques qui y sont liées. En�n, nous discuterons de
l'émergence de forces de type Casimir dans les �uides.

IV.1.2 Expression de la force de Casimir dans le vide

Dans cette première sous-partie, nous allons regarder le cas simple de deux plaques
in�nies dans le vide. Cela nous permettra d'introduire les grandes lignes du calcul de la
force de Casimir que nous utiliserons ensuite pour obtenir l'expression d'une force similaire
dans le cas d'un �uide de lumière. Notons cependant déjà que nous traitons ici le cas de
�uctuations quantiques, ce qui ne sera plus le cas pour le �uide de lumière.
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Fig. IV.2 Schéma représentant les différentes zones délimitées par les plaques et
introduisant la notation k(±), où l’exposant correspond au signe de la composante
selon x, ainsi que la dénomination pour les champs dans chaque zone.

A�n d'obtenir l'expression de la force de Casimir, il existe di�érentes méthodes. Dans
cette thèse, nous allons utiliser le tenseur de Maxwell, que nous avons introduit dans la
partie III.3, en nous basant sur la méthode appelée � approche de di�usion � (ou scattering
approach en anglais) et développée dans les références [154, 155, 156]. Contrairement à ce
qui a été fait dans le chapitre précédent, nous ne considérons plus ici un obstacle petit,
mais utilisons le fait que les plaques délimitent des régions distinctes, comme schématisé
sur la �gure IV.2. Dans toute la suite, nous considérerons des plaques in�niment larges
placées selon le plan (y, z) et nous nous intéresserons par conséquent uniquement à la
force exercée selon l'axe x. De plus, plutôt que la force globale s'exerçant sur les plaques,
nous considérerons la pression exercée localement sur chaque plaque. La raison de ce choix
prendra tout son sens pour le cas du �uide de lumière hors-équilibre. La valeur algébrique
de la pression exercée par l'extérieur sur les plaques est donnée par la relation simple :

P = 〈T cav
xx 〉 − 〈T ext,1

xx 〉 = 〈T cav
xx 〉 − 〈T ext,2

xx 〉

où Tij est le tenseur des contraintes de Maxwell introduit dans la partie III.3, la notation
〈...〉 désigne ici à la moyenne quantique sur les �uctuations du vide et les exposants des
tenseurs correspondent aux zones dé�nies sur la �gure IV.2. Remarquons que la pression
est ici indépendante du temps, le vide étant en équilibre statistique.

Pour calculer cette pression, la première étape consiste à obtenir l'expression du champ
électrique dans chaque région (la partie magnétique étant ensuite obtenue à partir de celui-
ci à l'aide des équations de Maxwell). En l'absence des plaques, les �uctuations quantiques
du vide s'écrivent de la forme [157] :

E(r, t) =
∑
m

√
~ω

2εoV
[
âme

i(k.r−ωt) + â†me
−i(k.r−ωt)

]
αm , (IV.1)

où les modes du champ sont caractérisés par leur vecteur d'onde k et leur polarisation p,
regroupés dans l'indice m = (k, p). La pulsation ω est donnée par la relation de dispersion
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du vide ω = kc. V est ici un volume de normalisation introduit dans la somme sur les
modes tel que ∑

m

≡ V
∫

dk

(2π)3

∑
p

.

Les opérateurs création â†m et annihilation âm sont reliés par les relations de commutation
bosoniques : [

âm, â
†
n

]
= δmn .

De plus, pour ce calcul, nous considérons une température nulle, ce qui nous permet
d'écrire les valeurs moyennes :

〈âm〉 = 〈â†m〉 = 〈â†mâm′〉 = 0 .

En�n, les vecteurs αm sont les vecteurs de polarisation du champ et forment une base
orthonormée. Pour une situation comprenant des phénomènes de ré�exion-transmission,
le choix naturel est de considérer les polarisations � transverse électrique � et � transverse
magnétique � qui sont conservées par le phénomène de ré�exion et dont la base est dési-
gnée par l'indice p = (TE,TM). Les expressions explicites de ces vecteurs sont données
dans l'annexe D.

En présence des plaques, l'expression (IV.1) est uniquement valide pour le champ électrique
n'ayant pas encore rencontré les obstacles, c'est-à-dire les champs Ein sur la �gure IV.2.
Les composantes du champ électrique dans les autres régions sont alors obtenues à l'aide
des matrices de di�usion (ou scattering en anglais) S et de résonance R, par les relations
respectives : (

E
(+)
out, p

E
(−)
out, p

)
= Sp(k)

(
E

(+)
in, p

E
(−)
in, p

)
et (

E
(+)
cav, p

E
(−)
cav, p

)
= Rp(k)

(
E

(+)
in, p

E
(−)
in, p

)
.

Ces matrices sont données par les expressions :

Sp(k) = 1
C

(
t2 C r e−i|kx|L + t2r e+i|kx|L

C r e−i|kx|L + t2r e+i|kx|L t2

)
(IV.2)

et

Rp(k) = 1
C

(
t t2re+i|kx|L

t2re+i|kx|L t

)
(IV.3)

où nous avons dé�ni le coe�cient

C = 1− r2 e2i|kx|L

avec L la distance entre les deux plaques.
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À partir de ces résultats, nous obtenons l'expression explicite des tenseurs de Maxwell
dans chaque région. Les détails des calculs sont donnés dans l'annexe D. Les expressions
du tenseur à l'extérieur et entre les plaques sont données respectivement par :

〈T ext
xx 〉 =〈T ext,1

xx 〉 = 〈T ext,2
xx 〉 =

∑
p

∫
dk(+)

(2π)3 ~ω cos2 θ (IV.4)

〈T cav
xx 〉 =

∑
p

∫
dk(+)

(2π)3 ~ω Gp(k) cos2 θ (IV.5)

où nous notons
∫
dk(+) =

∫+∞
0 dkx

∫∫+∞
−∞ dkydkz et θ l'angle par rapport à l'axe x (voir

�gure IV.2). Gp est une fonction dépendant du coe�cient de ré�exion rp(k) des plaques
et de la distance L entre celles-ci :

Gp(k) = 1− |rp(k)|4

|1− r2
p(k)ei|kx|L|2

. (IV.6)

La pression de Casimir est ainsi donnée par :

P =
∑
p

∫
dk(+)

(2π)3 ~ω [Gp(k)− 1] cos2 θ .

Notons que 〈T ext
xx 〉 et 〈T cav

xx 〉 sont deux quantités divergentes, contrairement à leur di�é-
rence [155].

En utilisant l'expression de la fonction Gp et le fait que cos θ = kx/|k| = kxc/ω, nous
obtenons l'expression explicite de la pression de Casimir :

P = c2∑
p

∫
dk‖

(2π)2

∫ +∞

0

dkx
2π

~k2
x

ω

rp(k)e+2i|kx|L

1− rp(k)e2i|kx|L
+ c.c. (IV.7)

L'expression (IV.7) ne prend cependant pas en compte les ondes évanescentes émergeant
au voisinage des plaques (caractérisées par un nombre d'onde kx complexe). A�n d'inclure
leur contribution, la méthode la plus simple consiste à remplacer l'intégrale sur kx par une
intégrale sur ω allant de 0 à +∞, les ondes évanescentes correspondant alors aux fréquences
ω ≤ c

√
k2
y + k2

z [155]. En utilisant ce changement de variable (c2|kx|d|kx| −→ ωdω), nous
obtenons pour la pression de Casimir l'expression :

P =
∑
p

∫
dk‖

(2π)2

∫ +∞

0

dω

2π ~|kx|
rp(k‖, ω)e+2i|kx|L

1− rp(k‖, ω)e2i|kx|L
+ c.c. (IV.8)

où nous avons dé�ni k‖ = (ky, kz) et où kx est à présent dé�ni par kx = (k2
‖ − ω

2/c2)1/2.

L'expression (IV.8) s'interprète facilement : le facteur r2
pe

2i|kx|L/(1−r2
pe

2i|kx|L) est la fonc-
tion de transfert de la cavité Fabry-Perot formée par les deux plaques. Le terme e2i|kx|L

correspond à la phase accumulée par la lumière après un aller-retour dans la cavité. Le
rapport décrit alors à la somme des contributions de toutes les �uctuations ayant fait
1, 2...n... aller-retours. Le terme ~kx correspond quant à lui à l'impulsion des photons
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selon la direction perpendiculaire au plan des plaques. La pression totale est �nalement
obtenue en sommant sur tous les modes transverses et sur toutes les fréquences.

La limite des plaques parfaitement ré�échissantes (rp −→ 1 ∀ω) de l'expression (IV.8)
diverge. A�n de retrouver l'expression connue de l'article de Casimir, on utilise une rotation
de Wick dans le plan complexe qui permet de régulariser l'intégrale sur les fréquences 1

[155]. Cela nous permet alors de retrouver l'expression bien connue [143] :

P ideal
Cas = − π2

240
~c
L4 . (IV.9)

La pression obtenue est ici négative, cela correspond à une force attractive, la pression à
l'extérieur des plaques étant plus grande que celle à l'intérieur.

IV.1.3 Mesures expérimentales
Nous allons à présent discuter rapidement des mesures de la force de Casimir. Plus

précisément, nous allons présenter les principales problématiques rencontrées dans les ex-
périences et les corrections à l'expression (IV.9) apportées par celles-ci. En e�et, si l'ex-
pression de la pression de Casimir est très simple pour des miroirs plans parfaits, les
expériences réelles sont souvent loin de cette situation. Pour cette discussion, nous nous
basons principalement sur la contribution de Astrid Lambrecht et Serge Reynaud au sé-
minaire Poincaré de 2002 [158].

• Commençons par l'hypothèse de plaques parfaitement ré�échissantes. L'expression ana-
lytique (IV.8) permet de prendre en compte des plaques transmettant partiellement la lu-
mière. Ainsi, en connaissant les coe�cients de ré�exion du matériau utilisé, il est possible
d'obtenir une valeur plus précise de la force de Casimir. Un cas fréquemment rencontré
dans les expériences est celui des matériaux métalliques, qui sont de très bons ré�ecteurs.
Pour les métaux, une première approximation des coe�cients rp(k‖, ω) est donnée par
le modèle plasma, qui introduit une fréquence ωp appelée fréquence plasma. Pour des
fréquences très faibles devant celle-ci, le métal se rapproche d'un ré�ecteur parfait. Les
corrections liées à la ré�exion partielle sont ainsi des corrections à courtes distances. No-
tons qu'un modèle di�érent pour les distances les plus faibles est le modèle de Drude,
prenant en compte la di�usion des électrons par les défauts du matériau.

• Le point suivant que nous pouvons discuter est la géométrie du système. Si la première
tentative de mesure s'est faite avec deux plaques [159], elle a principalement mis en avant
la di�culté pratique d'assurer le parallélisme des deux plaques à des distances micro-
métriques tout au long de la mesure. Pour remédier à ce point, les mesures plus récentes
[144, 145] se basent sur une géométrie di�érente, mesurant la force entre une plaque et une
sphère de rayon R, comme schématisé sur la �gure IV.3. Pour des matériaux parfaitement
ré�échissant, la force de Casimir est alors donnée par l'expression :

FCas = ~cπ3R

360L3

1. Le recours a une telle transformation est parfaitement rigoureux dans le cas T 6= 0, et peut-être
étendu à la limite T = 0 par prolongement analytique.
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Fig. IV.3 Schéma tiré de l’article [145] montrant la configuration plan-sphère
utilisée pour les mesures précises de la force de Casimir.

qui est valable pour des distances L� R [160].

• En�n, nous pouvons évoquer les e�ets de la température. Si l'expression (IV.9) est
obtenue pour T = 0, la plupart des mesures de la force de Casimir se fait à température
ambiante. Les corrections liées à la température �nie peuvent être prises en compte dans
l'expression analytique de la force en modi�ant le poids de chaque mode dans le spectre
de fréquence, comme discuté dans [158]. Le calcul de ces contributions montrent qu'elles
agissent principalement pour les hautes fréquences et se manifestent donc aux grandes
distances L. Ainsi, pour les expériences se faisant à des échelles plus courtes, l'in�uence de
la température n'est pas le phénomène le plus limitant, malgré le fait que les expériences
se déroulent à température ambiante.

IV.1.4 Force de Casimir dans les fluides

En 1978, Fisher et de Gennes ont avancé qu'un e�et de type Casimir pouvait également
apparaître dans un mélange liquide binaire où il existe un point critique entre la phase
mélangée et la phase séparée, d'où le nom � e�et Casimir critique � [150]. La grandeur
qui nous intéresse dans ce système est la �uctuation locale de concentration des deux
liquides. Il s'agit ici de �uctuations thermales classiques. Au point critique, la longueur
de corrélation de ces �uctuations diverge, de sorte qu'un ordre à longue portée est ob-
servée au voisinage de ce point [151]. Dans un tel système, la présence d'obstacles tels
que des plaques limitent à nouveau les états accessibles, donnant une situation similaire à
celle que nous avons étudiée pour les �uctuations quantiques du vide dans la partie IV.1.2.

Tout comme pour la force de Casimir classique, la mesure de l'e�et Casimir critique n'est
pas évidente, cependant des conséquences de cet e�et permettent d'e�ectuer des mesures
indirectes. La méthode la plus commune est de considérer les �lms de mouillage (ou wet-
ting �lms en anglais). Considérons une vapeur proche de la condensation (ou du point de
vapeur saturante). Si elle est mise en contact avec une paroi, un �lm de liquide apparaît
à la surface de cette dernière. L'épaisseur de ce �lm est contrôlée par la pression du gaz.
Nous retrouvons alors la situation décrite précédemment où les �uctuations sont con�nées
au sein de la phase liquide. Si la transition est proche d'un point critique, la longueur
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Fig. IV.4 Schéma tiré de l’article [161]. Le système considéré est ici un mélange
3He −4 He proche du point triple montré sur la figure de gauche. La mesure de
l’effet de Casimir critique dans un tel système se fait indirectement en mesurant
l’angle de contact θ entre un film superfluide et un bulk non-superfluide.

de corrélation est su�samment grande pour faire émerger une force de type Casimir qui
va modi�er l'épaisseur du �lm. Le mesure de celle-ci permet ainsi une mesure indirecte
de la force de Casimir critique [162]. Mentionnons qu'il existe également des expériences
similaires pour des mélanges proches d'un point-triple où la mesure de l'e�et Casimir cri-
tique est faite en observant l'angle de contact schématisé sur la �gure IV.4 [161]. Plus
récemment, en 2008 puis 2009, des mesures directes de la force de Casimir critique ont
été obtenues en utilisant une con�guration sphère-plan similaire à celle utilisée pour la
mesure dans le vide [152, 163], voir la �gure IV.5.

Fig. IV.5 Figure tirée de l’article [152]. La configuration considérée est un mon-
tage plan-sphère immergé dans un mélange liquide eau-lutidine. Les courbes
montrent ici la mesure du potentiel de Casimir critique en fonction de la dis-
tance entre le plan et la sphère pour différentes températures. Nous voyons ici
que le puits de potentiel diminue lorsqu’on s’éloigne de la température critique,
ce qui est ce qui est attendu pour la force de Casimir critique.

Par la suite, l'étude de la force critique de Casimir sur un �lm d'Hélium 4 pur proche
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de la transition super�uide [164, 165] a amené à l'étude plus générale des forces issues
de �uctuations au sein de �uides quantiques. Les premiers travaux de ce type considèrent
la force exercée par les �uctuations quantiques d'un condensat de Bose-Einstein sur un
obstacle, dans une con�guration plus proche de celle considérée dans la partie III.3 de cette
thèse [166, 167]. Plus récemment, une étude s'est penchée sur la con�guration de deux
plaques au sein d'un condensat de Bose-Einstein et a montré que la présence des plaques
causait une inhomogénéité du condensat, engendrant une force de Casimir exercée par des
�uctuations classiques du �uide sur les plaques [153]. Ces thématiques ont également été
étendues en basse dimension, notamment dans les gaz de Bose à une dimension [168, 169],
où les �uctuations de phase induisent un ordre à longue portée à température nulle. Nous
reviendrons sur ce point plus précisément dans la suite, en discutant le cas bidimensionnel.

IV.2 Évolution de fluctuations dans un fluide de lumière sans ca-
vité

Comme nous venons de l'aborder, les forces de type Casimir ne se limitent pas au cas
simple de deux plaques dans le vide, mais existent dans le cadre plus général de �uctuations
dans des systèmes ayant des corrélations à longue portée, en particulier dans certains
�uides quantiques. Nous allons donc nous poser à présent la question de l'existence d'une
telle force dans un �uide de lumière. Pour cela, nous commencerons par nous intéresser à
l'évolution spatio-temporelle des �uctuations d'un faisceau paraxial se propageant dans un
milieu Kerr et nous montrerons, via une étude analytique et numérique de la fonction de
cohérence, que celles-ci sont ampli�ées par le milieu et qu'elle possèdent un ordre à grande
distance, faisant de ce système un candidat intéressant pour les forces de type Casimir.

IV.2.1 Présentation du système

Fig. IV.6 Illustration de notre système. Nous considérons un faisceau paraxial
présentant de petites fluctuations spatiales (de type speckle) dans son plan trans-
verse. Ce faisceau pénètre dans un milieu Kerr au niveau de l’interface située à
z = 0.
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Dans cette partie, nous allons étudier l'évolution de �uctuations au-dessus d'un faisceau
optique décrit par une onde plane. Pour cela, en reprenant l'expression pour le champ total
(voir chapitre III) :

E(r, t) = Re
{
E(r⊥, z)ei(kz−ωot)

}
ey , (IV.10)

nous allons considérer la condition initiale suivante pour l'enveloppe :

E(r⊥, z = 0) =
√
Io + ε ES(r⊥) (IV.11)

où Io est l'intensité de l'onde plane, ES décrit la partie �uctuante du faisceau et ε est un
paramètre sans dimension permettant de contrôler la force des �uctuations. Nous allons
supposer dans la suite que ε� 1, la raison de ce choix apparaîtra plus clairement lors du
calcul de la force. Nous considérerons, pour les �uctuations, un speckle lumineux décrit
par la fonction ES qui est une variable aléatoire avec une distribution gaussienne. Nous
écrivons ses parties réelles et imaginaire sous la forme :

ES(r⊥) = Er(r⊥) + i Ei(r⊥) .

Les �uctuations sont ici caractérisées par la fonction de corrélation :

〈ES(r⊥)E∗S(r′⊥)〉 = γ(r⊥ − r′⊥) Io avec

{
γ(∆r⊥ = 0) = 1
γ(∆r⊥ −→ +∞) −→ 0+ (IV.12)

où la notation 〈...〉 désigne la moyenne sur plusieurs réalisation du speckle. La fonction γ
est caractérisée par la longueur de corrélation σ. Dans ce chapitre, nous supposerons :

σ > ζ = 1/
√

4kogIo

où ζ est la longueur de cicatrisation du milieu Kerr introduite dans la partie III.2.3. Cette
hypothèse est nécessaire pour que les e�ets non-linéaires soient notables sur la propagation
des �uctuations, point sur lequel nous reviendrons un peu plus tard. Notons que la fonction
de corrélation étant réelle, la relation (IV.12) implique que les parties réelles et imaginaires
du champ speckle ne sont pas corrélées entre elles, c'est-à-dire :

〈Er(r⊥)Ei(r′⊥)〉 = 0 ∀(r⊥, r′⊥) .

De plus, de par les propriétés du speckle, les parties réelle et imaginaire du speckle sont
corrélées de la même manière. Nous avons ainsi :

〈Er(r⊥)Er(r′⊥)〉 = 〈Ei(r⊥)Ei(r′⊥)〉 = γ(r⊥ − r′⊥) Io2 .

A�n de décrire l'évolution des corrélations des �uctuations dans le milieu Kerr, nous
allons nous baser sur les résultats que nous avons obtenus dans la partie III.2.3. Pour cela,
nous devons exprimer le champ initial dans le cadre du formalisme intensité-phase. La
condition initiale décrite par l'équation (IV.11) implique que les �uctuations d'intensité
et de phase sont faibles à z = 0. Précisément, nous avons :

E(r⊥, z = 0) =
√
Io + δI(r⊥, z = 0) eiθ′(r⊥,z=0)

'
√
Io + δI(r⊥, z = 0)

2
√
Io

+ i
√
Io θ

′(r⊥, z = 0) .
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Par identi�cation avec l'expression (IV.11), nous trouvons les conditions initiales pour
l'intensité et la phase :

δI(r⊥, z = 0) = 2ε
√
Io Er(r⊥) et θ′(r⊥, z = 0) = ε

Ei(r⊥)√
Io

.

En utilisant les expressions générales (III.13) et (III.14) obtenues précédemment, nous
obtenons directement les expressions pour la propagation des �uctuations dans le milieu
Kerr :

δI(r⊥, z) = ε
√
Io

∫
dq⊥

(2π)2

[
Er(q⊥)− i q2

⊥
2k kB(q⊥) Ei(q⊥)

]
ei(kB(q⊥)z+q⊥.r⊥) + c.c. (IV.13)

θ′(r⊥, z) = iε

2
√
Io

∫
dq⊥

(2π)2

[
2k kB(q⊥)

q2
⊥

Er(q⊥)− i Ei(q⊥)
]
ei(kB(q⊥)z+q⊥.r⊥) + c.c. (IV.14)

où nous rappelons que c.c. désigne le complexe conjugué et kB(q⊥) est donnée par la
relation de dispersion de Bogoliubov :

kB(q⊥) =

√√√√q2
⊥
k

(
q2
⊥

4k + gIo

)

obtenue dans la partie III.2.3.

Nous rappelons que les expressions (IV.13) et (IV.14) ont été obtenues en supposant des
�uctuations d'intensité δI faibles tout au long de la propagation, mais sans considérations
particulières sur la phase θ. Avant d'aller plus loin, nous allons véri�er a posteriori si ces
hypothèses sont bien justi�ées. Pour cela, nous nous penchons sur les quantités 〈δI2〉 et
〈θ′ 2〉. L'invariance statistique par translation dans le plan (x, y) permet d'écrire la fonction
de corrélation dans l'espace des impulsions sous la forme :

〈Er(q⊥)E∗r (q′⊥)〉 = 〈Ei(q⊥)E∗i (q′⊥)〉 = (2π)2δ(q⊥ − q′⊥) γ(q⊥) Io2 . (IV.15)

À partir des expressions (IV.13) et (IV.14), nous obtenons alors les résultats :

〈δI2(r⊥, z)〉 = 2ε2I2
o

∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
{

1 +

( q2
⊥

2k kB(q⊥)

)2

− 1

 sin2(kB(q⊥)z)
}

(IV.16)

et

〈θ′ 2(r⊥, z)〉 = ε2

2

∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
{

1 +

(2k kB(q⊥)
q2
⊥

)2

− 1

 sin2(kB(q⊥)z)
}
. (IV.17)

Pour �xer les idées et obtenir des expressions explicites, nous allons désormais considérer
une fonction de corrélation initiale gaussienne :

γ(∆r⊥) = exp
(
−∆r2

⊥
4σ2

)
⇒ γ(q⊥) = 4πσ2 exp

(
−σ2q2

⊥

)
. (IV.18)
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Ce choix est ici arbitraire et les phénomènes décrits dans la suite ne dépendent pas de la
forme précise de la fonction γ. Puisque nous considérons ici σ > ζ, la fonction γ(q⊥) limite
les contributions principales au domaine phononique q⊥ < ζ−1. Cela nous permet alors
de considérer, dans les expressions (IV.16) et (IV.17), kB(q⊥) ∼ csq⊥ avec cs =

√
gIo/ko.

Nous écrivons ainsi :

〈δI2(r⊥, z)〉 ∼
2ε2I2

o

ζ2

∫
dκ

(2π)2 γ

(
κ

ζ

){
1 +

[
κ2 − 1

]
sin2(2gIoz κ)

}
et

〈θ′ 2(r⊥, z)〉 ∼
ε2

2ζ2

∫
dκ

(2π)2 γ

(
κ

ζ

){
1 +

[ 1
κ2 − 1

]
sin2(2gIoz κ)

}
, (IV.19)

en e�ectuant le changement de variable κ = ζq⊥. Nous voyons alors apparaître dans
l'argument du sinus un temps caractéristique :

zNL = 1
2gIo

généralement appelé � temps non-linéaire � [170].

Commençons par regarder rapidement la limite des temps courts z � zNL, où nous pou-
vons e�ectuer le développement sin(κz/zNL) ∼ κz/zNL. Nous obtenons alors les expres-
sions :

〈δI2(r⊥, z � zNL)〉 ∼ 2ε2I2
o

[
1− z2

z2
NL

ζ2

σ2

(
1− 2 ζ2

σ2

)]
� I2

o

et

〈θ′ 2(r⊥, z � zNL)〉 ∼ ε2

2

[
1 + z2

z2
NL

(
1− ζ2

σ2

)]
� 1 .

Sans surprise, nous retrouvons l'hypothèse des �uctuations faibles de la condition initiale
au début de la propagation.

Pour les temps plus longs z � zNL, le sinus oscille à présent très rapidement. Pour les
�uctuations d'intensité, le résultat s'obtient simplement en remplaçant le sinus carré par
sa valeur moyennée sur z. Nous trouvons alors directement :

〈δI(r⊥, z � zNL)〉 ∼ 〈〈δI(r⊥, z)〉〉z ∼ ε2I2
o

(
1 + ζ2

σ2

)
� I2

o .

Nous voyons ainsi que les �uctuations d'intensité restent bien faibles tout au long de
la propagation, comme nous l'avions supposé dans le chapitre précédent. Si, à présent,
nous nous penchons sur les �uctuations de phase, le calcul est un peu plus délicat. En
e�et, si nous prenons simplement la moyenne selon z, le terme en 1/κ2 dans l'expression
(IV.19) conduit à une divergence infrarouge dans l'intégrale. Nous devons ainsi traiter plus
précisément cette expression. Nous écrivons alors :

〈θ′ 2(r⊥, z � zNL)〉 ∼ ε2

2

1
4 + σ2

ζ2

∫ +∞

0
dκ

e
−
(
σ
ζ

)2
κ2

κ
sin2

(
z

zNL
κ

) .
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En utilisant le logiciel Mathematica, nous obtenons que :∫ +∞

0
dX

e−X
2

X
sin2(BX) ∼

B�1

1
2 ln(B)− 1

4ψ(1/2) (IV.20)

où ψ(z) est la fonction mathématique digamma, donnée par la dérivée logarithmique de
la fonction gamma d'Euler Γ(z). Cela nous donne alors pour les �uctuations de phase :

〈θ′ 2(r⊥, z � zNL)〉 ∝ ε2

4
σ2

ζ2 ln
(
csz
√

2
σ

)
.

Ainsi, celles-ci deviennent importantes aux temps longs. Cela correspond bien à ce que
nous avions supposé dans le chapitre précédent pour aboutir à l'expression (IV.14).

IV.2.2 Évolution des corrélations des fluctuations
Nous avons vu dans la partie IV.1.4 qu'une condition essentielle pour obtenir une force

de type Casimir dans un �uide était la présence de corrélations à longue portée. En uti-
lisant les résultats de la partie précédente, nous allons maintenant montrer que de telles
corrélations se manifestent dans la con�guration optique de la �gure IV.6.

Nous caractérisons ces corrélations via la fonction de cohérence du champ électrique donnée
par :

g1(∆r⊥, z) = 〈E(r⊥ + ∆r⊥, z)E∗(r⊥, z)〉 .

À nouveau, nous allons utiliser le formalisme intensité-phase où E =
√
Io + ∆I eiθ. Les

�uctuations d'intensité étant faibles, nous e�ectuons un développement limité au deuxième
ordre (le premier ordre étant en moyenne nul). Nous avons alors :

1
Io

〈√
I(r⊥ + ∆r⊥, z)I(r⊥, z)

〉
∼ 1− 1

8I2
o

〈
(δI(r⊥ + ∆r⊥, z)− δI(r⊥, z))2

〉
∼ exp

[
− 1

8I2
o

〈
(δI(r⊥ + ∆r⊥, z)− δI(r⊥, z))2

〉]
Pour les �uctuations de phase, celles-ci ne restant pas faibles au cours de l'évolution, nous
ne pouvons pas utiliser le même genre de développement. Cependant, nous manipulons
ici des variables aléatoires avec une distribution gaussienne. Cela nous permet d'utiliser
le théorème d'Isserlis (ou théorème des probabilités de Wick) qui nous donne 〈X2n〉 =
(2n)!/(2n n!)〈X2〉n et 〈X2n+1〉 = 0. Nous avons alors

〈eiX〉 =
∑
n

〈(iX)n〉
n! =

∑
n

〈−X2〉n

2n n! = e−
〈X2〉

2 .

En appliquant ce théorème à la phase et en utilisant le développement de l'intensité ci-
dessus, nous trouvons pour la fonction de cohérence :

g1(∆r⊥, z) = Io e
−
[

1
2〈(θ′(r⊥+∆r⊥,z)−θ′(r⊥,z))2〉+ 1

8I2o
〈(δI(r⊥+∆r⊥,z)−δI(r⊥,z))2〉

]
.
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Cette expression est similaire à celle utilisée pour décrire la cohérence spatiale des quasi-
condensats, dans le contexte des �uides quantiques de basse dimension à l'équilibre [126].
Les expressions (IV.13), (IV.14) et (IV.15) nous permettent par ailleurs d'obtenir :

〈(δI(r⊥ + ∆r⊥, z)− δI(r⊥, z))2 〉 =

4ε2I2
o

∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
(
1− cos (q⊥.∆r⊥)

)1 +

(2k kB(q⊥)
q2
⊥

)2

− 1

 sin2(kB(q⊥)z)


et

〈(θ′(r⊥ + ∆r⊥, z)− θ′(r⊥, z))2 〉 =

ε2
∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
(
1− cos (q⊥.∆r⊥)

)1 +

( q2
⊥

2k kB(q⊥)

)2

− 1

 sin2(kB(q⊥)z)

 .

Nous obtenons alors, pour la fonction de cohérence, l'expression :

g1(∆r⊥, z) =

Io exp {− ε2
∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
(
1− cos(q⊥.∆r⊥)

)[
1 + 2(gIo)2

k2
B(q⊥)

sin2(kB(q⊥)z)
]}

.
(IV.21)

Tout comme pour les calculs de 〈δI2〉 et 〈θ′ 2〉, nous nous plaçons dans l'approximation
phononique. Nous écrivons alors :

g1(∆r⊥, z) = Io exp
{
−2ε2σ

2

ζ2

∫ +∞

0
κdκ e

−σ
2
ζ2
κ2
[
1− J0(κ∆r⊥

ζ
)
] [

1 + 1
2κ2 sin2( z

zNL
κ)
]}

où J0 est la première fonction de Bessel.

0 20 40 60 80 100

Fig. IV.7 Courbes de la fonction g1, à partir de l’expression (IV.21), en fonction
de la distance ∆r⊥/σ pour différents z. Pour obtenir ces courbes, nous avons
utilisé les paramètres ε = 0.07 et ζ/σ = 0.158. La courbe pointillée représente la
fonction algébrique asymptotique (IV.23).
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Si nous regardons la fonction de cohérence aux temps courts z � zNL, nous obtenons :

g1(∆r⊥, z � zNL) ∼ Io + ε2Ioγ(∆r⊥)
(

1 + 1
2
z2

z2
NL

)
.

Nous retrouvons ainsi les corrélations à courte portée de l'état initial, de longueur carac-
téristique σ. Ce comportement est bien visible pour les courbes bleue (z = 0) et orange
(z = 10zNL) de la �gure IV.7, où nous avons tracé la fonction g1 en fonction de ∆r⊥ à
l'aide de la formule (IV.21).

Intéressons-nous à présent au régime, plus intéressant, des temps longs z � zNL où les
�uctuations de phase sont ampli�ées. Nous avons alors :

g1(∆r⊥, z � zNL) ' Io exp
{
−ε2σ

2

ζ2

∫ +∞

0
dκ e

−σ
2
ζ2
κ2
[
1− J0(κ∆r⊥

ζ
)
] 1
κ

sin2( z

zNL
κ)
}
.

(IV.22)
À nouveau, à l'aide du logiciel Mathematica, nous évaluons :

∫ +∞

0
dX

e−X
2

X
J0(AX) sin2(BX) ∼

B�1

1
2 ln(4B

A
) pour A < B .

Dans l'expression (IV.22), nous identi�ons A = ∆r⊥/σ et B = ζz/(σzNL) = csz/σ En
utilisant également la relation (IV.20), nous obtenons ainsi, pour ∆r⊥ < csz, l'expression
approchée :

g1(∆r⊥ < csz, z � zNL) ' Io e+α
2 ψ(1/2)

( 4σ
∆r⊥

)α
(IV.23)

où nous avons dé�ni le coe�cient

α = ε2

2
σ2

ζ2 .

Nous voyons ainsi apparaître un régime de décroissance algébrique que nous avons repré-
senté sur la �gure IV.7 par la courbe noire pointillée. Il est intéressant de noter ici que ce
régime dépend uniquement des paramètres ε et σ/ζ et non de la forme précise de la fonction
γ(∆r⊥). Sous l'e�et du milieu non-linéaire, les �uctuations initiales du faisceau lumineux
acquièrent ainsi � spontanément � un régime universel de corrélations algébriques au cours
de la propagation (sur une distance de l'ordre de quelques zNL). Ce comportement de la
fonction de cohérence est caractéristique des gaz de bosons en interaction à deux dimen-
sions [171], si ce n'est qu'il apparaît ici dans un contexte hors-équilibre. De plus, nous
remarquons que cette décroissance algébrique est indépendante du temps z. Un tel régime
stationnaire au sein d'un système hors-équilibre est caractéristique d'un phénomène dit de
préthermalisation [172, 173, 174, 175]. Le système, bien qu'hors-équilibre, converge peu
après le quench vers un point �xe quasi-thermal.

Pour A > 2B � 1, nous trouvons que :

∫ +∞

0
dX

e−X
2

X
J0(AX) sin(BX)� lnB .
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Ainsi pour ∆r⊥ > 2csz, la contribution du terme contenant la dépendance en ∆r⊥ devient
négligeable. La fonction de corrélation atteint alors un régime constant :

g1(∆r⊥ > 2csz, z � zNL) ' Ioe
+ ε2

4
σ2
ζ2
ψ(1/2)

(
σ

csz

)α
bien visible sur les courbes de la �gure IV.7. La limite ∆r⊥ = 2csz, dite de Lieb-Robinson,
dé�nit un cône de lumière au-delà duquel les �uctuations phononiques ne se sont pas encore
propagées. Ce plateau est alors contrôlé par l'intensité du champ moyen (g1 = |〈E〉|2)
qui diminue au fur et à mesure de la propagation selon z, les �uctuations prenant de
l'importance.

IV.2.3 Simulation de la propagation
A�n de véri�er nos résultats analytiques, nous avons utilisé une simulation numérique

que nous allons rapidement présenter ici. Celle-ci a été réalisée sur Matlab par Simon
Pigeon.

Pour cette simulation, nous utilisons une grille 2D (x, y) de taille W ×W avec un pas
dx = dy. Une première condition importante, a�n de décrire correctement notre speckle,
est de bien véri�er que dx < σ. Pour les bords, nous utilisons des conditions périodiques.
La tailleW est alors choisie de façon à ce que le cône de lumière des �uctuations n'atteigne
pas ces bords. Cela nous donne une deuxième condition : W > csz�nal où z�nal correspond
au temps maximal considéré pour la simulation.

Une fois les paramètres de notre grille choisis, nous devons générer notre état initial 2 :

Ψo(x, y) =
√
Io + εΨS(x, y) .

La génération numérique d'un speckle ΨS = Ψr + iΨi se fait en trois étapes [176].
Tout d'abord, nous générons deux champs aléatoires gaussiens décorrélés spatialement
Xr/i(x, y) dans notre grille. Ensuite, nous e�ectuons la transformée de Fourier des ces
champs que nous multiplions par une fonction cut-o� F (qx, qy). En�n, nous obtenons les
composantes Ψr/i du speckle en e�ectuant la transformée de Fourier inverse. Ainsi :

Ψr/i(x, y) = TF−1
[
TF[Xr/i(x, y)] F (qx, qy)

]
.

Dans notre cas, pour obtenir la fonction de corrélation γ(r⊥) introduite précédemment
(équation (IV.18)), nous utilisons la fonction :

F (qx, qy) = TF

[
exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)]
= exp

(
−
q2
x + q2

y

2 σ2
)

=
√
γ(qx, qy) .

Nous devons ensuite faire propager cet état initial selon la direction z en résolvant l'équa-
tion de Gross-Pitaevskii :

i∂zΨ(x, y; z) = − 1
2k∆Ψ(x, y; z)+g|Ψ(x, y; z)|2Ψ(x, y; z) = HoΨ(x, y; z)+HNLΨ(x, y; z)

2. Afin distinguer les expression numériques et analytiques, nous notons ici E −→ Ψ.
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discrétisée sur une grille, où nous rappelons que ∆ = ∂2
x + ∂2

y . Pour cela, on utilise la
méthode split-step qui permet de résoudre numériquement des équations non-linéaires
[177]. Cette méthode se base sur une séparation des parties linéaire Ho et non-linéaire
HNL, en propageant le champ par pas dz. Si cet intervalle est su�samment faible, la
propagation peut être approximée au premier ordre par :

Ψ(x, y; z + dz) ∼ e−idzHoe−idzHNLΨ(x, y; z) .

La propagation non-linéaire est alors facilement obtenue dans l'espace réel et la propaga-
tion libre, quant à elle, est plus simplement traitée dans l'espace de Fourier. La propagation
du champ est alors obtenue en écrivant :

Ψ(x, y; z + dz) ∼TF−1 [ exp(−idzHo) ΨNL(qx, qy; z + dz) ]

∼TF−1
[

exp(−idzHo)TF[exp{−idzg|Ψ(x, y; z)|2}Ψ(x, y; z)]
]

où l'hamiltonien libre est à présent donné, dans l'espace des impulsions, par :

Ho =
q2
x + q2

y

2k .

La fonction de corrélation g1 à un temps z donné est alors obtenue en multipliant le champ
Ψ(x, y; z) par le champ conjugué Ψ∗(x+∆x, y+∆y; z) à un autre point. La moyenne s'ef-
fectue en�n en sommant à la fois sur x et sur y. Ces étapes sont également répétées sur
un nombre N de con�gurations du speckle.

Au sein de notre simulation, nous pouvons jouer sur les paramètres physiques : masse
e�ective k, longueur de corrélation σ, intensité Io de l'onde plane initiale et paramètre
d'interaction g. Les résultats numériques donnés dans la suite de ce chapitre sont obtenus
en utilisant les valeurs :
- paramètres physiques : g = 0.01 ; ko = 1000 ; Io = 1000 ; σ = 0.1 ; ε = 0.07,
- paramètres numériques : W = 100 ; z�nal = 100 ; dx = dy = 0.05 ; dz = 0.1.

IV.2.4 Comparaison des résultats analytiques et numériques

Une comparaison brute des résultats analytiques et numériques de la fonction de cohé-
rence pour des paramètres identiques est montrée sur la �gure IV.8. Nous voyons ici que le
comportement prédit par l'expression analytique décrit bien les données obtenues à l'aide
de la simulation pour les temps assez courts. Aux temps plus longs, en revanche, il appa-
raît un décalage entre l'expression analytique et le résultat numérique. Celui-ci provient
d'e�ets au-delà de l'approximation de Bogoliubov, plus spéci�quement des interactions
entre les phonons. Ces interactions font lentement sortir le système du régime préthermal
et conduisent au bout d'un certain temps à sa thermalisation complète. La prise en compte
de ce phénomène dans notre modèle analytique est une tâche ardue qui nécessite une ap-
proche cinétique et fait actuellement l'objet de la thèse de Clément Duval. Cependant, si
nous nous limitons au domaine de préthermalisation, les corrections liées aux collisions
entre les phonons peuvent être prises en compte à l'aide d'un paramètre phénoménologique
β que nous ajusterons grâce aux résultats numériques. Puisque le comportement général
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Fig. IV.8 Sur ce graphe, nous avons tracé les fonctions g1 obtenues à l’aide
de l’expression (IV.21) (courbes pleines) et de la simulation numérique (points),
obtenues pour les paramètres : ε = 0.07 et ζ/σ = 0.158, et pour un nombre de
réalisation N = 2.

de la fonction de cohérence semble correctement pris en compte avec l'expression (IV.21),
nous supposons que notre paramètre dépend uniquement de z. Nous écrivons ainsi :

g1(∆r⊥, z) = Io exp
{
−ε2

∫
dq⊥

(2π)2 γ(q⊥)
(
1− cos(q⊥.∆r⊥)

)
[
1 + 2(gIo)2

k2
B(q⊥)

sin2(kB(q⊥)z) + β(z)
]}

.

(IV.24)

Fig. IV.9 Sur ce graphe, nous avons tracé les fonctions g1 obtenues à l’aide
de l’expression (IV.24) (courbes pleines) et de la simulation numérique (points),
pour les mêmes paramètres que ceux de la figure IV.8. Pour chaque courbe,
le paramètre β, décrivant les collisions entre les phonons, est ajusté : β(z =
10zNL) = 0 ; β(z = 50zNL) = −1 ; β(z = 100zNL) = −4 et β(z = 200zNL) = −9.

Si nous utilisons à présent l'expression (IV.24) en ajustant le paramètre β à l'aide des
données de la simulation, l'accord entre la théorie et le numérique devient excellent, comme
montré sur la �gure IV.9.
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IV.3 Force de Casimir au sein d’un fluide de lumière hors-équilibre
Ayant étudié la propagation de �uctuations au sein d'un �uide de lumière, nous avons

vu que le milieu Kerr permettait de les ampli�er et de faire émerger une corrélation à longue
distance. Ces éléments indiquent que ce système est un bon candidat pour l'émergence
d'une force de Casimir, ce que nous allons étudier à présent.

IV.3.1 Adaptation de l’approche de diffusion
Jusqu'à présent, nous avons étudié l'évolution des �uctuations en l'absence d'obstacles.

Nous regardons maintenant la situation en présence de deux plaques, comme illustré sur
la �gure IV.10.

Fig. IV.10 Nous reprenons la situation de la figure IV.6, avec un faisceau pa-
raxial présentant de petites fluctuations spatiales transverse, et incident sur un
milieu Kerr dans lequel nous ajoutons maintenant deux plaques espacées d’une
distance L. Nous introduisons également ici les notations pour les fluctuations
du champ dans les trois régions, comme cela avait été fait pour le cas du vide.

Tout comme pour les �uctuations du vide, nous allons obtenir l'expression de la pression
de Casimir à l'aide de l'approche de di�usion présentée dans la partie III.3. Cependant, à
la di�érence du vide, le champ moyen 〈E〉 est ici non-nul, de sorte que les �uctuations du
champ sont données par :

δE(q⊥, z) = E(q⊥, z)− 〈E(q⊥, z)〉 .

Les formules obtenues dans la partie IV.2 sans les plaques permettent d'obtenir l'expression
des �uctuations δEin (voir �gure IV.10). Les champs dans les autres zones (voir �gure IV.10
pour les notations) sont ensuite obtenues par les relations :(

δE(+)
out

δE(−)
out

)
= S(q⊥)

(
δE(+)

in

δE(−)
in

)

et (
δE(+)

cav

δE(−)
cav

)
= R(q⊥)

(
δE(+)

in

δE(−)
in

)
.
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où les matrices S(q⊥) et R(q⊥) sont données dans les équations (IV.2) et (IV.3). Nous
écrivons ensuite le champ par zone :

δEext(q⊥, z) = δE(+)
in (q⊥, z) + δE(−)

out (q⊥, z)
δEcav(q⊥, z) = δE(+)

cav (q⊥, z) + δE(−)
cav (q⊥, z)

où nous notons E(±)(q⊥, z) = E(±|qx|, qy, z). Notons ici que nous avons omis l'indice de
polarisation. En e�et, dans la limite paraxiale, le problème se réduit à une con�guration
scalaire où le champ de la forme (IV.10) se réduit à sa composante p = TE. La pression de
Casimir exercée selon la direction x par ces �uctuations sur une plaque est alors donnée
par :

P = 〈Txx(δEcav)〉 − 〈Txx(δEext)〉 (IV.25)

où nous reprenons pour le tenseur de Maxwell l'expression obtenue dans la partie III.3 :

Txx(E) = εo
2k

(
|∂xE|2

2k + Im[E∂zE∗]−
g

2 |E|
4
)
.

IV.3.2 Expression du tenseur de Maxwell dans les différentes régions

A�n d'utiliser l'approche de di�usion qui est une théorie linéaire, nous devons quadra-
tiser le tenseur de Maxwell. Pour cela, nous utilisons le fait que les �uctuations d'intensité
sont faibles, cela nous permet d'écrire :

|E|4 ∼ 2Io|E|2 − I2
o .

En nous rappelant que la phase du champ était donnée par :

θ(r⊥, z) = θ′(r⊥, z)− igIoz ,

nous allons utiliser la transformation unitaire

E(r⊥, z) −→ E(r⊥, z)e+igIoz .

Le tenseur de Maxwell est dans ce cas donné par :

Txx(E) = εo
2k

(
|∂xE|2

2k + Im[E∂zE∗] + gI2
o

2

)
.

Notons que le dernier terme étant constant, il s'annule lorsque l'on e�ectue la di�érence
(IV.25).

Le pression exercée par les �uctuations à l'intérieur et à l'extérieur des plaques est
alors donnée par :

〈Txx(δEext)〉 = 〈Txx(δE(+)
in )〉+ 〈Txx(δE(−)

out )〉
〈Txx(δEcav)〉 = 〈Txx(δE(+)

cav )〉+ 〈Txx(δE(−)
cav )〉 .
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De plus, nous utilisons à nouveau l'invariance par translation du système qui nous permet
d'écrire 〈δE(q⊥, z)δE∗(q′⊥, z)〉 = (2π)2δ(q⊥− q′⊥)〈|δE(q⊥, z)|2〉, de même pour 〈δE∂zδE∗〉.

Nous obtenons alors :

〈Txx(δE(+)
in )〉 = εo

2k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2

[
q2
x

2k 〈|δEin(q⊥, z)|2〉+ Im 〈δEin(q⊥, z)∂zδE∗in(q⊥, z)〉
]

que l'on trouve égale à la contribution du champ δE(−)
out :

〈Txx(δE(−)
out )〉 = εo

2k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2

[
|S21(q⊥)|2 + |S22(q⊥)|2

]
×
[
q2
x

2k 〈|δEin(q⊥, z)|2〉+ Im 〈δEin(q⊥, z)∂zδE∗in(q⊥, z)〉
]

en utilisant l'unitarité de la matrice S : |S21|2 + |S22|2 = 1. Nous avons ainsi :

〈T ext
xx 〉 = εo

k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2

[
q2
x

2k 〈|δEin(q⊥, z)|2〉+ Im 〈δEin(q⊥, z)∂zδE∗in(q⊥, z)〉
]

(IV.26)

De la même manière, nous obtenons :

〈Txx(δE(+)
cav )〉 = εo

2k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2

[
|R11(q⊥)|2 + |R12(q⊥)|2

]
×
[
q2
x

2k 〈|δEin(q⊥, z)|2〉+ Im 〈δEin(q⊥, z)∂zδE∗in(q⊥, z)〉
]
,

la contribution 〈Txx(δE(−)
cav )〉 étant identique avec R11 → R21 et R12 → R22 . Nous avons

ainsi :

〈T cav
xx 〉 = εo

k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2

(
q2
x

2k 〈|δEin(q⊥, z)|2〉+ Im 〈δEin(q⊥, z)∂zδE∗in(q⊥, z)〉
)
G(q⊥) (IV.27)

où la fonction G a été introduite précédemment, voir la relation (IV.6). Dans la suite, pour
simpli�er l'écriture, nous omettrons l'indice � in � et noterons simplement E ≡ Ein.

IV.3.3 Expression de la pression de Casimir
En insérant les expressions (IV.26) et (IV.27) dans la relation (IV.25), nous obtenons

l'expression générale de la pression de Casimir :

P(L, z) = εo
k

∫
dq

(+)
⊥

(2π)2
r2(q⊥)e2iqxL

1− r2(q⊥)e2iqxL

[
q2
x

2k 〈|δE(q⊥, z)|2〉 − Im 〈δE∗(q⊥, z)∂zδE(q⊥, z)〉
]
+ c.c. .

Nous retrouvons ici la fonction de transfert de la cavité Fabry-Perot que nous avions déjà
rencontrée dans le cas de la force de Casimir dans le vide (voir partie IV.1.2). Nous voyons
ensuite que nous avons deux contributions di�érentes. La première rappelle l'expression
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(IV.7) obtenue dans le cas du vide et est donnée par l'énergie des �uctuations q2
x/(2ko)

pondérée par leur spectre 〈|δE(q⊥, z)|2〉. Le deuxième terme Im 〈δE(q⊥, z)∂zδE∗(q⊥, z)〉
n'apparaissait pas dans le cas du vide, en e�et, il correspond à un spectre de courant des
�uctuations et est un terme non-stationnaire. Si nous repassons dans l'espace réel, nous
trouvons :

P(L, z) = −εo2

∫
d∆r⊥

[
1
k

∂2g1(∆r⊥, z)
∂(∆x)2 + gj1(∆r⊥, z)

]∫
dq⊥

(2π)2
r2(q⊥)eiq⊥.(2Lex−∆r⊥)

1− r2(q⊥)e2iqxL

(IV.28)
où nous retrouvons la fonction de cohérence en l'absence de plaques,

g1(∆r⊥, z) = 〈δE(r⊥ + ∆r⊥, z)δE∗(r⊥, z)〉 ,

et nous avons introduit ici la fonction de corrélation de courant

gj1(∆r⊥, z) = 2
k
Im 〈δE∗(r⊥, z)∂zδE(r⊥ + ∆r⊥, z)〉 .

Le calcul de cette nouvelle fonction de corrélation est présenté dans l'annexe E.

A�n de calculer la pression (IV.28), nous utilisons la relation :∫
dq⊥

(2π)2
r2(q⊥)

1− r2(q⊥)e2iqxL e
2iqxL(1−∆x

2L )e−iqy∆y =
∫
dq⊥

(2π)2 r
2(q⊥)e2iqxL(1−∆x

2L )e−iqy∆y

×
+∞∑
n=0

r2n(q⊥)e2inqxL .

Dans notre con�guration, nous pouvons simpli�er encore l'expression (IV.28). En e�et,
rappelons ici que nous considérons un faisceau paraxial. Cela se traduit par la condition
kσ � 1, qui implique que les photons contribuant à la force sont typiquement tels que
r(q⊥) −→ 1 (incidence � rasante �). Nous avons alors :

+∞∑
n=0

∫
dq⊥

(2π)2 r
2(n+1)(q⊥)e2iqxL(1+n−∆x

2L )e−iqy∆y −→
r→1

+∞∑
n=0

δ

(
n+ 1− ∆x

2L

)
δ(∆y) .

Nous obtenons ainsi l'expression �nale pour la pression de Casimir :

P(L, z) = −εo2

+∞∑
n=0

[
1
k2
∂2g1(∆r⊥, z)
∂(∆x)2 + gj1(∆r⊥, z)

]
∆r⊥=(2L(n+1) , 0)

. (IV.29)

Cette pression est tracée sur la �gure IV.11 dans le régime préthermal z � zNL, en
utilisant l'équation (IV.21) pour évaluer la fonction gj et l'équation (E.1) pour la fonction
gj1. Dans ce régime, la pression ne dépend (presque) pas de z. La �gure IV.11 met en
évidence deux régions bien distinctes séparées par la limite L ∼ σ. Pour des distances
L . σ, tout d'abord, la contribution principale est donnée par la fonction de corrélation
de courant gj1 (voir annexe E). Nous trouvons alors l'expression :

P(L . σ, z) ∼ +εo
8
ε2Io
(kζ)2

σ

L

√
π

1 + ε2σ2/(4ζ2) . (IV.30)
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Fig. IV.11 Graphe de la pression de Casimir, tracée à partir de l’expression
(IV.29), en fonction de l’espacement entre les plaques L/σ, dans le régime pré-
thermal z � zNL. Les trois courbes correspondent à trois valeurs du rapport ζ/σ
(un ζ plus petit correspondant à une interaction plus forte). L’insert montre la
pression pour ζ/σ = 0.1 en double échelle logarithmique, pour mettre en évidence
la décroissance algébrique. La courbe pointillée est la loi asymptotique (IV.31).

Le signe positif indique ici une force répulsive entre les plaques. Cette expression (IV.30)
indique par ailleurs que la force est algébrique à courte distance. Il est important de noter,
néanmoins, que ce résultat dépend de la forme spéci�que de γ, la fonction de corrélation
du speckle initial. La relation (IV.30) est donc non-universelle, elle dépend fortement des
détails de l'état initial. Notons également que dans ce régime de petites séparations L/σ,
les e�ets de champ proches au voisinage des plaques deviennent importants, et l'approche
de di�usion utilisée ici devient probablement moins applicable en pratique.

Pour les distances L � σ, la contribution de la fonction de corrélation de courant gj1 est
en revanche négligeable (voir annexe E). De plus, pour ∆r � σ la variation de la fonction
de corrélation ∂2

xg1 décroit très rapidement, de sorte que la pression de Casimir (IV.28)
est essentiellement donnée par le premier terme de la somme sur n. Nous avons donc :

P(L� σ, z) ∼ − εo
2k2

∂2g1(∆r⊥, z)
∂(∆x)2

∣∣∣∣∣
∆r⊥=(2L,0)

.

À l'intérieur du cône de lumière, où la fonction g1 est donnée par l'expression (IV.23),
nous obtenons alors l'expression de la pression :

P(L� σ, z � zNL) ∼ − εoIo
(kσ)2

e
α
2 ψ(1/2)

8 α(α+ 1)
(2σ
L

)α+2
(IV.31)

où nous rappelons que

α = ε2

2
σ2

ζ2 . (IV.32)

Contrairement au régime de courte séparation (IV.30), le résultat à grande séparation
(IV.31) est universel, au sens où la pression ne dépend pas de la forme spéci�que de
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γ, la fonction de corrélation du speckle initial. Par ailleurs, dans ce régime, la force est
attractive, comme pour la force de Casimir dans le vide. Notons toutefois que l'expression
(IV.31) est uniquement valide tant que la séparation entre les plaques reste plus petite
que le bord csz du cône de lumière (dans le cas contraire, la fonction g1 devient constante
et la pression de Casimir est ainsi nulle).

IV.3.4 Discussion sur les résultats

Le résultat le plus intéressant de notre étude est la mise en évidence d'un régime uni-
versel de force attractive pour des séparations L� σ. Dans ce régime, la pression décroît
algébriquement suivant (IV.31). L'exposant (IV.32) de cette décroissance peut, a priori,
avoir une valeur quelconque. En e�et, bien que nous ayons supposé ε� 1, le rapport σ/ζ
peut être pris bien plus grand que 1 (voir �gure IV.11). Le choix de sa valeur par l'expé-
rimentateur·rice permet ainsi de régler l'amplitude de la pression de Casimir. Notons au
passage que nous véri�ons bien ici que le régime considéré σ/ζ > 1 est le plus favorable
pour ce qui est de l'amplitude de la pression de Casimir. Cela se comprend par le fait que
comme nous l'avons vu dans la partie IV.2, en prenant σ > ζ, on ne sélectionne que les
excitations phononiques qui sont celles qui contribue à l'ordre à longue portée.

Un autre point intéressant, et qui permet de con�rmer l'intérêt de ce système dans l'étude
des forces de type Casimir, est de comparer nos résultats au cas d'un speckle initial d'am-
plitude Io et de même fonction de corrélation (IV.18) se propageant librement dans un
milieu linéaire. Dans cette con�guration, la pression de Casimir est simplement donnée
par :

P(L) ∼ εoIo
k2 γ′′(2L) .

Pour L� σ, nous avons alors :

P(L� σ) ∼ − εoIo
(kσ)2

(
L

σ

)2
e−L

2/σ2

qui est très faible devant l'expression (IV.31) pour α & 1. En d'autres termes, que ce soit
en terme d'amplitude ou d'universalité de la force de Casimir, il est bien plus intéressant
d'envoyer une petite �uctuation et de laisser un milieu Kerr l'ampli�er plutôt que de pro-
pager un faisceau présentant de grandes �uctuations dans un milieu linéaire.

Notons ici que nous avons quelque peu passé sous silence la physique induite par l'inter-
férence entre l'extérieur et le milieu Kerr, à z = 0. Des simulations préliminaires réalisées
par S. Pigeon semblent indiquer qu'à cette interface, la présence des plaques crée une pe-
tite perturbation au sein du �uide de lumière qui engendre la création de deux paires de
particules de Bogoliubov. La moitié de ces �uctuations ainsi créées reste piégée au sein de
la cavité et induit probablement une contribution répulsive à la pression sur les plaques.
Nous n'avons pas étudié ici cette contribution, cependant en pratique elle peut être me-
surée en propageant uniquement la composante stationnaire du faisceau et être ensuite
soustraite de la pression mesurée en présence du speckle.
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IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que lorsque l'on propage un faisceau lumineux fai-
blement incohérent spatialement dans un milieu Kerr, les �uctuations initiales acquièrent
une nature phononique et sont rapidement ampli�ées. Ce processus amène à l'émergence
d'un régime de préthermalisation qui s'e�ectue à des échelles z ∼ zNL (typiquement
quelques millimètres en pratique). Il est caractérisé par une décroissance algébrique de la
fonction de cohérence du faisceau, c'est-à-dire par un ordre à longue portée qui rappelle
la physique des quasi-condensats dans le contexte des gaz quantiques en basse dimension.
Ces éléments nous ont amené à considérer un tel système comme étant un bon candidat à
l'émergence d'une force de Casimir. Nous avons ainsi pu obtenir l'expression de la pression
de Casimir dans le régime de préthermalisation, où elle présente deux régimes di�érents :
un régime répulsif non-universel à courte distance L < σ, et un régime attractif universel
à longue distance L > σ.

Un point que nous n'avons pas abordé dans notre étude est l'in�uence du coe�cient
ε (l'amplitude relative des �uctuations initiales) sur la dynamique du faisceau. Le com-
portement de la fonction g1 obtenu numériquement pour des valeurs croissantes de ε est
représenté ici sur la �gure IV.12. Cette �gure met en évidence une transition, quand ε
augmente, du régime préthermal (décroissance algébrique de g1) vers un autre régime où
g1 décroît exponentiellement. Ce comportement rappelle là encore celui des gaz quantiques
à basse dimension, qui passent d'un régime de quasi-condensat à basse température à un
régime de gaz de bosons sans interaction (le coe�cient ε joue ainsi le rôle d'une tempé-
rature e�ective du faisceau initial). Si ce régime à grand ε n'est clairement pas un bon
candidat pour y étudier une pression de Casimir (les corrélations y étant de nouveau de
courte portée), son étude ouvre des perspectives intéressante dans le cadre des �uides
classiques ou quantiques hors-équilibre.

Fig. IV.12 Courbes de la fonction de cohérence obtenues pour des valeurs crois-
santes de ε à l’aide de la simulation numérique présentée dans la partie IV.2.3
(les autres paramètres sont les mêmes que ceux de la figure IV.8). Ces courbes
mettent en évidence un nouveau régime de décroissance exponentielle lorsque ε
est augmenté. Ici, le nombre de réalisations du speckle est N = 2 pour ε = 0.1,
N = 103 pour ε = 0.2 et N = 104 pour ε = 0.28.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons vu qu'il était possible d'utiliser les propriétés de la lumière
pour reproduire des phénomènes issus de la matière condensée ou des gaz quantiques. Pour
cela, nous avons étudié la propagation de faisceaux lumineux dans deux milieux complexes
di�érents : un désordre transverse dans lequel nous avons montré l'existence d'un e�et Hall
de spin optique, puis un milieu non-linéaire de type Kerr où nous avons mise en évidence
une force de type Casimir induite par un quasi-condensat de lumière.

Dans un premier temps, l'étude de la propagation d'un faisceau lumineux au sein d'un
désordre transverse au-delà de l'approximation paraxiale nous a permis d'y mettre en évi-
dence un nouveau type d'e�et Hall de spin optique. Nous avons en e�et montré que la
trajectoire du faisceau balistique dans un tel milieu subit un déplacement proportionnel
à son hélicité et inversement proportionnel au nombre d'onde transverse. Cette dernière
propriété est intéressante par rapport aux e�ets de couplage spin-orbite déjà connus dans
la littérature qui font, eux, intervenir le nombre d'onde total. De plus, le nombre d'onde
transverse peut être directement contrôlé en faisant varier l'angle d'incidence du faisceau
dans le milieu. Cela constitue l'un des intérêts de cette con�guration de désordre trans-
verse. Cependant, le désordre implique également l'existence d'un phénomène de di�usion
multiple au sein du milieu susceptible de masquer l'e�et Hall de spin du faisceau balis-
tique. Pour pouvoir contourner cette di�culté, nous avons proposé d'adapter une méthode
polarimétrique, déjà utilisée pour étudier les e�ets de couplage spin-orbite, à notre con�-
guration avec du désordre. Avec cette méthode, nos résultats suggèrent qu'une mesure de
l'e�et Hall de spin en présence de désordre est accessible. Notre étude constitue une pre-
mière étape vers une approche plus systématique des interactions spin-orbite de la lumière
en présence du désordre. Parmi les questions ouvertes, il serait intéressant de rechercher
également des manifestations de l'e�et Hall de spin dans le halo de di�usion multiple, que
nous n'avons pas considéré dans cette thèse. Un autre phénomène intéressant à étudier est
le régime de localisation d'Anderson dans lequel, en l'absence d'interaction spin-orbite, le
centre de masse du faisceau s'annule [178]. Ce que devient ce phénomène en présence de
l'e�et Hall de spin reste à comprendre.

Dans la seconde partie de la thèse, nous avons considéré l'évolution de �uctuations au
sein d'un �uide de lumière sans cavité, en étudiant la propagation d'un faisceau paraxial
faiblement incohérent spatialement au sein d'un milieu Kerr. Dans ce système, nous avons
dérivé la relation de dispersion de Bogoliubov pour les �uctuations et mis en évidence
l'existence d'un domaine phononique qui conduit à l'ampli�cation des �uctuations lors de
la propagation dans le milieu Kerr. En étudiant, ensuite, les corrélations de ces �uctuations,
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nous avons montré qu'elles présentent un régime de décroissance algébrique longue portée,
caractéristique des quasi-condensats de Bose-Einstein en deux dimensions. Dans le cas du
�uide de lumière généré par un laser, cependant, la propagation de la lumière correspond
naturellement à une dynamique hors-équilibre. Dans ce cadre, la loi algébrique que nous
avons obtenue se manifeste dans un régime quasi-stationnaire appelé préthermalisation.
Dans ce régime, nous avons alors calculé la pression de Casimir s'exerçant sur deux plaques
placées au sein du �uide. En particulier, nous avons montré que la décroissance algébrique
des corrélations se traduit par une force de Casimir algébrique et universelle à grande
distance. Cette pression peut être facilement modulée en jouant sur la non-linéarité du
milieu, ce qui constitue un intérêt majeur de ce système. Notons que dans cette thèse, nous
avons vu les limites de l'approximation de Bogoliubov pour décrire notre système, puisque
celle-ci néglige les interactions entre les �uctuations. Explorer l'évolution dynamique de
ces dernières au-delà de cette approximation est une première perspective qui émerge de
cette thèse. Un autre question ouverte est la nature du régime préthermal au delà de
la limite de faibles �uctuations initiales. En e�et des résultats préliminaires mettent en
évidence un cross-over vers un régime où les corrélations deviennent exponentielles lorsque
l'amplitude des �uctuations initiales est augmentée. Ce comportement rappelle là encore
celui des gaz quantiques en dimension deux, qui passent d'un état quasi-condensé à un
état normal lorsque la température est augmentée.



Annexe A
Polarisabilité non-linéaire

Nous allons développer ici les calculs permettant d'obtenir les expressions de la polari-
sibilité (III.1), (III.2) que nous avons présenté dans la partie III.1. Dans toute cet annexe,
nous omettons la dépendance spatiale a�n d'alléger les expressions.

A.1 Deuxième ordre
Pour une réponse non-instantanée du milieu, le second ordre de la polarisabilité est

donnée par l'expression complète [84] :

P
(2)
i (t) = εo

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 χ

(2)
ijk(t1, t2)Ej(t− t1)Ek(t− t2) .

En injectant dans cette équation la transformée de Fourier pour les champs électriques

Ei(t) =
∫
dω

2πEi(ω)e−iωt ,

nous obtenons l'expression :

P
(2)
i (t) = εo

∫ +∞

−∞

dω1
2π

∫ +∞

−∞

dω2
2π

[∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 χ

(2)
ijk(t1, t2)e+i(ω1t1+ω2t2)

]
× Ej(ω1)Ek(ω2)e−i(ω1+ω2)t .

Nous voyons alors apparaître la transformée de Fourier inverse de la susceptibilité que l'on
dé�nit par :

χ
(2)
ijk(ω1, ω2) =

∫
dt1

∫
dt2 χ

(2)
ijk(t1, t2)e+i(ω1t1+ω2t2) .

La polarisabilité s'écrit alors :

P
(2)
i (t) = εo

∫ +∞

−∞

dω1
2π

∫ +∞

−∞

dω2
2π χ(2)(ω1, ω2)Ej(ω1)Ek(ω2)e−i(ω1+ω2)t .

Si nous reprenons la dé�nition de la transformée de Fourier :

P
(2)
i (t) =

∫
dω

2π P
(2)
i (ω)e−iωt ,
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nous pouvons identi�er les termes ω = ω1 +ω2 et nous retrouvons bien l'expression donnée
dans l'équation (III.1) :

P
(2)
i (ω) = εo

∑
ω1,ω2

ω1+ω2=ω

χ
(2)
ijk(ω1, ω2;ω = ω1 + ω2)Ej(ω1)Ek(ω2) .

Dans le chapitre III, nous avons simpli�é l'écriture en notant χ(2)(ω1, ω2 ; ω = ω1 +ω2) ≡
χ(2)(ω1 + ω2) .

A.2 Troisième ordre

Le troisième ordre de la susceptibilité est donné par [84] :

P
(3)
i (t) = εo

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2

∫ t

0
dt3 χ

(3)
ijkl(t1, t2, t3)Ej(t− t1)Ek(t− t2)El(t− t3) .

De la même manière que précédemment, nous introduisons pour la susceptibilité la trans-
formée de Fourier inverse :

χ
(3)
ijkl(ω1, ω2, ω3) =

∫
dt1

∫
dt2

∫
dt3 χ

(3)
ijkl(t1, t2, t3)e+i(ω1t1+ω2t2+ω3t3)

et nous obtenons l'expression pour la polarisabilité :

P
(3)
i (t) = εo

∫
dω1
2π

∫
dω2
2π

∫
dω3
2π χ

(3)
ijkl(ω1, ω2, ω3)Ej(ω1)Ek(ω2)El(ω3)e−i(ω1+ω2+ω3)t .

En identi�ant à nouveau les termes tels que ω = ω1 +ω2 +ω3, nous obtenons l'expression
donnée dans l'équation (III.2) :

P
(3)
i (ω) = εo

∑
ω1,ω2,ω3

ω1+ω2+ω3=ω

χ(3)(ω1 + ω2 + ω3)Ej(ω1)Ek(ω2)El(ω3) .



Annexe B
Relation de Bogoliubov

Dans la section III.2.3, nous avons obtenu le système d'équations :
∂zδI(r⊥, z) = −Io

k
∆θ′(r⊥, z)

∂zθ
′(r⊥, z) = 1

4k
∆(δI(r⊥, z))

Io
− gδI(r⊥, z) .

(B.1)

Pour résoudre ce système, nous passons dans l'espace des impulsions en utilisant :

δI(r⊥, z) =
∫
dq⊥

(2π)2 δI(q⊥, z) eiq⊥.r⊥ ,

θ′(r⊥, z) =
∫
dq⊥

(2π)2 θ
′(q⊥, z) eiq⊥.r⊥ .

En injectant ces expressions dans le système (B.1), nous obtenons les équations :
∂zδI(q⊥, z) = +Io

k
q2
⊥ θ
′(r⊥, z)

∂zθ
′(r⊥, z) = −

(
1
4k
q2
⊥
Io

+ g

)
δI(q⊥, z) .

En dérivant la première équation par rapport à z et en la combinant avec la seconde, nous
obtenons alors :

∂2
zδI(q⊥, z) = −q

2
⊥
k

(
q2
⊥

4k + gIo

)
δI(q, z) = −k2

B(q⊥) δI(q⊥, z) .

Nous retrouvons ainsi la relation de Bogoliubov donnée dans l'équation (III.15) :

kB(q⊥) =

√√√√q2
⊥
k

(
q2
⊥

4k + gIo

)
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Annexe C
Dérivation du tenseur de Maxwell

C.1 Dans un milieu linéaire

Si nous prenons l'expression de la force de Lorentz (III.22) et y injectons les équations
de Maxwell, nous obtenons :

f = (∇.D)E + 1
µo

(∇×B)×B − (∂tD)×B . (C.1)

Nous allons commencer par considérer le terme contenant la dérivée temporelle. Celui-ci
peut être réécrit :

(∂tD)×B = ∂t(D×B)−D× (∂tB) .

En utilisant l'équation de Maxwell ∇.B = 0, nous avons alors :

(∂tD)×B = ∂t(D×B) +D× (∇×E) . (C.2)

Cette formule contient deux doubles produits vectoriels qu'il est pratique d'exprimer à
l'aide de la notation indicielle. Le produit vectoriel s'écrit alors :

(u× v)i = εijkujvk

où εijk est le tenseur de Levi-Civita. Nous avons ainsi :

[(∇×B)×B]i = εijk(∇×B)jBk = εijkεjlm(∂lBm)Bk .

En utilisant la propriété du tenseur de Levi-Civita

εijkεjlm = δimδkl − δilδkm ,

nous obtenons �nalement :

[(∇×B)×B]i = Bk∂kBi −Bk∂iBk . (C.3)

En utilisant à nouveau la relation ∂kBk = 0, nous pouvons réécrire cette expression sous
la forme :

[(∇×B)×B]i = ∂k

(
BkBi −

B2

2 δik

)
.
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De la même manière, nous obtenons :

[D× (∇×E)]i = Dk∂iEk −Dk∂kEi .

Dans un milieu linéaire, nous avons :

D = εLE ,

ce qui nous permet d'écrire :

[D× (∇×E)]i = ∂k

(
εLE

2

2 δik −DkEi

)
+ Ei∂kDk . (C.4)

En regroupant les relations (C.1), (C.2), (C.3) et (C.4), nous obtenons �nalement l'ex-
pression pour la force :

fi = −∂k

(
D.E

2 δik −DkEi + B2

2µo
− 1
µo
BkBi

)
− ∂t (D×B)i

d'où nous déduisons immédiatement le tenseur de Maxwell (III.26) par identi�cation avec
l'expression (III.21).

C.2 Dans un milieu Kerr

Pour un milieu Kerr, les équations (C.1), (C.2) et (C.3) sont toujours valides. Cepen-
dant, nous avons à présent :

D = εLE + εNL〈E2〉tE .

Le calcul pour la partie linéaire est le même que précédemment, nous allons donc ici nous
concentrer sur la partie non-linéaire :

D
(NL)
j (r, t) = εNL〈E2〉tEj = εNL

∫
dt′

τ
Ek(r, t′)Ek(r, t′)Ej(r, t) .

Nous avons donc :

D
(NL)
j (r, t)∂iEj(r, t) = εNL〈E2〉tEj = εNL

∫
dt′

τ
Ek(r, t′)Ek(r, t′)Ej(r, t)∂iEj(r, t) .

Pour une onde monochromatique, nous avons :

Ej(r, t1)∂iEj(r, t2) = Ej(r, t2)∂iEj(r, t1) ,

ce qui nous permet d'écrire :

∂i
(
D

(NL)
j Ej

)
= 4εNL

∫
dt′

τ
Ek(r, t′)Ek(r, t′)Ej(r, t)∂iEj(r, t) .

Nous obtenons ainsi :

D
(NL)
j ∂iEj = 1

4∂i
(
D

(NL)
j Ej

)
.

Au �nal, nous avons donc l'expression pour la force :

fi = −∂k

([
D(L).E

2 + D(NL).E

4

]
δik −

[
D

(L)
k +D

(NL)
k

]
Ei + B2

2µo
− 1
µo
BkBi

)
−∂t (D×B)i .

Par identi�cation, nous obtenons alors le tenseur de Maxwell donné par l'équation (III.27).
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C.3 Dans l’approximation paraxiale
Dans l'approximation paraxiale, nous écrivons :

E(r, t) = Re
{
E(r)eikz−ωoz

}
ey .

A�n d'exprimer le tenseur de Maxwell, nous nous placerons également dans la jauge de
Coulomb :

E = −∂zA etB =∇×A .

Nous avons alors :

A(r, t) = Im
{E(r)
ωo

eikz−ωot
}
ey

et

B(r, t) = −∂z
[
Im
{ E
ωo
ei(kz−ωot)

}]
ex + ∂x

[
Im
{ E
ωo
ei(kz−ωot)

}]
ez .

Pour un champ électrique selon ey, l'élément diagonal Txx du tenseur de Maxwell (III.27)
est donné par :

Txx = εo
2 E

2 + 1
2µo

(B2
z −B2

x) + εNL
4 〈E

2〉tE2

où nous avons ici considéré εL = εo pour simpli�er les équations. Nous nous intéressons
ici à la moyenne temporelle du tenseur de Maxwell. Pour l'exprimer, nous utilisons :

〈E2〉t = |E|
2

2 ,

〈B2
z 〉t = |∂xE|

2

2ω2
o

,

〈B2
x〉t = −|∂zE + ikE|2

2ω2
o

= −1
2ω2

o

[
ik (E∂zE∗ − E∗∂zE) + |∂zE|2 + k2|E|2

]
et

εNL〈E2〉t = εoχ
(3)|E|2 .

Dans l'approximation paraxiale, le terme |∂2
zE|2 est négligeable. Nous utilisons également

les relations :

µoω
2
o = k2

εo

et

g = −k2 εoχ
(3)

qui nous permettent d'obtenir l'expression :

〈Txx〉t = εo|∂xE|2

4k2 − εo
2k Im (E∗∂zE)− g|E|4

4k .
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Annexe D
Calcul de la force de Casimir dans le
vide

D.1 Base (TE,TM)

Pour décrire les phénomènes de ré�exion-transmission, on utilise la base (TE,TM) pour
laquelle les vecteurs unitaires sont donnés par [25] :

αTE(k) =

 0
− sinφ
cosφ

 (D.1)

αTM (k) =

 − sin θ
cos θ cosφ
cos θ sinφ

 (D.2)

En dé�nissant les angles (θ, φ) tels que :

k = |k|

 cos θ
sin θ cosφ
sin θ sinφ



D.2 Calcul de 〈T ext
xx 〉

Nous cherchons ici à calculer :

〈T ext
xx 〉 = εo

2 (〈E2
ext〉 − 2〈E2

ext,x〉) + 1
2µo

(〈B2
ext〉 − 2〈B2

ext,x〉)

avec
Eext =

∑
m

[
Ê

(+)
m,ine

i(k(+).r−ωt)α(+)
m + Ê

(−)
m,oute

i(k(−).r−ωt)α(−)
m

]
+ h.c.

où nous avons noté :

Ê
(η)
m,in =

√
~ω

2εoV
â(η)
m
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avec m = (k, p) . Nous rappelons que le champ Eout est donné par :

Ê
(−)
m,out = Sm21Ê

(+)
m,in + Sm22Ê

(−)
m,in .

1- Terme 〈E2
ext〉 :

En utilisant les propriétés des opérateurs â(η)
µ , nous avons :

〈Ê(η)
m,inÊ

(η′) †
m′,in 〉 = ~ω

2εoV
δm,m′δη,η′ (D.3)

et
〈Ê(η) †

m,in Ê
(η′)
m′,in〉 = 〈Ê(η) †

m,in 〉 = 〈Ê(η)
m,in〉 = 0 . (D.4)

Nous écrivons ainsi :

〈E2
ext〉 =

∑
m

[
(1 + |Sµ21|

2)〈Ê(+)
m,inÊ

(+) †
m,in 〉+ |Sµ22|

2〈Ê(−)
m,inÊ

(−) †
m,in 〉

]
=
∑
µ

~ω
2εoV

(
1 + |Sm21|2 + |Sm22|2

)
.

L'unitarité de la matrice de scattering nous donne la propriété :

|S21|2 + |S22|2 = 1

ce qui nous donne �nalement :

〈E2
ext〉 =

∑
m

~ω
εoV

2- Terme 〈E2
ext,x〉 :

En utilisant les expressions des vecteurs de polarisation (D.1) et (D.2), nous voyons
que seules les ondes TM interviennent ici avec une amplitude sin θ. Le reste du calcul est
équivalent au précédent, nous obtenons donc :

〈E2
ext,x〉 = 1

2
∑
m

~ω
εoV

sin2 θ

La seule subtilité étant le facteur 1/2, nécessaire car la somme sur les modes m contient
toujours la somme sur les polarisations TE et TM.

3- Expression finale :
En sommant les deux résultats obtenus précédemment, nous obtenons l'expression :

εo
2 〈E

2
ext〉 − εo〈E2

ext,x〉 =
∑
m

~ω
2V

(
1− sin2 θ

)
=
∑
m

~ω
2V cos2 θ .

Le calcul est exactement le même pour le champ magnétique et donne la même contribu-
tion. On a donc �nalement :

〈T ext
xx 〉 = 1

V

∑
µ

~ω cos2 θ ,

qui est bien l'expression (IV.4).
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D.3 Calcul de 〈T cav
xx 〉

La calcul est très proche de celui développé pour 〈T ext
xx 〉, avec cette fois-ci :

Ecav =
∑
m

[
Ê(+)
m,cave

i(k(+).r−ωt)α(+)
m + Ê(−)

m,cave
i(k(−).r−ωt)α(−)

m

]
+ h.c.

en rappelant :
Ê(+)
m,cav = Rm11Ê

(+)
m,in +Rm12Ê

(−)
m,in

Ê(−)
m,cav = Rm21Ê

(+)
m,in +Rm22Ê

(−)
m,in .

En se servant toujours des expressions (D.3) et (D.4), nous avons à présent :

〈Ecav〉 =
∑
m

[
(|Rm11|2 + |Rm21|2)〈Ê(+)

m,inÊ
(+) †
m,in 〉+ (|Rm12|2 + |Rm22|2)〈Ê(−)

m,inÊ
(−) †
m,in 〉

]
=
∑
m

~ω
2εoV

(
|Rm11|2 + |Rm12|2 + |Rm21|+ |Rm22|2

)
.

Nous notons
Gm = |Rm11|2 + |Rm12|2 + |Rm21|+ |Rm22|2 .

En utilisant l'expression (IV.3) de la matrice R, nous calculons assez facilement que :

Gm = 1− |rm|2

|1− rmei|kx|L|2
.

De la même façon que pour 〈T ext
xx 〉, nous obtenons alors l'expression :

〈T cav
xx 〉 = 1

V

∑
m

~ωGm cos2 θ ,

qui est bien l'expression (IV.5)



106 Annexe D. Calcul de la force de Casimir dans le vide



Annexe E

Fonction de corrélation de courant g
j
1

Nous avons introduit dans la partie IV.3, la fonction de corrélation de courant :

gj1(∆r⊥, z) = 2
ko
Im 〈E∗(r⊥, z)∂zE(r⊥ + ∆r⊥, z)〉

que nous allons rapidement étudier dans cet annexe.

E.1 Expression dans l’approximation de Bogoliubov
En utilisant le formalisme intensité-phase et l'approximation des �uctuations d'inten-

sité faible, nous écrivons au premier ordre :

E∗(r⊥, z)∂zE(r⊥ + ∆r⊥, z) ∼
(
∂zδI(r⊥ + ∆r⊥, z)

2 + i∂zθ

[
1 + δI(r⊥ + ∆r⊥, z)

2Io
+ δI(r⊥, z)

2Io

])
× exp [i∆θ(∆r⊥, z)]

où nous avons noté ∆θ(∆r⊥, z) = θ(r⊥ + ∆r⊥, z) − θ(r⊥, z) . En utilisant le théorème
des probabilités de Wick tout comme pour l'expression de la fonction de cohérence, nous
avons :

〈X1e
iX2〉 = 〈X1X2〉e−

〈X2
2 〉

2 .

Nous obtenons alors :

gj1(∆r⊥, z) = 1
ko
e−
〈∆θ2(∆r⊥,z)〉

2 {〈∂zθ(r⊥ + ∆r⊥, z) [δI(r⊥ + ∆r⊥, z) + δI(r⊥, z)]〉

+ 〈∂zδI(r⊥ + δr⊥, z)∆θ(∆r⊥, z)〉}

− 1
ko
e−〈θ

2〉 {〈∂zδI(r⊥ = ∆r, z)θ(r⊥ + ∆r⊥, z)〉

〈∂zθ(r⊥ + ∆r⊥, z)δI(r⊥ + ∆r⊥, z)〉} .

Les �uctuations d'intensité étant négligeables devant les �uctuations de phase pour z �
zNL, nous identi�ons

exp
(
−〈∆θ

2(∆r⊥, z)〉
2

)
' g1(∆r⊥, z)

Io
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et

exp
(
−〈θ2(r⊥, z)〉

)
= 〈E(r⊥, z)〉2

Io
= g1(∆r⊥ −→ +∞, z) .

En utilisant les expressions (IV.13) et (IV.14), nous obtenons �nalement pour la fonction
de corrélation de courant l'expression :

gi1(∆r⊥, z) = g1(∆r⊥, z) [F (∆r⊥) +G(z)]− g1(∆r⊥ −→ +∞, z)G(z) (E.1)

avec

F (∆r⊥) = −ε
2

ko

∫
dq⊥

(2π)2γ(q⊥)
(
q2
⊥
ko

+ 2gIo

)
cos(q⊥.∆r⊥)

= −ε
2

ko

(
−∇

2γ(∆r⊥)
ko

+ 2gIoγ(∆r⊥)
)

et

G(z) = −2ε2 gIo
ko

∫
dq⊥

(2π)2γ(q⊥)
[
1− 2 sin2(kB(q⊥)z)

]
.

E.2 Contribution à la pression de Casimir
Nous nous concntrerons ici spéci�quement sur le régime z � zNL. Dans cette limite,

comme nous l'avons déjà vous dans la partie IV.2.1, le terme sin2(kB(q⊥)z) oscille rapide-
ment et nous pouvons utiliser la valeur moyenne. La fonction G(z) est alors négligeable,
nous écrivons donc :

gj1(∆r⊥, z � zNL) ∼ g1(∆r⊥, z)F (∆r⊥) .

Nous voyons ainsi que celle-ci dépend principalement des corrélations initiales du speckle
et est ainsi de courte portée. La fonction gj1 contribue à la pression de Casimir uniquement
pour des distances ∆r⊥ . σ . Pour simpli�er l'expression de la fonction F (∆r⊥), nous
utilisons le fait que :

∇2γ(∆r⊥) ∼ σ−2γ(∆r⊥) ,

or
2gIo/ko
1/(koσ)2 = σ2kogIo =

(
σ

ζ

)2
> 1 ,

la contribution principale à la fonction F (∆r⊥) est ainsi :

F (∆r⊥) ∼ −ε2 2gIo
ko

γ(∆r⊥) = −ε
2

2
1

(koζ)2γ(∆r⊥) .

De plus, à courte distance, nous avons :

g1(∆r⊥, z � zNL) ∼ Ioe
−ε2

∆r2
⊥

16ζ2 .

Nous obtenons alors l'expression :

gj1(∆r⊥, z � zNL) ' −ε
2

2
Io

(koζ)2 exp
[
−
(

∆r2
⊥

4σ2 + ε2 ∆r2
⊥

16ζ2

)]
.
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La contribution à la pression de Casimir est alors donné par :

−εo2

+∞∑
n=0

gj1(∆x = 2L(n+1),∆y = 0, z � zNL) ∼ +εo
4

ε2Io
(koζ)2

+∞∑
n=1

exp
[
−n2L2

(
1
σ2 + ε2

4ζ2

)]
.

Dans la limite L −→ 0, la somme est donnée par l'expression :

+∞∑
n=1

exp
[
−n2L2

(
1
σ2 + ε2

4ζ2

)]
∼
√
π

2
1

L
√

1/σ2 + ε2/(4ζ2)

ce qui nous permet d'écrire :

−εo2

+∞∑
n=0

gj1(∆x = 2L(n+ 1),∆y = 0, z � zNL) ∼ εo
8

ε2Io
(koζ)2

σ

L

√
π

1 + ε2σ2/(4ζ2) .

En comparaison, nous avons :

1
k2
o

+∞∑
n=0

∂2g1
∂(∆x)2

∣∣∣∣∣
∆x=2L(n+1)

'
+∞∑
n=1

Io
k2
o

ε2

8ζ2

(
ε2n2L2

8ζ2 − 1
)

exp
(
−ε

2n2L2

4ζ2

)
−→
L→0

ε2Io
16(koζ)2 .

Pour L� σ, nous avons ainsi :

−εo2

+∞∑
n=0

gj1(∆x = 2L(n+ 1),∆y = 0, z � zNL)� 1
k2
o

+∞∑
n=0

∂2g1
∂(∆x)2

∣∣∣∣∣
∆x=2L(n+1)

ce qui nous amène à l'expression (IV.30).
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Sujet : Propagation de la lumière en milieu complexe : e�et Hall de

spin optique en présence de désordre et force de Casimir en milieu

Kerr

Résumé : Dans cette thèse, nous étudions théoriquement la propagation de faisceaux lumineux
dans deux types de milieux complexes où une inhomogénéité d’indice non triviale est présente. Le
premier est un milieu présentant du désordre spatial dans un plan transverse à l’axe optique. Dans
ce système, nous montrons qu’un faisceau collimaté polarisé non paraxial exhibe un effet Hall de
spin optique, analogue à celui observé dans les solides pour les électrons sujets à une interaction
spin-orbite. Le second est un milieu Kerr dont l’inhomogénéité d’indice est induite par un faisceau
lumineux incident présentant de petites fluctuations spatiales dans son profil de champ. Dans cette
configuration, nous montrons que les fluctuations initiales sont amplifiées par le milieu Kerr et
acquièrent des corrélations à longue portée. Nous décrivons enfin comment ce phénomène peut
être avantageusement utilisé pour générer une force de type Casimir, universelle et contrôlable.
Ces résultats constituent deux illustrations de la possibilité de réaliser des analogues optiques
de phénomènes habituellement rencontrés dans les systèmes de la matière condensée ou dans les
fluides quantiques, dans une configuration expérimentale relativement simple.

Mots clés : Optique non-linéaire, Ondes en milieu désordonné, Interaction spin-orbite de la
lumière, Effet Hall de spin optique, Milieu Kerr, Fluide de lumière, Quasi-condensat, Force de
Casimir

Subject : Light propagation in complex media : optical spin-Hall

e�ect in the presence of disorder and Casimir force in Kerr media

Abstract: In this thesis, we theoretically explore the propagation of light beams in two types
of complex media where a non trivial refractive-index inhomogeneity shows up. The first one in
a medium displaying spatial disorder in a plane transverse to the optical axis. In this system,
we demonstrate that a polarized, collimated nonparaxial beam exhibits an optical spin-Hall
effect, analogous to the one usually observed in solids for electrons subjected to a spin-orbit
coupling. The second one is a Kerr medium where the index inhomogeneity is induced by a
light beam exhibiting small spatial fluctuations. In this configuration, we show that the initial
fluctuations are amplified by the medium and acquire long-range correlations. We finallly describe
how this phenomenon can be used to advantageously generate a universal and tunable Casimir-
like force. These results illustrate the possibility to achieve optical counterparts of phenomena
usually arising in condensed-matter systems or in quantum fluids, within a relatively simple
experimental configuration.

Keywords : Nonlinear optics, Waves in disordered media, Spin-orbit interactions of light, Optical
spin-Hall effect, Kerr medium, Fluid of light, Quasi-condensate, Casimir force
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