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Abstract

Graph representation offers a comprehensive and efficient concept to study the relation-
ships between different types of data. It has natural applications in various fields of science
engineering, in particular, the management of congestion in urban networks. Indeed, stu-
dying graph properties gives valuable information about the state of road traffic. In general,
there are various approaches to graph-based clustering. These are distinguished by implicit
assumptions on the data represented by the graphs, in particular the notions of densities and
similarities. Spectral clustering allows to discover the properties and structure of a graph by
studying the spectrum of its associated Laplacian matrix. Depending on the temporal evo-
lution of graphs, spectral clustering can be either static, incremental or dynamic.

After a brief review of the graph concepts and properties used to characterize a simulated
urban network, we present a clustering approach using the search of density peaks on the
graph. The decision graph is used for the automatic selection of the number of clusters in the
simulated urban network. Moreover, the static spectral clustering is presented and applied
to the urban network. Then, an incremental approach is presented which is useful when
the weights of the edges of the graph evolve over time. Finally, the evolutionary spectral
clustering is developed to study the dynamic state of a real urban traffic. Two concepts are
applied to respect the temporal regularity, preserving cluster quality and preserving cluster
membership.

Keywords : Graph-based clustering ; Spectral clustering ; Density peaks ; Dynamic learning ;
Traffic congestion management
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Résumé

La représentation par graphes offre un concept polyvalent et efficace pour étudier les re-
lations entre différents types de données. Elle trouve des applications naturelles dans divers
domaines des sciences de l’ingénieur, en particulier la gestion de la congestion des réseaux
urbains. En effet, l’étude des propriétés des graphes donne des informations précieuses sur
l’état du trafic routier. D’une manière générale, il existe diverses approches de classifica-
tion basées graphes. Celles-ci se distinguent par des hypothèses implicites sur les données
représentées par les graphes, en particulier les notions de densités et de similarités. La clas-
sification spectrale permet de découvrir les propriétés et la structure d’un graphe à partir
de l’étude du spectre de la matrice Laplacienne associée. Selon l’évolution temporelle des
graphes, la classification spectrale peut être statique, incrémentale ou dynamique.

Après un rappel de quelques notions et propriétés de graphes pour la caractérisation
d’un réseau urbain simulé, nous présentons une approche de classification par recherche de
pics de densités s’appuyant sur le graphe ou plan de décision pour la recherche automa-
tique du nombre de classes dans le réseau urbain simulé. La classification spectrale statique
est exposée et appliquée sur le réseau urbain et une version incrémentale est présentée, utile
lorsque les poids des arêtes du graphe évoluent au cours du temps. Enfin, la classification
spectrale évolutive est développée pour étudier l’état dynamique d’un trafic urbain réel.
Deux concepts sont appliqués pour respecter la régularité temporelle, préservation de la
qualité de la classification et préservation de l’appartenance aux classes.

Mots clés : Classification basée graphes ; Classification spectrale ; Pics de densités ; Appren-
tissage dynamique ; Gestion de la congestion urbaine.
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G Graphe de données
V Ensemble des noeuds d’un graphe
E Ensemble des arrêtes d’un graphe
vi Nœud du graphe correspondant au point de données xi

N Nombre total de points de données
m Nombre total des arrêtes dans un graphe
A Matrice d’adjacence
W Matrice de similarité
wij Poids entre le noeud vi et vj
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R Ensemble des routes du réseau urbain ℵ
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I Matrice identité
C Ensemble de K classes
Cut Coupe du graphe
ϕi Densité de la route ri
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Introduction générale

La congestion du trafic routier est un problème majeur qui affecte la vie quotidienne en-
traînant des retards et des perturbations avec ses impacts négatifs aux niveaux économiques,
sociaux et environnementaux. Les problèmes de congestion routière ont augmenté dans les
pays à cause de la croissance démographique et les changements dans la densité de la po-
pulation. Il existe différentes approches dans la littérature qui ont été créées pour décrire le
trafic de manière similaire à la dynamique des flux.

En raison de la régularité de la mobilité humaine, la congestion du trafic présente de
fortes corrélations dans un contexte spatial et temporel. La propagation du trafic d’un en-
droit à un autre cause des embouteillages : des voitures provenant de routes sans trafic
peuvent s’accumuler à un certain point de la route (Zhang et al., 2012). Par conséquent, le
volume et la vitesse des véhicules sur une route spécifique sont affectés par ceux des routes
adjacentes. De ce fait, il est primordial de détecter toutes les zones de congestion afin d’orga-
niser au mieux le trafic, en particulier dans les centres-villes. Pour ces derniers, il est préco-
nisé d’identifier les routes de la ville les plus traversées par les automobilistes afin d’adapter
les infrastructures du réseau de transport en conséquence, et ainsi optimiser les flux de cir-
culation.

La congestion du trafic dépend de plusieurs facteurs, dont le plus influent est le système
de la circulation routière. Ce dernier est très complexe car il est basé sur les changements de
circulation, qui peuvent être incertains (Pojani and Stead, 2015). De ce fait, il est difficile de
trouver une caractérisation de haute précision en utilisant un modèle de connaissance stan-
dard. Par conséquent, les modèles d’apprentissage peuvent être utilisés pour la prédiction
du flux de trafic. Ce type de modèle fournira plus de précision en terme d’homogénéité et
de connexité que les modèles de connaissance standard.

De nombreuses approches conventionnelles ont été développées pour résoudre le pro-
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blème de la congestion du trafic : Farhi et al. (2015) ont travaillé sur une méthode de décen-
tralisation urbaine qui présente une difficulté pour la mise en pratique ; Ognjenović et al.
(2015) ont développé une approche basée sur la planification urbaine, qui consiste à prendre
en compte le nombre croissant des voitures dans les villes avant de construire l’infrastruc-
ture de cette dernière. Pour cela, il faut tenir compte du fait que chaque ville et son système
de circulation ont des caractéristiques différentes. Pour cette raison, il est impossible de gé-
néraliser une approche de planification pour les villes. En outre, ces méthodes deviennent
coûteuses et plus difficiles à maîtriser pour atteindre des objectifs de haut niveau (i.e. à
l’échelle du système). Néanmoins, il est nécessaire d’utiliser des formes d’apprentissage al-
ternatif qui prennent en compte les situations de congestion actuelles sur les routes propo-
sées pour naviguer dans les villes. De ce fait, des systèmes automatiques doivent donc être
conçus pour détecter la congestion du trafic dans le réseau routier. Des recherches plus ré-
centes qui sont essentiellement basées sur des stratégies de classification automatiques, ont
prouvé une amélioration dans la détection de la congestion du trafic dans les villes (Saeed-
manesh and Geroliminis, 2017). Ces recherches consistent à appliquer les méthodes de clas-
sification afin de partitionner les routes en fonction de la congestion du trafic (Ji and Geroli-
minis, 2012a), (Saeedmanesh and Geroliminis, 2016), (Lopez et al., 2017). Le partitionnement
en groupes homogènes peut être extrêmement utile pour le contrôle du trafic, sachant que
la congestion est spatialement corrélée dans les routes adjacentes et qu’elle se propage à des
vitesses différentes (Lopez et al., 2017). De plus, Anwar et al. (2017) ont proposé de regrou-
per un réseau de transport en appliquant la méthode de classification basée sur les pics de
densités. Les auteurs ont démontré l’efficacité de cette méthode en partitionnant un réseau
de transport en considérant le voisinage entre les segments de routes.

La modélisation de la congestion du trafic dans un cadre automatique peut être appro-
chée par les réseaux déterminés par la théorie des graphes. Cette théorie offre un concept
polyvalent et efficace permettant de modéliser facilement les connexions entre différents
types de données. Elle est appliquée dans divers domaines notamment les réseaux urbains
(Ji and Geroliminis, 2012b), sociaux (White and Smyth, 2005), biologiques, chimiques, etc.
Dans le cadre du trafic, la représentation par graphes du réseau urbain offre différentes
propriétés pour caractériser le trafic routier. Néanmoins, le choix d’un modèle de réseau ap-
proprié pour la représentation du réseau routier est une étape très importante et a un impact
sur l’analyse et le traitement effectués ultérieurement. Pour que le modèle soit approprié, la
représentation du réseau routier doit être précise en termes de connectivité et de direction
des segments de route afin d’appliquer les algorithmes de classifications (Saeedmanesh and
Geroliminis, 2016).
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Le problème du partitionnement d’un réseau de transport a été étudié dans un cadre sta-
tique en considérant les conditions de trafic à un moment donné (Ji and Geroliminis, 2012a;
Lopez et al., 2017; Saeedmanesh and Geroliminis, 2016). Or, le trafic routier est considéré
comme un système dynamique basé sur les flux du trafic. La prise en compte de cette dy-
namique représente un avantage significatif pour les acteurs du transport afin d’éviter les
zones congestionnées et d’optimiser les itinéraires à réaliser. Par conséquent, cela va induire
des changements aussi bien dans la structure du graphe de données que dans les poids des
connexions. De plus, les données spatiales à classifier évoluent dans le temps, ce qui va per-
mettre d’avoir un résultat de classification à chaque étape. D’où, l’importance d’étudier la
congestion du trafic dans une dimension spatio-temporelle. La classification spectrale basée
sur l’utilisation d’une résolution de système propre n’est pas adaptée pour les données qui
évoluent dans le temps. En raison de sa complexité temporelle élevée, elle ne convient pas
aux données dynamiques.

Dans ce contexte, ce travail de thèse a pour but de caractériser les réseaux de transport
dans un contexte spatio-temporel en appliquant des méthodes de classifications évolutives
et itératives adaptées aux données dynamiques. Pour faire cela, des algorithmes de calcul
en temps réel ont été adaptés pour gérer les changements de similarité entre les points de
données. De plus, nous avons développé une méthode qui permet d’obtenir des clusters qui
évoluent de manière fluide dans le temps et préservent la connexité entre eux. L’intégration
de cette dynamique du trafic dans ces algorithmes de classification évolutive permet d’amé-
liorer les performances de classification à long terme.

Le manuscrit est structuré en cinq chapitres principaux représentant le travail de la thèse.
Ci-après, un aperçu général des chapitres du manuscrit :

Dans le premier chapitre, nous présentons les approches de la représentation d’un réseau
de transport en un graphe routier. Ces approches reposent sur la théorie des graphes. Dans
un premier temps, nous présentons une étude sur les notions des graphes et les notions de
centralité d’un graphe qui permettent de mettre en évidence la structure du réseau routier.
Ces propriétés sont illustrées par un exemple simulé au moyen du logiciel de simulation
microscopique. Ce modèle de simulation permet de reproduire le trafic routier sur un ré-
seau urbain. Le réseau choisi est extrait de la ville de Calais, qui correspond au quartier des
Cailloux et Fontinettes. De plus, nous présentons les variables d’analyse qui permettent la
pondération des liens du graphe. La représentation des données sous forme de graphe pon-
déré, conduit à considérer l’application des algorithmes de classification qui sont étudiés
dans le cadre de cette thèse.
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La classification, utilisée principalement comme méthode d’apprentissage non supervi-
sée, est une technique fondamentale pour l’exploration de données, la segmentation d’images
et la classification des réseaux urbains. L’objectif principal de cette technique est de diviser
un ensemble de données en groupes ou en classes ayant des caractéristiques communes,
tandis que les objets dissemblables appartiennent à des classes différentes. Dans un premier
temps, dans le chapitre 2, nous nous intéressons à la méthode de classification basée sur la
densité, plus particulièrement, la méthode Density Peaks Clustering (DPC). Cet algorithme
qui a été présenté par Rodriguez and Laio (2014) a soulevé un grand intérêt dans la com-
munauté scientifique pour son aspect innovant et son efficacité à classer les données non
linéairement séparable (Anwar et al., 2017), (Shi et al., 2017), (Liu et al., 2015). Afin de mettre
en évidence les performances de ce modèle à classifier les données d’un réseau routier, nous
appliquons cet algorithme sur les données recueillies au niveau de la simulation microsco-
pique. Les routes du réseau urbain sont représentées par des points dans l’espace, ayant
chacun 4 caractéristiques : la densité, la vitesse, le taux d’occupation et le temps d’attente
moyenne. En plus, l’adjacence des routes est aussi considérée. Ces attributs permettent de
réaliser une classification plus précise et donnent des résultats plus cohérents.

Parmi les méthodes de classification, nous distinguons une autre méthode basée sur les
graphes, la classification spectrale. Nous présentons dans le chapitre 3 les différents algo-
rithmes de la classification spectrale. Les données recueillies au niveau de la simulation mi-
croscopique seront utilisées comme bases de données. Le réseau est représenté, en premier
lieu, par un graphe primal où les nœuds du graphe sont les croisements du réseau et les
routes sont les arêtes. Le poids entre les nœuds est basé sur la variable de la vitesse. Ensuite,
le réseau est représenté par un graphe dual, où les nœuds sont les routes du réseau et les
arêtes sont les croisements communs entre deux nœuds. Nous appliquons la classification
spectrale sur les deux modèles du graphe afin de mettre en évidence les caractéristiques des
méthodes présentées sur les différentes représentations.

Le problème du partitionnement spectral dans les réseaux de trafic urbain a été princi-
palement étudié dans un cadre statique en considérant les conditions de circulation à un
moment donné. Néanmoins, il est important de noter que le trafic routier est un proces-
sus dynamique ce qui conduit à des changements dans les poids des connexions. Malgré
l’importance des algorithmes de classification spectrale, ils ne peuvent pas être adaptés di-
rectement pour les problèmes de classification des données dynamiques. En effet, ces algo-
rithmes sont très coûteux. Pour réduire la complexité du temps de calcul, il est nécessaire de
développer des algorithmes de calcul incrémentale. Dans ce contexte, nous présentons dans
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le chapitre 4 une méthode de classification spectrale incrémentale qui permet d’étudier la
congestion du trafic dans la dimension spatio-temporelle. L’idée de base de cette méthode
consiste à employer la théorie de perturbation des matrices afin de mettre à jour d’une ma-
nière dynamique les valeurs et les vecteurs propres de la matrice du graphe.

Dans le dernier chapitre, nous présentons une approche de classification évolutive pour
partitionner un graphe routier issu des données réelles en zones homogènes. Afin d’amélio-
rer les performances des résultats de la classification, la matrice de similarité est calculée de
manière à donner plus de poids aux segments de route voisins afin de simplifier la connec-
tivité du graphe. Ensuite, cet algorithme est appliqué pour partitionner un réseau de trafic
routier qui varie dans le temps. Deux cadres sont utilisés pour caractériser la classification
évolutive : le concept de préservation de la qualité du clustering (Preserving Clustering Qua-
lity) et le concept de préservation de l’appartenance (Preserving Clustering Membership).
Ces deux cadres sont appliqués aux graphes de données afin de partitionner le réseau rou-
tier. Pour optimiser les résultats attendus, il faut que ce dernier soit bien adapté aux données
actuelles, tout en considérant l’historique des données les plus récentes.
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Chapitre 1
Notions de graphes et application au réseau
urbain
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Le trafic routier, en particulier le trafic urbain, est au cœur de nombreux problèmes et est
devenu un aspect important qui affecte la vie quotidienne. Ce dernier, entraîne des retards
et des perturbations avec ses impacts négatifs aux niveaux économiques, sociaux et environ-
nementaux. Il est donc indispensable de connaître les points de congestion afin d’organiser
au mieux les routes, en particulier dans les centres-villes. Il faut donc rechercher les points
de la ville les plus traversés par les automobilistes afin d’adapter les infrastructures du ré-
seau de transport en conséquence, et ainsi optimiser les flux de circulation.

Le choix d’un modèle approprié pour la représentation d’un réseau routier est une étape
très importante et a un impact sur l’analyse et le traitement effectués ultérieurement. La
représentation du réseau routier doit être précise en termes de connectivité et de direction
des segments de routes afin d’appliquer les algorithmes de la planification d’itinéraire, les
algorithmes de classifications, etc. En effet, la représentation par graphes du réseau urbain
est naturelle et offre différentes propriétés pour caractériser le trafic routier. La théorie des
graphes offre un concept polyvalent et efficace permettant de modéliser facilement les rela-
tions entre différents types de données. Elle trouve des applications dans divers domaines
notamment les réseaux urbains, sociaux, biologiques, chimiques, etc.

Dans ce chapitre, nous présentons dans la section 1.2, quelques notions des graphes et
leurs propriétés en particulier la notion de centralité. Nous montrons dans la section 1.4
les différentes méthodes de représentation d’un réseau urbain en un graphe routier sur un
exemple pédagogique. Ensuite, dans la section 1.5 nous présentons le modèle de simula-
tion du trafic utilisé dans notre étude qui permet de reproduire le trafic routier. Enfin, nous
expliquons les étapes de la réalisation d’une simulation de trafic routier sur le réseau ur-
bain par un modèle microscopique et nous présentons les différentes variables qui peuvent
être adoptées pour la pondération d’un graphe routier. La représentation des données sous
forme de graphe pondéré, conduit à considérer l’application des algorithmes de classifica-
tion qui sont étudiés dans les prochains chapitres.

1.2 Notions de graphes

Un graphe fini G = (V, E) est une structure mathématique comprenant un ensemble non
vide V = {v1,v2, . . . ,vN} de nœuds ou sommets (vertices), et un ensemble d’arêtes (edges)
E ⊂ V × V, E = {e1, e2, . . . , em}. Une arête e = (vi,vj) est un arc de connexion reliant les
nœuds vi et vj qui sont dits adjacents ou voisins. On appelle ordre d’un graphe G le nombre
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE GRAPHES ET APPLICATION AU RÉSEAU URBAIN

des nœuds |V| = N de G, et la taille d’un graphe G correspond au nombre des arêtes de G,
|E| = m.
Les graphes peuvent être, selon le contexte, orientés ou non-orientés, pondérés ou non-
pondérés. Un graphe est dit non orienté si l’ensemble E est composé de couples non or-
donnés e = (vj,vi). Il est dit, orienté ou dirigé si l’ensemble E est composé de couples de
nœuds ordonnés e = (vi,vj) avec e est un arc fléché de vi vers vj. Un graphe est dit pon-
déré si à chaque arête e = (vi,vj) ∈ E un poids non nul est affecté. Il existe aussi d’autres
types de graphes, comme les graphes simple, complet ou connexe. Un graphe simple est un
graphe sans boucle c’est-à-dire sans nœuds rebouclés sur eux-mêmes. Un graphe est com-
plet si chaque nœud du graphe est relié à tous les autres nœuds. Un graphe connexe est un
graphe dans lequel chaque paire de nœuds est reliée par une chaîne, c.à.d. s’il est possible, à
partir de n’importe quel nœud, de rejoindre tous les autres en suivant les arêtes. La figure 1.1
présente un exemple pédagogique d’un réseau routier représenté par un graphe G = (V, E)
connexe contenant V= 12 nœuds libellés de A à L et reliés par un total de |E| = 24 arêtes.
Un graphe non orienté et non pondéré G = (V, E) composé de |V| = N nœuds, peut être

A

B

C D

E

F

J

GH

I

K

L

FIGURE 1.1 – Exemple d’un graphe G = (V, E) d’ordre V = 12 nœuds et de taille E = 24
arêtes.

représenté par une matrice carré symétrique binaire appelée matrice d’adjacence, notée par
A. La matrice d’adjacence permet de définir les arêtes entre chaque sommet du graphe. La
matrice d’adjacence peut être vue comme un tableau dont les lignes sont les sommets de
départ, et les colonnes sont les sommets d’arrivée de chaque arête. Elle est définie par :

A =


a11 a12 . . . a1N

a21 a22 · · · a2N
...

... . . . ...
aN1 aN2 · · · aNN

 (1.1)
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1.2. Notions de graphes

où, a(i, j) = 1, si vi est adjacent à vj

a(i, j) = 0, sinon.

Pour un graphe non orienté et pondéré, la matrice d’adjacence est pondérée, c’est-à-dire,
pour chaque arête reliant deux nœuds, un poids non nul est associé. La matrice d’adja-
cence pondérée est aussi appelée matrice de similarité. La matrice de similarité notée par
W associée au graphe G est une matrice carrée de dimension N × N symétrique de poids
(wij = wji). On considère que le graphe est simple et sans boucle (W(i, i) = wii = 0). La
matrice est donnée par :

W =


0 w12 . . . w1N

w21 0 · · · w2N
...

... . . . ...
wN1 wN2 · · · 0

 (1.2)

avec, wij est le poids de l’arête (vi,vj). On peut pondérer le graphe de la figure 1.1 en asso-
ciant un poids wij à chaque arête reliant deux nœuds. La matrice de similarité W associée
au graphe G de la figure 1.1 est définie comme suit :

W =



0 0.07 0 0.07 0 0.90 0 0.02 0 0 0 0
0.07 0 0.65 0 0.38 0 0.90 0 0 0 0 0

0 0.65 0 0.65 0 0.18 0 0.38 0 0 0 0
0.07 0 0.65 0 0.38 0 0.90 0 0 0 0 0

0 0.38 0 0.38 0 0.38 0 0.18 0.90 0 0.99 0
0.90 0 0.18 0 0.38 0 0.07 0 0 0.07 0 0.90

0 0.90 0 0.90 0 0.07 0 0.65 0 0 0 0
0.02 0 0.38 0 0.18 0 0.65 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0.90 0 0 0 0 0.90 0 0.38
0 0 0 0 0 0.07 0 0 0.90 0 0.65 0
0 0 0 0 0.99 0 0 0 0 0.65 0 0.65
0 0 0 0 0 0.90 0 0 0.38 0 0.65 0



(1.3)

Notons qu’une matrice de similarité peut toujours se convertir en une matrice binaire en
substituant wij = 1 pour chacune des variables représentant les lignes de W .

1.2.1 Attributs topologiques de graphes

Pour un graphe G non pondéré, on définit le degré d’un nœud vi ∈ V par le nombre
d’arêtes incidentes à ce nœud. Alors, que pour un graphe pondéré G, le degré d’un nœud vi
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est défini par la somme des éléments de la ligne de la matrice de similarités W correspondant
au noeud. On note le degré d’un nœud vi par di, et il est défini par (Zaki et al., 2014) :

di =
N

∑
j=1

wij (1.4)

Dans l’exemple donné par la figure 1.1 et la matrice de similarité W associée (Eq. 1.3), le
degré du nœud A est égal à la somme des poids des arêtes reliant le nœud A à ses 4 nœuds
adjacents, c’est à dire dA = 1.06.

Dans le cas où le graphe G est orienté, nous distinguons deux types de degrés pour un
nœud vi ∈ V : le degré sortant noté par d+(vi) et le degré entrant noté par d−(vi). Le degré
sortant est calculé par rapport aux arêtes sortants du vi et il est donné par :

d+(vi) =
N

∑
j=1

wij (1.5)

Alors que le degré entrant est calculé par rapport aux arêtes entrantes vers vi, il est donné
par :

d−(vi) =
N

∑
j=1

wji (1.6)

Le degré d’un graphe est représenté par une matrice carré, appelée matrice de degré D de
dimensions |V| × |V| telle que les éléments sur la diagonale sont les valeurs des degrés des
nœuds di et les éléments hors diagonale sont nuls, elle est représentée par :

D = diag{d1,d2, . . . ,dN−1,dN}. (1.7)

La matrice de degré D associée au graphe de l’exemple donné par la figure 1.1 est la sui-
vante :

D = diag{1.06,2,1.86,2,3.21,2.50,2.52,1.23,2.18,1.62,2.29,1.93}. (1.8)

Dans les graphes connexes, il est toujours possible de définir la distance entre deux
nœuds d’un graphe par la longueur du plus court chemin entre ces deux nœuds, notée
par d(vi,vj). Pour un graphe non pondéré, la longueur d’un chemin est égale au nombre
des arêtes qui le composent alors que, pour un graphe pondéré la longueur d’un chemin
est égale à la somme des poids des arêtes qui le composent. L’excentricité notée par ex(vi)

d’un nœud vi est la distance maximale de ce nœud à tous les autres nœuds dans le graphe,
l’excentricité est définie par :

ex(vi) = maxj
{

d(vi,vj)
}

(1.9)
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Le tableau 1.1 montre les résultats de l’excentricité de chaque noeud dans le graphe de notre
exemple pédagogique.

TABLEAU 1.1 – Tableau des résultats de calcul de l’excentricité de chaque noeud dans le
graphe.

A B C D E F G H I J K L
Excentricité 1.48 1.55 1.15 1.55 1.28 0.97 1.04 1.46 1.17 0.97 1.17 1.55

Le rayon d’un graphe G noté rad(G) est l’excentricité minimale de tout nœud dans le
graphe G :

rad(G) = mini {ex(vi)}
= mini{maxj

{
d(vi,vj)

}
}

(1.10)

Le diamètre d’un graphe G noté diam(G) est l’excentricité maximale de ses nœuds, il est
donné par :

diam(G) = maxi {ex(vi)}
= maxi{maxj

{
d(vi,vj)

}
}

(1.11)

La valeur du rayon dans notre exemple, représenté dans la figure 1.1, est donc égale à 0.97
et la valeur de son diamètre est égale à 1.55.
Dans la suite, nous présentons quelques mesures de centralité proposées dans le cadre de
l’analyse des graphes. Celles-ci incluent les centralités de degré, de proximité, d’intermédia-
rité ainsi que la centralité d’excentricité.

1.3 Mesures de centralités

Dans l’analyse des réseaux sociaux, certains acteurs jouent un rôle très important dans
la diffusion des informations, alors que d’autres acteurs ont moins d’effets sur le réseau.
Ces acteurs occupent en fait une position avantageuse dans les réseaux sociaux (Wasserman
et al., 1994). Ce phénomène n’est pas propre aux réseaux sociaux, comme on le retrouve dans
de nombreux autres types de graphes. Par exemple, dans un réseau de communication, un
réseau de transport (Crucitti et al., 2006), etc. Afin de quantifier le concept de l’importance
des nœuds dans le graphe, les chercheurs ont proposé plusieurs définitions dans la littéra-
ture connues sous le nom de mesures de centralité (Koschützki et al., 2005). La centralité
est une mesure décrivant l’importance ou la pertinence des nœuds dans un graphe (Chikhi,
2010). Dans la suite, nous décrivons quelques mesures de centralité des graphes. Notons
qu’un graphe peut être un graphe pondéré ou non pondéré.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE GRAPHES ET APPLICATION AU RÉSEAU URBAIN

— Centralité de degré : La centralité de degré (Freeman, 1978) d’un nœud vi ∈ V est son
degré di (i.e. la somme de ses arêtes). Cette mesure est basée sur l’idée que l’impor-
tance d’un nœud dans un graphe dépend du nombre total de nœuds avec lesquels
il interagit directement. Ainsi, plus le nœud a un degré élevé, plus sa centralité est
importante dans le graphe. La centralité de degré normalisée est définie par :

CD(vi) =
di

|V| − 1
=

di

N − 1
(1.12)

— Centralité de proximité : La centralité de proximité (Freeman, 1978) d’un nœud vi ∈
V, notée Cp(vi), indique si le nœud vi du graphe est proche des autres nœuds de ce
graphe et s’il peut rapidement interagir avec ces nœuds. Cette mesure de centralité
est calculée par l’inverse de la somme des distances de vi aux autres nœuds d’un
graphe :

CP(vi) =
1

∑j d(vi,vj)
(1.13)

avec, vj ∈ V et d(vi,vj) est la distance entre les deux noeuds vi et vj. Cette distance est
définie par la longueur du chemin le plus court entre les deux noeuds vi et vj.

— Centralité d’intermediarité : La centralité d’intermédiarité (Freeman, 1978) d’un nœud
vi ∈ V est mesurée par le nombre des plus courts chemins entre toutes les paires de
nœuds y compris vi. Cette centralité mesure l’importance de traverser le nœud vi

pour aller d’un nœud vj à un autre nœud vp. La centralité d’intermédiarité est définie
par :

CI(vi) = ∑
j,i

∑
p,i,p>j

ηj,p(vi)

ηj,p
(1.14)

avec, vj,vp ∈ V et ηj,p est le nombre de chemins les plus courts entre les sommets vj et
vp et ηj,p(vi) est le nombre total de chemins entre les nœuds vj et vp qui passent par le
nœud vi. Notons, la longueur du plus court chemin entre deux nœuds (dite distance
géodésique) correspond au nombre minimum d’arêtes qu’il faut traverser pour relier
les deux nœuds ; pour un graphe pondéré, c’est la somme minimale des poids des
arêtes pour joindre les deux nœuds.

— Centralité d’excentricité : La centralité d’excentricité d’un nœud vi ∈ V est l’inverse
de l’excentricité, plus l’excentricité est importante, moins le nœud est central. Cette
mesure est définie par :

Cex(vi) =
1

ex(vi)
=

1
maxj{d(vi,vj)}

(1.15)
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Pour illustrer les différentes mesures de centralité, nous appliquons ces mesures sur
l’exemple routier pédagogique de la figure 1.1. La figure 1.2 présente un exemple d’ana-
lyse de centralité du graphe : la centralité de degré (1.2a), la centralité de proximité (1.2b),
la centralité d’intermédiarité (1.2c) et la centralité d’excentricité (1.2d). Dans chaque graphe,
les nœuds sont colorés du ton clair au ton foncé, les tons clairs indiquent une faible valeur de
centralité, alors qu’un ton plus foncé indique une valeur plus élevée. Le tableau 1.3 présente
les résultats de calcul des centralités de chaque nœud dans le graphe. D’après les résultats
représentés dans la figure 1.2 et dans le tableau 1.2, on constate que les résultats fournis par
l’analyse de la centralité de degré montrent que le nœud E possède la plus forte centralité
par rapport aux autres nœuds du graphe, et les deux noeuds F et G jouent aussi un rôle
important dans le graphe. Cette mesure est basée sur l’idée que l’importance d’un nœud
dans un graphe dépend du nombre total des noeuds adjacents avec lesquels il interagit di-
rectement. Nous remarquons que les nœuds E et F sont les plus importants dans le graphe
du point de vue proximité. Cela est dû au fait que les noeuds E et F possèdent la plus forte
centralité par rapport aux autres noeuds. Pour la centralité d’intermédiarité le nœud H est
le plus important dans le graphe, ce nœud est en effet le plus traversé par les chemins entre
les nœuds du graphe. On peut aussi remarquer que les nœuds B, D et L sont les nœuds les
plus excentriques dans le graphe.

TABLEAU 1.2 – Tableau des résultats des mesures de la centralité du graphe

A B C D E F G H I J K L
CD 1.06 2 1.86 2 3.12 2.50 2.52 1.23 2.18 1.62 2.20 1.93
CP 0.15 0.14 0.16 0.14 0.17 0.17 0.15 0.16 0.09 0.16 0.09 0.08
CI 19 0 6.08 0 17.91 22.91 0 24.5 2.58 6 0 1
Cex 0.67 0.64 0.86 0.64 0.78 1.03 0.96 0.68 0.85 1.03 0.85 0.64

1.3.1 Mesures de centralité de différents types de graphes

Lors de l’étude du concept de centralité, il est important de faire la distinction entre les
graphes orientés et non orientés. Dans un graphe orienté, les nœuds ont deux types d’arêtes,
à savoir les arêtes entrantes et les arêtes sortantes. Pour une définition donnée du concept
de centralité, chaque nœud aura deux métriques importantes : des métriques sur ses arêtes
sortantes, appelées métriques de centralité d’influence ou de centralité sortante et une autre
métriques relative à ses arêtes entrantes, appelée mesure de prestige ou de centralité en-
trante. Alors que, dans un graphe non orienté, chaque nœud a un seul type d’arête, ensuite,
chaque nœud a une mesure d’importance, appelée mesure de centralité. Les méthodes de
calcul des mesures de la centralité se diffèrent suivant les types de graphes (Ahmadzai et al.,
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 1.2 – Mesures de centralité d’un graphe : (a) centralité de degré, (b) centralité de
proximité, (c) centralité d’intermédiarité et (d) centralité d’excentricité.

2019; Opsahl et al., 2010). Le tableau 1.3, introduit les différentes méthodes de calcul des me-
sures de centralité correspondante aux différents types de graphes G : "non pondéré, non
orienté", "pondéré, non orienté", "non pondéré, orienté", "pondéré, orienté".

1.4 Représentation d’un réseau urbain par graphe

Un réseau routier urbain est composé d’un ensemble de routes représentés afin de per-
mettre aux usagers de se déplacer d’un endroit à un autre. Les croisements entre deux routes
ou plus sont appelés intersections. Au niveau des intersections, des règles de circulation
comme les panneaux de signalisation et les feux de circulation s’appliquent. Le réseau rou-
tier urbain peut donc être défini comme étant un ensemble d’intersections, liées les unes aux
autres par des routes, auxquelles des règles opérationnelles peuvent être introduites (Gun-
daliya et al., 2008; Krajzewicz et al., 2002). Pour en faire un réseau routier interprétable, nous
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devons lui donner une représentation mathématique sous la forme d’un graphe.

Dans un réseau urbain, les routes peuvent être unidirectionnelles sur certaines voies tan-
dis que bidirectionnelles sur d’autres, c’est-à-dire, le graphe représentant le réseau est un
graphe orienté (figure 1.3b).

(a) (b)

FIGURE 1.3 – Les 2 types de réseaux (a) sans sens de routes et (b) avec sens de routes.

Dans la suite, nous présentons sur un exemple pédagogique, la construction de graphes
associés à un réseau routier, avec ou sans sens de circulation. Ensuite, on utilise la simulation
microscopique du trafic Simulation of Urban MObility (SUMO) pour représenter une carte
graphique en réseau routier et construire le graphe des routes. Après la construction du
graphe, on s’intéresse aux études de mesures de centralité pour analyser l’interaction entre
les nœuds du graphe et appuyer sur l’importance de chaque route dans le réseau.

1.4.1 Graphe d’un réseau urbain non orienté

Considérons un réseau routier défini par ℵ = (C,R) où C = {c1,c2, . . . ,cN} est l’ensemble
des croisements (ou intersections) reliés par R = {r1,r2, . . . ,rm}, l’ensemble des routes (ou
lien du réseau) non orientées. Afin de construire le graphe routier G = (V, E) correspondant
au réseau ℵ, nous distinguons deux représentations possibles d’un réseau de transport : en
graphe primal ou en graphe dual.

La première approche, le graphe primal, consiste intuitivement à représenter les croi-
sements par des nœuds et les routes par des arêtes. Le graphe routier G est construit en
considérant chaque croisement ci ∈ C dans le réseau comme étant un nœud vi, et en ajou-
tant une arête non orienté ei entre chaque paire de noeuds (vi,vj) s’il existe au moins une
route ri ∈ R reliant les deux croisements (ci,cj) correspondants entre eux. Dans ce type, la
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1.4. Représentation d’un réseau urbain par graphe

topologie du réseau est prise en compte, c’est-à-dire, on conserve la même forme du réseau,
les arêtes dans le graphe G suivent les chemins de vraies routes du réseau routier ℵ. Cette
représentation est surtout adaptée pour l’analyse de la centralité du graphe (Crucitti et al.,
2006), ou aux applications sur le contrôle des feux de signalisation rattaché aux intersections
des routes afin d’attribuer le droit de passage aux flux des véhicules (Ma et al., 2009). La
figure 1.4 présente un exemple de la représentation d’un réseau routier en un graphe pri-
mal. La première étape consiste à identifier les intersections dans le réseau, ensuite, il faut
identifier les routes reliant chaque deux intersections, et finalement, construire le graphe G
où les intersections sont représentées par des noeuds et les routes par des arêtes.

1

2

5
6

3

4

2

1
3

4

5

6

FIGURE 1.4 – Les étapes de construction d’un graphe routier primal.

La seconde approche, le graphe dual, consiste à considérer les routes comme les nœuds
de graphe et les intersections comme les arêtes. Le graphe G est construit en ajoutant chaque
segment de route (ou lien) ri ∈ R dans le réseau comme étant un nœud vi, et en établissant
une arête non orientée ei entre chaque paire de nœuds possible (vi,vj) s’il existe au moins
un croisement ci ∈ C qui est un croisement commun entre les routes ri et rj. La figure 1.5
illustre un exemple de la représentation d’un réseau de transport en un graphe dual. La pre-
mière étape consiste à identifier les routes dans un réseau, à noter qu’une route est considé-
rée comme un seul nœud quelle que soit sa longueur réelle. Ensuite, on construit le réseau
routier en reliant les routes où il existe au moins une intersection entre elles. La dernière
étape consiste à construire le graphe G où les segments de la route sont représentées par des
nœuds et les intersections reliant les routes par des arêtes.

1.4.2 Graphe d’un réseau urbain orienté

La plupart des routes urbaines existent en tant que routes à double sens, en effet, ces
routes peuvent être considérées comme deux segments à sens unique dirigés de façons op-
posées et séparés l’un de l’autre. Chacune des deux directions subit différents types de mo-
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FIGURE 1.5 – Les étapes de construction d’un graphe routier dual

dèles de flux de trafic. Par exemple, à une période donnée de la journée, une route qui relie la
périphérie au centre-ville trouverait plus ou moins de trafic en direction du centre-ville que
dans la direction opposée. Pour préserver cette caractéristique des réseaux urbains il faut
considérer les deux directions de trafic comme des segments de route séparés. Le graphe
routier G est donc construit en représentant chaque segment de route ri ∈ R du réseau rou-
tier ℵ par un nœud vi du graphe, et en établissant une arête non orientée ei entre chaque paire
de nœuds possible (vi,vj) s’il existe au moins un point de croisement ci ∈ C commun entre
les routes de ri vers rj et que le trafic peut circuler de ri vers rj ou vice versa (Anwar et al.,
2017). Dans un réseau routier, il existe des points d’intersection circulaires appelés ronds-
points composés d’un ensemble de quatre routes, où chaque route peut être décomposée en
une direction entrante et une direction sortante (exemple, figure 1.6-a), dans laquelle le trafic
routier entre par une direction et ressort par une autre. Un "rond-point" permet de faire des
demi-tours, ce qui est souvent impossible à d’autres formes d’intersections. La figure 1.6 ex-
plique la méthode de représentation d’un rond-point ayant des segments de routes orientés
entrant et sortant de ce point commun en un graphe. Un segment de route (A par exemple)
entrant vers une intersection est connecté avec tous les autres segments sortant de ce même
point (B’,C’ et D’), en plus, il est connecté à son segment opposé de l’autre sens (A’).

La figure 1.7 introduit un exemple de la représentation d’un réseau routier orienté en un
graphe routier. La figure 1.7-a illustre le réseau routier avec des intersections et des routes
orientées bien définies. Dans le réseau routier de la figure 1.7-b, on peut voir que chaque
segment de routes est représenté sous forme d’un nœud et les arêtes du graphe sont repré-
sentées par les croisements entre les pairs des routes.
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FIGURE 1.6 – Représentation d’un rond-point par graphe.
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FIGURE 1.7 – Représentation d’un réseau de transport avec sens de routes en un graphe
routier

1.5 Modèles microscopiques du trafic routier

Les modèles de simulation microscopiques permettent de décrire le comportement in-
dividuel de chaque véhicule sur le réseau routier. Ces modèles permettent de réaliser des
simulations numériques réalistes. Les interactions entre les véhicules sont déterminées par
la façon dont les véhicules influencent le mouvement les uns des autres. Chaque véhicule
est simulé individuellement, défini au moins par un identifiant (nom), l’heure de départ,
l’itinéraire du véhicule sur le réseau routier, la vitesse et la position peuvent aussi être dé-
finies (Behrisch et al., 2011; Krajzewicz, 2010). Le choix du simulateur de mobilité dépend
du type d’études à effectuer. Dans le cas d’études de communication véhiculaire, la mobilité

32



CHAPITRE 1. NOTIONS DE GRAPHES ET APPLICATION AU RÉSEAU URBAIN

doit être couplée à un simulateur de réseau routier (Codeca et al., 2015) tel que le simulateur
microscopique appelé Simulation of Urban MObility (SUMO) qui permet d’accéder à une
simulation de trafic routier en cours, de récupérer les valeurs des objets simulés et de gé-
rer leur comportement. SUMO est aussi capable de simuler un trafic multimodal, des feux
de circulation, des boucles inductives, etc, donc, le simulateur microscopique Simulation of
Urban MObility convient à nos cas d’étude. SUMO est un cadriciel de simulation de trafic
basé sur un modèle d’évolution temporelle discrète. Il utilise un modèle microscopique de
flux de trafic. SUMO est conçu comme une plateforme d’évaluation générale pour différents
modèles et algorithmes liés au trafic ou à sa gestion. Notons quelques fonctionnalités de cet
outil :

— La simulation de trafic est basée sur un modèle d’évolution en temps discret, mais les
véhicules se déplacent de manière continue.

— L’exécution est relativement rapide : des données jusqu’à 100000 véhicules peuvent
être traitées chaque seconde à l’aide d’un processeur à 1 GHz.

— La simulation peut prendre en charge les rues à plusieurs voies ainsi que le déplace-
ment des véhicules entre les voies.

— Des feux de circulation peuvent également être introduits dans le réseau afin de gérer
les mouvements des véhicules aux intersections ainsi que certaines autres règles de
priorité spécifiées.

— La simulation peut être effectuée en ligne de commande ou à l’aide d’une interface
utilisateur graphique.

— Les réseaux routiers peuvent être créés manuellement ou importés à partir d’OpenS-
treetMap.

Dans le but d’avoir une simulation fonctionnelle et réaliste, une simulation doit prendre
en charge plusieurs propriétés afin de (Codeca et al., 2015) :

— Supporter les différents types de trafic routier, tels que les circulations dense ou fluide.
— Supporter des scénarios de différents tailles (un scénario à petite échelle ou à grande

échelle).
— Inclure différents types de routes, par exemple les autoroutes, et les routes artérielles.
— Permettre des évaluations multimodales du trafic, par exemple, véhicules de particu-

liers, transports publics et piétons.
— Décrire un scénario de trafic réaliste, c’est-à-dire éviter les blocages et les schémas

de mobilité irréalistes. Elle doit prendre en compte la congestion du trafic durant les
heures de pointes (forte densité), durant la journée (densité modérée) et durant la
nuit (faible densité).
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Nous avons choisi d’utiliser le réseau routier de la ville de Calais comme base de notre
scénario afin de reproduire une simulation de trafic proche du réel et les schémas de mo-
bilité. Le réseau routier choisi est une partie de la ville correspondant aux quartiers des
Cailloux et des Fontinettes. Cette zone a été choisie parce qu’elle constitue un échantillon
représentatif de la ville de Calais : elle comprend des routes de différentes catégories, des
routes locales, des routes principales, des routes rejoignant l’autoroute, elle comprend à la
fois des zones résidentielles et des centres d’activités diverses. Nous avons utilisé OpenS-
treetMap (OSM), un service de cartographie en ligne Open Source, qui permet d’exporter
facilement des cartes au format .osm. Les données sont donc enregistrées sous un fichier qui
contient toutes les informations nécessaires sur les intersections, les types de routes, le sens
de circulation, les pistes cyclables, les passerelles, etc. La figure 1.8, montre la partie de la
carte utilisée dans notre étude.

FIGURE 1.8 – Exportation de la carte avec Open Street Map

La création d’une simulation sur un réseau routier consiste à générer un réseau du type
SUMO, le réseau peut être créé ou importé, dans notre cas, le réseau est basé sur la carte
graphique que nous avons extraite d’OSM. Ceci peut être réalisé à partir de la commande
NETCONVERT mise à disposition par SUMO (Krajzewicz et al., 2012). NETCONVERT est
un outil utilisé en ligne de commande, pour importer des réseaux routiers à partir de dif-
férentes sources de données, par exemple, OpenStreetMap (OSM), OpenDRIVE, Shapefile
ou à partir d’autres simulateurs tels que MATSim et Vissim (Krajzewicz et al., 2012). No-
tons que, parfois les informations importantes pour réaliser une simulation microscopique
correcte sont souvent manquantes, telles que, la voie qui doit être utilisée par un véhicule
pour se rendre sur une route, les règles de passage au niveau des intersections, et même des
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informations sur les positions des feux de circulation. Dans ce cas, NETCONVERT introduit
une heuristique pour calculer les valeurs manquantes, c’est-à-dire les plans de gestion des
feux de circulation, les règles de priorité et les géométries d’intersection pour les réseaux
OSM.
En plus, NETCONVERT est capable d’exporter des réseaux routiers au format xml appe-
lés "XML plain". Cette représentation XML est divisée en cinq types de fichiers, contenant
des informations sur : (1) les intersections, (2) les routes, (3) les types des routes, (4) les
connexions et (5) les plans de feux de circulation. Ces fichiers permettent le plus haut degré
de contrôle pour décrire un réseau routier par SUMO. Dans notre cas, les fichiers XML ont
été utilisés pour obtenir les coordonnées des intersections ainsi que les routes reliant ces in-
tersections, afin de pouvoir tracer le graphe routier en respectant la topologie. Nous avons
analysé ces fichiers dans Matlab en utilisant des outils d’analyse XML pour les convertir en
tableaux de structure et accéder aux attributs nécessaires pour la construction du graphe.

Dans le but d’avoir une simulation fonctionnelle, toutes les intersections ont été vérifiées
manuellement en utilisant un processus itératif avec NETEDIT, NETCONVERT et SUMO
pour améliorer la qualité du réseau. NETEDIT est un éditeur de réseau graphique qui peut
être utilisé pour créer, analyser et modifier les fichiers du réseau. Cet éditeur sert à compléter
l’heuristique de génération de réseau avec des raffinements manuels.
Certaines structures d’intersections sont souvent représentées par une suite de plusieurs
intersections adjacentes très rapprochées les unes des autres, et aussi de fausses intersections
peuvent être générées lorsque, par exemple, la largeur d’une route est augmentée ou réduite
d’une voie. Afin de ne pas surcharger le réseau, nous avons effectué quelques traitements sur
le réseau routier en utilisant NETCONVERT en premier lieu, pour supprimer les éléments
qui ne sont pas utiles à notre cas d’étude, par exemple, les routes isolées, les voies de chemin
de fer, les pistes cyclables et les rues piétonnes, etc. Ensuite, nous avons utilisé l’éditeur
NETEDIT pour supprimer les fausses intersections et les routes inutiles pour la simulation,
par exemple les routes qui ne sont pas accessibles par des véhicules motorisés et certaines
routes des quartiers résidentiels. L’utilisation de ce processus itératif est nécessaire pour
construire un réseau routier en respectant la géométrie des intersections et des segments
appropriés requis par SUMO et pour éviter les goulots d’étranglement. Ces changements
ont entraîné des différences mineures dans la topologie du réseau, c’est-à-dire que, l’angle
entre deux routes peut être différent et cela apporte un changement léger dans la forme des
routes.
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1.6 Simulation du trafic sur le réseau urbain

La simulation de trafic routier est une catégorie d’applications utilisées pour modéliser
et reproduire la dynamique des systèmes de transport (Krajzewicz, 2010). Elle est généra-
lement utilisée pour la conception, l’aide à la planification et l’exploitation des systèmes de
transport. Elle permet l’étude de modèles complexes pour l’analyse ou le traitement numé-
rique. Après la construction du réseau routier de la ville de Calais sous SUMO, le prochain
objectif est de générer une simulation réaliste de trafic routier sur le réseau. Pour chaque si-
mulation, une demande de trafic est fixée, ce qui génère une certaine condition de trafic sur
le réseau. La demande de trafic est définie par le nombre de véhicules souhaitant circuler sur
le réseau et les informations concernant leurs itinéraires. Pour chaque véhicule, on peut dé-
finir le point de départ, le point de destination, l’heure de départ et l’itinéraire du véhicule.
Définir la demande de trafic revient à définir des trajets, donc une série de rues à traverser,
et à choisir le nombre d’entrées de véhicules sur ces trajets. Afin d’estimer une demande
réaliste, il est nécessaire de connaître l’offre du réseau et ses paramètres qui peuvent agir sur
la capacité de l’infrastructure. La capacité est définie par le nombre maximal de véhicules
pouvant être écoulés dans un temps donné. Cela dépend de paramètre tel que le nombre de
voies, la vitesse maximale dans la zone, etc. Il existe différentes approches pour caler une
demande de trafic sur le réseau. Une première approche nécessite à définir une demande
manuellement dans NetEdit, il faut définir des trajets (on sélectionne les rues qui consti-
tuent un trajet), puis on ajoute des véhicules qui vont emprunter ce trajet à différents temps
de la simulation. Par exemple 5 véhicules peuvent commencer leur trajet à un temps t=0,
et 5 autres à t=10, etc. Une autre approche est le modèle de génération directe de la matrice
origine et destination (O-D). Une matrice O-D suppose que la région étudiée est divisée en
un ensemble fini de zones ne se chevauchant pas. Cette matrice enregistre le nombre total
de voyages des zones d’origine vers les zones de destination qui ont eu lieu dans un jour
et un intervalle de temps bien déterminé. La troisième approche est de générer des trajets
aléatoires avec le programme Python randomTrips.py. On choisit ici un temps de début et
un temps de fin (par exemple de t=0 à t=300) et une fréquence d’apparition de véhicules (par
exemple 0.6). Le programme, dans sa définition des routes, fait apparaître aléatoirement un
véhicule et une route associée entre les temps 0 et 300, tous les 0.6 s.

Dans notre étude, nous définissons la demande par les matrices O-D avec un trafic im-
portant sur les axes principaux et secondaires (figure 1.9). Les données de cette matrice com-
prennent 10000 voyages pour une duré temporelle de 24 heures. Nous avons décidé d’insé-
rer les véhicules à des intervalles de temps uniformes pendant la simulation. Les données
de cette matrice ne peuvent pas être utilisées directement dans SUMO. L’outil OD2TRIPS
permet de définir les points source et destination du trajet des véhicules (Maiorov et al.,
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FIGURE 1.9 – Définition manuelle des routes avec NetEdit

2019). Une fois que la demande de trafic est générée, l’affectation du trafic dans SUMO peut
être exécutée. Plusieurs outils peuvent être utilisés pour l’affectation de la demande du tra-
fic routier, comme par exemple, DUAROUTER, DFROUTER et JTRROUTER (Lopez et al.,
2018). Dans le cadre de nos travaux, nous utilisons DUAROUTER. L’outil DUAROUTER est
nécessaire pour générer l’itinéraire complet de chaque voiture et pour valider qu’il existe un
chemin connecté entre chaque source et destination, si aucun itinéraire n’est trouvé entre la
source et la destination le trajet sera rejeté lors de la simulation. Les données issues d’une
simulation sont stockées dans un fichier de format XML facile à interpréter sous Matlab. Il
contient les détails sur le nombre des voitures, les longueurs de voyages, le temps d’attente,
les vitesses pratiquées, etc. D’après ce rapport, on peut estimer les vitesses, la densité et le
débit des véhicules sur chaque route dans le réseau durant une période donnée.

Le trafic routier suit des lois de la physique qui expliquent la majorité des phénomènes
aperçut sur les réseaux routiers. Depuis plusieurs années, ces lois sont étayées par l’obser-
vation de ces phénomènes à travers des dispositifs de comptage : débit, vitesse, occupation,
type de véhicule, etc. Ces comptages permettent de comprendre ces phénomènes physiques,
de les mesurer, de les expliquer et de les relier à la connaissance théorique de l’écoulement
routier. Afin d’étudier les états du trafic routier dans un réseau de transport, il faut intégrer
la notion de pondération des graphes. Donc, dans ce contexte, il faut considérer un graphe
pondéré. Nous présentons par la suite les variables de pondération associées à un réseau de
transport. Pondérer les arêtes d’un graphe, permet d’appliquer plusieurs études et réaliser
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des analyses sur le réseau de transport, comme le partitionnement de graphe (Ji and Ge-
roliminis, 2012b; Saeedmanesh and Geroliminis, 2016). Les poids des arêtes dans le graphe
dépendent de la variable d’analyse utilisée dans ce réseau. Dans le contexte de partition-
nement, nous distinguons trois variables pour la pondération des arêtes d’un graphe : le
débit, la concentration (densité) et la vitesse. Le débit noté Q correspond au nombre de vé-
hicules passant sur une route du réseau par unité de temps. L’interaction entre le nombre
de véhicules et la capacité des routes disponible détermine le niveau de congestion de trafic
routier (Çolak et al., 2016). Un faible débit correspond à un état fluide induit par une faible
demande, et un haut débit correspond à un état congestionné. La concentration notée Kc est
le nombre de véhicules présents dans un espace donné. La concentration est un critère d’af-
fectation de pondération des arêtes adopté par de nombreux travaux (Ji and Geroliminis,
2012b; Pascale et al., 2015; Zhou et al., 2012). L’avantage de cette méthode est son efficacité à
distinguer les différentes états de trafic : fluides et congestionnés. Un état est considéré fluide
lorsque la demande de trafic routier est inférieure à la capacité de la zone d’étude et un état
est congestionné lorsque la demande de trafic est supérieure à la capacité d’écoulement de
la zone d’étude. Toutefois, un inconvénient identifié est la difficulté à mesurer expérimenta-
lement les concentrations effectives. Ces deux quantités peuvent être calculées de manière
discrète, par le débit en une position fixée x, pendant une période ∆t. Et par la concentration
à une période défini t, entre les positions x et ∆x, respectivement. La vitesse est au croise-
ment des deux variables : le débit et la concentration (Saeedmanesh and Geroliminis, 2016).
La vitesse notée ν peut être calculée par le rapport de la distance traversé au temps de par-
cours. Les états fluides présentent des vitesses libres et les états congestionnés présentent
des vitesses réduites. Dans notre cas, le coût d’une arête ei entre deux nœuds vi et vj est
donné par la vitesse moyenne spatiale des véhicules situés sur la route correspondante.

1.7 Description des données réelles

La carte sélectionnée est celle du quartier des Cailloux et des Fontinettes à Calais, ces
quartiers sont principalement des quartiers d’habitations, ils permettent de rejoindre le centre-
ville et l’autoroute et sont reliés à d’autres quartiers. Le réseau est composé de plusieurs axes
principaux en rouge sur la figure 1.10 : la rue de Verdun à fort trafic qui permet de rejoindre
l’autoroute et la plage, le boulevard Gambetta qui amène au Théâtre de Calais et au Chan-
nel. Il y aussi des axes importants mais secondaires (en vert sur la figure) comme la rue de
Toul, la rue des Fontinettes et la rue de Valenciennes, qui sont des axes entre quartiers. Les
principales intersections sujettes à congestions sont représentées par des étoiles sur la figure
1.10. L’axe principal est celui formé par la suite rue de Verdun - boulevard Gambetta qui
présente un trafic continu important en heure de pointe. Cette figure sert de référence pour
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les noms des points et rues évoqués.

FIGURE 1.10 – Carte annotée de la zone étudiée montrant les quartiers des cailloux et des
fontinettes.

1.7.1 Exploitation des résultats

Le réseau de transport ℵ = (C,R) de la ville de Calais est extrait à partir de la base de
données d’OSM. Le résultat de la simulation est un fichier au format XML contenant les
données de chaque rue, comme la densité en véhicules, la vitesse moyenne, le nombre de
véhicules entrés et sortis de la rue, le temps moyen passé, le temps moyen d’arêt.

En première étape, on lit les fichiers XML contenant les résultats de la simulation pour les
convertir en structure Matlab. Les résultats obtenues concernent chaque sens de circulation
sur une route, par exemple pour une rue à double sens "classique", on dispose des vitesses
moyennes, densités, taux d’occupation et le temps d’attente moyen pour les deux sens de
circulation. Ce qui nous conduit très naturellement à réaliser un graphe orienté. Ici, par
souci de simplification, nous allons travailler avec un graphe non orienté. Nous allons donc
simplifier la liste obtenue en ignorant les sens de routes, c-à-d, pour les routes à double
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sens, nous ajoutons une arête non orienté entre les pairs des noeuds. Le graphe G = (V, E)
est donc construit en suivant la méthode du graphe primal introduite dans la section 1.4.1.
L’ensemble des noeuds V est représenté par l’ensemble des croisements C du réseau ℵ, et
l’ensemble des arêtes E entre les noeuds est représenté par l’ensemble des routes R.

1.7.2 Analyse simple des données de la simulation

Nous avons proposé un modèle capable de représenter les données du trafic routier afin
de générer des stratégies permettant de contrôler un flux perçu par l’intermédiaire de la
simulation. Dans la suite, nous étudions par les moyens des graphes les données du tra-
fic. Cette étude permet de caractériser le réseau routier et son système de circulation. Le
graphe G(V, E) illustré dans la figure 1.11 est le graphe routier résultant du réseau routier
de la ville de Calais. Il est décrit par sa matrice d’adjacence A de dimension |V| × |V| avec
|V| = 162 où aij = 1 si vi est adjacent à vj, c’est-à-dire lorsqu’il y a une arête reliant deux
noeuds vi et vj (Eq. 1.1) et |E| = 260 arêtes. Notons que le graphe ici est non pondéré et
symétrique. Ensuite, nous avons calculé les degrés de chaque nœud comme dans l’équa-
tion 1.7 et construit la matrice de degré diagonale D du graphe.

FIGURE 1.11 – Graphe primal correspondant à la carte étudiée

Dans un premier temps, nous observons un exemple des données résultantes de la simu-
lation. On s’intéresse en particulier aux données du nombre de véhicules qui sont entrées
sur chaque route, aux vitesses moyennes et aux densités en véhicules de chaque route. La
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figure 1.12 montre que le nombre d’entrées est important sur les axes principaux et secon-
daires définis précédemment et moins important ailleurs. On observe également une forte
densité et une faible vitesse au niveau de certaines intersections, c’est le cas au niveau du
Boulevard Gambetta et rue de Verdun en direction du Nord. On voit que la vitesse est rela-
tivement élevée dans les zones les moins fréquentées, ce qui s’explique par la proximité des
rues. Dans les réseaux de transport les mesures de la centralité aident à caractériser une ville

FIGURE 1.12 – Données issues de la simulation

et à comprendre sa topologie, c’est-à-dire, à repérer les endroits caractéristiques d’une ville,
par exemple, identifier les lieux les plus centraux, les lieux "ponts" les plus traversés, etc.
Dans le but de quantifier la notion d’importance des routes dans un réseau nous appliquons
ces mesures sur le graphe routier. De ce fait, on pondère le graphe G en affectant à chaque
arêtes e = (vi,vj) reliant les deux noeuds vi et vj la valeur de la vitesse moyenne de la route
correspondante ri.

La figure 1.13 illustre les différentes mesures de centralité caractérisant le graphe routier.
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En effet, sur la figure 1.13 on voit que la centralité de degré est plus importante en dehors des
axes principaux, on voit également qu’en terme de centralité de proximité pour les vitesses,
on a une forte centralité au niveau de l’intérieur des quartiers, ce qui confirme l’existence de
ces zones où la vitesse est faible "par construction". L’analyse de centralité d’intermédiarité
permet de mettre en évidence les axes qui sont responsables dans la diminution de la vitesse
pour un trajet donné. Cette mesure détermine les noeuds nommés "ponts" qui sont les plus
souvent traverser pour aller d’un lieu quelconque à un autre. On voit que l’intermédiarité en
vitesse est forte au niveau des axes principaux comme le Channel, rue de valenciennes, rue
de toul et au niveau de la salle Nouvelle-France et donc que ces points sont potentiellement
des points de ralentissements importants.

FIGURE 1.13 – Calculs de centralité basés sur la vitesse
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1.8 Conclusion

La modélisation de la congestion du trafic peut être approchée par les réseaux détermi-
nés par la théorie des graphes. De ce fait, nous avons présenté dans ce chapitre, différentes
méthodes de construction d’un réseau de transport en un graphe routier. Ce qui nous a ra-
mené à introduire quelques concepts et définitions des graphes, notions, les méthodes de
calcul et de construction des matrices associées au graphe, le calcul du degré d’un nœud et
la construction de la matrice de degré diagonale associée au graphe.

Nous avons présenté une modélisation microscopique du réseau de transport que nous
avons extrait à partir d’OpenStreetMaps, en utilisant le simulateur de réseau routier SUMO.
Les données issues de la simulation apportent plusieurs informations sur le comportement
des véhicules sur le réseau de transport, en plus, des informations sur les dispositifs de
comptage du trafic. Dans l’analyse des réseaux routiers, certaines routes ont plus d’effets
sur le réseau que d’autres. Cette importance peut être quantifiée par une mesure de centra-
lité. Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs mesures de centralités qui permettent
de décrire l’importance de chaque nœud dans le graphe.

Pour améliorer la gestion de la congestion du trafic, il semble pertinent d’appliquer des
stratégies de classification automatique dans l’objectif est d’identifier des zones de conges-
tions dans le réseau de transport. Le chapitre suivant introduit une méthode de classification
automatique via un partitionnement basé sur la recherche de pics de densité utilisant la den-
sité du trafic et la connectivité d’adjacence.
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Chapitre 2
Classification par recherche de pics de
densité
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

La classification non-supervisée consiste à rechercher dans un ensemble de points, des
groupes naturels (appelées classes) tels que les points d’un même groupe sont les plus si-
milaires entre eux alors que les points appartenant à des groupes différents sont les moins
similaires les uns des autres. Il existe un grand nombre d’approches de classification non
supervisée, comme la classification basée sur les densités.

La classification basée sur les densités contient une variété importante d’algorithmes ap-
partenant à la famille des "boules". On peut mentionner l’emploi des boules en classification
non supervisée dans Flamenbaum et al. (1979) et dans le contexte supervisé dans l’algo-
rithme Radial Basis Function Networks(RBF) (Moody and Darken, 1989). L’idée de base est
de couvrir l’espace par des boules de même rayon centrées sur les points de données. Les
noyaux des classes sont des boules de fortes densités. Ester et al. (1996) ont proposé un algo-
rithme nommé DBSCAN (density based spatial clustering of applications with noise) qui est
un des algorithmes les plus populaires de ce type. L’idée principale est d’identifier les classes
en recherchant le voisinage de chaque point de données dans un rayon ε prédéfini et de vé-
rifier qu’il contient au plus MinPts de points dans une boule. Cependant, cet algorithme
est très sensible aux seuils ε et au paramètre MinPts, et le choix d’un seuil approprié est
très important pour obtenir des classes adéquates (Rodriguez and Laio, 2014). Au-delà des
concepts de DBSCAN, Xu et al. (2007) ont développé un algorithme nommé SCAN (structu-
ral clustering algorithm for networks) qui partitionne un graphe en fonction de sa structure
pour détecter les classes et les points aberrants. Toutefois, la performance de cet algorithme
dépend fortement de paramètres d’entrée. Rodriguez and Laio (2014) ont récemment pro-
posé une méthode de clustering basée sur la densité en cherchant les pics de densité au
niveau local. L’algorithme de partitionnement par pics de densité (Density peaks clustering)
permet de mettre en évidence des groupes non-convexes, donnant ainsi des règles de dé-
cision appropriée pour identifier les classes de manière significative (Rodriguez and Laio,
2014).

Ce chapitre porte sur l’analyse des zones de congestion dans le réseau routier urbain
(figure 2.1), en particulier la détection de ces zones. L’objectif est donc d’appliquer la mé-
thode de classification basée sur la recherche de pics de densité pour la détection de zones
de congestion dans la ville de Calais. Dans un premier temps, nous allons appliquer cette
méthode à des distributions gaussiennes de points dans un espace 2D, puis nous allons
adapter l’algorithme à notre étude de cas sur la recherche de zones de congestion dans un
réseau routier.
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FIGURE 2.1 – Zone de congestion à Calais

2.2 Description de l’algorithme pics de densité

L’algorithme pics de densité est basée sur la recherche de points présentant une densité
élevée qui serviront de "centres" pour les classes. Les centres des classes doivent vérifier
deux propriétés : (1) les centres sont entourés par des points voisins de faible densité locale
et (2) ils sont à une distance relativement grande des points de densité locale plus grande.
La densité locale d’un point est le nombre des points dans la boule centrée sur ce point.
De ce fait, chaque point de données est caractérisé par deux quantités : sa densité locale ρi

et sa distance δi des points de plus fortes densités. Considérons un ensemble de N points
X = {x1, . . . , xN}. La matrice des distances D est définie, telle que, Dij = d(xi, xj) qui est la
distance entre les couples de points xi et xj, où i , j :

D=


0 d(x1, x2) d(x1, x3) ... d(x1, xN)

d(x2, x1) 0 d(x2, x3) ... d(x2, xN)

... ... ... ... ...
d(xN, x1) d(xN, x2) d(xN, x3) ... 0

 .

— La densité locale : Rodriguez and Laio (2014) ont défini deux méthodes possibles pour
le calcul de la densité. La définition la plus simple de la densité locale pour le point xi

est le nombre de points présents dans le voisinage de ce point, c’est-à-dire le nombre
de points dont la distance à xi est inférieure à un seuil dc. Plus formellement, la densité
locale est définie par :

ρ(xi) =
N

∑
j=1

χ(Dij − dc) avec χ(x) =

{
1 si x < 0
0 sinon.

. (2.1)
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Le paramètre dc est une distance fixée qui permet de compter pour chaque point xi

le nombre de points qui sont à une distance inférieure ou égale à dc. Le choix de
ce paramètre est sensible aux performances de la classification. Une autre approche
consiste à estimer la densité par des fonctions noyaux gaussiennes (Lin, 2019) :

ρ(xi) =
N

∑
j=1

exp(−
D2

ij

d2
c
) (2.2)

— La distance : δ(xi) consiste à rechercher pour chaque xi le point le plus proche parmi
ceux les plus denses. Pour le point dont la densité est maximale, on associe la plus
grande distance possible, donc la distance au point le plus éloigné (Lin, 2019) :

δ(xi) =


min

j:ρ(xj)>ρ(xi)
Dij si ρ(xi) < max

xj∈X
ρ(xj)

max
xj∈X

Dij sinon.
(2.3)

Par la suite, nous définissons par σ(xi) l’indice j du point de données xj qui est le
plus proche du point xi, tel que ρ(xj) > ρ(xi). Pour les points dont les densités sont
maximales, σ(xi) est fixé à i :

σ(xi) =

 argmin
j:ρ(xj)>ρ(xi)

Dij si ρ(xi) < max
xj∈X

ρ(xj)

i sinon.
(2.4)

— Le graphe de décision : Les données sont représentés par leurs coordonnées (ρ(xi),δ(xi))

dans le plan densité-distance dit graphe de décision. Ce graphe donne à l’utilisateur
une idée sur la structure des données et permet la sélection du nombre de classes.
Les centres des classes sont caractérisés par des points ayant relativement une den-
sité élevée et assez distants. Ils occupent donc la zone en haut à droite du graphe de
décision. Les points aberrants ou "outliers" sont les points ayant une faible densité
et une grande distance. Pour les noyaux des classes, on procède comme suit. Pour
chaque classe, on considère sa frontière, définie comme l’ensemble de points affectés
à la classe mais qui sont à une distance dc des points appartenant à d’autres classes.
Nous cherchons, pour chaque classe, le point de plus forte densité à l’intérieur de la
région frontière. Les points de la classe dont la densité est supérieur à celle-ci sont
considérés comme noyau de la classe. Une fois les centre des classes sont déterminés,
chaque point restant est affecté à la même classe que son plus proche voisin de plus
forte densité. L’affectation est faite en une seule étape.
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— La règle gamma : Une autre approche a été envisagée pour sélectionner le nombre de
classe qui est la règle gamma. Cette approche utilise le produit des deux caractéris-
tiques δ et ρ et réalise un seuillage de cette quantité :

γ(xi) = δ(xi)ρ(xi) > γseuil. (2.5)

Les points "centraux" sont les points xi tels que γ(xi) > γseuil, γseuil étant un seuil à
définir par l’utilisateur (Rodriguez and Laio, 2014).

L’algorithme 1 résume la méthode de partitionnement par pics de densité.

Algorithme 1 : Algorithme DPC (Density Peaks Clustering)
Résultat : Vecteur C tel que C(xi) est la classe du point xi
Entrées : un ensemble de points X = {x1, ..., xN}, xi ∈RM ;
Le seuil dc;
Calculer la densité ρ(xi) de chaque point xi;
Calculer δ(i) et σ(xi) pour chaque point xi;
Afficher les δ(xi) en fonction des densités ρ(xi);
Sélectionner manuellement les pics de densités sur le graphe;
Pour chaque pic de densité xi, on assigne C(xi) = k, k = 1..K pour K pics de densité;
Pour chacun des autres points xi, parcourus par ρ décroissant, on assigne
C(xi) = C(σ(xi));

2.3 Application de DPC sur un exemple simple

Dans cette section, nous appliquons l’algorithme DPC et nous détaillons ses étapes par
un exemple pédagogique. La figure 2.2 présente la distribution de l’ensemble de points X =

{x1, ..., xN} à analyser. La première étape, consiste à calculer les densités de chaque point en
suivant l’équation 2.2, comme indiqué précédemment. Les densités sont résumées dans le
tableau 2.1.

TABLEAU 2.1 – Densités des points de l’exemple simple.

Point x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

ρ 3 4 3 3 5 3 3 3 4 1

Par la suite, pour chaque point xi nous déterminons les points de densité supérieure les
plus proches. Sauf pour le point de densité maximale, auquel on associe la distance au point
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FIGURE 2.2 – Exemple de distribution simple

le plus éloigné, le tableau 2.2 présente les résultats obtenus.

TABLEAU 2.2 – δ et σ des points de l’exemple pédagogique.

Point x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
δ d(1,2) d(2,5) d(3,2) d(4,9) d(5,10) d(6,9) d(7,5) d(8,2) d(9,5) d(10,3)
σ 2 5 2 9 5 9 5 2 5 3

Une fois les valeurs de δ et σ et ρ sont calculées, nous traçons par la suite le graphe
de décision, où les densité ρ sont en abscisse et δ sont en ordonnée. La figure 2.3 illustre
le graphe de décision résultant. Sur ce graphe, on distingue les trois zones possibles : les
centres des classes de δ et ρ élevés ; les valeurs aberrantes de δ élevé et de ρ faible ; et les
autres points. Sur ce graphe, nous remarquons que les points 2 et 5 ont les plus hautes
valeurs de δ et ρ, alors, ces deux points deviennent centres d’une classe chacun. Ainsi, on
associe une classe à chaque centre : C(x5) = 1,C(x2) = 2.

Par la suite, nous attribuons les autres points d’une manière récursive à la classe la plus
proche :
C(x9) = C(σ(x9)) = C(x5) = 1
C(x1) = C(σ(x1)) = C(x2) = 2
C(x3) = C(σ(x3)) = C(x2) = 2
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𝜌 

𝛿 

FIGURE 2.3 – Graphe de décision obtenu pour l’exemple pédagogique.

C(x4) = C(σ(x4)) = C(x9) = C(x5) = 1
C(x6) = C(σ(x6)) = C(x9) = C(x5) = 1
C(x7) = C(σ(x7)) = C(x5) = 1
C(x8) = C(σ(x8)) = C(x2) = 2
On a donc : C1 = {4,5,6,7,9} et C2 = {1,2,3,8}.

2.4 Elimination des valeurs aberrantes

Nous considérons toujours notre ensemble de points X = {x1, ..., xN} et nous supposons
connus le vecteur indicateur de détermination C tel que C(xi) indique la classe du point xi.
La recherche de valeurs aberrantes va consister à chercher dans chaque classe Ck les points
dont la densité est inférieure à la densité moyenne maximale à la frontière de chaque classe
(Li and Tang, 2018; Rodriguez and Laio, 2014).
Pour cela, nous définissons un vecteur ρ f rontmax = (ρ

f rontmax
1 , ...,ρ f rontmax

K ) avec ρ
f rontmax
k la

densité moyenne maximale à la frontière de la classe Ck. Pour chaque couple de points
(xi, xj) avec C(xi) , C(xj) et voisins, donc formant une frontière, nous calculons ρmoy =

ρi+ρj
2

la moyenne des densités des deux points. Par la suite, nous mettons à jour le vecteur ρ f rontmax

avec les valeurs maximales. Dans le code source fourni par les auteurs Rodriguez and Laio
(2014) l’algorithme d’élimination des valeurs aberrantes est résumé par l’algorithme 2.

Reprenons notre exemple pédagogique précédent, nous remarquons une frontière entre
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Algorithme 2 : Elimination des valeurs aberrantes

Résultat : Vecteur Ĉ tel que Ĉ(xi) est la classe du point xi
Entrées : la matrice de distances D, le vecteur de détermination C, le nombre de
classes K, le rayon dc;

On initialise un vecteur Ĉ égal au départ à C, Ĉ(xi) indiquera la classe du point xi ou
un 0 si c’est une valeur aberrante.

pour i de 1 à N faire
pour j de i+1 à N-1 faire

si C(xi) , C(xj) et Dij < dc alors

ρmoy =
ρ(xi)+ρ(xj)

2

si ρmoy > ρ
f rontmax
C(xi)

alors

ρ
f rontmax
C(xi)

= ρmoy

fin
si ρmoy > ρ

f rontmax
C(xj)

alors

ρ
f rontmax
C(xj)

= ρmoy

fin
fin

fin
fin
pour i de 1 à N faire

si ρ(xi) < ρ
f rontmax
C(xj)

alors

Ĉ(xi) = 0
fin

fin

les points x3 et x7, et donc ρ
f rontmax
1 = ρ

f rontmax
2 = ρ(x3)+ρ(x7)

2 = 3. Dans ce cas, nous pouvons
donc éliminer tous les points dont la densité est inférieure à 3. Ce qui est le cas du point aber-
rant x10. Le partitionnement avec élimination du point aberrant est visible sur la figure 2.4.

2.5 Estimation du rayon dc

Le paramètre dc reflète une distance afin de compter pour chaque point de données xi,
le nombre de points dont la distance est plus petite ou égale à dc. Comme suggéré par Ro-
driguez and Laio (2014), nous pouvons estimer le rayon dc tel qu’en moyenne (notée p%)
des points se trouvent sous le rayon. Pour cela, on range toutes les distances d(i, j) entre
chaque point de données par ordre croissant dans un vecteur dsort. Par la suite, nous esti-
mons le paramètre dc tel que dc = dsort(|dsort| × p

100) avec |dsort| le nombre d’éléments de
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FIGURE 2.4 – Partitionnement de l’exemple simple avec élimination des points aberrants.

|dsort| = N×(N−1)
2 , N le nombre de points.

Dans notre exemple, nous allons chercher dc avec p = 5%, on a |dsort| = 10×9
2 = 45 et

45× 0.05 ≈ 2 donc le dc estimé est égal à la deuxième plus petite distance de la matrice de
distances, qui correspond à la distance entre les points 5 et 9 dans l’exemple, donc dc = D59.

2.6 Test de l’algorithme sur quelques exemples

Nous allons tester cet algorithme sur des exemples de distributions de points, que nous
allons comparer à K-means, afin de montrer l’intérêt de la méthode DPC. Dans ces exemples,
les centres des classes seront choisis manuellement sur le graphe de décision. Les exemples
sont générés à partir d’une distribution gaussienne, que l’on a tronquée afin de dessiner
les formes. Pour le calcul du rayon dc, nous avons choisi un pourcentage de 1% dans les 3
exemples. Le premier ensemble de points testés est réparti en 4 groupes, chacun formant un
rectangle. La figure 2.5, illustre le résultat de classification ainsi que le graphe de décision.
Sur ce dernier, on a sélectionné les 4 points ayant la distance δ la plus élevée.
Le résultat ne montre pas de différence entre les deux méthodes, en effet, K-means reste
performant lorsque les groupes à identifier ne sont pas imbriqués, nous avons donc 0%
d’erreurs pour les deux méthodes.
Nous observons en revanche une nette amélioration sur les figures 2.6 et 2.7. Pour ces
exemples, nous remarquons bien les limites de K-means lorsqu’il s’agit d’identifier des struc-
tures imbriquées, ce que l’algorithme DPC est capable de faire. En effet, nous observons
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dans cet exemple un taux de reconnaissance de 100% dans les deux exemples pour DPC,
alors qu’avec K-means, il est de l’ordre de 75% dans le premier exemple et de 50% dans le
second.

FIGURE 2.5 – DPC et K-means sur 4 rectangles.

FIGURE 2.6 – DPC et K-means sur un exemple de forme L.

Pour conclure cette partie de tests, la méthode DPC présente de nombreux avantages par
rapport à un algorithme K-means classique. D’abord elle permet de reconnaître des struc-
tures imbriquées là où K-means aura plus de difficultés à le faire avec un nombre de classes
limité. La méthode DPC permet également de traiter les valeurs aberrantes, en analysant
les densités aux frontières des classes déterminées, ce qui permet d’éliminer "naturellement"
des points de la distribution.
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FIGURE 2.7 – DPC et K-means sur un carré imbriqué.

2.7 Sélection automatique du nombre de classes

L’étape de sélection des classes est déterminée par deux méthodes : le graphe de décision
et la règle gamma. Ces deux méthodes dépendent des paramètres de seuillage dc et γseuil qui
sont crucial pour les performances de l’algorithme des pics de densité. En outre, les auteurs
Rodriguez and Laio (2014) n’ont pas fourni une méthode efficace pour le choix de ces va-
leurs et ont laissé ces paramètres à définir par l’utilisateur en se basant sur des expériences.
En général, la problématique est de déterminer le seuil optimal des caractéristiques sélec-
tionnées.

En premier lieu, nous introduisons la méthode de calcul du rayon dc. Wang et al. (2016)
ont introduit une méthode de sélection automatique de la valeur de dc en minimisant une
entropie potentielle définie comme suit :

H = −
N

∑
i=1

ϕi

Φ
log
(ϕi

Φ

)
(2.6)

où Φ = ∑N
i=1 ϕi est le facteur de normalisation et ϕi est le potentiel scalaire de chaque point,

et il est défini par :

ϕi =
n

∑
j=1

e
−

D2
ij

d2
c . (2.7)

Ainsi, l’équation 2.7 est la même que l’équation 2.1 et le potentiel de données distribue les
points de la même manière que la densité. Selon cette définition, les points ayant des valeurs
élevés de ϕi sont situés dans la région dense. Au final, nous choisissons le rayon d’influence
dc qui minimise l’entropie H selon la règle de distribution gaussienne où un point ne peut
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affecter que les points situés dans son rayon d’influence.

Les deux approches de sélection du nombre de classes consiste à fixer un seuil γseuil pour
déterminer le nombre de classes à sélectionner (équation 2.5). L’inconvénient est que ce para-
mètre doit être déterminé différemment pour chaque ensemble de données. De plus, pour les
ensembles de données simples, la valeur du seuil γseuil peut être sélectionnée facilement par
l’utilisateur. Mais pour les ensembles de données complexes et plus grands, il n’est pas facile
de sélectionner une valeur de γseuil optimale. Afin de résoudre ce problème, une méthode
d’identification de centres de classes basée sur les statistiques est définie. L’idée de base est
que les centres des classes peuvent être considérés comme des valeurs aberrantes avec des
distances minimales élevées dans le graphe de décision. Ainsi, une nouvelle méthode de
détection statistique des valeurs aberrantes est utilisée pour identifier automatiquement les
centres des classes à partir du graphe de décision. Une fonction de densité de probabilité est
calculée en incorporant deux valeurs : la probabilité et la variance. La probabilité µy (ρi) de
la distance y à une valeur spécifique ρi est définie par (Yan et al., 2019) :

µy (ρi) =

∑N
j=1,j,i δj exp

(
−1
2

(
(ρj−ρi)

a

)2
)

∑N
z=1,z,i exp

(
−1
2

(
(ρz−ρi)

a

)2
) . (2.8)

La variance de la distance y à une valeur spécifique ρi est estimée par :

σ2
y (ρi) =

∑N
j=1,j,i

[
b2 +

(
δj − µy (ρi)

)2
]

exp

(
−1
2

(
(ρj−ρi)

a

)2
)

∑N
z=1,z,i exp

(
−1
2

(
(ρz−ρi)

a

)2
) , (2.9)

avec a et b sont les largeurs des noyaux 2D. Les valeurs de a et b sont calculées en utilisant
les écarts types des ρi et des δi pour tous les points de données comme suit :a = ε× σρ 0 < ε < 1

b = β× σδ 0 < β < 1
(2.10)

où, ε et β sont deux paramètres fixés par l’utilisateur. Ensuite, les centres de classes sont
identifiés en utilisant le seuil suivant :

γseuil(ρi) = µy (ρi) + 3× σ2
y (ρi) (2.11)
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Tout point de données qui a une distance minimale δi > γseuil(ρi) est identifiée comme un
centre de classe.

2.8 Classification du graphe routier par pics de densité

Dans la méthode de classification par recherche de pics de densité, nous allons travailler
directement sur les caractéristiques de chaque route, et chercher des groupes de routes pré-
sentant des caractéristiques similaires. Le nombre de classes sera déterminé automatique-
ment en sélectionnant des points sur le graphe de décision qui ont une grande valeur de ρi

et δi. L’algorithme DPC présenté précédemment devra être adapté car l’ensemble de points
que l’on partitionne représente des routes, et chaque route a des routes adjacentes. Cette
dernière contrainte est à prendre en compte dans nos calculs. Nous allons d’abord voir pour-
quoi la méthode DPC est adaptée à notre étude de cas, puis nous adapterons la méthode aux
contraintes d’adjacence.

Une zone de congestion peut être caractérisée ainsi : une forte densité en véhicules et
une vitesse moyenne relativement faible, mais également des caractéristiques proches. Par
simple observation, on peut dire qu’une zone de congestion est généralement créée sur une
seule route, au niveau d’une intersection, puis la congestion se diffuse aux routes voisines.
La figure 2.8 illustre un exemple de diffusion de la congestion dans un réseau routier.

Si on considère les routes de notre réseau comme des points possédant chacun des attri-
buts (densité, vitesse moyenne, temps d’attente moyen et taux d’occupation ), il y a donc des
points pics où ces valeurs sont extrêmes et décroissent dans les rues adjacentes. On retrouve
donc bien une distribution en groupes de points, possédant chacun un pic de densité. Ainsi,
notre algorithme de classification par pics de densité semble une alternative judicieuse pour
la caractérisation de notre réseau.

2.8.1 Description des données

Les points considérés ici vont représenter les routes du réseau de la ville de Calais. No-
tons, R l’ensemble des N routes étudiées. Chaque route ri est en fait une structure < Xi, Bi >

avec Xi un vecteur de M caractéristiques et Bi le vecteur d’adjacence tel que Bi(j) = 1 si ri et
rj sont adjacentes, Bi(j) = 0 sinon. Les Bi forment en fait les lignes de la matrice d’adjacence
du graphe dual défini pour la représentation du réseau routier.
Dans notre étude, M=4, les caractéristiques utilisées sont la densité en véhicules, la vitesse

moyenne, le taux d’occupation de la route et le temps d’attente moyen sur la route. Le des-
criptif des variables est dans le tableau 2.3.
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FIGURE 2.8 – Exemple de diffusion de la congestion

TABLEAU 2.3 – Descriptif des données obtenues par simulation avec Sumo

Caractéristique Descriptif
Densité Densité en véhicules (en véhicules/km)
Vitesse moyenne Vitesse moyenne des véhicules sur la route

(en m/s)
Taux d’occupation Pourcentage de la route occupé par des vé-

hicules, une valeur de 100 indiquerait une
file de véhicules collés les uns aux autres

Temps d’attente moyen Temps d’attente total de tous les véhicules
à l’arrêt

La figure 2.9 présente un exemple schématique d’un réseau routier composé de 6 routes
r1, ...,r6, sa représentation avec les notations précédentes est :

r1 =< X1, B1 >, X1 = [densite(1),occupation(1),vitesse(1), attente(1)], B1 = [010100]

r2 =< X2, B2 >, X2 = [densite(2),occupation(2),vitesse(2), attente(2)], B2 = [101000]

r3 =< X3, B3 >, X3 = [densite(3),occupation(3),vitesse(3), attente(3)], B3 = [010110]

r4 =< X4, B4 >, X4 = [densite(4),occupation(4),vitesse(4), attente(4)], B4 = [101010]
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r5 =< X5, B5 >, X5 = [densite(5),occupation(5),vitesse(5), attente(5)], B5 = [001101]

r6 =< X6, B6 >, X6 = [densite(6),occupation(6),vitesse(6), attente(6)], B6 = [000010]

FIGURE 2.9 – Exemple schématique d’un réseau routier

Les Xi forment les lignes de la matrice X des points à partitionner dans un espace de dimen-
sion 4.
Nous appliquons l’algorithme DPC dans un espace de 4 dimension sur le graphe routier de
Calais. Le graphe G = (V, E) est composé d’un ensemble de noeuds V de taille |V| = 260 qui
représente les routes du réseau routier et l’ensemble des arêtes représente les intersections
entre eux. La figure 2.10 illustre le graphe routier résultant du réseau routier de la ville de
Calais.

Nous n’utilisons pas les coordonnées géographiques des routes car leur position ne ca-
ractérise pas une zone de congestion, de plus ces données peuvent biaiser le résultat pour
les tronçons de routes proches, par exemple les ronds-points définis dans SUMO, sont re-
présentés par plusieurs routes très proches les unes des autres, donc "géographiquement
denses". Mais la position des routes a une importance, car une zone de congestion est un
ensemble de routes adjacentes. Nous verrons dans la partie suivante comment prendre en
compte la position des routes grâce à la notion d’adjacence.

2.8.2 Détection des zones de congestion

Dans cette section, nous introduisons une application de l’algorithme de partitionne-
ment DPC sur le graphe routier afin de détecter les différentes zones de congestion sur le
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FIGURE 2.10 – Représentation en graphe du réseau routier à partitionner

réseau. Cette application est composée de 3 étapes : la recherche du voisinage des routes, la
recherche automatique du nombre de classes et le partitionnement du réseau en groupes de
routes ayant des caractéristiques similaires (algorithme DPC). Par la suite, nous introduisons
ces étapes par un exemple d’un graphe routier.

Prise en compte des routes adjacentes

Prendre en compte l’adjacence des routes dans la classification permet d’améliorer les
performances de l’algorithme de partitionnement et surtout la connexité des classes obte-
nues. En effet, l’algorithme DPC recherche des groupes de points denses, donc avec des
valeurs similaires, mais dans le cadre d’un réseau routier, 2 routes peuvent avoir des carac-
téristiques proches, sans pour autant être connectées ensemble. On ajoute donc la prise en
compte des routes adjacentes dans le calcul des mesures : δi et σi. L’objectif est de calculer
les σi et des δi en associant le point le plus proche de densité supérieure, si et seulement s’il
représente une route adjacente.
Pour la matrice d’adjacence, nous allons définir B(1) pour une adjacence d’ordre 1 (c’est-
à-dire les routes adjacentes à chaque route), B(2) pour un voisinage d’ordre 2 (les routes
adjacentes, et les routes adjacentes à ces dernières). Par exemple dans l’exemple de la fi-
gure 2.9 le voisinage à l’ordre 1 de la route 3 est composé des routes 2,4 et 5. Le voisinage à
l’ordre de 2 de la route 3 contient toutes les routes de la figure. Afin de comparer l’impact de
l’ordre d’adjacence sur les résultats de partitionnement, nous choisissons d’introduire une
comparaison entre les deux ordres 1 et 2.
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La première étape consiste donc à calculer le rayon dc automatiquement en minimisant
l’équation 2.6 et le calcul des densités par la méthode du noyau Gaussien (équation 2.2), tel
que suggéré pour un ensemble de petite taille. Par la suite, nous calculons les mesures de la
distance selon l’équation 2.3 et les σi selon l’équation 2.4. Après avoir calculé ces mesures,
nous traçons les graphes de décision avec une adjacence d’ordre 1 et 2 pour comparer les
résultats obtenus et en plus, le graphe représentant les valeurs de gamma afin de rechercher
le nombre de classes.

La figure 2.11a montre un exemple du graphe de décision où les centres des classes sont
identifiés par les points ayant des valeurs élevées à la fois de ρi et δi. Le seuil est calculé se-
lon l’équation 2.11. Le plan est divisé en deux zones de décision et identifie les 7 classes qui
sont situées au-dessus de la valeur de seuil. Les centres de classes détectés sont représentés
par des points colorés. Ensuite sur la figure 2.11b nous traçons les valeurs de γ triées par
ordre décroissant. Les centres de classes sont détectés par ceux ayant des valeurs élevés de
γ. On peut observer l’impact du choix du voisinage sur le graphe de décision. Sur la figure
2.11a on remarque qu’il existe des centres de classes avec des valeurs de δ et de ρ supérieurs
aux autres, comme le cas de la classe marron. En plus, on remarque qu’il existe un point à
proximité du centre de la classe marron ayant des valeurs de δ et de ρ élevées qui n’est pas
considéré un centre de classe, or sur la figure 2.11b ce point possède aussi une valeur de
γ élevée. Par la suite, nous traçons les mêmes schémas avec un ordre d’adjacence égal à 2.
Les figures 2.12a et 2.12b illustre les résultats obtenus. On remarque alors que le groupe de
points représentant les centres de densité sont bien éloignés des autres points. Expérimenta-
lement, nous remarquons que le modèle n’est plus fiable pour une adjacence à l’ordre 1. Par
conséquent, nous choisissons la matrice d’adjacence d’ordre 2.

Sélection des zones de congestion

La figure 2.13 montre le résultat de partitionnement obtenu avec une adjacence d’ordre 2.
De plus, le tableau 2.4 montre les résultats des vitesses moyennes et écarts-types des classes
résultantes. L’algorithme DPC permet de détecter les différentes zones de congestion du ré-
seau routier. Chaque zone correspond à la description du trafic du réel (voir figure 1.10).
Les 2 quartiers représentant des zones fluides (classes rouge et orange) sont isolés avec des
vitesses moyennes de 11.11 et 11.83 m/s. De plus, les zones à fortes congestions sont re-
groupées dans 3 classes (classes vert, magenta et bleu) identifiant les axes principales de
congestion comme le rue de verdun et les principales intersections les plus congestionnées.
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FIGURE 2.11 – (a) Graphe de décision avec une adjacence d’ordre 1 et (b) Valeurs de γ triées
par ordre décroissant.
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FIGURE 2.12 – (a) Graphe de décision avec une adjacence d’ordre 2 et (b) Valeurs de γ triées
par ordre décroissant.

TABLEAU 2.4 – Valeurs de la vitesse moyenne (m/s) et écart-type.

(µ/σ) Vert Magenta Bleu Rouge Orange
IND 6.53/ 1.70 7.94/2.30 7.94/2.30 11.11/ 3.12 11.83/ 1.50
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FIGURE 2.13 – Partitionnement du réseau par DPC avec une adjacence d’ordre 2.

2.9 Conclusion

L’objectif de ce chapitre est de mettre en œuvre l’algorithme Density Peak Clustering et
de montrer son efficacité dans le partitionnement d’un réseau urbain. Cet algorithme est
basé sur le calcul des densités locaux et des distances entre les points de données. Il per-
met de détecter des classes de formes quelconques non-sphériques et des classes de densi-
tés différentes. Il est robuste quant au changement de métrique employée. Les classes sont
obtenues directement à partir des données sans transformation. Le nombre des classes est
obtenu automatiquement par des représentations graphiques du graphe du décision et la
règle gamma.

Cet algorithme offre des résultats intéressants dans le contexte d’un réseau de transport.
Cependant, on ne peut pas obtenir de résultats cohérents sans prendre en compte l’adja-
cence des routes. Pour un réseau de grande taille, il faut considérer un ordre de la matrice
d’adjacence supérieur à 2 pour préserver la connexité des classes. Dans le chapitre suivant,
nous présentons une autre méthode de classification automatique basée sur le concept des
graphes. Cette méthode comprend plusieurs algorithmes de partitionnement spectral qui
peuvent être appliqués à un réseau urbain.

63





Chapitre 3
Classification spectrale

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.2 Graphe des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.2.1 Représentation de graphe des données . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.2 Matrices de distances et de similarités . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.3 Matrice de distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.4 Matrices de similarités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.2.5 Matrices Laplaciennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3 Classification spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.3.1 Coupe simple K=2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.3.2 La coupe multiple K>2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.3.3 Minimisation du critère de la coupe normalisée . . . . . . . . . . . . 74

3.4 Algorithmes de classification spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.4.1 Estimation automatique du nombre des classes . . . . . . . . . . . . 80

3.5 Classification spectrale d’un réseau urbain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.5.1 Classification d’un graphe primal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.5.2 Classification du graphe dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

65



3.1. Introduction

3.1 Introduction

À part la méthode de classification introduite dans le chapitre précédent, il existe une
autre méthode de classification qui s’appuie sur le concept de graphe et la théorie des ma-
trices. Plus précisément, la méthode de la classification spectrale qui est basée sur la re-
présentation des données sous forme de graphe et la recherche des vecteurs propres de la
matrice Laplacienne du graphe qui permet d’offrir un espace de représentation plus simple
pour la classification des données. Les avantages de cette approche sont ses bases théoriques
solides, ses performances à classer des données de structures diverses et ses applications ré-
centes avec succès dans les domaines tels que les réseaux de transport.

La représentation des données sous forme de graphe et la possibilité d’intégrer les connais-
sances contextuelles dans celui-ci, conduisent à considérer le problème de la classification
comme un problème de coupe de graphe, sans présumer d’hypothèses sur la forme des ob-
jets. Les techniques de classification spectrale sont basées sur la minimisation d’un critère de
type coupe de graphe. De plus, la classification spectrale nécessite la connaissance a priori
du nombre des classes. Ce nombre peut être fixé par l’utilisateur, ou bien recherché automa-
tiquement.

Ce chapitre s’intéresse à la méthode de classification basée sur les graphes, la classifica-
tion spectrale et de sa mise en oeuvre. En premier lieu, nous donnons, des détails sur les
méthodes de calcul de la matrice de similarité et la matrice Laplacienne dans la section 3.2.
Ensuite, nous présentons dans la section 3.3 les différents algorithmes de la classification
spectrale. Dans la sections 3.5, nous appliquons les méthodes de classification décrites sur les
données du réseau routier de la ville de Calais afin de mettre en évidence les caractéristiques
des méthodes présentées. Les données acquises au niveau de la simulation microscopique
seront utilisées comme bases de données.

3.2 Graphe des données

Les méthodes de classification spectrale sont des méthodes de classification en K groupes
(appelés classes) qui utilisent un algorithme de classification non supervisée, basée sur le
spectre de la matrice de similarités. L’objectif de la classification non supervisée est de di-
viser un graphe en groupes naturels tels que les nœuds d’un même groupe sont similaires
alors que les nœuds des groupes différents sont dissimilaires.
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CHAPITRE 3. CLASSIFICATION SPECTRALE

3.2.1 Représentation de graphe des données

Un graphe peut être utilisé comme un modèle de représentation de données permettant
d’exprimer les relations et de révéler les dépendances entre ces données. Une étape fonda-
mentale dans les méthodes basées sur les graphes est la construction des graphes. À partir
d’un ensemble de N points de données X = {x1, x2, . . . , xN}, il est facile de construire un
graphe G = (V, E) en associant à chaque point de l’ensemble de données xi un nœud vi ∈ V

et on pondère chaque arête ei ∈ E reliant deux nœuds vi et vj par une similarité wij.

3.2.2 Matrices de distances et de similarités

Afin de fournir une première analyse des données pour identifier des groupes d’objets
naturels, il est souvent utile d’utiliser des représentations géométriques.

3.2.3 Matrice de distance

L’espace des données est un espace à M dimensions dans lequel chaque objet est re-
présenté par un point. Une mesure de distance des paires de points (xi, xj) notée δij, doit
être positive et symétrique (δij ≥ 0 et δij = δji). Elle atteint sa valeur minimale δij = 0 dans
le cas où xi = xj. Cette mesure doit satisfaire également la contrainte d’inégalité triangu-
laire (∀xi, xj, xl, δij ≤ δil + δl j) (Losee, 2012). Les points proches dans l’espace sont suspec-
tibles de représenter des données appartenant à un même groupe où la valeur de mesure
de la distance est proche de 0, tandis que les points éloignés appartiennent à des groupes
différents où la valeur de mesure de la distance est grande (la distance tend vers l’infini).
A partir de l’ensemble de données X, nous construisons la matrice de distance ∆ de dimen-
sion (N × N) de terme général δij, qui représente la distance séparant les paires de points
(xi, xj) :

∆ =


0 . . . δ1i . . . δ1N

. . . . . . . . . . . . . . .
δi1 . . . 0 · · · δiN

. . . . . . . . . . . . . . .
δN1 . . . δNi · · · 0

 . (3.1)

Des algorithmes de classification comme les algorithmes de classification hiérarchique et
K-means utilisent le concept de distance pour obtenir les classes de points. En fait, il semble
cohérent de regrouper les points dont la distance les uns des autres est faible et de séparer
les points les plus éloignés.
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3.2. Graphe des données

3.2.4 Matrices de similarités

Dans la représentation des données par graphe, la mesure de similarité notée par wij

entre paires de nœuds (vi,vj) exprime le degré de ressemblance entre les couples de don-
nées associés (xi, xj). La similarité entre deux nœuds est fonction de la distance des points
associés. Une fonction de similarité doit respecter la contrainte de normalisation (wij ∈ [0,1]),
de symétrie (wij = wji) et vérifie que wii ≥ wij.

Dans la littérature, plusieurs définitions des fonctions de similarité ont été proposées.
Parmi elles, nous choisissons de présenter les fonctions suivantes :

— Similarité inverse de distance euclidienne : Cette fonction de similarité permet d’ob-
tenir un maximum global borné à 1 pour une distance égale à zéro. Elle est définie
comme suit :

wij =
1

‖xi−xj‖2

σ2 + 1
(3.2)

Avec ‖xi − xj‖ la distance euclidienne entre le couple de points (xi, xj). Le paramètre
de dispersion σ permet de tenir compte de la dispersion locale des données (Kunegis
et al., 2008).

— Similarité cosinus : La fonction cosinus permet de mesurer la similarité entre deux
vecteurs (xi, xj), en calculant l’angle entre eux. Elle est définie comme suit (Salton and
Buckley, 1988) :

wij = |cos(xi, xj)| =
|xi

Txj|
‖xi‖ · ‖xj‖

(3.3)

Plus l’angle entre deux vecteurs est faible, plus les points associés sont similaires. Par
conséquent, cette fonction de similarité est sensible à la direction des données proje-
tées dans l’espace d’attributs.

— Similarité gaussienne : Cette fonction de similarité prend en compte les relations de
voisinage entre les points de données. Par conséquent, une fonction gaussienne basée
sur la distance euclidienne entre les points est souvent utilisée. Elle est définie par
(Von Luxburg, 2007) :

wij = exp

(
−
‖xi − xj‖2

2σ2

)
(3.4)

où, ‖xi− xj‖ est la distance euclidienne entre les points de données (xi, xj), et σ est un
paramètre de dispersion, choisi par l’utilisateur de telle sorte qu’il soit adapté à la dis-
persion locale des données. La fonction de similarité gaussienne diminue de manière
exponentielle lorsque les distances sont plus importantes, ce qui permet d’obtenir un
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CHAPITRE 3. CLASSIFICATION SPECTRALE

poids plus proche de 1 pour les points très similaires (Kunegis et al., 2008). Cette fonc-
tion est couramment utilisée dans le domaine de classification (Von Luxburg, 2007).

Le choix du paramètre de dispersion σ est crucial pour une bonne représentation
des données. L’ajustement du paramètre σ est souvent négligé lors de la description
des algorithmes de classification spectrale. Cependant, des valeurs de σ différentes
peuvent conduire à des résultats de partitionnement très différents. Nous présentons
trois méthodes de choix de ce paramètre :

— Auto-adaptif (ou self-tuning) : Cette méthode consiste à adapter le paramètre de dis-
persion à la structure locale de chaque couple de données (xi, xj) (Zelnik-Manor
and Perona, 2005) :

σ2
ij = σiσj

Il s’agit d’approximer la dispersion au voisinage d’un point xi par la distance de
ce point à son r plus proche voisin xri :

σi = ‖xi − xri‖

et d’approximer la dispersion au voisinage d’un point xj par la distance de ce
point à son r plus proche voisin xrj :

σj = ‖xj − xrj‖

La similarité gaussienne est alors exprimée par :

wij = exp

(
−
‖xi − xj‖2

2σiσj

)
(3.5)

— Méthode basée sur un seuil de similarité : Le paramètre de dispersion est déduit à par-
tir d’un seuil de similarité minimale ε de telle sorte que la similarité entre chaque
point et son r plus proche voisin est≥ ε. Le choix de σ est déduit de l’équation (Xu
et al., 2005) :

ε = e−
δ2

2σ2 (3.6)

avec, δ = maxi
{

δr
i
}

, où δr
i est la distance euclidienne du point xi à son r plus

proche voisin.
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3.2. Graphe des données

— Méthode basée sur la moyenne des distances : Cette méthode consiste à calculer les
distances ‖xi − xj‖ entre les couples des points (xi, xj). Le paramètre σ2 est choisi
égal à la moyenne des distances des paires des points (Zhao et al., 2018) :

σ2 =
2

N(N − 1)

N−1

∑
i=1

N

∑
j=i+1

‖xi − xj‖2 (3.7)

3.2.5 Matrices Laplaciennes

Le principal outil d’analyse spectrale des graphes associés aux données est la matrice
Laplacienne. À partir de la matrice de similarité W d’un graphe et la matrice de degré D
associée au graphe, plusieurs matrices Laplaciennes peuvent être définies.

— La matrice Laplacienne non normalisée est donnée par :

L = D−W =


d1 −w12 . . . −w1N

−w21 d2 · · · −w2N
...

... . . . ...
−wN1 −wN2 · · · dN

 . (3.8)

La matrice Laplacienne L est toujours positive semi-définie et symétrique. La matrice
Laplacienne non normalisée ne dépend pas des éléments de la diagonale de la matrice
de similarité W (Ng et al., 2002; Von Luxburg, 2007). Les valeurs sur la diagonale ap-
pelées auto-similarité, définies la similarité d’un noeuds avec lui-même. En effet, ces
valeurs ne modifient pas la matrice Laplacienne L. Par conséquent, toute autre ma-
trice de similarités composée de valeurs hors diagonale, égales à celles de W , donne
la même solution que la matrice L.

Dans la littérature, il existe d’autres formes de la matrice Laplacienne, qui sont de la
forme normalisée (Meila and Shi, 2001; Von Luxburg, 2007). Ces matrices Laplaciennes sont
définies de deux manières différentes :

— La matrice Laplacienne normalisée symétrique, notée par Ls, d’un graphe est définie
par (Shi and Malik, 2000) :

Ls = D−1/2LD−1/2 = I − D−1/2W D−1/2, (3.9)

avec, D1/2 est la matrice diagonale définie par D(i, i)1/2 =
√

di. Alors, D−1/2 est la
matrice diagonale définie par D(i, i)−1/2 = 1√

di
, sachant que di , 0. Alors, la matrice
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Laplacienne symétrique normalisée s’écrit de la forme suivante :

Ls =


1 −w12√

d1d2
. . . −w1N√

d1dN
−w21√

d2d1
1 · · · −w2N√

d2dN
...

... . . . ...
−wN1√

dNd1

−wN2√
dNd2

· · · 1

 . (3.10)

— La matrice Laplacienne normalisée asymétrique, notée par La, d’un graphe est définie
par (Meila and Shi, 2001) :

La = LD−1 = I − D−1W , (3.11)

avec, D−1 est la matrice diagonale définie par D(i, i)−1 = 1
di

sachant que di , 0. Alors,
la matrice Laplacienne normalisée asymétrique s’écrit de la forme suivante :

La =


1 −w12

d1
. . . −w1N

d1
−w21

d2
1 · · · −w2N

d2
...

... . . . ...
−wN1

dN

−wN2
dN

· · · 1

 . (3.12)

3.3 Classification spectrale

La classification spectrale consiste à partitionner un graphe en groupes (ou classes) non
vides et disjoints deux à deux. Soit C = {C1,C2, . . . ,CK} l’ensemble de K classes. Les élé-
ments dans une même classe Ck se ressemblent. Les classes doivent respecter les contraintes
suivantes :

— Une classe Ck contient au moins un élément : card(Ck) = |Ck| , 0.
— L’intersection entre deux classes différentes doit être un ensemble vide :

Ck ∩ Cl =∅ pour tout k , l.
— L’union de toutes les classes constitue le graphe : G = ∪K

k=1Ck.

On considère un graphe G = (V, E) composé de N nœuds interconnectés V= {v1,v2, . . . ,vN}
représentant un ensemble de données X = {x1, x2, . . . , xN}. On se propose de partitionner
les nœuds V de cardinal |V| = N du graphe G en K classes {C1,C2, . . . ,CK}. La classifiaction
spectrale repose sur la minimisation d’un critère de type coupe : coupe simple à K = 2 (Shi
and Malik, 2000), ou de type coupe multiple à K > 2 (Meila and Shi, 2001; Ng et al., 2002).
Nous introduisons par la suite ces deux critères de coupe simple et multiple.
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3.3. Classification spectrale

3.3.1 Coupe simple K=2

Dans la théorie des graphes, il existe différentes fonctions objectifs : la coupe minimale (Min-
Cut), la coupe ratio (RatioCut), la coupe normalisée (NC), la coupe min-max (MinMaxCut),
etc. Le but est de partitionner le graphe G = (V, E) en deux sous-ensembles disjoints de
nœuds, C1 et C2, grâce à l’optimisation d’une de ces fonctions. Pour les sous-ensembles de
nœuds C1 et C2 du graphe G, les deux termes suivants peuvent être définis :

— La coupe inter-groupes : est calculée en sommant les poids sur les arêtes entre les
deux sous-ensembles C1 et C2, ou autrement dit en sommant les similarités inter-
groupes, elle est définie par :

Cut(C1,C2) = ∑
vi∈C1

∑
vj∈C2

wij (3.13)

— La coupe intra-groupe : est calculée en sommant les poids des arêtes entre les nœuds
du sous-ensemble C1 (ou C2), ou autrement dit en sommant les similarités intra-
groupes, elle est définie par :

Cut(C1,C1) = ∑
vi∈C1

∑
vj∈C1

wij

Cut(C2,C2) = ∑
vi∈C2

∑
vj∈C2

wij
(3.14)

La coupe minimale

L’objectif de la méthode de la coupe minimale est de trouver deux sous-graphes et, par
conséquent, deux sous-ensembles C1 et C2 de nœuds pour lesquels la somme des poids des
arêtes entre ces sous-ensembles est minimale. Le critère d’optimisation est défini par :

MinCut(C1,C2) = Cut(C1,C2) (3.15)

L’inconvénient principal de cette méthode est le partitionnement du graphe en sous-ensembles
déséquilibrés. Cela s’explique notamment par le fait que les sous-ensembles ou les nœuds
isolés ont un degré faible. On reprend l’exemple du chapitre précédent de la figure 1.1 et
l’équation 1.3. La figure 3.1 illustre un exemple du partitionnement des données en deux
classes. La coupe obtenue est représentée par une ligne pointillée qui représente une va-
leur minimale égale à 1.06, mais les groupes de nœuds obtenues sont déséquilibrés. La
minimisation de ce type de coupe est donc très sensible aux nœuds isolés. Une solution
consiste à normaliser la valeur de la coupe en fonction du nombre des éléments dans le
sous-ensemble (Chen et al., 2005).
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A
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GH
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L
Coupe obtenue

FIGURE 3.1 – exemple illustratif du critère de la coupe minimale.

La coupe normalisée

L’objectif du critère de la coupe normalisée est de chercher une partition des nœuds
telle que les connexions intra-groupes sont maximisées et les connexions inter-groupes sont
minimisées. Ce qui revient à maximiser les termes Cut(C1,C1) et Cut(C2,C2) et à minimiser
le terme Cut(C1,C2). Dans ce type de coupe, la notion de volume d’un sous-ensemble est
introduite (Shi and Malik, 2000). Le critère de coupe normalisée est défini comme suit :

NC(C1,C2) =
Cut(C1,C2)

vol(C1)
+

Cut(C1,C2)

vol(C2)

= Cut(C1,C2)×
(

1
Cut(C1,V)

+
1

Cut(C2,V)

) (3.16)

Le volume d’un sous-ensemble vol(C1) (ou vol(C2)) mesure la taille de C1 en additionnant
les poids de tous les arêtes attachées aux noeuds associés au sous-ensemble C1. Il est donné
par :

vol(C1) = ∑
vi∈C1

di = ∑
vi∈C1

∑
vj∈V

wij = Cut(C1,V)

vol(C2) = Cut(C2,V)
(3.17)

Il est possible de normaliser ce critère de coupe en multipliant par 1
2 , afin d’obtenir des va-

leurs comprises dans l’intervalle [0,1]. Nous reprenons l’exemple pédagogique du graphe
de la figure 1.1. Les deux classes correspondantes aux critères de la coupe normalisée sont :
C1 = {B, C, D, G, H} et C2 = {A, E, F, I, J, K, L}. Les volumes des sous-ensemble C1 et C2

sont vol(C1) = 9.61 et vol(C2) = 14.78 avec une valeur pour la coupe normalisée NC(C1,C2) =

0.23.
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3.3.2 La coupe multiple K>2

Lorsque le nombre de classes est K > 2, il est possible d’utiliser deux approches. Une
approche récursive, dont le principe est d’appliquer récursivement un algorithme de bi-
partitionnement d’une manière hiérarchique. Après avoir divisé le graphe en deux sous-
ensembles de nœuds, il est nécessaire de réappliquer le même processus sur ces deux sous-
ensembles. On suppose donc que le nombre de groupes à trouver est connu ou directement
contrôlé par un seuil (fixé par l’utilisateur) associé à la valeur de la fonction objectif. Une
seconde approche est une généralisation des fonctions objectifs définies pour K = 2, afin de
prendre en compte un nombre de classes K plus élevé. Il faut connaître "a priori" le nombre
de ces classes. Les groupes recherchés {C1,C2, . . . ,CK} sont définis de la même façon que
pour le cas K = 2.
Soit Ck le k-ème groupe de nœuds et Ck le complément du groupe Ck. En étendant le stan-
dard prédéfini à K = 2, il est possible d’obtenir les fonctions objectifs suivantes :

— La coupe minimale est définie par :

MinCut(C1,C2, . . . ,CK) =
K

∑
k=1

Cut(Ck,Ck) (3.18)

— La coupe normalisée est définie par :

NC(C1,C2, . . . ,CK) =
K

∑
k=1

Cut(Ck,Ck)

vol(Ck)
(3.19)

avec, vol(Ck) = Cut(Ck,V).

Il est possible de normaliser les critères de coupe en multipliant par 1
K , pour obtenir des

valeurs comprises dans l’intervalle [0,1].

3.3.3 Minimisation du critère de la coupe normalisée

Il existe une relation entre le critère de la coupe normalisée et la matrice Laplacienne du
graphe. Considérons le vecteur u = (u1,u2, . . . ,uN)

T indicateur d’appartenance des noeuds
aux classes C1 et C2 avec :

ui =


1

vol(C1)
si vi ∈ C1

− 1
vol(C2)

si vi ∈ C2

(3.20)

74



CHAPITRE 3. CLASSIFICATION SPECTRALE

La relation reliant le critère de coupe de graphe et le Laplacien est donnée par :

uT Lu
uTDu

=
1
2

Cut(C1,C2)

(
1

vol(C1)
+

1
vol(C2)

)
(3.21)

En effet : uTDu = 1
vol(C1)

+ 1
vol(C2)

D’après von Luxburg (Von Luxburg, 2007), uT Lu peut être définie par :

uT Lu = uT(D−W)u

= uTDu− uTWu

=
1
2

(
∑

i
diu2

i − 2∑
i,j

wijuiuj + ∑
i

diu2
i

)

=
1
2 ∑

i,j
wij(ui − uj)

2

=
1
2 ∑

i∈C1,j∈C2

wij

(
1

vol(C1)
+

1
vol(C2)

)2

=
1
2

Cut(C1,C2)

(
1

vol(C1)
+

1
vol(C2)

)2

(3.22)

Le critère de la coupe normalisée NC peut alors être écrit de la forme suivante :

uT Lu
uTDu

=
1
2

NC(C1,C2)

et la minimisation du critère de la coupe normalisée NC est donnée par :

min
C1,C2

NC(C1,C2) = min
u

uT Lu
uTDu

La recherche de deux groupes C1 et C2 qui minimisent NC est résout en relaxant les contraintes
sur le vecteur indicateur u sous la forme :

min
u

uT Lu
uTDu

La solution triviale est le vecteur 1 dont les éléments sont des 1 et correspond à la valeur
propre nulle. Les vecteurs indicateurs u doivent vérifier la contrainte uTD1 = 0. Ce problème
est équivalent à celui obtenu en normalisant le dénominateur :

min uT Lu, (3.23)
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sous la contrainte uTDu = 1.
La minimisation est obtenue en résolvant le système de valeurs propres généralisées :

Lu = λDu (3.24)

Pour affecter les points aux classes C1 et C2, il suffit de seuiller le vecteur indicateur u par
rapport à zéro de la manière suivante : vi ∈ C1 si ui ≥ 0 et vi ∈ C2 si ui < 0. En gros, par-
titionner un graphe en K classes, C1, . . . ,CK revient donc, à minimiser le critère de la coupe
normalisée donné par :

NC(C1, . . . ,CK) =
K

∑
k=1

Cut(Ck,Ck)

vol(Ck)

où, Ck est l’ensemble de nœuds complément de Ck dans V. La solution est un problème
d’optimisation de la forme :

min
U

Tr(UT LU) (3.25)

avec UTDU = I et Tr est la trace d’une matrice. Ce qui conduit à rechercher les K pre-
miers vecteurs propres associés aux K plus petites valeurs propres non nulles. Par la suite
les points des données sont affectés à leurs classes correspondantes par un algorithme de
partitionnement comme les K-means.

D’une façon similaire, le problème d’optimisation de la coupe normalisée a été résolu
par une maximisation de la trace, où la solution est la matrice U dont les colonnes sont les K
vecteurs propres associés aux K premières valeurs propres de la matrice Laplacienne définie
par Ng et al. (2002) :

L = D−1/2W D−1/2. (3.26)

On peut donc écrire la coupe normalisée de manière équivalente par l’équation suivante
(Bach and Jordan, 2006) :

NC = K− Tr
[
UT
(

D−1/2W D−1/2
)

U
]

. (3.27)

Le tableau 3.1 illustre quelques exemples de fonctions objectives utilisées comme critères
de coupes pour la partition de graphes.
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TABLEAU 3.1 – Tableau récapitulatif de critères de coupes de graphe.

Fonction Représentation graphe Représentation compacte
Degré d’un
noeud

di = ∑N
j=1 wij vol(vi)

Volume d’une
classe Ck

vol(Ck) = ∑vi∈Ck
di = ∑vi∈Ck ∑vj∈V wij

= Cut(Ck,V)
vol(Ck) = uT

k Duk

Volume du
graphe

vol(V) = Cut(V,V) = ∑N
i=1 di vol(V) = tr(D)

Somme poids
intra-classe Ck

Cut(Ck,Ck) = ∑vi∈Ck ∑vj∈Ck
wij Cut(Ck,Ck) = uT

k Wuk

Somme poids
inter-classe
(Ck,Ck)

Cut(Ck,Ck) = ∑vi∈Ck ∑vj∈Ck
wij Cut(Ck,Ck) = uT

k Luk

Coupe mini-
male

MinCut = ∑K
k=1 Cut(Ck,Ck) MinCut = ∑K

k=1 uT
k Luk

Coupe ratio RCut = ∑K
k=1

Cut(Ck,Ck)
|Ck|

RCut = ∑K
k=1

uT
k Luk
uT

k uk

Coupe norma-
lisée

NC = ∑K
k=1

Cut(Ck,Ck)
vol(Ck)

NC = ∑K
k=1

uT
k Luk

uT
k Duk

Poids moyenne AW = ∑K
k=1

Cut(Ck,Ck)
|Ck|

AW = ∑K
k=1

uT
k Wuk
uT

k uk

Modularité
mod

∑K
k=1

1
|Ck|

(
Cut(Ck,Ck)
Cut(V,V) −

(
Cut(Ck,V)
Cut(V,V)

)2
) mod = ∑K

k=1 uT
k Quk

Q = 1
tr(D)

(
W − ddT

tr(D)

)
Modularité
normalisée
nmod

∑K
k=1

1
Cut(Ck,V)

(
Cut(Ck,Ck)
Cut(V,V) −

(
Cut(Ck,V)
Cut(V,V)

)2
)

nmod = 1
Cut(V,V)(k− 1− NC)

3.4 Algorithmes de classification spectrale

Les algorithmes de classification spectrale sont des méthodes de résolution du problème
de la coupe du graphe. Ils sont basés sur les trois étapes suivantes :

1. Pré-traitement des données : la construction du graphe et sa matrice de similarité W .

2. La représentation spectrale : la construction de la matrice Laplacienne, le calcul des
valeurs et vecteurs propres de la matrice et la projection des points dans l’espace
spectral basé sur les vecteurs propres retenus.

3. Partitionnement : la recherche des classes dans l’espace spectral par application d’un
algorithme de partitionnement comme K-means sur les points de données, et l’affec-
tation des points dans l’espace d’origine aux classes.

Une première approche consiste à appliquer l’algorithme de K-means sur la matrice la-
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placienne du graphe, avec l’algorithme 3.

Algorithme 3 : Algorithme de classification spectrale non normalisé
Résultat : Vecteur indiquant la classe de chaque nœud
Entrée : graphe G à N nœuds, nombre de classes K;
Calculer la matrice Laplacienne L;
Calculer les K premiers vecteurs propres de L;
Choisir les K premiers vecteurs propres correspondant aux K plus petites valeurs
propres. ;

Utiliser K-means sur les N lignes de U;
La classe de chaque ligne correspond à la classe de chaque nœud;

Nous représentons par la suite les deux algorithmes de classification spectrale normali-
sée.

Algorithme de Von Luxburg.

Von Luxburg (Von Luxburg, 2007) généralise le critère coupe normalisé NC au critère
de la coupe multiple, comme montré dans l’équation 3.19. Cette méthode est une méthode
directe de K-partition. Ce problème est résolu, en définissant K vecteurs indicateurs uk tel
que uk = (u1k, . . . ,uNk) avec uik =

1√
vol(Ck)

. Ces vecteurs indicateurs sont rangés en colonne

dans la matrice U. Le problème est exprimé sous la forme de la généralisation suivante :

min
Z

NC(C1, . . . ,CK) = min
Z

K

∑
k=1

zT
k Lszk s.c. zT

k zk = 1, (3.28)

avec une condition supplémentaire : U = D−1/2Z et UTDU = I.

Par conséquent, les K premiers vecteurs propres correspondant aux K plus petites va-
leurs propres de la matrice Laplacienne minimisent ce critère. Ils permettent aussi d’estimer
les K vecteurs indicateurs. Le but est de trouver des valeurs discrètes pour ces vecteurs
indicateurs, pour cela, l’extraction du spectre est suivie d’une étape d’application d’un al-
gorithme de classification non supervisée comme le K-means sur les lignes de U = D−1/2Z.
L’algorithme de Von Luxburg est résumé par l’algorithme 4.

Algorithme de Ng et al.

Ng et al. (2002) proposent un algorithme similaire à celui de Meila et Shi (Meila and Shi,
2001) qui résout le problème de l’équation 3.28. Ils proposent d’utiliser les K plus petits vec-
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Algorithme 4 : Algorithme de Von Luxburg
Résultat : Vecteur indiquant la classe de chaque noeud
Entrée : graphe G à N noeuds, nombre de classes K;
Calculer la matrice Laplacienne normalisée symétrique Ls;
Calculer les K plus petits vecteurs propres de Ls;
Regrouper les vecteurs propres dans une matrice Z;
Utiliser K-means sur les N lignes de U = D

−1
2 Z;

La classe de chaque ligne correspond à la classe de chaque noeud;

teurs propres correspondant aux K plus petites valeurs propres de la matrice Laplacienne
normalisée symétrique Ls (Eq. 3.9), afin de projeter les données. Ces vecteurs propres sont
les K plus grands vecteurs propres zk de la matrice Laplacienne proposée par les auteurs
LNg = D−1/2W D−1/2. Notons que la matrice Ls = I − LNg, avec I la matrice identité. En-
suite, au lieu de calculer la matrice U = D−1/2Z à partir de la matrice Z contenant les K
vecteurs propres, ils projettent les points dans l’espace spectral, en normalisant les lignes
de Z et ils forment une nouvelle matrice U avec Uij =

Zij√
∑j Z2

ij

. Enfin, pour partitionner les

noeuds, les auteurs utilisent l’algorithme de partitionnement K-means sur les lignes de U.
L’algorithme de Ng et al. est résumé par l’algorithme 5.

Algorithme 5 : Algorithme de Ng et al.
Résultat : Vecteur indiquant la classe de chaque noeud
Entrée : graphe G à N noeuds, nombre de classes K;

Calculer la matrice Laplacienne LNg = D
−1
2 W D

−1
2 ;

Calculer les K plus grands vecteurs propres de LN g;
Regrouper les vecteurs propres dans une matrice Z;
Normaliser les lignes de Z et construire U, avec Uij =

zij√
∑j z2

ij

;

Utiliser K-menas sur les N lignes de U;
La classe de chaque ligne correspond à la classe de chaque nœud;

Algorithme des K-means

Les algorithmes de classification spectrale utilisent l’algorithme de partitionnement K-
means afin d’affecter les points à leurs classes correspondantes. Le K-means est un algo-
rithme de classification automatique non supervisée qui résout le problème du partitionne-
ment en calculant la distance entre les points de données et les centres des classes les plus
proches. La distance de chaque point au centre de cette classe doit être la plus petite pos-
sible et les classes C = {C1, . . . ,CK} obtenues doivent être fortement séparées. Notons que, le
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nombre de classes K doit être connu. Les étapes de l’algorithme K-means sont les suivantes :

Algorithme 6 : Algorithme des K-means
Résultat : Vecteur indiquant la classe de chaque point
Entrée : un ensemble de points;
Fixer le nombre de classes K;
Générer K centres aléatoires;
tant que au moins un centre change faire

Associer chaque point au centre le plus proche;
Calculer le centre de chaque groupe de points créé;

fin

Complexité

La complexité du calcul de l’algorithme de classification spectrale est O(N3) où N = |V|
est le nombre des nœuds. Ceci est essentiellement dû au calcul des valeurs propres et des
vecteurs propres de la matrice laplacienne. L’application de l’algorithme K-means (ou K-
moyennes) nécessite O(dNK2), avec d est le nombre d’itérations pour la convergence de
l’algorithme K-means et K est le nombre de clusters finaux.

3.4.1 Estimation automatique du nombre des classes

Les algorithmes de classification spectrale nécessitent de fixer, en entrée, le nombre de
classes K désirées. Une des plus importantes difficultés de ces méthodes est donc l’estima-
tion de ce nombre. Généralement, ce paramètre est défini manuellement, mais il existe des
méthodes automatiques pour estimer le nombre de classes.

Critère Eigengap

L’approche la plus simple pour estimer le nombre de classes souhaitées consiste à ana-
lyser les valeurs propres de la matrice Laplacienne. Ng et al. (2002) ont montré que, dans
le cas idéal où les points appartenant à des classes différentes sont très distants les uns des
autres, il est possible d’obtenir la matrice de similarités sous forme de matrice en blocs. La
plus petite valeur propre de la matrice Laplacienne bloc-diagonale est nulle. Cette valeur
se répète avec une multiplicité égale au nombre de classes. Cela signifie que le nombre de
classes K est estimé, en comptant le nombre de valeurs propres nulles.

Toutefois, ce processus d’estimation n’est possible que dans la mesure où il s’agit d’un
cas idéal, i.e. si les classes sont compactes et séparées les unes des autres. En effet, si des
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classes se chevauchent, les K premières valeurs propres ne sont nécessairement plus nulles
et le comptage devient moins pratique.

Pour résoudre cette problématique, une alternative est proposée par Shortreed and Meila
(2005) et reprise par Von Luxburg (2007), qui consiste à organiser par ordre croissant les va-
leurs propres et à rechercher un "saut" (ou gap) important entre les valeurs propres succes-
sives. Le calcul du gap est défini par :

gap(i) = |λi − λi+1| (3.29)

L’objectif est de choisir le nombre de classes tel que les amplitudes des K premières valeurs
propres λ1, . . . ,λK soient très faibles et que celle de λK+1 soit plus élevée :

K = arg{maxi{gap(i)}} (3.30)

En effet, si la dispersion des valeurs propres ne présente pas de "saut", l’estimation du
nombre de classes s’avère difficile et non pertinente.
La figure 3.2a illustre un exemple de la représentation des valeurs propres associées à la ma-
trice Laplacienne normalisée symétrique du graphe de la figure 1.1. On remarque qu’entre
la 3

e
et la 4

e
valeurs propres il y a un saut de gap remarquable. C’est-à-dire l’écart |λ3 − λ4|

est relativement grand. Cet écart indique que le nombre de classes K est égal à 3. Notons
que, le choix K = 9 donne un résultat absurde, car plusieurs classes sont à 1 élément. La
figure 3.3b montre les résultats de classification obtenus en appliquant le critère eigengap
pour la détection du nombre de classes K.

Critère de modularité

White and Smyth (2005) proposent une méthode qui permet d’estimer automatiquement
le nombre de classes. Cette méthode est basée sur la notion de modularité introduite par
Newman and Girvan (2004). Leur fonction de modularité est définie par :

mod =
K

∑
k=1

1
|Ck|

(
Cut(Ck,Ck)

Cut(V,V)
−
(

Cut(Ck,V)
Cut(V,V)

)2
)

.

Rappelons, |Ck| est le cardinal de Ck, Cut(Ck,Ck) mesure la somme des poids des arêtes
intra-classes, Cut(Ck,V) mesure la somme des poids de tous les arêtes de liaison attachés à
la classe Ck et Cut(V,V) représente la somme de tous les poids des arêtes du graphe. La fonc-
tion de modularité est calculée en fonction du nombre de classes. Afin d’estimer le nombre
final de classes K, il faut calculer la valeur de la fonction de modularité pour chaque valeur
de k où 2≤ k ≤ K et ensuite sélectionner la valeur maximisant la modularité.
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FIGURE 3.2 – (a) Valeurs propres correspondantes à la matrice Laplacienne normalisée et (b)
les résultats de classification.

La fonction de modularité mod mesure l’écart entre la probabilité des connexions intra-
classes du graphe, i.e. les connexions dont les nœuds sont dans les mêmes classes et la pro-
babilité que les connexions soient aléatoires entre les nœuds du même graphe.
Yu and Ding (2010) ont introduit une autre manière de résoudre le regroupement de modu-
larité, ils ont utilisé une fonction objective :

nmod =
K

∑
k=1

1
Cut(Ck,V)

(
Cut(Ck,Ck)

Cut(V,V)
−
(

Cut(Ck,V)
Cut(V,V)

)2
)

(3.31)

Yu and Ding (2010) ont démontré la relation entre le critère de coupe normalisée et le critère
de modularité normalisé par :

nmod =
1

Cut(V,V)
(k− 1− NC) (3.32)

Nous avons appliqué cette méthode sur le même exemple du graphe utilisé précédemment
dans la méthode eigengap 3.4.1. La figure 3.3a illustre la représentation des valeurs de la
modularité en fonction du nombre de classes. Nous remarquons que la valeur de la modu-
larité est au maximum pour k = 3. C’est-à-dire que le nombre de classes finales K est égal
à 3. La figure 3.3b montre les résultats de classification obtenus en appliquant le critère de
modularité pour la détection du nombre de classes K.
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FIGURE 3.3 – (a) Valeur de la modularité en fonction de nombre de classes K et (b) les résul-
tats de classification.

3.5 Classification spectrale d’un réseau urbain

Dans cette section, nous appliquons les méthodes de classification spectrale décrites pré-
cédemment sur un réseau routier pour déterminer les différentes zones de congestion. Les
résultats des méthodes de partitionnement sont analysés et comparés. Le réseau routier
choisi est celui de la ville de Calais correspondant aux quartiers des Cailloux et des Fon-
tinettes extrait à partir de la base de données d’OSM (figure 1.8). Le réseau comprend des
routes résidentielles et des routes tertiaires. Les vitesses pratiquées ont été simulées par un
modèle microscopique (section 1.6). Dans cette section, nous appliquons la classification en
construisons les deux modèles du graphe routier, le graphe primal et le graphe dual. Les
étapes de construction des graphes routiers sont détaillées dans le chapitre précédent dans
la section 1.4.1. La figure 3.4 montre le graphe routier des quartiers des Cailloux et des Fon-
tinettes.

3.5.1 Classification d’un graphe primal

Dans un premier temps, nous appliquons la classification sur le graphe primal, où les
intersections sont les noeuds du graphe et les routes sont les arêtes entre eux. Rappelons
que le réseau a été simplifié et les routes à double sens sont représentées par des arêtes non
orienté dans le graphe. Le coût d’une arête entre deux noeuds vi et vj est la vitesse moyenne
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FIGURE 3.4 – Illustration du graphe routier des quartiers des Cailloux et des Fontinettes.

ν issue de la route correspondante entre les deux intersections. On estime le nombre de
classes avec les différentes méthodes proposées, à savoir la méthode eigengap, et le critère
de modularité.

3.5.1.1 Estimation du nombre de classes par critère eigengap

Tout d’abord, nous avons appliqué la méthode d’estimation de nombre de classes par
eigengap. Cette méthode consiste à calculer les valeurs propres de la matrice Laplacienne
afin de rechercher un saut entre ces derniers. Le nombre de classe choisi correspond au
maximum gap (équation 3.30). D’après les résultats illustrés par la figure 3.5 nous pouvons
voir nettement un saut entre les valeurs propres λ3 et λ4, selon cette méthode il y a donc
K = 3 classes dans le réseau. Par la suite, nous avons appliqué l’algorithme de partitionne-
ment spectral avec un nombre de classes K égal à 3 pour vérifier les zones de congestion
dans le réseau routier. La figure 3.6 illustre les résultats obtenus et la moyenne de vitesse
pour chaque groupe, en plus de leurs écart-types. Nous remarquons d’après les résultats
que le réseau est regroupé en deux zones correspondent aux quartiers décrits dans le réel :
Cailloux, Fontinettes (classe magenta et vert) et une zone regroupant les axes secondaires
de la Nouvelle-France (classe rouge). Les vitesses moyennes des deux zones magenta et vert
sont plutôt similaires et les zones à forte congestion comme la rue de Verdun et le Théâtre ne
sont pas correctement isolés (voir la figure 1.10 pour les lieux). Par conséquent, le nombre de
classes K = 3 détecté par la méthode eigengap ne permet pas de bien distinguer les poches
de congestion.
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FIGURE 3.5 – Valeurs propres par ordre croissant et leurs différences.

FIGURE 3.6 – Partitionnement en K = 3 classes.
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3.5.1.2 Estimation du nombre de classes par critère de modularité

Dans un second temps, nous avons appliqué la deuxième méthode pour la recherche du
nombre de classes, celle de la modularité. La fonction de la modularité utilisée est définie
par l’équation 3.31. La figure 3.7 montre le résultats obtenus par le critère de modularité. Le
nombre de classes choisi est celui qui maximise la fonction de modularité. Par exemple, dans
la figure 3.7 le nombre de classe maximisant la fonction de modularité est égal à 5. Alors le
nombre de classes choisi est K = 5.
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FIGURE 3.7 – Résultat du critère de modularité normalisée.

Par la suite, nous avons réalisé les partitionnements avec les valeurs de K obtenues, pour
les deux algorithmes 5 et 4. La figure 3.8 montre les résultats du partitionnement obtenu en
appliquant l’algorithme de Von Luxburg (algorithme 4). Ce dernier est donc capable de re-
grouper les noeuds ayant des vitesses similaires et de séparer les noeuds appartenant à des
classes différentes. Les zones obtenues découpées représentent différentes zones de conges-
tion et permettent d’identifier les zones à forte congestion, en particulier à proximité de la
Nouvelle-France et du Théâtre sont isolées du reste. En plus, nous montrons sur la figure
3.8 les moyennes de la vitesse de chaque classe et leurs écart-types. Les vitesses moyennes
des zones semblent dissimilaires entre les zones adjacentes. La figure 3.9 montre les résultats
obtenus par l’algorithme de Ng et al. (algorithme 5). De la même manière que l’algorithme
de Von Luxburg, cette méthode est capable de regrouper les noeuds les plus proches et de
séparer les noeuds de différents vitesses. Ces résultats montrent que ces deux algorithmes
permettent d’obtenir des résultats similaires en terme de partitionnement. Notons que ces
algorithmes diffèrent par les étapes de normalisation des vecteurs propres.
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FIGURE 3.8 – Résultats de la classification spectrale avec l’algorithme de Von Luxburg

FIGURE 3.9 – Résultats de la classification spectrale avec l’algorithme de Ng et Al

3.5.2 Classification du graphe dual

Dans cette section, nous adaptons la représentation d’un réseau routier par un graphe
dual. De ce fait, nous construisons le graphe G(V, E) associé au réseau ℵ, en considérant
l’ensemble des routes R du réseau comme étant l’ensemble des nœuds V dans le graphe
et les arêtes E traduisent les intersections C que les routes ont en commun. La figure 3.10
montre le graphe dual associé au réseau. Le graphe dual traduit donc les similarités entre
les routes du réseau par l’équation suivante :
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wij = exp(−
(νi − νj)

2

2σ2 ), (3.33)

avec, νi la vitesse de la route ri et νj la vitesse de la route adjacente rj. Le paramètre σ permet
de prendre en compte la dispersion locale des données. Ce paramètre est calculer automati-
quement par la méthode basée sur la moyenne des distances selon l’équation 3.7.

FIGURE 3.10 – Graphe dual associé au réseau

Après avoir calculer la matrice de similarité, nous appliquons les algorithmes de parti-
tionnement spectral sur le graphe dual du réseau routier.

3.5.2.1 Estimation du nombre de classes par critère eigengap

Tout d’abord, nous recherchons le nombre de classes d’une manière automatique en ap-
pliquant le critère eigengap. La figure 3.11 illustre les résultats des valeurs propres et la dif-
férence entre les valeurs propres successives. Le gap maximale est entre la 3ème et la 4ème
valeur, donc, le nombre de classes est égal à 3. Les résultats de partitionnement sont illus-
trés dans la figure 3.12. Ces résultats montrent un découpage simple en 3 zones qui permet
d’isolé une seule zone à forte congestion (classe magenta) et l’isolation de chaque quartier :
cailloux et Fontinettes ayant des valeurs de vitesses moyennes très similaire.
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FIGURE 3.11 – Valeurs propres par ordre croissant et leurs différences.

avg:10.39 std:3.31
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avg:10.10 std:2.74

FIGURE 3.12 – Résultats de classification avec K = 3.

3.5.2.2 Estimation du nombre de classes par critère de modularité

Dans cette section, nous étudions les performances des algorithmes de classification on
appliquons le critère de modularité pour la recherche du nombre de classe. Les résultats
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de la section 3.5.1.2 montrent que les deux algorithmes de partitionnement avec la matrice
Laplacienne normalisée fournissent des résultats identiques en terme de partitionnement.
De ce fait, dans cette section nous étudions les résultats sur l’algorithme de Ng et al. La figure
3.13 montre la variation des valeurs de fonction de la modularité par rapport au nombre de
classes. D’après les résultats, nous remarquons qu’un nombre de classe K = 5 maximise la
fonction de la modularité.
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FIGURE 3.13 – Variation de la fonction de modularité.

Ensuite, nous appliquons le partitionnement spectral en appliquant l’algorithme 5. Afin
de visualiser des résultats plus significatifs, les noeuds du graphe (les routes du réseau) sont
représentés par les coordonnées (x,y). La figure 3.14 illustre les résultats du partitionnement,
en plus, de la moyenne des vitesses de chaque classe et leur écart-type. D’après les résultats
obtenus, nous observons en particulier une bonne homogénéité au niveau des quartiers et
une isolation de la zone à fort trafic au niveau du Channel, du Théâtre et de la Nouvelle-
France.

D’après les résultats montrés en appliquant les différents algorithmes de classification
spectrale, nous déduisons, que l’approche par le graphe primal n’est pas la meilleure solu-
tion pour traiter un problème de partitionnement d’un réseau routier. Ceci s’explique par
le fait que la notion de similarité des routes du réseau routier n’entre pas en compte dans
cette approche. Autrement dit, en suivant la représentation d’un graphe primal, nous re-
groupons les croisements du réseau routier. en plus, les expériences apportées montrent que
l’approche par graphe dual permet une meilleure classification, avec une isolation cohérente
des zones remarquables.
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avg:8.08 std:2.23

avg:11.46 std:1.75

avg:6.92 std:1.84

avg:9.14 std:3.19

avg:11.29 std:3.42

FIGURE 3.14 – Résultats de la classification avec Ng et al.

3.6 Conclusion

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les méthodes de la classification spectrale qui
permettent de regrouper un réseau de transport en des zones de congestion. L’application
de la méthode de classification spectrale sur un réseau urbain a été prouvée performante
dans la littérature. Ces méthodes s’appuient sur le concept de graphe et la théorie des ma-
trices. Plus précisément, la représentation des données sous forme de graphe et la recherche
des vecteurs propres de la matrice Laplacienne du graphe permettent d’offrir un espace de
représentation dans lequel il est plus aisé de classer les données. La représentation en graphe
primal du réseau permet de respecter la topologie du réseau réel, mais ne permet pas de réa-
liser une classification efficace. C’est le graphe dual du réseau qui permet de travailler sur
les similarités des routes et donc d’obtenir une classification plus adéquate.

La classification spectrale nécessite la connaissance a priori du nombre des classes. Ce
nombre peut soit supposé fourni par l’utilisateur, soit recherché automatiquement. Deux
méthodes sont présentées dans ce but, détection à partir du saut maximum entre les valeurs
propres ordonnées de la matrice Laplacienne soit à partir du maximum du critère de modu-
larité en fonction du nombre des classes.
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3.6. Conclusion

Malgré l’importance des algorithmes de classification spectrale, ils ne peuvent pas être
adaptés pour les problèmes de classification des données dynamiques qui évoluent au cours
du temps. En effet, la résolution du système propre est en général faite hors ligne et coûteuse.
Pour réduire la complexité du temps de calcul, il est nécessaire de développer des algo-
rithmes de calcul incrémentale. Dans le chapitre suivant, nous introduisons les méthodes de
classification spectrale incrémentale pour la classification d’un réseau urbain dynamique.

92



Chapitre 4
Classification spectrale incrémentale
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Le problème du partitionnement spectral dans les réseaux de trafic urbain a été princi-
palement étudié dans un cadre statique en considérant les conditions de circulation à un
moment donné. Néanmoins, il est important de noter que le trafic routier est un processus
qui varie dans le temps ce qui conduit à de changements aussi bien dans la structure du
graphe de données que dans les poids des connexions. Pour cela il est important d’étudié
la congestion du trafic dans la dimension spatio-temporelle. Pour analyser d’une manière
efficace les données évolutives, il est nécessaire de développer des algorithmes de calcul
incrémental : (1) pour gérer les changements de similarité entre les points de données et
(2) afin d’éviter un calcul coûteux des valeurs et vecteurs propres à nouveau. L’idée de base
du partitionnement spectral incrémental consiste à employer la théorie de perturbation des
matrices afin de mettre à jour d’une manière dynamique les valeurs et les vecteurs propres
de la matrice du graphe.

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de classification spectrale incrémentale
sur le réseau routier simulé. En premier lieu, nous introduisons les définitions de vecteur et
matrices d’incidence pour ensuite étudier l’effet de changement de poids d’une connexion
sur la matrice Laplacienne. Au final, nous appliquons l’algorithme de partitionnement spec-
tral incrémental sur le réseau routier de la ville de Calais à différentes périodes de la journée.
L’étude du problème de partitionnement incrémental est essentielle pour mieux comprendre
l’évolution des données et les interprété par des méthodes de calcul en diminuant la com-
plexité.

4.2 Positionnement du problème

Plusieurs méthodes de classification sont introduites afin de partitionner les graphes dy-
namiques. Valgren et al. (2007) ont appliqué la classification spectrale après l’ajout d’un
nouveau point à la matrice des données. C’est-à-dire, après l’ajout d’une ligne ou colonne à
la matrice de similarité. Ils ont rendus possible d’appliquer un partitionnement du graphe
et la détection des classes pour les données dynamiques. Mais cette méthode ne peut pas
gérer le cas de changements de similarité.

Récemment, dans la littérature, les auteurs s’intéressent à sauvegarder les flux de don-
nées afin que l’utilisateur puisse consulter les données historiques de manière interactive.
Aggarwal et al. (2003) ont introduit une méthode pour effectuer cette tâche. Cette méthode
comprend un composant en ligne qui calcule et stocke périodiquement des statistiques réca-
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pitulatives détaillées et un composant hors ligne qui répond à une grande variété d’entrées
et renvoie des informations sur les classes. Cependant, ces méthodes ne peuvent pas être
directement appliquées au scénario avec des changements de similarité, comme l’évolution
des données du trafic routier.

La méthode de classification spectrale incrémentale présentée par Ning et al. (2010) peut
à la fois gérer l’insertion et la suppression d’un nœud du graphe et également les change-
ments de similarité. Tout changement d’un élément de la matrice de similarité nécessite la
résolution du système propre en tenant compte de l’ensemble des données. Une solution ef-
ficace est de calculer d’une manière incrémentale les valeurs et vecteurs propres en se basant
sur les résultats historiques et en mettant à jour de manière dynamique le système généralisé
de valeurs propres. Cette approche est utile pour les applications où la matrice de similarité
est creuse et où les points de données et leurs similarités sont mis à jour dynamiquement.
Afin de pouvoir modéliser la nature dynamique de la matrice des degrés et la matrice La-
placienne ainsi que les valeurs et vecteurs propres, les vecteurs d’incidence et les matrices
d’incidence doivent être introduits. La matrice Laplacienne peut être décomposée en pro-
duit de deux matrices d’incidence. Un changement de similarité peut être considéré comme
un vecteur d’incidence ajouté à la matrice d’incidence originale. Une insertion ou suppres-
sion d’un nœud du graphe est décomposée en une séquence de changements de similarité.
De plus, chaque vecteur d’incidence nouvellement ajouté, c’est-à-dire chaque changement
de similarité peut induire un changement des matrices Laplacienne et des degrés. De cette
manière, le système propre et les vecteurs indicateurs des classes sont mis à jour de manière
incrémentale lorsque des nouvelles données sont insérées, supprimées ou si des change-
ments de similarité se produisent.

On considère un graphe G = (V, E) pondéré comprenant l’ensemble V de nœuds et l’en-
semble E des arêtes et la matrice de similarité symétrique W qui vérifie wii = 1 et 0≤ wij ≤ 1
si i , j. Soit D = diag{d1,d2, . . . ,dN} la matrice de degré associée à W et L la matrice Lapla-
cienne L = D −W . Supposons que l’on souhaite partitionner l’ensemble V des noeuds du
graphe G en deux ensembles C1 et C2. Le critère d’optimisation coupe normalisée appliqué
sur C1 et C2 s’écrit selon l’équation 3.3.3 et le vecteur indicateur u satisfait : uTDu = 1 et
uTD1 = 0. Le vecteur indicateur u est choisi de la forme :

ui =


+

√
dC2

(dC1
×d) sivi ∈ C1

−
√

dC1
(dC2×d) sivi ∈ C2

(4.1)

avec d = vol(G), et dC1 , dC2 sont égaux au volume des groupes C1 et C2 respectivement défi-
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nie par l’équation 3.17.

4.3 Vecteur d’incidence et matrice d’incidence

Un vecteur d’incidence fij(w) est un vecteur colonne de dimension N qui comprend
seulement deux éléments non nuls : le ième élément égal à

√
w et le jème élément égal à

−
√

w. La dimension du vecteur est égale au nombre de nœuds du graphe G (Ning et al.,
2007a, 2010). Un vecteur d’incidence peut être réécrit comme : fij(w) =

√
w.cij où cij est un

vecteur colonne qui comprend seulement deux éléments non nuls : le ième élément égal à 1
et le jième élément égal à -1. Alors, cij s’écrit de la forme suivante : cij = (0, . . . ,1, . . . ,0,−1, . . . ,0)T

Une matrice d’incidence R est une matrice composée des vecteurs d’incidence disposés en
colonnes. La matrice R est composée de |V| = N lignes et de |E| colonnes (|E| ≤ N(N− 1)/2.
La matrice d’incidence peut être considérée comme une autre représentation de la matrice
de similarité.

4.4 Modification des matrices

Dans ce qui suit, ∆w = ∆wij = ∆wji désigne un changement dans la similarité wij entre
les nœuds vi et vj dans un graphe déjà partitionné en utilisant l’algorithme de classification
spectrale. Afin d’appliquer l’algorithme de classification spectrale incrémentale, l’incrément
des valeurs propres ∆λ et des vecteurs propres ∆u résultant de ∆w doivent être calculés.
Mais pour y parvenir, il faut calculer la variation de la matrice de degrés ∆D et la variation
de la matrice Laplacienne ∆L. Ces formulations sont représentées dans les sous-sections
suivantes.

4.4.1 Incrément de la matrice de degrés

L’incrément de la matrice de degrés ∆D est simple, ainsi ∆D peut être obtenue en utili-
sant l’expression suivante :

∆D = D̃− D = ∆wij diag{bij} (4.2)

avec D̃ est la nouvelle matrice de degrés résultante de la modification de ∆w et bij un vecteur
colonne dont le ième élément et le jième élément sont égaux à 1, alors, bij = (0, . . . ,1, . . . ,0,1, . . . ,0).
diag{bij} est la matrice diagonale dont les éléments sont les composantes du vecteur bij. En
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d’autres termes :

diag{bij} =



. . .

1
. . .

1
. . .


(4.3)

4.4.2 Incrément de la matrice laplacienne

Après avoir calculé la variation de la matrice de degrés ∆D, il faut aussi calculer la va-
riation de la matrice laplacienne ∆L en utilisant l’équation suivante :

∆L = L̃− L = ∆wij cijcT
ij (4.4)

où, L̃ est la nouvelle matrice Laplacienne résultante de la modification de ∆w. Soit L = D−
W ∈ RN×N la matrice Laplacienne, il existe une matrice d’incidence R telle que : L = RRT.
La matrice R contient les vecteurs d’incidences fij(wij) avec 1≤ i < j ≤ N (Ning et al., 2007a,
2010) :

L = RRT = ∑
(1≤i<j≤N)

fij(wij) fij(wij)
T

= ∑
(1≤i<j≤N)

wijcijcT
ij

(4.5)

avec cijcT
ij est une matrice N × N :

cijcT
ij =



...
...

· · · +1 · · · −1 · · ·
...

...
· · · −1 · · · +1 · · ·

...
...


(4.6)

À partir de cette proposition, on cherche à étudier l’influence de changement de poids sur la
matrice L. Supposons que la similarité entre deux noeuds (vi,vj) a changé. Le changement
de similarité ∆wij peut être incorporé dans la matrice d’incidence R en ajoutant le vecteur
d’incidence fij(wij) à R :

R̃ =
[
R, fij(∆wij)

]
(4.7)
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On définit la nouvelle matrice Laplacienne L̃ = R̃R̃T. Selon le fait que : fij(w) =
√

wcij, la
matrice L̃ est définie par :

L̃ =
[
R, fij(∆wij)

][ RT

fij(∆wij)
T

]
= RRT + fij(∆wij). fij(∆wij)

T

= RRT + ∆wij.cij cT
ij

= L + ∆wij.cij cT
ij

(4.8)

Alors, l’incrément de la matrice Laplacienne L par rapport à ∆wij est défini par :

∆L = L̃− L

= ∆wijcij cT
ij

(4.9)

4.5 Incrément des valeurs propres

Les changements des similarités entre les noeuds du graphe, induisent à un nouveau
calcul des valeurs et vecteurs propres associés. L’algorithme de partitionnement incrémental
propose une nouvelle méthode qui consiste à calculer ce changement sans la nécessité de
calculer ces valeurs à nouveau. Considérons le système propre généralisé Lu = λDu où L ∈
RN×N et D ∈ RN×N sont des matrices symétriques, alors la perturbation de λ en fonction
de L et D est définie par :

∆λ =
uT (∆L− λ∆D)u

uTDu
. (4.10)

En effet, différencier les deux côtés du système propre généralisé : Lu = λDu. On obtient :

(∆L)u + L(∆u) = (∆λ)Du + λ(∆D)u + λD(∆u) (4.11)

Si on multiplie par uT à gauche, on obtient :

uT(∆L)u + uT L(∆u) = (∆λ)uTDu + λuT(∆D)u + λuTD(∆u)

Or, Lu = λDu et uT L = λDuT. Puisque les deux matrices L et D sont symétriques l’équa-
tion 4.11 peut être réécrite par :

uT(∆L)u = (∆λ)uTDu + λuT(∆D)u

Après quelques manipulations, l’équation 4.10 est vérifiée. Selon le fait que fij(∆wij) =√
∆wijcij, et en remplaçons les valeurs de ∆L et ∆D par leurs valeurs. L’incrément de ∆λ
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est représenté par :

∆λ = ∆wij

uT
(

cij cT
ij − λ diag{bij}

)
u

uT D u
(4.12)

On peut remarquer que :

uTcij cT
iju = (ui − uj)

2,
uT diag{bij}u = u2

i + u2
j , avec uTDu = 1

Et par la suite, puisque u est normalisé, l’incrément de ∆λ est exprimé par :

∆λ = ∆wij

(
(ui − uj)

2 − λ(u2
i + u2

j )
)

(4.13)

∆λ peut encore être simplifié en considérant que les deux classes ont à peu près les mêmes
degrés et λ� 1. Alors, l’incrément de ∆λ est simplifié par Ning et al. (2007a) :

∆λ ≈

−2λ
∆wij

d , si vi et vj sont dans la même classe.

4
∆wij

d , si vi et vj sont dans de classes différentes.
(4.14)

Le changement de la similarité entre deux noeuds vi et vj du graphe influence la valeur de
λ, i.e., si la valeur de la similarité augmente, la valeur de λ est plus élevée si ces noeuds sont
dans des classes différentes.

4.6 Incrément des vecteurs propres

Après avoir calculé les variations des valeurs propres, on introduit dans cette section la
méthode de calcul des variations des vecteurs propres, noté ∆u afin de procéder à la classi-
fication spectrale incrémentale sur le graphe modifié.

En général, l’incrément d’un vecteur propre ∆u peut être résolu par la méthode de Lanc-
zos. Ces méthodes fonctionnent efficacement sur des matrices creuses, mais elles sont moins
pratiques pour les matrices de grande taille qui ne sont pas nécessairement creuses. Nous
adoptons donc une approche de calcul rapide et efficace de ∆u afin de pouvoir l’appliquer
à des données d’un graphe évolutives. Reprenons l’équation 4.11, en remplaçant ∆L par
l’équation 4.9 et ∆D par l’équation 4.2 et après quelques manipulations, on obtient :

K∆ u = h (4.15)

avec K = L− λD et h = ((∆λ)D + λ(∆D)− ∆L)u. Alors, l’incrément des vecteurs propres
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∆u peut être résolu par :

∆u =
(

KTK
)−1

KTh (4.16)

La résolution de cette équation nécessite un coût de calcul très élevé du fait que les matrices
K et KTK sont des matrices singulières. En effet, Lu = λDu, c’est-à-dire, (L− λD)u = Ku.
En effet, un grand ensemble de données produit des matrices de grande taille. De ce fait,
la taille de K et KTK devient très grande, ce qui signifie que la résolution de l’équation
nécessite un coût de calcul très élevé.
Pour cela, on propose de considérer qu’un changement du poids d’un couple de noeuds
n’aura d’influence que sur les K-plus proches voisins. Le voisinage de deux nœuds vi et vj

est défini comme l’ensemble des nœuds qui sont connectés à vi avec un poids wik > τ ou
qui sont connectés à vj avec un poids wjk > τ. Le paramètre τ est un seuil prédéfini qui
peut être nul si l’ensemble de données est bien dispersé. En d’autres termes, étant donné un
changement de similarité fij(∆wij), le voisinage des nœuds vi et vj est défini comme suit :

Nij = {k/wik > τ ou wjk > τ}, (4.17)

avec, Nij le voisinage spatial de vi et vj.
De plus, on suppose que les éléments ∆uk = 0 si k < Nij et on les élimine de ∆u, et par
suite les colonnes correspondantes dans la matrice (K = L− λD) sont également éliminées.
Ainsi, après élimination des éléments dans u et ∆u qui ne sont pas dans le voisinage spatial
Nij, les éléments qui restent forment ∆uij et Kij. Ainsi ∆u calculé dans l’équation 4.16 peut
être remplacé par l’équation suivante sans aucune perte d’information :

∆uNij =
(

KT
Nij

KNij

)−1
KT

Nij
hNij (4.18)

avec hNij est un vecteur colonne calculé comme suit :

hNij =
(

∆λ DNij + λ ∆DNij − ∆LNij

)
uNij . (4.19)

Après la réduction du nombre de colonnes de KNij par rapport à la taille de l’ensemble de
données, le coût de calcul de l’équation est optimisé.

4.7 Raffinement des valeurs et vecteurs propres

Dans la section 4.5, nous avons introduit l’approximation du premier ordre de l’incré-
ment des valeurs propres. Les équations 4.10 et 4.13 représentes l’approximation du pre-
mier ordre des valeurs propres et ignore l’erreur du second ordre. Mais dans certains cas,
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l’erreur du second ordre n’est pas négligeable, nous présentons donc, dans cette section, une
approximation plus précise de l’incrément des valeurs propres en considérant l’erreur du se-
cond et troisième ordre et en utilisant l’incrément des vecteurs propres existant. L’incrément
des vecteurs propres peut être affiné d’une manière itérative, en utilisant l’incrément des
valeurs propres plus précis, c’est-à-dire, celle du second ordre. En répétant alternativement
cette procédure, nous présentons les étapes itératives pour affiner ∆λ et ∆u.

Considérons un système propre généralisé Lu = λDu, alors la perturbation de ∆λ du
second ordre en fonction de L et D est donnée par :

∆λ =
uT (∆L− λ ∆D) (u + ∆u)

uT (D + ∆D) (u + ∆u)
(4.20)

Si on différencie les deux côtés du système de valeurs propres généralisé et on conserve les
éléments d’approximation d’erreur du second et troisième ordre, on obtient :

∆Lu + L∆u + ∆L∆u = ∆λDu + λ∆Du + λD∆u + ∆λ ∆D u + λ∆D ∆u

+ ∆λ D∆u + ∆λ ∆D ∆u
(4.21)

Par la suite, on multiplie à gauche les deux côtés par uT, et nous considérons que uT L =

λDuT et puisque L et D sont symétrique, nous obtenons :

uT∆Lu + uT∆L ∆u =∆λ uTDu + λuT∆D u + ∆λ uT∆Du

+ λuT∆D ∆u + ∆λ uTD∆u + ∆λ uT∆D ∆u
(4.22)

Après quelques manipulations, l’équation 4.20 est vérifiée. Selon le fait que fij(∆wij) =√
∆wijcij et en remplaçons les valeurs de ∆L et ∆D par leurs valeurs par les équations 4.9 et

4.2 respectivement. Alors, ∆λ du système propre généralisé Lu = λDu est donnée par :

∆λ = ∆wij
uT(cij cT

ij − λ diag{bij})(u + ∆u)

uT(D + ∆wij diag{bij})(u + ∆u)
(4.23)

Donc, l’incrément du second ordre de ∆λ est donnée par :

∆λ = ∆wij
a + b

1 + c + d + e
, (4.24)

avec,
a = (ui − uj)

2 − λ(u2
i + u2

j ).
b = (ui − uj)(∆ui − ∆uj)− λ(ui∆ui + uj∆uj).
c = ∆wij(u2

i + u2
j ).
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d = ∑k∈Nij
ukdk∆uk.

e = ∆wij(ui∆ui + uj∆uj).
Ici, ∑k∈Nij

uidi∆ui est une approximation de uTD∆u avec l’hypothèse que l’impact du chan-
gement de similarité ∆wij se situe dans le voisinage spatial Nij. Donc, e peut être ignoré
puisque e� 1 et e� c, donc ∆λ est simplifié suivant l’équation suivante :

∆λ = ∆wij
a + b

1 + c + d
. (4.25)

Cependant, l’approximation du second ordre de ∆λ dans l’équation 4.25 dépend de l’incré-
ment des vecteurs propres ∆u dans l’équation 4.16, et ∆u dépend également de ∆λ. Nous
pouvons initialiser ∆λ par l’équation 4.13 puis affiner ∆λ et ∆u alternativement. Les étapes
de raffinement itératif sont résumées dans la section suivante.

4.8 Mise à jour des valeurs et vecteurs propres

Afin d’appliquer une classification incrémentale des données évolutives, il faut tout d’abord
introduire les étapes de mise à jour des valeurs et vecteurs propres, pour ensuite introduire
l’algorithme de classification spectrale incrémentale. Les étapes de mise à jour des valeurs
et vecteurs propres noté par ∆λ et ∆u respectivement, sont les suivantes :

— initialiser ∆u = 0
— Calculer ∆λ en utilisant l’équation 4.25.
— Calculer ∆u en utilisant l’équation 4.18.
— Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’à ce que les valeurs de ∆λ et ∆u changent peu ou jus-

qu’à un nombre donné d’itérations.

La propriété de convergence des étapes de mise à jour des valeurs et vecteurs propres est
encore inconnue. Plusieurs expériences montrent que l’erreur d’approximation des valeurs
propres et des vecteurs propres diminue fondamentalement lorsque les temps d’itération
n ≥ 2. Nous reprenons l’exemple de la figure 1.1 pour illustrer cette propriété. Cela consiste à
supprimer une arête du graphe et ensuite à calculer les nouvelles valeurs et vecteurs propres
en appliquant les étapes de mise à jour. La figure 4.1 illustre les erreurs d’approximation de
la deuxième plus petite valeur propre et du vecteur propre associé après avoir supprimé
une seule arête. L’erreur d’approximation entre deux valeurs propres est calculée par la
différence entre elles. Alors que, l’erreur d’approximation entre deux vecteurs propres est
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calculée par l’équation suivante (Ning et al., 2007a) :

Edi f f (u0,u1) = min
y
||y u0

||u0||
− u1

||u1||
||2. (4.26)

avec,

y =
uT

0 u1

||u0|| ||u1||
(4.27)

La figure 4.1a donne l’erreur d’approximation de valeur propre après une itération |λ0 −
λ1| et après deux itérations |λ0 − λ2|, respectivement. La figure 4.1b donne l’erreur d’ap-
proximation du vecteur propre après une itération Edi f f (u0,u1), et après deux itérations
Edi f f (u0,u2), respectivement. En fait, d’après ces résultats on peut voir que l’erreur diminue
après la deuxième itération.
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FIGURE 4.1 – Erreur d’approximation de la deuxième plus petite valeur propre et du vecteur
propre associé après suppression d’une arête.
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4.9 Algorithme de classification spectrale incrémentale

l’algorithme de classification spectral incremental est résumé dans l’algorithme 7. Notons
que l’algorithme de la classification spectrale incrémentale s’appuie sur des approximations
pour la mise à jour des valeurs et vecteurs propres, il doit être réinitialisé après un certain
nombre d’itérations.

Algorithme 7 : Algorithme de classification spectrale incrémentale (ISC)
1: Acquérir à l’instant t suffisamment de données et construire le graphe G(V, E)
2: Pour le graphe G(V, E) calculer les matrices W , D et L.
3: Calculer les K vecteurs propres de L relatifs aux K-plus petites valeurs propres de L.
4: Pour un changement de similarité, calculer ∆λ et ∆u en utilisant les étapes de mise à

jour de ∆λ et ∆u détaillées dans la section 4.8, et mettre à jour les matrices de degré et
Laplacienne.

4.10 Complexité

Par la suite la complexité temporelle est discutée. Le système de valeurs propres généra-
lisé peut être transformé en un problème de valeurs propres standard
D−1/2LD−1/2u = λu. La résolution d’un problème de valeurs propres standard prend O(N3)

où N est la taille du graphe à partitionner.

L’avantage apporté par l’algorithme de la classification spectrale incrémentale est son
exécution rapide (Ning et al., 2007a) par rapport à l’algorithme de la classification spectrale.
La différence de temps d’exécution entre l’algorithme de la classification spectrale et l’algo-
rithme de la classification spectrale incrémentale se situe dans l’étape de calcul de la valeur
propre et du vecteur propre. Les complexités temporelles respectives du calcul de ∆λ et ∆u
sont O(N) qui est le temps de calcul de ∑N

i=1 ui d2
i et O(N̄2N)+O(N̄3)+O(N̄N)+O(N̄2) où,

N̄ est le nombre moyen de voisins pour chaque paire de nœuds du graphe dans le contexte
de la définition du voisinage dans ce chapitre. Le temps de calcul ∆u combine les complexi-
tés suivantes :

— O(N̄2N) : le temps nécessaire pour calculer KT
Nij
× KNij qui est le temps de calcul du

produit d’une matrice de taille (N̄ × N) par une autre de taille (N × N̄).

— O(N̄3) : le temps nécessaire pour inverser le produit des deux matrices KT
Nij
× KNij

qui est de taille (N̄ × N̄).
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— O(N̄N) : le temps nécessaire pour calculer KT
Nij
× hNij qui est le produit d’une matrice

de taille (N̄ × N) par un vecteur colonne de dimension N.

— O(N̄2) : le temps nécessaire pour calculer
(

KT
Nij

KNij

)−1
×
(

KT
Nij

hNij

)
qui est le pro-

duit d’une matrice de taille (N̄ × N̄) par un vecteur colonne de dimension N.

Par conséquent, la complexité temporelle de l’algorithme de classification spectrale incré-
mentale est O(N̄2N)+O(N̄3)+O(N̄N)+O(N̄2)+O(N) qui est la somme des temps d’exé-
cution pour calculer ∆λ et ∆u. Lorsque la matrice de similarité est creuse, le nombre moyen
de voisins N̄ est petit et dans ce cas la complexité temporelle de l’algorithme de classification
spectrale incrémentale devient O(N).

4.11 Classification spectrale incrementale d’un réseau urbain

Dans cette section, nous appliquons l’algorithme de partitionnement spectral incremen-
tal sur un réseau routier pour évaluer ses performances à déterminer les zones de congestion
et à réduire la complexité en temps de calcul. Cet algorithme est conçu pour traiter les en-
sembles de données dynamiques. Le trafic routier est un tel type de données. Au cours du
temps, les liens congestionnés peuvent devenir fluides et vice-versa, ce qui conduit à un
changement dans les vitesses pratiquées sur les liens du réseau. Nous reprenons l’exemple
du réseau routier de la ville de Calais correspondant aux quartiers des Cailloux et des Fon-
tinettes (figure 3.4). Les vitesses pratiquées sont estimées par des périodes de temps de 10
minutes. Dans notre expérience, nous considérons deux périodes t = 1 et t = 2. Nous pro-
cédons de la manière suivante : le partitionnement spectral est appliqué au réseau à une
période de temps t = 1. Ensuite, à la période t = 2, le partitionnement spectral est égale-
ment appliqué ainsi que l’algorithme du partitionnement spectral incrémental. Enfin, les
résultats des deux méthodes sont évalués.

Nous utilisons la coupe normalisée standard comme base de référence qui est mise en
œuvre en utilisant l’algorithme de Ng et al (algorithme 5). La matrice de similarité W , la
matrice de degré D et la matrice Laplacienne L sont construites sur le graphe à la période
t = 1. Ensuite, l’algorithme de Ng et al. est appliqué sur le graphe et les résultats de par-
titionnement sont illustrés dans la figure 3.14. Pour la période t = 2, en premier lieu, nous
recherchons le nombre de classes d’une manière automatique en appliquant le critère de
modularité. La figure 4.2 montre que le nombre de classes est égal à 5. Ensuite, les deux
algorithmes de partitionnement standard (IND) et incrémental (ISC) résumés par les algo-
rithmes 5 et 7 respectivement, sont appliqués sur le graphe modifié à la période t = 2. Lors-
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FIGURE 4.2 – Variation de la fonction de modularité.

qu’un changement se produit, IND recalcule les matrices de similarité W, de degrés D et
Laplacienne L afin d’appliquer la décomposition du système de valeurs et vecteurs propres.
Par contre, ISC requiert de mettre a jour les deux matrices de degrés D et Laplacienne L se-
lon les équations 4.2 et 4.9, respectivement. Ensuite, les nouvelles valeurs et vecteurs propres
sont calculés en considérant seulement les nouveaux changements selon les équations 4.25
et 4.18 respectivement. Les valeurs et les vecteurs propres sont affinés pour réduire l’erreur
sur ces derniers.

(a) (b)

FIGURE 4.3 – Résultats de partitionnement en appliquant l’algorithme Ng et al. et ISC.

La figure 4.3 illustre les résultats obtenus par les deux méthodes. En comparant les ré-
sultats illustrés par les figures 4.3a et 4.3b, nous remarquons que les deux algorithmes IND
et ISC donne les mêmes résultats de partitionnement. Ceci est expliqué par le fait que les
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conditions de trafic changent légèrement pour des périodes de 10 minutes. De plus, l’algo-
rithme de partitionnement spectral incrémental est basé sur une approximation du second
ordre, où les erreurs diminuent après raffinement des valeurs et vecteurs propres.

Afin d’évaluer les résultats, nous calculons les vitesses moyennes et l’écart-type de chaque
classe dans le but de valider l’efficacité de l’approche incremental dans la séparation des
classes homogènes connectées. Les résultats des mesures d’évaluation sont présentés en dé-
tail dans le tableau 4.1. En comparant les valeurs moyennes des vitesses routières et les
écarts-types dans les différentes classes, nous remarquons que les vitesses routières moyennes
entre les partitions sont dissimilaires. De plus, la faible valeur de l’écart-type pour chaque
classe définit une bonne homogénéité intra-clusters.

TABLEAU 4.1 – Valeurs de la vitesse moyenne (m/s) et écarts-types dans le cas des approches
IND, ISC.

(µ/σ) Rouge Bleu Vert Orange Magenta
SC 11.49/ 1.40 9.35/3.20 8.10/ 2.24 12.37/ 2.80 8.35/ 2.98
ISC 11.49/ 1.40 9.35/3.20 8.10/ 2.24 12.37/ 2.80 8.35/ 2.98
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FIGURE 4.4 – Temps d’exécution des deux algorithmes de partitionnement spectral.

En outre, le temps d’exécution pour les deux méthodes est aussi comparé. La Figure 4.4
montre le temps d’exécution pour les deux méthodes de classifications par des bâtonnets.
Ce temps quantifie le coût de calcul en seconde (s) appliqué à notre étude. L’algorithme
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de partitionnement spectral apparaît comme la méthode la plus coûteuse. En effet, le cal-
cul des valeurs et vecteurs propre est coûteux. À l’opposé, l’algorithme de partitionnement
incremental apparaît moins coûteux. L’analyse des résultats expérimentaux montre que l’al-
gorithme ISC est considéré plus adéquat à appliquer pour les données dynamiques. En effet,
il réduit le temps d’exécution tout en conservant des bons résultats de partitionnement.

4.12 Conclusion

Ce chapitre présente une approche du partitionnement spectral incrémental pour traiter
les graphes routiers dynamiques. En effet, les poids des arêtes du graphe peuvent évoluer.
Le calcul des valeurs et vecteurs propres à chaque changement de similarité est très coûteux
d’où la nécessité d’introduire l’algorithme ISC. Les changements des similarités des arêtes
sont incorporés en les représentant par un vecteur/matrice d’incidence. L’algorithme ISC
met à jour de manière efficace le système de valeurs propres lorsque l’ensemble de données
évolue.

L’algorithme ISC est appliqué aux données du réseau routier de la ville de Calais. Afin
de tester la performance des résultats obtenus, nous appliquons également l’algorithme de
Ng et al. au graphe routier. Nous avons comparé les résultats de partitionnement des deux
méthodes ainsi que le coût de calcul. L’algorithme ISC atteint une précision similaire dans
le partitionnement, mais avec un coût de calcul plus faible.
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Chapitre 5
Classification spectrale évolutive d’un
réseau de transport
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Les algorithmes de classification spectrale évolutive sont introduits pour le partitionne-
ment de graphes dynamiques i.e. évoluant dans le temps. Ces algorithmes ont été appliqués
avec succès dans la littérature (Chi et al., 2007). Leurs performances surpassent celle des al-
gorithmes de partitionnement statique en produisant des partitions qui peuvent s’adapter
aux variations des graphes tout en étant robustes. Dans le cadre de la classification spectrale
évolutive, un bon résultat de classification doit tenir compte du trafic actuel sans trop s’écar-
ter de son évolution passée (Chi et al., 2007). Notamment préserver la qualité des classes
obtenues aussi bien l’appartenance aux classes.

Le partitionnement dynamique du graphe consiste à calculer une matrice Laplacienne
évolutive, à calculer l’espace propre engendré et à appliquer un simple algorithme de K-
means pour le partitionnement du graphe. Dans ce chapitre, nous proposons une métho-
dologie basée sur la classification spectrale évolutive pour partitionner un réseau urbain
comprenant les étapes suivante :

— Nous appliquons les algorithmes de classification spectrale évolutive pour partition-
ner le réseau de transport urbain en régions homogènes qui évoluent en douceur dans
le temps. Le nombre de classes pour chaque période est détecté automatiquement par
la méthode de la modularité qui est comparée à l’heuristique Eigengap dans le but de
prouver son efficacité.

— Nous testons ensuite notre approche sur des ensembles de données réelles de tra-
fic recueillies sur le réseau de transport de la ville d’Amsterdam (Lopez et al., 2017).
L’évolution du graphe sur différentes périodes de la journée est étudiée à l’aide des
méthodes évolutives : Preserving Cluster Quality (PCQ) et Preserving Cluster Mem-
bership (PCM). Nous montrons la supériorité des algorithmes proposés en termes de
robustesse et d’efficacité par rapport à l’algorithme de classification statique.

— Dans une dernière expérience, nous appliquons l’algorithme de classification par re-
cherche des pics de densités sur les graphes de trafic (Rodriguez and Laio, 2014) afin
de détecter le nombre de classe. Ensuite, nous comparons ces résultats avec ceux ob-
tenus par la modularité et Eigengap.

5.2 Classification spectrale évolutive

Les algorithmes de classification spectrale sont généralement appliqués sur des données
statiques. Or, les données du trafic routier sont considérées comme un système dynamique.
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Par conséquent, les données spatiales à classifier évoluent dans le temps, ce qui amènera à
avoir un résultat de classification à chaque étape. Pour la prise en compte de cette dyna-
mique les algorithmes statiques doivent être ajustés. Dans un premier temps, nous avons
appliqué les algorithmes de classification spectrale incrémentale (Ning et al., 2010). Cette
méthode réduit le temps de calcul et se concentre sur des techniques de bas niveau pour
trouver un compromis entre précision et efficacité de partitionnement. En outre, lorsque les
graphes de données évoluent de manière plus importante, les erreurs s’accumulent. Pour
cela, à un certain moment, il est nécessaire de réinitialiser ces algorithmes pour éviter l’ac-
cumulation des erreurs. Une autre méthode est proposée dans la littérature pour la classi-
fication des données dynamiques est la classification évolutive qui a été proposée par Cha-
krabarti et al. (2006). La classification évolutive optimise simultanément deux critères : la
classification doit s’adapter aux données actuelles autant que possible, tout en ne s’écartant
pas trop du contexte historique. Chakrabarti et al. (2006) ont présenté un cadre générique
pour ce problème. Ils ont proposé un algorithme de classification hiérarchique évolutive et
un algorithme de K-menas évolutive. Chi et al. (2007) sont allés plus loin et ont proposé une
méthode de classification spectrale évolutive en incorporant le lissage temporel. Les classes
actuelles doivent dépendre des caractéristiques des données du trafic actuels en ne s’écartant
pas trop des historiques des données précédentes (Chi et al., 2007). Dans ce contexte, nous
proposons d’appliquer deux approches de classification spectrale évolutive pour le parti-
tionnement des réseaux de transport dynamiques : la préservation de la qualité des classes
(PCQ) et la préservation de l’appartenance aux classes (PCM). Dans ces deux approches,
une fonction du coût total est définie comme une combinaison linéaire entre deux coûts : le
coût instantané (SC) et le coût temporel (TC). Le coût total est exprimé par :

TotalCost = α SC + (1− α)TC. (5.1)

où 0 ≤ α ≤ 1 est un paramètre fixé par l’utilisateur. Le coût instantané (snapshot cost), me-
sure la qualité instantanée des résultats du partitionnement actuel par rapport aux caracté-
ristiques du graphe actuelles. Ce coût est exprimé d’une manière similaire pour les deux ap-
proches évolutives. Par contre, le coût temporel (temporal cost), est exprimé différemment.
La première approche PCQ, mesure la régularité temporelle en terme de compatibilité des
résultats de partitionnement actuel par rapport aux caractéristiques historiques du graphe.
La deuxième approche PCM, consiste à exprimer le coût temporel comme la différence entre
la partition actuelle et la partition historique. Cette fonction de coût est définie afin d’adapter
la régularité temporelle.
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5.2. Classification spectrale évolutive

5.2.1 Préservation de la qualité des classes

Considérons un graphe Gt = (Vt, Et) au temps t. Soient Zt la partition du graphe au
temps t et NCt|Zt la coupe normalisée au temps t évaluée par la partition Zt d’une part et
NC(t−1)|Zt la coupe normalisée au temps (t− 1) évaluée par la partition Zt. Le coût total de
la coupe normalisée évolutive peut être exprimé par (Chi et al., 2009) :

TotalCost = αNCt|Zt + (1− α)NC(t−1)|Zt , (5.2)

notons que Z ∈ RN×K est une valeur continue relaxée avec ZTZ = IK et IK la matrice iden-
tité.

L’approche PCQ consiste à trouver la solution optimale qui minimise le coût total. Après
quelques manipulations, on obtient le coût total suivant :

TotalCost = K− Tr
[

ZT
t

(
αLt + (1− α)L(t−1)

)
Zt

]
, (5.3)

avec K le nombre de classes et Lt = D−1/2
t W tD−1/2

t .
On définit la matrice Laplacienne Lpcq par :

Lpcq = αLt + (1− α)Lt−1. (5.4)

Ce problème peut être considéré comme un problème de maximisation de la trace de la
Laplacienne Lpcq où la solution est la matrice Zt. Les colonnes de cette matrice sont les K-
vecteurs propres associés aux K-valeurs propres de cette matrice Laplacienne. Après avoir
obtenu Zt, il suffit d’appliquer l’algorithme K-means pour obtenir la partition du graphe.

5.2.2 Préservation de l’appartenance aux classes

Considérons un graphe Gt = (Vt, Et) au temps t. Soient Zt la partition du graphe au
temps t et NCt|Zt la coupe normalisée au temps t évaluée par la partition Zt d’une part et
Zt−1 la partition du graphe Gt−1 = (Vt−1, Et−1) au temps (t− 1). La méthode PCM consiste
à trouver la solution optimale qui minimise le coût total (Chi et al., 2009) :

TotalCost = αNCt|Zt + (1− α)TC, (5.5)
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Le coût temporel TC exprime une certaine distance entre la partition actuelle Zt au temps t
et la partition Zt−1 au temps (t− 1). De ce fait, le coût temporel est défini par :

TC =
∥∥∥ZtZT

t − Zt−1ZT
t−1

∥∥∥2
, (5.6)

où, Zt et Zt−1 sont les K-vecteurs propres aux instants t et (t− 1) respectivement. Dans ce
cas, le coût total évolutif s’exprime par :

TotalCost = αK− αTr
[

ZT
t

(
D−1/2

t W tD−1/2
t

)
Zt

]
+ (1− α)

∥∥∥ZtZT
t − Zt−1ZT

t−1

∥∥∥2

= K− Tr
[

ZT
t

(
αD−1/2

t W tD−1/2
t + (1− α)Zt−1ZT

t−1

)
Zt

]
.

(5.7)

Ce problème peut être considéré comme un problème de maximisation de la trace de la
matrice Laplacienne évolutive Lpcm (Chi et al., 2009) :

Lpcm = αLt + (1− α)(Zt−1ZT
t−1). (5.8)

La solution est la matrice Zt dont les colonnes sont les K-vecteurs propres associés aux K-
valeurs propres de la matrice Laplacienne Lpcm. Après avoir obtenu Zt, il suffit d’appliquer
l’algorithme K-means pour obtenir la partition du graphe.
Dans la suite nous allons appliqué la classification spectrale évolutive au réseau urbain.

5.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous analysons les données expérimentales traitées dans Lopez et al.
(2017). La méthodologie choisie est de comparer les méthodes de classification statiques étu-
diées dans la section 3.4 du chapitre 3, plus particulièrement l’algorithme de Ng et al. 5 et les
méthodes de classification évolutives présentées précédemment dans la section 5.2 et leur
adaptation au graphe dynamique par la similarité des snakes. Tout d’abord, nous définis-
sons la façon de convertir le réseau en un graphe de liens. Ensuite, nous convertissons les
données du graphe en un graphe de snakes, par la suite, nous calculons la matrice de simila-
rité entre les snakes afin d’appliquer les algorithmes de classification. Enfin, nous détectons
automatiquement le nombre de classes et nous présentons une étude comparative entre les
méthodes de classification afin de montrer la performance et l’efficacité de la méthode évo-
lutive sur le réseau de transport.
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5.3.1 Réseau de transport

Les données réelles ont été recueillies dans la ville d’Amsterdam, et le réseau exploitable
comprend 7 512 liens (Lopez, 2017). La grande taille du réseau augmente la complexité en
temps de calcul des algorithmes de partitionnement. Pour cela, le réseau a été réduit à 208
liens comme illustrer dans la figure 5.1. Notre étude se base sur un seul jour de données, un
jour ouvrable, et les vitesses routières sont estimées à partir des temps de parcours indivi-
duels. En outre, l’information sur la vitesse moyenne est disponible durant des périodes de
10 minutes de 7 heures du matin à 15 heures de l’après-midi. Au final, la base de données
est constituée des vitesses effectives d’une journée du réseau d’Amsterdam de 208 liens sur
48 périodes de 10 minutes. La vitesse maximale pratiquée est de 40 m/s.

5.3.2 Modèles de graphes

À partir de ces données, nous construisons le réseau routier (réseau des liens) et expli-
quons les représentations possibles du réseau en un graphe des liens et un graphe des snakes
afin d’appliquer les algorithmes de classification spectrale.

FIGURE 5.1 – Réseau d’Amsterdam avec 208 liens (Lopez, 2017).

5.3.3 Réseau Routier

Le réseau routier est défini par ℵ = (C,R) comprenant un ensemble de points d’inter-
section C = {c1,c2, . . . cnI} qui sont reliés entre eux par un ensemble des liens (ou routes)
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R = {r1,r2, . . . rnR}, où pour chaque lien ri, une valeur de vitesse lui est attribué. Après avoir
établi le réseau routier, nous pouvons construire le graphe des liens.

5.3.4 Graphe des liens

Dans le but de construire le graphe des liens associé au réseau routier, nous distinguons
deux représentations possibles : le graphe primal et le graphe dual. Nous avons détaillé ces
approches dans le chapitre 1 section 1.4.1 par deux exemples pédagogiques illustrés par les
figures 1.4 et 1.5. Dans la première représentation, le graphe primal est construit en consi-
dérant chaque intersection (ou croisement) comme étant un nœud et en ajoutant une arête
entre chaque paire de nœuds s’il existe au moins un lien les reliant. Dans cette représenta-
tion, nous conservons la même structure du réseau routier ; les arêtes dans le graphe suivent
les chemins du réseau réel. Dans la deuxième représentation, le graphe dual est construit en
considérant chaque lien du réseau comme un nœud et en établissant une arête entre chaque
paire de nœuds s’il existe au moins un croisement commun entre eux.
Dans ce travail, nous utilisons le graphe dual, car il s’agit d’une représentation plus adapté
pour partitionner un réseau de transport (Lopez et al., 2017).

Nous modélisons les données du réseau par un graphe G = (V, E) dans lequel V est l’en-
semble des noeuds représentant les liens du réseau et E l’ensemble des arêtes représentant
les croisements. Deux liens du réseau sont connectés dans l’espace si leur extrémité ou leur
début sont reliés à la même intersection. Sur la base de cette définition, tous les liens qui
entrent ou sortent de la même intersection sont supposés être connectés. De plus, les liens se
connectant à la même intersection sont considérés adjacents. Afin de partitionner le graphe
des liens en états de trafic homogènes connectés, nous construisons le graphe des snakes.

5.3.5 Graphe des snakes

Le graphe des snakes est représenté par un graphe non orienté G = (Γ, E). L’ensemble
des noeuds Γ = {T1, T2, . . . , TN} où N = 208, représente l’ensemble des snakes du réseau et
l’ensemble des arêtes E pondérés par la similarité entre les noeuds-snakes.
Saeedmanesh and Geroliminis (2016), Lopez et al. (2017) ont utilisés la notion de "snakes"
pour caractériser la densité du trafic routier. Un snake est une concaténation de L liens ad-
jacents ayant des vitesses proches. Dans un graphe, les snakes sont des chemins ayant le
même nombre de liens. Chaque snake est déterminé par un processus itératif démarrant à
partir d’un lien individuel du réseau. Un snake est défini par Ti = {ti1, . . . , til, . . . , tiL}, où
1 ≤ l ≤ L, avec L ≤ N la taille du snake. Chaque lien noté til = {idl,νl} est composé à
partir d’un identifiant idl et d’une vitesse νl. Un snake est initialisé sur un lien unique du ré-
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FIGURE 5.2 – Exemple d’un snake, initialisé par un lien en rouge. Les liens verts représentent
le voisinage, (a) selon une approche 2D et (b) une approche 3D (Lopez, 2017).

seau, et à chaque étape le lien adjacent est ajouté en commençant par celui ayant les vitesses
les plus proches du sien, et ce jusqu’à contenir tous les liens du réseau. À chaque étape, le
lien adjacent minimisant la variance du snake est ajouté. La figure 5.2 montre un exemple
de snake, initialisé par le lien rouge. Les liens verts représentent le voisinage, selon des ap-
proches à deux et trois dimensions respectivement. Le nombre de snakes à créer dépend du
nombre de liens dans un réseau. Au total, il y a autant de snakes que les liens dans le réseau
routier. Pour chaque étape l, les valeurs de la vitesse moyenne et la variance du snake sont
données par :

σ2
l = σ2

l−1 +
1
l

[
(νl − νl)(νl − νl−1)− σ2

l−1

]
, (5.9)

où,

νl = νl−1 +
1
l
(νl − νl−1). (5.10)

νl représente la vitesse moyenne du snake de taille l, et νl la vitesse du lien ajouté lors de la
lème étape.

Partitionner les liens du réseau requiert la construction d’un graphe pondéré. Ces graphes
sont représentés par une matrice de similarité entre les points de données, dans notre cas, les
snakes. Dans la section suivante, nous présentons la méthode de construction de la matrice
de similarité basée sur les snakes aussi appelée "snake similarity".

5.3.6 Similarité des snakes

L’adaptation de la coupe normalisée au cas d’un réseau de transport repose sur la ma-
trice de similarité d’entrée qui est nécessaire au calcul de la matrice Laplacienne normalisée.
Une discussion sur les différentes méthodes de construction des matrices de similarités a été
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réalisée dans la section 3.2.4. Dans notre travail, nous nous intéressons à définir une simi-
larité entre chaque paire de liens dans le réseau de transport qui prend en compte à la fois
l’homogénéité et la connectivité spatiale. Pour cela, nous adoptons la matrice de similarité
des snakes. La matrice de similarité entre chaque paire de noeuds-snakes est calculée par :wij =

1
∑L

l=1 lφl ∑L
l=1 φlcard(Ti[l] ∩ Tj[l], i, j = 1, . . . , N.

wii = 0.
(5.11)

Notons que :
L

∑
l=1

lφl =
φ(Lφ(L+1) − (L + 1)φL + 1)

(1− φ)2 ≈ φ

(1− φ)2 , (5.12)

où Ti[l] et Tj[l] sont deux snakes de taille l correspondant aux liens de départ ri et rj, et
card(Ti[l] ∩ Tj[l]) est le nombre d’identifiants de liens communs entre les deux snakes de
taille l. Le coefficient de pondération φ est fixé par l’utilisateur, avec 0 < φ ≤ 1. Cette formu-
lation de la matrice de similarité, dépend de la taille des snakes et du coefficient de pondé-
ration φ.

Cette mesure de similarité accorde moins de poids aux liens ajoutés lorsque la taille du
snake augmente et les éléments à la fin des snakes ne sont pas considérés. Après un certain
nombre d’itérations, le snake concatène des segments de vitesses trop différentes entraînant
une variance plus élevée. Pour cela, il est important d’optimiser la taille des snakes pour ré-
duire le coût de calcul. Pour approfondir ce point, nous traçons la variance du premier et du
second snake du graphe des snakes. La figure 5.3 représente deux évolutions de la variance
par rapport à la taille des snakes où la croissance de ses valeurs est influencée par l’ajout des
liens non similaires. Sur la base de ses propriétés, nous proposons une pondération plus im-
portante pour les liens qui sont spatialement proches les uns des autres (Lopez et al., 2017).

5.3.7 Optimisation de la longueur des trajectoires et du coefficient de
pondération

Une étude de sensibilité a été réalisée afin d’étudier les effets de la longueur des snakes
sur les performances de partitionnement. La longueur des snakes doit être fixée à un seuil
minimal pour conserver la connectivité. De ce fait, un snake trop court ne permet pas de
détecter l’intégralité de la topologie du réseau dans l’espace et dans le temps. Une longueur
du snake courte peut également donner des résultats de partitionnement dans lesquels une
classe contient des liens qui ne sont pas tous connectés entre eux. La dissimilarité entre les
classes (CCD) est utilisée pour évaluer les classes résultantes du partitionnement par l’algo-
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FIGURE 5.3 – Exemple de la croissance de la variance de deux snakes du graphe des liens.

rithme de Ng et al. adopté pour la méthode de classification statique d’un réseau de trans-
port. Nous avons effectué cette étude sur différentes longueurs de snakes afin de choisir la
longueur optimal. Le CDD est un indicateur qui mesure la dissimilarité inter-clusters. Cette
dissimilarité est mesurée par la différence entre la vitesse moyenne d’une classe donnée et
ses classes voisines. Cet indicateur est défini par l’équation suivante (Lopez et al., 2017) :

CCD =
∑K

i=1 ∑K
k=1+i δik|νi − νk|

∑K
i=1 ∑K

k=1+i δik
, (5.13)

où K est le nombre de classes, δik = 1 si i et k sont les indices de classes connectées, et δik = 0
sinon. Cette mesure est à maximiser : une valeur élevée de CCD indique une amélioration
obtenue par l’algorithme de partitionnement. Les valeurs moyennes de la CCD pour les 48
périodes ont été calculés avec différentes longueurs des snakes, couvrant différentes pro-
portions de la taille du réseau routier. La figure 5.4 montre les résultats de l’évaluation des
performances de partitionnement par l’indicateur CCD. L’algorithme produit des résultats
similaires pour des longueurs des snakes supérieures à 40% de la taille du réseau. Par consé-
quent, la longueur des snakes est fixée à 40%. De plus, le coefficient de pondération φ a été
choisi égal à 0.8 qui permet d’obtenir des valeurs moyennes maximales pour le CCD (figure
5.5).
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FIGURE 5.4 – Valeurs moyennes de la dissimilarité inter-clusters en fonction de la longueur
du snake calculée en pourcentage de la taille du réseau routier.

5.3.8 Sélection automatique du nombre de classes

Le réseau de transport se caractérise par des données dynamiques qui sont obtenues à
des périodes temporelles définies. De ce fait, le nombre de classes peut varier selon les ni-
veaux de congestion et d’hétérogénéité à chaque période. Le nombre de classes K au temps t
peut être différent de celui de K′ au temps (t− 1). Dans notre étude, l’approche développée
est conçue pour avoir la capacité de détecter le nombre de classes entre les périodes. Le choix
du nombre de classes optimales des algorithmes de classification spectrales est un problème
sensible. Dans une première expérience, nous avons considéré un nombre de classes fixé
à K = 2 pour toutes les périodes, afin d’identifier deux états de congestion et d’étudier le
comportement des algorithmes évolutifs d’une manière simplifiée (Al Alam et al., 2020). Par
conséquent, considérer un nombre de classes fixe pour toutes les périodes entraîne une forte
restriction. Dans cette section, nous présentons une étude comparative entre les méthodes
de détection automatique : l’heuristique Eigengap (Von Luxburg, 2007) et le critère de mo-
dularité (El Mahrsi and Rossi, 2012), présentées précédemment dans le chapitre 3, section
3.4.1. La figure 5.6a montre la variation des valeurs propres pour une période de temps don-
née t = 5. Les résultats montrent un gap entre la quatrième et la cinquième valeur propre, ce
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FIGURE 5.5 – Valeurs moyennes de la dissimilarité inter-clusters en fonction du coefficient
de pondération φ.

qui indique que le nombre de classes K est égal à 4 pour cette période. La figure 5.6b montre
la variation des valeurs de la modularité en fonction du nombre de classes pour la même pé-
riode t = 5. Afin d’estimer le nombre de classes finales, nous recherchons la première valeur
maximisant la modularité. Dans cette méthode, nous trouvons un nombre de classes K = 3.
Par la suite, nous avons appliqué les deux méthodes de sélection du nombre de classes sur

les 48 périodes. La figure 5.7 représente le nombre de classes obtenues en appliquant les mé-
thodes de modularité et Eigengap pour chaque période. D’après ces résultats, nous pouvons
constater que le nombre de classes obtenues par la méthode de modularité est généralement
plus petit que celui de l’Eigengap. Le choix d’un nombre de classes plus petit révèle plus fa-
cile à interpréter. De plus, un nombre petit de classes permettent de concevoir des stratégies
de contrôle simples (Ji and Geroliminis, 2012b).
En outre, les résultats du partitionnement sont analysés en appliquant la classification spec-
trale en utilisant les deux méthodes pour la détection du nombre de classes, la modularité
et Eigengap. Nous considérons la période t = 5 afin de comparer les résultats sur différents
nombres de classes. Nous traçons les résultats du partitionnement du réseau d’Amsterdam
(figure 5.8) et nous calculons les vitesses moyennes et les écarts-types pour chaque classe
pour les deux méthodes. Le tableau 5.1, représente les résultats obtenus pour les valeurs
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(a) (b)

FIGURE 5.6 – (a) Variation des valeurs propres pour une période de temps t = 5 (b) Variation
des valeurs de la modularité en fonction du nombre de classes pour une période de temps
t = 5.
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FIGURE 5.7 – Nombre de classes obtenues en appliquant les méthodes de la modularité et
Eigengap pour chaque période.

des vitesses moyennes et les écarts-types. D’après ces résultats, on remarque que les classes
obtenues ont des valeurs de vitesses moyennes dissimilaires permettant de distinguer les
différentes zones de congestion. En plus, les petites valeurs des écarts-types démontrent
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une performance efficace dans la séparation des classes homogènes connectées.
Ensuite, nous comparons les résultats du partitionnement des deux méthodes en utilisant
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FIGURE 5.8 – Résultats du partitionnement pour la période t = 5 dans le cas de la modularité
et Eigengap.

TABLEAU 5.1 – Valeurs de vitesse moyenne (m/s) et écart-type pour une période de temps
t = 5 avec un nombre de classes K = 3 dans le cas de la modularité et K = 4 dans le cas
d’Eigengap.

(µ/σ) Rouge Vert Bleu Magenta
Modularité 4.95/ 9.74/ 11.92/ -

1.07 2.06 3.57
Eigengap 4.95/ 9.74/ 11.05/ 14.40/

1.07 2.06 3.52 2.37

la matrice de confusion pour la période t = 5 (Meilă, 2007). Cette matrice permet d’évaluer
la qualité de la partition obtenue en appliquant la méthode de l’heuristique Eigengap par
comparaison avec celle de la modularité. La matrice de confusion, aussi appelée tableau
de contingence est une matrice K ∗ K′, dont l’élément kk′eme est le nombre de points à l’in-
tersection de Ck la partition de la modularité et C′k′ celle de l’Eigengap. Les résultats sont
représentés par le tableau 5.2. Nous remarquons qu’en fusionnant les classes magenta et
bleu dans la méthode Eigengap, on obtient la même partition que celle de la modularité.
Afin de tester la ressemblance entre les résultats du partitionnement spectral obtenus avec

le nombre de classes fourni par la modularité et l’Eigengap, nous utilisons l’Information
Mutuelle Normalisée (NMI). La NMI est une quantité mesurant la dépendance entre deux
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TABLEAU 5.2 – Matrice de confusion pour les méthodes de la modularité et Eigengap pour
la période t = 5.

(Modularité/Eigengap) Rouge Vert Bleu Magenta
Rouge 39 0 0 0
Vert 0 73 0 0
Bleu 0 0 71 25

classes. Elle est définie par (Meilă, 2007) :

NMI(C,C′) =
MI(C,C′)√
H(C)H(C′)

, (5.14)

où, MI(C,C′) = ∑K
i=1 ∑K′

j=1
nij
N log

(
nij N
|Ci||C′j |

)
est l’information mutuelle entre les partitions C

et C′, nij représente le nombre de liens partagés entre les classes Ci et C′j, K′ est le nombre

de classe dans la partition C′, H(C) = −∑K
i=1
|Ci|
N log

(
|Ci|
N

)
est l’entropie de la partition C

et H(C′) = −∑K′
j=1
|C′j |
N log

(
|C′j |
N

)
est l’entropie de la partition C′. Une valeur plus élevée de

NMI implique que des partitions similaires sont obtenues par les algorithmes de classifica-
tion. La valeur NMI est comprise dans l’intervalle [0,1], et vaut 1 lorsque les deux partitions
sont identiques, et 0 lorsqu’elles sont différentes.
La figure 5.9 montre la variation des valeurs du NMI pour chaque période. Les valeurs se
situent entre 0.7 et 1 ce qui implique une ressemblance entre les résultats du partitionnement
effectués par la méthode de la modularité et celle d’Eigengap.
Par la suite, nous comparons les performances du partitionnement statique et évolutif en

utilisant les deux méthodes. Dans ce but, nous appliquons l’algorithme de classification
spectrale normalisée IND, et les deux approches évolutives PCQ et PCM en utilisant les
méthodes de la modularité et Eigengap. Les performances sont évaluées en calculant les
coûts instantanés, temporels et totaux pour chacune des méthodes. Le tableau 5.3 montre
les résultats obtenus : les meilleurs résultats sont représentés en gras. Le partitionnement en
utilisant la modularité assure les meilleurs résultats en minimisant les différentes mesures
de coûts. Pour vérifier ces résultats sur toutes les périodes, nous traçons les valeurs du coût
total pour les 48 périodes. La figure 5.10 montre la variation du coût total pour l’approche
PCQ dans le cas des méthodes de la modularité et Eigengap. Il est clair que la modularité
assure les meilleurs résultats en minimisant le coût total. À noter que les résultats de l’ap-
proche PCM sont similaires à ceux de PCQ.
D’après les résultats apportés dans cette expérience et en considérant le lissage temporel, la
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FIGURE 5.9 – Variation de l’NMI pour chaque période.

TABLEAU 5.3 – Performance du partitionnement des méthodes de la modularité et Eigen-
gap.

Methode Coût IND PCQ PCM

Modularité
SC 0.16 0.20 0.21
TC 0.45 0.27 0.30

Total Cost 0.28 0.23 0.25

Eigengap
SC 0.28 0.34 0.37
TC 0.68 0.46 0.46

Total Cost 0.44 0.39 0.40

méthode de la modularité est préférée, car elle est plus cohérente avec son évolution passée
et minimise le coût total pour les deux approches PCQ et PCM.

5.3.9 Étude comparative entre les algorithmes de classification

Dans cette section, nous comparons les deux approches de la classification spectrale évo-
lutive avec l’algorithme de classification spectrale statique IND Ng et al. (2002). Ce dernier
applique le partitionnement sur les snakes à une période de temps t et ignore toutes les don-
nées historiques. Le nombre de classes pour les deux approches de classification spectrale
évolutive et la méthode IND sont automatiquement détectés en utilisant la méthode de la
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FIGURE 5.10 – Variation du coût total pour l’approche PCQ en utilisant les deux méthodes :
modularité et Eigengap.

modularité.

Dans la première expérience, nous traçons les résultats de la variation entre le coût ins-
tantané et le coût temporel. Ces résultats montrent que les deux approches évolutives, PCQ
et PCM, sont capables de contrôler l’échange entre ces deux coûts. Les figures 5.11a et 5.11b
présentent les valeurs moyennes des coûts instantanés et temporels pour toutes les périodes
de t = 1 à t = 48 sous différentes valeurs du paramètre α. Nous modifions la valeur de α de
0.1 à 1 avec un pas de 0.1. Lorsque la valeur de α augmente, nous obtenons une meilleure
qualité pour le coût instantané au prix d’une mauvaise régularité temporelle. Dans les pro-
chaines expériences, nous avons choisi une valeur de α = 0.6 afin de mettre en évidence le
coût instantané tout en considérant en même temps le coût temporel.
Dans la deuxième expérience, nous considérons toutes les périodes de t = 1 à t = 48 et

nous évaluons les valeurs de coûts pour les trois méthodes. Pour tous les coûts, une valeur
inférieure implique de meilleurs résultats. Les deux algorithmes de classification spectrale
évolutive peuvent gérer la variation du nombre de classes entre les périodes au cours du
temps (Chi et al., 2007). Les figures 5.12-5.14 montrent les résultats du coût instantané (SC),
du coût temporel (TC) et du coût total pour la méthode IND et les approches PCQ et PCM.
D’après ces résultats, nous remarquons que le cout instantané est plus faible pour la mé-
thode IND que celles des approches évolutives PCQ et PCM. Cependant, les PCQ et PCM
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FIGURE 5.11 – Coût moyen (a) instantané et (b) temporel sous différentes valeurs du para-
mètre α.

assurent un coût temporel plus faible. De plus, ils sont plus performants en terme de mini-
misation du coût total.
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FIGURE 5.12 – Variation du coût instantané pour chaque période de temps.

Dans la suite, nous évaluons les vitesses moyennes et les écarts-types de chaque classe
pour la période t = 4 dans le but de valider l’efficacité des approches évolutives dans la
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FIGURE 5.13 – Variation du coût temporel pour chaque période de temps.
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FIGURE 5.14 – Variation du coût total pour chaque période de temps.

séparation des classes homogènes connectées. Les résultats des mesures d’évaluation sont
présentés en détail dans le tableau 5.4. En comparant les valeurs moyennes des vitesses
des liens et les écarts-types dans les différentes classes, nous remarquons que les vitesses
moyennes entre les partitions sont dissimilaires. De plus, la faible valeur de l’écart-type
pour chaque classe définit une bonne homogénéité intra-clusters.

En outre, nous nous intéressons à valider les performances des algorithmes de la clas-
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5.3. Résultats expérimentaux

sification spectrale évolutive dans la détermination des classes qui correspondent aux don-
nées actuelles sans trop s’écarter de son évolution passée. Pour cela, nous présentons dans
cette expérience les résultats du partitionnement du réseau d’Amsterdam pour les méthodes
PCQ, PCM et IND. Afin de faire correspondre les classes entre les périodes consécutives,
nous avons utilisé l’algorithme hongrois qui effectue une correspondance de classes une-à-
une basée sur des facteurs de pondération entre les partitionnements consécutifs. Ces pon-
dérations représentent le nombre de liens communs entre les classes (Hong et al., 2016; Xu
et al., 2015). Cela permet de suivre avec précision l’évolution des classes dans le temps. La
figure 5.15 illustre les résultats du partitionnement avec le nombre de classes détectées au-
tomatiquement par la méthode de la modularité. Les périodes analysées varient de t = 2 à
t = 5, ce qui correspond aux heures de la journée de 7 : 10− 7 : 40 a.m., une des heures de
pointe d’un jour ouvrable. La couleur en gras représente les liens pour lesquels un change-
ment d’une classe à l’autre est spécifié. Pour les périodes de t = 2 à t = 5, nous constatons
que pour la méthode IND, la variation du nombre des liens dans une classe change rapide-
ment. Cependant, les approches PCM et PCQ sont plus stables lorsqu’on les compare aux
partitions historiques. De cette façon, nous avons pu démontrer que les approches PCQ et
PCM assurent une meilleure performance et fournissent des classes plus stables et cohé-
rentes que la méthode IND.

Dans une nouvelle expérience, nous considérons des périodes de temps de 20 minutes,
qui est une répétition d’un même réseau à deux couches temporelles. De cette façon, nous
dupliquons les liens du réseau aux instants t et (t− 1). Le nombre de périodes totales est égal
à t = 24. Dans ce cas, nous considérons le voisinage d’un lien à la fois dans l’espace et dans
le temps. Une étude de sensibilité est aussi réalisée dans le cas d’un réseau spatio-temporel
pour étudier le calage de la longueur des snakes. La figure 5.16 montre que l’algorithme du
partitionnement produit des résultats similaires pour une longueur de snake supérieure à

TABLEAU 5.4 – Valeurs de la vitesse moyenne (m/s) et écarts-types pour la période t = 4
dans le cas des approches IND, PCQ et PCM.

(µ/σ) Classe 1 Classe 2 Classe 3 Classe 4 Classe 5
Color Rouge Vert Cyan Jaune Olive
IND 6.02/ 1.35 8.52/2.02 10.97/ 3.82 11.58/ 1.59 14.81/ 2.45
Color Rouge Vert Cyan Jaune Marron
PCQ 6.21/ 1.39 8.62/2.60 10.78/ 1.91 10.97/ 3.82 14.81/ 2.45
Color Rouge Vert Cyan Jaune Olive
PCM 6.23/ 1.38 7.86/1.60 10.85/ 1.85 11.10/ 3.80 14.81/ 2.45
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30% de la taille spatio-temporel du réseau. Par conséquent, la longueur du snake a été fixée
à 30% et nous avons choisi φ = 0.8 afin d’assurer les valeurs moyennes maximales de CCD
(figure 5.17).

FIGURE 5.16 – Valeurs moyennes de CCD en fonction de la longueur du snake calculée en
pourcentage de la taille du réseau des liens dans le cas d’une période de temps = 20 minutes.

FIGURE 5.17 – Valeurs moyennes de CCD en fonction du coefficient de pondération φ dans
le cas d’une période de temps = 20 minutes.
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La figure 5.18 montre le nombre de classes obtenu en appliquant la méthode de modu-
larité pour les périodes t = 1 à t = 24. Les figures 5.19-5.21 montrent les résultats du coût
instantané, du coût temporel et du coût total pour les méthodes IND, PCQ et PCM, respec-
tivement. Il est clair que les approches de classification évolutive spectrale fournissent les
meilleures performances en minimisant le coût temporel et le coût total.

La figure 5.22 montre les résultats du partitionnement pour les périodes de temps t = 2
à t = 4. On peut constater que l’évolution des partitions entre les périodes de l’algorithme
PCQ varie moins que celle de l’algorithme PCM. L’approche PCQ fournit des résultats de
classification plus stables et cohérents que les méthodes PCM et IND.

5.4 Sélection du nombre de classes par la recherche de pics

de densité

L’algorithme de classification par recherche des pics de densité (DPC) repose sur l’hypo-
thèse que les centres de classes sont dans un voisinage de faible densité locale et qu’ils sont
à une distance relativement importante de tout point de densité locale plus élevée. Selon ces
hypothèses, deux quantités seront calculées pour chaque snake Ti : la densité locale ρi et la
distance δi. La densité locale ρi, mesure le nombre des snakes qui sont similaires à un snake
Ti dans un rayon dc. La valeur de ρi est définie en utilisant le noyau gaussien selon l’équa-
tion 2.2. La distance δi calcul la distance minimale entre un snake Ti et un autre snake ayant
une densité plus élevée et qui est la plus proche à Ti. Dans le but de conserver la structure du
réseau routier et le voisinage entre les liens de celui-ci, la matrice des distances D est définie,
telle que, Dij = d(Ti, Tj) qui est la distance entre les couples de snakes Ti et Tj (Ning et al.,
2007b) :

d(Ti, Tj) = 1− e
( −1

ηwij
)
, (5.15)

où η est une variable qui contrôle l’effet marginal de la dispersion entre les snakes. Dans
notre expérience, nous considérons η = 3 dans le but d’obtenir des snakes qui sont bien
distribués dans l’espace. Par la suite δi est calculé suivant l’équation 2.3. Cependant, les
performances de l’algorithme DPC dépendent fortement du rayon dc. Pour éviter cette limi-
tation, la valeur de dc est automatiquement extraite de l’ensemble des snakes en minimisant
la fonction d’entropie potentielle définie par l’équation 2.6 (Wang et al., 2016).

Après avoir calculé ces mesures, le nombre de classes K est recherché en identifiant les
centres de classe parmi tous les points représentant les snakes. Dans ce contexte, les centres
de classe sont supposés avoir des valeurs élevées à la fois pour ρi et δi. De ce fait, deux
méthodes peuvent être utilisées pour détecter les centres. La première consiste à tracer le
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graphe de décision qui est la représentation de δi en fonction de ρi pour tous les points
comme illustré dans la figure 2.3. Les centres de classes sont identifiés par les points ayant
des valeurs élevées à la fois pour δi et ρi. La deuxième méthode consiste à tracer pour toutes
les snakes la valeur de γi (équation 2.5) triée par ordre décroissant, puis à sélectionner les
centres quand cette quantité augmente considérablement. Au final, la sélection des centres
de classes sera effectuée selon l’équation 2.5 en définissant un seuil γseuil. Le seuil γseuil est
déterminé automatiquement en se basant sur le calcul d’une fonction de densité de proba-
bilité (Yan et al., 2018). Cette méthode est détaillée dans la section 2.7 du chapitre 2. Les
centres de classes sont alors identifiés en calculant pour chaque snake un seuil dynamique
γseuil définit selon l’équation 2.11.
La figure 5.23a montre le graphe de décision pour la période t = 5. Les valeurs de seuils
divisent le plan (ρ, δ) en deux zones de décision et identifient quatre centres de classes qui
sont situés au-dessus de la valeur de seuil. Ensuite, dans la figure 5.23b, nous traçons les
valeurs de γi (équation 2.5) triées par ordre décroissant pour la même période t = 5. Nous
remarquons que les valeurs de γi sont très élevées pour ces mêmes centres de classes.
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FIGURE 5.23 – (a) Graphe de décision pour la période t = 5, où chaque centre est coloré par
la couleur de sa classe. (b) Valeurs de γ triées par ordre décroissant pour toutes les snakes.

Dans ce contexte, l’algorithme des pics de densité est utilisé pour détecter automatique-
ment le nombre de classes nécessaires pour la classification des différentes liens du réseau
de transport en utilisant les algorithmes de classification spectrale statique et évolutive.
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5.4.1 Études comparative entre les méthodes de sélection de nombre de
partitions

Dans la section 5.3.8, nous avons présenté une étude sur la sélection automatique du
nombre de classes en utilisant la modularité et Eigengap. Dans cette expérience, nous repre-
nons les résultats des deux méthodes et nous les comparons avec ceux obtenus par l’algo-
rithme de recherche par pics de densité.

Dans le but de comparer les performances des trois méthodes, nous traçons les mêmes
schémas conçues dans la section 5.3.8. La figure 5.24 montre les variations de nombre de
classes pour chacune des méthodes. La méthode par pics de densité (DPC) présente un
nombre de classe plus petit et plus stable entre les périodes.
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FIGURE 5.24 – Nombre de classes obtenues en appliquant les méthodes de la modularité,
eigengap et pics de densité pour chaque période.

Par la suite, nous comparons les performances du partitionnement statique et évolutif
pour les trois méthodes. De ce fait, nous appliquons les approches IND, PCQ et PCM en
utilisant un nombre de classes défini par la méthode de pics de densité. De plus, nous re-
prenons les résultats obtenus par celles de la modularité et de la méthode d’Eigengap. Le
tableau 5.5 montre les résultats obtenus en calculant les coûts instantanés, temporels et to-
taux. Les meilleurs résultats sont représentés en gras. Nous remarquons que la méthode des
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pics de densité assure les meilleurs résultats en minimisant tous les coûts.
Dans le but de valider les performances du DPC sur toutes les périodes, nous traçons les

TABLEAU 5.5 – Performance du partitionnement des méthodes de la modularité, Eigengap
et pics de densité.

Method Coût IND PCQ PCM

Modularité
SC 0.16 0.20 0.21
TC 0.45 0.27 0.30

Total Cost 0.28 0.23 0.25

Eigengap
SC 0.28 0.34 0.37
TC 0.68 0.46 0.46

Total Cost 0.44 0.39 0.40

Density Peaks
SC 0.06 0.09 0.10
TC 0.26 0.13 0.15

Total Cost 0.14 0.10 0.12

résultats du coût total de l’approche PCQ pour les 3 méthodes sur les 48 périodes. La fi-
gure 5.25 montre les résultats obtenus où la méthode de recherche par pics de densités ap-
porte les meilleures résultats en minimisant le coût total.
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FIGURE 5.25 – Variation du coût total pour l’approche PCQ en utilisant les trois méthodes :
modularité, eigengap et pics de densité.

Par la suite, nous présentons les résultats de partitionnement spectral statique et évolutif
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sur le réseau d’Amsterdam. Le nombre de classes est déterminé à partir de la méthode de
recherche des pics de densités. Dans un premier temps, nous présentons dans la figure 5.26
les résultats obtenus pour les périodes t = 5 à t = 7 avec les méthodes IND, PCM et PCQ.
Nous remarquons que les approches évolutives (PCQ et PCM) permettent de maintenir la
régularité du partitionnement en tenant compte des changements des vitesses des liens au
temps t, sans trop s’écarter des évolutions historiques des partitions. Dans un deuxième
temps, nous comparons les moyennes des vitesses des liens dans les classes et leurs écarts-
types pour les trois méthodes. Les résultats de ces mesures sont présentés en détail pour
la période t = 6 dans le tableau 5.6. Nous pouvons constater que les vitesses moyennes
entre les partitions sont dissimilaires pour les trois méthodes avec une amélioration pour les
approches PCQ et PCM par rapport à la méthode IND dans le cas des classes rouge et bleu.
De plus, les classes obtenues ont des valeurs des écarts-types plus petites dans le cas du
PCM et du PCQ, ce qui démontre une meilleure performance dans la séparation des classes
homogènes connectées.

TABLEAU 5.6 – Valeur de la vitesse moyenne (m/s) et écarts-types pour la période t = 6
pour les 3 approches : IND, PCM et PCQ.

(µ/σ) Rouge Vert Bleu Cyan

IND 7.74/2.9 9.99/2.3 10.48/4.1 15.15/2.12

PCM 5.71/1.1 9.89/2.3 11.81/3.8 15.15/2.12

PCQ 5.71/1.1 9.89/2.3 11.81/3.8 15.15/2.12

134



CHAPITRE 5. CLASSIFICATION SPECTRALE ÉVOLUTIVE D’UN RÉSEAU DE
TRANSPORT

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

a
) IN

D
2

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

b
) IN

D
3

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

c
) IN

D
4

4
.8

4
.9

5

X

5
2

.3

5
2

.3
5

5
2

.4

5
2

.4
5

Y

d
) IN

D
5

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

e
) P

C
M

2

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

f) P
C

M
3

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

g
) P

C
M

4

4
.8

4
.9

5

X

5
2

.3

5
2

.3
5

5
2

.4

5
2

.4
5

Y

h
) P

C
M

5

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

i) P
C

Q
2

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

j) P
C

Q
3

4
.8

4
.9

5

X

5
2
.3

5
2
.3

5

5
2
.4

5
2
.4

5

Y

k
) P

C
Q

4

4
.8

4
.9

5

X

5
2

.3

5
2

.3
5

5
2

.4

5
2

.4
5

Y

l) P
C

Q
5

F
IG

U
R

E
5.15

–
R

ésultats
du

partitionnem
entpour

des
périodes

t
=

2
à

t
=

5
pour

les
approches

IN
D

,PC
M

etPC
Q

.

135



5.4. Sélection du nombre de classes par la recherche de pics de densité

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Periods

0

2

4

6

8

10

12

N
u
m

b
e
r 

o
f 
c
lu

s
te

rs

FIGURE 5.18 – Nombre de classes obtenues en appliquant la méthode de modularité pour
toutes les périodes en cas de période de temps = 20 minutes.
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FIGURE 5.19 – Variation du coût instantané pour chaque période en cas de période de temps
= 20 minutes.
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FIGURE 5.20 – Variation du Coût temporel pour chaque période dans le cas d’une période
de temps = 20 minutes.
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FIGURE 5.21 – Variation du coût total pour chaque période en cas de période de temps = 20
minutes.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, notre objectif est de partitionner un réseau de transport en incorporant
le lissage temporel dans la classification spectrale évolutive. De ce fait, nous avons présenté
deux approches pour partitionner le réseau urbain. Dans la première approche, le coût tem-
porel est exprimé en considérant la partition actuelle qui regroupe la variation historique
des vitesses routières. La deuxième approche diffère de la première par la façon dont la ré-
gularité temporelle est mesurée. Dans cette approche, le coût temporel est exprimé comme
la différence entre la partition actuelle et la partition historique. Pour les deux approches,
une fonction de coût est définie pour assurer la régularité temporelle.

Dans le but de déterminer le nombre de classes optimal, nous avons utilisé la méthode de
la modularité qui s’est avérée efficace par rapport à l’heuristique d’Eigengap. La méthodo-
logie a été appliquée sur le réseau réel de la ville d’Amsterdam. Les résultats expérimentaux
montrent que les deux approches de classification spectrale évolutive proposée fournissent
des résultats stables et cohérents dans un environnement où le trafic routier est dynamique
au cours du temps.

De plus, nous avons évalué les performances de l’algorithme de recherche par pics de
densité pour la détection du nombre de classes que prennent les méthodes de classifica-
tion spectrale en entrée. Les résultats obtenus ont démontré l’efficacité de cette méthode
pour la détection du nombre de classes pour différentes formes de données. Néanmoins,
l’algorithme DPC est un algorithme de classification non supervisé qui peut être utilisé in-
dépendamment pour la détection des zones de congestion sur un réseau urbain. De ce fait,
développer une méthode évolutive adaptée aux données dynamiques peut être intéressante
pour améliorer la connexité et l’homogénéité des classes.
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Conclusion générale

La représentation par graphes offre un outil riche et efficace pour l’analyse du trafic ur-
bain. Dans ce sens, la carte routière est transformée en graphe dont les poids des connexions
entre paires de nœuds représentent les similarités exprimées en relation avec la vitesse voire
la densité du trafic. Deux types de graphes peuvent être déduits de cette carte routière :
le graphe primal et le graphe dual. Le premier est simple et intuitif, consiste à représenter
les croisements comme nœuds de graphe et les routes les reliant comme arêtes. Le graphe
dual, à l’inverse, consiste à associer les nœuds aux routes et les arêtes aux croisements de
routes. Si le graphe primal correspond naturellement à la carte routière, le graphe dual est
mieux adapté à l’étude de l’état du trafic urbain. En effet, l’objectif est de trouver des zones
de routes de vitesses ou densités homogènes. Dans la littérature, des travaux ont étudié le
partitionnement spatial de réseau, basé sur une hypothèse statique. Partitionner un réseau
en considérant des algorithmes évolutifs et incrémentaux est à notre connaissance une ap-
proche nouvelle.

Deux types de méthodes de partitionnement sont comparés : les méthodes de clustering
caractérisées par leurs similarités (classification spectrale) et les méthodes de clustering ca-
ractérisées par leurs densités (pics de densités).

L’algorithme de classification automatique par recherche de pics de densités consiste à
déterminer le graphe ou plan de décision. Le plan a pour abscisses les densités locales des
points rangées par ordre croissant et pour ordonnées les distances des points à leurs plus
proches centres denses. La densité dépend du paramètre rayon de l’hypersphère centré sur
chaque point. Une forme soft de l’algorithme considère une fonction gaussienne centrée sur
chaque point, la dispersion de la gaussienne constitue le paramètre à optimiser. Cet algo-
rithme a été appliqué dans nos simulations en utilisant le réseau urbain dynamique (SUMO)
et aussi dans la partie expérimentale en considérant le réseau de transport d’Amsterdam.
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L’analyse des graphes s’appuie sur les propriétés algébriques des matrices de similarités
associées, notamment les matrices Laplaciennes. La classification spectrale permet de dé-
couvrir les propriétés et la structure d’un graphe à partir de l’étude du spectre de la matrice
Laplacienne. Il existe divers algorithmes de classification spectrale dont l’objet est de par-
titionner un graphe en groupes homogènes ou classes. L’idée de base consiste à considérer
l’espace de projection engendré par les vecteurs propres de la matrice Laplacienne. Dans cet
espace, l’analyse des points représentant la structure du graphe est réalisée par de simples
algorithmes de classification non supervisée tels que l’algorithme de K-means ou de mé-
lange de densités. La plupart des algorithmes de classification spectrales supposent connu
le nombre des classes. Il est possible de le rechercher à partir de l’indice de la distance maxi-
mum (eigengap) entre les valeurs propres ordonnées de la matrice Laplacienne et/ou par le
calcul du maximum de la modularité du graphe.

Les réseaux de trafic urbain et par suite les graphes qui lui sont associés évoluent au
cours du temps. Selon l’état au cours du temps des graphes, la classification spectrale peut
être statique, incrémentale ou dynamique. La classification incrémentale de graphe s’ap-
plique sur les graphes ayant leurs poids de similarités évoluant au cours du temps. Elle
consiste en l’étude de la sensibilité des valeurs et vecteurs propres de la matrice Laplacienne
aux changements des poids des arêtes du graphe. Cette sensibilité est étudiée pour aboutir à
des relations incrémentales des valeurs et des vecteurs propres. La classification incrémen-
tale a été appliquée sur le réseau simulé urbain dynamique (SUMO).

L’analyse de l’évolution du trafic au cours du temps conduit à partitionner le graphe dy-
namique associé. Les classes obtenues ont leur nombre et leurs formes évoluant au cours du
temps. Il est préférable que l’évolution des classes soit lisse. Deux critères de qualités sont
utilisés pour évaluer la qualité de la classification : préservation de la qualité du clustering
(PCQ) et préservation de la qualité de l’appartenance aux classes (PCM). Les deux critères
ont en commun la fonction coupe normalisée à l’instant t. Le critère PCQ combine la coupe
normalisée à l’instant t avec la coupe normalisée à l’instant t-1 en tenant compte la parti-
tion à l’instant t. Le critère PCM combine la coupe normalisée à l’instant t avec un terme
exprimant un coût temporel qui mesure la "distance" entre la partition à l’instant t et celle à
l’instant t-1. Les deux critères sont appliqués sur un réseau urbain réel évoluant sur une pé-
riode déterminée d’une journée. Nous avons montré que la classification évolutive apporte
plus de robustesse et d’efficacité dans un environnement dynamique.
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Perspectives

Le travail de thèse ouvre différentes perspectives. On peut en citer quelques-unes.
— L’algorithme de pics de densités est un algorithme de classification non supervisé qui

peut être utilisé indépendamment pour la détection des zones de congestion sur un
réseau urbain. Il serait intéressant de rendre l’algorithme des pics de densités incré-
mental voire dynamique.

— Les résultats obtenus par les algorithmes de classification spectrale et de pics de den-
sités ne sont pas toujours en accord. Différents critères de comparaison d’algorithmes
extraient de la matrice de contingence peuvent être appliqués. De plus, il serait aussi
intéressant d’analyser les nœuds instables pouvant appartenir à plus d’une classe.

— Les cartes routières contiennent des routes à sens uniques et des routes à doubles
sens. Dans ce cas, il est plus naturel d’employer des graphes dirigés et par suite des
approches de classification spectrale adaptées aux graphes dirigés.

— La classification évolutive a été traitée en considérant uniquement le changement de
poids des arêtes. Elle peut être traitée d’une manière plus approfondie en considé-
rant, en plus, la création et la disparition de nœuds du graphe.

— Enfin, l’étude du trafic a été effectuée sur une journée, il serait intéressant d’étudier le
trafic sur une plus longue durée et à différentes échelles temporelles afin de découvrir
des formes de régularités dans les motifs de congestion voire estimer le temps de
parcours.
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