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Résumé

Ce travail est consacré à l’étude des équations primitives de la météorologie et de
l’océanologie, en trois dimensions, excitée par une force aléatoire bornée et suffisamment
régulière exprimée sur la base de Haar. Pour commencer on analyse le comportement
des solutions trajectoire par trajectoire. En utilisant certains résultats déterministes déjà
connus, on établit que dans un espace fonctionnel approprié, il existe un ouvert stable et,
pour toutes les solutions correspondant à toutes les réalisations de la force aléatoire, absor-
bant ; puis, on étudie les propriétés de l’opérateur résolvant quand les valeurs initiales sont
dans cet ensemble. On applique ensuite ces résultats pour l’étude de nos solutions consi-
dérées désormais comme des processus aléatoires dans l’espace fonctionnel. Tout d’abord,
on considèrera le cas où la force extérieure est non-dégénérée, c’est à dire quand le système
est excité sur tous les modes de Fourier (en espace) et on prouvera grâce à certains résul-
tats et méthodes nouveaux que les solutions définissent alors un système mélangeant dans
l’espace fonctionnel. On en déduira que pour toute valeur initiale donnée au problème, sa
solution vérifie la loi des grands nombres et le théorème central limite. Ensuite, on élargira
les conditions sur la forme de la force aléatoire en supposant que seul un nombre suffi-
sant mais faible de modes de Fourier sont excités. Dans ce cas on établira en utilisant
des techniques récentes de contrôlabilité des équations aux dérivées partielles le caractère
mélangeant des équations primitives soumises à un cette forme de bruit dégénérée.

Mots-clés

Equations primitives, mélange, équations aux dérivées partielles stochastiques.
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Title

Abstract

The thesis is dedicated to a study of the three-dimensional primitive equations of
meteorology and oceanology with a sufficiently smooth bounded random force, given by a
random Haar series. We start by analyzing the behaviour of the solutions for the equations
trajectory-wise. We derive from some known deterministic results that, when considered in
a suitable functional space, the equations possess there an open set, invariant and absorbing
for each realization of the random force, and examine the properties of the resolution
operator with initial data in this set. Then we apply the obtained results to study the
solutions for the equations, regarded as random processes in the function space. Firstly we
assume that the random force is non-degenerate in the sense that all its Fourier modes (in
space) are excited, and use some recent results and approaches to prove that the solutions
define a mixing process in the function space. We derive from this that for any fixed initial
data a solution satisfies the strong law of large numbers and the central limit theorem.
Next, we relax the assumption on the random force and assume that only a suitable finite
system of its Fourier modes is excited. Evoking in addition to the above, some recent
technique on controllability for nonlinear PDEs, we establish in this case similar results.

Keywords

Primitive equations, mixing, stochastic partial differential equations.



Table des matières

Introduction 11
0.1 Description physique du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
0.2 Simplifications canoniques de l’équation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
0.3 Conditions aux bords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
0.4 Problème déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

0.4.1 Introduction et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
0.4.2 Historique des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

0.5 Le problème stochastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
0.5.1 Introduction et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
0.5.2 Historique des résultats stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

0.6 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1 Étude déterministe 25
1.1 Résultats utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.1.1 Ensemble absorbant pour le système . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2 Analycité du résolvant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.2.1 Propriétés de l’opérateur L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.3 Processus à temps discret engendré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.3.1 Ensemble stable par S et analycité de ce dernier . . . . . . . . . . . 42
1.4 Régularisation par l’opérateur S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

1.4.1 Dissipativité du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.4.2 Non-dégénérescence de l’opérateur S . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2 Mélange pour les équations primitives stochastiques 53
2.1 Définitions pour les processus stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.2 Bruit rouge : définition et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3 Mélange dans l’équation : théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.4 Théorème de mélange au hypothèses élargies . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.5 Vérification des hypothèses et conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.6 Extension aux temps continus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

9



10 TABLE DES MATIÈRES

2.7 Preuve du théorème 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.7.1 Construction d’un pseudo-inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.7.2 Choix d’un contrôle aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.7.3 Rapprochement des mesures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2.8 Définition du problème complet et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.9 Résultats principaux pour notre problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.10 Propriétés ergodiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3 Contrôlabilité du système et cas d’un bruit dégénéré 83
3.1 Contrôlabilité pour les équations primitives . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.2 Mélange dans le cas d’un bruit dégénéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3 Mélange pour les équations primitives complètes, soumise à un bruit dégénéré 88
3.4 Validation de l’hypothèse de non-dégénérescence . . . . . . . . . . . . . . . 89

A Résultats techniques 95
A.1 Lemmes de Gronwall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
A.2 Théorème d’inversion locale uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

B Le mélange via les plans de transport 101
B.1 Plan de transports sur les forces aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
B.2 Plan de transport et contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



Introduction

0.1 Description physique du problème

Notre étude porte sur les équations primitives de la mécanique atmosphérique. Pour
développer ce modèle, il convient de préciser sur quel domaine on analysera le compor-
tement de l’atmosphère. En météorologie il semble naturel de considérer comme domaine
d’étude la sphère à l’instar de [21] ou pour le cas des équations primitives, à l’instar de [31].
Cependant l’échelle de variation de l’équation est plus petite ce qui justifie (cf [39]) qu’on
s’intéresse à un domaine bien plus réduit, par exemple le territoire de la France. Alors
la courbure de la Terre peut être négligée ce qui nous permet d’assimiler notre domaine
d’étude à un pavé. On considère donc une portion de l’atmosphère décrite par le domaine
O := [0, L] × [0, L] × [−h, 0], muni du système de coordonnées x := (x, y, z). On décrit
l’état de cet portion d’atmosphère à travers deux aspects cruciaux : hydrodynamique et
thermodynamique.

Aspect hydrodynamique : On nomme u := (u1, u2, u3) le champ de vitesse tri-
dimensionnel dans O et ρ la densité du fluide.

ey

ez

ex

(x,y,z)
v(x,y,z)

u3(x, y, z)

La dynamique d’un fluide parfait est décrite par l’équation d’Euler :(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
=
∇p
ρ

+ F (1)

11



12 INTRODUCTION

où F sont les accélérations des forces extérieures auxquelles le fluide est soumis et p la
pression. L’analyse de cette dernière composante sera plus détaillée dans la partie suivante.
Etablissons maintenant le bilan des forces extérieures s’appliquant au fluide. On en compte
trois : premièrement, une gravité effective, −g−→ez qui en plus de la gravité réelle prend en
compte l’accélération centrifuge à laquelle est soumise l’atmosphère celle ci étant considérée
uniforme et dirigée verticalement sur toute l’atmosphère (cf [39]). Ensuite, l’accélération
de Coriolis de la forme fCor−→ez ∧ u et enfin une éventuelle force extérieure f .

De plus on corrige notre approximation liée à l’hypothèse d’un fluide parfait en ajoutant
à notre équation un terme de viscosité ∆u . Ainsi (1) devient dans notre cas :(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
=

1

ρ
∇p− gez + fCor

−→ez ∧ u+ ∆u+ f.

A cela s’ajoute l’équation de continuité pour le fluide :

dρ

dt
+ ρdiv u = 0. (2)

Aspect thermodynamique : De plus notre système est exposé à un flux de chaleur
absorbé Q. On note T sa température S son entropie et cp sa capacité thermique massique à
pression constante. Par définition de la capacité calorifique à pression constante, et en vertu
du premier principe de la thermodynamique (dans le cas d’une transformation réversible),
on a

cpdT = TdS = Qdt

Qdt étant la chaleur apportée au système. Aussi a t-on

cp
dT

dt
= Q.

Cependant en considérant la transformation comme réversible, on a négligé la déperdition
de chaleur, on introduit donc un terme correctif ∆T prenant en compte la chaleur dissipée
On obtient alors :

cp
dT

dt
−∆T = Q. (3)

Enfin on écrit la relation d’état de notre gaz le supposant de masse molaire 1 :

p = ρRT (4)

0.2 Simplifications canoniques de l’équation

Hypothèse de l’équilibre quasi-statique : Pour continuer l’étude de notre système
on rajoute une hypothèse dite de l’équilibre quasi-statique. En raison des dimensions du
domaine d’étude (en particulier la finesse du domaine), on peut négliger toute accéléra-
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tion verticale dans le fluide et donc considérer que celui-ci est à l’équilibre hydrostatique,
autrement dit que le gradient vertical de pression compense la gravité ce qui se traduit
par :

∂p

∂z
= −ρg. (5)

La première conséquence de cette approximation est qu’on remplace l’équation du mouve-
ment de u3 par (5). De plus, en vertu de cette relation, la pression est monotone en altitude.
De cette observation découle l’idée de remplacer le système de coordonnées (x, y, z) vers
(x′, y′, p) où x = x′ et y = y′ en tout point. Dans ce cas les inconnues de notre équation ne
sont plus (u, p) mais (u,Φ), où Φ := gz(x, y, p) est le géopotentiel. Le premier intérêt de
cette construction est d’abord un changement d’échelle verticale. En effet (5) implique que
cette échelle variable est linéairement dépendante de ρ ce qui permet d’éliminer ce dernier
terme des équations du mouvement qui deviennent :(

∂uk
∂t

+ (u · ∇)uk

)
= ∇Φ− g−→ez + fCor

−→ez ∧ uk + ∆uk + f, k = 1, 2.

L’équation d’état (4) est quant à elle transformée en

∂Φ

∂p
+
RT

p
= 0.

De plus cette transformation permet de réinterpréter l’équation de continuité (2) (cf [31]) :
premièrement le changement de repère dans le calcul de ρ div u engendre le terme la di-
vergence bi-dimensionnelle de u dans le nouveau repère plus des termes supplémentaires ;
deuxièmement le développement de dρ

dt engendre le terme ∂
∂z

dp
dt ainsi que des éléments

correctifs, engendrés par la commutation des dérivées dans le terme convectif de dp
dt , qui

compensent les termes supplémentaires issus de la transformation de ρ div u. Aussi, l’équa-
tion de conservation de la masse devient en posant w := dp

dt et û := (u1, u2, w) :

div û = 0.

Reste encore que l’équation d’état a encore une dépendance en pression. On s’en défait
alors en procédant à un nouveau changement de variable où comme coordonée verticale
on ne considère pas p mais une fonction d’une puissance p (cf [39]). On obtient alors pour
l’équation d’état,

∂Φ

∂p
+RT = 0.

par ailleurs toujours en reprenant [39] on peut justifier que cette transformation engendre
dans les équations de mouvement et de conservation de la masse des perturbations qui sont
en pratique négligeables du fait des échelles météorologiques.

Le fruit de ce travail est de montrer que les équations primitives décrivant la mécanique
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atmosphérique ont exactement la même forme mathématique que les équations primitives
de la mécanique océanique (cf [39]). Ainsi donc on peut remplacer l’étude mathématique
de la première par celle de la seconde. Ainsi donc, dans la suite, on étudiera le système

∂uk
∂t
−∆uk +

3∑
j=1

∂j(ujuk) + ∂kp+ fCorez ∧ uk = fk, k = 1, 2, (6)

div u = 0, (7)
∂T

∂t
−∆T + (u · ∇)T = Q, (8)

∂p

∂z
+ T = 0, (9)

où u = (u1, u2, u3)(x, y, z, t), T = T (x, y, z, t) et p = p(x, y, t).

0.3 Conditions aux bords

Pour compléter la description du problème il convient de préciser les conditions aux
bords auxquelles on peut le soumettre. Commençons par exposer les conditions aux bords
induites par la description physique du problème. Les conditions les plus naturelles sont
les conditions de non-glissement sur les bords et sur le fond entraînant ∂v

∂−→n ×
−→n = 0.

En présence d’un courant aérien au sommet du domaine, cette même condition de non-
glissement entraîne ∂v

∂z = k. Enfin la non-interpénétrabilité des domaines entraîne ∂v
∂−→n ·
−→n =

0. Par ailleurs l’absence de flux de chaleur sur les bords et au fond du domaine entraîne
∂T
∂−→n = 0 en ces endroits et au sommet on pose ∂T

∂z = k′(T − T ∗).
Cependant comme notre problème est un modèle servant à présenter les propriétés

mathématiques de l’équation, on prend des conditions plus simples : en l’occurence on
estimera que les différents champs sont périodiques de périodes les différentes dimensions
de notre domaine. Enonçons maintenant précisémment ces conditions et avec l’équation
aux dérivées partielles qui nous occupera dans la suite.

0.4 Problème déterministe

0.4.1 Introduction et notations

Pour mener l’analyse mathématique de ce problème on peut se restreindre à l’équation
hydrodynamique, le caractère bien posé et les propriétés générales du problème se déduisant
de cette étude. Ainsi en vertu de l’hypothèse hydrostatique et en l’absence de température,
on a que la pression est indépendante de la hauteur.

Par ailleurs dans cette équation on a retiré la force de Coriolis. Ce retrait qui facilite nos
calculs est a priori sans conséquences sur notre analyse. Il convient cependant de noter que
ce terme peut avoir une influence majeure sur le comportement des solutions de l’équation.
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En effet dans le cas des équations primitives sans terme de traînée (viscosité nulle), il existe
des conditions initiales pour lesquelles toute solution régulière du problème a une norme
divergeant en un temps fini (cf [36]). Cependant les auteurs de [11] prouvent que le temps
d’existence de ces solutions tend vers l’infini lorsque la norme de la force de Coriolis tend
vers l’infini.

Ainsi donc, on considère désormais que l’évolution du champ u est ainsi régie par les
équations primitives que l’on écrit sous la forme suivante :

∂uk
∂t
−∆uk +

3∑
j=1

∂j(ujuk) + ∂kp = fk, k = 1, 2, (10)

div u =
3∑
j=1

∂juj = 0, (11)

avec u = (u1, u2, u3)(x, y, z, t) et p = p(x, y, t). Pour compléter notre problème, on ajoute
les conditions aux bords suivantes :

pour j = 1 ou 2,

uj(x+ L, y, z, t) = uj(x, y, z, t), uj(x, y + L, z, t) = uj(x, y, z, t),

uj(x, y, z + h, t) = uj(x, y, z, t), uj(x, y,−z, t) = uj(x, y, z, t),

i.e uj est périodique en x, y et z, et pair en z ; de plus,

u3(x+ L, y, z, t) = u3(x, y, z, t), u3(x, y + L, z, t) = u3(x, y, z, t),

u3(x, y, z + h, t) = u3(x, y, z, t), u3(x, y,−z, t) = −u3(x, y, z, t),

i.e u3 est périodique en x, y et z, et impair en z.

On s’applique tout d’abord à simplifier (10) en suivant la démarche exposée dans [3] :
remarquons que u3 peut se déduire des deux autres composantes via (11) ce qui nous
conduit à réécrire l’équation : en effet dans la mesure où u3 est périodique impaire,

u3(x, y, kh) = 0, k ∈ Z,

ainsi, peut-on écrire la chose suivante

u3(ζ, t) = −
∫ z

−h
div2(u1, u2)(x, y, α, t)dα,

où div2(u) := ∂xu1 + ∂yu2. Alors, en posant v = (u1, u2) on obtient l’équation pour v

∂vk
∂t
−∆vk +

2∑
j=1

vj∂jvk − (

∫ z

−h
div2(v))∂zvk + ∂kp = fk k = 1, 2 (12)
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équation que l’on réécrit

∂v

∂t
−∆v + (v · ∇2)v −

(∫ z

−h
div2 v(·, ·, ξ, ·)dξ

)
∂v

∂z
+∇2p = f, (13)

avec les conditions aux bords suivantes :

v(x+ L, y, z, t) = v(x, y + L, z, t) = v(x, y, z + h, t) = v(x, y, z, t), (14)

v(x, y,−z, t) = v(x, y, z, t), (15)

et la condition aux bords
v(0) = v0. (16)

Le cas bidimensionnel associé est incarné par un champ uni-dimensionnel v(x, z, t)

vérifiant,
∂v

∂t
−∆v + v

∂v

∂x
−
(∫ z

−h

∂v

∂x
(·, ξ, ·)dξ

)
∂v

∂z
+ ∂xp = f, (17)

avec pour conditions aux bords

v(x+ L, z, t) = v(x, z + h, t) = v(x, z, t), (18)

v(x,−z, t) = v(x, z, t). (19)

Ces équations s’obtiennent quand on considère (13), (14) et (15) s’appliquant à un champ
de vitesse

(
v,
∫ z
−h div2(v)

)
bidimensionnel (i.e tel que v2=0) sur un espace bidimensionnel

(i.e indépendant de la variable y).

0.4.2 Historique des résultats

Existence d’une solution globale au problème et comparaison à l’équation de
Navier-Stokes

Exposons maintenant quelques grandes étapes dans l’étude du caractère bien posé des
équations primitives : les fondations furent établies dans [31] et [32] pour une situation plus
complexe et plus générale, le domaine étant une variété et la densité du fluide étant une
variable. Dans cet article les auteurs, outre qu’ils définissent les espaces naturels pour leurs
solutions, introduisent la présentation variationnelle de ce problème, qui est équivalente, et
le résolvent mais de manière formelle seulement, les solutions étant alors des distributions
en espace.

L’existence de solutions fortes à ce problème, c’est à dire de solutions avec une meilleure
régularité, n’a d’abord été établie que localement de manière similaire aux résultats que
l’on retrouve pour les équations de Navier-Stokes. Pour plus de clarté on rappelle que
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celle-ci pour un champ tri-dimensionnel u sur R3, s’écrit :

∂u

∂t
−∆u+ (u · ∇)u+∇p = f, div u = 0.

Concernant nos équations primitives, on remarque que dans son terme bilinéaire,

(v · ∇2)v + u3
∂v

∂z
= (v · ∇2)v −

∫ z

−h
div2(v)

∂v

∂z
, (20)

le premier terme est identique à ce qu’on retrouve dans l’équation de Navier-Stokes. C’est
le second terme de cette composante bilinéaire qui fait toute la spécificité de l’analyse des
équations primitives ce qu’on va voir dans la suite de cette partie.

Tout d’abord, dans [14], les auteurs établissent des estimations pour la norme H1 de
solutions a priori de l’équation ce qui leur permet d’obtenir dans le cas bidimensionnel (17),
(18), (19), l’existence de solutions locales pour le système ainsi que de solutions globales
dans le cas où les données initiales sont suffisamment petites.

Cependant, le terme
∫ z
−h div2(v)∂v∂z est plus compliqué que le terme non-linéaire de

l’équation de Navier-Stokes classique et cela a un impact sur les estimations à partir de
la troisième dimension. En évaluant ce terme de manière classique grâce à l’inégalité de
Ladyzhenskaya, on obtient∣∣∣∣∣∣∣∣(∫ z

−h
div2(v)

)
∂v

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∫ z

−h
div2(v)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L4

∣∣∣∣∣∣∣∣∂v∂z
∣∣∣∣∣∣∣∣
L4

≤ C||∇div2 v||1/4L2 ||div2 v||3/4L2 .

Le problème réside alors dans le fait que le si l’on veut établir une estimation a priori pour
la norme H1 , alors on a comme estimation pour le second terme non-linéaire,∣∣∣∣〈∫ z

−h
div2(v)

∂v

∂z
,∆v〉

∣∣∣∣ ≤ C||∇ div2 v||3/4L2 ||div2 v||1/4L2 ||∇
∂v

∂z
||3/4
L2 ||

∂v

∂z
||1/4
L2 ||∆v||L2 .

Il est alors clair que le terme elliptique de l’équation ne suffira pas pour absorber le terme de
second ordre de cette équation et que donc on ne peut pas ainsi borner les solutions a priori
pour le cas tridimensionnel. Pour y remédier, les auteurs de [13] établissent des estimations
anisotropiques, en tirant avantage de la forme particulière du terme

∫ z
−h div2(v)∂v∂z . En effet,

on remarque que

sup
z∈[−h;0]

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ z

−h
div2(v)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L4(T2

L)

≤ C||∇ div2 v||1/2L2 ||div2 v||1/2L2 .

Ce qui est ici surprennant c’est qu’on obtient une estimation pour une norme "plus forte"
que celle de l’estimation précédente, moyennant des bornes plus faibles. Grâce à cela, on
peut obtenir une estimation a priori suffisante pour établir l’existence locale de solutions
(ou globale pour des données initiales suffisamment faibles) pour les équations primitives
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tri-dimensionnelles. De plus en analysant cette dernière estimation on remarque que la
constante C dépend linéairement de la hauteur h du domaine ; cette observation permet
aux auteurs de [17] d’établir l’existence globale de solutions aux équations primitives dans
le cas où h est suffisamment faible ("domaine fin").

L’étape suivante dans l’étude des équations primitives a été l’établissement de l’exis-
tence et de l’unicité de solutions à long terme pour les équations primitives tri-dimensionnelles.
Ce résultat fut démontré indépendamment dans [22] et [3]. Dans [22] l’auteur, en travaillant
sur la forme complète et non projetée (sur les espaces à divergence nulle) de l’équation met
à profit la forme particulière de la pression ainsi que du second terme non-linéaire, en
dérivant équations primitives selon z. Grâce à cette estimation ainsi qu’à une estimation
sur la norme de la dérivée temporelle des solutions a priori, on borne alors la norme de la
dérivée spatiale des solutions a priori, permettant ainsi d’obtenir l’existence à long terme
des solutions fortes des équations primitives.

L’approche présentée dans [3] que nous suivrons dans la suite se fonde encore sur
la forme particulière du terme non-linéaire de notre équation. Au lieu d’avoir le terme
convectif tridimensionnel (u · ∇)u où u en entier est soumis à l’équation de Navier-Stokes,
on observe dans (20) que le terme de convection en z, u3

∂v
∂z est plus simple car u3 ne

vérifie pas l’équation de Navier-Stokes mais une simple égalité de conservation de volume
portant sur u. Ainsi, du point de vue de la difficulté analytique, le terme de convection
en z et donc la dérivé spatiale ∂v

∂z ont une importance moindre que le terme de convection
bidimensionnelle (v ·∇2)v. A ce titre là, on peut considérer que les équations primitives sont
à mi-chemin entre les équations de Navier-Stokes bidimensionnelle et tridimensionnelle.

Plus concrètement, on sépare le champ de vitesse v en une moyenne verticale v̄ et une
composante complémentaire ṽ.

Alors, la différence entre les équations vérifiées par v̄ et ṽ et notre équation hydro-
dynamique (13), est essentiellement l’ajout d’un terme non linéaire com- -plémentaire
(ṽ · ∇2)ṽ + (div2 ṽ)ṽ, induit par la dislocation de v dans le terme convectif. Les auteurs
entreprennent alors d’évaluer ||∇v̄||L2 . Pour la composante bilinéaire, en remarquant que v̄
ne dépend plus que de x et y on obtient via l’inégalité de Ladyzhenskaya, des estimations
plus favorables pour le premier terme de (20). Quant au second terme de (20) il disparaît.

Enfin on obtient avec des méthodes standard une majoration du terme engendré par
(ṽ · ∇2)ṽ + (div2 ṽ)ṽ via l’estimation de la norme L6 de ṽ. Or la seule difficulté dans cette
estimation est de nouveau la majoration du terme engendré par (ṽ · ∇2)ṽ + (div2 ṽ)ṽ et
ici on peut "extraire" l’opérateur différentiel ∇2 de la moyenne en z ce qui permet de
conclure. Ce ne serait pas le cas pour l’équation de Navier-Stokes tridimensionnelle où le
terme complémentaire, aurait la forme suivante (ṽ · ∇2)ṽ + u3

∂ṽ
∂z où u tout entier vérifierait

l’équation de Navier-Stokes.

Ainsi à la différence des équations de Navier-Stokes tridimensionnelle, ici les auteurs
peuvent conclure à l’existence d’une unique solution aux équations primitives.
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Ensemble absorbant pour le problème

L’analyse de [3] est affinée ensuite dans [19] : une réévaluation du terme source extérieur
dans l’estimation a priori en norme L6 de ṽ permet de la rendre uniforme. Grâce à cela
l’auteur démontre l’existence d’un ensemble absorbant pour le système en norme H1. Cette
approche a ensuite été approfondie dans [34] : tout d’abord la preuve du caractère bien posé
du système dans les espaces de Sobolev de degrés élevés est apportée. Ensuite l’existence
d’un ensemble absorbant pour le système dans ces mêmes espaces est données. Dans ces
deux articles le résultats sont établis pour le cas d’un problème avec conditions aux bords
périodiques.

Dans le cas de conditions aux bords de Neumann le caractère bien posé de l’équation
ainsi que l’existence d’un ensemble absorbant ont été démontrés pour la norme de Sobolev
de H2 dans [20]. Ces mêmes résultats sont prouvés pour le cas des conditions aux bords
utilisées dans [3] et dans [18]

0.5 Le problème stochastique

0.5.1 Introduction et notations

Compte-tenu des incertitudes qui naissent à l’établissement des paramètres empiriques
du problème associé aux équations primitives, dans la valeur de la condition initiale, par
exemple, il est naturel de considérer les aspects probabilistes de ce problème et d’étudier
(13) et (16) dans le cas d’une force stochastique f et éventuellement d’une valeur initiale
v0 aléatoire. Alors la solution du problème v est un processus stochastique.

Pour une équation stochastique D(u) = f , on distingue deux formes de solutions :
les solutions fortes (probabilistiquement) d’une équation stochastique sont les u tels que
D(u) = f presque sûrement. Les solutions faibles (probabilistiquement) ou solutions
martingales, sont les u tels que D(u) ait la même loi que f . Tandis que la première notion
découle assez naturellement de son homologue déterministe, la seconde correspond à une
description statistique des solutions pour caractériser le comportement physique du sys-
tème. Dans ce cas l’évolution du système est résumée par l’évolution de la distribution de
ses états dans l’espace des phases.

Un processus stochastique vérifie la propriété de Markov, quand la dépendance du
futur de ce processus vis à vis de son passé se résume à sa dépendance vis à vis de son
état présent. On considère un processus de Markov dont l’état statistique serait décrit par
une distribution µ. Alors µ est dite stationnaire si µ est inchangée en temps. Par ailleurs
un processus stochastique est dit mélangeant si les lois de ses états convergent à l’infini
en temps, vers une mesure stationnaire au sens de la convergence faible des mesures ; on
précisera toutes ces notions à la section 2.1.

Précisons enfin la forme que prend classiquement le terme stochastique f . Le premier
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cas est celui du processus par à-coups : ce processus est défini par morceaux c’est à dire
comme étant une variable aléatoire sur des segments de longueur identique. Le second est
le bruit blanc qui est la dérivée temporelle du processus de Wiener décrivant le mouvement
Brownien c’est à dire la diffusion d’un nuage de particules dans un milieu.

La force aléatoire qui nous a plus précisémment intéressés dans ce travail fut un bruit
borné et statistiquement périodique en temps, prenant la forme d’une série de Haar aléa-
toire non dégénérée qu’on nomme bruit rouge et dont la forme exacte es donnée dans la
Section 2.1.

0.5.2 Historique des résultats stochastiques

L’exemple de l’équation de Navier-Stokes bidimensionnelle

Pour mieux comprendre les jalons de l’analyse stochastique des équations primitives, il
convient de l’examiner à l’aune du travail similaire réalisé sur l’équation de Navier-Stokes
bidimensionnelle.

Le cas se rapprochant le plus du système déterministe est celui de [27]. Dans ce cas là
en effet, l’existence d’une solution au problème stochastique se déduit du caractère bien
posé de l’équation déterministe, et on obtient naturellement que la solution définit une
chaîne de Markov. De plus, les propriétés déterministes du système permettent d’établir
l’existence d’une mesure stationnaire pour le processus stochastique engendré, et de prouver
le caractère mélangeant du système.

Pour le cas du bruit blanc, il est classiquement établi (cf [26]) que l’équation de Navier-
Stokes bidimensionnelle perturbée par un bruit blanc admet une unique solution et que le
processus stochastique ainsi construit admet une mesure stationnaire. Le dernier résultat à
obtenir concernant ce problème est l’unicité de la mesure stationnaire pour le système. Dans
[10] les auteurs concluent à l’unicité de la mesure stationnaire et au caractère mélangeant
du système dans le cas assez contraignant où le bruit est suffisament peu régulier. Se pose
alors la question du caractère mélangeant pour le cas où le système est excité par un bruit
dégénéré, cette à dire ici un bruit blanc dont seul un nombre fini de modes sont exprimés.
Dans [38] les auteurs prouvent l’unicité de la mesure stationnaire du système dans le cas
où le bruit bien que déjà dégénéré est animé sur un nombre très grand de modes (nombre
dépendant du coefficient de viscosité de l’équation).

Ensuite dans [25] et parallèlement dans [2], le caractère exponentiellement mélangeant
du système, et donc l’existence d’une unique mesure stationnaire pour ce dernier, a été
établie pour le cas d’un bruit blanc dégénéré porté par un nombre fini de modes grand
et dépendant toujours de le viscosité (le résultat est également vrai quand tous les modes
sont excités).

Finalement dans [16] l’existence et l’unicité d’une mesure stationnaire pour l’équation
de Navier-Stokes bidimensionnelle a été établie quand celle-ci est perturbée par un bruit
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blanc, exprimé sur un nombre fini et petit de modes. Concernant l’existence et l’unicité de
la mesure stationnaire pour les équations de Navier-Stokes bi-dimensionnelles soumises au
bruit blanc, tout les résultats précédents ont été résumés dans [8].

Avant d’aborder le cas des équations primitives tri-dimensionnelles, mentionnons briè-
vement le résultat concernant les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles sur un
domaine fin : dans ce cas là les auteurs de [6] prouvent l’existence d’une mesure station-
naire et le caractère mélangeant du système soumis à une force par à-coups. De plus,
ils établissent que cette mesure converge vers la mesure stationnaire pour l’équation de
Navier-Stokes bidimensionnelle.

Cas des équations primitives 3D

Abordons en premier lieu le cas des équations primitives tri-dimensionnelles pertur-
bées par une force par à-coups. Comme dans le cas de l’équation de Navier-Stokes bidim-
mensionnelle, l’analyse du caractère bien posé de ce problème suit naturellement celle du
problème déterministe associé. De plus ce dernier détermine essentiellement les propriétés
stochastiques du système. En particulier, l’auteur de [5], prouve le caractère mélangeant
du processus stochastique engendré par le système soumis à une perturbation aléatoire par
à-coups, en appliquant un résultat général (théorème 3.2.5) issu de [26] dont les hypothèses
portent essentiellement sur le comportement déterministe des équations primitives.

Pour le cas du bruit blanc on se réfère à [9]. De la même manière que pour l’équation
de Navier-Stokes bidimensionnelle, dans cet article, les estimations a priori sur l’énergie
des solutions permettent d’établir l’existence de solutions locales à l’équation stochastique
puis la globalité de ces solutions. Similairement, les auteurs de [15] prouvent l’existence
d’une solution globale pour les équations primitives avec une autre forme de bruit blanc.

Enfin la preuve de l’existence d’une mesure stationnaire pour les équations primitives
tri-dimensionnelles a été apportée dans [12]. A l’instar de [26] la preuve de cette propriété
se fait grâce à deux propriétés du système : la propriété de Feller d’une part et le caractère
tendu des lois du processus stochastique défini par l’équation, d’autre part. L’écueil ici est
que la propriété de Feller ne peut se prouver que dans H1. Par conséquent le caractère
tendu de la famille de lois est établi dans H2, ce qui permet de construire via l’ansatz
de Bogolyubov-Krylov une mesure dont on prouve grâce à la propriété de Feller dans H1

qu’elle est stationnaire. Cependant les développements de [12] mettent en exergue une
difficulté essentielle de les équations primitives tri-dimensionnelles perturbées par un bruit
blanc, qui est l’absence d’estimation a priori sur les normes de Sobolev élevées des solutions
ce qui constitue un obstacle majeur pour une éventuelle preuve de la propriété de mélange
pour ce système dans ce cas.
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0.6 Résultats principaux

Cette thèse est divisée en trois parties. En vertu de la structure du bruit étudié dans
notre cas il paraît naturel de suivre la structure de l’étude des processus stochastiques
stimulés par un processus par à-coups. Ainsi les deux premières parties seront consacrées
respectivement à l’analyse des équations primitives déterministes et à l’établissement de la
propriété de mélange. Plus précisémment, ayant rappelé le caractère bien posé du problème,
déjà établi auparavant on établira une série de résultats déterministes pour le système qu’on
peut résumer ici sous la forme suivante :

Théorème A. Pour j ≥ 2, dans l’espace de Sobolev Hj espace des phases de notre système,
le processus à temps entiers S engendré le résolvant des équations primitives

S : Hj × L∞([0, T ], Hj−1) 7→ Hj , S : (u, f)→ S(u, f),

est analytique et non dégénéré c’est à dire que sa différentielle en f a une image dense dans
l’espace des phases. De plus ce processus est régularisant S : Hj ×L∞([0, T ], Hj) 7→ Hj+1.
Enfin pour tout C∗ > 0, le système défini sur Hj ×BL∞([0,T ],Hj−1)(C

∗) admet un ensemble
A absorbant et invariant. De plus le processus issu de cet ensemble est dissipatif i.e pour f
nulle, le système est contractant sur Hj.

En se fondant sur ces résultats, dans la deuxième partie, on reprendra l’analyse de [24]
et [28] pour établir un résultat de mélange pour le processus stochastique engendré sur les
instants entiers :

Théorème B. Lorsque f est un bruit non-dégénéré borné défini par morceaux sur les
intervalles entiers, alors le processus stochastique à temps entiers engendré dans Hj pour
j ≥ 2 est exponentiellement mélangeant, autrement dit, il admet une mesure stationnaire,
vers laquelle convergent exponentiellement vite, les distributions des itérations de S.

Ce résultat admet une extension aux temps continus : on établira l’existence d’une
mesure 1-périodique pour ce système vers laquelle convergent, exponentiellement vite les
distributions du processus à temps continus. Le théorème B entraîne que notre système
vérifie la loi des grands nombres et le théorème central limite. De ce fait, les moyennes
temporelles de nos grandeurs physiques tendent à suivre des lois Gaussiennes dont on
peut obtenir les paramètres. Grâce à cela, on peut établir certaines propriétés statistiques
de nos grandeurs physique : plus particulièrement, la loi forte des grands nombres nous
permet de calculer l’espérance des associée à la mesure stationnaire de notre système et
donc d’analyser le comportement à long terme de notre système.

L’établissement des théorèmes A et B était déjà l’objet d’un article ([1]), accepté pour
publication au journal "Stochastic PDE : Anal. Comp.". Ici cependant, la preuve de ces
résultats sera présentée de manière plus développée. La troisième partie sera elle dédiée
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à une analyse de la contrôlabilité de notre système, résultat qui nous permet d’étudier
le cas où f est un bruit dégénéré, mais non très dégénéré, c’est à dire exprimé sur un
nombre minimal (en l’occurence 10) de modes de Fourier pour la variable spatiale. Alors, le
théorème A et les autres résultats analytiques présentés dans [1], d’une part, et les résultats
de contrôlabilité issus de [33], d’autre part, permettent d’établir le résultat suivant :

Théorème C. Le théorème B reste valable dans le cas où f est borné et dégénéré.

Dès lors, de même que dans le cas du bruit non-dégénéré, ce résultat induit que notre
système engendré par un bruit dégénéré, vérifie la loi des grands nombres et le théorème
central limite.

Enfin l’annexe, en plus de regrouper une série de résultats techniques, présentera une
preuve différente du théorème permettant d’établir la propriété de mélange de notre sys-
tème.
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Chapitre 1

Étude déterministe

Maintenant, précisons le contexte exact dans lequel nous allons étudier notre équation
et établissons le caractère bien posé du problème déterministe associé.

Tout d’abord introduisons une version plus compacte de (13) : en posant

b(u, v) = (u · ∇2)v −
(∫ z

−h
div2 u(·, ·, ξ, ·)dξ

)
∂v

∂z
, (1.1)

on peut la réécrire ainsi
∂v

∂t
−∆v + b(v, v) +∇2p = f, (1.2)

où v = (v1, v2)(x, y, z, t) et p = p(x, y, t).

Notons en outre que si v(x, y, z, t) satisfait (14) et (15) on peut considérer ce champ
vectoriel comme un champ sur le tore,

v : O× R+ → R2, O = (R/LZ)2 × (R/hZ),

paire en z. Notons T2
L = (R/LZ)2 et Th = R/hZ alors O = T2

L × Th.

Ajoutons maintenant que le champ v vérifie une condition d’incompressibilité dérivée
de (11). En effet en intégrant cette dernière en z et ajoutant les conditions aux bords, en
posant

v̄ :=

∫ 0

−h
v(·, ·, ξ, ·)dξ,

on obtient
div2 v̄ = 0. (1.3)

Ensuite on fixe la condition initiale suivante

v(·, 0) = v0, (1.4)

25
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où, en plus de (14), (15) et (1.3), v0 vérifie :∫
O
v0dζ = 0. (1.5)

Comme, en outre on exige que f satisfasse(∫
O
fdζ

)
(t) = 0, ∀t ≥ 0, (1.6)

on obtient qu’une solution v de (1.2), sous les conditions (1.5) et (1.6) a la propriété
suivante (∫

O
vdζ

)
(t) = 0, ∀t ≥ 0. (1.7)

Pour tout j ∈ Z on baptise Hj(O) l’espace de Sobolev de degré j sur O et

Hj := {v ∈
(
Hj(O)

)2
:

∫
O
vdζ = 0, v est pair en z},

et dotons le du produit scalaire

〈u, v〉j = 〈(∇)ju, (∇)jv〉.

Ensuite pour tout j ∈ N/{0} on pose

V j := {w ∈ Hj : w satisfaisant (1.3)},

et V 0 la fermeture de V 1 dans L2. De plus, on note :

Hr ⊕ R2
1 := {v(t) + c, v ∈ Hr, c ∈ R2},

où 1 est la fonction uniformément égale à 1. Dans la suite, quand cela ne portera pas à
confusion, on abrègera H0 en H et V 0 en V .

Pour j ∈ N, on note :

— Ej([t1, t2]) := L2([t1, t2], V j)

— Uj([t1, t2]) := {u ∈ Ej+1([t1, t2]), ∂u∂t ∈ Ej−1([t1, t2])}. On remarque que Uj([t1, t2]) ↪→
C([t1, t2], V j), voir le théorème 3.1 du premier chapitre de [30].

— on adopte les notations suivantes Ej(T ) := Ej([0, T ]) et Uj(T ) := Uj([0, T ]), ainsi
que |||f |||k := supt ||f(t)||V k .

— enfin, pour tout espace de Banach E, on pose BE(a,R) la boule ouverte de centre
a et de rayon R selon la norme de E et B̄E(a,R) la boule fermée ; on omettra a
quand cela vaudra 0.

Ceci dit, on peut affirmer, en se référant à [34], l’existence et l’unicité de solutions fortes
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à l’équation, solutions que l’on définit de la manière suivante :

Définition 1. Soient T > 0, m ≥ 1 et v0 ∈ V m, v est une solution forte de (1.2), (1.4) si
v ∈ Um(T ) et ∃p ∈ L2([0, T ], Hm(T2

L)) tel que (v, p) vérifient (1.2) et (1.4).

Définition 2. Soient T > 0, m ≥ 1 et v0 ∈ V m, v est une solution forte de (1.2), (1.4) si
v ∈ Um(T ) et v vérifie (1.4) et

dv

dt
−∆v + (v · ∇2)v −

(∫ z

−h
div2 v

)∂v
∂z

= f (1.8)

au sens faible (i.e dans Ṽ ′).

Remarque. Ces deux définitions sont équivalentes.

Démonstration. Pour passer de la première à la seconde on teste (1.2) contre un élément
de Ṽ et on constate que le gradient de pression disparaît. Inversement si on a une solution
au sens de la deuxième définition v on peut recalculer le terme engendré par la pression
qui doit ne peut qu’être un gradient toujours en vertu de ce qu’il s’annule quand testé par
Ṽ

De plus si v(ζ, t), t ≥ 0 est tel que v(ζ, t)|0≤t≤T soit solution de (1.2), (1.4) pour tout
T > 0 alors, v est une solution sur R+.

Pour établir le caractère bien posé du problème (1.2), (1.4), nous en référons à [34] qui
nous permet d’obtenir directement des estimations pour les espaces de Sobolev élevés (cf
aussi [5] pour une résultat semblable dans le cas d’une force constante en temps). Ainsi en
reprennant les théorèmes 2.1 et 3.1 (dans [34]), on peut affirmer :

Théorème 1. Soient m ≥ 1, v0 ∈ V m et f ∈ L∞(R+, V m−1) alors l’équation (1.2)
admet une unique solution dans C(R+, V m)∩L2

loc(R+, V m+1). De plus pour tout T > 0, la
norme de v dans C(R+, V m) ∩ L2

loc(R+, V m+1) est majorée par une constante dépendant
uniquement de T ,||v0||Vm et |||f |||m−1.

La première partie de ce travail est consacrée à l’établissement de résultats déterministes
concernant notre système. Dans la deuxième partie on s’intéressera à l’aspect stochastique
du problème en introduisant la notion de bruit rouge avant d’énoncer un théorème issu de
[28] nous permettant d’établir que notre processus est exponentiellement mélangeant.

1.1 Résultats utiles

Maintenant, présentons quelques résultats utiles pour les calculs à venir.
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Formule 1. On a pour tout v ∈ V 1 et p ∈ H1(T2
L)

∫
O
v · ∇2p =

∫
O
v(x, y, z) · ∇2p(x, y)dxdydz =

∫
T2
L

v̄(x, y) · ∇2p(x, y)dxdy

=

∫
T2
L

div2(v̄)(x, y)p(x, y)dxdy = 0.

En outre,

Lemme 1. Nous avons alors la décomposition orthogonale suivante :

H = V ⊕∇2H
1(T2

L),

où ∇2H
1(T2

L) := {∇2p, p ∈ H1(T2
L)}.

Démonstration. Clairement ∇2H
1(T2

L) appartient à H. Considérons maintenant la base
complexe de H1(T2

L) faite des vecteurs e2iπ/L(mx+ny), pourm et n dans Z. Alors ∇2H
1(T2

L)

est engendrée par

Υm,n :=

(
m

n

)
e(2iπ/L)(mx+ny), ∀m,n ∈ Z, |m|+ |n| 6= 0.

En vertu de la formule 1, les espaces V et ∇2H
1(T2

L) sont orthogonaux. Il nous reste donc
à prouver que tout vecteur orthogonal à ∇2H

1(T2
L) appartient à V . L’espace H admet

pour base othogonale complexe {Λk±m,n : m,n ∈ Z, k ∈ N}, où

Λk+
m,n =

(
m

n

)
e(2iπ/L)(mx+ny) cos(kz),

Λk−m,n =

(
−n
m

)
e(2iπ/L)(mx+ny) cos(kz).

Si on écrit v ∈ H, tel que v ⊥ ∇2H
1(T2

L), dans cette base, comme

v =
∑
m,n,k

(
vk+
m,nΛk+

m,n + vk−m,nΛk−m,n

)
,

on observe que
0 = 〈v,Υm,n〉 = hL(m2 + n2)v0,+

m,n · δk,0.

Dès lors
v =

∑
m,n,k 6=0

vk±m,nΛk±m,n +
∑
m,n

v0−
m,nΛ0−

m,n.

La fonction v satisfait (15) et (1.7) car elle appartient à H et vérifie (1.3) car les fonctions
Λk−m,n et Λ0±

m,n vérifient cette propriété. Dès lors v ∈ V .
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On note que la base {Λk±m,n} est une base orthogonale deHj , et on définit la la projection
P de la manière suivante :

P :
∑
m,n,k

(
vk+
m,nΛk+

m,n + vk−m,nΛk−m,n

)
→

∑
m,n,k 6=0

vk±m,nΛk±m,n +
∑
m,n

v0−
m,nΛ0−

m,n. (1.9)

En conséquence, l’ensemble des fonctions {Λk±m,n,m, n ∈ Z, k ∈ N/{0}} ∪ {Λ0−
m,n,m, n ∈

Z}est une base orthogonale de V j . Les fonctions Λk±m,n sont des vecteurs propres l’opérateur
∆. En effet

−∆Λk±m,n =
(
(2π/L)2(m2 + n2) + h2k2

)
Λk±m,n.

Alors, on définit
(en)n∈N tels que −∆en = λnen, (1.10)

la base orthonormale de V obtenue en normalisant {Λk±m,n,m, n ∈ Z, k ∈ N/{0}}∪{Λ0−
m,n,m, n ∈

Z} vis à vis de la norme L2 et ordonnée de sorte à ce que les valeurs propres λn soient
croissantes.

De l’orthogonalité de {Λk±m,n,m, n ∈ Z, k ∈ N/{0}}∪{Λ0−
m,n,m, n ∈ Z} et en utilisant la

forme (1.9) de l’opérateur P, on obtient :

Lemme 2. Pour tout r ∈ N l’opérateur P : Hr⊕R2
1 7→ V r est une projection orthogonale.

On obtient également l’inégalité de Poincaré, les valeurs propres de −∆, associées à la
base orthogonale Λk±m,n, étant toutes positives.

Lemme 3. Il existe C > 0 tel que pour tout v ∈ V 1,

||v||L2 ≤ C||∇v||L2 . (1.11)

Ensuite en considèrant b(u, v), la partie non-linéaire de l’équation (1.2) on a,

Lemme 4. Pour tout w ∈ V , v ∈
(
H2(O)

)2
〈b(w, v), v〉 = 0.

Démonstration. En effet 〈(w · ∇2)v, v〉 = −1
2〈div2(w)v, v〉 et〈(∫ z

−h
div2w(·, ·, ξ, ·)dξ

)
∂zv, v

〉
= −1

2
〈div2(w)v, v〉.

Pour la première formule on obtient la preuve par intégration par parties (selon les deux
premières variables seulement) :∫

T2
L

((w · ∇2)v)v = −
∫
T2
L

((w · ∇2)v)v −
∫
T2
L

div2(w)v2.
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Pour la seconde on réalise une intégration par parties en z en s’appuyant sur
∫ z
−h div2(w)|z=0 =

0. D’où le résultat.

Ensuite, on a le résultat suivant

Lemme 5. En considérant u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ (L2(O))2, on peut écrire ∇b(u, v)

comme une somme de termes

DkujD
2−kvj′ ,

(
Dk

∫ z

−h
div2 uj(·, ·, ξ)dξ

)
D1−k ∂vj′

∂t
, k = 0, 1, j, j′ = 1, 2,

où Dl peut-être tout monôme des dérivées spatiales (∂x,∂y,∂z) de degré l. De même,
∆b(u, v) s’écrit à partir des termes suivants

DkujD
3−kvj′ ,

(
Dk

∫ z

−h
div2 uj(·, ·, ξ)dξ

)
D2−k ∂vj′

∂z
, k = 0, 1, 2, j, j′ = 1, 2.

Lemme 6. On a les estimations suivantes :

||b(u, v)||L2 ≤C min(||u||V 3 ||v||V 1 , ||u||V 1 ||v||V 3),

||∇b(u, v)||L2 ≤C min(||u||V 3 ||v||V 2 , ||u||V 2 ||v||V 3).

Démonstration. Pour la première estimation il suffit de constater que

||(u · ∇2)v||L2 ≤ ||u||L∞ ||∇2v||L2 ≤ ||u||V 2 ||v||V 1

ou ||u||L6 ||∇2v||L3 ≤ ||u||V 1 ||v||V 2 ,∣∣∣∣∣∣∣∣∫ z

−h
div2 u

∂v

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ ||div2 u||L∞
∣∣∣∣∣∣∣∣∂v∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ ||u||V 3 ||v||V 1

ou ||div2 u||L2

∣∣∣∣∣∣∣∣∂v∂z
∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞
≤ ||u||V 1 ||v||V 3 .

Pour la deuxième, en vertu du lemme 5, il suffit d’établir les estimations suivantes

||DkuD2−kv||L2 ≤ C||u||L∞ ||D2v||L2 ≤ C||u||V 2 ||v||V 2 k = 0,

C||Du||L6 ||Dv||L3 ≤ C||u||V 2 ||v||V 2 k = 1.∣∣∣∣∣∣∣∣Dk

∫ z

−h
div2 uD

1−k ∂v

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ C||div2 u||L∞
∣∣∣∣∣∣∣∣D∂v∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ C||u||V 3 ||v||V 2 k = 0,

ou C||div2 u||L6

∣∣∣∣∣∣∣∣D∂v∂z
∣∣∣∣∣∣∣∣
L3

≤ C||u||V 2 ||v||V 3 k = 0,

C||D div2 u||L6

∣∣∣∣∣∣∣∣∂v∂z
∣∣∣∣∣∣∣∣
L3

≤ C||u||V 3 ||v||V 2 k = 1,

ou C||D div2 u||L2

∣∣∣∣∣∣∣∣∂v∂z
∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞
≤ C||u||V 2 ||v||V 3 k = 1.
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Les lemmes 1 et 6 nous permettent de réécrire (1.2) dans un sens apparement plus
faible mais en réalité équivalent. Soient u, v ∈ C([0, T ], V 2) ∩ E3, alors grâce au lemme 6,
b(u, v) ∈ L2

(
[0, T ],

(
L2(O)

)2). De plus, u et v étant pairs en z, il en va de même b(u, v).
Ainsi b(u, v) ∈ H ⊕ R1 donc en vertu du lemme 2, appliqué au cas r = 0, on peut définir,

B(u, v) := Pb(u, v), u, v ∈ C([0, T ], V 2) ∩ E3.

Alors pour m ≥ 2, f ∈ Em−1 et v0 ∈ V m, (1.2), (1.4) est équivalente à :

∂v

∂t
−∆v +B(v, v) = f. (1.12)

complétée de (1.4). En effet considérons v solution de (1.2) et en appliquons P à (1.2).
Alors en vertu de la formule 1 on a P(∇2p) = 0 et grâce à (1.9), on montre que v ∈ V r,
P∆v = ∆v. Ainsi obtient t-on (1.12). Ensuite, soit v ∈ Um(T ) une solution de (1.12) ; on
reconstruit alors la variable p grâce à la relation

∇2p = b(v, v)−B(v, v)

et (v, p) est alors une solution de (1.2). De plus on a grâce au lemme 2, le corollaire suivant
au lemme 6

Corollaire 1. On a les estimations suivantes :

||B(u, v)||L2 ≤ ||b(u, v)||L2 ≤C min(||u||V 3 ||v||V 1 , ||u||V 1 ||v||V 3),

||B(u, v)||V 1 ≤ ||∇b(u, v)||L2 ≤C min(||u||V 3 ||v||V 2 , ||u||V 2 ||v||V 3).

Par ailleurs

Lemme 7. La composante bilinéaire B vérifie

||B(u, v)||Vm ≤ C||u||Vm+1 ||v||Vm+1 , m ≥ 2

Démonstration. Pour m ≥ 2, l’espace Hm est une algèbre ; dès lors, primo,

||(u · ∇2)v||Hm ≤ C||u||Vm ||Dv||Hm ≤ C||u||Vm ||v||Vm+1

secundo ∣∣∣∣∣∣∣∣∫ z

−h
div2 u

∂v

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
Hm

≤ C||Du||Hm ||Dv||Hm ≤ C||u||Vm+1 ||v||Vm+1

Dès lors, une conséquence immédiate de (1.12) est le corollaire suivant au théorème 1 :
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Corollaire 2. Pour m ≥ 2 et en gardant le même cadre que pour le théorème 1 on peut
ajouter que la solution v est dans Um(T ) pour tout T > 0.

Démonstration. Dans les conditions du théorème 1, la solution v vérifie

v ∈ L2
loc([0, T ], V m+1) ∩ C([0, T ], V m),

dès lors, en vertu du corollaire 1 (pour m = 2) et du lemme 7 (pour m ≥ 3), on a
B(v, v) ∈ L2([0, T ], V m−1). De même ∆v ∈ L2([0, T ], V m−1) et f ∈ L2([0, T ], V m−1) donc
en vertu de (1.12) on a ∂v

∂t ∈ L
2([0, T ], V m−1) d’où notre résultat.

1.1.1 Ensemble absorbant pour le système

L’existence d’un ensemble absorbant est prouvée dans [5], pour le cas des équation
primitives soumises à une force f constante en temps. Pour le cas où f dépend du temps,
cette propriété est affirmée, grâce aux estimations à priori sur les équations primitives et
à d’autre résultats auxilliaires, dans [34]. Ce résultat étant crucial pour le déroulement de
notre raisonnement, on l’explicite ici et on en apporte la preuve.

Théorème 2. Pour un entier m ≥ 1 supposons qu’il existe une constante C∗ telle que

||f(t)||Vm−1 ≤ C∗, ∀t ≥ 0

alors il existe R = R(C∗) tel que pour tout M > 0, existent T = T (M,C∗) et K =

K(M,C∗) ≥ 2R tels qu’une solution de (1.2) telle que ||v0||Vm ≤M vérifie :||v(t)||Vm ≤ K, t ≥ 0,

||v(t)||Vm ≤ R, t ≥ T

Démonstration. On cherche à établir ici, pour tout m ≥ 1, la propriété suivante Π : "il
existe un K > 0 tel que pour tout R > 0 il existe T0 tel que pour tout v solution
de (1.2) partant de v0 ∈ BVm(R) et soumise à f , v(t) ∈ BVm(K) pour tout t ≥ T0".

Le point de départ de notre raisonnement est l’inégalité asymptotique que l’on peut
établir pour la norme L2 de v ; en reprennant l’inégalité (2.2) dans [34], on établit :

Estimation en norme L2 de v :

||v(t+ 1)||2L2 + C

∫ t+1

t
||∇v||2L2 ≤ C ′|||f |||0 + ||v(0)||2L2e

−C′′t.
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Si bien qu’en fixant K := 3
2C
∗, pour tout R > 0 il existe T0 tel que

||v(t)||2L2 ≤ K, t ≥ T0 (1.13)∫ t+1

t
||∇v||2L2 ≤ K, t ≥ T0. (1.14)

Considérant cela, on peut choisir R fixé quelconque et T0 déterminé en conséquence ; il
s’agira alors de prouver que l’existence d’un ensemble absorbant pour la norme L2 en-
traîne la même propriété pour le rang m mais avec un ensemble absorbant d’une taille
K différente. Cependant pour simplifier les notations dans la suite chacune des boules
absorbantes aura pour rayon un K qui sera donc une valeur polyvalente.

Maintenant, en reprennant l’estimation (2.10) dans [34], on obtient le résultat suivant :

Estimation en norme L6de ṽ :

d||ṽ||6L6

dt
+ C

∫
O

∣∣∇ṽ|ṽ|2∣∣2 ≤ C ′(1 + ||v||2L2 + ||∇2v||2L2 + ||v||2L2 ||∇2v||2L2)||ṽ||6L6 + C ′||f ||6L6 .

Alors en appliquant le lemme 8 et de (1.13), on obtient qu’il existe K > 0 tel que

||ṽ||6L6 ≤ K, t ≥ T0 + 1 (1.15)∫ t+1

t

∫
O

∣∣∇ṽ|ṽ|2∣∣2 ≤ K, t ≥ T0 + 2. (1.16)

Ceci établi, on peut aborder les estimations en norme H1 ; tout d’abord, on réutilise l’es-
timation (2.12) dans [34] pour affirmer :

Estimation en norme L2 de ∇2v̄ :

d||∇2v̄||2L2

dt
+ C||∆2v̄||2L2 ≤ C ′||v̄||2L2 ||∇2v||2L2 ||∇2v̄||2L2 + C ′||∇2ṽ||2L2

+ C ′
(∫

O
|ṽ|4|∇2ṽ|2

)
+ ||f ||2L2 .

Ainsi, en vertu du lemme 8, et de (1.13) et (1.15), il existe K > 0 tel que

||∇v̄||2L2 ≤ K, t ≥ T0 + 3 (1.17)∫ t+1

t
||∆2v̄||2 ≤ K t ≥ T0 + 4. (1.18)

Ensuite on considère le cas de la dérivée verticale de v ; on a le résultat suivant (cf (2.13)

de [34]) :
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Estimation en norme L2 de u := ∂v
∂z :

d||u||2L2

dt
+ C||∇u||2L2 ≤ C ′(||ṽ||2L6 + ||∇2v̄||2L2)2||u||2L2 + C ′

∣∣∣∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣
L2
||u||L2 .

Aussi,en vertu du lemme 8, et de (1.15) et (1.17), il existe K > 0 tel que

||u||2L2 ≤ K, t ≥ T0 + 5 (1.19)∫ t+1

t
||∇u||2 ≤ K t ≥ T0 + 6. (1.20)

Enfin on peut déduire de l’inégalité (2.14) de [34] le résultat suivant :

Estimation en norme H1 de v :

d||∇v||2L2

dt
+ C||∆v||2L2 ≤ C ′(||v||4L6 + ||∇∂zv||2L2 ||∇v||2L2)||∇v||2L2 + C ′||f ||2L2 .

Dès lors, en vertu du lemme 8 et de (1.13), (1.15) et (1.19), il existe K > 0 tel que :

||∇v||2L2 ≤ K, t ≥ T0 + 7 (1.21)∫ t+1

t
||∆v||2 ≤ K t ≥ T0 + 8. (1.22)

Ainsi établit on l’existence d’une boule absorbante dans le cas m = 1. Pour prouver le cas
m = 2 on doit prouver deux estimations supplémentaires l’une portant sur u et l’autre sur
∆v. Pour la première, on se réfère à (3.13) dans [34] pour affirmer :

Estimation en norme L6 de u :

d||u||6L6

dt
+ C||∇2u||2L2 ||u||4L2 ≤ C ′(||v||H2 + 1)||u||6L6 + C ′

∣∣∣∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣6
L6
.

En vertu du lemme 8 et de (1.21) il existe K > 0 tel que

||u||6L6 ≤ K, t ≥ T0 + 9 (1.23)∫ t+1

t
||∇u||2L2 ||u||4L2 ≤ K, t ≥ T0 + 10. (1.24)

Ensuite, pour le terme ∆v on a, en se référant à (3.6), l’estimation suivante :

Estimation en norme L2 de ∆v :

d||∆v||2L2

dt
+ C||∇∆v||2L2 ≤ C ′(||u||4L6(||∇u||2L2 + 1) + 1)||∆v||2L2 + ||∆f ||2L2 .
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Aussi, en vertu du lemme 8 et de (1.23) et (1.19) il existe K > 0 tel que

||∆v||2L2 ≤ K, t ≥ T0 + 11 (1.25)∫ t+1

t
||∇∆v||2L2 ≤ K, t ≥ T0 + 12. (1.26)

Exposons brièvement le raisonnement permettant de généraliser ce résultat pour m >

2 : en reprenant les résultats de [34] , on prouve une dernière estimation :

Estimation en norme Hm de v : Pour m ≥ 3, on a

d||∇mv||2L2

dt
+ ||∇m+1v||2L2 ≤ C(||∇m−1v||4L2 ||∇mv||2L2 + ||∇m−1f ||2L2)

Démonstration. En effet on déduit de (3.17) et (3.18) dans [34],

d||∇mv||2L2

dt
+ ||∇m+1v||2L2

≤ C
( m∑
k=1

||∇m−k+2v||L2 ||∇kv||1/2
L2 ||∇k+1v||1/2

L2 ||∇mv||L2

+
m−1∑
k=1

||∇k+1v||L2 ||∇m−k+1v||1/2
L2 ||∇m−k+2v||1/2

L2 ||∇m+1v||L2

+ ||∇2v||L2 ||∇mv||1/2
L2 ||∇m+1v||3/2

L2 + ||∇m−1f ||L2 ||∇m+1v||L2

)
. (1.27)

Dès lors, en vertu de l’inégalité Poincaré

d||∇mv||2L2

dt
+ ||∇m+1v||2L2 ≤ C(||∇m−1v||L2 ||∇mv||1/2

L2 ||∇m+1v||3/2
L2

+ ||∇m−1f ||L2 ||∇m+1v||L2), (1.28)

i.e
d||∇mv||2L2

dt
+ ||∇m+1v||2L2 ≤ C(||∇m−1v||4L2 ||∇mv||2L2 + ||∇m−1f ||2L2)

Il apparaît maintenant que la propriété Π est héréditaire en m : en effet, si elle est
établie pour m− 1 alors

∫ t+1
t ||∇m−1v||(s)4

L2ds est asymptotiquement borné donc en vertu
du lemme 8, la propriété Π est vraie pour m. De là, la preuve de l’existence d’un ensemble
absorbant.

Sans perdre de généralité on peut considérer dans la suite que T ≥ 1 et R ≥ 1.
Continuons ce travail, par l’étude de l’analycité de l’opérateur résolvant de (1.2), (1.4).
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1.2 Analycité du résolvant

Considérons les ensembles et applications suivants :
— pour T ≤ ∞,

Ej(T ) := B̄L∞([0,T ],V j)(C
∗), pour j ∈ N,

avec ce même C∗ qu’on a introduit dans le théorème 2 ;
— pour 0 < T <∞ et ε > 0 qu’on fixera dans la suite, on pose

Êj(T, ε) := Ej(T ) +BEj(T )(ε) ⊂ Ej(T ), j ∈ N;

— L un opérateur associé à l’équation (1.12), (1.4) :

L : v 7→ (L1v := v(0),L2v :=
∂v

∂t
−∆v +B(v, v)),

— Sol un opérateur défini par
Sol : (u0, f) 7→ u, (1.29)

où u est solution de (1.12), (1.4) c’est à dire l’inverse de L ;
— dL la linéarisation de L :

dL(v) : w 7→ (dL1w := w(0), dL2w :=
∂w

∂t
−∆w +B(v, w) +B(w, v)).

En vertu du théorème 1, pour tout m ≥ 1, M > 0, 0 ≤ T ′ et (v′0, f
′) ∈ BVm(M) ×

Em−1(T ′), Sol(v′0, f ′)(t) ∈ V m est défini pour t ∈ [0, T ′]. Dans ce contexte, on a le résultat
suivant

Théorème 3. Pour tout T > 0, M > 0 et m ≥ 2 un entier, il existe ρ(M,T,m) > 0 tel
que pour tout T ′ ∈ [min(1, T/2), T ], l’application

Sol : BVm(M)× Êm−1(T ′, ρ) 7→ Um(T ′), (1.30)

est bien définie et analytique. De plus cette application est lipschitzienne, de constante de
Lipschitz L dépendant uniquement de M , T et m.

Prouvons maintenant ce théorème.

1.2.1 Propriétés de l’opérateur L

Etudions en premier lieu les espaces de définition de L ; pour cela on commence par
établir un corollaire des lemmes 1 et 7 :

Corollaire 3. On a
||B(u, v)||E1 ≤ C||u||U2 ||v||U2
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et pour m ≥ 2,

||B(u, v)||Em ≤ C min(||u||Um+1 ||v||Um , ||v||Um+1 ||u||Um)

Démonstration. Pour la première inégalité, on se fonde sur le corollaire 1 dont on intègre
la seconde inégalité prise au carré :∫ T

0
||B(u, v)||2V 1 ≤

∫ T

0
C||u||2V 2 ||v||2V 3 ≤ C||u||2C([0,T ],V 2)||v||

2
E3
≤ C||u||2U2

||v||2U2
.

Pour la seconde on procède de même cette fois-ci en partant du lemme 7.

Armés de ces trois résultats on établit le lemme suivant

Lemme 8. L’opérateur
L : Um → V m × Em−1, m ≥ 2

est analytique.

Démonstration. On analyse L composante par composante. En vertu du corollaire 3, on a∫ T

0
||B(u, u)||2Vm−1 ≤ ||u||4Um .

Dès lors B est un opérateur homogène de rang 2 continu donc est analytique. Pour les
autres termes, on remarque que

u 7→ du

dt
−∆u, Um → Em−1,

est évidemment linéaire continu et enfin que,

u 7→ u(0), Um → V m

est linéaire continu en vertu de ce que Um ⊂ C([0, T ], V m). Dès lors L est analytique.

Maintenant établissons un résultat d’injectivité pour L.

Lemme 9. Soient m ≥ 2, T > 0 et u1, u2 ∈ Um(T ) tels que L(u1) = L(u2). Alors
u1(t) = u2(t) pour tout t ∈ [0, T ].

Démonstration. Si L(u1) = L(u2), alors ũ = u1 − u2 est solution de

dũ

dt
−∆ũ+B(u1, ũ) +B(ũ, u2) = 0, ũ0 = 0.

Aussi en appliquant à cette équation le produit scalaire par ũ, on obtient, en vertu du
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lemme 4 et du corollaire 1,

d||ũ||2L2

dt
+ ||∇ũ||2L2 ≤ C||ũ||V 1 ||u2||V 3 ||ũ||L2 .

Ainsi, en vertu de l’inégalité de Young,
d||ũ||2

L2

dt ≤ C||u2||2V 3 ||ũ||2L2 . Ainsi

||ũ(t)||2L2 ≤ ||ũ0||2L2e
K ,

donc ũ(t) = 0 pour tout t ∈ [0, T ].

Ensuite traitons de la non-dégénérescence de L

Lemme 10. Pour tous T > 0, u ∈ U2(T ) et r = 0, 1, 2, l’opérateur dL(u) est un isomor-
phisme entre Ur(T ) et V r × Er−1(T ) la norme de l’inverse duquel dépend uniquement de
||u||U2(T ).

Démonstration. Pour établir l’existence d’une solution de l’équation linéarisée i.e l’exis-
tence d’un inverse de dL et la bornitude de cet inverse, attachons nous à établir certains
estimations préliminaires pour cette équation. Dans la suite, pour les cas r = 0, 1 on se
contentera d’établir les estimations a priori et on ne démontrera le résultat entier que pour
r = 2.

Dans tous les cas, on considère (v0, f) ∈ V r × Er−1 et v la solution de

dv

dt
−∆v +B(u, v) +B(v, u) = f, (1.31)

v(0) = v0. (1.32)

Estimations a priori pour le cas r = 0 : en appliquant à (1.31) le produit scalaire par v dans
L2 et en appliquant le lemme 4 et le corollaire 1 ainsi que l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
on obtient

1

2

d||v||2L2

dt
+ ||∇v||2L2 ≤ ||f ||V −1 ||v||V 1 + ||B(v, u)||L2 ||v||L2 .

Doréanavant on remplacera toutes les constantes par C et C ′ polyvalentes. Ainsi

d||v||2L2

dt
+ C||∇v||2L2 ≤ C ′(||f ||V −1 ||v||V 1 + ||u||V 3 ||v||V 1 ||v||L2).

Dès lors, en réappliquant l’inégalité de Young au deux termes de droite, on obtient

d||v||2L2

dt
+ C||∇v||2L2 ≤ C ′(||f ||2V −1 + ||u||2V 3 ||v||2L2).

Ainsi pour 0 ≤ t ≤ T ,

||v||2L2(t) ≤ (||v(0)||L2 + C ′||f ||2E−1
)eC

′ ∫ t
0 ||u||

2
V 3 ,
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et ainsi

||v||2L2(t)≤(||v(0)||L2 + C ′||f ||2E−1
)χ(||u||U2), où χ(||u||U2) := e

C′||u||2U2 . (1.33)

De plus

∫ t

0
||∇v||2L2 ≤

1

C

(
||v(0)||L2 + C ′

∫ t

0
||f ||2V −1(s) + ||u||2V 3(s)||v||2L2(s)ds

)
≤ 1

C

(
||v(0)||L2 + C ′||f ||2E−1

+

∫ t

0
||u||2V 3(s)ds||v||2E′

)
,

aussi, en vertu de (1.33), on obtient

∫ t

0
||∇v||2L2 ≤

(
||v(0)||L2 + C ′||f ||2E−1

)
χ′(||u||U2)

avec χ′(||u||U2) :=
1

C

(
1 + ||u||2U2

e
C′||u||2U2

)
. (1.34)

Estimations a priori pour le cas r = 1 : en appliquant à (1.31) le produit scalaire par
−∆v les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, au premier terme de droite ainsi que
le corollaire 1 et de nouveau l’inégalité de Young pour le second lemme de droite, on obtient

d||∇v||2L2

dt
+ C||∆v||2L2 ≤ C ′(||f ||2L2 + ||u||2V 3 ||∇v||2L2)

si bien que de manière similaire au cas r = 0

||∇v||2L2(t) ≤ (C ′||f ||2E0
+ ||v(0)||2V 1)χ(||u||U2), (1.35)

et ∫ t

0
||∆v||2L2 ≤

(
||v(0)||2V 1 + C ′||f ||2E0

)
χ′(||u||U2). (1.36)

Preuve complète pour le cas r = 2 : maintenant appliquons à (1.31) le produit scalaire
par −∆2v ; on obtient

1

2

d||∆v||2L2

dt
+ ||∇∆v||2L2 ≤ |〈∇f,∇∆v〉|+ |〈∇(B(u, v) +B(v, u)),∇∆v〉|

ainsi, en reprennant le corollaire 1 et les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, on
obtient,

d||∆v||2L2

dt
+ C||∇∆v||2L2 ≤ C ′(||f ||2V 1 + ||u||2V 3 ||v||2V 2) (1.37)

si bien que, en procédant comme dans le cas r = 0, on obtient

||∆v||2L2(t) ≤ (C ′||f ||2E1
+ ||v(0)||2V 2)χ(||u||U2), (1.38)
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et ∫ t

0
||∇∆v||2L2 ≤

(
||v(0)||2V 2 + C ′||f ||2E1

)
χ′(||u||U2). (1.39)

Grâce à toutes ces estimations (via les approximations de Galerkhin) on établit l’exis-
tence d’une solution au problème (1.31), (1.32) et son appartenance à l’espace C([0, T ], V 2)∩
E3(T ). L’équation étant linéaire ces mêmes estimations permettent d’affirmer l’unicité de
la solution. En vertu du corrollaire 3, on a

B(u, v) +B(v, u) ∈ E1(T ).

Par ailleurs ∆v ∈ L2([0, T ], V 1) donc, en vertu de (1.31), on a ∂v
∂t ∈ L2([0, T ], V 1). Dès

lors v ∈ U2(T ). Ainsi prouve t-on l’existence de cet inverse ; par ailleurs, on obtient que la
norme de cet inverse est majorée par une grandeur dépendant uniquement de ||u||U2 . Ainsi
notre affirmation est-elle démontrée.

Naturellement, une meilleure régularité pour la courbe u(t) implique que l’application
dL(u) opère sur des espaces plus réguliers :

Lemme 11. Pour tous T > 0, m ≥ 3 et u ∈ Um−1(T ), dL(u) est un isomorphisme entre
Um(T ) et V m×Em−1(T ) la norme de l’inverse duquel dépend uniquement de ||u||Um−1(T ).

Démonstration. On s’attache a augmenter la régularité de notre solution v définie dans le
lemme 10.

On applique à (1.31) le produit scalaire par (−∆)mv ; on alors l’estimation suivante

1

2

d||∇mv||2L2

dt
+ ||∇m+1v||2L2 ≤ |〈B(u, v) +B(v, u),∆mv〉|+ |〈f,∆mv〉|

ainsi en réutilisant des constantes polyvalentes C et C ′,

d||∇mv||2L2

dt
+ C||∇m+1v||2L2 ≤ ||B(u, v) +B(v, u)||Vm−1 ||∇m+1v||L2

+ ||f ||Vm−1 ||∇m+1v||L2

donc en vertu du lemme 7, on a

d||∇mv||2L2

dt
+ C||∇m+1v||2L2 ≤ C ′||u||Vm ||∇m+1v||2L2 + ||f ||Vm−1 ||∇m+1v||L2

donc en appliquant l’inégalité de Young au dernier terme de droite

d||∇mv||2L2

dt
+ C||∇m+1v||2L2 ≤ C ′||u||Vm ||∇m+1v||2L2 + C ′||f ||2Vm−1
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Aussi le lemme de Gronwall nous permet-il de conclure que pour u ∈ Um−1 v ∈ C([0, T ], V m)∩
L2([0, T ], V m+1) existe et que la norme de notre inversion de ||u||L2([0,T ],Vm), donc de
||u||Um−1 uniquement. Enfin le corrollaire 3 nous permet d’établir que v ∈ Um(T ).

On peut donc établir maintenant l’existence et l’analycité de Sol :

Preuve du théorème 3. Cette affirmation découle de la partie analytique réelle du théorème
18 pour f = L et E = Um(T ′), F = Vm × Em−1(T ′), Z = BVm(M) × Em−1(T ′). En effet,
en vertu du lemme 8 l’application L est analytique et en vertu du lemme 9 est injective.
En vertu de la dernière assertion du théorème 1, pour tout (u0, f) ∈ Z une solution
L−1(u0, f) =: v existe, et ||u||Um ≤ R(T ′, C∗,m). Posons U = BUm(R+ 1).

Alors a) dans le théorème 18 est vérifiée pour r = 1. L’estimation b) découle du corol-
laire 3 (qui est vérifié à la fois pour les fonctions analytiques réelles et complexes u(t, x))
et l’estimation c) est également vérifié en vertu de ce corollaire. Enfin d) correspond aux
affirmations des lemmes 10, 11. Dès lors, l’application du théorème 18 implique l’existence
et l’analycité de Sol. De plus sa constante de Lipschitz est bornée par

sup
||u0||Vm≤M,f∈Êm−1(T ′,ρ)

||dSol(u0, f)||Vm×Em−1 7→Um ≤ L(M,T,m).

1.3 Processus à temps discret engendré

On considère pour que f dans (1.2) est définie en temps, par morceaux :

f :=

∞∑
k=0

1[k,k+1[(t)ηk(t− k),

de telle sorte que
f ∈ Em(∞), pour un quelconque m ≥ 2

Alors en vertu du théorème 1 et du corollaire 2, il existe une unique solution de (1.2),
(1.4), v ∈ Um(T ) pour tout T > 0 avec pour terme de droite f et un certain v0 ∈ V m.
On échantillonne les valeurs de ce processus aux instants entiers créant ainsi un processus
(vk)k∈N, où

vk = v(k), vk ∈ V m.

Ainsi donc on a la relation suivante :

vk+1 = Sol(vk, ηk)(1), ∀k ≥ 0,
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aussi définit-on l’opérateur suivant

S : Vm × Em−1(1) 7→ Vm, S : (v, η)→ Sol(v, η)(1). (1.40)

Etudions maintenant le processus à temps discret

vk+1 = S(vk, ηk). (1.41)

1.3.1 Ensemble stable par S et analycité de ce dernier

Fixons m ≥ 2. En appliquant le théorème 2 nous posons M = 2R ≥ 2 et détermi-
nons T (M) ≥ 1 et K = K(M) ≥ 2R. Appliquons maintenant la dernière affirmation
du théorème 3. On peut trouver un ε(M, 2T ) tel que pour ||u0||Vm ≤ 2R, et pour tout
f ′ ∈ Êm−1(2T, ε(M, 2T )), tel que

||f − f ′||Em−1(T ′) ≤ ε(M, 2T ), f ∈ Em−1(2T ),

on ait
||Sol(u0, f

′)(t)− Sol(u0, f)(t)||Vm ≤ ε(M, 2T )L, 1 ≤ t ≤ 2T.

Fixons ε(M, 2T ) tel que εL ≤ 1. Alors, en vertu du théorème 2, pour tout f ′ ∈ Êm−1(2T, ε(M, 2T ))

nous avons ||Sol(u0, f
′)(t)||Vm ≤ K + 1, 1 ≤ t ≤ T,

||Sol(u0, f
′)(t)||Vm ≤ R+ 1, T ≤ t ≤ 2T.

(1.42)

Désormais nous fixons ε = ε(R,M, 2T ), Êm−1(2T ) = Êm−1(2T, ε) et écrivons

Om := {v : ∃0 ≤ t ≤ 2T, v0 ∈ BVm(2R), η ∈ Êm−1(2T ) tels que v = Sol(v0, η)(t)}.

En vertu de (1.42),
BVm(2R) ⊂ Om ⊂ BVm(K + 1). (1.43)

De plus, on a le résultat suivant :

Lemme 12. L’ensemble Om est ouvert dans V m

Démonstration. L’ensemble

Wm := {v ∈ Um(2T ), v = Sol(v0, η), v0 ∈ BVm(2R), η ∈ Êm−1(2T )}

est un ouvert de Um(2T ) en tant qu’image réciproque par L de BVm(2R) × Êm−1(2T )

ouvert de V m × Em(2T ). On considère maintenant les applications :

Iτ : Um(2T )→ V m, v 7→ v(τ). (1.44)
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En vertu du théorème 3.2 du premier chapitre dans [30], ces applications sont continues
et surjectives. Dès lors en vertu du théorème de l’application ouverte appliqué aux espaces
de Banach Um(2T ), les ensembles IτWm ⊂ V m sont ouverts pour tout τ ∈ [0, 2T ] et
Om = ∪τ∈[0,2T ]IτWm est également ouvert.

Pour τ = 2T , il suffit de considérer l’ensemble des éléments Um(2T + 1). En suivant
le raisonnement juste au dessus, on peut établir l’existence pour tout point de V m d’une
trajectoire u ∈ Um(2T + 1) passant par ce point en 2T . On choisit alors comme antécédant
de u(2T ) dans Um(2T ), u1[0,2T ] d’où la surjectivité de I2T . Quand à la continuité elle
résulte de ce que Um(2T ) ⊂ C([0, 2T ], V m).

Ainsi, en vertu du théorème de l’application ouverte appliqué entre les espaces Um(2T )

et V m, espaces de Banach et portant sur Wm ouvert de Um(2T ), on a que IτWm est un
ouvert de V m pour tout τ ∈ [0, 2T ]. Dès lors

Om = ∪τ∈[0,2T ]IτWm

est un ouvert de V m.

De plus

Théorème 4. L’ensemble Om est stable par S pour une force extérieure dans Em−1(1) ;
autrement dit,

S(Om × Em−1(1)) ⊂ Om

de plus, l’application S est analytique de Om × Êm−1(1) dans V m.

Démonstration. L’analycité de S se déduit de celle de Sol : BVm(2R)× Êm−1(1)→ Um(1)

(cf théorème 3).

Traitons maintenant de la stabilité de Om. On considère o ∈ Om quelconque. Alors il
existe t0 ≥ 0 o0 ∈ BVm(R) et η0 ∈ Êm−1(t0) tels que

o = Sol(o0, η0)(t0).

Soit de plus z0 ∈ Em−1(t0) l’estimation de η0 i.e telle que

||z0 − η0||Em−1(t0) < ε.

Considérons maintenant z1 ∈ Em−1(1) quelconque et procèdons à une dichotomie selon la
définition de o. Si t0 ≥ T alors en vertu de (1.42), ||u(t)||Vm ≤ R + 1 ≤ 2R = M , donc
S(o, z1) ∈ Om par définition de Om.

Si maintenant 0 ≤ t0 ≤ T , il convient d’écrire S(o, z1) sous la forme précise requise par
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la définition de Om ; pour cela définissons

z2(t) =


z0(t), 0 ≤ t ≤ t0,

z1(t− t0), t0 ≤ t ≤ t0 + 1,

z1(1) t ≥ t0 + 1,

et

η2(t) =


η0(t), 0 ≤ t ≤ t0,

z1(t− t0), t0 ≤ t ≤ t0 + 1,

z1(1) t ≥ t0 + 1.

Ainsi η2 ∈ Êm−1(2T ) est le contrôle exercé sur la trajectoire partant de o0 passant par o
définie jusqu’à t0 + 1 et prolongée jusqu’à 2T par z1(1)

Clairement
||η2 − z2||Em−1(2T ) = ||η0 − z0||Em−1(t0) ≤ ε.

Dès lors, comme

S(o, z1) = Sol(o0, η2)(t0 + 1), o0 ∈ BVm(2R), η2 ∈ Êm−1(t0 + 1),

on a S(o, z1) ∈ Om et la proposition est prouvée.

Une conséquence de cela est que pour m ≥ 2, l’étude des trajectoires à long terme du
système (1.41) peut se restreindre à l’étude du comportement à long terme des trajectoires
sur les ensembles invariants Om.

1.4 Régularisation par l’opérateur S

En vertu du théorème 3, pour m ≥ 2, l’opérateur S est analytique de V m × Êm−1(1)

à valeurs dans V m ; par la proposition suivante on augmente la régularité de l’espace
d’arrivée.

Proposition 1. Pour tout m ≥ 2, l’opérateur S est analytique de BVm(2R)× Êm(1) dans
V m+1

Pour prouver cette proposition, on établit le résultat suivant

Lemme 13. Soient j ≥ 2 fixé et u ∈ Uj, h ∈ Ej et v0 ∈ V j+1 donnés. Alors v la solution
de

dL(u)v = (v0, h)

vérifie v ∈ Uj+1 et dépend analytiquement de u ∈ Uj, v0 ∈ V j+1 et h ∈ Ej.
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Démonstration. En vertu des lemmes 10 et 11, v ∈ Uj+1 existe et est unique pour tous
u ∈ Uj , h ∈ Ej et v0 ∈ V j+1. Pour établir son analycité en fonction de ces paramètres, on
applique le théorème des fonctions implicites. Dans notre cas, on pose

f(u, v) := dL(u)v.

En vertu du lemme 8, f est analytique en tant qu’application

Uj × Uj+1 7→ V j+1 × Ej .

De plus, pour tout (u, v), sa différentielle dvf(u, v) = dL(u) : Uj × Uj+1 7→ V j+1 × Ej
est inversible en vertu des lemmes 10 et 11. Dès lors, en vertu du théorème des fonctions
implicites, pour tous ū ∈ Uj et (v̄0, h̄) ∈ V j+1 × Ej , il existe

φ : Uj × V j+1 × Ej ⊃ A→ Uj+1,

définie et analytique sur A un voisinnage de (ū, v̄0, h̄), telle que

f(u, φ(u, v0, h)) = (h, v0), ∀(u, v0, h) ∈ A.

Donc v = φ(u, v0, h) est une fonction analytique sur l’ensemble de Uj × V j+1 × Ej .

Preuve de la proposition 1. Constatons que S(0, 0) = 0 ; dès lors,

S(u0, η) =

∫ 1

0

d

dγ
S(γu0, γη)dγ =

∫ 1

0
Du0S(γu0, γη)u0dγ +

∫ 1

0
DηS(γu0, γη)ηdγ,

et nous posons uγ := Sol(γu0, γη). L’opérateur Sol est analytique entre

BVm(2R)× Êm−1(1)→ Um(1);

dès lors uγ dépend analytiquement de (γu0, γη) pour (u0, η) ∈ BVm(2R) × Êm(1) et 0 ≤
γ ≤ 1 (en effet, Êm(1) est étoilé).

Maintenant, considérons
∫ 1

0 DηS(γu0, γη)ηdγ et remarquons que DηS(γu0, γη)η dé-
signe la valeur à t = 1 de la solution vγ de

dvγ
dt
−∆vγ + b(uγ , vγ) + b(vγ , uγ) = η, vγ(0) = 0.

Il satisfait, autrement dit, l’équation dL(uγ)vγ = (0, η).
Comme η ∈ Em(1) et uγ ∈ Um(1) on a, par application du lemme 13 que vγ ∈ Um+1(1)

dépend analytiquement de uγ et de η, et donc de u0 ∈ BVm(2R) et η ∈ Êm(1).
AussiDηS(γu0, γη)η est analytique à valeurs dans V m+1 et par intégration

∫ 1
0 DηS(γu0, γη)ηdγ
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est analytique de BVm(2R)× Êm(1) dans V m+1.

Pour étudier l’intégrale
∫ 1

0 Du0S(γu0, γη)u0dγ on note que Du0S(γu0, γη)u0 la valeur
à t = 1 de la solution ṽγ de

dṽγ
dt
−∆ṽγ +B(uγ , ṽγ) +B(ṽγ , uγ) = 0, ṽγ(0) = u0.

Autrement ṽγ vérifie dL(uγ)ṽγ = (0, u0). Comme u0 ∈ V m en appliquant le lemme 13

pour j = m − 1, on obtient que ṽγ ∈ Um(1) est une fonction analytique de u0 ∈ V m et
uγ ∈ Um(1). Maintenant si l’on considère v̂γ = tṽγ ; v̂γ est la solution de

dv̂γ
dt
−∆v̂γ +B(uγ , v̂γ) +B(v̂γ , uγ) = ṽγ , v̂γ(0) = 0

autrement dit de
dL(uγ)v̂γ = (0, ṽγ).

Dès lors (0, ṽγ) ∈ V m+1×Em(1) en vertu du lemme 13 on a que v̂γ ∈ Um+1 est une fonction
analytique de (uγ , ṽγ). Or comme v̂γ(1) = ṽγ(1),

∫ 1
0 Du0S(γu0, γη)u0 est analytique de

BVm(2R)× Êm(1) dans V m+1.

1.4.1 Dissipativité du système

Démontrons tout d’abord la chose suivante

Lemme 14. Soit m ≥ 2 ; il existe un Cm tel que pour tout u0 ∈ Om

||S(u0, 0)||Vm ≤ Cm||u0||L2 . (1.45)

Démonstration. Remarquons que

S(u0, 0) =

∫ 1

0
DuS(γu0, 0)u0dγ

car S(0, 0) = 0. Démontrons donc que ||DuS(γu0, 0)u0||Vm ≤ C||u0||L2 pour 0 ≤ γ ≤ 1.
Donc comme u0 ∈ Om, en vertu de (1.43) et en appliquant le théorème 1 on trouve une
constante A(K) telle que

||Sol(γu0, 0)||Um ≤ A(K) ∀u0 ∈ Om.

De plus DuS(γu0, 0)u0 est la valeur à l’instant t = 1 de la solution ṽ de

dL(Sol(γu0, 0))ṽ = (u0, 0).
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Aussi, en vertu du lemme 10 pour le cas r = 0

||ṽ(t)||2U0
≤ C(K)||u0||2L2 .

Puis en reprenant v̂(t) = tṽ(t) on établit que v̂(t) est solution de

dL(Sol(γu0, 0))v̂ = (0, ṽ), (1.46)

donc en reprennant le lemme 10 pour r = 1, on a

||v̂(t)||U1 ≤ C ′(K)||u0||L2 .

En particulier pour un t1 < 1 donné

||ṽ(t1)||V 1 ≤ C′(K)||u0||L2 .

Reprennons ce raisonnement entre t1 et 1 pour le degré de régularité supérieur ; ṽ pour
t ∈ [t1, 1] est solution d’une équation de la forme

dL(Sol(γu0, 0))ṽ = (0, ṽ(t1)).

Ainsi, en réappliquant les deux étapes précédentes, on a directement

||DuS(γu0, 0)u0||V 2 ≤ C(K)||u0||L2 .

Ainsi donc,
||S(u0, 0)||V 2 ≤ C2(K)||u0||L2 ,

et plus généralement
||Sol(u0, 0)(t)||V 2 ≤ C2(K, t)||u0||L2 ,

pour tout 0 < t < 1. Pour m > 2 quelconque on itère le procédé sur m intervalles de temps
([ti, ti+1])0≤i≤m+1 avec t0 = 0 et tm+1 = 1.

On en déduit le résultat suivant

Proposition 2. Pour m ≥ 2, on considère la norme

|| · ||′Vm := || · ||L2 + δ|| · ||Vm ,

équivalente à || · ||Vm . Alors, il existe δ = δm > 0 et 0 < γ < 1 tels que le système (1.41)
vérifie la propriété de dissipativité suivante :

||S(u0, 0)||′Vm ≤ γ||u0||L2 , γ < 1, ∀u0 ∈ Om.
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Ainsi,
||S(u0, 0)||′Vm ≤ γ||u0||′Vm , γ < 1, ∀u0 ∈ Om.

Démonstration. Tout d’abord établissons un résultat très simple de contraction pour notre
système : en appliquant à (10) le produit scalaire par v et grâce au lemme 4 et à la formule
1 on obtient l’estimation suivante

d||v||2L2

dt
+ ||∇v||2L2 ≤ 0, pour v = Sol(u0, 0).

En vertu de l’inégalité de Poincaré et par application du lemme de Gronwall on déduit
qu’il existe κ > 0 tel que

||S(u0, 0)||L2 ≤ e−κ||u0||L2 .

Dès lors, en vertu du lemme 14 on constate que

||S(u0, 0)||′Vm ≤ e−κ||u0||L2 + δCm||u0||L2 ≤ (e−κ + δCm)||u0||L2 ≤ γ||u0||L2 , γ < 1

pour δ = γ−e−κ
Cm

où γ ∈]e−κ; 1[.

1.4.2 Non-dégénérescence de l’opérateur S

L’objet de cette section est la preuve de la densité de l’image de DηS(u0, η), en tant
qu’application entre Em et V m, pour tout m ≥ 2 et (u0, η) ∈ Om × Êm−1. Cependant,
afin de simplifier la preuve, on ne prouvera dans la suite que le résultat pour le cas m = 2.
Pour cela, on étudie tout d’abord l’opérateur suivant

St2
t1

: V 2 → V 2, v′ 7→ v′′, 0 ≤ t1 ≤ t2,

telle que v′′ soit la valeur en t2 de la solution v de l’équation dL2(u)v = 0, u = Sol(u0, η) ∈
U2(1) avec pour condition initiale v(t1) = v′. Maintenant, pour tous 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1,
cherchons à déterminer l’adjoint de St2

t1
dans (V 2, || · ||V 0). En premier lieu, établissons le

résultat suivant

Lemme 15. Pour tous u, v, w ∈ U2(1), on a la relation de dualité suivante

〈B(u, v) +B(v, u), w〉 = 〈v,Bu(w)〉,

où
Bu(w) := P

(
−B(u,w) + (d2u

∗)w +

∫ z

−h
∇2

(
w
∂u

∂z

)
(x, y, ξ)dξ

)
,

et

((d2u
∗)w)i :=

2∑
l=1

wl∂iul pour i = 1, 2.



1.4. RÉGULARISATION PAR L’OPÉRATEUR S 49

Démonstration. Notons d’abord qu’en vertu du lemme 4, 〈B(u, v + w), v + w〉 = 0 si bien
que

〈B(u, v), w〉 = −〈v,B(u,w)〉, ∀u, v, w ∈ V 2.

Maintenant étudions〈B(v, u), w〉. Pour le premier terme, on constate que

〈(v · ∇2)u,w〉 =

∫
O

2∑
i=1

vl

( 2∑
l=1

wl∂iul

)
= 〈v, (d2u

∗)w〉.

Maintenant considérons le second terme de 〈B(v, u), w〉. On a

〈
(∫ z

−h
div2 vdξ

)
∂u

∂z
, w〉 =

∫
T2
L

dxdy

[∫ 0

−h

(∫ z

−h
div2 vdξ

)
∂u

∂z
· wdz

]
.

En écrivant ∂u
∂z · w = ∂

∂z

(∫ z
−h

∂u
∂z · wdξ

)
on a

〈
(∫ z

−h
div2 vdξ

)
∂u

∂z
, w〉 = −

∫
T2
L

dxdy

[∫ 0

−h
div2 v

(∫ z

−h

∂u

∂z
· wdξ

)
dz

]
,

car
∫ 0
−h div2 vdξ = 0. Ainsi

〈
(∫ z

−h
div2 vdξ

)
∂u

∂z
, w〉 =

∫
O
v(ζ)∇2

(∫ z

−h

∂u

∂z
· wdξ

)
(ζ)dζ.

Etudions maintenant l’équation engendrée par l’opérateur dual Bu.

Lemme 16. Si u ∈ U2(1), 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1 alors pour r = 0, 1, 2 et w′′ ∈ V r, le problème

∂w

∂t
+ ∆w − Bu(t)(w) = 0, t1 ≤ t ≤ t2, w(t2) = w′′, (1.47)

admet une unique solution w ∈ Ur([t1, t2]).

Démonstration. Pour que w satisfasse (1.47) il faut et il suffit que w̄ : t 7→ w(t2 + t1 − t)
vérifie

∂w̄

∂t
−∆w̄ + Bū(w̄) = 0

avec w̄(t1) = w′′ (et ū(t) = u(t2 + t1 − t)). L’analyse de cette équation étant similaire à
celle de (1.31), on en déduit immédiatement que w est uniquement déterminé par w′′ et
que w ∈ Ur([t1, t2]).

On baptise alors

S̄t1
t2

: V 2 → V 2, w′′ 7→ w′, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1,
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où w′ = w(t1) et w est une solution de (1.47). Maintenant, on se remémore que St2
t1
v =

v(t2), où v(t) défini pour t1 ≤ t ≤ t2 vérifie dL2(u)v = 0 et v(t1) = v0. Pour ce v(t) et pour
w(t) solution de (1.47), utilisée pour définit l’opérateur S̄t1

t2
, on a :

〈v, ∂w
∂t

+ ∆w − Bu(w)〉 = 0.

En intégrant par parties, on obtient :

〈∆v −B(u, v)−B(v, u), w〉+ 〈v, ∂w
∂t
〉 = 0,

ce qui implique :

〈∂v
∂t
, w〉+ 〈v, ∂w

∂t
〉 = 0.

De là,
d

dt
〈v, w〉 = 0.

On en déduit donc que pour tous 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1,

〈St2
t1
v′, w′′〉 = 〈v′, S̄t1

t2
w′′〉, ∀v′, w′′ ∈ V 2, (1.48)

ainsi donc S̄t1
t2

est l’adjoint de St2
t1

dans (V 2, || · ||V 0).

Proposition 3. Pour m ≥ 2, l’image de DηS(u0, η) : Em → V m dans V m est dense.

Démonstration. On ne prouvera ce résultat que pour m = 2. Il nous suffit de démontrer
que l’orthogonal de l’image DηS(u0, η) : E2(1) → V 2 dans V 2 est {0}. En effet, dans ce
cas là comme cette image est un sous-espace vectoriel de V 2 espace de Hilbert, on aura

Im(DηS(u0, η)) = (Im(DηS(u0, η))⊥)⊥ = {0}⊥ = V 2.

On cherche donc à démontrer pour tout w ∈ V 2 que

〈DηS(u0, η)h,w〉2 = 0,∀ h ∈ E2(1) =⇒ w = 0,

autrement dit que ker(S∗) = {0}, où S∗ : V 2 7→ E2(1) est l’adjoint de DηS(u0, η).

Comme DηS(u0, η)h est la valeur à t = 1 de la solution v de

dL(Sol(u0, η))v = (0, h),

en application du principe de Duhamel, on a que

〈DηS(u0, η)h,w〉2 =

∫ 1

0
〈S1

t (h(t)), w〉2dt =

∫ 1

0
〈S1

t (h(t)),∆2w〉V 0dt
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=

∫ 1

0
〈h(t), S̄t

1∆2w〉V 0dt =

∫ 1

0
〈h(t),∆−2S̄t

1∆2w〉2dt, ∀w ∈ V 4.

Aussi pour tout w ∈ V 4 peut-on définir S∗(w) comme :

S∗(w)(t) := ∆−2S̄t
1∆2w, ∀w ∈ V 4. (1.49)

Attachons-nous maintenant à caractériser le noyau de S∗ dans V 2. On considère w ∈
ker(S∗) ⊂ V 2 limite de (wn) ∈ (V 4)N dans V 2, tel que ||wn||V 2 ≤ 2||w||V 2 pour tout n ≥ 0.
Ensuite, pour tout n construisons la courbe [0, 1] 3 t→ ξnt définie par la relation,

S̄t
1∆2wn = ∆ξnt ,

alors ξn· = ∆S∗(wn). Comme ∆2wn ∈ V 0, en vertu du lemme 16 appliqué pour r = 0, on
a que ξnt ∈ U2(1). Démontrons maintenant que la famille (ξnt )n∈N est bornée dans U0(1).
La trajectoire ηnt := S̄t

1∆2wn vérifie

dηnt
dt

+ ∆ηnt − Bu(ηnt ) = 0, 0 ≤ t ≤ 1, ηn1 = ∆2wn ∈ V 0.

Dès lors, ξnt = ∆−1ηnt est telle que

∂ξnt
∂t

+ ∆ξnt −∆−1
(
Bu(∆ξnt )

)
= 0, ξn1 = ∆wn.

Pour pouvoir résoudre cette équation on inverse le sens du temps c’est à dire qu’on applique
la transformation t→ 1− t et on rebaptise ξnt la variable originale ainsi transformée. Dès
lors, en appliquant à cette équation le produit scalaire par ξnt , on obtient

∂||ξnt ||2L2

∂t
+ ||∇ξnt ||2L2 ≤ C

∣∣∣〈∆−1Bu(∆ξnt ), ξnt 〉
∣∣∣.

Ainsi, en vertu du lemme 7,

|〈∆−1Bu(∆ξnt ), ξnt 〉| = |〈Bu(∆ξnt ),∆−1ξnt 〉|

= |〈B(u,∆−1ξnt ) +B(∆−1ξnt , u),∆ξnt 〉| ≤ C||B(u,∆−1ξnt ) +B(∆−1ξnt , u)||V 2 ||ξnt ||L2

≤ C||u||V 3 ||∇ξnt ||L2 ||ξnt ||L2 .

Aussi
∂||ξnt ||2L2

∂t
+ ||∇ξnt ||2L2 ≤ C||u||V 3 ||∇ξnt ||L2 ||ξnt ||L2 .

Par conséquent, comme ||u||E3 ≤ ||u||U2 on peut établir que

||ξnt ||U0 ≤ C(||u||U2 , ||wn||V 2), ∀n ≥ 0.
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On a alors que (ξn· )n est compacte dans le topologie faible de U0(1). Soit (ξ̃n· )n une sous-
suite de (ξn· )n convergeant faiblement vers un certain (ξ·) dans U0(1). Comme ξn· = ∆S∗wn
alors,

ξ· ↼ ξn· = ∆S∗wn → ∆S∗w = 0, in E0(1).

Ainsi ξ· = 0 i.e ξn· ⇀ 0 in U0(1). De là on a ξ̃n1 ⇀ 0 dans V 0. Or ξn1 = ∆wn → ∆w dans
V 0. Dès lors ∆w = 0 and w = 0, d’où

ker(S∗) = {0}.

Maintenant que l’aspect déterministe du problème est écarté, on peut présenter le
problème stochastique qu’on lui associe. Désormais nous considérons les ηn dans (1.41) et
le f associé comme des variables aléatoires dont on va maintenant préciser la forme.



Chapitre 2

Mélange pour les équations
primitives stochastiques

2.1 Définitions pour les processus stochastiques

Introduisons tout d’abord quelques notations générales pour notre étude probabiliste du
problème. Dans toute la suite pour E un espace polonais (i.e métrique séparable, complet),
on note, B(E) la tribu des Boréliens de E faisant donc de (E,B(E)) un espace mesurable.
On note alors P(E) l’espace des mesures de probabilité boréliennes sur E, et Cb(E) l’espace
des fonctions continues bornées sur E. On pose alors pour µ ∈ P(E) et g ∈ Cb(E),

〈g, µ〉 :=

∫
E
g(v)µ(dv). (2.1)

Soit ξ ∈ E une variable aléatoire, on note Dξ sa loi Dξ ∈ P(E). On définit alors la
convergence faible des mesures. La suite (µn)n∈N ∈ (P(E))N converge faiblement vers µ si

〈g, µn〉 → 〈g, µ〉, ∀g ∈ Cb(E).

Soit de plus L(E) := {g ∈ Cb(E), Lip(g) <∞} où Lip(g) désigne le coefficient de Lipschitz
de la fonction g, et ||g||L := ||g||Cb(E) + Lip(g). Alors on définit sur P(E) la distance
Lipschitz-duale :

||µ− ν||∗L := sup
g∈Cb(E),||g||L≤1

〈g, µ− ν〉.

On définit également la distance en variation totale :

||µ− ν||var := sup
A∈B(E)

|µ(A)− ν(A)|.

On conclut cette partie par le résultat suivant reprise du théorème 1.2.15 dans [26] :

53
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Théorème 5. Soit E un espace polonais. Alors, (P(E), || · ||∗L) est un espace métrique
complet. De plus une suite (µn)n∈N ∈ (P(E))N, converge faiblement vers µ, si et seulement
si ||µn − µ||∗L → 0.

On considère maintenant une fonctionnelle gQ sur E× E symétrique et telle que

gQ(ξ1, ξ2) ≥ ||ξ1 − ξ2||E, ∀ξ1, ξ2 ∈ E.

Alors gQ engendre une fonctionnelle de Kantorovitch sur P (E) × P (E) dont elle est la
densité :

Q : (µ1, µ2)→ inf
(ξ1,ξ2),D(ξ1)=µ1,D(ξ2)=µ2

E[gQ(ξ1, ξ2)].

2.2 Bruit rouge : définition et propriétés

Considérons la famille des ondelettes de Haar de l’argument t ∈ [0, 1] :

h0(t) := 1[0,1](t),

et pour j ≥ 0 et 0 ≤ k < 2j

hj,k :=



0, t ≤ k
2j
,

1, k
2j
≤ t < k+1/2

2j
,

−1, k+1/2
2j
≤ t < k+1

2j
,

0, t ≥ k+1
2j
.

Classiquement {(2j/2h(j,k)), j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j} est une base orthonormée de L2([0, 1],R) :
pour la preuve, on peut se référer en particulier à [29]. Par conséquent on a :

Lemme 17. Pour tout m ∈ N, la famille des fonctions

(2j/2h(j,k)λ
−m/2
i ei), j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j , i ≥ 1,

où les (ei)i∈N∗ et les (λi)i∈N∗ sont définis dans (1.10), est une base orthonormée de L2([0, 1], V m).

Définissons le processus aléatoire η̃(t) ∈ V pour 0 ≤ t ≤ 1 de la manière suivante :

η̃(t) :=
∞∑
i=0

biη̃
i(t)λ

−m/2
i ei, 0 ≤ t ≤ 1,

η̃i(t) :=
(
ξi0(t)h0(t) +

∞∑
j=0

cij

2j−1∑
k=0

ξij,khj,k(t)
)
.
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Ici les variables aléatoires réelles ξi0 et ξij,k sont indépendantes, identiquement distribuées
(i.i.d) et telles que |ξi0| ≤ 1 et |ξij,k| ≤ 1 pour tout évènement ω ; où de plus, les coefficients
bi et cij tous non-nuls, vérifient :

∞∑
i=0

b2i
(
1 +

( ∞∑
j=0

cij
)2)

<∞.

Maintenant pourm ∈ N fixé, considérons une suite de copies indépendantes η̃k =
∑∞

i=0 biη̃
i
k(t)λ

−m/2
i ei

de η̃ et posons

f(t) :=
∞∑
k=0

1[k,k+1[(t)η̃k(t) =
∞∑
k=0

1[k,k+1[(t)
∞∑
i=1

biη̃
i
kλ
−m/2
i ei. (2.2)

Etablissons que f qu’on a construit vérifie fω(t) ∈ V m et étudions la régularité en
temps et espace de ce processus.

Lemme 18. La variable aléatoire η̃ est bornée pour tout ω dans L∞([0, 1], V m) :

∃C∗ > 0, ||η̃(t)||2Vm < C∗, ∀t ∈ [0, 1], ∀ω.

Démonstration. Posons

Σi
j(t) :=

2j−1∑
k=0

ξij,khj,k(t).

Comme les supports des fonctions hj,k pour 0 ≤ k ≤ 2j − 1 sont disjoints, et en vertu de
ce que |hj,k| ≤ 1 pour tout t ∈ [0, 1] et de ce que |ξij,k| ≤ 1 pour tout ω, on a que

|Σi
j(t)| ≤ 1 ∀t, ∀ω.

Ainsi

||η̃(t)||2Vm =
∞∑
i=0

|bi|2
(
|Σi

0(t)|+
∞∑
j=0

|cij ||Σi
j(t)|

)2

≤ 2
∞∑
i=0

|bi|2
(
|Σi

0(t)|2 +
( ∞∑
j=0

|cij ||Σi
j(t)|

)2)
≤ 2

∞∑
i=0

|bi|2
(
1 +

( ∞∑
j=0

cij
)2)

<∞,

pour tout t ∈ [0, 1] et tout ω.

Ainsi donc f est une variable aléatoire dans L∞(R+, V m). On va s’intéresser dans toute
la suite, aux propriétés du processus engendré, sur les temps entiers par (1.12) où f est la
force aléatoire donnée par (2.2). A l’instar de la section 1.3, et en rappellant la définition
de S(cf (1.40))

S : (v, η)→ Sol(v, η)(1),
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on considère pour u0 ∈ V m fixé et avec les η̃k définis plus haut, le processus :

uk+1 = S(uk, η̃k), k ≥ 0, (2.3)

dont on note les trajectoires, uk(u0). Remarquons, tout d’abord, que pour k ∈ N, le pro-
cessus (2.3) génère la chaîne de Markov D(uk(u0)) dans V m. On définit ensuite Pk pour
k ≥ 0, l’opérateur engendré par cette chaîne dans Cb(V m) par :

Cb(V
m) 7→ Cb(V

m), g → (Pkg) (u0) := Eg(uk(u0)), ∀u0 ∈ V m,

et P∗k l’opérateur sur P(V m) :

P(V m) 7→ P(V m), µ→ (P∗kµ) Γ :=

∫
Vm
D(uk(v)(Γ)µ(dv), ∀Γ ∈ B(V m).

On peut affirmer la relation de dualité suivante :

〈Pkg, µ〉 = 〈g,P∗kµ〉.

Enfin introduisons les notions de stationnarité et de mélange : une mesure µ ∈ P(V m) est
dite stationnaire pour le système (2.3) si P∗kµ = µ pour tout k ≥ 0 ; de plus, le système
(2.3) est dit mélangeant si il existe µ ∈ P(V m) stationnaire telle que

P∗kµ′ ⇀ µ, ∀µ′ ∈ P(V m).

Attelons nous maintenant à l’étude les propriétés du système stochastique (2.3) avec f
défini par (2.2). Tout d’abord, on introduit dans la partie qui suit un résultat général de
mélange pour les sytèmes stochastiques qu’on appliquera à (2.3) dans les parties suivantes.

2.3 Mélange dans l’équation : théorème

Pour démontrer que le processus stochastique est exponentiellement mélangeant on
s’appuie sur le théorème 1.3 de l’article [28] que l’on va étudier dans le contexte suivant :
soient H et E des espaces de Hilbert séparables et V est un espace de Banach injecté de
manière compacte dans H. Soit (ηk)k≥0 une séquence de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribués à valeurs dans E. Soit S̃ : H × E → H un opérateur continu.
Fixons u0 ∈ H et considérons un système dynamique aléatoire dans H.

uk+1 = S̃(uk, ηk), k ≥ 0. (2.4)

On définit ainsi une chaîne de Markov. Nous notons par (uk(u0), k ≥ 0) une trajectoire de
ce système, valant u0 quand k = 0.
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Dans [24, 28] 1, le théorème abstrait suivant est prouvé :

Théorème 6. Avec les hypothèses suivantes
— (A1) Régularité : S̃ : H × E → V est deux fois continuement différentiable et

ses dérivées jusqu’au second ordre sont bornées sur des ensembles bornés.
— (H1) Décomposabilité et non dégénérescence du bruit : il existe une base

orthonormée (σj)j≥1 de E telle que les variables aléatoires ηk puissent s’écrire de
la manière suivante

ηk :=

∞∑
j=1

bjξj,kσj , bj 6= 0,
∑

b2
j <∞.

Ici les ξj,k sont des variables aléatoires i.i.d presque sûrement inférieures à 1 et avec
des lois de la forme ρ(r)dr, où ρ est une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro.
La mesure l := D(ηk) a donc pour support

K := {ηk =

∞∑
j=1

ηjkσj , |η
j
k| ≤ bj}. (2.5)

— (H2) Dissipativité : il existe γ < 1 et β ≥ 0, tels que, pour tout u ∈ H et η ∈ K,
on ait :

a)||S̃(u, η)||H ≤ γ||u||H + β, b)||S̃(u, 0)||H ≤ γ||u||H ,

— (H3) Non-dégénérescence : pour tout u ∈ H et η0 ∈ K, l’application DηS̃(u, η0) :

E → V a une image dense dans H.
Alors le système (2.4) est exponentiellement mélangeant : il existe une unique mesure µ de
support inclus dans BH(R∗), pour un R∗ > 0 fixé telles que pour tout R > 0 et u0 ∈ BH(R),
on a

||D(uk(u0))− µ||∗L ≤ Cκk, ∀k ∈ N, (2.6)

pour 0 < κ(R) < 1, C = C(R) > 0, fixés.

2.4 Théorème de mélange au hypothèses élargies

On souhaite appliquer à notre système (2.3) une variante du théorème 6 dans laquelle
les hypothèses de départ seraient un peu relâchées.

En conservant aux notations H, V et E les définitions introduites à la section précé-
dente, et K tel que dans (2.5), on considère désormais un système S̃ évoluant dans O, un
sous-ensemble de H, ouvert, borné et stable par S̃, i.e tel que

S̃ : O ×K 7→ O.

1. Dans [24] un résultat plus général est prouvé avec des contraintes plus fortes sur le système
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On considère alors Oε et Kε les ε-voisinnages de O et K respectivement dans H et E. On
suppose que la définition S̃ s’étend en

S̃ : O2ε ×K2ε 7→ H.

Formulons alors pour S̃ l’hypothèses suivante en remplacement de (A1) :
— (A1′) : S̃ : O2ε ×K2ε 7→ V est deux fois continuement différentiable sur O2ε ×K2ε

et ses dérivées jusqu’au deuxième ordre sont bornées.
Supposons que S̃ vérifie cette hypothèse ; alors on peut construire C un sous-ensemble

borné de V , donc pré-compact dans H, tel que S̃ : O2ε × K2ε 7→ C. Alors pour O1 :=

S̃(O ×K), on a O1 ∈ C. De plus, S̃(O1 ×K) ⊂ O1.
Par ailleurs, on pose X := O1

H . L’ensemble X est compact dans H et S̃ : X×K 7→ X.
Soit Xε son ε-voisinnage dans H. Alors, comme X ⊂ Oε, on a Xε ⊂ O2ε. Dès lors, S̃
est également deux fois continuement différentiable sur Xε × Kε et de dérivées jusqu’au
deuxième ordre bornées.

Dans ce contexte, on formule pour S̃ les hypothèses suivantes :
— (H1′)=(H1)
— (H2′) : (H2) b) est vérifiée
— (H3′) : (H3) est vérifiée pour (u, η0) ∈ O ×K.
Alors, on a le résultat suivant :

Théorème 7. Issu du théorème 1.3 dans [28]. Supposons que notre système S̃ vérifie (A1′),
et (H1′)-(H3′). Alors pour tous u, u′ ∈ O, on a

||D(uk(u))−D(uk(u
′))||∗L ≤ C||u− u′||Hκk, (2.7)

pour un certain 0 < κ < 1, C > 0, dépendants de O seulement.

On a de plus le résultat suivant :

Proposition 4. La validité de (2.7) pour tous u et u′ dans O entraîne l’inégalité de (2.6)
pour une certaine mesure µ ∈ P(X).

Cette proposition étant classique, on n’en apportera pas la preuve pour laquelle on se
réfère à [28] (corollaire 1.4 et preuve du théorème 1.5).

Concernant le théorème 6, celui-ci est prouvé dans [28] pour le cas où O = BH(R)

avec un R, choisi de sorte que O soit stable en vertu de (H2), et C = BV (K(O,K)) pour
K(O,K) > 0. Pour prouver le théorème 7, on généralisera donc la preuve du théorème 1.3
dans [28]. Celle-ci est reportée à la fin de cette partie et on se contente pour l’instant d’en
exposer brièvement le principe.

On procède de la manière suivante : en considérant deux points de départ u et u′,
on construit deux variables aléatoires de lois D(u1(u)) et D(u1(u′)) respectivement qui
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vérifient deux propriétés ; premièrement qu’avec une probabilité très grande, il existe un
rapport de contraction entre la distance entre les réalisations de ces variables aléatoires et
la distance entre les points de départs ; deuxièmement que plus la distance entre les points
de départ est faible, plus cette probabilité est grande. Dès lors la distance en espérance
entre nos deux variables aléatoires construite est contractée avec un coefficent fixe par
rapport à la distance entre les points de départ.

Cette démonstration s’articule ainsi : pour u et u′ pour toute réalisation de la force
aléatoire s’appliquant à u on construit un contrôle tel que la trajectoire issue de u′, et
soumise à ce contrôle, se soit rapproché de celle issue de u au bout d’une itération du
système. Pour cela on utilise des résultats de théorie spectrale sur notre opérateur résolvant.
Ensuite on prouve via ce résultat de contrôlabilité qu’il est possible de construire une force
aléatoire qu’on applique au système partant de u′, de même loi que la force aléatoire
s’appliquant au système partant de u telle que les deux variables engendrées par ces deux
systèmes vérifient les deux propriétés ci-dessus. Par le truchement d’une fonctionnelle de
Kantorovitch on établi que la distance en espérance entre ces deux variables aléatoires est
contractée par rapport à la distance entre u et u′. Alors ces deux variables aléatoires étant
de lois D(u1(u)) et D(u1(u′)) respectivement, on a notre résultat de contraction.

Appliquons maintenant ce résultat à notre système.

2.5 Vérification des hypothèses et conclusion

On s’attache désormais à valider les hypothèses (A1’), (H1’), (H2’) et (H3’) pour
le système (2.3). Dans notre cas, pour un m ≥ 2 donné, S̃ = S, H = V m, V = V m+1,
E = Em(1), O = Om et K ⊂ BL∞([0,1],Vm)(C

∗) où C∗ est défini au lemme 18. En vertu du
théorème 1, et du théorème 4, Om est bien stable et absorbant pour S.

On constate qu’en vertu de la proposition 2, on peut vérifier l’hypothèse (H2’) pour une
norme équivalente à notre norme initiale. Dans cette norme équivalente, l’hypothèse (A1’)
est vérifiée en vertu du théorème 4, au vu de la structure du bruit la validité de l’hypothèse
(H1’) est immédiate quant à l’hypothèse (H3’) la proposition 3 confirme qu’elle est vraie
ici.

On en déduit le résultat suivant :

Théorème 8. Soit m ≥ 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2). Alors il existe
Cm > 0 et κm < 1 tels que pour tous u, u′ ∈ Om,

||D(uk(u))−D(uk(u
′))||∗L ≤ Cm||u− u′||Hκkm. (2.8)

En vertu de la proposition 4 on a comme corollaire immédiat au théorème 8, le résultat
suivant :
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Corollaire 4. Soit m ≥ 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2). Alors le
processus aléatoire engendré par (2.3) admet une unique mesure stationnaire µ ∈ P(V m),
de support inclus dans Om. De plus, il existe Cm > 0 et κm < 1 tels que pour toute variable
aléatoire u0 dans Om indépendante de f ,

||D(uk(u0))− µ||∗L(Vm) ≤ Cmκ
k
m.

Comme la convergence en distance Lipschitz-duale est équivalente à la convergence
faible, pour toute variable aléatoire u0 vérifiant les hypothèses du corollaire 4, on a

E[g(uk(u0))] −−−→
k→∞

∫
Vm

g(u)dµ(u), ∀g ∈ Cb(V m).

Maintenant, en vertu du théorème 2, l’ensemble Om est absorbant pour notre système.
Aussi a t-on en plus du corollaire 4, le résultat suivant :

Corollaire 5. Soit toujours m ≥ 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2) ;
alors, pour tout R′ > 0, il existe Cm(R′) > 0 tel que pour tout k ≥ 0, pour toute variable
aléatoire u0 dans BVm(R′), indépendante de f ,

||D(uk(u0))− µ||∗L(Vm) ≤ Cm(R′)κkm, (2.9)

ce qui entraîne

E[g(uk(u0))] −−−→
k→∞

∫
Vm

g(u)dµ(u), ∀g ∈ Cb(V m).

Preuve du corollaire 5. On définit k0(R) comme le plus petit entier tel que k0(R) ≥ T0 =

T (R,C∗) avec T tel que défini dans le théorème 2. Quand k ≥ k0(R), le sytème évolue
dans Om, et donc on peut appliquer le corollaire 4 pour k ≥ k0(R). On construit alors
Cm(R′) := max(Cm, 2)κ−k0

m . Alors comme pour k ≤ k0(R), on a ||D(uk(u0))−µ||∗L(Vm) ≤ 2,
on obtient (2.9) pour tout k ≤ k0(R).

2.6 Extension aux temps continus

On entreprend maintenant de généraliser le résultat de mélange aux processus à temps
continu. Pour cela on rappelle ici que Sol est défini (cf (1.29)) de la manière suivante :

Sol : (u0, f) 7→ u, u solution de (1.12). (2.10)

Pour u0 une variable aléatoire indépendante de f , l’opérateur Sol engendre le processus à
temps continu Sol(u0, f)(s), pour s ≥ 0. On rappelle que sa loi est notée D(Sol(u0, f))(s).
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De plus on note :
µs := D(Sol(u0, f))(s), s ≥ 0, (2.11)

pour u0 tel que D(u0) = µ. Maintenant considérons la mesure engendrée par le processus
continu avec pour distribution de départ la mesure stationnaire µ :

Lemme 19. Pour tout s ≥ 0 et k ∈ N,

µs+k = µs.

Démonstration. On remarque tout d’abord que :

D(Sol(u0, f))(s+ k)=D(Sol(uk(u0), f |[k;∞[)(s)=D(Sol(u0, f)(s), ∀s ≥ 0,∀k ∈ N,

car D(uk(u0)) = D(u0) = µ.

On s’attache maintenant à étudier l’évolution des mesures de notre processus à temps
continus.

Lemme 20. Soient R′ > 0, ν de support inclus dans BVm(R′) et ũ0 tel que D(ũ0) = ν. Il
existe C ′(R′) > 0 tel que pour tout k ∈ N et s ≥ 0,

||D(Sol(u0, f))(s+ k)−D(Sol(ũ0, f))(s+ k)||∗L(Vm) ≤ C
′(R′)||Pk∗µ− Pk∗ ν||∗L(Vm).

Démonstration. Soient (ξ1, ξ2) ∈ BVm(R′) et (η1, η2) ∈ Em−1 Alors on a en vertu de la
lipschitziannité de Sol établie dans le théorème 3, on a que

||Sol(ξ1, η1)(s)− Sol(ξ2, η2)(s)||Vm ≤ C ′(R′)||(ξ1, η1)− (ξ2, η2)||Vm×Em−1

Soit maintenant (α1, α2) un couplage, pour les lois dans P(Um) engendrées par Sol à partir
de respectivement Pk∗µ × l et Pk∗ ν × l. L’inversibilité de Sol nous permet d’affirmer qu’il
existe ((ξ1, η1), (ξ2, η2)) un couplage de (Pk∗µ× l)× (Pk∗ ν × l) tel que

α1 = Sol(ξ1, η1), α2 = Sol(ξ2, η2).

Alors on a
||α1 − α2||Um ≤ C ′||(ξ1, η1)− (ξ2, η2)||Vm×Em−1 .

Il en va de même en particulier pour les couplages maximaux respectifs d’où

||D(α1)−D(α2)||∗L(Um) ≤ C
′(R′)||(Pk∗µ× l)− (Pk∗ ν × l)||∗L(BmV (R′)×Em−1)

≤ C ′(R′)||Pk∗µ− Pk∗ ν||∗L(BmV (R′)).
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Ainsi a t-on en particulier

||D(Sol(u0, η))(s+ k)−D(Sol(ũ0, η))(s+ k)||∗L =
(
||D(α1)−D(α2)||∗L(C([0,1],Vm))

)
(s)

≤ ||D(α1)−D(α2)||∗L(Um) ≤ C
′(R′)||Pk∗µ− Pk∗ ν||∗L(BmV (R′)).

Ainsi donc, on a le résultat suivant

Théorème 9. Supposons encore que le bruit f soit de la forme (2.2), avec m ≥ 2 ; alors,
pour tout R′ > 0, il existe, Cm(R′) > 0 et κm < 1 tels que pour tout s ≥ 0 et pour toute
variable aléatoire ũ0 dans BVm(R′), indépendante de f , la loi du processus stochastique
continu, solution de (1.2) et partant de ũ0 vérifie :

||D (Sol(ũ0, f)(s))− µs||∗L(Vm) ≤ Cm(R′)κsm, ∀s ≥ 0. (2.12)

2.7 Preuve du théorème 8

La première étape de notre démonstration concerne la contrôlabilité approchée du
système linéarisé engendré par (1.2).

2.7.1 Construction d’un pseudo-inverse

On adopte les notations suivantes pour la suite de notre travail : on note EM :=

V ect ((ej)1≤j≤M ), on note E⊥M son complémentaire orthogonal. Pour tout η ∈ E, on note
ζM et ξM ses projections sur EM et E⊥M respectivement ; on note de plus PM : η → ζM .
De plus pour A ∈ B(E), on note AM et A⊥M ses projections sur EM et E⊥M respectivement.

Maintenant, présentons le résultat suivant issue de la théorie spectrale.

Lemme 21. Soit G : H 7→ H un opérateur continu, symétrique et positif. Alors R∗+ 3
γ → (G + γId)−1 est bien définie. De plus les normes des opérateurs G(G + γId)−1 et
(G+γId)−1 sont bornées respectivement par 1 et 1

γ . Enfin ∆y(γ) := ||G(G+γId)−1y−y||2

est décroissante et limγ→0 ∆y(γ) = 0 pour tout y ∈ H.

Démonstration. Appliquons à G le corollaire 5 au théorème spectral (théorème 7) tel
qu’écrit dans [7]( tome 2, chapitre 8, paragraphe 3 ). Il existe une famille spectrale Eλ
tel que G =

∫
R+∗ λd(Eλ). Alors :

(G+ γId)−1 =

∫
R+∗

1

λ+ γ
dEλ
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est bien défini sur H pour tout γ ∈ R∗+. De plus,

||(G+ γId)−1y||2H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
R+∗

1

λ+ γ
dEλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

≤ 1

γ
||y||2H .

Par ailleurs
||G(G+ γId)−1y||2H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
R+∗

λ

λ+ γ
dEλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
H

≤ ||y||2H .

Ensuite,

∆y(γ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
R+∗

1− λ

λ+ γ
dEλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

,

est clairement décroissant en γ. Enfin prouvons que limγ→0 ∆y(γ) = 0 pour tout y ∈ H.
Comme ∆y(γ) = ||γ(G + γId)−1y||2H et que ||γ(G + γId)−1||L(H 7→H) est bornée par 1,
il nous suffit de prouver la convergence pour un sous-ensemble dense de H. Prenons ici
y ∈ Im(G). Alors, il existe x ∈ H tel que y = Gx et

∆y(γ) = ||γ(G+ γId)−1Gx||2H =
∣∣∣∣γ(G+ γId)−1 ((G+ γ)x− γx)

∣∣∣∣2
H

≤ γ2||x||2H + γ4||(G+ γId)−1x||H2 ≤ 2γ2||x||2H ,

d’où
lim
γ→0

∆y(γ) = 0, ∀y ∈ H.

Proposition 5. Soit A : X ×K 7→ L(E 7→ H) un opérateur continu. Supposons que pour
tout u ∈ X et η ∈ K l’opérateur A(u, η) ait une image dense dans H. Alors pour tout ρ > 0

il existe Mρ ∈ N∗, Cρ > 0 et une application continue Rρ : X ×K 7→ L(H,E) tel que pour
tout u ∈ X et η ∈ K,

Im(Rρ(u, η)) ⊆ EMρ , ||Rρ(u, η)||L(H,E) ≤ C(ρ), (2.13)

||A(u, η)Rρ(u, η)v − v||H ≤ ρ||v||V ∀v ∈ V. (2.14)

De plus Rρ a la même régularité que A.

Démonstration. Pour tout u ∈ X et η ∈ K on poseG(u, η) := A(u, η)A∗(u, η) ou A∗(u, η) ∈
L(H,E) est l’adjoint de A(u, η). L’opérateur G(u, η) est symétrique. Par ailleurs on a

G(u, η)v = 0 =⇒ 〈A(u, η)A∗(u, η)v, v〉H = 0 =⇒ ||A∗(u, η)v||2E = 0, ∀v ∈ H,

aussi le noyau de G(u, η) est inclus dans celui de A∗(u, η) qui est réduit à 0 en vertu
de la densité de l’image de A(u, η) dans E. De plus on déduit de ce calcul que G(u, η)

est un opérateur positif. Aussi en appliquant le lemme 21 obtient t-on que R∗+ 3 γ →
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(G(u, η) + γId)−1 est bien définie et régulière. Pour M ∈ N∗, on pose

Rγ(u, η) := A∗(u, η) (G(u, η) + γId)−1 , Rγ,M (u, η) := PM ◦Rγ(u, η).

Considérons maintenant ρ > 0 fixé quelconque. En vertu du lemme 21, on peut affirmer
que la famille (A(u, η)Rγ(u, η)) converge points à points vers Id : pour tout v ∈ H, il existe
γρ(v) > 0 tel que

||A(u, η)Rγ(u, η)v − v||H ≤
ρ

3
, pour 0 < γ ≤ γρ(v).

Maintenant remarquons que la famille (A(u, η)A∗(u, η)(G(u, η) +γId)−1) est équicontinue
car linéaire et de norme bornée par 1 : il existe δρ > 0 tel que,

||(A(u, η)Rγ(u, η))v − (A(u, η)Rγ(u, η))v′||H ≤
ρ

3
, ∀v ∈ H,∀v′ ∈ BH(v, δρ).

De plus, comme BV (1) est compacte dans H, on peut la recouvrir par un nombre fini N de
boules de la forme BH(vj , δρ) centrées autour des (vj)1≤j≤N ∈ HN . On pose maintenant
γρ = min1≤j≤N γρ(vj). En regrouppant les deux précédentes estimations, on obtient que

||A(u, η)Rγ(u, η)v − v||H ≤
2ρ

3
, pour 0 < γ ≤ γρ, ∀v ∈ BV (1).

Par ailleurs, A(u, η)Rγρ,M (u, η) converge vers A(u, η)Rγρ(u, η) dans L(H,H), donc il existe
Mρ ≥ 1 tel que,

||A(u, η)Rγρ,Mρ(u, η)v −A(u, η)Rγρ(u, η)v||H ≤
ρ

3
, ∀v ∈ BV (1),

aussi en sommant les deux estimations précédentes, a t-on :

||A(u, η)Rγρ,Mρ(u, η)v − v||H ≤ ρ ∀v ∈ BV (1)

d’où par homogénéité, la validité de (2.14) pour Rρ := Rγρ,Mρ . Ensuite pour ce choix de
Rρ la première condition dans (2.13) est clairement vérifiée. Quant à la seconde elle est
également valable car (G(u, η) + γId)−1 est bornée par 1

γ (cf lemme 21), γ étant choisi en
fonction uniquement de ρ, et A∗(u, η) est borné comme adjoint d’un opérateur borné.

Ceci fait construisons notre variable aléatoire de contrôle pour notre système.

2.7.2 Choix d’un contrôle aléatoire

Lemme 22. Admettons que les hypothèses (A1′), (H1),(H2′), et (H3′) soient vérifiées.
Alors il existe C > 0, δ ∈]0, 1] et Φ : X ×H ×K 7→ E continue telle que Φ(u, u, η) = 0 et
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telle que l’application
Ψ(u, u′, η) = η + Φ(u, u′, η)

satisfait

||l −Ψ∗(u, u
′; ·)l||var ≤ C||u− u′||H (2.15)

||S̃(u, η)− S̃(u′,Ψ(u, u′, η))||H ≤
1

2
||u− u′||H (2.16)

pour tous u, u′ ∈ Dδ := {(u, u′) ∈ X ×H, ||u− u′||H ≤ δ} et pour tout η ∈ K.

Démonstration. Première étape : construction de Φ.

En vertu de l’hypothèse (A1′), pour tout η′ ∈ E,

S̃(u′, η+η′) = S̃(u, η)+DuS̃(u, η)(u′−u)+DηS̃(u, η)η′+©
(
||u′ − u||2H + ||η′||2E

)
. (2.17)

Pour obtenir (2.16), on s’inspire de la relation ci-dessus. On cherche à construire M ≥ 1

et Φ : Dδ ×K 7→ EM mesurable telle que

||DuS̃(u, η)(u′ − u) +DηS̃(u, η)Φ(u, u′; η)||H ≤
1

4
||u− u′||H

||Φ(u, u′; η)||E ≤ C||u− u′||H

pour tous ((u, u′), η) ∈ Dδ×K. On considère l’opérateurDηS̃(u, η). En vertu des hypothèses
(A1′) et (H3′), cet opérateur est continu, à image dense. On peut donc lui appliquer la
proposition 5 : pour tout ρ > 0 existent Mρ ≥ 1 et Rρ(u, η) : H 7→ EMρ de norme majorée
uniformément en (u, η) ∈ X ×K tels que pour tout v ∈ V ,

||(DηS̃(u, η))Rρ(u, η)v − v||H ≤ ρ||v||V . (2.18)

Sans perdre de généralité, on peut supposer que δ ≤ ε où ε est défini dans (A1′) alors pour
tous (u, u′) ∈ Dδ (comme u, u′ ∈ Xε), en vertu de l’hypothèse (A1′), DuS̃(u, η)(u′−u) ∈ V
et il existe X̄ tel que

||DuS̃(u, η)(u′ − u)||V ≤ X̄||u′ − u||H (2.19)

On pose alors

Φ : Dδ ×K 7→ EMρ , Φ(u, u′; η) = −Rρ(u, η)DuS̃(u, η)(u′ − u).

Dès lors

||(DηS̃(u, η))Φ(u, u′; η) +DuS̃(u, η)(u′ − u)||H ≤ ρ||DuS̃(u, η)(u′ − u)||V ,
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donc en vertu de (2.19),

||(DηS̃(u, η))Φ(u, u′; η) +DuS̃(u, η)(u′ − u)||H ≤ ρX̄||u′ − u||H . (2.20)

Par ailleurs, en vertu de la proposition 5, que pour tout ρ > 0, Φ est continue. De plus
comme le coefficient X̄ dans (2.19) est uniforme en (u, η) ∈ X ×K, et comme de même la
norme de Rρ(u, η) : H 7→ EMρ est majorée uniformément en (u, η) ∈ X ×K, on a :

||Φ(u, u′; η)||E ≤ Cρ||u′ − u||H . (2.21)

Enfin, DuS̃(u, η) et Rρ(u, η) étant tous deux continuement différentiables en η, on a :

||Φ(u, u′; η)− Φ(u, u′; η′)||E ≤ Cρ||u′ − u||H ||η − η′||E , (2.22)

pour tous (η, η′) ∈ K ×K et (u, u′) ∈ Dδ.

Deuxième étape : vérification de (2.16).

En vertu de (2.17), (2.19) et (2.20), il existe X > 0 tel que

||S̃(u′,η+Φ(u,u′; η))−S̃(u,η)||H≤X(||u−u′||2H+||Φ(u,u′, η)||2E)+ρX̄||u− u′||H .

Alors, en vertu de (2.21), on a que

||S̃(u′,η+Φ(u,u′; η))−S̃(u,η)||H≤||u′−u||H(X(1 + C2
ρ)||u′−u||H + ρX̄)

en choisissant ρ tel que Xρ < 1
4 et en choisissant ensuite δ tel que (1 + C2

ρ)X̄δ < 1
4 , on

aboutit à (2.16).

Troisième étape : vérification de (2.15).

En vertu de l’hypothèse (H1) la mesure l a pour support K. On décompose alors l :
l = lM ⊗ l⊥M où lM et l⊥M sont respectivement de supports KM et K⊥M . On a de plus que lM
admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur EM , α lipschitzienne. Alors en
se servant de cette décomposition de la mesure on obtient pour tout A ∈ BM (E) :∫

K

(
1A(η + Φ(u, u′; η))− 1A(η)

)
l(dη)

=

∫
K⊥M
l⊥(dξM )

∫
KM

(
1A(ζM+ξM+Φ(u, u′; ζM+ξM ))−1A(ζM+ξM )

)
α(ζM )dζM .

Aussi suffit-il de prouver qu’il existe C > 0∫
KM

(
1A(ζM + ξM + Φ(u, u′; ζM + ξM ))− 1A(ζM + ξM )

)
α(ζM )dζM

≤ C||u− u′||H , ∀ξM ∈ K⊥M , (u, u′) ∈ Dδ,
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pour obtenir (2.15). Pour faciliter les calculs ultérieurs, on note

ΦM
ξ : KM 3 ζ → Φ(u, u′; ζ + ξ) ∈ EM .

En vertu de (2.21) et (2.22) les normes et constantes de Lipschitz sont majorées par Cρ||u−
u′||H ≤ Cρδ ≤ 1

2 (moyennant un choix de δ approprié ce qui reste cohérent avec notre choix
de δ dans la deuxième étape). En vertu du théorème de Kirzbraun (cf [37]) ΦM

ξ peut être
étendu en une application Φ̃M

ξ : EM 7→ EM de même constante de Lipschitz. On pose
maintenant Ψ̃M

ξ : EM 7→ EM défini par Ψ̃M
ξ : ζ → ζ + Φ̃ξ(ζ). L’opérateur Φ̃ξ(ζ) étant

contractant, Ψ̃M
ξ est inversible et

Lip

((
Ψ̃M
ξ

)−1
− Id

)
≤ Cρ||u− u′||H (2.23)

en rappellant que Lip(f) est le coefficient de Lipschitz de f . Dès lors on peut procéder au
changement de variable engendré par Ψ̃M

ξ (cf [37]) : on pose ι := Ψ̃M
ξ (ζM ). On a alors

∫
EM

1A(ζM + ξM + Φ(u, u′; ζM + ξM ))α(ζM )dζM

=

∫
EM

1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι

d’où∫
KM
1A(ζM + ξM + Φ(u, u′; ζM + ξM ))α(ζM )dζM

=

∫
Ψ̃Mξ (KM )

1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι.

Ainsi,∫
KM

(
1A(ζM + ξM + Φ(u, u′; ζM + ξM ))− 1A(ζM + ξM )

)
α(ζM )dζM

=

∫
Ψ̃Mξ (KM )

1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι

−
∫
KM

1A(ζM + ξM )α(ζM )dζM

=

∫
Ψ̃Mξ (KM )/KM

1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι

−
∫
KM/Ψ̃Mw (KM )

1A(ζM + ξM )α(ζM )dζM
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+

∫
Ψ̃Mξ (KM )∩KM

1A(υ + ξM )

(
α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

− α(υ)

)
dυ

En vertu de la propriété de lipschitziannité, (2.23), on peut borner
∣∣∣∣DΨ̃M

ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det
les autres termes dans les deux premières intégrales étant naturellement bornés, on a∫

Ψ̃Mξ (KM )/KM
1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι

−
∫
KM/Ψ̃Mw (KM )

1A(ζM + ξM )α(ζM )dζM

≤ (1 + Cρ||u− u′||H)Leb(Ψ̃M
w (KM )/KM ) + Leb(KM/Ψ̃M

w (KM )),

où Leb désigne la mesure de Lebesgue. Or pour tout υ ∈ KM ,

||Ψ̃M
ξ (υ)− υ||E = ||Φ̃ξ(υ)||E ≤ Cρ||u− u′||H

donc

Leb(Ψ̃M
ξ (KM )/KM ) ≤ (Cρ||u− u′||H)M , Leb(KM/Ψ̃M

ξ (KM )) ≤ (Cρ||u− u′||H)M .

Ainsi ∫
Ψ̃Mξ (KM )/KM

1A(ι+ ξM )α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(ι)

)∣∣∣∣−1

det

dι

−
∫
KM/Ψ̃Mw (KM )

1A(ζM + ξM )α(ζM )dζM

≤ (1 + 2Cρ||u− u′||H)CMρ ||u′ − u||MH .

Pour le dernier terme on remarque que

∫
Ψ̃Mξ (KM )∩KM

1A(υ + ξM )

(
α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

− α(υ)

)
dυ

=

∫
Ψ̃Mξ (KM )∩KM

1A(υ + ξM )
((

α

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)
− α(υ)

) ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

+

(∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

− 1

)
α(υ)

)
dυ.

En vertu de (2.23) on peut établir que∣∣∣∣∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣
det

− 1

∣∣∣∣ ≤ Cρ||u′ − u||H , ∀υ ∈ EM .
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Dès lors, quitte à considérer δ suffisamment petit, on a

∞∑
n=0

(∣∣∣∣∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣
det

− 1

∣∣∣∣)n =

∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

d’où∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

≤ 1 +
∞∑
n=1

(
Cρ||u′ − u||H

)n
≤ 1 + Cρ||u′ − u||H

∞∑
n=0

(
Cρ||u′ − u||H

)n
.

Ainsi ∣∣∣∣DΨ̃M
ξ

((
Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)∣∣∣∣−1

det

≤ 1 + C ′ρ||u′ − u||H .

De plus, du fait de la lipschitziannité de α et de la bornitude de Φw, on a∣∣∣∣α((Ψ̃M
ξ

)−1
(υ)

)
− α(υ)

∣∣∣∣ ≤ Cρ||u′ − u||H .
En sommant ces estimations, on obtient (2.15).

Maintenant établissons un résultat de contraction sur les trajectoires de Dδ.

Lemme 23. Pour δ défini comme dans le lemme 22, il existe une constante C1(δ), un
espace probabilisé (Ω0,F0,P0) et une application mesurable

Dδ × Ω0 7→ K × K, (u, u′, ω0)→ (ηω0
1 (u, u′), η′ω0

1 (u, u′)),

tel que D(η1(u, u′)) = D(η′1(u, u′)) = l et u1 := S̃(u, η1), u′1 = S̃(u′, η′1) satisfont

P(||u1 − u′1||H ≤
d

2
) > 1− C1(δ)d d = ||u− u′||H ≤ δ.

Démonstration. On considère η de loi l. On note η′ = Ψ(u, u′; η) et l′ = D(η′). En vertu
du lemme 22

||S̃(u, η)− S̃(u′, η′)||H ≤
d

2
p.s (2.24)

||l − l′||var ≤ C1(δ)d. (2.25)

Cependant a priori, l′ 6= l. Cependant on peut construire un η̃ de loi l dont les réalisations
sont essentiellement égales à celles de η′ avec une probabilité supérieure à 1 − C1(δ). En
effet le lemme de Dobrushin (cf [26]) stipule que l’on peut trouver un couple (η̃, η̃′) pour



70 MÉLANGE POUR LES ÉQUATIONS PRIMITIVES STOCHASTIQUES

les lois l et l′ définis sur l’espace probabilisé (Ω1,F1,P1) tels que

P(η̃ 6= η̃′) ≤ C1(δ)d. (2.26)

et tels que (ω1u, u
′)→ (η̃, η̃′) soit mesurable. On va maintenant construire un recollement

entre (η, η′) et (η̃, η̃′) deux couplages (l, l′) . En vertu du lemme de recollement (cf [37]), on
peut construire trois variables aléatoires ζ1, ζ2 et ζ3 et un espace probabilisé (Ω0,F0,P0)

tels que
D(ζ1, ζ2) = D(η, η′), D(ζ2, ζ3) = D(η̃′, η̃).

De plus, le triplet (ζ1, ζ2, ζ3) est une fonction mesurable de (ω0, u, u
′) (cf l’annexe 3 de [24]

). On a donc D(ζ1) = D(ζ3) = l et en vertu de (2.24) on a

||S̃(u, η1)− S̃(u′, ζ2)||H ≤
d

2
, P0 − p.s.

De plus, en vertu de (2.26),

P0(ζ2 6= ζ3) = P1(η̃′ 6= η̃) ≤ C1d,

ce qui implique

P0(||S̃(u, ζ1)− S̃(u′, ζ3)||H ≤
d

2
) ≥ 1− C1d,

d’où notre conclusion en prenant η1 = ζ1 et η′1 = ζ3.

Maintenant établissons notre résultat de rapprochement sur les mesures, conclusion de
notre preuve.

2.7.3 Rapprochement des mesures

On va désormais considérer le processus d’itération suivant pour notre système. On
rappelle que u, u′ ∈ O, d = ||u− u′||H et on pose

(u1, u
′
1)(ω0) =

(S̃(u, η), S̃(u′, η)), pour d < d0

(S̃(u, η1), S̃(u′, η′1)), pour d ≥ d0,

où η1(ω0) et η′1(ω0) sont définies au lemme 23 et η est une variable aléatoire dans Ω0 de
loi l indépendante de η1 et η′1.

Avant d’établir que ce processus engendre un contraction sur l’espace des mesures, on
affirme la propriété suivante, conséquence directe de (H2′) :

Lemme 24. On suppose que le système S̃ : X × K 7→ X vérifie (A1′), (H1),(H2′), et
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(H3′). Alors pour tout a > γ et pour tout r > 0 il existe 0 < pr ≤ 1 tel que :

P(||S̃(u, η)||H < a||u||H) > pr, pour ||u||H ≥ r (2.27)

Démonstration. On s’appuie sur le fait que les ρj densités des lois des variables ηj soient
toutes non nulles en 0. La continuité de ces densités ainsi que la régularité de S̃ nous
permet d’affirmer que pour tout ε > 0 il existe pε tel que

P(||S̃(u, η)||H < γ||u||H + ε) > pε. (2.28)

Pour a > γ et r > 0 on peut trouver ε tel que γ||u||H + ε ≤ a||u||H pour ||u||H ≥ r. En
construisant ainsi ε(r), on trouve pε = pr en on obtient notre résultat.

Ce résultat supplémentaire nous permettra d’établir la contraction des trajectoires par
dissipation c’est à dire quand les points de départ de ces dernières sont trop éloignés pour
pouvoir appliquer nos résultats de contrôlabilité. Maintenant établissons notre résultat
principal de contraction pour notre système :

Lemme 25. En reprennant l’énoncé du théorème 2, on introduit la notationK := supu∈O(||u||H).
Il existe d0 > 0 et une fonction non décroissante

g :]
d0

2
,K] 7→]2d0, 3d0] (2.29)

telle que pour tout ξ1, ξ2 ∈ X,

gQ(ξ1, ξ2) =

||ξ1 − ξ2||H , pour ||ξ1 − ξ2||H ≤ d0,

g(max(||ξ1||H , ||ξ2||H)), pour ||ξ1 − ξ2||H > d0,

soit la densité d’une fonctionelle de Kantorovitch. Celle-ci vérifie

E[gQ(u1, u
′
1)] ≤ κgQ(u, u′), pour tout u, u′ ∈ O. (2.30)

pour 0 < κ < 1.

Démonstration. On suppose ici que d0 ≤ δ avec δ tel que défini dans le lemme 22. Il est
clair que gQ engendre une fonctionelle de Kantorovitchde même que le fait qu’elle vérifie

gQ(ξ1, ξ2) ≤ 3||ξ1 − ξ2||H .

Cette coercivité, dans l’espace des mesures, de la fonctionnelle de Kantorovitch nous ga-
rantit la propriété de contraction du processus dans l’espace des mesures si tant est qu’on
prouve que ce processus est contractant vis à vis de notre fonctionnelle de Kantorovitch
i.e (2.30).
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Posons désormais,

U := max(||u||H , ||u′||H), et U′(ω0) := max(||S(u, η)||H , ||S(u′, η′)||H),

et rappellons que d = ||u − u′||H . Intuitivement on peut considérer deux cas. Dans le
premier cas, le processus est contractant sur la première en vertu de sa dissipativité.

Premier cas d > d0 :
Ainsi, on a U ≥ d0

2 . On considère un a := 1+γ
2 avec γ tel que défini dans (H2′). Alors

en vertu de cette dernière et du lemme 24,

P(U′ ≤ aU) > pd0 > 0, U′ ≤ γU + β, p.s.

Pour obtenir (2.30), on cherche g vérifiant (2.29) telle que

pd0g(aU) + (1− pd0)g(γU + β) ≤ κ1g(d), pour U ≥ d0

2
, (2.31)

pour 0 < κ1 < 1. Dans le cas où U ≤ β
1−γ , on a γU + β ≤ U donc si on admet que g vérifie

g est strictement croissante sur [
d0

2

β

1− γ
], et g(a

β

1− γ
) < g(

β

1− γ
), (2.32)

alors (2.31) est vérifiée pour un κ1 approprié.
Pour U ≤ β

1−γ i.e d0 ≤ 2β
1−γ , il convient de construire g sur le segment J :=]d0

2 ,
β

1−γ ].
Pour ce faire, on introduit les intervalles In :=]an β

1−γ , a
n−1 β

1−γ ] pour n ≥ 1. Alors il existe
N0 tel que ∪N0

j=1Ij ⊃ J . Ayant ainsi segmenté J on construit g par morceaux de sorte que,
en particulier on ait une relation de contraction à coefficient constant pour g appliquée à
notre processus :

g(x) = an, x ∈ In, 1 ≤ j ≤ N0,

où
5

2
d0 = a1 > a2 > · · · > aN0 > 0 (2.33)

est une suite nombre que l’on va maintenant déterminer. Pour vérifier (2.31) sur I1, il suffit
que

a1 > pd0a2 + (1− pd0)a1,

inégalité qui est vérifiée car a1 > a2. Maintenant pour vérifier (2.31) sur In pour n ≥ 2 il
suffit d’avoir

an−1 > pd0an + (1− pd0)a1.

On considère alors 0 < p′ < pd0 et on définit les aj ainsi

an = a1 −
a1 − a2

pnd0

.
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Pour a2 suffisamment proche de a1 tel que a2 < a1 , (2.33) est vérifiée. Ayant ainsi construit
g sur J , on la prolonge en une fonction affine sur [ β

1−γ ,K] telle que f(K) = 3d0. Alors
g vérifie (2.29). De plus (2.31) est valide donc (2.30) est vérifiée, d’où notre résultat pour
d > d0.

Cas d ≤ d0 La seconde zone est celle pour laquelle on peut employer la contrôlabilité
du système pour prouver la contraction. Ainsi notons D := ||u1 − u′1||H . Comme d0 ≤ δ,
en vertu du lemme 23,

P(D ≤ d

2
) ≥ 1− C1d si d ≤ d0.

Ainsi, en vertu de (2.29), a t-on

E[gQ(u1, u
′
1)] ≤ C1d(3d0) +

d

2
≤ d

2
+ 3C1dd0.

En prennant d0 ≤ 1
10C1

on obtient (2.30), pour κ = 3
4 . Ainsi en considérant d0 :=

inf( 1
12C1

, 2β
1−γ ) et κ := sup(κ1,

3
4), on obtient notre résultat.

On peut maintenant étendre cette dernière propriété pour notre processus après k
itérations et prouver :

Preuve du theorème 7. Démontrons que le processus définit une contraction dans l’en-
semble des mesures. Soient (u, u′) ∈ X et k ≥ 1 alors pour tout couplage (ũk, ũ

′
k) des

lois (D(uk(u))),D(uk(u
′)), on a

||D(uk(u))−D(uk(u
′))||∗L ≤

K

d0
inf
ξ1,ξ2

EgQ(ξ1, ξ2) ≤ K

d0
EgQ(ũk(u), ũk(u

′))

où les (ξ1, ξ2) sont les couplages sur (D(uk(u))),D(uk(u
′)). Démontrons que pour tout

k ≥ 1, il existe un couplage (ũk, ũ
′
k) vérifiant défini sur un espace probabilisé (Ωk,Fk,Pk)

E[gQ(ũk, ũ
′
k)] ≤ κkgQ(u, u′), (2.34)

avec 0 < κ < 1. La chose est déjà prouvée pour k = 1. Supposons pour k ≥ 2 que la
propriété soit prouvée pour k−1. Alors soit (ũk−1, ũ

′
k−1) le couplage sur la base stochastique

(Ωk−1,Fk−1,Pk−1) associé à (D(uk−1(u))),D(uk−1(u′)). Alors on applique à toutes les
valeurs possibles du couple (ũk−1, ũ

′
k−1), le lemme 23 : on définit l’univers Ωk = Ωk−1 ×

Ω0 = {(ωk−1, ω0)} et on pose (ũk, ũ
′
k) = (u1, u

′
1)(ωk−1, ω0) où u = ũk−1(ωk−1) et u′ =

ũ′k−1(ωk−1). En vertu de (2.30), on a

E[gQ(uk, u
′
k)] = Ek−1

[
E0gQ(u1, u

′
1)(uk−1(ωk−1), u′k−1(ωk−1))

]
≤ κEk−1gQ(uk−1, u

′
k−1) ≤ κkgQ(u, u′).
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Interlude : extension des résultats
aux équations primitives complètes
et interprétation physique

2.8 Définition du problème complet et notations

Considérons dorénavant les équations primitives non-simplifiées :

∂uk
∂t
−∆uk +

3∑
j=1

∂j(ujuk) + ∂kp+ fCorez ∧ uk = fk, k = 1, 2, (2.35)

div u = 0, (2.36)
∂T

∂t
−∆T + (u · ∇)T = Q, (2.37)

∂p

∂z
+ T = 0. (2.38)

On commence par préciser les conditions aux bords pour le système complet :

pour j = 1 ou 2,

uj(x+ L, y, z, t) = uj(x, y, z, t), uj(x, y + L, z, t) = uj(x, y, z, t),

uj(x, y, z + h, t) = uj(x, y, z, t), uj(x, y,−z, t) = uj(x, y, z, t),

i.e uj est périodique en x, y et z, et pair en z ; de plus,

u3(x+ L, y, z, t) = u3(x, y, z, t), u3(x, y + L, z, t) = u3(x, y, z, t),

u3(x, y, z + h, t) = u3(x, y, z, t), u3(x, y,−z, t) = −u3(x, y, z, t),

i.e u3 est périodique en x, y et z, et impair en z et enfin

T (x+ L, y, z, t) = T (x, y, z, t), T (x, y + L, z, t) = T (x, y, z, t),

T (x, y, z + h, t) = T (x, y, z, t), T (x, y,−z, t) = −T (x, y, z, t),
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i.e T est périodique en x, y et z, et impair en z. On remarque que contrairement à l’équation
simplifiée (cf section 0.4.1), la pression a une dépendance en z du fait de sa dépendance en
T . On reprend la notation v := (u1, u2). En vertu de ces conditions aux bords, on peut de
nouveau écrire u3 =

∫ z
−h div2 v. De même on remplace ∂p

∂z par T . Dès lors (2.35) se réécrit
de la manière suivante :

∂v

∂t
+ (v · ∇)v −

( ∫ z

−h
div2 v

∂v

∂z

)
−∆v +∇2p(x, y)−∇2

∫ z

−h
T = f, (2.39)

∂T

∂t
+ (v · ∇)T −

( ∫ z

−h
div2 v

∂T

∂z

)
−∆T = Q. (2.40)

Ici, pour simplifier la notation, le terme p qui désignait dans (2.35) la pression totale,
désignera dans la suite la pression hydrodynamique. De plus dorénavant on note

w := (v, T ). (2.41)

On pose ensuite

B(w) :=

(
(v · ∇)v −

( ∫ z

−h
div2 v

)∂v
∂z
, (v · ∇)T −

( ∫ z

−h
div2 v

)∂T
∂z

)
, (2.42)

B(w1, w2) le terme bilinéaire qui lui est canoniquement associé, et

W (w) = (∇2

∫ z

−h
T + fCor

−→ez ∧ v, 0). (2.43)

Alors on écrit (2.39) sous la forme

∂w

∂t
+ B(w) +W (w)−∆w +∇2p = (f,Q). (2.44)

Les conditions aux bords deviennent alors

v(x+ L, y, z, t) = v(x, y + L, z, t) = v(x, y, z + h, t) = v(x, y, z, t), (2.45)

v(x, y,−z, t) = v(x, y, z, t), (2.46)

T (x+ L, y, z, t) = T (x, y + L, z, t) = T (x, y, z + h, t) = T (x, y, z, t), (2.47)

T (x, y,−z, t) = −T (x, y, z, t). (2.48)

Alors on peut considérer w(x, y, z, t) comme un champ sur le tore,

w : O× R+ → R3, O = T2
L × Th,

tel que v et T soient respectivement pair et impair en z.

On ajoute maintenant les conditions initiales et certains résultats permettant de ca-
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ractériser l’espace d’existence des solutions. D’abord on a toujours la propriété (1.3) qu’on
rappelle ici :

div2 v̄ = 0. (2.49)

Les conditions initiales sont similaires à celles du problème simplifié

w(·, 0) = (v0, T0) =: w0 (2.50)

où, en plus de (2.45), (2.46), (2.47), (2.48) et (1.3), w0 vérifie :∫
O
w0dζ = 0. (2.51)

On impose toujours pour (f,Q) :∫
O

(f,Q)(ζ, t)dζ = 0, ∀t ≥ 0. (2.52)

Alors une solution w de (2.44), sous les conditions (2.51) et (2.52) vérifie∫
O
w(ζ, t)dζ = 0, ∀t ≥ 0. (2.53)

On peut dès lors adapter la nomenclature de l’équation simplifiée à notre problème

Pour tout j ∈ Z on baptise Hj(O) l’espace de Sobolev de degré j sur O et

H̄j := {(v, T ) ∈
(
Hj(O)

)3
:

∫
O

(v, T )dζ = 0, v est pair en z, T est impair en z, }.

Dotons cet espace du produit scalaire

〈w1, w2〉j = 〈(∇)jw1, (∇)jw2〉.

On pose toujours, pour tout j ∈ N/{0}

V̄ j := {(v, T ) ∈ H̄j : v satisfaisant (2.49)},

et V̄ 0 la fermeture de V̄ 1 dans L2. On abrège H̄0 en H̄ et V̄ 0 en V̄ . De plus on note (ēn)n∈N

la base orthonormée de V̄ construite de manière homologue à (en)n∈N dans V .

Pour j ∈ N, on note :

— Ēj([t1, t2]) := L2([t1, t2], V̄ j),
— Ūj([t1, t2]) := {w ∈ Ēj+1([t1, t2]), ∂w∂t ∈ Ēj−1([t1, t2])}. Alors on a toujours Ūj([t1, t2]) ↪→

C([t1, t2], V̄ j),
— on adopte les notations suivantes Ēj(T ) := Ēj([0, T ]) et Ūj(T ) := Ūj([0, T ]), ainsi

que |||(f,Q)|||k := supt ||(f(t), Q(t))||V̄ k .
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On a alors naturellement la décomposition orthogonale suivante :

V̄ m = V m ⊕ V m
† ,

où pour w = (v, T ) ∈ V̄ m, V m est l’espace des champs v et V m
† l’espace des champs T .

2.9 Résultats principaux pour notre problème

Dans cette section, on présente les deux principaux résultats déterministes concernant
notre problème qui font écho à ceux que nous avons énoncés dans le cas de l’équation sim-
plifiée. Définissons d’abord la notion de solution pour les équations primitives complètes :

Définition 3. Soit τ > 0, m ≥ 1 et w0 ∈ V̄ m, w est une solution forte de (2.44), (2.50) si
w ∈ Ūm(τ) et ∃p ∈ L2([0, τ ], Hm(T2

L)) tel que (w, p) vérifient (2.44) et (2.50).

Alors en se référant à [34] on peut affirmer le caractère bien posé du problème :

Théorème 10. Soient m ≥ 1, w0 ∈ V̄ m et (f,Q) ∈
(
L∞(R+, V̄ m−1)

)2 alors l’équation
(2.44) admet une unique solution w dans C(R+, V̄ m)∩L2

loc(R+, V̄ m+1). De plus pour tout
τ > 0, la norme de w dans C(R+, V̄ m) ∩ L2

loc(R+, V̄ m+1) est majorée par une constante
dépendant uniquement de τ ,||w0||V̄m et |||(f,Q)|||m.

On pose
Sol : (w0, (f,Q)) 7→ w solution de (2.44), (2.50). (2.54)

De l’article [34] on déduit également, en reprennnant le raisonnement menant au théo-
rème 2, l’existence d’un ensemble absorbant pour notre système :

Théorème 11. Soit m ≥ 1 un entier et supposons qu’il existe une constante C∗ telle que

||(f,Q)(t)||V̄m−1 ≤ C∗, ∀t ≥ 0

alors il existe R = R(C∗) tel que pour tout M > 0, existent τ = τ(M,C∗) et K =

K(M,C∗) ≥ 2R tels qu’une solution w de (2.44) telle que ||w0||V̂m ≤M vérifie :||w(t)||V̄m ≤ K, t ≥ 0,

||w(t)||V̄m ≤ R, t ≥ τ

Maintenant introduisons les notions nécessaires à l’étude de l’aspect stochastique de
notre système. En reprennant la définition des η̃i :

η̃i(t) :=
(
ξi0(t)h0(t) +

∞∑
j=0

cij

2j−1∑
k=0

ξij,khj,k(t)
)
,
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où les variables aléatoires réelles ξi0 et ξij,k sont indépendantes, identiquement distribuées
(i.i.d) et vérifient |ξi0| ≤ 1 et |ξij,k| ≤ 1 pour tout évènement ω ; où de plus, les coefficients
vérifient :

∞∑
i=0

b2i
(
1 +

( ∞∑
j=0

cij
)2)

<∞.

Alors on pose

η̄(t) :=
∞∑
i=0

biη̃
i(t)λ

−m/2
i ēi, 0 ≤ t ≤ 1,

et η̄k =
∑∞

i=0 biη
i
k(t)λ

−m/2
i ēi une suite de copies de η̄ indépendantes. Notre bruit rouge

s’écrit alors

(f,Q)(t) :=

∞∑
k=0

1[k,k+1[(t)η̄k(t) =

∞∑
k=0

1[k,k+1[(t)

∞∑
i=1

biη̃
i
kλ
−m/2
i ēi, (2.55)

où (ēi) est la base de V̄ définie plus haut. On rappelle finalement que 〈g, µ〉 :=
∫
E g(v)µ(dv),

(cf (2.1)).

On peut alors affirmer deux propriétés de mélange pour le processus stochastique en-
gendré par (2.44) soumis au bruit rouge. Tout d’abord, pour le système discret

wk+1 = S(wk, η̄k) := Sol(wk, η̄k)(1), (2.56)

on a le résultat de mélange suivant :

Théorème 12. Supposons que le bruit (f,Q) soit de la forme (2.55), avec m ≥ 2 ; alors,
le processus engendré par (2.56) admet une unique mesure stationnaire µ ∈ P(V̄ m). De
plus pour tout R′ > 0, il existe, Cm(R′) > 0 et κm < 1 tels que pour tout k ∈ N et
pour toute variable aléatoire w0 dans BV̄m(R′), indépendante de (f,Q), la loi du processus
stochastique (wk) décrit par (2.56) vérifie :

||D (wk(w0))− µ||∗L(Vm) ≤ Cm(R′)κkm. (2.57)

Ce résultat entraîne

〈g,D (wk(w0))− µ〉 −−−→
k→∞

0, ∀g ∈ Cb(V m).

De plus, en définissant µs de manière analogue à (2.11), en fonction de µ tel qu’établi
dans le théorème 12, on a un résultat semblable au théorème 12 pour le système continu :

Théorème 13. Supposons que le bruit (f,Q) soit de la forme (2.55), avec m ≥ 2 ; alors,
pour tout R′ > 0, il existe, Cm(R′) > 0 et κm < 1 tels que pour tous s ≥ 0 et pour toute
variable aléatoire w0 dans BV̄m(R′), indépendante de (f,Q), la loi du processus stochastique
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continu, solution de (2.44) et partant de w0, vérifie :

||D
(
Sol(w0, (f,Q))(s)

)
− µs||∗L(Vm) ≤ Cm(R′)κsm. (2.58)

Ce résultat entraîne

〈g,D
(
Sol(w0, (f,Q))(s)

)
− µs〉 −−−→

s→∞
0, ∀g ∈ Cb(V m), ∀s ≥ 0.

Observons maintenant que si le théorème 12 nous donne la convergence faible, selon
la topologie induite par les fonctions continues bornées sur l’espace des phases V̄ m, de la
famille des lois des solutions de (2.44), on peut élargir ce résultat au fonctions continues
et seulement localement bornées sur V̄ m c’est à dire l’ensemble des fonctions continues sur
V̄ m bornées sur tout borné de V̄ m. Dans la suite on note cet ensemble Cloc(V̄ m).

En effet, comme notre système évolue dans Om, un sous ensemble borné de l’espace
des phases V m, toute fonction continue localement bornée g de V̄ m, peut-être, sans perte
de généralité assimilée à une fonction continue bornée de V̄ m via sa troncature :

ḡ : w →

g(w), ||w||V̄m ≤ K

g
(

K
||w||V̄ m

w
)
, ||w||V̄m ≥ K

où, on le rappelle (cf Théorème 2), K est tel que Om ⊂ BV̄m(K). Cette assimilation nous
permet d’écrire le corollaire suivant au théorème 12 :

Corollaire 6. Supposons que le bruit (f,Q) soit de la forme (2.55), avecm ≥ 2 ; alors, pour
toute variable aléatoire w0 à valeurs dans V̄ m, indépendante de (f,Q), la loi du processus
stochastique continu solution de (2.44), partant de w0 vérifie :

〈g,D (wk(w0))− µ〉 −−−→
k→∞

0, ∀g ∈ Cloc(V̄ m).

Exposons maintenant deux propriétés essentielles du système, qui découlent de ce théo-
rème de mélange.

2.10 Propriétés ergodiques

Une conséquence majeure du caractère mélangeant de notre système est que celui ci
vérifie la loi des grands nombres et le théorème central limite. En effet en s’appuyant sur
le raisonnement des paragraphes 8 et 9 dans [23] on obtient :

Proposition 6. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 13, la loi du processus
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stochastique discret (2.56) partant de w0 suit la loi des grands nombres i.e :

1

N

N−1∑
k=0

g (wk(w0)) −−−−→
N→∞

〈g, µ〉, p.s, ∀g ∈ Cloc(V̄ m).

La loi des grands nombres nous permet de déterminer l’espérance liée à la mesure sta-
tionnaire du système qu’on approche par la moyenne temporelle des itérés d’une quelconque
trajectoire de ce processus. Ainsi donc en moyennant dans le temps les mesures observées
pour une grandeur physique d’intérêt, on peut en déduire une caractéristique statistique,
en l’occurence l’espérance. Le résultat suivant affine cette propriété puisqu’il nous permet
de quantifier l’écart entre cette moyenne prise sur une trajectoire et la mesure stationnaire.
En effet, le théorème central limite stipule :

Proposition 7. Toujours sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 13, la loi du
processus stochastique discret (2.56) partant de w0 vérifie le théorème central limite : pour
tout φ ∈ Cb(V̄ m) lipschitzienne telle que 〈φ, µ〉 = 0, il existe σ > 0 tel que,〈

g,
1√
N

N−1∑
0

(φ (wk(w0)))

〉
−−−−→
N→∞

〈g,N (0, σ)〉, t→∞, ∀g ∈ Cloc(V̄ m),

où N (a, b) est la loi normale centrée en a de variance b.
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Chapitre 3

Contrôlabilité du système et cas d’un
bruit dégénéré

L’objet de cette partie est de montrer la propriété de mélange pour notre système avec
des hypothèses relâchées sur le bruit. En effet notre choix de l’espace E associé à l’hypothèse
de non-dégénérescence imposent que le bruit s’exprime sur tous les modes de Fourier ce
qui est très restrictif et peu réaliste physiquement. Pour cette extension, on s’appuiera sur
une version plus générale du théorème 6, présentée dans [24]. Grâce à cela on prouvera
que si l’on remplace E par un sous-espace correspondant seulement à un nombre fini et
très restreint de modes de Fourier sur la variable spatiale les équations primitives restent
mélangeantes.

Pour ce faire et ainsi établir le théorème C, on s’appuiera sur un résultat général de
mélange issu de [24], pour valider les hypothèses duquel, deux ingrédients sont nécessaires :
des résultats analytiques sur le système (2.3), établis dans la première partie de ce travail,
et des résultats de contrôlabilité du système linéarisé DηS issus d’une analyse menée dans
[33] et qu’on détaillera ici. A l’instar de [33], et pour une plus grande cohérence de l’étude de
la contrôlabilité de notre problème, on adjoint à ces derniers, les résultats de contrôlabilité
de notre processus associé aux équations primitives (2.3).

3.1 Contrôlabilité pour les équations primitives

Dans cette section on expose brièvement les résultats de contrôlabilité du système
(2.56), engendré par (2.44) qui, bien que n’étant pas nécessaire pour prouver notre résultat
de mélange, fait partie intégrante de l’étude de la contrôlabilité de notre équation. Com-
mençons par définir la notion de contrôlabilité approchée pour les équations primitives :
en reprenant la définition de l’espace V̄ m de la section 2.8

Définition 4. Soit H̄ un sous-espace de V̄ 5. L’équation (2.44), est dit approximativement
contrôlable dans V̄ m par H̄, si pour tous w0, w1 dans V̄ m et tous ε > 0, et T > 0, il existe

83
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(f,Q) ∈ L∞([0, T ], H̄) tel que

||Sol(w0, (f,Q))(T )− w1||V̄m ≤ ε,

où on rappelle que Sol est définie par (2.54).

L’idée est donc de contrôler le système de manière approchée par un ensemble restreint
de bruits (en l’occurence concentrés sur les bas modes de Fourier). La propriété alors
essentielle pour notre système est la saturation, qu’on va définir maintenant. Soit H̄ un
sous-espace fixé de V̄ 5 de dimension finie ; on considère la suite des espaces H̄k :

H̄0 = H̄

H̄k+1 = {η′ : η′ := η +

n∑
j=1

(B(ξj) +W (0, ζj)) , η, ξj ∈ Hk, ζj ∈ Hk†}

⊕ {η′, η′ := η +

n∑
j=1

(B((W (0, ζj)), ξj) + B((W (0, ξj)), ζj)) , η, ζj , ξj ∈ Hk†},

avec B et W définis par (2.42) et (2.43) respectivement. On définit alors la notion de
saturation :

Définition 5. On dit que H̄ est saturant dans V̄ m si

∪∞k=0H̄k
V̄m

= V̄ m.

Alors on a le résultat suivant prouvé dans [33] :

Proposition 8. Soit H̄ un espace saturant dans V̄ 1. Alors (2.44) est approximativement
contrôlable dans V̄ 1 par H̄.

On se contentera d’expliquer ici les principales étapes de la démonstration.
On commence par le résultat crucial pour le contrôle des trajectoires :

Proposition 9. On considère w0 = (v0, T0) ∈ V̄ 4, η ∈ V̄ 5, ξ ∈ V 5 et ζ ∈ V 5
† , Alors

Sol(w0 + δ−1/2ξ, δ−1η)(δ)− (δ)−1/2ξ −−−→
δ→0

w0 + η −B(ξ) (3.1)

Sol(w0 + δ−1ζ, 0)(δ)− δ−1ζ −−−→
δ→0

w0 −∆ζ −W (0, ζ)−B(v0 +W (0, ζ), ζ), (3.2)

où on le rappelle B et W sont respectivement définis par (2.42) et (2.43).

Le principe de ce résultat, est que le système soumis à une force infiniment grande
et avec une condition initiale infiniment grande peut-être pour un temps infinitésimal une
trajectoire associé à une trajectoire linéaire. Cette propriété permet d’estimer à court terme
et de manière simple une trajectoire relativement complexe qui est celle de notre système.
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On raisonne alors pour la contrôlabilité du système en terme de point approximative-
ment atteignables par le système dans l’espace des phases V̄ 1. Pour un contrôle dans H̄
l’espace atteignable partant de w0 est w0 + H̄. Utilisant cela, en vertu de la proposition
9, partant de l’espace w0 + H̄k (et plus particulièrement des grandes valeurs initiales) on
atteint w0 + H̄k+1 +A où A sont des termes supplémentaires dans H̄k donc on peut guider
le système vers w0 + H̄k+1 moyennant une étape supplémentaire. Ainsi prouve t-on que
si H̄ est saturant dans V̄ 1, alors le système est approximativement contrôlable dans V̄ 1.
L’expansion de l’espace atteignable se fait dans l’équation hydrodynamique via le terme
bilinéaire ; cette expansion de l’espace des champs cinématique atteignable permet ensuite
d’étendre l’espace des températures.

Comme ensemble saturant, on choisit un nombre fini des premiers vecteurs de la base
trigonométrique de V̄ 0. Il serait physiquement plus vraisemblable de borner le contrôle à
l’apport de chaleur et donc de choisir la famille de contrôle dans V 5

† cependant dans ce cas
on n’obtient la contrôlabilité du système que dans V̄ 0.

3.2 Mélange dans le cas d’un bruit dégénéré

Dans la suite de cette partie on s’attachera à établir le caractère mélangeant du système
(3.3). Pour ce faire, on introduira un nouveau théorème de mélange, issu de [24], et un
résultat de contrôlabilité pour la linéarisée des équations primitives. Pour plus de simplicité,
on commencera par exposer ce résultat pour le cas des équations primitives simplifiées
(1.12) avant d’en donner la formulation pour l’équation complète. Cela permettra dans un
troisième temps de détailler la preuve de la contrôlabilité de la linéarisée des équations
primitives simplifiées, preuve qu’on n’apportera pas pour le système complet, mais pour
laquelle on se réfèrera à [33].

On s’intéresse donc, tout d’abord, à la propriété de mélange du système (2.3), engendré
par (1.12) et qu’on réécrit ici :

uk+1 = S(uk, η̃k), k ≥ 0, (3.3)

où, à l’instar de (2.3), u0 ∈ H et où les (ηk)k ne sont exprimés que sur quelques modes de
Fourier seulement. Ce résultat étant intimement lié à la contrôlabilité du problème linéarisé
issu des équations primitives, la forme exacte du bruit dégénéré pour lequel notre système
est mélangeant se définit en fonction du problème linéarisé. Introduisons donc la notion
d’ensemble saturant pour le problème linéarisé : soit G ⊂ V 5 un espace fixé, on considère
la suite des espaces Gk telle que

G0 = G
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Gk+1 = {η′ : η′ := η +

n∑
j=1

B(ζj , ξj), η, ζj ∈ G, ξj ∈ Gk}

On a alors une définition de la saturation pour le problème linéarisé similaire à celle pour
les équations primitives :

Définition 6. On dit que G est saturant dans V m si

∪∞k=0Gk
Vm

= V m.

On considère dans la suite un bruit exprimé sur l’ensemble saturant G et vérifiant la
propriété suivante qu’on baptise observabilité :

Définition 7. Soit 0 < T < 1. On dit d’une fonction ζ ∈ L2([0, T ],G) qu’elle est observable
par rapport à la base (ei)i si pour toutes αi : [0, T ] → R lipschitziennes et β : [0, T ] → R
telles que ∑

i

||αi||2C([0,T ]) <∞,

l’égalité ∑
i

αi(t)〈ζ(t), ei〉 − β(t) = 0 dans L1([0, T ]),

implique que les αi et β s’annulent sur [0, T ]. On dit qu’une mesure l ∈ P(L2([0, T ],G)) est
observable si l-presque toute trajectoire est observable.

Exposons maintenant le résultat principal de cette section :

Théorème 14. Soit G un espace saturant dans V 0 et soit une famille de ηk ∈ L∞([0, 1],G)

telle que
— il existe une base orthonormée (σj)j≥1 de L2([0, 1],G), avec σj ∈ L∞([0, 1],G) et

sup
j≥1
||σj ||L∞([0,1],G) <∞,

telle que les variables aléatoires ηk puissent s’écrire de la manière suivante

ηk :=

∞∑
j=1

bjξj,kσj , bj 6= 0,
∑

b2
j <∞.

Ici les ξj,k sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité ρ(r)dr, où ρ est
une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [−1, 1],

— il existe 0 < T < 1 tel que sur [0, T ], l = D(ηk) soit observable.
Alors le système (3.3) est mélangeant.

Pour démontrer la propriété de mélange on utilise le théorème suivant qu’on reprend
dans [33] (cf aussi [24]). Comme la formulation de ce théorème est semblable à celle du
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théorème 6, on en reprend les notations : en particulier, les définitions des ensembles O,
O2ε, K, K2ε et X ainsi que celle du système générique

uk+1 = S̃(uk, ηk), k ≥ 0, (3.4)

sont telles que définies à la section 2.4.

Théorème 15. On émet pour le système (3.4) les hypothèses suivantes :
— Régularité : S̃ : O2ε × K2ε → V est deux fois continuement différentiable et ses

dérivées jusqu’au second ordre sont bornées. De plus η → S̃(u0, η) est analytique
pour tout u0 ∈ O2ε, et toutes ses dérivées Dj

ηS̃ sont continues et bornées.
— Décomposabilité du bruit : il existe une base orthonormée (σj)j≥1 de L2([0, 1],G),

avec σj ∈ L∞([0, 1],G) et

sup
j≥1
||σj ||L∞([0,1],G) <∞,

telle que les variables aléatoires ηk puissent s’écrire de la manière suivante

ηk :=
∞∑
j=1

bjξj,kσj , bj 6= 0,
∑

b2
j <∞.

Ici les ξj,k sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité ρ(r)dr, où ρ est
une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [−1, 1].

— Dissipativité : il existe 0 < γ̄ < 1 et û ∈ X et η ∈ K tels qu’on ait

||S̃(u, η)− û||H ≤ γ̄||u− û||H , ∀u ∈ X.

— Non-dégénérescence : Si on baptise, pour tout u ∈ X, Ku l’ensemble des η0

tels que DηS̃(u, η0) : L2([0, 1],G) → H ait une image dense dans H, alors on a
l(Ku) = 1.

Sous ces hypothèses, le système (3.4) est exponentiellement mélangeant : il existe une unique
mesure µ de support inclus dans BH(R∗), pour un R∗ > 0 fixé telles que pour tout R > 0

et u0 ∈ BH(R), on a
||D(uk(u0))− µ||∗L ≤ Cκk, (3.5)

pour 0 < κ(R) < 1, C = C(R) > 0, fixés.

S’appuyant sur ce résultat on prouve alors le théorème 14 :

Preuve du théorème 14. Pour prouver que le système (3.3) est mélangeant, vérifions les
hypothèses du théorème 15 pour H = V 2 et V = V 3. L’hypothèse d’analycité est validée
en vertu du théorème 4 et celle de dissipativité en vertu de la proposition 2. L’hypothèse
de décomposabilité du bruit est naturellement vérifiée. La démonstration de la validité
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de l’hypothèse de non-dégénérescence dans V 2 du système est apportée à la section 3.4.
Elle reprend la preuve de la propriété analogue pour le problème complet, présentée dans
[33].

3.3 Mélange pour les équations primitives complètes, sou-
mise à un bruit dégénéré

Ayant prouvé que le système issu de l’équation simplifiée (1.12) est mélangeant quand il
est soumis à un bruit dégénéré, on affirme maintenant que ces résultats restent valables pour
le système correspondant aux équations primitives complètes (2.44), (2.49). On rappelle la
forme que prend ce dernier : en reprenant la notation issue de (2.54) :

Sol : (w0, (f,Q)) 7→ w solution de (2.44), (2.50), (3.6)

on considère (cf (2.56))

wk+1 = S(wk, ηk) := Sol(wk, ηk)(1). (3.7)

Dans ce contexte on prolonge les définitions d’ensemble saturant pour le linéarisé du
problème complet :

Soit G ⊂ V 5
† un espace fixé, on considère la suite des espaces Gk telle que

G0
= G

Gk+1
= {η′ : η′ := η +

n∑
j=1

W (0, ηj) +
n∑
j=1

B ((ζj , ζj,†) +W (0, ζj,†), ξj) ,

ηj ∈ Gk† (ζj , ζj,†) ∈ G, ξj ∈ G
k}.

On a alors une définition de la saturation pour le problème linéarisé similaire à celle pour
les équations primitives :

Définition 8. On dit que G est saturant dans V̄ m si

∪∞k=0Gk
V̄m

= V̄ m.

Alors, le processus associé aux équations primitives complètes soumises à un bruit
dégénéré est mélangeant :

Théorème 16. Soit G un espace saturant dans V̄ 0 et soit une famille de ηk ∈ L∞([0, 1],G)

telle que
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— il existe une base orthonormée (σj)j≥1 de L2([0, 1],G), avec σj ∈ L∞([0, 1],G) et

sup
j≥1
||σj ||L∞([0,1],G) <∞,

telle que les variables aléatoires ηk puissent s’écrire de la manière suivante

ηk :=
∞∑
j=1

bjξj,kσj , bj 6= 0,
∑

b2
j <∞.

Ici les ξj,k sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité ρ(r)dr, où ρ est
une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [−1, 1],

— il existe 0 < T < 1 tel que sur [0, T ], l = D(ηk) soit observable.
Alors le système (3.7) est mélangeant.

Donnons maintenant un exemple de bruit dégénéré observable et exprimé sur un en-
semble saturant.

On considère donc un bruit rouge s’exprimant sur les vecteurs (0, φi) pour 1 ≤ i ≤ 10

où les φi sont définis par :

φ1 := cosx sin z, φ6 := cos 2x sin z,

φ2 := sinx sin z, φ7 := sin 2x sin z,

φ3 := cos y sin z, φ8 := cos 2y sin z, (3.8)

φ4 := sin y sin z, φ9 := sin 2y sin z,

φ5 := sin z, φ10 := sin 2z.

Ce dernier est observable (cf [24]), et supporté par un ensemble saturant (cf [33]) on
peut donc établir un résultat de mélange pour le système (3.7) engendré par les équations
primitives complètes :

Théorème 17. Le processus résultant engendré par un bruit rouge supporté par les vecteurs
(3.8) via (3.7) est mélangeant.

Concluons maintenant cette partie par la preuve de l’argument de contrôlabilité pour
notre système simplifié.

3.4 Validation de l’hypothèse de non-dégénérescence dans V 2

pour le système simplifié

Ici, on reprend la démonstration présentée dans [33]. Commençons par établir le résultat
de contrôlabilité suivant :
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Proposition 10. Soient G un espace saturant dans V 0, T > 0 et l ∈ P(L∞(R+,G))

observable sur [0, T ]. Alors pour l-presque tout η, DηS(u0, η)G est dense dans V 2 pour tout
u0 ∈ V 2.

On cherche donc à obtenir la densité des DηS(u0, η)h dans V 2 pour h à valeurs dans
G. Pour mener ce faire, appliquons le principe de Duhamel pour un système commençant
à l’instant T :

DηS(u0, η)h =

∫ 1

T
S1
t

(
h(t) +DT

η S(u0, η)h|τ≤T
)
dt (3.9)

où St2
t1
w est (cf la section 1.4.2) la valeur à t2 de la solution de

dL2(u)v = 0,

avec pour condition initiale v(t1) = w, et où DT
η S(u0, η) est de manière similaire à

DηS(u0, η)h, la valeur à l’instant T de la solution v de

dL(Sol(u0, η))v = (0, h).

La démonstration se fait en deux mouvements : tout d’abord la preuve de la densité de
DT
η S(u0, η)h|τ≤T dans V 0 via un résultat de contrôlabilité pour le système linéarisé, puis

l’utilisation des propriétés régularisantes de notre système pour établir cette densité dans
V 2 via un lemme de continuité. Enfin pour obtenir notre résultat sur DηS(u0, η) on utilise
un dernier lemme technique et (3.9). Commençons par un résultat essentiel de contrôlabilité
du système linéarisé.

Lemme 26. Soient T > 0 et l ∈ P(L∞(R+,G)) observable sur [0, T ]. Alors pour l presque
tout η, si w1 ∈ V 0 dans l’orthogonal pour V 0 de l’image par DT

η S(u0, η) de L∞(R+,Gk),
w1 est aussi dans l’orthogonal pour V 0 de l’image par DT

η S(u0, η) de L∞(R+,Gk+1).

Démonstration. Appliquons de nouveau le principe de Duhamel, cette fois ci àDT
η S(u0, η) :

〈DT
η S(u0, η)h,w1〉 =

∫ T

0
〈h(t), S̄t

1w1〉dt.

Dès lors, si
〈DT

η S(u0, η)h,w1〉 = 0, ∀h ∈ L∞(R+,Gk),

on a, ∫ T

0
〈h, PkS̄t

Tw1〉V 0dt = 0, ∀h ∈ V 0

où Pk est le projecteur sur l’espace Gk. Ainsi, en prenant h := PkS̄
t
1w1 on obtient∫ T

0
||PkS̄t

Tw1||2V 0dt = 0,
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i.e
||PkS̄t

1w1||2V 0 = 0, ∀0 ≤ t ≤ T.

Aussi a t-on
〈h(t), PkS̄

t
Tw1〉 = 0, ∀h ∈ L∞(R+,Gk), ∀0 ≤ t ≤ T,

d’où en particulier pour les constantes

〈h, PkS̄t
Tw1〉 = 0, ∀h ∈ Gk, ∀0 ≤ t ≤ T.

En dérivant cette relation en temps, on obtient

〈∆h +B(Sol(u0, η)(t), h) +B(h, Sol(u0, η)(t), w(t)〉 = 0, ∀h ∈ Gk, ∀0 ≤ t ≤ T,

où w(t) = S̄t
Tw1. On introduit maintenant y(t) = Sol(u0, η)(t)−

∫ t
0 η(s)ds ; on a alors

〈∆h +B(y(t), h) +B(h, y(t)), w(t)〉+
∑
i

〈B(ei, h) +B(h, ei), w(t)〉
∫ t

0
ηi(s)ds = 0,

∀h ∈ Gk ∀0 ≤ t ≤ T,

où les ηi sont les coordonnées de η sur la base (ei)i. Ici on constate de nouveau que
c’est le terme bilinéaire, appliqué à η et h qui permet d’agrandir l’espace auquel w(t) est
orthogonal. En effet, en dérivant de nouveau cette relation par rapport au temps et en
posant

αi(t) = 〈B(ei, h) +B(h, ei), w(t)〉

β(t) =
d

dt

(
〈∆h +B(y(t), h) +B(h, y(t)), w(t)〉

)
+
∑
i

〈B(ei, h) +B(h, ei),
dw(t)

dt
〉
∫ t

0
ηi(s)ds

on obtient
β(t) +

∑
i

αi(t)ηi(t) = 0, ∀0 ≤ t ≤ T.

β est continue et les αi sont dérivables donc en vertu de l’observabilité de la loi de η,

〈B(ei, h) +B(h, ei), w(t)〉 = 0, ∀h ∈ Gk ∀0 ≤ t ≤ T,

i.e w est dans l’orthogonal de Gk+1

La conséquence directe de ce lemme et de la saturation de G est le corollaire 7.

Corollaire 7. Soient G un espace saturant dans V 0, T > 0 et l ∈ P(L∞(R+,G)) observable
sur [0, T ]. Pour l presque tout η, DT

η S(u0, η)G est dense dans V 0.
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On écrit maintenant une propriété de régularisation qui permettra d’établir notre ré-
sultat de densité dans V 2.

Lemme 27. Pour tout 0 < T < 1 et u ∈ U2, l’opérateur h→
∫ 1
T S1

thdt est continu de V 0

dans V 2.

Démonstration. Sans perdre de généralité on peut se contenter de prouver ce résultat en
remplaçant S1

t par S1−t
0 . Si h ∈ V 0 alors,

ṽ := dL−1(u)(0, h) ∈ U1 ⊂ E1,

en vertu du lemme 13. Par ailleurs si on considère v̂(s) :=
(

s
1−t

)
ṽ(s), on a que

v̂ = dL−1(u)(0, ṽ)

et v̂(1) = S1−t
0 h. On applique alors de nouveau le lemme 13, v̂ ∈ U2 donc S1−t

0 h est dans
V 2. L’analycité de dL confère à S1−t

0 la sienne et donc sa continuité de V0 vers V2. Par
intégration sur [T, 1], on a notre résultat.

Maintenant, on s’intéresse à l’opérateur

V 2 7→ V 2, h→
∫ 1

T
S1
thdt,

qui est donc la valeur calculée à l’instant 1− T de dL−1(u)(h, 0). On affirme 1 la contrô-
labilité par la condition initiale des solutions du système dL(u)v = (h, 0) : i.e

Lemme 28. L’image de V 2 par

V 2 7→ V 2, h→
∫ 1

T
S1
thdt

est dense dans V 2

On peut maintenant appliquer la formule de Duhamel :

Preuve de la proposition 10. On a

DηS(u0, η)L∞(G)
V 2

=

{∫ 1

T
S1
t

(
h(t) +DT

η S(u0, η)h|τ≤T
)
dt, h ∈ L∞(G)

}V 2

1. Ce résultat étant similaire à celui qu’on trouve dans la section 7.2 de [24], on ne le prouve pas ici.
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or en vertu du lemme 27,

{∫ 1

T
S1
t

(
h(t) +DT

η S(u0, η)h|τ≤T
)
dt, h ∈ L∞(G)

}V 2

=

{∫ 1

T
S1
t

(
h(t) +DT

η S(u0, η)h|τ≤T
)V 0

dt, h ∈ L∞(G)

}
.

De plus le corollaire 7 implique (quitte à considérer h|t≥T constant) que{∫ 1

T
S1
t

(
h(t) +DT

η S(u0, η)h|τ≤T
)V 0

dt, h ∈ L∞(G)

}
⊃
∫ 1

T
S1
tV

2dt.

Dès lors, comme en vertu du lemme 28,
∫ 1
T S1

tV
2dt est dense dans V 2, on a

DηS(u0, η)L∞(G)
V 2

= V 2.
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Annexe A

Résultats techniques

A.1 Lemmes de Gronwall

Pour les résultats suivants on s’en remet à [5].

Lemme 29. Soient g, h et y des fonctions positives localement intégrables sur [t0,∞[ telles
que

dy

dt
≤ gy + h

et ∫ t+1

t
g(s)ds ≤ a1,

∫ t+1

t
h(s)ds ≤ a2,

∫ t+1

t
y(s)ds ≤ a3,

pour tout t ≥ t0 avec les ai > 0 constants.Alors

y(t+ 1) ≤ (a3 + a2)ea1 , ∀t ≥ t0.

On y ajoute un corollaire immédiat utile pour nous dans la suite

Corollaire 8. Si, dans les circonstances précédemment énoncées, il existe f positive loca-
lement intégrable sur [t0,∞[ telle que y vérifie

dy

dt
+ f ≤ gy + h,

alors
y(t+ 1) ≤ (a3 + a2)ea1 , ∀t ≥ t0,

et ∫ t+1

t
f(s)ds ≤ (a1 + 1)(a3 + a2)ea1 + a2, ∀t ≥ t0 + 1.

95
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A.2 Théorème d’inversion locale uniforme

On commence cette section par un résultat auxiliaire concernant l’inversion des fonc-
tions de la forme Id+ Ψ où Ψ est contractante.

Lemme 30. Soit E un espace de Banach complexe et U un sous-ensemble borné de E.
Soient 0 < k < 1 et Ψ := Id + Φ : BE(x0, ρ) 7→ E analytique, telle que Φ soit k-
lipschitzienne. Alors Ψ admet un unique inverse Ψ−1 : BE(Ψ(x0), (1 − k)ρ) 7→ BE(x0, ρ)

et de plus Ψ−1 est analytique et 1/(1− k)-lipschitzienne.

Démonstration. Tout d’abord établissons que BE(Ψ(x0), (1 − k)ρ) est bien dans l’image
de Ψ. Pour tout x et x′ dans BE(x0, ρ), on a

||Ψ(x)−Ψ(x′)||E ≥ ||x− x′||E − ||Φ(x)− Φ(x′)||E ≥ (1− k)||x− x′||E (A.1)

d’où le résultat. Construisons maintenant l’inverse de Ψ sur BE(Ψ(x0), (1 − k)ρ) en em-
ployant la méthode parente de la méthode des approximations successives de Picard. En
effet, du fait de la forme particulière de Ψ, résoudre Ψx = y pour tout y c’est trouver un
point fixe à x→ y − Φ(x) pour chaque y. Ainsi, soit y ∈ BE(Ψ(x0), (1− k)ρ) quelconque.
On considère la suite (θn) ∈ (E 7→ E)N définie ainsi

θn+1 = Id− Φ ◦ θn = Id+ θn −Ψ ◦ θn
θ0 = x0.

On pose
|||f ||| := sup

y∈BE(Ψ(x0),(1−k)ρ)
||f(y)||E .

Tout d’abord, démontrons pas récurrence que les θn sont bien définies sur BE(Ψ(x0), (1−
k)ρ) et vérifient

|||θn+1 − θn||| = sup
BE(Ψ(x0),(1−k)ρ)

||θn+1(y)− θn(y)||E ≤ kn(1− k)ρ. (A.2)

Tout d’abord θ1 := y → x0 + y −Ψ(x0) est clairement défini sur BE(Ψ(x0), (1− k)ρ) et

||θ1y − θ0y||E = ||y −Ψ(x0)||E ≤ (1− k)ρ ∀y ∈ BE(Ψ(x0), (1− k)ρ).

Supposons maintenant que pour tout N ≥ 1 et tout n ≤ N la propriété soit vraie. Alors

|||θN − x0||| ≤
N∑
n=1

|||θn − θn−1||| ≤ ρ(1− k)

N∑
n=1

kn−1 = ρ. (A.3)

Dès lors comme Φ est défini sur BE(x0, ρ), Ψ ◦ θN est bien défini sur BE(Ψ(x0), (1− k)ρ)
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et il en va de même pour θN+1. Par ailleurs,

|||θN+1 − θN ||| ≤ |||Ψ ◦ θN −Ψ ◦ θN−1 − (θN − θN−1)||| ≤ k|||θN − θN−1||| ≤ kN (1− k)ρ,

d’où l’hérédité de la propriété. Par récurrence, on obtient notre résultat.

Démontrons maintenant que la suite (θn) converge dans (BE(Ψ(x0), (1−k)ρ) 7→ E, ||| ·
|||E). En vertu de (A.2) la série des (θn+1−θn) est convergente on a que (θn) est une suite de
Cauchy donc converge vers θ dans (BE(Ψ(x0), (1−k)ρ) 7→ E, ||| · |||E). Alors par définition
Ψ ◦ θ = Id sur (BE(Ψ(x0), (1 − k)ρ) 7→ E, ||| · |||E) ainsi a t-on construit un inverse local
de Ψ. Celui-ci est unique en vertu de (A.1). Aussi Ψ−1 : BE(Ψ(x0), (1− k)ρ) 7→ BE(x0, ρ)

est-il bien défini. De plus

||y − y′||E = ||Ψ ◦Ψ−1(y)−Ψ ◦Ψ−1(y′)||E ≥ (1− k)||Ψ−1(y)−Ψ−1(y′)||E ,

d’où la lipschitzianité de Ψ−1 et donc le fait que Ψ soit un homéomorphisme entreBE(Ψ(x0), (1−
k)ρ) et BE(x0, ρ).

Maintenant on constate que Φ étant analytique les θn le sont également en vertu de leur
construction. Ainsi en vertu du théorème A.2 dans [35] a t-on que Ψ−1 est analytique.

Armés de ce résultat on peut maintenant prouver une variante du théorème d’inversion
locale où la taille des domaines sur lesquels les inverses locaux sont construits est uniforme.
On reprend ici les considérations de [35] (on peut également se référer à [4]).

Théorème 18 (Théorème d’inversion locale uniforme). Soient E et F deux espaces de
Banach complexes et U un voisinnage ouvert de E. Soit r > 0 et

f : U 7→ F,

une injection analytique. Soit Z ⊂ F tel que Z ⊂ f(U) et

a) : Gr := f−1(Z) +BE(r) ⊂ U .
Supposons de plus que :

— b) : ||df(x)||E 7→F ≤ K1, ∀x ∈ Gr,
— c) : ||d2f(x)||E×E 7→F ≤ K2, ∀x ∈ Gr and
— d) : ∀x ∈ f−1(Z), ||(df(x))−1||F 7→E ≤ K3.

Alors ∃ρ = ρ(K1,K2,K3, r) et ∃L = L(K1,K2,K3, r) tels que sur l’ensemble Zρ =

Z + BF (ρ) l’application inverse f−1 : Zρ 7→ U soit bien définie et analytique. De plus
||df−1(z)||F 7→E ≤ L, ∀z ∈ Zρ.

L’affirmation reste vraie pour E et F deux espaces de Hilbert réels, avec l’application f
analytique réelle et Gr un r-voisinnage de f−1(Z) dans la complexification de l’espace de
Hilbert E.
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Démonstration. Pour x0 ∈ f−1(Z) quelconque, posons

Ψx0 := (df(x0))−1 ◦ f, et Φx0 := Ψx0 − Id, sur E.

Alors pour tout x′ ∈ BE(x0, r), on a

dΦx0(x′) : E 7→ E, h→ (df(x0))−1df(x′)h− h,

et
d2Φx0(x′) : E × E 7→ E, h→ (df(x0))−1d2f(x′)(h, k)− k.

Ainsi donc

||d2Φx0(x′)||E×E 7→E ≤ ||(df(x0))−1||F 7→E ||d2f(x′)||E×E 7→F + 1 ≤ K2K3 + 1,

∀x0 ∈ f−1(Z), x′ ∈ BE(x0, r).

Dès lors, comme dΦx0(x0) = 0, en vertu de l’inégalité des accroissements finis, on a

||dΦx0(x′)||E 7→E = ||dΦx0(x′)− dΦx0(x0)||E 7→E ≤ R||d2Φx0(x′)||E×E 7→F
≤ K2K3R, ∀x′ ∈ BE(x0, R), ∀R ≤ r, ∀x0 ∈ f−1(Z).

On peut donc choisir k < 1 et déterminer ρ ≤ r tels que

||dΦx0(x′)||E 7→E ≤ k, ∀x′ ∈ BE(x0, ρ), ∀x0 ∈ U.

i.e tous les Φx0 sont k-lipschitziens, donc contractants, sur tous les BE(x0, ρ) pour tout
x0 ∈ f−1(Z). Dès lors, en appliquant le lemme 30 à Φx0 , on construit son inverse analytique
Ψ−1
x0

: BE(Ψx0(x0), (1− k)ρ) 7→ BE(x0, ρ).
Ainsi, Id+ Φx0 : BE(x0, ρ) 7→ BF (w, ρ′), pour ρ′ = Kρ est un difféomorphisme analy-

tique entre ces deux ensembles pour tout x0 ∈ f−1(Z). Dès lors, f = df(x0)◦Φu, définit un
difféomorphisme analytique entre BE(x0, ρ) et BF (f(x0), (1− k)ρ)pour tout x0 ∈ f−1(Z).

Prouvons maintenant que f−1 peut être construit globalement de manière univoque
sur Zρ quand ses composants sur les BF (z, ρ) pour tout z ∈ Z sont tous bien définis.
Pour ce faire il nous suffit de remarquer que f étant injective, si deux boules BF (z, ρ) ont
une intersection non vide, alors les f−1 locaux correspondants doivent coïncider sur cette
intersection, car f est injective. Ainsi f is définie univoquement sur la réunion Zρ de tous
les BF (z, ρ) avec z ∈ Z.

Cas analytique réel :

Considérons le cas où E et F sont des espaces de Banach réels et f est analytique réelle.
Posons f̃ le prolongement analytique de f sur un voisinnage complexe de U . Alors pour
tout x0 ∈ f−1(Z), f̃ admet un inverse analytique f̃−1 de B̃F (f(x0), (1−k)ρ) dans B̃E(x0, ρ)
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les voisinnages complexes de BF (f(x0), (1− k)ρ) et BE(x0, ρ) respectivement. De plus en
reprennant le raisonnement ci-dessus, on peut établir que f est un homéomorphisme entre
BE(x0, ρ) et BF (f(x0), (1 − k)ρ). Par identification f−1 a pour prolongement analytique
f̃−1 donc est analytique réelle.
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Annexe B

Le mélange via les plans de transport

Ici on réinterprète en partie la preuve du théorème de mélange 7 au travers des plans
de transport 1. Dans toute la suite, on reprend le raisonnement des sections 2.7.2 et 2.7.3

en supposant prouvée la première moitié du lemme 22 jusqu’à (2.16) précisémment.

En partant de deux états initiaux déterministes donnés, on étudie la distance, après une
itération du processus, entre les mesures résultant. Dans ce cas là ces deux distributions
se décrivent à partir de mesures portant sur les forces aléatoires, et de ce fait la preuve de
leur rapprochement passe par l’étude des plans de transports sur les forces aléatoires.

B.1 Plan de transports sur les forces aléatoires

On considère ici u, u′ ∈ K fixés. Pour simplifier la compréhension des constructions des
plans de transport sur les contrôles, on baptise ici les variables muettes correspondant aux
évènements sur lesquels s’appliquent nos différentes mesures.

x1 est un évènement portant sur la force appliquée au processus itéré en

u de loi l,

x2 est un évènement portant sur la force contrôlée qui serait appliquée

au processus itéré en u′ de loi l′,

x3 est un évènement portant sur la force contrôlée, appliquée

au processus itéré en u′ et réarrangée de sorte à être de loi l.

On cherche alors pour u et u′ fixés et pour tout évènement x1 à trouver un évènement x3

correspondant à la force aléatoire appliquée au système partant de u′ de loi l pour lequel
on aurait un rapprochement de S̃(u, x1) avec S̃(u′, x3). Ce faisant on aura construit un
plan de transport entre l et l.

1. On utilise ici les notions de transport de mesures telles qu’expliquées dans [37]
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Tout d’abord, le lemme 22 engendre naturellement un plan de transport déterministe
entre la loi l portant sur les évènements x1 et l′ portant sur x2. Si cette construction fait,
autant que possible, coïncider les trajectoires, l′ ne correspond pas à la loi de nos forces
aléatoires.

Pour y remédier on essaie de trouver une correpondance entre l et l′ qui maximise les
coïncidences entre les deux et donc construire un plan de transport amélioré entre les deux.

Le lemme qui suit sert à construire un tel plan de transport dans le cas général d’une
mesure quelconque et de sa transformée par une application de la forme Id+ Φ où Φ est
contractante.

Lemme 31. Soit
Ψ : K 7→ E, Ψ := Id+ Φ,

où Φ : est une application contractante. On note k le maximum du coefficient de Lipschitz
et de la norme de Φ.

Soient l ∈ P(E) de support K, de densité par rapport à la mesure de Lebesgue ρ,
fonction lipschitzienne de coefficient k̄. Soit de plus l′ ∈ P(E) telle que l′ = Ψ∗l. Alors il
existe pour tout ε > 0, Πb,Mε ∈ P(E × E), de marginales l et l′ telle que

Πb,Mε(dζ, dζ) ≥ 1− ε− k
(

1

2
+

k̄|K|
2(1− k)

)
, ∀ζ ∈ E.

Démonstration. On construit le plan transport de la manière suivante. Pour chaque partie
mesurable de E, on cherche à associer les mesures l et l′ dans leur plus grande partie
commune. On note de plus ρM la densité de lM . On procède alors au changement de
variable associé à ΨM ce qui nous permet d’écrire ρ′M la densité de l′M de la manière
suivante :

ρ′M (ζ) = ρM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣DΨM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣ ,
où
∣∣DΨM (Ψ−1

M (ζ))
∣∣ est le Jacobien de ΨM . On pose alors λM (ζ) = min(ρM (ζ), ρ′M (ζ)).

Alors la densité sur E × E,

πM (ζ, ζ ′) := λM (ζ)1ζ=ζ′ + (ρ(ζ)− λM (ζ))(ρ(ζ ′)− λM (ζ ′)),

définit un plan de transport Πb,M entre lM et l′M .

Πb,M (dζ, dζ) ≥
∫
E
λM (ζ)dζ =

∫
E

ρM (ζ) + ρ′M (ζ)

2
dζ −

∫
E

∣∣∣∣ρM (ζ)− ρ′M (ζ)

2

∣∣∣∣ dζ. (B.1)

On se penche d’abord sur la seconde intégrale :

∫
E

∣∣∣∣ρM (ζ)− ρ′M (ζ)

2

∣∣∣∣ dζ =

∫
E

∣∣∣∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣DΨ(Ψ−1
M (ζ))

∣∣
2

∣∣∣∣∣ dζ.



B.1. PLAN DE TRANSPORTS SUR LES FORCES ALÉATOIRES 103

Par ailleurs
1− k ≤

∣∣DΨM(Ψ−1
M (ζ))

∣∣ ≤ 1 + k,

ainsi

−ρM (Ψ−1
M (ζ))(1 + k) ≤ −ρM (Ψ−1

M (w))
∣∣DΨM (Ψ−1

M (ζ))
∣∣ ≤ −ρM (Ψ−1

M (ζ))(1− k).

d’où∣∣∣∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (w))

∣∣DΨM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣
2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1

M (ζ))
∣∣+ k|ρM (Ψ−1

M (ζ))|
2

Comme Ψ−1
M = 1 +

∑∞
n=1(−Φ)nM on a

∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣ ≤ k̄ ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(−Φ)nM (ζ)

∣∣∣∣∣ ≤ k̄k

1− k
.

Dès lors

∫
E

∣∣∣∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (w))

∣∣DΨM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣
2

∣∣∣∣∣ dζ
≤
∫
E

k|ρM (Ψ−1
M (w))|

2
+

∫
E

∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣
2

dζ

=

∫
E

k|ρM (Ψ−1
M (ζ))|

2
+

∫
K

∣∣ρM (ζ)− ρM (Ψ−1
M (ζ))

∣∣
2

dζ

≤
∫
E

k|ρM (Ψ−1
M (ζ))|

2
+

∫
E

k̄k

2(1− k)
dζ =

k

2
+

∫
K

k̄k

2(1− k)
dζ =

k

2
+

k̄k|K|
2(1− k)

.

Rajoutons, maintenant que pour tout ε > 0, il existe Mε > 0 tel que pour tout M ≥ Mε

on ait : ∫
E

ρM (ζ) + ρ′M (ζ)

2
dζ ≥ 1− ε.

En injectant ces deux estimations dans (B.1) on obtient notre résultat.

On a donc maintenant un plan de transport Πa entre les mesures l et l′ correspondant
à Ψ, déterministe donc, et notre plan de tranport Πb entre les mesures l et l′ où l’on
recherche une grande coïncidence pour ces dernières. En vertu du lemme de recollement,
on peut construire un plan de transport Π ∈ (E1 × E1 × E1) entre Πa et Πb. Cette mesure
aura donc pour marginales Πa, Πb et Πc dont on explicite la forme dans la suite. Dans
la suite, on note pour toute loi Π̃ et pour toute partie mesurable α de E1, Π̃α(·) la loi
sachant α engendrée par Π̃. La relation déterministe corresondant à une des marginales de
ce plan de transport nous permet maintenant de déterminer la forme que prend ce plan de
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transport.

Lemme 32. Soit Π ∈ P(E3
1) tel que∫
x3

Π(dx1, dx2, dx3) = Πa(dx1, dx2),∫
x1

Π(dx1, dx2, dx3) = Πb(dx2, dx3),∫
x2

Π(dx1, dx2, dx3) = Πc(dx1, dx3).

On a alors
Π(dx1, dx2, dx3) = Πb(dx2, dx3)1Ψ−1(dx2)(dx1).

En particulier

Πc(dx1, dx3) =

∫
x2

Π(dx1, dx2, dx3) = Πb(Ψ(dx1), dx3).

Démonstration. En effet, du fait du caractère déterministe de Πa on a que Πa(dx1, dx2) = 0

quand x1 6= Ψ−1(x2). Dès lors nécessairement,

Π(dx1, dx2, dx3) = Πdx1,dx2(dx3)1Ψ−1(x2)(dx1)l′(dx2).

En intégrant cette relation selon x1 on obtient

Πb(dx2, dx3) =

∫
x1

Π(dx1, dx2, dx3) = ΠΨ−1(x2),x2
(dx3)l′(dx2).

Dès lors,
Π(dx1, dx2, dx3) = Πb(dx2, dx3)1Ψ−1(x2)(dx1).

Ainsi donc ce recollement nous obtient un réarrangement de la loi l, Πc c’est à dire une
correspondance entre les différents évènements de son support pour lequel la loi réarrangée
coïncide au maximum avec l′.

Cette construction est à comparer à la preuve employée plus haut qui consiste via
(2.15) à mesurer la distance entre l et l′ avant d’en déduire l’existence, via le lemme 23,
d’un couplage (x2, x3) correspondant aux lois l et l′ et tel que x2, x3 engendre dans l’espace
des phases une contraction des variables aléatoires.

Maintenant que l’on a établi notre plan de transport pour les contrôles on peut se
pencher sur l’évolution du processus dans l’espace des phases.
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B.2 Plan de transport et contraction dans l’espace des phases

Maintenant que l’on a établi une méthode pour bâtir des plans de transports dans l’es-
pace des forces extérieures, adaptés aux contrôles, on prouve la contraction du processus
dans l’espace des phases. On ré-exprime ici le lemme 25 du point de vue des plans de trans-
port. On étudie maintenant les lois des mesures de Dirac δu0 , δu′0 soumises au processus.
On souhaite démontrer que le processus est contractant sur les mesures issues de δu0 et δu′0
. Cette contraction n’est a priori pas valable pour la distance de Wasserstein, mais pour
une fonctionnelle de coût spécifique qu’on s’attache maintenant à construire.

Pour ce faire on distingue deux phénomènes qui contribuent à rendre le processus
contractant : primo la dissipativité quand la distance entre les mesures de départ est
grande δu0 et δu′0 , et secundo la contrôlabilité quand ces dernières sont rapprochées. Fixons
désormais pour cette distance un seuil arbitraire d0 > 0 qui distingue ces deux phénomènes.

Cas ||u − u′||H ≥ d0 : dissipativité du système. Ici la contraction des mesures tient
au fait que les normes des solutions décroît et donc que schématiquement, celles-ci se
rapprochent de 0 et donc les unes des autres. On a alors le résultat suivant :

Lemme 33 (Mélange dû à la dissipativité). Il existe 0 < κ < 1 tel que pour tout d0 > 0

on puisse définir une fonctionnelle cd+
0

telle que le coût Cd+
0

qu’elle associe au plan de
transport P∗δu0

⊗
P∗δu′0, vérifie

Cd+
0

(
P∗δu0

⊗
P∗δu′0

)
≤ κCd+

0
(δu0 , δu′0).

où Cd+
0

(δu0 , δu
′
0) est dans toute la suite le coût associé à l’unique plan de transport entre

δu0 et δu′0 .

Démonstration. On définit la fonctionnelle de coût suivante

cd+
0

(u, u′) := g(U), ||u− u′||H ≥ d0

où, on le rappelle U := sup(||u||H , ||u′||H). On étend cette notation à Uj := sup(||uj ||H , ||u′j ||H)

Dans le cas de la dissipativité, en utilisant l’hypothèse (H2′), on établit que U1 ≤ β
1−γ . De

ce fait on a pour toute fonctionnelle strictement croissante g :∫
O×O

g(U1)P∗δu0(du1)P∗δu′0(du′1) ≤ pd0g(aU) + (1− pd0)g

(
β

1− γ

)
.

On constate qu’ici la principale difficulté à controurner c’est que plutôt d’avoir une relation
linéaire entre les distances on a en fait une relation affine avec (1 − pd0)g

(
β

1−γ

)
comme

terme constant. Il s’agit donc de construire g strictement croissante, définie par morceaux
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sur les intervalles

In :=

]
an

β

1− γ
, an−1 β

1− γ

]
, 1 ≤ n ≤ N ∪1≤n≤N In ⊃

[
d0,

β

1− γ

]
par g|In = an telle que :

κan−1 ≥ pd0an + (1− pd0)a1 ∀n ≥ 2. (B.2)

En effet dans ce cas on a pour U ∈ In

pd0g(aU) + (1− pd0)g

(
β

1− γ

)
= pd0an+1 + (1− pd0)a1 ≤ κan = κg((U)).

Par ailleurs, on fixe

a1 =
5

2
d0. (B.3)

Construisons g vérifiant (B.2). Pour n = 2, on choisit κ > 1 − pd0 et a2 := a1
κ−(1−pd0 )

pd0
.

Ensuite
an :=

κan−1 − (1− pd0)a1

pd0

, n ≥ 3,

On affirme qu’il existe κ telle que cette suite soit toujours à valeurs positives décroissantes
pour 1 ≤ n ≤ N . Pour compléter la construction de cd+

0
sur O×O il convient de prolonger

g sur
[

β
1−γ ,K

]
où K est on le rappelle (cf théorème 2) le rayon maximal de O. On prolonge

g en une fonction affine telle que g(K) = 3d0 La fonctionnelle g ainsi construite convient
alors.

Cas ||u − u′||H ≤ d0 : contrôlabilité du système. Ici la contraction des mesures
vient de la contrôlabilité du système. Cette dernière implique que plus les états de départ
sont proches, plus la probabilité de contrôle et donc de contraction des trajectoires est
grande. Ce résultat engendra la contraction en espérance si le coût de transport de notre
fonctionnelle pour les cas hors-contrôle n’est pas trop grand ce qui est la raison du choix
de (B.3). On a en effet

Lemme 34 (Mélange dû à la contrôlabilité). Il existe 0 < κ < 1 et d0 > 0 tels que
pour tous (u0, u

′
0) ∈ Dd0 := {(u, u′), u ∈ X,u′ ∈ H, ||u − u′||H ≤ d0} il existe un plan de

transport Π
u0,u′0
− entre P∗δu0 et P∗δu′0 tel que le coût associé à ce plan par cd−0 := ||u−u′||H ,

qu’on baptise Cd−0 (Π
u0,u′0
− ), vérifie

Cd−0
(Π

u0,u′0
− ) ≤ κCd−0 (δu0 , δu′0).

Démonstration. S dépendant déterministiquement, à valeur initiale connue, de f , le plan
de transport Πc entre l et l engendre naturellement un plan de transport Π

u0,u′0
− entre P∗δu0
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et P∗δu0 . On a alors

Cd−0
(Π

u0,u′0
− ) ≤

∫
H×H

||y − y′||d0Π
u0,u′0
− (dy, dy′)

Ainsi donc en appliquant les lemmes 31 et 32 au contrôle construit dans le lemme 22,

Cd−0
(Π

u0,u′0
− ) ≤ ||u0 − u′0||H

2
+ d0

(
ε+ C||u0 − u′0||H

(
1

2
+

k̄|K|
2(1− C||u0 − u′0||H)

))
On choisit maintenant ε ≤ ||u0−u′0||H et Mε définis au lemme 22 en conséquence. Comme
||u0 − u′0||H ≤ d0, pour tout 0 < κ < 1, on peut trouver d0 > 0 tel que

Cd−0
(Π

u0,u′0
− ) ≤ κ||u0 − u′0||H ,

d’où
Cd−0

(Π
u0,u′0
− ) ≤ κCd−0 (δu0 , δu′0).

On a donc établi dans toute cette section que pour tous u0, u
′
0 ∈ O et pour la fonction-

nelle de coût

cd0(u, u′) :=

cd−0 (u, u′) = ||u− u′||H , pour ||u− u′||H ≤ d0,

cd+
0

(u, u′) = g(sup(||u||H , ||u′||H)), pour ||u− u′||H ≥ d0,

il existe un plan de transport entre P∗δu0 et P∗δu′0 , Π
u0,u′0
1 tel que le coût associé vérifie

Cd0(Π
u0,u′0
1 ) ≤ κCd0(u0, u

′
0).

Prouvons maintenant que notre contraction est exponentielle :

Lemme 35. Il existe un plan de transport Π
u0,u′0
k entre (P∗)k δu0 et (P∗)k δu′0, tel que le

coût associé vérifie
Cd0(Π

u0,u′0
k ) ≤ κkCd0(u0 − u′0). (B.4)

Démonstration. On construit par récurrence un plan de transport Π
u0,u′0
k entre (P∗)k δu0

et (P∗)k δu′0 , tel que le coût associé vérifie (B.4). Supposons construit un tel plan Π
u0,u′0
k−1

entre (P∗)k−1 δu0 et (P∗)k−1 δu′0 . Alors pour toutes les valeurs possibles de (uk−1, u
′
k−1),

on construit le plan de transport Π
uk−1,u

′
k−1

1 entre P∗δuk−1
et P∗δu′k−1

puis on pose

Πu,u′

k :=

∫
O×O

Π
uk−1,u

′
k−1

1 Π
u0,u′0
k−1 (duk−1, du

′
k−1).
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Le coût associé à ce plan vérifie :

Cd0(Πu,u′

k ) =

∫
O×O

∫
O×O

cd0(u1, u
′
1)Π

uk−1,u
′
k−1

1 (du1, du
′
1)Π

u0,u′0
k−1 (duk−1, du

′
k−1),

Ainsi a-t-on en vertu de notre construction de la fonctionnelle de coût cd0 :

Cd0(Πu,u′

k ) ≤
∫
O×O

κcd0(uk−1, u
′
k−1)Π

u0,u′0
k−1 (duk−1, du

′
k−1).

Aussi d’après l’hypothèse de récurrence a-t-on notre résultat.

Pour obtenir un résultat de mélange de la forme du théorème 7, il suffit de prouver une
relation d’encadrement entre notre fonctionnelle de coût et la distance canonique de H.

Lemme 36. Pour tout u, u′ ∈ O, on a

d0

K
||u− u′||H ≤ cd0(u, u′) ≤ 3||u− u′||H

Démonstration. Cet encadrement est évident pour le cas de cd−0 . Concentrons nous sur le
cas de cd+

0
: on considère donc que ||u− u′||H ≥ d0 ; alors

cd+
0

(u0, u
′
0) ≤ 3d0 ≤ 3||u− u′||H .

De plus, en vertu de la bornitude de U, et de ce que ||u− u′||H ≥ d0, on a

d0

K
||u− u′||H ≤ cd+

0
(u, u′).

Ainsi donc obtient t-on par ce chemin la proposition 7.
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