N

N

Mélange pour les équations primitives stochastiques
soumises a un bruit aléatoire borné

Pierre-Marie Boulvard

» To cite this version:

Pierre-Marie Boulvard. Mélange pour les équations primitives stochastiques soumises a un bruit
aléatoire borné. Equations aux dérivées partielles [math.AP]. Université Paris Cité, 2021. Francais.
NNT: 2021UNIP7051 . tel-03602074

HAL Id: tel-03602074
https://theses.hal.science/tel-03602074
Submitted on 8 Mar 2022

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-03602074
https://hal.archives-ouvertes.fr

@ Université
de Paris

Ecole doctorale de sciences mathématiques de Paris centre
ED 386

THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

présentée par

Pierre-Marie BOULVARD

Mélange pour les équations primitives stochastiques

soumises & un bruit aléatoire borné

dirigée par Serguei KUKSIN

Soutenue le 17 mai 2021 devant le jury composé de :

M. Serguei KUKSIN IMJ-PRG PU directeur
M™€ Madalina PETCU Université de Poitiers MCU-HDR rapporteur
M. Edriss.S. TITI Université de Cambridge Professor rapporteur
M. Freddy BOUCHET ENS Lyon DR examinateur
M. Arnaud DEBUSSCHE ENS Rennes PU examinateur
M™¢ Isabelle GALLAGHER ~ ENS Paris PU examinatrice
M. David GERARD-VARET Université Paris Diderot PU examinateur

M. Raphaél LEFEVERE Université Paris Diderot ~MCU-HDR examinateur



Institut de mathématiques de Jussieu-
Paris Rive gauche. UMR 7586.

Boite courrier 247

4 place Jussieu

75252 Paris Cedex 05

Université de Paris.

Ecole doctorale de sciences
mathématiques de Paris centre.
Boite courrier 290

4 place Jussieu

75252 Paris Cedex 05



1l n’est pas d’incident si négligeable ot ne
s’inscrit la volonté de Dieu comme toute

limmensité du ciel dans une goutte d’eau.

Georges Bernanos, Dialogues des Carmélites






Remerciements

Je voudrais tout d’abord, témoigner ma gratitude & M.Serguel Kuksin pour avoir ac-
cepté de diriger ma thése. Pendant ces trois ans et demi il a toujours été disponible et
invariablement bienveillant. Je tiens également & remercier M. Vahagn Nersesyan dont les
encouragements et la clairvoyance m’illuminérent dans certaines passes difficiles. Merci a
M. Peng Gao d’avoir été un si bon compére de travail.

Mes remerciements vont également & Mme Madalina Petcu et M. Edriss.S Titi pour le
temps qu’ils ont consacré a 'examen de cette thése.

Merci & mes camarades de bureau en particulier Soledad, Tancréde et Alexandre, ainsi
qu’a MM.Andrey Dymov et Huilin Zhang. Tous m’ont été d’une compagnie précieuse.
Merci enfin au BDD.






Résumé

Ce travail est consacré a 1’étude des équations primitives de la météorologie et de
I’'océanologie, en trois dimensions, excitée par une force aléatoire bornée et suffisamment
réguliére exprimée sur la base de Haar. Pour commencer on analyse le comportement
des solutions trajectoire par trajectoire. En utilisant certains résultats déterministes déja
connus, on établit que dans un espace fonctionnel approprié, il existe un ouvert stable et,
pour toutes les solutions correspondant a toutes les réalisations de la force aléatoire, absor-
bant ; puis, on étudie les propriétés de I'opérateur résolvant quand les valeurs initiales sont
dans cet ensemble. On applique ensuite ces résultats pour ’étude de nos solutions consi-
dérées désormais comme des processus aléatoires dans 1’espace fonctionnel. Tout d’abord,
on considérera le cas ol la force extérieure est non-dégénérée, c’est a dire quand le systéme
est excité sur tous les modes de Fourier (en espace) et on prouvera grace a certains résul-
tats et méthodes nouveaux que les solutions définissent alors un systéme mélangeant dans
I’espace fonctionnel. On en déduira que pour toute valeur initiale donnée au probléme, sa
solution vérifie la loi des grands nombres et le théoréme central limite. Ensuite, on élargira
les conditions sur la forme de la force aléatoire en supposant que seul un nombre suffi-
sant mais faible de modes de Fourier sont excités. Dans ce cas on établira en utilisant
des techniques récentes de contrélabilité des équations aux dérivées partielles le caractére

mélangeant des équations primitives soumises a un cette forme de bruit dégénérée.

Mots-clés

Equations primitives, mélange, équations aux dérivées partielles stochastiques.



Title

Abstract

The thesis is dedicated to a study of the three-dimensional primitive equations of
meteorology and oceanology with a sufficiently smooth bounded random force, given by a
random Haar series. We start by analyzing the behaviour of the solutions for the equations
trajectory-wise. We derive from some known deterministic results that, when considered in
a suitable functional space, the equations possess there an open set, invariant and absorbing
for each realization of the random force, and examine the properties of the resolution
operator with initial data in this set. Then we apply the obtained results to study the
solutions for the equations, regarded as random processes in the function space. Firstly we
assume that the random force is non-degenerate in the sense that all its Fourier modes (in
space) are excited, and use some recent results and approaches to prove that the solutions
define a mixing process in the function space. We derive from this that for any fixed initial
data a solution satisfies the strong law of large numbers and the central limit theorem.
Next, we relax the assumption on the random force and assume that only a suitable finite
system of its Fourier modes is excited. Evoking in addition to the above, some recent

technique on controllability for nonlinear PDEs, we establish in this case similar results.

Keywords

Primitive equations, mixing, stochastic partial differential equations.
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Introduction

0.1 Description physique du probléme

Notre étude porte sur les équations primitives de la mécanique atmosphérique. Pour
développer ce modéle, il convient de préciser sur quel domaine on analysera le compor-
tement de 'atmosphére. En météorologie il semble naturel de considérer comme domaine
d’étude la sphére a 'instar de [21] ou pour le cas des équations primitives, a I'instar de [31].
Cependant I’échelle de variation de ’équation est plus petite ce qui justifie (cf [39]) qu’on
s'intéresse 4 un domaine bien plus réduit, par exemple le territoire de la France. Alors
la courbure de la Terre peut étre négligée ce qui nous permet d’assimiler notre domaine
d’étude & un pavé. On considére donc une portion de ’atmosphére décrite par le domaine
O :=[0,L] x [0, L] x [—h,0], muni du systéme de coordonnées x := (z,y,z). On décrit
I’état de cet portion d’atmosphére a travers deux aspects cruciaux : hydrodynamique et

thermodynamique.

Aspect hydrodynamique : On nomme wu := (uj,ug,us) le champ de vitesse tri-

dimensionnel dans O et p la densité du fluide.

La dynamique d’un fluide parfait est décrite par I’équation d’Euler :

<?j+(u-V)u>:?+F (1)

11
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ou F' sont les accélérations des forces extérieures auxquelles le fluide est soumis et p la
pression. L’analyse de cette derniére composante sera plus détaillée dans la partie suivante.
Etablissons maintenant le bilan des forces extérieures s’appliquant au fluide. On en compte
trois : premiérement, une gravité effective, —ge_z> qui en plus de la gravité réelle prend en
compte 'accélération centrifuge & laquelle est soumise ’atmosphére celle ci étant considérée
uniforme et dirigée verticalement sur toute 'atmospheére (cf [39]). Ensuite, accélération
de Coriolis de la forme f'gmﬁe_z> A u et enfin une éventuelle force extérieure f.

De plus on corrige notre approximation liée a I’hypothése d’un fluide parfait en ajoutant

a notre équation un terme de viscosité Awu . Ainsi (1) devient dans notre cas :

1
<?;:+(UV)U> :;vp_g€z+f00re_z>/\u+Au+f-

A cela g’ajoute I’équation de continuité pour le fluide :

dp

— + pdivu = 0. 2
i (2)
Aspect thermodynamique : De plus notre systéme est exposé & un flux de chaleur
absorbé ). On note T sa température S son entropie et ¢, sa capacité thermique massique a
pression constante. Par définition de la capacité calorifique & pression constante, et en vertu

du premier principe de la thermodynamique (dans le cas d’une transformation réversible),

on a

cpdl =TdS = Qdt
Qdt étant la chaleur apportée au systéme. Aussi a t-on

dr

CPE = Q

Cependant en considérant la transformation comme réversible, on a négligé la déperdition
de chaleur, on introduit donc un terme correctif AT prenant en compte la chaleur dissipée

On obtient alors :

dr
Cp E

Enfin on écrit la relation d’état de notre gaz le supposant de masse molaire 1 :

~ AT =Q. (3)

p=pRT (4)

0.2 Simplifications canoniques de I’équation

Hypothése de 1’équilibre quasi-statique : Pour continuer ’étude de notre systéme
on rajoute une hypothése dite de I’équilibre quasi-statique. En raison des dimensions du

domaine d’étude (en particulier la finesse du domaine), on peut négliger toute accéléra-
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tion verticale dans le fluide et donc considérer que celui-ci est a I’équilibre hydrostatique,
autrement dit que le gradient vertical de pression compense la gravité ce qui se traduit
par :

gz; = —pg. (5)
La premiére conséquence de cette approximation est qu’on remplace I’équation du mouve-
ment de ug par (5). De plus, en vertu de cette relation, la pression est monotone en altitude.
De cette observation découle I'idée de remplacer le systéme de coordonnées (z,y, z) vers
(',y',p) ot x = 2’ et y = ¢ en tout point. Dans ce cas les inconnues de notre équation ne
sont plus (u,p) mais (u, @), ot ¢ := gz(x,y,p) est le géopotentiel. Le premier intérét de
cette construction est d’abord un changement d’échelle verticale. En effet (5) implique que
cette échelle variable est linéairement dépendante de p ce qui permet d’éliminer ce dernier

terme des équations du mouvement qui deviennent :

0
((,;Lf—i-(uV)uk) = V® —ges + foores Aup + Aug + f, k=1,2.

L’équation d’état (4) est quant a elle transformée en

o0® RT
4+ = =

- 0.
op p

De plus cette transformation permet de réinterpréter '’équation de continuité (2) (cf [31]) :

premiérement le changement de repére dans le calcul de pdivu engendre le terme la di-

vergence bi-dimensionnelle de w dans le nouveau repére plus des termes supplémentaires ;

deuxiémement le développement de Ccll—f engendre le terme %fl—f ainsi que des éléments

correctifs, engendrés par la commutation des dérivées dans le terme convectif de %’, qui

compensent les termes supplémentaires issus de la transformation de p div u. Aussi, ’équa-
dp

tion de conservation de la masse devient en posant w := Z¢ et 4 := (u1, uz,w) :

diva = 0.

Reste encore que I'équation d’état a encore une dépendance en pression. On s’en défait
alors en procédant & un nouveau changement de variable ol comme coordonée verticale
on ne considére pas p mais une fonction d’une puissance p (cf [39]). On obtient alors pour
I’équation d’état,

0P

— + RT =0.
8p+

par ailleurs toujours en reprenant [39] on peut justifier que cette transformation engendre
dans les équations de mouvement et de conservation de la masse des perturbations qui sont

en pratique négligeables du fait des échelles météorologiques.

Le fruit de ce travail est de montrer que les équations primitives décrivant la mécanique
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atmosphérique ont exactement la méme forme mathématique que les équations primitives
de la mécanique océanique (cf [39]). Ainsi donc on peut remplacer 1’étude mathématique

de la premiére par celle de la seconde. Ainsi donc, dans la suite, on étudiera le systéme

3

ou
87: _Auk+j;8j(ujuk>+8kp+f00r€z/\uk = fr, k=12, (6)
divu =0, (7)

T
aat—ATJr(u.V)T:Q, (8)
dp
LT =0, (9)

ot u = (u1,ug,u3)(x,y, z,t), T =T(x,y,21) et p=p(x,y,t).

0.3 Conditions aux bords

Pour compléter la description du probléme il convient de préciser les conditions aux
bords auxquelles on peut le soumettre. Commencons par exposer les conditions aux bords
induites par la description physique du probléme. Les conditions les plus naturelles sont
les conditions de non-glissement sur les bords et sur le fond entrainant 8% x 7 = 0.

En présence d’un courant aérien au sommet du domaine, cette méme condition de non-

glissement entraine g—z = k. Enfin la non-interpénétrabilité des domaines entraine a%'ﬁ =
0. Par ailleurs 'absence de flux de chaleur sur les bords et au fond du domaine entraine

38% =0 en ces endroits et au sommet on pose ?’TZ =K (T —T%).

Cependant comme notre probléme est un modéle servant & présenter les propriétés
mathématiques de 1’équation, on prend des conditions plus simples : en 'occurence on
estimera que les différents champs sont périodiques de périodes les différentes dimensions
de notre domaine. Enoncons maintenant précisémment ces conditions et avec 1’équation

aux dérivées partielles qui nous occupera dans la suite.

0.4 Probléme déterministe

0.4.1 Introduction et notations

Pour mener I'analyse mathématique de ce probléme on peut se restreindre a ’équation
hydrodynamique, le caractére bien posé et les propriétés générales du probléme se déduisant
de cette étude. Ainsi en vertu de I’hypothése hydrostatique et en I’absence de température,
on a que la pression est indépendante de la hauteur.

Par ailleurs dans cette équation on a retiré la force de Coriolis. Ce retrait qui facilite nos
calculs est a priori sans conséquences sur notre analyse. Il convient cependant de noter que

ce terme peut avoir une influence majeure sur le comportement des solutions de I’équation.
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En effet dans le cas des équations primitives sans terme de trainée (viscosité nulle), il existe
des conditions initiales pour lesquelles toute solution réguliére du probléme a une norme
divergeant en un temps fini (cf [36]). Cependant les auteurs de [11] prouvent que le temps
d’existence de ces solutions tend vers l'infini lorsque la norme de la force de Coriolis tend
vers 'infini.

Ainsi donc, on considére désormais que I’évolution du champ u est ainsi régie par les

équations primitives que ’on écrit sous la forme suivante :

3
6uk
3
divu = Z 8ju]' = 0, (11)
7=1

avec u = (uy,ug,us)(x,y, z,t) et p = p(x,y,t). Pour compléter notre probléme, on ajoute

les conditions aux bords suivantes :

pour 7 =1 ou 2,
Uj(l’ —+ L,y,z,t) = uj(x,y,z,t), uj($7y + L,Z,t) = uj(x,y,z,t),
uj(z,y, 2+ h,t) = uj(z,y,2,t), uj(z,y,—z1t) =uj(z,y,2,1),

i.e u; est périodique en x, y et z, et pair en z; de plus,

’U,3($ + L7y7 Z,t) = UB(%% th)a Ug(fL', y+ Lv Z,t) = Ug(.’E, Y, Z7t)7
U3(xay72’ + h7t) = US(%ZJ,ZJ), U3(9Uay, —Z,t) = _u3(x7yazat)7

i.e ug est périodique en x, y et z, et impair en z.
On s’applique tout d’abord a simplifier (10) en suivant la démarche exposée dans [3] :
remarquons que ug peut se déduire des deux autres composantes via (11) ce qui nous

conduit & réécrire ’équation : en effet dans la mesure ot ug est périodique impaire,
us(z,y,kh) =0, k€Z,

ainsi, peut-on écrire la chose suivante
z
w(t) =~ [ diva(un,uz)(e. .0, 1o
—h

ot dive(u) := dyu1 + Oyug. Alors, en posant v = (ug,u2) on obtient I’équation pour v

z

5 2
Tk _ Avg + Zvjajvk - (/ diva(v))Ovg + Okp = fr k= 1,2 (12)
ot = ~h
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équation que l’on réécrit

0 # 0
l —AU+ (’U'Vg)?}— / diVQU('7'7§7 )df l—i_v?p:f’ (13)
at —h 82
avec les conditions aux bords suivantes :
U($+L7y?z7t):/U(:I:’y—i_L?Z’t):v(x7y’z+h?t) :/U(x7y7z7t)7 (14)
U(%?Ja _Z7t) :’U(Jf,y,z,t), (15)
et la condition aux bords
v(0) = vp. (16)

Le cas bidimensionnel associé est incarné par un champ uni-dimensionnel v(x, z,t)

vérifiant,
ov ov Z v ov
(%_Av+v8x_< hax(’g’)d§>8z+8xp_f’ (17)
avec pour conditions aux bords
v(x 4+ L, z,t) = v(z,z + h,t) = v(z, 2, 1), (18)
v(z, —z,t) =v(x, 2,1). (19)

Ces équations s’obtiennent quand on considére (13), (14) et (15) s’appliquant a un champ
de vitesse (v, f_zh divy (v)) bidimensionnel (i.e tel que v2=0) sur un espace bidimensionnel

(i.e indépendant de la variable y).

0.4.2 Historique des résultats

Existence d’une solution globale au probléme et comparaison a 1I’équation de

Navier-Stokes

Exposons maintenant quelques grandes étapes dans I’étude du caractére bien posé des
équations primitives : les fondations furent établies dans [31] et [32] pour une situation plus
complexe et plus générale, le domaine étant une variété et la densité du fluide étant une
variable. Dans cet article les auteurs, outre qu’ils définissent les espaces naturels pour leurs
solutions, introduisent la présentation variationnelle de ce probléme, qui est équivalente, et
le résolvent mais de maniére formelle seulement, les solutions étant alors des distributions

en espace.
L’existence de solutions fortes & ce probléme, c’est a dire de solutions avec une meilleure
régularité, n’a d’abord été établie que localement de maniére similaire aux résultats que

I’on retrouve pour les équations de Navier-Stokes. Pour plus de clarté on rappelle que



0.4. PROBLEME DETERMINISTE 17

celle-ci pour un champ tri-dimensionnel u sur R3, s’écrit :

?;—Au—i-(u Vu+Vp=f, divu=0.

Concernant nos équations primitives, on remarque que dans son terme bilinéaire,
ov
(v-Va)v+ Uy~ = (v-Va)v — dva (20)

le premier terme est identique & ce qu’on retrouve dans I’équation de Navier-Stokes. C’est
le second terme de cette composante bilinéaire qui fait toute la spécificité de I'analyse des

équations primitives ce qu’on va voir dans la suite de cette partie.

Tout d’abord, dans [14], les auteurs établissent des estimations pour la norme H! de
solutions a priori de ’équation ce qui leur permet d’obtenir dans le cas bidimensionnel (17),
(18), (19), 'existence de solutions locales pour le systéme ainsi que de solutions globales

dans le cas ou les données initiales sont suffisamment petites.

Cependant, le terme f_zh divz(v)% est plus compliqué que le terme non-linéaire de

I’équation de Navier-Stokes classique et cela a un impact sur les estimations & partir de
la troisiéme dimension. En évaluant ce terme de maniére classique grace a 'inégalité de

Ladyzhenskaya, on obtient

[ i)

Le probléme réside alors dans le fait que le si I'on veut établir une estimation a priori pour

ov

z

. 1/4 . 3/4
< C||V diva o][ 51| dive v][75".
L4 L4

la norme H' , alors on a comme estimation pour le second terme non-linéaire,

‘(/_Zhdivz(v)gz,Av)

Il est alors clair que le terme elliptique de I’équation ne suffira pas pour absorber le terme de

. 1/4 3/4 1/4
< C||V divy o] 14| diva v H/IIVfH / H*H S1Aw]| 2.

second ordre de cette équation et que donc on ne peut pas ainsi borner les solutions a priori
pour le cas tridimensionnel. Pour y remédier, les auteurs de [13] établissent des estimations

anisotropiques, en tirant avantage de la forme particuliére du terme f_z , diva(v) %. En effet,

/_ h divs (v)

Ce qui est ici surprennant c’est qu’on obtient une estimation pour une norme "plus forte"

on remarque que

< C||V diva o] 5] diva v}
L4(T2)

sup
z€[—h;0]

que celle de 'estimation précédente, moyennant des bornes plus faibles. Grace & cela, on
peut obtenir une estimation a priori suffisante pour établir I'existence locale de solutions

(ou globale pour des données initiales suffisamment faibles) pour les équations primitives
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tri-dimensionnelles. De plus en analysant cette derniére estimation on remarque que la
constante C' dépend linéairement de la hauteur h du domaine; cette observation permet
aux auteurs de [17] d’établir I'existence globale de solutions aux équations primitives dans
le cas ol h est suffisamment faible ("domaine fin").

L’étape suivante dans 1’étude des équations primitives a été 1’établissement de 1’exis-
tence et de I'unicité de solutions & long terme pour les équations primitives tri-dimensionnelles.
Ce résultat fut démontré indépendamment dans [22] et [3]. Dans [22] auteur, en travaillant
sur la forme compléte et non projetée (sur les espaces a divergence nulle) de I’équation met
a profit la forme particuliére de la pression ainsi que du second terme non-linéaire, en
dérivant équations primitives selon z. Grace a cette estimation ainsi qu’a une estimation
sur la norme de la dérivée temporelle des solutions a priori, on borne alors la norme de la
dérivée spatiale des solutions a priori, permettant ainsi d’obtenir ’existence & long terme
des solutions fortes des équations primitives.

L’approche présentée dans [3] que nous suivrons dans la suite se fonde encore sur
la forme particuliére du terme non-linéaire de notre équation. Au lieu d’avoir le terme
convectif tridimensionnel (u - V)u ol u en entier est soumis a I’équation de Navier-Stokes,

o) . SR
92 est plus simple car uz ne

on observe dans (20) que le terme de convection en z, us
vérifie pas ’équation de Navier-Stokes mais une simple égalité de conservation de volume
portant sur w. Ainsi, du point de vue de la difficulté analytique, le terme de convection
en z et donc la dérivé spatiale % ont une importance moindre que le terme de convection
bidimensionnelle (v-V32)v. A ce titre 1a, on peut considérer que les équations primitives sont
& mi-chemin entre les équations de Navier-Stokes bidimensionnelle et tridimensionnelle.

Plus concrétement, on sépare le champ de vitesse v en une moyenne verticale v et une
composante complémentaire .

Alors, la différence entre les équations vérifiées par v et ¥ et notre équation hydro-

dynamique (13), est essentiellement l'ajout d’un terme non linéaire com- -plémentaire

(0 - V2)0 + (dive ©)0, induit par la dislocation de v dans le terme convectif. Les auteurs
entreprennent alors d’évaluer ||Vo||r2. Pour la composante bilinéaire, en remarquant que o
ne dépend plus que de x et y on obtient via l'inégalité de Ladyzhenskaya, des estimations
plus favorables pour le premier terme de (20). Quant au second terme de (20) il disparait.

Enfin on obtient avec des méthodes standard une majoration du terme engendré par

¥ - V)0 + (dive 0)0 via I'estimation de la norme L8 de ©. Or la seule difficulté dans cette
(

estimation est de nouveau la majoration du terme engendré par (0-V2)0 + (dive 0)7 et
ici on peut "extraire" l'opérateur différentiel Vo de la moyenne en z ce qui permet de

conclure. Ce ne serait pas le cas pour I’équation de Navier-Stokes tridimensionnelle ou le

terme complémentaire, aurait la forme suivante (0 - V)0 + u;;% ol u tout entier vérifierait
I’équation de Navier-Stokes.
Ainsi a la différence des équations de Navier-Stokes tridimensionnelle, ici les auteurs

peuvent conclure & l'existence d’une unique solution aux équations primitives.
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Ensemble absorbant pour le probléme

L’analyse de [3] est affinée ensuite dans [19] : une réévaluation du terme source extérieur
dans 'estimation a priori en norme L% de © permet de la rendre uniforme. Grace a cela
'auteur démontre I’existence d’un ensemble absorbant pour le systéme en norme H'. Cette
approche a ensuite été approfondie dans [34] : tout d’abord la preuve du caractére bien posé
du systéme dans les espaces de Sobolev de degrés élevés est apportée. Ensuite I'existence
d’un ensemble absorbant pour le systéme dans ces mémes espaces est données. Dans ces
deux articles le résultats sont établis pour le cas d’un probléme avec conditions aux bords
périodiques.

Dans le cas de conditions aux bords de Neumann le caractére bien posé de 1’équation
ainsi que 'existence d’'un ensemble absorbant ont été démontrés pour la norme de Sobolev
de H? dans [20]. Ces mémes résultats sont prouvés pour le cas des conditions aux bords
utilisées dans [3] et dans [18|

0.5 Le probléme stochastique

0.5.1 Introduction et notations

Compte-tenu des incertitudes qui naissent & I’établissement des paramétres empiriques
du probléme associé aux équations primitives, dans la valeur de la condition initiale, par
exemple, il est naturel de considérer les aspects probabilistes de ce probléme et d’étudier
(13) et (16) dans le cas d’une force stochastique f et éventuellement d’une valeur initiale
v aléatoire. Alors la solution du probléme v est un processus stochastique.

Pour une équation stochastique ®(u) = f, on distingue deux formes de solutions :
les solutions fortes (probabilistiquement) d’une équation stochastique sont les u tels que
D(u) = f presque strement. Les solutions faibles (probabilistiquement) ou solutions
martingales, sont les u tels que D (u) ait la méme loi que f. Tandis que la premiére notion
découle assez naturellement de son homologue déterministe, la seconde correspond & une
description statistique des solutions pour caractériser le comportement physique du sys-
téme. Dans ce cas 1’évolution du systéme est résumée par 1’évolution de la distribution de
ses états dans ’espace des phases.

Un processus stochastique vérifie la  propriété de Markov, quand la dépendance du
futur de ce processus vis & vis de son passé se résume & sa dépendance vis & vis de son
état présent. On considére un processus de Markov dont 1’état statistique serait décrit par
une distribution p. Alors i est dite stationnaire si p est inchangée en temps. Par ailleurs
un processus stochastique est dit mélangeant si les lois de ses états convergent & l'infini
en temps, vers une mesure stationnaire au sens de la convergence faible des mesures; on
précisera toutes ces notions & la section 2.1.

Précisons enfin la forme que prend classiquement le terme stochastique f. Le premier



20 INTRODUCTION

cas est celui du processus par a-coups : ce processus est défini par morceaux c’est a dire
comme étant une variable aléatoire sur des segments de longueur identique. Le second est
le bruit blanc qui est la dérivée temporelle du processus de Wiener décrivant le mouvement
Brownien c’est & dire la diffusion d’un nuage de particules dans un milieu.

La force aléatoire qui nous a plus précisémment intéressés dans ce travail fut un bruit
borné et statistiquement périodique en temps, prenant la forme d’une série de Haar aléa-
toire non dégénérée qu’on nomme bruit rouge et dont la forme exacte es donnée dans la
Section 2.1.

0.5.2 Historique des résultats stochastiques
L’exemple de ’équation de Navier-Stokes bidimensionnelle

Pour mieux comprendre les jalons de I'analyse stochastique des équations primitives, il
convient de 'examiner & l'aune du travail similaire réalisé sur ’équation de Navier-Stokes
bidimensionnelle.

Le cas se rapprochant le plus du systéme déterministe est celui de [27]. Dans ce cas 1a
en effet, 'existence d’une solution au probléme stochastique se déduit du caractére bien
posé de I’équation déterministe, et on obtient naturellement que la solution définit une
chaine de Markov. De plus, les propriétés déterministes du systéme permettent d’établir
I’existence d’une mesure stationnaire pour le processus stochastique engendré, et de prouver
le caractére mélangeant du systéme.

Pour le cas du bruit blanc, il est classiquement établi (cf [26]) que 'équation de Navier-
Stokes bidimensionnelle perturbée par un bruit blanc admet une unique solution et que le
processus stochastique ainsi construit admet une mesure stationnaire. Le dernier résultat &
obtenir concernant ce probléme est 'unicité de la mesure stationnaire pour le systéme. Dans
[10] les auteurs concluent & 'unicité de la mesure stationnaire et au caractére mélangeant
du systéme dans le cas assez contraignant ou le bruit est suffisament peu régulier. Se pose
alors la question du caractére mélangeant pour le cas ou le systéme est excité par un bruit
dégénéré, cette a dire ici un bruit blanc dont seul un nombre fini de modes sont exprimés.
Dans [38] les auteurs prouvent l'unicité de la mesure stationnaire du systéme dans le cas
ou le bruit bien que déja dégénéré est animé sur un nombre trés grand de modes (nombre
dépendant du coefficient de viscosité de I’équation).

Ensuite dans [25] et parallélement dans [2], le caractére exponentiellement mélangeant
du systéme, et donc l'existence d’une unique mesure stationnaire pour ce dernier, a été
établie pour le cas d’un bruit blanc dégénéré porté par un nombre fini de modes grand
et dépendant toujours de le viscosité (le résultat est également vrai quand tous les modes
sont excités).

Finalement dans [16] I'existence et I'unicité d’une mesure stationnaire pour I’équation

de Navier-Stokes bidimensionnelle a été établie quand celle-ci est perturbée par un bruit
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blanc, exprimé sur un nombre fini et petit de modes. Concernant ’existence et I'unicité de
la mesure stationnaire pour les équations de Navier-Stokes bi-dimensionnelles soumises au

bruit blanc, tout les résultats précédents ont été résumés dans [8].

Avant d’aborder le cas des équations primitives tri-dimensionnelles, mentionnons brié-
vement le résultat concernant les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles sur un
domaine fin : dans ce cas 1a les auteurs de [6] prouvent I’existence d’une mesure station-
naire et le caractére mélangeant du systéme soumis a une force par a-coups. De plus,
ils établissent que cette mesure converge vers la mesure stationnaire pour 1’équation de

Navier-Stokes bidimensionnelle.

Cas des équations primitives 3D

Abordons en premier lieu le cas des équations primitives tri-dimensionnelles pertur-
bées par une force par a-coups. Comme dans le cas de ’équation de Navier-Stokes bidim-
mensionnelle, ’analyse du caractére bien posé de ce probléme suit naturellement celle du
probléme déterministe associé. De plus ce dernier détermine essentiellement les propriétés
stochastiques du systéme. En particulier, auteur de [5], prouve le caractére mélangeant
du processus stochastique engendré par le systéme soumis & une perturbation aléatoire par
a-coups, en appliquant un résultat général (théoréme 3.2.5) issu de [26] dont les hypothéses

portent essentiellement sur le comportement déterministe des équations primitives.

Pour le cas du bruit blanc on se référe a [9]. De la méme maniére que pour ’équation
de Navier-Stokes bidimensionnelle, dans cet article, les estimations a priori sur 1’énergie
des solutions permettent d’établir ’existence de solutions locales a I’équation stochastique
puis la globalité de ces solutions. Similairement, les auteurs de [15] prouvent l'existence

d’une solution globale pour les équations primitives avec une autre forme de bruit blanc.

Enfin la preuve de I'existence d’une mesure stationnaire pour les équations primitives
tri-dimensionnelles a été apportée dans [12]. A 'instar de [26] la preuve de cette propriété
se fait grace & deux propriétés du systéme : la propriété de Feller d'une part et le caractére
tendu des lois du processus stochastique défini par I’équation, d’autre part. L’écueil ici est
que la propriété de Feller ne peut se prouver que dans H'. Par conséquent le caractére
tendu de la famille de lois est établi dans H?, ce qui permet de construire via l’ansatz
de Bogolyubov-Krylov une mesure dont on prouve grace a la propriété de Feller dans H'!
qu’elle est stationnaire. Cependant les développements de [12] mettent en exergue une
difficulté essentielle de les équations primitives tri-dimensionnelles perturbées par un bruit
blanc, qui est I’absence d’estimation a priori sur les normes de Sobolev élevées des solutions
ce qui constitue un obstacle majeur pour une éventuelle preuve de la propriété de mélange

pour ce systéme dans ce cas.
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0.6 Reésultats principaux

Cette thése est divisée en trois parties. En vertu de la structure du bruit étudié dans
notre cas il parait naturel de suivre la structure de I’étude des processus stochastiques
stimulés par un processus par a-coups. Ainsi les deux premiéres parties seront consacrées
respectivement & ’analyse des équations primitives déterministes et a 1’établissement de la
propriété de mélange. Plus précisémment, ayant rappelé le caractére bien posé du probléme,
déja établi auparavant on établira une série de résultats déterministes pour le systéme qu’on

peut résumer ici sous la forme suivante :

Théoréme A. Pourj > 2, dans Uespace de Sobolev HI espace des phases de notre systéme,

le processus a temps entiers S engendré le résolvant des équations primitives
S HY x L=([0,T), H 1) v HI, S (u, ) — S(u, f),

est analytique et non dégénéré c’est a dire que sa différentielle en f a une image dense dans
’espace des phases. De plus ce processus est réqularisant S : H? x L>([0,T], H7) — H/ T
Enfin pour tout C* > 0, le systéeme défini sur H7 x BLoo([07T]7Hj71)(C*) admet un ensemble
A absorbant et invariant. De plus le processus issu de cet ensemble est dissipatif i.e pour f

nulle, le systéme est contractant sur HJ.

En se fondant sur ces résultats, dans la deuxiéme partie, on reprendra I’analyse de [24]
et [28] pour établir un résultat de mélange pour le processus stochastique engendré sur les

instants entiers :

Théoréme B. Lorsque f est un bruit non-dégénéré borné défini par morceaux sur les
intervalles entiers, alors le processus stochastique a temps entiers engendré dans H? pour
J > 2 est exponentiellement mélangeant, autrement dit, il admet une mesure stationnaire,

vers laquelle convergent exponentiellement vite, les distributions des itérations de S.

Ce résultat admet une extension aux temps continus : on établira I'existence d’une
mesure 1-périodique pour ce systéme vers laquelle convergent, exponentiellement vite les
distributions du processus & temps continus. Le théoréme B entraine que notre systéme
vérifie la loi des grands nombres et le théoréme central limite. De ce fait, les moyennes
temporelles de nos grandeurs physiques tendent a suivre des lois Gaussiennes dont on
peut obtenir les paramétres. Grace a cela, on peut établir certaines propriétés statistiques
de nos grandeurs physique : plus particuliérement, la loi forte des grands nombres nous
permet de calculer I'espérance des associée a la mesure stationnaire de notre systéme et
donc d’analyser le comportement & long terme de notre systéme.

L’établissement des théorémes A et B était déja 'objet d’un article ([1]), accepté pour
publication au journal "Stochastic PDE : Anal. Comp.". Ici cependant, la preuve de ces

résultats sera présentée de maniére plus développée. La troisiéme partie sera elle dédiée
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a une analyse de la contrdlabilité de notre systéme, résultat qui nous permet d’étudier
le cas ou f est un bruit dégénéré, mais non trés dégénéré, c’est & dire exprimé sur un
nombre minimal (en 'occurence 10) de modes de Fourier pour la variable spatiale. Alors, le
théoréeme A et les autres résultats analytiques présentés dans [1], d’'une part, et les résultats

de controlabilité issus de [33], d’autre part, permettent d’établir le résultat suivant :
Théoréme C. Le théoréeme B reste valable dans le cas ou f est borné et dégénéré.

Dés lors, de méme que dans le cas du bruit non-dégénéré, ce résultat induit que notre
systéme engendré par un bruit dégénéré, vérifie la loi des grands nombres et le théoréme
central limite.

Enfin I’annexe, en plus de regrouper une série de résultats techniques, présentera une
preuve différente du théoréme permettant d’établir la propriété de mélange de notre sys-

téme.
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Chapitre 1
Etude déterministe

Maintenant, précisons le contexte exact dans lequel nous allons étudier notre équation

et établissons le caractére bien posé du probléme déterministe associé.

Tout d’abord introduisons une version plus compacte de (13) : en posant

b(u,v) = (u-Va)v — </ diva u(, -, &, )df) ?, (1.1)
—h z
on peut la réécrire ainsi
Z: — Av+b(v,v) + Vap = f, (1.2)

ou v = (vy,v2)(z,y, 2,t) et p=p(x,y,t).

Notons en outre que si v(z,y, z,t) satisfait (14) et (15) on peut considérer ce champ

vectoriel comme un champ sur le tore,
v:0xRT - R? 0= (R/LZ)* x (R/hZ),

paire en z. Notons T2 = (R/LZ)? et Ty, = R/hZ alors O = T% x T},

Ajoutons maintenant que le champ v vérifie une condition d’incompressibilité dérivée
de (11). En effet en intégrant cette derniére en z et ajoutant les conditions aux bords, en

posant
0
U= / U('v'vgv')dga
—h

on obtient
dive v = 0. (1.3)

Ensuite on fixe la condition initiale suivante
v(+,0) = vy, (1.4)

25
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ol, en plus de (14), (15) et (1.3), vp vérifie :
/ vod(¢ = 0. (1.5)
(@)
Comme, en outre on exige que f satisfasse

</@fdg) (1) =0, W>0, (1.6)

on obtient qu’une solution v de (1.2), sous les conditions (1.5) et (1.6) a la propriété

</@ mg) () =0, vt>0. (1.7)

Pour tout j € Z on baptise H’(Q) I'espace de Sobolev de degré j sur Q et

suivante

H :={ve (Hj(([))))2 : /@Ud( =0, v est pair en z},
et dotons le du produit scalaire
(u,0); = (VY u, (V)0).
Ensuite pour tout j € N/{0} on pose
V7= {w € H’ : w satisfaisant (1.3)},
et VY la fermeture de V! dans L. De plus, on note :
H" ®R?*1 := {v(t) + c,v € H",c € R?},

ou 1 est la fonction uniformément égale & 1. Dans la suite, quand cela ne portera pas a
confusion, on abrégera H en H et VO en V.
Pour j € N, on note :
— Ej([tr, to]) == L2([ta, 2], V7)
— Uj([t1,t2]) = {u € Ej11([t1,t2]), % € E;j_1([t1,12])}. On remarque que Uj([t1, t2]) —
C([t1,t2],V?), voir le théoréme 3.1 du premier chapitre de [30].
— on adopte les notations suivantes F;(T") := E;([0,T]) et U;(T) := U;([0,T7), ainsi
que [[[f[llx := supy [[f(#)[[ye-
— enfin, pour tout espace de Banach E, on pose Bg(a, R) la boule ouverte de centre
a et de rayon R selon la norme de E et Bg(a, R) la boule fermée; on omettra a

quand cela vaudra 0.

Ceci dit, on peut affirmer, en se référant a [34], Uexistence et 'unicité de solutions fortes
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a I’équation, solutions que ’on définit de la maniére suivante :

Définition 1. Soient T >0, m > 1 et vg € V™, v est une solution forte de (1.2),(1.4) si
v € Un(T) et Ip € L*([0,T), H™(T2)) tel que (v,p) vérifient (1.2) et (1.4).

Définition 2. Soient T >0, m > 1 et vg € V™, v est une solution forte de (1.2),(1.4) si
v € Un(T) et v vérifie (1.4) et

dv
dt—Av—i—(v-Vg)v—(/_h

z

divs v)% = f (1.8)

au sens faible (i.e dans V).
Remarque. Ces deux définitions sont équivalentes.

Démonstration. Pour passer de la premiére a la seconde on teste (1.2) contre un élément
de V et on constate que le gradient de pression disparait. Inversement si on a une solution
au sens de la deuxiéme définition v on peut recalculer le terme engendré par la pression

qui doit ne peut qu’étre un gradient toujours en vertu de ce qu’il s’annule quand testé par

Vv O

De plus si v(¢,t),t > 0 est tel que v((,t)|o<t<T soit solution de (1.2), (1.4) pour tout
T > 0 alors, v est une solution sur R*.

Pour établir le caractére bien posé du probléme (1.2), (1.4), nous en référons a [34| qui
nous permet d’obtenir directement des estimations pour les espaces de Sobolev élevés (cf
aussi [5] pour une résultat semblable dans le cas d’une force constante en temps). Ainsi en

reprennant les théorémes 2.1 et 3.1 (dans [34]), on peut affirmer :

Théoréme 1. Soient m > 1, vg € V™ et f € LR, V™ 1) alors ’équation (1.2)
admet une unique solution dans C(RT,V™)N L2 (RY, V™). De plus pour tout T > 0, la

norme de v dans C(RT, V™) N L (RT, V™) est majorée par une constante dépendant
uniquement de T,||vo|lvm et ||| f]|lm-1-

La premiére partie de ce travail est consacrée a 1’établissement de résultats déterministes
concernant notre systéme. Dans la deuxiéme partie on s’intéressera a 1’aspect stochastique
du probléme en introduisant la notion de bruit rouge avant d’énoncer un théoréme issu de

[28] nous permettant d’établir que notre processus est exponentiellement mélangeant.

1.1 Reésultats utiles

Maintenant, présentons quelques résultats utiles pour les calculs & venir.
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Formule 1. On a pour tout v € V! et p € HY(T?)

/ v - V2p = / U(l’,y,z> : V2p<$,y)d$dyd2’ = /2 ?_)(1'7:11) ' v2p(x7y)dmdy
0 0]

Tz

:/T dive(9)(z, y)p(x, y)dxdy = 0.

2
L
En outre,

Lemme 1. Nous avons alors la décomposition orthogonale suivante :
H=Va&VH (T?),

ot Vo HY(T%) := {Vap,p € H'(T2)}.

Démonstration. Clairement VoH'(T%) appartient & H. Considérons maintenant la base
complexe de H'(T?) faite des vecteurs e2™/L(mz+my) pour m et n dans Z. Alors Vo H'(T?)

est engendrée par

Tin = (m) eZim/L)(matny) =y e Z, jm| + |n| # 0.

)
n

En vertu de la formule 1, les espaces V et VoH!(T?%) sont orthogonaux. Il nous reste donc
a prouver que tout vecteur orthogonal & VoH 1(T%) appartient a V. L’espace H admet

pour base othogonale complexe {Aﬁfn :m,n € Z,k € N}, ou

Al;n—l’—n _ <m> 6(2i7r/L)(mm+ny) COS(I{ZZ),
n

m

Afn_n = (—n) e(2im/ L) (ma-+ny) cos(kz).

Si on écrit v € H, tel que v L VoH(T?%), dans cette base, comme

— § : k+ AKk+ k— Ak—
v = (Um,nAm,n + Um,nAm,n> )

m,n,k

on observe que
0=(v,Tpn) = hL(m2 + n2)vg;j; - 0.0-

Dés lors

kx AkE 0— AO0—

v = Z vm,TLAm,n + Z Um,nAm,n'
m,n,k#0 m,n

La fonction v satisfait (15) et (1.7) car elle appartient & H et vérifie (1.3) car les fonctions

Aﬁ;n et A?njfn vérifient cette propriété. Dés lors v € V. O
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On note que la base {Afnin} est une base orthogonale de H7, et on définit la la projection

B de la maniére suivante :

B Y (ALARL A ) YD AR YA ()
m,n,k m,n,k#0 m,n

En conséquence, Uensemble des fonctions {AFS m,n € Z,k € N/{0}} U {AY . m,n €

Z}est une base orthogonale de V7. Les fonctions Aﬁfn

A. En effet

sont des vecteurs propres 'opérateur

—AAY, = (/L) (m? +n®) + WPE?) AL,

Alors, on définit
(e’n)neN tels que - Aen = )\nen, (110)

la base orthonormale de V obtenue en normalisant {A%: m,n € Z,k € N/{0}}U{AD,,m,n €
Z} vis & vis de la norme L? et ordonnée de sorte & ce que les valeurs propres \, soient
croissantes.

De l'orthogonalité de {A*Et m,n € Z,k € N/{0}} U{A% ", m,n € Z} et en utilisant la

m,n? m,n?

forme (1.9) de l'opérateur 3, on obtient :
Lemme 2. Pour toutr € N Uopérateur P : H" ®R?1 + V" est une projection orthogonale.

On obtient également I'inégalité de Poincaré, les valeurs propres de —A, associées a la
k+

base orthogonale A7 |

étant toutes positives.

Lemme 3. I existe C > 0 tel que pour tout v € V1,
|v]l2 < C[[Vvl[ 2. (1.11)

Ensuite en considérant b(u,v), la partie non-linéaire de I’équation (1.2) on a,

Lemme 4. Pour tout w € V, v € (HQ((O)))2
(b(w,v),v) = 0.

Démonstration. En effet ((w- Va)v,v) = —3(diva(w)v, v) et

Pour la premiére formule on obtient la preuve par intégration par parties (selon les deux

premiéres variables seulement) :

J

((w- Voo = [

T3

5 ((w - Va)v)v — /11‘2 diVQ(’LU)'U2,
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Pour la seconde on réalise une intégration par parties en z en s’appuyant sur [ N , dive(w)|.=0 =
0. D’ou le résultat. 0

Ensuite, on a le résultat suivant

Lemme 5. En considérant u = (ui,us),v = (v1,v2) € (L*(0))?, on peut écrire Vb(u,v)
comme une somme de termes

c%j/
ot’

Dy D*Fuy, <D’“ / hdinuj(-,-,g)d§> D" k=01, jj'=12,

ow D' peut-étre tout monoéme des dérivées spatiales (0z,0y,0.) de degré 1. De méme,

Ab(u,v) s’écrit a partir des termes suivants

z 8 .,
D*u;D* Fu,, (Dk/ divy uj(.,.,g)dg> D2*k%, k=0,1,2, j,i =12
—h z

Lemme 6. On a les estimations suivantes :

[o(w, v)[[ 2 <Cmin({lullys|[vf[y, [Jully]vflvs),

IVb(u, )|| 2 <Cmin([[ullys|[v]ly2, [[ullv2[[v]lys)-

Démonstration. Pour la premiére estimation il suffit de constater que

- Fohollzs < ullz=lVonllzs < llulyallollys
ou [ullys[Vavllzs < Il olly=
s v . ov
[ avaaf|| < pawvauon || 52| < plvslolvs
—h z 2 2

ou || divyul|z2

00l vl
_ u v .
82 Loo_ Vl V3

Pour la deuxiéme, en vertu du lemme 5, il suffit d’établir les estimations suivantes

|ID*uD* ol 2 < Cllullp<||D?0llre < Cllully2|[v]]y= k=0,
Cl|Dul[s[|[Dollrs < Cllully2|[v]|y2 k=1
z 0 0
HDk/ dinuDl’ka—v SCHdivzuHLm‘ DL < Ollullys|lvlly: k=0,
—h Zllp2 Oz ||z
_ ov
ou C||diva ul|zs Da— < C|ully2]||v]|ys k=0,
z L3
, ov
ClIDdiveullzs || 5= < Cllullys|lvlly2 k=1,
z L3
ov

ou C||Ddivaul|z2 < Clully2]|v]]ys kE=1.

LOO
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O

Les lemmes 1 et 6 nous permettent de réécrire (1.2) dans un sens apparement plus
faible mais en réalité équivalent. Soient u,v € C([0,T],V?) N E3, alors grace au lemme 6,
b(u,v) € L? ([O,T], (Lz(@))2>. De plus, u et v étant pairs en z, il en va de méme b(u, v).

Ainsi b(u,v) € H @ R1 donc en vertu du lemme 2, appliqué au cas r = 0, on peut définir,
B(u,v) := Bb(u,v), u,ve C([0,T],V?*) N Es.

Alors pour m > 2, f € Ep,—1 et vg € V™, (1.2), (1.4) est équivalente a :

O AvtB) = (1.12)

complétée de (1.4). En effet considérons v solution de (1.2) et en appliquons B a (1.2).
Alors en vertu de la formule 1 on a P(Vap) = 0 et grace a (1.9), on montre que v € V",
PAv = Av. Ainsi obtient t-on (1.12). Ensuite, soit v € U,,(T") une solution de (1.12); on

reconstruit alors la variable p grace a la relation
Vaop = b(’l), ’U) - B(Uv U)

et (v, p) est alors une solution de (1.2). De plus on a grace au lemme 2, le corollaire suivant

au lemme 6

Corollaire 1. On a les estimations suivantes :

1B, v)[[ 2 < [[b(u, v)[| 2 <Cmin([fullys|[ollyr, [[ully1[[ollvs),

1B, v)[[yr < [|Vb(u, v)|[r2 <Cmin([lullys|[v]lv2, [lullva]lv]lys)-

Par ailleurs

Lemme 7. La composante bilinéaire B vérifie
1B(w, v)[lvm < Cllullymer|[v]|ymer,  m =2
Démonstration. Pour m > 2, 'espace H™ est une algébre ; dés lors, primo,

I(w - V2)ol[am < Clullym|[Dof|gm < Cflullym[o|lyms

z ) 9
H/hdlvzuaz’

Deés lors, une conséquence immédiate de (1.12) est le corollaire suivant au théoréme 1 :

secundo

< CllDullgm || Dv||m < Cllullymer|[v]lymr
Hm

O
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Corollaire 2. Pour m > 2 et en gardant le méme cadre que pour le théoréme 1 on peut

ajouter que la solution v est dans Uy, (T') pour tout T > 0.

Démonstration. Dans les conditions du théoréme 1, la solution v vérifie
ve L ([0,T], V™t n oo, 7], v™),

dés lors, en vertu du corollaire 1 (pour m = 2) et du lemme 7 (pour m > 3), on a
B(v,v) € L*([0,T],V™1). De méme Av € L2([0,T],V™ 1) et f € L2([0,7],V™!) donc
en vertu de (1.12) on a % € L2([0,T], V™ 1) d’ou notre résultat. O

1.1.1 Ensemble absorbant pour le systéme

L’existence d’un ensemble absorbant est prouvée dans [5], pour le cas des équation
primitives soumises & une force f constante en temps. Pour le cas ou f dépend du temps,
cette propriété est affirmée, grace aux estimations a priori sur les équations primitives et
a d’autre résultats auxilliaires, dans [34]. Ce résultat étant crucial pour le déroulement de

notre raisonnement, on ’explicite ici et on en apporte la preuve.

Théoréme 2. Pour un entier m > 1 supposons qu’il existe une constante C* telle que
L @)[ym— <C* VEZ0

alors il existe R = R(C*) tel que pour tout M > 0, existent T = T(M,C*) et K =
K(M,C*) > 2R tels qu’une solution de (1.2) telle que ||vg|lym < M vérifie :

Jo(®)|lym < K, t>0,
lv@)|lym <R, t>T

Démonstration. On cherche & établir ici, pour tout m > 1, la propriété suivante II : "il
existe un K > 0 tel que pour tout R > 0 il existe Tj tel que pour tout v solution
de (1.2) partant de vy € By=(R) et soumise a f, v(t) € Bym(K) pour tout ¢t > Tj".

Le point de départ de notre raisonnement est 'inégalité asymptotique que l'on peut

établir pour la norme L? de v; en reprennant l'inégalité (2.2) dans [34], on établit :

Estimation en norme L? de v :

t+1
o+ DIE=+C [ Vel < NIl + O
t
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Si bien qu’en fixant K := %C*, pour tout R > 0 il existe Ty tel que

l()])2. < K, t>Tp (1.13)

t+1
/ |[Vo||3, < K, t>Tp. (1.14)
t

Considérant cela, on peut choisir R fixé quelconque et Ty déterminé en conséquence ; il
s’agira alors de prouver que l'existence d’un ensemble absorbant pour la norme L? en-
traine la méme propriété pour le rang m mais avec un ensemble absorbant d’une taille
K différente. Cependant pour simplifier les notations dans la suite chacune des boules

absorbantes aura pour rayon un K qui sera donc une valeur polyvalente.

Maintenant, en reprennant l’estimation (2.10) dans [34], on obtient le résultat suivant :

Estimation en norme LSde ¥ :

d||9]|%s
dt

~1~12]2 ~
+ C/@ |Volol?|” < C'(1+ [JullZe + [1V20l[72 + [[ollZ: ][ V2vllZ2) 19115 + C'lIF11%s-

Alors en appliquant le lemme 8 et de (1.13), on obtient qu’il existe K > 0 tel que
I3]0 < K, t>Ty+1 (1.15)

t+1
/ / IVola)?]P < K, ¢>Tp+2. (1.16)
t )

Ceci établi, on peut aborder les estimations en norme H'; tout d’abord, on réutilise ’es-
timation (2.12) dans [34] pour affirmer :
Estimation en norme L? de Va0 :

d||V27][7,

L C||Az0][F2 < C'||]|72]V20]|72]|V20|[7 2 + C'|| V217

([ 1vail) + 1l
Ainsi, en vertu du lemme 8, et de (1.13) et (1.15), il existe K > 0 tel que
IVol|2, <K, t>Typ+3 (1.17)
t+1
/ A2 < K t> Ty +4. (1.18)
t

Ensuite on considére le cas de la dérivée verticale de v; on a le résultat suivant (cf (2.13)

de [34]) :
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Estimation en norme L? de u := % :

d”“”%z
dt

- _ of
+ ClIVull3e < C (1ol + IV2012)2 2z + C'|| 52| el

Aussi,en vertu du lemme 8, et de (1.15) et (1.17), il existe K > 0 tel que
lulljo <K, t>To+5 (1.19)
t+1
/ IVul|? <K t>Ty+6. (1.20)
t

Enfin on peut déduire de 'inégalité (2.14) de [34] le résultat suivant :

Estimation en norme H* de v :

d||Volf]
TLQ +Cl|lAvlfF: < C'(Iollzs + V00117l Vol [72)[ Vol [f2 + Ol f[72-

Deés lors, en vertu du lemme 8 et de (1.13), (1.15) et (1.19), il existe K > 0 tel que :

IVo|[2, <K, t>To+7 (1.21)

t+1
/ |Av|2 < K t>Ty+8. (1.22)
t
Ainsi établit on 'existence d’une boule absorbante dans le cas m = 1. Pour prouver le cas

m = 2 on doit prouver deux estimations supplémentaires I’'une portant sur u et 'autre sur

Av. Pour la premiére, on se référe a (3.13) dans [34| pour affirmer :

Estimation en norme L% de u :

dHuHGLb- 2 4 6 of |6
2 4 OVl Ballultts < (ol + Dl + |0
En vertu du lemme 8 et de (1.21) il existe K > 0 tel que
lullfs <K, t>To+9 (1.23)
t+1
[ IVl < 6= T+ 10. (124
t

Ensuite, pour le terme Av on a, en se référant a (3.6), 'estimation suivante :

Estimation en norme L? de Av :

d|| Av|[7
TLQ +ClIVAY|[Z2 < C'(ullzs(IVullZ2 + 1) + D|Av|[Z2 + [|AFIIZ:
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Aussi, en vertu du lemme 8 et de (1.23) et (1.19) il existe K > 0 tel que

|Av||3, < K, t>Tp+11 (1.25)

t+1
/ |IVAv|[2, < K, t>Ty+12. (1.26)
t

Exposons briévement le raisonnement permettant de généraliser ce résultat pour m >

2 : en reprenant les résultats de [34] , on prouve une derniére estimation :

Estimation en norme H™ de v : Pour m > 3, on a

dHvaHiz m+1, (12 m—1, (14 m, (12 m—1 g2
—a IVl < GOVl [V ol[ne + IV f]]72)

Démonstration. En effet on déduit de (3.17) et (3.18) dans [34],

d||V™ol[Z

S IVl

m
— 1/2 1/2
< C( DIV 2o o IVF0 2 9l Vo)
k=1

m—1
_ 1/2 _ 1/2
+ 3 IV | o [V || [0 R 2|0 |
k=1
1/2 3/2 _
1192012190l [V [ 4 9™ L IV ol 2 ). (1.27)

Dés lors, en vertu de I'inégalité Poincaré

dHvaH%g m+1_ 112 m—1 m, 111/2 ) gm+1,,(3/2
ST [0l < C(IT™ el e[Vl 2 o

VT2 [V ol ), (1.28)

il.e
dHVm”HQH mA1. (12 m—1_ (4 m, (12 m—1 p(|2
AV 4 1ol 2, < COT™ el 97003 + 1977 £11)

O

Il apparait maintenant que la propriété Il est héréditaire en m : en effet, si elle est
établie pour m — 1 alors ff“
du lemme 8, la propriété II est vraie pour m. De 14, la preuve de 'existence d’un ensemble

absorbant. O

[V~ Lu]|(s)}2ds est asymptotiquement borné donc en vertu

Sans perdre de généralité on peut considérer dans la suite que T' > 1 et R > 1.

Continuons ce travail, par I’étude de Panalycité de 'opérateur résolvant de (1.2), (1.4).
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1.2 Analycité du résolvant

Considérons les ensembles et applications suivants :
— pour T < o0,
Ei(T) := B,y (C*), pour jeN,

avec ce méme C* qu’on a introduit dans le théoréme 2 ;

— pour 0 < T < oo et € > 0 qu'on fixera dans la suite, on pose

A~

Ej(T, 6) = 5](T) + BEJ-(T)(E) C EJ(T), j e N;

— L un opérateur associé a I’équation (1.12), (1.4) :

L:v (Ll :=w(0), L% = ?9: — Av + B(v,v)),
— Sol un opérateur défini par
Sol : (ug, ) — u, (1.29)

ol u est solution de (1.12), (1.4) c’est a dire I'inverse de L;

— dL la linéarisation de L :

dL(v) : w— (dLw == w(0), dL%w = %—1: — Aw + B(v,w) + B(w,v)).

En vertu du théoréme 1, pour tout m > 1, M > 0, 0 < T" et (v(, f) € Bym(M) X
Em—1(T"), Sol(v), f')(t) € V™ est défini pour ¢ € [0,7"]. Dans ce contexte, on a le résultat

suivant

Théoréme 3. Pour tout T'> 0, M > 0 et m > 2 un entier, il existe p(M,T,m) > 0 tel
que pour tout T € [min(1,T/2),T], lapplication

~

Sol : Bym(M) x Ep_1(T", p) — Un(T"), (1.30)

est bien définie et analytique. De plus cette application est lipschitzienne, de constante de

Lipschitz L dépendant uniquement de M, T et m.

Prouvons maintenant ce théoréme.

1.2.1 Propriétés de 'opérateur L

Etudions en premier lieu les espaces de définition de £ ; pour cela on commence par

établir un corollaire des lemmes 1 et 7 :

Corollaire 3. On a
HB(uvv)HEH < CHUHUszHUQ
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et pour m > 2,

1B(w, v)|| g, < Cmin([[ullv,, . [|[0][vm 0]ty 4 |ullo,)

Démonstration. Pour la premiére inégalité, on se fonde sur le corollaire 1 dont on intégre

la seconde inégalité prise au carré :

T T
/0 1B (u,0) [} S/O Cllullfellvllfs < Cllullg oz vy llollE, < Cllullz, 1]l
Pour la seconde on procéde de méme cette fois-ci en partant du lemme 7. O

Armés de ces trois résultats on établit le lemme suivant

Lemme 8. L’opérateur
LUy, > V"X E,_1, m>2

est analytique.

Démonstration. On analyse £ composante par composante. En vertu du corollaire 3, on a

T
/0 1B, 0)]Bns < [fullbm.

Dés lors B est un opérateur homogéne de rang 2 continu donc est analytique. Pour les

autres termes, on remarque que

d
U — @ Au, Uy — Ep_q,
dt

est évidemment linéaire continu et enfin que,
ur— u(0), Uy,— V™
est linéaire continu en vertu de ce que Uy, C C([0,T], V™). Dés lors £ est analytique. O

Maintenant établissons un résultat d’injectivité pour L.

Lemme 9. Soient m > 2, T > 0 et uj,ug € Up(T) tels que L(u1) = L(ugz). Alors
w1 (t) = ua(t) pour tout t € [0,T].
Démonstration. Si L(u1) = L(ug), alors @ = u; — ug est solution de

-
di: — Aii + B(uy, @) + B(ii,ug) =0, g = 0.

Aussi en appliquant & cette équation le produit scalaire par %, on obtient, en vertu du



38 ETUDE DETERMINISTE

lemme 4 et du corollaire 1,

Wals oo ~

o T IVallza < CllallyafJuzllys|lall .
Ainsi e dflal|?, 2 A2 A
insi, en vertu de I'inégalité de Young, —z%= < C||ua|[{,s|[@]|7.. Ainsi

la(t)]17> < lliol[72€",

donc u(t) = 0 pour tout ¢t € [0,T]. O
Ensuite traitons de la non-dégénérescence de L

Lemme 10. Pour tous T > 0, u € Us(T') et r = 0,1,2, l'opérateur dL(u) est un isomor-

phisme entre U, (T) et V" x E,_1(T) la norme de l'inverse duquel dépend uniquement de
gy (1) -

Démonstration. Pour établir 'existence d’une solution de 1’équation linéarisée i.e 'exis-
tence d’un inverse de dL et la bornitude de cet inverse, attachons nous & établir certains
estimations préliminaires pour cette équation. Dans la suite, pour les cas r = 0,1 on se
contentera d’établir les estimations a priori et on ne démontrera le résultat entier que pour
r=2.

Dans tous les cas, on considére (vg, f) € V" X E,_; et v la solution de

W Avt Blu,v) + Blow) = . (1.31)

v(0) = vo. (1.32)

Estimations a priori pour le cas r = 0 : en appliquant a (1.31) le produit scalaire par v dans
L? et en appliquant le lemme 4 et le corollaire 1 ainsi que I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

on obtient )
1djol2,

2 dt

Doréanavant on remplacera toutes les constantes par C' et C’ polyvalentes. Ainsi

+IVullZa < I fllv-allollvs + 1B, w)l| 20| 2.

d|‘”|‘i2
dt

+ ClIVollz2 < C(Ifllv-sllollve + lullvs|olly o]l z2)-

Dés lors, en réappliquant l'inégalité de Young au deux termes de droite, on obtient

d||v][72
dt

+O|[Vol[Z: < C(1fI[-1 + llullPsllol[72)-
Ainsi pour 0 <t < T,

l10]122(£) < ([0(0)]| 2 + C'|| f]|%., )" Jo 113
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et ainsi

[o]22(#) < (100022 + | F11% ) x(Ilullos ), ot x ([l = €102 (1.33)

De plus

t 1 t
Lol < & (10O +¢ [ U + ol
1 t
< & (10O + I, + [ lRaoaslilz,).

aussi, en vertu de (1.33), on obtient

t
[ vl < (1l + €A ) ¥l

1 C/ 2
avee X/ (|[ullu) == 7 (14 llul e M%) . (1.34)

Estimations a priori pour le cas r = 1 : en appliquant & (1.31) le produit scalaire par
—Aw les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, au premier terme de droite ainsi que

le corollaire 1 et de nouveau 'inégalité de Young pour le second lemme de droite, on obtient

d||Vvl|?
S L Ol < OB + llulldsIVol2)

si bien que de maniére similaire au cas r = 0

V0|72 () < (C'IIf 11, + [0 O)[)xullu), (1.35)

et
t
/0 1A0][72 < ([[0(O)|[f + CIIF11E,) X' (fullvs)- (1.36)

Preuve compléte pour le cas r = 2 : maintenant appliquons a (1.31) le produit scalaire

par —A%v; on obtient

1d]j Al

5 = HIVAIL [V, VA + [(V(B(u,v) + B(v,u)), VAu)|

ainsi, en reprennant le corollaire 1 et les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, on

obtient,
d||Av|[
SR Al < O IR+ lluliEslola) (137)

si bien que, en procédant comme dans le cas 7 = 0, on obtient

1AVIZ2(8) < (C11 11T, + e (O)I[2)x(lul o), (1.38)
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t
/0 IV Aw[[72 < ([[(0)[[3 + C'lIFIIE,) X (Hlullus)- (1.39)

Grace a toutes ces estimations (via les approximations de Galerkhin) on établit 'exis-
tence d’une solution au probléme (1.31), (1.32) et son appartenance a 'espace C([0, T, V)N
E5(T). L’équation étant linéaire ces mémes estimations permettent d’affirmer I'unicité de

la solution. En vertu du corrollaire 3, on a
B(u,v) + B(v,u) € Ey(T).

Par ailleurs Av € L%([0,T], V') donc, en vertu de (1.31), on a 9 € L?([0,T],V*). Des
lors v € Uy(T). Ainsi prouve t-on l'existence de cet inverse ; par ailleurs, on obtient que la
norme de cet inverse est majorée par une grandeur dépendant uniquement de ||u||y,. Ainsi

notre affirmation est-elle démontrée.
O

Naturellement, une meilleure régularité pour la courbe wu(t) implique que 'application

dL(u) opére sur des espaces plus réguliers :

Lemme 11. Pour tous T'> 0, m > 3 et u € Up,—1(T), dL(u) est un isomorphisme entre
Un(T) et V" x Ey—1(T') la norme de Uinverse duquel dépend uniquement de ||ul|y,,_,(T).

Démonstration. On s’attache a augmenter la régularité de notre solution v définie dans le
lemme 10.

On applique & (1.31) le produit scalaire par (—A)™v ; on alors l'estimation suivante

1d|[V™o]2,

ST [V, < (B ) + B(o,w), AT +|(f, A™)

ainsi en réutilisant des constantes polyvalentes C' et C’,

AV | i
T‘*‘CHV v||72 < |[B(u,v) + B(v,uw)|[ym-1||[V" 0|2

+ [ fllym=2 ||V ]| 2

donc en vertu du lemme 7, on a

d||VmUH%2 m+1 2 / m-+1 2 m+1
g POVl < Cllullyn [Vl A [ fvm [V 0] 2

donc en appliquant I'inégalité de Young au dernier terme de droite

d||V™l[7,

L 4 Ol om s < Cllullyml [V o + O
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Aussi le lemme de Gronwall nous permet-il de conclure que pour u € U,,—1 v € C([0,T], V™)N
L2([0,T],V™*1) existe et que la norme de notre inversion de ||u||2(jo77,ym), donc de

||u||t,,_, uniquement. Enfin le corrollaire 3 nous permet d’établir que v € Up, (7). O

On peut donc établir maintenant l'existence et I'analycité de Sol :

Preuve du théoréme 3. Cette affirmation découle de la partie analytique réelle du théoréme
18 pour f=Let E=Uy(T), F =Vy X Epu1(T), Z = Bym(ary X Em—1(T"). En effet,
en vertu du lemme 8 'application £ est analytique et en vertu du lemme 9 est injective.
En vertu de la derniére assertion du théoréme 1, pour tout (ug,f) € Z une solution
LY (ug, f) =: v existe, et ||ul|y,, < R(T’,C*,m). Posons U = By, (R+1).

Alors a) dans le théoréme 18 est vérifiée pour r = 1. L’estimation b) découle du corol-
laire 3 (qui est vérifié a la fois pour les fonctions analytiques réelles et complexes u(t, x))
et l'estimation c) est également vérifié en vertu de ce corollaire. Enfin d) correspond aux
affirmations des lemmes 10, 11. Dés lors, ’application du théoréme 18 implique I'existence

et I'analycité de Sol. De plus sa constante de Lipschitz est bornée par

sup ||dSol(uo, F)lvmx Byt < LM, T,m).
||’U,()va SMmfeEmfl(Tl:p)

1.3 Processus a temps discret engendré

On considére pour que f dans (1.2) est définie en temps, par morceaux :

F=> Lppprn|(O)me(t — k),

k=0
de telle sorte que

f € &En(o0), pour un quelconque m > 2

Alors en vertu du théoréme 1 et du corollaire 2, il existe une unique solution de (1.2),
(1.4), v € Up(T) pour tout T' > 0 avec pour terme de droite f et un certain vy € V™.

On échantillonne les valeurs de ce processus aux instants entiers créant ainsi un processus

(Vk )ken, ol
v =v(k), wvpeV™

Ainsi donc on a la relation suivante :

Ve+1 = SOl(vkvnk)(l)v vk Z 07
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aussi définit-on l'opérateur suivant
SV X En—1(1) = Vi, S (v,n) — Sol(v,n)(1). (1.40)
Etudions maintenant le processus a temps discret

Vg1 = S(Vk, Mk).- (1.41)

1.3.1 Ensemble stable par S et analycité de ce dernier

Fixons m > 2. En appliquant le théoréme 2 nous posons M = 2R > 2 et détermi-
nons T'(M) > 1 et K = K(M) > 2R. Appliquons maintenant la derniére affirmation
du théoréme 3. On peut trouver un e(M,27T) tel que pour |[|ug|lym < 2R, et pour tout
e Em,1(2T, e(M,2T)), tel que

Hf - f/HEmfl(T’) < 6(M7 2T)7 f € 5m—l(2T)a
on ait
Sol(uo, £)(t) — Sol(uo, )] [vm < e(M,2T)L, 1<t < 2T,

Fixons €(M, 2T) tel que eL < 1. Alors, en vertu du théoréme 2, pour tout f’ € E’m_l(QT, e(M,2T))

nous avons

[1Sol(uo, f)(B)|lvm < K +1, 1<t<T,
||Sol(ug, fY(#)|lym < R+1, T <t<2T.

(1.42)

A~ ~

Désormais nous fixons € = (R, M, 2T), Ep,—1(2T) = Enn—1(2T, €) et écrivons
Op = {v:30 <t < 2T, vy € Bym(2R),n € Ep,_1(27T) tels que v = Sol(vo,n)(t)}.

En vertu de (1.42),
Bym(2R) C Oy, C Bym(K +1). (1.43)

De plus, on a le résultat suivant :

Lemme 12. L’ensemble O, est ouvert dans V'™

Démonstration. L’ensemble
W = {v € Upn(2T),v = Sol(vo,n),v0 € Bym(2R),n € Eypy_1(2T)}

est un ouvert de U,,(27) en tant qu’image réciproque par £ de Bym(2R) X Ey,_1(27T)

ouvert de V™ x E,,,(2T"). On considére maintenant les applications :

I, : Un(2T) - V™, v v(7). (1.44)
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En vertu du théoréme 3.2 du premier chapitre dans [30], ces applications sont continues
et surjectives. Dés lors en vertu du théoréme de ’application ouverte appliqué aux espaces
de Banach U,,(2T), les ensembles Z.W,,, C V™ sont ouverts pour tout 7 € [0,277] et
Om = Urepo,21)Zr Wi est également ouvert.

Pour 7 = 27T, il suffit de considérer I’ensemble des éléments U,, (2T + 1). En suivant
le raisonnement juste au dessus, on peut établir ’existence pour tout point de V"™ d’une
trajectoire u € U, (27 + 1) passant par ce point en 27". On choisit alors comme antécédant
de u(2T) dans U, (2T), uljgor) d’'ott la surjectivité de Zor. Quand a la continuité elle
résulte de ce que Uy, (2T) C C([0,2T], V™).

Ainsi, en vertu du théoréme de 'application ouverte appliqué entre les espaces Uy, (27)
et V™, espaces de Banach et portant sur W, ouvert de U,,(2T), on a que Z,W,, est un
ouvert de V™ pour tout 7 € [0, 27]. Dés lors

Om = UTG [O,QT]IT Wm

est un ouvert de V", O

De plus

Théoréme 4. L’ensemble O,, est stable par S pour une force extérieure dans Ep—1(1) ;

autrement dit,

S(Opm x Em—1(1)) C Oy,
de plus, Uapplication S est analytique de Oy, X Em_l(l) dans V™.

Démonstration. L’analycité de S se déduit de celle de Sol : Bym (2R) X Ey_1(1) — Up(1)
(cf théoréme 3).

Traitons maintenant de la stabilité de O,,. On considére ! € O,, quelconque. Alors il
existe tg > 0 € Bym(R) et g € E'm,l(to) tels que

1= Sol(,n0)(to)-

Soit de plus zg € Epn—1(tp) 'estimation de 7 i.e telle que

120 = m0l| B, (10) < €-

Considérons maintenant z; € &,-1(1) quelconque et procédons a une dichotomie selon la
définition de . Si tgp > T alors en vertu de (1.42), ||u(t)|lym < R+1 < 2R = M, donc
S, 21) € Oy, par définition de Oy, .

Si maintenant 0 < ¢to < T, il convient d’écrire S(2, z1) sous la forme précise requise par
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la définition de O,, ; pour cela définissons

,

20(t), 0<t<t,
22(t) = § z1(t —to), to <t <to+1,
z1(1) t>t+ 1,
et
no(t), 0 <t <to,
mt) = 21t —to), to<t<to+1,
21(1) t>to+ 1.

\

Ainsi 1o € EAm,l(QT) est le controle exercé sur la trajectoire partant de {y passant par ?
définie jusqu’a £y + 1 et prolongée jusqu’a 27" par z;(1)
Clairement

1n2 = 22|l g, 121y = |10 — 20l By (00) < €

Dés lors, comme
S(Zv Zl) = SOl(207772)(t0 + 1)7 o € va(2R),’l’]2 € EA‘mfl(tO + 1))
on a S, z1) € Oy, et la proposition est prouvée. O

Une conséquence de cela est que pour m > 2, ’étude des trajectoires a long terme du
systéme (1.41) peut se restreindre a I’étude du comportement a long terme des trajectoires

sur les ensembles invariants O,,.

1.4 Reégularisation par 'opérateur S

En vertu du théoréme 3, pour m > 2, opérateur S est analytique de V" x Em_l(l)
a valeurs dans V'™ ; par la proposition suivante on augmente la régularité de 1’espace

d’arrivée.

Proposition 1. Pour tout m > 2, l'opérateur S est analytique de Bym(2R) X Em(l) dans
Vm+1

Pour prouver cette proposition, on établit le résultat suivant

Lemme 13. Soient j > 2 fizé et u € U;, h € Ej et vg € VIT! donnés. Alors v la solution
de
dL(u)v = (vg, h)

vérifie v € Uj1 et dépend analytiquement de v € Uj, vy € Vith et h € E;.
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Démonstration. En vertu des lemmes 10 et 11, v € Ujy; existe et est unique pour tous
ueU;j, he Ejetv € VJ*L, Pour établir son analycité en fonction de ces parameétres, on

applique le théoréme des fonctions implicites. Dans notre cas, on pose
fu,v) == dL(u)v.
En vertu du lemme 8, f est analytique en tant qu’application
Uj x Ujy1 = VIt x E;.

De plus, pour tout (u,v), sa différentielle d, f(u,v) = dL(u) : U; x Ujs1 + VITL x E;
est inversible en vertu des lemmes 10 et 11. Dés lors, en vertu du théoréme des fonctions

implicites, pour tous u € U; et (vp, h) € VItl x E;, il existe
¢:Uj x VTt XEj DA—)Uj+1,

définie et analytique sur A un voisinnage de (u, v, h), telle que
f(U,QS(U,’U(),h)) = (h7 U0)7 \V/(’LL, anh) € A.

Donc v = ¢(u, vo, h) est une fonction analytique sur I'ensemble de U; x Vitl x E;.

Preuve de la proposition 1. Constatons que S(0,0) = 0; dés lors,

1 d 1 1
S(ug,n) = /0 ES(VUO;WH)CW: /O Dy S(yuo, yn)uody + /0 Dy, S (yuo, yn)ndy,

et nous posons u, := Sol(yug,yn). L’opérateur Sol est analytique entre
Bym(2R) X Ep_1(1) = Up(1);

dés lors u., dépend analytiquement de (yug,yn) pour (ug,1) € Bym(2R) x Ep(1) et 0 <
v <1 (en effet, By, (1) est étoilé).

. . 1 )

Maintenant, considérons [, DyS(yuo,yn)ndy et remarquons que D, S(yuo,yn)n dé-

signe la valeur a ¢ = 1 de la solution v, de

T AU’Y + b(“w”’y) + b(v'yvu’y) =1n, U’Y(O) = 0.

Il satisfait, autrement dit, I'équation dL(u.)vy = (0,7).

Comme 7 € Ey,(1) et uy € Upy(1) on a, par application du lemme 13 que v, € Uy, 41(1)
dépend analytiquement de u,, et de 7, et donc de up € Bym(2R) et 1 € Ep(1).

Aussi D, S(yug, yn)n est analytique a valeurs dans V™+1 et par intégration fol D, S (vyug, yn)ndry
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est analytique de Bym(2R) x E,,,(1) dans V™1,

Pour étudier I'intégrale fol Dy S(yuo, yn)uody on note que Dy, S(yuo,yn)uo la valeur

a t =1 de la solution v, de

dt Aty + B(uy, 0y) + B(y,uy) = 0, 94(0) = uo.

Autrement v, vérifie dC(uy)0y = (0,u9). Comme uy € V™ en appliquant le lemme 13
pour j = m — 1, on obtient que ¥, € U,,(1) est une fonction analytique de uy € V™ et

uy € Up(1). Maintenant si I'on considére 0., = tv, ; 0, est la solution de

a Aty + B(uy, 0y) + B(0y,uy) =y, 9y(0) =0

autrement dit de

dL(uy )0y = (0,0y).

Des lors (0, 9,) € V™ x E,, (1) en vertu du lemme 13 on a que 9, € Up,+1 est une fonction
analytique de (u,,?y). Or comme 0,(1) = 9,(1), fol Dy, S(yug,yn)up est analytique de
Bym(2R) X Ep(1) dans V1, O

1.4.1 Dissipativité du systéme

Démontrons tout d’abord la chose suivante

Lemme 14. Soit m > 2, il existe un Cp, tel que pour tout ug € Oy,

|15 (uo, 0)[[ym < Conlluol[ 2. (1.45)
Démonstration. Remarquons que

1
S(up,0) 2/ D, S(yuo, 0)uody
0

car S(0,0) = 0. Démontrons donc que ||DyS(yuo, 0)ug|lym < Cllug||r2 pour 0 < v < 1.
Donc comme uy € Oy, en vertu de (1.43) et en appliquant le théoréme 1 on trouve une
constante A(K) telle que

||Sol(~yuo,0)||u,, < A(K) Yug € Op,.
De plus D, S(yug,0)up est la valeur a 'instant ¢ = 1 de la solution o de

dL(Sol(vyug,0))v = (up,0).
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Aussi, en vertu du lemme 10 pour le cas r =0

15)]1Z, < C(K)[uol 72
Puis en reprenant 0(t) = to(t) on établit que v(t) est solution de

dL(Sol(yup,0))0 = (0,0), (1.46)
donc en reprennant le lemme 10 pour r =1, on a

[o(@)lo, < C"(K)][uol| 2

En particulier pour un ¢; < 1 donné

o@Dl < C'(E)|Juol| 2

Reprennons ce raisonnement entre ¢; et 1 pour le degré de régularité supérieur; ¥ pour

t € [t1, 1] est solution d’une équation de la forme
dL(Sol(yug,0))v = (0,9(t1)).
Ainsi, en réappliquant les deux étapes précédentes, on a directement
[ DuS (yuo, 0)uol[y2 < C(K)||uo 2

Ainsi donc,

15 (w0, 0)lv2 < Co(K)l[uol |12,

et plus généralement
150l (uo, 0)(t)[lv2 < Co(K, t)||uol |2,

pour tout 0 < t < 1. Pour m > 2 quelconque on itére le procédé sur m intervalles de temps

([ti, tix1])o<i<m+1 avec to =0 et tyq1 = 1. O
On en déduit le résultat suivant
Proposition 2. Pour m > 2, on considére la norme
- 1lym =11+ 1lz2 + 0l - [y,

équivalente a || - ||ym. Alors, il existe § = 6, > 0 et 0 < v < 1 tels que le systéme (1.41)

vérifie la propriété de dissipativité suivante :

15 (uo, O)[[ym < Aluollzz, v <1, Vug € Op.
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Ainsi,

19 (u0, 0)l[yrm < Alluolfym, ¥ <1, Vug € Om.

Démonstration. Tout d’abord établissons un résultat trés simple de contraction pour notre
systéme : en appliquant & (10) le produit scalaire par v et grace au lemme 4 et a la formule

1 on obtient 'estimation suivante

d|[v]|7.
dt

+||Vv[[2; <0, pour v = Sol(up,0).

En vertu de l'inégalité de Poincaré et par application du lemme de Gronwall on déduit
qu’il existe k > 0 tel que
|15 (uo, 0)[[ 2 < €™ "Juol| 2.

Des lors, en vertu du lemme 14 on constate que

[15(uo, 0)[yym < e[z + 6Cuml[uol[r2 < (€77 + 6Cm)l[uollr2 < Ylluollr2, v <1

—e K

pour § = T=— oty €]le™"; 1. O

1.4.2 Non-dégénérescence de 'opérateur S

L’objet de cette section est la preuve de la densité de 'image de D, S(ug,n), en tant
qu’application entre E,, et V™ pour tout m > 2 et (ug,n) € Op, X Epq. Cependant,
afin de simplifier la preuve, on ne prouvera dans la suite que le résultat pour le cas m = 2.

Pour cela, on étudie tout d’abord 'opérateur suivant
Gg V? V2, vV, 0 <ty < tg,

telle que v” soit la valeur en ¢, de la solution v de 'équation d£?(u)v = 0, u = Sol(ug,n) €
Us(1) avec pour condition initiale v(¢1) = v'. Maintenant, pour tous 0 < t; < to < 1,
cherchons a déterminer I'adjoint de & dans (V|| - [|y0). En premier lieu, établissons le

résultat suivant

Lemme 15. Pour tous u,v,w € Uy(1), on a la relation de dualité suivante
(B(u,v) + B(v,u),w) = (v,B,(w)),

ol

Buw)i= % (~Bluw) + (ot [ 92 () @noie).

et

2
((dou™)w); := Zwlﬁiul pour i =1,2.
=1
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Démonstration. Notons d’abord qu’en vertu du lemme 4, (B(u,v + w),v + w) = 0 si bien

que
(B(u,v),w) = —(v, Bu,w)), Yu,v,w e V2.

Maintenant étudions(B(v,u),w). Pour le premier terme, on constate que

2 2
{((v-Vo)u,w) = /@Zvl(;wl&ul) = (v, (dau™)w).

=1

Maintenant considérons le second terme de (B(v,u),w). On a

1 0 z
<</hdiV2vd§> g:,w> :/’[r dxdy [/h (/hdiv2vd§> g:b.wdz].

En écrivant g—g Sw = %( _Zh‘g—g~wd§> on a

z a 0 z a
<</hdinvd§> az,w>:—/T%da;dy [/hdiv2v</haz.wd§> dz},

2
L

car ffh divo vd¢é = 0. Ainsi

<< / Zhdimd§> o= [ U(C)Vz( Zh‘;jwdf) ()dc.

Etudions maintenant I’équation engendrée par 'opérateur dual B,,.
Lemme 16. Siu € Uy(1), 0 < t1 <to <1 alors pour r=0,1,2 et w” € V", le probléeme

%:f +Aw =By (w) =0, t1<t<ty w(ty)=uw" (147)

admet une unique solution w € Uy ([t1,t2]).

Démonstration. Pour que w satisfasse (1.47) il faut et il suffit que w : t — w(ta + t1 — t)
vérifie

%—AerIB%ﬂ(w):o

avec w(t;) = w” (et u(t) = u(te + t1 — t)). L’analyse de cette équation étant similaire a
celle de (1.31), on en déduit immédiatement que w est uniquement déterminé par w” et

que w € Up([t1, t2]). O

On baptise alors

Sl VPV wew, 0<t <t <1,
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ou w' = w(ty) et w est une solution de (1.47). Maintenant, on se remémore que 6%?1} =
v(ts), ot v(t) défini pour t; <t <ty vérifie dL2(u)v = 0 et v(t1) = vg. Pour ce v(t) et pour
w(t) solution de (1.47), utilisée pour définit 'opérateur ég, on a :

ow

(v, B + Aw — B, (w)) = 0.

En intégrant par parties, on obtient :

Av — B(u,v) — B(v,u),w) + va—w =0
< ) ) ) Pl 8t 3
ce qui implique :

v ow

<E:w> + <U, E) =0.
De 1a,

%(v, w) = 0.
On en déduit donc que pour tous 0 < ¢ < tg9 <1,
(&2, ") = (v, &lw"), Vo, w" €V, (1.48)

ainsi donc ég est I'adjoint de 6if dans (V2,]| - ||y0).
Proposition 3. Pour m > 2, limage de D,S(ug,n) : En, — V™ dans V™ est dense.
Démonstration. On ne prouvera ce résultat que pour m = 2. Il nous suffit de démontrer

que l'orthogonal de l'image D, S(ug,n) : E2(1) — V? dans V? est {0}. En effet, dans ce

cas 1a comme cette image est un sous-espace vectoriel de V2 espace de Hilbert, on aura

Im(DyS(ug,m)) = (Im(DyS (ug,n)) )+ = {0} = V2.
On cherche donc & démontrer pour tout w € V2 que
(DpS(ug,n)h,w)ys =0,V h € E3(1) = w=0,

autrement dit que ker(S*) = {0}, ot 8* : V2 E»(1) est 'adjoint de D,,S(ug,n).

Comme D, S(ug,n)h est la valeur a ¢ = 1 de la solution v de
dE(SOZ(u()a 77))” = (Ov h)7

en application du principe de Duhamel, on a que

1 1
(DyS (o, ), w)y = /0 (SL(h(t)), w)adt = /O (SL(h(t)), A2w)yodt
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1 _ 1 B
= / (h(t), &L A%w)yodt = / (h(t), AT2GLA%w)odt, Yw € V.
0 0
Aussi pour tout w € V* peut-on définir S*(w) comme :
S*(w)(t) == A28 A%w, Ywe V4 (1.49)

Attachons-nous maintenant a caractériser le noyau de S* dans V2. On considére w €
ker(S*) C V2 limite de (w,,) € (V4N dans V2, tel que ||wy||y2 < 2||w]||y2 pour tout n > 0.

Ensuite, pour tout n construisons la courbe [0, 1] 5 ¢ — &' définie par la relation,
St A%w, = ALP,

alors " = AS*(wy,). Comme A2w, € V°, en vertu du lemme 16 appliqué pour r = 0, on
a que &' € Uz(1). Démontrons maintenant que la famille (£]'),en est bornée dans Up(1).

La trajectoire n := &¢ A%w,, vérifie

d

Dés lors, £ = A~1nP est telle que

o8

of TAG = AT (BL(AL) =0, & = Aw,.

Pour pouvoir résoudre cette équation on inverse le sens du temps c’est & dire qu’on applique
la transformation ¢ — 1 — ¢ et on rebaptise &' la variable originale ainsi transformée. Dés

lors, en appliquant & cette équation le produit scalaire par &' , on obtient

oller(17-

L 4 [VE B < C(ATBU(A), &)

Ainsi, en vertu du lemme 7,

(AT B (AL, &) = [(Bu(AE), AT'E))|
= (B(u, AT'E) + B(ATIE u), AE)| < O|B(u, A7) + BATE! w)l[v=]1€ | 2
< OllullysIVE | L2 11€4 ] 2

Aussi

llEr Iz
ot

Par conséquent, comme ||u||g, < ||u||y2 on peut établir que

+ [|VE! HL2 < OllullysIVEM |2 1€ 2

HfllHUo SC(HUHU27HU}’RHV2)7 Vn > 0.
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On a alors que (£"),, est compacte dans le topologie faible de Uy(1). Soit (£"),, une sous-
suite de (£"),, convergeant faiblement vers un certain (§.) dans Up(1). Comme " = AS*w,

alors,

£~ =AS"w, - AS"w =0, in Ey(1).

Ainsi £ = 01ie " — 0 in Uy(1). De 1a on a g? — 0 dans VY. Or €7 = Aw,, — Aw dans
V0. Dés lors Aw = 0 and w = 0, d’ott

ker(S*) = {0}.
O

Maintenant que l'aspect déterministe du probléme est écarté, on peut présenter le
probléme stochastique qu’on lui associe. Désormais nous considérons les 7, dans (1.41) et

le f associé comme des variables aléatoires dont on va maintenant préciser la forme.



Chapitre 2

Mélange pour les équations

primitives stochastiques

2.1 Définitions pour les processus stochastiques

Introduisons tout d’abord quelques notations générales pour notre étude probabiliste du
probléme. Dans toute la suite pour € un espace polonais (i.e métrique séparable, complet),
on note, B(€) la tribu des Boréliens de € faisant donc de (&, B(€)) un espace mesurable.
On note alors P(€) I'espace des mesures de probabilité boréliennes sur €, et Cy(&) 'espace

des fonctions continues bornées sur €. On pose alors pour u € P(€&) et g € Cp(€),

(g, 1) = /@ 9(v) (). (2.1)

Soit £ € & une variable aléatoire, on note D¢ sa loi D € P(€). On définit alors la

convergence faible des mesures. La suite (fin)neny € (P(€))N converge faiblement vers y si

(9, ) = (g, 1), Vg € Cy(€).

Soit de plus L(€) := {g € Cy(€), Lip(g) < oo} ou Lip(g) désigne le coefficient de Lipschitz
de la fonction g, et ||g]|L := [|gllc,(e) + Lip(g). Alors on définit sur P(€) la distance
Lipschitz-duale :

[ —vl[] = sup (g, —v).
9€CH(©),lgl|L<1

On définit également la distance en variation totale :
e = vlfvar := sup |u(A) —v(A)].

AeB(€)

On conclut cette partie par le résultat suivant reprise du théoréme 1.2.15 dans [26] :

o3
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Théoréme 5. Soit € un espace polonais. Alors, (P(€),|| - ||5) est un espace métrique
complet. De plus une suite (jin)nen € (P(&))N, converge faiblement vers u, si et seulement

si |l — ully, — 0.

On considére maintenant une fonctionnelle gq sur € x & symétrique et telle que

9a(&1, &) > ||& — &lle, V&,& € €

Alors ga engendre une fonctionnelle de Kantorovitch sur P (&) x P (&) dont elle est la
densité :

9 (1, — inf E ,69)].

1:02) 2 ¢ e ) o D=2 08

2.2 Bruit rouge : définition et propriétés
Considérons la famille des ondelettes de Haar de 'argument ¢ € [0, 1] :

ho(t) := 1po,1(2),

et pour j >0et 0 <k < 2

k
07 t S 27
k k+1/2
L p<t<iHE
hjg = k+1/2 kil
_17 27 g t < YR
0, t>kH

Classiquement {(2j/2h(j7k)), j>0,0 <k < 27} est une base orthonormée de L?([0, 1], R) :

pour la preuve, on peut se référer en particulier & [29]. Par conséquent on a :

Lemme 17. Pour tout m € N, la famille des fonctions

@A ), G20, 0<k<2, i1,

ot les (e;)ien+ et les (\;)ien+ sont définis dans (1.10), est une base orthonormée de L*([0,1], V™).

Deéfinissons le processus aléatoire 7(t) € V pour 0 <t < 1 de la maniére suivante :

i(t) = bt (A e, 0<t <1,
=0

0o 271

() = (€hOho(t) + D i D €hhir(®))-
j=0 k=0
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Ici les variables aléatoires réelles & et {; . sont indépendantes, identiquement distribuées
(i.i.d) et telles que |€]| < 1 et \ﬁ;k| < 1 pour tout événement w; ou de plus, les coefficients

b; et cz- tous non-nuls, vérifient :
oo oo )
DB+ (D)) <o
i=0 §=0

Maintenant pour m € N fixé, considérons une suite de copies indépendantes 7, = >0 bk (£)A; m/ 26Z

de 7 et posons

Z Lkt [(B)k() =D Lppprn[(t) Y biiA; " e (22)
k=0 i=1

Etablissons que f qu’on a construit vérifie f¥(t) € V™ et étudions la régularité en

temps et espace de ce processus.

Lemme 18. La variable aléatoire 1 est bornée pour tout w dans L>([0,1], V™) :
3c* >0, |a@)|E. <C*, Vteo,1], Vw.

Démonstration. Posons '
271

= Z gé,khj,k (t)
k=0

Comme les supports des fonctions h;j pour 0 < k < 2/ — 1 sont disjoints, et en vertu de

ce que |hj k| < 1 pour tout ¢t € [0,1] et de ce que |§;k| < 1 pour tout w, on a que

DAGIES TR

Ainsi
O = 32 2 (1501 + S 16125 0)1)°
1=0 7=0
z i z 2 > 2 - i\2
<22\b| (|z (Z|cy|z ))SQZ\M 1+ (Y ¢)?) < oo
i=0 =0
pour tout ¢t € [0,1] et tout w. O

Ainsi donc f est une variable aléatoire dans L>°(R*, V™). On va s’intéresser dans toute
la suite, aux propriétés du processus engendré, sur les temps entiers par (1.12) ou f est la
force aléatoire donnée par (2.2). A linstar de la section 1.3, et en rappellant la définition
de S(cf (1.40))

St (v,m) = Sol(v,n)(1),
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on considére pour ug € V™ fixé et avec les 7, définis plus haut, le processus :
Uk+1 = S(uk7ﬁk)a k> 0, (23)

dont on note les trajectoires, ug(ug). Remarquons, tout d’abord, que pour k € N, le pro-
cessus (2.3) géneére la chaine de Markov D(uy(up)) dans V™. On définit ensuite Pj, pour
k > 0, opérateur engendré par cette chaine dans Cy(V"™) par :

Co(V™) = G (V™) g = (Prg) (uo) := Eg(ur(uo)), Vuo € V'™,
et P} Vopérateur sur P(V™) :
PV™)—»PWV™), p— (Pip)l = o D(ug(v)(T)u(dv), VI € B(V™).

On peut affirmer la relation de dualité suivante :

(Prg, 1) = (g, Prp)-

Enfin introduisons les notions de stationnarité et de mélange : une mesure p € P(V™) est
dite stationnaire pour le systéme (2.3) si Py = p pour tout k& > 0; de plus, le systéme
(2.3) est dit mélangeant si il existe pu € P(V"™) stationnaire telle que

Py — pu, Vu e P(V™).

Attelons nous maintenant a I’étude les propriétés du systéme stochastique (2.3) avec f
défini par (2.2). Tout d’abord, on introduit dans la partie qui suit un résultat général de

mélange pour les sytémes stochastiques qu’on appliquera a (2.3) dans les parties suivantes.

2.3 Meélange dans I’équation : théoréme

Pour démontrer que le processus stochastique est exponentiellement mélangeant on
s’appuie sur le théoréme 1.3 de larticle [28] que I'on va étudier dans le contexte suivant :
soient H et F des espaces de Hilbert séparables et V' est un espace de Banach injecté de
maniére compacte dans H. Soit (n)r>0 une séquence de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribués a valeurs dans E. Soit S : H x E — H un opérateur continu.

Fixons ug € H et considérons un systéme dynamique aléatoire dans H.

U1 = S(ug,me), Kk =>0. (2.4)

On définit ainsi une chaine de Markov. Nous notons par (ux(ug), k > 0) une trajectoire de

ce systéme, valant ug quand k = 0.
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Dans [24, 28] !, le théoréme abstrait suivant est prouvé :

Théoréme 6. Avec les hypothéses suivantes
— (A1) Régularité : S:HxE—V est deuz fois continuement différentiable et
ses dérivées jusqu’au second ordre sont bornées sur des ensembles bornés.
— (H1) Décomposabilité et non dégénérescence du bruit : il existe une base
orthonormée (0;);>1 de E telle que les variables aléatoires ny, puissent s’écrire de

la maniére suivante

oo
2
=Y biéroy, b #0, Y b < oo,
j=1
Ici les & 1, sont des variables aléatoires i.i.d presque sirement inférieures a 1 et avec
des lois de la forme p(r)dr, ot p est une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro.

La mesure | := D(ng) a donc pour support
0 . .
K= {m=>_mnloj |nl <b;}. (2.5)
j=1

— (H2) Dissipativité : il existey < 1 et 8 > 0, tels que, pour toutu € H etn € K,
on ait :
a)|S(u, Ml < Allullm + 8, OIIS(w,0)l|lg < yllull#,

— (H3) Non-dégénérescence : pourtoutw € H etng € IC, Uapplication Dng(u, M) :
E — V a une image dense dans H.
Alors le systéme (2.4) est exponentiellement mélangeant : il existe une unique mesure (i de
support inclus dans B (R*), pour un R* > 0 fizé telles que pour tout R > 0 et ug € By (R),
on a
D (o)) — pll < Ck¥, Wk €N, (2.6)

pour 0 < k(R) <1, C =C(R) > 0, fixés.

2.4 Théoréme de mélange au hypothéses élargies

On souhaite appliquer & notre systéme (2.3) une variante du théoréme 6 dans laquelle
les hypothéses de départ seraient un peu relachées.

En conservant aux notations H, V et E les définitions introduites & la section précé-
dente, et K tel que dans (2.5), on considére désormais un systéme S évoluant dans O, un

sous-ensemble de H, ouvert, borné et stable par S, i.e tel que

S:0xKw— 0.

1. Dans [24] un résultat plus général est prouvé avec des contraintes plus fortes sur le systéme
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On consideére alors O, et K, les e-voisinnages de O et K respectivement dans H et E. On

suppose que la définition S s’étend en
S i Oge X Ko — H.

Formulons alors pour S I'hypothéses suivante en remplacement de (A1) :

— (A1) : S Oy X Koe — V est deux fois continuement différentiable sur Oy, x Ko

et ses dérivées jusqu’au deuxiéme ordre sont bornées.

Supposons que S vérifie cette hypothése ; alors on peut construire ¢ un sous-ensemble
borné de V, donc pré-compact dans H, tel que S : Oy X Ko — €. Alors pour O :=
S(O x K), ona O; € €. De plus, S(O; x K) C Oy.

Par ailleurs, on pose X := OilH L’ensemble X est compact dans H et S : X x K — X.
Soit X, son e-voisinnage dans H. Alors, comme X C O, on a X, C Og. Dés lors, S
est également deux fois continuement différentiable sur X, x K. et de dérivées jusqu’au
deuxiéme ordre bornées.

Dans ce contexte, on formule pour S les hypothéses suivantes

— (H1')=(H1)

— (H2') : (H2) b) est vérifice

— (H3') : (H3) est vérifiée pour (u,n9) € O x K.

Alors, on a le résultat suivant :

Théoréme 7. Issu du théoreme 1.3 dans [28]. Supposons que notre systéme S vérifie (A1'),
et (H1")-(H3"). Alors pour tous u,u’ € O, on a

1D (uk (w)) = Dlur(u))I[}, < Cllu— || s, (2.7)

pour un certain 0 < kK < 1, C' > 0, dépendants de O seulement.
On a de plus le résultat suivant :

Proposition 4. La validité de (2.7) pour tous u et v’ dans O entraine linégalité de (2.6)

pour une certaine mesure p € P(X).

Cette proposition étant classique, on n’en apportera pas la preuve pour laquelle on se
référe a |28 (corollaire 1.4 et preuve du théoréme 1.5).

Concernant le théoréme 6, celui-ci est prouvé dans [28] pour le cas on O = By (R)
avec un R, choisi de sorte que O soit stable en vertu de (H2), et € = By (R(O, K)) pour
R(O,K) > 0. Pour prouver le théoréme 7, on généralisera donc la preuve du théoréme 1.3
dans [28]. Celle-ci est reportée a la fin de cette partie et on se contente pour I'instant d’en
exposer briévement le principe.

On procede de la maniére suivante : en considérant deux points de départ u et v/,

on construit deux variables aléatoires de lois D(uj(u)) et D(ui(u’)) respectivement qui
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vérifient deux propriétés; premiérement qu’avec une probabilité trés grande, il existe un
rapport de contraction entre la distance entre les réalisations de ces variables aléatoires et
la distance entre les points de départs ; deuxiémement que plus la distance entre les points
de départ est faible, plus cette probabilité est grande. Dés lors la distance en espérance
entre nos deux variables aléatoires construite est contractée avec un coefficent fixe par
rapport a la distance entre les points de départ.

Cette démonstration s’articule ainsi : pour u et u’ pour toute réalisation de la force
aléatoire s’appliquant a u on construit un controle tel que la trajectoire issue de u/, et
soumise a ce contrdle, se soit rapproché de celle issue de u au bout d’une itération du
systéme. Pour cela on utilise des résultats de théorie spectrale sur notre opérateur résolvant.
Ensuite on prouve via ce résultat de contrélabilité qu’il est possible de construire une force
aléatoire qu’on applique au systéme partant de u’, de méme loi que la force aléatoire
s’appliquant au systéme partant de u telle que les deux variables engendrées par ces deux
systémes vérifient les deux propriétés ci-dessus. Par le truchement d’une fonctionnelle de
Kantorovitch on établi que la distance en espérance entre ces deux variables aléatoires est
contractée par rapport a la distance entre u et u’. Alors ces deux variables aléatoires étant
de lois D(uq(u)) et D(ui(u’)) respectivement, on a notre résultat de contraction.

Appliquons maintenant ce résultat a notre systéme.

2.5 Vérification des hypothéses et conclusion

On s’attache désormais a valider les hypothéses (A1), (H1’), (H2’) et (H3’) pour
le systéme (2.3). Dans notre cas, pour un m > 2 donné, S = S, H=V"V =ymtl
E = En(1), 0= Oy et K C Breo(o,1,ym)(C*) ott C* est défini au lemme 18. En vertu du
théoréme 1, et du théoréme 4, O,, est bien stable et absorbant pour S.

On constate qu’en vertu de la proposition 2, on peut vérifier I’hypothése (H2’) pour une
norme équivalente a notre norme initiale. Dans cette norme équivalente, ’hypothése (A1’)
est vérifiée en vertu du théoréme 4, au vu de la structure du bruit la validité de I’hypothése
(H1’) est immédiate quant a ’hypothése (H3”) la proposition 3 confirme qu’elle est vraie
ici.

On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 8. Soit m > 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2). Alors il existe

Cm >0 et ky < 1 tels que pour tous u,u’ € Oy,
1D (ur(u)) = D(ur(u))[[}, < Conllu — o'|| s, (2.8)

En vertu de la proposition 4 on a comme corollaire immédiat au théoréme 8, le résultat

suivant :
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Corollaire 4. Soit m > 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2). Alors le
processus aléatoire engendré par (2.3) admet une unique mesure stationnaire p € P(V'™),
de support inclus dans O,,. De plus, il existe Cy, > 0 et Ky, < 1 tels que pour toute variable

aléatoire ug dans O, indépendante de f,
1D (ue(0)) — Al my < Conih

Comme la convergence en distance Lipschitz-duale est équivalente & la convergence

faible, pour toute variable aléatoire ug vérifiant les hypothéses du corollaire 4, on a

Elg(ur(uo))] ——= | g(u)dp(u), Vg e Cp(V").

k—o0 ym

Maintenant, en vertu du théoréme 2, I’ensemble O, est absorbant pour notre systéme.

Aussi a t-on en plus du corollaire 4, le résultat suivant :

Corollaire 5. Soit toujours m > 2 et supposons que le bruit f soit de la forme (2.2);
alors, pour tout R’ > 0, il existe Cy,(R') > 0 tel que pour tout k > 0, pour toute variable

aléatoire ug dans Bym(R'), indépendante de f,
1D (uk (o)) = pll7(ymy < Con (R, (2.9)
ce qui entraine

Elg(ur(uo))] —— o g(u)dp(u), Vg e Cp(V™).
Preuwve du corollaire 5. On définit ko(R) comme le plus petit entier tel que ko(R) > Tp =
T(R,C*) avec T tel que défini dans le théoréme 2. Quand k& > ko(R), le sytéme évolue
dans O,,, et donc on peut appliquer le corollaire 4 pour k > ko(R). On construit alors
Cpn(R') := max(Chy, 2)k;,F0. Alors comme pour k < ko(R), on a HD(uk(uo))—MH’i(vm) <2,
on obtient (2.9) pour tout k < ko(R). O

2.6 Extension aux temps continus

On entreprend maintenant de généraliser le résultat de mélange aux processus a temps

continu. Pour cela on rappelle ici que Sol est défini (cf (1.29)) de la maniére suivante :
Sol : (ug, f) = u, wu solution de (1.12). (2.10)

Pour ug une variable aléatoire indépendante de f , Popérateur Sol engendre le processus a

temps continu Sol(ug, f)(s), pour s > 0. On rappelle que sa loi est notée D(Sol(ug, f))(s).
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De plus on note :

ps = D(Sol(ug, f))(s), s>0, (2.11)

pour ug tel que D(ug) = pu. Maintenant considérons la mesure engendrée par le processus

continu avec pour distribution de départ la mesure stationnaire p :

Lemme 19. Pour tout s > 0 et k € N,

Hs+k = Ms-
Démonstration. On remarque tout d’abord que :
D(Sol(uo, f))(s + k)=D(Sol(ur(uo), f ko) (8) =D(Sol(ug, f)(s),Vs > 0,Vk € N,

car D(ug(uo)) = D(ug) = p. O

On s’attache maintenant & étudier I’évolution des mesures de notre processus a temps

continus.

Lemme 20. Soient R’ > 0, v de support inclus dans Bym(R') et uq tel que D(ug) = v. 1l
existe C'(R') > 0 tel que pour tout k € N et s >0,

ID(Sol(uo, ))(s + k) = D(Sol(ao, f))(s + k)|[Lqm) < C'(R)IPE1— Piv||fymy-

Démonstration. Soient (£1,&2) € Bym(R') et (n1,m2) € En—1 Alors on a en vertu de la

lipschitziannité de Sol établie dans le théoréme 3, on a que

|[Sol(&1,m)(s) — Sol(&a,m2)(s)|[vm < C'(R)|[(§1,m) — (E2,m2)[vmx B4

Soit maintenant (aq, ae) un couplage, pour les lois dans P(U,,) engendrées par Sol a partir
de respectivement PFp x I et PFuv x I. L'inversibilité de Sol nous permet d’affirmer qu'il

existe ((£1,7m1), (€2,72)) un couplage de (P¥u x 1) x (P*v x 1) tel que

ap = Sol(&1,m), oo = Sol(§2,1m2).
Alors on a
llar — azllv,, < C'[(&,m) — (Lo, m)|[vmx Bps -

Il en va de méme en particulier pour les couplages maximaux respectifs d’ou

ID(c1) = D(a2)ll} v,y < C'(B)N(PEL x 1) — (PEv x DI 5y (rryx )

m
\4

< C'(R)|[PEp = PivllLimp )-
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Ainsi a t-on en particulier

[[D(Sol(uo,n))(s + k) — D(Sol(uo,n))(s + k)1 = (HD(OH) - D(a2)Hz(C([0,1},Vm))> (s)
<|[D(ar) = D(a2)l| 1,y < C'(R)| [P — PfVHE(B{;L(R/))-

O

Ainsi donc, on a le résultat suivant

Théoréme 9. Supposons encore que le bruit f soit de la forme (2.2), avec m > 2 ; alors,
pour tout R > 0, il existe, Cp(R') > 0 et ky, < 1 tels que pour tout s > 0 et pour toute
variable aléatoire Uy dans Bym(R'), indépendante de f, la loi du processus stochastique

continu, solution de (1.2) et partant de tug vérifie :

D (Solio. )(s) = psl i my < Con (R, s > 0. (212)

2.7 Preuve du théoréme 8§

La premiére étape de notre démonstration concerne la contrélabilité approchée du

systéme linéarisé engendré par (1.2).

2.7.1 Construction d’un pseudo-inverse

On adopte les notations suivantes pour la suite de notre travail : on note Ep; :=
Vect ((ej)1<j<m), on note Eq; son complémentaire orthogonal. Pour tout n € F, on note
Car et &pr ses projections sur Eyy et Eﬂj respectivement ; on note de plus Bps : n — (ur-
De plus pour A € B(E), on note Ay et Ay, ses projections sur Fys et Ej; respectivement.

Maintenant, présentons le résultat suivant issue de la théorie spectrale.

Lemme 21. Soit G : H — H un opérateur continu, symétrique et positif. Alors R** >
v — (G 4+ ~vId)~! est bien définie. De plus les normes des opérateurs G(G + vId)~! et
(G+~Id)~! sont bornées respectivement par 1 et % Enfin Ay(7) = ||G(G+~Id) ty—yl?
est décroissante et lim,_,0 Ay(y) = 0 pour tout y € H.

Démonstration. Appliquons & G le corollaire 5 au théoréme spectral (théoréme 7) tel
qu’écrit dans [7]( tome 2, chapitre 8, paragraphe 3 ). Il existe une famille spectrale E
tel que G = [y, Ad(E)). Alors :

1

G+ Id—lz/ —— dE
( v1d) et Aty A
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est bien défini sur H pour tout v € R*". De plus,

2

1 1
G—l—’yIdlyZ:H/ —dE\(y < ||yl [%.
[I( ) llE N e (y) . 7H Iv7;
Par ailleurs \
G(G+~Id)™* Q:H/ ——dE ‘ < |lyll3.
@iyl = || [ om)|| <l

Ensuite,

A =

A 2
1— 2 4E ,
/R+* A+ A(y)' H

est clairement décroissant en . Enfin prouvons que lim,_,o A, (y) = 0 pour tout y € H.
Comme Ay(y) = |[7(G + ~vI1d)~ y|[F; et que |[v(G + vI1d) " | (rm) est bornée par 1,
il nous suffit de prouver la convergence pour un sous-ensemble dense de H. Prenons ici

y € Im(G). Alors, il existe x € H tel que y = Gz et

_ _ 2
Ay(7) = [[V(G +~Id) "' Ga||3 = ||[W(G +71d) ™ (G +7)x — v2)||5
<A||z||F + NG +vId) 2| g2 < 293 |2|Fs

d’oul

lim Ay(y) =0, Vye H.
v—0

O

Proposition 5. Soit A: X x K — L(E — H) un opérateur continu. Supposons que pour
tout uw € X etn € K Uopérateur A(u,n) ait une image dense dans H. Alors pour tout p > 0
il existe M, € N*, C, > 0 et une application continue R, : X x IKC— L(H, E) tel que pour
toutue X etnek,

Im(Ry(u,n)) € Enyo [[Bo(us )l Lia,m) < Clp), (2.13)
1A Cu, m) Ry (u, n)v = vllg < pllv]ly - Vo e V. (2.14)

De plus R, a la méme régularité que A.

Démonstration. Pour tout u € X et n € K on pose G(u,n) := A(u,n)A*(u,n) ou A*(u,n) €
L(H, E) est 'adjoint de A(u,n). L’'opérateur G(u,n) est symétrique. Par ailleurs on a

G(u,nv =0 = (A(u,n)A*(u,n)v,v)g =0 = ||[A*(u,n)v||3; =0, Vve H,

aussi le noyau de G(u,n) est inclus dans celui de A*(u,n) qui est réduit a 0 en vertu
de la densité de 'image de A(u,n) dans E. De plus on déduit de ce calcul que G(u,n)

est un opérateur positif. Aussi en appliquant le lemme 21 obtient t-on que R*T > v —
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(G(u,n) +~vId)™" est bien définie et régulicre. Pour M € N*, on pose

R’Y(ua 77) = A" (uv 77) (G(uv 77) + ’Vld)il ) R%M(ua 77) = ‘I}M © R"/(ua 77)'

Considérons maintenant p > 0 fixé quelconque. En vertu du lemme 21, on peut affirmer
que la famille (A(u,n)Ry(u,n)) converge points & points vers Id : pour tout v € H, il existe
Yp(v) > 0 tel que

1ACw, )Ry (o = vllr < 5. pour 0.< 5 < (v).

Maintenant remarquons que la famille (A(u, n) A*(u,n)(G(u,n) +~Id)~!) est équicontinue

car linéaire et de norme bornée par 1 : il existe d, > 0 tel que,
AR, ()0 = (A )Ry ()l < 2.0 € H ' € Buv,6,).

De plus, comme By (1) est compacte dans H, on peut la recouvrir par un nombre fini N de
boules de la forme By (v;,d,) centrées autour des (v;)1<j<y € H. On pose maintenant

vp = minj<;<n Y,(v;). En regrouppant les deux précédentes estimations, on obtient que

2
[|A(w, n) Ry (u, n)v — v||g < gp, pour 0 <y <7, VYve By(l).

Par ailleurs, A(u,n) Ry, a(u,n) converge vers A(u,n)R,,(u,n) dans L(H, H), donc il existe
M, > 1 tel que,

|| ACu, ) By a, (s m)v = Aw, ) Roy, (u, m)vf[g < 55 Vo € By (1),

WD

aussi en sommant les deux estimations précédentes, a t-on :
A, m) Ry, a1, (w,m)v —vllg < p Vv e By(l)

d’ou par homogénéité, la validité de (2.14) pour R, := R, v, Ensuite pour ce choix de
R, la premiére condition dans (2.13) est clairement vérifice. Quant a la seconde elle est
également valable car (G(u,n) +yId)~! est bornée par % (cf lemme 21), 7 étant choisi en

fonction uniquement de p, et A*(u,n) est borné comme adjoint d’un opérateur borné. [

Ceci fait construisons notre variable aléatoire de controle pour notre systéme.

2.7.2 Choix d’un controdle aléatoire

Lemme 22. Admettons que les hypotheses (A1), (H1),(H2'), et (H3') soient vérifiées.
Alors il existe C >0, 0 €]0,1] et & : X x H x K — E continue telle que ®(u,u,n) =0 et
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telle que 'application
(u,u',n) =n+ ®(u,u’,n)

satisfait

Il — W (u, s )l |par < Cllu —u'||g (2.15)

- 1
15 (usm) = S, W (u, o', < 5llu—o||m (2.16)

pour tous u,u’ € Ds := {(u,u') € X x H,||lu—u||g < 0} et pour tout n € K.

Démonstration. Premiére étape : construction de .

En vertu de 'hypothése (A1"), pour tout ' € E,
S, n+1') = S(u,n) +DuS (u,n) (u' —u) +DyS(u, )y +O (Il — ullfy +[10'[[%) - (2.17)

Pour obtenir (2.16), on s’inspire de la relation ci-dessus. On cherche a construire M > 1

et ®: Dy x K — Ejp; mesurable telle que
~ ~ 1
1DuS () () + Dy (o ) B(as o5l <
|12 (u, s )l < Cllu —u/||n
pour tous ((u,u'),1) € DsxK. On considére 'opérateur D, S(u,n). En vertu des hypothéses
(A1") et (H3'), cet opérateur est continu, & image dense. On peut donc lui appliquer la

proposition 5 : pour tout p > 0 existent M, > 1 et R,(u,n) : H — En, de norme majorée

uniformément en (u,n) € X x K tels que pour tout v € V,

1(Dy S (u, ) Ry, m)v — vl < plfv]lv- (2.18)

Sans perdre de généralité, on peut supposer que § < € o € est défini dans (A1") alors pour
tous (u,u') € Ds (comme u,u’ € X,), en vertu de 'hypothése (A1'), DS (u,n) (v —u) € V
et il existe X tel que

DS (u,m) (0’ = w)llv < X[’ —ul|u (2.19)

On pose alors
®: D5 x K Eng,,  ®(u,u'sm) = =Ry (u, ) DS (u,m) (v — ).
Deés lors

[1(DnS (u, )@, ') + DS (u,m) (W = w1 < pl| DS (u, ) (W = w)ly,



66 MELANGE POUR LES EQUATIONS PRIMITIVES STOCHASTIQUES

donc en vertu de (2.19),
(D08 1)) B s 1) + Dy )0 — )t < pRI — . (2.20)

Par ailleurs, en vertu de la proposition 5, que pour tout p > 0, ® est continue. De plus
comme le coefficient X dans (2.19) est uniforme en (u,n) € X x K, et comme de méme la

norme de R,(u,n) : H — E)y, est majorée uniformément en (u,n) € X x K, on a :
1@ (u, w'sn)||le < Cpllu' — ul|m. (2.21)
Enfin, D,S(u,n) et R,(u,n) étant tous deux continuement différentiables en 7, on a :
19 (u, w'sm) = @(u, u's1')| g < Collu’ = ullalln — 'l 2, (2.22)

pour tous (1,7) € K x K et (u,u') € Ds.
Deuxiéme étape : vérification de (2.16).

En vertu de (2.17), (2.19) et (2.20), il existe X > 0 tel que
15 (w4 (usus 7)) =S wm) [ < X(|Ju—'| 7| @ s m) [+ p X [u — o' | .
Alors, en vertu de (2.21), on a que

115 ('@ (s ) =S ) || <[’ —ul | 1 (X (1 + C) [/ —ul |17 + pX)

en choisissant p tel que Xp < i et en choisissant ensuite ¢ tel que (1 + Cg)i& < %, on

aboutit a (2.16).

Troisiéme étape : vérification de (2.15).

En vertu de I'hypothése (H1) la mesure [ a pour support K. On décompose alors [ :
l=1ly® l]{/[ ol Iy et ZJM sont respectivement de supports Ky et IC]J@. On a de plus que Iy
admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur E)s, a lipschitzienne. Alors en

se servant de cette décomposition de la mesure on obtient pour tout A € By/(E) :

[ (Lat+ B — L) )

- /K I (der) /K (La(Car+Enr+®(u, os CortEar)) — La(Car+Ear) @(Car)dCar.

L
M M

Aussi suffit-il de prouver qu’il existe C' > 0

/’C (La(Car + &+ @(u, s S + Enr)) — LalCar + Enr)) (Can)dnr

<Cllu—|lg, Véu € /Cf/[,(u,u') € Ds,
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pour obtenir (2.15). Pour faciliter les calculs ultérieurs, on note
@é\/‘[ Ky 3¢ — ®(u,u's¢+€) € By

En vertu de (2.21) et (2.22) les normes et constantes de Lipschitz sont majorées par C,,||u—
||g < Ch < % (moyennant un choix de 0 approprié ce qui reste cohérent avec notre choix
de ¢ dans la deuxiéme étape). En vertu du théoréme de Kirzbraun (cf [37]) CIDéV[ peut étre
étendu en une application Ci’éw : By — Ejpy de méme constante de Lipschitz. On pose
maintenant \iléw : By — Ejy défini par \i’é\/l (= (+ ég((). L’opérateur ég(() étant

contractant, \Tfé\/[ est inversible et

~ -1
Lip <(\1/§4) - Id> < Cyllu—u||m (2.23)

en rappellant que Lip(f) est le coefficient de Lipschitz de f. Dés lors on peut procéder au
changement de variable engendré par @é\/f (cf [37]) : on pose ¢ := \Tfé\/[ (Car)- On a alors

/E]lA(CM + & 4 @ (u, v G + Enr))e(Car) A

M

[ maen (82) ) 0 ()" 0)
d’ou
/IC]\EA((M + & + @ (u,u's Qs + Ear))a(Car)
St (82 )]st (@2)" )

Ainsi,
//CM (Ta(Car + &ar + (u,u's Cor + Ear)) — La(Cur + ) a(Car)dSn

- /i/gf(IcMﬂ)A(HrEM)a ((‘i'éw>1 (L)> ‘D\i/é” ((iléw)l (L)>

_ /’CM 1a(Car + Enr)a(Car)dCm

s e

[ LG+ &natcnda
Kar /M

(Kar)

-1
du
det

-1
du
det
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-\ L < ()t -1
Jr/~ La(w+&x) | a (\pg ) (v) ] | DW (qff ) @) —a@)|dv
‘I’éw(’CM)WCM

det
En vertu de la propriété de lipschitziannité, (2.23), on peut borner

-1

D@y«@g)@l))

les autres termes dans les deux premiéres intégrales étant naturellement bornés, on a
<\ L <o ()L
] La(e + Ep)a (xpg ) (1)) |D¥ (qfs ) ()
VM (Kar)/Km
= [ LG+ &analGndn
K /W31 (

Knr)
< (14 Cyllu— ) Eeb(EM (Kag) [Kar) + Leb(or /T (o)),

det

—1
di
det

ou Leb désigne la mesure de Lebesgue. Or pour tout v € Ky,
192 () = vl = 1Be ()5 < Cpllu — ||
donc
Leb(BY (Kar) [Knt) < (Collu /i)™, Leb(Kag /T (Kar)) < (Cpllu — || ar) .

Ainsi

/. ey, HAC €800 (2" @) jper ((927) " )

La(Car + Enr)aCar)dCar

-1
de
det

- /’CM/‘i’fZI(’CM)
< (L+2C|ju—|[g)C) | |u — ||}

Pour le dernier terme on remarque que
e A CIRD L (CORD)
_ A?(m)mgﬁ(v + &) <a ((\i:y)_l (U)> - a(v)> 'Dw ((@g”)_l (v))

+ (’D\llé” ((#2) ") B

det

- 1> a(v))dv.

det

En vertu de (2.23) on peut établir que

o () o)

—1‘§Cp||u/—u|\H, Yv € Eyy.
det
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Dés lors, quitte & considérer § suffisamment petit, on a

; <HD\I'£4 ((\ié”)l <u>) - 1’) _ 'D\i/é” <(@gf)1 (U)>

-1

det
d’ou
1 -1 0
4 n
‘D\Ilév‘[ ((\I/év‘v (’U)) <1+ Z (Collv” — ul|g)
det n=1
oo
<14+ Colld —ullg Y (Cpllu’ = ullm)" .
n=0
Ainsi .
- N -
‘D\Ifé” ((\1@4) (u)) <1+ Cu —ulla.
det
De plus, du fait de la lipschitziannité de o et de la bornitude de ®,,, on a
=) L ’
a <(x1/5 ) (U)> —a()| < C||u — |y
En sommant ces estimations, on obtient (2.15). O

Maintenant établissons un résultat de contraction sur les trajectoires de Ds.

Lemme 23. Pour 0 défini comme dans le lemme 22, il existe une constante C1(0), un

espace probabilisé (Qy, Fo,Po) et une application mesurable
Ds x Qo= K x K, (u,u,wo) = (ny° (u,u'), n{ (u,u)),
tel que D(ni(u,u’)) = D(nj(u,u’)) =1 et uy = g(u,m), up = S(u’,ni) satisfont
Blllur — il < 5) > 1= C1O)d d=llu <5

Démonstration. On considére 7 de loi I. On note ' = U(u,u’;n) et ' = D(n’). En vertu

du lemme 22

. . d
15 (usm) = S s )|l < 5 pes (2.24)
||l - ll”var < 01(5)d (2'25)

Cependant a priori, I’ # [. Cependant on peut construire un 7 de loi I dont les réalisations
sont essentiellement égales a celles de i’ avec une probabilité supérieure & 1 — C1(d). En

effet le lemme de Dobrushin (cf [26]) stipule que I'on peut trouver un couple (7,7') pour
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les lois [ et I’ définis sur 'espace probabilisé (21, F1,P1) tels que
P( # i) < C1(6)d. (2.26)

et tels que (wiu,u’) — (77,7') soit mesurable. On va maintenant construire un recollement
entre (n,n') et (7, 7) deux couplages (I,1') . En vertu du lemme de recollement (cf [37]), on
peut construire trois variables aléatoires (7, (2 et (3 et un espace probabilisé (Qq, Fo,Po)

tels que
D(Ci,¢2) =D, 1), D(G2,G) = D(if', 7).

De plus, le triplet ({1, (2, (3) est une fonction mesurable de (wp, u, u’) (cf 'annexe 3 de [24]
). On a donc D(¢1) = D(¢3) =1 et en vertu de (2.24) on a

d
27

Hg(uvnl)_S(UI)CZ)HH < P()—p.S.

De plus, en vertu de (2.26),

Po(C2 # ¢3) = P1(77 # 1) < Cid,
ce qui implique
. ~ d
Po([[S(u,¢1) = S, @)l < 5) = 1= Chd,

d’ou notre conclusion en prenant 7; = (1 et 7} = (3. O

Maintenant établissons notre résultat de rapprochement sur les mesures, conclusion de

notre preuve.

2.7.3 Rapprochement des mesures

On va désormais considérer le processus d’itération suivant pour notre systéme. On

rappelle que u,u’ € O, d = ||u — /|| et on pose

(S(u,n),

S(u',m)), pour d < do
(S(u,m), S, my)), pour d > do,

(u1,uy) (wo) =

ou 71 (wp) et nj(wp) sont définies au lemme 23 et 1 est une variable aléatoire dans g de
loi [ indépendante de 7 et 7].
Avant d’établir que ce processus engendre un contraction sur ’espace des mesures, on

affirme la propriété suivante, conséquence directe de (H2') :

Lemme 24. On suppose que le systtme S : X x K — X wérifie (A1'), (H1),(H2'), et
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(H3'). Alors pour tout a > v et pour tout r > 0 il existe 0 < p, < 1 tel que :
P(|S(u, )l < allull) > pr, pour [Jul[m > 7 (2.27)

Démonstration. On s’appuie sur le fait que les p; densités des lois des variables 7; soient
toutes non nulles en 0. La continuité de ces densités ainsi que la régularité de S nous

permet d’affirmer que pour tout € > 0 il existe p, tel que
P(||S (w, )l < Allulli + €) > pe. (2.28)

Pour a > v et r > 0 on peut trouver € tel que v||u||g + € < al|u||g pour ||u||g > r. En

construisant ainsi €(r), on trouve p. = p, en on obtient notre résultat. g

Ce résultat supplémentaire nous permettra d’établir la contraction des trajectoires par
dissipation c’est a dire quand les points de départ de ces derniéres sont trop éloignés pour
pouvoir appliquer nos résultats de contrdlabilité. Maintenant établissons notre résultat

principal de contraction pour notre systéme :

Lemme 25. En reprennant l’énoncé du théoréme 2, on introduit la notation K := sup,co(||u||m)-

1l existe dy > 0 et une fonction non décroissante

do

B) ,K] P—)]Qdo,?)do] (229)

9
telle que pour tout £&1,& € X,

&1 — &allm, pour ||&1 — &f|la < do,

g(max(||&:][ g, [|€allz)), pour ||&1 = &2llm > do,

ga(&1,&) =

soit la densité d’une fonctionelle de Kantorovitch. Celle-ci vérifie
Elga(u1,u}))] < kga(u,u’), pour tout u,u’ € O. (2.30)

pour 0 < Kk < 1.

Démonstration. On suppose ici que dy < & avec ¢ tel que défini dans le lemme 22. 11 est

clair que gg engendre une fonctionelle de Kantorovitchde méme que le fait qu’elle vérifie

9a(81,82) < 3[|61 — &2l |u-

Cette coercivité, dans 'espace des mesures, de la fonctionnelle de Kantorovitch nous ga-
rantit la propriété de contraction du processus dans I'espace des mesures si tant est qu’on
prouve que ce processus est contractant vis & vis de notre fonctionnelle de Kantorovitch
i.e (2.30).
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Posons désormais,
o= max(|[ullg, |[W/||m), et & (wo) == max(|[S(u,n)|lm, IS 7)),

et rappellons que d = ||u — «/||g. Intuitivement on peut considérer deux cas. Dans le
premier cas, le processus est contractant sur la premiére en vertu de sa dissipativité.
Premier cas d > d :
Ainsi, on a & > % On considére un a := H’TW avec vy tel que défini dans (H2'). Alors

en vertu de cette derniére et du lemme 24,
P < all) > pg, >0, U <A+ B,p.s.

Pour obtenir (2.30), on cherche g vérifiant (2.29) telle que

d
mwwm+%bﬂwwhﬂ+@§%ww%pmwﬂZé% (2.31)

pour 0 < k1 < 1. Dans le cas ou U < %, on a v+ S < iU donc si on admet que g vérifie

J<alfto. (23

, : do
g est strictement croissante sur [———, et g(a
21— 1—~

alors (2.31) est vérifiée pour un k; approprié.

Pour U < % iedy < %, il convient de construire g sur le segment J ::]d—zo, %]
Pour ce faire, on introduit les intervalles I, :z]a"%, a”_l%] pour n > 1. Alors il existe

Ny tel que U;-V:‘)ll ; O J. Ayant ainsi segmenté J on construit g par morceaux de sorte que,
en particulier on ait une relation de contraction & coefficient constant pour g appliquée a
notre processus :

g(z)=an, ze€l, 1<j<Ny,

ol

5

§d0:a1>a2>-">a]\[0>0 (2,33)
est une suite nombre que I'on va maintenant déterminer. Pour vérifier (2.31) sur Iy, il suffit
que

a1 > payaz + (1 — pgy)at,

inégalité qui est vérifice car a; > ag. Maintenant pour vérifier (2.31) sur I,, pour n > 2 il
suffit d’avoir

An—1 > Pdyan + (1 — pay)ar.
On considére alors 0 < p’ < pg, et on définit les a; ainsi

a; — a2

ap = a1 — )

Py,
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Pour ay suffisamment proche de a; tel que ag < aq , (2.33) est vérifiée. Ayant ainsi construit
g sur J, on la prolonge en une fonction affine sur [%,K | telle que f(K) = 3dp. Alors
g vérifie (2.29). De plus (2.31) est valide donc (2.30) est vérifiée, d’ou notre résultat pour
d > dp.

Cas d < dy La seconde zone est celle pour laquelle on peut employer la controlabilité
du systéme pour prouver la contraction. Ainsi notons D := |ju; — u}||g. Comme dy < 0,
en vertu du lemme 23,

P(D <

(VIS

)Zl—cldsidgdo.

Ainsi, en vertu de (2.29), a t-on

d d
E[gq(u1, ull)] < C1d(3do) + 5 < B + 3C1ddy.
En prennant dy < ﬁ on obtient (2.30), pour £ = 2. Ainsi en considérant dy :=
inf(wlc1 , %) et & = sup(k1, 2), on obtient notre résultat. O

On peut maintenant étendre cette derniére propriété pour notre processus aprés k

itérations et prouver :

Preuve du theoréme 7. Démontrons que le processus définit une contraction dans l’en-
semble des mesures. Soient (u,u’) € X et k > 1 alors pour tout couplage (uy,u),) des
lois (D(uk(u))), D(ug(u')), on a

1D(ux(w) - Dlur(w)l; < 7 int Ega(ér. &) < 7 Bga(mn(u),mu)

ou les (&1,&2) sont les couplages sur (D(ug(u))), D(ug(u')). Démontrons que pour tout

k > 1, il existe un couplage (@i, @},) vérifiant défini sur un espace probabilisé (QF, F* PF)

E[QQ (ﬂka a;c)] < /{kgﬂ(ua u/)7 (234)

avec 0 < k < 1. La chose est déja prouvée pour k = 1. Supposons pour k > 2 que la
propriété soit prouvée pour k—1. Alors soit (@y—_1,uj,_,) le couplage sur la base stochastique
(QF=1 FE=1 Pk=1) associé a (D(ug_1(u))), D(up_1(u')). Alors on applique a toutes les
valeurs possibles du couple (tg_1,@)_;), le lemme 23 : on définit I'univers Q) = Qg1 X
Qo = {(wg—1,wo)} et on pose (U, ;) = (u1,u))(wWr—1,wo) OU u = Up_1(wr—1) et v =
Uy 4 (wg—1). En vertu de (2.30), on a

Elga (uk, up)] = EF ' [E%q (w1, uh) (w1 (wWi—1), Wy (wi—1))]

< KE* g (up—1,up_q) < K" ga(u, ).

O
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Interlude : extension des résultats
aux équations primitives complétes

et interprétation physique

2.8 Définition du probléme complet et notations
Considérons dorénavant les équations primitives non-simplifiées :

3

ou

87:_Auk+zaj(ujuk)+akp+f00rez/\uk:fkv k=12,
=1

divu = 0,

T
%—t—AT+(u-V)T:Q,

dp
X iT=0.
5, + 0

On commence par préciser les conditions aux bords pour le systéme complet :

pour 7 =1 ou 2,
uj(x + L7y727t) = uj($’y7zvt)7 uj(xvy + L,Z,t) = uj(x,y,z,t),
uj(z,y,z+ h,t) = uj(z,y,2,t), uj(z,y,—z1t) =uj(z,vy,z2,1),

i.e u; est périodique en x, y et z, et pair en z; de plus,

’U,3([E + L7yazut) = u3(x7y7zvt)7 U3(377y + L7Z7t) = u3(xay7z7t>7
Us(xa%z + h7t) = U3($7y72at), u3(xay7 —Z,t) = _u3($7yazat)7

i.e ug est périodique en x, y et z, et impair en z et enfin

T(x+ L,y,z,t) =T(x,y,2,t), T(x,y+L,zt)=T(x,y,z1t),
T(z,y,z+h,t)=T(v,y,21t), T(r,y,—z1t)=-T(v,y,z1t),

75

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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i.e T est périodique en x, y et z, et impair en z. On remarque que contrairement & I’équation
simplifiée (cf section 0.4.1), la pression a une dépendance en z du fait de sa dépendance en
T'. On reprend la notation v := (u1,uz). En vertu de ces conditions aux bords, on peut de
nouveau écrire uz = ff ;, dive v. De méme on remplace % par T. Dés lors (2.35) se réécrit

de la maniére suivante :

ov + (v-V)v— (/ diva v@) — Av+ Vaop(z,y) — Vg/ T=f, (2.39)
ot —h 0z —h

or = 0T B

E + (’U : V)T - (/_h divy UE) — AT = Q (240)

Ici, pour simplifier la notation, le terme p qui désignait dans (2.35) la pression totale,

désignera dans la suite la pression hydrodynamique. De plus dorénavant on note
w:= (v, T). (2.41)

On pose ensuite
z 0 z oT
B(w) = ((v Vv — (/ divy v)—v, (v-V)T — (/ divy v)) , (2.42)
—h aZ _h 82
B (w1, ws) le terme bilinéaire qui lui est canoniquement associé, et

z
W(w) = (V2 [ T+ fou A0,0) (2.43)
—h
Alors on écrit (2.39) sous la forme

ow

Les conditions aux bords deviennent alors

v(x+ L,y, z,t) =v(x,y + L, z,t) = v(z,y,z + h,t) = v(z,y, 2,t),

( (
v(z,y, —2,t) = v(z,Y,2,1), (2.46
T(x+ L,y,z,t) =T(x,y + L, z,t) = T(x,y,z + h,t) = T(z,y, 2, 1), (

(

T(z,y,—z,t) = =T(x,y,z,t).
Alors on peut considérer w(x,y, z,t) comme un champ sur le tore,
w:0xRT R, O=T2%xTy,,
tel que v et T soient respectivement pair et impair en z.

On ajoute maintenant les conditions initiales et certains résultats permettant de ca-
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ractériser l'espace d’existence des solutions. D’abord on a toujours la propriété (1.3) qu'on
rappelle ici :
dive v = 0. (2.49)

Les conditions initiales sont similaires & celles du probléme simplifié
w(-,0) = (vo, To) =: wo (2.50)
ol, en plus de (2.45), (2.46), (2.47), (2.48) et (1.3), wo vérifie :
/ wod¢ = 0. (2.51)
()
On impose toujours pour (f,Q) :
|r@nac=o. vizo (2.59)
Alors une solution w de (2.44), sous les conditions (2.51) et (2.52) vérifie
/@w(g, NdC =0, V> 0. (2.53)

On peut dés lors adapter la nomenclature de ’équation simplifiée & notre probléme

Pour tout j € Z on baptise H’(Q) 'espace de Sobolev de degré j sur Q et

HI .= {(v,T) € (Hj((O)))3 : /(v,T)dC =0, v est pair en z,T est impair en z, }.
(0]

Dotons cet espace du produit scalaire
(wi,w2); = (VY wi, (V) ws).
On pose toujours, pour tout j € N/{0}
VI .= {(v,T) € H : v satisfaisant (2.49)},

et VO la fermeture de V! dans L?. On abrége H® en H et V° en V. De plus on note (€n)neN
la base orthonormée de V' construite de maniére homologue a (e, )nen dans V.
Pour j € N, on note :
— Ej([t1,t2]) := L2([ta, t2], V),
— Uj([t1, t2]) := {w € Ejs1([t1,t2]), 22 € E;j_1([t1,t2])}. Alors on a toujours Uj ([t1, t2]) <
C([t1, 2], V),
— on adopte les notations suivantes E;(T) := E;([0,T]) et U;(T) := U;([0,T7), ainsi
que [[[(f, Q)|[x == sup; [[(f(2), Q())]|p+-
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On a alors naturellement la décomposition orthogonale suivante :

Vm o= Vm@vjrm’

ot pour w = (v,T) € V™, V™ est I'espace des champs v et vir I’espace des champs T'.

2.9 Résultats principaux pour notre probléme

Dans cette section, on présente les deux principaux résultats déterministes concernant
notre probléme qui font écho & ceux que nous avons énoncés dans le cas de ’équation sim-

plifiée. Définissons d’abord la notion de solution pour les équations primitives complétes :

Définition 3. Soit 7 >0, m > 1 et wyg € V™, w est une solution forte de (2.44), (2.50) si
w € Up,(7) et Ip € L2([0, 7], H™(T2)) tel que (w,p) vérifient (2.44) et (2.50).

Alors en se référant a [34] on peut affirmer le caractére bien posé du probléme :

Théoréme 10. Soient m > 1, wg € V™ et (f,Q) € (LOO(R+,Vm*1))2 alors I'équation
(2.44) admet une unique solution w dans C(RT, V™) N LE (RY, V™). De plus pour tout
7 > 0, la norme de w dans C(RY, V™) N L2 (R, V™HL) est majorée par une constante

loc

dépendant uniquement de T,||wol|gm et |||(f, @)|||m.-

On pose
Sol : (wo, (f,Q)) = w  solution de (2.44), (2.50). (2.54)

De l'article [34] on déduit également, en reprennnant le raisonnement menant au théo-

réeme 2, 'existence d’un ensemble absorbant pour notre systéme :

Théoréme 11. Soit m > 1 un entier et supposons qu’il existe une constante C* telle que
(£, Q)(t)||[gm— < C*, ¥VE>0

alors il existe R = R(C*) tel que pour tout M > 0, existent 7 = 7(M,C*) et K =
K(M,C*) > 2R tels qu’une solution w de (2.44) telle que |[wol|ym < M wvérifie :

lw(®)[[gm < K, >0,

lw@)|lgm <R, t>T

Maintenant introduisons les notions nécessaires a 1’étude de I’aspect stochastique de

notre systéme. En reprennant la définition des 7’ :

00 27 -1

i) = (&(Oho(t) + 3¢ D €lahin(®))
=0 k=0
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oil les variables aléatoires réelles &} et 5; i sont indépendantes, identiquement distribuées
(ii.d) et vérifient |¢f] < 1 et |§;k| < 1 pour tout événement w; ou de plus, les coefficients
vérifient :
oo oo
2 i\ 2
> (3 ) <o
i=0 =0

Alors on pose

0t =3 b (t)A; e, 0<t<1,
1=0

et Tx = Y vy bm};(t))\i—mﬂe} une suite de copies de 7 indépendantes. Notre bruit rouge

s’écrit alors
(f,Q)() = Z L e[ (O (2) = Z Lo e[ (1) Z bz’ﬁﬂ;m/zéu (2.55)
k=0 k=0 =1

ot (€;) est la base de V définie plus haut. On rappelle finalement que (g, p) := [ g(v)p(dv),
(cf (2.1)).
On peut alors affirmer deux propriétés de mélange pour le processus stochastique en-

gendré par (2.44) soumis au bruit rouge. Tout d’abord, pour le systéme discret

wit1 = S(wg, M) = Sol(wy, Nx)(1), (2.56)
on a le résultat de mélange suivant :

Théoréme 12. Supposons que le bruit (f,Q) soit de la forme (2.55), avec m > 2 ; alors,
le processus engendré par (2.56) admet une unique mesure stationnaire u € P(V™). De
plus pour tout R > 0, il existe, Cp,(R') > 0 et Ky, < 1 tels que pour tout k € N et
pour toute variable aléatoire wy dans Bym(R'), indépendante de (f,Q), la loi du processus

stochastique (wy) décrit par (2.56) vérifie :
1D (wi(w0)) = pll vy < Con(R )iy (2.57)
Ce résultat entraine

(9. D (wg(wo)) — p) —— 0, Vg€ Cp(V™).
k—o00
De plus, en définissant s de maniére analogue a (2.11), en fonction de p tel qu’établi

dans le théoréme 12, on a un résultat semblable au théoréme 12 pour le systéme continu :

Théoréme 13. Supposons que le bruit (f, Q) soit de la forme (2.55), avec m > 2 ; alors,
pour tout R > 0, il existe, Cp,(R') > 0 et Ky, < 1 tels que pour tous s > 0 et pour toute

variable aléatoire wy dans Bym (R'), indépendante de (f,Q), la loi du processus stochastique
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continu, solution de (2.44) et partant de wy, vérifie :

1D (Sol o, (£, @))(5)) — psllrm) < Oon(B) (259)
Ce résultat entraine

<g)D (@(Uma (f7 Q))(S)) - MS> m 07 v.g € Cb(vm)7vs > 0.

Observons maintenant que si le théoréme 12 nous donne la convergence faible, selon
la topologie induite par les fonctions continues bornées sur 'espace des phases V™, de la
famille des lois des solutions de (2.44), on peut élargir ce résultat au fonctions continues
et seulement localement bornées sur V™ c’est a dire ’ensemble des fonctions continues sur

V™ bornées sur tout borné de V™. Dans la suite on note cet ensemble Cj,.(V™).

En effet, comme notre systéme évolue dans O,,, un sous ensemble borné de ’espace
des phases V™, toute fonction continue localement bornée g de V™, peut-étre, sans perte

de généralité assimilée & une fonction continue bornée de V™ via sa troncature :

g(w), lwllpn < K
9 (), lwllgn = K

ou, on le rappelle (cf Théoréme 2), K est tel que O, C Bym(K). Cette assimilation nous

permet d’écrire le corollaire suivant au théoréme 12 :

Corollaire 6. Supposons que le bruit (f, Q) soit de la forme (2.55), avec m > 2 ; alors, pour
toute variable aléatoire wo & valeurs dans V™, indépendante de (f,Q), la loi du processus

stochastique continu solution de (2.44), partant de wo vérifie :

(g, D (wi,(wo)) — p) — 0, Vg € Cloe(V™).

k—o0

Exposons maintenant deux propriétés essentielles du systéme, qui découlent de ce théo-

réme de mélange.

2.10 Propriétés ergodiques
Une conséquence majeure du caractére mélangeant de notre systéme est que celui ci

vérifie la loi des grands nombres et le théoréme central limite. En effet en s’appuyant sur

le raisonnement des paragraphes 8 et 9 dans [23] on obtient :

Proposition 6. Sous les mémes hypothéses que dans le théoréeme 13, la loi du processus
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stochastique discret (2.56) partant de wo suit la loi des grands nombres i.e :

N—-1
1 [ Sm
N kE_O g (wg(wo)) o (g, 1), p.s, Vg€ Croe(V™).

La loi des grands nombres nous permet de déterminer ’espérance liée a la mesure sta-
tionnaire du systéme qu’on approche par la moyenne temporelle des itérés d’'une quelconque
trajectoire de ce processus. Ainsi donc en moyennant dans le temps les mesures observées
pour une grandeur physique d’intérét, on peut en déduire une caractéristique statistique,
en 'occurence 'espérance. Le résultat suivant affine cette propriété puisqu’il nous permet
de quantifier I’écart entre cette moyenne prise sur une trajectoire et la mesure stationnaire.

En effet, le théoréme central limite stipule :

Proposition 7. Toujours sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 13, la loi du
processus stochastique discret (2.56) partant de wq vérifie le théoréme central limite : pour
tout ¢ € Cyp(V™) lipschitzienne telle que (¢, p) = 0, il existe o > 0 tel que,

N-1
<97 \/1N ZO: (¢ (wk(wO)))> m <97N(070)>7 t— o0, Vg € Cloc(‘?m)ﬂ

ot N(a,b) est la loi normale centrée en a de variance b.
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Chapitre 3

Controlabilité du systéme et cas d’un

bruit dégénéré

L’objet de cette partie est de montrer la propriété de mélange pour notre systéme avec
des hypothéses relachées sur le bruit. En effet notre choix de I’espace E associé a ’hypothése
de non-dégénérescence imposent que le bruit s’exprime sur tous les modes de Fourier ce
qui est trés restrictif et peu réaliste physiquement. Pour cette extension, on s’appuiera sur
une version plus générale du théoréme 6, présentée dans [24]. Grace a cela on prouvera
que si 'on remplace F par un sous-espace correspondant seulement & un nombre fini et
trés restreint de modes de Fourier sur la variable spatiale les équations primitives restent
mélangeantes.

Pour ce faire et ainsi établir le théoréme C, on s’appuiera sur un résultat général de
meélange issu de [24], pour valider les hypothéses duquel, deux ingrédients sont nécessaires :
des résultats analytiques sur le systéme (2.3), établis dans la premiére partie de ce travail,
et des résultats de controlabilité du systeme linéarisé D, S issus d’une analyse menée dans
[33] et qu’on détaillera ici. A l'instar de [33], et pour une plus grande cohérence de I’étude de
la controélabilité de notre probléme, on adjoint & ces derniers, les résultats de controlabilité

de notre processus associé aux équations primitives (2.3).

3.1 Controlabilité pour les équations primitives

Dans cette section on expose briévement les résultats de contrélabilité du systéme
(2.56), engendré par (2.44) qui, bien que n’étant pas nécessaire pour prouver notre résultat
de mélange, fait partie intégrante de 1’étude de la controlabilité de notre équation. Com-
mencons par définir la notion de controlabilité approchée pour les équations primitives :

en reprenant la définition de I'espace V™ de la section 2.8

Définition 4. Soit H un sous-espace de V5. L’équation (2.44), est dit approvimativement

contrélable dans V'™ par H, si pour tous wg, w1 dans V™ et tous € >0, et T > 0, il existe

83
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(f,Q) € L>([0,T],H) tel que

[[Sol(wo, (f, @))(T) — wil[pm <,

ot on rappelle que Sol est définie par (2.54).

L’idée est donc de controler le systéme de maniére approchée par un ensemble restreint
de bruits (en l'occurence concentrés sur les bas modes de Fourier). La propriété alors
essentielle pour notre systéme est la saturation, qu’on va définir maintenant. Soit H un

sous-espace fixé de V° de dimension finie ; on considére la suite des espaces Hy, :

Ho=H
HH = o =+ ) (BE) +W(0,4)) .0, € HE ¢ € HiY
=1
& {00 =0+ (BUW(0,6)), &)+ BW(0,£)),6)) ¢ & € HEY,

J=1

avec B et W définis par (2.42) et (2.43) respectivement. On définit alors la notion de

saturation :

Définition 5. On dit que H est saturant dans V™ si
7_‘7m _
U JHE =V,

Alors on a le résultat suivant prouvé dans [33] :

Proposition 8. Soit H un espace saturant dans V1. Alors (2.44) est approximativement

contrélable dans V1 par H.

On se contentera d’expliquer ici les principales étapes de la démonstration.

On commence par le résultat crucial pour le controle des trajectoires :

Proposition 9. On considére wy = (vo, Ty) € VA, n € V5, €€ Vi et ( € VT5’ Alors

Sol(wo +8712¢,07'0)(0) = ()72 —wo +0 = BE)  (3.1)

ﬁ(wo + 5_1C7 0)(6) - 6_1< E} Wo — AC - W(Oa () - %(UO + W(Oa C)7 C)v (32)

ot on le rappelle B et W sont respectivement définis par (2.42) et (2.43).

Le principe de ce résultat, est que le systéme soumis & une force infiniment grande
et avec une condition initiale infiniment grande peut-étre pour un temps infinitésimal une
trajectoire associé & une trajectoire linéaire. Cette propriété permet d’estimer a court terme

et de maniére simple une trajectoire relativement complexe qui est celle de notre systéme.
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On raisonne alors pour la contrélabilité du systéme en terme de point approximative-
ment atteignables par le systéme dans I’espace des phases V. Pour un controle dans H
'espace atteignable partant de wg est wg + H. Utilisant cela, en vertu de la proposition
9, partant de I'espace wo + H* (et plus particuliérement des grandes valeurs initiales) on
atteint wo + H**t1 + A ou A sont des termes supplémentaires dans #* donc on peut guider
le systéme vers wy + H**! moyennant une étape supplémentaire. Ainsi prouve t-on que
si H est saturant dans V!, alors le systéme est approximativement controlable dans V1.
L’expansion de 'espace atteignable se fait dans ’équation hydrodynamique via le terme
bilinéaire ; cette expansion de ’espace des champs cinématique atteignable permet ensuite

d’étendre ’espace des températures.

Comme ensemble saturant, on choisit un nombre fini des premiers vecteurs de la base
trigonométrique de V0. Il serait physiquement plus vraisemblable de borner le controle
I’apport de chaleur et donc de choisir la famille de contréle dans VT5 cependant dans ce cas

on n’obtient la controlabilité du systéme que dans V0.

3.2 Meélange dans le cas d’un bruit dégénéré

Dans la suite de cette partie on s’attachera a établir le caractére mélangeant du systéme
(3.3). Pour ce faire, on introduira un nouveau théoréme de mélange, issu de [24], et un
résultat de controlabilité pour la linéarisée des équations primitives. Pour plus de simplicité,
on commencera par exposer ce résultat pour le cas des équations primitives simplifiées
(1.12) avant d’en donner la formulation pour ’équation compléte. Cela permettra dans un
troisiéme temps de détailler la preuve de la contrélabilité de la linéarisée des équations
primitives simplifiées, preuve qu’on n’apportera pas pour le systéme complet, mais pour

laquelle on se réferera a [33].

On s’intéresse donc, tout d’abord, a la propriété de mélange du systéme (2.3), engendré

par (1.12) et qu’on réécrit ici :
Uk+1 = S(Uk, f]k)? k 2 07 (33)

ou, a l'instar de (2.3), up € H et ou les (), ne sont exprimés que sur quelques modes de
Fourier seulement. Ce résultat étant intimement lié & la contrélabilité du probléme linéarisé
issu des équations primitives, la forme exacte du bruit dégénéré pour lequel notre systéme
est mélangeant se définit en fonction du probléme linéarisé. Introduisons donc la notion
d’ensemble saturant pour le probléme linéarisé : soit G C V° un espace fixé, on considére

la suite des espaces GF telle que

G'=g
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G ={n o=+ ) B &) G € 6.6 € G

j=1

On a alors une définition de la saturation pour le probléme linéarisé similaire & celle pour

les équations primitives :

Définition 6. On dit que G est saturant dans V'™ si

7V77L
Uzozogk =Vm.
On considére dans la suite un bruit exprimé sur ’ensemble saturant G et vérifiant la

propriété suivante qu’on baptise observabilité :
Définition 7. Soit 0 < T < 1. On dit d’une fonction ¢ € L*([0,T],G) qu’elle est observable
par rapport a la base (e;); si pour toutes «; : [0,T] — R lipschitziennes et B : [0,T] — R

telles que
Z lleillE o, < o0

I’égalité
Zaz‘(t)@(t), ei) = B(t) =0 dans L'([0,T]),

implique que les o; et B s’annulent sur [0,T]. On dit qu'une mesure | € P(L*([0,T],G)) est

observable si l-presque toute trajectoire est observable.
Exposons maintenant le résultat principal de cette section :

Théoréme 14. Soit G un espace saturant dans VO et soit une famille de i, € L>([0,1],G)
telle que

— il existe une base orthonormée (0;);>1 de L*([0,1],G), avec o € L>=([0,1],G) et

sup ||| L (0,11,6) < 00,
Jj=1

telle que les variables aléatoires ny, puissent s’écrire de la maniére suivante

Nk = Z bjfj*;O’j, bj 75 0, Z bJQ < 0.

=1

Ici les &1, sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité p(r)dr, ot p est
une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [—1,1],
— il existe 0 < T < 1 tel que sur [0,T], | = D(ny) soit observable.

Alors le systeme (3.3) est mélangeant.

Pour démontrer la propriété de mélange on utilise le théoréme suivant qu’on reprend

dans [33] (cf aussi [24]). Comme la formulation de ce théoréme est semblable a celle du



3.2. MELANGE DANS LE CAS D’UN BRUIT DEGENERE 87

théoréme 6, on en reprend les notations : en particulier, les définitions des ensembles O,

Ose, K, Koe et X ainsi que celle du systéme générique

Uk+1 = S(Ulmnk)a k Z 07 (34)

sont telles que définies & la section 2.4.

Théoréme 15. On émet pour le systéme (3.4) les hypothéses suivantes :

— Régularité : S : O9e X Koe — V est deux fois continuement différentiable et ses
dérivées jusqu’au second ordre sont bornées. De plus n — g(uo,n) est analytique
pour tout ug € Oge, et toutes ses dérivées D%S’ sont continues et bornées.

— Décomposabilité du bruit : il existe une base orthonormée (0;)j>1 de L*([0,1],G),
avec oj € L*>([0,1],G) et

sup [|o; [ Lo (j0,17,6) < 00,
Jj=1

telle que les variables aléatoires ny puissent s’écrire de la maniére suivante
oo
2
Nk = Z bjﬁjJ.cO'j, bj #0, Z bj < oQ.
j=1

Ici les & 1, sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité p(r)dr, ot p est
une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [—1,1].

— Dissipativité : il eviste 0 <y < 1lett € X etn e K tels qu’on ait
1S(u,n) — /|y < Allu—1a|lg, YueX.

— Non-dégénérescence : Si on baptise, pour tout v € X, K% l’ensemble des ng
tels que DyS(u,no) = L*([0,1],G) — H ait une image dense dans H, alors on a
(k) =1
Sous ces hypothéses, le systeme (3.4) est exponentiellement mélangeant : il existe une unique
mesure [ de support inclus dans By (R*), pour un R* > 0 fizé telles que pour tout R > 0
et ug € Br(R), on a
1D (o)) — pully, < CP, (3.5)

pour 0 < k(R) < 1, C =C(R) > 0, fixés.
S’appuyant sur ce résultat on prouve alors le théoréme 14 :

Preuve du théoréeme 14. Pour prouver que le systéme (3.3) est mélangeant, vérifions les
hypothéses du théoréme 15 pour H = V2 et V = V3. L’hypothése d’analycité est validée
en vertu du théoréme 4 et celle de dissipativité en vertu de la proposition 2. L’hypothése

de décomposabilité du bruit est naturellement vérifiée. La démonstration de la validité
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de I'hypothése de non-dégénérescence dans V2 du systéme est apportée a la section 3.4.
Elle reprend la preuve de la propriété analogue pour le probléme complet, présentée dans
[33]. O

3.3 Meélange pour les équations primitives complétes, sou-

mise & un bruit dégénéré

Ayant prouvé que le systéme issu de I’équation simplifiée (1.12) est mélangeant quand il
est soumis & un bruit dégénéré, on affirme maintenant que ces résultats restent valables pour
le systéme correspondant aux équations primitives complétes (2.44), (2.49). On rappelle la

forme que prend ce dernier : en reprenant la notation issue de (2.54) :
Sol : (wo, (f,Q)) — w solution de (2.44), (2.50), (3.6)

on considére (cf (2.56))

wr1 = S(wg, My) 1= Sol(wg, M) (1). (3.7)

Dans ce contexte on prolonge les définitions d’ensemble saturant pour le linéarisé du
probléme complet :

Soit G C Vf’ un espace fixé, on considére la suite des espaces ?k telle que

g'=30

ak—’_l = {77/ : 77/ =n-+ Z W(Ov 77j) + Z B ((Cj7 Cj,T) + W(07 Cj,T)v‘Sj) 5
p= =1

Ui S g]{g(Cja C],T) € 67 é] € Ek}

On a alors une définition de la saturation pour le probléme linéarisé similaire & celle pour

les équations primitives :

Définition 8. On dit que G est saturant dans vm s
7‘7771 _
Uzozogk =V,

Alors, le processus associé aux équations primitives complétes soumises & un bruit

dégénéré est mélangeant :

Théoréme 16. Soit G un espace saturant dans VO et soit une famille de i, € L>([0,1],G)
telle que
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— il existe une base orthonormée (c;)j>1 de L*([0,1],G), avec a; € L>=([0,1],G) et

S
J

up |05 5 oo = < 00
le)|| illr ([0,1,6) )

telle que les variables aléatoires ny puissent s’écrire de la maniere sutvante

Nk = Z bj{jkaj, bj #0, Z bJZ < oQ.

j=1

Ici les &1, sont des variables aléatoires i.i.d avec des lois de densité p(r)dr, ot p est

une fonction Lipschitzienne non nulle en zéro et de support compris dans [—1,1],

— il existe 0 <T < 1 tel que sur [0,T], | = D(ng) soit observable.

Alors le systeme (3.7) est mélangeant.

Donnons maintenant un exemple de bruit dégénéré observable et exprimé sur un en-

semble saturant.

On considére donc un bruit rouge s’exprimant sur les vecteurs (0, ¢;) pour 1 < i < 10

ol les ¢; sont définis par :

¢
®2
®3
b4
®s5

‘= cos sin z,
= sin x sin z,
:= cosysin z,
= sinysin z,

:=sin 2z,

¢ = cos2x sin z,
¢7 :=sin 2z sin z,
¢g 1= cos 2ysin z, (3.8)
¢g := sin 2y sin z,

¢10 = sin 2z.

Ce dernier est observable (cf [24]), et supporté par un ensemble saturant (cf [33]) on

peut donc établir un résultat de mélange pour le systéme (3.7) engendré par les équations

primitives complétes

Théoréme 17. Le processus résultant engendré par un bruit rouge supporté par les vecteurs
(3.8) wia (3.7) est mélangeant.

Concluons maintenant cette partie par la preuve de 'argument de controlabilité pour

notre systéme simplifié.

3.4 Validation de I’hypothése de non-dégénérescence dans V2

pour le systéme simplifié

Ici, on reprend la démonstration présentée dans [33]. Commengons par établir le résultat

de contrélabilité suivant :
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Proposition 10. Soient G un espace saturant dans VO, T > 0 et | € P(L®(R*,Q))
observable sur [0,T]. Alors pour l-presque tout n, DpS(ug,n)G est dense dans V2 pour tout
ug € V2.

On cherche donc & obtenir la densité des D, S(ug,n)h dans V2 pour h a valeurs dans
G. Pour mener ce faire, appliquons le principe de Duhamel pour un systéme commencant
a l'instant T :

1
D,Sumh = | &} (1(t) + DY Stuo.m)hlr<r) de (3.9)

ol G,ffw est (cf la section 1.4.2) la valeur a to de la solution de
dL?(u)v = 0,

avec pour condition initiale v(t;) = w, et on D,%F S(ug,n) est de maniére similaire a

D, S(ug,n)h, la valeur a 'instant 7" de la solution v de
dL(Sol(up,n))v = (0,h).

La démonstration se fait en deux mouvements : tout d’abord la preuve de la densité de
Dg S(ug,n)h|r<r dans V0 via un résultat de controlabilité pour le systéme linéarisé, puis
I'utilisation des propriétés régularisantes de notre systéme pour établir cette densité dans
V2 via un lemme de continuité. Enfin pour obtenir notre résultat sur D, S(ug,n) on utilise
un dernier lemme technique et (3.9). Commencons par un résultat essentiel de controlabilité

du systéme linéarisé.

Lemme 26. Soient T > 0 et | € P(L>®(R™,G)) observable sur [0,T]. Alors pour I presque
tout , si wy € VO dans lorthogonal pour VO de Uimage par D;S(uo,n) de L>®(R*,Gy),
wy est aussi dans lorthogonal pour VO de l'image par D;‘]F,S’(uo,n) de L®(RY, Gr11).

Démonstration. Appliquons de nouveau le principe de Duhamel, cette fois ci & D?; S(up,m) :

T —
(DTS (ug, ), wy) = /0 (h(t), Sty )t

Des lors, si
(DﬁS(uo,n)h,wQ =0, VYheL®R",G),

on a,

T
/ (h, Py&SLwy)yodt =0, Vhe VO
0

oil P, est le projecteur sur 'espace Gy. Ainsi, en prenant h := P,&{w; on obtient

T
/ 1 PeShaw|[Zodt = 0,
0
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l.e

|1Pe& w0 =0, YO<t<T.

Aussi a t-on

<h(t), Pk@épwﬁ =0, Vhe LOO(R+, gk), VO <t<T,

d’ott en particulier pour les constantes
(b, P,&Lw1) =0, VYheG,, YO<t<T.
En dérivant cette relation en temps, on obtient
(Ab + B(Sol(uo,n)(t),b) + B(h, Sol(uo, n)(t), w(t)) =0, VheGy, VO<t<T,

ot w(t) = &Lwy. On introduit maintenant y(t) = Sol(ug,n fo s)ds; on a alors

(804 BLylo):0) + B0, 0(0)w0) + S4B + Bloeo) (»Am@wza
Vhe G, VO<t<T,

ou les n; sont les coordonnées de n sur la base (e;);. Ici on constate de nouveau que
c’est le terme bilinéaire, appliqué a n et h qui permet d’agrandir l'espace auquel w(t) est

orthogonal. En effet, en dérivant de nouveau cette relation par rapport au temps et en

posant
0i(t) = (Blex,b) + Blb,er), w(?)
5(6) = 5 (8 + Bly(),5) + Bb,y(1), w(0)
+Z (eirb) + B(b, ei), dt>>/ ni(s)ds
on obtient

)+ ai(t)mi(t) =0, VO<t<T.
B est continue et les «; sont dérivables donc en vertu de 'observabilité de la loi de 7,
<B(eia h) + B(b) el)aw(t» =0, VheGy VO<t<T,

i.e w est dans 'orthogonal de Gy OJ

La conséquence directe de ce lemme et de la saturation de G est le corollaire 7.

Corollaire 7. Soient G un espace saturant dans VO, T > 0 etl € P(L>®(R*,G)) observable
sur [0, T]. Pourl presque tout n, DgS(uo,n)g est dense dans V.
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On écrit maintenant une propriété de régularisation qui permettra d’établir notre ré-

sultat de densité dans V2.

Lemme 27. Pour tout 0 < T < 1 et u € Uy, l'opérateur b — f% &ihdt est continu de V°
dans V2.

Démonstration. Sans perdre de généralité on peut se contenter de prouver ce résultat en

remplacant &} par 6(1)_t. Si h € VY alors,

= dL (u)(0,h) € U C Ey,

(S

en vertu du lemme 13. Par ailleurs si on considére 9(s) := (Tt) 0(s), on a que
o =dL ™ (u)(0,9)
et 0(1) = Gé_th. On applique alors de nouveau le lemme 13, v € Uy donc Gé_th est dans

V2. L’analycité de dC confére a Gé_t la sienne et donc sa continuité de Vy vers Va. Par

intégration sur [T, 1], on a notre résultat. O

Maintenant, on s’intéresse a I'opérateur
1
V2 V2, h—>/ Sihdt,
T

qui est donc la valeur calculée & I'instant 1 — 7 de d£~!(u)(h,0). On affirme ! la contro-

labilité par la condition initiale des solutions du systéme dL(u)v = (h,0) : i.e
Lemme 28. L’image de V2 par
1
V2 V2, b—>/ Slhdt
T
est dense dans V*

On peut maintenant appliquer la formule de Duhamel :

Preuve de la proposition 10. On a

V2

) 1
Dy S0 E=@)" ={ [ &t () + DI S ()bl ) heLm(@}

1. Ce résultat étant similaire & celui qu’on trouve dans la section 7.2 de [24], on ne le prouve pas ici.
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or en vertu du lemme 27,

V2

{ /T 1 &} (h(t) + DIS(ug,mhlr<r) dt, he LOO(Q)}

. v
_ {/T &t (h(t) + DI S (ug, n)hl,<r)

dt, he LOO(Q)} :

De plus le corollaire 7 implique (quitte & considérer h|;>7 constant) que

0

1 1
{/ &; (h(t) + DIS(uo,n)hlr<r) dt, he Lw(g)} 3/ G, V23dt.
T

T

Dés lors, comme en vertu du lemme 28, fr} &} V2dt est dense dans V2, on a

D,S(ug,n)L>(G) =V=.
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Annexe A

Résultats techniques

A.1 Lemmes de Gronwall

Pour les résultats suivants on s’en remet a [5].

Lemme 29. Soient g, h ety des fonctions positives localement intégrables sur [to, oo] telles
que
dy

W h
a =9t

t+1 t+1 t+1
/ g(s)ds < aq, / h(s)ds < ag, / y(s)ds < as,
t t ¢

pour tout t > ty avec les a; > 0 constants. Alors

et

y(t+1) < (as + az)e™, Vit > t.

On y ajoute un corollaire immédiat utile pour nous dans la suite

Corollaire 8. Si, dans les circonstances précédemment énoncées, il existe [ positive loca-

lement intégrable sur [ty, o[ telle que y vérifie

dy
dt+f_gy+ ,

alors
y(t+1) < (az + ag)e™, Vit > to,

et
t+1
/ f(s)ds < (a1 + 1)(as + az)e™ +az, VYVt >to+ 1.
t
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A.2 Théoréme d’inversion locale uniforme

On commence cette section par un résultat auxiliaire concernant l'inversion des fonc-

tions de la forme Id + V¥ ou W est contractante.

Lemme 30. Soit E un espace de Banach complexe et U un sous-ensemble borné de F.
Soient 0 < k < 1 et ¥ := Id+ ® : Bg(xzg,p) — E analytique, telle que ® soit k-
lipschitzienne. Alors U admet un unique inverse W' : Bg(V(zg), (1 — k)p) — Bg(zo, p)
et de plus U= est analytique et 1/(1 — k)-lipschitzienne.

Démonstration. Tout d’abord établissons que Bgr(¥(xo), (1 — k)p) est bien dans 'image
de ¥. Pour tout z et 2’ dans Bg(xg, p), on a

19(x) = ¥(2)e = [l — 2|z - ||2@) — 2(@)||lz = (1 = k)llz -2l (A1)

d’out le résultat. Construisons maintenant 'inverse de ¥ sur Bg(¥(zo), (1 — k)p) en em-
ployant la méthode parente de la méthode des approximations successives de Picard. En
effet, du fait de la forme particuliére de ¥, résoudre ¥z = y pour tout y c’est trouver un
point fixe & x — y — ®(z) pour chaque y. Ainsi, soit y € Bg(¥(xo), (1 — k)p) quelconque.
On considére la suite (0,,) € (E — E)Y définie ainsi

Opi1 =1Id—®ob, =Id+0,—Tob,

0y = xg-

On pose
1] == sup )Hf(y)IIE-

yEBRr(¥(x0),(1—k)p

Tout d’abord, démontrons pas récurrence que les 6, sont bien définies sur Bg(¥(xo), (1 —
k)p) et veérifient

[110n11 = 6nll] = sup 16n+1(y) — On(Y)lle < K™(1 = K)p. (A.2)
B (¥(x0),(1-k)p)

Tout d’abord 6y :=y — xo + y — ¥(xp) est clairement défini sur Bg(¥(xo), (1 — k)p) et

101y — boyllz = lly — ¥(zo)lle < (1 = K)p Yy € Bu(¥(xo), (1 —Fk)p).

Supposons maintenant que pour tout N > 1 et tout n < N la propriété soit vraie. Alors

N N
6 = zolll < 2 1100 — 0ualll < p(1 —B) Sk = . (4.3
n=1

n=1

Dés lors comme ® est défini sur Bg(xg, p), ¥ o Oy est bien défini sur Bg(¥(xo), (1 — k)p)
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et il en va de méme pour Oy, 1. Par ailleurs,
10n+1— On ||| < [T 0 On —Wobn_1— (On — On—1)||| < Kl[|0n — On—1l] < &N (1 —K)p,

d’ott ’hérédité de la propriété. Par récurrence, on obtient notre résultat.

Démontrons maintenant que la suite (6,,) converge dans (Bg(¥(xg), (1 —k)p) — E,|||-
||z)- En vertu de (A.2) la série des (6,11 —6,) est convergente on a que (6,,) est une suite de
Cauchy donc converge vers § dans (Bg(¥(zo), (1 —k)p) — E,|||-|||g). Alors par définition
Vof = Idsur (Be(¥(x),(1—k)p)— E,|||-]|||g) ainsi a t-on construit un inverse local
de U. Celui-ci est unique en vertu de (A.1). Aussi $=1: Bp(¥(x), (1 — k)p) — Bg(xo, p)
est-il bien défini. De plus

ly =9Il =YooV (y) = Vo ¥ ()|l >1-K)INV () - ¥ ')k,

d’oi1 la lipschitzianité de ! et donc le fait que ¥ soit un homéomorphisme entre Bg (¥ (zq), (1—
k)p) et Bg(zg, p).
Maintenant on constate que ® étant analytique les 0, le sont également en vertu de leur

construction. Ainsi en vertu du théoréme A.2 dans [35] a t-on que W' est analytique. [J

Armés de ce résultat on peut maintenant prouver une variante du théoréme d’inversion
locale ot la taille des domaines sur lesquels les inverses locaux sont construits est uniforme.

On reprend ici les considérations de [35] (on peut également se référer a [4]).

Théoréme 18 (Théoréme d’inversion locale uniforme). Soient E et F' deux espaces de

Banach complexes et U un voisinnage ouvert de E. Soit r > 0 et
f:U—F,

une injection analytique. Soit Z C F tel que Z C f(U) et

a) : G, = fY(Z)+ Bg(r) CU.

Supposons de plus que :

— b) :||df (@)||psr < K1, V2 € Gy,

—¢) || f(@)||lpxposr < K2, Yz € G, and

— d) :Vax e f7(2), |I(df (z)lrer < K.

Alors 3p = p(K1, Ko, K3,7) et 3L = L(K1, Ko, K3,1) tels que sur l’ensemble Z, =
Z + Br(p) Uapplication inverse f=1 : Z, = U soit bien définie et analytique. De plus
ldf =1 ()|l P < L, V2 € Z,,.

L’affirmation reste vraie pour E et F' deux espaces de Hilbert réels, avec l'application f

analytique réelle et G, un r-voisinnage de f~(Z) dans la complezification de ’espace de
Hilbert E.
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Démonstration. Pour zg € f~1(Z) quelconque, posons
U, = (df (o)) Lo f, et ®y =V, —Id, surE.
Alors pour tout 2’ € Bg(zg,r), on a
AP, (2') : B E, h— (df(x0)) " df (')h — h,

et
0, (") : Ex Ew E, h— (df(z0) " d*f(2')(h, k) — k.

Ainsi donc

d* @z (2| Ex B < ||(df (0) o plld® f(2) | Expor + 1 < Ko Kg + 1,
Voo € f~1(Z), 2" € Bg(zo,r).

Deés lors, comme d®,,(zg) = 0, en vertu de 'inégalité des accroissements finis, on a

d® e (2)||Bs e = ||dPay () — APy (20)||EsE < R||d*®uy(2')||Ex B
< KyK3R, V2’ € Bg(zo,R), VYR<r, Vxoc f1(2).

On peut donc choisir £ < 1 et déterminer p < r tels que
Hd@avo(l',)HE»—)E <k, va' e BE(I‘(),,O), Vzg € U.

i.e tous les ®,, sont k-lipschitziens, donc contractants, sur tous les Bg(zg, p) pour tout
xo € f~1(Z). Dés lors, en appliquant le lemme 30 & ®,,, on construit son inverse analytique
Voot Be(Way(20), (1 = k)p) = Bp(zo, p)-

Ainsi, Id + ®,, : Bg(xo,p) — Br(w,p'), pour p’ = Kp est un difféomorphisme analy-
tique entre ces deux ensembles pour tout xg € f~1(Z). Dés lors, f = df (xq) o @, définit un
diffeomorphisme analytique entre Bg(zo, p) et Br(f(zo), (1 — k)p)pour tout zo € f~1(2).

Prouvons maintenant que f~' peut étre construit globalement de maniére univoque
sur Z, quand ses composants sur les Br(z,p) pour tout z € Z sont tous bien définis.
Pour ce faire il nous suffit de remarquer que f étant injective, si deux boules Bp(z, p) ont
une intersection non vide, alors les f~! locaux correspondants doivent coincider sur cette
intersection, car f est injective. Ainsi f is définie univoquement sur la réunion Z, de tous
les Br(z,p) avec z € Z.

Cas analytique réel :

Considérons le cas ou F et F' sont des espaces de Banach réels et f est analytique réelle.
Posons f le prolongement analytique de f sur un voisinnage complexe de U. Alors pour
tout 2o € f~1(Z), f admet un inverse analytique f~! de Bp(f(xo), (1—k)p) dans Bg(xo, p)
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les voisinnages complexes de Br(f(xo), (1 — k)p) et Bg(xo, p) respectivement. De plus en
reprennant le raisonnement ci-dessus, on peut établir que f est un homéomorphisme entre
Bg(xq,p) et Bp(f(xo), (1 — k)p). Par identification f~! a pour prolongement analytique
f —1 donc est analytique réelle.

O
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Annexe B

Le mélange via les plans de transport

Ici on réinterpréte en partie la preuve du théoréme de mélange 7 au travers des plans
de transport . Dans toute la suite, on reprend le raisonnement des sections 2.7.2 et 2.7.3
en supposant prouvée la premiére moitié du lemme 22 jusqu’a (2.16) précisémment.

En partant de deux états initiaux déterministes donnés, on étudie la distance, aprés une
itération du processus, entre les mesures résultant. Dans ce cas 1a ces deux distributions
se décrivent & partir de mesures portant sur les forces aléatoires, et de ce fait la preuve de

leur rapprochement passe par ’étude des plans de transports sur les forces aléatoires.

B.1 Plan de transports sur les forces aléatoires

On considére ici u, u’ € K fixés. Pour simplifier la compréhension des constructions des
plans de transport sur les contréles, on baptise ici les variables muettes correspondant aux

éveénements sur lesquels s’appliquent nos différentes mesures.

.
x1 est un événement portant sur la force appliquée au processus itéré en

u de loi [,
To est un événement portant sur la force controlée qui serait appliquée
au processus itéré en u’ de loi I/,

x3 est un événement portant sur la force controlée, appliquée

au processus itéré en u’ et réarrangée de sorte a étre de loi [.

On cherche alors pour u et u’ fixés et pour tout événement x; a trouver un événement 3
correspondant & la force aléatoire appliquée au systéme partant de u’ de loi [ pour lequel
on aurait un rapprochement de S(u, 1) avec S(u/,z3). Ce faisant on aura construit un

plan de transport entre [ et [.

1. On utilise ici les notions de transport de mesures telles qu’expliquées dans [37]

101
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Tout d’abord, le lemme 22 engendre naturellement un plan de transport déterministe
entre la loi [ portant sur les événements x1 et I’ portant sur xs. Si cette construction fait,
autant que possible, coincider les trajectoires, I’ ne correspond pas a la loi de nos forces
aléatoires.

Pour y remédier on essaie de trouver une correpondance entre [ et I’ qui maximise les
coincidences entre les deux et donc construire un plan de transport amélioré entre les deux.

Le lemme qui suit sert & construire un tel plan de transport dans le cas général d’une
mesure quelconque et de sa transformée par une application de la forme I'd + ® ou P est

contractante.

Lemme 31. Soit
. L—FE W:=Id+ ®,

ot P : est une application contractante. On note k le mazimum du coefficient de Lipschitz
et de la norme de P.

Soient | € P(E) de support IC, de densité par rapport a la mesure de Lebesque p,
fonction lipschitzienne de coefficient k. Soit de plus I € P(E) telle que I' = ®*1. Alors il
existe pour tout € > 0, Iy p. € P(E x E), de marginales 1 et ' telle que

L, MKl

Iy a7, (dC,dC) > 1 — ¢ — k ( N

5 2(1—k)>’ V(e E.

Démonstration. On construit le plan transport de la maniére suivante. Pour chaque partie
mesurable de E, on cherche a associer les mesures [ et I’ dans leur plus grande partie
commune. On note de plus pps la densité de lp;. On procéde alors au changement de
variable associé a Wy, ce qui nous permet d’écrire p}, la densité de I, de la maniére

suivante :

Prr(€) = par (B 37(0) | DT (11 (C))

ol |D\IIM(\IIJT/[1(C))| est le Jacobien de Wjs. On pose alors Ay (¢) = min(pa(€), ph,(€))-
Alors la densité sur E x F,

)

(€, ¢) = Am () Le=¢ + (p(C) = Anr () (p(¢) = A (<)),

définit un plan de transport I, 5 entre Iy et ;.

[ em(©Q A+ () pM(C)—pM(C)‘
Mo (0. d0) > [ Aar(Qyac = [ P g [P 2P . (B.1)
On se penche d’abord sur la seconde intégrale :
/ _ -1 —1
[ [P0 A o [ [ par(251 () [DL @ O 4o
E E
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Par ailleurs

1—k < |DOM(T, Q)] < 1+E,
—pn (B (O)(1+ k) < —par(P3) (W) [D¥ (T (O)] < —pnr (T3 (O) (1 — k).
d’oul

par(¢) — prr (¥ 37 (W) [DE A (F7/(0))]

- |par(€) = par (3 ()| + kloas (B3 ()]

2 2
Comme \IIJT; =142 ,(—®)}, ona
o01(0) = par (B3] < B[S (- @)30(0)| <
n=1
Deés lors
/ pa(C) = par(¥is (w)) |DLu (T3 ) |
B 2

k
. / o (® / o1 (Q) (C))\dC
E
k
_/ |pM / lpa () (C))!dC
E
klpa (5} k kk k kKK
< [ Hou M<<>>|+/ oo +/ g2k KL
£ 2 E2(1—k) 2 ©2(1—k) 2 21—k
Rajoutons, maintenant que pour tout € > 0, il existe M, > 0 tel que pour tout M > M,

pum(€) + Py (€) 3
/E 5 d¢>1—e

on ait :

En injectant ces deux estimations dans (B.1) on obtient notre résultat.
O

On a donc maintenant un plan de transport II, entre les mesures [ et I’ correspondant
a W, déterministe donc, et notre plan de tranport II, entre les mesures [ et I’ ou l'on
recherche une grande coincidence pour ces derniéres. En vertu du lemme de recollement,
on peut construire un plan de transport IT € (&, x €; x &) entre I, et II,. Cette mesure
aura donc pour marginales Il,, Il et II. dont on explicite la forme dans la suite. Dans
la suite, on note pour toute loi II et pour toute partie mesurable a de &, ﬁa() la loi
sachant o engendrée par II. La relation déterministe corresondant a une des marginales de

ce plan de transport nous permet maintenant de déterminer la forme que prend ce plan de
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transport.

Lemme 32. Soit IT € P(€3) tel que

1I da:l, dl‘g,dl’g) = Ha<d{£1,da}2),

J

3

/ II(dxy,dzo, dxs) = (dxe, dxs),
T

/ H(dl‘l, dl’Q, dIL‘g) = Hc(dl‘l, dl’3)

T2

On a alors
(dzy, dxs, drs) = Ip(dze, drs)lg—1(gz,)(dr1).

En particulier

II.(dxy,dxs) :/ II(dxy,dzo, dxs) = (¥ (dxy), dxs).

Z2

Démonstration. En effet, du fait du caractére déterministe de I, on a que I, (dz1, dze) = 0

quand 27 # ¥~1(x5). Dés lors nécessairement,
H(da:l, dl‘Q, dajg) = del,d:vz (df]fg)]l\p—l(xQ) (dm‘l)l/(d.’ﬂg).
En intégrant cette relation selon x; on obtient

Hb(dxz,dl'g) = / H(dxladx%dx?)) =Ilg-

xr1

L(zg),x2 (dxg)l/(dxg).
Dés lors,
II(dxy, dzo, dxs) = I (dze, dIg)]].\I,—l(IQ)(dl'l).

Ainsi donc ce recollement nous obtient un réarrangement de la loi [, Il. c’est a dire une
correspondance entre les différents événements de son support pour lequel la loi réarrangée

coincide au maximum avec /.

Cette construction est & comparer & la preuve employée plus haut qui consiste via
(2.15) a mesurer la distance entre [ et I’ avant d’en déduire Pexistence, via le lemme 23,
d’un couplage (2, z3) correspondant aux lois [ et I et tel que x2, x3 engendre dans I'espace

des phases une contraction des variables aléatoires.

Maintenant que ’on a établi notre plan de transport pour les contrdles on peut se

pencher sur I’évolution du processus dans ’espace des phases.
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B.2 Plan de transport et contraction dans ’espace des phases

Maintenant que ’on a établi une méthode pour batir des plans de transports dans 1’es-
pace des forces extérieures, adaptés aux contréles, on prouve la contraction du processus
dans ’espace des phases. On ré-exprime ici le lemme 25 du point de vue des plans de trans-
port. On étudie maintenant les lois des mesures de Dirac d,,, 6% soumises au processus.
On souhaite démontrer que le processus est contractant sur les mesures issues de d,,, et 511/0
. Cette contraction n’est a priori pas valable pour la distance de Wasserstein, mais pour
une fonctionnelle de coiit spécifique qu’on s’attache maintenant & construire.

Pour ce faire on distingue deux phénoménes qui contribuent & rendre le processus
contractant : primo la dissipativité quand la distance entre les mesures de départ est
grande 9, et (5% , et secundo la contrélabilité quand ces derniéres sont rapprochées. Fixons

désormais pour cette distance un seuil arbitraire dy > 0 qui distingue ces deux phénomeénes.

Cas ||lu — /||y > do : dissipativité du systéme. Ici la contraction des mesures tient
au fait que les normes des solutions décroit et donc que schématiquement, celles-ci se

rapprochent de 0 et donc les unes des autres. On a alors le résultat suivant :

Lemme 33 (Mélange di a la dissipativité). Il existe 0 < k < 1 tel que pour tout dy > 0
on puisse définir une fonctionnelle Caf telle que le codt C’dg qu’elle associe au plan de
transport P*0u, @ P*d,y , vérifie

Cda' (P*5u0 ® P*5u6) < /{Cda_ (51/«0’ 5“6)

ot Cdg(éu(],éug) est dans toute la suite le codt associé a l'unique plan de transport entre
6u0 et 6“6

Démonstration. On définit la fonctionnelle de colit suivante
cdar(u,u’) =g(W), ||lu—||lg >do

o1, on le rappelle 4 := sup(||ul|m, ||[v'|| ). On étend cette notation a i; := sup(||w;||m, |[w}]|m)
Dans le cas de la dissipativité, en utilisant 'hypotheése (H2'), on établit que i, < % De

ce fait on a pour toute fonctionnelle strictement croissante g :

[ at)P g du) P ) < pagg(at) + (1~ pi)g (1 B ) |
Ox0O -7

On constate qu’ici la principale difficulté & controurner c¢’est que plutot d’avoir une relation

linéaire entre les distances on a en fait une relation affine avec (1 — pq,)g (%) comme

terme constant. Il s’agit donc de construire g strictement croissante, définie par morceaux
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sur les intervalles

I, = |ad" p ,a”_l p
L=y

L=y

) 1<n<N U1<n<NInD|:d0715 :|
- -7

par g|1, = a, telle que :
KQn—1 > DdyOn + (1 — pg,)ar  Vn > 2. (B.2)

En effet dans ce cas on a pour U € I,

@)+ (1= i (12 ) = paganss + (1= pi)ar < ry = g(0),

Par ailleurs, on fixe

)
ay = §d0 (B?))
Construisons g vérifiant (B.2). Pour n = 2, on choisit K > 1 — pg, et az = al%.
0
Ensuite .
Kap—1 — (1 — a
o, i K1 ( pdo)17 n>3.
Ddy

On affirme qu’il existe k telle que cette suite soit toujours a valeurs positives décroissantes
pour 1 <n < N. Pour compléter la construction de c;+ sur O x O il convient de prolonger
0

g sur [%, K } ou K est on le rappelle (cf théoréme 2) le rayon maximal de O. On prolonge

g en une fonction affine telle que g(K) = 3dy La fonctionnelle g ainsi construite convient

alors. O

Cas |ju — ¥/||g < do : controlabilité du systéme. Ici la contraction des mesures
vient de la controlabilité du systéme. Cette derniére implique que plus les états de départ
sont proches, plus la probabilité de controle et donc de contraction des trajectoires est
grande. Ce résultat engendra la contraction en espérance si le cotlit de transport de notre
fonctionnelle pour les cas hors-contréle n’est pas trop grand ce qui est la raison du choix

de (B.3). On a en effet

Lemme 34 (Mélange dia a la contrdlabilité). Il existe 0 < k < 1 et dy > 0 tels que

pour tous (ug,u) € Dg, = {(u,v'),u € X,u' € H,||u—||g < do} il existe un plan de
10,y

transport I1 entre P*0y, et P*o,, tel que le cotit associé a ce plan par Cqz = [lu—u'||m,

qu’on baptise C’da (ITX"0), wérifie

Oy (") < KCy (Bug-b1).

o —

Démonstration. S dépendant déterministiquement, & valeur initiale connue, de f, le plan

de transport I, entre [ et [ engendre naturellement un plan de transport II"""“° entre P*duq
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et P*dy,. On a alors
C,- (1) < / y — o/ 114 1" (dy, dy)
0 HxH

Ainsi donc en appliquant les lemmes 31 et 32 au contréle construit dans le lemme 22,

, o 1 kIK]
C Hu()vuo < M d, C — 5
d()( ! )_ 5 +ap | €+ HUO UOHH 2+2(1—CHUO_U6HH)

On choisit maintenant e < ||ug — ug|| g et M, définis au lemme 22 en conséquence. Comme
ug — up||g < do, pour tout 0 < k < 1, on peut trouver dy > 0 tel que
0
Cye () < il Juo — |1,
d’ou
Cd* (Huo,uo) < /nga (6u0> 6“6)

o —

On a donc établi dans toute cette section que pour tous ug, uy € O et pour la fonction-

nelle de cofit

e twat) = llu—lllns pour lfu— 'l < do
Cdo (u,u') == / , ,
¢ (u,u) = g(sup(||ullm, ||v/||m)),  pour [lu —u|[g = do,

il existe un plan de transport entre P*d,, et P*d,/, Hlfo’uo tel que le cotlit associé vérifie
0
ug,u
Cl (I < RCyy (0, ).

Prouvons maintenant que notre contraction est exponentielle :
Lemme 35. Il existe un plan de transport II,""° entre (P*)¥ 6y, et (P)F Ouy, tel que le
colt associé vérifie

Cao () < KFCy (wg — up). (B.4)

/
Démonstration. On construit par récurrence un plan de transport HZO’UO entre (P*)k duo

et (P*)k duy, tel que le colit associé vérifie (B.4). Supposons construit un tel plan Hzoffo

entre (P*)"14,, et (P*)F1 Gy~ Alors pour toutes les valeurs possibles de (ug—1,uj_;),

on construit le plan de transport H?kil’u’“‘l entre P*d,, , et 73*(5%71 puis on pose

u,u’ . uk*lvukfl uo,u’ /
Hk‘ = /(:) O]___[l Hk_lo(dUk_17duk_1).
X
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Le cotit associé a ce plan vérifie :

’ Up—_1,uh ul
Cay = [ [ fon I a2 1),
Ox0O JOXO

Ainsi a-t-on en vertu de notre construction de la fonctionnelle de cotit cq,, :

! ’
Ca, (HZ") < / KCd, (uk,l,u;,l)n",ﬂo (dug_1,duy,_q).
OxO

Aussi d’aprés ’hypothése de récurrence a-t-on notre résultat. O

Pour obtenir un résultat de mélange de la forme du théoréme 7, il suffit de prouver une

relation d’encadrement entre notre fonctionnelle de cotit et la distance canonique de H.

Lemme 36. Pour tout u,u’ € O, on a

do

ol =l < cap(u, o) < 3fju —[|u

Démonstration. Cet encadrement est évident pour le cas de c,;-. Concentrons nous sur le
0

cas de ¢ 4 - on considére donc que ||u — u'||g > dy; alors
cdar(uojuf)) < 3do < 3||u —||n.

De plus, en vertu de la bornitude de 4, et de ce que ||u — ||z > dp, on a

do
K

o~ |1y < g (u, ).

Ainsi donc obtient t-on par ce chemin la proposition 7.
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