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Andreadakis equality and representation for
generalized braid groups
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Résumé-Abstract

Résumé. Le groupe de tresses soudées pures sur n brins ou groupe de McCool PΣn (n ≥ 1)

possède des familles de sous-groupes remarquables telles que le groupe de tresses d’Artin pure Pn,

le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le groupe de tresses soudées pures triangulaires

supérieures PΣ+
n et le groupe des automorphismes intérieurs partiels In. Il est montré que la

conjecture d’Andreadakis généralisée vaut pour les groupes PΣ+
n et Pn. Nous démontrons un

résultat analogue pour le groupe In et établissons un isomorphisme entre In et Int(PΣ+
n+1), le

groupe des automorphismes intérieurs de PΣ+
n+1.

Nous proposons une méthode itérative, comparable à la méthode de Long-Moody développée

par D. Long et J. Moody, qui permet de relever des représentations de PΣn+1 à PΣn généralisant

ainsi la représentation de Gassner de Pn. Elle donne par exemple le produit tensoriel de deux

extensions de la représentation de Gassner de Pn en le relevant successivement la représentation

triviale de PΣn+2. Nous construisons également, en adaptant une méthode donnée par Lüdde et

Toppan, une représentation du groupe de tresses virtuelles sur n brins VBn dans des matrices à

coefficients dans l’anneau du groupe de tresses soudées WBn qui donne par la suite une nouvelle

représentation de VBn.

Abstract. The pure welded braid group on n strands or McCool group PΣn (n ≥ 1) has

families of remarkable subgroups such as the pure Artin braid group Pn, the upper-triangular

McCool group or the upper-triangular pure welded braid group PΣ+
n and the partial inner

automorphisms group In. It is shown that the generalized Andreadakis conjecture holds for the

groups PΣ+
n and Pn. We prove an analogous result for the group In and establish an

isomorphism between In and the inner automorphism group Int(PΣ+
n+1) of PΣ+

n+1.

We propose an iterative method, comparable to the Long-Moody method developed by D. Long

and J. Moody, for “lifting” representations from PΣn+1 to PΣn thus generalizing the Gassner

representation of Pn. It gives for instance the tensor product of two extensions of the Gassner

representation of Pn by lifting successively the trivial representation of PΣn+2. We also construct,

by adapting a method given by Lüdde and Toppan, a representation of the virtual braid group on

n strands VBn in terms of matrices with values in the ring of the welded braid group WBn which

subsequently yields a new representation of VBn.
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“Les endurants auront leur pleine récompense sans compter.”

Sourate Az-Zoumar - verset 10

“ La vie n’est bonne qu’à étudier et à enseigner les mathématiques.”

Blaise Pascal
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2.6 Idéal d’augmentation relative d’un groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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4.2 Généralisation de la représentation de Burau et de Gassner . . . . . . . . . . . . 64
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études. En témoignage des années de sacrifices, d’encouragement, de prières et surtout de toute
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remercier en te dédiant ce travail. Que le tout-puissant t’accorde une bonne santé, une longue vie
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Notations

Tout au long de cette thèse, la lettre G désigne un groupe quelconque dont nous notons eG l’élément

neutre et nous utilisons la notation et les conventions suivantes. Soient Z et C l’ensemble des entiers

relatifs et le corps des nombres complexes respectivement. Pour un entier non nul n fixé, soit Fn

un groupe libre de rang n et de générateurs libres x1, . . . , xn.

1. On note Aut(G) l’ensemble des automorphismes de G et 1 son élément identité.

2. Le groupe Aut(G) agit naturellement sur G : pour tout v ∈ Aut(G) et x ∈ G, l’action

de v sur x est notée v(x). Plus généralement, Les applications sont régulièrement écrites à

gauche, l’image d’un élément x par une application f s’écrit f(x) et non (x)f. La composition

des applications f : X→ Y, g : Y → Z est g ◦ f, et non f ◦ g.

3. Par N ≤ G, nous voulons dire que N est un sous-groupe de G. Par N E G, nous voulons

dire que N est un sous-groupe normal de G. Étant donné un N E G, nous noterons la

classe d’un élément g ∈ G dans le groupe quotient G/N par g. On note [G,G] = 〈{[x, y] :=

x–1y–1xy |x, y ∈ G}〉 le groupe dérivé de G et il est le plus petit sous-groupe normal pour

lequel le groupe quotient Gab := G/ [G,G] est l’abélianisé de G.

4. Étant donné un sous-ensemble E de G, nous désignons par 〈E〉 le sous-groupe de G engendré

par E.

5. Pour un autre groupe H, nous désignons par Z(H) le centre de H et nous écrivons H =

H/Z(H); H est isomorphe au groupe Int(H) des automorphismes intérieurs de H.

6. Pour tout anneau R et un entier positif arbitraire n, on note GL(n,R) le groupe des matrices

inversibles de taille n× n à coefficients dans R.
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Aperçu de la thèse

Le groupe des IA-automorphismes, noté IAn, est le sous-groupe de Aut(Fn) agissant trivialement

sur l’abélianisé de Fn et contient deux filtrations descendantes remarquables. L’une d’elles est la

filtration d’Andreadakis {An(k)}k≥1, constituée en degré k des automorphismes de Fn agissant

trivialement modulo le k-ième terme de la suite centrale descendante Γk(Fn) de Fn et l’autre

étant sa suite centrale descendante {Γk(IAn)}k≥1. Andreadakis [A65] a conjecturé que ces

filtrations cöıncident, ce que Laurent Bartholdi [B13, B16] a infirmé de nombreuses années plus

tard à l’aide de calculs sur ordinateur. Cela est loin de clore la question dans la mesure où l’on

ignore toujours à peu près tout de la façon dont ces deux filtrations diffèrent. Le problème

d’Andreadakis donne lieu à des variantes pour tout sous-groupe B de IAn : pour chaque entier k,

on dispose d’inclusions Γk(B) ⊆ B ∩ Γk(IAn) ⊆ B ∩ An(k) dont il est naturel de se demander si

elles sont des égalités (conjecture d’Andreadakis généralisée pour B), ou à quel point elles en sont

éloignées. En considérant un sous-groupe de IAn, le groupe de tresses soudées pures sur n brins

ou le groupe de McCool PΣn, Satoh a formulé dans [S12] la conjecture suivante.

Conjecture 0.1. La filtration d’Andreadakis restreinte à PΣn cöıncide avec la suite centrale

descendante de PΣn.

Cette thèse est divisée en deux parties décrites ci-dessous :

(i) Nous étudions une variante de la conjecture 0.1. Nous considérons un sous-groupe de PΣn,

donc un sous-groupe de IAn, le groupe des automorphismes intérieurs partiels In. Après

avoir étudié ce groupe et déterminé l’algèbre de Lie associée à la suite centrale

descendante de In, nous démontrons que la conjecture d’Andreadakis généralisée vaut

pour In et démontrons également que In est isomorphe au groupe des automorphismes

intérieurs Int(PΣ+
n+1) du groupe de McCool triangulaire supérieur ou encore appelé

groupe de tresses soudées pures triangulaires supérieures PΣn+1.
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(ii) Dès lors, après avoir introduit trois généralisations du groupe de tresses ordinaires, le groupe de

tresses virtuelles sur n brins VBn, le groupe de tresses soudées sur n brins WBn et le groupe

des automorphismes par permutation-conjugaison de Fn, noté BΣn, nous construisons des

représentations matricielles (à coefficients dans des algèbres de groupes). Nous construisons

à travers la méthode de Lüdde et Toppan [LT92] une représentation matricielle dans l’anneau

de groupe de tresses soudées, qui permet d’obtenir une nouvelle représentation de VBn dans

GL(n,R). Cette représentation ne se factorise pas en une représentation d’un groupe de

tresses soudées WBn (bien que, dans un certain cas, elle le soit). Dans le cas du groupe

de tresses soudées pures ou groupe de McCool PΣn, nous présentons une méthode itérative

inspirée des travaux [LT92, CL92, L96], comparable à la méthode de Long-Moody, qui

permet de construire une représentation de PΣn dans GL(n,R[Fn⋊PΣn]) (où R[Fn⋊PΣn]

est l’anneau du groupe Fn ⋊ PΣn) généralisant la représentation de Gassner de Pn, et qui

permet également de relever des représentations de PΣn+1 à PΣn.
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Introduction

Le groupe des IA-automorphismes IAn est par définition égal au noyau de l’épimorphisme

canonique N : Aut(Fn) → GL(n,Z) induit par l’abélianisation Fn → Fn/ [Fn, Fn] = Zn et est

engendré par les automorphismes de Fn donnés par [M35]:

ξk,s,t(xl) =





xk [xs, xt] si k = l,

xl si k 6= l
, ξi,j(xl) =





x–1j xi xj si l = i,

xl si l 6= i
(1.1)

où [x, y] = x–1y–1xy, 1 ≤ i 6= j ≤ n, 1 ≤ k, s, t ≤ n et k, s, t sont distincts. Dans [N18, N24], il est

montré que IA2 cöıncide avec le groupe Int(F2) des automorphismes intérieurs de F2; donc IA2

est un groupe libre de rang 2. Pour n ≥ 3, IAn est beaucoup plus grand que le groupe Int(Fn)

des automorphismes intérieurs de Fn. Bien que le groupe IAn(n ≥ 1) soit de type fini, Krstić et

McCool [KM97] ont montré qu’il n’est pas de présentation finie pour n = 3 et jusqu’à présent

on ne sait toujours pas si IAn est de présentation finie pour n ≥ 4. Afin d’étudier le groupe IAn,

Andreadakis [A65] a introduit une filtration descendante de IAn dite filtration d’Andreadakis :

IAn = An(1) ⊃ An(2) ⊃ An(3) ⊃ · · · ⊃ An(k) ⊃ An(k + 1) ⊃ · · · (1.2)

oùAn(k) (k ≥ 1) est le sous-groupe de Aut(Fn) constitué des automorphismes agissant trivialement

modulo le k-ième terme de la suite centrale descendante Γk(Fn) de Fn. Ce sous-groupe cöıncide

d’ailleurs avec le k-ième terme de la suite centrale descendante Γk(IAn) de IAn dans certains cas.
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Chapitre 1. Introduction

Par exemple, par définition, An(1) = Γ1(IAn) = IAn et An(2) = Γ2(IAn) pour tout n ≥ 1 par

[[B66], Lemme 5]. Par ailleurs, Andreadakis a démontré que A3(3) = Γ3(IA3) et A2(k) = Γk(IA2)

pour tout k ≥ 1 dans [A65]. En outre, il a récemment été établi par Satoh [S19] que An(3) =

Γ3(IAn) améliorant ainsi le résultat de Pettet [P05] qui montre que Γ3(IAn) est au pire d’indice fini

dans An(3). Toutefois, par la conjecture d’Andreadakis [A65] selon laquelle, An(k) = Γk(IAn) pour

tout n, k ≥ 1 n’est pas vraie en général (cf. [B13, B16]). Dans [S12], Satoh étudie une variante de

cette conjecture en considérant un sous-groupe PΣn(n ≥ 1) de IAn engendré par ξi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n)

et sa suite centrale descendante {Γk(PΣn)}k≥1 pour formuler la conjecture suivante dont il montre

qu’elle est vraie lorsque k ∈ {1, 2, 3}. Ce sous-groupe qui est mieux connu sous le nom de groupe

de tresses soudées pures sur n brins ou groupe de McCool est aussi connu comme étant l’une des

généralisations du groupe de tresses pures sur n brins Pn et nous renvoyons à [B03a, D17] pour

plus d’informations à ce sujet.

Conjecture 1.1. (Conjecture de Satoh)

La filtration d’Andreadakis restreinte à PΣn cöıncide avec la suite centrale descendante de PΣn :

pour tout k ≥ 4,

Mn(k) = Γk(PΣn) (n ≥ 2). (1.3)

où Mn(k) := An(k) ∩ PΣn pour chaque k ≥ 1.

• L’un de nos principaux objectifs durant cette thèse était de démontrer la conjecture de Satoh.

La stratégie que nous avons mise en place pour la démontrer consiste en les points suivants :

(1) Utiliser une application basée sur l’homomorphisme de Johnson τk de Aut(Fn) (cf. section

2.5), déterminer l’image de cette application et calculer le rang de cette dernière,

(2) Déterminer le rang φk(PΣn) des groupes grk(PΣn) := Γk(PΣn)/Γk+1(PΣn) associés à la suite

centrale descendante {Γk(PΣn)}k≥1 de PΣn et ensuite faire une comparaison de rang, si les
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deux rangs sont égaux alors nous aurons une deuxième application, qui se révélera être un

isomorphisme; enfin conclure en utilisant une récurrence sur k ≥ 1.

Ce qui nous a ramenés d’abord à étudier le rang φk(PΣn) de grk(PΣn) (k ≥ 1) en étudiant

la structure de groupe de PΣn. Afin de déterminer φk(PΣn) (k ≥ 1), nous considérons la suite

centrale descendante {Γk(Fn)}k≥1 de Fn dont la structure des quotients Γk(Fn)/Γk+1(Fn) (k ≥ 1)

est bien connue. Chaque Ln(k) := Γk(Fn)/Γk+1(Fn) est un groupe abélien libre de rang fini, rn(k).

Dans [W37], Witt a montré que

rn(k) =
1

k

∑

d|k

µ(d) · n
k
d , (1.4)

où µ est la fonction de Möbius et d parcourt tous les diviseurs positifs de k. Les lecteurs pourront

trouver davantage de détails dans [H50, H76, MKS76]. En fixant alternativement les entiers n et

k, nous avons pu constater que le rang φk(PΣn) de grk(PΣn) est donné dans certains cas par la

formule suivante,

φk(PΣn) = (n – 1) · rn(k) pour tout n, k ≥ 1. (1.5)

Nous ne savons pas si la formule (1.5) est valable pour tous les cas, mais tout de même nous

conjecturons que oui (cf. la conjecture A.4 dont la démonstration fait l’objet d’un travail en

cours). L’auteur est convaincu qu’en étudiant en profondeur la structure de groupe, PΣn serait

vraisemblablement un produit presque direct de (n – 1) copies de groupes libres de rang n. Jusqu’à

ce jour, il n’est malencontreusement pas parvenu à montrer. Néanmoins, puisque dans une certaine

mesure nous avons ici un certain nombre de calculs du rang φk(PΣn) (k ≥ 1), l’auteur en a fait

état dans une annexe (voir l’annexe A.1). Ainsi, nous ne sommes pas en mesure aujourd’hui

d’appliquer la stratégie susmentionnée et de tirer une conclusion générale concernant la conjecture

de Satoh 1.1 qui est donc toujours un problème ouvert. Cependant, nous considérons une variante

de cette conjecture consistant à établir une égalité, s’il y en a une, entre la filtration d’Andreadakis

restreinte à un sous-groupe In, appelé le groupe des automorphismes intérieurs partiels, de IAn

et sa suite centrale descendante {Γk(In)}k≥1. Ce sous-groupe qui a été introduit dans [BN17]
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Chapitre 1. Introduction

par Bardakov et Neshchadim est engendré par les automorphismes νp,i := ξ1,i · ξ2,i · · · ξp,i pour

2 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ p. Nous montrons, dans un premier temps, que In (n ≥ 1) est en lien très

direct avec un sous-groupe très étudié appelé le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le

groupe de tresses soudées pures triangulaires supérieures, noté PΣ+
n (cf. [CCP07, CPVW08]).

Nous démontrons dans le groupe de McCool que In est isomorphe à Int(PΣ+
n+1), le groupe des

automorphismes intérieurs de PΣ+
n+1 dont nous l’énonçons dans le théorème suivant.

Théorème 1.2. (Théorème 3.2)

L’application PΣ+
n+1 ⊂ In+1

qn
։ In induit un isomorphisme Int(PΣ+

n+1)
∼= PΣ

+
n+1
∼= In.

Dans un second temps, nous déterminons dans l’énoncé suivant la structure de l’algèbre de Lie

graduée gr∗(In) :=
⊕

k≥1

Γk(In)/Γk+1(In) sur Z associée à la suite centrale descendante {Γk(In)}k≥1

de In et tout particulièrement le rang φk(In) de grk(In).

Théorème 1.3. (Proposition 3.3 et Proposition 3.4)

L’algèbre de Lie gr∗(In) (n ≥ 2) est le quotient de l’algèbre de Lie libre L[N] sur Z engendré par

les éléments ypi pour 2 ≤ p ≤ n et 1 ≤ i ≤ p modulo les relations suivantes.

[
ypi, yqj

]
= 0 si j = i

[
ypi, yqj

]
= 0 si i > q

[
ypi, yqj – ypj

]
= 0 si j 6= i et i ≤ q (1.6)

où ypi est l’image de νp,i dans gr1(In) avec 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 2 ≤ q < p ≤ n. En particulier,

grk(In) est un groupe abélien libre dont le rang est φk(In) =
n∑

m=2
rm(k), où rm(k) est le rang du

groupe abélien libre Lm(k).

Dans l’étape suivante, nous utilisons la stratégie mentionnée plus haut et en conséquence, nous

démontrons que la conjecture d’Andreadakis généralisée vaut pour le groupe In :
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Théorème 1.4. (Théorème 3.8 )

Le sous-groupe In de IAn vérifie l’égalité d’Andreadakis:

∀k ≥ 1, In(k) := In ∩ An(k) = Γk(In). (1.7)

Par ailleurs, nous verrons que In est un produit presque-direct des groupes libres. Nous savons

déterminer l’anneau de cohomologie H∗(In,Z) de In. D. Cohen [C08] a étudié la structure d’un

produit arbitraire presque direct des groupes libres et il a déterminé la structure de l’anneau de

cohomologie d’un tel groupe. Comme conséquence du travail de D. Cohen [Théorème 3.1, [C08]],

nous obtenons le résultat suivant que l’auteur a préféré mettre en annexe (voir l’annexe B) parce

que c’est différent des sujets principaux de la thèse.

Proposition 1.5. (Proposition B.2)

L’anneau H∗(In,Z) de In est isomorphe à EI/JI où EI =
∧
H1(In,Z) est l’algèbre extérieure

engendrée par les éléments de degré un, ap,i, 2 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ p et JI est l’idéal engendré par

les éléments ap,i ∧ ap,j + aq,j ∧ ap,i, où ap,i représente le dual du générateur ν̄p,i de

H1(In,Z) = Iabn et j < i ≤ q < p.

• Un autre de nos principaux objectifs consiste à mener une étude des représentations linéaires

de PΣn afin de déterminer une représentation fidèle. C’est d’ailleurs un des moyens d’étudier les

sous-groupes de Aut(Fn). En fait, l’un des intérêts de cette étude réside dans la question de savoir

si PΣn est linéaire, c’est-à-dire s’il admet une représentation fidèle dans un groupe de matrices sur

un anneau commutatif (cf. [KN20]). Malheureusement, on sait très peu de choses sur l’étude des

représentations de PΣn. On utilise classiquement la représentation de Magnus (au sens originel

considéré par Magnus [M74] et au sens de Birman [B75]) pour construire des représentations de

certains sous-groupes de Aut(Fn). Dans [B05], la représentation au sens de Birman a été utilisée par

Bardakov pour construire une représentation de Magnus Pn : PΣn → GL(n,Z[Fn/ [Fn, Fn]]). Il est

à noter cependant que Pn est une extension de la représentation de Gassner de Pn et que de plus Pn

n’est pas fidèle pour tout n ≥ 2 (voir encore [B05]). On sait depuis longtemps que la représentation
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de Gassner Pn|Pn
est fidèle pour n = 2, 3, mais on ne sait toujours pas si la représentation Pn|Pn

pour n ≥ 4 est fidèle ou non. Nous renvoyons les lecteurs aux références [MP69, B75] pour plus

de détails à ce sujet. Une des approches possibles pour résoudre ce problème est d’essayer de

généraliser la représentation linéaire connue de PΣn.

Dans le présent manuscrit, nous proposons une procédure permettant de retrouver et généraliser

la représentation Pn (n ≥ 1) en nous inspirant des travaux [L96, LT92, CL92]. Nous verrons qu’il

s’agit d’une procédure comparable à celle d’une construction itérative dite méthode de Long-

Moody décrite dans [BLM92, L94, BT08] (cf. la proposition 4.5 et le début de la section 4.2.2).

Voici comment nous procédons : à commencer par le fait qu’on se donne un sous-groupe B du

groupe Aut(F) où F est un groupe libre de rang fini. Rappelons qu’on a un plongement naturel

B →֒ Aut(F) de sorte qu’il existe une manière canonique de former un produit semi-direct F⋊B. On

note p : R[F⋊B] ։ R[B] dont le noyau est par définition l’idéal d’augmentation relative, noté IF.

Ici, la lettre R désigne un anneau commutatif unitaire. Cet idéal est engendré par tous les x – 1 où

1 6= x ∈ F. De fait, si nous supposons qu’une action à droite de B sur IF est définie, l’action sur celui-

ci donne une représentation matricielle de B dont les coefficients sont dans R[F⋊B] puisque IF est

libre comme R[F⋊B]-module à droit (voir la section 2.6). Nous appliquons cette démarche dans le

cas B = PΣn. En désignant par Fn le sous-groupe libre de PΣn+1 de rang n sur {ξn+1,1, . . . , ξn+1,n}.

Il est possible de voir PΣn comme un sous-groupe de Aut(Fn). Ainsi, on peut définir en utilisant

PΣn →֒ Aut(Fn) un produit semi-direct Fn⋊PΣn pour que l’on puisse par la suite définir un idéal

d’augmentation relative ÎFn qui est engendré par les éléments {ξn+1,1 – 1, . . . , ξn+1,n – 1}. Grâce à

[Théorème 3.9, [B75]], nous définissons via la formule fondamentale de calcul de Fox [[F53], (2.3)]

l’action suivante de PΣn+1 sur ÎFn en posant

(ξn+1,l – 1) · ξi,j =
n∑

k=1

∂(ξn+1,l · ξi,j)

∂ξn+1,k
(ξn+1,k – 1), (1 ≤ l ≤ n). (1.8)

Cette action produit ce que nous appelons ici la représentation généralisée de Gassner de PΣn qui

est une représentation matricielle fidèle de PΣn dans GL(n,R[Fn ⋊ PΣn]) et généralisant ainsi la

représentation Pn dont voici l’énoncé :
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Théorème 1.6. (Théorème 4.6)

L’application ξi,j 7→ C(ξi,j), 1 ≤ i 6= j ≤ n, détermine une représentation matricielle fidèle Ψn :

PΣn → GL(n,R[Fn ⋊ PΣn]) où

C(ξi,j) =




i j

ξi,j · Ii–1

ξi,j · ξn+1,j ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j)

0 ξi,j · Ij–i

ξi,j · In–j




(i < j)

(1.9)

et

C(ξi,j) =




j i

ξi,j · Ij–1

ξi,j · Ii–j 0

ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j) ξi,j · ξn+1,j

ξi,j · In–i




(j < i).

(1.10)

Nous présentons à la suite de ce théorème une stratégie pour pouvoir itérer notre démarche

comme décrite ci-dessus (cf. section 4.3). En le réitérant par exemple deux fois à partir d’une

représentation triviale, notre procédé donne, dès la première itération, la représentation Pn de PΣn

et il entrâıne lors de la deuxième itération un produit tensoriel Pn ⊗ Pn de deux extensions Pn

de la représentation de Gassner. En adaptant la méthode de Long-Moody au groupe des tresses

soudées noté WBn (n ≥ 1), les auteurs de [BS20] sont parvenus à la même conclusion après avoir
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construit une représentation

λ : WBn → Aut(IFn
⊗R[Fn] V) (1.11)

où ici IFn
est l’idéal d’augmentation, R[Fn] est l’anneau de groupe libre et V est un R-espace. À

savoir que le résultat de la deuxième itération de cette méthode donne un produit tensoriel de deux

représentations de Burau de WBn. Ce groupe est le quotient d’un groupe de tresses virtuelles sur n

brins VBn par une relation dite relation interdite et il est considéré comme l’une des extensions du

groupe des tresses d’Artin sur n brins Bn engendré par les générateurs habituels ρ1, . . . , ρn–1 par

le groupe symétrique Sn engendré par ϑ1, . . . ,ϑn–1. Le groupe WBn possède plusieurs définitions

dans la littérature avec des noms et des notations différents. Dans [S96, FRR97], où il est montré

que WBn est isomorphe au groupe BΣn des automorphismes par permutation-conjugaison de Fn.

De plus, BΣn est un produit semi-direct PΣn ⋊ Σn, où Σn est un sous-groupe de permutations de

Aut(Fn) engendré par les automorphismes :

τi :





xi 7→ xi+1

xi+1 7→ xi

xj 7→ xj ∀j 6= {i, i + 1}.

(1.12)

Nous renvoyons les lecteurs à [D17] pour une présentation unifiée des différentes définitions de

WBn. Mentionnons qu’il est possible que BΣn ait une représentation fidèle comme un groupe des

automorphismes de Fn = 〈ξn+1,1, . . . , ξn+1,n〉. À partir de cela, il se trouve qu’il y a une manière

classique de construire la représentation λ de WBn sans avoir besoin de passer par la méthode

de Long-Moody ni notre procédé. Nous notons respectivement σ̂i et τ̂i l’image de ρi et ϑi dans

Aut(Fn) via l’isomorphisme artBΣ
n : WBn → BΣn. Pour ce faire, nous considérons respectivement

la (n× n)-matrice jacobienne des dérivées de Fox

J(σi) =

(
∂σ̂i(ξn+1,l)

∂ξn+1,k

)
et J(τi) =

(
∂τ̂i(ξn+1,l)

∂ξn+1,k

)
(1.13)
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de σ̂i : Fn → Fn et τ̂i : Fn → Fn pour chaque i = 1, . . . , n. Un calcul simple de ces matrices permet

d’établir que la représentation λ de WBn est donnée par :

σi 7→ σi · J(σi) =




i i + 1

σi. Ii–1

σi.(1 – ξn+1,i · ξn+1,i+1 · ξ
–1
n+1,i) σi.ξn+1,i

σi 0

σi · In–i–1




(1.14)

et

τi 7–→ τi · J(τi) =




i i + 1

τi · Ii–1

0 τi

τi 0

τi · In–i–1




. (1.15)

pour chaque 1 ≤ i ≤ n. En nous appuyant sur ces matrices, nous construisons une représentation

matricielle φn du groupe de tresses virtuelles VBn (n ≥ 1) suivant une méthode de Lüdde et

Toppan [LT92] (cf. section 4.4). La représentation φn s’énonce comme suit :

Théorème 1.7. (Lemme 4.12)

Soient α, β des paramètres non nuls dans l’anneau commutatif unitaire R avec α 6= β. Alors on a

la représentation matricielle φn : VBn –→ GL(n,R[WBn+1]) définie par
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σi 7→ V(σi) :=




i i + 1

σi. Ii–1

σi.(1 – α · ξn+1,i ξn+1,i+1 ξ
–1
n+1,i) α · σi · ξn+1,i

σi 0

σi · In–i–1




(1.16)

et

τi 7→ V(τi) :=




i i + 1

τi · Ii–1

0 β–1 · τi

β · τi 0

τi · In–i–1




(1.17)

De plus, la représentation φn se factorise parWBn si et seulement si β = α et WBn si et seulement

si β = 1.

Enfin nous dérivons de cette proposition le résultat suivant.

Théorème 1.8. (Théorème 4.13)

Soit α, β ∈ R deux paramètres non nuls avec α 6= β et β 6= 1. L’application h̃ : BΣn+1 → R telle

que σi 7→ 1 et τi 7→ 1, appliquée à chaque coefficient des matrices ci-dessus donne la variante de

la représentation de Burau h̃φn : VBn –→ GL(n,R[α±1, β±1]) définie par
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σi 7→
h̃V(σi) =




i i + 1

Ii–1

1 – α α

1 0

In–i–1




(1.18)

τi 7→
h̃V(τi) =




i i + 1

Ii–1

0 β–1

β 0

In–i–1




(1.19)

qui ne se factorise pas en une représentation du groupe de tresses soudées sur n brins. Mais en

revanche, h̃φn se factorise en une représentation de WBn si et seulement si β = α et h̃φn se

factorise en une représentation de WBn si et seulement si β = 1.

Plan de la thèse :

Le premier chapitre est l’introduction et un résumé des résultats obtenus dans la thèse. Dans le

chapitre 2, nous exposons toutes les notions et propriétés nécessaires pour les chapitres suivants.

Le chapitre 3 étudie le groupe des automorphismes intérieurs partiels In et vise à établir l’égalité

entre la filtration d’Andreadakis restreinte à In et la suite centrale descendante de ce groupe.

Le dernier chapitre introduit les définitions de groupes BΣn, WBn et VBn et étudie des

représentations matricielles de ces groupes. Il porte sur une discussion du procédé itératif

susmentionné et explique plus en détail l’application de ce procédé au groupe de tresses soudées
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pures sur n brins ou groupe de McCool PΣn. Ce chapitre met surtout en avant la procédure

d’adaptation de la méthode de Lüdde et Toppan au groupe de tresses virtuelles VBn visant à

construire une variante de la représentation de Burau de VBn.

Enfin la thèse se termine avec deux annexes. L’une porte sur les groupes quotients de la suite

centrale descendante pour le groupe de McCool et l’autre énonce l’anneau de cohomologie de In.
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2
Généralités

Ce premier chapitre a pour but de donner toutes les notions et propriétés nécessaires pour les

chapitres suivants.

2.1 Suite centrale descendante d’un groupe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions de base de la suite centrale descendante

d’un groupe. Nous renvoyons les lecteurs aux [MP09, R82] pour plus de détails. On désignera par

[g1, g2] le commutateur g–11 g–12 g1g2 de deux éléments g1 et g2 du groupe G noté multiplicativement.

Plus généralement, si n est un entier non nul et g1, g2, . . . , gn sont n éléments de G; un commutateur

simple de poids n ≥ 1 est donné par :

[g1] = g1

[g1, g2] = g–11 g–12 g1g2

[g1, g2, g3] = [[g1, g2] , g3] = [g1, g2]
–1 g–13 [g1, g2] g3

...
...

...

[g1, g2, . . . , gn] = [[g1, . . . , gn–1] , gn]
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Nous donnons ci-dessous quelques identités portant sur les commutateurs et qui sont faciles à

vérifier, voir par exemple [H50, H76].

Propriété 2.1. Soit a, b, c ∈ G. Alors

1. ab := a [a, b] = b–1ab et [a, b] = [b, a]–1 ,

2. [ab, c] = [a, c]b [b, c] et [a, bc] = [a, c] [a, b]c ,

3.
[
a, b–1, c

]b [
b, c–1, a

]c [
c, a–1, b

]a
= eG, (identité de Witt-Hall).

Définition 2.2. Si A et B sont des sous-groupes de G. On définit le commutateur de A et B

comme le sous-groupe de G engendré par l’ensemble des commutateurs [a, b] tels que a ∈ A et

b ∈ B :

[A, B] = 〈[a, b] : a ∈ A et b ∈ B〉. (2.1)

Plus généralement, si m est un entier non nul et A1, . . . , Am sont des sous-groupes de G, on définit

le commutateur de A1, . . . , Am–1 et Am comme le sous-groupe de G donné par

[A1, A2, . . . , Am] = 〈[a1, a2, . . . , am] : ak ∈ Ak pour k ∈ {1, . . . , m}〉. (2.2)

Si on note End(G) (resp. Aut(G)) l’ensemble des endomorphismes ( resp. des automorphismes)

de G, on dit qu’un sous-groupe A de G est dit pleinement invariant lorsqu’il est stable par tout

endomorphisme de G,

∀f ∈ End(G), f(A) ≤ A. (2.3)

Un sous-groupe A de G est dit caractéristique lorsqu’il est stable par tout automorphisme de G,

∀f ∈ Aut(G), f(A) ≤ A. (2.4)

La propriété ci-dessous est un résultat classique.
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Propriété 2.3. ([2.2 dans [MKS76]])

1. Tous les sous-groupes pleinement invariants et tous les sous-groupes caractéristiques sont

des sous-groupes normaux.

2. Soient A1, . . . , Am des sous-groupes pleinement invariants. Le commutateur simple

[A1, A2, . . . , Am] de poids m est un sous-groupe pleinement invariant.

On définit maintenant les sous-groupes pleinement invariants, noté Γk(G) de G au moyen des

relations suivantes :

Γ1(G) := G et Γk+1(G) = [Γk(G),G] , k ≥ 1. (2.5)

Remarquer que Γk+1(G) ≤ Γk(G) car Γk(G) E G et que Gab = G/Γ2(G) est l’abélianisé de G car

Γ2(G) est le sous-groupe dérivé de G.

Définition 2.4. La suite centrale descendante d’un groupe G est la filtration

G = Γ1(G) ⊇ Γ2(G) ⊇ . . .Γk ⊇ Γk+1(G) ⊇ . . .

de G par des sous-groupes pleinement invariants Γk(G), (par conséquent, caractéristiques).

Définition 2.5. Un groupe G est appelé nilpotent s’il existe un entier r tel que Γr(G) = {eG},

élément neutre de G. Pour un groupe nilpotent G, le plus petit entier non nul r tel que Γr(G) 6= {eG}

et Γr+1(G) = {eG} est appelé la classe de nilpotence de G et on dit alors que G nilpotent de classe

r.

Par exemple, le groupe G/Γk+1(G) est un groupe nilpotent de classe k pour tout k ≥ 1. Ce groupe

est appelé le k-ième quotient nilpotent de G et nous le désignons par Nk(G). Et en fait :
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Lemme 2.6. ( 5.1.11 dans [R82])

Pour tout entier p, q ≥ 1, on a

[
Γp(G),Γq(G)

]
⊆ Γp+q(G). (2.6)

A partir de là, il est facile de voir que Γk(G)/Γk+1(G) est abélien et on le note grk(G) pour chaque

k ≥ 1.

Théorème 2.7. (5.25 dans [R82])

Pour chaque entier k ≥ 2, l’application Υ : grk–1(G)⊗Z Gab → grk(G) définie par

x mod Γk(G)⊗ y mod Γ2(G) 7–→ [x, y] mod Γk+1(G) (x ∈ Γk–1(G), y ∈ G) (2.7)

est un épimorphisme de groupe abélien.

Notations 2.8. Si M est un groupe abélien, alors le produit tensoriel de k fois de M s’écrit

M⊗k := M⊗Z · · · ⊗Z M︸ ︷︷ ︸
k–fois

. (2.8)

On désignera par 0 l’élément neutre d’un groupe abélien.

On déduit du théorème 2.7 le corollaire suivant.

Corollaire 2.9. Pour chaque k ≥ 2, il existe un épimorphisme de groupes abéliens suivant

(Gab)⊗k ։ grk(G) (2.9)

défini par g1 mod Γ2(G)⊗ · · · ⊗ gk mod Γ2(G) 7–→ [g1, . . . , gk] mod Γk+1(G).

On peut utiliser ce corollaire 2.9 pour montrer la proposition suivante et les lecteurs pourront

consulter le livre de Hall [H76] pour sa preuve.
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Proposition 2.10. Supposons que G est engendré par des éléments g1, . . . , gr. Alors grk(G) (k ≥

1) est engendré par les commutateurs simples [h1, . . . , hk] mod Γk+1(G) où les hj sont choisis

parmi les éléments g1, . . . , gr ∈ Gab et ne sont pas nécessairement distincts. Si G est de type fini

alors grk(G) est un groupe abélien de type fini.

Notations 2.11. Si grk(G) est un groupe abélien de type fini, alors on note pour chaque k ≥ 1

φk(G) := rang(grk(G)) (2.10)

son rang qui est la cardinalité d’un sous-ensemble maximal linéairement indépendant.

2.1.1 Suite centrale descendante d’un groupe libre de

rang fini

Pour chaque k ≥ 1, on note ici Γk(Fn) pour le k-ième terme de la suite centrale descendante de

Fn et on désignera par Ln(k) le quotient Γk(Fn)/Γk+1(Fn).

Définition 2.12. (Commutateurs-bases, [H50, H76])

Un commutateur-base cj de poids w(cj) est défini récursivement de la façon suivante:

1. Les commutateurs-bases de poids un sont les

ci = xi et w(xi) = 1, ∀i = 1, . . . , n. (2.11)

On leur impose ensuite un ordre total arbitraire comme c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cn.

2. Supposons que nous ayons défini et ordonné les commutateurs-bases de poids strictement

inférieur à l ≥ 1. Les commutateurs-bases de poids l sont des ck =
[
ci, cj

]
où

a) ci et cj sont des commutateurs-bases distincts de poids < l et w(ci) + w(cj) = l;

b) ci > cj;
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c) si ci = [cs, ct] alors cj ≥ ct.

3. Les commutateurs de poids l arrivent après ceux de poids inférieurs à l et sont ordonnés

arbitrairement les uns par rapport aux autres.

Illustrons les commutateurs-bases au moyen d’un exemple simple.

Exemple 2.13. Nous illustrons comment construire les commutateurs-bases jusqu’au poids 3 de F3

avec une base X = {x1, x2, x3}. D’abord les éléments x1, x2, x3 sont ordonnés comme il suit:

x1 < x2 < x3. (2.12)

Ils ne sont que les commutateurs-bases de poids 1. Nous imposons l’ordre lexicographique aux

éléments
[
xi, xj

]
. Les commutateurs-bases de poids 2 sont:

[x2, x1] < [x3, x1] < [x3, x2] . (2.13)

Les commutateurs-bases de poids 3 sont:

[x2, x1, x1] < [x2, x1, x2] < [x2, x1, x3] < [x3, x1, x1] < (2.14)

[x3, x1, x2] < [x3, x1, x3] < [x3, x2, x2] < [x3, x2, x3] . (2.15)

Il convient de remarquer que [x3, x2, x1] n’apparâıt pas parmi les commutateurs-bases de poids 3

parce-que, par (c) de la définition 2.12, on a cj = x1 � ct = x2.

Théorème 2.14. (Théorème 11.2.4 dans [H76])

Soit Fn un groupe libre de rang fini, n, et soit Γk(Fn) le k-ième sous-groupe de sa suite centrale

descendante. Alors Ln(k) = Γk(Fn)/Γk+1(Fn) est un groupe abélien libre de type finie avec une

base constituée de commutateurs-bases de poids k, ainsi tout élément f de Fn peut être écrit comme

f = cǫ1
1 · c

ǫ2
2 · · · c

ǫt
t mod Γk+1(Fn), ǫi = ±1, ∀i = 1, . . . t. (2.16)

où les ci sont les commutateurs-bases de poids au plus n disposés dans l’ordre et les ǫi sont des

entiers. Ces commutateurs-bases de poids k sont dits parfois la base de Hall.
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Par exemple,

1. Ln(1) = Fabn a pour base de Hall les classes x1, . . . xn ∈ Fabn de x1, . . . , xn;

2. Ln(2) = Λ2Fabn a pour base les classes de
[
xi, xj

]
avec i > j.

De plus, une formule due à Witt [W37] donne le rang de Ln(k) pour tout k ≥ 1. La formule est

donnée par

rn(k) :=
1

k

∑

d|k

µ(d)n
k
d (2.17)

où µ est la fonction de Möbius et d parcourt tous les diviseurs positifs de k. D’excellentes références

pour tout cela sont les livres de Hall [H76, H50].

2.1.2 Suite centrale descendante d’un produit semi-direct

Soit G := N⋊H le produit semi-direct de deux groupes associé à un homomorphisme θ de H dans

Aut(N). On rappelle que G = N⋊ H équivaut à avoir une action de H sur N par automorphisme

de groupe. Une action de H sur N donne lieu à une action de H sur Nab. On dit que N ⋊ H est

un produit presque-direct si l’action de H sur Nab est triviale. Pour un produit presque-direct

arbitraire G = N⋊ H, Falk et Randell [FR85] montrent que

Γk(G) = Γk(N)⋊ Γk(H). (2.18)

Théorème 2.15. (Théorème 3.1 dans [FR85])

Soit G = N⋊ H un produit presque-direct. La suite exacte scindée de groupes {eG} → N→ G→

H→ {eG} induit une suite exacte courte scindée de groupes abéliens

{0} → grk(N)→ grk(G)→ grk(H)→ {0} pour chaque k ≥ 1. (2.19)

De plus, on a pour tout k ≥ 1,

grk(G) ∼= grk(N)⊕ grk(H) et φk(G) = φk(N) + φk(H). (2.20)
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Remarque 2.16. Un énoncé similaire est donné dans [I90, K85].

Par ailleurs, G = N⋊θ H peut s’inscrire dans une suite exacte courte scindée

{eG} N G H {eG},
ι p

s

(2.21)

où ι(n) = (n, eG), s(h) = (eG, h) et p(n, h) = h. En identifiant les groupes N et H avec leurs

images par ι et s respectivement, on peut voir que G est engendré par N et H et que les relations

hnh–1 = θ(h)(n) sont satisfaites dans G. Comme indiqué dans [J97], si N et H sont des groupes de

présentations 〈X,R〉 et 〈Y, S〉 respectivement, alors G = N⋊θ H admet la présentation

〈X ∪ Y | R ∪ S ∪ {h–1nh = θ(h)(n)| h ∈ H, n ∈ N}〉. (2.22)

Si N et H sont maintenant tous les deux des groupes libres, alors h–1nh = θ(h)(n) est la seule

relation dans G = N ⋊θ H. Étant donnés des groupes libres G1, . . . , Gk de rangs finis où Gp =

〈xp,1, . . . , xp,np〉 (1 ≤ p ≤ k), on considère un produit presque direct de groupes libres c’est-à-dire

un produit semi-direct itéré

Gk ⋊αk
(Gk–1 ⋊αk–1

· · · (⋊α4(G3 ⋊α3 (G2 ⋊α2 G1)) · · · ) = ⋊k
p=1Gp (2.23)

de groupes libres de rangs np dans lequel l’action du groupe ⋊q
p=1Gp sur Gab

r est triviale pour

chaque 1 ≤ q < r ≤ k. Autrement dit, la structure du produit semi-direct itéré de (2.23) est donnée

par des homomorphismes de groupes αl : ⋊
l–1
p=1Gp → IA(Gl) (l = 2, . . . , k) où IA(Gl) désigne le

groupe des automorphismes de Gl agissant trivialement sur son abélianisé Gab
l . Par conséquent,

⋊k
p=1Gp a la présentation

〈xp,i (1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ p ≤ k) | x–1p,ixq,jxp,i = αq(xp,i)(xq,j) 1 ≤ p < q ≤ k, 1 ≤ j ≤ nq〉

(2.24)

et son abélianisé est un groupe abélien libre de rang
k∑

p=1

np.
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2.2 Groupe des IA-automorphismes d’un

groupe libre

Le groupe des IA-automorphismes IAn est le sous-groupe du groupe Aut(Fn) des automorphismes

de Fn induisant l’identité sur son abélianisation:

IAn = {φ ∈ Aut(Fn) | x
–1φ(x) ∈ Γ2(Fn), ∀x ∈ Fn}. (2.25)

Magnus [M35] a fourni un ensemble fini de générateurs pour IAn. Ce sont les automorphismes

donnés par :

ξk,s,t(xl) =





xk [xs, xt] si k = l,

xl si k 6= l
, ξi,j(xl) =





x–1j xi xj si l = i,

xl si l 6= i
(2.26)

où 1 ≤ i 6= j ≤ n, 1 ≤ k, s, t ≤ n et k, s, t sont distincts. Réécrivons maintenant la présentation

(2.24) ci-dessus pour un produit presque direct ⋊k
p=1Gp de groupes libres.

Proposition 2.17. (Proposition 2.1 dans [C08])

Soit G = ⋊k
p=1Gp un produit presque direct de groupes libres Gp = Fnp = 〈xp,1, . . . , xp,np〉. Alors

G admet une présentation avec des générateurs xp,i, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ i ≤ np et relations

xq,j · xp,i = xp,i · xq,j · w
p,q
i,j , 1 ≤ p < q ≤ k, 1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ j ≤ nq (2.27)

où w
p,q
i,j ∈ Γ2(G) est un mot dans les générateurs xq,1, . . . , xq,nq .

Preuve. Par (2.24) le groupe G a pour relations

x–1p,i · xq,j · xp,i = αq(xp,i)(xq,j)

xq,j · xp,i = xp,i · αq(xp,i)(xq,j) (2.28)

où αq(xp,i) ∈ IAnq := IA(Fnq). Il est clair que w
p,q
i,j := αq(xp,i)(xq,j) est un mot dans les générateurs

xq,1, . . . , xq,nq . Puisque αq(xp,i) ∈ IAnq , on a αq(xp,i) = ξ
ǫ1
1 · · · ξ

ǫm
m où ǫs ∈ {±1} et chaque ξǫr

r est

soit ξk,s,t ou soit ξi,j pour 1 ≤ r ≤ m. On remarque que

ξj,i(xq,j) = xq,j
[
xq,i, xq,j

]
ξj,s,t(xq,j) = xq,j

[
xq,s, xq,t

]
. (2.29)
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Donc, une récurrence sur m montre que w
p,q
i,j := x–1q,j αq(xp,i)(xq,j) est un élément de Γ2(G). À

partir de (2.28) on arrive donc à xq,j · xp,i = xp,i · xq,j · w
p,q
i,j .

Pour un produit presque direct G = ⋊k
p=1Gp de groupes libres Gp, le théorème 2.15 implique

que

grd(G) =
k⊕

p=1

grd(Gp) =
k⊕

p=1

Lnp(d), ∀d ≥ 1. (2.30)

Désignons l’image de chaque xp,i dans gr∗(G) par Xp,i et l’image du commutateur [a, b] de deux

éléments a, b ∈ G dans gr∗(G) par [A, B] . Soit Xp := {Xp,1, . . .Xp,np} et soit L[Xp] son algèbre

de Lie libre correspondante. Par [[I90], Lemme 3.1.1], l’algèbre de Lie gr∗(G) obtenue à partir

de la suite centrale descendante pour un produit presque direct G = ⋊k
p=1Gp de groupes libres

est additivement isomorphe à une somme directe de sous-algèbres de Lie libres
k⊕

p=1

L[Xp]. Dans

gr∗(G), les relations suivantes sont satisfaites

[
Xq,j, Xp,i

]
= Up,qi,j , (2.31)

où Up,qi,j désigne l’image de w
p,q
i,j (2.27) dans gr2(G), 1 ≤ p < q ≤ k, 1 ≤ i ≤ np et 1 ≤ j ≤ nq.

2.3 Groupe de McCool PΣn

Le groupe de McCool PΣn, également connu de nos jours sous le nom de groupe de tresses soudées

pures ou groupe des automorphismes de conjugaison de base du groupe libre (appelé dans la

littérature anglophone sous le nom de basis-conjugating automorphism group), est un sous-groupe

de IAn engendré par les automorphismes [H85] :

ξi,j(xl) =





x–1j xi xj si l = i,

xl si l 6= i
(2.32)
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pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n. McCool [M86] a prouvé que les relations suivantes connues sous le nom

de relations de McCool déterminent une présentation de PΣn :

[
ξk,j, ξs,t

]
= 1 si {i, j} ∩ {s, t} = ∅,

[
ξi,j, ξk,j

]
= 1 pour i, j, k distincts ,

[
ξi,j. ξkj, ξi,k

]
= 1 pour i, j, k distincts . (2.33)

À partir des relations de McCool (2.33), les formules de conjugaison suivantes tiennent dans PΣn.

Propriété 2.18. (Lemme 1 dans [B03a])

1. ξ–vi,j .ξk,l.ξ
v
i,j = ξk,l

2. ξ–vi,j .ξk,j.ξ
v
i,j = ξk,j

3. ξ–vi,j .ξk,i.ξ
v
i,j = ξvk,j.ξk,i.ξ

–v
k,j

4. ξ–vi,j .ξi,k.ξ
v
i,j = ξvk,j.ξi,k.ξ

–v
k,j

5. ξ–vi,j .ξj,k.ξ
v
i,j =

[
ξ–vk,j, ξi,k

]
.ξj,k

où v = ±1.

Comme le montre [CPVW08, B03b], PΣn admet une décomposition en produit semi-direct

itéré:

PΣn = Kn–1 ⋊ (Kn–2 ⋊ · · · (⋊(K2 ⋊K1)) · · · ) (n ≥ 2) (2.34)

où Ki = 〈ξi+1,1, ξi+1,2, · · · , ξi+1,i, ξ1,i+1, ξ2,i+1, · · · , ξi,i+1〉. En particulier, PΣ1 = {1} est le

groupe trivial. Pour chaque i ≥ 1, soit Fi le sous-groupe de PΣn engendré par les éléments

ξi+1,1, ξi+1,2, · · · , ξi+1,i et soit Di le sous-groupe de PΣn engendré par les éléments

ξ1,i+1, ξ2,i+1, · · · , ξi,i+1. Comme noté dans [Théorème 1.1 dans [B03a]], le sous-groupe Fi est un

groupe libre de rang i et le sous-groupe Di est un groupe abélien libre de rang i pour tout
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i = 1, . . . , n. Le groupe PΣn contient un sous-groupe très bien étudié. Il s’agit du groupe de

McCool triangulaire supérieur PΣ+
n . Ce sous-groupe a été étudié en détail dans [CPVW08]. Le

sous-groupe PΣ+
n est engendré par les automorphismes ξi,j (2.32) avec i > j soumis aux relations

correspondantes (2.33). Dans [CPVW08], il est montré que PΣ+
n peut être réalisé comme un

produit presque-direct itéré de groupes libres. Nous pouvons donc utiliser Proposition 2.17 pour

lui fournir une présentation de groupe. Les lecteurs sont renvoyés à l’annexe A.2 pour plus de

détails.

2.4 Filtration d’Andreadakis

Dans cette section, nous définissons la filtration d’Andreadakis de IAn. Pour définir ce concept,

nous commençons tout d’abord par rappeler la définition d’une N-série sur un groupe G introduite

par Lazard dans les années 50. Une bonne référence de ce sujet est le document original de Lazard

[L54]. Une N-série est par définition une filtration décroissante

G = H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hk ⊇ Hk+1 ⊇ . . . (2.35)

de G par des sous-groupes {Hk}k≥1 de G vérifiant

[
Hp, Hq

]
⊆ Hp+q, ∀p, q ≥ 1. (2.36)

Pour q = 1, les relations
[
Hp, G

]
⊆ Hp+1 signifient que Hp est un sous-groupe normal dans G

et aussi que Hp/Hp+1 est un sous-groupe du centre de G/Hp+1. Il est clair que Hp/Hp+1 est un

groupe abélien puisque
[
Hp, Hp

]
⊆ H2p ⊆ Hp+1. Soit Grp(H) = Hp/Hp+1 pour tout p ≥ 1. Nous

le noterons additivement, à savoir pour tout x, y ∈ Hp on a xy = x + y dans Grp(H). Formons la

somme directe

Gr(G) =
⊕

p≥1

Grp(H). (2.37)

On peut facilement vérifier, en utilisant les identités 2 et 3 Propriété 2.1 que Gr(G) a la structure

d’une algèbre de Lie graduée avec un crochet de Lie [x, y] := [x, y] induit par le commutateur de
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G. L’exemple le plus célèbre d’une N-série sur G est la suite centrale descendante {Γk(G)}k≥1 et

son algèbre de Lie résultante gr(G) =
⊕

k≥1

grk(G) est l’algèbre de Lie graduée standard sur Z. La

suite centrale descendante est la plus petite des N-séries sur G, c’est-à-dire que, étant donné une

N-série arbitraire {Hk}k sur G, on a les relations Γk(G) ⊆ Hk, pour tout k ≥ 1 qui s’établissent

par récurrence sur k. Il existe une application canonique

grk(G)→ Grk(H) (k ≥ 1). (2.38)

Définition 2.19. Une N-série {Hk}k sur un groupe G est dite séparante si l’intersection des

sous-groupes Hk se réduit à l’élément neutre, c’est-à-dire
⋂

k≥1

Hk = {eG}. Le groupe G est dit

résiduellement nilpotent si la suite centrale descendante Γk(G) de G est séparante, c’est-à-dire
⋂

k≥1

Γk(G) = {eG}.

Nous sommes à présent en mesure d’introduire la filtration d’Andreadakis. L’action de Aut(G)

sur le k-ième quotient nilpotent Nk(G) = G/Γk+1(G) (k ≥ 1) induit un homomorphisme de

groupes

λk : Aut(G) –→ Aut(Nk(G)) (k ≥ 1). (2.39)

Le noyau AG(k) de λk est constitué des automorphismes agissant trivialement sur le k-ième

quotient nilpotent de G;

AG(k) = {φ ∈ Aut(G) | g–1 φ(g) ∈ Γk+1(G), ∀g ∈ G}. (2.40)

Le premier terme AG(1) := IA(G) est le groupe des IA-automorphismes de G aussi connu comme

le groupe Torelli de G. Par construction les groupes AG(k) sont des sous-groupes normaux de

Aut(G). Andreadakis [A65] a montré que

(A0) Pour tout entier k ≥ 1, AG(k + 1) ⊂ AG(k).

(A1) Pour tous entiers k, d ≥ 1, [AG(k),AG(d)] ⊆ AG(k + d).
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(A2) Pour tous entiers k, d ≥ 1, φ ∈ AG(k) et g ∈ Γd(G), g–1 φ(g) ∈ Γk+d(G).

(A3) Si
⋂

d≥1

Γd(G) = {eG} alors
⋂

d≥1

AG(d) = {1}.

À partir de (A0)-(A1), on a donc une N-série

IA(G) := AG(1) ⊃ AG(2) ⊃ · · · ⊃ AG(k) ⊃ . . . (2.41)

de IA(G). Par conséquent, le k-ième terme AG(k) de la N-série de IA(G) contient alors celui de la

suite centrale descendante de IA(G),

AG(k) ⊇ Γk(IA(G)) pour tout k ≥ 1. (2.42)

La filtration descendante {AG(k)}k≥1 définie sur IA(G) est dite parfois de Johnson, mais est due

à Andreadakis [A65].

Définition 2.20. La N-série {AG(k)}k≥1 sur IA(G) est appelée ici la filtration d’Andreadakis de

IA(G). On écrit Grk(AG) := AG(k)/AG(k + 1) pour chaque k ≥ 1

Les groupes Grk(AG) (k ≥ 1) admettent une action de Aut(G)/IA(G) définie comme suit:

puisque AG(k) E Aut(G), le groupe Aut(G) agit naturellement sur AG(k) par conjugaison. Soit

φ ∈ Grk(AG) un représentant d’un automorphisme φ ∈ AG(k) et soit ψ ∈ Aut(G)/IA(G) un

représentant d’un automorphisme ψ ∈ Aut(G). L’action de ψ sur φ est donnée par

ψ · φ := ψφψ–1. (2.43)

Les groupes grk(G) (k ≥ 1), à leurs tours, admettent une action de Aut(G)/IA(G) définie comme

suit : puisque Γk(G) est un sous-groupe caractéristique de G, (voir Propriété.2.3), Aut(G) agit

naturellement sur Γk(G) et donc aussi sur grk(G). Soit φ ∈ Aut(G) et soit g ∈ grk(G) un

représentant d’un élément g ∈ Γk(G). L’action de φ sur g est donnée par

φ · g := φ(g). (2.44)
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La restriction de cette action (2.44) à IA(G) est triviale par (A2). On a donc une action de

Aut(G)/IA(G) sur grk(G). Pour illustrer les concepts ci-dessus, considérons le cas où G est un

groupe libre Fn de rang n. Nous écrivons, sauf indication contraire, V,Γk(Fn),Ln(k), IAn, An(k)

et Grk(An) pour Fabn ,Γk(Fn), grk(Fn), IA(Fn), AFn
(k) et Grk(AG) respectivement. Magnus,

Witt et Hall ont élucidé la structure de l’algèbre de Lie graduée standard gr∗(Fn) sur Z associée à

la suite centrale descendante de Fn, voir par exemple le livre [MKS76] et nous rappelons deux de

leurs résultats :

(1) Le groupe Fn est résiduellement nilpotent, c’est-à-dire
⋂

k≥1

Γk(Fn) = {eFn
},

(2) L’algèbre de Lie gr∗(Fn) :=
⊕

k≥1

Ln(k) est isomorphe à une algèbre de Lie libre de rang n.

Retournons maintenant à la filtration d’Andreadakis. Cette série descendante de IAn donnée

par les sous-groupes An(k) a la propriété de Γk(IAn) ⊆ An(k) pour tout k ≥ 1. Ces inclusions

deviennent des égalités pour certains cas, à savoir

(a1) Γ1(IAn) = An(1) par définition ;

(a2) Γ2(IAn) = An(2) pour tout n ≥ 2 par [[B66], Lemme 5] ;

(a3) Γk(IA2) = A2(k) pour tout k ≥ 2 et Γ3(IA3) = A3(3) par [[A65], Théorème 6.1 et 6.2].

Satoh [S19] a récemment prouvé que Γ3(IAn) = An(3) pour tout n ≥ 3. Il a ainsi amélioré le

résultat de Pettet [P05] où elle a montré que Γ3(IAn) est au pire d’indice fini dans An(3). Il a été

conjecturé par Andreadakis [A65] que

Γk(IAn) = An(k) ∀k ≥ 3, et ∀n ≥ 3 ( Conjecture d’Andreadakis ). (2.45)

Bartholdi [B13, B16] a montré que cette conjecture n’est pas vraie en général. En revanche, le

problème d’Andreadakis donne lieu à des variantes pour tout sous-groupe B de IAn: pour chaque

entier k ∈ N∗, on dispose d’inclusions Γk(B) ⊆ B ∩ Γk(IAn) ⊆ B ∩ An(k) dont il est naturel de se

demander si elles sont des égalités (conjecture d’Andreadakis généralisée pour B ), ou à quel point
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elles en sont éloignées. Des avancées importantes sur la conjecture d’Andreadakis généralisée ont

été réalisées par T. Satoh [S17], S, . Papadima [P01] et J. Darné [D18]. On sait d’après [S17] que

la filtration d’Andreadakis restreinte à PΣ+
n , comme un sous-groupe IAn, cöıncide avec la suite

centrale descendante de PΣ+
n , c’est-à-dire que pour tout n ≥ 1 on a

M+
n (k) := An(k) ∩ PΣ+

n = Γk(PΣ+
n ) (∀k ≥ 1). (2.46)

Dans [D18, P01], un résultat similaire se produit pour le groupe de tresses pures Pn qui est le

sous-groupe de IAn laissant le mot x1 · · · xn ∈ Fn invariant. En d’autres termes, on a pour tout

n ≥ 1,

Pn(k) := An(k) ∩ Pn = Γk(Pn) (∀k ≥ 1). (2.47)

Le groupe de tresses pures Pn et le groupe de McCool triangulaire supérieur PΣ+
n sont tous les

deux des sous-groupes de PΣn et ont tous les deux une structure de produit presque-direct de

groupes libres. Il est naturel de se poser la question: quels autres sous-groupes B de PΣn qui se

décomposent en un produit presque-direct itéré de groupes libres satisfont l’égalité suivante dite

égalité d’Andreadakis,

Bn(k) := An(k) ∩ B = Γk(B) (∀k ≥ 1) ? (2.48)

Dans [BN17], où il est montré que le groupe de tresses d’Artin pures Pn et le groupe des

automorphismes intérieures partiels In engendrent PΣn :

PΣn = 〈In, Pn〉 (n ≥ 2). (2.49)

Le groupe In est le sous-groupe de PΣn engendré par les automorphismes νp,i = ξ1,iξ2,i · · · ξp,i

(1 ≤ i ≤ p ≤ n) et est un produit presque-direct itéré de groupes libres. Ce groupe est donc un

bon candidat pour vérifier l’égalité d’Andreadakis (2.48). Dans le chapitre 3, nous introduisons le

groupe In et montrons, en utilisant un outil appelé homomorphisme de Johnson, que In satisfait

l’égalité d’Andreadakis. L’homomorphisme de Johnson introduit dans les années 80 par Johnson
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[J83, J85] est un bon outil pour étudier les groupes Grk(B) = Bn(k)/Bn(k + 1) (k ≥ 1) associés à

la filtration d’Andreadakis {Bn(k)}k≥1 sur B. Cette contribution au problème d’Andreadakis peut

être vue comme une étape supplémentaire vers la résolution de la conjecture de Satoh 1.1.

2.5 L’homomorphisme de Johnson

Nous rappelons ici le k-ième homomorphisme de Johnson de Aut(Fn). Nous renvoyons les lecteurs

aux [J83, J85, S16] pour plus de détails. Soit HomZ(A, B) l’ensemble de tous les homomorphismes

de groupes abéliens A vers B. Considérons l’homomorphisme τ ′k : An(k) –→ HomZ(V,Ln(k + 1))

défini par la formule σ 7→ τk(σ) : x mod Γn(2) 7→ x–1σ(x) mod Γn(k + 2) pour x ∈ V. Le noyau

ker(τ ′k) de τ ′k est par définition An(k+ 1), (voir (2.40)). Soit V∗ := HomZ(V,Z) le groupe dual de

V avec {x∗1, . . . , x
∗
n} sa base duale. Donc HomZ(V,Ln(k + 1)) ∼= V∗ ⊗Z Ln(k + 1) comme groupe

abélien, voir par exemple [B89]. On peut donc obtenir un homomorphisme injectif que l’on désigne

par τk,

τk : Grk(An) →֒ V∗ ⊗Z Ln(k + 1)

σ 7→ x∗i ⊗ x–1i σ(xi).
(2.50)

Dans [K06], il est montré que τk n’est pas surjectif pour k ≥ 2 mais que

τ ′1 : IAn –→ V∗ ⊗Z Λ2V (2.51)

induit un isomorphisme τ1 : Gr1(An) = IAab
n
∼=––→ V∗⊗Z Λ2V de groupes abéliens. En restreignant

τ ′1 (2.51) à PΣn, nous arrivons à ce qui suit:

Lemme 2.21. PΣab
n est un groupe abélien libre et une base est donnée par les classes ξij de ξi,j,

1 ≤ i 6= j ≤ n.

Preuve. Les générateurs de Magnus ξi,j (2.32) (1 ≤ i 6= j ≤ n) engendrent PΣn de sorte que

les classes ξij sont une famille génératrice de PΣab
n . L’homomorphisme τPΣ

1 : PΣab
n → IAab

n
∼=––→

43



Chapitre 2. Généralités

V∗ ⊗Z Λ2V envoie ces générateurs ξij sur la famille libre {x∗i ⊗ [xi, xj] : 1 ≤ i 6= j ≤ n} de

V∗ ⊗Z Λ2V. Par conséquent, τPΣ
1 est un isomorphisme sur son image.

Le groupe Aut(Fn)/IAn (isomorphe à GL(n,Z)) agit sur Grk(An) via l’action donnée par (2.43)

et aussi sur Ln(k) via l’action donnée par (2.44) pour chaque k ≥ 1. Le résultat suivant est

remarquable.

Lemme 2.22. (Lemma 3.11 dans [S16])

Le monomorphisme τk (2.50) est Aut(Fn)/IAn-équivariant.

Définition 2.23. Pour chaque k ≥ 1, le monomorphisme Aut(Fn)/IAn-équivariant τk est appelé

le k-ième homomorphisme de Johnson de Aut(Fn).

Soit Bn(k) = An(k) ∩ B le k-ième terme de la filtration d’Andreadakis restreinte pour un

sous-groupe B de PΣn. Il est clair que le groupe Grk(B) = Bn(k)/Bn(k + 1) est un sous-groupe de

Grk(An). Désignons par τBk le k-ième homomorphisme de Johnson restreint à Grk(B), nous

définissons l’homomorphisme suivant

τ
(B)
1 := τB1 ◦ J1 : gr1(B)→ Gr1(B) →֒ IAab

n (2.52)

obtenu en composant l’homomorphisme canonique J1 : gr1(B) → Gr1(B) induit par l’inclusion

Γk(B) ⊆ Bn(k) avec l’homomorphisme τB1 : Gr1(B) →֒ IAab
n .

Proposition 2.24.

Soit B un sous-groupe de PΣn. Si l’homomorphisme τ
(B)
1 : gr1(B)→ IAab

n est injectif, alors on a

Bn(2) = Γ2(B).

Preuve. Supposons que τ
(B)
1 : gr1(B) → IAab

n est injectif. On a donc Γ2(B) = Γ2(IAn)
⋂
B.

Puisque Γ2(IAn) = An(2) par [[B66], Lemme 5], on en déduit Γ2(B) = Γ2(IAn)
⋂
B = An(2)

⋂
B =

Bn(2).
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2.6. Idéal d’augmentation relative d’un groupe

2.6 Idéal d’augmentation relative d’un groupe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base des idéaux

d’augmentation relative. Nous renvoyons les lecteurs aux [R82, CMZ17] pour plus de détails.

Soient G un groupe de type fini et R un anneau commutatif unitaire. L’anneau de groupe R[G]

de G sur R est défini comme l’ensemble de toutes les sommes formelles finies
∑

g∈G

rgg muni des

opérations addition et multiplication suivantes :


∑

g∈G

rg g


+


∑

g∈G

sg g


 =

∑

g∈G

(rg + sg) g

(2.53)
∑

g∈G

rg g




∑

h∈G

sh h


 =

∑

g,h∈G

(rgsh) gh.

Par abus de notation, nous allons désigner l’élément neutre dans R, l’élément neutre dans R[G] et

celui du groupe dans G par 1. L’homomorphisme π : R[G] ։ R donné par

π


∑

g∈G

rg g


 =

∑

g∈G

rg (2.54)

est appelé l’homomorphisme d’augmentation de R[G] et son noyau IG est appelé l’idéal

d’augmentation de R[G]. Rappelons que IG est librement engendré comme un R-module par les

éléments g – 1, g ∈ G, g 6= 1, ce qui signifie que c’est le groupe abélien libre avec l’ensemble

{g – 1 : 1 6= g ∈ G} comme base,

IG = {
∑

g∈G

rg(g – 1) : g ∈ G, g 6= 1, rg ∈ R}. (2.55)

Si G = F est un groupe libre sur un ensemble X, alors R[F] est connu comme l’anneau de groupe

libre. La propriété suivante de l’idéal d’augmentation d’un groupe libre F est importante.

Propriété 2.25. ([R82],11.3.1)

Si F est un groupe libre sur un ensemble X, alors IF est libre comme F-module à droite sur l’ensemble

X = {x – 1 | x ∈ X}.
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Notations 2.26. Si g ∈ G et r ∈ R, alors il est conventionnel d’écrire les éléments 1 · g ∈ R[G]

et r · 1 ∈ R[G] simplement comme g et r respectivement.

Pour un sous-groupe normal N donné de G, la projection canonique π̃N : G ։ G/N s’étend par

fonctorialité de R[–] à un épimorphisme naturel πN : R[G] ։ R[G/N] donné par

πN


∑

g∈G

rg g


 =

∑

g∈G

rgπ̃N(g) =
∑

g∈G

rg g. (2.56)

Soit IN le noyau de πN. On peut observer que IN est l’idéal bilatère de R[G] engendré par IN. En

plus, à cause de la normalité de N,

IN = R[G] · IN = IN · R[G], (2.57)

voir par exemple [Lemme 6.3 dans [CMZ17]]. Par conséquent, IN est l’idéal à droite de R[G]

engendré par tous les x – 1 où 1 6= x ∈ N. Donc, si N est engendré comme un sous-groupe normal

par un sous-ensemble fini {ns}s, alors chaque élément de IN peut être écrit comme
∑

s
(1 – ns)rs où

rs ∈ R[G].

Proposition 2.27. N est de type fini comme un sous-groupe normal de G si et seulement si IN

est de type fini comme un idéal à droite de R[G].

Preuve. Supposons que N est engendré comme un sous-groupe normal par n1, . . . , ns pour un

certain entier positif non nul s et soit I l’idéal à droite de R[G] engendré par les éléments 1– ni (i =

1, . . . , s). Clairement I ⊂ IN. Considérons un homomorphisme de groupes i : G ⊆ R[G]→ R[G]/I.

On remarque que N ⊆ ker(i) car les éléments n1, . . . , ns ∈ ker(i) et on doit donc avoir IN ⊆ I. Par

conséquence I = IN = IN ·R[G] est de type fini, engendré par les éléments 1 – ni. Réciproquement,

supposons que IN est de type fini comme un idéal. Puisque cet idéal est engendré par plusieurs

1– n, où n ∈ N, il s’ensuit qu’il est de type fini, engendré par 1– n1, . . . , 1 – ns pour certains ni ∈ N.

Soit maintenant N′ le sous-groupe normal de G engendré par n1, . . . ns. Donc N′ est de type fini

comme un sous-groupe normal de G, et N′ ⊆ N. De plus, chaque 1 – ni est contenu dans IN′ ⊆ IN.
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Mais les éléments 1 – ni engendrent le plus grand idéal, donc IN′ = IN. D’où N = N′ est de type

fini comme un sous-groupe normal.

Définition 2.28. L’idéal bilatère IN est appelé idéal d’augmentation relative de N dans R[G].

Remarque 2.29. L’idéal d’augmentation relative peut être vu comme une généralisation de l’idéal

d’augmentation, il suffit de remarquer que si N = G, alors il est facile de voir que IG = IG.

La propriété suivante donne un résultat qui généralise la proposition 2.25 .

Propriété 2.30. ([R82],11.3.3)

Soit N un sous-groupe normal d’un groupe libre F. Si N est libre sur un ensemble Y, alors IN est

libre comme F-module à droite sur {y – 1|y ∈ Y}.

Pour un sous-groupe donné B du groupe des automorphismes Aut(F) d’un groupe libre F de

rang fini, il est possible de définir explicitement un produit semi-direct de F et B, écrit F⋊B. Soit

p̃ : F ⋊ B ։ B la projection canonique dont son noyau est F. On note p : R[F ⋊ B] ։ R[B]. Le

noyau IF de p est l’idéal d’augmentation relative de F dans R[F⋊B]. En utilisant par le plongement

B →֒ Aut(F), il est possible de définir une action de B sur IF. Puisque l’idéal d’augmentation

relative IF est libre comme F ⋊ B-module à droite, il existe une représentation de B en termes de

matrices dont les coefficients sont dans R[F ⋊ B]. Dans le chapitre 4, nous appliquons ce procédé

au groupe de McCool PΣn pour obtenir dans le théorème 4.6 une représentation matricielle fidèle

de ce groupe généralisant ainsi la représentation de Gassner du groupe de tresses pures sur n brins

Pn. Nous verrons que ce procédé est comparable à celui d’une construction itérative dite méthode

de Long-Moody exposée dans [BLM92, L94, BT08].
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3
Étude sur l’égalité d’Andreadakis pour

un sous-groupe du groupe de McCool

Ce chapitre comporte trois volets: dans le premier, nous démontrons que In a un lien direct avec

le groupe de McCool triangulaire supérieur; le deuxième volet détermine la structure de l’algèbre

gr∗(In) de Lie graduée standard sur Z; dans le troisième, nous démontrons une égalité entre la

filtration d’Andreadakis restreinte à In et la suite centrale descendante de ce groupe. À partir de

maintenant, sauf mention expresse du contraire, le chiffre 1 désigne l’élément neutre de Aut(Fn)

et le groupe Fn = 〈x1, . . . , xn〉 est le groupe libre de rang n.
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McCool

3.1 Le groupe des automorphismes intérieurs

partiels

Bardakov et Neshchadim [BN17] ont défini le sous-groupe Vp (2 ≤ p ≤ n) de PΣn engendré par

νp,i = ξ1,i · ξ2,i · · · ξp,i qui agissent sur Fn comme il suit:

νp,i : Fn –→ Fn

xk 7–→





x–1i xk xi si 1 ≤ k ≤ p

xk si p < k ≤ n

où 1 ≤ i ≤ p. Chaque automorphisme νp,i induit un automorphisme intérieur de Fp = 〈x1, . . . , xp〉.

Le sous-groupe Vp est isomorphe au groupe des automorphismes intérieures Int(Fp) de Fp. Le

groupe libre Fp a un centre trivial pour p ≥ 2 d’où Vp
∼= Fp. Donc Vp est un groupe libre de

rang p sur {νp,1, . . . , νp,p}. Le groupe des automorphismes intérieurs partiels In (n ≥ 2) est défini

comme le sous-groupe engendré par les sous-groupes V2, . . . , Vn, noté In = 〈V2, V3, . . . , Vn〉. Le

groupe In peut être réalisé comme un produit presque direct de groupes libres décrits comme il

suit. C’est le produit semi-direct itéré,

In = Vn ⋊ηn (Vn–1 ⋊ηn–1 (. . . (V3 ⋊η3 V2) . . . )) =: ⋊n
k=2Vk. (3.1)

La structure de produit semi-direct itéré (3.1) est donnée par ηp : ⋊p–1
k=2Vk → IA(Vp) tel que

ηm(νq,j)(νp,i) = ν–1q,j.νp,i.νq,j =





νp,i j = i

νp,i i > q

ν–1p,j.νp,i.νp,j j 6= i et i ≤ q

(3.2)

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 2 ≤ q < p ≤ n. Ici IA(Vp) est le groupe des automorphismes

de Vp agissant trivialement sur son abélianisé. La Proposition 2.17 implique immédiatement la

proposition suivante.

Proposition 3.1. (Proposition 1 dans [BN17] )

Le groupe In = ⋊n
k=2Vk a une présentation finie avec des générateurs νp,i pour 2 ≤ p ≤ n,
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1 ≤ i ≤ p et avec les relations suivantes

[
νp,i, νq,j

]
= 1 si j = i

[
νp,i, νq,j

]
= 1 si i > q

[
νp,i, νq,j

]
=

[
νp,i, νp,j

]
si j 6= i et i ≤ q (3.3)

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 2 ≤ q < p ≤ n. De plus l’abélianisé Iabn est un groupe abélien libre de

rang
n(n+1)

2 – 1, une base étant donnée par les classes νp,i de νp,i.

Nous remarquons que le groupe de McCool triangulaire supérieur PΣ+
n = 〈ξi,j〉1≤j<i≤n est

contenu dans In pour tout n ≥ 1. En fait, on peut exprimer les générateurs ξi,j (j < i) de PΣ+
n via

ceux de In = ⋊n
k=2Vk :

ξi,j = ν–1(i–1),j · νi,j pour tout 1 ≤ j < i ≤ n. (3.4)

Nous remarquons également que In (n ≥ 1) est le produit Vn ·PΣ+
n . En effet, puisque Vn est normal

dans In, le produit Vn·PΣ+
n est un sous-groupe de In, et on peut exprimer tout générateur νij (i ≥ j)

de In par νij = νnjξ
–1
nj ξ

–1
(n–1)j · · · ξ

–1
(i+1)j. Par ailleurs, il est clair que nous pouvons voir le groupe In

comme un sous-groupe de In+1. De plus In+1 est un produit semi-direct Vn+1⋊In. Nous définissons

la projection qn : In+1 ։ In provenant de cette décomposition produit semi-directe. Elle induit un

isomorphisme entre In (n ≥ 1) et le groupe Int(PΣ+
n+1) des automorphismes intérieurs de PΣ+

n+1 :

Théorème 3.2. L’application PΣ+
n+1 ⊂ In+1

qn
։ In induit un isomorphisme:

PΣ
+
n+1 = PΣ+

n+1/Z(PΣ+
n+1)

∼= In, (3.5)

où Z(PΣ+
n+1) est le centre de PΣ+

n+1.

Preuve. La projection qn est le quotient de In+1 = Vn+1 · PΣ+
n+1 par Vn+1. Elle induit donc

PΣ+
n+1/

(
Vn+1 ∩ PΣ+

n+1

)
∼= Vn+1 · PΣ+

n+1/Vn+1
∼= In. (3.6)
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Nous avons d’autre part Vn+1 ∩ PΣ+
n+1 = Z(PΣ+

n+1). En effet, un élément de cette intersection

doit être un automorphisme intérieur fixant x1, ce qui implique qu’il doit être dans 〈νn+1,1〉.

Inversement 〈νn+1,1〉 est clairement dans cette intersection. Donc Vn+1 ∩ PΣ+
n+1 = 〈νn+1,1〉.

Puisque Z(PΣ+
n+1) = 〈νn+1,1 = ξ2,1 · ξ3,1 · · · ξn+1,1〉 par [[CP08], Proposition 2.3], on en déduit

Vn+1 ∩ PΣ+
n+1 = Z(PΣ+

n+1). Par conséquent, on a Int(PΣ+
n+1) = PΣ+

n+1/Z(PΣ+
n+1)

∼= In.

3.2 Suite centrale descendante du groupe In

À partir de (3.1), on peut définir la suite exacte courte scindée

{1} → Vn –→ In –→ In–1 → {11}. (3.7)

Le groupe In–1 agit par conjugaison sur Vab
n trivialement. En effet l’action par conjugaison de νj,q

sur νn,p est donnée par

ν–1j,q.νn,p.νj,q =





νn,p si p = q ou p > j

νn,p.
[
νn,p , νn,q

]
si p 6= q et p ≤ j,

(3.8)

où q ≤ j ≤ n – 1. Par le Théorème 2.15, il existe une suite exacte courte

{0} → grk(Vn)→ grk(In)→ grk(In–1)→ {0} pour tout k ≥ 1. (3.9)

Par récurrence sur n, on a des isomorphismes de groupes abéliens

grk(In) ∼=
n⊕

m=2

grk(Vm) ∼=
n⊕

m=2

Lm(k) pour tout k ≥ 1. (3.10)

En conséquence, nous arrivons au résultat suivant.

Proposition 3.3. grk(In) est un groupe abélien libre dont le rang est

φk(In) =
n∑

m=2

rm(k), (3.11)

où rm(k) est le rang du groupe abélien libre Lm(k) (2.17).
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Nous allons maintenant déterminer la structure de l’algèbre de Lie graduée gr∗(In) sur Z. Soit

ypi (1 ≤ i ≤ p ≤ n) l’image de νp,i dans gr1(In). Pour 2 ≤ p ≤ n, soit N := {yp1, . . . , ypp} et L[N]

soit l’algèbre de Lie libre correspondante de rang p sur Z. Puisque Vn est le groupe libre de rang n

sur νn,1, . . . , νn,n, gr∗(Vn) est l’algèbre de Lie libre L[N] de rang n sur Z engendrée par les classes

yn1, . . . ynn ∈ gr1(Vn) (par Proposition 2.10) de νn,1, . . . , νn,n. Par [Lemme 3.1.1 dans [I90]], on a

gr∗(In) = L[N]⊕ gr∗(In–1). (3.12)

La proposition suivante décrit la structure de l’algèbre de Lie gr∗(In).

Proposition 3.4. L’algèbre de Lie gr∗(In) (n ≥ 2) est le quotient de l’algèbre de Lie libre L[N]

sur Z engendrée par les éléments ypi pour 2 ≤ p ≤ n et 1 ≤ i ≤ p modulo les relations suivantes.

[
ypi, yqj

]
= 0 si j = i

[
ypi, yqj

]
= 0 si i > q

[
ypi, yqj – ypj

]
= 0 si j 6= i et i ≤ q (3.13)

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 2 ≤ q < p ≤ n.

Preuve. Premièrement, par Prop.2.10 et Prop.3.1, les νp,i engendrent gr∗(In) et satisfont les

relations (3.13). Notons ∇n le quotient de l’algèbre de Lie libre sur Z engendré par les symboles

ypi modulo ces relations. Soit qn : ∇n ։ gr∗(In) la projection induite par ypi 7→ νp,i et soit

πn : ∇n → ∇n–1 l’épimorphisme défini par yni 7→ 0 (1 ≤ i ≤ n). Nous montrerons par récurrence

sur n ≥ 2 que qn un isomorphisme. Notez que pour n = 2, c’est évidemment un isomorphisme.

Pour n ≥ 3, nous supposons que qn–1 est un isomorphisme et avons un diagramme commutatif

{0} Kn ∇n ∇n–1 {0}

{0} L[Yn] gr∗(In) gr∗(In–1) {0}

kn

πn

qn (surjective) isomorphisme par hypothèse de récurrence (3.14)

où Kn := ker(πn) et la deuxième ligne provient de la décomposition (3.12). Le noyau Kn de πn

est un idéal de ∇n engendré par yn1, . . . ynn. Mais en fait Kn est engendré par ynj comme une
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sous-algèbre de Lie. Puisque L[Yn] est libre de rang n sur le ynj et Kn est engendré par ces ynj de

(1 ≤ j ≤ n). Donc kn doit être un isomorphisme. Par hypothèse de récurrence et en utilisant le

lemme des cinq, on en déduit que qn est un isomorphisme.

Remarque 3.5. Une présentation de gr∗(In) est aussi donnée dans [[KMP19], corollaire 6] et [[BN17],

proposition 9], mais la preuve repose sur des techniques différentes de celle donnée ici.

3.3 Égalité d’Andreadakis pour In

Soit In(k) la k-ième filtration d’Andreadakis sur In définie par In(k) := In ∩An(k). Nous écrivons

Grk(In) := In(k)/In(k + 1) pour tout k ≥ 1. Soit τ Ik := τk|Grk(In)
: Grk(In) →֒ V∗ ⊗Z Ln(k + 1)

le monomorphisme induit par la restriction de τk (2.50) à Grk(In). Il existe un morphisme naturel

ðk : grk(In) –→ Grk(In) (3.15)

induit par l’inclusion Γk(In) ⊆ In(k). Nous définissons l’homomorphisme τ
(I)
k comme étant la

composition de ðk avec τ Ik

τ
(I)
k := τ Ik ◦ ðk : grk(In) –→ V∗ ⊗Z Ln(k + 1). (3.16)

Nous allons déterminer maintenant les valeurs de l’image Im(τ
(I)
k ) de τ

(I)
k . Rappelons que In est

engendré par les automorphismes νi,p = ξ1,p · ξ2,p · · · ξi,p (2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ p ≤ i) qui agissent sur

les générateurs de Fn par la règle suivante

νi,p(xr) =





x–1p xr xp si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i.
(3.17)

Donc pour 1 ≤ p1, p2 ≤ i, nous avons

(νi,p1νi,p2)(xr) = νi,p1(νi,p2(xr)) =





x–1p1x
–1
p2
xr xp2xp1 si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i
(3.18)
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Considérons maintenant un produit donné par Θ = ν
ǫ1
i,p1

.νǫ2
i,p2
· · · ν

ǫk
i,pk

où ǫt = ±1 et 1 ≤ pt ≤ i

avec t ∈ {1, . . . , k}. Voyons comment Θ agit sur chaque générateur xr ∈ Fn. L’action de Θ sur

xr ∈ Fn est donnée par

Θ(xr) =





(xǫ1
p1 .x

ǫ2
p2 · · · x

ǫk
pk)

–1 · xr · x
ǫ1
p1 .x

ǫ2
p2 · · · x

ǫk
pk si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i.
(3.19)

Par conséquent, l’action de commutateur
[
νi,p1 , νi,p2

]
∈ Γ2(In) sur chaque générateur xr ∈ Fn est

alors donnée par

[
νi,p1 , νi,p2

]
(xr) =





[
xp1 , xp2

]–1
· xr ·

[
xp1 , xp2

]
si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i.
(3.20)

Nous faisons agir ensuite le k-commutateur T =
[
. . .
[
. . .
[
νi,p1 , νi,p2

]
. . .
]
, νi,pk

]
∈ Γk(In) sur

chaque générateur xr ∈ Fn et on obtient

T(xr) =





[
. . . ,

[
xp1 , xp2

]
. . . ], xpk

]–1
· xr ·

[
. . . ,

[
xp1 , xp2

]
. . . ], xpk

]
si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i
(3.21)

Proposition 3.6. Soit T =
[
. . . ,

[
νi,p1 , νi,p2

]
, . . . ], νi,pk

]
∈ Γk(In). Si 1 ≤ p1, p2, . . . , pk ≤ i pour

2 ≤ i ≤ n, alors

τ
(I)
k (T) =





x∗r ⊗
[
xp1 , . . . , xpk , xr

]
si 1 ≤ r ≤ i

xr si r > i
(3.22)

De plus, Im(τ
(I)
k ) est engendré par

{x∗r ⊗
[
xp1 , · · · , xpk , xr

]
∈ V∗ ⊗Z Ln(k + 1) : 1 ≤ p1, p2, · · · , pk, r ≤ i et 2 ≤ i ≤ n}. (3.23)

Preuve. Il découle de (3.10) que Im(τ
(I)
k ) est engendré par l’ensemble (3.23).

Pour tout k ≥ 1 et 1 ≤ s ≤ n, nous désignons par {csj (k)}1≤j≤nsk
tous les commutateurs-bases

de poids k parmi les composants {x1, . . . , xs}. Comme on sait maintenant, voir Théorème 2.14, les

commutateurs-bases de poids k forment une base du groupe abélien libre Ls(k). Nous arrivons au

résultat suivant
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McCool

Lemme 3.7. H := {x∗s ⊗
[
cs1(k), xs

]
, . . . , x∗s ⊗

[
csns

k
(k), xs

]
: 1 ≤ s ≤ n} est une base de Im(τ

(I)
k )

comme un groupe abélien libre de rang
n∑

s=2
rs(k) où rs(k) est le rang du groupe abélien libre Ls(k).

Preuve. Clairement, H engendre Im(τ
(I)
k ). Il suffit donc de montrer que les éléments de H sont

linéairement indépendants. Supposons que

n∑

s=1

nsk∑

j=1

λs,j x
∗
s ⊗

[
csj (k), xs

]
= 0

pour λs,j ∈ Z. Pour chaque 1 ≤ s ≤ n fixé, on a alors

nsk∑

j=1

λs,j

[
csj (k), xs

]
= 0.

On considère l’homomorphisme injectif β : Ls(k) →֒ Ls(k + 1). Puisque les éléments
[
csj (k), xs

]

appartiennent à Ls(k + 1) et les éléments csj (k) pour 1 ≤ j ≤ nsk sont linéairement indépendants

dans Ls(k), les éléments
[
csj (k), xs

]
sont linéairement indépendants dans Ls(k + 1). Ceci montre

que λs,j = 0 pour 1 ≤ j ≤ nsk. Les éléments dans H sont donc linéairement indépendants et par

conséquent rang(H) =
n∑

s=2
rs(k).

L’énoncé suivant est une réponse affirmative à la question (2.48) sur l’égalité d’Andreadakis

pour le groupe In.

Théorème 3.8.

Le sous-groupe In de IAn satisfait l’égalité d’Andreadakis:

∀k ≥ 1 In(k) := In ∩ An(k) = Γk(In). (3.24)

Preuve. Nous montrons ce théorème par récurrence sur k ≥ 1. Par définition on a

Γ1(In) = In(1) = In. L’homomorphisme canonique S : Iabn → PΣab
n est injectif car les classes νi,p

de νi,p (qui engendrent In) sont une famille génératrice de Iabn et l’homomorphisme S envoie cette
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famille génératrice νi,p sur une famille libre de PΣab
n , (voir Lemme 2.21). On a donc

Γ2(In) = Γ2(PΣn)
⋂
In. Puisque Γ2(PΣn) = An(2)

⋂
PΣn par [[S12], Corollaire 2.2.], on en déduit

Γ2(In) = In(2). Supposons que nous ayons Γk(In) = In(k) pour un k ≥ 2. Alors nous avons

l’homomorphisme surjectif

τ
(I)
k : grk(In)

ðk–––→ Grk(In)
τ Ik–––→ Im(τ Ik) = Im(τ

(I)
k ). (3.25)

Par le lemme 3.7, Im(τ
(I)
k ) a le même rang que grk(In), comme groupe abélien libre.

L’homomorphisme τ
(I)
k est alors un isomorphisme et ainsi l’homomorphisme ðk doit être injectif.

Par conséquent Γk+1(In) = In(k + 1).
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4
Représentations matricielles de groupe

de tresses généralisées

Ce chapitre vise à proposer une procédure, comparable à celle d’une construction itérative de

Long-Moody, qui permet de relever des représentations de PΣn+1 à PΣn et à étendre une méthode

de Lüdde et Toppan au groupe de tresses virtuelles sur n brins VBn afin de mettre en avant une

nouvelle représentation de VBn. À partir de maintenant, le chiffre 1 désigne l’élément neutre de

groupes de tresses virtuelles et soudées et R désigne un anneau commutatif unitaire dont l’élément

neutre est noté aussi 1. Sauf mention contraire, le groupe Fn = 〈x1, . . . , xn〉 sera toujours le groupe

libre de rang n.
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Chapitre 4. Représentations matricielles de groupe de tresses généralisées

4.1 Deux généralisations du groupe de tresses

ordinaires

4.1.1 Le groupe des automorphismes par

permutation-conjugaison de Fn

Un résultat d’Artin [B75] montre que l’ensemble des automorphismes b ∈ Aut(Fn) qui satisfont

les deux conditions suivantes forment un sous-groupe de Aut(Fn) :

(B1) b(xi) = v–1i xs(i)vi, 1 ≤ i ≤ n,

(B2) b(x1 · · · xn) = x1 · · · xn,

où vi ∈ Fn et s est une permutation sur {1, . . . , n}. Ce sous-groupe est isomorphe au groupe de

tresses d’Artin Bn qui est le groupe défini par la présentation sur les générateurs σ1, . . . , σn–1

soumis aux relations de tresses

σiσj = σjσi si 1 ≤ i ≤ j – 2 ≤ n – 3

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 si 1 ≤ i ≤ n – 2. (4.1)

Via cet isomorphisme, le générateur σi correspond à un automorphisme σ̃i de Fn :

σ̃i :





xi 7→ xixi+1x
–1
i

xi+1 7→ xi

xj 7→ xj ∀j 6= {i, i + 1}.

(4.2)

Le monomorphisme artn : Bn →֒ Aut(Fn) défini par σi 7→ σ̃i est appelé la représentation d’Artin.

Le groupe des automorphismes par permutation-conjugaison de Fn, BΣn, a été étudié en détail par

exemple dans [S96]. Ses éléments sont les automorphismes b ∈ Aut(Fn) satisfaisant la condition

(B1) ci-dessus, connue sous le nom des automorphismes par permutation-conjugaison et le produit
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4.1. Deux généralisations du groupe de tresses ordinaires

du groupe est la composition des automorphismes. Il est clair que le sous-groupe de BΣn constitué

de ces automorphismes par permutation-conjugaison qui fixent le mot x1 · · · xn ∈ Fn est le groupe

de tresses Bn. Soit τi ∈ Aut(Fn), i = 1, . . . , n – 1 donné par

τi :





xi 7→ xi+1

xi+1 7→ xi

xj 7→ xj ∀j 6= {i, i + 1}.

(4.3)

Les éléments (τi)
n–1
i=1 engendrent le sous-groupe de permutation Σn de Aut(Fn) qui est isomorphe au

groupe symétrique Sn de degré n. Le sous-groupe Σn a une présentation finie avec les générateurs

τ1, . . . , τn–1 et avec les relations suivantes

τ2i = 1 pour i = 1, . . . , n – 1

τiτj = τjτi si 1 ≤ i ≤ j – 2 ≤ n – 3

τiτi+1τi = τi+1τiτi+1 si 1 ≤ i ≤ n – 2. (4.4)

Dans [[S96], Théorème 1], il est montré que BΣn est le produit libre de Bn et Σn modulo les

relations mixtes :

σiτj = τjσi pour |i – j| ≥ 2

σiτi+1τi = τi+1τiσi+1 pour i = 1 . . . n – 2

σi+1σiτi+1 = τiσi+1σi pour i = 1 . . . n – 2. (4.5)

Par définition, BΣ1 = {1} est le groupe trivial et BΣ2 est un produit libre Z2 ∗ Z. Par ailleurs,

BΣn (n ≥ 1) contient le groupe de McCool PΣn. Dans [S96], Savushkina a montré que BΣn est

le produit semi-direct BΣn = PΣn ⋊ Σn de PΣn et Σn. Les éléments de Σn agissent sur PΣn via

conjugaison :

τi ξi,i+1 = ξi+1,i τi pour 1 ≤ i ≤ n – 1

τkξi,j = ξi,jτk pour i, j, k distincts

τjξi,j = ξi,j+1τj pour i, j, distincts

τiξi,j = ξi+1,jτi pour i, j, distincts (4.6)
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En écrivant le groupe BΣn comme un produit semi-direct, nous obtenons une présentation pour

celui-ci.

Proposition 4.1. (Lemme 1 dans [S96])

Le groupe BΣn (n ≥ 1) admet une présentation avec les générateurs de Magnus ξi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n)

et τi ( 1 ≤ i ≤ n – 1), avec les relations suivantes :

1. Les relations McCool (2.33),

2. Les relations pour les générateurs τi de Σn (4.4),

3. Les relations exprimant l’action de Σn agissent sur PΣn (4.6).

4.1.2 Le groupe de tresses virtuelles

Dans cette section, nous rappelons les définitions standards en termes de générateurs et relations

des groupes de tresses virtuelles et soudées sur n brins. Soit VBn le groupe de tresses virtuel

sur les n brins. Ce groupe introduit dans [K99] est le groupe défini par la présentation avec les

générateurs ρ1, . . . , ρn–1,ϑ1, . . . ,ϑn–1 et les relations suivantes :

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1 pour i = 1, 2, . . . , n – 2 (4.7)

ρiρj = ρjρi pour |i – j| ≥ 2 (4.8)

ϑ2i = 1 pour i = 1, . . . , n – 1 (4.9)

ϑiϑi+1ϑi = ϑi+1ϑiϑi+1 pour i = 1, 2, . . . , n – 2 (4.10)

ϑiϑj = ϑjϑi pour |i – j| ≥ 2 (4.11)

ρiϑj = ϑjρi pour |i – j| ≥ 2 (4.12)

ρiϑi+1ϑi = ϑi+1ϑiρi+1 pour i = 1 . . . n – 2 (4.13)

Il est bien connu que les relations (4.7)-(4.8) définissent les relations du groupe de tresses classique

sur n brins, Bn, où les éléments ρ1, . . . , ρn–1 engendrent le groupe de tresses classique Bn dans
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VBn. Il est également connu que les relations (4.9)-(4.11) sont des relations définissant le groupe

symétrique Sn sur n lettres, où les éléments ϑ1, . . . ,ϑn–1 engendrent le groupe symétrique Sn dans

VBn. Ainsi VBn peut être présenté par le produit libre Bn et Sn modulo les relations (4.12)-(4.13).

Le miroir de la relation (4.13) (c’est-à-dire lorsqu’il est lu à l’envers) est valable dans VBn :

ϑiϑi+1ρi = ρi+1ϑiϑi+1 (i = 1, . . . , n – 2). (4.14)

Mais toutefois, la relation suivante n’est pas valable dans VBn [GPV00]:

ϑiρi+1ρi = ρi+1ρiϑi+1 (i = 1, . . . , n – 2). (4.15)

Le groupe de tresses soudées sur n brins WBn est par définition le groupe obtenu à partir de

VBn en introduisant la relation interdite (4.15). De plus, WBn possède un groupe jumeau noté

WBn. C’est le groupe correspondant à WBn en tant qu’ensemble, et nous avons toutes les relations

comme dans WBn sauf que la relation interdite (4.15) qui est remplacée par la relation suivante

qui est aussi une relation interdite :

ϑi+1ρiρi+1 = ϑiρi+1ρi (i = 1, . . . , n – 2). (4.16)

Les deux groupes WBn et WBn sont isomorphes et l’isomorphisme est donné par l’application

Vn :WBn →WBn qui envoie

ρi 7→ ρ–1i et ϑi 7→ ϑi (i = 1, . . . , n). (4.17)

Fenn, Rimanyi et Rourke [FRR97] ont montré que le groupe de tresses soudées WBn est isomorphe

au groupe BΣn. Autrement dit, la représentation d’Artin artn s’étend en un monomorphisme

artBΣ
n : WBn →֒ Aut(Fn) donné par

ρi 7→ σi et ϑi 7→ τi pour tout i = 1, . . . , n – 1. (4.18)

Donc, WBn et WBn (n ≥ 1) peuvent être donc considérés comme des sous-groupes de Aut(Fn).
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4.2 Généralisation de la représentation de

Burau et de Gassner

Dans cette section, nous construisons des représentations matricielles qui généralisent la

représentation de Burau du groupe de tresses ordinaires ainsi la représentation de Gassner du

groupe de tresses pures ordinaires.

4.2.1 Construction à partir de la représentation d’Artin

Soit ι : BΣn →֒ BΣn+1 l’inclusion canonique et soit Fn le sous-groupe de PΣn+1 librement

engendré par les n éléments {ξn+1,1, ξn+1,2, . . . , ξn+1,n} (cf. [B03a, CPVW08]). Considérons les

deux inclusions suivantes

BΣn
ι
–֒→ BΣn+1 ←–֓ Fn. (4.19)

Lemme 4.2. Les formules suivantes sont vraies dans BΣn+1 :

ξ
τi

n+1,k :





ξn+1,i 7→ ξn+1,i+1

ξn+1,i+1 7→ ξn+1,i

ξn+1,j 7→ ξn+1,k ∀k 6= {i, i + 1}.

, ξ
σi

n+1,k :





ξn+1,i 7→ ξn+1,i · ξn+1,i+1 · ξ–1n+1,i

ξn+1,i+1 7→ ξn+1,i

ξn+1,j 7→ ξn+1,k ∀k 6= {i, i + 1}.

(4.20)

et

ξ
ξi,j

n+1,k :

{
ξn+1,i 7→ ξn+1,j · ξn+1,i · ξ–1n+1,j k = i,

ξn+1,k 7→ ξn+1,k ∀k 6= i.
(4.21)

où ab := b–1ab.

Il n’est pas surprenant que l’action de conjugaison dans le lemme 4.2 définisse une représentation

An : BΣn → Aut(Fn) donnée par An(ω)(f) = ω–1 ·f·ω où ω ∈ BΣn et f ∈ Fn. Puisque le diagramme

suivant est commutatif, An est un monomorphisme

BΣn
An

//

id
��

Aut(Fn)

ι–1
ω
◦( )◦ιω

��

BΣn
�

�

artBΣ
n

// Aut(Fn)

(4.22)
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où ιω : Fn → Fn est l’isomorphisme de groupes libres donné par ιω(xi) = ξn+1,i pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Désormais BΣn (n ≥ 1) doit avoir une représentation fidèle comme groupe des automorphismes

de Fn = 〈ξn+1,1, ξn+1,2, . . . , ξn+1,n〉. Désignons les images par An des générateurs σi et τi par σ̂i

et τ̂i respectivement. Dans le groupe BΣn ≤ Aut(Fn), les générateurs de Magnus ξi,j peuvent

être exprimés via les générateurs σ̂1, . . . σ̂n–1 de Bn et les générateurs τ̂1, . . . , τ̂n–1 de Σn par les

formules [S96]:

ξi,i+1 = σ̂i τ̂i

ξi,j = τ̂j–1 τ̂j–2 · · · τ̂i+1 · ξ̂i,i+1 · τ̂i+1 · · · τ̂j–2 τ̂j–1 (i < j)

ξj,i = τ̂j–1 τj–2 · · · τ̂i+1 · τ̂i · ξ̂i,i+1 · τ̂iτ̂i+1 · · · τ̂j–2 · τ̂j–1 (i < j).

(4.23)

Introduisons maintenant la dérivée de Fox ∂
∂ξn+1,j

: R[Fn] → R[Fn] par rapport à ξn+1,j qui est

l’extension linéaire de l’application définie sur les éléments de Fn par

∂ξn+1,i

∂ξn+1,j
= δi,j ,

∂ξ–1n+1,i

∂ξn+1,j
= –δi,j ξ

–1
n+1,i et

∂µν

∂ξn+1,j
=

∂µ

∂ξn+1,j
+ µ

∂ν

∂ξn+1,j
(4.24)

pour tout ν,µ ∈ Fn où δi,j désigne le symbole de Kronecker. On définit la n × n-matrice

jacobienne des dérivés de Fox d’un automorphisme Ψ : Fn → Fn par J(Ψ) =
(

∂Ψ(ξn+1,l)
∂ξn+1,k

)

1≤l,k≤n
.

D’excellentes références pour la dérivée de Fox est le livre de Birman [B75] et l’article original de

Fox [F53]. Désignons, pour chaque i donné, la matrice jacobienne de σ̂i et τ̂i par J(σi) et J(τi)

respectivement. Le fait que

(τi · J(τi) · τi) · J(τi) = In×n pour i = 1, . . . , n – 1,
(
τi · J(τj) · τi

)
· J(τi) =

(
τj · J(τi) · τj

)
· J(τj) |i – j| ≥ 2,

(
σ
–1
i · J(σj) · σi

)
· J(σi) =

(
σ
–1
j · J(σi) · σj

)
· J(σj) |i – j| ≥ 2,

(
τj · J(σi) · τj

)
· J(τj) =

(
σ
–1
i · J(τj) · σi

)
· J(σi) |i – j| ≥ 2,

(τi · (τi+1 · J(τi) · τi+1) · J(τi+1) · τi) · J(τi) = (τi+1 · (τi · J(τi+1) · τi) · J(τi) · τi+1) · J(τi+1)
(
σ
–1
i · (τi+1 · J(τi) · τi+1) · J(τi) · σi

)
· J(σi) = (τi+1 · (τi · J(σi+1) · τi) · J(τi) · τi+1) · J(τi+1)

(
τi ·
(
σ
–1
i+1 · J(σi) · σi+1

)
· J(σi+1) · τi

)
· J(τi) =

(
σ
–1
i+1 ·

(
σ
–1
i · J(τi+1) · σi

)
· J(σi) · σi+1

)
· J(σi+1)

(
σ
–1
i ·
(
σ
–1
i+1 · J(σi) · σi+1

)
· J(σi+1) · σi

)
· J(σi) =

(
σ
–1
i+1 ·

(
σ
–1
i · J(σi+1) · σi

)
· J(σi) · σi+1

)
· J(σi+1) (4.25)
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est une conséquence des relations de BΣn (n ≥ 1) de (4.5) et de la formule suivante qui fait

référence à la règle de châıne de calcul de Fox :

Lemme 4.3. (Lemme 1.4.7 dans [MSY04])

Désignons la n×n-matrice d’identité par In×n. Si Ψ,Φ sont deux automorphismes de Fn, alors on

a J(Φ ◦ Ψ) = Φ̃ (J(Ψ)) · J(Φ) et J(1) = In×n où Φ̃ : (R[Fn])n → (R[Fn])n est une extension de Φ

donnée par la fonctorialité de R[–]n.

Dans (4.25), nous imbriquons les relations de BΣn de (4.5) pour en arriver à

(τi · J(τi)) · (τi · J(τi)) = In×n pour i = 1, . . . , n – 1,
(
τj · J(τj)

)
· (τi · J(τi)) = (τi · J(τi)) · (τj · J(τj)) |i – j| ≥ 2,

(
σj · J(σj)

)
· (σi · J(σi)) = (σi · J(σi)) · (σj · J(σj)) |i – j| ≥ 2,

(σi · J(σi)) · (τj · J(τj)) =
(
τj · J(τj)

)
· (σi · J(σi)) |i – j| ≥ 2,

(τi · J(τi)) · (τi+1 · J(τi+1)) · (τi · J(τi)) = (τi+1 · J(τi+1)) · (τi · J(τi)) · (τi+1 · J(τi+1))

(σi · J(σi)) · (σi+1 · J(σi+1)) · (σi · J(σi)) = (σi+1 · J(σi+1)) · (σi · J(σi)) · (σi+1 · J(σi+1))

(σi · J(σi)) · (τi+1 · J(τi+1)) · (τi · J(τi)) = (τi+1 · J(τi+1)) · (τi · J(τi)) · (σi+1 · J(σi+1))

(σi+1 · J(σi+1)) · (σi · J(σi)) · (τi+1 · J(τi+1)) = (τi · J(τi)) · (σi+1 · J(σi+1)) · (σi · J(σi)). (4.26)

À partir de ces relations, il résulte que l’application Φn : BΣn → AutR(R[Fn ⋊ BΣn]) telle que

σi 7→ σi · J(σi) et τi 7→ τi · J(τi) (i = 1, . . . , n – 1) (4.27)

définit une représentation matricielle de BΣn. Nous affirmons que Φn est fidèle, car Φn = J ◦ An

où J : Aut(Fn) ⊂ AutR(R[Fn]) →֒ AutR(R[Fn ⋊ BΣn]). Un simple calcul des J(σi) et J(τi) donne
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respectivement pour tout 1 ≤ i ≤ n – 1

σi 7→ Φn(σi) =




i i + 1

σi. Ii–1

σi.(1 – ξn+1,i · ξn+1,i+1 · ξ
–1
n+1,i) σi.ξn+1,i

σi 0

σi · In–i–1




(4.28)

et

τi 7→ Φn(τi) =




i i + 1

τi · Ii–1

0 τi

τi 0

τi · In–i–1




et τ–1i 7–→ Φ–1
n (τi) = Φn(τi). (4.29)

L’inverse de (4.28) est donné par

σ–1
i 7→ Φ–1

n (σi) :=




i i + 1

σ–1
i . Ii–1

0 σ–1
i

σ–1
i · ξ

–1
n+1,i+1 σ–1

i · ξ
–1
n+1,i+1 · (ξn+1,i – 1)

σ–1
i · In–i–1




(4.30)

Il existe une autre manière de construire la représentation Φn (4.27) de BΣn dont l’idée vient de [L96]:

on considère le produit semi-direct Fn ⋊ BΣn relatif à l’action de BΣn sur Fn donnée par An. On note

pn : R[Fn ⋊ BΣn] ։ R[BΣn]. Le noyau ÎFn de pn est par définition l’idéal d’augmentation relative de Fn

dans R[Fn ⋊ BΣn] ⊂ R[BΣn+1] (voir 2.28). L’idéal ÎFn est un R[Fn ⋊ BΣn]-module (à droite) libre de
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base {ξn+1,1 – 1, . . . , ξn+1,n – 1} (cf. section 2.6). On considère l’action de BΣn sur ÎFn par multiplication

à gauche:

ξn+1,k – 1 7→ b · (ξn+1,k – 1) = (1, b) .
(
ξn+1,k – 1, 1

)

=
(
b(ξn+1,k – 1), b

)
=
(
b(ξn+1,k) – 1, b

)
=
(
b̂(ξn+1,k) – 1

)
· b, (4.31)

où b̂ est l’image de b par An. Donc on peut dire que ÎFn est un module à gauche sur BΣn. Puisque

ÎFn est libre comme R[Fn ⋊ BΣn]-module à droite, nous pouvons construire une représentation Φn de

BΣn en termes de matrices dont les coefficients sont donnés dans (̂IFn ⊂) R[Fn ⋊ BΣn]. Par contre, les

représentations de σi, τi sont respectivement données par

σi 7→ J(σi) · σi et τi 7→ J(τi) · τi pour i = 1, . . . , n – 1. (4.32)

Remarque 4.4. Dans [BS20], les matrices (4.28) et (4.29) ci-dessus ont été déterminées sur la base d’une

procédure itérative développée dans [L94] dite méthode de Long-Moody. Ladite méthode a été introduite

pour la première fois dans [BLM92] et il semble qu’elle est étroitement liée à celle donnée ici en prenant

V = R[Fn ⋊ BΣn] la construction que nous développons dans la section ci-après.

4.2.2 Comparaison entre deux constructions

La méthode de Long-Moody s’articule comme suit: soit B ≤ Aut(Fn) et soit IFn l’idéal d’augmentation

vu comme R[Fn]-module à droite engendré par {x1–1, . . . , xn–1}. Supposons que nous ayons un R-espace

vectoriel V qui est simultanément une représentation de B et Fn. Alors B agit à la fois sur Fn, IFn et V,

et pareillement Fn agit sur IFn et V. Désignons l’action d’un automorphisme b ∈ B sur un élément f ∈ Fn

par bf. Si la condition b · f · v = bf · b · v, dite condition de Magnus, est vérifiée et que nous voyons V

comme un R[Fn]-module à gauche alors on peut définir une action de B sur IFn ⊗R[Fn] V par

λ : B → AutR(IFn ⊗R[Fn] V)

b 7→
(
f ⊗ v 7→ bf ⊗ b.v

)
.

(4.33)

En posant Vk := (xk – 1) ⊗ V pour chaque k = 1, . . . , n, la représentation (4.33) peut être écrite comme

λ : B → AutR(V1 ⊕ · · · ⊕ Vn). Nous allons maintenant nous pencher sur le cas où B est le groupe de
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tresses Bn = 〈ρi〉1≤i≤n–1. En utilisant la représentation d’Artin artn, nous avons une action de Bn sur le

groupe libre Fn et un produit semi-directe Fn ⋊ Bn du groupe de tresses Bn avec le groupe libre Fn de

rang n peut être définie. Cette action de Bn peut être naturellement étendue sur l’anneau de groupe libre

R[Fn]. Le groupe Bn opère sur IFn car bIFn = IFn pour tout b ∈ Bn. L’action de chaque générateur ρi

(i = 1, . . . , n – 1) de Bn sur le générateur xl – 1 (l = 1, . . . , n) de IFn est donnée par

ρi(xl – 1) =





(1 – xixi+1x
–1
1 ) · (xi – 1) + xi · (xi+1 – 1) si l = i

xi – 1 si l = i + 1

xl – 1 si l 6= {i, i + 1}.

(4.34)

Soit µn+1 : Bn+1 ։ Sn+1 l’épimorphisme canonique défini par µn(ρi) = (i, i + 1) pour 1 ≤ i ≤ n – 1. Par

exemple, dans [L94], le produit semi-direct Fn⋊Bn est isomorphe au sous-groupe {b ∈ Bn+1;µn+1(b)(n+

1) = n + 1} de Bn+1. Donc, chaque représentation λ : Bn+1 → AutR(V) donnée de Bn+1 induit une

représentation de Fn⋊Bn. Alors on peut construire une représentation λ+ : Bn → AutR(V
⊕n) et l’action

de λ+(ρi) sur V⊕n est donnée par:

(v1 ⊕ · · · ⊕ vn) 7→


id⊕(i–1)

V ⊕




λ(1 – xixi+1x
–1
i ) λ(xi)

idV 0


⊕ id

⊕(n–i–1)
V


λ(ρi). (4.35)

où idV est l’application identité de V. Voir également [BT08, K07]. En l’appliquant à une représentation

unidimensionnelle λ : Bn+1 → R∗ de Bn+1, la construction donne une variante de la représentation non

réduite de Burau. Dans [BS20], cette méthode décrite ci-dessus est étendue à WBn. Comme ce groupe

est une extension de Bn par Sn, l’action (4.34) peut être facilement étendue à:

ρi(xl – 1) =





(1 – xixi+1x
–1
1 ) · (xi – 1) + xi · (xi+1 – 1) si l = i

xi – 1 si l = i + 1

xl – 1 si l 6= {i, i + 1},

ϑi(xl – 1) =





xi+1 – 1 si l = i

xi – 1 si l = i + 1

xl – 1 si l 6= {i, i + 1}.

(4.36)
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A partir de (4.36), l’action λ+(ϑi) sur V⊕n, écrite également en notation matricielle par blocs, est donnée

par

(v1 ⊕ · · · ⊕ vn) 7→


id⊕(i–1)

V ⊕




0 idV

idV 0


⊕ id

⊕(n–i–1)
V


λ(ϑi). (4.37)

Ainsi on peut obtenir une nouvelle représentation λ̂+ : WBn → AutR(V
⊕n) définie par

ρi 7→ λ+(ρi) (4.35) et ϑi 7→ λ+(ϑi) (4.37). (4.38)

Nous considérons le diagramme suivant où t,φ, r sont les monomorphismes et πn est la projection

canonique:

1 Fn Fn ⋊WBn WBn 1

1 Fn Fn ⋊ BΣn BΣn 1.

t

ιω An+1

φ

An

r πn

(4.39)

Proposition 4.5. En se plaçant dans le contexte de la construction de Long-Moody adapté au groupe de

tresses soudées, il existe un isomorphisme de WBn-modules

IFn ⊗R[Fn] V
∼= ÎFn

⊗

R[Fn⋊WBn]

V. (4.40)

En particulier, on a pour V = R[Fn ⋊WBn] un isomorphisme de WBn-modules

IFn ⊗R[Fn] V
∼= ÎFn . (4.41)

Preuve. Supposons tout d’abord que V soit un WBn+1-module à gauche et considérons l’isomorphisme

des modules sur R[Fn]

IFn

⊗

R[Fn]

V
ι∗

ω⊗id
–––––––→ ÎFn

⊗

R[Fn⋊WBn]

V (4.42)

où ι∗ω : R[Fn] → R[Fn] et id : V → V est l’application identité. Maintenant cet isomorphisme ι∗ω ⊗ id est

compatible avec l’action de WBn. En effet: on rappelle qu’on a dans IFn

⊗
R[Fn]V l’action donnée comme

suit

b · (xi – 1⊗ v) = b(xi – 1)⊗ b · v pour tout b ∈WBn. (4.43)
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En notant b̂ l’image de b par An, l’isomorphisme ι∗ω⊗id envoie l’élément b(xi–1)⊗b·v sur ι∗ω(
b(xi–1))⊗b·v

qui est égale à

b̂ · ι∗ω(xi – 1)⊗ b · v = b̂ · (ξn+1,i – 1)⊗ b · v ∈ ÎFn

⊗

R[Fn⋊WBn]

V (4.44)

car ι∗ω est WBn-équivariante (voir diagramme (4.22)).

Nous pourrons alors conclure via la proposition 4.5 que les deux représentations λ̂+ (4.38) et Φn (4.27)

sont égales. L’application f̃ : R[Fn ⋊ BΣn] –→ R[t, t–1] telle que ξn+1,l 7→ t, σj 7→ 1, et τj 7→ 1 pour tout

j = 1, . . . , n–1 appliquée à chaque coefficient des matrices (4.28) et (4.29) ci-dessus donne la représentation

classique de Burau de f̃Φn : BΣn → GL(n,Z[t, t–1]) définie par :

σi 7→




i i + 1

Ii–1

1 – t t

1 0

In–i–1




(4.45)

et

τi 7→




i i + 1

Ii–1

0 1

1 0

In–i–1




. (4.46)

4.2.3 Le groupe de McCool opérant sur l’idéal

d’augmentation relative

Dans cette section, nous discutons de l’application de la démarche susmentionnée dans la section 2.6 au

groupe de McCool PΣn pour construire une représentation fidèle de PΣn dans des matrices à coefficients

dans R[Fn⋊PΣn], c’est un travail réalisé dans [A21]. En utilisant par le plongement PΣn →֒ Aut(Fn), on

71



Chapitre 4. Représentations matricielles de groupe de tresses généralisées

peut définir un produit semi-direct Fn ⋊ PΣn, et puis on peut également définir un idéal d’augmentation

relative ÎFn dans R[Fn⋊PΣn]. On rappelle que ÎFn est engendré par les éléments {ξn+1,k–1 : k = 1, . . . , n}

et tout générateur (ξn+1,i–1) de ÎFn peut s’écrire en utilisant la formule fondamentale du calcul différentiel

libre [[F53], (2.3)] :

ξn+1,i – 1 =
n∑

k=1

∂ξn+1,i

∂ξn+1,k
(ξn+1,k – 1) pour tout i = 1, . . . , n. (4.47)

Grâce à [Théorème 3.9, [B75]], nous définissons l’action à droite de PΣn+1 sur ÎFn en posant

(ξn+1,l – 1) · ξi,j =
n∑

k=1

∂(ξn+1,l · ξi,j)

∂ξn+1,k
(ξn+1,k – 1), (1 ≤ l ≤ n). (4.48)

En calculant les coefficients

(
∂(ξn+1,l·ξi,j)

∂ξn+1,k

)

l,k
de (4.48), nous obtenons

(ξn+1,l – 1) · ξi,j =
n∑

k=1

C(ξi,j)
k
l · (ξn+1,k – 1) (4.49)

avec

C(ξi,j)
k
l =




i j

ξi,j · Ii–1

ξi,j · ξn+1,j ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j)

0 ξi,j · Ij–i

ξi,j · In–j




(i < j)

(4.50)
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C(ξi,j)
k
l =




j i

ξi,j · Ij–1

ξi,j · Ii–j 0

ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j) ξi,j · ξn+1,j

ξi,j · In–i




(j < i)

(4.51)

où 1 ≤ i 6= j ≤ n. En passant des générateurs ξi,j dans PΣn+1 à leur matrice correspondante C(ξi,j)
k
l , on

trouve que le nombre de générateurs diminue de un, puis nous attribuons chaque générateur ξi,j de PΣn

à cette matrice. On arrive au résultat suivant.

Théorème 4.6. L’application ξi,j 7→ C(ξi,j), 1 ≤ i 6= j ≤ n, détermine une représentation matricielle

fidèle Ψn : PΣn → GL(n,R[Fn ⋊ PΣn]) où

C(ξi,j) =




i j

ξi,j · Ii–1

ξi,j · ξn+1,j ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j)

0 ξi,j · Ij–i

ξi,j · In–j




(i < j)

(4.52)
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et

C(ξi,j) =




j i

ξi,j · Ij–1

ξi,j · Ii–j 0

ξi,j · (1 – ξn+1,j · ξn+1,i · ξ
–1
n+1,j) ξi,j · ξn+1,j

ξi,j · In–i




(j < i).

(4.53)

Preuve. Puisque l’action fidèle de PΣn sur Fn s’étend sur l’anneau de groupe libre R[Fn] et, de plus, la

représentation matricielle donnée dans ce théorème est équivalente à l’action à droite de PΣn sur l’idéal

d’augmentation IFn .

Remarque 4.7. En vertu de ce théorème et (4.49), nous pourrions dire que În satisfait l’écriture abstraite

suivante :

ÎFn · s =
∑
C(s) · ÎFn (4.54)

où s représente les générateurs de PΣn+1 et C(s) est leur matrice correspondante considérée comme des

générateurs de PΣn. Nous verrons dans la section 4.3 ci-dessous comment cette écriture peut être itérée.

Proposition 4.8.

L’application a : R[Fn ⋊ PΣn] → R[t±1
1 , . . . , t±1

n ] telle que ξn+1,k 7→ tk et ξi,j 7→ 1 appliquée à chaque

coefficient des matrices ci-dessus donne la représentation aΨn : PΣn → GL(n,R[t±1
1 , . . . , t±1

n ]) donnée

par ξi,j 7→
aC(ξi,j) avec
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aC(ξi,j) =




i j

Ii–1

tj 1 – ti

0 Ij–i

In–j




(i < j) (4.55)

et

aC(ξi,j) =




j i

Ij–1

Ii–j 0

1 – ti tj

In–i




(j < i) (4.56)

où 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Remarque 4.9. La représentation aΨn (n ≥ 1) a été construite respectivement : par Bardakov [B05] en

utilisant la construction de Magnus au sens de Birman définie dans [B75] et par Rubinsztein [R02] en

utilisant la construction au sens originel considéré par Magnus dans [M74]. Cette représentation n’est

pas fidèle pour n ≥ 2 et est une extension de la représentation de Gassner du groupe de tresses pures Pn

(voir [B05]). Bien sûr, la représentation aΨn s’étend facilement à la représentation f̃Φn (4.46)) de BΣn

dite extension de représentation de Burau. Compte tenu du fait que aΨn et aΨ̂n sont des extensions des

représentations de Burau et Gassner, c’est pour cette raison que nous appelons Ψn comme représentation

généralisée de Gassner de PΣn et Φn comme représentation généralisée de Burau de BΣn. En outre,

M. Nasser et M. Abdulrahim ont récemment étudié l’irréductibilité des extensions des représentations de

Burau et Gassner dans [NA20].
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4.3 Construction d’une méthode itérative

Nous donnons ici une méthode itérative consistante avec (4.48)-(4.49) et (4.54). Pour ce faire,

nous construisons itérativement des produits semi-directs

PΣn(1) := Fn ⋊ PΣn ≤ PΣn+1

PΣn(2) := Fn ⋊ (Fn–1 ⋊ PΣn–1) ≤ PΣn+1

...

PΣn(r) := Fn ⋊ (Fn–1 ⋊ (. . . (Fn+1–r ⋊ PΣn+1–r) . . . )) ≤ PΣn+1 (1 ≤ r ≤ n),

(4.57)

où Fk est le groupe libre sur {ξk+1,1, . . . , ξk+1,k} (voir [B03a, CPVW08]). À partir des

décompositions (4.57), nous définissons itérativement les idéaux d’augmentation relatives ÎFn+1–r

associés aux groupes libres Fn+1–r, puis considérons l’action de PΣn+1 sur le produit direct

dlr · dlr–1 · · · dl2 · dl1 , où dls := (ξn–r+2,ls – 1) pour chaque s = 1, . . . , r. Ici, l’action de ξi,j
(1 ≤ i 6= j ≤ n + 1) sur le produit direct dlr · dlr–1 · · · dl2 · dl1 est donnée par itération de (4.48)

comme suit :

dlr · dlr–1 · · · dl2 · dl1 · ξi,j = dlr · dlr–1 · · · dl2 ·

n∑

k1=1

C(ξi,j)
k1

l1 · dk1 par (4.49)

= dlr · dlr–1 · · · dl3 ·

n–1∑

k2=1

n∑

k1=1

C(C(ξi,j)
k1

l1 )k
2

l2 · dk1 · dk2 par (4.54) et (4.49)

...

=

n+1–r∑

kr=1

· · ·

n–1∑

k2=1

n∑

k1=1

C(· · · C(C(ξi,j)
k1

l1 )k
2

l2 · · · )k
r

lr · dk1 · · · dkr par itération de (4.54) et (4.49).

(4.58)

où les coefficients C(C(ξi,j)
k1

l1
)k

2

l2
sont exactement comme les matrices (4.51), mais les éléments

matriciels présents ξi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n + 1) dans ces matrices sont remplacés par leurs

représentations matricielles correspondantes C(ξi,j)
k1

l1
. Il en va de même pour

C(· · · C(C(ξi,j)
k1

l1
)k

2

l2
· · · )k

r

lr . Les substitutions de ξi,j par C(ξi,j)
k1

l1
réduisent le nombre de

générateurs de PΣn+1 par deux et, de plus, comme ces substitutions respectent les relations de

McCool (2.33), il doit être clair que l’application ξi,j 7→ C(C(ξi,j)
k1

l1
)k

2

l2
établit une représentation

matricielle de PΣn–1 dans GL(2(n – 1), R[PΣn(2)]). Pour la même raison, l’application

ξi,j 7→ C(· · · C(C(ξi,j)
k1

l1
)k

2

l2
· · · )k

r

lr définit une représentation de PΣn+1–r dans
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GL(r(n + 1 – r), R[PΣn(r)]). Pour illustrer plus précisément la forme de ces représentations

matricielles, si nous utilisons ξ
(r)
i,j pour représenter la représentation matricielle de ξi,j au r-ième

itération, alors la représentation matricielle Ψ
(r)
n de PΣn+1–r dans GL(r(n + 1 – r), R[PΣn(r)]) est

donnée par

ξ
(0)
i,j = ξi,j ∈ PΣn+1 ( représentation initiale )

ξ
(r)
i,j =




i j

ξ
(r–1)
i,j · Ii–1

ξ
(r–1)
i,j · t

(r)
j · ξ

(r–1)
n+1,j ξ

(r–1)
i,j · (I(r) – t

(r)
i · ξ

(r–1)
n+1,j · ξ

(r–1)
n+1,i · ξ

–(r–1)
n+1,j )

0 ξ
(r–1)
i,j · Ij–i

ξ
(r–1)
i,j · In+1–r–j




(i < j)

(4.59)

et

ξ
(r)
i,j =




j i

ξ
(r–1)
i,j · Ij–1

ξ
(r–1)
i,j · Ii–j 0

ξ
(r–1)
i,j · (I(r) – t

(r)
i · ξ

(r–1)
n+1,j · ξ

(r–1)
n+1,i · ξ

–(r–1)
n+1,j ) ξ

(r–1)
i,j · t

(r)
j · ξ

(r–1)
n+1,j

ξ
(r–1)
i,j · In+1–r–i




(j < i)

(4.60)

où r = 1, . . . , n; t
(r)
j et t

(r)
i ∈ R sont des paramètres non nuls, pas nécessairement distincts

introduits à chaque itération de chaque représentation matricielle. Ici, I(r) est la matrice identité

de taille égale aux tailles des matrices récurrentes ξ
(r–1)
i,j . En les appliquant à une représentation

triviale ξ
(0)
i,j = 1 pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n + 1 de PΣn+1, les formules (4.59)-(4.60) donnent pour

la première itération, l’extension de la représentation de Gassner aΨn (voir Proposition 4.8) et

produisent pour la deuxième itération, le produit tensoriel aΨn ⊗
aΨn de deux extensions aΨn

de la représentation de Gassner. Cela découle de la proposition 4.5 et [Théorème 2.6, [BS20]].

Illustrons cela au moyen d’un exemple simple.
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Exemple 4.10. En l’appliquant à une représentation triviale ξ
(0)
i,j = 1 pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n+ 1

de PΣn+1, la formule décrite ci-dessus donne, sans véritable surprise, à la première itération

l’extension de la représentation de Gassner aΨn de PΣn (voir la Proposition 4.8). Pour la deuxième

itération r = 2, prenons le cas de n = 4 : nous obtenons par exemple en appliquant la formule (4.59)

sur aΨ4(ξ1,2),

ξ
(2)
1,2 =




s2t2 s2(1 – t1) 0 0 t2(1 – s1) (1 – t1)(1 – s1) 0 0 0 0 0 0

0 s2 0 0 0 1 – s1 0 0 0 0 0 0

0 0 s2 0 0 0 1 – s1 0 0 0 0 0

0 0 0 s2t2 0 0 0 1 – s1t1 0 0 0 0

0 0 0 0 t2 1 – t1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 t2 1 – t1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




(4.61)

Comme nous pouvons le constater en omettant les colonnes 4,8 et 12 ainsi leurs lignes dans la

matrice ci-dessus, le résultat de ξ
(2)
1,2 devient un produit tensoriel de deux matrices ξ

(1)
1,2 :

ξ̂(2)1,2 =




s2t2 s2(1 – t1) 0 t2(1 – s1) (1 – t1)(1 – s1) 0 0 0 0

0 s2 0 0 1 – s1 0 0 0 0

0 0 s2 0 0 1 – s1 0 0 0

0 0 0 t2 1 – t1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 t2 1 – t1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1




= ξ
(1)
1,2 ⊗ ξ

(1)
1,2 .

(4.62)

Autrement dit, il s’agit d’un produit tensoriel (aΨ3 ⊗
aΨ3) (ξ1,2). À cause de la proposition 4.5 et

[Théorème 2.6, [BS20]], la même situation comme ξ
(2)
1,2 arrive dans le contexte plus général : à la

2ème itération nous avons toujours à partir de aΨn (n ≥ 1) :

ξ̂(2)i,j = ξ
(1)
i,j ⊗ ξ

(1)
i,j =

(
aΨn ⊗

aΨn

)
(ξi,j) pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n. (4.63)
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Nous concluons cette section par une représentation de BΣn+1–r. Par la proposition 4.1,

BΣn+1–r peut s’écrire comme le produit semi-direct PΣn+1–r ⋊ Σn+1–r. La représentation Ψ
(r)
n

de PΣn+1–r ci-dessus peut facilement se généraliser à une représentation Φ
(r)
n de BΣn+1–r donnée

par ξi,j 7→ ξ
(r)
i,j (4.59)-(4.60) et τs 7→ τ

(r)
s (4.64) en définissant par itération

τ
(0)
s = τs ∈ Σn+1, –→ (représentation initiale)

τ
(r)
s =




s s + 1

τ
(r–1)
s · Is–1

0 τ
(r–1)
s

τ
(r–1)
s 0

τ
(r–1)
s · In–s–r




. (4.64)

L’image par Φ
(r)
n de σi ∈ BΣn+1–r pourrait être déterminée via σ

(r)
i = ξ

(r)
i,i+1 · τ

(r)
i .

Remarque 4.11. Sans utiliser l’idéal d’augmentation relative, la matrice itérative analogue à celle

de σ
(r)
i pour le groupe de tresses Bn est déterminée par Lüdde et Toppan [LT92] selon une

méthode itérative (voir aussi [CL92]). Cette méthode décrit une procédure permettant de relever

des représentations de Bn+1 à Bn. Elle donne par exemple une représentation de m-paramètres

νmn de Bn en relevant successivement la représentation triviale de Bn+m. Il y a un moyen de

comparer cette méthode à celle qui est donnée par Long et Moody [BLM92, L94] en utilisant

l’idéal d’augmentation relative et la proposition 4.5. Notez que l’auteur a connu l’article [LT92]

en travaillant sur le papier [CS98] de D. Cohen et A. Suciu où il est développé une construction

généralisant les constructions classiques de Magnus, Burau et Gassner, qui construit de nouvelles

représentations linéaires ηmn de Bn dépendant également de m-paramètres. Cohen et Suciu ont

montré que ν23 est équivalente à η23 et ont conjecturé que ηmn
∼= νmn pour tout n et m. Il serait

intéressant de savoir s’il y a une relation entre la construction de Cohen-Suciu et la méthode de

Long-Moody.
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4.4 Un relèvement de représentation du groupe

de tresses virtuelles

L’idée de cette section est basé sur [LT92]. Pour fixer les idées à partir de maintenant nous

identifions WBn avec BΣn via l’identification des générateurs ρi et ϑi et σi et τi respectivement.

Ici, BΣn est le groupe qui cöıncide avec BΣn comme un ensemble et on a toutes les relations (4.5)

comme dans BΣn sauf la dernière relation qui est remplacée par σiσi+1τi = τi+1σiσi+1. Prenons

maintenant R[WBn+1] comme l’anneau de groupe deWBn+1 et considérons un ensemble abstrait

∆n := {δ1, . . . , δn}. Ensuite, nous construisons de manière formelle un module libre à gauche sur

R[WBn+1] à partir de cet ensemble. Le R[WBn+1]-module libre à gauche de rang n ainsi obtenu est

noté F
(1)
n et il est engendré par les éléments δ1, . . . , δn. Ce module porte l’action à droite suivante

du groupe de tresses virtuelles VBn: les générateurs (σi)
n–1
i=1 et (τi)

n–1
i=1 dans cette représentation

agissent selon

δj.σi = σi ×
(
1 – α · ξn+1,iξn+1,i+1 ξ

–1
n+1,i

)
· δi + α · ξn+1,i · δi+1 si j = i

σi × δi si j = i + 1

σi × δj si j 6= {i, i + 1}

δj.τi = τi × β–1 · δi+1 si j = i

τi × β · δi si j = i + 1

τi × δj si j 6= {i, i + 1}

(4.65)

où α, β sont des paramètres dans R non nuls (pas nécessairement distincts). L’action à droite

(4.65) peut s’écrire de la façon suivante :
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δj.σi =
n∑

k=1

V(σi)
k
j δk, (1 ≤ j ≤ n)

δj.τi =
n∑

k=1

V(τi)
k
j δk, (1 ≤ j ≤ n) (4.66)

avec

V(σi)
k
j :=




i i + 1

σi · Ii–1

σi.(1 – α · ξn+1,i · ξn+1,i+1 · ξ–1n+1,i) σi.α · ξn+1,i

σi 0

σi · In–i–1




∈ GL(n,R[WBn+1])

(4.67)

et

V(τi)
k
j :=




i i + 1

τi · Ii–1

0 β–1 · τi

β · τi 0

τi · In–i–1




∈ GL(n,R[WBn+1]). (4.68)

Lemme 4.12. Soient α, β des paramètres non nuls dans R avec α 6= β. Alors on a la représentation

matricielle φn : VBn –→ GL(n,R[WBn+1]) définie par

σi 7→ V(σi) :=




i i + 1

σi. Ii–1

σi.(1 – α · ξn+1,i ξn+1,i+1 ξ
–1
n+1,i) α · σi · ξn+1,i

σi 0

σi · In–i–1




(4.69)
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et

τi 7→ V(τi) :=




i i + 1

τi · Ii–1

0 β–1 · τi

β · τi 0

τi · In–i–1




(4.70)

Mais en revanche, la représentation φn se factorise par WBn si et seulement si β = α et WBn si

et seulement si β = 1.

Preuve. C’est une conséquence des relations de VBn qu’il suffit de vérifier par un calcul direct.

On dérive du lemme 4.12 une variante de la représentation de Burau du groupe de tresses virtuel

qui semble être nouvelle et nous énonçons dans le théorème suivant.

Théorème 4.13. Soit α, β ∈ R deux paramètres non nuls avec α 6= β et β 6= 1. L’application

h̃ : BΣn+1 → R telle que σi 7→ 1 et τi 7→ 1, appliquée à chaque coefficient des matrices ci-dessus

donne la variante de la représentation de Burau h̃φn : VBn –→ GL(n,R[α±1, β±1]) définie par

σi 7→
h̃V(σi) =




i i + 1

Ii–1

1 – α α

1 0

In–i–1




et τi 7→
h̃V(τi) =




i i + 1

Ii–1

0 β–1

β 0

In–i–1




(4.71)

qui ne se factorise pas en une représentation du groupe de tresses soudées sur n brins. Mais en

revanche, h̃φn se factorise en une représentation de WBn si et seulement si β = α et h̃φn se

factorise en une représentation de WBn si et seulement si β = 1.

82
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Preuve. Il découle par un simple calcul que les matrices satisfont les relations de VBn (n ≥ 1).

Clairement, les représentations h̃φ1 et h̃φ2 sont fidèles. En revanche, la représentation h̃φn n’est

pas fidèle pour n ≥ 5, puisque la restriction de h̃φn au groupe de tresses Bn n’est pas fidèle (voir

[LP93, B99]). Nous ne savons pas si les représentations h̃φ3 et h̃φ4 sont fidèles ou non. La question

de la fidélité de la restriction de h̃φ4 à B4 est ouverte depuis très longtemps.
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A
Suite centrale descendante des groupes

de McCool

A.1 Groupe quotient de la suite central

descendante pour PΣn

Dans cette annexe, nous étudions le rang de grk(PΣn) pour tout k, n ≥ 1. Tout d’abord, le groupe

abélien PΣab
n est isomorphe à Zn(n–1) de base ξi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n.) Soit {ξ∗i,j| 1 ≤ i 6= j ≤ n} le dual

de la base {ξi,j| 1 ≤ i 6= j ≤ n} de PΣab
n . Puisque le premier groupe d’homologie H1(PΣn,Z) de

PΣn est égal à PΣab
n , H1(PΣn,Z) est un groupe abélien de base ξi,j (1 ≤ i 6= j ≤ n). Donc

H1(PΣn,Z) =
⊕

1≤i 6=j≤n

Z · ξi,j. (A.1)

Par conséquent le premier groupe de cohomologie H1(PΣn,Z) de PΣn est donné par la base duale

ξ∗i,j

(
ξk,l

)
=





1 si k = i et j = l

0 sinon

(A.2)

Brownstein et Lee [BL93] sont les premiers à avoir déterminé dans les années 93, le groupe de

cohomologie Hk(PΣn,Z) de PΣn pour k = 1, 2 et ont conjecturé une présentation de l’anneau
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de cohomologie H∗(PΣn,Z) de PΣn. Cette conjecture a été prouvée par Jensen, McCammond et

Meier [JMM06]. En particulier, ils ont déterminé le rang de chaque k-ième groupe de cohomologie

Hk(PΣn,Z) de PΣn donné par

rang
(
Hk(PΣn,Z)

)
=

(
n – 1

k

)
nk. (A.3)

Soit Vn le sous-groupe libre de PΣn de rang n sur νn,1, . . . , νn,n. Il est facile de voir que Vn (qui est

égal à Int(Fn)) est normal dans PΣn. A savoir, les générateurs ξi,j de PΣn agissent par conjugaison

sur les générateurs de Vn. L’action de ξi,j sur νnp pour tout 1 ≤ p ≤ n est donnée par:

ξi,j · νn,p := ξ–1i,j νn,p ξi,j =





νn,p si p 6= i

ν–1n,j νn,p νn,j si p 6= i
(A.4)

Puisque ξn,j = ν–1(n–1),jνn,j pour tout 1 ≤ j ≤ n et ξn–1,n = (ξ1,n · · · ξn–2,n)
–1νn,n, OPΣn := PΣn/Vn

est engendré par les images de tous les générateurs de PΣn–1 et des éléments ξ1,n, . . . , ξn–2,n modulo

Vn. Nous avons aussi PΣn = Vn ⋊OPΣn qui est donné par la suite exacte courte scindée

{1} –→ Vn –→ PΣn –→ OPΣn –→ {1}. (A.5)

Par (A.4), l’action par conjugaison de OPΣn sur Vab
n est triviale. Par Théorème 2.15, nous avons

grk(PΣn) = grk(Vn)⊕ grk(OPΣn) pour tout k ≥ 1 (A.6)

Jusqu’à présent, à ma connaissance, une base du groupe abélien grk(PΣn) n’est pas encore connue

et donc les rangs φk(PΣn) de grk(PΣn) ne sont pas encore généralement déterminés pour tous les

k ≥ 2 et n ≥ 4. Nous allons maintenant examiner les rangs φk(PΣn) de grk(PΣn) dans certains

cas. Nous commençons par les cas n = 2 et n = 3 (parce que PΣ1 = {1}, il n’y a rien à dire dans

ce cas). Les groupes PΣ2 et PΣ3 ont des structures simples et donc leurs rangs associés respectifs

φk(PΣ2) et φk(PΣ3) peuvent être rapidement déterminés.

Le cas n = 2. Puisque OPΣ2 est le groupe trivial, PΣ2 = V2 = 〈ν2,1, ν1,2〉 est un groupe libre de

rang 2. Par conséquent, il est immédiate que grk(PΣ2) ∼= L2(k), le groupe abélien libre de rang

r2(k). Donc

φk(PΣ2) = r2(k) pour tout k ≥ 1. (A.7)
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Le cas n = 3. Le groupe quotient OPΣ3 a trois générateurs {ξ1,2, ξ2,1, ξ1,3} (modulo V3). Les

générateurs de PΣ3 satisfont au total les neuf relations suivantes

[
ξ1,2, ξ3,2

]
= 1,

[
ξ1,3, ξ2,3

]
= 1,

[
ξ2,1, ξ3,1

]
= 1,

[
ξ2,3, ξ2,1.ξ3,1

]
= 1,

[
ξ1,3, ξ1,2.ξ3,2

]
= 1,

[
ξ1,2, ξ1,3.ξ2,3

]
= 1,

[
ξ3,2, ξ2,1.ξ3,1

]
= 1,

[
ξ3,1, ξ1,2.ξ3,2

]
= 1,

[
ξ2,1, ξ1,3.ξ2,3

]
= 1,

Toutes ces relations dégénèrent dans OPΣ3. Il en résulte que OPΣ3 = 〈ξ1,2, ξ2,1, ξ1,3〉 est un

groupe libre de rang 3 et on arrive au résultat suivant.

Lemme A.1. PΣ3 est un produit presque-direct de deux copies de groupes libres V3 = F3 et

OPΣ3 = F3 de rang 3. À savoir

PΣ3 = V3 ⋊OPΣ3. (A.8)

En conséquence Théorème 2.15, nous avons le résultat suivant:

Proposition A.2. Il existe une suite exacte courte scindée

{0} → grk(V3)→ grk(PΣ3)→ grk(OPΣ3)→ {0}. (A.9)

En d’autre terme nous avons pour tout k ≥ 1 les isomorphismes de groupes abéliens,

grk(PΣ3) ∼= grk(V3)⊕ grk(OPΣ3) ∼= L3(k)⊕ L3(k), (A.10)

où L3(k) est le groupe abélien libre de rang r3(k).

De la Proposition A.2, nous en déduisons alors que

φk(PΣ3) = 2 · r3(k) pour tout k ≥ 1 (A.11)
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Le cas n ≥ 4. La structure de OPΣn est assez compliquée, il est difficile de déterminer le rang

φk(OPΣn) de grk(OPΣn) et surtout celui de grk(PΣn). Toutefois pour k = 1 ce n’est pas surprenant

que gr1(PΣn) = PΣab
n = Zn(n–1) et donc

φ1(PΣn) = (n – 1) · rn(1) ∀n ≥ 1. (A.12)

Nous allons calculer le rang φ2(PΣn) de gr2(PΣn) et en même temps nous déterminons une base

pour gr2(PΣn). Pour déterminer le rang φ2(PΣn), nous allons appliquer la suite exacte d’homologie

à 5 termes. Rappelons que si nous avons une extension de groupe {eG} → N→ G→ Q→ {eG},

alors il existe une suite exacte de la forme (voir [[JS65],Théorème 2.1 ] )

H2(G)→ H2(Q)→ N/ [G,N]→ H1(G)→ H1(Q)→ {eG}. (A.13)

Nous appliquons ceci à la suite exacte courte

{1} → Γ2(PΣn)→ PΣn → PΣab
n → {1}. (A.14)

Donc, nous obtenons

H2(PΣn,Z)→ H2(PΣab
n ,Z)→ gr2(PΣn)→ H1(PΣn,Z)→ PΣab

n → {1} (A.15)

Or H1(PΣn,Z) = PΣab
n , donc (A.15) devient

H2(PΣn,Z)→ H2(PΣab
n ,Z)→ gr2(PΣn)→ {1} (A.16)

Théorème A.3. Pour tout n ≥ 1, gr2(PΣn) a pour base possible

{[ξij, ξji] |1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {[ξij, ξit]|1 ≤ i ≤ n, i 6= j, t, 1 ≤ j < t ≤ n}, (A.17)

dont le rang est

φ2(PΣn) = (n – 1) · rn(2) ∀n ≥ 1. (A.18)
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Preuve. D’abord, il découle de (A.16) et (A.3) que le rang φ2(PΣn) de gr2(PΣn) est au moins

(
n(n – 1)

2

)
–

(
n – 1

2

)
n2 =

n(n – 1)2

2
= (n – 1) · rn(2). (A.19)

D’autre part, comme indiqué dans [[B03a], Lemme 7], chacun des deux sous-groupes de PΣn

suivants

〈ξi,j, ξj,i〉1≤i≤j≤n et 〈ξi,j, ξi,t〉1≤i≤n,i 6=j,t,1≤j<t≤n (A.20)

est isomorphe à un groupe libre de rang 2. Par Proposition 2.10, gr2(PΣn) est engendré par
[
ξi,j, ξs,t

]
mod Γ3(PΣn) pour des indices i, j, s, t distincts 2 à 2. Il est à noter qu’à partir de

(A.20)

0 6=
[
ξi,j, ξj,i

]
∈ gr2(PΣn) et 0 6=

[
ξi,j, ξi,t

]
∈ gr2(PΣn). (A.21)

Nous affirmons que gr2(PΣn) est engendré par tous les éléments de (A.21). En effet par les relations

McCool (2.33), nous avons

• Si {i, j} ∩ {s, t} = ∅, alors
[
ξi,j, ξs,t

]
= 1 et donc

[
ξi,j, ξs,t

]
= 0 dans gr2(PΣn).

• Si t = j, alors
[
ξi,j, ξs,j

]
= 1 et donc

[
ξi,j, ξs,j

]
= 0 dans gr2(PΣn).

• Si i = t, nous avons alors
[
ξi,j, ξs,i

]
=





[
ξi,j, ξj,i

]
si s = j

1 sinon,

et nous obtenons donc

[
ξi,j, ξs,i

]
=





[
ξi,j, ξj,i

]
si s = j

0 sinon,
dans gr2(PΣn).

• Si s = j, nous avons alors
[
ξi,j, ξj,t

]
, or par la formule 4 de Propriété 2.1 nous avons

1 =
[
ξi,j, ξi,t.ξj,t

]
=
[
ξi,j, ξj,t

] [
ξi,j, ξi,t

] [[
ξi,j, ξi,t

]
, ξj,t

]
(A.22)

et donc
[
ξi,j, ξj,t

]
= –

[
ξi,j, ξi,t

]
dans gr2(PΣn).
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Donc gr2(PΣn) est engendré par tous les éléments [ξij, ξit] et [ξij, ξji] de de (A.21). Par conséquent

le rang φ2(PΣn) de gr2(PΣn) est au plus

#({[ξij, ξji]|1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {[ξij, ξi,t]|1 ≤ i ≤ n, i 6= j, t, 1 ≤ j < t ≤ n})

=
1

2
n(n – 1)2 = (n – 1) · rn(2). (A.23)

Ainsi, en gardant à l’esprit (A.19), φ2(PΣn) = (n – 1) · rn(2).

Comme nous venons de le voir tous les rangs de grk(PΣn) déterminés ici s’obtiennent par la

formule

φk(PΣn) = (n – 1) · rn(k) (A.24)

Nous terminons cette section en conjecturant que cette formule (A.24) tient pour tout n ≥ 4 et

k ≥ 3 dont la preuve fait l’objet d’un travail en cours.

Conjecture A.4. Soit k, n des entiers tels que k ≥ 3 et n ≥ 4. Le rang φk(PΣn) de grk(PΣn) est

donné par (n – 1) · rn(k).

Si nous arrivons à établir la véracité de cette conjecture et que nous appliquions la stratégie telle

que susmentionnée dans l’introduction, nous pouvons tirer une conclusion générale concernant la

conjecture de Satoh (1.1).

A.2 Groupe quotient de la suite centrale

descendante pour PΣ
+
n

Soit PΣ+
n le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le groupe de tresses soudées pures

triangulaires supérieures (appelé dans la littérature anglophone sous le nom the upper-triangular

pure welded braid group, le sous-groupe de PΣn engendré par tous les automorphismes ξi,j avec

1 ≤ j < i ≤ n. Dans [CPVW08], il est montré que PΣ+
n peut être réalisé comme un produit
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presque-direct itéré de groupes libres. Si nous mettons xp,i := ξn–i+1,n–p pour tout

1 ≤ i ≤ p ≤ n – 1, alors

PΣ+
n = Fn–1 ⋊µn–1 (Fn–2 ⋊µn–2 (. . . (F2 ⋊µ2 F1) . . . )) =: ⋊n–1

p=1Fp (A.25)

où Fp est un sous-groupe libre de PΣn de rang p sur {xp,1, . . . , xp,p} et le morphisme µp : ⋊p–1
j=1Fj →

IA(Fp) qui détermine la structure de ce produit semi-direct itéré est donnée par

µp(xq,j)(xp,i) = x–1q,j xp,i xq,j =





xp,j xp,i x
–1
p,j si q = i

xp,i sinon
(A.26)

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 1 ≤ q < p ≤ n – 1. En conséquence de la proposition.2.17, nous avons

la présentation finie suivante de PΣ+
n [C08]:

Proposition A.5. Le groupe PΣ+
n = ⋊n–1

p=1Fp où Fp = 〈xp,i : 1 ≤ i ≤ p〉 admet une présentation

de groupe avec les générateurs xp,i (1 ≤ i ≤ p ≤ n – 1,), et avec les relations suivantes:

[
xp,i, xq,j

]
=

[
xp,i, x

–1
p,j

]
si q = i

[
xp,i, xq,j

]
= 1 sinon (A.27)

où 1 ≤ i ≤ p,1 ≤ j ≤ q et 1 ≤ q < p ≤ n – 1.

À partir de la décomposition presque-directe du produit PΣ+
n = ⋊n–1

p=1Fp, nous pouvons

décrire PΣ+
n = Fn–1 ⋊ PΣ+

n–1. Notez que PΣ+
n–1 agit par conjugaison sur Fab

n–1 trivialement. Il

résulte de [Lemme 3.1.1 dans [I90]] que le produit presque-direct PΣ+
n = Fn–1 ⋊ PΣ+

n–1 induit

une décomposition de l’algèbre de Lie associée sur Z

gr∗(PΣ+
n ) = gr∗(Fn–1)⊕ gr∗(PΣ+

n–1). (A.28)

Soit ep,i (1 ≤ i ≤ p ≤ n – 1) l’image de chaque xp,i dans gr1(PΣ+
n ). Pour chaque 1 ≤ p ≤ n – 1,

soit E := {ep,1, . . . , ep,p} et soit L[E] l’algèbre de Lie libre correspondante de rang p sur Z. On

sait que gr∗(Fn–1) est l’algèbre de Lie libre L[E] de rang n – 1 sur Z engendrée par les classes

e(n–1),1, . . . , e(n–1),(n–1) ∈ gr1(Fn–1) de x(n–1),1, . . . , x(n–1),(n–1). D’où

gr∗(PΣ+
n ) = L[En–1]⊕ gr∗(PΣ+

n–1). (A.29)
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Proposition A.6. L’algèbre de Lie gr∗(PΣ+
n ) est le quotient de l’algèbre de Lie libre L[E] sur Z

engendrée par tous les éléments ep,i (1 ≤ i ≤ p ≤ n – 1) modulo les relations suivantes

[
ep,i, ep,j + eq,j

]
= 0 si q = i

[
ep,i, eq,j

]
= 0 sinon

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 1 ≤ q < p ≤ n..

Preuve. La preuve s’adapte textuellement du preuve de la proposition 3.4 en considérant PΣ+
n au

lieu de In.
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Anneau de cohomologie du groupe In

Ici, nous déterminons la structure de l’anneau de cohomologie H∗(In,Z) de In. Rappelons d’abord

qu’un produit presque-direct G = ⋊k
p=1Gp de groupes libres Gp = 〈xp,1, . . . , xp,np〉 est un

produit semi-direct itéré de groupes libres dans lequel l’action de groupes libres constituants sur

l’abélianisé les uns des autres est triviale. Dans [C08], Cohen a déterminé la structure de

l’anneau de cohomologie H∗(G,Z) d’un tel groupe comme étant un quotient de l’algèbre

extérieure E =
∧
H1(G,Z). Soit {ep,i| 1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ p ≤ k} désigne la base duale de la base

{xp,i|1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ p ≤ k} de H1(G,Z) = Gab. Nous reprenons son résultat comme il suit:

soient E =
∧
H1(G) l’algèbre extérieure sur Z engendrée par les éléments ep,i

(1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ p ≤ k) et soit η
i,j
p les éléments de la forme

ηi,jp = ep,i ∧ ep,j +
p–1∑

q=1

nq∑

r=1

np∑

s=1

κi,j,r,sq,p eq,r ∧ ep,s (B.1)

où les coefficients κ
i,j,r,s
q,p sont les coefficients d’une matrice, voir [C08] pour les détails. L’ensemble

suivant J = {ηi,jp : 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ i ≤ j ≤ np} est une base de ker(H2(Zm) → H2(G)), le

noyau du dual de l’homomorphisme H2(Z
m) → H2(G) avec m =

k∑

p=1

np. Soit J l’idéal bilatère

engendré par les éléments de l’ensemble J. Le résultat de Cohen [[C08], théorème 3.1] montre

qu’alors l’anneau de cohomologie H∗(G) de G est isomorphe au quotient E par J.

Exemple B.1. Pour le groupe G = PΣ+
n est engendré par les éléments xp,i = ξn–i+1,np (1 ≤ i ≤

93



Annexe B. Anneau de cohomologie du groupe In

p ≤ n – 1) soumis les relations suivantes

[
xp,i, xq,j

]
=

[
xp,i, x

–1
p,j

]
si q = i

[
xp,i, xq,j

]
= 1 sinon

où 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q et 1 ≤ q < p ≤ n, (voir Prop.A.5 dans Appendice A2). En conséquence du

[Théorème 3.1 dans [C08]], nous avons H∗(PΣ+
n ,Z) = EP/JP où EP =

∧
H1(PΣ+

n ,Z) est engendré

par les éléments de degré un ep,i, 1 ≤ i < p ≤ n – 1 où ep,i représente le dual des générateurs xp,i

de H1(PΣ+
n ,Z) et JP est l’idéal engendré par

ep,i ∧ ep,j – ep,i ∧ ei,j, où j < i < p. (B.2)

Cette description de H∗(PΣ+
n ,Z) est exactement celle donnée dans [CPVW08] mais la preuve est

différente.

Un résultat similaire peut se produire pour le groupe In. Soit {ap,i| 2 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ p} la base

dual de la base {νp,i| 2 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ p} de H1(In,Z) = Iabn .

Proposition B.2. L’anneau H∗(In,Z) de In est isomorphe à EI/JI où EI =
∧
H1(In,Z) est

l’algèbre extérieure engendrée par les éléments de degré un ap,i, 2 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ p et JI est

l’idéal engendré par les éléments

ap,i ∧ ap,j + aq,j ∧ ap,i où j < i ≤ q < p. (B.3)

Preuve. Puisque In est un produit-presque direct de groupes libres, l’anneau H∗(In,Z) découle

directement des résultats de [Théorème 3.1 dans [C08]].
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CMZ17. Anthony E Clement, Stephen Majewicz, and Marcos Zyman, The Theory of Nilpotent

Groups, 2017.

CP08. D. Cohen, G. Pruidze, Topological complexity of basis-conjugating automorphism groups,

2008.

CPVW08. F. Cohen, J. Pakianathan, V. Vershinin, and J. Wu, Basis-conjugating automorphisms

of a free group and associated Lie algebras, 2008.

CS98. D. Cohen, A. Suciu, Homology of iterated semidirect products of free groups, 1998.

D17. C. Damiani. A journey through loop braid groups, 2017.
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