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Résumé-Abstract

Résumé. Le groupe de tresses soudées pures sur n brins ou groupe de McCool PX;, (n > 1)
possede des familles de sous-groupes remarquables telles que le groupe de tresses d’Artin pure Py,
le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le groupe de tresses soudées pures triangulaires
supérieures PY et le groupe des automorphismes intérieurs partiels I. Il est montré que la
conjecture d’Andreadakis généralisée vaut pour les groupes PYF et Py. Nous démontrons un
résultat analogue pour le groupe I, et établissons un isomorphisme entre Iy, et Int(PEjl' Jrl), le
groupe des automorphismes intérieurs de PE;’; P

Nous proposons une méthode itérative, comparable a la méthode de Long-Moody développée
par D. Long et J. Moody, qui permet de relever des représentations de P, 1 a P¥;, généralisant
ainsi la représentation de Gassner de Py. Elle donne par exemple le produit tensoriel de deux
extensions de la représentation de Gassner de Py, en le relevant successivement la représentation
triviale de PX;,42. Nous construisons également, en adaptant une méthode donnée par Liidde et
Toppan, une représentation du groupe de tresses virtuelles sur n brins VB, dans des matrices a
coefficients dans I’anneau du groupe de tresses soudées WBy qui donne par la suite une nouvelle
représentation de VBy.

Abstract. The pure welded braid group on n strands or McCool group PY, (n > 1) has
families of remarkable subgroups such as the pure Artin braid group Py, the upper-triangular
McCool group or the upper-triangular pure welded braid group PY; and the partial inner
automorphisms group I,. It is shown that the generalized Andreadakis conjecture holds for the
groups PX1 and P,. We prove an analogous result for the group I, and establish an
isomorphism between I, and the inner automorphism group Int(PEIT 1) of PZ;‘ IEE

We propose an iterative method, comparable to the Long-Moody method developed by D. Long
and J. Moody, for “lifting” representations from PX,,; to PXj thus generalizing the Gassner
representation of Py. It gives for instance the tensor product of two extensions of the Gassner
representation of Py by lifting successively the trivial representation of PX, 9. We also construct,
by adapting a method given by Liidde and Toppan, a representation of the virtual braid group on
n strands VBj in terms of matrices with values in the ring of the welded braid group WB, which
subsequently yields a new representation of VBy,.
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Notations

Tout au long de cette these, la lettre G désigne un groupe quelconque dont nous notons ec 1'élément
neutre et nous utilisons la notation et les conventions suivantes. Soient Z et C I’ensemble des entiers
relatifs et le corps des nombres complexes respectivement. Pour un entier non nul n fixé, soit Fy

un groupe libre de rang n et de générateurs libres xq,...,xp.
1. On note Aut(G) l'ensemble des automorphismes de G et 1 son élément identité.

2. Le groupe Aut(G) agit naturellement sur G : pour tout v € Aut(G) et x € G, 'action
de v sur x est notée v(x). Plus généralement, Les applications sont régulierement écrites a
gauche, I'image d’un élément x par une application f s’écrit f(x) et non (x)f. La composition

des applications f : X - Y,g:Y — Zest gof, et non fog.

3. Par N < G, nous voulons dire que N est un sous-groupe de G. Par N < G, nous voulons
dire que N est un sous-groupe normal de G. Etant donné un N < G, nous noterons la
classe d'un élément g € G dans le groupe quotient G/N par g. On note [G, G] = ({[x,y] :=
x 1y xy |x,y € G}) le groupe dérivé de G et il est le plus petit sous-groupe normal pour

lequel le groupe quotient G2 := G/ [G, G] est I'abélianisé de G.

4. Etant donné un sous-ensemble E de G, nous désignons par (E) le sous-groupe de G engendré

par E.

5. Pour un autre groupe H, nous désignons par Z(H) le centre de H et nous écrivons H =

H/Z(H); H est isomorphe au groupe Int(H) des automorphismes intérieurs de H.

6. Pour tout anneau R et un entier positif arbitraire n, on note GL(n, R) le groupe des matrices

inversibles de taille n x n a coefficients dans R.

11
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Apercu de la these

Le groupe des [A-automorphismes, noté 1A, est le sous-groupe de Aut(Fy) agissant trivialement
sur ’abélianisé de Fy, et contient deux filtrations descendantes remarquables. L’une d’elles est la
filtration d’Andreadakis {An(k)}y>1, constituée en degré k des automorphismes de Fy agissant
trivialement modulo le k-ieme terme de la suite centrale descendante T'y(Fy,) de Fy et lautre
étant sa suite centrale descendante {I'y(IAp)}yx>;. Andreadakis [A65] a conjecturé que ces
filtrations coincident, ce que Laurent Bartholdi [B13, B16] a infirmé de nombreuses années plus
tard a l'aide de calculs sur ordinateur. Cela est loin de clore la question dans la mesure ou 'on
ignore toujours a peu pres tout de la fagcon dont ces deux filtrations different. Le probleme
d’Andreadakis donne lieu a des variantes pour tout sous-groupe B de TA, : pour chaque entier k,
on dispose d’inclusions ', (B) € BN T (IAy) € BN Ay(k) dont il est naturel de se demander si
elles sont des égalités (conjecture d’Andreadakis généralisée pour B), ou & quel point elles en sont
éloignées. En considérant un sous-groupe de Ay, le groupe de tresses soudées pures sur n brins

ou le groupe de McCool PY,), Satoh a formulé dans [S12] la conjecture suivante.

Conjecture 0.1. La filtration d’Andreadakis restreinte a PX, coincide avec la suite centrale

descendante de PX,,.

Cette these est divisée en deux parties décrites ci-dessous :

(i) Nous étudions une variante de la conjecture 0.1. Nous considérons un sous-groupe de P¥y,
donc un sous-groupe de Ay, le groupe des automorphismes intérieurs partiels I;,. Apres
avoir étudié ce groupe et déterminé l'algebre de Lie associée a la suite centrale
descendante de I, nous démontrons que la conjecture d’Andreadakis généralisée vaut
pour I, et démontrons également que I, est isomorphe au groupe des automorphismes
intérieurs Imt(PZ};r +1) du groupe de McCool triangulaire supérieur ou encore appelé

groupe de tresses soudées pures triangulaires supérieures P> 1.

12
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(ii) Des lors, apres avoir introduit trois généralisations du groupe de tresses ordinaires, le groupe de
tresses virtuelles sur n brins VBy, le groupe de tresses soudées sur n brins WBy, et le groupe
des automorphismes par permutation-conjugaison de Fy,, noté BX,, nous construisons des
représentations matricielles (& coefficients dans des algebres de groupes). Nous construisons
a travers la méthode de Liiddde et Toppan [LT92] une représentation matricielle dans I’anneau
de groupe de tresses soudées, qui permet d’obtenir une nouvelle représentation de VB, dans
GL(n,R). Cette représentation ne se factorise pas en une représentation d’un groupe de
tresses soudées WBy, (bien que, dans un certain cas, elle le soit). Dans le cas du groupe
de tresses soudées pures ou groupe de McCool PYp, nous présentons une méthode itérative
inspirée des travaux [LT92, CL92, LI6], comparable & la méthode de Long-Moody, qui
permet de construire une représentation de PXy, dans GL(n, R[Fy, x PXy]) (ou R[Fy x PXy]
est I'anneau du groupe Fy, x PX,) généralisant la représentation de Gassner de Py, et qui

permet également de relever des représentations de PX, 11 a PX;,.

13






CHAPITRE

Introduction

Le groupe des TA-automorphismes IA; est par définition égal au noyau de I'épimorphisme
canonique N : Aut(Fy) — GL(n,Z) induit par I'abélianisation F, — Fy/[Fp, Fn] = Z" et est
engendré par les automorphismes de F), donnés par [M35]:

Xk [Xs, x¢] sik=1 x b xg x; sil=i,

s t(x1) = , Gyx) =4
Xl Si k 7§ 1 Xl Si 1 7§ i

(1.1)

ou [x,y] =x 1y Ixy, 1<i#j<n, 1<ks,t<netk,s,tsont distincts. Dans [N18, N24], il est
montré que TAs coincide avec le groupe Int(Fo) des automorphismes intérieurs de Fg; donc TAg
est un groupe libre de rang 2. Pour n > 3, IA;, est beaucoup plus grand que le groupe Int(Fp)
des automorphismes intérieurs de Fy. Bien que le groupe IA,(n > 1) soit de type fini, Krsti¢ et
McCool [KM97] ont montré qu'’il n’est pas de présentation finie pour n = 3 et jusqu’a présent
on ne sait toujours pas si A, est de présentation finie pour n > 4. Afin d’étudier le groupe 1A,

Andreadakis [A65] a introduit une filtration descendante de IA,, dite filtration d’Andreadakis :
IAp = An(1) D An(2) D An(3) D - D An(k) D An(k+1) D --- (1.2)

ou Ay (k) (k > 1) est le sous-groupe de Aut(Fy,) constitué des automorphismes agissant trivialement
modulo le k-ieme terme de la suite centrale descendante I'y(Fy) de Fy. Ce sous-groupe coincide

d’ailleurs avec le k-ieme terme de la suite centrale descendante I'y (IAy) de IA, dans certains cas.
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Chapitre 1. Introduction

Par exemple, par définition, A, (1) = T'1(IA,) = TA, et Ay(2) = T'o(IAy) pour tout n > 1 par
[[B66], Lemme 5]. Par ailleurs, Andreadakis a démontré que A3(3) = I'3(IA3) et Aa(k) = 'y (IA2)
pour tout k > 1 dans [A65]. En outre, il a récemment été établi par Satoh [S19] que Ap(3) =
I'3(IA;) améliorant ainsi le résultat de Pettet [P05] qui montre que I'3(IA,) est au pire d’indice fini
dans Ay (3). Toutefois, par la conjecture d’Andreadakis [A65] selon laquelle, Ay (k) = I'y (IAy) pour
tout n,k > 1 n’est pas vraie en général (cf. [B13, B16]). Dans [S12], Satoh étudie une variante de
cette conjecture en considérant un sous-groupe P¥n(n > 1) de IA; engendré par &5 (1 <i# j <n)
et sa suite centrale descendante {I',(PXy)}y>1 pour formuler la conjecture suivante dont il montre
qu’elle est vraie lorsque k € {1,2,3}. Ce sous-groupe qui est mieux connu sous le nom de groupe
de tresses soudées pures sur n brins ou groupe de McCool est aussi connu comme étant 1'une des
généralisations du groupe de tresses pures sur n brins Py et nous renvoyons a [B03a, D17] pour

plus d’informations a ce sujet.

Conjecture 1.1. (Conjecture de Satoh)
La filtration d’Andreadakis restreinte a Py coincide avec la suite centrale descendante de PXy, -

pour tout k > 4,
Ma() = T4(PSa) (1> 2). (1.3)

ot My (k) := An(k) N PXy pour chaque k > 1.

® [’un de nos principaux objectifs durant cette these était de démontrer la conjecture de Satoh.

La stratégie que nous avons mise en place pour la démontrer consiste en les points suivants :

(1) Utiliser une application basée sur ’homomorphisme de Johnson 7, de Aut(Fy) (cf. section

2.5), déterminer I'image de cette application et calculer le rang de cette derniére,

(2) Déterminer le rang ¢ (PXy) des groupes gr(PXy) := N (PXy) /Ty 1 (PXy) associés a la suite

centrale descendante {I'y (PXy)}x>1 de PXy et ensuite faire une comparaison de rang, si les

16



deux rangs sont égaux alors nous aurons une deuxieme application, qui se révélera étre un

isomorphisme; enfin conclure en utilisant une récurrence sur k > 1.

Ce qui nous a ramenés d’abord & étudier le rang ¢y (PXy) de gr¥(PXy,) (k > 1) en étudiant
la structure de groupe de PXy. Afin de déterminer ¢y (PXy) (k > 1), nous considérons la suite
centrale descendante {I'y (Fp)}x>1 de Fyy dont la structure des quotients I'y (F) /Ty 11 (Fn) (k > 1)
est bien connue. Chaque Ly (k) := I'i (Fn)/T'x 11 (Fn) est un groupe abélien libre de rang fini, ry, (k).
Dans [W37], Witt a montré que
1 k
tal) = 1 3 p(d) n (14
dlk

ou p est la fonction de Mobius et d parcourt tous les diviseurs positifs de k. Les lecteurs pourront
trouver davantage de détails dans [H50, H76, MKS76]. En fixant alternativement les entiers n et
k, nous avons pu constater que le rang ¢ (PXy,) de grk(PEn) est donné dans certains cas par la

formule suivante,
¢ (PXy) = (n—1)-ry(k) pour tout n,k > 1. (1.5)

Nous ne savons pas si la formule (1.5) est valable pour tous les cas, mais tout de méme nous
conjecturons que oui (cf. la conjecture A.4 dont la démonstration fait 1'objet d’un travail en
cours). L’auteur est convaincu qu’en étudiant en profondeur la structure de groupe, PY,, serait
vraisemblablement un produit presque direct de (n—1) copies de groupes libres de rang n. Jusqu’a
ce jour, il n’est malencontreusement pas parvenu a montrer. Néanmoins, puisque dans une certaine
mesure nous avons ici un certain nombre de calculs du rang ¢ (PX;,) (k > 1), Pauteur en a fait
état dans une annexe (voir 'annexe A.1). Ainsi, nous ne sommes pas en mesure aujourd’hui
d’appliquer la stratégie susmentionnée et de tirer une conclusion générale concernant la conjecture
de Satoh 1.1 qui est donc toujours un probleme ouvert. Cependant, nous considérons une variante
de cette conjecture consistant a établir une égalité, s’il y en a une, entre la filtration d’Andreadakis
restreinte a un sous-groupe I, appelé le groupe des automorphismes intérieurs partiels, de IAy,

et sa suite centrale descendante {I'y(In)}x>;. Ce sous-groupe qui a été introduit dans [BN17]
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Chapitre 1. Introduction

par Bardakov et Neshchadim est engendré par les automorphismes v, ; 1= &1 - §oi+ -+ &p i pour
2 <p<n,1<i<p. Nous montrons, dans un premier temps, que I, (n > 1) est en lien tres
direct avec un sous-groupe tres étudié appelé le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le
groupe de tresses soudées pures triangulaires supérieures, noté PY; (cf. [CCP07, CPVWO0S]).
Nous démontrons dans le groupe de McCool que I, est isomorphe a Int(PE;lr +1), le groupe des

automorphismes intérieurs de PZ: 1 dont nous I"énongons dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.2. (Théoréme 3.2)

an =
L’application PE;{JA C Iyt+1 — Ly induit un isomorphisme Int(PEIiLl) o PEIJ;rl >~ .

Dans un second temps, nous déterminons dans I’énoncé suivant la structure de 1’algebre de Lie

graduée gr*(In) := @ T (In)/Tk41(In) sur Z associée a la suite centrale descendante {T(In) bi>1
k>1
de I, et tout particuliérement le rang ¢y (In) de gr¥(Ip).

Théoréme 1.3. (Proposition 3.3 et Proposition 3.4)
L’algébre de Lie gr*(In) (n > 2) est le quotient de l’algébre de Lie libre L[N| sur Z engendré par

les éléments vpi pour 2 < p <n et 1 <1< p modulo les relations suivantes.

i 0| = 0sij=i
[npi,nqﬂ = 0sii>q

9pis g —Dpj] = Osij#ieti<q (1.6)

ou Yy est l'image de vy, ; dans grl (In) avec 1 <i<p,1<j<qet2<q<p<n. En particulier,
n
gr¥ (1) est un groupe abélien libre dont le rang est ¢ (In) = > rm(k), ot rm(k) est le rang du
m=2

groupe abélien libre L (k).

Dans I’étape suivante, nous utilisons la stratégie mentionnée plus haut et en conséquence, nous

démontrons que la conjecture d’Andreadakis généralisée vaut pour le groupe Iy :
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Théoréme 1.4. (Théoréme 3.8 )

Le sous-groupe 1y, de 1Ay vérifie I'égalité d’Andreadakis:

Par ailleurs, nous verrons que I, est un produit presque-direct des groupes libres. Nous savons
déterminer 1'anneau de cohomologie H*(I, Z) de I,. D. Cohen [CO08] a étudié la structure d’un
produit arbitraire presque direct des groupes libres et il a déterminé la structure de 'anneau de
cohomologie d'un tel groupe. Comme conséquence du travail de D. Cohen [Théoreme 3.1, [CO8]],
nous obtenons le résultat suivant que l'auteur a préféré mettre en annexe (voir I'annexe B) parce

que c’est différent des sujets principaux de la these.

Proposition 1.5. (Proposition B.2)

L’anneau H*(Iy,Z) de 1y est isomorphe a Ey/J; ou Ef = AHY(In,Z) est Ualgébre extérieure
engendrée par les éléments de degré un, ay;,2 < p < n,1 <i < p et Jy est l'idéal engendré par
les €éléments ap; A apj + aqj A apj, ol ap; représente le dual du générateur vp; de

H'(In,Z) =12P et j <i < q < p.

e Un autre de nos principaux objectifs consiste a mener une étude des représentations linéaires
de P>y, afin de déterminer une représentation fidele. C’est d’ailleurs un des moyens d’étudier les
sous-groupes de Aut(Fy). En fait, I'un des intéréts de cette étude réside dans la question de savoir
si PY;, est linéaire, c’est-a-dire s’il admet une représentation fidele dans un groupe de matrices sur
un anneau commutatif (cf. [KN20]). Malheureusement, on sait trés peu de choses sur 'étude des
représentations de PXy,. On utilise classiquement la représentation de Magnus (au sens originel
considéré par Magnus [M74] et au sens de Birman [B75]) pour construire des représentations de
certains sous-groupes de Aut(Fy). Dans [B05], la représentation au sens de Birman a été utilisée par
Bardakov pour construire une représentation de Magnus Py, : PX,, — GL(n, Z[Fy/ [Fn, Fin]]). I est
a noter cependant que Py, est une extension de la représentation de Gassner de Py, et que de plus Py

n’est pas fidele pour tout n > 2 (voir encore [B05]). On sait depuis longtemps que la représentation
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de Gassner Py|p, est fidele pour n = 2,3, mais on ne sait toujours pas si la représentation Py|p_
pour n > 4 est fidéle ou non. Nous renvoyons les lecteurs aux références [MP69, B75] pour plus
de détails a ce sujet. Une des approches possibles pour résoudre ce probleme est d’essayer de

généraliser la représentation linéaire connue de PX;,.

Dans le présent manuscrit, nous proposons une procédure permettant de retrouver et généraliser
la représentation Py (n > 1) en nous inspirant des travaux [1.96, LT92, CL92]. Nous verrons qu’il
s’agit d’une procédure comparable a celle d'une construction itérative dite méthode de Long-
Moody décrite dans [BLM92, 1.94, BT08] (cf. la proposition 4.5 et le début de la section 4.2.2).
Voici comment nous procédons : a commencer par le fait qu'on se donne un sous-groupe B du
groupe Aut(F) ou F est un groupe libre de rang fini. Rappelons qu’on a un plongement naturel
B — Aut(F) de sorte qu’il existe une maniere canonique de former un produit semi-direct FxB. On
note p : R[F x B] - R[B] dont le noyau est par définition I'idéal d’augmentation relative, noté Ig.
Ici, la lettre R désigne un anneau commutatif unitaire. Cet idéal est engendré par tous les x—1 ou
1 # x € F. De fait, si nous supposons qu’une action a droite de B sur I est définie, I'action sur celui-
ci donne une représentation matricielle de B dont les coefficients sont dans R[F x B] puisque I est
libre comme R[F x B]-module & droit (voir la section 2.6). Nous appliquons cette démarche dans le
cas B = PXy. En désignant par 'y, le sous-groupe libre de PX, 1 derang nsur {{,41,1,- - - &nt1,n}-
Il est possible de voir P¥;, comme un sous-groupe de Aut(Fy,). Ainsi, on peut définir en utilisant
PY, < Aut(Fy) un produit semi-direct Iy, x PX), pour que I'on puisse par la suite définir un idéal
d’augmentation relative /]iﬂ?n qui est engendré par les éléments {{,411 - 1,..., {410 1}. Grace a
[Théoreme 3.9, [B75]], nous définissons via la formule fondamentale de calcul de Fox [[F53], (2.3)]

I’action suivante de PX, 11 sur ﬁFn en posant

N (e i
G111 & = ZM

¥ et e . (<1< (1)

Cette action produit ce que nous appelons ici la représentation généralisée de Gassner de PYy, qui
est une représentation matricielle fidele de PXy, dans GL(n, R[Fy x PX,)]) et généralisant ainsi la

représentation Py dont voici I’énoncé :
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Théoréme 1.6. (Théoréme 4.6)
L’application & ; — C(éi,j), 1 <1i#j < n, détermine une représentation matricielle fidéle Wy, :
PYn — GL(n, R[F, x PXy)) ou

i j
iy Lia
i Entlj Ei (T—6n1 Sty fgim)
C(&y) = (i<j)
0 &ij- L
&ijInj
(1.9)
et
] i
&L
SRR 0
C&j) = . (j < 1i).
Gij - (1=&nt1j o1 Ensrg) & &t
&ij - Ini
(1.10)

Nous présentons a la suite de ce théoreme une stratégie pour pouvoir itérer notre démarche
comme décrite ci-dessus (cf. section 4.3). En le réitérant par exemple deux fois a partir d’une
représentation triviale, notre procédé donne, des la premiere itération, la représentation P, de PXy,
et il entraine lors de la deuxieme itération un produit tensoriel P, ® Py de deux extensions Py
de la représentation de Gassner. En adaptant la méthode de Long-Moody au groupe des tresses

soudées noté WBy, (n > 1), les auteurs de [BS20] sont parvenus a la méme conclusion apres avoir

21



Chapitre 1. Introduction

construit une représentation
A WBy — Aut(Ip, OR[F,] V) (1.11)

ot ici I est Iidéal d’augmentation, R[Fy] est I'anneau de groupe libre et V est un R-espace. A
savoir que le résultat de la deuxieme itération de cette méthode donne un produit tensoriel de deux
représentations de Burau de WB,,. Ce groupe est le quotient d’un groupe de tresses virtuelles sur n
brins VB, par une relation dite relation interdite et il est considéré comme 1'une des extensions du
groupe des tresses d’Artin sur n brins By engendré par les générateurs habituels pq,..., py_1 par
le groupe symétrique Sy engendré par 91,...,9, 1. Le groupe WBy, possede plusieurs définitions
dans la littérature avec des noms et des notations différents. Dans [S96, FRR9I7], ou il est montré
que WBy, est isomorphe au groupe BY,, des automorphismes par permutation-conjugaison de Fj,.
De plus, BY, est un produit semi-direct PYX, X X, ou Xy, est un sous-groupe de permutations de

Aut(Fp) engendré par les automorphismes :

X3 = Xj11
TS Xipl X (1.12)

X; = X Vi#{i,i+ 1}

Nous renvoyons les lecteurs a [D17] pour une présentation unifiée des différentes définitions de
WBy,. Mentionnons qu’il est possible que By, ait une représentation fidele comme un groupe des
automorphismes de Fn = ({5411, -+ {nt1n)- A partir de cela, il se trouve qu’il y a une maniére
classique de construire la représentation A de WBy, sans avoir besoin de passer par la méthode
de Long-Moody ni notre procédé. Nous notons respectivement &; et 7; 'image de p; et ¥; dans
Aut(Fy,) via Visomorphisme att3> : WB,, — BXy,. Pour ce faire, nous considérons respectivement

la (n X n)-matrice jacobienne des dérivées de Fox

o) = (L) g - (ZL) (113

O&n+1x O&n+1.x
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de 65 : Fyy, — Fy et 77 : Fy — Fy, pour chaquei=1,...,n. Un calcul simple de ces matrices permet

d’établir que la représentation A\ de WB,, est donnée par :

i 1+ 1
oi- Iig
oi-(1 - &g Enrrivt - &aha) 0i-En+1,i
o;— 0j * J(O‘i) =
Oi 0
oi-Inia
(1.14)
et
1 1+1
7l
0 Ti
Tr— 1 J(R) = ) (1.15)
T 0
7 Inion

pour chaque 1 <i < n. En nous appuyant sur ces matrices, nous construisons une représentation
matricielle ¢, du groupe de tresses virtuelles VB, (n > 1) suivant une méthode de Liidde et

Toppan [LT92] (cf. section 4.4). La représentation ¢y, s’énonce comme suit :

Théoréme 1.7. (Lemme 4.12)
Soient «, B des parametres non nuls dans ’anneau commutatif unitaire R avec oo # . Alors on a

la représentation matricielle ¢y : VBy — GL(n, RIWByL+1]) définie par
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Chapitre 1. Introduction

i i+1
0i- Ii—l
oi-(1— - &ug1i Sntl,itl fﬁim) - 0qEngli
oj — V(Ui) =
lof} 0
oiIni
(1.16)
et
1 i+1
7i -l
0 571 7i
7= V(n) = (1.17)
B 0
7 It

De plus, la représentation ¢y se factorise par YWBy si et seulement si § = « et WBy, si et seulement

si 8 =1.
Enfin nous dérivons de cette proposition le résultat suivant.

Théoréme 1.8. (Théoréme 4.13)
Soit o, B € R deuz paramétres non nuls avec o # S et 8 # 1. L’application h : B¥,4+1 — R telle
que o; — 1 et 7y — 1, appliquée a chaque coefficient des matrices ci-dessus donne la variante de

la représentation de Burau flqbn . VBy — GL(n, Rla™!, 1)) définie par
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L g
1l-« Qa
o — BV(Ui) = (1.18)
1 0
Ihi1
1 i+1
Liq
0 gl
7 MV(n) = (1.19)
16 0
Iy

qui ne se factorise pas en une représentation du groupe de tresses soudées sur n brins. Mais en
revanche, hcbn se factorise en une représentation de WBy si et seulement si f = « et h¢n se

factorise en une représentation de WBy si et seulement si f = 1.

Plan de la these :
Le premier chapitre est 'introduction et un résumé des résultats obtenus dans la these. Dans le

chapitre 2, nous exposons toutes les notions et propriétés nécessaires pour les chapitres suivants.

Le chapitre 3 étudie le groupe des automorphismes intérieurs partiels I, et vise a établir ’égalité

entre la filtration d’Andreadakis restreinte a I, et la suite centrale descendante de ce groupe.

Le dernier chapitre introduit les définitions de groupes BY,, WB;, et VB, et étudie des
représentations matricielles de ces groupes. Il porte sur une discussion du procédé itératif

susmentionné et explique plus en détail 'application de ce procédé au groupe de tresses soudées
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Chapitre 1. Introduction

pures sur n brins ou groupe de McCool PX,. Ce chapitre met surtout en avant la procédure
d’adaptation de la méthode de Liidde et Toppan au groupe de tresses virtuelles VB, visant a

construire une variante de la représentation de Burau de VBy,.

Enfin la these se termine avec deux annexes. L’une porte sur les groupes quotients de la suite

centrale descendante pour le groupe de McCool et I'autre énonce 'anneau de cohomologie de Ij,.
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CHAPITRE

Généralités

Ce premier chapitre a pour but de donner toutes les notions et propriétés nécessaires pour les

chapitres suivants.

2.1 Suite centrale descendante d’un groupe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions de base de la suite centrale descendante
d’un groupe. Nous renvoyons les lecteurs aux [MP09, R82] pour plus de détails. On désignera par
(g1, 9] le commutateur gil g;l g189 de deux éléments g et g9 du groupe G noté multiplicativement.
Plus généralement, si n est un entier non nul et g1, g9, ..., g, sont n éléments de G; un commutateur

simple de poids n > 1 est donné par :

[gl] = £
g1.82] = g1'g'g1en
1
[21,22:23] = [lg1,82],83] = [21,22) " g3 [21.82] 83
[gl’g%"'?gn] = Hglv""gnfl]vgn]
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Chapitre 2. Généralités

Nous donnons ci-dessous quelques identités portant sur les commutateurs et qui sont faciles a

vérifier, voir par exemple [H50, H76].
Propriété 2.1. Soit a,b,c € G. Alors
1. aP:=ala,b] =blab et [a,b] = [b,a] !,
2. [ab,c] = [a,c]” [b,c] et [a,bc] = [a, c] [a, b]°,
9. [a,b1,c]” [byea] [e,al,b]" = eq, (identité de Witt-Hall).

Définition 2.2. Si A et B sont des sous-groupes de G. On définit le commutateur de A et B

comme le sous-groupe de G engendré par l'ensemble des commutateurs [a,b] tels que a € A et

beB:
[A,B] = ([a,b] :a€ A etb e B). (2.1)
Plus généralement, si m est un entier non nul et Ay, ..., Ay sont des sous-groupes de G, on définit
le commutateur de Ay, ..., Ay 1 et Ay comme le sous-groupe de G donné par
A1, Ao, ..., An] = ([a1,a9,...,am]| : ax € A pourk € {1,...,m}). (2.2)

Si on note End(G) (resp. Aut(G)) I'ensemble des endomorphismes ( resp. des automorphismes)
de G, on dit qu’un sous-groupe A de G est dit pleinement invariant lorsqu’il est stable par tout

endomorphisme de G,
Vi € End(G), f(A) < A. (2.3)
Un sous-groupe A de G est dit caractéristique lorsqu’il est stable par tout automorphisme de G,
Vi e Aut(G), f(A) < A. (2.4)

La propriété ci-dessous est un résultat classique.
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2.1. Suite centrale descendante d’un groupe

Propriété 2.3. (/2.2 dans [MKS76]])

1. Tous les sous-groupes pleinement invariants et tous les sous-groupes caractéristiques sont

des Sous-groupes normaur.

2. Soient Aq,...,An des sous-groupes pleinement invariants. Le commutateur simple

[A1, Ao, ..., Apn] de poids m est un sous-groupe pleinement invariant.

On définit maintenant les sous-groupes pleinement invariants, noté I'y (G) de G au moyen des

relations suivantes :
[1(Q) =G et Ty (G) = [[(G), G, k> 1. (2.5)

Remarquer que I (G) < T (G) car T (G) <9 G et que G = G/T'5(G) est Iabélianisé de G car

['9(G) est le sous-groupe dérivé de G.

Définition 2.4. La suite centrale descendante d’un groupe G est la filtration
G=T1(G)2TI2(G) D ... Tx 2T 1(G) 2 ...
de G par des sous-groupes pleinement invariants Ty (G), (par conséquent, caractéristiques).

Définition 2.5. Un groupe G est appelé nilpotent s’il existe un entier v tel que I't'(G) = {eq},
élément neutre de G. Pour un groupe nilpotent G, le plus petit entier non nulr tel que T't(G) # {eq}
et I'111(G) = {eq} est appelé la classe de nilpotence de G et on dit alors que G nilpotent de classe

r.

Par exemple, le groupe G/I'y 1 (G) est un groupe nilpotent de classe k pour tout k > 1. Ce groupe

est appelé le k-iéme quotient nilpotent de G et nous le désignons par Ny (G). Et en fait :
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Chapitre 2. Généralités

Lemme 2.6. ( 5.1.11 dans [R82])

Pour tout entier p,q > 1, on a

[[p(G).T4(G)] € Ipig(G). (2.6)

A partir de la, il est facile de voir que Ty (G) /11 (G) est abélien et on le note gr(G) pour chaque
k> 1.

Théoréeme 2.7. (5.25 dans [R82])

Pour chaque entier k > 2, Uapplication Y : grk’l(G) Ry Gab grk(G) définie par
x mod I'(G)®y mod I'y(G) +— [x,y] mod I' 1 1(G) (xely1(G), yeG) (2.7)
est un épimorphisme de groupe abélien.

Notations 2.8. S5i M est un groupe abélien, alors le produit tensoriel de k fois de M s’écrit

M®K = M@y - ®7 M. (2.8)
k—fois

On désignera par 0 [’élément neutre d’un groupe abélien.
On déduit du théoreme 2.7 le corollaire suivant.
Corollaire 2.9. Pour chaque k > 2, il existe un épimorphisme de groupes abéliens suivant
(G™)ZK — gr*(G) (2.9)
défini par g1 mod I'9(G) @ - - ® gc. mod I'9(G) +— [g1,...,8k] mod 'y 1(G).

On peut utiliser ce corollaire 2.9 pour montrer la proposition suivante et les lecteurs pourront

consulter le livre de Hall [H76] pour sa preuve.
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2.1. Suite centrale descendante d’un groupe

Proposition 2.10. Supposons que G est engendré par des éléments gy, ..., g.. Alors grk(G) (k >
1) est engendré par les commutateurs simples [hy,... h] mod I'y1(G) ot les hj sont choisis
parmi les éléments gp,...,8; € G?P et ne sont pas nécessairement distincts. Si G est de type fini

alors grk(G) est un groupe abélien de type fini.
Notations 2.11. 5% grk(G) est un groupe abélien de type fini, alors on note pour chaque k > 1
$x(G) := rang(gr*(G)) (2.10)

son rang qui est la cardinalité d’un sous-ensemble maximal linéairement indépendant.

2.1.1 Suite centrale descendante d’un groupe libre de

rang fini

Pour chaque k > 1, on note ici ' (Fy,) pour le k-ieme terme de la suite centrale descendante de

Fn et on désignera par Ly(k) le quotient I'y (Fn) /Iy 1 (Fn).

Définition 2.12. (Commutateurs-bases, [H50, H76])

Un commutateur-base c; de poids w(c;) est défini récursivement de la fagon suivante:
1. Les commutateurs-bases de poids un sont les
ci=x et w(x)=1LVi=1,...,n. (2.11)
On leur impose ensuite un ordre total arbitraire comme ¢1 < cg < --- < cp.

2. Supposons que nous ayons défini et ordonné les commutateurs-bases de poids strictement
inférieur a1 > 1. Les commutateurs-bases de poids 1 sont des ¢ = [Ci, cj} o1
a) c; et cj sont des commutateurs-bases distincts de poids <1 et w(c;) +w(cj) =1
b) Cj > Cj;
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c) sic; = [cs,ct] alors cj > ct.

3. Les commutateurs de poids 1 arrivent apres ceux de poids inférieurs a 1 et sont ordonnés

arbitrairement les uns par rapport aux autres.

[llustrons les commutateurs-bases au moyen d’un exemple simple.
FExemple 2.13. Nous illustrons comment construire les commutateurs-bases jusqu’au poids 3 de F3
avec une base X = {x1,x9,x3}. D’abord les éléments x1,x2,x3 sont ordonnés comme il suit:

X1 < X9 < X3. (2.12)

Ils ne sont que les commutateurs-bases de poids 1. Nous imposons l'ordre lexicographique aux

éléments [Xi, X'} . Les commutateurs-bases de poids 2 sont:
[x,x1] < [x3,%1] < [x3,%2] . (2.13)
Les commutateurs-bases de poids 3 sont:
[x2,x1,X1]| < [X2,X1,X9] < [x2,X1,X3] < [X3,%1,x1] < (2.14)
[x3, %1, x0] < [x3,%1,x3] < [x3,%2,%0] <[x3,%2,x3]. (2.15)

I convient de remarquer que [x3, X9, X1] n’apparait pas parmi les commutateurs-bases de poids 3

parce-que, par (c) de la définition 2.12, on a ¢; = xq # ¢t = xo.

Théoréeme 2.14. (Théoréme 11.2.4 dans [H76])
Soit Fyy un groupe libre de rang fini, n, et soit I (Fy) le k-iéme sous-groupe de sa suite centrale
descendante. Alors Ln(k) = I'y(Fn)/Ti1(Fn) est un groupe abélien libre de type finie avec une

base constituée de commutateurs-bases de poids k, ainsi tout élément f de ¥y, peut étre écrit comme

f=cil-cg? ¢t mod Iy, q(Fn), ==£1Vi=1,...t (2.16)

ot les ¢; sont les commutateurs-bases de poids au plus n disposés dans ['ordre et les € sont des

entiers. Ces commutateurs-bases de poids k sont dits parfois la base de Hall.
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Par exemple,

1. Ly(1) = F%b a pour base de Hall les classes X1,...Xn € F%b de x1,...,Xn;

2. Ly(2) = AQFﬁb a pour base les classes de [xi,xﬂ avec i > j.

De plus, une formule due a Witt [W37] donne le rang de £, (k) pour tout k > 1. La formule est

donnée par

jo¥

(k) = 11{ > p(d)n

dlk

(2.17)

ou u est la fonction de Mobius et d parcourt tous les diviseurs positifs de k. D’excellentes références

pour tout cela sont les livres de Hall [H76, H50].

2.1.2 Suite centrale descendante d’un produit semi-direct

Soit G := N x H le produit semi-direct de deux groupes associé¢ a un homomorphisme ¢ de H dans
Aut(N). On rappelle que G = N x H équivaut a avoir une action de H sur N par automorphisme
de groupe. Une action de H sur N donne lieu a une action de H sur Nab_ On dit que N x H est
un produit presque-direct si I'action de H sur Nab est triviale. Pour un produit presque-direct

arbitraire G = N x H, Falk et Randell [FR85] montrent que
' (G) =Tk (N) x ' (H). (2.18)

Théoréme 2.15. (Théoréme 3.1 dans [FR85])
Soit G = N x H un produit presque-direct. La suite exacte scindée de groupes {eq} - N — G —

H — {eq} induit une suite ezacte courte scindée de groupes abéliens
{0} — gr¥(N) = @r¥(G) — gr*(H) — {0} pour chaque k > 1. (2.19)
De plus, on a pour tout k > 1,

gr(G) = gr(N) @ gr(H) et ¢y(G) = ox(N) + i (H). (2.20)
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Remarque 2.16. Un énoncé similaire est donné dans [190, K85].

Par ailleurs, G = N %y H peut s’inscrire dans une suite exacte courte scindée

{ec} N—‘>G-—L5H {ea]), (2.21)

ou ¢(n) = (n,eq),s(h) = (eq,h) et p(n,h) = h. En identifiant les groupes N et H avec leurs
images par ¢ et s respectivement, on peut voir que G est engendré par N et H et que les relations
hnh 1 = 6(h)(n) sont satisfaites dans G. Comme indiqué dans [J97], si N et H sont des groupes de

présentations (X, R) et (Y,S) respectivement, alors G = N xy H admet la présentation
(XUY |RUSU{h 'nh =6(h)(n)| h € H,n € N}). (2.22)

Si N et H sont maintenant tous les deux des groupes libres, alors h 'nh = (h)(n) est la seule
relation dans G = N g H. Etant donnés des groupes libres Gi, ..., Gy de rangs finis ou Gp =
(Xp1s- - ,Xp,np> (1 < p < k), on considere un produit presque direct de groupes libres c’est-a-dire

un produit semi-direct itéré
G oy (Gt Xy -+ (¥ay (G Xag (G Xay G1)) <) = x5 Gy (2.23)

de groupes libres de rangs np dans lequel 'action du groupe Ngzle sur G?b est triviale pour
chaque 1 < q < r < k. Autrement dit, la structure du produit semi-direct itéré de (2.23) est donnée
par des homomorphismes de groupes o : Ng:lle — TA(Gy) (1 =2,...,k) ou IA(Gy) désigne le
groupe des automorphismes de Gj agissant trivialement sur son abélianisé Gi‘lb. Par conséquent,

ngzl Gp a la présentation

(xpi (1 <i<mp, 1<p<k)|xhxqi%pi = aq(xpi)(xq) 1<p<a<k1<j<ng)
(2.24)

k
et son abélianisé est un groupe abélien libre de rang Z np.

p=1
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2.2 Groupe des IA-automorphismes d’un

groupe libre

Le groupe des [A-automorphismes A} est le sous-groupe du groupe Aut(Fy) des automorphismes

de F}, induisant l'identité sur son abélianisation:
Ay, = {¢eAut(Fy) | x 1o(x) € [y(Fy), Vx € Fyu}. (2.25)

Magnus [M35] a fourni un ensemble fini de générateurs pour IA;,. Ce sont les automorphismes

donnés par :

Xk [Xs, x¢] stk =1, x 1 x xj sil=i,

s t(x1) = , i) =4 !
Xl Si k 75 1 Xl Si 1 75 i

(2.26)

oul <i#j<n, 1<k,st<netk,s,tsont distincts. Réécrivons maintenant la présentation

(2.24) ci-dessus pour un produit presque direct le,:le de groupes libres.

Proposition 2.17. (Proposition 2.1 dans [C08])
Soit G = >41521Gp un produit presque direct de groupes libres Gp = Fp, = (Xp1:--- ,Xpynp>. Alors

G admet une présentation avec des générateurs Xpis 1 <p< k, 1 <i<nyp et relations

Xpi=Xpi-Xqj-whl, 1<p<q<k 1<i<mny 1<j<nq (2.27)

Xq,j ij

ot WE?q € I'o(G) est un mot dans les générateurs Xq 1, - -, Xqng-

Preuve. Par (2.24) le groupe G a pour relations

-1
Xpi Xqj Xpi = q(xp,i)(xq;)
Xqj Xpi = Xpiaq(¥pi)(xq; ) (2.28)
ol aq(xp i) € [Ap, = TA(Fy,). L est clair que ngq 1= aq(xp,i)(Xq,j) est un mot dans les générateurs
Xq,1, - - Xqng- Puisque aq(xp i) € TAn,, on a aq(xp ;) = E1h - & ol € € {£1} et chaque & est

s0it {i ¢ ¢ ou soit & ; pour 1 <1 < m. On remarque que

§J71(XQa‘]> - qu {XQa“XQa‘]] 5jas7t<Xq7j) - qu |:Xq7S7anti| : (229>
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Donc, une récurrence sur m montre que whid = x L

i 0] aq(xp,i)(xq’j) est un élément de I'o(G). A

3 ] \ .. P .. e b.q
partir de (2.28) on arrive donc a Xq i - Xpi = Xp i * Xqj Wi O
Pour un produit presque direct G = xgzle de groupes libres Gy, le théoreme 2.15 implique

que
k k
g1 (G) = @ grY(Gp) = P L, (d), Vd>1. (2.30)
p=1 p=1

Désignons I'image de chaque x,; dans gr*(G) par X, ; et I'image du commutateur [a,b] de deux
éléments a,b € G dans gr*(G) par [A,B]. Soit Ap := {Xp,1,... Xpn,} et soit L[Ap] son algebre
de Lie libre correspondante. Par [[I190], Lemme 3.1.1], I'algebre de Lie gr*(G) obtenue a partir

de la suite centrale descendante pour un produit presque direct G = >411§:1Gp de groupes libres

k
est additivement isomorphe a une somme directe de sous-algebres de Lie libres € L[X,]. Dans
p=1
gr*(G), les relations suivantes sont satisfaites
. o= 7/Pa
Xq: Xpi| = U, (2.31)

ou uipj,q désigne 'image de Wiqu (2.27) dans gr?(G), 1<p<q<k 1<i<npet1<j<ng

2.3 Groupe de McCool PX,

Le groupe de McCool P>y, également connu de nos jours sous le nom de groupe de tresses soudées
pures ou groupe des automorphismes de conjugaison de base du groupe libre (appelé dans la
littérature anglophone sous le nom de basis-conjugating automorphism group), est un sous-groupe

de IA; engendré par les automorphismes [H85] :

x 1 x xj sil=1i,

Gii(x) =4 (2.32)
X] sil 7é i
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pour tout 1 <1i# j < n. McCool [M86] a prouvé que les relations suivantes connues sous le nom

de relations de McCool déterminent une présentation de PX, :

[fk,y gs,t} = 1si {i,j}N{s,t} =0,
[gi,j, gk,j} = 1 pour i,j,k distincts ,

[&J. €k 51,1{] = 1 pour i,j,k distincts . (2.33)

A partir des relations de McCool (2.33), les formules de conjugaison suivantes tiennent dans P¥y,.
Propriété 2.18. (Lemme 1 dans [B03a))

1 &7 8185 = €kl

2. &3 €&y = Ekj

3 &5 kil = &k i-Ski-bic

4o &7 G = &Gk

567 &8 = 6 Gix] Gk
ou v = =*l1.

Comme le montre [CPVWO08, B03b|, PX, admet une décomposition en produit semi-direct

itéré:
PYn =Kp1x(Kpox-(x(KegxKyp))--+) (n=2) (2.34)

o Ki = (§i11,1,841,2 &4, 1,i1, 82,41, -+ &iip1). En particulier, PYy = {1} est le
groupe trivial. Pour chaque i > 1, soit [F; le sous-groupe de P, engendré par les éléments
§it1,1,8i41,2, 7 5 &i41,i et soit Dj le sous-groupe de P3, engendré par les éléments
§1i41:€2,i+1, ", &iiw1- Comme noté dans [Théoréme 1.1 dans [B03al], le sous-groupe F; est un

groupe libre de rang i et le sous-groupe D; est un groupe abélien libre de rang i pour tout
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i=1,...,n Le groupe PY, contient un sous-groupe tres bien étudié. Il s’agit du groupe de
McCool triangulaire supérieur PX". Ce sous-groupe a été étudié en détail dans [CPVWOS]. Le
sous-groupe PY1 est engendré par les automorphismes &i,j (2.32) avec i > j soumis aux relations
correspondantes (2.33). Dans [CPVWO0S], il est montré que PYl peut étre réalisé comme un
produit presque-direct itéré de groupes libres. Nous pouvons donc utiliser Proposition 2.17 pour
lui fournir une présentation de groupe. Les lecteurs sont renvoyés a 'annexe A.2 pour plus de

détails.

2.4 Filtration d’Andreadakis

Dans cette section, nous définissons la filtration d’Andreadakis de TAy. Pour définir ce concept,
nous commencons tout d’abord par rappeler la définition d’une N-série sur un groupe G introduite
par Lazard dans les années 50. Une bonne référence de ce sujet est le document original de Lazard

[L54]. Une N-série est par définition une filtration décroissante
G=H DHyD---DHy DHpqD... (2.35)
de G par des sous-groupes {Hy };>1 de G vérifiant
Hp,Hq| € Hpiq, Yp,a> 1. (2.36)

Pour q = 1, les relations {Hp, G} C Hpq signifient que Hp est un sous-groupe normal dans G
et aussi que Hp/Hp4q est un sous-groupe du centre de G/Hp11. Il est clair que Hp /Hp, 41 est un
groupe abélien puisque {Hp, Hp} C Hop, € Hpyq. Soit GrP(H) = Hy /Hp 41 pour tout p > 1. Nous
le noterons additivement, a savoir pour tout x,y € Hp on a Xy = X + ¥ dans GrP(H). Formons la
somme directe

Gr(G) = @ GP(H). (2.37)
p>1

On peut facilement vérifier, en utilisant les identités 2 et 3 Propriété 2.1 que Gr(G) a la structure

d’une algebre de Lie graduée avec un crochet de Lie [x,y] := [x,y] induit par le commutateur de
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2.4. Filtration d’Andreadakis

G. L’exemple le plus célebre d'une N-série sur G est la suite centrale descendante {I'c(G)}y>1 et

son algebre de Lie résultante gr(G) = €9 gr¥(G) est Ialgebre de Lie graduée standard sur Z. La
k>1

suite centrale descendante est la plus petite des N-séries sur G, c¢’est-a-dire que, étant donné une

N-série arbitraire {Hy }) sur G, on a les relations I'y (G) C Hy, pour tout k > 1 qui s’établissent

par récurrence sur k. Il existe une application canonique
gr¥(G) — Gr¥(H) (k > 1). (2.38)

Définition 2.19. Une N-série {Hy}y sur un groupe G est dite séparante si l'intersection des
sous-groupes Hy se réduit a Uélément neutre, c’est-a-dire [|Hy = {eg}. Le groupe G est dit

k>1
résiduellement nilpotent si la suite centrale descendante 'y (G) de G est séparante, c’est-d-dire

M Tk(G) = {ec}-

k>1
Nous sommes a présent en mesure d’introduire la filtration d’Andreadakis. L’action de Aut(G)
sur le k-ieme quotient nilpotent Ny (G) = G/I'v11(G) (k > 1) induit un homomorphisme de

groupes
At Aut(G) — Aut(N(G)) (k> 1). (2.39)

Le noyau Ag(k) de A\ est constitué des automorphismes agissant trivialement sur le k-ieme

quotient nilpotent de G;
Ac(k) = {0 € Aut(G) g é(g) € I'11(G), Vg € G}. (2.40)

Le premier terme Ag (1) := IA(G) est le groupe des IA-automorphismes de G aussi connu comme
le groupe Torelli de G. Par construction les groupes Ag(k) sont des sous-groupes normaux de

Aut(G). Andreadakis [A65] a montré que
(AO) Pour tout entier k > 1, Aqg(k+ 1) C Aq(k).

(A1) Pour tous entiers k,d > 1, [Aq(k), Aa(d)] C Ag(k + d).
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(A2) Pour tous entiers k,d > 1, ¢ € Aq(k) et g € ['4(G), g1 #(g) € I'kra(G).
(A3) Si () [4q(G) ={eq} alors () Ag(d) = {1}.
d>1 d>1

A partir de (A0)-(A1), on a donc une N-série
IA(G) = Ag(l) D Ag(2) D --- D Agk) D ... (2.41)

de IA(G). Par conséquent, le k-ieme terme Ag (k) de la N-série de IA(G) contient alors celui de la

suite centrale descendante de IA(G),
Aq(k) D T (IA(G)) pour tout k > 1. (2.42)

La filtration descendante {Ag(k)}y>1 définie sur IA(G) est dite parfois de Johnson, mais est due
a Andreadakis [A65].

Définition 2.20. La N-série {Ag(k)}x>1 sur IA(G) est appelée ici la filtration d’Andreadakis de
IA(G). On écrit Gr¥(Ag) := Ag(k)/Ag(k+ 1) pour chaque k > 1

Les groupes Gr¥(Ag) (k > 1) admettent une action de Aut(G)/IA(G) définie comme suit:
puisque Ag (k) < Aut(G), le groupe Aut(G) agit naturellement sur Aq(k) par conjugaison. Soit
& € Gr¥(Ag) un représentant d'un automorphisme ¢ € Ag(k) et soit ¥ € Aut(G)/IA(G) un

représentant d’un automorphisme 1 € Aut(G). L’action de 1) sur ¢ est donnée par

V- =gl (2.43)

Les groupes gr¥(G) (k > 1), & leurs tours, admettent une action de Aut(G)/IA(G) définie comme
suit : puisque ' (G) est un sous-groupe caractéristique de G, (voir Propriété.2.3), Aut(G) agit
naturellement sur Iy (G) et donc aussi sur gr¥(G). Soit ¢ € Aut(G) et soit g € gr¥(G) un

représentant d’un élément g € 'y (G). L’action de ¢ sur g est donnée par

¢-g:=o(g). (2.44)
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La restriction de cette action (2.44) a IA(G) est triviale par (A2). On a donc une action de
Aut(G)/IA(G) sur gr¥(G). Pour illustrer les concepts ci-dessus, considérons le cas ott G est un
groupe libre Fy, de rang n. Nous écrivons, sauf indication contraire, V, 'y (Fy), £, (k), TAp, An(k)
et Gr¥(Ay) pour F2P Iy (Fy), grf(Fu), TA(Fy), Ar, (k) et Gr¥(Ag) respectivement. Magnus,
Witt et Hall ont élucidé la structure de 'algebre de Lie graduée standard gr*(Fy) sur Z associée a
la suite centrale descendante de Fy,, voir par exemple le livre [MKS76] et nous rappelons deux de
leurs résultats :
(1) Le groupe Fy est résiduellement nilpotent, c’est-a-dire (1) T'x(Fn) = {ep, },
k>1

(2) L’algebre de Lie gr*(Fp) := € Lu(k) est isomorphe & une algebre de Lie libre de rang n.
k>1

Retournons maintenant a la filtration d’Andreadakis. Cette série descendante de TA;, donnée
par les sous-groupes Ap(k) a la propriété de I' (IA,) C Ayp(k) pour tout k > 1. Ces inclusions

deviennent des égalités pour certains cas, a savoir

(al) I'y(IA) = Ay(1) par définition ;

(a2) T'o(IAy) = An(2) pour tout n > 2 par [[B66], Lemme 5] ;

(a3) T (TAg) = As(k) pour tout k > 2 et I'3(IA3) = A3(3) par [[A65], Théoréme 6.1 et 6.2].

Satoh [S19] a récemment prouvé que I's(IA;) = Ap(3) pour tout n > 3. Il a ainsi amélioré le
résultat de Pettet [P05] ou elle a montré que I'3(IAy) est au pire d’indice fini dans Ay (3). Il a été

conjecturé par Andreadakis [A65] que
I'c(TAp) = Ap(k) Vk >3, et Vn >3 ( Conjecture d’Andreadakis ). (2.45)

Bartholdi [B13, B16] a montré que cette conjecture n’est pas vraie en général. En revanche, le
probleme d’Andreadakis donne lieu a des variantes pour tout sous-groupe B de IAy: pour chaque
entier k € N*, on dispose d’inclusions I'y(B) € BN T (IA,) € BN Ay (k) dont il est naturel de se

demander si elles sont des égalités (conjecture d’Andreadakis généralisée pour B ), ou & quel point
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elles en sont éloignées. Des avancées importantes sur la conjecture d’Andreadakis généralisée ont
été réalisées par T. Satoh [S17], S. Papadima [PO1] et J. Darné [D18]. On sait d’apres [S17] que
la filtration d’Andreadakis restreinte 4 PX", comme un sous-groupe IAy, coincide avec la suite

centrale descendante de PX, c’est-a-dire que pour tout n > 1 on a
M (k) = An(k) NPEF =T (PE) (W > 1). (2.46)

Dans [D18, P01], un résultat similaire se produit pour le groupe de tresses pures Py qui est le
sous-groupe de TA, laissant le mot xy ---x, € Fy invariant. En d’autres termes, on a pour tout

n>1,
Pu(k) := Ap(k) NPy =T (Pn) (Yk > 1). (2.47)

Le groupe de tresses pures Py et le groupe de McCool triangulaire supérieur PX sont tous les
deux des sous-groupes de PX, et ont tous les deux une structure de produit presque-direct de
groupes libres. Il est naturel de se poser la question: quels autres sous-groupes B de P, qui se
décomposent en un produit presque-direct itéré de groupes libres satisfont 1’égalité suivante dite

égalité d’Andreadaksis,
By(k) = Ap(k)nB =Ty (B) (Vk>1) ? (2.48)

Dans [BN17], ou il est montré que le groupe de tresses d’Artin pures Pp et le groupe des

automorphismes intérieures partiels I, engendrent P>, :

Le groupe I, est le sous-groupe de P, engendré par les automorphismes v, = &1 182 &pi
(1 <i<p<n)etest un produit presque-direct itéré de groupes libres. Ce groupe est donc un
bon candidat pour vérifier I’égalité d’Andreadakis (2.48). Dans le chapitre 3, nous introduisons le
groupe I;; et montrons, en utilisant un outil appelé homomorphisme de Johnson, que I, satisfait

I’égalité d’Andreadakis. L homomorphisme de Johnson introduit dans les années 80 par Johnson
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[J83, J85] est un bon outil pour étudier les groupes Gr¥(B) = By(k)/Bn(k + 1) (k > 1) associés a
la filtration d’Andreadakis {By (k) }>1 sur B. Cette contribution au probléeme d’Andreadakis peut

étre vue comme une étape supplémentaire vers la résolution de la conjecture de Satoh 1.1.

2.5 L’homomorphisme de Johnson

Nous rappelons ici le k-itme homomorphisme de Johnson de Aut(Fy,). Nous renvoyons les lecteurs
aux [J83, J85, S16] pour plus de détails. Soit Homy (A, B) 'ensemble de tous les homomorphismes
de groupes abéliens A vers B. Considérons I'homomorphisme 7y : Ay(k) — Homgz(V, Ly(k 4 1))
défini par la formule o +— 7(0) : x mod T'y(2) — x 1o (x) mod Ty (k 4 2) pour x € V. Le noyau
ker(7{) de 7. est par définition Ay (k + 1), (voir (2.40)). Soit V* := Homy(V, Z) le groupe dual de
V avec {x7,...,x;} sa base duale. Donc Homp(V, Ln(k + 1)) = V* ®7 Ly(k + 1) comme groupe

abélien, voir par exemple [B89]. On peut donc obtenir un homomorphisme injectif que 1’'on désigne

par 7y,

% Gr¥(Ay) — V¥*®z Lo(k+1)

(2.50)
o =X ® X;ld(Xi).
Dans [K06], il est montré que 7 n’est pas surjectif pour k > 2 mais que
1AL — VF @y A%V (2.51)

induit un isomorphisme 7 : Gri(A4y) = IA2P SN ®7 A2V de groupes abéliens. En restreignant

71 (2.51) & PXy, nous arrivons & ce qui suit:

Lemme 2.21. PEﬁb est un groupe abélien libre et une base est donnée par les classes Eij de & i,

1<i#j<n.

Preuve. Les générateurs de Magnus & ; (2.32) (1 < i # j < n) engendrent PY;, de sorte que

les classes &5 sont une famille génératrice de Px2P. [’homomorphisme T1P X . pyab _; 1A8b =
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V* @7 A%V envoie ces générateurs & sur la famille libre {x{ ® [xj,x5] : 1 <i# j < n} de

Py

V* ®7 A%V. Par conséquent, 77 = est un isomorphisme sur son image. O]

Le groupe Aut(Fy)/IAy (isomorphe & GL(n, Z)) agit sur Gr¥(Ay) via Paction donnée par (2.43)
et aussi sur Ly(k) via laction donnée par (2.44) pour chaque k > 1. Le résultat suivant est

remarquable.

Lemme 2.22. (Lemma 3.11 dans [S16])

Le monomorphisme 7. (2.50) est Aut(Fy)/IAp-équivariant.

Définition 2.23. Pour chaque k > 1, le monomorphisme Aut(Fy)/IAy-équivariant 7 est appelé

le k-iéme homomorphisme de Johnson de Aut(Fy).

Soit Bu(k) = An(k) N B le k-ieme terme de la filtration d’Andreadakis restreinte pour un
sous-groupe B de PXy. Il est clair que le groupe Grk(B) = Bu(k)/Bn(k + 1) est un sous-groupe de
Gr¥(Ay). Désignons par TE le k-itme homomorphisme de Johnson restreint a Gr¥(B), nous

définissons I’homomorphisme suivant
Tl(B) =710 03 : gr'(B) = Gri(B) — IA2P (2.52)

obtenu en composant ’homomorphisme canonique Jy : gr!(B) — Grl(B) induit par Pinclusion

'« (B) € By(k) avec ’homomorphisme 7 : Grl(B) «— TA2P.

Proposition 2.24.
(B)

Soit B un sous-groupe de PYXy. Si I’homomorphisme 11 : grl(B) — IAIalb est injectif, alors on a

Bn(2) = I'9(B).

Preuve. Supposons que Tl(B) . grl(B) — IA2P est injectif. On a donc T'y(B) = T'y(IA,)NB.
Puisque I'9(IA) = Ay (2) par [[B66], Lemme 5], on en déduit I'y(B) = I's(IA,) 1B = An(2) B =
Bn(2). O
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2.6 1Idéal d’augmentation relative d’un groupe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base des idéaux
d’augmentation relative. Nous renvoyons les lecteurs aux [R82, CMZ17] pour plus de détails.
Soient G un groupe de type fini et R un anneau commutatif unitaire. L’anneau de groupe R[G]

de G sur R est défini comme I’ensemble de toutes les sommes formelles finies Z rgg muni des
geG
opérations addition et multiplication suivantes :

(Z rgg)Jr(Z Sgg) = > (g+sg)s

geG geG geCG
(2.53)

(Z Ig g) (Z Sh h) = > (rgsy) gh.

geG heG g,heG
Par abus de notation, nous allons désigner I’élément neutre dans R, I’élément neutre dans R[G] et
celui du groupe dans G par 1. L’homomorphisme 7 : R[G] — R donné par
7r (Z Iy g) = > 1g (2.54)
geG geG
est appelé 1'homomorphisme d’augmentation de R[G] et son noyau Ig est appelé 1'idéal
d’augmentation de R[G]. Rappelons que I est librement engendré comme un R-module par les
éléments g — 1,g € G,g # 1, ce qui signifie que c’est le groupe abélien libre avec 1’ensemble
{g—1:1+# g€ G} comme base,
Ig={> 15(g-1):g€G,g#1,14 €R}. (2.55)
geG
Si G = F est un groupe libre sur un ensemble X, alors R[F] est connu comme I’anneau de groupe

libre. La propriété suivante de I'idéal d’augmentation d’un groupe libre ' est importante.

Propriété 2.25. ([R82],11.3.1)
SiF est un groupe libre sur un ensemble X, alors Iy est libre comme F-module a droite sur [’ensemble

X={x 1|xeX}.
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Notations 2.26. Si g € G et r € R, alors il est conventionnel d’écrire les éléments 1 - g € R[G]

et r-1 € R[G] simplement comme g et v respectivement.

Pour un sous-groupe normal N donné de G, la projection canonique 7y : G = G/N s’étend par
fonctorialité de R[-] & un épimorphisme naturel 7y : R[G] - R[G/N] donné par

™ (Z Ig g) = > 1ein(g) = Y. 1e 8 (2.56)

geG geG geG

Soit Iy le noyau de my. On peut observer que Iy est 'idéal bilatere de R[G] engendré par Iy. En

plus, a cause de la normalité de N,
Iy = R[G] - Iy = Iy - R[G], (2.57)

voir par exemple [Lemme 6.3 dans [CMZ17]]. Par conséquent, Iy est Iidéal a droite de R[G]
engendré par tous les x —1 ou 1 # x € N. Dongc, si N est engendré comme un sous-groupe normal

par un sous-ensemble fini {ng}s, alors chaque élément de Iy peut étre écrit comme » (1 —ng)rs ot

S
Is € R[G] .

Proposition 2.27. N est de type fini comme un sous-groupe normal de G si et seulement si Iy

est de type fini comme un idéal d droite de R[G].

Preuve. Supposons que N est engendré comme un sous-groupe normal par ng,...,ng pour un
certain entier positif non nul s et soit I I'idéal & droite de R|G] engendré par les éléments 1-n; (i =
1,...,s). Clairement I C Iy. Considérons un homomorphisme de groupes i : G C R[G] — R[G]/L.
On remarque que N C ker(i) car les éléments ny, ..., ng € ker(i) et on doit donc avoir Iy C I. Par
conséquence I = Iy = Iy - R[G] est de type fini, engendré par les éléments 1—n;. Réciproquement,
supposons que Iy est de type fini comme un idéal. Puisque cet idéal est engendré par plusieurs
1-n, oun € N, il s’ensuit qu’il est de type fini, engendré par 1-ny,...,1—-ng pour certains n; € N.
Soit maintenant N’ le sous-groupe normal de G engendré par nj,...ns. Donc N’ est de type fini

comme un sous-groupe normal de G, et N’ C N. De plus, chaque 1-n; est contenu dans Iy C Iy.
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2.6. Idéal d’augmentation relative d’un groupe

Mais les éléments 1 - n; engendrent le plus grand idéal, donc Iy = Iy. Dot N = N’ est de type

fini comme un sous-groupe normal. O
Définition 2.28. L’idéal bilatére Iy est appelé idéal d’augmentation relative de N dans R[G].

Remarque 2.29. L’idéal d’augmentation relative peut étre vu comme une généralisation de 1’idéal

d’augmentation, il suffit de remarquer que si N = G, alors il est facile de voir que Ig = I.

La propriété suivante donne un résultat qui généralise la proposition 2.25 .

Propriété 2.30. (/R82/,11.3.3)
Soit N un sous-groupe normal d’un groupe libre F. Si N est libre sur un ensemble Y, alors Iy est

libre comme F-module a droite sur {y — 1|y € Y}.

Pour un sous-groupe donné B du groupe des automorphismes Aut(F) d’'un groupe libre F de
rang fini, il est possible de définir explicitement un produit semi-direct de F et B, écrit IF x B. Soit
p : F x B — B la projection canonique dont son noyau est F. On note p : R[F x B] — R[B]. Le
noyau Iy de p est I'idéal d’augmentation relative de F dans R[F x B]. En utilisant par le plongement
B — Aut(F), il est possible de définir une action de B sur Iy. Puisque I'idéal d’augmentation
relative Ig est libre comme F x B-module a droite, il existe une représentation de B en termes de
matrices dont les coefficients sont dans R[F x B]. Dans le chapitre 4, nous appliquons ce procédé
au groupe de McCool PY;, pour obtenir dans le théoreme 4.6 une représentation matricielle fidele
de ce groupe généralisant ainsi la représentation de Gassner du groupe de tresses pures sur n brins
Pn. Nous verrons que ce procédé est comparable a celui d’une construction itérative dite méthode

de Long-Moody exposée dans [BLM92, 1.94, BT08].
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CHAPITRE

Etude sur I’égalité d’Andreadakis pour

un sous-groupe du groupe de McCool

Ce chapitre comporte trois volets: dans le premier, nous démontrons que I, a un lien direct avec
le groupe de McCool triangulaire supérieur; le deuxieme volet détermine la structure de 'algebre
gr*(Iy) de Lie graduée standard sur Z; dans le troisiéme, nous démontrons une égalité entre la
filtration d’Andreadakis restreinte a I, et la suite centrale descendante de ce groupe. A partir de
maintenant, sauf mention expresse du contraire, le chiffre 1 désigne ’élément neutre de Aut(Fy)

et le groupe Fy, = (xq,...,xy) est le groupe libre de rang n.
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Chapitre 3. Etude sur | ‘égalité d’Andreadakis pour un sous-groupe du groupe de
McCool

3.1 Le groupe des automorphismes intérieurs

partiels

Bardakov et Neshchadim [BN17] ont défini le sous-groupe Vp, (2 < p < n) de P, engendré par

Vpi=&1i 82, &p,i qui agissent sur Fy, comme il suit:

I/p71 . Fn i) Fn
X;lkai sil<k<p
Xk
X sip<k<n
ou 1 <i < p. Chaque automorphisme v}, ; induit un automorphisme intérieur de F'p = (x1, ..., xp).

Le sous-groupe Vy, est isomorphe au groupe des automorphismes intérieures Int(Fy,) de Fp. Le
groupe libre Fj, a un centre trivial pour p > 2 d’ott V, = Fp. Donc Vp, est un groupe libre de
rang p sur {¥p1,...,Vpp}. Le groupe des automorphismes intérieurs partiels I (n > 2) est défini
comme le sous-groupe engendré par les sous-groupes Vo, ..., Vy, noté I, = (Vo,Vs,...,Vy). Le
groupe I peut étre réalisé comme un produit presque direct de groupes libres décrits comme il

suit. C’est le produit semi-direct itéré,
La structure de produit semi-direct itéré (3.1) est donnée par 7y : NE;12V1{ — IA(Vp) tel que
Upii j=i
1 .
(Vg j) (Vi) = Vg jVpi-vaj = Vp,i i>q (3.2)
I/I;}j.l/p7i.1/p7j j#Fieti<q
o1 <i<p 1<j<qget2<g<p <l IA(Vp) est le groupe des automorphismes

de Vp agissant trivialement sur son abélianisé. La Proposition 2.17 implique immédiatement la

proposition suivante.

Proposition 3.1. (Proposition 1 dans [BN17] )

Le groupe In = Xy _oVi a une présentation finie avec des générateurs v,; pour 2 < p < n,
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3.1. Le groupe des automorphismes intérieurs partiels

1 <i<p et avec les relations suivantes

{I/p7i, I/q’j} = lsij=1
{Vm, l/qJ} = 1lsii>q
[Vp7i, l/qJ} = [Vp’i, Vp,j] sij#£ieti<q (3.3)

oul1<i<p,1<j<qet2<q<p<n. De plus labélianisé I%b est un groupe abélien libre de

rang w — 1, une base étant donnée par les classes Uy ; de vy ;.

Nous remarquons que le groupe de McCool triangulaire supérieur PX = (& j)1<j<i<n est
contenu dans I, pour tout n > 1. En fait, on peut exprimer les générateurs & ; (j < i) de PY via

ceux de Iy = x3._, Vi :

fi,j = V(il)J " Vjj pour tout 1 <j<i<n. (3'4)

Nous remarquons également que I, (n > 1) est le produit Vy,-PY;". En effet, puisque Vy, est normal
dans I, le produit Vy,-PY; est un sous-groupe de Iy, et on peut exprimer tout générateur v (1 >)
de Iy par vj; = anfﬁ}f(&,l)j = 'g(iﬂﬁ' Par ailleurs, il est clair que nous pouvons voir le groupe Iy
comme un sous-groupe de I, 1. De plus I, 1 est un produit semi-direct V41 xI,. Nous définissons
la projection qy, : I, 41 — Iy provenant de cette décomposition produit semi-directe. Elle induit un

isomorphisme entre I, (n > 1) et le groupe Int(PXF 1) des automorphismes intérieurs de P Bk

An
Théoreme 3.2. L’application PE;ZFl C I41 — In induit un isomorphisme:

—— -
PYyi1 = PE:{+1/Z(P2;{+1> = In, (3.5)

ot Z(PEL_I) est le centre de PZL_I.
Preuve. La projection ¢, est le quotient de I}, 11 = V41 - PZL_I par V1. Elle induit donc

PYl o/ (Vagt NPEE ) 2 Vi - PO Vi 2 I (3.6)
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Nous avons d’autre part Vi1 N PZIT 1= Z(PZ;’ 1) En effet, un élément de cette intersection
doit étre un automorphisme intérieur fixant xi, ce qui implique qu’il doit étre dans (vy411).
Inversement (v;,411) est clairement dans cette intersection. Donc Vi1 N PZ;{ = (Unt1,1)-
Puisque Z(PELA) = (Vn+1,1 = €21 - 3.1+ -&nt1,1) par [[CPO8], Proposition 2.3}, on en déduit
Vi1 NPST = Z(PS] ). Par conséquent, on a Int(PSY, ) =PSt,  /Z(PSY ) = 1. O

3.2 Suite centrale descendante du groupe I,
A partir de (3.1), on peut définir la suite exacte courte scindée
{1} = Vp —1Ih — I, 1 — {1} (3.7)

Le groupe I,,_1 agit par conjugaison sur V%b trivialement. En effet I'action par conjugaison de v 4

sur vp p est donnée par

B 1% sip=qoup>]j
1 n,p
Viq:Vnp-Yiq = ' _ (3.8)
Un,p- [Vn’p ,I/n7q} sip#qetp<j,
ou q <j<n-1.Parle Théoreme 2.15, il existe une suite exacte courte
{0} = gr¥(Vn) — gr(In) — gr¥(I,1) — {0} pour tout k > 1. (3.9)
Par récurrence sur n, on a des isomorphismes de groupes abéliens
n n
gri(I) = b g (Vi) = P Lum(k) pour tout k > 1. (3.10)

En conséquence, nous arrivons au résultat suivant.

Proposition 3.3. grk(In) est un groupe abélien libre dont le rang est

¢ (In) = i rm (k), (3.11)

m=2

ot ry (k) est le rang du groupe abélien libre L (k) (2.17).
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3.2. Suite centrale descendante du groupe Iy

Nous allons maintenant déterminer la structure de 1'algebre de Lie graduée gr*(I,) sur Z. Soit
ppi (1 <1< p<n)limage de v, ; dans gri(I). Pour 2 < p < n, soit N := {vp1,---,vpp} et L[N}
soit I'algebre de Lie libre correspondante de rang p sur Z. Puisque Vy, est le groupe libre de rang n
Sur v 1, .., Vnn, 8 (Vn) est l'algebre de Lie libre L[] de rang n sur Z engendrée par les classes

Dals--- Yoo € gri(Vy) (par Proposition 2.10) de Un1,---,Vnn. Par [Lemme 3.1.1 dans [I90]], on a
gr*(Ty) = L[N & gr* (T 1). (3.12)
La proposition suivante décrit la structure de I'algebre de Lie gr*(Iy).

Proposition 3.4. L’algébre de Lie gr*(Iy) (n > 2) est le quotient de l'algébre de Lie libre LIN]

sur Z, engendrée par les éléments hpi pour 2 < p <n et 1 <1< p modulo les relations suivantes.

[opi 0] = 0sij=i
[Upi,Uqﬂ = 0siti>q

[9pis Vg~ Dpj] = Osij#ieti<q (3.13)
oul<i<p 1<j<qet2<qg<p<n

Preuve. Premierement, par Prop.2.10 et Prop.3.1, les 7},; engendrent gr*(Iy) et satisfont les
relations (3.13). Notons Vj, le quotient de 1'algebre de Lie libre sur Z engendré par les symboles
ppi modulo ces relations. Soit g, : Vi — gr*(In) la projection induite par v, + 7p; et soit
T Vi — Vo1 Iépimorphisme défini par y,; — 0 (1 <i < n). Nous montrerons par récurrence
sur n > 2 que q, un isomorphisme. Notez que pour n = 2, c’est évidemment un isomorphisme.

Pour n > 3, nous supposons que q,, 1 est un isomorphisme et avons un diagramme commutatif

Tn

{0} fn A\

lkn lqn (surjective) lisomorphisme par hypothése de récurrence (3.14)

Vp1 —— {0}

{0} — LYn] — " (ln) —— &r"(ln-1) —— {0}

ou Ry := ker(m) et la deuxieme ligne provient de la décomposition (3.12). Le noyau £, de my

est un idéal de Vy engendré par vyuq,...9nn. Mais en fait £, est engendré par py,; comme une
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sous-algebre de Lie. Puisque L[] est libre de rang n sur le nj et Kn est engendré par ces by; de
(1 <j < n). Donc ky doit étre un isomorphisme. Par hypothese de récurrence et en utilisant le

lemme des cing, on en déduit que g, est un isomorphisme. O

Remarque 3.5. Une présentation de gr*(I,) est aussi donnée dans [[KMP19], corollaire 6] et [[BN17],

proposition 9], mais la preuve repose sur des techniques différentes de celle donnée ici.

3.3 Egalité d’Andreadakis pour I,

Soit Zp, (k) la k-ieme filtration d’Andreadakis sur I, définie par Z, (k) := I, N Ay (k). Nous écrivons
CGrX(Zy) == Zn(k) /Zu(k + 1) pour tout k > 1. Soit Ti = Tk’Grk(In) - Gr¥(Ty) <= V¥ @y Ln(k+ 1)

le monomorphisme induit par la restriction de 7, (2.50) & Gr¥(Zy). 11 existe un morphisme naturel

O : gr¥(In) — Gr¥(Zy) (3.15)

@

induit par I'inclusion I'y(In) € Zy(k). Nous définissons I'homomorphisme 77 comme étant la

composition de Jy avec 7'1{

TIEI) ‘= 7f 0 By : gr¥(Iy) — V* @y Lu(k 4 1). (3.16)

(D

(I)) de 7 7. Rappelons que Iy, est

Nous allons déterminer maintenant les valeurs de I'image Im(r;
engendré par les automorphismes 5, = {1 -2+ & p (2 <1< n, 1 <p <) qui agissent sur

les générateurs de Fp, par la regle suivante

1 . .
Xp Xr Xp sil<r<i
yi,p(xr) = ' . (3.17)
Xy S1 T >1.

Donc pour 1 < py,py < i, nous avons

,1 ,1 . .
Xp1 Xpo Xt XpyXp sil<r<i
(Vi Vipy) (1) = ¥ip, (Mip, (x)) = ¢ 00 P2 72 (3.18)

Xy sir>i
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3.8. Egalz'té d’Andreadakis pour I

Considérons maintenant un produit donné par © = v} }Dl.z/f %2 vl lf)k ole ==xlet 1l <p; <i
avec t € {1,...,k}. Voyons comment © agit sur chaque générateur x; € Fy. L’action de © sur

xr € Fp est donnée par

€1 €2 €k \—1 €1 €2 €k . .

O(x;) = (3.19)

Xy sir>i.

Par conséquent, ’action de commutateur {l/i’pl, Vi7p2} € I'y(I,) sur chaque générateur x; € Fy, est

alors donnée par

-1 . .
[Xpl, XPQ] - Xy - {xpl, XPQ] sil<r<i

[yhpp Vi,pg} (xx) = (3.20)
Xr sir>i.
Nous faisons agir ensuite le k-commutateur ¥ = [ . [ . [VLPI, Vi,p2} } ,Vka} € I'y(Iy) sur
chaque générateur x; € Fj, et on obtient
-1
ey | Xpyy Xpo | oa ], X “Xr |y [Xpy, Xpo| el ], X sil<r<i
T(Xr) _ |: |: P1 p2:| ] pki| T |: |: P1 p2i| ] pk] (321)
Xy sir>i
Proposition 3.6. Soit T = [ . [’/i,m’ z/i’p2} >"']’Viapk} € I'(In). Sil1<p1,p9,...,px <i pour
2 <i<n, alors
_ XF® [Xpy,. -, Xpp, X sil<r<i
TIEI) @) = r [ b1 Pk r} . ' (3.22)
Xr sir>1i

De plus, Im(TIEI)) est engendré par

xf® [Xp1,~~- ,ka,xr} € V'@z Ln(k+1): 1<p1,py,--,p,r <i et 2<i<n}. (3.23)
Preuve. 11 découle de (3.10) que Im(rél)) est engendré par I'ensemble (3.23). O

Pour tout k > 1 et 1 <s < n, nous désignons par {st(k)}lgjgni tous les commutateurs-bases
de poids k parmi les composants {x1, ...,xs}. Comme on sait maintenant, voir Théoreme 2.14, les
commutateurs-bases de poids k forment une base du groupe abélien libre Lg(k). Nous arrivons au

résultat suivant

95
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Lemme 3.7. H = {x} ® {cﬁ(k),xs} ey Xg ® [c%sk(k),xs] : 1 <s < n} est une base de Im(TlEI))

n
comme un groupe abélien libre de rang Y rs(k) ot rg(k) est le rang du groupe abélien libre Lg(k).
s=2

@

Preuve. Clairement, H engendre Im(7, ’). Il suffit donc de montrer que les éléments de H sont

linéairement indépendants. Supposons que

n nls(
S 3 A @ [k),xs| =0

s=1j=1

pour \g; € Z. Pour chaque 1 <s < n fix¢, on a alors

1y
> A [ k), xs] = 0.
j=1

On considére 'homomorphisme injectif 5 : Lg(k) — Ls(k + 1). Puisque les éléments [st(k),xs}
appartiennent a Lg(k 4+ 1) et les éléments cjs(k) pour 1 < j < nj sont linéairement indépendants
dans Lg(k), les éléments [cjs(k),xs} sont linéairement indépendants dans Lg(k 4+ 1). Ceci montre
que Agj = 0 pour 1 < j < nj. Les éléments dans H sont donc linéairement indépendants et par

conséquent rang(H) = f: rs(k). O
s=2

L’énoncé suivant est une réponse affirmative a la question (2.48) sur 1'égalité d’Andreadakis

pour le groupe Ij,.

Théoréme 3.8.

Le sous-groupe 1y, de 1Ay satisfait [’égalité d’Andreadakis:

Yk > 1 Zy(k) = I N An(k) = Ty (In). (3.24)

Preuve. Nous montrons ce théoreme par récurrence sur k > 1. Par définition on a

I'1(In) = Zu(1) = Iy. L’homomorphisme canonique & : 2P — PP est injectif car les classes Vip

de v; , (qui engendrent Iy,) sont une famille génératrice de I%b et 'homomorphisme & envoie cette
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famille génératrice 7j;, sur une famille libre de Px2b  (voir Lemme 2.21). On a donc
Fo(In) = To(PXy) N 1y. Puisque o (PXy) = An(2) NPE, par [[S12], Corollaire 2.2.], on en déduit
Io(In) = Zn(2). Supposons que nous ayons ['y(Iy) = Zn(k) pour un k > 2. Alors nous avons

I’homomorphisme surjectif

S
Tlg) : gr¥ (1) O, Gr¥(Zy) = Im(ﬁ{) = Im(TIEI)). (3.25)

(D

Par le lemme 3.7, Im(r,’) a le méme rang que grk(ln), comme groupe abélien libre.
@

L’homomorphisme 7, est alors un isomorphisme et ainsi ’homomorphisme 0y doit étre injectif.

Par conséquent ', 1 (In) = Zn(k + 1). O
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CHAPITRE

Représentations matricielles de groupe

de tresses généralisées

Ce chapitre vise a proposer une procédure, comparable a celle d’'une construction itérative de
Long-Moody, qui permet de relever des représentations de PX;, 11 a Py, et a étendre une méthode
de Liidde et Toppan au groupe de tresses virtuelles sur n brins VB, afin de mettre en avant une
nouvelle représentation de VBy,. A partir de maintenant, le chiffre 1 désigne ’élément neutre de
groupes de tresses virtuelles et soudées et R désigne un anneau commutatif unitaire dont 1’'élément
neutre est noté aussi 1. Sauf mention contraire, le groupe F, = (x1,...,xy) sera toujours le groupe

libre de rang n.
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Chapitre 4. Représentations matricielles de groupe de tresses généralisées

4.1 Deux généralisations du groupe de tresses

ordinaires

4.1.1 Le groupe des automorphismes par

permutation-conjugaison de

Un résultat d’Artin [B75] montre que l’ensemble des automorphismes b € Aut(Fy) qui satisfont

les deux conditions suivantes forment un sous-groupe de Aut(Fy) :

ou v; € Fy et s est une permutation sur {1,...,n}. Ce sous-groupe est isomorphe au groupe de
tresses d’Artin By qui est le groupe défini par la présentation sur les générateurs oq,...,0, 1

soumis aux relations de tresses

005 =001 sil<i1<j-2<n-3

0i0i+10; = 0i4+10i0i41 si 1 <i<n-2. (4.1)
Via cet isomorphisme, le générateur o; correspond a un automorphisme i de Fy, :

X; —> Xixi_HX;l
0i Xit1 X (4.2)
xj  erx; Vi#{Li+ 1}
Le monomorphisme att, : By, < Aut(Fy) défini par o; — J; est appelé la représentation d’Artin.
Le groupe des automorphismes par permutation-conjugaison de Fy,, BYy, a été étudié en détail par

exemple dans [S96]. Ses éléments sont les automorphismes b € Aut(F),) satisfaisant la condition

(B1) ci-dessus, connue sous le nom des automorphismes par permutation-conjugaison et le produit
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du groupe est la composition des automorphismes. Il est clair que le sous-groupe de BYy, constitué
de ces automorphismes par permutation-conjugaison qui fixent le mot xj - - - x € Fy, est le groupe
de tresses By. Soit 73 € Aut(Fy),i=1,...,n-1 donné par

Xj = Xjr1

Xj = Xj \V/j#{i,i—f-l}.
Les éléments (Ti)in;% engendrent le sous-groupe de permutation Y, de Aut(Fy,) qui est isomorphe au

groupe symétrique S, de degré n. Le sous-groupe ¥, a une présentation finie avec les générateurs

T1,...,Tn 1 et avec les relations suivantes
2 1 P _
T = pouri=1,...,n—-1
TTo= 7T sil<i<j-2<n-3
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 sil1 <i<n-2. (4.4)

Dans [[S96], Théoreéme 1], il est montré que BXy est le produit libre de By et ¥, modulo les
relations mixtes :
oy7y = 7307 pour [i—j| > 2
OiTi4+1T; = Ti41Ti0j+1 pouri=1...n—2
0i110iTit 1 = Ti0j+10; pouri=1...n—2. (4.5)
Par définition, BX; = {1} est le groupe trivial et BXy est un produit libre Zo * Z. Par ailleurs,

BY, (n > 1) contient le groupe de McCool PY,,. Dans [S96], Savushkina a montré que BY, est

le produit semi-direct BX, = P, x X de PXy et Yy Les éléments de Yy, agissent sur PX, via

conjugaison :
Ti i1 = &iq1,in pour 1 <i<n-1
kai,j = fi,ka pour i, j, k distincts
1i&j = &jr1my  pour i,j, distincts
Tigi,j = fi+1,j7'i pour i, j, distincts (4.6)
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En écrivant le groupe BY;, comme un produit semi-direct, nous obtenons une présentation pour

celui-ci.

Proposition 4.1. (Lemme 1 dans [S96])
Le groupe BYy (n > 1) admet une présentation avec les générateurs de Magnus &5 (1 <i#j<n)

ety (1<i<n-1), avec les relations suivantes :

1. Les relations McCool (2.33),
2. Les relations pour les générateurs 7, de ¥y (4.4),

3. Les relations exprimant l'action de Xy agissent sur PX, (4.6).

4.1.2 Le groupe de tresses virtuelles

Dans cette section, nous rappelons les définitions standards en termes de générateurs et relations
des groupes de tresses virtuelles et soudées sur n brins. Soit VB, le groupe de tresses virtuel

sur les n brins. Ce groupe introduit dans [K99] est le groupe défini par la présentation avec les

générateurs pi,...,pn-1,91,-..,95-1 et les relations suivantes :

PiPit1Pi = Pit1Pipir1 Pouri=1,2,... n-2 (4.7)

pipj = pjpi pour |i—j[ >2 (4.8)

2 .

v = lpouri=1,...,n-1 (4.9)

191191_,_1191 = 191+1191191+1 pour 1= 1, 2, N | 2 (4.10)

19119J = 19J’l91 pour ‘i*j| > 2 (4.11)

pivy = Yip; pour [i—j| > 2 (4.12)

piﬁiJrlﬁi = 191+1191pi+1 pour i=1...n-2 (4.13)

Il est bien connu que les relations (4.7)-(4.8) définissent les relations du groupe de tresses classique

sur n brins, By, ou les éléments p1,..., pn1 engendrent le groupe de tresses classique By dans
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VBy. 1l est également connu que les relations (4.9)-(4.11) sont des relations définissant le groupe
symétrique Sy sur n lettres, ou les éléments 91, ..., v, 1 engendrent le groupe symétrique S, dans
VBy,. Ainsi VB, peut étre présenté par le produit libre By, et Sy, modulo les relations (4.12)-(4.13).

Le miroir de la relation (4.13) (c’est-a-dire lorsqu'il est lu a I'envers) est valable dans VB, :

Vidip1pi = pit1¥idip1 (i=1,...,n-2). (4.14)

Mais toutefois, la relation suivante n’est pas valable dans VB, [GPV00]:

Vipig10i = pix1piviqr (i=1,...,n-2). (4.15)

Le groupe de tresses soudées sur n brins WB,, est par définition le groupe obtenu a partir de
VBy, en introduisant la relation interdite (4.15). De plus, WB), posseéde un groupe jumeau noté
WB,. C’est le groupe correspondant a WBy, en tant qu’ensemble, et nous avons toutes les relations
comme dans WBy, sauf que la relation interdite (4.15) qui est remplacée par la relation suivante

qui est aussi une relation interdite :

Uir1pipie1 = Vipip1pr (i=1,...,n-2). (4.16)

Les deux groupes WBy et WBy sont isomorphes et 1'isomorphisme est donné par l'application

Uy - WB, — WBy, qui envoie
pp—)p;l ety — 0 i=1,...,n). (4.17)

Fenn, Rimanyi et Rourke [FRR97]| ont montré que le groupe de tresses soudées WBy, est isomorphe
au groupe BYj,. Autrement dit, la représentation d’Artin art, s’étend en un monomorphisme

aetB> . WB), < Aut(Fy) donné par
pi+— o et ¥y — 1 pour touti=1,...,n—1. (4.18)

Donc, WBy, et WB,, (n > 1) peuvent étre donc considérés comme des sous-groupes de Aut(Fy,).
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4.2 Généralisation de la représentation de

Burau et de Gassner

Dans cette section, nous construisons des représentations matricielles qui généralisent la
représentation de Burau du groupe de tresses ordinaires ainsi la représentation de Gassner du

groupe de tresses pures ordinaires.

4.2.1 Construction a partir de la représentation d’Artin

Soit ¢ : BYp < BXji1 linclusion canonique et soit Iy le sous-groupe de P 7 librement
engendré par les n éléments {&,111,&n41,2, -+, &ng1,n) (cf. [B03a, CPVWO8]). Considérons les

deux inclusions suivantes

L
BYy = B4 «Fn. (4.19)
Lemme 4.2. Les formules suivantes sont vraies dans BX, 41 :
En+1, = Ent1,i+1 En+1, = &1, Snrl,itl 'fg}t,-l,i
f:fﬂ,k 9 Sngnirl = Satli ) 'fgiﬂ,k ©9 Snttitl = éntli
£n+1,j = §n+1,k vk ?é {i, i+ 1}~ £n+1,j = §n+1,k vk ?é {i, i+ 1}~
(4.20)
et
-1 .
N D gt st 6L k=1,
gfll_‘ﬁl’k . €n+1,1 §H+1,J £n+1,1. fn-&-l,] 1 (4.21)
a1k P &nr1x Vk#

ou aP := b lab.

Il n’est pas surprenant que ’action de conjugaison dans le lemme 4.2 définisse une représentation
Ay : By — Aut(Fy) donnée par 2y, (w)(f) = w '-f-w ot w € BY, et f € Fy. Puisque le diagramme

suivant est commutatif, 2(;, est un monomorphisme

B 2 Aut(Fy) (4.22)
idJ/ \Lflo( )oty
BYy——= Aut(Fy)

arct
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ol i, : Fy — [y est I'isomorphisme de groupes libres donné par i, (x;) = ;41,5 pour tout 1 <i <n.
Désormais BYy, (n > 1) doit avoir une représentation fidele comme groupe des automorphismes
de Fn = (§nt1,1:6n+1,2, - - - §nt1,n)- Désignons les images par Ay des générateurs o; et 73 par 6;
et 7 respectivement. Dans le groupe BXy < Aut(Fy), les générateurs de Magnus &; ; peuvent

étre exprimés via les générateurs d1,...0, 1 de By et les générateurs 7q,...,7, 1 de ¥y par les

formules [S96]:

Sit1 = 0iTi
§i = T2 Tigr &gl - Tigr T2 71 (<))
i = 1T Tl TG BT i (1<)

(4.23)

Introduisons maintenant la dérivée de Fox B%“ : R[Fn] — R[Fy] par rapport a &,,1; qui est

I’extension linéaire de I'application définie sur les éléments de [y, par

Oni1i afﬁil,i 1 Ouv o v

=0i; , — . . é‘ 1 et — + /’L
Ont1y 0 WORELL T 06k Obat1j | Obnt

(4.24)

pour tout v,u € Fp ou d;j désigne le symbole de Kronecker. On définit la n x n-matrice
a\p(fn—f—l,l)

Otk >1§1,k§n'
D’excellentes références pour la dérivée de Fox est le livre de Birman [B75] et I'article original de

jacobienne des dérivés de Fox d'un automorphisme ¥ : F, — Fy, par J(¥) = (

Fox [F53]. Désignons, pour chaque i donné, la matrice jacobienne de & et 7; par J(oy) et J(7)
respectivement. Le fait que

(ri-J(n)-m)-J(n) = Iaxn pouri=1,...,n-1,
( )on)-dm) = (f-dm)m) - d(n) -l > 2,
(o7 al) Jo) = (o' - Jow) o3) - Ioy) li-jl>2,
(13- d(o0) - 75) - I(m) = (a;1 (1) 1) - J(on) fi-jl =2,
(7i - (Tig1 - (1) - 7ig1) - I (7ig1) - 1) - I (m i) J(7) - Tign) - I(Tig1)

(0" - (ris1 - I(m) - i) - I(m) - 1) -
(7i- (01111 - J(01) - oi41) - J(oi41) Tl) J(y
o)

(0;1 - (af_&l -J(ay) - ai+1) (oit1) J(oi41) (4.25)
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est une conséquence des relations de BX, (n > 1) de (4.5) et de la formule suivante qui fait

référence a la régle de chaine de calcul de Fox :

Lemme 4.3. (Lemme 1.4.7 dans [MSY04])
Désignons la n X n-matrice d’identité par Iyxyn. St W, ® sont deur automorphismes de Fy, alors on
a J(®oW) =& (J(V)) - J(P) et J(1) = Inxn ot @ : (R[Fu]))™ — (R[Fp])" est une extension de ®

donnée par la fonctorialité de R[-]|".

Dans (4.25), nous imbriquons les relations de B, de (4.5) pour en arriver a

(- J(1) - (- J(11)) = Inxn pouri=1,...,n-1,
(5-9) - (- 3m) = (m-I@)- (- I fi-jl =2,
(o5 3(09)) - (01 -J()) = (o3-I(01) - (o3- I(op)) |i-i =2,
(07-3(00) - (13- 3(my)) = (75-9(7))) - (o3 - I(ov)) [i-il =2,
(i (7)) - (i - I(7i1) - (- I(7) = (i - (7)) - (- I(7) - (7ign - (7))
(07 - (o)) - (0it1 - I(oiy1)) - (01 - I(03)) = (o341 - I(oit1)) - (07 - (o)) - (oit1 - I(oiy1))
(0 - J(0i) - (i1 - I(7i1)) - (7 - (7)) = (i1 - I(7ig1)) - (7 I(7)) - (041 - I(0i41))

(@141 - J(0i41)) - (01 - J(01) - (i1 - I(7ig1)) = (- I(7)) - (0141 - Hoip1)) - (03 - I(oy)). (4.26)
A partir de ces relations, il résulte que Papplication &y, : BS, — Autg (R[Fy x BX,)]) telle que
o —o0i-J(oj) eten—7-J(n) (i=1,...,n-1) (4.27)

définit une représentation matricielle de BY,. Nous affirmons que &, est fidele, car &, = J o 2y,

ou J : Aut(Fy) C Auty(R[Fy]) — Autg (R[Fy x BX,]). Un simple calcul des J(o3) et J(7;) donne
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respectivement pour tout 1 <i<n-1

i i+1
oi- I
oi-(1=&ng1i - Enstitl -§££L1,i) 0i-$nt1,i
g — (I)H(Ui) = (4.28)
o 0
oi - In-i1
et
i i+1
7 - Lig

0 T
i Pp(n) = et Tfl — <I>;l1 (1) = Pn(1)- (4.29)

T 0

7 - Ini
L’inverse de (4.28) est donné par
1 i+1
0;1. I q
0 0;1
-1 -1
op" = &y (o) = o P (4.30)
i ‘§n+1,i+1 i ‘fn+1,i+1 (ot 1)
ot Thi

Il existe une autre maniére de construire la représentation ®, (4.27) de BX, dont l'idée vient de [L96]:
on considere le produit semi-direct FF, x BX,, relatif a 'action de BX,, sur F;, donnée par 2l,. On note
pn : R[Fy x BX,] — R[BX,]. Le noyau ﬁJFn de pp est par définition 1'idéal d’augmentation relative de Fy
dans R[F, x BX,] € R[BX, 1] (voir 2.28). L’idéal ﬁ]pn est un R[F, x BX,]-module (a droite) libre de
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base {{n41,1-1,...,&n41,n— 1} (cf. section 2.6). On considere I'action de BX, sur ﬁpn par multiplication

a gauche:

ik~ 1 = b (§p1x—1) =(1,b). (§n+1,k -1, 1)

= (s~ 1):b) = (b&arrs) - 1.b) = (Bléas1a) 1) - b, (431)

ot b est I'image de b par 2. Donc on peut dire que ﬁlﬁ‘n est un module a gauche sur BX,. Puisque
ﬁ]pn est libre comme R[F,, x BXy]-module & droite, nous pouvons construire une représentation ®, de

BX, en termes de matrices dont les coefficients sont donnés dans (Iy, C) R[Fy x BX,]. Par contre, les

représentations de oj, 7; sont respectivement données par
oy J(oy)-ojet = J(r) -1 pouri=1,...,n—1. (4.32)

Remarque 4.4. Dans [BS20], les matrices (4.28) et (4.29) ci-dessus ont été déterminées sur la base d’une
procédure itérative développée dans [L94] dite méthode de Long-Moody. Ladite méthode a été introduite
pour la premiere fois dans [BLM92] et il semble qu’elle est étroitement liée & celle donnée ici en prenant

V = R[F, x BX,] la construction que nous développons dans la section ci-apres.

4.2.2 Comparaison entre deux constructions

La méthode de Long-Moody s’articule comme suit: soit B < Aut(Fy) et soit I 1'idéal d’augmentation
vu comme R[Fy]-module a droite engendré par {x;—1,...,x,—1}. Supposons que nous ayons un R-espace
vectoriel V qui est simultanément une représentation de B et Fy. Alors B agit a la fois sur Fy, Iy, et V,
et pareillement Fy, agit sur Ip et V. Désignons I'action d’un automorphisme b € B sur un élément f € Fy
par Pf. Si la condition b - f-v = Pf. b v, dite condition de Magnus, est vérifiée et que nous voyons V
comme un R[Fy]-module & gauche alors on peut définir une action de B sur Ip_ OR[F,] V par

A:B — Autp(ly ® A\
r(r, Or[F, V) (4.33)

b (f®vn—>bf®b.v>.

En posant V) := (xx — 1) ® V pour chaque k = 1,...,n, la représentation (4.33) peut étre écrite comme

A:B — Autg(Vy @ -+ @ Vy). Nous allons maintenant nous pencher sur le cas ot B est le groupe de
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tresses By = (pi)1<i<n-1. En utilisant la représentation d’Artin art,, nous avons une action de By, sur le
groupe libre Fy et un produit semi-directe F, X By du groupe de tresses By, avec le groupe libre Fy, de
rang n peut étre définie. Cette action de By, peut étre naturellement étendue sur 'anneau de groupe libre
R[Fy]. Le groupe By opere sur Iy car bIFn = Iy, pour tout b € By. L’action de chaque générateur p;

(i=1,...,n-1) de By sur le générateur x)—1 (1=1,...,n) de I est donnée par

(1 xixip1x ) - (- 1) x5+ (x40 - 1) sil=i
Pilx - 1) = xi—1 sil=i+1 (4.34)

x -1 sil {i,i+1}.

Soit fin+t1 : Bny1 — Spt+1 U'épimorphisme canonique défini par pn(p;) = (i,i+ 1) pour 1 <i<n-1. Par
exemple, dans [L94], le produit semi-direct Fp, x By, est isomorphe au sous-groupe {b € By41; pin41(b)(n+
1) = n+ 1} de Byy1. Donc, chaque représentation A : Byi; — Autg(V) donnée de By induit une
représentation de Fy, x By,. Alors on peut construire une représentation A™ : By, — Autg (V™) et 'action
de AT (p;) sur VO est donnée par:

AL =xixi1x ') A(x) & ide

(1@ @vn) o 1S g Aps). (4.35)

idy 0
ou idy est l'application identité de V. Voir également [BT08, K07]. En 'appliquant & une représentation
unidimensionnelle X : B,11 — R* de By41, la construction donne une variante de la représentation non
réduite de Burau. Dans [BS20], cette méthode décrite ci-dessus est étendue & WBy. Comme ce groupe

est une extension de By, par Sy, 'action (4.34) peut étre facilement étendue a:

(1 xixipx ) - (- 1) +x- (xip1 - 1) sil=i
Ailx-1) = xi— 1 sil=i+1
x -1 sil#{i,i+1},
Xi+1 — 1 sil=1
Y1) = x-1  sil=i+1 (4.36)

-1 sil#{ii+1}
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A partir de (4.36), I'action AT (J;) sur VP écrite également en notation matricielle par blocs, est donnée

par

0 idy

(V@ @va) o [idg Y @ oidZ D | Ay, (4.37)

idy 0
Ainsi on peut obtenir une nouvelle représentation At : WBy, — Auty (VE") définie par
pi = AT(p) (4.35) et 95— AT(0) (4.37). (4.38)

Nous considérons le diagramme suivant ou t,¢,r sont les monomorphismes et 7, est la projection

canonique:
1 F, — Fu % WBp ¢ — WBy —— 1
J{Lw J{anJrl J{Q{n (439)
1 F, —— F, x B, —2—» BY, — 1.

Proposition 4.5. En se placant dans le contexte de la construction de Long-Moody adapté au groupe de
tresses soudées, il existe un isomorphisme de WBy-modules
Iy, O, VI, & V. (4.40)
R[FnxWBy]

En particulier, on a pour V.= R[Fy x WBy] un isomorphisme de WBy-modules

Ir, ®r(p, V = Ip,- (4.41)

Preuve. Supposons tout d’abord que V soit un WBy,1-module & gauche et considérons l'isomorphisme
des modules sur R[Fy]
wHeid, <
Ip, Q@ V==l Q V (4.42)
R[Fu] R[Fp xWBy]
ou ¢}, : R[Fn] — R[Fp] et id : V — V est I'application identité. Maintenant cet isomorphisme ¢, ® id est

compatible avec 'action de WBy,. En effet: on rappelle qu’on a dans Ip ®R[Fn] V P'action donnée comme

suit
b-(xi-1®v)=P(x;—1)®b-v pour tout b € WBy. (4.43)
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En notant b 'image de b par 2y, I'isomorphisme ¢} ®id envoie I'élément P (x;—1)@b-v sur 5 (P (xi-1))@b-v

qui est égale a

b-f(xi-1)®b-v = b-(&y1;-)®b-vely, & V (4.44)
R[FyxWB]

car v, est WBp-équivariante (voir diagramme (4.22)). O

Nous pourrons alors conclure via la proposition 4.5 que les deux représentations A* (4.38) et ®y (4.27)
sont égales. L’application f : R[Fy x BXy] — R[t,t 1] telle que §ng11 > ¢, 05— 1, et 73— 1 pour tout
j=1,...,n—1 appliquée a chaque coefficient des matrices (4.28) et (4.29) ci-dessus donne la représentation

classique de Burau de %<I>n : B, — GL(n, Z[t,t 1)) définie par :

1 i+1
L g
1-t t
g — (4.45)
1 0
Infifl
et
1 i+1
L
0 1
TR . (4.46)
1 0
i

4.2.3 Le groupe de McCool opérant sur I’idéal

d’augmentation relative

Dans cette section, nous discutons de ’application de la démarche susmentionnée dans la section 2.6 au
groupe de McCool PY, pour construire une représentation fidele de PY, dans des matrices a coefficients

dans R[Fy x PXy], c’est un travail réalisé dans [A21]. En utilisant par le plongement P¥y, < Aut(Fy,), on
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peut définir un produit semi-direct Fy x PX¥,, et puis on peut également définir un idéal d’augmentation
relative ﬁlﬁ‘n dans R[Fy, x PXy]. On rappelle que ﬁlﬁ‘n est engendré par les éléments {{, 1 -1:k=1,...,n}
et tout générateur (§,41;-1) de ﬁ]Fn peut s’écrire en utilisant la formule fondamentale du calcul différentiel

libre [[F53], (2.3)] :

nr1,i .
$ny1i- 1= Z 85:11+1 : (§n+1x—1) pourtouti=1,...,n. (4.47)

Gréace & [Théoreme 3.9, [B75]], nous définissons 'action & droite de P¥j ;1 sur ﬁFn en posant

DAt Eis
nt11- D& = ZW(gn—i—l,kl), (1<1<n). (4.48)

k=1

En calculant les coefficients (W) de (4.48), nous obtenons
nrh Lk

(gn—i—l,l flJ Z C 51,3 §n+1 k™ 1) (4-49>
avec
i J
&ij Lt
&ij* Enti,j & (T—&np1 - ngie 5{1#1,9
Cl&f = (i<}
0 AR
GijInj
(4.50)
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j i
&L
§ij + Lig 0
Clé& i = : (<)
Gijr (L=&nt1j o1 Suny) it

&ijIni
(4.51)

ou 1 <i# j<n. En passant des générateurs &; ; dans PX;, 1 a leur matrice correspondante C (fi’j)%‘, on
trouve que le nombre de générateurs diminue de un, puis nous attribuons chaque générateur &; ; de P¥y

a cette matrice. On arrive au résultat suivant.

Théoréme 4.6. L’application & ; — C(&;), 1 < i # j < n, détermine une représentation matricielle

fidéle Wy, : PY, — GL(0, R[Fy x PXy]) ou

i ]
gLt
Gij - Ent1,] & (- nr1y-bavri-&abay)
0 &ij- L

&ijInj
(4.52)
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et

j 1
Gij L
Sij Licj 0
C(&y) = ; (j <i).
i (1=&nt1j o1 i) i Ent,j

&ij Ini
(4.53)

Preuve. Puisque l'action fidele de PX,, sur Fy s’étend sur I'anneau de groupe libre R[Fy] et, de plus, la
représentation matricielle donnée dans ce théoréme est équivalente a ’action a droite de PX, sur I’idéal

d’augmentation I, . O

Remarque 4.7. En vertu de ce théoreme et (4.49), nous pourrions dire que T,, satisfait I’écriture abstraite

suivante :

i[gn 5 = ZC(S) 'i[pn (4.54)

ou s représente les générateurs de PX 1 et C(s) est leur matrice correspondante considérée comme des

générateurs de P>.;,. Nous verrons dans la section 4.3 ci-dessous comment cette écriture peut étre itérée.

Proposition 4.8.
L’application a : R[Fy x PX,] — R[t{cl, .t telle que Ent1k P bk et &5 — 1 appliquée a chaque
+1

7ttt

coefficient des matrices ci-dessus donne la représentation ¥y, : P¥, — GL(n, R] 1) donnée

par & 5 — °C(& ;) avec
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i J
Ly
t 1-t
*C(&i ) = (i<i) (4.55)
0 iji
Infj
et
j i
ijl
Iifj 0
“C(&i) = (<1 (4.56)
1-t t;
Ly

ou1<iz#j<n.

Remarque 4.9. La représentation “Wy, (n > 1) a été construite respectivement : par Bardakov [B05] en
utilisant la construction de Magnus au sens de Birman définie dans [B75] et par Rubinsztein [R02] en
utilisant la construction au sens originel considéré par Magnus dans [M74]. Cette représentation n’est
pas fidele pour n > 2 et est une extension de la représentation de Gassner du groupe de tresses pures Py
(voir [B05]). Bien sir, la représentation ¥y s’étend facilement & la représentation %<I>n (4.46)) de BX,
dite extension de représentation de Burau. Compte tenu du fait que *W¥y, et 9, sont des extensions des
représentations de Burau et Gassner, c’est pour cette raison que nous appelons ¥y, comme représentation
généralisée de Gassner de PX, et &, comme représentation généralisée de Burau de BXy,. En outre,

M. Nasser et M. Abdulrahim ont récemment étudié I'irréductibilité des extensions des représentations de

Burau et Gassner dans [NA20].
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4.3 Construction d’une méthode itérative

Nous donnons ici une méthode itérative consistante avec (4.48)-(4.49) et (4.54). Pour ce faire,

nous construisons itérativement des produits semi-directs

PYn(2) :=Fp x (Fyp 1 x Py 1) <PY, g
(4.57)

PYn(r) :=Fn > (Fp 1 x (.. (Fpyp1 v X PXpg1p)..0)) S PYyp (1< <n),

ou Fy est le groupe libre sur {&i171,...,8k41k} (voir [B03a, CPVWO0S]). A partir des
décompositions (4.57), nous définissons itérativement les idéaux d’augmentation relatives ﬁIFn -
associés aux groupes libres Fy 1, puis considérons l'action de PX, 1 sur le produit direct
O~ D1 -2 - 1, ot O = (§pq0ps — 1) pour chaque s = 1,...,r. lIci, l'action de &;
(1 <i#j<n+1)surle produit direct djr - dp1--- 02 - 0 est donnée par itération de (4.48)
comme suit :

n

k!
Opr » 01 -+ 0p2 - 01 - &5 = Opr ~ 1 -+ - 02 - Z C(&jn -0 par (4.49)
kl=1
n-1 n
= O Opr1---0y3- Z Z C(C(&yj){(ll)i(zz “Dp1 - Oz par (4.54) et (4.49)
k?=1k!'=1

n+1-r n-1 n

Z Z Z C(-- 'C(C(gid')i(ll)%{; )i(rr - p1 - - - Dr par itération de (4.54) et (4.49).

k=1 K2=1kl=1

(4.58)

ou les coefficients C (C(fi,j)ﬁl)%f sont exactement comme les matrices (4.51), mais les éléments
matriciels présents &5 (1 < i # j < n + 1) dans ces matrices sont remplacés par leurs
représentations  matricielles  correspondantes C (gi’j)ﬁl. I en va de méme pour
C(---C(C(gi’j)ﬁl)%{;-~-)%§r. Les substitutions de & ; par C(&J)%{ll réduisent le nombre de
générateurs de PX, 1 par deux et, de plus, comme ces substitutions respectent les relations de
McCool (2.33), il doit étre clair que I'application & ; — C(C (§i’j)i‘11)%‘22 établit une représentation
matricielle de PX, 1 dans GL(2(n — 1),R[PX,(2)]). Pour la méme raison, Iapplication

& > C(~--C(C(£ivj)i§1)%{22---)%‘rr définit une représentation de PX,.; . dans
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4.8.  Construction d’une méthode itérative

GL(r(n + 1 — r),R[PXy(r)]). Pour illustrer plus précisément la forme de ces représentations
matricielles, si nous utilisons 5 ij pour représenter la représentation matricielle de &; ; au r-ieme
itération, alors la représentation matricielle \Ilg) de P¥ 41 dans GL(r(n + 1—1), R[PX,(r)]) est

donnée par

gi(fj)) = &; €PEny1  ( représentation initiale )
i j
SIS
(r=1) L (r) (-1 (r-1) r) () (1) p(e-1) e (r-1)
§i,j b £n+1J §i,j ’ (I( ) -t '£n+1,j "gn+1,i ) €n+1,j )
51(3) - (i<ij)
0 5(1r 1) .
‘51(371) In-‘,—l r—j
(4.59)
et
J i
51(371) L
r—1
SR 0
& = (1) () 01 1) (1) (1) 40 g (<9
SEE av BERYER 5n+1 i €nty) &, §n+1J
51(,3'71) a1
(4.60)

our =1,...,n; t € R sont des parametres non nuls, pas nécessairement distincts

(r) (r)
: et t;

introduits a chaque itération de chaque représentation matricielle. Ici, 1) est 1a matrice identité

(r-1)

de taille égale aux tailles des matrices récurrentes {ig . En les appliquant a une représentation
triviale 51(3) =1 pour tout 1 <i#j<n+1dePX,q, les formules (4.59)-(4.60) donnent pour
la premiere itération, I'extension de la représentation de Gassner *W, (voir Proposition 4.8) et
produisent pour la deuxieéme itération, le produit tensoriel *¥, ® ¥, de deux extensions Wy,

de la représentation de Gassner. Cela découle de la proposition 4.5 et [Théoreme 2.6, [BS20]].

[llustrons cela au moyen d’un exemple simple.
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Chapitre 4. Représentations matricielles de groupe de tresses généralisées

Exemple 4.10. En l'appliquant a une représentation triviale 51(3) =1pourtout1 <i#j<n+1
de PYXy 11, la formule décrite ci-dessus donne, sans véritable surprise, a la premicre itération
Uextension de la représentation de Gassner *Wy, de PXy (voir la Proposition 4.8). Pour la deuxiéme
itérationr = 2, prenons le cas de n = 4 : nous obtenons par exemple en appliquant la formule (4.59)

sur "Wy (&1.2),

sata sa(1—t1) 0 0  ta(l—s1) (1—t1)(1—s1) 0 0 0 0 00

0 S2 0 0 0 1-51 0 0 0 0 0 0

0 0 S92 0 0 0 1-5s1 0 0 0 0 0

0 0 0 sato 0 0 0 1-s1t1 O 0 0 0

0 0 0 0 to 1-t1 0 0 0 0 0 0

@ 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

¢ = (4.61)

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 to 1-t; 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Comme nous pouvons le constater en omettant les colonnes 4,8 et 12 ainsi leurs lignes dans la

matrice ci-dessus, le résultat de 5522) devient un produit tensoriel de deux matrices 6512) :

sote so(1—t1) 0 to(l-s1) (1—-t1)(1—s71) 0 0 0 0
0 52 0 0 1-s1 O 0 0 o0
0 0 s 0 0 1-s1 0 0 0
0 0 0t 1t O 0 0 o0
€2,,= | o 0 0 0 1 O 0 0 o0 =¢h ey
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 o 1-t; 0
0 0 0 0 0 o 0 1 o0
0 0 0 0 0 o o0 o0 1

(4.62)

Autrement dit, il s’agit d’un produit tensoriel (*W3 ® “W3) (1 2). A cause de la proposition 4.5 et
[Théoréme 2.6, [BS20]], la méme situation comme 5{22) arrive dans le contexte plus général : a la

2éme itération nous avons toujours da partir de *Wy m>1) :

—

5(2)i,j = fi(j) ® 51(3) = (a\IJn ® a\I/n> (&) pour tout 1 <i#j<n. (4.63)
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Nous concluons cette section par une représentation de BX,yq ;. Par la proposition 4.1,

(r)

BX, 41 peut s’écrire comme le produit semi-direct P11 % X411 ;. La représentation Wy
(r)

de P¥, 1, ci-dessus peut facilement se généraliser a une représentation ¢y’ de BX, 1, donnée

par & j — 51(5) (4.59)-(4.60) et 75 — Ts(r) (4.64) en définissant par itération

(0)

s/ = Ts € YXpy1, — (représentation initiale)
s s+ 1
S
0 TS(rfl)
D . (4.64)
TS(ILl) 0
—1
7's(r ) Ipogr
L’image par <I>£1r) de 0; € BY, 41 pourrait étre déterminée via ai(r) = §i(ri)+1 ~7'i(r).

Remarque 4.11. Sans utiliser I'idéal d’augmentation relative, la matrice itérative analogue a celle

de 0~(r)

.’ pour le groupe de tresses By est déterminée par Liidde et Toppan [LT92] selon une

méthode itérative (voir aussi [CL92]). Cette méthode décrit une procédure permettant de relever
des représentations de By1 a By. Elle donne par exemple une représentation de m-parametres
v de By en relevant successivement la représentation triviale de Bp4m. I y a un moyen de
comparer cette méthode a celle qui est donnée par Long et Moody [BLM92, L94] en utilisant
'idéal d’augmentation relative et la proposition 4.5. Notez que I'auteur a connu larticle [LT92]
en travaillant sur le papier [CS98| de D. Cohen et A. Suciu ou il est développé une construction
généralisant les constructions classiques de Magnus, Burau et Gassner, qui construit de nouvelles
représentations linéaires n;" de By dépendant également de m-parametres. Cohen et Suciu ont
~ m

1%

L pour tout n et m. Il serait

montré que V% est équivalente a 77% et ont conjecturé que n"
intéressant de savoir s’il y a une relation entre la construction de Cohen-Suciu et la méthode de

Long-Moody.
79



Chapitre 4. Représentations matricielles de groupe de tresses généralisées

4.4 Un relevement de représentation du groupe

de tresses virtuelles

L’idée de cette section est basé sur [LT92]. Pour fixer les idées a partir de maintenant nous
identifions WB,, avec BY, via l'identification des générateurs p; et v; et o; et 7y respectivement.
Ici, BY, est le groupe qui coincide avec BY, comme un ensemble et on a toutes les relations (4.5)
comme dans BY,, sauf la dernicre relation qui est remplacée par oy0j417 = 7i4+10j0i41. Prenons
maintenant R[WBy 1] comme 'anneau de groupe de W8y 41 et considérons un ensemble abstrait
Ay :={61,...,0n}. Ensuite, nous construisons de maniére formelle un module libre a gauche sur
R[WB,,+1] a partir de cet ensemble. Le R[WB,,41]-module libre a gauche de rang n ainsi obtenu est

noté ]—"r(ll) et il est engendré par les éléments d1, ..., 0. Ce module porte ’action a droite suivante

n—

du groupe de tresses virtuelles VBy: les générateurs (Ji)?;% et (Ti)i:} dans cette représentation

agissent selon

;‘O.r)
)
|
Q
X

1 oL
(1*04 “Ent1,ibnt1ivl §n+17i) 0t &gt dipr sioj =1
o; X (Si si j:i+1

oy X (Sj si j#{i,i+ 1}

5j.7’i:7'i X 671-(514_1 si j:i
X B osi j=i+1
niox s j#A{Li+1}

(4.65)

ou a,  sont des parametres dans R non nuls (pas nécessairement distincts). L’action a droite

(4.65) peut s’écrire de la fagon suivante :
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5j.0‘i = Z V(O'l)}{ Ok, (1 <j< Il)
k=1
S k
G = Y V() (1<j<n) (4.66)
k=1
avec
i i+1
oj-liq
oi.(1-a - &ny1i- Eattitt  Entiy) 030 Ent1i
V(o)f = € GL(n, RWBn41])
agi 0
oi - In-i1
(4.67)
et
i i+1
7i - Lig
o sl
V(n)j = € GL(n, R)WBy11]). (4.68)
5 *Ti 0
i Inoica
Lemme 4.12. Soient o, 5 des paramétres non nuls dans R avec a # 3. Alors on a la représentation

matricielle ¢p : VBy — GL(n, RWBy11]) définie par

o — V(oj) :

oi. Iig

1
oi- (1= &n+1i &nt1itl Entri) - 0i- &g

1+1

oi-In i

(4.69)
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et
i 1+1
7oL
0 gl.q
7= V(n) = (4.70)
87 0

7 Inin
Mais en revanche, la représentation ¢y se factorise par YWBy si et seulement si f = a et WBy, si

et seulement si = 1.

Preuve. C’est une conséquence des relations de VBy, qu’il suffit de vérifier par un calcul direct. [

On dérive du lemme 4.12 une variante de la représentation de Burau du groupe de tresses virtuel

qui semble étre nouvelle et nous énongons dans le théoreme suivant.

Théoréme 4.13. Soit o, € R deux paramétres non nuls avec o # [ et B # 1. L’application

h: BXyn4+1 — R telle que o; — 1 et 7, — 1, appliquée a chaque coefficient des matrices ci-dessus

donne la variante de la représentation de Burau Bqﬁn : VB — GL(n, R[ail,ﬁil]) définie par
i i+1 i i+1
I171 Il*l
1-« Q 0 g1
o — hV(Ui) = et T — hV(Ti) =
1 0 I5; 0
Inia Ihia

(4.71)

qui ne se factorise pas en une représentation du groupe de tresses soudées sur n brins. Mais en
revanche, hqbn se factorise en une représentation de WBy si et seulement si f = « et hngn se

factorise en une représentation de WBy, si et seulement si § = 1.
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Preuve. 1l découle par un simple calcul que les matrices satisfont les relations de VB, (n > 1). O

Clairement, les représentations h(bl et h¢2 sont fideles. En revanche, la représentation h(bn n’est
pas fidele pour n > 5, puisque la restriction de hgbn au groupe de tresses By n’est pas fidele (voir
[LP93, B99]). Nous ne savons pas si les représentations hqﬁg et h¢4 sont fideles ou non. La question

de la fidélité de la restriction de h¢4 a By est ouverte depuis tres longtemps.
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ANNEXE

Suite centrale descendante des groupes

de McCool

A.1 Groupe quotient de la suite central

descendante pour P,

Dans cette annexe, nous étudions le rang de grk(PZn) pour tout k,n > 1. Tout d’abord, le groupe
abélien PY2P est isomorphe a Z2(™1) de base &ij (1 <i#j<n.)Soit {&1 1 <1#j <n}ledual
de la base {ELJ" 1 <1i+#j<n}de P2 Puisque le premier groupe d’homologie Hy(PXy,Z) de
PY, est égal & PX2P H;(PXy,Z) est un groupe abélien de base & (1 <i#j<n). Donc

Hi(PEn,Z)= @ Z ‘Ei,j- (A1)
Par conséquent le premier groupe de cohomologie Hl(PZn, Z) de P, est donné par la base duale

_ 1 sik=ietj=1
&5 (1) = (A.2)
0 sinon

Brownstein et Lee [BL93| sont les premiers a avoir déterminé dans les années 93, le groupe de

cohomologie Hk(PEn,Z) de PX, pour k = 1,2 et ont conjecturé une présentation de I'anneau
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Annexe A. Suite centrale descendante des groupes de McCool

de cohomologie H*(PX,,Z) de PX,. Cette conjecture a été prouvée par Jensen, McCammond et

Meier [JMMO6]. En particulier, ils ont déterminé le rang de chaque k-ieme groupe de cohomologie

HX(PX,, Z) de Py, donné par

rang (HX(P%y,Z)) = (nk 1) ok, (A.3)

Soit Vy le sous-groupe libre de PX;, de rang nsur vy, 1, ..., vnn. [l est facile de voir que Vy, (qui est
égal a Int(Fp)) est normal dans PYy,. A savoir, les générateurs ¢ ; de PXy, agissent par conjugaison

sur les générateurs de V. L’action de fi,j sur vpp pour tout 1 < p < n est donnée par:

Yn,p sip#i

&j vhp =& p &ij = (A4)

V;l’lj Vap Vnj Sip#i
Puisque &y j = V(I},l)’j’/n,j pourtout 1 <j<meté, 1y = (fl,n e '5n72,n)717/n,n7 OPYy = PXy/Vy
est engendré par les images de tous les générateurs de PYy, 1 et des éléments &1y, . . ., {9 n modulo

Vi. Nous avons aussi PX, = V; x OPY;, qui est donné par la suite exacte courte scindée
{1} — V, — P, — OPY, — {1}. (A.5)
Par (A.4), Paction par conjugaison de OPXy, sur V& est triviale. Par Théoréme 2.15, nous avons
gr¥(PLy) = gr(Vy) @ gr¥(OPLy,) pour tout k > 1 (A.6)

Jusqu’a présent, a ma connaissance, une base du groupe abélien grk(PEn) n’est pas encore connue
et donc les rangs ¢y (PXy) de gr¥(Py) ne sont pas encore généralement déterminés pour tous les
k > 2 et n > 4. Nous allons maintenant examiner les rangs ¢, (P%,) de grk(PZn) dans certains
cas. Nous commencons par les cas n = 2 et n = 3 (parce que PX = {1}, il n’y a rien a dire dans
ce cas). Les groupes PYo et PY3 ont des structures simples et donc leurs rangs associés respectifs
o (PX9) et ¢ (PX3) peuvent étre rapidement déterminés.
Le cas n = 2. Puisque OPXs est le groupe trivial, PXo = Vo = (19 1,11 2) est un groupe libre de
rang 2. Par conséquent, il est immédiate que grk(PEg) >~ L5(k), le groupe abélien libre de rang
ro (k). Donc

¢ (PX2) =ra(k) pour tout k > 1. (A7)
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Le cas n = 3. Le groupe quotient OPY3 a trois générateurs {£; 9,621, 3} (modulo V3). Les

générateurs de PX3 satisfont au total les neuf relations suivantes
[51,2, 53,2] =1, [51,3, 52,3} =1, [52,17 53,1] =1,

{52,3, 52,1-53,1} =1, {51,3, 51,2-63,2} =1, [51,2, 51,3-52,3] =1,
{53,2, 52,1-53,1} =1, {53,1, 51,2-63,2} =1, [52,1, 51,3-52,3] =1,

Toutes ces relations dégénérent dans OPX3. Il en résulte que OPY3 = (£19,621,£13) est un

groupe libre de rang 3 et on arrive au résultat suivant.

Lemme A.1. PX3 est un produit presque-direct de deux copies de groupes libres V3 = Fg et

OPX3 = F3 de rang 3. A savoir

PEg = V3 X OPEg. (AS)

En conséquence Théoreme 2.15, nous avons le résultat suivant:
Proposition A.2. [l existe une suite exacte courte scindée
{0} = gr¥(V3) = gr¥(PX3) — gr(OPX3) — {0} (A.9)
En d’autre terme nous avons pour tout k > 1 les isomorphismes de groupes abéliens,
gr*(PYi3) = gr¥(V3) @ gr(OPX3) = L3(k) @ L3(k), (A.10)

ot L3(k) est le groupe abélien libre de rang r3(k).

De la Proposition A.2, nous en déduisons alors que

¢ (PX3) = 2-r3(k) pour tout k >1 (A.11)
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Le cas n > 4. La structure de OPY,, est assez compliquée, il est difficile de déterminer le rang
o (OPZy) de gr¥(OPE) et surtout celui de gr¥(PEy,). Toutefois pour k = 1 ce n’est pas surprenant
que gr!(PYy,) = Puab = z2(1) ¢t donc

$1(PEn) =(n-1) -ry(1) Vn> 1. (A.12)

Nous allons calculer le rang ¢9(PXy) de gr?(PXy) et en méme temps nous déterminons une base
pour gr2 (PXy). Pour déterminer le rang ¢o(PX) ), nous allons appliquer la suite exacte d’homologie
a 5 termes. Rappelons que si nous avons une extension de groupe {eq} - N — G — Q — {eq},

alors il existe une suite exacte de la forme (voir [[JS65],Théoreme 2.1 | )
Hy(G) = Ha(Q) = N/[G,N] = H1(G) = H1(Q) — {ec}- (A.13)
Nous appliquons ceci a la suite exacte courte
{1} = I'y(PEy) — PEy — PE2P 5 {11 (A.14)
Donc, nous obtenons
Hy(PXy, Z) — Ho(PY2P Z) — gr?(PEy) — Hy(PEy, Z) — PY2P — {1} (A.15)
Or Hy(PXy,Z) = PX2P donc (A.15) devient
Ho(PSy, Z) — Ho(PY2P, Z) — gr?(Py) — {1} (A.16)
Théoréme A.3. Pour tout n > 1, gr>(PYy) a pour base possible
{l&: &l T <i<j<n} U{[§ &Il <i<ni#jt1<j<t<n} (A.17)
dont le rang est

$2(PSy) = (n— 1) -1n(2) Vo> 1. (A.18)
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Preuve. D’abord, il découle de (A.16) et (A.3) que le rang ¢o(PXy) de gr?(PYy) est au moins

(n(n2 1)) ) <n2 1) o n(n21)2 1) 1(2) (A.19)

D’autre part, comme indiqué dans [[B03a], Lemme 7], chacun des deux sous-groupes de PXj

suivants
(&3> & id1<i<i<n €t (&5 it) 1<i<n,iztit,1<j<t<n (A.20)

est isomorphe a un groupe libre de rang 2. Par Proposition 2.10, grQ(PEn) est engendré par
[ﬁi,j,ﬁs,t} mod I'3(PXy) pour des indices i,j,s,t distincts 2 & 2. Il est & noter qu’a partir de
(A.20)

0 # [gi,jfj,i} € gr’(PSy) et 0 # [517j,§1,t] € gr’(PLy). (A.21)

Nous affirmons que gr?(PXy) est engendré par tous les éléments de (A.21). En effet par les relations

McCool (2.33), nous avons
o Si{i,j}n{s,t} =0, alors [fi,j,fs,t} =1 et donc [5i7j7587t} = 0 dans gr?(PXy).
o Sit =], alors {Si,jfs,j} =1 et donc ki,yfs,j} = 0 dans gr2(PXy).

(G §a] sis=i]

e Sii=t, nous avons alors [fi,ja fs,i} =
1 sinon,

et nous obtenons donc

[fi,y fs,i] = { [&J? fj,i} =) dans gr?(PYy).
0

sinon,

e Sis=j, nous avons alors [éi’j, fj’t} , or par la formule 4 de Propriété 2.1 nous avons
1= {fi,j: fi,tfj,t] = [fi,j, §j,t] [ﬁi,j, 51,4 Hfi,ja fi,t} : fj,t] (A.22)

et donc [&4, §1) = [ Gut] dans gr?(Pn).
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Donc gr2(PYy) est engendré par tous les éléments [, &it) et [&i5, &1l de de (A.21). Par conséquent
le rang ¢o(PYy) de gr2(PXy) est au plus

#{&H Gl <i<j<n} U {[5 61 <i<ni#jt,1<j<t<n})

_ ;n(n )2 = (1) ra(2). (A.23)

Ainsi, en gardant a 'esprit (A.19), ¢o(PXy) = (n—1) - rp(2). O

Comme nous venons de le voir tous les rangs de grk(PEn) déterminés ici s’obtiennent par la

formule
o (PXy) = (n—1) - rp(k) (A.24)

Nous terminons cette section en conjecturant que cette formule (A.24) tient pour tout n > 4 et

k > 3 dont la preuve fait I'objet d’un travail en cours.

Conjecture A.4. Soit k,n des entiers tels que k > 3 et n > 4. Le rang ¢y (PXy) de grk(PZn) est

donné par (n—1) - ry(k).

Si nous arrivons a établir la véracité de cette conjecture et que nous appliquions la stratégie telle
que susmentionnée dans l'introduction, nous pouvons tirer une conclusion générale concernant la

conjecture de Satoh (1.1).

A.2 Groupe quotient de la suite centrale

descendante pour PX’

Soit P le groupe de McCool triangulaire supérieur ou le groupe de tresses soudées pures
triangulaires supérieures (appelé dans la littérature anglophone sous le nom the upper-triangular
pure welded braid group, le sous-groupe de PYy engendré par tous les automorphismes & ; avec

1 <j < i< n Dans [CPVWOS8], il est montré que PX peut étre réalisé comme un produit
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presque-direct itéré de groupes libres.  Si nous mettons xp; = &uiy1np pour tout

1<i<p<n-—1, alors

PEY = Fyt %y (Frog Xy (- (Fo iy Fr) o)) = x4 Fp (A.25)
ot F; est un sous-groupe libre de P¥y, de rang p sur {x, 1,...,Xp,p} et le morphisme p, : Nf;iFj —

IA(Fp) qui détermine la structure de ce produit semi-direct itéré est donnée par

-1 . .
Xpi Xpi X Slq=1
1 _ P.J P, ©p,)
pp(%qj) (xp,i) = Xq,j Xpi Xqj = (A.26)
Xpi sinon
oul1<i<p,1<j<qgetl<qg<p<n-1. En conséquence de la proposition.2.17, nous avons

la présentation finie suivante de P [C08]:

Proposition A.5. Le groupe PY = mg;lle ot Fp = (xp; 1 1 <i<p) admet une présentation

de groupe avec les générateurs Xp i (1<i<p<n-1,) et avec les relations suivantes:

-1 . .
{Xp’i,qu} = {xpﬂ,xp’j} siq=i
{Xp7i,xq7j} = 1 sinon (A.27)
oul<i<pl<j<qetl<qg<p<n-L
A partir de la décomposition presque-directe du produit PY} = Ng;lle, nous pouvons

décrire P = F; 1 % PZril. Notez que PZril agit par conjugaison sur F?ﬂfl trivialement. Il
résulte de [Lemme 3.1.1 dans [I90]] que le produit presque-direct PX = Fp, 1 x PZ;l induit
une décomposition de I'algebre de Lie associée sur Z

gr* (P = gr(Fy 1) @ gr (PSS ). (A.28)

Soit e, ; (1 <i<p<n-1)limage de chaque xp,i dans grl(PZBL). Pour chaque 1 < p <n-1,
soit € := {ep1,...,¢epp} et soit L[€] I'algebre de Lie libre correspondante de rang p sur Z. On

sait que gr*(Fy_1) est l'algebre de Lie libre L[€] de rang n — 1 sur Z engendrée par les classes
2(n71)71, ceey e(n,1)7(n,1) S grl (anl) de X(n71)71, . ,X(n71>7(n71). D’ou
gr*(PX}) = L[€, ] @ gr*(PS] ). (A.29)
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Proposition A.6. Lalgébre de Lie gr*(PX}) est le quotient de l’algébre de Lie libre L[€] sur Z

engendrée par tous les éléments epi (1 <i<p<n-1) modulo les relations suivantes

[ep,i’ep,ﬁeq,ﬂ = 0siq=i

[ep7i,eq’j} = 0 sinon
oul<i<p, 1<j<qetl<qg<p<n.

Preuve. La preuve s’adapte textuellement du preuve de la proposition 3.4 en considérant PX1 au

lieu de I,. O
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ANNEXE

Anneau de cohomologie du groupe I,

Ici, nous déterminons la structure de 'anneau de cohomologie H*(I,, Z) de I,,. Rappelons d’abord
qu'un produit presque-direct G = NIS:IGP de groupes libres Gp = <Xp’1,...,Xp7np> est un
produit semi-direct itéré de groupes libres dans lequel 'action de groupes libres constituants sur
I'abélianisé les uns des autres est triviale. Dans [C08], Cohen a déterminé la structure de
I'anneau de cohomologie H*(G,Z) d'un tel groupe comme étant un quotient de l'algebre
extérieure E = A HY(G, Z). Soit {epil 1 <i < mnp,1 < p <k} désigne la base duale de la base
{%pill <i<np, 1 <p <k} de Hi(G,Z) = G2 Nous reprenons son résultat comme il suit:
solent E = AHY(G) lalgtbre extérieure sur 7 engendrée par les 6éléments €p.i
(1 <i<np, 1<p<k) et soit n%;j les éléments de la forme
p-1 ngq 1p

ng! =epiAep+ 21 2:1 21 Kgp eqr A eps (B.1)
q=lr=1s=

ou les coeflicients ﬁa‘]l’)r’s sont les coefficients d'une matrice, voir [CO8] pour les détails. L’ensemble

suivant J = {n%;j : 1<p<k 1<i<j<np} estunebase de ker(H*(Z™) — H?(G)), le
k
noyau du dual de I'homomorphisme Hy(Z™) — Hy(G) avec m = > np. Soit J I'idéal bilatere

p=1
engendré par les éléments de l'ensemble J. Le résultat de Cohen [[CO08|, théoreme 3.1] montre

qu’alors ’'anneau de cohomologie H*(G) de G est isomorphe au quotient E par J.
Ezemple B.1. Pour le groupe G = PY; est engendré par les éléments Xpi = &nitinp (1 <1<
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Annexe B. Anneau de cohomologie du groupe Iy

p < n—1) soumis les relations suivantes

. N - N B R
[Xp,lvxq,.]} = [XP,“XPJ} Std=1

[Xp,ian,j} = 1 sinon

oul<i<p 1<j<qetl<q<p<n, (voir Prop.A.5 dans Appendice A2). En conséquence du
[Théoreme 3.1 dans [CO8]], nous avons H*(PX, Z) = Ep /Jp ot Ep = AH!(PX;F, Z) est engendré
par les éléments de degré un e, ;, 1 <i<p <n-1ouep; représente le dual des générateurs X, ;

de Hy(PXF,Z) et Jp est I'idéal engendré par
epi/\epj €p,i/\eij; ou j<i<p. (B.2)

Cette description de H*(PX, Z) est exactement celle donnée dans [CPVWO08] mais la preuve est

différente.

Un résultat similaire peut se produire pour le groupe I. Soit {a,;| 2 < p <n,1 <i < p} la base
dual de la base {Pp’i] 2<p<n1<i<p}de Hl(In,Z) = Iralb.

Proposition B.2. Lanneau H*(Iy,7Z) de Iy est isomorphe d Ep/J; ot B = NHY(Iy,Z) est

IN

lalgébre extérieure engendrée par les éléments de degré un ap;,2 < p < n,1 <i < p el Jy est

l’idéal engendré par les éléments

apiNapjtagjAap; ouj<i<q<p. (B.3)

Preuve. Puisque I, est un produit-presque direct de groupes libres, 'anneau H*(I,, Z) découle

directement des résultats de [Théoreme 3.1 dans [CO8]]. O
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