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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

La simulation numérique fut introduite des I’émergence de I'informatique pour enrichir
les connaissances scientifiques dans des contextes ou 'expérimentation est trop contrai-
gnante voire impossible. La simulation peut aussi avoir un intérét prédictif pour dimen-
sionner un probleme physique (simulation de tokamaks avant leur construction comme
dans le projet ITER) ou pour tester un modele et le confronter aux futures observa-
tions (simulation de nébuleuses ou d’étoiles). La simulation peut étre vue comme une
retranscription informatique de modeles mathématiques, censés représenter des phéno-
meénes physiques. La simulation numérique doit étre représentative de la réalité. Ainsi,
dans des modeles ot la solution exacte est souvent hors de portée, il est nécessaire de
vérifier que la transcription numérique conserve certaines propriétés mathématiques du
modele (conservation de certaines quantités physiques comme la masse ou I’énergie totale

par exemple).

Un enjeu majeur de la modélisation et de la simulation est de maintenir un équilibre
entre les approximations au niveau du modele, qui permettent d’accélérer le temps de

traitement, et la précision des résultats.

Les modeles étudiés ici sont des modeles issus de la physique des plasmas. Un plasma
désigne un gaz ionisé constitué généralement d’ions et d’électrons. Le terme plasma a été
introduit par le chimiste et physicien américain Irving Lagmuir en 1928, par analogie avec
le plasma sanguin. A la différence d’un gaz, constitué de particules neutres, un plasma
est sensible a ’action d’un champ électromagnétique. Les particules chargées géneérent un
champ électromagnétique qui agit sur les autres particules via la force de Lorentz et le

principe fondamental de la dynamique de Newton. Cela permet de construire une classe
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de modeles dits particulaires ou on s’intéresse a la trajectoire de toutes les particules :

vie(t) = Z Fi(t,xx(t))

J
J#k

ol xx(t) et vi(t) représentent respectivement la position et la vitesse au temps ¢ > 0 de
la k-eme particule, avec k = 1,...,n ou n est le nombre de particules, et [}, représente
la force exercée par la particule j sur k. La force considérée dans ce modele peut étre
I'interaction coulombienne pour représenter 'interaction électrostatique entre particules,
ou la force gravitationnelle pour représenter l'interaction a grande distance entre des
masses. La complexité algorithmique d’une méthode de résolution de ce modeéle est O(n?);
or dans le cadre de I’étude des plasmas, le nombre de particules n en interaction est voisin
du nombre d’Avogadro Ny =~ 6.02 - 10%*. La résolution numérique de ce type de modéle
fait souvent 'objet d’approximation, a 1’aide d’arbres de partitionnement de I’espace par

exemple.

Pour décrire un tel systeme de particules, plusieurs possibilités existent. La description
dite fluide, qui prend en compte les équations de la mécanique des fluides (comme les équa-
tions d’Euler ou de Navier-Stokes), peut étre utilisée. Les inconnues de ces équations sont
des quantités dites macroscopiques (mesurables expérimentalement) comme la densité, la
vitesse moyenne ou la température qui ne dépendent que du temps t et de la position x.
Cependant cette description suppose que le systeme étudié est a 1’équilibre, c¢’est-a-dire
que la répartition en vitesse des particules est maxwellienne. Or lorsque le systeme est
parcouru par une onde de choc ou un laser, des phénomenes hors équilibre sont a prendre
en compte, exigeant une description plus précise. On utilise alors la description cinétique.
Celle-ci manipule une fonction de distribution f(¢,x,v) dépendant du temps ¢, de I'espace
X mais aussi de la vitesse des particules v, ce qui permet de prendre en compte ces aspects
hors équilibre. La complexité de description apportée par le modele cinétique se traduit
numériquement par un cotit en temps de calcul et utilisation de la mémoire ; en effet la
simulation s’effectue sur I'espace des phases (x,v) plus le temps ¢, donc 7 dimensions au
lieu de seulement 4 dimensions pour la description fluide, ou les inconnues ne dépendent
que de (t,x). L’espace mémoire nécessaire pour stocker 'inconnue f(x,v) sur une grille
1008 de I'espace des phases peut étre estimé a 7.2 To, alors que la description fluide ne

nécessite que 7.6 Mo sur une grille 100 de I’espace. Une description cinétique n’est donc
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pas souhaitable sur tout le domaine d’étude si le fluide est proche de son équilibre et des

optimisations sont donc envisageables dans ce type de configuration.

Nous nous intéresserons ici a des plasmas ou les particules peuvent étre distinguées
en deux populations, une premiere dite froide ou les particules sont proches de 1’équi-
libre, a une température 7, ; une seconde dite chaude ou les particules conservent toute
leur dynamique cinétique, a une température Tj. La température représente 1’agitation
moyenne des particules; ce profil de population peut étre représenté, en une dimension,
par la distribution tracée sur la figure [0.1] Dans la modélisation, il peut étre souhaitable
de faire tendre T, vers 0, impliquant alors de raffiner un maillage en vitesse pour cap-
turer correctement une gaussienne avec une dizaine de points. Le rapport % = € peut
étre vu comme un parametre raide lorsque 'on se retrouve dans le cas € < 1; on peut
alors construire un modele fluide/cinétique en considérant les particules froides en équi-
libre thermique et en utilisant ’approximation de plasma froid. Cette configuration a une
justification physique, par exemple dans un tokamak lorsque 1’on souhaite chauffer un
plasma a I’équilibre par I'introduction d’une faible quantité de particules hors équilibre
thermique ; un autre exemple est celui de ’excitation, par des particules du vent solaire,
de plasma de la magnétosphere, générant ainsi des aurores polaires. La dérivation d’un
modele hybride nécessite d’effectuer un couplage entre ’équation cinétique de Vlasov qui
est conservée pour la dynamique des particules chaudes, une équation fluide modélisant
le comportement des particules froides, et les équations de Maxwell permettant de décrire

le comportement des champs électromagnétiques.

0.75
0.5+ i
0.25 - J
—Vo Vo
0 T I T
—10 —5 0 5) 10
v

FIGURE 0.1 — Distribution en vitesse v des particules en une dimension. On peut distinguer ici
la population de particules froides a la température T., et la population des particules chaudes,
réparties autour des vitesses vy et —vy.
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0.1 Hiérarchie des modeles du probleme général

Les modeles étudiés dans cette partie sont présentés dans un cadre général multi-
dimensionnel en espace et en vitesse. Nous commencgons par présenter les équations de
Vlasov-Maxwell 3dx — 3dv :

0 e
aJtC+V-fo+:1(E+v><(B+B0))-VVf:0 (0.1)
0B
S E 2
T Vi X (0.2)
1 0E
ga = Vx x B — MoGe /RS Vde (03)
1
x E=—1qp; e d 4
v - (qp +q/R3f V) (0.4)

ou f = f(t,x,v) représente la densité des électrons dans I'espace des phases {(x,v) €  x R3}
avec € C R3, au temps t > 0; la population d’ions est supposée & ’équilibre ou de densité
constante, E = E(t,x) € R3 représente le champ électrique, B = B(t,x) € R? représente
le champ magnétique, et By = (0,0, BO)T est un champ magnétique extérieur supposé
constant et d’intensité By > 0. Les valeurs physiques ¢,, my et p., x € {i, e} représentent
la charge, la masse et la densité des ions (i) ou des électrons (e). La constante physique p
représente la perméabilité magnétique du vide, la constante c est la vitesse de la lumiere,
et gg est la permittivité diélectrique du vide ; ces constantes physiques vérifient c¢?pgey = 1.
Le systeme — forme les équations de Vlasov-Maxwell, et modélise le transport
non-linéaire d’une quantité f(x,v) dans l'espace des phases  x R au cours du temps
t. On considérera des conditions périodiques en espace et nulles a 'infini en vitesse et on

munira ce systéme de conditions initiales (B°(x), E°(x), f%(x, v)).

0.1.1 Dérivation du modeéle de Vlasov-Maxwell hybride linéarisé

Le modélisation hybride vient de la volonté de réduire le temps de calcul en considérant
la dynamique d’une population de particules comme fluide et non plus cinétique. En
suivant cette stratégie, dans le modele de Vlasov-Maxwell -, on distingue la
population de particules f en deux : un premier groupe de particules froides f. dont la
vitesse thermique est faible, et un second groupe de particules f,, dites chaudes, dont

la vitesse thermique est grande. Ces deux populations sont supposées indépendantes et
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n’interagissent entre elles que via les champs électromagnétiques (E, B). Considérant cela,
I'équation de Vlasov (0.1) devient :

of. e
a{; +v~vxfc+:% (E+vx(B+Bg) Vyfc=0
0 e
aJ;h—i—V-Vth—Fgl(E+VX(B+B0))'vah:0

avec les conditions initiales f.(t = 0,x,v) et fr(t = 0,x,v) telles que f.(t = 0,%x,v) +
fu(t = 0,x,v) = f(t = 0,%,Vv) avec des conditions périodiques en espace x et nulles a
I'infini en vitesse v. Les équations de Maxwell-Ampere (0.3), de Maxwell-Gauss (0.4]) et

de Maxwell-Faraday deviennent :

1 OE
v Vi X B—Moqe/RSVfch_MOC]e/Rgvfhdv

1
Vi -E=— (qmﬁqe/ fch+Qe/ fth>
€0 R3 R3

(9tB:—VX x E

La population de particules dont la vitesse thermique est suffisamment faible pour étre
approchée par un fluide est la population des particules dites froides f., que I'on souhaite
rendre indépendante de la vitesse v, et seulement dépendante du temps ¢ et de la position
x. En effet, elle représente une densité de particules froides, de faible vitesse thermique,
dont on peut supposer qu’elles restent proches d'un équilibre thermodynamique. Pour
obtenir le modele hybride il est nécessaire de calculer les moments de f. et d’introduire

la densité p. = p.(t,x) et la vitesse moyenne u. = u.(t,x) des particules froides :

(1)L

ainsi que de définir également le courant des particules froides j. = ¢.p.u..

Proposition 0.1. On suppose 'approximation dite de plasma froid utilisée dans la litté-



Introduction

rature ([112,|65]) qui suppose fo(t, %, V) = pe(t,X)d{v=u.(tx)}(V), le modéle hybride s écrit :

8tfh+v-foh+%(E+v><(B+B0))~vah:0 (0.5)
1
Opet  VxJe=0 (0.6)
. .C ® .C e .
(%]C + Vx . J J - % <QGPCE +Jc X (B + BO)) =0 (07)
0B
.V, xE .
T Vi X (0.8)
1 .
—OE = Vi X B — pioje — uoqe/ v, dv (0.9)
C R3
1
Vi B=— (apitapeta [ fudv) (0.10)
50 R3
Démonstration. Voir annexe [0LA 1] O

L’approximation de plasma froid, % — 0, a été faite, il n’y a plus de contrainte
sur le maillage en vitesse v. La littérature physique propose de linéariser la partie fluide
(voir [63]). La dynamique des particules chaudes est 1'élément intéressant le plus les ap-
plications physiques de ce modele; par conséquent I’équation cinétique portant sur les
particules chaudes, , sera entierement conservée. Ainsi on considére maintenant la
linéarisation du modele —, satisfait par les variables (pe, j., E, B, f3). La linéari-
sation s’effectue autour de ’équilibre donné par (pgo) (x),0,0,0, f}(LO) (V)), avec ,(LO) (v) une
fonction telle que [v f,(lo) dv = 0. L'objectif est d’obtenir un modele dans lequel la partie
fluide est linéaire, tout en conservant la non-linéarité dans I’équation cinétique permettant

le couplage des différentes quantités. On écrit alors :

pe(t,x) = p(x) +ep(t,x)
Je(t,x) = i (t, x)
E(t,x) = cEW(t,x) (0.11)
B(t,x) = eBW(t,x)
fr(t,v,x) = f,(lo)(v) +5f,§1)(t,v,x)

Proposition 0.2. Le systeme (0.5))-(0.10) peut étre linéarisé autour de [’état d’équilibre
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(pgo),(), 0,0, f,go)(v)), avec f,(lo) (v) une fonction telle que fvf,go) dv =0, par :

8tfh+v-vxfh+%(E+v><(B+B0))-Vvh:O (0.12)
Dje = o2 B+ 125, x By (0.13)
me
OB = -V, xE (0.14)
1 )
gﬁtE = Vx X B — oje — ,uoqe/vfh dv (0.15)
Démonstration. Voir annexe [0LA.2l ]

Le systeme — possede des invariants (masse et énergie totale) que 1'on ob-
tient a partir des invariants du systeme de Vlasov-Maxwell. Pour obtenir ceux du modele
hybride linéarisé, il suffit de poser f(t,x,v) = po(t, X)dy—u. (1) (V) + fu(t, X, V), ol p. est
la densité des particules froides, u. est la vitesse moyenne de celles-ci et f;, la distribu-

tion des particules chaudes dans l’espace des phases. On obtient ainsi I’hamiltonien du

systeme - - donné par :

/|E|2dx+7/|B|2d —}-— QQ ljel dx—l——// [v|? fr dx dv

Hje

(0.16)
On verra plus tard que, comme le modele de Vlasov-Maxwell, le modele hybride linéa-
risé possede une structure géométrique qui sera utile pour la construction de méthodes

numeériques.

Dans la suite de ces travaux, nous utiliserons des quantités adimensionnées; la déri-

vation de celles-ci est donnée dans I'annexe [0.Bl

0.2 Meéthodes de résolution numérique en temps

Dans cette section nous allons présenter les principales méthodes utilisées pour ré-
soudre numériquement des équations dites cinétiques en temps, et plus spécifiquement
le systeme (0.12))-(0.15)). Une fois discrétisés en (x,v), les différents systémes que nous
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regardons peuvent se réduire au modele abstrait suivant :
= L(t,u) + N(t,u), u(0)=1uq (0.17)

d’inconnue u € R", et ou L et N sont des fonctions (t,u) € R, x R" — R™ n € N est le
nombre de dimensions ou d’inconnues du probléme. C’est sur cette équation (0.17) que

nous allons présenter les différentes méthodes d’intégration en temps utilisées ici.

0.2.1 Méthode de splitting hamiltonien

Les méthodes de splitting sont classiquement utilisées dans la résolution d’équations
cinétiques ([89, |50, (111} [112]) ; elles consistent a diviser I’équation & résoudre en plusieurs
parties. La construction de ces méthodes en temps se fait par concaténation des différentes

étapes en formant des palindromes.

Une méthode de splitting consiste a résoudre les deux équations suivantes successive-

ment :

i@ = L(t,u) (0.18)
0= N(t,u) (0.19)

La solution de I'équation ((0.17)) au temps ¢ est o, (ug), et sera approchée par une composi-

tion de o} (up) et o) (ug), respectivement solutions de (0.18]) et (0.19)). Ainsi la méthode
de Lie, splitting d’ordre 1, consiste a approcher ¢;(ug) par ¢y (ug) ~ gpLL] o gpLN](uo). Si la

résolution de chaque sous-systéme gol[tL] et QOEN] est exacte, la seule erreur en temps provient

du splitting.

La résolution de chaque sous-systeme peut se faire sur des intervalles de temps diffé-
rents (que nous noterons en indice) ; ainsi la méthode de Strang [106], splitting d’ordre 2,

s’écrit comme :

L N L
u(t) = Si(ue) = pyh 00y 0 op (o)

Lorsque I'équation met en jeu plusieurs termes, comme c’est le cas pour le sys-
teme (0.12))-(0.15)), il est difficile de savoir comment choisir L et N. L’hamiltonien du
systeme permet de suggérer une décomposition intéressante, et de construire des mé-

thodes appelées splitting hamiltonien [25] (17, |5, |79).
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0.2.2 Méthodes de type Runge-Kutta

Les méthodes de type Runge-Kutta sont des méthodes d’approximation de solutions
d’équations différentielles, développées des 1901. Elles peuvent étre vues comme une exten-
sion, a des ordres supérieurs, de la méthode d’Euler. Nous utiliserons ce type de méthodes
pour résoudre la discrétisation en temps. Nous allons présenter ce type de méthodes sur
I’équation :

= N(t,u), u(0) = ug

outu€R" et N: (t,u) € Ry xR" — N(t,u) € R" une fonction agissant sur u et pouvant
dépendre du temps t. Il s’agit d'un cas particulier de I’équation (0.17) ou L est la fonction
nulle. Nous résumerons les méthodes par leur tableau de Butcher[12], qui se représente

sous la forme :

Ci|air -+ Qs
(0.20)

Cs | Qg1 Ags

by - b

et qui se lit :
u®D ="+ At a N (" + c;At,u))
=1
u"t ="+ ALY BN+ At u®),
i=1

ou u" =~ u(t") avec t" = nAt, et ou At est le pas de temps.

Nous n’étudierons, pour des raisons de performances numériques, que des méthodes
dites explicites, c¢’est-a-dire que chaque étage ne nécessite que les étages précédents pour
étre calculé. Dans ce cas, la matrice (a;;);; est triangulaire strictement inférieure. Dans
le cadre de méthode explicite, il est possible de convertir la méthode, comme la méthode
RK(3,3) de Shu-Osher, pour n’avoir qu’une seule évaluation de la fonction non linéaire N

par étage de la méthode.

Un intérét des méthodes de type Runge-Kutta explicites est la montée en ordre. En
effet celle-ci peut se faire de maniere presque linéaire par rapport au nombre d’étages.
A Tinverse, ces méthodes ne préservent pas I’énergie du systeéme qu’elles résolvent ; la
montée en ordre est donc une nécessité pour réduire I'erreur et garantir la validité des

résultats. Un autre inconvénient de ce type de résolution est l'introduction de condition
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de stabilité, que nous détaillerons un peu plus dans le cadre du chapitre [I}

Nous bénéficions de la large littérature sur le sujet des méthodes de type Runge-
Kutta, 1’étude de stabilité ou de convergence (voir [98, |12, 48, |4, 105]), ainsi que des
améliorations dans des contextes spécifiques, telles que les méthodes de Dormand-Prince
permettant des stratégies de pas de temps adaptatifs (voir |33} 34, 52, |51} 13, 2]), ou les

méthodes de Lawson qui profitent de la structure linéaire de I'équation (voir 75, (65, 57]).

0.2.2.1 Méthodes de Lawson

Les méthodes de Lawson sont une optimisation des méthodes de type Runge-Kutta a

des équations ayant une partie linéaire que 1'on écrit comme suit :
u(t) = Lu(t) + N(t,u)

il s’agit du cas particulier de ’équation ol L est une matrice ou un opérateur
linéaire agissant sur u. Le principe de la méthode de Lawson est d’utiliser une formule de
Duhamel sur u pour résoudre exactement le terme linéaire. Ceci permet de se soustraire
d’une condition de stabilité provenant du terme linéaire, et réduire 'erreur en résolvant

exactement le plus de termes possibles.

Nous effectuons une formule de Duhamel en notant v = e~*u, ce qui nous permet de
calculer :
0(t) = —Le "Fu(t) + e u(t)
d’ou :

0(t) = —Le Fu(t) + e " Lu(t) + e "EN(t, u).

On peut maintenant écrire I’équation sur v que nous souhaitons résoudre avec une méthode
de type Runge-Kutta :

0= N(t,v)

avec N : (t,v) € Ry x R* — e *!N(t, et v) € R". La méthode de Lawson consiste &
réécrire la méthode Runge-Kutta sur v en la variable u, ou la partie linéaire est résolue

exactement. La méthode de Lawson, induite par une méthode Runge-Kutta explicite

10
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décrite par le tableau de Butcher (0.20)), s’écrit alors :

1—1
u® =SBty 1 At > agge”CTIMEN (e At uD)
j=1

un—i—l — eAtLun + Atz bie(l—ci)AtLN(tn + CiAt, u(z‘))

=1

Le cadre théorique pour I’étude de convergence de schémas a été proposé dans [61]
57]. Comme pour une méthode Runge-Kutta classique, il est possible d’appliquer la méme
méthode d’optimisation de Shu-Osher pour n’avoir qu’'une seule évaluation de la fonction

non-linéaire N par étage dans le cadre d’'une méthode explicite.

0.3 Méthodes de résolution numérique en espace

Nous présentons dans cette section les méthodes numériques permettant de discrétiser
en espace (x ou v) que nous allons utiliser pour résoudre numériquement le systeme ((0.12))-
(0.15)).

0.3.1 Meéthode WENO

La méthode WENO, pour Weighted FEssentially Non-Oscillatory, est une méthode
volumes finis ou différences finies, dont I’écriture classique est d’ordre 5. Il s’agit d’une
méthode upwind, d’ordre élevé, combinée a des poids non-linéaires permettant de réduire
les oscillations par de la baisse d’ordre et de la diffusion numérique. La méthode d’ordre 5
est présentée dans [80, 66, 97, 99]. Nous la présentons ici pour une équation de transport

de la forme :
Ou+ 0y f(u) =0, u(t =0,z) = ug(x) (0.21)

avec u(t, z) la fonction inconnue dépendant du temps ¢ > 0 et de 'espace = € ) (supposé
ici périodique par commodité), et f : u — f(u) une fonction agissant sur u. On définit
une discrétisation de l'espace z; = iAx 4+ xg, 1 = 0,..., N,, avec Az > 0 le pas d’espace.

La méthode WENO se présente comme suit :

Ous(t) + - (Fy = Ji-y) =0

11
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ou u;(t) ~ u(t,z;), j =0,...,N, et ou fjJr% = f(uj,g, ..., Ujto) est le flux numérique,
ici présenté pour WENOS, avec (u;_2, ..., ujr2) le stencil de la méthode, c’est-a-dire le
voisinage de points nécessaire pour calculer une approximation de la dérivée en espace.
Comme pour une méthode upwind, il est nécessaire de distinguer le flux en deux parties,

positive et négative :
flu) = fT(u) + £~ (w).

Pour cela il est possible d’utiliser le flux de Lax-Friedrichs (voir [96]). Dans les cas qui
nous intéressent, f : u — au est une fonction linéaire; il est donc simplement nécessaire
de connaitre le signe de la vitesse d’advection a; on note alors a™ = max(a,0) et a= =

min(a,0) et on a f;° = f*(u;) = atu;.

Ax . fj+ .
Jj—2 g —1 J | J+1 J+2
—e ® ® : ® o—
T stencil O
stencil 1
T stencil 2

FIGURE 0.2 — Présentation des stencils utilisés par la méthode WENQOS pour calculer le flux
numerique.

La méthode WENOS consiste en 3 interpolations sur 3 stencils différents, comme
I'illustre la figure |0.2] pondérées par des poids non-linéaires issus des approximations des

dérivées successives de f. L’écriture des poids s’effectue comme suit dans le cas f~ =0 :

b= 2,2t 1 - agr v

Az?(ff+O0(Ax)) 28z (fj+0(Az?))
13 1
br=S (=2 + )P+ (= ffa )
12 4° .
A2?(f+O(Ax?)) 28z fi+0(Ax?))
13 1
52:E(fj+_2 ]T:-I—}_ ;S,—2>2+Z(3f]+_4 ;S,—l—'— ;——1—2)2
AxQ(f]/-/+O(A:E)) 72Ax(fj’.+O(A:r2))

ou les coefficients ; sont appelés indicateurs de continuité (indicators of smoothness). Ce

12
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qui nous permet de calculer les poids définis par :

= —1 =012

)

(e + 5;)?
ol € est un parametre numérique pour assurer la non nullité du dénominateur, qui sera
pris & 1075, et avec 7y = 1—10, v = 1% et 1o = 13—0. La normalisation des poids s’effectue

comme suit :
Q;

>

Nous pouvons ensuite calculer les flux numériques pour WENO5 [99], donnés par :

i=0,1,2

w;

Sy = wo <6th2 “glint 6fj+> T (_ijtl ol TG j++1>
2 5 1
+w2 <6fj+ + 6 jT:-I - 6 ;:_2) .

La méthode WENObS prend la forme finale :

M+t I
( it+3 fj—é) + ( it+3 fj—;)] ‘

Il existe des variantes de la méthode WENQODbS, permettant de réduire la perte d’ordre
a l'approche d’un choc, a savoir WENO-M ([55]) ou WENO-Z ([8]). Ces variations se font

sur le calcul des poids non-linéaires. Ainsi la méthode WENO-M utilise une fonction de

1
Ouf(75) = s

mappage pour équilibrer les poids et est définie par :

o=
! (E—Fﬂi)Z
- Q;
w; =
>k Qg
PO w2
_ G
w; =
>k Ik

avec le parameétre € = 1074, La méthode WENO-Z est quant a elle définie par :
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avec les parametres € = 10740 et 75 = By — B2. Cette derniére méthode est celle qui
réduit le plus la perte d’ordre a ’approche d’une discontinuité. L’étude approfondie de
ces méthodes n’est pas envisagée dans ce travail car les solutions de la physique des
plasmas ne présentent pas de discontinuités. Il est a noter que ces méthodes conservent la
méme linéarisation que le schéma WENO5 classique de Jiang et Shu [66], ce qui permet

d’y appliquer les résultats de stabilités obtenus dans le chapitre [1}

Il est possible de monter en ordre en suivant les résultats dans [115], l'ordre 5 sera

considéré comme suffisant dans la suite de ce travail.

L’étude de la stabilité de la méthode WENOS5 couplée avec différentes méthodes de
type Runge-Kutta pour la résolution en temps a été initiée dans [114] ou il a été démontré
I'instabilité de la méthode couplée avec la méthode d’Euler explicite; il est nécessaire
d’avoir au moins un étage supplémentaire permettant d’assurer la stabilité, ou d’utiliser
une méthode d’ordre 3. Des estimations de stabilité et de conditions de stabilité ont par
la suite été proposées dans |90} 82]. Une étude automatique de la stabilité est présentée

dans [27] qui constitue le chapitre |1 de ce document.

0.3.2 Méthode semi-lagrangienne

Une méthode tres populaire pour la résolution numérique de 1’équation de Vlasov est la
méthode semi-lagrangienne. Celle-ci s’adapte tres bien a notre probleme car les termes de
transports sont linéaires. Elle a ’avantage de ne pas introduire de contrainte de stabilité.
La méthode semi-lagrangienne repose sur la remontée des caractéristiques; prenons pour
exemple 1’équation :

O+ ad,u =0, u(t=0,2)=muy(x),

ce qui correspond a I’équation [0.21] avec le flux f linéaire par rapport a 'inconnue u. On

définit les caractérisitiques le long desquelles u est constante :

14
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dont la solution s’écrit x(s) = a(s —t) +x. Avec u(s, z(s)) = u(t,z(t)) on a u(s,a(s —t) +

r) = u(t, ) et en prenant s = t" = nAt, et t ="' on a :
u(t" 2) = u(t", x — aAt), V€0, L]

Pour connaitre u(t", z;) de u(t",-), on pose z = z; : u(t"™, z;) = u(t",z; — alAt),
comme l'illustre la figure . Dans le cadre d'un schéma numérique, x; — aAt n’étant pas
un point de la grille, il faut évaluer en z; — aAt un polyndéme par morceaux, construit a
partir des données u(t",zy), k € N. Plusieurs méthodes d’interpolation sont alors envi-
sageables; la méthode par splines permet une reconstruction globale de la solution [20),
103] ; une approche plus locale a partir des données d’un stencil, c’est-a-dire des données
W(Tje_q, t") jusqu'a u(xjyq,t"), & Paide d'un polynéme d’interpolation, comme un po-
lynéme de Lagrange de degré 2d + 1, est aussi envisageable [18]. Nous utiliserons cette

approche locale avec d = 2 par la suite.

t

tn+1 —

t" ® ® ® . ° P

T

x; — alt

F1GURE 0.3 — Méthode des caractéristiques pour une méthode semi-lagrangienne avec une vitesse
de transport a > 0, et d = 2.

0.3.3 Méthode pseudo-spectrale

Une autre méthode souvent utilisée pour la résolution d’équations aux dérivées par-
tielles est la méthode pseudo-spectrale qui consiste a approcher les opérateurs différentiels
dans 'espace de Fourier a 'aide de transformées de Fourier. Cette méthode permet de
transformer une équation aux dérivées partielles en un systeme d’équations différentielles
ordinaires en transformant par exemple une dérivée dans I’espace réel en un produit dans

I’espace de Fourier. Nous considérerons ici la transformée de Fourier discrete, qui consiste

15
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a réécrire notre fonction u, L-périodique et de classe C!, sous la forme :

ou les coefficients de Fourier 4, sont définis par :

- 27K

1 /L
Uy = E/o u(z)e L dx.

En n’ayant la connaissance de la fonction u qu’en des points x; = j#, 7=0,...,N—1

de la grille, il est possible d’approcher les coefficients de Fourier par une somme discrete :

. 27]

1 N
,U’H, ~ ﬁ jgou(x]‘)e_zj\]ﬁ.

Transformer une dérivée en un produit nous sera utile au long de ce travail dans deux

contextes, un premier linéaire :
Oyu + adu = 0, u(t =0,2) = up(x)

devenant apreés une transformée de Fourier : 0;i, + airkt,, = 0 et pouvant se résoudre
exactement en temps : 4, (t) = exp(—iakt)i,(0). Cela correspond a la partie linéaire d’une
méthode de Lawson [0.2.2.1] L’autre cas d’utilisation sera pour un terme non-linéaire de
la forme :

Oru + Oy f (u) = 0, u(t =0,z) = ug(x)

devenant alors apres une transformée de Fourier : 0y, +ir(f(u)), = 0. Ce terme n’ayant
pas de solution explicite il sera résolu numériquement par une méthode Runge-Kutta,

correspondant au terme non-linéaire d’'une méthode de Lawson.

Nous utiliserons ’algorithme de transformée de Fourier rapide (fast Fourier transform
ou FFT) pour effectuer numériquement cette opération, dont une implémentation est
proposée dans [95]. Cet algorithme possede une complexité en temps de O(N log N), ou

N est le nombre de points de discrétisation en espace.

16
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0.4 Contenu du document

Le fil conducteur de ces travaux est la résolution numérique d’ordre élevé du systeme
de Vlasov-Maxwell, et la mise en place de méthodes exponentielles pour résoudre des

équations cinétiques.

Dans un premier chapitre (écrit en anglais) qui a fait 'objet d’une publication dans
Journal of Computational Physics en collaboration avec Nicolas Crouseilles[]] et Lukas
Einkemmerﬂ est étudiée une classe de schémas dits exponentiels pour des équations
cinétiques de type Vlasov. L’idée de ces schémas repose sur la formule de Duhamel ou
la partie linéaire de I’équation est résolue exactement en temps alors que la partie non-
linéaire est approchée par une méthode de type Runge-Kutta. Méme si ces méthodes sont
bien connues, c¢’est la premiere fois qu’elles sont utilisées pour les équations cinétiques. Ces
méthodes s’averent tres adaptées a ce contexte puisqu’elles permettent de se défaire d’une
contrainte de stabilité induite par la partie linéaire (souvent la plus restrictive). Une étude
précise de la stabilité de plusieurs méthodes exponentielles a été effectuée, permettant de
montrer que les schémas de Lawson étaient plus adaptés que les schémas exponentiels
classiques. L’étude de stabilité et ’estimation numérique de condition de stabilité ont été
automatisées et ont mené au développement d’un package Python ainsi qu'une mise en

ligne des résultatsf]

Les deuxieéme et troisieme chapitres font ’objet d’un article soumis en 2021 au Journal
of Computational Physics en collaboration avec Anais Crestetto[l] Nicolas Crouseilles[] et
Yingzhe Liff| Nous nous proposons ici de développer plusieurs aspects n’étant pas dans
larticle soumis. L’objectif de ces deux chapitres est 1’étude numérique d’un modele hy-
bride fluide-cinétique introduit dans la communauté physique des plasmas [64]. Ce modele
hybride repose sur I’hypothese que le systeme étudié est composé de deux populations
d’électrons, une chaude et une plus froide, ce qui introduit des restrictions fortes sur
certains parametres numériques (voir la figure . Ainsi, la population dite froide est
approchée par une fonction de Dirac dans 'espace des vitesses dont les parametres sont
solutions d’un modeéle fluide d’Euler sans pression (0.13). La population des particules
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Department of Mathematics, University of Innsbruck, Austria
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chaudes est décrite par une équation de Vlasov (0.12)), et le couplage s’effectue au travers
des équations de Maxwell décrivant la dynamique des champs électromagnétiques ((0.14))-
(0.15). Cette these s’intéresse alors a la résolution numérique de ce systeme par deux

méthodes :

— Une premiere reposant sur la structure géométrique de ce modele hybride, permet-
tant de construire un splitting temporel dont toutes les sous-étapes peuvent étre

résolues exactement en temps.

— Une seconde utilise les résultats du premier chapitre puisqu’elle repose sur des mé-

thodes de Lawson.

Ainsi le chapitre [2| étudie et valide numériquement la pertinence du modele hybride par
rapport au modele cinétique dans la limite asymptotique du ratio des températures qui
tend vers zéro en dimension réduite (1 dimension d’espace et 1 dimension de vitesse). Cette
validation s’effectuera par une étude approfondie des relations de dispersion. S’en suivra
une comparaison des deux méthodes de résolution pour le modele hybride. On remarquera
déja que les méthodes de splitting, tres populaires, s’averent relativement cotiteuses lors
de leur montée en ordre, et que la méthode de pas de temps adaptatif associée est moins
performante que son équivalent en méthode de Lawson. De nombreux tests numériques

sont présentés pour montrer les avantages et inconvénients de chaque méthode.

Le chapitre [3| s’intéresse a un cadre plus complexe et pertinent d’un point de vue phy-
sique en considérant une dimension spatiale et 3 dimensions en vitesse, ce qui permet de
prendre en compte les effets électromagnétiques avec les équations de Maxwell. Dans ce
cas, le modele met en jeu 7 inconnues et de nombreux termes additionnels par rapport
au cas étudié dans le chapitre 2] La méthode numérique basée sur le splitting hamiltonien
s’avere tres coliteuse puisqu’elle comporte 4 étapes, et donc le nombre d’étapes dans la
version d’ordre élevé devient trop important. A 'inverse, le cofit de calcul de la méthode
de Lawson augmentant linéairement avec 1'ordre en temps, elle devient une tres bonne
alternative en pratique. Cependant, plusieurs extensions sont nécessaires pour prendre en
compte les termes supplémentaires. D’une part nous proposerons un filtrage de I’équation
cinétique pour se défaire d’une condition de stabilité trop restrictive; et d’autre part le
calcul du flot de la partie linéaire du modele hybride n’est pas accessible a ’aide de logiciels
de calcul formel, rendant compliquée la mise en place d’'une méthode de Lawson efficace
dans ce contexte. Une premiere stratégie a consisté a transférer des termes de la partie
linéaire a la partie non-linéaire, entrainant une contrainte de stabilité ; enfin une seconde

approche a été d’explorer des méthodes telles que les approximants de Padé permettant
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de lever toute contrainte de stabilité provenant d’un terme linéaire. Pour permettre 1'im-
plémentation rapide de différentes méthodes, des outils de métaprogrammation ont été

mis en place, permettant la génération automatique de code.
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APPENDICES

0.A Dérivation du modele de Vlasov-Maxwell hybride li-
néarisé
0.A.1 Dérivation du modele de Vlasov-Maxwell hybride

On s’intéresse ici a démontrer la proposition [0.1]

Démonstration. Pour écrire le modele hybride, on distingue deux populations de particules
dans le modele de Vlasov-Maxwell —, une population de particules froides f. dont
la vitesse thermique est faible, et une seconde population de particules chaudes f; dont la
vitesse thermique est grande. Ces populations sont supposées ne pas interagir directement
entre elles mais seulement par le couplage via les champs électromagnétiques, I’équation

de Vlasov devient :

ofe e
(9]; +v.vxfc+77q%(E+v><(B+Bo))-vac=0
0 e
£+v-vxfh+§%(E+V><(B+Bo))'vv n=10

et les équations de Maxwell-Ampere ((0.3) et de Maxwell-Gauss (0.4)) deviennent :

1 OE
L T
c2 ot
1
Vx-EZE(qmﬂrqe/fchJrqe/fth)
0

On introduit la densité p. = p.(t,x) et la vitesse moyenne u. = u.(¢,x) des particules

() = G

20

froides :



Introduction

Maintenant on calcule les moments de ’équation de Vlasov sur les particules chaudes,

c’est-a-dire que 1'on multiplie I’équation par (1,v)T puis on intégre en v :

o (i) fot [, (i) (v Vafo) dv
sl (i) E-Vofdve L[ (i) (v x (B+By) - Vyfo) dv =0

On réécrit cela comme deux équations, une par moment calculé :

atpa"'VX' (pcuc) =0
Orpeu —|—/V(V-V f)dv—i—&/v(E-V fe)dv
c*c X.Jc m vJc

€

+ 25 [v((v % (B+B)) - Vof)dv =0

Mme

Cette deuxieme équation contient plusieurs termes que ’on peut traiter individuellement

en les regardant par composante :

(/ (v - Vif) dv)

/v Zi: 00y, fe dv;

1

<.

Il
Mw

s,

[ vivg fo du;

1

<.
I

/
axJ/V®V ij fo dv;

Il
Mw

1
V- /V®Vfcdv>
Vx (pcuc @ ut:))i

.
Il

%

Il
—
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ou on note ® le produit tensoriel : (o ® f3); ; = a;f3;. Le terme suivant :

(:;/V(E'v"fc) dv) B qe/”iiEﬁwfcdvi

e i Me j=1

= —qezg:ej/&,j(vi)fcdvi

me 52

= _&Ei/fcdvi
Me

Qe
— 2 (p.E),.
- (pE)

e

Et enfin le troisiéme terme :

(qe/v((v x (B+By)) - Vyfe) dV>i = gi/vlzz(v x (B + By)); 0y, fe dv;

me
3
_ _% Z/avj () (v x (B + By)), f.dv,

= —&/(V x (B + By)), fedv;

e

_ [_q@ (/vfcdv) X (B+BO)}

Me

_ [—T(i:(pcuc) x (B+Bo)] :

e 7

7

On peut ainsi réécrire les moments comme :

atpc + Vx : (pcuc)

=0
at(ﬂC“C) + Vi - (pcuc ® UC) - (PCE + (pCUC) X (B + BO)) =0.

4
m
On définit maintenant le courant induit par les particules froides j. = j.(t,x) comme

étant une renormalisation du courant p.u. :

Je = Qe (pcuc)
ce qui nous permet de réécrire ’équation du deuxiéme moment de f. comme :

. jc ®jc Qe .
at.]c + vx : = (ercE +Jc X (B + BO))
GepPc me
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On écrit ainsi les équations de Vlasov-Maxwell hybride :

Oufu+V - Vofut 2= (B4 v x (B+By) - Vofyy =0 (0:22)
1
. .C ® .C e .
at.]c + V- ! ) - qE (ercE +Je X (B + BO)) =0 (024)
0B
— =-VyxE 2
T Vx X (0.25)
1 .
6—2&5E =V xXB — pj. — uqe/vfh dv (0.26)
1
Vi -E= ; (%pz + Gepe + Ge / fh dV) (027)
0
]

0.A.2 Dérivation du modele de Vlasov-Maxwell hybride linéarisé
On s’intéresse ici a démontrer la proposition [0.2]

Démonstration. On souhaite linéariser le systeme (0.5))-(0.10) autour de 1’état d’équilibre
(,0&0), 0,0,0, f,EO) (V)), avec f,so) (v) une fonction telle que fvf;(LO) dv = 0. En réutilisant la
réécriture des inconnues ((0.11]), on peut réécrire le systeme (0.5))-(0.10) sous la forme :

8tfh+v-foh+5;(E+v><(B+BU))-vah—0 (0.28)
0D + qgvx (W) =0 (0.29)
20 + V- fif) Gijf)m) = (g + ep)EB + £ x (B + By)) =0

qe(p p 0

£0,BY = —¢V, x EW (0.31)
%@E(l) = eV x BO — iV — cpuq, /Vf,(Ll) dv (0.32)
eVyx-EW = 510 (%’pi + Gepe + e / fa dV> (0.33)

Nous souhaitons négliger les termes non-linéaires d’ordre O(g?). Dans le systéme ([0.28))-
(1), et cette

(0.32)) on remarque alors que ([0.29) est la seule équation faisant intervenir p,
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variable peut étre recalculée a partir de si besoin. L’équation pourra donc
étre omise du systéme par la suite. Par abus de notation, pour la lisibilité, on retirera les
indices de variables linéarisées lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, par conséquent les variables
je, B, B qui apparaissent par la suite, donc d’ordre € et correspondent a leurs perturbations

par rapport a un équilibre nul. On introduit aussi la fréquence de plasma des particules
)
froides 22, = ©re” On peut alors rééerire le systéme (0.28)-(0.32) comme :

£0Me

8tfh+v-foh+%(E+vx(B+B0))-vah:0 (0.34)
rje = c022E + —Lj. x By (0.35)
iz
OB = -V, x E (0.36)
1
SOE = Vi x B = jigje — Jiod. / v/, dv (0.37)
0

0.B Adimensionnement du systéme de Vlasov-Maxwell
hybride

Nous n’étudierons pas directement le systéme — mais uniquement deux de
ses restrictions. Une premiere a une dimension en espace x et une dimension en vitesse
v, que nous appellerons modele 1dx — 1dv (chapitre ; et une seconde toujours a une
dimension en espace, celle fois notée z, et trois dimensions en vitesse v, que nous appel-
lerons modele 1dz — 3dv (chapitre . Une pratique courante pour simplifier I’étude des
modeles et d’effectuer un adimensionnement de ceux-ci, en prenant le plus de constantes

physiques égales a 1.

0.B.1 Adimensionnement du systeme 1dz — 1dv

Le tableau présente les parametres physiques utilisés pour I'adimensionnement du
modele hybride (0.12))-(0.15]) en une dimension en espace et vitesse. De plus, en supposant
©) _
%%—}CL = 1, on obtient le modele hybride linéarisé de Vlasov-Ampere (2.7)) (qui sera utilisé
au chapitre . Ici, la constante physique e est la charge élémentaire d’un électron :

Ge = —E€.
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Parameétre Valeur
t 1/
x Ue/Qpe
v Ue
E Qpemetic/qe
Je P,
Jevfudv | pu

Tableau 0.1 — Adimensionnement du systéme pour le modéle hybride 2D.

0.B.2 Adimensionnement du systeme 1dz — 3dv

Le tableau présente les parametres physiques utilisés pour I’adimensionnement du
modele hybride ((0.12])-(0.15)) en une dimension en espace et trois en vitesse. De plus, en

Parametre Valeur
: /%]
z ¢/ Qee|
\% c
B |Qee|lme/e
E c|Qee|me /e
je epVi,
Jrs Vfndv P%O)’ah

Tableau 0.2 — Adimensionnement du systéme pour le modéle hybride 4D.

t Qz%eﬂc =1 et Qgeﬂh
supposant b= =1 et ghe 5k

(0
% = 1 nous obtenons :
pe

Jjc

o = Q2.E — j. x By, (0.38)
d

£L+V~th—(E+VX(B+BU))‘Vv h =0, (0.39)
OB

= E A4
5 = VxE (0.40)
OE :

E—VXB—JC—i-/RSthdV, (0.41)

<A 02 . , . L . ,
ou Qf,e = &5 correspond a la fréquence du plasma adimensionnée (qui sera notée Qﬁe par
ce

la suite).
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CHAPITRE 1

METHODES EXPONENTIELLES POUR
RESOUDRE UN PROBLEME
HYPERBOLIQUE AVEC APPLICATION AUX
EQUATIONS CINETIQUES

Ce chapitre a pour objectif de présenter les outils de calcul de stabilité, les schémas
exponentiels, et se familiariser avec des méthodes d’ordre élevé comme le schéma WENO5.
Le calcul de stabilité pour une méthode WENO a été initié dans [114] et [90], le calcul de
condition de CFL a été poursuivi dans [82] ; ce chapitre continue ce travail et propose un
algorithme d’estimation de condition de CFL entre un schéma WENO et une méthode
Runge-Kutta donnée, en plus d’étudier la stabilité des méthodes exponentielles en temps
pour une équation de transport, avec une application a des équations cinétiques que sont
les équations de la physique des plasmas. Ce travail est synthétisé par cet article, laissé en
anglais dans ce manuscrit, qui est un travail collaboratif avec Nicolas CrouseillesE] et Lukas
Einkemmerﬂ qui a mené a un article Exponential methods for solving hyperbolic problems
with application to kinetic equations publié dans Journal of Computational Physics en
2020 [27].

1.1 Introduction

The goal of this work is to develop high order and efficient numerical methods for

nonlinear collisionless kinetic models, such as the Vlasov-Poisson equations or drift-kinetic

1. Univ Rennes, Inria Bretagne Atlantique (MINGuS) & ENS Rennes
2. Department of Mathematics, University of Innsbruck, Austria
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Chapitre 1 — Méthodes exponentielles appliquées aux équations cinétiques

models. In most situations, the nonlinearity in the transport term originates from the

coupling with a Poisson type problem that is used to compute the electric field.

Historically, particle in cell methods have been extensively used to treat kinetic prob-
lems. In this approach, the unknown is sampled by discrete particles which are advanced
in time using an ODE solver, whereas the electric field is computed on a spatial grid.
For some problems, these methods can tackle high dimensional kinetic problems with a
relatively low computational cost. However, they also suffer from numerical noise which
pollutes the accuracy in low density regions of phase space. Moreover, as the number of
particles is increased the error only decreases as the inverse of the square of the number of
particles. Thus, convergence is slow. For a review of particle methods we refer the reader
to [113].

On the other hand, Eulerian methods (e.g. finite volumes or finite differences), which
directly discretize the phase space, are able to reach high order accuracy in time, space,
and velocity. However, in addition to the fact that they are costly, these methods usually
suffer from stability constraints that force a relation between the time step and the phase
space grid sizes, the so-called Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) condition. Hence, a large
number of time steps is required to reach the long times that are often required in plasma

physics applications.

To overcome this CFL condition, semi-Lagrangian methods have been developed dur-
ing the last decades. These methods realize a compromise between the Lagrangian (i.e. par-
ticle in cell) and Eulerian approaches by exploiting the characteristics equations to over-
come the CFL condition, while still performing computations on a grid in both space and
velocity [20, [104} |46]. This approach is usually combined with splitting methods to avoid
a costly multidimensional interpolation step. This allows for a separate treatment of the
terms in the equation and the corresponding characteristic curves can then, at least in
some situations, be computed analytically. For purely hyperbolic problems, the setting

we consider here, it is also possible to construct high order splitting schemes [17].

Splitting results in a very accurate and efficient scheme for the Vlasov-Poisson equa-
tion. This is the case because the problem is only split into two parts, the characteristics
of which can then be solved exactly in time. However, this is not necessarily true for
more complicated equations such as gyrokinetic or drift-kinetic models. Indeed, for the
drift-kinetic model, a three terms splitting has to be performed so that a relatively large

number of stages are required to reach high order accuracy in time. In addition, some
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stages can not be solved exactly in time and thus require additional numerical work to

approximate them.

In [28] an alternative approach based on exponential integrators was proposed. These
schemes exploit the fact that in many applications where (gyro)kinetic models are used,
the most stringent CFL condition is associated with the linear part of the model. This
observation serves as the basis for the numerical methods we will consider in this work.
Starting from the variation of constant formula, the linear part of the model will be solved
exactly as part of an exponential integrator, whereas the nonlinear part, which is very
often orders of magnitudes less stiff than the linear part, will be treated explicitly in time.
In practice, the linear part can then be solved in phase space by using Fourier techniques
or semi-Lagrangian schemes and the nonlinear part is approximated by standard finite

difference/finite volume/discontinuous Galerkin techniques.

The numerical results presented in |28] were generally very favorable. The authors were
able to take larger time steps compared to what has been reported for splitting methods
in the literature and the computational cost was significantly reduced. In addition, since
exponential integrators treat the nonlinear part explicitly, they can be adapted much more
easily to different models. Despite these many favorable properties, the largest stable time
step size was difficult to predict and varied significantly from method to method. Moreover,
as we will see, many exponential integrators can behave rather erratically depending on

the specific configuration of the simulation.

Thus, the main goal in this paper is to understand the stability of exponential inte-
grators when applied to purely hyperbolic problems. While there is a large literature and
well established theory for exponential integrators applied to parabolic problems (see [61]
and references therein), we will see that for purely hyperbolic problems many surprises
are encountered. Based on this analysis we will then propose to use a class of exponential
methods, Lawson methods, that do not suffer from the described deficiency. Our analysis
explains the efficient and robust behavior of Lawson integrators for this kind of problems.
We will also present numerical results for both the Vlasov—Poisson equations and a drift-
kinetic model that confirm the expected behavior and shows that using this approach
significant performance improvements compared to the exponential integrators used in

[28], and by extension compared to splitting methods, can be attained.

The paper is organized as follows. First, we offer a brief introduction to exponential
methods (section[I.2). Then, in section[I.3|a linear stability analysis is performed for both
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the time and phase space discretization. For the explicit part, we consider both centered
differences (such as Arakawa’s method) and weighted essentially non-oscillatory schemes
(WENO) schemes. In sections|1.4and [1.5] we investigate the performance of these methods

for the Vlasov—Poisson equations and a four-dimensional drift-kinetic model, respectively.

1.2 Exponential integrators and Lawson methods

Exponential methods are a class of time integration schemes that are applied to dif-

ferential equations of the form
= Au+ F(u), (1.1)

where A is a matrix and F is a, in general nonlinear, function of . Usually, both A and F
are the result of a spatial semi-discretization of a partial differential equation. Exponential
methods are applied to problems where A is stiff or otherwise poses numerical challenges,
while F' can be treated explicitly. For the hyperbolic case, a prototypical example is the
Vlasov equation ([L.11)). Exponential methods are advantageous if the largest velocity is
large compared to the electric field. Then the linear part has a much more stringent CFL
condition than the nonlinear part of the equation. We will consider this example in some

detail later in the paper.

In this paper, we will consider two types of exponential methods. The idea of expo-
nential integrators is to use the variation of constants formula to rewrite equation (I.1)

in the following form
At
u(t, + At) = exp(AtA)u(t,) + / exp((At — s)A)F(u(t, + s))ds,
0

where we denote the time step size by At > 0 and ¢, = nAt with n € N. This expression
is still exact; 7.e. no approximation has been made. Note, however, that this can not be
used as a numerical method as evaluating the integral would require the knowledge of
u(t, + s), which is not available. The idea of an exponential integrator is to approximate
the nonlinear part F'(u(t, + s)) in terms of the available data. In the simplest case we
just evaluate it at the left endpoint. That is, we use F'(u(t, + s)) ~ F(u™). Then we can
integrate the term exp((At — s)A) exactly and obtain.

u(t, + At) ~ v = exp(AtA)u" + Atp (AtA)F(u™),
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1.2. Exponential integrators and Lawson methods

where ¢1(z) = (e* — 1)/z is an entire function. This is the first order exponential Euler
method. In a similar way exponential Runge-Kutta methods can be constructed. We refer

to the literature, in particular the review article [61], for more details.

Another ansatz to remove the stiff linear term from equation ((1.1)) is to introduce the

change of variable

v(t) := exp(—tA)u(t).

Plugging this into equation (|1.1)) yields
0(t) = exp(—tA)F(exp(tA)v(t)). (1.2)

Now we apply an explicit Runge-Kutta method to the transformed equation. In the

simplest case, applying the explicit Euler scheme yields
v(t, + At) =" = 0" + Atexp(—t, A)F (exp(t,A)v™).
Reversing the change of variables yields
u"t! = exp(AtA)u" + At exp(AtA)F(u™).

This is the Lawson—Euler method, also a method of order one. Lawson methods are also
commonly referred to as integrating factor methods. We immediately see that any explicit
Runge-Kutta method applied to equation (1.2]) uniquely determines a Lawson scheme.
We call the chosen Runge-Kutta method the underlying Runge—Kutta method. For more
details we refer the reader to |76, |15} 110, [86].

The example of the Lawson—Euler method already shows the similarity between Law-
son schemes and exponential integrators. In fact, Lawson methods can be considered a
subclass of exponential integrators. That is, they are a type of exponential integrators that
only involve the exponential, but no other matrix functions. For the purpose of this paper
we keep the nomenclature distinct. A Lawson scheme is a numerical method obtained as
described above, while an exponential integrator is a numerical scheme that, in addition

to the matrix exponential, uses other matrix functions.

The efficiency of exponential methods crucially depends on a good method to evaluate
the application of the required matrix functions to a vector. A range of methods has been

developed to accomplish this. For example, Krylov methods or interpolation at Leja points
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can be used for a wide range of problems; see, for example, [56, 58, [87, |13| [14]. However,
often the most efficient approach is to exploit particular knowledge about the differential
equation under consideration. For example, in the hyperbolic case A might be a linear
advection operator. In this case the application of exp(AtA) can be computed by using
Fourier techniques or semi-Lagrangian schemes. Much research effort has been dedicated
towards improving spectral and semi-Lagrangian schemes for kinetic problems [31} |41} 135,
46, 50, 69, 89, 93, 1104, 20, 100, 25 26|, 38|, 43|, |42] and obtaining good performance on
state of the art HPC systems [94, |44 6|, 73, 84, 36, |30], 39].

Before proceeding, let us note that for parabolic problems, i.e. where A is an elliptic
operator, a mature theory for exponential integrators is available. We again refer the reader
to the review article [61]. In this setting there are relatively few surprises with respect
to stability and even rigorous convergence results are available. In addition, exponential
integrators have been considered for problems that include both hyperbolic and parabolic
terms (see, for example [83) 108, 45, 40]). An interesting point to make is that in this
community Lawson methods have all but lost their appeal. In fact, there are many reasons
why exponential integrators are to be preferred. For example, if a Krylov method is
used to compute the matrix functions, the ¢; function usually converges faster than
the exponential. In addition, exponential integrators that retain their full order for non-
homogeneous boundary conditions have been constructed [59]. It has been shown that this
property can not be achieved for Lawson methods [57]. However, the situation for purely
hyperbolic problems is markedly different. Most of the theoretical results that have been
obtained in an abstract framework do not apply and there is relatively little literature
available. We will see that the stability for exponential integrators in the fully hyperbolic
setting is full of surprises. Moreover, since for kinetic problems we usually have efficient
methods to compute the matrix exponential and complicated boundary conditions are
rather rare, Lawson methods are an attractive choice due to their improved stability, as

we will see.

1.3 Linear analysis
Determining the stability of a numerical scheme by conducting an analysis of a linear

and scalar test equation is very well established in the literature. Usually, the Dahlquist

test equation @ = Au is considered. The justification for this is that a linear ODE can
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be written as @ = Au. Once the matrix A is diagonalized we essentially obtain the test
equation. For linear PDEs we first perform a space discretization. Then the same argument
can be applied to the resulting differential equation and stability constraints, such as the
famous CFL condition, can be deduced. In the nonlinear case this, of course, only gives
an indication for stability. Nevertheless, in many practical problems the theory derived in

this fashion agrees very well with what is observed in numerical experiments.

The situation for exponential integrators and Lawson methods is more complicated
as we separate two parts of the differential equation. Thus, we will consider the following
test equation

U = lau + Au, aecR,\eC, u(0) = up € C. (1.3)

We note that we are here exclusively interested in equations with two hyperbolic parts.
The reason why we allow A to lie in the complex plane is that some space discretization
schemes introduce numerical diffusion. Thus, the discretization moves the eigenvalues

from the imaginary axis to the left half complex plane.

Although this test equation is used frequently in the literature, its use is also frequently
criticized. The reason for this criticism is that in the linear case the equation @ = Au+ Bu
can only be transformed to the form given in equation if A and B are simultaneously
diagonalizable. This is a severe restriction which is usually not true in practice. Thus, the
test equation, even in the linear case, gives only a necessary condition for stability. While
this argument is certainly correct, we emphasize that if a numerical integrator does not
work for the test equation there is not much hope that it would work for more
complicated problems. Therefore, the test equation is still useful and in fact we will
see that many of the deficiencies of exponential integrators observed in practice can be

illustrated well using the test equation (|1.3]).

1.3.1 Lawson methods

Applying a Lawson method to the test equation (1.3 proceeds as follows. First, we

introduce the change of variable

v(t) = e "u(t).
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which yields the equation

b = e "X\ (e"v) = v.

Thus, we precisely obtain the Dahlquist test equation. We now apply an explicit Runge—

Kutta method to that equation. It is well known that this results in
V" = g(2)0", z = \At,
where ¢ is the so-called stability function. Reversing the change of variable we obtain
u" = B p(2)u", z = MAL.

The condition for stability is [e!*?*¢(2)| = |(2)| < 1. Thus, the linear stability charac-

teristics of a Lawson scheme is identical to that of its underlying Runge-Kutta method.

This makes the problem rather easy as the stability constraint for explicit Runge—
Kutta methods has been extensively studied in the literature. In our present application
we are primarily interested in obtaining numerical methods that maximize the part of
the imaginary axis that is included in the domain of stability. It is well known that an
s stage method can include at most i[—(s — 1),s — 1]. This is, for example, stated as
an exercise in [53, Chapter. IV.2, exercise 3]. Thus, unfortunately, there is no analog to

Runge-Kutta—Chebyshev methods for hyperbolic problems.

For the sake of completeness we plot in Figure the curve given by |¢(z)] = 1
for different Runge-Kutta methods. The only non-standard method here is RK(3,2) best
which is a three stage second order method that has been purposefully constructed to
enhance stability on the imaginary axis (see Appendix for its Butcher tableau). We
also emphasize that the stability domain of the classic four stage fourth order Runge—
Kutta method is quite close to the theoretical bound i[—(s — 1),s — 1], s = 4.

1.3.2 Exponential integrators

We now apply commonly used exponential integrators to the test equation . In
this work we will consider the following methods: ExpRK22 (a classic two stage second
order method), the method of Cox-Matthews [23], the method of Hochbruck—-Ostermann
[59], and the method of Krogstad [72]. We refer to [61] for more details and to Appendix
[L Al for the Butcher tableaus of these methods.
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RK (3,2) best RK (3,3) — RK(4.4)

-4 -3 -2 -1 0 1
Riz)

Figure 1.1 — The domain of stability for some classic explicit Runge—Kutta methods is shown. The
nomenclature RK(s,p) denotes a method with s stages that is of order p. The Butcher tableaus
of these methods are given in Appendiz .

For the sake of brevity we will only detail the calculation for the ExpRK22 scheme.
Applying this method to the test equation we obtain

ki = A + Aty (iaAt) "
u"tt = Ay L At {(gpl(iaAt) — Pa(iaAt)) A" + o (iaAt) Nk |,

where ¢1(z) = (e —1)/z and py(2) = (e* — 1 — 2)/2? are entire functions. This yields the

stability function
P(z) = A 4 (gol(iaAt) — po(iat) + ei“Atgpg(z’aAt)>z + @1 (iaAt)py(iaAt) 22,

where, as before, we use z = AAt.

Our first observation is that, in contrast to Lawson methods, the behavior of this
stability function can not be understood by the domain of stability of the underlying
RK(2,2) method, i.e. the explicit method we obtain if we take a — 0. In fact, as we vary a
the domain of stability changes drastically. The domain of stability for the four exponential
integrators (ExpRK22, Cox—Matthews, Hochbruck—Ostermann, and Krogstad) is plotted
in Figure for aAt = 1.1 and aAt = 3.4. It is most striking that for large |aAt| the
domain of stability does not contain a symmetric interval of the imaginary axis. It should

be evident that this has the potential to causes severe stability issues.
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aft=11 — BaAt=34 aft=11 — aAt=34

-5 —4 -3 -2 -1 o 1 2 3 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Riz) R(z)

— aht=11 — aht=34 aht=11 aht=34

O
‘.

i —4
=5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 = 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Rz R(z)

Figure 1.2 — Stability domain of exponential integrators for two different values of aAt €
{1.1,3.4}. From top left to bottom right: ExpRK22, Krogstad, Coz—Matthews and Hochbruck—
Ostermann.

1.3.3 Phase space discretization

We start from the two-dimensional linear transport equation
Of +do.f+0b0,f =0, d,beR, z€[0,2r], v € [—Umax, Vmax)s (1.4)

where vp.c > 0 refers to the truncated velocity domain. The sought-after distribution
function is f(¢,z,v) and we impose periodic boundary conditions in the z-direction. We
assume that d and b are constants and thus the corresponding operators commute. This is
an idealization of the Vlasov equation we will consider in the next section. In preparation
for that example it is most useful to think that d is large and thus would induce a stringent

CFL condition if discretized by an explicit scheme.

We now have to discretize this equation both in the x and the v direction. In the

spatial direction x, we will consider a spectral approximation. Performing a Fourier trans-
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formation of equation (1.4]) yields
O, fi + idk fi, + b0, fi. = 0, (1.5)

where f,(t,v) denotes the Fourier transform of f(¢,z,v) with respect to . The corre-

sponding frequency is denoted by k.

We now perform the discretization in the v direction. The grid points are denoted
by vj = —Umax + JAv, with Av = 201,05 /N,, where N, is the number of points. We will
consider two options here. Namely, either using a centered difference scheme or an upwind

scheme.

Centered scheme in v

The classic centered scheme is obtained by approximating the velocity derivative in
equation ((1.5)) by
2 Jejr1 — frj—1
(0 fir) (v;) o =R

2Av ’
where fk,j is an approximation of fk(vj). Inserting this centered approximation in (|1.5])
yields
Oy frj + idk fi, pplean = o (1.6)
7 ’J 2Av

The system is already diagonal with respect to the index k. We now also diagonalize it
with respect to the index j. To do that we express the function in terms of its Fourier

modes with respect to v. That is,

A - 2m™m
fk,j = ka,m €xXp (ZZUj) )

where fkm denotes the (double) Fourier transform of f with frequency in space k and

frequency in velocity m. Inserting this into equation (1.6]) yields

isin(2rmAv/ (20max)) =

f, idk 1, = 0. 1.
Oy frem + ik from + b o Jrm =0 (1.7)

We immediately see that this equation is precisely in the form of equation (|1.3|) as studied
in the previous section. We also observe that A € iR. That is, the eigenvalues for the
centered difference approximation lie exclusively on the imaginary axis. One immediate

consequence is that for Lawson methods the CFL condition is given by bAt < CAuw,
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where C' is chosen such that i[—C,C] lies in the domain of stability of the underlying
Runge-Kutta method.

Linearized WENO approximation in v

A common technique to discretize hyperbolic partial differential equations is to use
the so-called weighted essentially non-oscillatory schemes (WENQO) schemes. These are
nonlinear schemes that limit oscillations in regions where sharp gradients occur, but still
yield high order accuracy in smooth regions of the phase space. In the linear case WENO
schemes reduce to upwind discretizations. Here, we will consider the LW5 scheme (the
linearized version of the WENOJ scheme as considered in |4, 82, 90, [114]) that is given

by (from now on we assume w.l.o.g. that b > 0)

R 1 1 . 1. A 14 1. 1 4
(Oufi)(vy) =~ AU( - %fk,j—s + 1fk,j—2 — frj-1+ gfk,j + §fk,j+1 - 20fk,j+2)-

We now perform the same analysis as for the centered scheme (see [4, 24]). This yields

27T . = = f_k7m 1 __ 3immAv 1 _2immwAv _immwAv
(QUmaX mek,m N) /Jmek.ym = A,U < 306 max + 4@ max & max
1 1 immAv 1 2immAv
— — Umax — —— VUmax 18
MERIEY 20° ) (18)
We then obtain the equation

Once again this is precisely the form of equation (1.3)), where a = dk € R and A = by, €
C. The main difference to the centered difference scheme is that A is not necessarily on
the imaginary axis. In fact, the eigenvalues aquire a negative real part which stabilizes
the scheme and avoids spurious oscillations, but also adds unphysical dissipation to the

numerical method.

Remarque 1.1. Let us remark that performing a Fourier approximation in v is also
possible. Using the same notation as before, the counterpart of (1.7) and (1.9) in that

case 1S
2mm

at.]Elc,m + defk,m + bi fk,m = 0.

max

It is worth mentioning that this last equation can be obtained by considering the limit
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1.8. Linear analysis

Av goes to zero in (L.7) or . The stability condition can be computed as for the
centered difference case, since the eigenvalues of the Fourier approximation also lies on
the imaginary azis. The CFL condition is given by br < C'Av, where C' is chosen such
that i[—C, C| lies in the domain of stability of the underlying Runge—Kutta method.

1.3.4 Computing the CFL condition

Equipped with the knowledge of the domain of stability for the time discretization
and the eigenvalues of the space discretization, we are now in a position to determine the
CFL condition for the linear transport equation (1.4). This task will be rather easy to
accomplish for the Lawson schemes, where the stability does not depend on the advection
speed for the transport in the x direction. However, for exponential integrators even this

linear analysis is rather complicated, as we will see.

1.3.4.1 Centered scheme in v

In the case of centered approximation of the velocity derivative, the Fourier multiplier
is a pure imaginary complex number (see equation (1.7)). We thus look for ym.. € Ry
such that the interval i(—Ymax, Ymax) C D, where D is the domain of stability for the

chosen time integrator.

Lawson integrators

We simply look for the largest value ymax such that i(—ymax, Ymax) € D. The corre-
sponding values for a number of schemes are listed in Table [I.1 These values have to be
understood in the following way: they induce the CFL condition bAt < ypaxAv for the
discretized equation , where At denotes the time step size and Aw is the velocity

mesh size.

Methods | Lawson(RK (3,2) best) | Lawson(RK(3,3)) | Lawson(RK (4,4))
Ymax 2 \/§ 2\/§

Table 1.1 — CFL number for some Lawson schemes applied to (1.7)).

Exponential integrators

For the exponential integrators the domain of stability is very sensitive to the value of
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(aAt). To get an idea of what we can expect, we consider the quantity

— min 4P (aAD).
Ymax = I0IDL Y (@A)

As before, y<*P (aAt) is the largest value such that :

max

i(—yS (aAt), P (aAt)) C D,

max ? ymax

where D is the domain of stability for the chosen exponential time integrator for a given

(aAt). Even for relatively simple numerical methods it is not possible to compute this

quantity analytically. Thus, we resort to numerical approximations. Unfortunately, it turns

out that for most exponential integrators this value is zero. This can be appreciated by

considering Figure once more. Clearly, there are values of (aAt) such that no relevant

part of the imaginary axis (or only half the imaginary axis) is part of the domain of

stability. Thus, most exponential integrators are unstable in the von Neumann sense.

However, this is not what we observe in practice. In fact, already the results presented in

[28] indicate that we can successfully run numerical simulations using, for example, the

Cox—Matthews scheme. There are two major points to consider here

— The ymax obtained is a worst case estimate. In fact, we know that for At — 0 we

regain the stability of the underlying Runge-Kutta method. Thus, for small (aAt)

the methods is expected to work well.

As is usually done we have mandated that |¢(z)| < 1. However, strictly speaking
this is not necessary for practical simulation. If we assume that |¢(z)| < 1+¢ and we
take n steps the amplification of the error is given by (1+¢)™. In the limit n — +o00
this quantity diverges. However, since we usually do not take infinitely small time
steps we still can hope to obtain a relatively accurate approximation, especially if €
is small. In particular, if ¢ = CAt = Ctpipa/n (where t g denotes the final time
and n the number of iterations) we have (1+¢)" = (1+ %)” < exp(Ct fing) and

thus the scheme is stable, while the error constant is increased by exp(Ctfinai)-

To investigate this further, we propose to relax the stability condition by introducing

a threshold € > 0 in the definition of the stability domain

D.={z€C:|p(2)| <1+¢}. (1.10)
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In Figure [1.3] we plot the domain of stability for the Cox—Matthews method and

alAt = 3.4 for e = 0 and € = 1072. One can observe that in the latter case a non-zero

exrp
Ymax

(3.4) is obtained. We also call attention to the fact that the part of the imaginary

axis included in this relaxed stability domain is not symmetric.

Jz)

-2

-3

-4

— aAt=34

¥+

=0.000 O

Jz)

-2

-3

-4

Figure 1.3 — Example of variation of y and y_ when we relax the stability condition for the
Cox—Matthews scheme. We represent Do on the left, and Dig-2 on the right with the values y
and y_ such that i(y_,y4+) C De.

In Figure , we plot the dependence of y<_as a function of (aAt) for e = 1072 and
the ExpRK22 method. Let us recall that for € = 0, the method gives ym.x = 0. One can
observe that the domain of stability D, of this method is still symmetric with respect to
the real axis. In addition, the method becomes more stable as |aAt| increases. Thus, the

behavior of the method is completely different from the configuration with € = 0.

. exp
Ymax

-20 -10

0 bt )
alt

exp
max’

Figure 1.4 — y lys| and |y_| as a function of aAt for the ExpRK22 method with ¢ = 1072,

In Figure [L.F, we plot y&2 as a function of (aAt) for the Hochbruck-Ostermann
method (once again for ¢ = 1072). This schemes also gives Yuax = 0 for € = 0. In this
case the domain of stability is not symmetric and the stability depends quite erratically
on the value of (aAt). In Table we have summarized the values of Y.y for the four
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~ o
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Figure 1.5 — ySP |y | and |y—| as a function of aAt for the Hochbruck—Ostermann method with
e=10"2

Methods ExpRK22 | Krogstad | Cox-Matthews | Hochbruck—Ostermann
Yo (e = 1073) 0.300 0.100 0.150 0.250
Yo (e = 1072%) 0.551 0.200 0.450 0.501
P (e = 1071) 1.001 0.601 1.351 1.702

Table 1.2 — CFL number, assuming the relaxed stability constraint, for some exponential inte-
grators applied to ((1.7)).

exponential integrators considered in this paper.

Finally, we give an illustration of the above comments by running d=b=1
and Unmax = 3) with a discontinuous initial data to study the impact of high-frequency
on the stability of exponential schemes coupled with a centered scheme in v. The initial
condition is

fo(z,v) =1if \/(x —m)2 + 02 < 1, and 0 elsewhere.

From the stability analysis we know that for each £ it holds that f,?;l = ¢(2) f,?m, where
¢ is the stability function. Our study enables us to estimate the amplification factor |¢(z)]
by (1 4 ¢€) (uniformly with respect to k) so that |f,?;1|2 < (1+ 5)2|fﬁm|2. Hence, for a
given e, we consider a time step according to Table [I.2] and run two exponential schemes,
namely Hochbruck-Ostermann and Cox-Matthews, for 100 timesteps. After each time
step we compute || f"||% /|| f°||%. The results can be found in Figure [1.6] First, we have a
numerical confirmation that (1 4+ ¢) is an estimate of the amplification factor (the ratio
1/™12/1| f°||2: always lies under the curve n — (1 + £)?"). Second, since the number of
time steps is fixed, for ¢ = 0.1 the simulation becomes unstable for n > 20. As soon as ¢

is small enough, the simulation is stable.
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Hochbruck-Ostermann Cox-Matthews

£ 12 /1702

- MM

Figure 1.6 — Evolution of ||f™||%/||f°]|% and of (1+¢)*" as a function of n for different values
of . Left: Hochbruck-Ostermann scheme. Right: Cox-Matthews scheme.

1.3.4.2 Linearized WENQO5 (LW5) scheme

In the case of a WENObH approximation of the velocity derivative, we can not easily find
a Fourier multiplier because of its nonlinearity. Recent studies about stability of WENO5
[114] 190, 82| considered the linearized version of WENO schemes by freezing the nonlinear
weights, so that WENOS reduces to a high order (linear) upwind scheme called LW5. For
this LW5 scheme we can compute the eigenvalues, see equation (1.8]), and different time
stepping schemes can be studied to determine the stability limit. We consider only Lawson
methods here since we found that the exponential schemes we considered (i.e. ExpRK22,
Krogstad, Cox—Matthews, Hochbruck—Ostermann) lead to unstable results when they are

combined with LW5 (even in the weak sense considered in the previous section).

The goal is then to determine the largest non-negative real number o > 0 such that
the eigenvalues of the upwind scheme LW5 scaled by o are contained in the domain of
stability for the time integrator. Since the eigenvalues of LW5 are not as simple as in the
case of the centered scheme, we determine o numerically. The main idea of the algorithm

to obtain an estimation of o is:

1. The argument ¢ of the eigenvalues p,,, (normalized by Awv) given by (1.8)) are dis-
cretized using a fine angular grid {¢x} C [—7/2,7/2], since the real part of p,, is

negative due to its diffusive character.

2. A discretized version of the boundary of the stability domain of the underlying
Runge-Kutta method is computed.

3. For each discretized eigenvalue, we look for the closest boundary point of the Runge—

Kutta stability domain. This enables us to compute the associated stretching factor
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a(or).

4. Taking the minimum over all the discretized eigenvalues yields o := ming o(py).

In Figure (left), we plot the dependence of o with respect to the angle ¢ €
[—7/2,7/2] for Lawson(RK (4,4)) coupled with LW5. We also plot (Figure (right))
the stability domain of Lawson(RK (4,4)), the eigenvalues for LW5 (normalized by Awv)
and the eigenvalues for LW5 scaled by o. The CFL number for some Lawson schemes is
shown in Table [I.3] It is interesting to note that the time step size is reduced compared

to the centered scheme.

Methods | Lawson(RK (3,2) best) | Lawson(RK (3,3)) | Lawson(RK (4,4))
o 1.344 1.433 1.73

Table 1.3 — CFL number for some Lawson schemes applied to ((1.9)).

— RK (4.4 linearized WEND = o=1.730
— linearized WENC

32
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alg)
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22

20

Figure 1.7 — Left: 0 as a function of the angle ¢. Right: stability domain of Lawson(RK (4,4))
(red), eigenvalues for LW5 normalized by Av (blue) and eigenvalues for LW5 normalized by Av
stretched with factor o = 1.73 (dashed green).

1.4 Numerical simulation: Vlasov-Poisson equations

In this section we apply Lawson methods and exponential integrators to the Vlasov-
Poisson system. We will see that the linear theory developed in the last section gives a
good indication of the stability even for this nonlinear problem. We consider a distribution

function f(t,z,v) depending on time ¢ > 0, space z, with periodic boundary conditions,
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and velocity v, which satisfies the Vlasov equation
O f(t,x,v) +vo, f(t,z,v) + E(f)(t,2)0,f(t,z,v) =0 (1.11)
coupled to a Poisson problem for the electric field E(f)(¢, x)
B E(f)(t, ) = /Rf(t, z,0)dv — 1. (1.12)

We employ a Fourier approximation in space. In velocity we either use a centered dis-

cretization

atfk,j + Ujikfk,j + (E.f"jJr;Ai"jl)k =0

or the WENOb) discretization

- - N TN
O + vyikfry + (E+f/Af/)k + (E/Af/>k —0, (1.13)
where Et = max(FE,0), E- = min(F,0) and fjij/Q denote the numerical fluxes (see

Appendix for more details). Both of these phase space discretizations can be easily

cast in the following form
Ocfrg = —vsikfrs + F(frj,

for an appropriately defined F. We can now apply an exponential integrator or a Lawson

scheme. To illustrate this let us consider the exponential Euler method. This gives
it = exp(—Atvjik) fi'; + Aty (—Atvjik) F(f"),.

Since in Fourier space the exponential and ¢; functions have only scalar arguments, their
computation is easy and efficient (i.e. no matrix functions have to be computed). Due
to the nonlinearity, it is favorable to compute EJ,f in real space. This is done efficiently
by using the fast Fourier transform. Generalizing this scheme to multiple dimensions in

both space and velocity is straightforward.

To apply our theory from the linear analysis to the nonlinear Vlasov-Poisson case, we
need a way to compute the CFL condition. Note that the coefficient of the v advection
depends on E and thus implicitly on time. We choose the time step for the centered

scheme as follows
_ ymaxAU

At, = ——,
[E™ ] L

(1.14)
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whereas for the WENObS scheme we use the CFL condition computed from its linearized

version (LW5)
oAv

Aty = ——.
£ ]| L

(1.15)

The value || E"|| e is just the maximal value of the electric field at time t,,. The values for
Ymax and o are given in Tables [I.1] [I.2} and [I.3] according to the chosen time integrator.
1.4.1 Landau damping test

We present numerical results for the standard Landau damping test case. The initial

condition is given by

»

1 v
folz,v) = \/%677(1 + 0.001 cos(0.5x)), z € [0,4n],v € R.

The numerical parameters are chosen as follows: the number of points in space is N, = 81

whereas the velocity domain is truncated to [—Vmax, Umax] With Umax = 8 and is discretized
with NV, = 128 grid points.

Let us remark that for the Landau damping test, the conditions and
allow us to take very large time steps, since ||E"||z~ < ||E°||z~ = 21073, Then, we get
At = CAv 0.5-10% = 62.5C, where C' can be either y,., or o depending on the chosen
time integrator. This means that in practice we can choose the time step At independently

from the mesh. This is clearly a desirable feature of the time integrator.

In Figure[1.8] the time history of the electric energy ||E™||;2 (in semi-log scale) using
Lawson(RK (4,4))-WENO5 (with two different time steps At = 1/8 and At = 1), and us-
ing Hochbruck—-Ostermann-CD2 (with A¢ = 1). One can observe that the expected damp-
ing rate (y = —0.153) is recovered for the three schemes. Although, the accuracy dete-
riorates for At = 1 Lawson(RK (4,4))-WENOb5, the Hochbruck-Ostermann-CD2 scheme
gives very good results even with At = 1. We note that all the numerical schemes are

clearly stable.
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Figure 1.8 — Landau damping test: time history of ||E(t)||r2 (semi-log scale) obtained with
Lawson(RK (4,4)) and WENOS5 (with At = 1/8 and At = 1) and with Hochbruck-Ostermann
and CD2 (with At =1)

1.4.2 Bump on tail test

Next, we consider the bump on tail test for which the initial condition is

0.9 _.2 0.2
fo(l’,?}): Ee 2 +E

The numerical parameters are chosen as follows: the number of points in space is N, = 135

e~ 20=49% 1 (1 4 0.04 cos(0.3z)), = € [0,207],v € R.

whereas the velocity domain [—Umax, Umax] (With vma = 8) is discretized with N, = 256
grid points. Concerning the time step, as in the Landau damping example, the condi-
tions and turn out to be very light for Lawson schemes. Indeed, we found
max, ||E"|| =~ =~ 0.6 so that, with the considered velocity grid, the time step has to be
smaller than 0.14 in the worst case (Lawson(RK (3,2) best) combined with WENO5). To
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capture correctly the phenomena involved in the bump on tail test, we take the following

time step size

(1.16)

At,, = min ( CAv ),

0.1, ——
B oo
with C' = ymax or o depending on the chosen scheme. Thus, also in this configuration we

are mostly limited by the accuracy and not by the stability constraint.

In Figure [L.9] the full distribution function f is plotted at time ¢ = 40 (At = 0.05)
for different schemes (exponential or Lawson in time and WENO or centered differences
in velocity). One can observe spurious oscillations when the centered differences scheme
case is used (second and third rows) whereas the slope limiters of WENO5 (first line) are
able to control this phenomena so that extremas are well preserved. This is consistent

with what has been observed in the literature.

In Figure [1.10] we plot the time evolution of (H"™ —H(0))/H(0), where H™ ~ H(nAt)
and H(t) is the total energy defined by

H(t) = ;//|v|2f(t,x,v) dxdv+;/|E|2(t,x) dz.

This quantity is known to be preserved with time at the continuous level. It is thus a
useful metric to evaluate and compare the different numerical methods. At this stage, all
the used numerical methods are stable and we now look at their accuracy with respect to
conservation of energy. We observe that Lawson/centered schemes (referred as ’CD2’ in
the legend) preserve this quantity well. It is well known (see for example [29]) that centered
schemes are better at preserving the total energy compared to upwind schemes. The reason
is that upwind schemes introduce numerical diffusion. The exponential integrators that
are considered show all very similar behavior with respect to energy conservation. They
seem to include less drift than the Lawson methods, but for the time scales considered

here their error is larger.

Although being able to choose the time step size independently of the mesh is a
desirable feature, it makes checking the sharpness of the CFL estimate derived in the
previous section more difficult. To accomplish this, we consider the same parameters as
before, except for the phase space mesh which now uses N, = 81 and N, = 512 grid
points. Then the maximum time step becomes At = min,, CAv/||E™||1~ =~ 0.052C (since
max, ||E"|| =~ ~ 0.6 and Av = 16/512 = 0.03125). We consider two different time steps:
At = 0.052C (which satisfies the linearized CFL condition) and At = 1.4 x 0.052C' (which
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Lawson(RK(4,4)) - WENO Lawson(RK(3,3)) - WENO Lawson(RK(3,2)) - WENO

Figure 1.9 — Distribution function at time t = 40 as a function of © and v for: (i) Lawson
schemes (RK(4,4), RK(3,3), RK(3,2)) + WENOS (first row) ; (ii) Lawson schemes (RK (4,4),
RK(3,3), RK(3,2)) + centered difference scheme (second row) ; (iit) exponential schemes (Coz-
Matthews, Krogstad, Hochbruck—Ostermann) + centered difference scheme (third row).
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Figure 1.10 — Time evolution of the relative error of the total energy for the different methods.

violates the linearized CFL condition). The results are shown in Figure [1.11] There the
Lawson(RK (4,4)) method has been chosen for the time discretization whereas WENO5

and centered scheme are both considered for the velocity discretization. More specifically,

— for WENO5 we use C' = 1.73 (obtained from the linearized version LW5) and we
compare the results obtained with At = 0.09 (satisfies the CFL condition) and
At = 0.13 (does not satisfy the CFL condition).

— for the centered scheme, we use C' = 2v/2 and we compare the results obtained with
At = 0.14 (satisfies the CFL condition) with At = 0.2 (does not satisfy the CFL

condition).

In Figure [I.11] the time evolution of the electric energy ||E(t)||2. is displayed for these
two velocity discretizations. One can observe for the time step size that satisfies the CFL
condition the simulation is stable and gives the expected results, whereas for the choice
that violates the CFL condition the simulation blows up. Thus, the results confirm that
the CFL condition obtained by the linear theory yields a good prediction for the nonlinear
Vlasov—Poisson equation. On the right part of Figure[L.11] the time history of the quantity
CAv/||E™|| L~ is shown (red) together with the time step size considered for the WENO
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Figure 1.11 — Illustration of the accuracy of the CFL estimate obtained from the linear the-
ory. History of electric energy with Lawson(RK (4,4)) + WENOS (left), Lawson(RK (4,4)) +
centered scheme (middle) and history of CFL condition for Lawson(RK (4,4)) + WENOS5 case
(right)

velocity discretization. The choice At = 0.13 (blue line) is larger than the allowed time
step size around t =~ 20, which explains the numerical instability observed at that point

in time.

1.5 Numerical simulation: drift-kinetic equations

In this section we will consider a model motivated by the simulation of strongly mag-
netized plasmas, such as those found in tokamaks. In this case the dynamics is governed
by gyrokinetic equations. Gyrokinetics averages out the fast oscillatory motion of the
charged particles around the magnetic field lines. In a simplified slab geometry, gyroki-
netic models reduce to the drift-kinetic equation. In this case the unknown f depends on
three cylindrical spatial coordinates (r,6,z) and one velocity direction v. This model is
composed of a guiding-center dynamics in the plane orthogonal to the magnetic field lines
and of a Vlasov type dynamics in the direction parallel (to the magnetic field lines). In
addition to its relevance in physics, it is also a good test case for stressing exponential
methods. The latter is due to the fact that after some time the nonlinearity can become
strong enough such that the time step size is dictated by stability constraints (especially
for high order methods).

Our goal in this section is to find a numerical approximation of f = f(¢,r,0,z,v)
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satisfying the following 4D slab drift-kinetic equation (see [50])

[9%0)

r

atf—affbarﬂ Oof +v0.f — 0,00, f = 0, (1.17)

for (r,0,z,v) € Q x [0,L] X R, Q = [rmin, "max] X [0,27]. The self-consistent potential

® = ¢(r,0, z) is determined by solving the quasi neutrality equation

2o (L Omol(r) 15 L
l@T¢+ (r R ) O + Tzﬁgqb] o (¢ — (&)
1
- no(?ﬂ)/Rfdv—l, (1.18)

where (¢) = % J& é(r, 6, z) dz and the functions ng and T, depend only on 7 and are given

analytically.

In many situations the v0,f term yields the most restrictive CFL condition. In this
setting exponential methods can be very successful as they remove the most stringent
CFL condition, while still treating the remaining terms explicitly (which computationally
is relatively cheap). The ¢ functions can be computed in Fourier space (as has been
discussed in some detail for the Vlasov—Poisson system in the previous section) or using a
semi-Lagrangian approach. Exponential integrators for the drift-kinetic model have been
proposed in [28]. They compare favorably to splitting schemes and have the advantage
that they can be more easily adapted to different models. In [2§] only a second order
exponential integrator and the fourth order Cox—Matthews scheme have been considered.
Due to the investigations in the present paper we now understand that this is not an ideal
choice. Thus, the purpose of this section is to demonstrate that Lawson methods can be
more efficient and to further corroborate the results obtained in the previous sections.
The difference in stability for Lawson schemes and exponential integrators will be very

evident in the numerical simulations that are presented.

1.5.1 Numerical discretization

First, we remark that z is a periodic variable which motivates us to consider the Fourier

transform in this direction. The corresponding frequencies are denoted by k. Equation
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1.5. Numerical simulation: drift-kinetic equations

(1.17) then becomes

—

atfk—ar@”’ ) +89<0T¢f> +vikfi, — 0,(9.0 f), = 0.
r k r k

—
—

Setting F'(t, f) = 8r(89¢f) — 6’9(8;¢f) + 0,(0,¢ f), this equation can be written as

r

O f = —vikf + F(t, f).

This is now precisely in the form to which we can apply an exponential method. In
addition, computing the required matrix functions is very efficient as all the frequencies

decouple (see the corresponding discussion in section |1.4)).

To complete the numerical scheme, one has to detail the phase space approximation.
Asin [28] we will use Arakawa’s method to approximate the derivatives needed to compute
F. Arakawa’s method is a centered difference scheme that conserves three invariants. More

details can be found in [28].

1.5.2 Numerical results

In this section, we detail the physical parameters of the considered test case. The set

up is identical to 28] (see also [22,[32]). The initial value is given by

ft=0,70,2,0) = feq(r,v) [1 + eexp (—(T_é:p)z> cos (272712 + m&)] ,

where the equilibrium distribution is given by

B no(r) exp(—#{;))
feQ(T7U) - (27TE(T))1/2

(1.19)

The radial profiles T;, T., and ng have the analytic expressions

r—"Tp

P(r) = Cpexp <—li735’l°73 tanh( )> , Ped{T;, 1., no}

(57“7)
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with the constants defined as follows

"max — "'min

Tmin 67”no

Finally, we consider the parameters of [22] (MEDIUM case)

Tmin = 0.1, Tmax = 14.5,
Kny = 0.055, K, = k1, = 0.27586,

Oy
drp, = ory, = o _ 145, e=10"% n=1, m =5,
min max 46 n
L = 1506.759067, r,, — Lmin T Tmax 5 20Tno
2 5TT1-

and use a v-range of v € [—7.32,7.32].

We consider two configurations. A direct formulation, where the boundary conditions

are given by

f(rmina 97 Z,U) = feq(rminy'u) f(rmaxa 97 Z,U) = feq(rmaxav)-

Note that these are not homogeneous Dirichlet boundary conditions. It is well known (and
supported by [28]) that the Arakawa scheme works better for homogeneous boundary
conditions. In addition to the direct formulation, we therefore also introduce a so-called
perturbation formulation (see also [32, [74]). First, we note that the equilibrium function
feq defined in is a steady state for our problem. We therefore divide f into

f(t,r,0,v) = feq(r,v) +f(t,r,0,v).
With this formulation, our problem becomes
0o f + Ereﬁr(feq +4f) — %095]” +v0,0f + E,0,(feq +0f) =0,
where Fy = —0yp¢, B, = —0,¢ and E, = —0,¢. Expanding the various terms we obtain

00 f + @&5]” — E@gdf +0v0.0f + E.0,0f + %&f@ + E.0,feq =0
r r r
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1.5. Numerical simulation: drift-kinetic equations

which can be written as

E
B0 f +v0.86f — F(8f) + 79@ foq + B0y foq = 0.

Note that the equation is very similar to equation ([1.17)). We, however, have obtained two
additional source terms, which depend on the equilibrium distribution f., as well as on

the electric field. Furthermore, the right hand side of the quasi-neutrality equation (|1.18)

e

Due to the similarity of the direct formulation and the perturbation formulation, the same

becomes

code can be used for both by simply exchanging the right hand side of the quasi-neutrality
equation, changing the boundary conditions, and adding the appropriate source terms.

Thus, to implement the exponential integrator we consider the following equation
OO f +v0,0f = Fpert(6 1),

with -
Fpert((sf) - F((Sf) - TQarfeq - E28Uf6q7

and proceed as before (with F replaced by Fj..;). The space discretization of the source
terms can be done either analytically or using a numerical approximation. In our imple-
mentation we have used standard centered differences. The Arakawa scheme that is used
to discretize F'(6f) now employs homogeneous Dirichlet boundary conditions for §f in

the r-direction.

We have seen in section that for the Vlasov—Poisson equation we can derive a
constraint on the time step size which ensures stability. For Lawson methods this also
gives a good estimate in practice. However, for exponential integrators the situation is far
more complicated, see the discussion in section [[.3] Thus, a natural question that arises is
how large time steps can we take in practice. To do that we will employ an adaptive step
size controller that uses Richardson extrapolation to obtain an error estimate. By denoting
a time step as follows f™*! = pay, (f*) and considering f" = OAtn/2 © Paty2(f™) we
can construct the Richardson extrapolated numerical solution of a method of order p as
follows fatt = (2v+1frtl — fnt1) /(2741 _ 1) which turns out to be an approximation of

order (p + 1) of the exact solution. Then, it is possible to determine an estimate of the
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local error e, of the time integrator through the following expression

ens1 = |5 — 1+ Oa8"),

L
where the L*° norm is considered in the r, 8, z, v variables. If the estimate for the error e, 1
is larger than a specified tol we reject the step and start again from time ¢,,. Otherwise,
the step is accepted and we proceed with the time integration. In either case we then
determine the new step size At,., such that the local error is smaller than the tolerance.

That is, we choose

(1.20)

1/(p+1)
tol
Atnew - SAtn < 2 ) )

€ni1
where tol is the prescribed tolerance, p is the order of the method, and s = 0.8 is a safety
factor. This process is very well established in the literature and we refer the interested
reader to [52, 52}, |101}, 102, [37]. Other strategies can also be considered such as embedded
Lawson or exponential methods (see [54} [3]). Such methods may be more efficient but we
restrict ourselves here to the strategy based on Richardson extrapolation since it can be

applied to any time integrator.

An interesting property of this adaptive step size controller is that it forces the time
step size to satisfy the stability constraint of the numerical method. This is perhaps
surprising at first sight since the scheme only controls the local error. However, numerical
instability are characterized by error amplification as integration proceeds in time. Thus,
a single step can violate the stability constraint, but later on the error amplification
increases the local error in such a way that the adaptive step size controller is forced to
reduce the time step size. Thus, the controller ensures that we obtain a stable numerical

simulation for which the local error is below the specified tolerance.

This procedure allows us to perform a fair comparison between Lawson methods and
exponential integrators. Since we are mainly interested in the stability of the methods
and, particularly in the nonlinear regime, prescribing a stringent tolerance is infeasible in
any case, we will choose a relatively large tolerance for our simulation (tol = 1072 for the
perturbation formulation). To avoid the problem of too large time steps at the beginning
of the simulation, where accuracy and not stability dictates the time step, we limit the
maximal step size to At = 11 (coarse) and At = 10 (fine) for second order methods,
At = 30 for third order methods and Lawson(RK (3,2) best), and At = 40 for fourth

order methods.
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1.5. Numerical simulation: drift-kinetic equations

To evaluate the performances of the different time integrators, we consider the time

evolution of the electric energy defined by

T'min + T'max

L 2T 1/2
E(t) = (/0 /0 ¢2(t,rp,9,z) d@dZ) ,  with 7, = -,

as well as the time evolution of the total mass and the total energy

M(t) = /qﬂTrflax/OL/O%/Rf(t,r,@,z,v)dvd@dzdr,
N(t) = /Trrflax/[)L/()27r/RU;f(t,r,@,z,v)dvdﬁdzdr

Tmax

L 27
- /0 /0 Af(t,r,9,27v)¢(t;7“,9,2) dvdfdzdr.

Tmin

The numerical results for the perturbation formulation are given in Figure [1.12] There
the time history of the electric energy and the time step size as of function of time for
two different discretizations in phase space, 32 x 32 x 32 x 64 and 64 x 64 x 64 x 128
grid points, are shown. We first see that all the time integrators agree very well; that
is, we see an initial exponential growth (the rate is in good agreement with the linear
theory; see, for example, [22]) in the electric energy. This phase is followed by saturation
at very similar levels for all numerical methods used. We also observe that all exponential
integrators, except the method of Krogstad, are forced to reduce their step size after
time ¢ &~ 5000 for the fine, i.e. 64 x 64 x 64 x 128 grid points, case. This is particularly
drastic for ExpRK33 and the Cox—Matthews method which suffer from stability issues
even for the coarse discretization. In general, for the finer space discretization (see the
right plot in Figure , the problem becomes significantly more severe. It is also worth
mentioning that ExpRK33 leads to unstable results in spite of the step size controller,
which clearly highlights the unstable nature of that integrator. Neither of the Lawson
schemes have similar issues and the size of the stability domain on the imaginary axis
gives a good indication of the relative time steps this methods can take. We also note that
at later times Lawson schemes are able to take significantly larger time steps compared to
exponential integrators. The only exponential integrator that performs well in this regime
is the method of Krogstad. Thus, the numerical results agree well with what we would

expect based on the theoretical analysis.

The corresponding numerical results using the direct formulation are shown in Figure

[1.13] The situation for the direct formulation is very similar to the perturbation formula-
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50 perturbation formulation s perturbation formulation
— Lawson(trapez)  --- ExpRK33 --- Cox-Matthews — Lawson(trapez) ~ -=- ExpRK33 -=- Cox-Matthews

--- ExpRK22 —— Lawson(RK(3,2) best) Hochbruck-Ostermann --- ExpRK22 —— Lawson(RK(3,2) best) Hochbruck-Ostermann
—— Lawson(RK(3,3) —— Lawson(RK(4,4)) --- Krogstad —— Lawson(RK(3,3) —— Lawson(RK(4,4)) -== Krogstad

40

time step
w
g

time step
w
8

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t t

82
#2(rp)

—— Lawson(trapez) ~ --- ExpRK33 === Cox-Matthews — Lawson(trapez) ~ === ExpRK33 -==- Cox-Matthews
10-5 --- ExpRK22 —— Lawson(RK(3,2) best) Hochbruck-Ostermann 10-5 -=-- ExpRK22 —— Lawson(RK(3,2) best) Hochbruck-Ostermann
—— Lawson(RK(3,3)) —— Lawson(RK(4,4)) -=- Krogstad —— Lawson(RK(3,3)) —— Lawson(RK(4,4)) -==- Krogstad

[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t t

Figure 1.12 — Numerical simulation for a number of Lawson methods and exponential integra-
tors for the drift-kinetic model (perturbation formulation). The upper plots show the time step
size as a function of time. The lower plots show the time evolution of the electric energy. The
configuration on the left uses 32 x 32 x 32 x 64 grid points and the configuration on the right
uses 64 x 64 x 64 x 128 grid points.

tion, even if one can observe that the time steps are slightly larger than in the perturbation
formulation. One explanation comes from the fact that the relative error computed in the
perturbation case involves the norm of § f which can be quite different from the norm of
f so that equation leads to different value of the time step even if the accuracy of

the solution is the same.

In Figure [I.14] the time history of the relative error of the total mass and of the total
energy are displayed with the phase space discretization 64 x 64 x 64 x 128 and using
Lawson(RK (4,4)) and Cox—Matthews time integrators (the perturbation formulation is
used here). Since mass is a linear invariant it is preserved, up to machine precision, by
the exponential integrator, see [44]. We also observe good conservation of energy even in

the nonlinear phase, which confirms the excellent behavior of the methods.

Finally, we show slices of the distribution function and the density at different times.
The simulation in Figure is conducted with the Lawson(RK (4,4)) scheme and the
simulation in Figure With the Cox—Matthews scheme (both with the perturbation for-
mulation). In both cases the configuration of Figure and the fine space resolution has
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direct formulation
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Figure 1.13 — Numerical simulation for a number of Lawson methods and exponential integrators
for the drift-kinetic model (direct formulation). The upper plots show the time step size as a
function of time. The lower plots show the time evolution of the electric energy. The configuration

on the left uses 32x32x32x64 grid points and the configuration on the right uses 64 x64x64x128
grid points.

been employed. As comparison, a reference solution computed with the Lawson(RK (4,4))
scheme and a step size controller that keeps the error below 1075 per unit time step is
shown in Figure [[.I7 We remark that all simulations show good agreement: the m =5
modes in the 6 direction are recovered and after initial growth of the unstable mode,

we can observe a shearing of the structures and the appearance of small scale structures
which are typical for the nonlinear phase.
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Figure 1.14 — Numerical simulation for Lawson(RK(4,4)) and the Coz—Matthews method for
the drift-kinetic model (perturbation formulation). Left: time history of the error in total mass.
Right: time history of the error in total energy. The configuration uses 64 x 64 x 64 x 128 grid

points.
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Figure 1.15 — A slices at (z,v) = (0,0) of the distribution function (on the left) and a slice
at z = 0 of the density (on the right) are shown for times t = 3000, 4000, and 5000. The
Lawson(RK (4,4)) scheme, in the configuration described in section[1.5.9, with 64 x 64 x 64 x 128
grid points is used.
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Figure 1.16 — A slices at (z,v) = (0,0) of the distribution function (on the left) and a slice at
z = 0 of the density (on the right) are shown for times t = 3000, 4000, and 5000. The Cox—
Matthews scheme, in the configuration described in section [1.5.3, with 64 x 64 x 64 x 128 grid
points is used.
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Figure 1.17 — A slices at (z,v) = (0,0) of the distribution function (on the left) and a slice
at z = 0 of the density (on the right) are shown for times t = 3000, 4000, and 5000. The
Lawson(RK (4,4)) scheme with a tolerance of 107> per unit step and 64 x 64 x 64 x 128 grid

points is used.
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APPENDICES

1.A Butcher tableaus

In this section, we write down the different numerical methods used in this work. As

in section [I.2] we consider the following equation
= Au+ F(u),

where A is a matrix and F' a general nonlinear function of u. The Butcher tableaus for
the Lawson integrators used in the main text are stated in this section. A Lawson method
is uniquely determined by the underlying (explicit) Runge-Kutta methods and can be

written as follows

u(ﬂ) _ eceAtAun + Atia&je_(cj_ce)AtAF(U(j)),
j=1

Wt = AtAyn Atzbje(lfcj)AtAF(u(j))’
j=1

where the coefficients a, ; and b; are given by the Butcher tableaus. The Butcher tableaus
for the RK(2,2) best, RK(3,3) (the classic method of order 3), and RK(4,4) (the classic
method of order 4) are shown in Table

0

Ll 0 0

2|2 1|1 101

IO 121 2 T oL

110 0 1 — 2 2
TT T I | 5 3 & [0 0 1
6 3 3 6

Table 1.4 — Butcher tableaus for RK (4,4) (left), RK(3,3) (middle) and RK(3,2) best (right).

65



Chapitre 1 — Méthodes exponentielles appliquées aux équations cinétiques

A general exponential integrator can be written as

u® = u" + ALY agj(ALA) (F(u(j)) + Au")

J=1

W= Ut + ALY bi(AtA) (F(u(j)) + Au") :

i=1

where the coefficients a, ;(AtA) and b;(AtA) can be written as a linear combination of ¢,

and ¢ ; (see [61])

/-1 1
SOE(Z) - S J

and we use the notations ¢, := @,(AtA) and ¢;; = @i(c;AtA). The coefficients are col-
lected in tableau form, see Table[I.5] The Butcher tableaus for the exponential integrators

0
Ca | Q21
Cs as1 e Qs s—1
bl e bsfl bs

Table 1.5 — Butcher tableau of a general exponential integrators

used in the main text are given in Tables [1.6] [I.7], [I.8 and [I.9]

0
1 $1,2
‘ P1— P2 P2

Table 1.6 — Butcher tableau of FxpRK22.

0

% %%,2

1 1

) 5¥1,3 — ¥2.3 ©2,3

1] o1a— 2004 0 2¢2.4

01— 32 + 4oz 200 — 43 209 — 43 —pa + 43

Table 1.7 — Butcher tableau of the Krogstad method.
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0

1 1

2 3¥1,2

1 1

2 3%1,3 — P23 V2,3

1 P14 — 2024 P24 P24
1

2

1 1
P15 — 2052 —a54 G52 G52 P25 — d52

Y1 — 3902 -+ 4%03 0 0 — 2 + 4903 2(102 — 8(103

1 n 1 1
59 = — — - - =
5,2 2902,5 ©3.4 4902,4 24,03,5
1
54 = 1902,5 — Q52

Table 1.8 — Butcher tableau of the Hochbruck—Ostermann method.

0

% %%,2

% 0 %%,3

1 %@1,3(900,3 - 1) 0 ¥1,3

01— 302 + 4¢3 20 —4dps 209 — 4z dps — @

Table 1.9 — Butcher tableau of the Cox—Matthews method.

1.B  WENOS5 scheme

The different ingredients of the WENOS5 scheme used in (1.13)) are detailed here. First

the fluxes are given by

foy =t (3= ghoat g ho) ol (ghm+ ofi+ ohin)

+w < f] + fJ+1 fj+2>
and ) 1 2 5 1
fp=w < gli1t fa + fg+1> +wy <6fj gl - 6fj+2>
+wy (161fg+1 fj+2 + 6fj+3) :
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Chapitre 1 — Méthodes exponentielles appliquées aux équations cinétiques

The weights are defined through the 3 coefficients

13 1
B = U = 26+ £+ (s =4 4+ 35
Az (f/+0(Ax)) 28[5+0(A2)
13 1
BT = —( jtl - 2fj+ + jtrl)2 + jtl - JTH >2
12 4 —
A (f/+0(Ax?)) 28 fj+O(Aa))
13 1
5;_ = E(fj—’— —2 Jﬂ:f'l + ;—2)2 + 1(3]6;_ —4 ;:.1 + ;:*‘2)2
Az?(f{+O(Aa)) —2Af+0(A?)
with
_ 13, . _ e Lo — = )2
By = E(fj-H - 2fj+2 + fj+3) + Z(gfjﬂ N 4fj+2 T fj+3)
13 B 3 1, . _
By = E(fj - 2fj+1 + fj+2)2 + Z(f] - fj+2)2
13 B 3 1, _ _
By = E(fj—1 —2f; + fj+1)2 T Z(fj—l —4f; + 3fj+1)2

Then, the normalized weights are

+ Vi .
o = ——1=, =012
b
where ¢ is a numerical regularization parameter set to 107% and ~, = %0, v = 1% and

Yo = 1%. Finally the weights are given by

wE = i=0,1,2.
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CHAPITRE 2

MODELE HYBRIDE LINEARISE
DANS LE CAS 1dx — 1dv

Ce chapitre est la premiére partie de I'étude du modele hybride linéarisé (0.12)-(0.15)
dans le cadre restreint 1dx — 1dv. Cela permet de mettre en place certains outils d’analyse,
et d’utiliser les résultats du chapitre précédent dans le contexte d'un modele hybride
linéarisé. Ce travail collaboratif avec Anais Crestetto[l] Nicolas CrouseillesP| et Yingzhe
LiE] a mené a un article Comparison of high-order Eulerian methods for electron hybrid

model accepté dans Journal of Computational Physics en 2021.

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire et de simuler numériquement une hiérarchie
de modeles permettant de décrire des systemes de particules chargées ou une population
de particules chaudes interagit avec un plasma ambiant plus froid. Une telle configuration
physique peut par exemple étre étudiée dans les plasmas de tokamak ou les particules
alpha (générées par les réactions de fusion) interagissent avec le plasma ambiant. Un autre
exemple se trouve dans la haute atmosphere ot les électrons énergétiques du vent solaire
interagissent avec la magnétosphere terrestre. Des modeles adaptés a ces configurations ont
ainsi été obtenus par exemple dans les deux contextes (voir [63] [19] [67] [L09] [111] [112]).
Le modele de départ qui servira de référence repose sur une description cinétique pour
I’ensemble du plasma considéré. On introduit alors la fonction de distribution des électrons

f(t,z,v) € R, solution du modele de Vlasov-Poisson (les ions sont considérés immobiles,

1. Université de Nantes, Laboratoire de Mathématiques Jean Leray
2. Univ Rennes, Inria Bretagne Atlantique (MINGuS) & ENS Rennes
3. Max Planck Institute, Institut Fiir Plasmaphysik, Germany
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

comme étant un fond neutralisant). En supposant que la population électronique peut
étre séparée entre une population "froide" f. et une population d’électrons énergétiques
frn, une premiere étape consiste a écrire f comme la somme de ces deux fonctions de
distribution f = f.+ f,. Une seconde étape consiste a supposer que les particules froides
restent proches d'un équilibre thermodynamique de température T, ~ 0 et peuvent donc
étre représentées par un modele fluide. On obtient le modele hybride fluide/cinétique o
la partie fluide (linéaire) décrit la dynamique des particules froides alors que les particules
chaudes sont décrites a I’aide d’un modele cinétique. Ce modele hybride peut encore étre
simplifié en considérant des perturbations de type ondes de faible amplitude. Les termes
non linéaires de la partie fluide sont donc négligés alors que la partie cinétique reste non
linéaire. Le modele ainsi obtenu (voir [63]) est le modele hybride linéarisé VHL (Vlasov
Hybrid Linearized) qui sera détaillé en section m

Du fait de la forte disparité des vitesses thermiques entre les particules froides et
chaudes, le modele cinétique est tres cotliteux a résoudre numériquement, notamment car
le maillage en vitesse doit étre choisi trés fin pour capturer la vitesse thermique des
particules froides. Cela implique en outre, pour les schémas numériques classiques, une
condition restrictive sur le pas de temps et donc des simulations cofiteuses. La dérivation de
modeles simplifiés moins cotiteux a résoudre numériquement est donc d’un grand intérét.
Parmi ces modeles simplifiés, nous considérerons ici le modele hybride linéaris¢é VHL
étudié dans [63]. Afin d’effectuer une étude comparative entre le modele VHL et le modele
cinétique original et de tester les schémas numériques, nous nous placerons dans le cas
de la dimension 1 en espace et en vitesse. Ce cadre nous permettra aussi de poser les
bases de I’étude du cas 1dx — 3dv pour lequel il est beaucoup plus complexe d’effectuer

ces comparaisons et ces tests. Ce type d’étude permettra enfin de comprendre le domaine
de validité du modele VHL.

Pour résoudre numériquement le modele VHL, nous proposons deux méthodes. La pre-
miere repose sur le fait que le modele VHL possede une structure géométrique [89][111]
[112]. Plus précisément, le modele VHL possede une structure hamiltonienne non cano-
nique, ce qui signifie que les équations peuvent étre obtenues a partir d'un crochet de
Poisson et d’un hamiltonien. Cette structure garantit la préservation d’invariants, comme
I’énergie totale. L’objectif est d’exploiter cette structure pour construire des schémas nu-
mériques qui possedent un bon comportement en temps long. Le schéma utilisé est un
schéma de type splitting construit a partir d'un splitting de I’hamiltonien. Cette approche

permet de combiner astucieusement certains termes du modele et on est alors amené a
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2.1. Introduction

résoudre trois sous-systémes simples (comme dans [25], [17], [78]). Une propriété remar-
quable est que chacun des sous-systemes peut étre résolu exactement en temps, ’erreur
en temps de la méthode provient donc uniquement de la méthode de splitting utilisée.
Des méthodes d’ordre arbitraire en temps peuvent étre obtenues par composition [54]. La
deuxiéme méthode est basée sur un schéma exponentiel [61], [59], [76], [65], [75], [27]. En
exploitant le fait que la partie linéaire du modele VHL peut étre résolue exactement et
efficacement, on construit alors des schémas de type Lawson d’ordre élevé. Les résultats

du chapitre précédent et de [27] sont donc repris et étendus au cas du systeme VHL.

Pour les deux méthodes en temps (splitting et Lawson), nous avons introduit une
technique de pas de temps adaptatif. Pour les méthodes de type Lawson, le cadre des mé-
thodes embedded [34][33] [3][2] permet de calculer I'erreur locale facilement. Dans le cas
des méthodes de splitting, nous utiliserons le travail récent [7] qui propose des méthodes
de splitting embedded. Des méthodes d’ordre 4(3) seront utilisées dans le cadre de la com-
paraison (ordre 3 et ordre 4 pour estimer I’erreur locale). Pour I'approximation de I’espace
des phases, nous avons choisi une méthode spectrale en espace et une approximation type

différences finies d’ordre élevé (ordre 5 en pratique) pour la direction en vitesse.

La premiére approche (splitting hamiltonien) comporte des similarités avec les ap-
proches proposées dans [71] et [63] ; néanmoins, ces méthodes reposent sur une approxima-
tion de type Particle-In-Cell de I'espace des phases alors que nous utilisons des méthodes
eulériennes. Ainsi, on est plus dans I'esprit de [25], [78] ot on effectue un splitting puis on
discrétise alors que dans [71] et [63], on discrétise 1'espace des phases puis on discrétise

en temps.

Afin de valider les résultats numériques, une étude approfondie des relations de disper-
sion est effectuée. Ces relations de dispersion sont obtenues par la résolution du modele
VHL. Ce dernier est issu d’une linéarisation uniquement des équations sur les particules
froides, une linéarisation compléte du modele est alors nécessaire. A l’aide de transfor-
mées de Fourier en espace, de transformées de Laplace en temps, il est en effet possible
de déterminer tres précisément la phase linéaire des simulations de modeles non-linéaires ;
on peut calculer le taux d’amortissement ou d’instabilité d’un équilibre perturbé [103]
[47], mais aussi reconstruire le mode fondamental du champ électrique. En plus de fournir
des informations pour valider de maniere quantitative les codes développés, cette analyse
nous permet de faire le lien entre les modeles. En effet, en faisant tendre T, vers zéro

dans la relation de dispersion du modele de Vlasov original, il est possible de retrouver la
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

relation de dispersion du modele VHL.

Le chapitre est organisé comme suit : nous présentons tout d’abord la hiérarchie de
modeles que nous souhaitons étudier, depuis le modele cinétique jusqu’au modele hybride
linéarisé. La structure géométrique de ce modele est décrite en section La section
2.3 est dédiée a la présentation des méthodes numériques construites pour la résolution du
modele hybride linéarisé. Dans la section [2.4] les relations de dispersion sont introduites
et étudiées. Les sections et contiennent de nombreuses illustrations numériques. La
section se concentre sur la comparaison du modele cinétique avec le modele hybride
linéarisé, alors que dans la section [2.6] nous étudions les avantages et les inconvénients

des deux méthodes numériques pour le modele hybride linéarisé.

2.2 Hiérarchie des modeles

La dérivation des modeles hybrides a été présentée dans le cas général en introduction

(obtention du systéme (0.12))-(0.15)) dans la section [0.1]), mais nous reprenons ici les étapes
importante au cas 1dx —1dv. Ainsi notre point de départ est I’équation de Vlasov 1dz—1dv

suivante :

Of +v0,f + Edyf =0
ft=0,2,0) = fz,v)

ou f = f(t,x,v) représente la densité de particules dans I’espace des phases { (z,v) €
Q xR} avec Q C R, au temps t > 0, fO(x,v) est la condition initiale et E(t,z) désigne

(2.1)

le champ électrique qui est obtenu soit par ’équation de Poisson :
0,F = / fdo—1 (2.2)
R
ou soit, de maniére équivalente par ’équation d’Ampere :
1
(%E:—/vfdv—l-—//vfdvdx, (2.3)
R 12| Ja Jr

couplée & une condition initiale F(t = 0,2) = E°(x) qui vérifie 'équation de Poisson (2.2)
au temps initial. Ces deux dernieres équations font des systemes de Vlasov-Poisson ([2.1))-
(2.2)) et de Vlasov-Ampere (2.1)-(2.3) des équations de transport non linéaire d’une quan-

tité f dans I'espace des phases €2 x R. On considérera des conditions périodiques en espace
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2.2. Hiérarchie des modéles

et nulles & 'infini en vitesse.

2.2.1 Dérivation du modele de Vlasov hybride linéarisé

Partons du modele de Vlasov-Ampere (2.1)-(2.3)) :

Oif +v0,f + Ed,f =0
OE =~ [pvfdv+ g Jo Jovfdvde,

avec la condition initiale (f°(x,v), E°(x)) vérifiant 9,E%(z) = [z f°(z,v) dv — 1. On
souhaite distinguer la population de particules f en deux familles : un premier groupe de
particules froides f. dont la vitesse thermique est faible et un second groupe de particules
dites chaudes fj, dont la vitesse thermique est grande. Le modele de Vlasov-Ampere en

considérant ces deux especes indépendamment s’écrit :

atfc+vaxfc+Eavfc:Oa
Oufn + 00, fr, + EO, fr, = 0,
oOF = —vadev—vafhvarﬁfoRv(fc—i-fh)dvdx,

avec la condition initiale (fO(x,v), f)(z,v), E°(z)) vérifiant
0, E°(z) = / 2z, v) dv+/ fi(z,v)dv — 1.
R R

La compatibilité fO = fO + f? est nécessaire pour garantir 'équivalence entre les deux

modéles.

On souhaite essentiellement travailler sur la variable f. pour la considérer non plus
comme une inconnue cinétique mais fluide (donc ne dépendant plus de la vitesse v mais
seulement du temps ¢ et de la position x). En effet, elle représente des particules froides,
de faible vitesse, dont on peut supposer qu’elles restent proches d’un équilibre thermody-
namique. Pour cela calculons les moments de la premiere équation en multipliant celle-ci

par (1,v)" puis en intégrant par rapport a v :

/R (i) O fedv +/R (i) 00y fe dv +/R (i) Ed,f.dv = 0.
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

On introduit la densité p.(¢,x) et la vitesse moyenne u.(t, ) des particules froides

pe(t, ) B 1
(Pc(t,x)uc(t,x)> _/R ("U) fe(t,z,v)dv,

de sorte que le systeme des moments se réécrive

9, Pe ) g Pclle U (2.4)
Pl A\ g of.du pE 0] '

Le systéme (12.4)) n’étant pas fermé, il faut faire une hypothese sur la répartition en vi-
tesse des particules froides. On utilisera 'approximation "plasma froid" utilisée dans la
littérature ([112], [63]) qui suppose 'approximation f.(t,z,v) = pe(t, )dp=u.(t,2)} (V), ce

qui nous permet d’obtenir le systéme :

atpc + @m(pcuc) =0
at(pcuc> + ax(po”i) - ch = 07

puisque [ v2p¢(t, )0y, (2,001 (V) dv = pe(t, z)ul(t, z). Ce modele est connu dans la litté-

rature sous le nom d’équations d’Euler sans pression.

En considérant le couplage avec le modele de Vlasov pour les particules chaudes,
I’équation d’Ampere et ’équation de Poisson, on obtient ainsi le modele de Vlasov-Ampere

hybride non-linéaire

Ope + Oz(peuc) = 0,

O (pette) + Ou(peu?) — peE = 0,

Opfr + 00, fr + EO, fr, = 0, (2.5)
OE = —pou. — Jpvfpdo+ ﬁ Jo Jrvfrndvde + ‘ﬁ1| Ja peucdr,

O E = pe+ Jg fndv — 1,

avec les conditions initiales (p%, pou?, f2 E°) vérifiant
OLE°(x) = p(w) + [ fh(w,v)dv—1.
R

La compatibilité [5(f°(z,v)— f2(z,v)) dv = p2(x) est nécessaire pour garantir le lien avec
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2.2. Hiérarchie des modéles

le modele hybride non-linéaire (2.5 et le modele cinétique de départ.

Le modele ([2.5) peut étre réécrit de maniere équivalente sous la forme d’un modele

plus simple. C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.1. Le modéle (2.5)) se réécrit sous la forme (x € Q CR etv e R)

Oyuc + 50,ul — E =0,
O fn + 00y fo + EDy fr, = 0,
OE = —peuc — [pvfrndv+ |ﬁ1| Jo Jr vfadvde + ﬁ Jo peucdz,

avec les conditions initiales (u, f, E°, p2) vérifiant
0. E°(z) = p2(x) + /]R fP(z,v)dv — 1.
La densité p. est obtenue pour tout temps t > 0 par
@ﬁaﬂ:@E@wyiéh@Jwﬁw+L
Démonstration. A partir de la deuxiéme équation de (2.5)), on écrit
peditie + ucOipe + peucOzic + ucly(petie) — pe5 = 0.
Grace a l'équation de continuité (premiere équation de (2.5)), on obtient alors, apres

simplification par p,.
O + uOpu. — E = 0.

Prenons I’équation d’Ampeére et dérivons-la par rapport a la variable x :
0, F = —0,(peue) — /Rvaxfh dv.
Or le modele nous donne
—0u(peuc) = Ope et VO, fr = =04 fr, — EOy [,
ce qui permet d’écrire :
8@E:&m+é@ﬁ+MMMM:&m+&Aﬁ®.
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Apres intégration en temps entre 0 et £, on obtient :
GIE—GxEozpc—i—/ fhdv—pg—/f,?dv.
R R

Ayant supposé que initialement on a 9,E° = p? + [z f2dv — 1, on obtient finalement :

axE:pc+/fhdv—1,
R

ce qui signifie que, si ’équation de Poisson est vérifiée initialement, elle est vérifiée pour
tout t > 0. L]

Dans la littérature physique, le modele hybride non linéaire est encore simplifié et c’est
la version linéarisée de la partie fluide qui est étudiée (voir [63], [112]). Ainsi, on consideére
maintenant la linéarisation du modele satisfait par (p., u., F, fr) autour de 1’équilibre
donné par (p\V(z),0,0, f,(lo) (v)) avec ff(bo) (v) une fonction paire. L’objectif est d’obtenir un
modele dans lequel la partie fluide est linéaire alors que 1’équation cinétique non linéaire
est conservée pour les particules chaudes. Remarquons que le terme ﬁ Jo Jgvfrdvdr +
ﬁ Jo peucdx dans I'équation d’Ampere ne sera pas pris en compte dans la suite pour

alléger les notations. On écrit alors

8

e(t,

(t,7)
e(
(

)

~
S

, ) eulM(t,z)
t, ) eEW(t, x),
fu(t,z,v) th) (v) —I—Ef,gl)(t, z,v),

S

(2.6)

&

8

pO(x) +epM(t,x)
(

et on insere cette linéarisation dans les équations fluides du modele hybride non linéaire

pour obtenir (la partie cinétique n’est pas modifiée) :

edu) + £, (u£1>)2 —eEW =0
0ED = — [y u(0 + £ dv — epOul) — 2

On néglige maintenant les termes non-linéaires (en £2), ce qui nous permet, sous I'hypo-
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2.2. Hiérarchie des modéles

these f,so) paire, d’écrire le systeme suivant :

atugl) — E(l) = 0
HED = — [uf) dv — p@yu)

& (&

soit encore, avec les notations (2.6) et en utilisant que ¢ [ v f,(Ll) dv = [pvfrdv (puisque
f;(LO) (v) paire implique [z v f}(LO) dv =0)

atuc —FEF=0
OE = — [zvfydv — pQu,.

Le systeme d’équations de Vlasov hybride linéarisé (VHL) s’écrit donc finalement :

8{&6 =F
OB = —pPuc — fpvfudo (2.7)
Ofn + 00 fn + EDy fr, = 0,

avec la condition initiale (u®, B, f2) et p{0(z) tels que 9, E°(z) = pO(2) + [ f2(x,v) dv—
1.

2.2.2 Structure géométrique du modeéle hybride linéarisé VHL

Présentons maintenant la structure du modele hybride linéaris¢ VHL , a savoir
son hamiltonien et son crochet de Poisson. Pour simplifier les notations, nous notons dans
cette section f = fu, p. = p¥ et u = u.. Cette structure permet notamment d’assurer
la préservation de nombreux invariants (énergie totale et opérateurs de Casimir entre
autres) mais sera a la base d'un splitting en temps, dans l'esprit de [25], |17], |71] [7§].

Nous aurons besoin d’introduire certaines notations pour pouvoir présenter la structure.

Tout d’abord, rappelons que pour une fonctionnelle donnée G(f), la dérivée de Fréchet

de la distribution g—?( f) évaluée au point f, est définie par

G(f+39) -0 = [ TN 0dfe0)dedo + O, (29
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

pour toute variation réguliere 0 f. On définit le hamiltonien associé au modele VHL ([2.7))

1 1 1
= 5| B’ f/ o’ f// ? 2.
H 2/R dx+2 Rpudx+2 L)LY fdxdo, (2.9)
= Hp+H,+Hy. (2.10)

Les trois termes correspondent respectivement a 1’énergie électrique, ’énergie cinétique
des particules froides et I’énergie cinétique des particules chaudes. Pour une fonctionnelle
G(FE,u, f), on notera 6G/df, 0G/IE et 0G/du les dérivées de Fréchet de G par rapport a
f, E et u respectivement. On introduit a présent le crochet de Poisson de deux fonction-

nelles F(E, u, f) et G(E, u, f)

(Fohw B = [ [ ( s - 85§8(55>dvdx

0F oG  O0F G
*/(&m‘mw)d“f
+//<af af5f>dvdx

Avec cette notation, le modele hybride linéarisé (2.7) se réécrit alors, avec U = (u, E, f)
et H donné par ([2.9)
o,U ={U, H}. (2.11)

Dans la suite, on vérifie que la réécriture (2.11)) est bien équivalente au modele VHL.

Pour cela, on a besoin des relations suivantes

oH 2 OH oH

ﬁ_g) E:pcua E:E

De plus, par abus de notation, on notera la fonctionnelle associée a la fonction comme suit
(par exemple pour u) u(t, z) = [y u(t,z)d(z — z)dz, de sorte que % = §(z — z). Pour f, on
notera f(t,z,w) = [g f(t,2,v)0(x — 2)0(w — v)drdv, de sorte que % 5f =d(x — 2)0(w —v).

e On calcule dans un premier temps {u, H}

du(t,2) = {u,H} = 0+ /Ra(x ~)E(t,2)de +0 = E(t, 2)
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2.2. Hiérarchie des modéles

e Puis on considere {F, H}

OE(t, z)={E,H} = 0-— / x—zpcudx+//< x—zaf )dvdx
= —pcu(t,z)—/Rf(t,z,v)vdv

e Finalement, {f, H} donne

Of(t,z,w)={f,H} = / / ( (x — 2)0(w — U))&,Z) dvdz
+0 — /R/R (EO,f)d(x — 2)0(w — v)dvdz
= (—v0.f — Ed,f)(t, z,w).

Enfin, on peut vérifier que le crochet de Poisson satisfait les propriétés suivantes
— anti-symétrie : {F,G} = —{G, F}
— bilinéarité : {F+G,H} ={F,H} +{G,H}
— identité de Jacobi : {{F,G} H} +{{G,H},F} + {{H,F},G} =0.

Les deux premieres propriétés sont simples alors que la derniere est habituellement plus
compliquée. On utilise les calculs de [78], [88].
Quelques propriétés du modele hybride linéarisé

La structure de Poisson du modele hybride linéarisé nous assure quelques propriétés

que 'on redémontre ici.

Proposition 2.2. Le modéle hybride linéarisé VHL (2.7) assure la conservation de la

masse totale et de [’énergie totale, c’est-a-dire

d d
i N (0)
dt/ﬂ/thdxdv < alt/npC dx>,
d
O:[//thdedv—i—/pcuzdx—l—/E2dx .
dt /o Jr R Q

Remarque 2.1. A partir de la conservation de l’énergie totale pour I’équation cinétique

d
U/fﬁdxdw/Ezdx} —0,
dt LJa Jr 0

79




Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

et Uapprozimation de fo(t,x,v) par pe(t, ©)0p—u.(t,0)(V) + fu(t,x,v), on peut retrouver la

conservation de l’énergie totale pour le modele VHL grace au calcul suivant

0= — _jj(fc—l—fh)v2dxdv+/QE2dx

QXR

= S [ (oebomsetin (@) + Fi)e? dxdv+/E2daz
_Qx]R

= — /pcu d:v+ff fnv? dxdv+/E2dm

QxR

Démonstration.

e La conservation de la masse s’obtient en intégrant tout d’abord I’équation de Vlasov

en espace et en vitesse :

jt/Q/thdmvar/Q/REavfhdvdxzo.

Or, avec les conditions aux bords choisies, on a % fo Jo fndzdv = 0 et comme p)
ne dépend pas du temps, on déduit la conservation de la masse totale. Notons que
Jo Fdx = [qudz = 0.

e Pour la conservation de ’énergie, on multiplie I’équation de Vlasov par v? et on

intégre en x, v pour obtenir, apres intégration par partie

CZ/Q/RU2fhdxdv—2/QE</RUfhdU>de:0-

En utilisant I’équation d’Ampere, le deuxieme terme devient

2/ <8E+pc )dx— dt/Ede+2/Ep(0)ucdx

= = [ Brdr 2 [ (@),
dt/g dz + Q(&gu )pe uede

d d
-2 [ g2q f/ 0,2 q
dt/Q TG Jo Pe e AT

oil on a utilisé 1’équation sur u, et le fait que p{”) ne dépende pas du temps.
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2.3 Schémas numériques

Nous allons maintenant présenter les schémas numériques développés pour approcher
la solution du modele hybride linéarisé . Notre but est de comparer deux approches
pour la discrétisation temporelle. D’une part, pour profiter de la structure hamiltonienne
présentée dans la section nous proposons une méthode de splitting hamiltonien en
temps, couplée a une méthode de composition d’ordre élevé, en 'occurrence la méthode
de Suzuki (]107], [54], [7]). Concernant la discrétisation en espace, nous utilisons la trans-
formée de Fourier discrete, alors que la discrétisation en vitesse est effectuée par une
méthode semi-lagrangienne d’ordre 5. Nous détaillons cette approche dans la sous-section
2.3.1L D’autre part, le modele VHL peut étre réécrit sous la forme

aU = AU + N(U),

avec A une matrice 3 x 3 et ou N représente les termes non linéaires. On reconnait une
structure particuliere qu'un intégrateur exponentiel peut exploiter, en particulier pour
éviter une condition CFL trop restrictive induite par le terme de transport en espace
(souvent la plus restrictive [27]). Nous présentons dans la sous-section la discréti-
sation en temps de Lawson d’ordre 4 que nous avons choisi d’implémenter. Celle-ci est
couplée a une méthode de transformée de Fourier discrete en espace et a une méthode
WENO d’ordre 5 en vitesse. Les deux schémas numériques obtenus sont donc d’ordre élevé
dans toutes les variables. Pour optimiser le temps de calcul des deux schémas, nous pro-
posons d’utiliser une méthode de pas de temps adaptatif, présentée dans la sous-section
[2.3.3] Pour le cas des schémas exponentiels, cette approche de pas de temps adaptatif est
motivée par le fait que le terme non linéaire E0, f ne va pas induire de grand déplacement
au moins dans la phase linéaire (car |E| << 1 dans ce régime), ce qui permettra d’utiliser
de grands pas de temps; dans le cas ou E est plus grand, cela signifie que le systeme tente
de reproduire des phénomenes complexes non linéaires, ainsi un pas de temps plus petit

devra étre considéré pour capturer ces phénomenes.
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

2.3.1 Méthode de splitting hamiltonien

On construit une méthode numérique de type splitting a partir de la décomposition
de I'hamiltonien

H:HE—F?‘[U-FHf.

Ainsi, avec U = (u, E, ), le splitting en temps se déduit de
U ={UHg+H,+Hs}={U,He} +{U Hs} +{U, H;}. (2.12)

Dans la suite, on notera les solutions correspondantes aux trois différentes parties !,
o et plfl. On commence par ¢P!/(U) solution de O,U = {U, Hg},

Oou={{u,Hg} =F
0.F = (B, H} =0 (213)
Of={fHe}=—E0f

Puis, on considére 0,U = {U, H,} (dont la solution est pl“/(U))

Ou={u,H,} =0
OE ={E,H,} = —pcu (2.14)
atf = {fﬂHu} =0

Enfin, on écrit les équations associées a O,U = {U,H;} (dont la solution est ol/1(1)),
@tu = {U, %f} =0
OE = {B,H,} = —/vadv (2.15)
Ohf ={fHs} =—v0,f

Ainsi, la solution p(U) de (2.12)) sera approchée par la composition de p(U), oF/(U)
et ©U1(U). Par exemple, un splitting de Lie-Trotter permet d’approcher o(U) grace a
o(U) ~ ol o plul o PI1(U). Une remarque importante est que chaque sous-systéme peut

étre résolu exactement en temps de sorte que I'erreur en temps ne provient que du splitting.
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2.8. Schémas numériques

2.3.1.1 Résolution de chaque sous-systeme

Nous nous intéressons a la semi-discrétisation en temps du splitting hamiltonien donné
par les trois systemes (12.13))-(2.14))-(2.15]). Soit At > 0 un pas de temps, on définit " =

nAt pour n > 0 et on note U" 'approximation de U (¢"). Connaissant U", nous souhaitons

calculer U™, Pour ne pas multiplier les notations, nous relevons dans chaque étape du
splitting U™ le résultat de P'étape précédente (pour la premicre étape U™ = U™). 11 est
important dans une méthode de splitting de résoudre exactement chaque sous-systeme.

Nous résolvons chaque systeme de la maniere suivante.

. U[i;] = gp[AEt](U ") : dans cette étape, E est constant, par conséquent l'intégration en

temps de I’équation d,u. = E ne pose pas de probléme :
u ) = " 4 AtE"
La deuxiéme équation 0;F = 0 se résout par une simple copie des données :
Ef = B

La troisieme équation 0;f, + E0,f, = 0 est un transport en v, on pourrait souhaiter
résoudre cette équation par une transformée de Fourier en v, mais pour effectuer une
comparaison avec la méthode de Lawson que nous verrons par la suite, nous utiliserons
ici une méthode semi-lagrangienne ; par conséquent le probléeme se résout en remontant

une caractéristique.
B - .
Jast = Fit(a,v — ALE™)

On synthétise cela avec :

ar + AtE"
E E rrm rn
Usl = o (07) = E
ful(z, v — ALE™)

o U E = cp%(ﬁ ") : dans cette étape les variables u. et fj, n’évoluent pas au cours du

temps, il n’y a qu’une équation différentielle sur £ que I'on peut résoudre de facon exacte.

Pour la variable u.., respectivement fj, on a I’équation 0;u. = 0, respectivement 0, f, = 0,
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

ce qui nous donne :

Uey = AL fars = fr

Enfin 'équation sur E : O;F = —plu, :
B - B - dugi

On résumera cette étape par :

~n

u
UM = M0 = | En — Atpan
fr

° Ugﬁ = @Kl(ﬁ ™) : pour résoudre cette étape, la premiére équation du. = 0 ne pré-
sente pas de difficulté :

wely = @

la troisieme équation 0, fy, + v, fr, = 0 se résout simplement apres une transformée de

Fourier en z, et elle peut se résoudre exactement pour tout s € [t", t"*1] :

A

fh[il = fhm(At) f}gf}(s) _ tkuls—t") fo.

o f* désigne la transformée de Fourier de f en x et k désigne la variable de Fourier. La
deuxieme équation O, = — [vf, dv profite de la connaissance exacte pour tout temps
de fj, sur 'intervalle de temps considéré, cela permet d’effectuer une intégration en temps

sans difficulté, en effet on a :

OE =—[vf,dv
A}[Lf}(s) — e—ikv(s—t")f}? , Vk €7

On insere ’équation sur f,gf }(s), pour tout s € [t",t" + At], on travaille sur les modes de

Fourier, une intégration en temps sur l'intervalle [t", t" + At] nous permet d’obtenir (EK}
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et En désignent les transformées de Fourier de E y ] et E")

= t"+ At
E[f] E _/ /Uefzkvs tm fh dv ds
tm

t"+AL

" —/Uf}?/t e~ kvs=t") ds du

R n
1

I
2

é” / v fo L;mlj (e’i’“’m — 1)} dv

n ‘/R (e—ikvAt o 1) C;LL dw.

I
o
|

On synthétise cela avec :

~n
uC

A

U[f] _ @gl(Un) — E~'n o % - (efikvAt _ 1) ~}7L1 do

e—ikvAtf;Lz

On a ainsi chacune de nos 3 étapes qui est résolue de maniere exacte. Le pas de temps
d’intégration At est a voir comme un parametre de la résolution de chaque sous-étape, ce
qui permet, en les réalisant successivement sur un pas de temps At, d’obtenir un splitting
de Lie :

U = La(U™) = ¢l] 0 @k} 0 o (U™). (2.16)

Mais nous pouvons les concaténer différemment, avec des pas d’intégration différents, pour
construire la méthode de Strang ou une méthode d’ordre plus élevé que nous allons voir

dans la sous-section suivante, la méthode de Suzuki.

2.3.1.2 Composition d’ordre élevé

On s’intéresse a une méthode en temps d’ordre élevé, la méthode de Suzuki [107].
Celle-ci se construit a partir de la méthode de Strang [106] dont la formulation a 3 étapes

s’écrit comme suit :

n n E u u n
U™t = S (U™) = SO[At]/z © SO[Al/z © SO[E © <P[Al/2 © SOAt/z(U ) (2.17)
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

La méthode de Suzuki est une composition de 5 méthodes de Strang, donc un total de 25

étapes. Celle-ci s’écrit :
Ut = Sat(U™) = Sayat © Sazat © Sazat © Sayat © Sayad(U™) (2.18)

ou les constantes «; sont définies par :

1 1

ST S A BV

Pour rappel, la méthode de Strang est une composition d’ordre 2 en temps, la méthode de
Suzuki ainsi construite est une méthode d’ordre 4. On réfere a [16] pour d’autres méthodes

de composition basées sur une décomposition en trois parties.

2.3.1.3 Discrétisation de I'’espace des phases

Avec les conditions périodiques en espace, il parait naturel d’effectuer la résolution du
systeme en espace grace aux transformées de Fourier en z. Cette étape sera effectuée
par 'algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT) qui effectue une transformée de
Fourier discrete. Ainsi I’équation sur E et le transport en x de la variable f, s’effectuent
dans l’espace de Fourier discret. Pour le systeme ou nous résolvons I’équation
de transport en v de la quantité f, en utilisant le fait que f est constante le long des
caractéristiques, nous utiliserons une interpolation a l'aide d’un polynéme par morceaux

de Lagrange de degré 5 (voir [1§]).

2.3.2 Méthode de Lawson sur le modele hybride

Nous présentons une seconde approche pour la discrétisation en temps du modele ([2.7)),
que nous comparerons a la méthode de splitting présentée dans la sous-section [2.3.1] 11
s’agit de la méthode de Lawson [75], qui fait partie de la classe des méthodes de type

exponentiel.
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2.8. Schémas numériques

2.3.2.1 Présentation de la méthode de Lawson

Le systeme VHL ({2.7) s’écrit, pour un mode k apres une transformée de Fourier en x

sur I’équation de Vlasov sur fj, :

@uc =F
OE = —pOu. — [vfndv (2.19)

8tfh + ikvfh + m =0

o fp = fh(t, k,v) désigne la transformée de Fourier de fy(t, z,v) par rapport a x, k étant

la variable de Fourier. Ce modele peut se réécrire sous la forme suivante :

Ue 0 -1 0 U 0
Il E|+|[p®9 0 0 E|+ | fgvfrde|=0.
fi 0 0 ikv) \fi Ed, fi

ANT
On pose U = (uc, E, fh) , ainsi que :

0 -1 0 0
A=|p 0 o, NU=|fiofidv
0 0 ikv B0, fn

pour écrire (2.19) sous la forme plus compacte suivante :
U+ AU + N(U) = 0.

Cette formulation est propice a l'utilisation d’intégrateurs exponentiels dont le point de

départ est la récriture suivante :
O, (e U) + e N(U) = 0.

Puis, en effectuant le changement d’inconnue V = €U et avec N : (t,V) — AN (e t4V),
on peut écrire :

OV + N(t,V)=0
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Cette équation peut se résoudre numériquement avec une méthode de type Runge-Kutta.
Cette méthode Runge-Kutta sur V' se réécrit en méthode sur U, la méthode ainsi obte-
nue sur U est appelée méthode de Lawson induite par la méthode Runge-Kutta choisie,

présentée initialement dans [76].

Ainsi, a partir d'une méthode de Runge-Kutta expliciteﬁ définie par un tableau de
Butcher :

0
Co | Q21
Cs | As1 =+ Qg s—1
bl e bs—l bs

on écrit le schéma sur V
VO ="+ ALY ai; N(t" + ¢;At, V)
J

Vil ="+ AY BN (" + At V)
avec la convention V() = V" Exprimé avec la variable U, le schéma s’écrit alors :

s—1
U(s) _ ecsAtAUn + Atz asyje—(Cj—cs)AtAN(U(j)),
=0
-1
Un+1 — eAtAUn + Atsz:bie(l—ci)AtAN(U(i))

=0

Pour un comparatif d’ordre équivalent a celui de la méthode de splitting présentée

dans la sous-section la méthode de Lawson que nous choisissons est la méthode de

4. Nous ne nous intéresserons ici qu’a des méthodes Runge-Kutta explicites, ce qui explique que le
tableau de Butcher est triangulaire strictement inférieur ; ce choix est fait pour des raisons de résolution
numérique ; en effet nous souhaitons mettre en place des méthodes d’ordre élevé au plus faible coiit de
calcul possible.
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Lawson sous-jacente a la méthode Runge-Kutta d’ordre 4 : RK (4,4) :

0
1)1
2 2
1 1
2|0 2
110 0 1
1 1 1 1
L1g 5 5 &
dont le schéma est :

t At t
U“):e%AU”+4§e%ANaﬂU
U@>:6?AU"+ijuﬂD)

U® = AU 4 AteTANUP)
Untl — _;6AtAUn + ;engUu) + gegtAU@) + ;U(?)) + AﬁtN(U(B))

Les méthodes de Lawson sont particulierement intéressantes dans notre cadre car

I’exponentielle de la matrice A est connue explicitement et peut donc étre calculée tres

(©) wn (Vi)
cos | \/pe 't ——
) (Vo) -
tA c
<= \/ P sin ( ,Ogo)t) cos < ng)t) 0

0 0 eikvt

efficacement

2.3.2.2 Discrétisation spatiale

Il est maintenant nécessaire de présenter les méthodes de discrétisation dans I’espace
des phases. Dans le modele que nous résolvons, il n’y a que 1’équation de Vlasov
qui présente des dérivées spatiales. La dérivée spatiale dans la direction x, symbolisée
par le 1kv fh, sera approchée par une méthode pseudo-spectrale faisant appel en pratique
a lalgorithme de transformée de Fourier rapide (FFT). La dérivée dans la direction v,
EO0, fr, nécessite une méthode d’ordre élevé pour bien capturer la filamentation produite
dans les solutions du modele de Vlasov-Poisson ou Vlasov-Ampere. Nous utilisons pour
ce fait la méthode WENO ( Weighted Essentially Non-oscillatory) d’ordre 5 [99],(80],[114].
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Cette méthode se présente comme suit (voir aussi [27]) :

+ T - T -
fh -,€+1/2 - fh .7£71/2 _|_ E.i fh -,€+1/2 - fh -,f*l/Q

Av Av
k k

Or frpy + veik frpe+ | EF =0

ou fhk,e ~ fn (k,vg), v = LAV + Ui, BT = max(E,0), E- = min(E,0) et avec f,;—LMil/Q

qui représente le flux numérique donné par la méthode de WENOb.

La méthode WENO est une famille de schémas volumes finis non-linéaires ayant une
interprétation en tant que méthode aux différences finies. La méthode consiste a utiliser 3
interpolations pondérées par des poids non-linéaires issus des approximations des dérivées

successives de f. L’écriture des poids s’effectue comme suit :

13 1
Bo+ = E(fh;":j—2 -2 fhj:jfl + fh;,rj))2 + Z(fh:jﬂ —4 fh:jq +3 fh;,rj)2
Az2( fr i ;+0(Ax)) 28z ( fr} ;+O(Ax2))
13 1
Bfr - ﬁ(fh;,rjq -2 fhj:j + fh;,rj+1)2 + Z(fh:jq - fh;,rj+1)2
Az?( fp [ ;+O(Az?)) 28z fp | ;+O(Az2))
13 1
5; - E(fh;:j —2 fh;,_j—o—l + fh;,rj+2)2 + 1(3 fh;,_j —4 fh;,rj+1 + fh;,rj+2)2
Az2( fr i ;+0(Ax)) —20z( fr i ;+0(Az2))
et de maniere similaire :
_ 13 _ _ T | _ _ —  \9
By = 72<fhi,j+1 —2 fhi,j+2 + fhi,j+3) + 1(3 fhi,jJrl —4 fhi,j+2 + fhz',j+3)
_ 13 _ _ _ 1 _ _
By = ﬁ(fhm =2 fhij t fhi,j+2>2 + Z(fhi,j - fhi,j+2>2
_ 13 _ _ _ 1 _ _ _
By = E(fhz‘,j—l -2 fhi,j + fhi,j+1)2 + i(fhi,j—l —4 fhi,j +3 fhi,j+1)2

Ce qui nous permet de calculer les poids définis par :

+ Yi

a; _W’ Z:O,1,2

ol € est un parametre numérique pour assurer la non nullité du dénominateur, il sera pris
N —6 . _ 1 _ 6 _ 3 : : . )
a 1077 ; et avec 9 = 15, 71 = 15 €t 72 = ;75 La normalisation des poids s’effectue comme
suit :

wi = ——, 1=0,1,2
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Nous pouvons ensuite calculer les flux numériques pour WENO5 [99], donnés par :

N 2 1 5 2
;rj% = wy (6 frijo— fhw 1+ = fh”> +wy (_6 thj_1+6fhi+,j+6fhi+,j+1>

2 1
+wy (6 fuis + 5 fh:,errl ~3 fh?,m)
et
o 5 . _ 2 . _ (2 . _ 5 . _ 1, _
fi’j+% = Wy ( — Jhij1t 2 G Jhij+ 6 fhi,j+1> + w;y <6 Jnij+ 6 Jhije1 — 6 fhz‘,j+2)
-~ 11 7 2
+wy ( Jrije — 6 Jrijeo+ = fhz]+3)

La méthode WENOS prend la forme finale :
1 it . p
Oufnl®isvi) % 1 [( sty i ) (fw‘+é B fm—é)]

2.3.3 Méthode de pas de temps adaptatif

Nous terminons cette section en présentant des méthodes de pas adaptatifs qui seront
incorporées aux intégrateurs en temps précédents. Ce type d’approche est important lors-
qu’on souhaite effectuer des simulations dédiées a la physique des plasmas. En effet, lors
d’instabilités, une phase linéaire peut étre décrite a 'aide de grands pas de temps alors
que dans la phase non linéaire, de petits pas de temps sont nécessaires pour capturer les

phénomenes physiques complexes.

Pour une équation différentielle scalaire donnée du(t)/dt = f(t,u(t)), u(0) = ug, une
méthode a pas de temps adaptatif consiste a effectuer 2 estimations numériques de la
solution u(t"*1) au temps t"*1. On note At" le pas de temps utilisé pour calculer uﬁ“l et

ur[;fl] telles que :

u’ﬁl u(t") + O((At)PH) ug)fﬂ = u(t"™) + O((At™)PT?)
c’est-a-dire que u’[;]rl est d’ordre p et u[p +1 d’ordre p + 1. On peut alors effectuer une
estimation de l'erreur locale faite sur la solution d’ordre p :

n+1

Lt = luptyy — it (2.20)

[»]
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Etant donnée une tolérance tol (fixée par l'utilisateur), si 'erreur locale est supérieure a
la tolérance alors I'itération est rejetée, on recommence l'itération avec u™ et un nouveau
pas de temps At" plus petit. Sinon l'itération est acceptée et u"™! = u[’;f, car c’est sur
I’estimation d’ordre p que 'on controle I'erreur ; dans la pratique I’approximation d’ordre

p + 1 est souvent celle qui finalement est conservée.

Pour l'itération suivante, le nouveau pas de temps optimal est calculé par :

tol
Atopt = P LTO+1Atn <221)

[p]

Il est possible de limiter I’évolution du pas de temps optimal en évitant une trop grande

A" = max },min 2, F _tol. At"
2 Lyt

Les méthodes de pas de temps adaptatifs que nous présenterons ici sont des méthodes

volatilité de celui-ci :

multi-étages. Pour limiter le cotlit de calcul, ces méthodes sont basées sur des intégrateurs
d’ordre p+ 1, auxquels on ajoute une pondération des étages pour dégrader cette solution
et construire une méthode d’ordre p. De plus, ayant présenté ’approche dans le cas d'une
équation différentielle, nous devons définir une norme en = et v pour donner un sens a

l'erreur locale.

2.3.3.1 Meéthode de pas de temps adaptatif avec la méthode de Suzuki

Pour utiliser la méthode de splitting de Suzuki présentée dans la sous-section 2.3.T]avec
une méthode de pas de temps adaptatif [7], on définit les sous-étapes U™, m =1,... 4,

comme ceci :

U[Ci}‘f‘l — SAt(Un) = SalAt o SagAt o Songt o SazAt o SalAt(Un)-
N

U@

U2

U®)

U«
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On obtient, par pondération des (U (5)) une approximation d’ordre 3 de U(t"*1),

donnée par :

s€(1,4]

Uit = =U" + wy (UY + UD) 4wy (UP +UW)

avec :
92(1 - 92)

g1(g1 — 1) — g2(g2 — 1)

wp = wgzl—wl

ol g1 = ay et go = ay + .
Ensuite on effectue Iestimation de U'erreur suivante : Lig™ = U = Ugg™ 2.

La norme que nous utiliserons sur U™ = (u?, E™, f7') pour estimer 'erreur locale est

la somme des normes L? de chaque variable :

N

Lt = (Sl - wlas)

1

+ (Z(E?] - E?})Qmj 2 (2.22)

2
AxAv) ,

(NI

- (ZZ ’fhz[ﬂ' - fhggj]
7 )

ou uc;, Ei et f;; sont les inconnues discretes associées au point i, j de grille de 'espace

des phases.

2.3.3.2 Meéthode de pas de temps adaptatif avec la méthode de Lawson

Nous présentons une méthode dite de Runge-Kutta embedded, qui est une méthode
de pas de temps adaptatif pour les méthodes de Runge-Kutta. La littérature sur le sujet
est relativement riche, nous avons voulu ici présenter une méthode du méme ordre que la
méthode de Suzuki a pas de temps adaptatif pour effectuer une comparaison entre ces 2
méthodes de résolution. La méthode que nous avons retenue est aussi appelée la méthode
de Dormand-Prince 4(3), abrégée en DP4(3) [33],[34]. Cette méthode a pour tableau de
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Butcher :
0
171
2| 2
1 1
3|0 3
110 0 1
1 1 1 1
116 55 3§
1 1 1 (1
fsos (-2 A
avec A un parametre fixé et ou I’estimateur d’ordre 4, U[Z]“, est donné par ’avant derniere

ligne, et ’estimateur d’ordre 3, U, grl, est donné par la derniere ligne, 'avant-derniere ligne

se lisant alors comme une ligne classique du tableau de Butcher.

Comme dans 'approche précédente, on calcule I'estimation de l'erreur locale L’Hl =

||U[CHrl — U&“HQ dont la définition est la méme que (2.22)), et on adapte le pas de temps
comme expliqué plus haut.
Dans le tableau de Butcher, le parametre A peut étre optimisé selon certains criteres.

En effet, si on note R(\) la fonction de stabilité de la méthode d’ordre 3, on obtient

AP 1 A 23 2P
RN ="+ -+ 5+ 5 1
W=+ <24 12>+6+2+Z+

Idéalement A\ = 0 permet d’obtenir une méthode d’ordre 4 (ce qui est déja effectuée dans
I'étage précédent du tableau de Butcher). On cherche donc a trouver le A # 0 tel que le
domaine de stabilité soit le plus large possible ou que ce schéma minimise ’erreur tout en

restant d’ordre 3. Dans la pratique on choisit A = 55 comme dans [33].

2.4 Relations de dispersion

Cette section est dédiée a ’étude des relations de dispersion relatives aux modeles
cinétique ([2.1)-(2.2)) et hybride linéarisé¢ (2.7)). Il s’agit d’effectuer une linéarisation com-
plete (c’est-a-dire aussi des particules chaudes) du modele étudié puis d’exprimer le mode
fondamental du champ électrique linéarisé. Cela permet d’obtenir une trés bonne ap-
proximation de la phase linéaire de I'énergie électrique. Cette approche, completement
indépendante des schémas numériques utilisés pour résoudre le modele de départ, sera

utilisée comme outil de validation des codes présentés dans la section
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2.4. Relations de dispersion

Nous allons présenter les relations de dispersion de nos deux modeles, puis nous expli-
querons comment reconstruire 'approximation linéaire de I’énergie électrique. Enfin, nous
détaillerons les calculs des relations de dispersion pour le cas test qui nous intéressera dans
les simulations numériques (sections [2.5[ et [2.6)).

2.4.1 Relations de dispersion dans le cas cinétique

Nous nous intéressons d’abord aux relations de dispersion du modele cinétique de
Vlasov-Poisson (12.1)-(2.2]), en nous appuyant sur [103]. Pour obtenir les relations de dis-

persion, il est nécessaire de linéariser le systeme autour d’un équilibre ; pour cela rappelons

les équations de Vlasov-Poisson (2.1))-(2.2)) :

Of +v0,f + Edyf =0
O = [ fdv—1 (2.23)
f(t=0,2,v) = fOz,v)

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la linérarisation de ce modeéle cinétique
autour d'un état d’équilibre donné par (f(t,z,v)),, = fO(v) et (E(t,x)),, = 0; on

considere le développement suivant :

flt,z,v) = fOQ) +efV(t,z,v) + O(e?)

(2.24)
E(t,z) =0+ cEW(t,z) + O(e?)

La densité de particules est définie par py = po. + pop = [ f©@dv. On injecte (2.24)
dans (2.23) pour obtenir :

0, f) 4+ ved, fV) + e EW (&,f(o) + 58Uf(1)) = 0(&?)
e, BV = [ fO +e[fOD—1+0()

ce qui nous permet d’obtenir, en négligeant les termes d’ordre €2, le systéme de Vlasov-

Poisson linéarisé :
O fY + 00, fO + EWY,fO =0

(2.25)
0, ED = [ £ dy
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Pour un état d’équilibre connu f(°)(v), habituellement une distribution gaussienne, les
inconnues de (2.25) sont fM(t, 2,v) et EV(t, z).

Nous souhaitons dériver I'expression générale de la relation de dispersion associée au
modele cinétique linéarisé . Afin de simplifier la lecture, nous supprimons l'index
(1) sur nos inconnues f) et EM). Nous supposons que le fonctions f) et EM) sont L-
périodiques en x dans le domaine 2 = [0, L] ; nous allons, successivement, appliquer une

transformée de Fourier en x et et une transformée de Laplace en ¢ sur le systeme ([2.25)).

Tout d’abord, nous effectuons une transformée de Fourier en z, définie pour une fonc-

tion f(z) comme :

7 I —ikx _271'
f(k:)_f/o f@e ™ de, k="Tnnez

Nous obtenons :
of +ikvf + Ed,f© =0
th f / (2.26)
ikE = [ f(t,k,v)dv

Maintenant, nous utilisons la transformée de Laplace définie pour une fonction f(t) par :

fy= [ e a

et, si elle est définie, la transformée de Laplace inverse est donnée par :

f0) =5 [ Fw)e o

2T Ju—ico
Appliquons la transformée de Laplace a la premiere équation du systeme ([2.26)) :

400 R . +00 N . +oo .
0, (t)e™" dt + / iko f(1)e dt + / B0)d,fOe dt = 0
0 0 0

et en utilisant une intégration par partie dans la premiere intégrale nous obtenons :

N +oo L . +oo . .
=0,k ) — iw / F(6)et dt + ikv / F(t)etdt
0

0
0 oo A iwt .
+0, f E(t)e dt =0
0

et donc : ) 3
(ikv — iw) f(w, k,v) + 0, fPE(w, k) = fo(k,v), (2.27)
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2.4. Relations de dispersion

ol fo(k;, v) = f (t =0, k,v) correspond & la condition initiale. En appliquant maintenant

la transformée de Laplace a la seconde équation de ([2.26]) nous obtenons :
+o0 N ot +o0o0 pt+o0 ot
/) ikEUgMeW(ﬁ::/ F(t, &, 0) dv et dt
0 0 —o0

ce qui nous donne :
i [Toe

- /| flw, k,v)dv (2.28)

Maintenant, nous souhaitons injecter 1’équation (2.27) dans (2.28). Nous devons préter

l*:?(w k) =

attention aux poles w = kv. En fait, si Im(w) > 0 et pour une fonction analytique g(v),

+oo _g(v)

oo Thoic dv est analytique. Lorsque Im(w) < 0, nous devons construire

un prolongement analytique et remplacer I'intégrale par [ m( —

ouvert parallele a 'axe réel a I'infini et qui passe en-dessous du péle w = kv (voir [103)]).

alors l'intégrale

dv avec v un contour

Par la suite, nous utiliserons la notation v soit pour I’axe réel | — oo, +00[ quand Im(w) > 0,

soit pour un chemin ouvert bien choisi lorsque Im(w) < 0.

Avec cette notation, le résultat de I'injection de (2.27) dans (2.28)) nous donne :

x Z 1 A x
_ (0)
b= kim_m(m&w me@M)M
fokv 0, f© Ewk:
kykv—w k/ kv —w dv
_ ! h%wd+1é(@/0f dv
k;2 ’y'U_% k 'y'U—E

donc :

En introduisant :

1 , f(©
Dk, w) 1—/af dv (2.29)
k2 Jyv—¢
et .
1 k
Mhm:_/h“”m (2.30)
k2 )y v—*%
nous pouvons définir E (w, k) comme
2 N(k,w)
E(w, k) =
(w7 ) D(k,W)



Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

L’équation (2.29)) est appelée relation de dispersion du modele cinétique.

2.4.2 Relations de dispersion dans le cas hybride

Intéressons-nous dans cette section a dériver 'expression générale de la relation de
dispersion associée au modele hybride linéarisé . Pour cela, nous allons repartir du
modele hybride non-linéaire et linéariser a la fois les équations fluides et 1’équation
cinétique. On injecte le développement dans . Les mémes calculs que dans la
section et Papproximation en €2 y compris dans I’équation cinétique sur f;, conduisent
au modele :

oM = EMW
HEM = —p0y (1) — fvf(l

8tf —HJ(?fh + EQ &,fh

d’inconnues B ugl) et f,gl) que nous noterons dans la suite, respectivement, F, u, et f,

solutions du systéme hybride linéarisé dans toutes les inconnues :

ﬁtuc =F
OE = —pOu, — [vf, dv (2.31)
atfh + U@th + Eavfh

Nous insistons sur le fait que le modele (2.31)) correspond a une linéarisation de la partie
cinétique (ou chaude) du modele hybride que nous avons étudié précédemment. Par
la suite, nous supposerons que la densité de particules froides p{®) est une constante (en
temps t et espace x), et que la fonction f,EO) est une fonction paire en v et ne dépend que
de cette variable. Nous supposons que les fonctions f;, E et u. sont L-périodiques en z
sur le domaine spatial = [0, L], et nous appliquons la transformée de Fourier en x puis

une transformée de Laplace en t.

Tout d’abord, nous appliquons la transformée de Fourier en z :

Ot = E
OE = —pO, — [ fudv (2.32)
Oufo + kv fu + Eavfh =0

98



2.4. Relations de dispersion

Alors, nous multiplions par e et nous intégrons en temps. L’équation sur 4. nous donne :

+o0 . +oo L.
/ Oyt dt = / Bett 4t
0 0

+oo +oo . .
—/ iwie™ dt — a.(t =0,k) = / Ee™ dt
0 0

i (w k) — .t =0,k) = E(w,k)
1 = 1
(W, k)+ —FE(w, k) = ——.(t=0,k 2.33
o, )+ — B k) = ——at=0,b) (2:33)
Les mémes opérations sur ’équation sur E nous donnent :
X N ~ +oo %
CiwE(w k) — Bt =0,k) = —pOd.(w, k) — / 0w, k) dv (2.34)

Tandis que I’équation sur fj, nous donne :

—wah(wkv) fh(t—Ok‘v)—i—zkvfh(wk:v) ]:z]( ~)3fh ( )—0
fh(w, k) (ikv —iw) = fr(t = 0,k,v) — E(w, k)0, (v)

it =0kv) i B(wk >afh<>
— - +% e . (2.35)

fh (W, k:a U) =
Nous injectons 'expression ([2.35)) dans (2.34)) :

B, K) — Bl = 0,K) = o0, k) + ¢ [oIEZ0R,

soit :

/ fht—Ok;v)

rU_f

Nous injectons maintenant l’expression ([2.33|) dans pour obtenir le probléme sui-
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

vant :
~ (0) (0) ~
N 1 1 x
E(w, k) (1 - /vavfh iv)dv> 4 L (,E(w,k‘) + —a.(t —O,k))
wkJy v—=7% iw \iw )
1 - 1 t k
—_E(t(),k)—/vfh( 0; V) g
w wk Jy v—7
soit :
x K 9,00 (v)
Ewk) [1- = [p / vJa W),
(0) 1. 1 fu(t =0,k
— P (t=0,k) — — (t:O,k)—/vfh( 0; ) g
w 1w wk Jy v— 7
Nous introduisons :
1 k2 8, f9 (v)
Dlk,w)=1— — [ p0 /”7d 2.36
(k. ) ,{Q(pcwﬁw_z v (2.36)
et :
N (k,w) = £0)A(t—0k;)—1E(t—0k:)—1/ St =0.k0) (2.37)
W)= g el = iw - wk 'yv v— % Y '

nous pouvons alors définir F(w, k) comme :

E:’(w,k) =

Remarque 2.2. Comme nous le verrons dans la sous-section suivante, pour retrouver la
pente de la partie linéaire de l'énergie électrique, il est suffisant de trouver les racines de
D(k,w), ou les poles de E(w, k). Si seule la pente de la partie linéaire nous intéresse, un
autre moyen de la retrouver est de réécrire les équations — comme le systéme

sutvant :

1 % © @0(0‘}’ k) _ _iﬁ'c((h k‘)A (2 38)
- 1L fvva“fh ) qy E(w, k) —LE0,k) — = fwvifﬁfo’ﬁ’”) dv '
k

w v— W
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2.4. Relations de dispersion

Le probleme revient alors a trouver les racines du déterminant de ce systéme, qui s’écrit

1 ) (0)
Det(k,w) =1~ — [ Oufu (V) P
wkJy  v—7% w
1 k2 3y £ (v)
[, /vh d
’fQ(pc A

On retrouve bien (2.36). La connaissance de (2.37) nous donnera, en plus de la pente, la

phase de [’énergie électrique dans sa partie linéaire.

2.4.3 Expression du champ électrique linéarisé

Dans cette sous-section, nous considérons un prolongement analytique continu de
N(k,w) et D(k,w), et nous supposons que les transformées de Laplace et de Fourier

de E sont bien définies pour obtenir une approximation du champ électrique linéarisé.

La transformée de Laplace inverse peut étre calculée a ’aide du théoréme des résidus :

~ 1 u+ico x ) X .
Bt k) =5 [ Bl ke o = Y Res, i (E(w, k)em>
J

20T Ju—ico

k

ot wh7 sont les poles de E (w, k). Nous rappelons que si w®7 est un pole simple, alors :

Res y— ki (]:g](w, k)e_iwk’jt> = lim (w — wk’j) é(w, k)e ™t

w—wksd

N N(kw)
_ : kg ) iwt
= Jim (- )D(k,w)e

Maintenant, un développement de Taylor de D(k,w) nous donne :

D(k,w) = D(k,wk’j) + (w — wk’j) glj
0

(k,w*7) + O ((w = wh)?)

donc, le passage a la limite nous donne :

ey N
—iwkit\ P —qw It
Res,,— k. (E(W,k)e ) - W '

(2.39)
Remarque 2.3. En fait, pour un k fizé, on obtient une trés bonne approximation de
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

A

E(t, k) (excepté pour des temps courts) en considérant seulement la fréquence principale.
Soient les deuz racines wh* = +w, + iw; de D(k,w) (ot w, € RY, w; € R) qui ont la

k.j

plus grande partie imaginaire w; : pour toute autre racine w™’, on a Im(wk’j) < w;. Les

autres poles peuvent étre négligés. En effet, nous avons :

) + — .

A kg i kdg kg ik

E(t,k): che W t:nge W t+0~76 w t+ che wIt
J

Jo
., 4+
J#Jo

. i ; _; k,j kg
—  ewit Cj+€ zwrt_i_cvjiezwrt_}_ Z Cj€ i Re(w )te(lm(w )—w;)t
0 0
i#iy

et par hypothése, Im(wh7) — w; < 0 Vj # JE, nous pouvons conclure que la somme tend

vers zéro lorsque t — +00.

Lemme 2.4.1. Si f(v) (respectivement f,go)(v)) est une fonction paire, alors pour D

défini par (2.29)) (respectivement (2.36))) nous avons D(k,w, + iw;) = 0 < D(k, —w, +

Démonstration. Voir en annexe [2.Al m

En considérant seulement les deux racines principales +w, +iw; de D(k,w), supposées
poles simples de E’(w, k), nous avons l'approximation :

A A

E(t k) ~ Resw:wrﬂwi (E(W, k)eiwt) —+ Res‘ﬂ:*wrﬂwi (E:'(w’ k,)eiwt>

oll les résidus sont définis par (2.39). Notons r* le module de Nk o tiv) o ¢* son

‘g—f(k,ierriwi)
argument, nous avons alors :

E(t, k) m rte®" gmilortiot 4 .= pio” omil—wrtivit (2.40)

Dans plusieurs cas tests classiques, nous avons une symétrie entre les racines, qui dépend
de la perturbation initiale de I’équilibre. Par la suite la perturbation initiale de I’équilibre

sera toujours une fonction cosinus.

N (k,twr+iw;)

7 . + _ —_ Ve
: vérithent v~ =r~ (noté r par
g—g(k,:ﬁ:wr—l—zwi) ﬁ ( p

Hypothese 2.1. Le module et 'argument de
la suite) et o7 = —¢~ (noté simplement ¢ ).
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2.4. Relations de dispersion

Sous 'hypothese [2.1], nous obtenons :

E(t, k) ~ rei‘z’e_i(wr"‘iwi)t+r€—i¢€—i(—wr+iwi)t
= rewit (ei(w'rt*(ﬁ) + e*i(wrt*¢)>

= 2re“"cos (w,t — ). (2.41)
Maintenant, si nous considérons la définition des coefficients de Fourier, nous avons :
1 /L
L/ (t,x)e” ™ dx = L/ (t,z) cos(—kx) dx—f—z’E/O E(t,x)sin(—kx) dx

et :

1

N ‘ 1 rL
E(t,—k) = / t,x)e™ dr = Z/o s(kx)dx —i—z—/ (t,x)sin(kz) dz

J

(

L
E(
0
L , 1 /L
E(t,z)e** dx = Z/ cos(—kx) dx—@—/ (t,z)sin(—kzx) dx
0 0
t k)

Op| | =

Hypothese 2.2. N(k,w) =0 si k ¢ {:l:%’r}

Sous l’hypothése n avec 1’approximation des coefficients de Fourier (qui sont tous
réels) donnés par (| et avec [ = =% nous obtenons I'approximation du champ électrique

suivante :

Et,7) ~ eEO(t, ) ~ ¢ (E(t, e 1 E(t, z)Mx)
~ 2¢E(t,1) cos(lx)
2
~ derei’ cos(wit — @) cos (gx>

Ce qui nous permet d’obtenir une approximation de I’énergie électrique, définie par :

E(t) = (/OL E2(t, x) dx)é
(wrt = )] ( [ cost (20) dx)

~ 2V 2Lere" |cos(w,t — @)

=

(2.42)

~ derevit
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puisque :

L 2 L1 L1 4
/0 cos? <2x> dz = ; §dx+/o 5 cos (59@) dz

_L+[L _ (47r )]L_L
o T &ML, T 2

Remarque 2.4. [l est possible de mener une étude similaire pour une perturbation donnée
par une fonction sinus. Nous obtenons alors des résultats similaires en remplacant dans

Vapprozimation de E(t, k), E(t,x) et E(t) les fonctions cosinus par des fonctions sinus.

Il est a noter que ces approximations ne prennent en compte que les racines dominantes
de D(%’r, w), les deux ayant la plus grande partie imaginaire. Cette approximation devient

valable pour un temps ¢ suffisamment long.

La partie imaginaire w; nous donne le comportement global des coefficients de Fourier
du champ électrique, et donc de ’énergie électrique comme une fonction du temps. Nous
obtenons un amortissement de I’énergie électrique si w; < 0, ou une instabilité si w; > 0.
Lorsque nous tragons 1’énergie électrique en fonction du temps en échelle logarithmique,

nous pouvons observer les comportements suivants :

— un amortissement avec un taux w; < 0, le taux indiquant la pente globale de I’amor-

tissement,

— quelques oscillations stables, suivies du développement d’une instabilité avec un

taux w; > 0, jusqu’a la saturation recherchée.

2.4.4 Applications

Dans cette sous-section, nous nous intéressons au calcul de D(k,w) pour le modele
cinétique (2.29) ou hybride (2.36]), dans le cadre des cas tests qui nous intéressent. Pour

le modele cinétique la distribution initiale est donnée par :
Fol@,v) = Mi_a01.(v) + (Ma/pu01(0) + May, —uy1(0)) (1 + €cos(kz))

avec « la densité de particules chaudes, centrées en vy € R, T, la température des

particules froides, et ou ’on note :

2
p v —u
M, ur(v) = exp <_|2T|>
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la distribution maxwellienne de densité p, centrée en la vitesse u et de température T
Cette distribution initiale f; nous permet de construire une condition initiale compatible

pour le modele hybride, donnée par la limite T, — O :

Fro(,0) = (Ma 01 (0) + Mesy p1(v)) (1 + €cos(kz))

Ue0 = 0.

(2.43)

Le champ électrique a l'instant initial Ey est donné par la résolution de I’équation de

Poisson avec la condition initiale :
8, Eo(z) = (1 — ) +/th,o<x,v) dv—1

Nous cherchons ensuite les racines en w de la fonction D(k,w) pour k fixé. Celles-ci
sont approchées numériquement a l'aide d’'une méthode de Newton, la dérivée g—f(k,w)
est alors nécessaire. La racine ayant la plus grande partie imaginaire (dans la pratique
nous ne conservons que celle avec une partie réelle positive) nous donne des informations
sur I’évolution de I’énergie électrique au cours du temps (taux d’amortissement et taux
d’instabilité en échelle logarithmique). De plus, le calcul de N (k,w) nous permet d’obtenir
plus d’informations sur le mode dominant E (t, k) donné par dans le cas général, ou
par sous I'hypothese [2.1] Nous en déduisons notamment la phase des oscillations

de I’énergie électrique dans sa partie linéaire.

2.4.4.1 Quelques propriétés de la fonction de dispersion du plasma

Dans le calcul de D(k,w) et N(k,w) apparait la fonction de dispersion du plasma,

aussi appelée fonction de Fried-Conte [47] :

Z(¢) = \/7?/7 e (2.44)

On rappelle, a l'aide de [47], que la fonction Z vérifie :

7€) = ~2(1+€2(€). (2.45)

Nous allons maintenant établir quelques propriétés utiles pour vérifier I’hypothese

dans différents cas tests classiques.
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Lemme 2.4.2. La fonction Z%(w) : w € C — Z (aw) € C, avec a € R fizé, est telle que :

Zy(—0) = —Z3(w).

Lemme 2.4.3. La fonction ZJ4(w) : w € C = Z(aw—f) + Z (aw + ) € C, avec

a €R, B eR firés, est telle que : Z) 5 (—w) = —Z] 4(w).

Lemme 2.4.4. La fonction Z, 4(w) : w € C = Z(aw —B) — Z(aw + ) € C, avec
a €R, BER fivés, est telle que : Z, 5 (—W) = Z,, 5(w).

La démonstration de ces lemmes est proposée dans I'annexe [2.A]

L’introduction de la fonction Z provient de la nécessité dans les relations de dispersion
définies en (2.29)-(2.30)) et (2.36)-(2.37) d’intégrer une distribution maxwellienne qui est

une distribution gaussienne renormalisée :

P _(w—w?

M’U. = (& 2T
Pt onT

Rappelons le résultat :
v—u

T

Ainsi, avant de passer a 'application de ces résultats sur le cas test qui nous intéresse,

8vMp,u,T (U) = —

M/%U,T (’U) .

calculons une intégrale qui intervient dans le calcul de D(k,w) :
w w _—w?
/ 8vMp,u,T do — — p / (U - % + i u)e 2T
v v— 2 V21TT J+ v—

S /e(vﬂ?)zdij(w—u)/e ~ v
V2rTT \ /vy k v U= %

dv

=€

Dans la premiere intégrale, on utilise le changement de variable w = ”JT“, dw = d—\/"f;
dans la seconde intégrale, nous utilisons le changement de variable suivant : w = :’/%ﬁ,

dw = \;12%' Nous obtenouns :

—w?

o ([t T (2 [
\/27TTT<[y€ v ko /7\/2Tw—l—u—°,: v

_;@+ﬁ%4;ﬂng_f?_@&g

V2T \k
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et enfin nous obtenons :
Oy M (V) P ( 1 w (“’—u
wr(®) P (—u)Z k 2.46
V2T \k V2T ( )

/y v—7 Y T

ou Z est la fonction de diffusion de plasma (2.44)).
Le calcul de la fonction N(k,w) demande I’évaluation d’une intégrale pour laquelle on

v—u

V2T’

utilise le changement de variable w =
2

(v—u)
/ 7./\/1,)7”,3(0) dv = p / ¢ sz dv
v U= 2Ty v — %
p e’ JoF
= 27T dw
21T Jy V2Tw + u — %
__r / e dw
1 w
AT )
soit : M ( )
pu,T\V P R
— s 2 do = Z 2.47
/w v— %2 V2T (\/2T> ( )

2.4.4.2 Application a la modélisation hybride

La condition initiale du cas test du modele hybride nous donne comme état d’équilibre

(équilibre instable que nous perturbons) pour les particules chaudes
_ (vtvg)? )

Q ( _ (v—vp)?
[ 2
20/ 2T

avec une vitesse des particules chaudes vy € R fixée et une densité de particules chaudes
a € R. Les particules froides n’étant pas perturbées, 1'état d’équilibre est 1’état initial
caractérisé par une densité p{¥) = 1 — «, et une vitesse moyenne u.(t = 0,z) = 0. L'ex-

F2(0) = Majy 01 (0) + Majy, o1 (v) =
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

pression ([2.36)) nous donne a l'aide de ([2.46) :

D(k,w) = 1—k2((1—04)+ dv)

On dérive D(k,w) a l'aide de (2.45)) :

ow w3 * V23 2
+(1-20%) Z (@) — 200 — 20, ]

0D (k,w) (1—a) 1 « [(
(2.49)

ot &y = J5 (% £ v).
Maintenant, remarquons que :

A

fh(t = 0, k,v) = g(k)Q\;Y% <€( 20) 67< +20) ) ) g(x) = Cos <I7jx>

ce qui nous permet de simplifier ce calcul de N(k,w) en utilisant (2.37)) et (2.47) :

&

G(k Moy, Meay,
N(k,w) = " a(t =0,k) — EE(t =0,k) — gfuk) (A’U » f’w‘)’l dv + qu/_’ ;71 dv)
9(k) (/ M /s 090 dv + f/ Moot dv
v k Jy

w? w 2w v —wk
i M)
v v —
(1—-a), 1 -~ g(k) w o« 2 — g
= t=0k)— —Et=0k)— —
w? i k) iw ( k) 2w a+k2\/§ V2
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2.4. Relations de dispersion

soit finalement :

N(k,w) _u _QO‘)a(t =0,k) — ,iE(t = 0,k)
“ Pl . (2.50)
gk) | k a 2 — T+ o
Sl () 2 )
ou §(k) est donnée par :

Lemme 2.4.5. Sous l’hypothése 4(t = 0, k) = 0, pour % donnée par (2.49) et N(k,w)
par (2.50), I’hypothése est satisfaite.

La démonstration de ce lemme est effectuée dans annexe 2.A] Elle permet de justifier
Pécriture (2.41)) du mode fondamental du champ électrique linéarisé puis I'approxima-
tion (2.42)) de 1’énergie électrique linéarisée.

2.4.4.3 Application a la modélisation cinétique

La densité de particules initiale de la modélisation cinétique peut se réécrire comme
la somme de la densité de particules froides et de la densité de particules chaudes, avec
pour les particules froides une simple distribution maxwellienne non perturbée, et pour
les particules chaudes une bi-maxwellienne dont I'intégration a déja été traitée dans le cas
hybride :

fo(z,v) = Mi_qore(v) + frolz,v) (2.52)

avec fro(z,v) donnée par (2.43). L’expression de D(k,w) s’obtient a partir de (2.29)
et (E0) :
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Expression que 'on peut dériver et simplifier a 'aide de (2.45)) :

oD(k,w) 1 1—«
ow Vo | VT.T.

(1 — 223)Z(@0) — 220
(2.54)
+ % ((1-20%)2(@-) + (1 - 262)Z(@,) — 20— — 254)]

ol Wy = \/ﬁg et Wy 7( + vy). Maintenant, pour le calcul de N(k,w), on remarque

A «Q (v—vg)? (v+vg)?
t=0,kv) =gk ( e DRI )
Ft = 0.k.0) = 4(k) 7= (e :

avec la fonction g(x) qui vérifie :

(E)-4(5)-5 -nae ()

ce qui nous permet, en utilisant les équations ([2.30) et - d’obtenir :

Nous avons donc le lemme suivant :

que 'on a :

Lemme 2.4.6. Pour 8D(l“” donnée par (2.54)) et N(k,w) par (2.55), l’hypothése est

satisfaite.

La démonstration de ce lemme est effectuée dans I'annexe 2.A] Elle permet de justifier
I’écriture ) du mode fondamental du champ electrlque linéarisé puis 'approxima-

tion lb de l’énergie électrique linéarisée.

2.4.4.4 Consistance des relations de dispersion

Dans les sous-sections précédentes, nous avons obtenu les relations de dispersion des
modeles cinétique et VHL correspondant a la condition initiale (2.52)). Une premiére vali-

dation va consister a vérifier que les relations de dispersion du modele cinétique données

par (2.53))-(2.54)-(2.55) sont consistantes, quand 7. — 0, avec les relations de dispersion
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2.4. Relations de dispersion

du modele hybride données par (2.48))-(2.49))-(2.50]). Pour cela, rappelons que

Z(z) = ﬁexp(—zz)(z’ —erfi(z))

et qu’a la limite z — 400, nous avons le développement asymptotique suivant :

erfi(z) = —i—l—eXI\)/(; ) (i —1—2;)—1—1;—1-(’)(27)).

Ainsi, nous avons Z(z) = 2iy/Texp(—2%) — 1 — L — 3.4+ O(277) ou encore Z(z) =

2Z(z) =—1— L—I—(’)(,z_4>.

222
Commencons par regarder la consistance en D(k,w). Avec z = \/21T% quand T, — 0, le

terme correspondant aux particules froides de (2.53)) s’écrit

l—«

() - e e (G

C’est le terme correspondant a la partie fluide (froide) de ([2.48]). Les autres termes (venant
des particules chaudes) sont les mémes dans les deux expressions, donc D(k,w) donné par

le modele cinétique est consistant, a la limite T, — 0, avec celui donné par le modele

hybride (avec un taux O(T.)). Regardons ensuite la consistance en %. Les termes

venant des particules chaudes sont les mémes dans les modeles cinétique (2.54)) et hybride
(2.49). Nous ne nous intéressons qu’aux termes venant des particules froides. De ([2.54),

nous avons :

1 11—« - ~92 ~ ~
R TAT, (Z(wo)—QwOZ(wo)—Qwo)
1 1—-«a 1 1 1 3
= - 200 _ 9 O ~—5
\/§I<:3Tc\/TC< Do 2o 0T T w°>+ (@°)
1 1—-al
— 7+O(w0—5),
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

donc pour @y = ﬁ%, nous avons :
c

11—« 2T.\/2T.k° B 21 —
V2T AT, w7 W

qui est le terme fluide de . Regardons enfin la consistance en N(k,w). La encore,
les termes venant des particules chaudes sont les mémes dans les modeles cinétique
et hybride . Les termes supplémentaires dans le modele hybride s’annulent sous
I'hypothese 4(t = 0, k) = 0, avec g(k) donné par et E(t =0, k) obtenu & partir de

I’équation de Poisson :

0.E(t=0,2) = pc(t:O,a:)+/fh(t:O,x,v)dv—l

= (1—04)4—@(14—8008(22-1’)) -1

(77)
= @ecos|—u
L

soit

A iXe’ 27 27 A 27 2w

Bt=0k) =1 ke {—L, L}, Bk)=0, k¢ {—L,L}. (2.56)
La consistance du modele cinétique, a la limite T, — 0, vers le modele hybride est établie

sur les relations de dispersion.

2.5 Limite du modéle cinétique vers le modele hybride

Il s’agit ici d’étudier numériquement la convergence du modele cinétique ([2.1)-(2.2)
vers le modele VHL , lorsque la température T, des particules froides tend vers 0. Une
premiere étude de consistance est effectuée sur les relations de dispersion. Une seconde
étude, numérique, montre la convergence de différentes quantités obtenues par les schémas
proposés dans la section [2.3] Ces deux études complémentaires ont pour but de justifier
I'utilisation de la modélisation hybride linéarisée lorsque les particules se répartissent en
deux faisceaux : I'un de particules chaudes (rapides) et 'autre de particules froides (de
température T, < 1, lentes). Pour cela, le modéle cinétique - sera initialisé avec

Fo(2,0) = Mi_aor (v) + (1+ ecos(kz)) (Me, w1 (v) + Mesy —p1(v)) (2.57)
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2.5. Limite du modéle cinétique vers le modéle hybride

avec k= 0.5, v9=34,a=0.2,2€0,L], L= 2?” = 27T, U € [—Umax, Umax] AVEC Upay = 12
et la perturbation des particules chaudes € = 1072, Le parametre 7, prendra différentes
valeurs selon les résultats que nous souhaitons illustrer. Comme dans la sous-section [2.4.4]

on a noté M, r(v) la distribution maxwellienne :

2
P v—u
Myur(v) = T <_|2T\>

Pour la condition initiale des simulations avec le modele hybride linéarisé (2.7]), nous

considérerons :

ue() ? (2.58)

fh(I,U) =(1+ ECOS(kx)) (Mo‘/zmo,l(v) + M“/zrvoi(v))

ou k, vy, a et € sont pris identiques au modele cinétique; le domaine en x et en v reste
inchangé. E(t = 0,z) est obtenu en résolvant ’équation de Poisson sur notre condition

initiale, comme indiqué dans la proposition [2.2] :
0,E(t=0)=(1—a)+ /(1 + ccos(kz)) (Mo a1 (v) + Majy o1 (v)) do — 1

Avant une étude plus détaillée, nous donnons un premier apercu des solutions des deux
modeles pour le choix 7. = 0.05. Sur la figure , sont tracées la condition initiale fO(x,v)
du modele cinétique (gauche), la solution numérique f(7y = 300,z,v) au temps final
du modele cinétique (milieu) et la solution numérique f,(7y = 300, x,v) des particules
chaudes pour le modele hybride ainsi que la vitesse moyenne des particules froides u.(Ty =
300, x) (courbe cyan) au temps final (droite). La bande jaune correspond a la population de
particules froides, absente dans la modélisation hybride. On observe une bonne corrélation
des vortex dans I’espace des phases dans la population de particules froides, et une bonne
reconstruction de la population de particules chaudes a partir de la vitesse moyenne ...
De plus, sur la figure [2.2| est tracée 1’évolution de I’énergie électrique || E(t, )|/, au cours
du temps pour ces deux modeles avec les mémes parameétres numériques (échelle semi-
logarithmique) pour différentes valeurs de 7. = 0.05,0.1,0.2,0.4 pour le modele cinétique.
On observe une convergence de 1’énergie électrique du modele cinétique vers le modele
hybride lorsque T, tend vers 0. La premiere observation est que les résultats proches de
ceux obtenus par le modele hybride linéarisé sont tres proches de ceux obtenus par le
modele cinétique -, ce qui valide la modélisation. La perturbation des particules
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Initial condition Kinetic model T = 0.05 Hybrid model

0.2
0.15
* 0.1
4
0.05
2
0 0
10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
v v v

FIGURE 2.1 — Représentation de la condition initiale du modéle cinétique d gauche et la solution
obtenue au temps final Ty = 300 avec le modéle cinétique avec T, = 0.05 (au milieu) et la densité
de particules chaudes obtenue avec le modéle hybride linéarisé ainsi que la vitesse moyenne des
particules froides (courbe cyan) (a droite).

-
)

-
=)

@

=3

chaudes induit une instabilité (I’équilibre étant du type double gaussienne) qu’on voit se
développer jusqu’au temps ¢ = 75 (voir figure [2.2)), et deux vortex sont alors créés autour

de la vitesse v &~ 2, au centre desquels de fines structures se développent.

Dans la suite, nous allons approfondir cette étude en comparant les résultats obtenus
aux relations de dispersion des deux modeles, puis en essayant de déterminer le domaine
de validité du modele VHL.
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2.5. Limite du modeéle cinétique vers le modeéle hybride

Electric energy
Tc=02

LI T T T I T T T T
I}

m i e AT AT AT

Hybrid Lawson-RK(4,4) —— Hybrid Lawson-RK(4,4) ——
Kinetic Lawson-RK(4,4) —— Kinetic Lawson-RK(4,4) ——
slope 0.050 - . -10 + slope 0.083 --———-- s
. slope 0.081 | . | slope 0.091
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

t
T.=0.05
|

¥
]

1 Jl

(ALt [ 1 I [IAIRHIIE
i

h

Hybrid Lawson-RK(4,4) —— Hybrid Lawson-RK(4,4) ——
Kinetic Lawson-RK(44) Kinetic Lawson-RK(4 4)
10 | . :moim — oy . | sope0.001 |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t t

FIGURE 2.2 — Energie électrique donnée pour le modéle cinétique avec T, = 0.05,0.1,0.2,0.4 et
le modéle hybride linéarisé.
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

2.5.1 Convergence en énergie totale

Nous nous intéresserons ici a une grandeur conservée qu’est I’énergie totale, celle-ci
est la somme de I'énergie cinétique et de I’énergie électrique. Pour le modele cinétique elle

se calcule ainsi :

&xt) = || v2fd:1:dv+/QE2 dz.

QxR
Pour le modele VHL, I’énergie cinétique comporte deux termes, un terme fluide pour les

particules froides, et un terme cinétique pour les particules chaudes :
Evme(t) = [ pautdz+ [[ v*fydzdo+ [ E*da
Q Q
QxR

Proposition 2.3. La différence en énergie totale entre le modéle cinétique et le modéle

hybride linéarisé pour des conditions initiales données par (2.57) et (2.58)) converge en
(1 - a>TC|Q|

Démonstration. Pour le choix de f°, I'énergie totale du modeéle cinétique vaut :

Ex(t) =Ek(0) = ff v? fO(z,v) dodv —i—/QE2(t =0,z)dx

= {(1 —a)T, + avg + oz} Y]

On remarque que lorsque 7, — 0, on obtient limy, 0 Ex(t) = (i + @)|Q]. L’énergie

totale dans le cadre du modele hybride se calcule comme suit :
Em ) = [ pOude+ [[ v?frdedv+ [ B2da
@ QxR @

ce qui nous donne, avec le choix de condition initiale p@ =1 —a, u? = 0 et fP(v) =

Mo, p01(V) + May, _p1(v), conformément a ([2.58))
gHL(t) = (Oé’l)g + CY)|Q|
qui est bien compatible avec limr, o Ex(t). De plus on peut calculer :

Ex(t) = Enr(t) = (1 — )T |Q|
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2.5. Limite du modéle cinétique vers le modéle hybride

c’est-a-dire que la convergence du modele hybride est liée & la pression p(O)T, des particules
froides. 0

Pour vérifier numériquement cette proposition, nous effectuons un jeu de simulations.
Le modele cinétique de Vlasov-Poisson — est simulé a 'aide d’une méthode en
temps de type Lawson basée sur une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, la méthode
WENO d’ordre 5 pour approcher la dérivée dans la direction v et I’algorithme de FFT
pour la dérivée dans la direction x. Il s’agit ainsi du méme schéma que celui utilisé pour la
fonction de distribution f;, des particules chaudes du modele hybride linéarisé. Nous choi-
sissons la condition initiale (2.57)) avec v = 0.2, T, € {0.05,0.1,0.2,0.4}, la discrétisation
du domaine Q = [0, 4] s’effectue avec N, = 135 points, la discrétisation du domaine en
vitesse [—Umax, Umax| Nécessite de capturer la gaussienne représentant les particules froides
pour différentes valeurs de T, ; nous choisissons donc d’adapter le nombre de points de
discrétisation en vitesse N, a T,, N, € {1431,1011, 715,505}, ceux-ci correspondant a une
quinzaine de points de discrétisation pour capturer la gaussienne de température 7,.. Nous
avons une condition CFL sur le schéma WENO utilisé dans la direction v, nous nous as-
surons d’étre sous cette condition quelle que soit I’évolution de F en prenant At = 0.5Awv.
Ce jeu de simulations s’arréte au temps 7, or le choix des différents At implique des don-
nées a des temps différents; nous choisissons d’effectuer une interpolation polynomiale
de Lagrange d’ordre 5 pour exploiter les données au temps 7% = 6.5. Nous obtenons
ainsi I'énergie totale pour différentes températures sur la figure [2.3]; bien que le schéma,
de type Runge-Kutta ne conserve pas exactement ’énergie, celle-ci est bien préservée en
temps court et reste sous 'erreur machine en simple précision jusqu’au temps 50. Apres
I'interpolation au temps 7% = 6.5 on obtient la convergence vers le modele hybride sur la

figure (figure de droite) ot 'on observe bien l'ordre 1 en température.

Nous effectuons le méme type d’analyse sur ’énergie électrique, a partir des données
des simulations précédentes, en sachant que 'on n’a pas de résultat théorique sur sa
convergence. L’énergie électrique pour les différents choix de T, est représentée sur la
figure (gauche), cette figure illustre mieux la nécessité d’effectuer une interpolation

pour extraire les données. Une convergence est observée sur la figure (droite).
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Total energy
1
KineticI Lawson-RK(4, 4) Te=04 — I Interpol atei'j total emel'gyI I
2.94 - Kinetic Lawson-RK(4,4) T, =02 —— 7 slope 1
Kinetic Lawson-RK(4, 4[rTc =0.1
Kinetic Lawson-RK(4.4; 0.05
2.92 Hybrid Lawson-f-lK(tt ) 4
Interpolated data - ©-
0.5 - b
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FIGURE 2.3 — Energie totale avec les différents modéles en échelle semi-log (gauche) et conver-
gence de l’énergie totale du modéle cinétique vers le modéle hybride quand T, tend vers 0 en
échelle log (droite).

Electric energy
T T T -5.4 T T T T
Kinetic Lawson-RK(4,4) T, =04 —— Interpolated total energy
-3 r Kinetic Lawson-RK(4,4) T =02 —— B slope 1
Kinetic Lawson-RKitt 4er =0.1 56 4
Kinetic Lawson-RK(4,4; 0.05 .
Hybrid Lvison -RK(4,4)
-4 - Interpolated dala - o- -
-58 - 1
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e
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/”
[ -6.6 - 4
-6.8 - B
-7 m
10 - 1 72t .
1 1 | | 74 1 1 1 | 1
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FIGURE 2.4 — Energie électrique avec les différents modéles en échelle semi-log (gauche) et
convergence de l’énergie totale du modéle cinétique vers le modéle hybride quand T, tend vers 0
en échelle log (droite).
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2.5. Limite du modéle cinétique vers le modéle hybride

2.5.2 Convergence en température a I'aide des relations de disper-

sion

Nous étudions numériquement la convergence des racines de la relation de dispersion
quant 7, tend vers 0. Pour cela, on note D[Ii] (w, k) la relation de dispersion du modele
cinétique et D¥(w, k) la relation de dispersion du modele VHL (2.48). Pour k
fixé, on note w € C la racine de plus grande partie imaginaire. Cette racine est calculée
numériquement a l'aide d’'une méthode de Newton. On étudie maintenant la convergence
des wg (zéro de (DX (w, k)) vers wy (zéro de (D (w, k)). La convergence de wx (T,) vers wy
est visible sur la figure ou 'on représente, en échelle log-log le module de la différence

des deux zéros Aw = |wg — wy|. On observe une convergence d’ordre 1 en T, des zéros

_2 T T T T T
lwk —wi|

95 | slope 1 |

-3t i
-3.5 i
E ~
—4.5 i

-5 | i

—95.9 1

_6 | 1 | | 1 |
-5 —4.5 —4 —-3.5 -3 —2.5 -2 —-1.5

1e

FI1GURE 2.5 — Convergence des zéros de la relation de dispersion cinétique vers la solution hybride

de la relation de dispersion, aucun argument théorique sur les fonctions holomorphes ne

vient appuyer ce résultat, contrairement a ce qui a été énoncé pour 1’énergie totale.

La racine de plus grande partie imaginaire permet de valider la phase linéaire du code.
Cette phase linéaire peut étre rendue plus longue en considérant une valeur tres faible
de la perturbation e = 10™* dans les conditions initiales (2.57)) et (2.58)). Ceci va nous

permettre de vérifier, non seulement le taux d’instabilité, mais aussi, grace aux calculs de
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

la section [2.4] Iénergie électrique. Nous pouvons donc comparer pour a = 0.1, 7, = 0.1,
N, = 135, N, = 1200, Ty = 200 et At = 0.5Az ce régime linéaire sur la figure [2.60]

Un résultat similaire est observable pour différentes températures ainsi que sur le modele

hybride linéarisé, comme 'illustre la figure 2.Gp] Les reconstructions de I’énergie électrique
se font a partir des relations de dispersion, avec I’équation (12.42)).

En plus du taux d’instabilité de ’énergie électrique, il est possible, a 1’aide des relations
de dispersion, d’obtenir une tres bonne approximation de 1’énergie électrique dans la phase
linéaire. On peut voir que I’étude des relations de dispersion ne permet pas d’obtenir des
résultats fiables en début de simulation, ou d’autres modes que le mode principal sont
encore visibles (modes évanescents). De méme, comme on peut le voir sur la figure [2.2]
la phase non-linéaire ou I’énergie électrique atteint une saturation mélange de nombreux
modes, ce qui est incompatible avec 1’étude du linéarisé. Néanmoins, méme au temps
t ~ 200, les résultats du code sont en excellent accord avec ceux obtenus grace aux
relations de dispersion (voir figure [2.6b).
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2.5. Limite du

modele cinétique vers le modeéle hybride

-2 T

electric energy

dispersion relation for kinetic model Tc

Te=01 ——
=0.1

100
t

150 200

(a) Energie électrique jusqu’au temps 200 avec un régime linéaire trés long,
et comparaison avec les résultats données par les relations de dispersion.

-3

electric energy

dispersion relation for kinetic model Te =0.05 - - - -

dispersion relation for kinetic model Te=0.1 - - - -

dispersion relation for hybrid - - - -

199
t

199.5 200

(b) E’nergie électrique entre les temps 198 et 200 pour les températures T, =
0.1,0.05 et le modéle hybride, et comparaison avec les résultats des relations

de dispersion.

FIGURE 2.6 — Evolution de l’énergie électrique dans une longue phase linéaire et comparaison

avec les relations de dispersion.
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

2.5.3 Evolution avec la densité de particules chaudes

Nous avons validé les modeles et les relations de dispersion lorsque la température
des particules froides T, tend vers 0; la proposition [2.3] nous indique que la convergence
s’effectue en (1 — «)T.|2| ou « est la densité des particules chaudes. Nous tragons sur la
figure I’évolution du taux d’instabilité donné par les relations de dispersion (racine de
plus grande partie imaginaire) en fonction de « et pour différentes valeurs de T,. Cette
évolution est représentée pour le modele cinétique avec différentes températures, et pour

le modele hybride, avec comme condition initiale pour les particules chaudes :
F(x,0) = (Mejpa1(v) + Mey, _41(v)) (1 + ecos (kx)), x € [0,4x].

La condition initiale du modele cinétique est donnée par : fO(x,v) = My_nor.(v) +

fP(x,v). On retrouve sur la figure la convergence en température du modele cinétique

0.3 . . . .
Tc=02 ———
Tc=01 ——
T [
c=4u
025 ¢ Hybrid
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FIGURE 2.7 — Evolution de la pente du développement de linstabilité (ou taux d’instabilité)
donnée par les relations de dispersion en fonction de la densité de particules chaudes «

vers le modele hybride. Pour o = 0 la condition initiale se restreint aux particules froides,

qui ne sont pas perturbées, il est donc normal d’obtenir une pente nulle; pour a = 1, il n’y
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2.6. Comparaison des deux résolutions hybrides

a que des particules chaudes et on retrouve l'instabilité double faisceau (TSI) avec le bon
taux d’instabilité. On peut enfin observer que pour ce choix de T, les taux d’instabilité
obtenus restent proches de ceux du modele VHL pour 0 < o < 0.5 (qui correspond a une

population identique de particules chaudes et froides).

2.6 Comparaison des deux résolutions hybrides

Dans cette section on s’intéressera a la comparaison des méthodes de simulation pré-
sentées dans la section pour approcher numériquement le modele VHL. On étudiera
en particulier les méthodes de pas de temps adaptatif associées. Nous utilisons dans cette

section la condition initiale suivante :

( )

0
(./\/la/2 0,1 (V) + Mayy g1 (v )) (1 + ecos(kx))

avec k = 0.5, « = 0.2, vg = 3.4, z € [0,L], L = 4w, v € [—12,12], et la perturbation
¢ = 1072. Le champ électrique initial E(t = 0, ) est obtenu en résolvant 1’équation de

Poisson sur notre condition initiale, comme indiqué dans la proposition :
0,E(t=0)=(1-a)+ /(1 + ecos(kx)) (./\/la/27,,}0,1(v) + M&/Q,_UO,1(U)> dv—1

La discrétisation du domaine s’effectue avec N, = 27 dans la direction x, et N, = 128

points dans la direction v.

Nous allons effectuer deux types de comparaisons entre les méthodes de splitting ha-
miltonien et de Lawson : une comparaison a pas de temps fixe, ou on illustrera I'absence
de condition de CFL des méthodes de splitting ; puis une comparaison des méthodes de

pas de temps adaptatif présentées dans la section avec une tolérance tol = 2 x 1075,

2.6.1 Comparaison des deux résolutions hybrides a pas de temps fixe

Cette section est dédiée a la comparaison entre la méthode de splitting hamiltonien,
présentée dans la sous-section [2.3.1, et la méthode de Lawson présentée dans la sous-
section [2.3.2} pour la résolution du modele hybride linéarisé ([2.7)).

Nous considérerons trois pas de temps différents :
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

— At =0.1 =~ 0.5Awv, il s’agit d'une condition de CFL classique pour des méthodes de

volumes finis;

— At =05~ a”EAﬁ = 0.54, avec 0 =~ 1.732, il s’agit de la condition de CFL entre
WENOS5 et RK(4,4) calculée dans le chapitre précédent ou [27], et calculée & partir
d’une précédente estimation numérique ||E"|| o = max;, |[El'| ~ 0.6;

— At = 0.7, il s’agit dans ce cas d’'un cas test avec un pas de temps plus grand que
la CFL de la méthode de Lawson, pour illustrer que la méthode de splitting n’a pas

de contrainte de stabilité sur le pas de temps.

Sur la figure on trace I’évolution de 1’énergie électrique (en échelle semi-log) cal-
culée par deux méthodes d’ordre 4 (méthode de Suzuki et de Lawson-RK(4,4)), avec
différentes valeurs de pas de temps At, 0.1, 0.5 et 0.7. On note que toutes les simula-
tions capturent correctement l’énergie électrique dans la phase linéaire, jusqu’au temps
60, méme lorsque la méthode est instable. Pour At = 0.1, 0.5, on vérifie la stabilité prévue
des méthodes, qui donnent des résultats tres similaires. Dans le cas At = 0.7, la mé-
thode de Lawson-RK(4,4) devient instable dans la phase non-linéaire, c’est en fait dans
cette phase que 'amplitude du champ électrique atteint son maximum, et le parametre
At = 0.7 viole la condition de CFL, alors que la méthode de splitting de Suzuki reste

stable comme prévu.

Sur la figure 2.9, on observe I’évolution de I'erreur relative sur I’énergie totale, calculée
par : .
ZO 1 (2.59)
avec :
" = ;ffzﬂf,’} dvdz + ; /ng> (u")? dz + ; / (E"?da.
On considere les mémes parametres numériques et on compare 'effet de la méthode d’in-
tégration en temps (méthode de splitting hamiltonien : Lie , Strang et Su-
zuki (2.18)), et la méthode Lawson-RK(4,4)) sur la préservation de I’énergie totale. On ob-
serve que les méthodes géométriques de splitting hamiltonien préservent tres bien 1’énergie
totale ; en particulier, ’erreur relative oscille autour d'une constante en temps long, ce qui
est un comportement typique d’'une méthode géométrique. On observe pour la méthode
de Lawson que si le pas de temps est pris sous la condition de CFL, 'erreur est proche
de 4%, ce qui est acceptable. Evidemment, comme évoqué précédemment sur I’énergie
électrique, on observe un probleme lorsque At = 0.7, 'erreur donnée par la méthode

Lawson-RK(4,4) diverge dans la phase non-linéaire, a cause de l'instabilité numérique;
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2.6. Comparaison des deux résolutions hybrides

avant cela, l'erreur est autour des 2%. Le tableau résume le maximum de l'erreur

relative max,, [H"/H® — 1| pour les différentes méthodes et les différents pas de temps

considérés.
0.1 0.5 0.7
Lie 0.0036 | 0.0187 | 0.0394
Strang 0.0001 | 0.0019 | 0.0109
Suzuki 3 x 107% | 0.0001 | 0.0028
Lawson-RK(4,4) | 0.0372 | 0.0331 | NaN

Tableau 2.1 — Mazimum de l’erreur relative donné sur la figure .

Dans le cas At = 0.1, on compare sur la figure la distribution de particules
chaudes f, calculée par les méthodes de Suzuki et de Lawson-RK(4,4) au temps ¢t = 100,
sur laquelle on ajoute la vitesse moyenne des particules froides u.. Les solutions numériques
ainsi obtenues sont tres proches, la position des vortex et 'allure de la vitesse moyenne
des particules froides sont tres similaires entre les deux méthodes. On observe aussi que
la méthode Lawson-RK(4,4) introduit plus de diffusion numérique que la méthode de
Suzuki; en effet les vortex semblent avoir une meilleure résolution. Cela peut s’expliquer
par la discrétisation dans ’espace des phases dans la direction v. Avec la méthode de
Lawson RK(4,4) nous utilisons une méthode WENOb5 (avec limiteurs de pente); alors
qu’une interpolation d’ordre 5 par des polynémes de Lagrange (sans limiteurs de pente)

est utilisée avec la méthode de Suzuki.

Pour compléter cette étude, on trace sur la figure I'ordre en temps des différents
intégrateurs en temps utilisés pour résoudre le modele hybride : les méthodes de splitting
hamiltonien (Lie, Strang et Suzuki), les méthodes de Lawson (RK(4,4) et RK(3,3)). Pour
cela on calcule le maximum de I'erreur relative sur I'énergie totale : max,, [H"/H°® — 1],
jusqu’au temps t = 15, en fonction du pas de temps At € [0.01,0.125], avec N, = 243
et N, = 512. Tous les ordres théoriques des méthodes en temps sont bien reconstruits.
On remarque que la constante d’erreur entre la méthode de Suzuki et de Lawson-RK(4,4)

sont tres proches, mais que cette premiere est légerement plus cotiteuse que la méthode
de Lawson (plus de détails dans la section [2.6.3)).
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At=01 Electric energy
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FIGURE 2.8 — Evolution de Uénergie électrique pour le modéle hybride (résolu avec la méthode
de Lawson et de Suzuki) pour différentes valeurs de pas de temps At = 0.1,0.5,0.7.
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FIGURE 2.9 — Evolution de Uerreur relative sur I’énergie totale pour le modéle hybride (résolu avec
la méthode de Lawson et de Suzuki) pour différentes valeurs de pas de temps At = 0.1,0.5,0.7.
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Solution at time T=100 (At=0.1)

Initial condition Suzuki method Lawson - RK(4,4) method
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FIGURE 2.10 — Densité des particules chaudes fr et vitesse moyenne des particules froides u,
(en cyan) la condition initiale (gauche), au temps t = 100 calculée par la méthode de Suzuki
(miliew) et calculée par la méthode de Lawson-RK(4,4) (droite).
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FIGURE 2.11 — Etude de Uordre en temps des différentes méthodes numériques pour résoudre le
modéle hybride (méthodes de Lawson et de splitting). L’erreur est calculée a partir du maximum
de Derreur relative sur l’énergie totale.
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2.6. Comparaison des deux résolutions hybrides

2.6.2 Comparaison des deux méthodes de pas de temps adaptatif

Cette section est dédiée a 1’étude des méthodes de Suzuki et de Lawson avec leur
stratégie de pas de temps adaptatif associée, présentée dans la section [2.3.3] Pour toutes

les simulations nous nous sommes intéressés a l’estimateur d’erreur qui dans ce cas s’écrit :

N,—1 9 % Nz—1 2 %
Ly = (Z (11— ) Aw) +(Z (B — Bl Aw)
=0 =0
No—1 Ny—1 3 (2.60)
fnij ] "1’3] AvAx
(5w !

— sz—l —{—L%—H +Ln+1

ol UCZH_I [p}jE.n+1 ,Ip) ot f n+1 [p]

sont les inconnues discrétisées calculées avec une méthode
d’ordre p en temps et associées au temps t"! et au point x; = iAx, i = 0,..., N, et
Vj = —Umax + JAv, 7 = 0,..., N, de I'espace des phases. Pour les deux méthodes, si
le critere d’erreur HL”“H < tol est satisfait, alors l'itération est acceptée et le temps
incrémenté, sinon l'itération est rejetée et reprend au temps ¢". Dans les deux cas, le pas
de temps suivant est calculé en utilisant . Cela nous permet de comparer 1’estimateur
d’erreur avec la méme tolérance tol (prise arbitrairement a tol = 2 x 107°) entre les deux
intégrateurs en temps : la méthode de Suzuki et DP4(3). Nous regarderons aussi la taille
des pas de temps proposés par les deux méthodes et le nombre d’itérations nécessaires

pour finir la simulation.

méthode ‘ nombre d’itérations ‘ nombre d’itérations acceptées ‘ ratio
Suzuki 23895 23849 0.998
Lawson-DP4(3) 2288 2192 0.958

Tableau 2.2 — Comparaison du nombre d’itérations pour résoudre le probléme jusqu’au temps
t = 300, le nombre d’itérations acceptées de la méthode de pas de temps adaptatif et le ratio
entre le nombre d’itérations acceptées et le nombre total d’itérations.

Le tableau présente le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le temps final
t = 300 pour les deux méthodes de pas de temps adaptatif considérées (méthode de Suzuki
et de Lawson-DP4(3)) avec les parametres numériques suivants N, = 81, N, = 128. Le
nombre d’itérations acceptées (itérations ou le critere d’erreur ||L"+1|| < tol est satisfait),
et le ratio entre le nombre d’itérations acceptées et le nombre total d’itérations sont aussi

présentés. On observe qu’une tres large majorité des itérations sont acceptées pour les
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

deux méthodes, ce qui signifie que ’estimateur d’erreur est un bon indicateur. Pour la
méthode de Lawson-DP4(3) le ratio d’itérations acceptées est légerement plus faible que
pour la méthode de Suzuki, ce qui signifie que la stratégie de pas de temps adaptatif essaie
des pas de temps plus larges qui sont parfois rejetés. La tres faible proportion d’itérations
rejetées indique qu’il est tres rarement nécessaire de recalculer une itération avec un pas
de temps plus petit. Le surcoiit engendré par la méthode de pas de temps adaptatif est
donc négligeable. La seconde remarque que l'on peut faire est a propos de la méthode
de Suzuki, qui nécessite 10 fois plus d’itérations que la méthode de Lawson-DP4(3) pour
atteindre le temps final ¢ = 300, ce qui signifie que la méthode de Suzuki nécessite de plus

petits pas de temps pour satisfaire le critere d’erreur ||L?3T1|| < tol.

Sur la figure [2.12] est représentée 1’évolution de la taille du pas de temps au cours du
temps ; en effet celui-ci suit I’équation et est donc recalculé a chaque itération. Les
itérations rejetées, celles ou le critere d’erreur n’est pas satisfait, sont représentées avec
des carrés. On remarque tout d’abord que dans la phase linéaire (jusqu’au temps t ~ 50)
des pas de temps plus grands sont pris. Pendant la phase non-linéaire, le pas de temps
oscille prés d’une constante, qui permet de capturer les effets non-linéaires (vortex dans
la distribution de particules) et les forts gradients (filamentation issue de la formation des
vortex). On remarque ensuite, que pour une méme tolérance (tol = 2 x 107°), la méthode
de Suzuki nécessite de plus petits pas de temps, comparée a la méthode DP4(3), pour
satisfaire le critere d’erreur, comme remarqué dans le tableau On remarque que les
variations du pas de temps sont relativement importantes; il est possible de contréler
ces oscillations en limitant 1’évolution des pas de temps, en prenant par exemple At"*! ¢
[0.5At™, 2At"], comme proposé dans [2]. Sur la figure est tracée I’évolution de I'erreur
locale LE),] comme une fonction du temps pour la méthode de Lawson (gauche) et de
Suzuki (droite), avec une stratégie de pas de temps adaptatif et une stratégie de pas de
temps constant. Pour un grand pas de temps (At = 0.5), les méthodes sont stables, mais
le pas de temps dépasse largement la tolérance fixée & tol = 2 x 107°. Les méthodes
a pas de temps adaptatif choisissent automatiquement un pas de temps permettant de
garantir une erreur locale en-dessous de la tolérance. Les simulations réalisées a partir de
la méthode de Lawson avec un pas de temps adaptatif (DP4(3)) et un pas de temps fixe
(RK(4,4) avec At = 0.1) donnent une erreur locale tres proche. On remarque cependant
que la méthode DP4(3) optimise son pas de temps pour assurer une erreur locale sous
la tolérance, et permet d’obtenir des pas de temps plus grands que At = 0.1, comme on

peut le remarquer sur la figure 2.12] Assurer une erreur sous une tolérance avec les plus
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2.6. Comparaison des deux résolutions hybrides

grands pas de temps possibles est une heuristique intéressante. En ce qui concerne les
résultats avec la méthode de Suzuki, on remarque de nouveau que la stratégie requiert de
plus petits pas de temps, en comparaison avec DP4(3), pour assurer une estimation de
Ierreur locale sous la tolérance. De plus, avec un pas de temps constant a At = 0.1, la
méthode de Suzuki génere des erreurs locales bien plus importantes, alors que la méthode

DP4(3) était presque sous la tolérance.

Time step size

1.2 T T T T T
At with Lawson-DP4(3)
Lawson-DP4(3) rejected iteration ©
P At with Suzuki
Suzuki rejected iteration
1k At=05 J
At=041
0.8 - B
Yy
o
m
fno
g 06 i
s}
a
[m}
|
0.4 F o i
a
0,
DDDDD DDDDDDE‘D 07 opg -
]l o
0.2 | b DDD Fob L[l T pbonn Tenym p. E
it et o pl [ P af PP Pt b b 01 e
G 1 i i i i
0 50 100 150 200 250 300

t

FIGURE 2.12 — Evolution du pas de temps At,, (les itérations rejetées sont représentées par des
carrés) pour le modéle hybride avec des méthodes de pas de temps adaptatif.

Pour les deux méthodes a pas de temps adaptatif, on s’intéresse maintenant a 1’évolu-
tion de I'estimateur d’erreur locale au cours du temps, en prenant en compte les différentes
contributions de Ly, a savoir Ly, , Ly et L définies dans . Les résultats sont visibles
sur la figure[2.14] L’estimation de l'erreur locale et ses contributions y sont tracées, pour la
méthode DP4(3) en haut, et pour la méthode de Suzuki en bas. Pour la méthode DP4(3),
on remarque tout d’abord que la contribution venant de L; est négligeable (autour de
I'erreur machine), ce qui peut s’expliquer par le fait que dans la méthode de Lawson la
partie linéaire est résolue exactement. Puisque la partie non-linéaire de la méthode de
Lawson comprend le calcul du courant chaud [ v f;, dv qui va impacter L}, et le transport
dans la direction v qui va impacter L} , les contributions a I'estimateur d’erreur de ces

deux contributions restent prépondérantes tout au long de la simulation. Pour la mé-
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Error evolution Error evolution
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FIGURE 2.13 — Comparaison de ’évolution en temps de Uestimateur d’erreur pour une méthode
a pas de temps constant et a pas de temps adaptatif. La méthode de Lawson est da gauche. La
méthode de Suzuki est a droite. Les résultats sont en échelle semi-log.

thode de Suzuki, I'erreur provient essentiellement de L% , erreur venant de I'interpolation
du transport dans la direction v. Il est a noter, que les erreurs L;; , L ne sont pas nulles

au dela du temps t ~ 50, mais sont respectivement de 'ordre de 1071° et 1078,

2.6.3 A propos des temps de calcul

Pour finir la comparaison entre les méthodes de splitting et de Lawson, nous compa-
rerons leurs temps de calcul. Sur la figure m (gauche), on représente la valeur moyenne
ainsi que les quartiles du temps de calcul d'une itération de RK(4,4), DP4(3) et de la
méthode de Suzuki. Nous rappelons que la méthode RK(4,4) est constituée de 4 étages,
alors que les méthodes DP4(3) et de Suzuki en comprennent 5. Cela explique pourquoi
une itération de la méthode RK(4,4) coiite moins qu’une itération des deux autres mé-
thodes. Sur la partie de droite de la figure on compare le temps de calcul de chaque
étape des différentes méthodes. On rappelle que la méthode DP4(3) est formée a partir
des 4 étages de la méthode RK(4,4) plus un étage supplémentaire. Comme espéré, chaque
étape de la méthode de Suzuki a le méme coit (puisque la méthode de Suzuki est une
composition de 5 méthodes de Strang). Au contraire, on observe que les deux premiers
étages des méthodes RK(4,4) ou DP4(3) sont moins cofliteux que les autres étages, ces

deux premiers contenant moins d’opérations.
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FIGURE 2.14 — Comparaison de la contribution de chaque composante de l’estimateur d’erreur
locale en fonction du temps, pour la méthode de Lawson (haut) et de Suzuki (bas).
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2.7 Conclusion

Au cours de ce chapitre nous avons pu étudier et confirmer numériquement la conver-
gence du modele cinétique 1ldx — 1dv vers le modele hybride. Nous avons décrit deux
méthodes de résolution du modele hybride. La premiere méthode, méthode de splitting,
tirant parti de la structure hamiltonienne du systeme et assurant le bon comportement en
temps long de certaines quantités (énergie, masse). La seconde méthode de résolution est
basée sur une méthode de Lawson, et ne préserve aucune quantité particuliere, mais per-
met une montée en ordre en temps pour un coup numérique plus faible. La comparaison
des résultats s’est faite grace a une étude fine des relations de dispersion, permettant de

reconstruire le champ électrique et de déterminer le taux d’instabilité dans nos cas tests.

Un résultat supplémentaire que nous avons pu obtenir dans cette comparaison, est
I'intérét plus important de la méthode de pas de temps adaptatif basée sur la méthode de
Lawson, permettant de profiter de toute la littérature sur les méthodes de type Runge-
Kutta.

En perspective, il est possible d’étudier le modele hybride, en tenant compte des termes
non-linéaires dans la partie fluide. Dans un contexte plus perturbatif, il est possible que
ceux-ci capturent mieux la solution du modele cinétique, cadre ou les hypothese de linéa-

risation sont violées.

Différentes perspectives sont en cours d’étude en ce qui concerne la résolution numé-
rique. Il est envisageable d’augmenter la partie linéaire de I’équation de Vlasov-Ampere
hybride linéarisé (2.7) en y intégrant le calcul du courant, en effet le systéme devient,

apres une transformée de Fourier en x, pour un mode de Fourier & :

atfh,fc + ilivfh,n + (E/av\fh),i =0

En discrétisant en v le probleme, et en calculant le courant induit par les particules

chaudes j, a 'aide de la méthode des rectangles :

Ny
/R Ve do = jn ~ S v fi A0

j=1
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2.7. Conclusion

avec vj = —Umax + JAW, il est possible de réécrire le probleme comme :
i —iKv; 0 0\ [ fur —(Eyf),..
O | frev, | = —iroy, 0 O| | fun | T | ~EOf)n,
Ue s 0 e 0 0 1 e, 0
E, —vAv - —oun,Av —p§0> 0 E, 0

Ceci s’applique également au modele de Vlasov-Ampere —. Cette stratégie permet
de garantir que I’équation de Poisson sous-jacente est satisfaite. De plus les contributions
des estimateurs d’erreur L,, et Lp passent sous l'erreur machine car mettant en jeu que
des variables résolues dans la partie linéaire (et donc exacte), dans le cadre d’'une méthode

a pas de temps adaptatif, comme présentée sur la figure 2.14]

La résolution de ce probleme avec une méthode de Lawson, permet d’envisager 1'uti-
lisation de méthodes de Lawson semi-implicites, permettant de lever des conditions de
stabilité en v. Pour cela il est possible de construire des méthodes de Lawson induites par
une méthode DIRK (Diagonally Implicit Runge-Kutta), famille de méthodes présentée
dans [1], une autre stratégie est l'utilisation de méthodes IMEX a partir d'une méthode
DIRK comme dans [21]. Rendre implicite des termes, plus particulierement ceux résolus
par une méthode non-linéaire comme WENO est un probléme compliqué. Une proposition
d’inversion de WENO est présenté dans [49], avec la méthode iWENO (implicit WENO),
entrainant des oscillations. Il est également possible de s’appuyer sur les travaux présentés
dans [9] ou est utilisé une méthode de WENO dans un contexte de méthode IMEX en
temps. Si on accepte le colit numérique engendré par la méthode implicite il peut étre
intéressant de s’intéresser aux méthodes AVF (Averaged Vector Field) qui permettent de
conserver ’énergie totale. Dans [85], les auteurs combinent le schéma exponentiel et la
méthode AVF dans un contexte d’équation différentielles ordinaires; la généralisation au

cas des équations aux dérivées partielles n’est pas triviale mais intéressante.

Nous allons voir dans le chapitre suivant comment s’effectue la montée en dimension
du modele et de sa résolution numérique. Celle-ci engendre de nombreuses modifications,
a la fois sur le nombre d’étapes de la méthode de splitting, et sur la discrétisation envisa-
geable pour une méthode de Lawson en (x,v). Les conclusions obtenues, & propos de la

performance de certaines méthodes, seront différentes.
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APPENDICES

2.A Résultats sur les relations de dispersion

Cette annexe est dédiée aux démonstrations des propriétés énoncées dans la section

[2.4] sur les relations de dispersion.

Nous démontrons tout d’abord le lemme [2.4.1] qui concerne la symétrie des racines de

D(k,w), et dont I’énoncé est rappelé ci-dessous.

Lemme 2.A.1. Si f©(v) (respectivement f,(lo)(v)) est une fonction paire, alors pour

D(k,w) défini par (respectivement ([2.36)) nous avons D(k,w, + iw;) = 0 &
D(k, —w, + iw;) = 0.

Démonstration. Nous le vérifions dans le cas cinétique, les calculs étant similaires dans le

cas hybride. Avec la définition (2.29) de D(k,w), nous avons

D(k,w, +iw;) =0
1 d, f° 1 0, f°

Distinguons les parties réelles et imaginaires :

Oy, f°(v) B Dy f2(v) Wy — W
/WU—de_/v(v—W)(v—”T;w)@ k )dv

= &,f;)(v) 5 v— ) dv &,fz(v) Qﬂdv.
et s

U k

Maintenant, considérons w = —w, + iw; et rappelons qu’on a supposé que f°(v) était une
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2.A. Résultats sur les relations de dispersion

fonction paire. Nous obtenons

/ _OSv) dv

_ 7OJ7«+ZUJ»L
v k

v I e
D’ou
1 Oy f° 1 Oy f°
R 7/ ) =1, 1 7/ ] =0
e <k.2 N U wr—il;zw, U) <k2 ) wr—il;zwl v
1 0, f° 1 D f°
@Re(WLU_ _M;—iw dv> =1, Im (kQ/yU— _wr]jwldv =0
et

D(k,w, + iw;) = 0 < D(k, —w, + iw;) = 0.
[

Nous allons maintenant démontrer les lemmes [2.4.2, [2.4.3] et [2.4.4] dont les énoncés

sont rappelés ci-dessous, qui donnent des propriétés de la fonction de Fried-Conte ([2.44)).

Lemme 2.A.2. La fonction Z2(w) : w € C +— Z (aw) € C, avec a € R fizé, est telle

que : Z0(—w) = —Z%(w).

Démonstration. Par définition de la fonction de Fried-Conte, et avec la notation w =

Wy + tw;, NOUS avons

1 e * 1 e (2 — aw, + iaw;)
Z(alw, +iw) = —= [ —dz=—= [ d
(afwr +iw)) VT Jy 2 — alw, +iw;) : VT ly (2 = aw,)? + (aw;)? :
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d’ou
e % (2 — awy)
Re (Z(a(w, + iw; 7/ Wy
e (Z(a(w, +iw;))) = \/— (= — chT) T (ow;)? o
Tm (Z(a(w, + iw; dz.
m (Z(a(w, + iw;) \/_ (= ow)? (awi)Q z
Maintenant, —w = —w, + tw;, implique

2

VT Jy 2 — al—w, + iw;)

Z(a(—w, +iw;)) =
1 / e (2 4 aw, + iaw;)
VT ly (24 aw,)? + (aw;)?

1 e (=2 + aw, + iow;)
v (=2 + aw,)? + (ow;)?

_ /( e " (z — awy) dz—i—il/( e aw; g

dz

_ S

Ty (2= aw)? + (aw;)? VT ly (2 — aw,)? + (aw;)?
d’ou
Re (Z(a(—w, +iw;))) = — Re (Z(a(w, + iw;)))
Im (Z(a(—w, + iw;))) = Im (Z(a(w, + iw;))) ,
ce qui termine la preuve. O

Lemme 2.A.3. La fonction ZJ g(w) : w € C = Z(aw—f) + Z (aw+ ) € C, avec
a €R, feR fixés, est telle que : Z 5 (—w) = —Z] 5(w).

Démonstration. Nous avons par définition de la fonction de Fried-Conte

2
eZ

1 e’
):ﬁ/yZ—OCW‘i‘/B_'_Z—OCW—ﬁ
_ 1 e_ZZ(Z—Ozw—5)+6_32(z—aw+ﬁ)dz

\/_v (Z—OW) - B

—= (z — aw)

B 77 —Oéw 52d

dz

Z(ow — B) + Z(ow +
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2.A. Résultats sur les relations de dispersion

Maintenant, avec la notation w = w, + iw;, nous avons

6_22(2 — aw, — iow;)

N

dz

(@ +i3) = ) + Zlooo +i02) + ) = — | -

v (2 — aw, — jaw;)? — B2
e (2 — aw, — iaw;) J
— z
\/_ (z — aw,)? — (aw;)? — % — 2iaw;(z — aw,,)

B 7/ (2 — aw, —iaw;) (2 — aw,)? — (aw;)? — B2 + 2iow;(z — w,))

dz

T ((z — aw,)? — (aw;)? — B2)° + 4 (aw;)? (2 — aw,)?
_ 2/ e ((z — awy) ((z — aw,)? — (aw;)? — B2) + 2(aw;)?(z — awr))dz
VT Sy ((z — aw,)? — (w;)? — B2)* + 4 (aw;)* (z — aw,)?
2 e (2aw;(z — aw,)? — aw; ((z — aw,)? — (aw;)? — 62))dz
" \/_/7 (2 — aw,)? — (aw;)? — £2)* + 4 (aw;)” (2 — aw,)?
_ 2 e (2 — aw,) ((z — aw, )2 + (aw;)? — 52) i
\/_ (2 — aw,)? — (ow;)? — B2)° + 4 (awy)” (z — aw,)?
2 e aw; ((z — aw,)? + (aw;)? + 52) I
" \/_/7 (z — aw,)? — (aw;)? — B2)° + 4 (aw;)” (z — aw,)?
Par ailleurs, en considérant —w = —w, + iw;, nous avons
2o, + i) — B) + Z(0(—or + i) + B)
_ 2 e (et ow) (2 +ow) + (aw) — )
VT Iy (2 + awn)? — (aw;)? — 52)° + 4 (aw;)” (2 + aw,)?
2 e % aw; ((z + aw,)? + (aw;)? + (?) s
+ / ((z + aw,)? — (aw;)? — 52)° + 4 (aw;)? (2 + awr)Qd '

La seule fonction impaire en z est (z + aw,.), qui apparait dans la partie réelle, ainsi

Z(a(—w, +iw;) — B) + Z(a(—w, + iw;) + B)
2 e (2 — aw,) ((z — aw,)? + (aw;)? — 52)
VE b (o = e — () — B2 + 4 (0w (2 — o, )
12/ e~ aw; ((z — aw,)? + (aw;)? + B?)
z— owy)? — (aw;)? — B2)° + 4 (aw;)” (2 — aw,)?

dz

dz.

L’identification des parties réelles et imaginaires de Z(aw — ) + Z(aw + ) et Z(—aw —
B) + Z(—aw + () acheve la preuve. O

Lemme 2.A.4. La fonction Z, 4(w) : w € C = Z(aw —f) — Z (aw + B) € C, avec
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

a €R, B €R fivés, est telle que : Z, 5 (—w) = Z,, 5(w).

Démonstration. Nous avons par définition de la fonction de Fried-Conte

2

1 —z —22
Z<OM_B>_Z(OM+5):ﬁ/yz—eaw—i—ﬁ_z—eaw—ﬁdz

Fz—aw—F)—e?(z—aw+ b)
\/_/ dz

(z — aw)? — 2
2 P
ﬁ 7 (2 — aw)? 62

Maintenant, avec la notation w = w, + iw;, nous avons

2 e
VT Jy (2 — aw, —iaw;)? — 52

Z(a(wy + iw;) — B) — Z(a(w, +iw;) + ) = dz

/ b dz
v (2 — aw,)? — (aw;)? — 5% — 2iaw;(z — aw,,)
e B (2 — aw,)? — (aw;)? — 5% + 2iawi(z — aw,))

/ 5 5 dz
v ((z — aw,)? — (aw;)? — 52)" + 4 (aw;)” (2 — aw,)?

Par ailleurs, avec —w = —w, + iw;, nous avons

Z(a( wy + z'wl) B) — Z(a(—wy, + iw;) + B)
(2 + aw,)? — (aw;)? — B2 + 2iaw;(z + aw,))

T / (z + awr) (aw;)? — B2)% + 4 (aw;)* (2 + aw,)?

La seule fonction impaire en z est (z + aw,), apparaissant dans la partie imaginaire, d’ou

Z(O&(—MT—FZMZ) _6) _Z( (_wT—i_Zwl)—i_ﬁ)
/ e B (2~ ozwr) — (aw)? — B2 — 2iawi(z — aw,))
~/z

(z — aw,)? — (aw;)? — 52)2 +4 (awi)Z (z — aw,)? dz

L’identification des parties réelles et imaginaires de Z(aw — ) — Z(aw + ) et Z(—aw —
p) — Z(—aw + ) acheve la preuve. O

Nous pouvons enfin démontrer les lemmes et concernant la vérification
de T'hypothese , qui conduit & lexpression (2.41) du mode fondamental du champ

électrique linéarisé puis a 'approximation (2.42)) de I’énergie électrique linéarisée. Ces
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2.A. Résultats sur les relations de dispersion

lemmes sont rappelés ci-dessous.

D’une part, nous rappelons le résultat dans le cas cinétique.

Déﬁ’w) donnée par (2.54)) et N(k,w) par (2.55)), l’hypothése est

Lemme 2.A.5. Pour 2

satisfaite.

Démonstration. En utilisant et les lemmes|2.4.212.4.3, 2.4 4 avec § = \/QLTCk;’ n = ﬁ

et = %, nous avons

E;D( W) = \/%k3 [;?/; ((1—T°:;> Zg(w)—Q\/;_Tck>
S G2 (56 )
+

3D st

(12 0 28 20 an‘ﬁ( >)]

=
et
st = o o (1~ G ) 2 2 g ) - 22y
2 <(1 )zt () — L g;’)QZJﬁ (=) = 2003 25 “)ﬂ
42 <_(1 T @)+ 7 @) — 20 g (“”)]
_ —gi)(k,w).
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Chapitre 2 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dx — 1dv

Maintenant, en utilisant 1} et le lemme avec 1 = ﬁ et § = 5, nous avons

R )

et

Ainsi, nous obtenons

i ()

ow Ow
Autrement dit, 40l — rei® §i et seulement si 2L = pe=i®, O
B (Bw) 9D (k&)

D’autre part, nous rappelons le résultat dans le cas hybride.

Lemme 2.A.6. Sous l'hypothése 4(t = 0,k) = 0, pour %ﬁ’w) donnée par (2.49)) et
N(k,w) par [2.50), Uhypothése [2.1] est satisfaite.

Démonstration. Regardons d’abord %

. Les termes en facteur de a (venant de la
partie chaude cinétique) se comportent comme dans la preuve du lemme (voir la

preuve ci-dessus). Les termes en facteur de 1 — a sont tels que

1o t_ 1
(—w)3 WP W
Nous en déduisons 22 (k, —w) = =22 (k, w).

Regardons ensuite N(k,w). Sous I'hypothese 4(t = 0,k) = 0 et avec les notations

_ 1 _ w
n= 75 et 6] %> Ious avons

_ 1 - g(k) k a _

Nous rappelons que E(t = 0,k) est un imaginaire pur (éventuellement nul) donné par
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2.A. Résultats sur les relations de dispersion

(2.56)). Ceci implique

N(k,—-w) = ;}E(tzo,k)—i—g(f)[ai 2352;5(@]
= ;E(t:o,kwf’(f)[i Qﬁz,jﬁ( )] N(k,w)

La preuve est terminée.
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CHAPITRE 3

MODELE HYBRIDE LINEARISE
DANS LE CAS 1dz — 3dv

Ce chapitre est la seconde partie d'une étude du modele hybride linéarisé (0.12)-(0.15)
dans le cadre restreint 1dz — 3dv. Il s’agit d’utiliser les concepts du chapitre précédent et
de les étendre au cas multi-dimensionnel en vitesse pour prendre en compte les effets du
champ magnétique. La manipulation de variables vectorielles impose une généralisation
du cadre scalaire étudié dans le chapitre [1} Ce travail collaboratif avec Anais Crestettol]
Nicolas CrouseillesP|et Yingzhe Lif|a mené & un article Comparison of high-order Eulerian

methods for electron hybrid model accepté dans Journal of Computational Physics en 2021.

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les stratégies développées pour la résolution
d’un modele hybride linéarisé, présentées dans le chapitre 2, au cas 1dz — 3dv permettant
de prendre en compte, entre autre, les effets du champ magnétique sur la dynamique
des particules. Nous étudierons dans ce chapitre un modele hybride, ce qui suppose que
la distribution de particules est composée de deux populations, une premiere ayant une
vitesse thermique faible, et considérée comme froide, dont on approximera la dynamique
comme celle d’un fluide ; une seconde population ayant une vitesse thermique plus élevée,
considérée comme chaude, mais contrairement au chapitre [2], celle-ci n’a pas besoin d’étre
distribuée selon une bi-maxwellienne. Ce type de modele peut étre utilisé pour modéliser

des particules d'un plasma dans un tokamak, ou des particules du vent solaire interagissant

1. Université de Nantes, Laboratoire de Mathématiques Jean Leray
2. Univ Rennes, Inria Bretagne Atlantique (MINGuS) & ENS Rennes
3. Max Planck Institute, Institut Fiir Plasmaphysik, Germany
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Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

avec la magnétosphere terrestre. Dans ces contextes les particules se déplacent de maniere
hélicoidale selon les lignes du champ extérieur By = (0,0, By) ", et seul le déplacement
dans cette direction sera étudié ici, ce qui explique le nom de la seule variable d’espace

considérée : z.

La prise en compte des effets du champ magnétique dans le modele nous mene a
considérer un systeme a 7 inconnues (Jjeu, jeys Bas By, Ex, Ey, fr), ce qui induit un cotit de
calcul bien plus important avec les méthodes eulériennes que nous étudions. Pour diminuer
ce colit de calcul nous souhaitons diminuer le nombre d’itérations tout en assurant la
stabilité des méthodes considérées; cela se fait en augmentant le pas de temps At et en
estimant les contraintes de stabilité. L'utilisation de méthodes d’ordre élevé en temps, en
espace et en vitesse, permet de réduire l'erreur, capturer la dynamique non-linéaire du

systeme, avec peu de points de discrétisation.

Nous souhaitons dans ce chapitre comparer deux méthodes d’ordre élevé en temps et
dans I’espace des phases, sur un cas a 4 dimensions, plus proches d’applications physiques,
il s’agit d’'une généralisation des deux stratégies développées dans le chapitre |2, une mé-
thode de splitting et une méthode de Lawson. La contrainte du nombre de dimensions ne
permet pas de raffiner le maillageﬂ7 ce qui ne permet pas l'acces a une solution de réfé-
rence, nous devrons nous contenter de regarder les invariants (comme 1’énergie totale), et

de comparer les résultats aux taux d’instabilités fournis par les relations de dispersion.

Pour résoudre les problemes que pose la résolution numérique de cette équation nous
présenterons tout d’abord le modele hybride 1dz — 3dv dans la section [3.2, puis nous
détaillerons les schémas numériques que nous considérons au cours de la section [3.3] La
complexité du modele implique plusieurs difficultés par rapport au cas ldxr — 1dv du
chapitre précédent. La méthode de splitting hamiltonien contient 7 étapes, faisant de la
méthode de Strang (d’ordre 2) une méthode a 15 étapes; la méthode de Suzuki (d’ordre
4) comptabilise 71 étapes, rendant de fait I'ordre élevé trop coiiteux pour approfondir
I’étude des méthodes de splitting. Pour ce qui concerne la méthode de Lawson, plusieurs
termes linéaires apparaissent rendant difficile, voire impossible, le calcul de I’exponentielle

nécessaire pour la construction du schéma. Il est envisageable d’effectuer un filtrage du

4. Pour une discrétisation de 128 points par direction, la grille contient 128* points, soit, représentés
avec des réels & virgule flottante & double précision (64 bits), un espace mémoire de 2Go pour la seule
variable fj ; une méthode de Lawson d’ordre 4 nécessite la sauvegarde des étages intermédiaires, donc 4 x
2Go minimum. L’utilisation de transformées de Fourier impose de travailler avec des nombres complexes,
ce qui nécessite de doubler 1'utilisation mémoire pour la méme précision.
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terme induit pas le champ magnétique externe Bj, permettant d’augmenter le pas de
temps stabilisant la méthode. Les équations de Maxwell ne peuvent étre introduites dans
la partie linéaire simplement a cause du calcul de I’exponentielle de matrice que cela im-
plique. Dans un premier temps nous introduirons ce terme dans la partie non-linéaire du
schéma de Lawson, induisant les résultats numériques de la section [3.4] dans un second
temps nous proposerons une méthode permettant, a I’aide de la troncature de la série de
Taylor ou des approximants de Padé, de calculer une approximation de I’exponentielle
de toute la partie linéaire, permettant ainsi de se soustraire a une condition de stabilité,
comme nous le verrons dans la section pour l'introduction de ces approximations et la
section pour la présentation de ces nouveaux résultats numériques. Une section sup-
plémentaire, |3.7] présentera les outils informatiques développés pour permettre 1’écriture

du code de simulation a 4 dimensions, ainsi que les performances de celui-ci.

3.2 Présentation du modele

Nous nous intéressons au modele (0.12)-(0.15) adimensionné, qui se réécrit au cadre

ldz — 3dv, avec comme inconnues je, jey, Be, By, Ez, Ey, et f, comme :

e :

ot = sz;eEx - ,]c,yB(b (31)
Jje, ,
aity - Q?)eEy +jC,.’EB(]7 (32)
0B,

at - aZEy7 (33)
0B,
4815 - _azEzu (34)
oL, .

el —0,By — Jeu + /Uxfh dv, (3:5)
15)) .

8ty = azBac — Jey + /nyh dV, (36)
L E B B,)d
E+Uz th_( T UyDo — U, y) vg;fh (37)

— (By — v By +v.B,;) Oy, fn — (v By — vy By) Oy, fr, = 0.

ou les variables j., et j., représentent les courants induits par les particules froides dans
les directions z et y, et les champs B,, B,, E, et E, représentent les champs électro-

magnétiques dans les directions z et y, le champ externe By = (0,0, By)" privilégie un
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Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

déplacement longitudinal des particules en espace, ce qui permet de négliger les champs
¢électromagnétiques dans la direction z. La densité de particules chaudes dans I'espace des
phases est représentée par la variable f;,. Ce systéme nous permet de calculer I'hamilto-

nien :

1 1 1 1 1
_ 2 [ (g2 4 R2 7/ B2 B2 7/ 2 2 7// 2
H= 5 [(E+ED et [ (B2 + B dst g gz et ity et g [ [ WP v

’HE HB

Hje on

(3.8)

On définit le crochet suivant, pour deux fonctionnelles F et G :

. 0F . 0G 0F . 0G
{F>g}[]c,x7]c,yaBmByaExaEyafh] - /R/3 fh (azéfhavz(sfh - avz 5fha 5fh> d d

5F §G 5F 6G 5G OF 5G OF
+// fh( S F 0B, O oB, O 5 f o E, a”yéfh5E>d dz

v )
—I—/R/Rgfh(B—l-Bo)‘ (vav g>dVdZ

Ofn = T Ofn
OF 6G OF 6G 5G OF 5G OF
+/ <_ *0E, 0B, +825E$5By +8Z5Ey53z - Z&EzaB)d

+/Q OF 0G | 0F 8G 0 6F 4G OF\
(5]0 T 5E 5jc,y 5Ey 5jc,a: 5Ex 5]'c7y 6Ey

OF 6G OF oG
0%.B dz.
+ /]R 0 (d?ca: 5]cy 5j07y 5jcvx> :

Cela nous permet de réécrire le systeme (3.1)-(3.7) comme
(9tU == {U, H}

ouU(t,z,v) = (Je.(t,2), BL(t,2), EL(t, 2), fult, z,v)) " ott H est donné par (13.8) et jo =
(JewsJew) ', BL = (Bs, B,)" et E| = (E,, E,)". Par la suite, nous utiliserons également

T

les notations v; = (vg,v,)" € R? ainsi que v = (v,,v,)" € R? et nous définissons la

(50

matrice symplectique
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3.8. Schémas numériques

3.3 Schémas numériques

Nous allons maintenant présenter dans le cadre 1dz —3dv les deux schémas numériques
que nous souhaitons comparer. Comme dans le cas 1dz— 1dv, il s’agit d'une méthode basée
sur le splitting hamiltonien et d’'une méthode de Lawson. Nous détaillons ces méthodes
en vue de leur implémentation, ainsi, a la maniere de [95], nous calculerons la complexité
temporelle, qui permet d’estimer I'ordre de grandeur du temps de calcul, et la complexité

spatiale, qui permet d’estimer 1’espace mémoire nécessaire pour le déroulement des calculs.

3.3.1 Méthode de splitting hamiltonien

Nous utilisons ici une méthode de splitting hamiltonien. Pour le modele 1dz — 3dv

celui-ci se décompose en 4 étapes, et il s’écrit sous la forme :

U ={UH; } +{U, Hp} +{U He} +{U,Hy,}

Ut —0)— (3.10)

Nous allons nous intéresser au calcul de go,[fj‘], chB], gpl[fE] et goy " Jes solutions correspon-
dant a chaque étape de sorte que ¢(Uy) de (3.10) peut étre approximé au temps t avec

141 ] 7B7E7
une composition des sous-flux gch Il

Etape #H;, : Pour obtenir o/ solution du sous-flux H;, -

OtJe,r = —JJe, 1 Bo
B, =0

OB = —je1
ofn =0

nous calculons :
e_tjjc,J_(O)BO

B1(0)
EL(0) = J (e7 = 1) je.1(0)
fn(0)

4Pz[/jc](Uo) =
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Ce résultat s'obtient grace a fj exp(—sJ)je1(0)ds = J(exp(—tJ) —I)j. . (0) ot I'on
rappelle :

cos(t) —sin(¢

exp(—tJ) = | | (t) (t) :
sin(t)  cos(t)

Nous présentons l'algorithme permettant d’effectuer cette étape dans l'extrait de

pseudo-code 3.1} Dans les calculs de complexité que nous nous proposons de faire ici, seuls

les parcours de tableaux nous intéressent, la complexité des fonctions mathématiques est

supposée constante. Cette étape a une complexité de O(V,) en temps.

Algorithme 3.1 Calcul de I'étape H,;,

1: fonction Hjc(jc,m,qu,Bz,By,Ex,Ey,fh)

2 pour ¢ =0,..., N, — 1 faire :

3 jc,:v — jc,x,[i] COS(At) - jc,y,[i] SlH(At)

4: jcy < Jei] sin(At) + Jew,lil cos(At)

5: Ex’[i] — Ew,[i] — Jea,[i] SiD(At) + jc,y,[i](l — COS(At))
6: By < Eyjip + Jea i (cos(At) — 1) — jey i sin(At)
7 jc,:c,[i] — ZC,z

8 qu,[i] — jc,y

9: fin pour
10: fin fonction

Etape 75 : Nous souhaitons calculer goLB], correspondant a la solution du systeme :

OtJe. =0
oB, =0
oFE, =-J0.B,
ofn =0

qui s’obtient de la maniere suivante :

jc,J_(O)
B,(0)

EL(0) — tJ0.B, (0)
fn(0)

ol (Uy) =
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Cette étape est résolue dans 'espace de Fourier, on obtient alors ’algorithme |3.2, Pour
obtenir la complexité de cette étape il faut connaitre la complexité de l'algorithme de
transformée de Fourier rapide : FFT que 'on effectue selon 'axe z. L’implémentation
naive de cet algorithme est en O(N?), mais il est possible de descendre & une complexité de
O(N,log(N.)) qui est la valeur que nous considererons. La complexité de la transformée
de Fourier inverse, :FFT, est la méme. On obtient ainsi une complexité temporelle de
O(6N,log(N.) + N,) = O(N,log(NN,)). Pour la complexité spatiale, il est & noter que cette
étape nécessite l'allocation de 4 tableaux temporaires de taille NV, pour le stockage des
transformées de Fourier, donc contenant des valeurs complexes (chaque nombre complexe

nécessite le stockage de deux réels a virgule flottante).

Algorithme 3.2 Calcul de I'étape Hp

fonction HB(jcyx,qu,BxaByaEx)Eyafh)
. B, + FFT.(B,)

1:

2

3 B, <+ FFT.(B,)

4 B, « FFT.(E,)

5. L, « FFT.(E,)

6 pour ij,A...,NZ—lfaiAre :
7 By jj) 4= B jj) — 1At By jj
8 Ey 1) < Ey ) + 1Atk Be )
9

)
)

: fin pour
10: E, + iFFT,(
11: E, + iFFT,(
12: fin fonction

Ey

Etape Hjy : Pour calculer la solution du sous-flux correspondant & Hp, nous devons

résoudre le systeme suivant :

Djer =B,
o,B, =J0,E,
0E. = (0,0)
Ofn  =EL-V fn

Avec la condition initiale donnée par U(t = 0) = Uy = (je,1, BL, EL, fa)(t = 0), la
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solution au temps t est obtenue par :

Je,L + theEL(O)
B, (0)+tJO.E,(0)
E,(0)
frn(0, 2,01 +tE,(0),v,)

0 (Uy) =

Le calcul de f,(0,z,v, + tE,(0),v,) s’effectue en utilisant deux interpolations polyno-
miale de Lagrange d’ordre 5 a une dimension (une dans la direction v, et une autre
dans la direction v, ). L’algorithme permettant de résoudre cette étape est présenté dans
lalgorithme @ Les sous-étapes Hp,, et Hp,, sont tres similaires et seule la pre-
miere est détaillée, seul change 'axe d’interpolation et le pied de la caractéristique.
Ces sous-étapes correspondent aux deux interpolations avec un polynéme de Lagrange,
faisant appel a la fonction, que I'on ne définit pas ici, LAGRANGE__GENERATOR() qui
permet d’obtenir un polynéme de Lagrange, de degré 5, a partir des 6 points d’inter-
polations donnés en argument. On considére comme constante la complexité du cal-
cul d'un polynéme d’interpolation, on obtient alors une complexité algorithmique en
O(szvaszNz) pour les sous-étapes Hp,, et Hg,,. Le calcul de la transformée de
Fourier inverse de fy, 4 la ligne , nécessite N,, X N, X N, transformées de Fourier selon
I’axe z, soit une complexité totale de (’)(vi Ny, Ny, N, log(Nz)), de méme pour la trans-
formée de Fourier a la ligne L’étape Hg possede donc une complexité algorithmique
de O(2N,, Ny, N, N. + 2N, Ny, N, N. log(N.) + N.) = O(N,,N,, N, N log(N.)). Pour
ce qui concerne l'utilisation de la mémoire, cette étape nécessite deux tableaux de valeurs
réelles f@ et f®) temporaires de taille N,, N, N, .

Etape H;, : Pour la derniere étape, nous devons calculer une solution du sous-systeme :

OJer. =0

oB, =0

oFE, = [v frdv

Oufn = —00.fn + (vyBo — v:By)0y, fr. + (=02 By + 0. By) 0y, fn + (V2 By — vy B:)0u, fu

Comme pour la résolution de 1'équation de Vlasov-Maxwell ([78]), ce systéme ne peut

étre résolu exactement en temps. Mais en suivant [78], nous pouvons subdiviser encore
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Algorithme 3.3 Calcul de I'étape Hg
1: fonction Hg,, (f™,fE,)

2 pour tout (k,,k,, k.)€ [0, N, [x]0, N, [x[0, N, [ faire :
3 pour i =0,...,N, — 1 faire :

4: V* — v, + AtEL[i]

5: fr 4 [ min]
6

7
8
9

Avg )
L5 <~ LAGRANGE__GENERATOR(f{l% 35004 1 i)
t
fﬁﬂ”:,k‘y,k‘z,i] = £[5} (U*)
fin pour
fin pour
10: fin fonction

11: fonction Hp(jesjeyBerBysEx By, fn)
12: pour i =0,..., N, — 1 faire :

13: Jew i) < Jeli) T QoeAtEg [

14: Jewli] € Jewli) + LpeALEy i)

15: fin pour

16: @)« iFFT.(f3) > La transformée de Fourier inverse s’effectue Vo, vy, v,

17 Hp, (f9,fO E,)

18: Hpo, (O, E,)

19: fh — FFT,(f@) > La transformée de Fourier s’effectue Vv,, v,, v,
20: fin fonction

Phamiltonien My, en Hy, = Hy,  +Hy, Hy, . ouHy, =35 [v2frdv, otx = x,y, 2. Cela

conduit a résoudre les sous-systemes suivants :

— Hyp,
OtJe,t =0
OB, =0
OE, = [vfrdv
ok, =0
Orfn — (=12 B0y, fr + v2By0y, fr) =0

On remarque tout d’abord que dans ce sous-systeme, [wv,f,dv est constant en
temps, donc I’équation d’Ampeére peut étre résolue aisément. L’équation de transport

sur fj,, peut étre résolue exactement en utilisant un splitting directionnel puisque
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les deux opérateurs commutent, on obtient alors :

jC,L(O)
B.(0)
[fh,w} _
i " (Uo) = E,(0) +t [ vy fr(0) dv
E,(0)
fn(0, 2, v,, v, — tvy By, v, + tByv,)

En pratique, nous utiliserons deux interpolations d’ordre 5 avec des polynomes
de Lagrange de dimension 1 dans les directions v, et v,, comme présenté dans
I’algorithme . La sous-étape H Frseroy n’est qu'une interpolation polynomiale et
ne sera pas détaillée ici. La sous-é¢tape Hy, , — présente en plus la résolution de
I’équation d’Ampere, que nous détaillons ici. La complexité de cette étape est
O(QNWN%NUZNZ + NZ) = (’)(N%vaszNz). Pour la complexité spatiale, on re-
marque la nécessité d’un tableau temporaire de réels f(@) (lignes |18 et de taille
Ny, Ny, No. .

Algorithme 3.4 Calcul de I'étape Hy, ,

1: fonction Hy, (f".f*" B,.E,)

2 Jha <0 > Initialisation d’un tableau de taille IV, a 0
3 pour tout (k,,k,, k.)€ [0, N, [x]0, N, [x[0, N, [ faire :

4 pour i=0,..., N, —1 faire :

5: v v, + AtU:EB%[ﬂ
6
7
8
9

B [P

Lz < LAGRANGE__GENERATOR(f{{ 1 1 340 12))
fﬁcqﬁky,kz,i] « L (v)

i) < Jnfi) + Ve Sk, kg AV

10: fin pour

11: fin pour

12: mean < N% > i Jhoa,fi]

13: pour ¢ =0,..., N, — 1 faire :

14: Ex,[i] — Ex,[i] + At(jh@,[i] — mean)
15: fin pour

16: fin fonction

17: fonction Hy, (™, f*".B,.E.)

18: Hfh,a:,vy ( fzn ? f(a) )
19: Hfh,z,vz ( f(a) ) fOUt ) By I E:E )
20: fin fonction
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— Hp,
OtJer =0
0B, =
oE, =0

by, = [vyfrdv
Orfr — (VyBoOy, fr + vy B0y, fr,) =0

Cette étape est tres similaire a la précédente, le courant des particules chaudes
J vy frndv y est une constante, et I'’équation de transport est résolue en utilisant un

splitting directionnel. On a :

Je,1.(0)
B, (0)
i (o) = E,(0)
E,(0) 4+t [v,fr(0)dv
fn(0, 2, v, — tv, By, vy, v, — tByvy)

De la méme fagon, nous utiliserons pour la résolution deux interpolations (d’ordre
5) de dimension 1, a l'aide de polyndémes de Lagrange. Nous obtenons les mémes

complexités temporelle et spatiale que I'étape Hy, _ .

— Ay,
Ojer =0
0B, =0
OE, =0
Orfn + 020 fn — (—v2By0y, fa + 08,0, frn) =0

Le calcul de I'étape Hy, . nécessite plus de travail. Tout d’abord nous introduisons

la fonction g(t, z,v) := f(t, z + tv,, v) qui satisfait :
0rg + By(0, 2 + tv.)v.0,,9 — v: B, (0, 2 + tv.)0,,9 = 0 (3.11)

Cette équation de transport peut étre résolue exactement en temps. Pour cela, dans

un premier temps on regarde les caractéristiques de (3.11)) :
0,(t) = By(0,2(0) + tv,(0))v,(0) , 0y (t) = —B,(0,2(0) + tv,(0))v.(0), (3.12)
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celles-ci peuvent étre résolues exactement. Les variables z, v,, B, et B, sont constantes
en temps dans cette sous-étape, mais le changement de variable introduit une dé-
pendance en temps. Cela peut étre résolu en développant le champ magnétique B |

en série de Fourier dans la direction z, ce qui nous donne :

Bi(t,z) =B1(0,2) = ZBLOk”“

on a alors :

Bi(0,z+tv,)=> B, ertes),
B

On obtient alors, en intégrant I’équation en temps :
va(t) = v,(0) + v.(0) /0 tz B,(0, k)0 +s0=00) g
i
= 0.0)+ 1.0) 2 éym, e [ 0 g
)+ ZB ' zkz(O)( iktv:(0) _ 1),
tandis que pour I’équation sur v,, nous obtenons :
0y(t) = v,(0) — v.(0) / ! Z BI(O, ) O +50=0) g

ZB 0 k) zkz ( iktv,(0) 1)
En remontant les caractéristiques, on peut calculer g(¢, z, v) comme :

g(t7 Z7V) = g (07 Z;’Ua: ZB 0 k Zkz( Zktvz _ 1)’

1

vy + Y B, (0, k)%eikz(eiktvz - 1), vz> :
k

Cela nous permet d’obtenir fy,(t) en effectuant le changement de variable inverse :

f(t,z,v) =g(t,z — tv,, v).

Ces différentes étapes permettent de construire algorithme [3.5] permettant la réso-
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lution de ce sous-systeme. Deux sous-étapes Hy, ., et Hy, ., effectuent les inter-
polations polynomiales d’ordre 5, respectivement dans les directions v, et vy, nous ne
détaillerons ici que la premiere. La complexité algorithmique de 1’étape correspond
a deux fois celle de la sous-étape Hy, ., (la sous-étape Hy, ., ~étant tres similaire).
Cette étape consiste en une transformée de Fourier suivant 'axe z (de complexité
O(Nlog(N.))), puis pour toute valeur de (K, ky, k-, j) € [0, Ny, [x[0, Ny, [x[0, N,,. [,
une somme sur NV, et une interpolation polynomiale que I’on a supposé de complexité
constante. On obtient une complexité algorithmique pour les sous-étapes Hy, . et
Hy,.., de O(NZ log(N.) + szvaszNf). La sous-é¢tape Hy, . ., consiste en une
transformée de Fourier dans la direction z (de complexité O(N, log(N,))) et un par-
cours dans la direction z, pour toute valeur d’indices du quadruplet (k,, ky, k., j), ce
qui correspond a une complexité de O(szvasz(Nz log(N.) + Nz)). On obtient

une complexité algorithmique de 'étape Hy,  de :

O(2N.1og(N.) + Ny, Ny, Ny No(N: + log(N.) + 1)) = O(Ny, Ny, N, N2).

Finalement, la solution de Hy, est calculée dans I'algorithme qui est une simple
composition des sous-étapes Hy, ., Hy, et Hy, . La complexité algorithmique est donc
la somme des complexités de chaque sous-étape, ce qui revient, de maniére asymptotique,
a la complexité de la sous-partie la plus cotliteuse, c’est-a-dire Hy, .. La complexité algo-
rithmique de Hy, est O(N% Ny,

2 tableaux temporaires f(® et f® de taille Ny, Ny, N,, de réels, la variable f (©) peut étre

remplacée par f(@. Cette étape est la plus cofiteuse en temps de calcul, elle sera donc

N, N. 3) On note cependant la nécessité d’avoir au moins

placéé au milieu de la méthode de splitting pour former la méthode de Strang.

Il est par la suite nécessaire de concaténer les étapes H;,, Hp, Hg et Hy, pour
construire une méthode de Lie, de Strang ou de Suzuki (voir section ou [107]
et [7]). 11 est a noter que la méthode de Lie possede déja 4 étapes (11 sous-étapes) et
la méthode de Strang 7 (avec 15 sous-étapes, les sous-étapes de Hy, n’ayant pas besoin
d’étre concaténées en palindrome). Pour des raisons de temps de calcul, la méthode de
Suzuki, avec 35 étapes (soit 75 sous-étapes) ne sera pas considérée comme alternative

valable aux méthodes de Lawson d’ordre élevé.
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Algorithme 3.5 Calcul de I'étape Hy, |

: fonction My, ( f™, f*, By)
B, + FFT,(B,)
pour tout (k,,k,, k.)€ [0, N, [x]0, N, [x[0,N,.[ faire :
pour j=0,...,N, —1 faire :

1
2
3
4
5: 54— — Zév_z/QNz/Q 'BH exp(m[g]z[]O(exp(m g]vat> —1)
6
7
8
9

v* 4 U:p - Re( )
b e [Etman)
Lps)  LAGRANGE __GENERATOR(f{l% _gpe 1ok, o)
: ek o) & L151(v7)
10: fin pour
11: fin pour
12: fin fonction

13: fonction Hy, . (f™, fot)
14: pour tout (k,,k,, k.)€ [0, N, [x]0, N, [x[0, N, [ faire :

. fo 4+ FFT (f[zl? oy ier])

16: pour j=0,..., N, —1 faire :

17: f[kx,ky,kz g1 fv ] exp( Z'UwfimAO
18: fin pour

19: fin pour

20: fin fonction

21: fonction My, . ( f™, B, , By, fout)
22: Hfh”m (fm fa By)

23: Hfh,z,'uy ( f(a) ) f(b) ) B, )

24: Hfh,,z,z ( f(b) ) fOUt )

25: fin fonction

Algorithme 3.6 Calcul de I'étape Hy,

1: fonction ?—[fh(qu,qu,Bm,By,Em,Ey,fh)
2 f@ « FFT.(f)

3: Hfh,z(f) f()7By E)

4: Hfh,y (f 2 ]i(c >B$>Ey)

5 Hfh,z(f(c)vfh7 T y)

6

: fin fonction
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3.3.2 Méthode de Lawson sur le modéle hybride

Dans cette section nous allons présenter la méthode d’intégration exponentielle pour
discrétiser le modele VHL (3.1)-(3.7). Il est naturel de réécrire ce systéme, apres une

transformée de Fourier dans la direction z, sous la forme :
oU =LU+ N(t,U)

A a A A A aNT . . ,
avec U = (jqx,jc’y, By, By, Ey, By, fh> et ou k = 2]%—:, jE [[—%, %]] représente les modes

de Fourier et :

0 —B, 0 0 €, 0 0 0
B, 0 0 O 0 Q2 0 0
0 0 0 0 ik 0 0
L= 0 0 —ik 0 0 , N:t,Uw— 0
-1 0 —ik 0 0 J v fdv
0 -1 4w O 0 0 0 Ju, fdv
0O 0 0 0 0 —iv,k E, -V, f—-vxB-V,f

(3.13)

7L nécessaire pour 1'écriture du schéma de la méthode

Mais le calcul de la partie linéaire e
LRK (méthode de Lawson induite par une méthode de Runge-Kutta) n’est pas réalisable
avec SymPy ou un autre logiciel de calcul formel. Cela vient de I’expression des valeurs
propres, dépendant du temps (7) et de la discrétisation dans l'espace de Fourier des
dérivées spatiales (k € {2%, j €[N, NZ]]}) Pour résoudre ce probleme, il est décidé
dans un premier temps d’intégrer la partie provenant des équations de Maxwell de L dans

la partie non-linéaire N. Ce qui nous mene a redéfinir L et N comme :

0 —By 00 Q% 0 0 0
By, 0 00 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 iKE,
L=|l0 0 00 0 0 0 |, N:tUr —iKkE,
-1 0 00 0 0 0 —ikBy + [ v, f dv
0 -1 00 0 0 0 ikB, + [ v, f dv
0 00 0 0 —ivk E, -V, f—vxBV,f

(3.14)
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Un logiciel de calcul formel, comme SymPy, permet d’obtenir e™* pour toute valeur 7 € R :

acos(07) 4+ Bceos(0t)  asin(0)—Bsin(0t) 0 0 ~ysin(0)+vsin(@t) —ycos(67) + ycos(6T) 0
—asin(07) + fsin(0t) acos(§7)+ Seos(0T) 0 0 ~cos(§) —ycos(@t)  vsin(07) + ysin(dT) 0
0 0 10 0 0 0
e~ 0 0 01 0 0 0 (3.15)
—dsin(07) —dsin(0t) dcos(07) —dcos(dT) 0 0 Bceos(07) + acos(@t)  Bsin(d) — asin(dT) 0
—dcos(07) +dcos(8) —dsin(07) —dsin(0t) 0 0 —pBsin(d7) + asin(@)  Bcos(d7) + acos(dT) 0
0 0 00 0 0 e~ kvt

avec a = 0.378732187481834, B = 0.621267812518167, v = 0.970142500145332, § =
0.242535625036333, et 6% = ?T 9+ Vv1T7.

C’est donc a partir de la matrice L sans les termes provenant des équations de Max-
well, et avec le terme non-linéaire N, contenant les termes des équations de Maxwell,
définis dans , que nous allons construire notre premier schéma de Lawson. Il est
important d’avoir une formulation explicite de 'exponentielle de la partie linéaire pour
construire un schéma en temps efficace. En effet le calcul numérique de 1’exponentielle
d’une matrice pour une valeur de 7 et de x données est élevé et ne peut étre effectué en
amont de la simulation. Le calcul en amont de ces quantités impose une discrétisation en
espace donnée, et empéche la mise en place de méthodes a pas de temps adaptatif. Nous
verrons par la suite, dans la section [3.5, une méthode permettant d’intégrer les termes

des équations de Maxwell dans la partie linéaire de la méthode de Lawson.

3.3.2.1 Filtrage de I'équation de Vlasov

L’équation de Vlasov contient le terme (v x Bg) qui introduit une condition de CFL

restrictive qui peut étre outrepassée en utilisant le changement de variable w = P07y,

avec w = (w,,w,)" et v = (vy,v,)", pour filtrer ce terme en influengant le moins possible

le reste du systéme. Nous introduisons g(t, z, w,v,) = fi(t, z,exp(—tByJ)w, v,) avec :
o—tBoJ _ cos(tBy) —sin(tBy) J 0 1
sin(tBy) cos(tBy) |’ -1 0
alors on a exp(—tByJ)w = (cos(tBy)w, — sin(tBo)wy, sin(tBy)w, + cos(tBy)w,) . On
peut désormais dériver I’équation sur g :
dg 4 v.0.g — e PIE . V,,g — TPy =0, (3.16)
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ot T[Polg est donné par :

7:,[30}9 = (vxB)-V,fs

cos(tBy)w, — sin(tBy)w B, B
= | sin(tBy)w, + Cos(tBo)wZ x | B, (6 tBOvag>
v, 0 0.9
v,(— cos(tBy) B, + sin(tBy) B;) Ow, g
= v, (sin(tBy) By + cos(tBy) B,) | Ow, 9
(cos(tBy)w, — sin(tBy)w,) B, — (sin(tBy)w, + cos(tBy)wy) B, Ov. g

(3.17)
Le changement de variable impacte également 1'équation d’Ampere (3.5)-(3.6)), U'intégrale

du courant des particules chaudes devient :

/Vf dv = /(e_tBOJw)g dw dwv, ,

les équations d’Ampere peuvent alors se réécrire comme :
OE, =—J0.B) — je. + /(e_tBOJw)g dw dv, . (3.18)

Les autres équations restent inchangées. Les termes impactés sont dans la partie non-
linéaire de la méthode de Lawson, il n’y a donc aucune implication sur le calcul de I'ex-

ponentielle de la matrice de la partie linéaire.

3.3.2.2 Calcul de stabilité avec les équations de Maxwell

Dans la méthode de Lawson explicite que nous souhaitons mettre en place, nous pro-
posons de placer les équations de Maxwell, équations linéaires, dans la partie non-linéaire
(voir ([3.14))), entrainant par conséquent une condition de stabilité. Puisque nous résolvons
de maniere explicite des équations linéaires, il est possible d’effectuer un calcul de cette
condition CFL de stabilité induite par les équations de Maxwell. Les termes non-linéaires
de I'équation de Vlasov sur les particules chaudes, imposent également une condition de

stabilité, que 'on se propose de restreindre a la condition suivante :

|IE +v x B||_ At < Av,

161



Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

condition que I'on peut estimer numériquement par une premiere simulation.

Estimation de la condition de stabilité a partir d’une méthode Runge-Kutta :
Il est possible de faire une premiere estimation de la condition de stabilité en ne consi-
dérant que I’équation :
U= AU (3.19)

avec U = (B, By, £, Ey)T le vecteur des seules variables impliquées dans les équations

de Maxwell, et A la matrice :

0 0 0 ik
0 0 —ik O
0 —w 0 0
ik 0 0 0

A:

On souhaite résoudre ce probleme avec une méthode de type Runge-Kutta, en effet notre
choix de partie linéaire dans la méthode de Lawson pour résoudre le systeme VHL —
nous impose de résoudre les équations de Maxwell via une méthode de type Runge-
Kutta. La fonction a intégrer en temps par la méthode Runge-Kutta étant linéaire en U,
on sait que calculer U™ par une méthode Runge-Kutta revient a multiplier U™ par la
fonction de stabilité de la méthode Runge-Kutta choisie, évaluée en AtA. On a donc pour
une méthode RK(3,3) :

2 3
Ut = (1 +AtA + A;A2 + AgAi”) U,

et pour une méthode RK(4,4) :

A LAY N
6A+24A u".

Untl = <I+ AtA +

On note p(s,) la fonction de stabilité de la méthode Runge-Kutta a s étages et d’ordre
n RK(s,n). On appellera par la suite matrice d’amplification, la matrice correspondant &
I'évaluation de la fonction de stabilité de la méthode RK(s,n) évaluée en AtA. Pour des
méthodes de type Runge-Kutta explicites a s étages et d’ordre n on a :

Pisy(AtA) = ZFA’%L > AtPAF
k=0 : k=n+1
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Ce qui correspond au développement de I'exponentielle jusqu’a ’ordre n, plus des termes
supplémentaires si n # s. Pour estimer la CFL de ’équation , il faut rechercher les
valeurs propres de la matrice d’amplification p(n)(AtA) de la méthode choisie. Celles-ci
dépendent de At et de k, avec les modes de Fourier x qui dépendent directement de la
discrétisation en espace choisie, car kK = 2%] avec j € [— J\;Z, %] Pour trouver la condition
de stabilité de cette équation il faut donc trouver le couple (At, k) permettant de garantir

que les valeurs propres de p(, n)(AtA) soient inférieures a 1.

On rappelle que les valeurs propres de A sont : ik et —ik, chacune de multiplicité 2,

cela nous permet de déterminer les valeurs propres de p(, ) (AtA) qui sont :

At ®
" + > oAtk

D(s,n) (1RAL) Zz
k=n+1
. - kvatk’fk . kk k K
p(s,n)(_z’%At) = Z(_l) ? T + Z <—1) 1 CkAt K

k=0 k=n+1

Il s’agit de polynomes en Atk que 'on peut réécrire :

L3) A2k 2k 13)-1 A2k 2k+1
o (IkAL) = Sy | L LY =
13) 1311
+ (—1)kCQkAt2k/€2k 4 Z (—1)k02k+1At2k+1/€2k+1
k=13 )41 k=13)
" 5] , kAtQkKIQk . 511 , kAt2k+1/€2k:+l
—iR = —1)——1 1)
[5] [5]-1
+ (—]_)kCQkAt2kK/2k — (_1)k62k+1At2k+1K/2k+1
h=[31+1 k=13)

ol 'on remarque que ps ) (—ikAt) = p(sn (ikAt), donc ’p(sm(—z’,%At)’ = ‘p(sﬁn) (i/iAt)’.
On peut déterminer la condition de stabilité pour les méthodes RK(3,3) et RK(4,4), c’est-
a-dire la valeur de Atk telle que [pn)(ikAt)| = 1, on obtient ainsi respectivement les

valeurs f et 2\f avec k= 27 j e [-8= A=)

Estimation de la condition de stabilité a partir d’'une méthode de Lawson compléte :

Une estimation plus précise de la condition de stabilité due aux équations de Maxwell
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peut étre calculée en résolvant avec une méthode de Lawson le systeme :
U=LU+NU

ot U = (Jeu, ey Bes By, Ex, Ey) T, et L (partie linéaire de la méthode de Lawson) et N
(partie considérée comme non-linéaire dans la méthode de Lawson) sont deux matrices

données par :

0 -1 0040 00 0 O 0 0
1 0 00 4 00 0 O 0 0
I 0 0000 N - 00 0 O 0 ik
0 0000 00 0 0 —ik O
-1 0000 00 0 —ik 0 O
0 -1.0 000 0 0 ¢t O 0 O

On ne s’intéresse ici qu’a la condition de stabilité provenant des équations de Maxwell, due
a I'impossibilité de calculer formellement e™ avec les équations de Maxwell. La densité
de particules f;, n’est donc pas considérée ici. De plus la condition de stabilité que nous
cherchons est celle provenant des équations de Maxwell, donc une condition sur la discré-
tisation spatiale, la condition de stabilité induite par f; ne porte que sur la discrétisation
en vitesse et ne sera pas étudiée ici car le terme est fortement non-linéaire. Les matrices
L et N ne commutent pas, donc la fonction de stabilité de la méthode de Lawson ne peut
pas étre obtenue comme dans le cas scalaire du chapitre [I} Tl est nécessaire pour chaque
méthode de calculer sa fonction de stabilité. Nous n’étudierons ici que les méthodes de
Lawson induites par la méthode RK(3,3) de Shu-Osher et celle induite par la méthode
RK(4,4) dite classique.

Nous allons commencer 1'étude par la méthode RK(3,3) définie par :

U(l) _ eAtLU'n + At@AtLNUn

Lo-gtigo 4 Ble-ypo
4 4
ge?LU@%+§Aw%“AMﬂ”

At
2

3
Um:ZeLW+

Un+1 — ;eAtLUn +
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On peut calculer la fonction de stabilité de la méthode, on obtient alors :

U — {eAtL LA (26 LS 4 }eAtLN " 1N€AtL>
3 6 6
A~ (GNAEN + ZeFENCHN + e FENe FENeE)
2 \3 3 3
+ Aﬁt?)e%tLNe_AthNeAtLN] U"
La matrice d’amplification n’est plus un polyndéme, nous nous proposons donc de faire
une étude numérique. Pour cela on choisit une discrétisation des modes de Fourier xk €
[—27,27], et pour les pas de temps At € [0, 0.125]. Pour tout couple de cette discrétisation
on calcule numériquement les valeurs propres de la matrice d’amplification, qui sont au
nombre de 5, sans compter la multiplicité, que I'on trie par valeur absolue. On s’attend a
ce que ce soit les plus grands modes de Fourier qui contraignent la condition de stabilité,

en effet pour le cas k = 0, la matrice de la partie non-linéaire N est nulle.

On peut regarder, sur la figure pour le seul mode k = 15, la valeur absolue
des différentes valeurs propres de la matrice d’amplification. On remarque la présence
d’une valeur propre égale a 1 ainsi que d’autres valeurs propres, qui sont strictement
inférieures a 1 pour des petites valeurs de At (jusqu'a 0.11 environ). Pour estimer une
condition de stabilité pour x = 15, il est nécessaire de connaitre la valeur de At pour
laquelle le rayon spectral dépasse 1. On trace sur la figure [3.1D] le rayon spectral de la
matrice d’amplification en fonction de At, pour différents modes de Fourier x € [0, 27].
On remarque que plus la discrétisation en z est fine (grande valeur des modes de Fourier)
plus la valeur de At permettant d’assurer la stabilité diminue. On peut ainsi estimer une
condition de stabilité pour N, = 15 et 27 et on obtient : pour N, = 15, At < 0.115 = I—‘Q,
et pour N, = 27, At < 0.066 ~ ﬁ.

On effectue une analyse similaire pour la méthode de Lawson LRK(4,4) suivante :

UM =3y + AQteAthNU”

t At
U@ =3y + 5 N

UG = AL 4 Ate S TNU®

edegm Lot | 2 sepe |y Lpe A ype)

! 2 51
3 3 3 3 6

UnJrl —
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valeurs propres du coefficient d'amplification de la matrice de LRK(3,3). k=15.0 130 plus grande valeur Mgy 3 en fonction de At pour différentes valeurs de k

100

100
0.98

0.95
0.96

0.90

0.00 002 004 0.06 008 010 012
0.00 002 004 0.06 0.08 010 012 A
At

(a) Module des valeurs propres de la ma- (b) Module de la plus grande valeur propre

trice d’amplification de LRK(3,3) pour le de la matrice d’amplification de LRK(3,3)

mode de Fourier k =15, At € [0,0.12]. pour différents modes de Fourier k € [0,27]
et At € [0,0.12].

FIGURE 3.1 — FEtude des valeurs propres de la matrice d’amplification de la méthode LRK(3,3)
en fonction de At.

On peut également calculer sa matrice d’amplification :

Ul — [ N <6 AL 4 gegtLNeAfL+éN6AtL>

2
A—t (16A2tLNeA2tLN+ 1G%LNze Ly 1Ne 2tLNeAtL>
2 \3 3 3
3
+At (1€A2tLN2e2LN—|—1Ne2tLN2 AtL>
6 \2 2
At At At
+ﬂN€2LN2€2LN Un

Ce qui nous permet, avec la méme discrétisation de k et At de tracer les mémes diagnostics
que précédemment sur la figure[3.2] On représente ainsi & gauche le module des différentes
valeurs propres de la matrice d’amplification de la méthode LRK(4,4) pour k = 15, et
a droite on ne s’intéresse qu’a la plus grande valeur propre pour différents modes de
Fourier k € [0, 27]. Cela nous permet d’obtenir les conditions de stabilité pour différentes
discrétisations en espace, et par exemple pour N, = 15 on trouve At < 0.188 ~ 21—*? et
pour N, = 27 on trouve At < 0.104 ~ 2‘f.

Cela conclut 'estimation de condition de stabilité en espace. On remarque que ’esti-

mation numérique de la condition de stabilité de la méthode de Lawson est trés proche

166



3.8. Schémas numériques

valeurs propres du coefficient d'amplification de la matrice de LRK(4,4), k =15.0 130 plus grande valeur Mgy, 4) en fonction de At pour différentes valeurs de k
T

0.95

0.90
000 005 010 015 020 025

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
ae — k=10 — k=70 k=130 k=130 — k=150
k=30 k=90 k=150 — k=210 — k=270

— k=50 — k=110 k=170 k=230

(a) Module des valeurs propres de la ma- (b) Module de la plus grande valeur propre

trice d’amplification de LRK(4,4) pour le de la matrice d’amplification de LRK(/,4)

mode de Fourier k = 15, At € [0,0.25]. pour différents modes de Fourier k € [0,27]
et At € [0,0.25].

FIGURE 3.2 — Ftude des valeurs propres de la matrice d’amplification de la méthode LRK(4,4)
en fonction de At.

de la condition de stabilité obtenue & ’aide de la restriction & la résolution de la méthode

Runge-Kutta sur (B,, By, E,, E,)".

3.3.2.3 Synthese d’un étage

Intéressons nous maintenant a I'implémentation de la méthode de Lawson. Les mé-
thodes de type Runge-Kutta s’écrivent comme une succession d’étages et chaque étage
possede des expressions différentes mais une structure similaire. Ces premieres sont géné-
rées a l'aide d’outils de méta-programmation, présentés dans la sous-section [3.7.1] basés
sur la bibliotheque Python de calcul symbolique SymPy. Le squelette d'un étage est pré-
senté dans l'algorithme [3.7] La résolution numérique des dérivées en espace z se font
dans I’espace de Fourier, pour cette raison, les variables transmises entres étages ou itéra-

tions, sont des tableaux de complexes, correspondant aux modes de Fourier des différentes
variables.

L’algorithme d'un étage se décompose en deux grandes sections. La premiere partie
permet de mettre a jour les variables spatiales ( ésj, 58;, B, Bl(f), E®), El(f)) dans 'espace
de Fourier, qui commence & la ligne [T} par le calcul des courants induits par les particules

chaudes [ v, f,(f_l) dv ot x € {x,y} dans l'espace de Fourier. Les lignes |7| a , sont
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générées a l'aide d’outils présentés dans la sous-section [3.7.1] La seconde partie permet
la mise a jour de f,(f) dans l'espace de Fourier et commence a la ligne . Cette partie
commence par le calcul de (E + (v x B) - vah)(sfl) a l'aide de la méthode WENO, puis
continue par la mise a jour de f,gs) dans 'espace de Fourier en effectuant la transformée
de Fourier en z de (E + (v x B) -V, /)" pour une vitesse v donnée. La ligne [27] est

également générée automatiquement.

Algorithme 3.7 Squelette de I'algorithme d’un étage s d’'une méthode LRK

1: > Calcul des variables 3((:3%, }&2, B, éés), E®) et Ez(f)
2: pour ¢=0,...,N, faire :

~ rls—1
3: Thya,fi] € 2ok ey kz Uk fi(z,[i,ki,ky,kz} Av

~ Fls—1
4: Thli] = Dokg ey ks Uk, fis,[i,k:z,ky,kz] Av
5. fin pour
6: pour ¢ =0,..., N, faire :
7: ‘%Sﬂ)c[ﬂ — ... > les expressions ici sont données par SymPy

. ~(s)
8: ]Ac,yv[i}
0: BY .
1 BY
2. B«
13: fin pour
14: > Calcul de la variable f\”
. 2(s—1)

150 () o oy ) € AFF T (fh,[-,kz,ky,kz])

16: pour tout (kg k,, k.) € [0,N,] x [0,N,] x [0,N.] faire :

17: pour i =0,..., N, faire :

18: Ay, Ex’[i] + UkyBO + Vg, Bym

19: Ay, Ey’[i] + v, Bo + v, Bx’[i]

20: Ay, < Vg, Byvm + Uk, Bxii]

91. avfh,[i,kz,ky,kz] <—WENO(%Z, fh,[i,kz—3:kz+3,ky,kz]) + WENO(auy, fh,[i,kz,ky—3:ky+3,kz])
' + WENO(a,,, fh,[i,kz,ky,kfszkﬁz])

22: fin pour

23: fin pour

24: pour tout (kg ky, k) € [0, N,] x [0, N,] x [0, N,] faire :

25 (0uf), = FFTL(00f ko)

26: pour ¢ =0,..., N, faire :

27: A,(ls) — ... > I’expression ici est donnée par SymPy
28: fin pour

29: fin pour
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Etudions maintenant la complexité de lalgorithme . La premiere partie de I’al-
gorithme (lignes [1] & possede une complexité temporelle de O(2N,) et nécessite la
sauvegarde de deux tableaux, J;.., Jn.y, de taille N, (tableaux de complexes). La deuxiéme
partie de I'algorithme (lignes|14|a nécessite tout d’abord le calcul de la transformée de
Fourier inverse de tout fff*”, étape d’une complexité de (’)(szvaszNz log(Nz)). 11 est
ensuite nécessaire d’effectuer une boucle dans tout I’espace des phases pour calculer I'ap-
proximation 9, f5, la méthode WENO peut se résumer a un calcul arithmétique a partir
des 7 valeurs en entrées et est donc considérée de complexité constante, ce calcul a donc
une complexité de O(NUI Ny, N, NZ>. Cette partie se termine par la mise a jour de f,(f),
il est possible de n’effectuer la transformée de Fourier pour une tranche de données au
triplet (kq, ky, k) fixé, on obtient une complexité de O(N,, Ny, N, (N log(N.) + N.)) =
O(szvaszNz log(NZ)). Un étage de la méthode de Lawson posséde donc une com-
plexité temporelle de O(szvaszNZ log(Nz)) et nécessite 3 tableaux de taille N, de
valeurs complexes (7, 2, Jny €t 8/7:}”), et 2 tableaux de taille N, N,, N, N, (fy de réels et
Oy frn de complexes), ces tableaux temporaires peuvent étre réutilisés par 1'étage suivant

sans nécessiter de nouvelle allocation de mémoire.

Les résultats de chaque étage de la méthode de Lawson nécessitent d’étre sauvegardés
pour le calcul des étages suivants, ainsi chaque étage nécessite la sauvegarde de 6 tableaux
de taille N, de complexes et d'un tableau de taille N, N,, N, N, aussi de complexes. Ainsi
pour une méthode de Lawson induite par une méthode RK(s,n) il faudra de multiplier
I’'espace mémoire nécessaire par le nombre d’étages s. Il est possible de minimiser 1’espace
mémoire nécessaire en utilisant des méthodes de type Runge-Kutta dites low storage, qui
permettent de ne pas conserver les données de chaque étage pour calculer les suivants

(voir [68]).

La mise en place de l'opération de filtrage dans le pseudo-code [3.7 nécessite seulement,
de modifier le calcul des variables de courants chauds (3;”6) , (3;%,), (lignes [3] et et

des vitesses d’advection a,,, a,, et a,, (lignes [1§ a . L’opération est présentée dans
I'extrait d’algorithme [3.8|
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Algorithme 3.8 Modifications pour faire le filtrage dans ’algorithme
T 7 4 e Al

3: Qh,z,[i} A Zlﬂ,kz,kz (wl COS(BOTn’S) — W Sin<BOTn’S))g[i,khkz,kz}AwAvZ
4 Jhgli] S Dok ok, (W1 SIN(BoT™%) 4 wo cos(BoT™*)) §i oy oo ks ] AWAV,

18: @y, < Ey i cos(Bot™?®) 4+ By sin(Bom™*) + v, By ) sin(Bo1™*) — v. By, [;) cos(Bem™*)
19: @y, < —E, [ sin(Bom™*) + By i cos(Bom™*) 4 v, By [j) cos(Bom™*) + v, By ;) sin(By7™*)
20: @y,  — By ) (wy sin(Bym™*) 4+ wj cos(Bom™*)) 4+ By i (w1 cos(Byr™*) — wa sin(Bym™*))

3.4 Résultats numériques

Dans cette section on s’intéresse a des résultats numériques pour la résolution du mo-
dele VHL par les méthodes présentées précédemment. Conformément a [64], nous consi-

dérons la condition initiale suivante :

Ph v? (U% + “12/) 2

t = 0, 5 — 71 Na/o— —9 — =5 — —
Ja % V) (2m)3/20 0% P 207 207

avec z € [0,27], k=2, 0 = 0.2, 0, = 0.6, p, = 0.2 et B,(t =0, z) = esin(kz). Les autres
inconnues du systeme (jc .z, jey, By, Ez, £,) sont initialisées a zéro. Le domaine en vitesse
est restreint a v € [-3.6,3.6] x [~3.6,3.6] x [-2.4,2.4] et on note N, N,,, N, , N,, le
nombre de points de discrétisation dans chaque direction. Dans chacune des simulations,

on s’intéresse a 1’évolution temporelle des énergies suivantes :

Energie magnétique :

Hp(t) = ; [ (Bxt.2) + Bt 2)) dz (3.20)
Energie électrique :

Holt) = ; [ (B2.2) + B2, 2)) dz (3.21)

Energie cinétique des particules froides :

1

Helt) = 500
pe

/ (72,0t 2) + 52, (1. 2)) dz (3.22)
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Energie cinétique des particules chaudes :

1
Halt) = 5 ﬂ VI2fu(t, 2, v) dv dz (3.23)
dont la somme, 1’énergie totale, est préservée au cours du temps :

dH _dHB—i-HE-i-HC-i-Hh

—_— = = 0.
dt dt

Les diagnostics que nous regarderons pour vérifier la validité des résultats sont les diffé-
rentes énergies au cours du temps, en vérifiant le taux d’instabilité donné par les relations
de dispersion, présentées dans [64]. La comparaison entre les méthodes de résolution se
fera a partir de la préservation de I’énergie totale H, et de I'erreur relative produite par

chacune des méthodes, nous comparerons également les temps de calcul.

3.4.1 Comparaison des solveurs a pas de temps constant

Dans un premier temps nous considérons la méthode de splitting et de Lawson avec
un pas de temps constant, comme présenté dans la section Nous présentons trois
méthodes de splitting, a savoir les méthodes de Lie, Strang et de Suzuki. La méthode de
Suzuki ne sera présente qu’a titre d’illustration mais celle-ci n’est pas tres intéressante
dans un contexte multidimensionel, en effet ses résultats sont tres similaires a la méthode
de Strang, mais son temps de calcul représente 5 fois celui de cette méthode d’ordre
2. Dés que 'hamiltonien se subdivise en de nombreuses parties (7 dans notre cas), le
nombre d’étapes requises pour obtenir de 'ordre élevé augmente drastiquement (méme si
certaines stratégies peuvent étre utilisées pour éviter cela, comme présentées dans [17]). La
méthode de Strang nécessite a elle seule 15 étapes, ce qui représente 5 x 15 = 75 étapes
par itération, ce qui est trop important pour que la méthode soit compétitive. Nous
présenterons également deux méthodes de Lawson, la méthode LRK(3,3) et LRK(4,4)
induites respectivement par la méthode RK(3,3) de Shu-Osher et la méthode RK(4,4)
dite classique. Contrairement aux méthodes de splitting, les méthodes de Lawson ne sont
pas trop impactées par la montée en ordre dans le sens ot le nombre d’étages nécessaire
correspond, a peu pres, a ’ordre de la méthode. De plus, il existe une souplesse intrinseque
aux méthodes de Lawson qui réside dans le choix de la partie linéaire. Ce choix permet, par
exemple, de se soustraire de certaines conditions de stabilités, sous contrainte du calcul de

I'exponentielle de cette partie, probléme contourné dans la section [3.5] De plus le filtrage
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possible du terme v x B est intéressant dans les méthodes de Lawson car il permet de
relaxer la condition de stabilité de la méthode. Un filtrage similaire serait envisageable
dans les méthodes de splitting, avec comme cofit I'ajout de sous-étapes supplémentaires

dans I'é¢tape Hy,, étape déja la plus coliteuse numériquement.

L’utilisation de schémas explicites introduit une condition de stabilité dans la réso-
lution des équations de Maxwell, dans les deux approches (méthode de splitting et de
Lawson), présentée dans [70]. Il est également possible de se concentrer uniquement sur
les inconnues (B,, By, E,, E,) pour déduire une condition de stabilité, comme vu dans la
sous-section 3.3.2.21 Le tableau [3.1] résume les différentes conditions de stabilité. Pour les
méthodes de Lawson une condition de CFL supplémentaire provient de la discrétisation
en vitesse, mais on remarque numériquement que cette derniére est moins contraignante
que la condition provenant des équations de Maxwell. Nous verrons dans la section [3.5
comment s’affranchir de cette condition en intégrant les équations de Maxwell dans la

partie linéaire de la méthode de Lawson.

méthode condition de CFL
Lie (V2/m)Az
Strang (2/m)Az

3) (V3/m)Az
4) (2v/2/m) Az

Tableau 3.1 — Condition de stabilité provenant des équations de Maxwell en utilisant différents
intégrateurs.

Lawson-RK(3,
Lawson-RK (4,

Nous tragons, sur la figure [3.3]’évolution des énergies électrique, magnétique et 1’éner-
gie cinétique provenant des particules froides, définies précédemment, en échelle semi-log,
pour différentes méthodes de splitting (méthode de Lie, de Strang, et de Suzuki), et dif-
férentes méthodes de Lawson (LRK(3,3) et LRK(4,4), Padjectif filtred fait référence au
filtrage mis en place dans la section . On choisit le maillage 27 x 32 x 32 x 41
et At = 0.05 (ce qui assure la stabilité de toutes les méthodes présentées). On considere
une faible perturbation € = 1077, pour assurer une longue phase linéaire (jusqu’au temps
t ~ 100) tandis que la phase non-linéaire se développe jusqu’au temps final ¢ = 200. Dans
la partie linéaire, il est possible de comparer les résultats numériques avec les solutions des
relations de dispersion présentées dans [64]. Comme attendu, les trois énergies suivent une
croissance exponentielle, avec le taux prédit par la théorie linéaire, ce qui se traduit par
des transferts d’énergie des particules rapides (chaudes) vers I’énergie électro-magnétique

et aux particules froides. Apres la phase linéaire, les champs saturent en amplitude, ce qui
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3.4. Résultats numériques

marque 'effet des termes non-linéaires, la théorie linéaire n’est plus valide. On remarque
que les deux classes de méthodes capturent efficacement les différents phénomenes en jeu
dans la phase linéaire, avec une tres bonne corrélation avec les taux d’instabilités calculés
a l'aide de la théorie linéaire. De plus les différentes méthodes saturent a des niveaux

d’énergie tres similaires.

La figure [3.4] représente U'erreur relative sur 1'énergie totale, et permet d’étudier la
conservation de celle-ci par les différentes méthodes. Bien que le maillage en espace soit
tres grossier (Az = 3—? ~ 0.23) I'énergie totale est plutot bien préservée : aux alentours
de 8% pour les deux méthodes de Lawson présentées, et autour de 5% d’erreur pour les
méthodes de Lie et de Strang. La méthode de Suzuki produit bien plus d’erreur (autour
de 12%) tres certainement a cause des multiples transformées de Fourier selon 'axe z
effectuées avec peu de points de discrétisation. Comme attendu, et observé dans le cas
ldx — 1dv, les méthodes basées sur un splitting hamiltonien ont une bonne préservation de
I’énergie totale, mais les qualités de leurs résultats, surtout observable avec la méthode de
Suzuki, suggere la nécessité de raffiner le maillage. Il est a souligner que le cotit numérique
de la méthode de Strang, est environ deux fois plus important que celui de la méthode

LRK(3,3).

On peut étudier 'importance du filtrage du terme v x B avec la figure [3.5] ou 'on
trace I’évolution de ’énergie électrique pour la méthode de Lawson LRK(3,3) avec ou sans
le filtrage (voir 'algorithme pour la différence algorithmique entre les deux méthodes)
pour deux maillages différents de I'espace des phases (15 x 20 x 20 x 41 a gauche et
15 x 32 x 32 x 41 a droite) avec un pas de temps At = 0.1. On peut observer I'impact
sur les résultats du raffinement dans la direction v, sur la méthode non-filtrée, alors que
sur la méthode filtrée on obtient un taux d’instabilité satisfaisant avec le maillage le plus

grossier.
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Electric energy
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Cold energy
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FIGURE 3.3 — Ewvolution de lénergie électrique, magnétique et ’énergie cinétique des parti-
cules froides définies dans les équations [3.2003.23, en échelle semi-log, pour les méthodes de
splitting de Lie, Strang et Suzuki, et pour les méthodes de Lawson LRK(3,3) et LRK(4,4).
At =0.05,N, = 27, N,, = 32,N,, = 32, N, = 41.
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FIGURE 3.4 — Evolution de Uerreur relative sur l’énergie totale, pour les méthodes de splitting de
Lie, Strang et Suzuki, et pour les méthodes de Lawson LRK(3,3) et LRK(4,4). At = 0.05, N, =
27, Ny, = 32, Ny, = 32, N,,, = 41.
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FIGURE 3.5 — Evolution de Uénergie électrique pour les versions filtrées et non-filtrées de la mé-
thode LRK(3,3) avec des maillages en vitesse différents. A gauche : At = 0.05, N, = 27, N,,, =
20, Ny, = 20, N,, = 41. A droite : At = 0.05, N, = 27, N, = 32, Ny, = 32,N,, = 41.
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3.4.2 Etude a pas de temps adaptatif

Le dernier test que nous souhaitons effectuer avec ces méthodes de résolution, est de
considérer la méthode de Lawson & pas de temps adaptatif induite par le schéma DP4(3),
comme dans la section[2.3.3] Pour que 'approche a pas de temps adaptatif soit intéressante

dans notre cas il faut que :

(i) Les champs électromagnétiques soient suffisamment faibles dans la phase linéaire

pour pouvoir prendre des grands pas de temps,

(ii) La condition de stabilité provenant des équations de Maxwell ne soit pas trop res-
trictive,
(iii) Dans la phase non-linéaire, 'estimateur d’erreur nous assure la stabilité.
En pratique, a cause de la discrétisation en espace la condition n’est pas satisfaite.

Pour la suite nous considérons les parametres numériques suivant : N, = 27, N, = 32,

Ny, =32, N,, =41, tol =6 X 107° et le pas de temps calculé par :

C , tol C
Aty = §Az, At = min (max (f’ WAtn, QAZ) ,SC’AZ) ,n>0

ott L est I'erreur locale calculée par et C' est donné par le tableau . La figure

[p]
montre I’énergie électrique en échelle semi-log. Comme pour les méthodes présentées dans

la section les résultats sur les énergies sont tres similaires, on capture le bon taux
d’instabilité. On regarde sur la figure deux diagnostics sur la méthode LDP4(3). Tout

d’abord I’évolution de la taille des pas de temps au cours du temps (figure du haut). La

122
2N,
3 itérations suivantes sont effectuées avec le pas de temps At,, = 321‘7& qui est la borne

simulation avec LDP4(3) est initialisée avec un pas de temps Aty = 0.05 =~ les

supérieure que peut prendre le pas de temps At,, (pour minimiser 'erreur générée en début

n+1
[p]

permet de prendre des pas de temps supérieurs a 1); les autres itérations sont effectuées

de simulation, les champs électromagnétiques étant tres faibles, ’estimateur d’erreur L

avec un pas de temps tres proche de la condition de stabilité provenant des équations
de Maxwell. Dans la phase linéaire, jusqu’au temps t ~ 100, la condition n’est pas
satisfaite, la résolution des équations de Maxwell impose une condition CFL forte. Dans la
phase non-linéaire, du temps ¢t ~ 100 jusqu’au temps final t = 200, la condition de stabilité
induite par le transport dans les directions (v, v,,v,) n’est pas trop contraignante, ce qui

permet de satisfaire la condition avec une contrainte pas trop forte. On remarque
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3.4. Résultats numériques

tout de méme que la méthode LDP4(3) permet de prendre des pas de temps légérement
supérieurs a cette condition de stabilité, en effet 16% des itérations réussies ont un pas de
temps At,, supérieur a la condition de stabilité %ﬁ La deuxieme partie de la figure ,
celle du bas, présente 'erreur locale au cours du temps, sont tracées également, par des
carrés, les itérations rejetées. Contrairement au cas ldx — 1dv, ou le surcotit engendré par
les itérations rejetées était négligeable, ici, seulement 71% des itérations sont acceptées

par le critere d’erreur.

Electric energy
T T -

.5 " 4
-10 = =t J
-15 L= 1

-
-20 Pt Lawson-RK(3,3) filtred
a7 Lawson-DP4(3) filtred ———
-25 KT | | | slope:2x0.095 - - - - 1
0 50 100 150 200

t

FIGURE 3.6 — Evolution de ’énergie électrique définie dans (3.21)), en échelle semi-log pour les
méthodes LRK(3,3) (At = 0.05) et LDP4(3). N, = 27,N,, = 32, Ny, = 32, N,, = 41.

Time step size

0.35 T T T
h Lawson-DP4(3) ——
0.3 DleFL Maxwell ~~7777"
0.25

0.2
0.15
0.1
0.05 &

At

0.00012 -
0.0001
8x10®
6x10%
4x10®
5 Lawson-DP4(3)
2x10™ rejected iterationg oA
| 10l=610" -~
(] 1 1 1
0 50 100 150 200

FIGURE 3.7 — Evolution au cours du temps de la taille du pas du temps (haut) et de lerreur
locale (bas) pour la méthode de Lawson LDP4(3). Ny = 27, Ny, = 32, N, = 32, N, = 41.
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3.5 Approximation de la partie linéaire

L’obtention, méme a l'aide de calcul ou d’un logiciel de calcul formel, de I’exponen-
tielle de la partie linéaire n’est pas toujours envisageable. Il est possible de recourir a une
méthode d’approximation pour obtenir une formulation formelle de celle-ci qui sera pos-
sible d’utiliser pour 1’écriture du code de simulation. On s’intéressera dans cette section

a la partie linéaire L définie par :

0 —By 0 0 €, 0 0
B, 0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 4 0
L= 0 0 -9 0 0
-1 0 0. 0 0
0 -1 8. 0 0 0
0 0 0 0 —v.0.

Cette matrice est de la forme :

A
L= 0 ,
(0 —vzﬁz)

dont seul le bloc A pose probleme pour calculer formellement ’exponentielle. Ainsi on
s’intéressera surtout a la sous-matrice A obtenue apres une transformée de Fourier en z

du systeme :

0 —By 0 0 €2 0
B 0 0 0 0
A= 00 0k (3.24)
0 0 —ik
—1 0 —ix O 0
0 -1 i« O 0 0

La matrice A est presque anti-hermitienne, selon les valeurs de €2,. (constante liée a

des caractéristiques physiques). Il est nécessaire de trouver une matrice €2 permettant de
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3.5. Approximation de la partie linéaire

transformer A en une matrice anti-hermitienne :

Q20 0 0 0
Q12 0 0 0

Q20 0
0 Q2 0
0 0 Qz2 0
0 0 0 QL2

0
0
0
0
0

ol € est obtenu avec les mémes stratégies qu'un symétriseur. On a alors A = Q 1HQ,

avec H une matrice anti-hermitienne :

0 —=By, 0 0 Q. 0

B, 0 0 0 0 Q

g |0 0 0 0 0 s
0 0 0 —ix

—e 0 0 —ik 0 0

0 —Q ik 0 0 0

donc H est diagonalisable dans une base unitaire : H = QDQ~! ott D est une matrice
diagonale des valeurs propres de H, et sp(H) C iR. Cela permet d’assurer que A est
également diagonalisable : A = Q7 1QDQ Q) = PDP~! avec P = Q7 !Q, et on a donc le
résultat sp(A) C iR. Cela nous permet de déterminer que les valeurs propres de l'expo-

nentielle de H sont sur le cercle unitaire, en effet on a :
Vt € R, el = QetPQ~!

avec () une matrice unitaire, et D la matrice diagonale des valeurs propres, toutes imagi-
naires pures. On a également pour A, et = Pe!® P~! ce qui nous permet d’assurer que
les valeurs propres de et sont sur un cercle, comme l'illustre la figure , ou les valeurs

propres de e? sont calculées numériquement pour différents modes de Fourier &.
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100 T + k=00
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FIGURE 3.8 — Valeurs propres de e pour différentes fréquences r € [0,15]. Les valeurs propres
des modes de Fourier négatifs, sont obtenues par parité.

3.5.1 Troncature de la série de Taylor

Un maniere classique de définir la fonction exponentielle est par sa série de Taylor,
ainsi on définit ' par :
[e'e) k
M M
CELH
k=0 "

Une troncature d’ordre suffisamment élevé m > n de cette série permet d’obtenir une
approximation de l'exponentielle e sans dégrader la méthode LRK(s,n) ou elle sera
utilisée. Cela garantit que I’erreur de troncature reste supérieure a n, I’ordre de la méthode

en temps. On définit la troncature de la série de Taylor a 'ordre m par :

m Mk
k=0 ’

Nous savons que les valeurs propres de e*4 sont sur le cercle unité, et préserver cette
propriété permet d’assurer la stabilité du schéma, par analogie au cas unidimensionnel
étudié dans [27]. Nous regardons donc les valeurs propres de 7,,,(A) pour m = {4, 5,6},
pour les modes de Fourier x € [0, 15] sur les figure [3.9a} [3.9b| et [3.9¢| Le choix m < 4

se justifie car nous souhaiterons utiliser une méthode de Lawson d’ordre 3 ou 4. On

remarque que le module des valeurs propres a 1 n’est pas préservé, quelque soit la valeur
de m. De plus certaines valeurs propres ont un module tres grand, pour k > 12 certaines

valeurs propres ont un module supérieur & 10® par exemple. On remarque méme que la
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3.5. Approximation de la partie linéaire

stabilité pour les petits modes n’est pas assuré, en effet pour m = 6 (figure |3.9d), aucune

valeur propre n’est a l'intérieur du cercle, propriété que semble mieux satisfaire 7Ty(A)

(figure [3.9a)).

3.5.2 Approximant de Padé

Pour approcher une fonction, au lieu d’utiliser un polynéme comme dans le cadre des
séries des développements limités, il est possible de construire une fraction rationnelle.
L’approximant de Padé de la fonction exponentielle est la meilleure approximation de la

fonction exponentielle par une fraction rationnelle et est définie par :

!

p P
_ (=it
hP»Q(x) - Z (p+q)! ZT
=0 (p+tq—i)! =
! Gy o
kp,tI<I> - Z(_l)j (Z+Z)i -
J=0 (p+q—3)! J:
hypq()
P _ P9 ~ %
i) = ) ™€

Pour utiliser cet approximant de Padé avec des matrices il faut utiliser la définition sui-

vante :

M~ Ppg(M) = hyo(M) - (k’p,q(M))il-

L’introduction d’une fraction rationnelle permet de préserver certaines propriétés comme

1
Ppp(2)
modes de Fourier x € [0,15] sur la figure [3.9d], et 'on remarque que, contrairement a

le fait que P,,(—z2) = . Nous regardons les valeurs propres de Ps(A), pour les

I’approche basée sur une série de Taylor, le module des valeurs propres est 1, comme pour

I’exponentielle exacte.

Proposition 3.1. Pour la matrice A donnée par (3.24)) :
Vp e N, A € sp(P,,(A)) = A e (C(0,1)

Démonstration. Dans un approximant de Padé, lorsque le numérateur et le dénominateur
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FI1GURE 3.9 — Valeurs propres de l’approximation de l’exponentielle de A pour différentes fré-
quences k € [0,15]. Les valeurs propres des modes de Fourier négatifs sont obtenues par parité.
Les méthodes d’approximation de l’exponentielle de A sont la troncature de Taylor d’ordre 4
(T4(A)) en haut a gauche, la troncature de Taylor d’ordre 5 (T5(A)) en haut da droite, la tron-
cature de Taylor d’ordre 6 (Ts(A)) en bas a gauche et Uapprozimant de Padé d’ordre (2,2)
(P22(A)) en bas d droite.
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sont de méme degré, on peut réécrire I'approximant de Padé comme :

0= (3 54) (v Aﬁ)l

=0

On sait que A est diagonalisable, A = Q7 1QDQ ' avec D une matrice diagonale telle

que sp(D) C iR. On réécrit alors 'approximant de Padé P,, comme :
P

ool )
( 1@(2 k,D’“ ( )‘éD‘)lQ—IQ)

= 1Q<Zk,D’“> (Z(—l)a ) Q70

=0
La matrice D ayant un spectre imaginaire pur, on note D = diag ({iej,j =1,...,6})
avec a;j € R, j =1,...,6. Cela permet d’expliciter les sommes :

zp: L pk — i { =1, 6})
= iag T =
e k'

L51-1 o2k
({ )! ' kz:% (—1)km,j: 1,...,6})

iag (1. =1.....6})

De méme
—1)f=Df =4 p—fo‘—ﬁ =1 6
Z( )€| = atag Z( l) g‘m]_ ) )
£=0 £=0

On remarque que A™ = A~. On obtient ainsi :

(é ;!D’“> - (g(—nf;zﬂ) h = diag ({233 =1,... ,6}) :
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FI1GURE 3.10 — Valeurs propres de l’approzimation de I’exponentielle de A pour différentes fré-
quences k € [0, 15] avec des approximants de Padé ou le degré du numérateur et du dénominateur
est différent. Les valeurs propres des modes de Fourier négatifs sont obtenues par parité. Les mé-
thodes d’approzimation de l'exponentielle de A sont la troncature de Padé d’ordre (2,1)) (Pa1)
d gauche et approzimant de Padé d’ordre (1,2) (P12) d droite.

=1, car AT = \~. Ainsi

On calcule maintenant le module des éléments diagonaux : )\—i
J

les valeurs propres de P, ,(A) sont de module 1.

Il est possible d’étudier numériquement les valeurs propres des approximants de Padé
P, , ol p # ¢q. On trouve ainsi dans le cas p > ¢ que les valeurs de P, ,(A) sont en dehors
du cercle unité, comme l'illustre la figure pour p =2 et ¢ =1; dans le cas p < g on

remarque que les valeurs propres de P, ,(A) sont dans du cercle unité, comme l'illustre la
figure dans le cas p=1et ¢ = 2.

Sur la figure est tracée l'erreur absolue [e™ — P, (7 A)|| pour deux modes de
Fourier k = 2 a gauche et kK = 15 a droite. On remarque que méme pour des hauts modes,
Perreur est limitée par 'erreur machine du calcul numérique pour p suffisamment grand.
On observe donc un meilleur comportement que ’approche basée sur la série de Taylor.

Ce que l'on confirme par 1’étude pour différents modes de Fourier x avec I'approximant

de Padé P, sur la figure [3.12]
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le™ — Py, p(TA)| with Frobenius norm for k = 2 le™ — Py, p(TA)| with Frobenius norm for k = 15
1 1

10 — p=0 w — p=0
p=1 p=1
1072 — p=2 10-2 — p=2
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=4 =4
e o
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(a) L’erreur absolue locale ||e™4 — P, ,(TA)| pour (b) L’erreur absolue locale ||e™* — P, ,(TA)| pour
le mode de Fourier k =2 le mode de Fourier k =15

FIGURE 3.11 — Erreur absolue locale ||e™ — P, ,(TA)| pour deuz modes de Fourier k = 2 d
gauche et k = 15 a droite.

3.5.3 Test sur une advection 2D

Nous souhaitons mettre en place cette stratégie d’approximation de la partie linéaire

d’une méthode de Lawson sur une premiere équation qui nous servira de toy model :
Owu = adyu + boyu, w(0,z,y) = uo(z,y)

ou u(t,z,y) est une fonction a valeurs réelles, (z,y) € [-2,2] x [-2,2],t > 0, a,b € R
donnés, et avec des conditions aux bords périodiques en = et y. On sait que la solution

au temps t est donnée par :
u(t, x,y) = up(xr — at,y — bt).

On souhaite résoudre cette équation par une méthode spectrale dans la direction y (partie
linéaire de la méthode de Lawson), une méthode WENObS dans la direction x (partie non-
linéaire), et une méthode LRK(s,p) en temps (méthode de Lawson d’ordre p a s étages).

Nous obtenons donc 1’équation :

8tﬁ:Lﬁ+N(ﬁ)v u(tzO,a:,y) :Uo(l',y)
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Chapitre 3 — Modéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

le™t — P 2(7L)| for multiple Fourier mode
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FIGURE 3.12 — L’erreur absolue locale |4 — Pao(tA)| pour différents modes de Fourier.

avec L = tkb et, N : 4 — cfﬂx\u. A partir des résultats du chapitre [1} on peut calculer

I'erreur de troncature du schéma en linéarisant la partie non-linéaire :

At]NJ

un +1 _ AtLZ u™
7=0

On applique le schéma & la solution exacte au temps t" donnée par u(t") :

AtJNJ
AtLZ tn _ AtLeAtNu<tn)+O(Atp+l)
7=0

eAUEFN (17 4 O(At’”’l)
= u(t"*!) + O(Ar*)

On retrouve ainsi l'ordre p de la méthode LRK(s,p). Maintenant en effectuant une mé-
thode d’approximation de I'exponentielle de la partie linéaire e2**, le schéma se réécrit :
P AN

"= erp(ALL) Y "
j=0 J-

ou erp est la fonction choisie d’approximation de 1’exponentielle, ¢’est-a-dire exp(AtL) =
Tn(AtL) 81l s’agit de la troncature de la série de Taylor a 'ordre m, ou bien exp(AtL) =
P, ,(AtL) §'il s’agit de I'approximant de Padé d’ordre (p,q); dans les deux cas on a
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3.5. Approximation de la partie linéaire

bien exp(AtL) = e + O(At™Y) avec 1 = m si exp(AtL) = T,,(AtL) et r = p+ ¢ si
erp(AtL) = P, ,(AtL). Ainsi :

P At N
exp(AtL) Y
7=0

n o (eAtL + O(AtrJrl)) eAtNu<tn) + O(Athrl)

eAUEFN (17 4 (’)(Atpﬂ) + (’)(At”l)
= u(t"t) + O(ArH!) + O(Ar+)

ce qui nous permet de déterminer I’erreur de troncature du schéma en temps d’une mé-
thode de Lawson LRK(s,p) couplée a une méthode d’approximation de 'exponentielle

d’ordre r, 'ordre du schéma est min(r, p).

Il est possible de retrouver ce résultat numériquement en comparant les différentes
méthodes et en mesurant I'erreur effectuée pour différentes valeurs de pas de temps At et
ainsi mesurer l'ordre en temps de la méthode. Pour cela on choisit le schéma LRK(3,3)
induit par la méthode SSP RK(3,3) de Shu-Osher, on se munit d’une discrétisation spatiale
de 243 points par direction, de plusieurs valeurs de pas de temps At € [0.00158,0.02370].
La simulation s’effectue jusqu’au temps final Ty = 0.07111 avec les vitesses a = 1.0 et

b = 0.75. On regarde l'erreur, par rapport a notre solution de référence en norme 1 :

er = |[u(Ty,x,y) —uo(xr — aTy,y — bT%)|1 = Z |u;‘j —ug(z; — aTy,y; — 0T)|AzAy,
2%
ce qui nous permet de tracer, sur la figure I’erreur pour la méthode de référence
avec un calcul exact de I'exponentielle de la partie linéaire, ainsi qu’avec une troncature
de la série de Taylor d’ordre 4, ordre supérieur a celui de la méthode de Lawson, et un
approximant de Padé d’ordre (2,2) (équivalent a un ordre 4), aussi supérieur a ordre
de la méthode de Lawson, on retrouve bien dans ces cas la l'ordre 3 de la méthode
LRK(3,3). La figure représente l'ordre pour différentes troncatures de la série de
Taylor, on remarque que pour des ordres inférieurs a 'ordre de la méthode de Lawson, on
retrouve 'ordre de la méthode de Taylor. La figure quant a elle, représente 1'ordre
pour différents approximants de Padé, on retrouve les mémes résultats avec une constante

d’erreur plus faible.

187
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order LRK(3,3)
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(c) Ordre en temps de la méthode LRK(3,3)
associée a l'approximant Padé d’ordre
(1,1), (2,1), (1,2), et (2,2).

FIGURE 3.13 — Ordre en temps de la méthode LRK(3,3) ot l’exponentielle de la partie linéaire
est approchée par différentes méthodes, série de Taylor ou approrimant de Padé de différents
ordres. La solution de référence a gauche, le test avec différentes séries de Taylor & droite, et
avec différents approximants de Padé en bas.
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3.5. Approximation de la partie linéaire

3.5.4 Test sur une rotation 2D

Nous poursuivons la mise en place de cette stratégie sur un modele ou les opérateurs

dans les directions x et y ne commutent pas, il s’agit du cas d’une rotation a 2 dimensions :
atu = _yaxu + xayua U(O, x, y) = UO(Q:? y)

ou u(t,z,y) est une fonction a valeurs réelles, (z,y) € [-2,2] x [-2,2],t > 0, a,b € R
donnés, et avec des conditions aux bords périodiques en x et y. Nous souhaitons illustrer
le caractere instable de la troncature de Taylor sur un cas simple sans effectuer de calcul
d’erreur de troncature, plus compliqué dans le cas non-commutatif. Ainsi nous résolvons
de la méme maniere le probleme, c’est-a-dire avec une méthode spectrale dans la direction
y, et une méthode type différence finie (WENOS5) dans la direction z. Nous obtenons les
résultats présentés sur la figure avec comme parametres N, = N, = 81, le pas de
temps At = 0.020944, jusqu’au temps final 7y = 1.52891. La condition initiale est donnée

par :

(r—02)2 42 )

T s

Pour mettre en valeur les instabilités de la méthode de Lawson couplée a une série de
Taylor, nous représentons la valeur absolue de la solution. On observe ainsi I’apparition
d’instabilités uniquement avec T3 (troncature de la série de Taylor de degré 3), dont
I’amplitude est supérieure a 10 pour des hauts modes en y, c’est-a-dire les bords du
domaine. Aucune instabilité n’est présente lorsque la méthode de Lawson est couplée
a un approximant de Padé¢, ici P;;. Des que le degré du numérateur est supérieur au
dénominateur des instabilités apparaissent, comme nous le verrons par la suite dans la

résolution du systeme de Vlasov-Maxwell.

Le calcul d’erreur de troncature a été fait précédemment dans le cas commutatif, il
est possible dans le cas non-commutatif de reprendre les calculs effectués dans la sec-
tion [3.3.2.2| pour calculer la fonction de stabilité de la méthode LRK (3,3) donnée par la
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Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

Initial condition Solution at time T;=1.52891 wit T3 Solution at time T=1.52891 wit P 4

FIGURE 3.14 — Solutions de ’équation de rotation 2D avec comme condition initiale une gaus-
sienne (d gauche), et les solutions au temps final Ty = 1.52891 avec At = 0.020944 et
N, = N, =81, données par LRK(3,3) couplé avec T3 (au centre), et couplé avec Py (a droite).

méthode de Shu-Osher :

= [ AtL Ay <3€ LN 4 éeAtLN+ éNeAtL>

2
A (Lyesny  Losonediy o Lodto e 3 yenn (3.25)
2 \3 3° 3
At
+ ?G 5 LNe—LNeAtLN:|

[L,N]

que nous synthétiserons & u™™ = Ry;" 'u". Ce schéma vérifie une erreur de troncature

d’ordre 3, pour un schéma de Lawson d’ordre p cela se note :
u(t™™) = R Mu(tr) = o(artt).

Nous cherchons I'erreur de troncature faite par le schéma lorsque la fonction exponentielle
-1

est substituée par exp; notons RAt’N] le schéma couplé a la fonction d’approximation de

I’exponentielle erp. On sait que :

—ep(AtL) = O(At”l),
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3.6. Résultats numériques des schémas de Lawson approchés

donc on a :

u(t™t) = R Mu(t") = u(h) = (RGN = RGN 4+ RGu(t)
u(t™™) = Ry Mu(e) — (RGY — R u(t)
=0(art) — (RG™ = R u(™)

L N L,N] N )
] R[ , on considere le terme suivant :

7=eTlNeSE exp (A;L) Nexp (A;L> ,

les autres termes se traitant de maniére similaire. En utilisant que e2 7 — exp (%L) =

Pour étudier R

O(At™1), on peut déterminer que :

St LR
A

On obtient ainsi : eAE+Ny(t7) = u(t"1) + O(APTL) + O(A#™+1) si on décide de coupler

le schéma avec une méthode d’approximation de ’exponentielle de la partie linéaire.

3.6 Résultats numériques des schémas de Lawson appro-

chés

Dans cette section nous effectuerons une comparaison entre les résultats obtenus dans
la section avec une méthode de Lawson ou la résolution de la partie linéaire est
exacte mais ne contient pas les équations de Maxwell, et la méthode proposée dans la
section avec une approximation de la partie linéaire, permettant de prendre en compte

plus de termes au sein de celle-ci. L’utilisation de troncatures de la série de Taylor, ou
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Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

d’approximants de Padé, permet toujours d’effectuer le filtrage de 1’équation de Vlasov
effectué dans la sous-section [3.3.2.1]

La condition initiale est choisie de la méme maniere que précédemment, c’est-a-dire
conformément a [64], qui est une distribution maxwellienne anisotrope, qui mene a une
instabilité de type Weibel :

2
2 2 2
Ph Uy (Um + Uy)
fh(tzoazyv):fexp T Aa—0 T 4=
(2m)3/20 0% 20} 207
avec z € [0,27], k=2, 0 = 0.2, 0, = 0.6, p, = 0.2 et B,(t =0, 2) = esin(kz). Les autres
inconnues du systeme (je, jeys By, Eu, E,) sont initialisées a zéro. Le domaine en vitesse
est restreint & v = (v, v,,v,) € [—3.6,3.6] x [-3.6,3.6] x [-2.4,2.4] et on note N, N,,,

Ny, Ny, le nombre de points de discrétisation dans chaque direction.

Dans les diagnostics que nous allons présenter, nous regardons les mémes quantités,
a savoir les énergies magnétiques, électriques et 1’énergie cinétique des particules froides,
décrites dans les équations —, ainsi que la préservation de I’énergie totale. Les
seuls solveurs que nous étudions dans cette section sont des méthodes de Lawson induites
par les méthodes RK(3,3) de Shu-Osher ou RK(4,4), ou 'exponentielle de la partie linéaire,
et sera approchée par une troncature de la série de Taylor ou un approximant de Padé

& différents ordres.

3.6.1 Comparaison des troncatures a pas de temps constant

Dans un premier temps nous souhaitons étudier la faisabilité de ne pas résoudre exac-
tement la partie linéaire d’une méthode de Lawson. Pour cela nous conservons la partie
linéaire (3.14)), déja utilisée dans les premiers résultats dans la section et étudions
I'impact sur les résultats avec les mémes parametres numériques, en particulier le pas
de temps At = 0.05, et une méthode d’approximation d’ordre supérieur a la méthode
de Lawson LRK(4,4) utilisée, a savoir T5 et Pay. Ces résultats sont observables sur les
trois énergies sur la figure [3.15] Les résultats coincident parfaitement avec les résultats
précédents, ce qui permet de confirmer la faisabilité de construire une méthode de Lawson

avec une partie linéaire approchée qui contient les équations de Maxwell.

Sur la figure on effectue la comparaison entre une méthode de Lawson approchée
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FIGURE 3.15 — Evolution de l’énergie électrique, magnétique et l’énergie cinétique des particules
froides définies dans les équations|3.20H53.29, en échelle semi-log, pour les méthodes de Lawson
LRK(4,4) classique, avec troncature de la série de Taylor a Uordre 5 (T5), et approximant de
Padé d’ordre (2,2) (Py2). At =0.05, N, = 27, N,, = 32, Ny, = 32, N,, = 41.

avec la partie linéaire donnée par (test précédent) et avec la partie linéaire donnée
par , présentées dans la section , avec un pas de temps At = 0.12 supérieur a
I’estimation de stabilité faite dans la section |3.3.2.2] sur la résolution explicite des équa-
tions de Maxwell. On remarque 'intérét d’intégrer les équations de Maxwell dans la partie
linéaire (courbes étiquetées Mazwell inside) ou le schéma est stable, les simulations ef-
fectuées avec la partie linéaire précédemment utilisées sont instables car la contrainte de
stabilité est violée. L’absence de condition de stabilité provenant des équations de Max-
well permet de prendre des pas de temps plus grand. Cependant il reste une condition de
stabilité provenant du transport non-linéaire (E + v x B) - V fi,. Il est étonnant que les
simulations mettant en jeu la troncature de la série de Taylor fonctionnent aussi bien au
vu des résultats précédents de la section [3.5] cela peut venir de I'absence de hauts modes

de Fourier dans la simulation.
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FIGURE 3.16 — Evolution de l’énergie électrique, magnétique et l’énergie cinétique des particules
froides définies dans les équations|3.20H5.29, en échelle semi-log, pour les méthodes de Lawson
LRK(4,4) classique, avec troncature de la série de Taylor a l'ordre 5Ty, et approzimant de Padé
d’ordre (2,2) Pyp. At =0.12, N, =27, N,, = 32, N,,, = 32, N,,, = 41.

Nous étudions maintenant l'influence sur les résultats de différents approximants de
Padé. En particulier nous testons des ordres inférieurs a la méthode de Lawson, ainsi que
des approximants de Padé avec des degrés différents pour le numérateur et le dénominateur
(P12 et Pyy). On remarque sur la figure que 'on a une trés bonne correspondance
dans les résultats entre les différents approximants de Padé, les résultats précédents, et
les relations de dispersion. Il n’y a que le cas ou le degré du numérateur est supérieur au

dénominateur, P 1, que le schéma est instable, comme prédit par la figure [3.10al
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FIGURE 3.17 — Evolution de l’énergie électrique, magnétique et l’énergie cinétique des particules
froides définies dans les équations en échelle semi-log, pour les méthodes de Lawson
LRK(3,3) de Shu-Osher, avec différents approzimant de Padé d’ordre (1,1), (1,2), (2,1) et (2,2).
At =0.1,N, = 27, N,, =32, N, =32, N, = 41.

3.6.2 Etude a pas de temps adaptatif

L’intérét principal d’intégrer les équations de Maxwell dans la partie linéaire de la
méthode de Lawson est de pouvoir satisfaire le point présenté dans la section [3.4.2]

c’est-a-dire ne pas avoir de contrainte de stabilité trop forte provenant des équations de

Maxwell. Une fois affranchi de ce point, la méthode de pas de temps adaptatif LDP4(3)

peut sélectionner des pas de temps plus importants en théorie. Le calcul des pas de temps

s’effectue sans limiteur :

Aty = 0.1,

tol

Atn+1 = P WAtn ,n >0

()
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ou Lﬁf est 'erreur locale calculée par p = 4 représente I'ordre maximal du schéma

en temps, le choix du pas de temps initial est simplement dicté par les tests précédents.

La figure [3.1§ montre les différentes énergies en échelle semi-log. On retrouve avec les
deux méthodes, troncature de la série de Taylor et approximant de Padé, le bon taux
d’instabilité et la saturation s’effectue au méme niveau d’énergie. Il existe un décalage
dans les résultats dii aux grands pas de temps calculés initialement par la méthode de
Lawson couplée a un approximant de Padé, celui-ci peut-étre corrigé par un limiteur
comme dans la section [3.4.2, En effet, la figure |3.19| retrace I'historique du pas de temps
au cours des itérations, et seule la méthode couplée a un approximant de Padé sélectionne
de grands pas de temps (supérieurs a 1) pendant la phase linéaire. Durant cette phase, les
champs électromagnétiques (E, B) sont tres faibles et la contrainte de stabilité du terme
non-linéaire est donc tres peu restrictive. On trouve ici tout l'intérét de ces schémas, la
partie linéaire est résolue exactement pour tout pas de temps At ; lorsque les effets non-
linéaires, qui imposent une condition de stabilité, deviennent important des petits pas
de temps sont pris automatiquement pour capturer la dynamique complexe non-linéaire.
La restriction a de petits pas de temps avec la troncature de Taylor peut s’expliquer
par le fait que la méthode est instable théoriquement d’apres I’étude des valeurs propres
faite précédemment. La méthode LDP4(3) couplée a P,y permet 'usage de grands pas
de temps, on observe bien la phase linéaire (jusqu’au temps t &~ 100) ou les champs
électromagnétiques sont encore faibles et la stabilité n’est pas contrainte par les termes
non-linéaires du transport en v. Apres cela, dans la phase non-linéaire, le pas de temps
décroit et se stabilise autour de At ~ 0.19 (contre une stabilisation autour de At ~ 0.11
pour la méthode couplée a Tj). La section du bas de la figure retrace 1’évolution
de I'erreur locale pour toutes les itérations, les itérations rejetées par le critere d’erreur
sont représentées par des carrés. On observe, comme dans les précédents cas tests sans
les équations de Maxwell dans la partie linéaire sur la figure [3.7] de la section [3.4.2] un
grand nombre d’itérations rejetées. Ce phénomene entraine un surcolit supplémentaire
qui pénalise la méthode de Lawson couplée avec la troncature de la série de Taylor, en
effet la simulation avec un pas de temps constant At = 0.12 & un temps de calcul de
5h58, temps passant a 6h27 avec la méthode a pas de temps adaptatif. La stratégie basée
sur un approximant de Padé propose quant a elle des temps de calcul de 5h59 avec un
pas de temps constant At = 0.12 (pas de surcofit observé entre la série de Taylor et

I'approximant de Padé), et un temps de 3h49 pour la méthode a pas de temps adaptatif.
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FIGURE 3.18 — Evolution de [’énergie électrique, magnétique et l’énergie cinétique des particules
froides définies dans les équations|3.20) en échelle semi-log, pour les méthodes de Lawson
LRK(4,4) avec troncature de la série de Taylor a lordre 5 T, et approzimant de Padé d’ordre
(2,2) Pyp. Atg = 0.1, N, = 27, Ny, = 32, N, = 32, N, = 41.
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FIGURE 3.19 — Evolution du pas de temps au cours du temps (haut) et de 'estimation de l’erreur
locale au cours du temps (bas), pour les méthodes de Lawson LRK(4,4) avec troncature de la
série de Taylor a lordre 5 T, et approzimant de Padé d’ordre (2,2) Pao. Aty = 0.1, N, =

27, N,, = 32, N,, = 32, N, = 41.
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3.7. Optimisations et performances

3.7 Optimisations et performances

Cette section s’intéresse aux aspects techniques de I'implémentation des schémas pré-
sentés dans la section [3.3] Il sera tout d’abord question de méthode de génération de code,
utilisée uniquement dans le cadre de la méthode de Lawson, puis nous discuterons des

performances et des choix d’implémentation effectués.

3.7.1 Génération automatique de code

La simulation d'un systeme a 7 inconnues, dont 1 inconnue a 4 dimensions, avec
une méthode de type Lawson-Runge-Kutta (LRK) d’ordre élevé, nécessite de nombreuses
lignes de code dont I’écriture peut s’avérer fastidieuse, entrainant de nombreuses possibi-
lités de bugs informatiques. Une part importante de 'analyse ayant été réalisée a l'aide
de la bibliotheque de calcul symbolique Python : SymPy, il a été décidé de poursuivre son
utilisation pour aider a I’écriture du code de simulation. Dans un premier temps cet usage
s’est limité a une aide a I’écriture en générant chacune des 7 expressions pour chaque va-
riable, et ce a chaque étage de la méthode LRK (3 étages pour RK(3,3), jusqu’a 5 étages
pour une méthode comme DP4(3)). Des outils de méta-programmation, développés en
Python, ont été utilisés pour obtenir une génération complete du code a partir d’un sque-
lette de code C++ et de I’écriture mathématique du schéma LRK que I'utilisateur souhaite

utiliser.

Les expressions SymPy sont gérées comme des arbres syntaxiques dont les feuilles sont
des nombres ou des symboles. Ces derniers vont servir a représenter des variables C++, il
est donc nécessaire dans un premier temps de s’assurer que la conversion de ces symboles
en chalnes de caractéres assure des noms de variables valide en C++. En effet il est fré-
quent d’utiliser des symboles s’exportant facilement en IXTEX, or un tel symbole n’est pas
utilisable de la sorte comme nom de variable ; par exemple At s’exportera par défaut en
chaine de caracteres en "\Delta\ t". Les nceuds de 'arbre syntaxique sont des fonctions,
il y a alors deux cas a distinguer. Soit il s’agit d’une fonction dont la représentation en
Python est la méme qu’en C++, auquel cas aucune opération particuliere n’est nécessaire ;
c’est le cas par exemple des opérations arithmétiques +, —, X et +— qui sont représentées
par les opérateurs binaires +, -, * et / en Python et C++. Soit il s’agit d’une fonction dont
la représentation Python et C++ differe, auquel cas il est nécessaire de créer une fonction

SymPy qui aura le méme nom que la fonction C++ associée, et de substituer le noeud de
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Chapitre 3 — Modeéle hybride linéarisé dans le cas 1dz — 3dv

I’arbre syntaxique par cette nouvelle fonction. La conversion en chaine de caractére de
I’arbre ainsi modifié sera une expression C++ valide. Il est possible d’améliorer 1’expres-
sion C++ en faisant une évaluation numérique des nombres rationnels (et potentiellement
aussi irrationnels) présents, pour limiter le nombre d’opérations dans I’expression finale.
Ainsi I'expression 1/3 sera substituée par 0.333333333333333, cela permet d’éviter des

interprétations de fractions comme des divisions entieres par le compilateur.

Pour chaque étage de la méthode LRK, il est ainsi possible d’obtenir une expression
C++ valide par variable. L’étape supplémentaire est d’utiliser un moteur de template pour
insérer ces expressions dans un squelette de code qui s’adapte automatiquement au nombre
d’étages de la méthode LRK, en initialisant et allouant les variables temporaires néces-
saires. Ce travail est effectué par le moteur de template Jinja2, qui est une bibliotheque
Python permettant d’ajouter des opérations logiques en plus d’une simple substitution

de champs dans un squelette de code préexistant. Le squelette en pseudo-code d'un étage
d’une méthode LRK est donné en exemple dans 1'algorithme dans la section |3.3.2.3}

Nota Bene : La bibliotheque SymPy contient des fonctions permettant la génération
de code en C ou Fortran, mais le fonctionnement de celles-ci s’adapte mal a une inté-
gration dans une boucle d’un code déja existant. De plus les fonctions ainsi générées ne
fonctionnent pas avec un code contenant des template C++, pour changer éventuellement
de type pour de possibles optimisations. Elles ne prennent en parametre que des valeurs
par copie ou par pointeur, ce qui limite leur usage avec des structures de données évoluées
proposées par les librairies C++. Il serait envisageable d’utiliser certains des mécanismes
présents dans ces fonctions pour améliorer la génération de code proposé ci-dessus, en
utilisant un parcours d’arbre syntaxique pour construire un Abstract Syntax Tree (AST)
permettant la génération dans n’importe quel langage d'une expression. Les fonctions
SymPy de génération de code sont encore en phase de développement et ne disposent pas
d’une documentation complete. Les outils mis en place au cours de cette these pallient

certains problemes de SymPy, mais ne sont adaptés qu’a ce contexte précis.

3.7.2 Performances

Nous souhaitons dans cette section présenter les choix techniques effectués pour ga-
rantir la performance de I'implémentation des schémas détaillés dans la section Nous

essayerons aussi de quantifier cette performance sur le code séquentiel. Une parallélisation
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FIGURE 3.20 — Représentation a 3 dimensions du stencil, centré sur le point (ky, ky, k), de la
méthode WENQOS5 utilisée pour résoudre le terme (E+v x B) -V f.

a I'aide d’OpenMP a été envisagée mais non mise en place a cause de la bibliotheque de

calcul des FF'T utilisée, nécessitant une prise en charge particuliere de celles-ci.

3.7.2.1 Structure de données

Le choix a été fait, durant toute cette these, d’utiliser une méthode spectrale pour
résoudre le transport en espace (direction x ou z). Cela implique d’effectuer régulierement
des transformées de Fourier, ou des transformées inverses. Pour effectuer ces opérations
efficacement il est nécessaire que cette mémoire soit contigiie, cela indique qu’il s’agit
du dernier indice dans les tableaux manipulés en C++. La méthode WENO5, utilisée en
vitesse, nécessite le stencil représenté sur la figure Mais cette représentation est
trompeuse, en effet les différents points représentés ne sont pas contigus en mémoire, et
les points fik, k, k..i] €0 flko+1,k,.k.., Dar exemple, sont distants de N, x N, x N, +1 cases
mémoires ; la mémoire étant d’abord contigilie en z, puis v,, v, et enfin v,. Ainsi 'acces
aux cases mémoires de ce stencil est coliteux, conclusion confirmée par une étude a ’aide

d’outils de profilage de code telle que le module Massif de Valgrind.

Cette structure est imposée par les différentes transformées de Fourier et transformées
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inverses effectuées dans la direction z dans notre méthode de résolution, et est commune
a la fois aux méthodes de splitting et de Lawson. S’affranchir de transformées de Fourier
(en restant dans l’espace complexe ou non) permettrait de structurer nos données selon
une courbe d’Hilbert qui préserve bien la localité des données, rendant les acces mémoire

aux données de ce stencil moins coliteux.

3.7.2.2 Performance séquentielle

Le cadre multi-dimensionnel se préte moins au raffinement du maillage ou a de nom-
breux tests pour effectuer des mesures fines du pas de temps. Un test a tout de méme
été effectué avec toutes les simulations stables numériquement sur le maillage N, x N, x
Ny, X N, = 27 x 32 x 32 x 41 et avec un pas de temps constant At = 0.05. Les temps de
calcul sont présentés dans le tableau [3.2] avec I'ajout de deux méthodes a pas de temps
adaptatif (LDP4(3) et LDP4(3) - P»2) pour lesquelles le pas de temps At = 0.05 n’est
que le pas de temps initial. On remarque que l'approximation de l'’exponentielle de la
partie linéaire d’'une méthode de Lawson, avec une série de Taylor ou un approximant
de Padé, n’introduit pas de coftit visible sur le temps de calcul. On remarque méme un
temps de calcul plus faible, qui peut étre dii au cotit de calcul de la fonction std: :expE],
utilisée dans les méthodes de Lawson exactes, par rapport a ’évaluation de fractions ra-
tionnelles nécessaires dans les méthodes de Lawson couplées a une série de Taylor ou un

approximant de Padé.

Pour comparer également la qualité des résultats, en plus de leur vitesse d’obtention,
nous tragons sur la figure I’erreur relative sur I’énergie totale pour différentes simula-
tions. Pour la visibilité de la courbe, nous ne conservons ici que les simulations obtenues
avec les méthodes de Strang, de Suzuki ainsi que les méthodes de Lawson LRK(4,4) et
LDP4(3) couplées avec I'approximant de Padé P, 5. On remarque que les méthodes géo-
métriques (méthodes de Strang et de Suzuki), a cause du maillage trop grossier, n’ont
pas le comportement attendu, c’est-a-dire une oscillation autour de zéro. La méthode de
Strang, comme la méthode de Lie, donne une erreur relative bien plus intéressante (5.1%)
que la méthode de Suzuki (12.1%). Les méthodes de Lawson donnent des erreurs rela-
tives similaires, c¢’est-a-dire autour de 8.4%, c’est principalement le temps de calcul qui
distingue ces différentes méthodes, et non la précision de leurs résultats, méme pour les

méthodes de Lawson d’ordre 3. L’impact faible de 'ordre de la méthode sur les résultats

5. La fonction C++ std: :exp est la fonction exponentielle de la bibliotheque standard de C++.
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Méthode

temps de calcul

Méthode de Lie
Méthode de Strang

13h 25 min 10s
17h 09 min 54s
03h 05 min 24s

Méthode de Suzuki | 3j

LRK(3,3) 11h 29 min 095
LRK(3,3) - Ty 10h 53 min 40s
LRK(3,3) - P14 10h 54 min 11s
LRK(3,3) - P 10h 55 min 26s
LRK(4,4) 14h 06 min 15s
LRK(4,4) - T 14h 00 min 035
LRK(4,4) - Pas 13h 59 min 59s
LDP4(3) 11h 44 min 045
LDP4(3) - Py 04h 09 min 44

Tableau 3.2 — Temps de calcul pour les différentes simulations avec le maillage N, x N,, X
Ny, X Ny, = 27 x 32 x 32 x 41 et le pas de temps At = 0.05 (pas de temps initial pour les deuz
sitmulations d pas de temps adaptatif).

Relative error on total energy

—_
(SN

0. T

0.12 | LRK(4,4) —— i,
0.1 DP4(3)}-P(2)2) — .
0.08 |- Strang - —
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0 50 100 150 200

FIGURE 3.21 — Comparaison de l’erreur relative au cours du temps pour différentes simulations :
méthode de Strang, Suzuki, de Lawson LRK (4,4) et la méthode de Lawson d pas de temps
adaptatif couplée a un approximant de Padé LDP4(3) — Py 5.

vient du maillage relativement grossier.

3.8 Conclusion

Ce chapitre est une extension de ce qui a pu étre effectué dans le chapitre [2 au cas
1ldz — 3dv mais a nécessité de nombreux nouveaux développements, entre autre a cause
du passage de 3 a 7 inconnues. Nous avons profité de I'analyse faite dans le chapitre pré-
cédent pour étudier le modele hybride en dimensions supérieures et ses deux méthodes de

résolution. La premiere méthode de résolution, méthode de splitting, profite de la struc-
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ture hamiltonienne du systéme qui n’avait pas été exploitée jusque la dans la littérature,
mais le nombre d’étapes supplémentaires ne rend pas la méthode viable d’un point de vue
numérique. La seconde méthode de résolution est la méthode de Lawson, et celle-ci per-
met une augmentation du cotit numérique linéaire par rapport a 'ordre en temps choisi.
Plusieurs travaux ont permis d’améliorer la méthode de Lawson a ce contexte. Il est pos-
sible de se défaire d’'une contrainte de stabilité a I’aide d’un filtrage. Ensuite il n’est pas
possible de calculer formellement I’exponentielle de la partie linéaire, deux options ont été
proposées : tout d’abord mettre certains termes dans la partie linéaire, engendrant une
condition de stabilité restrictive; ensuite effectuer une approximation de 'exponentielle
a I'aide d’approximations telles que les méthodes de Taylor ou Padé, permettant de lever
les conditions de stabilités en espace. Ainsi nous avons pu développer une méthode de pas
de temps adaptatif proposant de grands pas de temps dans la phase linéaire sans nuire a
la stabilité de la méthode.

Des comparaisons avec le code PIC (Particle-In-Cell) développé au NMPP Garching
sur la base des travaux [64]sont envisagées. La méthode utilisée dans ce code est basée sur
le formalisme GEMPIC qui exploite la structure hamiltonienne du modele hybride pour
construire une méthode PIC géométrique (voir [71]). L’approximation en temps utilise un
splitting hamiltonien qui implique que les équations de Maxwell sont résolues de maniere
explicite entrainant donc une contrainte de stabilité. Dans notre approche, nous n’avons
pas cette contrainte grace a 1'utilisation d’approximants de Padé. Il serait donc intéressant
de transférer les techniques développées ici au systeme d’EDO obtenu avec le formalisme
GEMPIC pour potentiellement permettre d’utiliser des pas de temps plus grands. Un des
points importants sera de gérer des matrices de taille importante (typiquement la taille
est liée au nombre de particules N, ~ 10°,107) et la question de la viabilité de I'approche
par approximant de Padé dans ce contexte est liée a cette gestion de grande matrice.
Plusieurs travaux existent néanmoins [77] qui permettent d’éviter I'inversion de matrice,

étape potentiellement compliquée si celle-ci est de grande taille.

Acknowledgment: Experiments presented in this section were carried out using the
PlaFRIM experimental testbed, supported by Inria, CNRS (LABRI and IMB), Univer-
sité de Bordeaux, Bordeaux INP and Conseil Régional d’Aquitaine (see https://www.
plafrim.fr/).
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PERSPECTIVES

Au travers de différentes méthodes de simulations dédiées a la physique des plasmas,
nous avons mis en évidence comment calculer automatiquement des conditions de sta-
bilité et tirer profit d’une partie linéaire de 1’équation ; cela autorise I'utilisation de pas
de temps plus grands et permet ainsi de réduire le temps de calcul. De plus, 'utilisation
des méthodes de Lawson encourage a la montée en ordre en temps, et 1'utilisation d’ap-
proximations de I'’exponentielle de la partie linéaire permet 1'usage de la méthode dans
de nombreuses situations. Tous ces développements permettent d’envisager un certain

nombre de perspectives.

Analyse mathématique

Dans le chapitre [T, nous avons étudié la stabilité des méthodes de Lawson dans le
cadre d’équations de transport, plus particulierement les équations cinétiques. L’analyse
de convergence dans ce cadre serait intéressante a étudier sur la base des travaux [57,
61, |11] pour mieux comprendre les avantages de la méthode de Lawson par rapport aux
méthodes exponentielles dans ce contexte. L’analyse de consistance a été effectuée mais
I’analyse mathématique de la stabilité dans un cadre général nécessite des outils d’analyse
fonctionnelle avancée. On peut mentionner un travail récent (voir [11]) ou la partie linéaire
de transport est approchée par une méthode semi-lagrangienne et la partie non-linéaire
est un opérateur de BGK traité implicitement. Les auteurs proposent une analyse de
convergence pour l'ordre 1 en temps, qui pourrait étre un bon point de départ dans notre

cas.

Nous nous sommes concentrés tout au long de ce travail sur le systeme de Vlasov-
Maxwell, ou les termes linéaires peuvent étre résolus a ’aide d’une transformée de Fourier.
Il existe a I'inverse des termes linéaires difficiles a traiter, c’est le cas par exemple dans le
contexte gyrocinétique avec un champ magnétique extérieur donné B(z) non-homogene.

Ces équations font intervenir un terme de dérivée spatiale plus compliqué que dans le
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cadre de I'équation de Vlasov : V- (v/Bf), qu'il n’est pas possible de traiter simplement
avec une transformée de Fourier a cause du champ magnétique B ou des conditions aux
bords. L’extension de nos techniques dans ce cadre plus complexe peut se faire via la
décomposition suivante B(z) = B(xzg) + B(x) — B(xg) ou zy est déterminé de sorte que
|B(z) —B(z)|| < 1. Le terme V- (vy(B(x) —B(x¢)) f) sera considéré dans la partie non-
linéaire de la méthode de Lawson sans introduire de contrainte de stabilité trop sévere.

Cette approche existe dans un cadre général dans la littérature sous le nom de schéma de

Rosenbrock [60, 62, [81].

Schémas numériques

Comme nous venons de I'évoquer, des conditions aux bords non-périodiques rendent
impossible 'utilisation de transformées de Fourier. Il devient alors nécessaire d’utiliser une
méthode semi-lagrangienne pour résoudre numériquement 1’équation de Vlasov, méthode
se devant d’étre d’ordre élevé pour évaluer le terme non-linéaire aux pieds des caractéris-
tiques x; — ¢;Av, ol ¢; correspond au coefficient de Butcher de la méthode Runge-Kutta
choisie (voir [10]) ; cela ne nécessite plus l'utilisation de transformées de Fourier mais une
interpolation supplémentaire. Les équations de Maxwell, quant a elles, peuvent étre ré-
solues a 'aide d’'une méthode type éléments finis. Cette derniere méthode engendre une
matrice de méme taille que le maillage, qui peut questionner la possibilité de calculer
formellement un approximant de Padé d’une matrice de grande taille; une méthode ne

nécessitant pas 'inversion de matrice peut alors étre utilisée [77].

L’ajout d'un terme de collisions a 1’équation de Vlasov fait apparaitre une condi-
tion de stabilité supplémentaire. Pour contourner ce probleme, 1'utilisation de méthodes
implicites-explicites (IMEX), qui peuvent étre incorporées au cadre des méthodes de Law-
son, est une solution possible. Ainsi les termes linéaires sont traités exactement, les termes
non-linéaires explicitement, et les termes collisionnels (ou dissipatifs) de maniére implicite.
Ces derniers demandent une stabilité sur I’axe réel négatif qui n’a pas été explorée au cours
de cette these. Le solveur s’adapte aux particularités de chaque opérateur pour une effi-
cacité optimale. Notons qu’il est possible d’envisager de considérer le terme non-linéaire
(traité a 'aide d’une méthode WENO) de maniere implicite (voir la méthode iWENO
décrite dans [49]) pour réduire le nombre de contraintes de stabilité de la méthode de

résolution ainsi construite.
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La méthode présentée dans la conclusion du chapitre [2] qui propose d’introduire le
calcul du courant dans la partie linéaire d’'une méthode de Lawson, permet de résoudre
le systeme de Vlasov-Ampere, ou le modele Vlasov-Ampere hybride linéarisé, tout en
vérifiant I’équation de Poisson. L’ajout de termes dans la partie linéaire de la méthode de
Lawson permet d’assurer la préservation de certaines quantités. Il devient envisageable
de construire des méthodes de type Lawson qui préservent 1’énergie totale sur la base
de travaux récents [85]. Le cadre GEMPIC (voir [70]) parait étre un excellent terrain

d’application a ces méthodes.

Implémentation

Une these en mathématiques ne permet pas d’envisager tous les développements in-

formatiques que ’on souhaiterait parfois effectuer.

Il serait possible de mettre en place une parallélisation via MPI; cela peut se faire en
suivant deux stratégies différentes. La premiere, plus classique, consiste a effectuer une
décomposition de domaine, mais 1'usage intensif de transformées de Fourier, algorithme
non-local, nécessite de nombreux échanges de données vers un processus parent. On peut
aussi remarquer que la résolution des grandeurs spatiales (j, B, E) est indépendante de la
résolution de la densité de particules fj,, il est seulement nécessaire d’échanger les quelques
termes de couplages (vitesses d’advection dans la direction v pour fj, et le courant des

particules chaudes pour (j, B, E)).

Une discrétisation plus fine de ’espace des phases, plus particulierement en vitesse v,
entraine I'utilisation de treés grands tableaux pour représenter fj et nécessite de grands
espaces en mémoire RAM. Pour le moment le code de simulation n’utilise que des nombres
a virgule flottante a double précision : double. La mise en place d’une stratégie multipre-
cision consisterait a traiter f, avec des nombres a virgule flottante a simple précision :
float (l'usage de demi-précision : half est aussi envisageable), et de continuer 'usage de
double pour les grandeurs spatiales; cela nécessite des algorithmes de réduction perfor-
mants sur fj, sans perdre en précision, ce qui permet de calculer des intégrales en v tout
en obtenant une valeur a double précision double par sommation d’éléments en simple
précision float. L’espace mémoire se retrouve ainsi divisé par deux, et certains calculs,

comme la méthode WENO, se retrouvent aussi accélérés.

L’utilisation d’arithmétique stochastique, ou d’arithmétique de Monte-Carlo [92, 91],
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a aussi été envisagée pour vérifier la stabilité numérique des méthodes mises en ceuvre,
ainsi que la précision nécessaire pour les calculs sur fj,. L’étude prospective réalisée a

montré la stabilité numérique des méthodes utilisées.
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Méthodes numériques pour des modeles hybrides fluide-cinétique de plasmas

Mot clés : Vlasov, plasma, schémas numériques, splitting, schéma exponentiel, WENO, mé-

thode d’ordre élevé

Résumé : Cette thése s’intéresse aux mé-
thodes numériques pour la résolution de mo-
déles de plasmas électroniques, et plus par-
ticulierement ceux ou les électrons peuvent
étre distingués en deux populations : une
froide qui sera modélisée par une équation
fluide linéarisée, et une chaude nécessitant
une description cinétique. Cette modélisation
mene au modéle de Vlasov-Maxwell hybride
fluide/cinétique linéarisé. Deux classes d'in-
tégrateurs en temps seront particulierement
étudiées : les méthodes dites de splitting qui
sont les méthodes privilégiées dans la litté-
rature sur les équations cinétiques, et les in-

tégrateurs exponentiels, plus particulierement
les méthodes de Lawson induites par une mé-
thode de type Runge-Kutta.

Ainsi, un premier chapitre s’intéresse a la
stabilité des intégrateurs exponentiels, et les
deux chapitres suivants a la mise en applica-
tion de ces méthodes de résolution sur un mo-
dele hybride de plasma ainsi qu’a la viabilité
de ce modele. Différentes comparaisons sont
proposées ainsi que des alternatives aux mé-
thodes en effectuant une approximation de la
méthode de Lawson a I'aide d’approximant de
Padé.

Numerical methods for fluid-kinetic hybrid model of plasmas

Keywords: Viasov, plasma, numerical scheme, splitting, exponential integrator, WENO, high

order method

Abstract: This thesis describes numerical
methods to solve plasma models for electrons,
especially a plasma composed of two popula-
tions of electrons: the first one is the cold pop-
ulation of electrons described by a fluid model
whereas a kinetic equation is used for ener-
getic (or hot) electrons. This modeling leads
to the Vlasov-Maxwell hybrid fluid/kinetic lin-
earized model. We consider two numerical
methods in time: splitting methods which are
the more classical methods to solve kinetic

problems, and exponential integrators espe-
cially Lawson methods induced by a Runge-
Kutta method.

In the first chapter we study stability of ex-
ponential integrators, and the next two chap-
ters focus on implementation of these numeri-
cal methods to an hybrid plasma model and its
viability. Many comparisons are proposed as
well as alternatives to the methods by perform-
ing an approximation of the Lawson method
using the Padé approximant.
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