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Résumé

Ce travail consiste a développer une méthode d’optimisation de la topologie des structures en
tenant compte de leur maintenance et niveau de fiabilité. L’analyse de sensibilité permet
d'étudier I'importance de certains parametres sur le comportement et la fiabilité de la structure
durant sa durée de vie.

La méthodologie se déroule en trois étapes principales :

Dans un premier temps, I’optimisation de la topologie de structure est effectuée en minimisant
la fonction objectif sous des limitations d'optimisation. Lorsque la fonction objectif est la
compliance mécanique, le volume minimal devient une limitation. Lorsque la fonction objectif
est le poids de la structure (équivalent au volume), la limitation sur la compliance doit étre
considérée.

Dans un deuxiéme temps, nous calculons la probabilité de défaillance de la structure optimisée
soumise a des charges cycliques en tenant compte de la fatigue du matériau. La durée de vie est
ainsi déterminée.

Finalement, I’optimisation de la maintenance par la fiabilité aboutit & minimiser le co(t total de
la maintenance.

Cette méthodologie est appliquée sur des structures continues et des structures a barres ; nous
appliquons la démarche sur une structure continue afin de déterminer la relation entre le codt
minimal de maintenance et la dimension géométrique.

L'application numérique sur une poutre console a barre a pour bdt d’étudier I’influence de la
compliance et la diminution de rigidité sur la durée de vie et par la suite sur le codt de
maintenance.

Un pyl6ne électrique est une structure a barres soumise a des charges multiples qui sollicitent
plusieurs nceuds. Cette application considére 1’effet du vent sur le comportement de la structure
et nous permet de trouver la forme optimisée la plus fiable.

Le probleme de structure a trois barres est traité aussi, I’objectif de cette application est
d'é¢tudier I’effet de la dispersion des variables aléatoires sur le colit de maintenance, en
considérant deux politiques de maintenance :

- Politique 1 : remplacement du systéme a I’instant de maintenance
- Politique 2 : remplacement a I’instant de maintenance de la barre la moins fiable

Enfin les résultats de ces applications sont analysés, ce qui nous conduit a une conclusion
générale de ce travail.



Abstract

This work consists of the development of a method for optimization of the topology of
structures taking into consideration their maintenance and level of reliability. The sensitivity
analysis makes it possible to study the importance of certain parameters on the behavior and
reliability of the structure during its service life.

The methodology takes place in three main stages:

First, the optimization of the structure topology is performed by minimizing the objective
function under optimization limitations. When the objective function is mechanical compliance,
the minimum volume becomes a limitation. When the objective function is the weight of the
structure (equivalent to the volume), the limitation on compliance must be considered.

Secondly, we calculate the probability of failure of the optimized structure subjected to cyclic
loads, taking into consideration the fatigue of the material. The service life is thus determined.

Finally, the optimization of the maintenance based on reliability results in minimizing the total
cost of maintenance.

This methodology is applied on continuous structures and bar structures; we apply the approach
on a continuous structure in order to determine the relation between the minimum maintenance
cost and the geometric dimension.

The numerical application on a bar console beam aims to study the influence of compliance and
the decrease in rigidity on the service life and subsequently on the cost of maintenance.

An electricity pylon is a bar structure subjected to multiple loads which stress several nodes.
This application considers the effect of wind on the behavior of the structure and allows us to
find the most reliable optimized shape.

The three-bar structure problem is also treated; the objective of this application is to study the
effect of the dispersion of random variables on the maintenance cost, considering two
maintenance policies:

- Policy 1: replacement of the system at the time of maintenance
- Policy 2: replacement at the time of maintenance of the least reliable bar

Finally, the results of these applications are analyzed, which leads us to a general conclusion of
this work.



Introduction Générale

1. Problématique

Le choix de la topologie des structures joue un rdle principal dans la construction et la
fabrication. L’objectif est de minimiser le poids en conservant les propriétés demandées. Cette
problématique concerne également la robustesse de la structure.

La structure de forme idéale que nous recherchons, doit se comporter dans des conditions réelles
incertaines pour une durée prédéterminée. Pour cela, la structure doit faire 1’objet d'une étude
de fiabilité sous les conditions de charge prédéfinies, afin de connaitre sa durée de vie et sa
probabilité de défaillance.

Pour garantir que la structure reste fiable pendant sa durée de vie nous devons appliquer les
maintenances nécessaires et définir une stratégie de maintenance optimisée et indispensable.

Ces objectifs sont atteints en introduisant une méthode d'optimisation topologique fiabiliste de
la maintenance des structures.

2. Etat de l'art

Dans la littérature scientifique, nous trouvons une grande variété de méthodes d'optimisation
topologique des structures continues et discrétes. Par ailleurs, la théorie de la fiabilité est traitée
dans de nombreux travaux bibliographiques avec differentes applications sur la conception des
structures basee sur la fiabilité. Nous trouvons également des travaux sur l'optimisation
topologique avec une limitation sur la probabilité de défaillance et/ou I'indice de fiabilité.

Par contre, nous ne trouvons pas dans la littérature des travaux sur le couplage de I'optimisation
de forme avec l'optimisation du colt de maintenance. La plupart des travaux se concentrent sur
la méthode d'optimisation topologique et ses applications.

De plus, les articles traitent bien la politigue de maintenance, mais ne soulignent pas
I'importance de la maintenance pour le choix de la forme des structures et leur durée de vie.

Toutes ces raisons nous amenent a proposer dans ce travail une méthode d'optimisation
fiabiliste topologique de la maintenance, qui est une combinaison de :

- l'optimisation topologique des structures, au moyen des méthodes développées ;

- l'analyse fiabiliste des structures optimisées (cette application de la mécanique de
fiabilité est rarement étudiee) ;

- l'optimisation par la fiabilité de la maintenance des structures de forme optimale basée
sur la fiabilité, représente 1’originalité du présent travail comme le détaille le chapitre 1.



3. Méthode proposée
La méthode utilisée pour l'optimisation topologique et fiabiliste de la maintenance des
structures consiste a suivre une démarche chronologique d'optimisation adoptée a chaque étape.

Tout d'abord, nous devons définir le type de structure (i.e. continue ou a barres), les propriétés
des matériaux utilisés et les conditions aux limites.

Nous appliquons ensuite une méthode d'optimisation topologique pour obtenir la forme
optimale de la structure. Cette méthode varie pour chaque type de structure (i.e. continue ou
discrete), plusieurs méthodes présentées dans la littérature peuvent étre utilisées.

Parmi les méthodes d'optimisation topologique disponibles, nous choisissons la méthode des
lignes de niveau pour les structures continues et la méthode de structure de base pour les
structures a barres. Les conditions aux limites, la fonction objectif et les contraintes
d'optimisation varient d’une application a I’autre. La fonction objectif est définie par la
compliance mécanique de la structure continue tandis qu'elle correspond au poids pour la
structure a barres.

Dans la suite de la démarche, la structure de forme optimale soumise a la fatigue est analysee
mécaniquement. Nous calculons la durée de vie de la structure en fatigue et ensuite la structure
subit une étude fiabiliste afin de déterminer sa probabilité de la défaillance.

Concernant I'analyse fiabiliste des structures continues, nous appliquons la méthode directe (i.e.
FORM) en utilisant la loi de distribution de la durée de vie de la structure.

Pour les structures a barres, le calcul de la probabilité de défaillance se fait en deux étapes :

- étape 1 : calcul des probabilitées de défaillance des barres en appliquant la méthode
directe.

- étape 2 : calcul de la probabilité de défaillance de la structure entiere en appliquant la
méthode d'intégration multi-normale et en utilisant les résultats de I'étape 1.

Les résultats obtenus de l'analyse fiabiliste sont ensuite utilisés pour l'optimisation de la
maintenance. Nous choisissons le colt de la maintenance comme fonction objectif. Pour cela,
nous devons minimiser le colt de la maintenance en tenant compte de la fiabilité, il s’agit de
I’optimisation du colt de maintenance basée sur la fiabilité.

Le co(t total de maintenance est calculé par cycle de charges appliquées. Nous pouvons déduire
la relation entre ce codt et le nombre de cycles appliqués, et nous déterminons le colt minimal
de maintenance et par la suite I'instant optimal de la maintenance.

Cette démarche est également appliquée pour 1’étude de l'influence des parametres sur le codt
de maintenance et sur la probabilité de défaillance.
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4. Plan du mémoire
Ce mémoire est divisé en quatre chapitres :

Chapitre 1 : Méthodes d’optimisation et de fiabilité des structures

Dans ce chapitre, nous présentons une revue de la littérature en considérant les thémes abordés
dans notre travail :

- l'optimisation topologique des structures continues et discrétes, ou nous développons
les méthodes utilisées dans le domaine d'optimisation des structures ;

- la fiabilité des structures, ou nous rappelons les bases de la fiabilité mécanique et les
approches d'optimisation fiabiliste de la conception ;

- l'optimisation de la maintenance, ou nous présentons le calcul de la durée de vie en
fatigue, les différents modeles de colt et la maintenance des structures basée sur la
fiabilité.

Chapitre 2 : Optimisation topologique fiabiliste des structures continues

Dans ce chapitre, nous introduisons la méthodologie de I'optimisation topologique fiabiliste qui
est constituée de deux éetapes :

I’optimisation topologique des structures continues par la méthode de lignes de niveau ;
I’analyse fiabiliste de la structure de topologie optimale pour déterminer sa probabilité
de defaillance.

A la fin de ce chapitre, nous présentons une application numérique de la méthode.
Chapitre 3 : Optimisation topologique fiabiliste de structures a barres

Dans ce chapitre, nous introduisons la méthode d'optimisation topologique fiabiliste des
structures discrétes en utilisant la méthode de la structure de base pour l'optimisation
topologique.

Le calcul de la probabilité de défaillance des structures a barres se fait par la méthode
d'intégration multi-normale.

A la fin de ce chapitre, nous présentons des applications numériques de la méthode.
Chapitre 4 : Optimisation topologique fiabiliste de la maintenance

Dans ce chapitre, nous considérons le colt de maintenance comme objectif de ’optimisation
de la maintenance, dans lequel les résultats de I’analyse fiabiliste sont utilisés pour déterminer
le colt total de maintenance.
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CHAPITRE I

Méthodes d’optimisation et de fiabilité des structures

1.

Introduction
Optimisation topologique des structures
2.1.Optimisation topologique des structures continues
1. Meéthode d'homogénéisation
2. Méthode SIMP
3. Meéthode des courbes de niveau
2.2.Optimisation topologique des treillis
1. Méthode de la structure de base
2. Algorithme Génétique
3. Meéthode de recherche de I'harmonie
Optimisation fiabiliste des structures
3.1.Bases de la fiabilité mécanique
1. Fonction d’état limite
Indice de fiabilité
Transformation iso-probabiliste
Point de défaillance le plus probable P*
Méthode de Monte-Carlo
6. Fiabilité systeme
3.2. Optimisation fiabiliste de la conception (RBDO)
1. Formulation a deux niveaux

vk W

2. Formulation mono-niveau

3. Formulations découplées
3.3. Optimisation fiabiliste de la topologie (RBTO)
Maintenance des structures soumises a la fatigue
4.1.Durée de vie en fatigue

1. Courbes de Wohler
4.2.Stratégie de la maintenance

1. Types de maintenance

2. Co(t de maintenance
4.3.Maintenance des structures basée sur la fiabilité
Conclusion

12



1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les concepts fondamentaux et les travaux scientifiques
qui ont servi de base pour mener notre travail de recherche. Compte tenu de 1’étendue du théme
de recherche abordé dans notre étude, ce chapitre est composé de trois parties :

- optimisation topologique des structures ;
- fiabilité des structures ;
- maintenance des structures soumises a la fatigue.

Dans un premier temps, nous présentons les différentes méthodes d’optimisation topologique
des structures. Dans ce cadre, les structures sont divisées en deux catégories : structures
continues et structures discrétes. Pour chacune de ces deux catégories, nous rappelons les
méthodes d’optimisation topologique employées, notamment la méthode des courbes de
niveau.

Dans un deuxiéme temps, nous rappelons les bases de la fiabilité mécanique, en présentant les
notions principales, les approches analytiques et la méthode des simulations de Monte-
Carlo. Cette partie est complétée par les difféerentes méthodes d’optimisation fiabiliste de la
conception.

Dans un troisieme temps, nous présentons succinctement les différents types de maintenance et
nous détaillons le modéle de codt utilisé dans le présent travail.

1.2 Optimisation topologique des structures

L'optimisation topologique est une approche mathématique qui permet d’optimiser la
disposition du matériau et des composants dans 1’espace de conception prédéfini, pour un
ensemble donné de charges et de conditions aux limites, de telle sorte que la disposition
résultante réponde a un ensemble prescrit de critéres de performance.

Les techniques d'optimisation peuvent, pour des raisons de simplicité, étre divisées en deux
groupes de base : (1) méthodes basées sur le gradient et (2) méthodes heuristiques. Les
techniques basees sur le gradient, telles que la programmation linéaire et la programmation non
linéaire, utilisent un calcul de dérivées pour trouver les solutions optimales locales pour des
fonctions continues et différentiables. De leur coté, les méthodes heuristiques impliquent une
combinaison de regles et d'aléas, qui ont pour but de trouver une solution optimale globale en
utilisant des algorithmes inspirés de la nature.

Alors que le premier travail sur l'optimisation des structures remonte a 1904 (Michell 1904), ce
domaine de recherche ne s’est fortement développé que pendant les trois dernieéres décennies,
grace a la puissance de calcul numérique. Nous distinguons trois catégories principales
d'optimisation des structures :

1. Optimisation paramétrique (exemple : dimensions) des structures ou les tailles de
sections sont paramétrées par un nombre réduit de variables (par exemple, une
épaisseur, un diamétre, des dimensions), ce qui ne modifie pas la forme de la structure.
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2. Optimisation de forme géométrique, ou, a partir d’une forme initiale, on s’autorise des
variations de la position des frontieres de cette forme sans toutefois changer la topologie.

3. Optimisation topologique, ou 1’on cherche, sans aucune restriction explicite ou
implicite, la meilleure forme possible tout en modifiant la topologie ; il s’agit du type le
plus général parmi ces trois catégories (Allaire 2007).

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a l'optimisation topologique des structures. Ce
type d’optimisation permet aux ingénieurs d’obtenir la distribution optimale de la matiere, dont
les applications sont multiples pour les structures continues et discretes.

L'évolution des moyens de calcul a permis le développement rapide dans le domaine de
I’optimisation topologique qui s’appuie sur les approches numériques. La procédure
d’optimisation commence avec un domaine matériel, auquel les charges extérieures et les
conditions aux frontiéres sont appliquées. L’algorithme d'optimisation procede ensuite a
I'élimination de la matiere inefficace, pour obtenir la meilleure configuration structurale.

1.2.1 Optimisation topologique des structures continues

Dans le cas des structures continues, il existe quatre types de méthodes d'optimisation
topologique qui ont été développées pendant les trois dernieres décennies: la méthode
d’homogénéisation, la méthode du matériau isotrope avec pénalisation (SIMP), l'optimisation
évolutionniste des structures (ESO) et la méthode des lignes de niveau. Nous rappelons dans la
suite les principes de chacune des trois méthodes les plus utilisées.

1.2.1.1 Méthode d’homogénéisation

La méthode d'homogénéisation a été présentée par Bendsoe et Kikuchi en 1988 (Bendsoe
1988). Elle est basée sur I’hypothése de microstructure dont les propriétés sont homogénéisées.
Cette méthode utilise le modele d’un matériau composite, forme de plusieurs cellules infiniment
petites contenant de la matiére et du vide (ou deux matieres différentes). Les propriétés du
matériau de chaque cellule sont calculées par la théorie d’homogénéisation. La topologie
optimale est obtenue par la résolution du probléme de distribution de la matiére (Hongwei Zhao
2010).

La méthode d’homogénéisation permet d’établir les parameétres de forme optimaux d’une
structure composée de cellules périodiques non isotropes, choisies par 1’utilisateur. Avec la
projection, il est ensuite possible de déshomogénéiser la forme optimale. Cette étape permet
¢galement de choisir la taille des cellules considérées et d’adapter ainsi la piece finale a la
résolution d’une imprimante 3D par exemple.

La méthode d'optimisation par homogénéisation considére les parametres géométriques de la
microstructure comme des variables de conception, et homogénéise ainsi les propriétés des
microstructures. Ces microstructures sont nommeées « microstructures stratifiées » et sont
généralement anisotropes ; les vides sont généralement de forme carrée ou rectangulaire. Les
variables de conception définissent la microstructure dans chaque élément fini. Comme le
matériau composite est orthotrope, la rotation angulaire de la microstructure devient également
une variable de conception.

La figure 1 ci-dessous montre les microstructures utilisées dans 1’optimisation par la méthode
d’homogénéisation.
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Figure 1: Microstructures de topologie continue a deux dimensions : (a) microstructure avec
vides rectangulaires, (b) microstructures en couches construites par superposition de deux
matériaux isotropes.

La matrice de rigidité est calculée en utilisant les variables de conception, et dépend de la
densité effective du matériau, a I'exception les éléments qui sont totalement solides ou
totalement vides (Eschenauer 2001).

L’objectif de la méthode d’optimisation par homogénéisation est de trouver, sous les conditions
aux limites et les conditions de charges appliquées, le domaine matériel de forme admissible w,
qui est un sous-ensemble du domaine de référence borné 2 (Figure 2).

Figure 2: Distribution de matériau pour une structure optimisée.

Le probleme d’optimisation topologique est représenté par la formulation de base suivante :
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min(C) 1)

{sous- fAe(u)dx =f
U vey,

avec C la compliance, f le vecteur des forces surfaciques, w la forme admissible, e(u) le
tenseur de déformation, A le tenseur du comportement élastique, V' le volume admissible et
la limite supérieure du volume,

Cette formule décrit le probleme de minimisation du travail des forces extérieures (i.e. la
compliance) en fonction de la topologie de la structure, sous conditions d’équilibre mécanique
et de limitation au volume admissible.

Le principe de I’algorithme d'optimisation développé par G. Allaire (G. Allaire 1997), est de
remédier aux inconvénients de la méthode d'analyse de sensibilité (trés colteuse en temps de
calcul) a I’aide de la théorie de 'nomogénéisation. Le résultat obtenu dépend fortement du choix
initial et de la finesse de la discrétisation.

Sous I’hypotheése de I'¢lasticité¢ linéaire, la mesure de la rigidit¢ globale d'une structure
mécanique est évaluée par la compliance qui correspond a 1’énergie de déformation :

C= j fuds = j Ae(u).e(u) dx (2)

a0 w

Le volume de la matiére est calculé par : [w| = fw dx. Le but de I'optimisation est de minimiser,
sur I'ensemble des formes admissibles, la somme pondeérée de la compliance et du poids. Ainsi
le probleme d’optimisation s’écrit par :
( minE = C+A(V—V,) (3)
| Sous les conditions d’équilibre :
divo = 0 dans w (équilibre dans le solide)
[{ 0.0 = f sur 9Q (conditions aux limites de Newman)
o.n=0 sur dw|dQ (conditions aux limites de Dirichlet)

ou o est le tenseur de contrainte, 71 est le vecteur normal, 2 est le domaine de référence (borné),
a1 est I'ensemble de la frontiére du domaine, w est la forme admissible (sous-ensemble de 2)
et dw est la frontiére de w.

Pour obtenir le minimum de la fonction objectif, il est nécessaire de faire appel a un processus
de passage a la limite lorsque les trous deviennent de plus en plus petits et de plus en plus
nombreux, conduisant a une forme généralisée (ou homogenéisée) qui est un matériau
composite obtenu par micro-perforations du matériau élastique d'origine.

Soit Gg I'ensemble de toutes les lois d’élasticité correspondant a des matériaux composites de
densité p, la fonctionnelle homogénéisée est alors donnée par :
(4)

min {E =C+ ?\f p(x)dx}
Q

0<p=<1
A*€G,

avec C la compliance associée au probléme d'élasticité homogénéisé dans le domaine Q pour
le tenseur effectif A*.
Le probléme homogeénéisé consiste en une double minimisation par rapport aux parametres de

forme (A%, p) et au tenseur de contrainte statiguement admissible o.
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L'algorithme d'optimisation est le suivant :

1- Initialisation de la forme en déterminant les valeurs initiales de parameétres de forme
(A%, po), qui representent le point de départ de I’algorithme.
2- Itérations n=1,2,... jusqu' a la convergence :
e Pour la forme (A}_1, pn-1), ON calcule les contraintes o,, par résolution du probléeme
d’élasticité linéaire (i.e. méthode des éléments finis)
e & partir du tenseur de contrainte, on calcule les nouveaux parametres de la forme
(A}, pn) en utilisant les formules présentées par G. Allaire (G. Allaire 1997).

Figure 3: Poutre composite optimale

Cet algorithme donne une forme optimale composite ou les frontieéres ne sont pas totalement
identifiées (Figure 3). Pour cela, aprés la convergence de lalgorithme, les densités
intermédiaires doivent étre pénalisées afin d’obtenir la forme finale (Figure 4). Cela se réalise
par ’exécution de quelques itérations de l'algorithme en pénalisant les densités intermédiaires,
ce qui force la densité a ne prendre que les valeurs 0 ou 1.

Figure 4: Poutre optimale apres la procédure de pénalisation

Par conséquence, cet algorithme permet d'optimiser automatiquement une structure sans
restrictions sur sa topologie et réduit ainsi le bruit numeérique, avec un colt de calcul trés
compétitif.

Afin de surmonter les instabilités numeériques conduisant a des formes telles que les damiers, la
dépendance du maillage a été étudiée par H. Zhao et al (Hongwei Zhao 2010). Ces derniers ont
développé une nouvelle implémentation combinée a une méthode d’homogénéisation, sans
introduire de contraintes supplémentaires. Ils ont utilisé la méthode d'approximation continue
de la distribution des matériaux pour l'optimisation de la topologie, selon les modeles
mathématiques de la méthode d'homogénéisation.
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La taille des cellules a n'importe quel endroit de la structure r¢ est une variable de conception,
interpolée par les relations suivantes :
e cas d’un champ a dimension continue :

ré = i olg ®

p¢ =1—(1—r¢)?

e cas d’un champ a masse volumique continue :
pi=1-(1-r)? (6)

m
pe = Z bip;
i=1

ou mest le nombre de variables topologiques, ¢; est la fonction d’interpolation, r; est la variable
dimensionnelle de conception, p; est la masse volumique de la variable de conception r; et p¢
est la masse volumique a n'importe quel endroit de la structure. Si ¢; est bilinéaire dans les
problemes a deux dimensions, la méthode est nommée « méthode d’homogénéisation a base
nodale ».

D’autre part, K.Long et al. (K. Long 2009) ont introduit une méthode dans laquelle la méthode
MLS (moving least square approximation) et les fonctions modifiées de filtrage sont adoptées
comme fonctions d'interpolation. Le but de cette méthode est de s’affranchir des instabilites
numeriques (damier et dépendance du maillage) dans les formes optimales. Cette méthode est
une extension de la méthode d'’homogénéisation a base nodale et nommée « méthode
d’homogeéneisation du point materiel ».

P. Geoffroy-Donders (Geoffroy-Donders 2017) a proposé une méthode d’optimisation
topologique basée sur la méthode d’homogénéisation, afin d’obtenir des structures composées
de cellules périodiques de densité variable ; cette méthode est appliquée a des cellules non
isotropes ou I’auteur optimise également 1’orientation. Une projection de solutions optimales
permet d’envisager des applications a la fabrication additive. La principale originalité de ce
travail réside dans la méthode de projection qui repose sur I’introduction d’une transformation
du plan compatible avec 1’orientation des cellules.

1.2.1.2 Méthode SIMP

La méthode SIMP a été proposée par Bendsoe (Bendsge 1989) sous le terme « approche
directe ». Le terme SIMP était introduit par Rozvany et al. (G. I. N. Rozvany 1992) pour
I’optimisation de forme généralisée (optimisation avec une fraction de volume élevée) ; elle
représente une extension de la méthode d’homogénéisation.

L’objectif est de réduire la complexité et d'ameliorer la convergence en allant vers les solutions
binaires (matiere ou vide) (van Dijk 2013).

La figure 5 montre I’organigramme de la méthode SIMP présentée par (Sigmund 2001) qui a
étudié le probleme de compliance, exprimé par :

( n
min C = Z(pe)puzkeue
| V(p)

kSOUS:

(")

=fy 0 <Pmin SXe <1
0
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ou C est la conpliance, u, et k. sont respectivement le vecteur de déplacement et la matrice de
rigidité de ’élément e, p.est le vecteur des variables de conception de I’élément, V(p) et V,
sont respectivement le volume matériel et le volume du domaine de conception, f;, est la
fraction volumique, pp,i, €st la masse volumique minimale (non nulle pour éviter la singularité),
n est le nombre d’éléments et p est le facteur de pénalité.

Les ¢léments avec p = 1 représentent la matiére (illustrée par une couleur noire) et ceux avec
p= 0 représentent les vides (illustrés par des régions blanches).

La raison de I'application de la pénalisation se justifie par la recherche d’une solution plus
contrastée, qui est préférable du point de vue technique. Afin d'obtenir une véritable solution
de type matiere/vide, un exposant de pénalisation p supérieur a 3 est souvent requis, selon
Bendsoe et Sigmund (Martin Philip Bendsoe 2004).

Il est toutefois recommandé, comme l'a souligné Rozvany (Rozvany 2009) d'augmenter
progressivement la pénalisation, en commencant par p = 1. La raison est de ne pas précipiter
I'optimisation en évitant de se bloquer a un optimum local.

Forme initiale

Calcul éléments finis

v

Analyse de sensibilité de la
fonction objectif

\4

Filtrage

v

Mise a jour des masses
volumiques des éléments

Convergence

Oui
!

Sortir

Figure 5: Algorithme de la méthode SIMP. (Sigmund 2001)

Le facteur de pénalité p est un parametre principal de l'algorithme SIMP. Ce facteur réduit
I'apparition des densités fractionnées dans la conception optimale. Le facteur de pénalité est
introduit pour assurer des solutions plus réalistes pour la rigidité de chaque élément, du fait
qu’il force le résultat final vers plus de solutions binaires.

Néanmoins, des densités intermédiaires avec (0 <p <I) représentées par différentes nuances de
gris peuvent encore exister dans la conception optimale le long des frontiéres structurales.
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Sigmund et Petersson (O. Sigmund 1998) ont signalé deux problémes principaux avec
I'approche SIMP. Premiérement, SIMP peut générer des résultats avec des modéles de damier.
Deuxiémement, les solutions optimales peuvent dépendre du maillage. Des techniques de
filtrage supplémentaire peuvent étre utilisées pour éviter lI'apparition de formation de damiers
et les problémes de dépendance au maillage.

Sigmund (O.Sigmund 2007) a développé une version légérement modifiée de la méthode SIMP
qui comporte une rigidité minimale (ou d’autres paramétres matériels) indépendante de la
pénalisation.

Il a suggéré une nouvelle famille de schémas de filtrage de la densité, basés sur la morphologie
de l'optimisation topologique, qui fournit des solutions indépendantes du maillage, discretes et
pouvant étre fabriquées.

1.2.1.3 Méthode des courbes de niveau

En 1988, J. A. Sethian et S. Osher (S.Osher 1988) ont proposé de représenter implicitement les
frontieres et modéliser leur propagation par des équations aux dérivées partielles. Ils ont
représenté les frontieres par des courbes de niveau ¢(x) ; pour cela, cette technique est nommée
« la méthode des lignes de niveau ». C’est une méthode simple et versatile pour déterminer et
analyser le mouvement d’une interface en deux ou trois dimensions (Sethian 1995).

La méthode des lignes de niveau a été développée pour surmonter les probléemes qui se posent
lorsque nous essayons de suivre une frontiere mobile au cours du temps (Glatter 2004).Les
frontieres évolutives ou interfaces changent en termes d’apparition de forme et de position, a
cause des lois du mouvement.

Iy a deux approches principales pour construire un contour actif (Maistrou 2008) : suivre une
interface évolutive (Glatter 2004) ou modéliser le mouvement de la frontiére (Persson 2005).
La figure 6 représente en 3 dimensions I’évolution temporelle de la fonction des lignes de
niveau, le temps étant représente par le troisieme axe, nous observons la fonction implicite en
2 D qui s’évolue avec le temps, ce qui conduit a la changeant de la forme géométrique.

Figure 6: évolution de la fonction des lignes de niveau avec le temps (Sethian.J.A 1998)
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1.2.1.3.1 Techniques explicites
Une approche simple pour modéliser le mouvement est de représenter explicitement les
frontiéres. En deux dimensions, les nceuds d'une courbe sont reliés par des segments (Persson
2005) et chaque nceud se déplace suivant 1’équation aux dérivées totales :
dx! _ i i i (8)
e v(xi,t) xI(0) =x}
avec v(x!,t) la vitesse d'évolution du nceud i, x' la position du nceud & I’instant t, x'(0) est la
position initiale du nceud.

Une technique explicite est proposée sous le nom : « approche de type serpent ». Dans cette
approche, le contour est représenté par une équation paramétrique qui s’écrit dans le plan par :

_ (x(s) 9)
Cls) = {y(S)

avec s I’abscisse de coordonnée curviligne et C(s) la courbe associée.

Cette méthode commence en partant d’un contour initial bien choisi, puis en utilisant
l'algorithme de contour actif pour amener le contour a I'emplacement final souhaité. Elle est
basée sur la minimisation de I’énergie totale sur le contour. Nous calculons les termes de
I'énergie interne et externe. Chaque point du contour est ensuite déplacé vers I'emplacement
permettant de diminuer I’énergie totale :

Ei(C©) = Ejnt(C) + Eexe(©) (10)

ou E.(C) est I’énergie totale du contour, E;,,; (C) est I'énergie interne du contour et E,,.(C) est
I'énergie externe du contour (Maistrou 2008).

1.2.1.3.2 Techniques implicites

Dans la méthode des lignes de niveau, l'interface entre la matiere et le vide est représentée par
la courbe de niveau zéro, @(X) = 0. Il est a noter que ¢ est définie pour tout I’espace X, non
seulement pour les points sur la frontiere (Persson 2005).

Par exemple, pour représenter un cercle C de rayon R, nous avons deux options :

a- Représentation explicite par une approche paramétrique :

1) = =, o 1) T w

avec s unangle, s € [0,2m]
b- Représentation implicite par la fonction de niveau :

( {CID(x,y) = x? + y> —R? (12)

C={&xylexy) = 0}
<0 alintérieur de C

IK(P(X. y) {= 0 sur C
>0 al'extérieur de C

Dans cette représentation, le signe est arbitrairement choisi (Maistrou 2008)
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1.2.1.3.3 Fonction des lignes de niveau dépendante du temps

1.2.1.3.3.1 Description et évolution

L'idée consiste a définir une fonction ¢ (X, t) représentant I'interface I" « ligne de niveau zéro »
, (% ,t)=0 pour tout X € I avec X(t) exprime la trajectoire d’un point matériel au cours du
temps, X € R™. Pour permettre 1’évolution, la fonction ¢(xX,t ) a une dimension
supplémentaire représentant le temps (Glatter 2004).

Sur l'interface, pour chaque instant ¢, la valeur de la fonction est nulle. Pour cela, la variation
de <p(x_p’,t) en un point p sur l'interface, par rapport au temps est nulle :

do(x,,0) 0 (13)
dt

Cette dérivée est une derivée matérielle car la fonction dépend de I'espace et du temps. En

utilisant la regle de la chaine (théoréme de dérivation des fonctions composées), nous obtenons :
foL0} N 0xX Vo = 0 (14)
at ot T

avec Vo = grad(¢p) et % = v la vitesse du point matériel en X. Ainsi, nous déduisons la

formule suivante :

do (15)
— Vo =0

T +v.Vo

Le mouvement dans la direction normale a la frontiére (Figure 7) est donné par : v = Fn’ avec
n’ le vecteur unitaire normal a l'interface au point x~ (Persson 2005), (Stanley Osher 2001).

( . Vo (16)
| Vol
{Vso-qu = V29 = |Vgl.|Vo| = |Vp|?
I dg Vo
L+ F——Vp=0
\ PR T

ou F est la valeur de la vitesse normale de propagation. En consegquence nous pouvons écrire
la formule suivante :

a¢ (17)
E + FlV(pl =0
Nous obtenons ainsi :
do (18)
i —F[Vel

Cette formule peut étre étendue a tout le domaine de conception (Maistrou 2008) et résolue
pour déterminer le mouvement de l'interface sous des conditions données (Glatter 2004).

La fonction de vitesse F dépend de trois types d’arguments (Sethian 1995) :
e propriétés locales de I'intervalle (courbure, direction normale...)
e propriétés globales (forme, position....)
e propriétés indépendantes de la forme de I’interface.
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Dans le cas plan, les équations du mouvement peuvent étre ecrites en fonction des composantes
individuelles X = (x,y) :
(19)

— () =Fi

Figure 7:vue paramétrée de courbe en évolution

1.2.1.3.3.2 Méthode de discrétisation

Pour permettre la mise en ceuvre numérique de la méthode, la fonction des lignes de niveau est
discrétisée sur les grilles cartésiennes (background cartezian grids) comme le montre la figure
Figure 8. En conséquence, I’équation de Hamilton-Jacobi d'évolution (17) doit étre résolue

numériquement par la méthode de discrétisation selon le schéma suivant :

= Jf

Figure 8: Discrétisation de ¢ sur la grille cartésienne.
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A- Schéma décentré Upwind

Le schéma décentré est un schéma du premier ordre. Pour une fonction u (x, t), nous pouvons
écrire :

unttl —yn ult —ult (20)
[ A ~+a le11=0poura>0

W g

\ AL +a o =0poura<0

« a » représente la vitesse d’évolution, nous définissons :

u —y u , —ut
+ - _ . - _ " i-1 + _ i+1 1
at = max(a,0) et a~ = min(q,0); uy =—— et uy = ——
(a,0) (a,0); vz = —— P=—
Alors le schéma décentré peut étre représenté par I'équation :
ulMt = ul — Atlatu; + a"uf] (21)

B- Application a la fonction des lignes de niveau
Pour résoudre 1’équation Hamilton-Jacobi d'évolution (17) par la méthode de discrétisation,
nous appliquons la démarche suivante :

1. Définir les opérateurs de discrétisation de la fonction implicite ¢
e DX est l'opérateur de difference arriere (backward) dans la direction x

p-x = (Pii=Pi-1j)
Ax
e D7Y est l'opérateur de différence arriere (backward) dans la direction y
Ay
e D™ est l'opérateur de différence avant (forward) dans la direction x
D+ = (Pir1j—Pij)
Ax

e D™V est l'opérateur de différence avant (forward) dans la direction y :

_ Pij+1 — P
Ay
2. Comparer les opérateurs avec la valeur nulle (0) et déduire les valeurs suivantes :

D*Y

Vi= [max(D7*,0)? + min(D**,0)? + max(D7¥, 0)> + min(D*Y, 0)?]%°
V;= [max(D**,0)? + min(D7*,0)? + max(D*Y, 0)? + min(D7Y, 0)?]%°

3. La vitesse d’évolution F doit étre comparée a la valeur 0 comme suit :

FsiF>0

0siF<O
FsiF<O0

0siF>0

F* = max(F,0) = {

F~ = min(F, 0) = {
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4. Résolution de 1’équation du mouvement en appliquant le schéma décentré pour la fonction
implicite ¢ en 2D:
p(t + At) — ¢(¢)
At

(22)

1.2.1.3.3.3 Influence de la courbure
La courbure k illustrée dans la figure 9 est la divergence du vecteur normal 7’(qui est le gradient

de ¢): . )
=, @
k=Vn=V.——
IVoll

4

(o

Figure 9: lllustration de la courbure

Selon (Maistrou 2008), la courbure en deux dimensions est calculée par :
V(p _ (pxx(p32/ + (pnyDJ% - 2(px¢y(pxy (24)

=7.
Vel Vel

K
Lorsque les deux dimensions (X, y) dépendent du paramétre s, 0 <s < 'S, nous avons :
_ VssXs — XssVs (25)
k= 3
(x§ + y#)2

Etant donné que la vitesse de I'évolution est fonction de la courbure F = F(k), nous définissons
la variation totale de I'interface qui détermine 1’évolution des ondulations de la courbe :

s
Var(t) =f lk(s,t)| g(s, t)ds (26)

1
avec g(s,t) = (x2 + y2)z la dérivée de la longueur de I’arc par rapport a s (Sethian, 1995,
Sethian.J.A., 1985).
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En nous appuyant sur la définition de g, les équations (19) et les relations (Sethian.J.A.
1985) nous pouvons écrire:

If dx 0%x L dy 0%y _ Fk (27)
4 dt 9sot | ot 0sat g2
| 0x 0%y 0y 0%x oF

kas atds 0dsdtds _ ds

Ainsi, nous obtenons les dérivées de k et de g par rapport at :

( Fs (28)
o G) .

{Iat dg !

k Frin gkF

Si Z—Z < 0 pourtout k = 0, alors la variation totale diminue quand la frontiere se déplace et le

domaine s’étend, il s’agit de I'énergie de dissipation sur la frontiére.

_OF dvar (29)
si— < 0 alors <0
ox

dt
0F -0 al dvar -0
sio— 20 alors —— >

Dans plusieurs cas, la différentiabilité est perdue apres de fortes évolutions de la frontiéere. Par
exemple, nous considérons une fonction initiale périodique (cosinus ou sinus) de l'interface,
cette courbe se propage avec une vitesse constante. Avec le temps, on observe que la frontiére
développe un angle vif, représentant un point singulier dans le temps fini (figure 10). En ce
point singulier, nous n’avons pas d’unicité du vecteur normal, ce qui empéche la poursuite de
I'évolution de la frontiére. Pour cela, nous avons besoin d'une solution généralisée a 1’aide d’une
condition sur l'entropie.

Sethian, J.A (Sethian.J.A. 1985) considére la frontiere comme une flamme séparant une région
bralée a l'intérieur, d'une région non bralée a I'extérieur. La condition d'entropie indique que Si
deux courbes d'inflammation se croisent en un point particulier, celle qui arrive en premier
allume la particule qui s'y trouve. Nous supposons que la courbe d'allumage qui arrive en retard
peut étre éliminée au-dela du point d'intersection. Par analogie avec les points singuliers, des
coins se forment en réponse a des collisions provenant de différents éléments de propagation,
et servent a éliminer la variation et a diminuer "I'énergie” dans le systeme.

La figure 10 présente le cas de la propagation d’une frontiere en forme de V dans la direction
normale avec une vitesse d'évolution unitaire (F =1).
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Figure 10: propagation d’une frontiére en forme de V

Sur cette figure, on déduit que le point de la frontiére tend vers le bas quand la frontiére se
déplace vers l'intérieur avec une vitesse unitaire. Une singularité est développée entre la portion
gauche de pente -1 et la portion droite de pente +1. Lorsque le point de la frontiére tend vers le
haut, une onde de raréfaction se crée.

Une condition d'entropie est requise pour choisir la solution généralisée correcte pour que la
solution ne soit pas a valeurs multiples.

Cas de F en fonction de k
Consideérons le cas ou la vitesse de propagation F est fonction de « :
F=1-¢k (30)

avec € une constante. Posons « la longueur d'arc a I’interface, alors da = g(s,t)ds, il vient :

. G

——S —K2F = &Ky + ek3 — K2

it g
Cas d’une vitesse unitaire € = 0:
( Jx - (32)
ot
k(s, 0)
kK(S' = 1 + tx(s, 0)

Lorsque la courbure est négative pour tous les points, les solutions des équations (19) en partant
de la courbe initiale (x(s, 0), y(s, 0)) sont :
(

y(s, 0) (33)

x(s,t) = t+ x(s, 0)

|

4 (x(s.0)% + y(s.0)2)0>
| _ x(s,0)

L Y60 = " R0 1y (. 0050

t+y(s, 0)
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1.2.1.3.3.4 Réinitialisation

Pendant I'évolution, la fonction @ peut devenir trop raide ou trop plate, méme si elle commence
a partir d'une initialisation réguliére. Un moyen de garantir sa régularité consiste a réinitialiser
périodiquement, en utilisant la fonction de distance signée dans le domaine Q a l'intérieur de
l'interface d(x,t). Nous pouvons réinitialiser ¢ en définissant ¢’ avec le méme ensemble de
niveau zéro mais avec|Ve | = 1 (Persson 2005).

go,pl =dl

(p,pz = _dZ

Figure 11: illustration de la distance signée

La plus petite distance entre x et l'interface d (X, t) illustrée sur la figure 11 est obtenue par la
résolution en régime permanent (t — oo ) de I'équation (Sethian 1995) (Stanley Osher 2001):

J 34
W 4 sgn(@)(vpl -1 = 0 &
VGO = 9 1)

avec sgn(¢) la fonction de signe de ¢. La fonction des lignes de niveau est définie comme la
distance d (%) dans la métrique euclidienne (Maistrou 2008) :
—d(X,t) siX est al'intérieur de 'interface (35)
e, t) =10 si X est sur l'interface
d(x,t) si X estextérieur de l'interface

1.2.1.3.3.5 Approximations Numériques
L’implémentation de la méthode des lignes de niveau présente deux probléemes
d’approximation numérique :

A- Courbe en forme de « V »

Pour étudier le schéma de résolution du probleme de singularité, nous considérons 1’équation
de propagation suivante :
e =F(1+yY)Y? (36)
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La courbe initiale est représentée par la fonction :

1 1 (37)
57 x pour x < >
P(x,0) = f(x) = 1 1
X =5 pour x > —
05 f., 7
04 .
\g- h e, e ’
= paf 4
0z b |
0.1 \ -
i) 1 1 - ™ 1 1
D 02 0.4 0.6 e 1

Figure 12: Courbe initiale en ‘V’ formée par les segments qui se rencontrent en M (1/2, 0).
Pour construire un schéma numérique, on divise l'intervalle [0, 1] en 2j - 1 points.

La maniére la plus directe pour approximer la solution de cette équation est de remplacer
toutes les dérivées spatiales par des différences centrales et la dérivée temporelle par une
différence avant.

La différence centrale de la dérivée spatiale y,, au temps n pour une grille iest de la forme :

l/) — ln+1 B lpln—l (38)
x 2Ax
La différence avant y, au temps n pour une grille i s’écrit par :
lpn+1 lpn (39)
Ve=—"(7

Ainsi, I’équation d’évolution discrétisée devient :

2
1/)n+1 lpn 1 + F+1_ F—l
At 2Ax

Nous observons que pour tout x #1/2 , nous avons 1, = /2. De méme, la valeur de v, qui
est associée ax = % est la moyenne des pentes des deux segments de gauche et de droite.

1 (40)
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Figure 13: Différence centrale avec At=0.005

Par conséquence, le probleme de singularité ne possede pas de solutions. Pour cela, il est
nécessaire d’utiliser la méthode des lignes de niveau.

B- Evolution de la fonction des lignes de niveau

Pour résoudre I’équation d’évolution (17) de la fonction de lignes de niveau dépendant du temps
illustrée sur la figureFigure 14, nous discrétisons les valeurs de la fonction des lignes de niveau
¢ aux points de la grille (Sethian 1995). Chaque point de la grille contient ainsi la valeur locale
de la fonction des lignes de niveau. De cette fagon, nous obtenons toute une famille de contours,
dont un seul correspond au niveau zeéro.

\ \\

Figure 14: Lignes de niveau

Au final, la solution de 1’équation (17) s’écrit :
(p{l]-’-lg - (pl] k — At (maX(Fijk: 0) vt + min(Fijk, 0) V_) (41)

avec

vt= maX(DU o O) + mm(DU o 0) + max(DU ” )2

5
+ mm(D O) + mln(DU o 0) + max(D” o 0)2]0

i,j,k’
et

V™= [max(D;’%, O) + min(D; /%, 0) + max(DU ; )2

+ mm(DU I O) + min(D; 7, 0) + max(Dj7,, 0)2]0'5
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Dans les développements ci-dessus, nous avons présenté les trois méthodes principales de
I’optimisation topologique des structures continues. La méthode des lignes de niveau s’avere la
plus directe et plus efficace comme elle représente la géométrie par une fonction implicite.
Dans la section suivante, nous présentons le cas des structures discretes.

1.2.2 Optimisation topologique des treillis

Le probléeme d’optimisation topologique des treillis a pour but de trouver les connectivités
optimales des nceuds a partir d'un ensemble de nceuds et d’éléments existants, sous des
contraintes et des conditions de chargement spécifiées. Nous présentons ci-dessous trois
méthodes d’optimisation topologiques des treillis :

1.2.2.1 Méthode de la structure de base

La méthode de la structure de base (W. S. Dorn 1964) abrégée en GSM, est largement utilisée
dans l'optimisation topologique des treillis. Cette méthode commence par des rangées de nceuds
qui sont interconnectés avec un maillage dense d’éléments rectilignes connu sous le nom de
structure de base. Ce maillage fournit I’approximation d'une structure, qui serait composée d'un
nombre infini d’éléments. Pour le cas d'une seule charge, avec un comportement élastique
linéaire, le treillis optimal avec le moins de matiére peut étre obtenu par la résolution d’un
probleme de programmation linéaire (Ohsaki 2011); la méthode élimine les éléments inutiles
du treillis fortement interconnecté de la structure de base tout en gardant les emplacements
nodaux fixes.

La figure Figure 15 illustre quatre types de structures de base dont les connexions varient
du plus simple (A) au plus compliqué (D), formées de toutes les connexions possibles.
Hegemier et Prager (Hegemier G 1969) ont montré qu'un treillis avec une raideur maximale est
aussi pleinement sollicité. De plus, le cas d’une seule charge prenant en compte des limites de
contrainte égales en compression et en traction est équivalent a la minimisation de la
compliance pour un volume prédéfini (Martin Philip Bendsoe 2004).

-—
ALY

C

Figure 15: divers types de structures de base, source (M. P. Bendsge 1994)
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L’algorithme de la méthode est comme suivant :

1) Définition du domaine - Maillage de base : définir les données géométriques (nceuds
et éléments), les conditions aux limites et les propriétés mécaniques.

2) Génération de la structure de base par interconnexion des nceuds

3) Analyse mécanique et détermination de la compliance

4) Vérification des contraintes de compliance, de volume, de longueur, de stabilité...

5) Suppression des éléments de volume zéro et dimensionnement des autres éléments
selon les conditions d’optimisation.

6) Répétition des étapes 2,3 et 4 jusqu’a la réalisation des conditions d’arrét.

1.2.2.2 Algorithme Génétique (A G)

L'algorithme génétique est une méthode heuristique qui imite le processus de sélection naturelle
et d'évolution et fait partie d'un groupe plus large de méthodes heuristiques appelées
‘algorithmes évolutionnistes (EA)’ (Dowsland. 1995). La relation entre l'algorithme génétique
et le processus de sélection naturelle peut étre expliquée comme suit : dans la nature, les
individus sont en compétition pour la nourriture ; seuls les individus les plus aptes survivent et
transmettent leurs genes aux générations suivantes. Mélanger de nombreux génes différents
peut produire une génération avec une bonne aptitude. De méme, dans l'algorithme génétique,
un groupe entier d'individus (ou solutions candidates) est appelé une « génération ». L'aptitude
de chaque individu dans la génération est évaluée et la combinaison avec les individus de grande
aptitude permet de produire les générations suivantes. Le processus de reproduction se poursuit
jusqu'a ce que le critére de terminaison soit satisfait ; ce critere correspond généralement a un
nombre maximal de générations (Beasley.D 1993).

Les algorithmes génétiques ont trois opérateurs caractéristiques (Holland 1975): la sélection, le
croisement et la mutation. Dans chaque itération, ou genération, ces opérateurs sont appliqués
sur une population de solutions possibles, afin d'améliorer leur aptitude. Chaque individu est
représenté par une chaine, qui rappelle beaucoup les chromosomes naturels, d'ou le nom
d'algorithmes génétiques (Deb 1997).

La méthode des AG présente de nombreux avantages, qui sont principalement sa simplicité et
sa large applicabilité. Elle peut facilement étre modifiée pour couvrir un large éventail de
problemes (S.N. Sivanandam 2008), contrairement aux méthodes de recherche traditionnelles
qui sont spécifiées pour un certain type de problemes (Deb 1997). La technique est relativement
robuste puisqu'elle na pas tendance a rester bloquée dans les optimums locaux comme c'est le
cas des autres techniques (Deb, 1997, S.N. Sivanandam, 2008). En outre, grace a I'évaluation
de fonctions plut6t que de dérivées, les AG peuvent gerer des variables discrétes et travailler
dans des espaces de recherche tres complexes (S.N. Sivanandam 2008).Néanmoins, ils peuvent
nécessiter de nombreuses évaluations des fonctions, et souffrent parfois de convergence
prématurée (les individus se ressemblent beaucoup trop au début du processus). Enfin, comme
nous le verrons, il existe de nombreuses options et alternatives dans les algorithmes génétiques,
et il peut étre difficile de trouver les bons parametres pour atteindre une efficacité élevée.
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Les AG sont différents des optimisations traditionnelles dans les aspects suivants :

e les AG traversent I'espace de solution en partant d'un groupe de points et non pas d'un
seul point ;

e les AG recherchent une population de points et pas un seul point ;

e les AG utilisent I’information de la fonction objectif, pas de ses dérivées ni d'autres
connaissances auxiliaires ;

e les AG utilisent des régles de transitions probabilistes, et non de regles déterministes ;

e il esttres probable que la solution AG attendue soit une solution globale.

Pour ces raisons, les algorithmes génétiques constituent la meilleure technique de recherche de
population.

1.2.2.2.1 Etapes de l'algorithme génétique pour l'optimisation
Les étapes de I’AG sont comme suivant :
1- Initialisation :
a) Choisir un codage pour représenter les paramétres du probléme, un opérateur de
sélection, un opérateur de croisement et un opérateur de mutation.
b) Choisir la taille de la population n, la probabilité de croisement P..,s €t la
probabilité de mutation p,ucation -
c) Initialiser une population aléatoire de taille | individus.
d) Choisir un nombre de générations maximum permis N, ..
e) Poser N; =0.
2- Evaluer chaque individu dans la population
3- Si Ng=Ng,,,,;0u dautres criteres de terminaison sont satisfaits, arréter I’algorithme
4- Effectuer la reproduction sur la population
5- Effectuer un croisement sur une paire de chaines avec la probabilité P,
6- Effectuer une mutation sur les chaines avec la probabilité p,,ytation
7- Evaluer les chaines dans la nouvelle population et sélectionnez les individus avec la
meilleure adéquation.
8- Mettre N; = N + 1 et passer a I'étape 3

1.2.2.2.2 Reproduction

Tout comme le chromosome, la chaine a différents segments, ou genes, qui correspondent aux
différentes caractéristiques de la solution. En termes biologiques, I'information totale stockée
dans une chaine est appelée le génotype d'un individu, i.e. I'information génétique. L'apparence
extérieure d'un individu est appelée le phénotype, et entre les deux existe une transformation :
une cartographie du génotype-phénotype. Dans I’AG traditionnel, la chaine se compose d'une
chaine binaire de longueur fixe. Le nombre de genes dépend du nombre de variables a
représenter.

Plus de genes signifie plus de combinaisons possibles, et par conséquent plus d'informations
peuvent étre stockées.

Le phénotype de I'individu est obtenu par la cartographie génotype-phénotype. La chaine est
divisée en genes, qui sont lus et traduits individuellement. La cartographie est effectuée selon
un « enregistrement des parametres de phénotypage » (S.N. Sivanandam 2008).
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1.2.2.2.3 Evaluation de I'aptitude

L'aptitude d'un individu est déterminée par la fonction objectif du phénotypage (S.N.
Sivanandam 2008). Dans les problemes de minimisation, une faible valeur d’aptitude est
préférée, et vice-versa. Les chaines peuvent parfois représenter des solutions inadmissibles,
méme si leur I'aptitude est trés bonne. Cela crée évidemment un probléme pour le AG, mais il
est pris en compte en complétant la fonction objectif par une fonction de contraintes. Il existe
des méthodes assez sophistiquées pour gérer les contraintes dans I’AG, mais la méthode la plus
courante consiste a utiliser la fonction de pénalité (Deb 1997). Si une contrainte est violée, une
pénalité numérique est attribuée a la valeur d'aptitude, ce qui la rend moins attractive.

1.2.2.2.4 Sélection

Pour la reproduction, les individus ayant une bonne aptitude sont choisis pour former un groupe
d'accouplement. Il existe de nombreuses fagons de choisir des individus pour le groupe
d'accouplement, mais I'idée principale est que plus l'aptitude est bonne, plus la probabilité est
élevée (Deb 1997).

Le groupe d'accouplement a la méme taille que la population, mais les bons individus sont plus
fréquents en raison de la duplication. Une méthode de sélection populaire est la sélection des
tournois (S.N. Sivanandam 2008). Dans cette méthode, de petits "tournois” sont effectués entre
des individus sélectionnés au hasard, ce qui signifie simplement que l'individu ayant la
meilleure aptitude est sélectionné. Avec une taille de population N, N tournois sont tenus pour
remplir le groupe d'accouplement. De cette facon, aucune copie de la pire personne n'est
sélectionnée (S.N. Sivanandam 2008).

1.2.2.2.5 Croisement

Dans l'espoir de trouver de meilleures solutions, les chaines dans le groupe d'accouplement sont
croisées avec l'intention de créer une meilleure population. Tout comme dans la sélection, il
existe differents opérateurs de croisement, mais l'idée principale est que deux individus
aléatoires du groupe d'accouplement sont choisis comme parents, et une partie de leurs chaines
est commutée pour créer deux enfants (Deb 1997). Trois méthodes de croisement habituelles
sont données ci-dessous :

1- croisement a un seul point : les deux chaines parentes sont coupées a un endroit aléatoire, et
les morceaux sont assemblés pour faire deux enfants ;

2- croisement a deux points : les chaines parentes sont coupées a deux endroits aléatoires pour
créer les enfants.

3- croisement uniforme : chaque géne dans les chaines enfants est copié a partir de I'un des
parents avec une probabilité de 50%.

1.2.2.2.6 Mutation

Dans la création des enfants, il y a toujours une petite probabilité que chaque géne de la chaine
change de 0 a 1 ou vice versa. Le but de cette fonctionnalité est de maintenir la diversité parmi
les individus (Deb 1997), a I’aide de la mutation pour empécher l'algorithme de rester bloqué
dans un minimum local. La probabilité de mutation ne devrait pas étre trop élevée puisque dans
ce cas, I’AG se transforme en algorithme de recherche aléatoire (S.N. Sivanandam 2008).
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1.2.2.2.7 Elitisme

L'élitisme signifie que les meilleures ou quelques-uns des meilleurs individus sont copiés
directement dans la nouvelle génération. Cela garantit qu'une bonne solution ne soit pas détruite
ou mutée de fagon défavorable dans la phase de croisement, ce qui améliore considérablement
les performances de I'AG (S.N. Sivanandam 2008).

1.2.2.2.8 Taille de la population

La taille de la population doit étre choisie en fonction de la complexité du probléme. Dans des problémes
tres complexes, le groupe de genes doit étre suffisamment étendu pour que tout I'espace de recherche
puisse étre exploré. Toutefois, avec une population plus importante, le temps de calcul augmente de
sorte que la limite supérieure de la taille de population doit étre déterminée par la puissance de calcul et
le temps disponibles. La littérature contient des propositions sur la fagon de choisir la taille de la
population, en ce qui concerne la longueur de la chaine ou la non-linéarité du probléme. Dans le cas
binaire, la taille de population doit étre supérieure ou égale a la longueur de la chaine (Deb 1997).

S. Ruiyi et al. (Su Ruiyi 2009) ont appliqué l'algorithme génétique pour l'optimisation
topologique des structures a barres. Ils ont étudié le probleme de treillis de 10 barres dont le
résultat de I'optimisation topologique est illustre sur la figure 16 :

Structure de base

Forme optimale

Figure 16: optimisation de structure a 10 barres par I'AG

Ils ont aussi étudié le probleme de structure a 15 barres, la forme optimale est présentée sur la

figure 17 :
P P P
/W\Iﬁ

|

Structure de base

Forme optimale

Figure 17:optimisation de structure a 15 barres par I'AG
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1.2.2.3 Méthode de recherche de I'harmonie

Geem (Geem.Z. 2001) a développé une autre technique heuristique appelée « méthode de
recherche de I'harmonie » qui imite l'improvisation de I'narmonie musicale en combinant
différentes notes de musique. La recherche d'harmonie et certaines de ses variantes sont utilisées
pour obtenir des solutions optimales de topologie de treillis.

Depuis son apparition en 2001 et grace a sa simplicité, la recherche de I'harmonie a été
implémentée pour résoudre différents problemes d'optimisation. Lorsque la méthode de
recherche de I'harmonie a été appliquée a la conception d'un réseau de pipelines, Geem a montré
que les résultats obtenus avec cette méthode surpassaient de nombreuses autres méthodes
mathématiques et heuristiques existantes. En 2004, Lee et Geem (Lee. K. S. 2004) I’ont
appliquée a la conception de divers treillis avec des variables continues et discretes montrant sa
puissance par rapport aux algorithmes génétiques (Lee.K.S. 2005). Degertekin
(Degertekin.S.0. 2008) a appliqué cette méthode a 1’optimisation de cadres en acier et obtenu
des structures plus légeres que celles optimisees en utilisant I'algorithme génétique et
I'algorithme de colonie de fourmis.

La performance de l'algorithme de recherche de I'harmonie réside dans la fagon dont les
nouveaux modéles sont improvisés afin d'améliorer I'narmonie globale du systéme. Dans la
recherche d'harmonie classique, on adopte les parameétres suivants :

- Mémoire d'’harmonie : ensemble de modeles (collection spécifique des variables de
conception) qui sont conservés en mémoire et qui seront utilisés pour générer ou
improviser de nouveaux modeles a considérer.

- Taille de la mémoire d'harmonie qui spécifie le nombre de modeles (reellement
conserves en mémoire).

- Rapport de considération de la mémoire d'harmonie défini sur l'intervalle [0,1], qui
spécifie les ponderations données aux modeles existants lors de l'improvisation de
nouveaux modeles.

- Rapport d'ajustement du pas défini sur l'intervalle [0,1], qui pondere la mesure dans
laquelle les modeles pris de la mémoire sont ajustés ou non dans le processus
d'improvisation.

- Le parametre de bande passante est un parametre supplémentaire qui leur dicte dans
quelle mesure les variables de conception peuvent varier lorsque leur pas est ajusté.

La recherche de I'hnarmonie comprend les cing étapes suivantes :

1. Formuler le probleme d'optimisation et spécifier les valeurs des parametres de recherche

d’harmonie.

Initialiser la Mémoire d'harmonie.

3. Improviser une nouvelle harmonie (fonction objectif : synthese de toutes les variables
de conception) et évaluer sa performance.

4. Mettre a jour I'HM si nécessaire i.e. vérifier si I’harmonie improvisée est supérieure a
une ou plusieurs harmonies en mémoire.

5. Vérifiez les critéres de terminaison ; s’il n’est pas satisfait, retourner a I'étape 3.

N

L’harmonie représente une synthése de valeurs des variables de conception utilisées pour
déterminer la valeur de la fonction objectif, X i = {x}, x4 ... x4} pour I’itération i
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H.Al Rabadi (Rabadi.H. 2014) a utilis¢é la méthode de recherche de I'harmonie pour
l'optimisation topologique des structures a barres, il a appliqué la méthode & une structure de
base de 11 éléments et & a une autre de 42 éléments et il a trouvé la forme optimale de chacune
des deux comme le montrent les figures 18 et 19.

. )

Structure de base (11 barres) Forme optimale

Figure 18: optimisation topologique d'une structure a 11 éléments par la méthode de
recherche de ’harmonie.

)

4

Structure de base (42 barres) Forme optimale

Figure 19: optimisation topologique d'une structure a 42 éléments par la méthode de
recherche de I’harmonie.
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1.3 Optimisation fiabiliste des structures

Depuis le début du XX®™e siécle, la nécessité d'une approche rationnelle de la sécurité
structurale a motivé un certain nombre de chercheurs, tels que Forsell (1924),
Wierzbicki(1936), et Levi (1948). Alors que la formulation de I’optimisation fiabiliste de la
conception RBDO est connue depuis 1948 (voire plus tot), son application directe n’était pas
possible en raison des difficultés liées au calcul de la probabilité de défaillance pour les
structures réelles. Avec le développement de la théorie de la fiabilité a partir des années 1950,
les procédures de résolution sont devenues disponibles dans les années 1970 et améliorées dans
les années 1980, afin de permettre I'analyse des structures réelles.

Cependant, jusqu'a présent, la difficulté d'estimer le colt de défaillance demeure un probléme
majeur, en particulier lorsqu'il s'agit de vies humaines et de détérioration de I'environnement.
Sur la base de l'indice de fiabilité cible, la RBDO est réellement née dans la seconde moitié des
années 1980 et s'est développée au cours des années 1990. De nos jours, les applications
industrielles de la RBDO rencontrent encore beaucoup de difficultés en raison de I'effort de
calcul tres élevé requis pour résoudre les systemes a grande échelle.

La plupart des applications pratiques de l'optimisation structurale implique au moins trois
objectifs contradictoires (Kuschel. N. 1997):

- codt structural faible, y compris ou non le codt de défaillance ;
- niveaux de fiabilité élevés pour les composants et les systémes ;
- bonne performance structurale dans différentes conditions de fonctionnement.

La RBDO a connu un développement rapide au cours des dernieres décennies, et un certain
nombre d'études qui documentent, améliorent et comparent les algorithmes sont disponibles.
Un grand nombre de méthodes et d'approches ont été publiées au cours des deux derniéres
décennies, ce qui traduit le niveau d'intérét pour ce domaine. Les travaux d’Aoues et
Chateauneuf (Y.Aoues 2010) et de Valdebenito et Schuéller (M.Valdebenito 2010) fournissent
une étude approfondie des méthodes RBDO existantes, ainsi qu'une comparaison objective
d’une sélection d'algorithmes. Les applications pratiques des méthodes RBDO ont également
été bien documentées, et certaines méthodes ont méme été implémentées dans les codes
commerciaux d'analyse par éléments finis, tels que Altair HyperStudy (Altair 2012).

1.3.1 Bases de la fiabilité mécanique

La conception basée sur la fiabilité est une approche probabiliste développée dans les années
1950, qui est basée sur lI'expérience pour déterminer les facteurs de sécurité. Un résumé complet
du concept de conception basée sur la fiabilité peut étre trouvé dans le travail de Freudenthal,
Garelt et Shinozuka 1966 (Freudenthal. A. 1966). Dans la conception basée sur la fiabilité,
seules deux variables sont considérées (la charge sur la structure ou sollicitation, S, et la
résistance ou capacité R). Ces deux variables sont supposées aléatoires, avec des moyennes,
des variances et des fonctions de densité de probabilité.
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La défaillance est définie comme la condition dans laquelle la résistance de la structure est
inférieure a la charge appliquée ; c'est-a-dire lorsque le rapport entre R et S est inférieur a
I’unité :

R (42)
=<1
S
Ainsi, la probabilité de defaillance Py, peut étre estimée comme suit :
(43)

R

1.3.1.1 Fonction d’état limite
Les états limites sont représentés par des modeles mathématiques qui sont des fonctions des
différentes variables de sollicitation S, de résistance R et de géométrie g. La forme générale
d'un état limite est la suivante :

G(S,R,g)=0 (44)

Pour un état limite, par convention G < 0 signifie une violation de 1'état limite, ¢’est-a-dire une
défaillance structurale. Cette définition de base peut étre étendue de plusieurs fagons : la charge
et la résistance peuvent étre décomposees en facteurs supplémentaires qui traduisent les
différentes sources d'incertitude.

Dans I’exemple d’une barre chargée en traction, la contrainte induite par la force de traction est
la variable de sollicitation, tandis que la limite d'élasticité admissible est la variable de
résistance. La condition de rupture en traction (contrainte de traction dépassant la limite
d'élasticité) est I'état limite. L’état de streté peut étre exprimé mathématiquement par la
relation :

G=R-5=0 (45)
La probabilité de défaillance est calculée par :
P =Pr(R—S<0) (46)
et la fiabilité est ainsi :
1-P (1)

1.3.1.2 Indice de fiabilité

Hasofer et Lind (A.M. Hasofer 1974) ont introduit une méthode qui s'appuie sur I’indice de
fiabilité de Cornell permettant de garantir I'invariance par la transformation des variables
aléatoires. Ils ont utilisé la transformation iso-probabiliste entre I'espace physique des variables
aléatoires X; et un nouvel espace U; de variables normalisées et non corrélées. Formellement,
cela signifie que les espérances des nouvelles variables sont nulles et qu’ils ont des écarts types
unitaires :

39



E[U]l=0,04 =1 (48)

Dans I'espace gaussien standard (normé réduit) de variables U;, l'indice de fiabilité B illustré sur
la figure 20 est défini comme la distance entre I'origine O et le point P* le plus proche de
l'origine sur la surface d'état limite, appelé « point de défaillance le plus probable » :

ByuL = min /UTU (49)

G(X)<0

Le signe de cet indice est positif si ’origine du repére appartient au domaine de la stireté, sinon
il est négatif.

Espace physigue Espace normée réduite

Figure 20: Illustration de [ aprés la transformation iso-probabiliste T (M. Lemaire 2009).

1.3.1.3 Transformation iso-probabiliste

Pour le calcul de I'indice de fiabilité de Hasofer-Lind, les variables dans 1’espace physique
doivent étre transformées en variables normales centrees réduites par une transformation notee
T comme le montre la figure 20.

Pour les variables gaussiennes indépendantes de moyennex; et d’écart-type oy, :

(xi — %) (50)

uy =—-

i Oy,
Pour les variables indépendantes de distribution quelconque, la transformation iso- probabiliste
est la suivante :

d(U) = Fx(X) = U =™ (Fx(X)) (51)

ou ¢(U) est la fonction de répartition normale standard et Fy (X) est la fonction de répartition
de la variable physique.

Pour les variables indépendantes log-normales, si x; est une variable aléatoire log- normale
avec une moyenne X, et écart-type o, donc [n (x;) suit une distribution gaussienne avec une

_ 2
moyenne A, = In—=— et un écart-type ¢, = J In(1+ (%) )

40



La transformation iso-probabiliste est donc :
_ (nx = 2y) (52)

U:
' fxi

Dans le cas ou les variables ne sont pas indépendantes, les transformations les plus utilisées
sont celles de Nataf (Nataf, 1962, R. Lebrun, 2009) et de Rosenblatt (Rosenblatt 1952).

1.3.1.4 Point de défaillance le plus probable P*

La figure 21 montre le point de conception P* qui est le point dans le domaine de défaillance
le plus proche de l'origine dans I’espace standard. Ce point est obtenu par la résolution du
probléme d'optimisation suivant :

min+/(UTU) (53)

sous:
HU)=0

avec H(U) la fonction d’état limite dans I’espace des variables normales standards.

Pour résoudre ce probléme, un algorithme itératif a été initialement proposé par Rackwitz et
Fiessler (Rackwitz.R 1978). Il a été ensuite étendu au cas des variables dépendantes par
Ditlevsen (Ditlevsen.O 1981).

Figure 21: Point de conception.

1.3.1.5 Méthode de Monte-Carlo

La méthode des simulations de Monte-Carlo illustrée dans la figure 22 est une approche simple
et générale pour le calcul de la probabilité de défaillance. Dans cette méthode, un indicateur de
défaillance est introduit, et défini comme suit :

, _{1 siG(X) <0 (54)
D =10siG(X) >0

La probabilité de défaillance est calculée par I’espérance de cet indicateur de défaillance.
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1]
Hu)=0 o A

Figure 22: Simulations de Monte-Carlo (M. Lemaire 2009).

Pour N simulations, la probabilité de défaillance est estimée par :

1 N+1 (55)
Py =Ellpl =5 Y Iy,
i=1

En termes de précision, pour évaluer une probabilité d’ordre 107" , il est nécessaire
d'effectuer entre 10™*2 et 10™*3 simulations.

1.3.1.6 Fiabilité systéme

Un systeme est un ensemble de composants ou d’événements de défaillance dont chacun a son
état limite qui sépare le domaine de sireté de celui de défaillance. Chaque composant contribue
a la fiabilité (ou a la défaillance), et la combinaison des succeés (ou des défaillances) mene au
succes (ou a la défaillance) du systeme résultant.

Un éveénement de défaillance d’un composant i est noté par G; < 0 et sa probabilité est :
P[G; < 0] (56)
Il existe deux configurations de base :

Systeme en série : la probabilité de défaillance du systéme est celle de ’'union des événements
de defaillance :

= P[UG; < 0] (57)

fsérie

Systéme en parallele : la probabilité de défaillance du systéme est celle de I’intersection des
évenements de defaillance :

praralléle - P[ﬂ Gi = 0] (58)
Interdépendance : les interactions entre les composants peuvent étre classées en trois types
(Thomas.L. 1986) : dépendance économique, dépendance structurelle et dépendance
stochastique. Les coefficients de corrélation entre les composants d’un Systéme représentent
I’interaction stochastique entre ses composants.
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Coefficient de corrélation entre les états limites

Considérons les événements G; < 0 et G; < 0 dont les hyperplans associés dans le repere des
variables normales standards sont respectivement H; et H; ; les cosinus directeurs forment les
vecteurs normaux a ces hyperplans : a;, «,

La corrélation est alors donnée par :
Cor(Gi<0,6,<0) =a,.a = p; (59)
La figure 23 présente divers cas de corrélations entre deux états limites :
e cas de deux états limites colinéaires p = 1,
e cas d’états limites non corrélés formant un angle droit p = 0,
e cas d’états limites négativement corrélés formant un angle aigu p < 0,
e cas d’états limites positivement corrélés formant un angle obtus p > 0

e cas de deux états limites paralleles de part et d’autre de ’origine p = —1.

o o~
L] Ly

=0
> \
0 i!]

Figure 23: lllustration divers cas de corrélation.

1.3.2 Optimisation fiabiliste de la conception (RBDO)
Lors de la conférence sur la sécurité structurale, tenue a Liége en 1948, par I'Association
Internationale des Ponts et Charpentes, Torroja a déclaré, probablement pour la premiére fois,
que la réduction du codt total, doit inclure non seulement le co(t de construction, mais aussi le
co(t de défaillance (au sens de I’espérance mathématique) :

CT = CI + CF (60)

avec Cy est le colt total, et C; est le coQt initial, Cr est I’espérance du colt de défaillance. Cette
expression traduit le fait que l'augmentation des codts de construction devrait conduire a une
marge de sdreté plus élevée et donc diminuer la probabilité de défaillance.
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La RBDO vise a trouver les valeurs des variables de conception qui maximisent ou minimisent
une fonction objectif décrivant la performance du systeme, tout en satisfaisant les contraintes
probabilistes. Une formulation type de la RBDO s’écrit :

min Fop;(X) (61)
sous : '
P(G(X) <0) <pfle  i=1,...n,

ou X est un vecteur de variables aléatoires, les événements de défaillance sont donnés par les
fonctions de performance G;(X) < 0, chacune avec une probabilité admissible pf® ;n,
dénote le nombre d’événements de défaillance.

Dans ce qui suit, nous présentons les différentes formulations de la RBDO.

1.3.2.1 Formulation a deux niveaux

Nikolaidis et Burdisso (NiKolaidis.E. 1988) se sont basé sur l'idée de Hasofer et Lind pour
proposer une procédure d'optimisation itérative imbriquée pour résoudre le probléme RBDO.
La boucle d'optimisation interne estime la fiabilité de la solution courante, tandis que la boucle
externe optimise la fonction de codt global en utilisant la fiabilité calculée dans la boucle
interne. L analyse fiabiliste s’effectue par I'une des approches suivantes :

- approche de I’indice de fiabilité (RIA) (NiKolaidis.E. 1988).
- approche de la mesure de performance (PMA) (Tu.J. 1999).

La difference principale entre RIA et PMA réside dans la formulation du probléme associé a
I’obtention de P*.

1.3.2.2 Formulation mono-niveau

Les approches a deux niveaux nécessitent un effort de calcul important en raison de
l'optimisation imbriquée et des boucles probabilistes. Les efforts pour augmenter la
performance des algorithmes RBDO, conduisent au travail de X. Chen et al. (Chen.X. 1997),
qui remplacent les contraintes probabilistes par des contraintes déterministes approchées. Ainsi,
la boucle probabiliste interne est éliminée, ce qui donne un algorithme plus efficace. Un travail
similaire a été publié par Thanedar et Kodiyalam (Thanedar.P.B. 1992). Cependant, la méthode
s'est révélée inadéquate pour les problémes non linéaires en raison de I'hypothése linéaire de
I’approche FORM (Yang.R.J. 2004).

Madsen et Friis Hansen (Madsen. H. O. 1992) ont proposé une approche RBDO mono-niveau,
ou l'analyse de fiabilité est remplacée par les conditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
et le colt total attendu est pris en compte en incluant les codts de défaillance dans la fonction
objectif. Cette approche permet l'utilisation d'algorithmes d’optimisation usuels.

Kuschel et Rackwitz (Kuschel.N 1997) ont apporté d'autres améliorations et reformulé le
probleme en termes de maximisation de la fiabilité sous contraintes de co(t.

Liang et al. (Liang.J 2007) ont proposé la méthode SLA qui relie les approximations des
conditions KKT et la méthode FORM inverse. Aucun P* n’est calculé dans cette formulation :
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en résolvant les conditions de KKT, une approximation des P* et des contraintes actives est
utilisée.

1.3.2.3 Formulations découplées

L'analyse de la fiabilité est la difficulté principale dans la RBDO, ce qui motive le
développement d'une classe de méthodes qui évitent I’analyse de fiabilité a chaque étape de
l'optimisation. Ces méthodes sont communément appelées « approches découplées ». Une
caracteristique de toutes les approches de découplage est l'approximation déterministe de
I'indice de fiabilité.

La méthode SORA (Sequential optimization and reliability assessment) introduite par X. Du et
W. Chen (Du. X. 2004), effectue I’analyse de fiabilité et d’optimisation déterministe en deux
cycles alternés dans chaque boucle d'optimisation. Dans le premier cycle, la solution
déterministe du probléme d'optimisation est obtenue en utilisant des procédures d'optimisation
standard. Puisque les exigences de fiabilit¢é de la plupart des contraintes seront
vraisemblablement violées, au cours du deuxieme cycle, elles sont déplacées dans la région
probabiliste admissible au moyen d'un vecteur de décalage. Les points P* des contraintes sont
calculées apres le second cycle en utilisant la méthode de Tu et al. (Tu.J. 1999).

Les deux cycles sont répétés jusqu'a ce que l'objectif soit atteint et que le décalage les distances
devient nul. Une extension de SORA a été suggérée par Cho et Lee (Cho.T. 2010), en utilisant
la méthode de déplacement des approximations asymptotes et les approximations de
linéarisation convexe au lieu de I'expansion linéaire de Taylor.

Par ailleurs, Cheng et al. (Cheng.G. 2006) ont proposé une stratégie de programmation
séquentielle approchée (SAP) qui fournit une approximation de l'indice de fiabilité et de son
gradient a partir des conditions KKT nécessaires. Une approche similaire a été proposée par
Zou et Mahadevan (Zou. T. 2006).

Une approche similaire de programmation linéaire séquentielle a été suggérée par Chan et al.
(Chan. K-Y. 2007), dans laquelle une nouvelle étape s est calculée dans une région de confiance
a chaque itération, qui est ensuite utilisee pour obtenir le nouveau point de conception. Les
contraintes peuvent étre approximées en utilisant FORM ou SORM.

1.3.3 Optimisation fiabiliste de la topologie (RBTO)

Avec le développement des méthodes RBDO et des puissances de calcul, I’optimisation
fiabiliste commence a s’introduire dans le domaine de l'optimisation topologique, Maute et
Frangopol (Maute. K. 2003) ont publié un premier travail, en appliquant I'optimisation PMA
et latopologie a des mécanismes compliants. Kharmanda et al. (Kharmanda.G. 2004) ont fourni
une étude plus complete de la facon dont la fiabilité affecte la topologie, et ont donné une
comparaison visuelle pour quelques problémes d'optimisation de topologie. Ces deux travaux
suivent plus ou moins une approche standard de l'optimisation topologique (minimisation de la
compliance, SIMP, filtrage, méthode des criteres d'optimalité) sans modifications liées a la
fiabilité.
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Kim, S. et al. (Kim. C. 2006) ont proposé une formulation de 1’optimisation topologique de
minimisation du volume avec des contraintes de fiabilité ; cette derniére est calculée en
utilisant les approches PMA et RIA. Le travail d’Eom et al. (Eom. Y'S. 2011) utilise la
meéthode de surface de réponse quadratique au lieu de I'évaluation directe pour approximer la
réponse des structures 3D. Récemment la RBTO (optimisation fiabiliste de la topologie) est
étudiée dans les travaux de (Clark) (Clark 2017), de (L6épez Rodriguez, Carlos)
(Rodriguez.C. 2017) et de (Oliveira, H. et al.) (Oliveira.H.L. 2017).

L’optimisation fiabiliste se développe encore aujourd’hui et devient applicable dans plusieurs
domaines scientifiques et industricls. Mais avec 1’évolution de la technologie et le
développement d’applications industrielles réalistes, il reste encore beaucoup de progres a faire
dans ce domaine.
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1.4 Maintenance des structures soumises a la fatigue

1.4.1 Durée de vie en fatigue

Courbes de Wohler
Dans les analyses de fatigue, les courbes de Wohler illustrées sur la figure 24 constituent une
représentation pratique permettant de relier les durées de vie expérimentales aux charges
appliquées. Ces courbes, également nommeées courbes S-N, se composent de trois domaines :

- Domaine de fatigue oligocyclique : ce domaine est lié a des plages de charge élevées
conduisant a des déformations plastiques importantes du matériau, et donc a un faible
nombre de cycles a la rupture (durée de vie N), 1/4 < N < 10* 4 10° cycles.

- Domaine d’endurance limitée : il s’agit du domaine de fatigue a nombre de cycles élevé
avec une durée de vie finie ou les plages de charges appliquées sont inférieures a celles
du domaine de fatigue oligocyclique. La durée de vie N dans ce domaine varie
entre10#(10%) et 106(107) cycles.

- Domaine d’endurance illimitée : dans ce domaine (N > 10°(107)cycles), la durée de
vie en fatigue est considérée comme infinie car la pente de la courbe de Wohler tend
parfois vers une limite asymptotique horizontale appelée « limite d'endurance ».

.-'l',S'l

}- T
102 10° 1063107 log N
Figure 24: Courbes de Woéhler.

Différents modéles existent dans la littérature pour faire le lien entre le nombre de cycles a la
rupture (durée de vie) N et I’étendue de variation de la contrainte appliquée AS , ces relations
prennent généralement la forme N = D(AS)

- Relation de Wohler (1870): N = qe™?4S

- Relation de Basquin (1910) : N = a(AS)~?

- Relation de Stromeyer (1924) : N = a(AS — S,) "
e n\-b

- Relation de Weibull (1949) : N = a (=)~ —¢

e—b(AS-Se)

- Relation de Bastenaire (1960) : N = a——F——¢

ou a, b et c sont des paramétres constants, S, la limite d'endurance et S, la résistance a la
rupture.
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1.4.2 Stratégie de la maintenance

La maintenance est définie selon la norme européenne EN 13306 (AFNOR 2001) par :
I'ensemble de toutes les actions techniques, administratives et de management durant le cycle
de vie d'un bien, destinées a le maintenir ou a le rétablir dans un état dans lequel il peut
accomplir la fonction requise.

1.4.2.1 Types de maintenance
Selon (Wang.H. 2006) il existe deux types principaux de maintenance : préventive et
corrective.

1.4.2.1.1 Maintenance préventive
La maintenance préventive est definie par : «la maintenance effectuée a intervalles
prédéterminés ou selon des critéres prescrits et destinée a réduire la probabilité de défaillance
ou la dégradation du fonctionnement d'un objet. La maintenance préventive peut étre
systématique ou conditionnelle ».

1.4.2.1.1.1 Maintenance préventive systématique

La maintenance préventive systématique est 1’ensemble des actions exécutées selon un
calendrier ou un cycle périodique qui détectent, empéchent ou atténuent la dégradation d'un
composant ou d'un systeme dans le but de maintenir ou d'étendre sa duréee de vie en contrdlant
la dégradation a un niveau acceptable. La maintenance préventive est un moyen d'augmenter la
fiabilité du composant ou du systéeme. En dépensant les ressources nécessaires pour mener les
activités de maintenance prévues par le concepteur de la structure, sa durée de vie est prolongée
et sa fiabilité augmente.

1.4.2.1.1.2 Maintenance préventive conditionnelle

La maintenance préventive conditionnelle est ’ensemble des mesures qui détectent l'apparition
d'un mécanisme de dégradation, permettant ainsi d'éliminer ou de contrdler les facteurs de
défaillance avant toute détérioration significative du composant. Les résultats indiquent la
capacité fonctionnelle actuelle et future. La maintenance conditionnelle est basée sur des
inspections périodiques de la dégradation jusqu'au besoin urgent de réparation ou de
remplacement périodique.

La maintenance prédictive differe de la maintenance préventive basée sur le temps en basant le
besoin de maintenance sur I'état réel de la structure plutét que sur un calendrier prédéfini.

1.4.2.1.2 Maintenance corrective

La maintenance corrective est une opération effectuée pour identifier, isoler ou séparer et
rectifier un défaut particulier. Ceci est effectué afin de restaurer le composant ou le systeme
défaillant dans une condition opérationnelle prévue.

48



1.4.2.2 Co0t de maintenance
L’espérance du colt total de maintenance est donnée par la formule suivante :

CM = Cp + CINS' + CR + CF (62)

oU Cp est I’espérance du coit de la maintenance préventive, Cr est ’espérance du coit de
défaillance, C,ys est I’espérance du colit d’inspection et Cy est I’espérance du cott de réparation.
Le codt de défaillance Cr est la somme des codts liés aux dommages directs (vies statistiques,
conséquences €économiques, environnement, etc.) et aux dommages indirects (frais de
procedures, effets commerciaux, effets a long terme, etc.).

La connaissance de I'état de dégradation et des conditions d'exploitation présente une grande
part d'incertitude, ce qui rend la prise de décision de réparation assez difficile. La maintenance
basée sur la fiabilité devient donc essentielle pour l'aide a la décision.

Coiit total de maintenance
1

g
Coiir de In
HCIRIEHAROE DY SVEROVE

Coir de lo maintenenoe correcave

MNiveau| de mainte nance

Codit de mainienane e

L

Figure 25: illustration des codts

La figure 25 illustre les colts de maintenance préventive et corrective en fonction du niveau de
planification. Une faible planification conduit a des interventions d'urgence plus nombreuses et
par conséquent, plus colteuses. A l'opposé, une planification intensive colte plus cher et
conduit a des pertes liées a la sur-maintenance. L'optimisation du codt total permet de trouver
le meilleur équilibre en fonction des risques mis en jeu. Elle illustre le point optimal de
réparation, ou le codt total de la maintenance est minimal.

Pour la modélisation du co(t de maintenance, il existe deux hypotheses principales pour définir
la durée sur laquelle les colts sont évalués : horizon infini et horizon fini.
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1.4.2.2.1 Horizon infini
Dans le cas ou les cycles de maintenance sont nombreux et identiques, le co(t de maintenance
est calculé par unité de temps sous la forme :

Espérance du cofit par cycle de maintenance (63)

Cy = - ,
M ™ Espérance de la longueur du cycle de maintenance

Pour un cycle de replacement de période T, I'espérance du codt de maintenance par unité de

temps s’écrit :

C.P(T) + C, (1 - Pf(T)) (64)
T

Ciy(T) =

ou C, est le colt de maintenance corrective dans lequel le colt de défaillance est inclus, et C,
est le colt de maintenance préventive. La probabilit¢é de défaillance a Il’instant T est
notée P (T).

1.4.2.2.2 Horizon fini
Dans le cas ou les cycles de maintenances sont différents et en nombre limite, le codt de
maintenance est calculé sur toute la durée de vie par la formule :

n 65
Cy = Z C.PH(T;) + C, (1 - Pf(Tl-)) (©)
i=1

ou Cy est le codt total de maintenance, P (T;) est la probabilite de défaillance pendant le cycle
de maintenance de période T; et n est le nombre de cycles de maintenance.

1.4.3 Maintenance des structures basée sur la fiabilité

Garavaglia et Sgambi, (E. Garavaglia 2016) ont proposé I'étude des stratégies de maintenance
pour un pont en acier dans un environnement agressif, a partir de la simulation de chaque
élément individuel. La simulation de la dégradation est obtenue par I'application d'une loi de
dommage appropriée mise en ceuvre avec une méthodologie de Monte-Carlo, tandis que la
prévision temporelle de l'occurrence de la dégradation est obtenue par l'application d'une
approche probabiliste markovienne. Concernant I'analyse du co(t du cycle de vie, le co(t total
de maintenance C,, est évalué en additionnant les colts C, des interventions individuelles :

) c, (66)
Cm = 2 1+ 1)

ou C, est le colt de la g-éme réhabilitation en tenant compte d'un taux d’actualisation monétaire
V.

S. Bhattacharjee (Bhattacharjee 2016) présente une politique pratique de maintenance des
chaussées, basée sur une maintenance préventive imparfaite et une analyse mécanique-
empirique.

La politique est basée sur un modele de taux de défaillance croissant d'un cycle a l'autre et sur
un seuil minimum de fiabilité. Les simulations de Monte-Carlo sont utilisées pour développer
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la fonction de fiabilité des chaussées souples, a partir de laquelle la fonction du taux de
défaillance est déterminée. Le changement du taux de défaillance d'un cycle a l'autre est
modélisé par le facteur de réduction de I'age et le facteur d'augmentation du taux de défaillance.
L’espérance du co(t par unité de temps de la chaussée est minimisée, tout en respectant la
fiabilité minimale. La procédure de minimisation produit le nombre de cycles de maintenance
préventive déterminé en minimisant la fonction de co(t par unité de temps définie par :

£ () = Cpll - H(tz] + C, H(t) (67)

ou C, est le colt d'une activité de maintenance préventive étant donné que la section de
chaussée a survécu au temps t, C,, est le colt de l'activité de maintenance non planifiée étant
donné que la section de la chaussée a défailli au bout du temps t et H est la fonction de
défaillance cumulative obtenue par I'intégration du taux de défaillance.

L'étude indique que le taux de défaillance augmente avec le temps et que des actions de
maintenance préventive plus fréquentes sont nécessaires lorsque le seuil de fiabilité choisi est
plus élevé.

L'étude d’Okasha et Frangopol (N. M. Okasha. 2009) présente un cadre pour I’optimisation
automatisée multi-objectif des stratégies de maintenance des structures en considérant les
criteres : fiabilité du systeme, redondance du systeme et colt du cycle de vie. Le codt du cycle
de vie LCC dans cette étude comprend les codts actualisés de I'application des interventions de
maintenance pour une stratégie donnée. Le codt initial (conception et construction) peut étre
ajouté, bien que cela n'ait aucun effet sur les résultats du probleme d'optimisation puisqu'il en
est de méme pour toute stratégie de maintenance. Le LCC total actualisé est calculé par la
formule suivante :

(68)

n
Co
LCC=C E M
ot 4 (1+v)t
i=

ou Cy est le codt initial de la structure, Gy, est le colt non réduit de I'application de la

maintenance a l'intervention i, t;est le moment de l'intervention de maintenance i, vest le taux
d’actualisation monétaire et n est le nombre d'interventions de maintenance.

9 m
Cm, = Z Z(Cmaint) jkeMiji

j=1k=1

(69)

OU (Cnaint) j €St le colt d'application de la maintenance de type j au composant (ou groupe de
composants) K, M; ; , est un code binaire qui prend la valeur 1 lorsque la maintenance de type j
est appliquée au composant (ou groupe de composants) k a l'intervention i et la valeur 0
autrement, m est le nombre de composants (ou groupes de composants) dans la structure et q
est le nombre de types de maintenance.

L. C. Neves et al. (Lu. C. Neves. 2004) ont décrit I'indice de fiabilité dépendant du temps et
I'effet des actions de maintenance en utilisant un modele tenant compte de l'interaction entre le
col(t de maintenance et son effet sur l'indice de fiabilité. Ce modele est utilisé pour comparer
I'efficacité du co(t de plusieurs stratégies de maintenance pour une structure dégradée. L'effet
des parametres associés au modele de colt sur le scénario de maintenance optimale est
également analysé. Le modele de cot utilisée est défini par :
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C=C+Cyh+C(y)T (70)

ou C est le colt total associé a une action de maintenance, C;est le codt fixe, C, est le codt
associé a l'amélioration de la fiabilité, C; est le colt associé au retard, q; et g, sont des
parametres associés a la relation entre le cot de maintenance et I'amélioration de la fiabilité, y
est I'amélioration de l'indice de fiabilité et y* est une mesure de l'effet du retard du taux de
dégradation sur I’indice de la fiabilité.

Frangopol et al. (D. M. Frangopol 2007) présentent une procédure de programmation
dynamique stochastique pour I'optimisation multi-objectif de la planification de la maintenance
d’un réseau de ponts. Le réseau est composé d’un groupe de ponts routiers existants avec
différentes durées de vie et différents facteurs d'importance de fiabilité. Dans cette étude, un
plan optimal de maintenance correspond au colt minimum évalué en utilisant la méme formule
utilisée dans (E. Garavaglia 2016). La durée de vie totale d'un pont avec N actions de
maintenance, T,, peut étre exprimée comme suit :

Al (71)

T, =T0+ZATL-

ou AT; est une durée de service prolongee en raison de l'action de maintenance i et T, est la
durée de vie effective d'un pont sans maintenance.

D’une maniére générale, la nouvelle tendance consiste a inclure les codts d'inspection, de
maintenance, de réparation et d'exploitation dans la définition du co(t total C afin d'atteindre
une conception basée sur la performance, avec des considérations multicritéres
(D.M.Frangopol. 2000), une étude complete de ces approches est donnée par Frangopol et
Maute (Frangopol.D.M. 2003).

Orcesi et al. (A. D. Orcesi 2010) présentent une methodologie pour I'analyse de la fiabilité des
superstructures de ponts metalliques incorporant les résultats de la surveillance. Les indices de
fiabilité des composants sont calculés et une analyse de performance variant avec le temps est
réalisée en considérant la corrosion. Des mesures continues et simultanées a des points discrets
de la superstructure du pont, fournies par la surveillance, permettent de mettre a jour certains
parametres de la fonction d'état limite de service et d'effectuer une analyse de fiabilité en fatigue
pour plusieurs composants du pont.

La prise en compte de plusieurs états limites conduit a des solutions différentes de maintenance
optimales lorsqu’ils sont considérés individuellement ou simultanément. Le but de cette étude
est de montrer I'impact de considérer une approche globale plutot qu'une approche individuelle
lors de la détermination des stratégies de maintenance optimales associées a plusieurs états
limites. La procédure d'optimisation est un processus d'optimisation bi-objectif, minimisant le
colt cumulé de maintenance C.. et I’espérance du cofit cumulé de la défaillance Crg 1 re-

Mg N Up(nt) (72)
c<t>—ZZ Y G

ou m, est le nombre d'états limites considéreés, N est le nombre de composants, Uy, (n, t) est le
nombre d'interventions (maintenance / réparation / remplacement) du composant n associé a
I'état limite m jusqu'a l'instant t, C(a;y,) est le colt de la ieme action de maintenance a;’;, pour
le composant n associée a I'eétat limite m, ¢’ est I'instant d'application de la maintenance du
composant n associé a I'état limite m, et v est le taux d’actualisation annuelle.
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L’espérance du codt de défaillance s’écrit ;

mg No Unp
Rl SR Cio) (73)
Cfallure (t) - z z z m
L = (14 v)hin

ou P (t%,) est la probabilité de defaillance du systeme (pour I'état limite m) au moment de la
décisiont[”,, et C{" est le colt de defaillance du systeme pour I'état limite m.

Lny

R. Faddoul et al. (R.Faddoul. 2011) proposent un processus de décision de Markov généralisé
partiellement observable combinant I'analyse décisionnelle et la programmation dynamique. Ce
modele est appliqué a un probléeme d'optimisation de maintenance, il cherche a optimiser les
interventions qui minimisent le codt total de maintenance.

Les auteurs présentent trois versions du modele de décision a utiliser comme relation récursive
dans le modele de programmation dynamique propose :

1. optimisation concernant uniquement les actions de maintenance sans inspections.

2. optimisation concernant une inspection suivie d'une action de maintenance.

3. optimisation concernant deux inspections séquentielles suivies d'une action de
maintenance.

Les modeles de décision sont des outils appropriés pour optimiser des sequences de décisions
de toute complexité, qui sont adaptées a chaque probleme. Le modéle est illustré en dérivant
les équations mathématiques d'analyse de decision.

Une application numérique illustrant le modéle est présentée, cette application concerne un pont
routier de béton dont le tablier est constitué d'une dalle au béton. L'analyse de sensibilité pour
des horizons temporels variables et des incertitudes épistémiques variables est effectuée, puis
une analyse d’alternatives est menée pour étudier I'influence du type d'inspection sur les codts.

1.5 Conclusion :

Dans la littérature scientifiqgue, nous trouvons des variétés de méthodes d'optimisation
topologique des structures continues et discrétes. Par ailleurs, la théorie de la fiabilité est traitée
dans de nombreux travaux bibliographiques avec différentes applications sur la conception des
structures basée sur la fiabilité. Nous trouvons également des travaux sur l'optimisation
topologique avec une limitation sur la probabilité de défaillance et/ou I'indice de fiabilité.

Par contre, nous ne trouvons pas dans la littérature des travaux sur le couplage de I'optimisation
de forme avec l'optimisation du colt de maintenance. La plupart des travaux se concentrent sur
la méthode d'optimisation topologique et ses applications.

De plus, les articles traitent bien la politique de maintenance, mais oublient complétement
I'importance de la maintenance sur le choix de la forme des structures et sur leur durée de vie.

Toutes ces raisons nous amenent a proposer dans ce travail une méthode d'optimisation
fiabiliste topologique de la maintenance.
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CHAPITRE II

Optimisation topologique fiabiliste mono-composant
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2. Optimisation topologique sous contrainte de fiabilité
2.1.Formulation du probléme
1. Cas de structure continue
2. Casde structure a barres
2.2.Conditions d'optimalité et méthode de résolution
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3. Probabilités de défaillance
3.3. Application : Robustesse d’une Poutre console
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2.1 Introduction
Dans le premier chapitre, nous avons introduit et les différentes méthodes l'optimisation
topologique des structures.

Rappelons que I’objectif de notre étude consiste a chercher les structures les plus robustes et
fiables, en prenant le colt comme critere de décision pour la maintenance des structures
optimales.

Ce chapitre est consacré a l'optimisation topologique fiabiliste des structures continues, dans
lequel nous détaillons I'application de la méthode des lignes de niveau sur les structures mono-
composants. La forme optimale des structures varie d’une maniére radicale avec la modification
de certains paramétres géométriques. Pour cela, nous déterminons la fiabilité de la structure
optimale afin d’identifier la forme la plus robuste.

2.2 Optimisation topologique sous contrainte de fiabilité

Notre étude consiste a déterminer la forme optimale de la structure par l'optimisation
topologique. Le résultat de cette optimisation nous donne la forme idéale et les propriétés
mécaniques et geométriques de la structure optimale ; ce qui nous permet d'analyser la solution
topologique, pour déterminer ses caracteéristiques fiabilistes sous charge cyclique.

Comme nous I’avons introduit dans le premier chapitre, la structure a étudier peut-étre
considérée soit mono-composant, soit multi-composant. Dans ce dernier cas, on doit étudier
chaque élément individuellement puis on étudie le systeme qui forme la structure.

L'objectif de l'optimisation topologique fiabiliste est de déterminer la forme optimale et fiable
des structures. Pour arriver a ce but, la démarche pour obtenir la structure cible est définie par
les étapes suivantes :

Détermination de la structure initiale, de ses propriétés, des conditions aux limites et du
but de I'étude (minimisation de la compliance ou du volume). En partant du probléme
physique défini, il faut établir le probléme mathématique d'optimisation en déterminant
la fonction objectif et les limitations d'optimisation.

Résolution numérique du probleme et obtention de la forme optimale avec les
dimensions aux conditions d'optimalité.

Analyse statique de la solution topologique et détermination des caractéristiques et
informations mécaniques.

Analyse fiabiliste de la structure optimale soumise a une charge de fatigue.

Etude de la sensibilité de la structure par rapport aux parametres.

Concernant I’étude de sensibilité, les parameétres qui influent sur la structure appartiennent a
une des trois catégories :
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- Paramétres geométriques liés a la forme et aux données géométriques de la structure
initiale (dimensions, surface, volume.).

- Parametres mécaniques liés aux charges appliquées et au procédé de fabrication. (forces
appliquées, matériau, compliance mécanique...).

- Paramétres statistiques de la distribution d'un variable aléatoire (moyenne, écart- type,
corrélation...).

Les résultats obtenus nous permettent de déterminer la valeur convenable d'un paramétre afin
d'obtenir la probabilité de la défaillance cible de la structure.

2.2.1 Formulation du probléme
L'objectif est d'établir le systéeme d'équations permettant la formulation du probléme
d'optimisation topologique fiabiliste des structures.

Lorsque la fonction objectif est la compliance mécanique, le volume minimal devient une
limitation. Lorsque la fonction objectif est le poids de la structure (équivalent au volume), la
limitation sur la compliance doit étre considéree.

Dans notre etude, l'objectif d'optimisation des structures mono-composants porte sur la
minimisation de la compliance mécanique, tandis qu'il porte sur le volume dans I'optimisation
des structures multi-composants.

La contrainte principale d'optimisation réside dans la fiabilité cible, qui peut étre une limitation
sur la probabilité de la défaillance ou sur I'indice de fiabilité.

D'un autre cote, le probleme peut étre interprété comme un probleme de choix de la valeur du
parametre d'étude de sensibilité qui satisfait la condition sur la fiabilité, en minimisant I'objectif
de l'optimisation topologique et en respectant les limitations d'optimisation.

Le probléme reformulé devient, pour les deux types de structures : continues et discrétes un
probleme de minimisation de la fonction objectif sous contraintes, qui varient selon le type
consideré.

Cas de structure continue

o minimisation de la fonction objectif : compliance mécanique
Sous

o contrainte sur le volume.
o contrainte sur ’équilibre énergétique.
o contrainte de fiabilité.
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Cas de structure a barres
o minimisation de la fonction objectif : volume

sous
o contrainte sur la compliance mécanique.
o contrainte sur 1’équilibre énergétique.
o contraintes sur les volumes et les longueurs des barres.
o contrainte de fiabilité.

2.2.2 Conditions d'optimalité et méthode de résolution
La structure optimale doit satisfaire les conditions d'optimalité, correspondant a la minimisation
de la fonction objectif et au respect des limitations (i.e. contraintes d'optimisation).

La structure doit étre de raideur maximale avec une quantité de matiére convenable, ou bien de
masse minimale avec une raideur satisfaisante. En plus, elle doit étre suffisamment fiable, en
respectant la condition de fiabilité.

Les étapes de résolution du probléme d'optimisation sont décrites dans les paragraphes ci-
dessous.

1. Choix de la structure initiale
La structure initiale définit la forme de départ de l'algorithme d'optimisation. Elle est
représentee par une fonction implicite dans le cas des structures continues et par la structure de
base (i.e. treillis avec toutes les connections possibles entre les nceuds) dans le cas des structures
a barres. En plus de la forme initiale, il faut connaitre les conditions aux limites (charges
appliquées, conditions aux appuis) et les propriétés du matériau (module de Young, coefficient
de Poisson...).

2. Analyse statique
La structure est analysée statiquement afin de déterminer les réponses mécaniques
(déplacement, compliance, contraintes...) en utilisant le systéme matriciel d’équilibre. Pour les
structures continues, le calcul mécanique se fait par la méthode des éléments finis tandis que
pour les structures a barres, il se fait par la méthode de la matrice de rigidité ou par la méthode
des éléments finis.

3. Criteres d'optimisation
Aprés avoir calculé la compliance mécanique et le volume de la structure, la Vvérification des
contraintes d'optimisation est a examiner. Concernant les structures continues, nous devrons
déterminer la vitesse d'évolution de la fonction implicite de lignes de niveau. Dans le cas des
structures discretes, nous devrons déterminer les barres a supprimer afin d'obtenir la nouvelle
forme de la structure.
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4. Nouvelle topologie
Dans le cas des structures continues, la résolution de I'équation d'évolution de la fonction de
lignes de niveau, nous donne une nouvelle fonction de la géométrie qui représente la nouvelle
topologie de cette structure.

Pour les structures discrétes, aprés la détermination des barres a éliminer, celles-ci sont
supprimées pour obtenir la nouvelle forme du treillis.

5. Forme optimale
L'algorithme itératif s'arréte quand la compliance converge tout en respectant les limitations sur
le volume pour les structures continues, et les conditions d’arrét (compliance €gale a sa borne
supérieure, volume égal a la limite de volume...) pour la structure a barres. A la fin de
I'algorithme d'optimisation topologique, on obtient la forme optimale de la structure.

6. Calcul de fatigue
L'analyse mécanique de la structure optimale permet le calcul de la contrainte maximale sur la
structure continue, et des contraintes sur les éléments pour la structure a barres. En nous basant
sur ces valeurs et en utilisant la loi de Wohler nous pouvons calculer la durée de la vie de la
structure continue ou des barres du treillis.

7. Calcul de la probabilité de défaillance
Nous commencons par I'écriture de I'équation d'Etat limite de chaque composant (cas de treillis)
ou de la structure continue, en fonction de la résistance et de la sollicitation. Nous devons
ensuite spécifier les propriétés des variables aléatoires dans 1’équation de 1’état limite.

Concernant la structure multi-composant, nous devons d'abord déterminer la probabilité de
défaillance de chaque composant. Ensuite, a partir des indices de fiabilité des eléments et des
coefficients de corrélation entre eux, nous pouvons calculer la probabilité de défaillance de la
structure.

Concernant la structure continue (i.e. structure mono-composant), la probabilité de défaillance
peut étre calculée, soit aprés la détermination de l'indice de fiabilité de la structure, soit
directement par l'intégration de la fonction de densité de probabilité.

2.2.3 Calcul de sensibilité

La probabilité de défaillance de la structure peut étre étudiée, en évaluant I'effet des parameétres
du modéle mécanique ou du modele probabiliste sur cette probabilité, afin de déterminer le
parametre le plus important pour la fiabilité de la structure. Ainsi si on agit sur ce parametre,
on peut améliorer la fiabilité de la structure.

La probabilité de défaillance est sensible aux parametres reliés aux composants de la structure.
La corrélation entre les éléments de la structure multi-composant est un facteur dont I'effet est
important sur le systéme structural. De méme, le nombre de cycles appliqués et la durée de vie
sont des parameétres qui jouent des rdles essentiels dans la détermination de la probabilité de
défaillance.
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Pour comprendre I’effet d'un paramétre donné sur la structure et sa probabilité de défaillance,
il faut étudier la sensibilité de cette probabilité a ce parametre objet de I'étude. Cette sensibilité
est représentée mathématiquement par la dérivée de la probabilité de défaillance par rapport au
paramétre étudié.

La sensibilité est représentée par la pente de la tangente a la courbe reliant la probabilité de
défaillance au parametre de la structure. Pour un point M sur cette courbe de coordonnées
(xm, Pry), avec xyla valeur du parametre de la structure au point M de la courbe, la probabilité
de defaillance au point M est Py, soit s la sensibilité de P; a x, alors :

—9P¢ (74)

ax

Pratiquement la sensibilité est évaluée en faisant changer la valeur du paramétre et a chaque
valeur on détermine la probabilité de défaillance, ce qui nous permet de trouver la relation
graphique entre cette probabilité et le parametre. L'analyse de ces résultats permet de déduire
I'importance de ce parametre et son effet sur la probabilité de défaillance.

2.3 Optimisation topologique fiabiliste en élasticité plane

Une structure continue, en élasticité plane, est considérée comme une structure mono-
composant dont on cherche la forme optimale sous contrainte de fiabilité. Pour cela, nous
devons l'optimiser topologiquement en assurant la limitation fiabiliste.

La résolution du probléme se fait en deux étapes principales :

- Optimisation topologique de la structure continue ;
- Analyse fiabiliste de la solution topologique.

La topologie de la structure est optimisée en prenant comme fonction objectif la compliance
mécanique de la structure. Cette compliance correspond a I'énergie de déformation élastique, et
indique par conséquent la souplesse de la structure. Les limitations de [l'optimisation
topologique sont imposées sur le volume de la structure et sur son équilibre énergétique.

La topologie de la structure est représentée par une fonction implicite qui évolue suivant un
champ de vitesse instantanée qui dépend de la compliance mécanique de la structure a chaque
instant.

La méthode de l'optimisation numérique utilisée est celle de Lagrange. Le critére d'arrét de
I'algorithme de l'optimisation topologique est la convergence du Lagrangien. La solution du
probleme est la fonction implicite finale représentant la structure optimale.

Etant donné que la structure optimale est soumise & la fatigue, alors on doit déterminer le
nombre de cycles a la rupture. Concernent I'analyse fiabiliste, I'équation d'état limite est définie
pour représente le critere de défaillance. Cette fonction est obtenue par la différence entre la
résistance de la structure optimale représentant la solution topologique, et la sollicitation
appliquée a cette structure. Le but principal devient alors de trouver une relation entre la
probabilité de défaillance et le parametre d'intérét, au moyen de I’étude de sensibilité.
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2.3.1 Optimisation topologique de la structure continue
2.3.1.1 Formulation du probléme

La méthode utilisée pour I'optimisation topologique des structures continues est la méthode des
lignes de niveaux détaillée dans le premier chapitre. La topologie de la structure est représentée
par une fonction implicite ¢ qui évolue avec le temps.
Soit D le domaine de la structure, V; la partie matérielle alors D\V; est la partie vide, I' = dQ.est
la frontiere entre les deux parties de D (figure 26 ).

Vs

@plx) <0

I
@p(x) >0

Figure 26: Distribution de la matiére

Soit U le vecteur des déplacements réels (u, v) et f le vecteur des forces surfaciques extérieures.
L'objectif est la minimisation de la compliance mécanique représentant I'énergie de déformation
élastique, définie par l'intégration suivante :

C= j f.Udr (75)
r

La premiére limitation d'optimisation est sur le volume de la structure, i.e. le volume de la partie

matérielle du domaine V. Ce volume est calculé par la somme des volumes des eléments finis

définis par V, constituant la structure. La limite désiree du volume est désignée par V,, défini

par une valeur déterminée, ou par une fraction du volume initial.

Vs <V (76)

La deuxieme limitation est I'équilibre énergétique de la structure. Cet équilibre nous permet
d'obtenir une solution statiquement admissible et ainsi de déterminer les déplacements, les
déformations et les contraintes dans la structure.

En plus du vecteur de déplacement mécanique U = (u,v), il existe un vecteur V des
déplacements virtuels V = (w,s). Soit €(U) le vecteur des déformations réelles et e(V) le
vecteur des déformations virtuelles, alors on peut écrire :

du dv 1/du dv (77)
“O) = [es 5 1] = [ 35 2 (G + 30

dw ds 1/dw ds (78)
o) = ety o] = [ 53 (3 + @)

Soit E le module de Young et v le coefficient de Poisson, la matrice d'élasticité s'écrit sous la
forme :
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v 1 0
0 0 05(1-v)

D=C

1-v2

[1 v 0 ] (79)

L'équilibre énergétique de la structure s'écrit par :

f e(U)TDe(V)dQ = f fvdr (80)
Q

r

Cette équation d'équilibre est discrétisée par la méthode des éléments finis. La frontiére du
domaine est divisée selon les conditions de Dirichlet (déplacements nuls), et les conditions de
Neumann (charges appliquées). L'équation d'équilibre est discrétisée par le systeme matriciel :

[K].{U} = {f} (81)
avec K la matrice de rigidité globale.

Le probléme de minimisation sous limitations d'optimisation s'écrit sous la forme :

1
([ ming j (. {U}dr (82)
r
4 sous Vs <V,
| [K]. {U} = {f}
\ V. =0
L'optimisation se fait par la méthode de Lagrange. Pour cela, on définit le Lagrangien L :
L =C+y(Vs— Vo) (83)

ouy est le multiplicateur de Lagrange.

2.3.1.2 Méthode des lignes de niveau

Dans cette méthode d'optimisation topologique, présentée dans le premier chapitre, la fonction
implicite ¢ qui représente la forme de la structure varie avec le temps jusqu'a I’obtention de la
forme désirée de la structure. Le critere d'arrét correspond a la convergence du lagrangien.

} }

Forme initiale Forme optimale

Figure 27: évolution de la topologie.
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2.3.1.2.1 Forme initiale
La forme initiale de la structure peut étre :

Soit une surface plane rectangulaire contenant des vides (Figure 28 (a)), soit une surface plane
rectangulaire sans vide a l'intérieur (Figure 28(b)).

(a) (b

Figure 28: formes initiales

2.3.1.2.2 Evolution de la fonction de niveau
La fonction ¢ évolue avec le temps t suivant l'equation de Hamilton-Jacobi (17) avec une
vitesse normale de propagation F :

F=cw)™De(u) —vy (84)

Aprés la résolution de I'équation (17), la nouvelle fonction implicite est obtenue pour la
nouvelle topologie.

2.3.1.2.3 Algorithme d’optimisation topologique
L'algorithme suivant présente les démarches a suivre afin d'obtenir la forme optimale, en
utilisant la méthode des lignes de niveau expliquée dans le premier chapitre :

o Déterminer la forme initiale de départ de I’algorithme

e Réinitialiser la fonction ¢, et obtenir la fonction de distance par la résolution de I'équation
(34).

e Calculer les déplacements élastiques et les contraintes mécaniques dans chaque élément
fini.

o Déduire la fonction objectif et le lagrangien L

o Déterminer la nouvelle fonction ¢, i.e. nouvelle topologie par la résolution de I'équation

(7).

e Réinitialiser la fonction ¢, et obtenir la fonction de distance par la résolution de I'équation
(34).

e Calculer les nouveaux déplacements élastiques et les contraintes mécaniques dans chaque
élément fini.

o Déduire la nouvelle fonction objectif et le nouveau lagrangien L ,
o Examiner la convergence du lagrangien: siL, < L (1+ Tol) avec Tol la tolérance
acceptable, alors l'algorithme arréte.
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Th-1

e SiL, > L (1+ Tol), le pas de temps est réduit, T, =
o Répéter les étapes précédentes jusqu'a la convergence du lagrangien.

A la fin de cet algorithme, présenté sur la Figure 29, la topologie optimale de la structure est
obtenue.

Fonction initiale ¢q

(n=0)

___________ N Forme de la structure

J

Réinitialisation de ¢,

Fonction de distance

J

Calcul mécanique par
éléments finis [K]. {U} = {f}

u uoneJRY

Déplacements et contraintes

Vitesse d'évolution Calcul de la Compliance Calcul du
F mécanique C Volume
Résolution de Evaluation du Lagrangien

I'équation de

Hamilton Jacobi

Non
. Convergence
-------- Nouvelle fonction ¢

Fin

Figure 29: algorithme d'optimisation topologique des structures continues.
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2.3.2 Analyse fiabiliste de la structure continue optimale

La résolution de l'optimisation topologique conduit a la structure de forme optimale. Lorsque
cette structure est soumise a une charge cyclique, il devient nécessaire d'étudier I'effet de la
fatigue sur la durée de vie de la structure optimale et de déterminer par conséquent sa probabilité
de défaillance.

2.3.2.1 Contraintes mécaniques dans la structure
Le calcul mécanique de la structure optimale permet d'obtenir les contraintes oy, o, et 7,,, dans
chaque élément. La contrainte de von Mises est calculée par :

(85)

N| =

~ [(O'X - Gy)z + 0%+ 0% + 67,33,]
Oym = \/Z

Pour l'analyse de fatigue, la valeur maximale de cette contrainte o,,, €st calculée sur toute la
structure.

2.3.2.2 Calcul en fatigue
La structure optimale est soumise a une contrainte mécanique cyclique d'amplitude o,y ,
I’étendue de variation de la contrainte est :

AS = 2|opmay | (86)

Pour obtenir le nombre des cycles a la rupture, nous utilisons la courbe S-N fournie par
I’Eurocode 2. La loi de fatigue est ainsi définie par :

N =1 103(10g10(1600-10g108%)) 16 < AS < 160MPa
1 AS > 160MPa

La contrainte cyclique appliquée est une variable aléatoire de distribution log-normale, donc
Omax €St Une variable aléatoire de moyenne m,__ et d'écart-type o, _ .

Nous choisissons des valeurs arbitraires suivant la loi de la distribution de la contrainte o,y -
Pour chaque valeur de 6,4, Nous calculons la valeur associée de N en appliquant I'équation
(84) aI’aide d’une simulation de Monte-Carlo. Ainsi, nous obtenons la distribution log-normale
de durée de vie et par suite nous déduisons la moyenne my et I'écart-type oy de la durée de
vie.

2.3.2.3 Probabilités de défaillance

La fonction d'état limite, qui représente la condition de bon fonctionnement de la structure, est
définie par la différence entre : la durée de vie qui représente la résistance de la structure, et la
sollicitation appliquée a la structure représentée par le nombre de cycles appliqués.

G=N- N, (88)
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Dans notre étude, le nombre de cycles appliqués N, est supposé déterministe, étant donné qu'il
s'agit de I'objectif de durée de vie a atteindre (i.e. spécification de conception).

Figure 30: distributions de N et N,

La figure 30 ci-dessus illustre la distribution de la durée de vie N représentée par la fonction de
densité fy (x) ; le nombre de cycles appliqués N est représenté par une valeur constante.

La probabilité de la défaillance Pr de la structure peut étre calculée selon la fonction de
répartition de N notée Fy comme suit:

Pr = Fn(Na) (89)

L'algorithme illustré par la figure 31 ci-dessous représente la démarche a suivre pour obtenir la
probabilité de defaillance de la structure optimale. Nous démarrons le cycle de calcul par
I’introduction des données géométriques et mécaniques pour l'optimisation topologique. Apres
I'obtention de la forme optimale, la structure est analysée pour le calcul de la probabilité P.
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Données mécaniques et

géométriques de la structure

Optimisation topologique
méthode des lignes de
niveau

}

Forme optimale de la

structure

Calcul mécanique

|

Contraintes mécaniques

Gmax

v

Calcul de fatigue

\l/ Nombre de cycles
Distribution de la appliqués

durée de vie N
Calcul de la probabilité de
défaillance P = Fy(N,)

N,

Figure 31: algorithme d'optimisation topo-fiabiliste des structures continues.
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2.3.3 Application : Robustesse d’une Poutre console
Considérons une structure plane modélisant une poutre console supposée sans poids, illustrée
sur la figure 32, de longueur L et de hauteur H=0.5 m. La charge verticale F est appliquée au
milieu de I'extrémité verticale libre, tandis que l'autre extrémité verticale est encastrée ; les deux
arrétes horizontales sont libres.

Figure 32: poutre console.

La charge appliquée sur la structure est F = 10kN . Pour chaque valeur de L, nous optimisons
la topologie de la structure en prenant comme limite de volume 50% du volume initial. Le
module de Young est E = 210 GPa et le coefficient de Poisson est v = 0,3.

La poutre optimale est ensuite soumise a une contrainte cyclique. Le calcul de fatigue permet
d'obtenir la durée de la vie N de la poutre.

Pour l'analyse fiabiliste, nous considerons la charge appliquée sur la structure comme une
variable aléatoire de distribution log-normale. Ainsi, a chaque valeur de la contrainte maximale
obtenue par tirage aléatoire suivant la loi log-normale, nous calculons la durée de vie
correspondante en appliquant les formules (86) et (87). Nous pouvons ensuite déduire la
distribution log-normale de N, de moyenne my et d'écart-type oy .

Le nombre de cycles appliqué N, sur la structure est déterministe, que 1’on fait varier. Pour
chaque valeur de N, , nous calculons la probabilité de défaillance de la structure P;( N,) ce qui
nous permet d'obtenir la courbe reliant N, et P;.

Les résultats obtenus sont fournis dans le tableau ci-dessous. Les solutions topologiques et les
fonctions de répartition sont données en fonction du ratio L/H, variant de 0,2 a 4,2. La valeur
de la contrainte maximale obtenue varie de 50 a 74 MPa.
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Tableau 1: sensibilité de la structure au rapport géométrique.

Intervalle de Na ou

L/H | Topologie optimale de structure Courbe(Nj,, Pr) P: € [0.05; 0.95]
L/H=0,2
Pf 1
0.8
0.6
0,2 04 [1770;2467]
0.2
0
1500 2000 2500
Na
pf L/H=0,5
1
\ 0.8
0.6
0,5 . 0.4 [1750;2446]
/ 02
0
1500 2000 2500
Na
of L/H=1
1
0.8
0.6
1 0.4 [1745;2430]
0.2
0
1500 2000 2500
Na
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1,5

pf

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
1500

L/H=1,5

2000
Na

2500

[1720;2400]

Pf

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1500

L/H=2

2000

2500

[1690;2360]

2,5

Pf

0.8
0.6
0.4
0.2

1500

L/H=2,5

2000
Na

2500

[1680;2349]
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Pf

L/H=3

[1615;2245]

1500 2000 2500
Na
b L/H=3,2
32 [1530;2130]
1300 1800 2300
Na
L/H=
o /H=3,4
1
0.8
0.6
3,4 04 [1265;1760]
0.2
0
1000 1500 2000
Na
of L/H=3,6
3,6 [1073;1500]

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

900

1100 1300 1500

Na




L/H=4
Pf
1
0.8
0.6
4 04 [840;1170]
0.2
0
700 900 1100 1300
Na
L/H=4,2
Pf
1
0.8
0.6
4,2 04 [810;1152]
0.2
0
700 900 1100 1300
Na
Min Max
g 3000
2500
2000
1500
1000
500
0
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5
L/H

Figure 33: variation des bornes de /’intervalle de confiance en fonction de rapport
géométrique L/H.
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Nous observons que la taille de 1’intervalle de confiance du nombre de cycles ( i.e. intervalle
ou la probabilité de défaillance est entre 0,05 et 0,95) diminue quand le rapport géométrique
L/H augmente. Ce résultat est attendu puisque la contrainte augmente avec 1’¢lancement de la
console. Les valeurs des bornes de I’intervalle de confiance diminuent quand le rapport
augmente, mais la taille de I’intervalle augmente légérement par rapport a sa valeur moyenne :

le rapport Noss~Noos passe de 32% pour L/H=0,2 & 34,8% pour L/H=4,2. Ce résultat indique

moyenne

le réle plus important des incertitudes quand L/H est plus grand.

D’apres la figure 33, nous remarquons que la taille de I'intervalle de confiance de Na diminue
d’une maniere remarquable a partir de rapport L/H=3,2.

Pour une fraction volumique donnée, la fiabilité de la structure diminue quand le rapport
géométrique augmente, ce qui signifie que la rigidité de la structure optimale diminue quand
elle devient plus élancée.

2.4 Conclusion

Nous observons dans les résultats de ce chapitre que la forme optimale de la structure varie
avec le changement des paramétres géométriques comme le rapport entre la longueur et la
hauteur de la structure, nous observons aussi que la compliance de la structure optimale
augmente quand ce rapport augmente. Ce qui conduit a conclure que la forme optimale devient
moins fiable quand le rapport géométrique augmente.
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CHAPITRE III

Optimisation topologique fiabiliste multi-composant

N o v k&

Introduction

Calcul de la probabilité de défaillance des composants

2.1. Coefficient de corrélation

2.2.Probabilité de défaillance d'un systéme multi-composant
1. Probabilité de défaillance d'un systéme a deux composants

Optimisation topologique des structures a barres

3.1. Méthode de résolution

Structure a trois barres

Poutre en Treillis

Pylone électrique

Conclusion
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3.1 Introduction

Ce chapitre porte sur l'optimisation topologique fiabiliste des structures multi-composants. Une
structure multi-composant est un assemblage d'éléments distincts qui se combinent pour former
la structure. Pour chacun des éléments, une fonction d'état limite est définie. Les composants
peuvent étre indépendants ou corrélés. Deux composants dont l'un influe sur l'autre sont des
éléments corrélés, cette corrélation est exprimée par un coefficient de corrélation entre les états
limites des composants. Les équations des états limites sont reliées entre elles par la matrice de
corrélation représentant I'état de I'interdépendance entre les composants.

Dans un systeme, l'effet de chaque composant peut étre déduit par l'analyse de chaque élément
et de la structure entiere. Pour mettre en valeur la relation de l'interdépendance, on doit étudier
la sensibilité du systéeme au coefficient de corrélation entre deux composants corrélés.

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux structures discretes ou les éléments sont des barres.
Notre objectif est d’étudier l'influence de l'interdépendance des barres sur la fiabilité du
systeme. Pour cela, nous introduisons une méthode applicable aux structures a barres. L’étude
consiste a analyser la structure résultant de l'optimisation topologique afin de calculer la
probabilité de défaillance de la structure.

Par ailleurs, le changement d'un parametre caractérisant un composant du systeme structural, a
saisir une variable géométrique, une donnée mecanique ou un parametre statistique, provoque
des effets sur les autres composants de la structure. Ces effets sont représentés par la sensibilité
de la probabilité de défaillance.

Cette sensibilité des probabilités de la défaillance par rapport & un paramétre peut étre
représentee par des relations graphiques entre ces probabilités et le paramétre. L’analyse de ces
résultats graphiques permet de déduire I'effet de ce parameétre sur le systeme étudie.

3.2 Calcul de la probabilité de défaillance des composants

La fonction d'état limite représente la condition de bon fonctionnement d'un composant i de la
structure a barres. Elle est définie par la différence entre : la durée de vie N; qui représente la
résistance de la barre, et la sollicitation appliquée a la structure représentée par le nombre de
cycles appliqués Na:

Gi = Ni — Na (90)

Etant donné que le nombre de cycles appliqués est déterministe, la probabilité de la défaillance
P;, de la barre i peut étre calculée selon la fonction de repartition de Nj, Fy,comme suit :

Pfi = Pr[Ni = Na] = FNi(Na) (91)
De méme, nous déduisons l'indice de fiabilité de la barre §3; par:

Bi=—¢"1(P) (92)

ou ¢~ Lest la fonction inverse de la loi de répartition normale centrée réduite.
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3.2.1 Coefficients de corrélation

Lorsque la structure est un systeme multi-composant, les éléments sont interdépendants. 11 est
donc necessaire de déterminer le coefficient de corrélation qui représente cette interdépendance
entre chaque deux éléments.

Soit G;(x4,X;) et Gj(xq, x,)les équations d'états limites de deux composants i et j. Le coefficient
de corrélation entre les deux composants peut étre calculé par la formule suivante :

(GO ~ mg)(G() — mg) (93)
_ COVi]' _ Zt:l n
pij B 0;0j B GGiGG]'

avec covy; la covariance entre les deux états limites mg et mg, les moyennes de G; et G
respectivement, og_ et og; sont les écarts-types de G; et G; respectivement, n est le nombre de
tirages des variables aléatoires.

3.2.2 Probabilité de defaillance d'un systéme multi-composant

Apres avoir déterminé les indices de fiabilité des composants et les coefficients de corrélation
entre chaque paire d’éléments, nous pouvons calculer la probabilité de défaillance de la
structure entiére.

Le systeme est composé de n éléments dont {f} est le vecteur des indices de fiabilité et [p] est
la matrice de corrélation composee des coefficients de corrélation entre les éléments du
systéme.

Pour déterminer la probabilité de defaillance de ce systeme, nous appliquons la méthode
d'intégration multi-normale expliquée dans (J. Chun 2015) et (Won-Hee Kang 2010) et
représentee par la figure 35 ci-dessous.

La fonction multi-normale est de la forme :

(1)) = ————exp (2 (1) 1o1 () 9
(2m)2z,/det[p] 2
ou {T} est le vecteur des indices de fiabilité
L'intégration multi-normale de cette fonction est :
Bi Bz B B (95)

e ({Bh) = f f f ...... f on({T})dt,dt,dt; ... ... dt,

—00 —00 —00

Pour résoudre cette équation, I’intégrale peut étre simplifiée en la transformant en une suite
d'intégrales bi-normales. Pour calculer ¢,,, on applique la méthode proposée par Won-Hee
Kang et Junho Song (Won-Hee Kang 2010) en utilisant les formulations de la fiabilité
conditionnelle et I'intégration bi-normale.
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Tout d'abord, nous choisissons deux composants, numérotés 1 et 2, de la structure. Nous
calculons leurs probabilités de défaillance Pr, et P et nous déduisons les indices de fiabilité

B;et B,. Ensuite nous déterminons le coefficient de corrélation p;, entre ces deux composants.

Nous utilisons ces données pour calculer la probabilité de défaillance P;, du sous-systeme
compose de l'assemblage de ces deux composants. Pour obtenir P, nous appliquons la

méthode d'intégration bi-normales expliquée ci-dessous et nous déduisons I'indice de fiabilité
B2 du sous-systeme.

De son tour, ce sous-systéme caractérisé par $,, est aréassembler avec un troisieme composant
choisi arbitrairement, numéroté 3, de probabilité de défaillance P;, et d'indice de fiabilité {;.

Afin de déterminer le coefficient de corrélation entre le composant 3 et le sous-systéeme 1-2,
nous devons suivre la démarche suivante :

1. calculer les valeurs suivantes :

o 9(=By) (96)
$(=B3)
B = AA - o)

ou ¢ (x) est la fonction de densité de la loi normale centrée réduite et ¢ sa fonction de
répartition.

2. déterminer les indices de fiabilité conditionnelle :

I{B _ Bi—p1zA (97)
13 = T/

V1 -—p3;B

_ B2 — p23A

| — 2z P23
k32|3 T—o2B oL.B

3. calculer la corrélation :

P123 = (P12 — P13PZ3B)/\/(1 — p33B)(1 - pi;B) 9
4. calculer I'indice suivant :
Biziz = —¢7* (¢2(—31|3»—52|3i 912|3)) %)
5. déduire I’indice de fiabilité de la formule suivante:
Biz — P123A (100)

812|3 =
1- 9%2,38

Nous calculons la probabilité de défaillance P, du sous-systeme compose du sous-systeme 1,2
et du composant 3 et nous deduisons l'indice de fiabilité $,,5 de ce nouveau sous-systéme.
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Puis nous continuons de la méme maniére jusqu'a l'arrivee au systéme équivalent bi-composant
dont nous déterminons sa probabilité de défaillance P, par l'intégration bi-normale.

3.2.2.1 Probabilité de défaillance d'un systeme a deux composants

Pour un systeme composé de deux éléments dont les indices de fiabilité sont B, et le
coefficient de corrélation est p;, , la probabilité de défaillance est obtenue par la méthode
d'intégration bi-normale représentée par la figure 34. La fonction bi-normale est :

(ty,t ) = ! ! X (t7 +t5 — 2t1t,p12) (101
Pt 12;P12) = anexp 2(1— p%) 1T 182012
L'intégration double de cette fonction est :
B1 B2 (102)
$2(B1, B2 p12) = f f @(ty, ty; pr2)dt dt,
Cette intégration est simplifiée sous la forme :
(P12 (103)
j @By, B2 )dt  pi >0
$2(B1, B2; P12) = (B (B2 + 1 ° 0
- J-(P(Bll Bo;)dt  py <0
\ P12
Ainsi, la probabilité de défaillance est deduite par :
P = { P(U)=1—-¢,(Bq, By p1z)  Systéme en série (104)
E7P(N) = b, (=B, =By P12) Systéme paralléle
Il est a noter que la structure a barres isostatique est un systeme en série.
L'indice de fiabilité du systeme bi-composant est :
Bz == (P) (105)
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P12 B1, B2
v v
Fonction bi-normale
Arrangement du systéme Intégrale double de la
(série, paralléle) fonction bi-normale
A 4
P

Figure 34: Méthode d'intégration bi-normale.

Systeme

Vecteur {3}
matrice [p]

A

Assemblage en série
de sous-systémes

.

Systéme équivalent de
deux composants

Méthode d'intégration

bi-normale

Figure 35: Méthode d'intégration multi-normale
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3.3 Optimisation topologique des structures a barres

L'objectif est d'optimiser la structure pour minimiser son poids sous des limitations
d'optimisation. Pour cela, nous utilisons la méthode de la structure de base, qui consiste a
enlever les barres et les nceuds inutiles, selon la fonction objectif et les contraintes
d’optimisation.

pO

a) b)

O

Figure 36: structure a barres : a) structure de base b) forme optimale.

Le probléme d'optimisation topologique est exprimé par un probléme d'optimisation numérique
sous contraintes d'inegalité. La figure 37 illustre la démarche d’optimisation.

La fonction objectif, que nous voulons minimiser est égale le volume total du treillis. Soit x; le
volume de la barre i, aveci =1, ...n, n est le nombre d'¢léments, le volume de la structure
s’écrit :

V:Zrl1 Xj (106)
Les limitations d'optimisation (i.e. contraintes) sont les suivantes :
- Equilibre de la structure

Pour déterminer les déplacements, nous devons analyser la structure en appliquant la méthode
de la matrice de rigidité (CASE 1999) .

L'équation d'équilibre est écrite sous la forme d'un systéme matriciel permettant de déterminer
les déplacements dans le repere global.

[K] - {U} = {F} (107)

avec {F} le vecteur des charges appliqués, {U} le vecteur des déplacements des nceuds dans le
repére global et [K] la matrice de rigidité globale.

A partir du vecteur {U}, on calcule la déformation &;, la force F; et la contrainte mécanique
Fj .o . .

o; = S—‘ pour chaque barre i, i=1..n avec S; la section de la barre i.
i
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- Contrainte sur la compliance mécanique

La compliance est I'énergie de déformation élastique ; elle s'écrit sous la forme :
C=-{F}T.{U} (108)
Cette énergie est limitée par une borne supérieure de la compliance C,
{F}T.{U} < 2C, (109)
- Longueur des barres

Cette contrainte est prise en compte pour éviter les barres trop longues. Elle est exprimée par
une relation d’inégalité :
Li < Lypay , i=1....n (110)

avec L; la longueur de barre i et L., longueur maximale des barres.
- Condition de volume positif

Le volume de chaque barre doit étre positif, toutes les barres de volume nul seront enlevées de
la structure

x>0 (111)

Ainsi, le probleme d'optimisation devient :

( It (112)
min <Z xl-)

1

{ [K]. {U} = {F}

{F}T.{U} < 2C,
Li = Lmax

\ XiZ()

Sous

3.3.1 Méthode de résolution

Pour résoudre le probléme d'optimisation, on applique la méthode d'optimisation non linéaire
non convexe basée sur les matrices semi-définies positives. Ce probléme est considéré comme
une inégalité matricielle linéaire LMI.

Le code FMINSDP développé par Carl-Johan Thore (Thore 2016) utilise la fonction fmin(.) de
la boite a outils d’optimisation du logiciel MATLAB. Les barres du volume nul ou qui ne
respectent pas les limitations d'optimisation seront supprimées de la structure. On obtient la
forme finale du treillis qui nous donne les valeurs optimales de dimensionnement des barres.

La fonction fmin(.) utilisée pour la résolution du probleme de minimisation applique la méthode
de Cholesky. Cette méthode transforme les contraintes matricielles d'inégalité en des
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contraintes scalaires d'égalités, en décomposant la matrice semi-définie positive en matrice
triangulaire inférieure.

Algorithme d’optimisation topologique :

L'optimisation topologique des structures a barres par la méthode de la structure de base suit
la démarche suivante :

Construire la structure de base (i.e. ground structure) et déterminer son volume initial.
Effectuer l'analyse mécanique et déterminer la compliance de la structure.

Examiner les conditions sur les limitations du probléme.

Supprimer les éléments de volume nul et dimensionner les autres sections selon les
conditions d’optimisation.

5. Répéter les étapes 2, 3 et 4 jusqu’a la satisfaction des conditions d’arrét.

el

Structure de base

Suppression de barres

A
- - Analyse statique Volume de la structure [q —
I |
I |
1 ) 4 :
: — . Non o I
: Compliance mécanique Optimisation I
| |
1 I
| ‘ |
[ Oui S,L,x des barres I
1 I
I |
I _ :
: Sortie L = Lnaximale OU X =10 1
I |
I |
| |
1 I
I |
I |
| |
- |

Nouvelle topologie

Figure 37: optimisation topologique des treillis
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3.4 Structure a trois barres

Considérons une structure composée de trois barres, représentée sur la figure 38, sur laquelle
nous appliquons une charge cyclique aléatoire. L'objectif est de calculer la probabilité de
défaillance de chaque barre et par la suite de la structure soumise a la fatigue.

Nous définissons les paramétres geométriques et mécaniques de la structure qui influent sur la
durée de la vie et par la suite sur la probabilité de défaillance du systéme. La probabilité de
défaillance P; est sensible a la modification de chaque parameétre.

Les informations géométriques de la structure sont données dans le tableau 2 et la figure 38.

Tableau 2: Informations géométriques de la structure

Barre 1 Barre 2 Barre 3
Section Sq S, S3
Longueur 1y 1, I3
Angle d'orientation avec 0, 0, 03

I'horizontale

La charge cyclique appliquée sur la structure est d'amplitude aléatoire F de distribution log-
normale, de moyenne mp et d’écart-type og. Elle est orientée d’un angle a avec I'axe horizontal.
La matiere des trois barres est l'acier de module de Young E = 210 GPa et de coefficient de
Poisson u = 0,3.

L Q?‘, e
Lm0
I XK 01
A\ | 1
0 f, s | Y !
N i ,F
Figure 38: Structure a trois barres : a) forme générale b) structure étudiée

Les sections des barres sont des variables aléatoires de distribution log-normale, dont les
moyennes sont mg; = 1,5x107°m?, mg, = 2x107°m? et mg3 = 107>m? et les écarts-types
sont o, 05, et 0g3 respectivement.

L'étude commence par le calcul mécanique afin de déterminer les déplacements, la matrice de
rigidite, les forces dans les barres (F4, F,, F3) et les contraintes associés (o4, 0, 03).

Les equations d'équilibre des forces, en négligeant le poids propre des barres, sont :
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{—Fcos(a) = F, cos(0;) + F, cos(0,) + F5cos(63) (113)
—Fsin(a) = F; sin(0,) + F, sin(0,) + F5 sin(05)

Comme le systéme est statiquement indétermine, nous introduisons I'équation du comportement
du matériau, i.e. loi de Hooke, pour calculer les forces. K;, §; sont respectivement la raideur et
la déformation de la barre i, aveci =1 ....3.

ES; (114)
i
Fi - KiSi
avec K; la raideur de la barre i et §; son déplacement axial, aveci = 1,2,3.

Le vecteur du déplacement axial de la barre i s’exprime en fonction du vecteur déplacement
(u, v) du nceud commun :

8, = u cos(8;) T+ vsin(8,)] (115)

Ainsi, nous pouvons relier la force appliquée aux déeplacements dans le systeme global u et v
par la matrice de rigidité de la structure K :

r K= [:;1 2] (116)

a = K; cos(8,)? + K, cos(0,)? + K5 cos(0;)?
b = K, cos(0;) sin(0,) + K, cos(0,) sin(0,) + K; cos(03) sin(03)
c = K, cos(8,)sin(0;) + K, cos(0,) sin(0,) + K; cos(03) sin(03)
\ d = K;sin(0;)? + K, sin(0,)? + K; sin(03)?

Le systeme matriciel d'équilibre s'écrit donc :

—Fcos(a) u (117)
-
—Fsin(a) \
Nous en déduisons les contraintes dans les barres par :
,oh B (118)
ST TS

Pour obtenir la durée de vie N; de chaque élément, nous utilisons I'équation 87 du chapitre 2.
Pour les barres en traction, I’étendue de variation de la contrainte est :

AS; = 2|0y | (119)

Etant donné que les surfaces des barres et la force appliquée sont des variables aléatoires de
distribution log-normale, les contraintes dans les barres et les étendues de variation des
contraintes sont aussi des variables aléatoires. En conséquence, nous pouvons déduire la
distribution log-normale de N;, de moyenne my; et d'écart-type oy;.

Nous supposons gque le nombre de cycles appliqué Na est de la forme :
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Na=1 mln( Mp1, My, mNg) (120)
ou T est un multiplicateur, (0 < t < 1).

Nous calculons les probabilités de défaillance des barres P , P, et P, et nous déterminons la

probabilité de défaillance de la structure en appliquant la méthode d'intégration multi-normale
pour un systéme en série.

Py = Pr(UG < 0) =1- ¢, ({B) (121)

L’objectif de cette application est d'étudier I’effet de la dispersion des variables aléatoires sur
le coOt de maintenance, en considérant deux politiques :

Politiguel : remplacement de tout le systéme a I’instant de maintenance

Dans ce cas la probabilité de défaillance est calculée par la formule 121 pour le systéeme de 3
barres.

Politique? : remplacement, a I’instant de maintenance, de la barre la moins fiable (deuxiéme
barre)

Posons N,p,; le nombre de cycles appliqué a l'instant de maintenance. La durée de vie de la
barre 2 est décalée par N, et les durées de vie des barres 1 et 3 restent les mémes.

N1, = N1 (122)
N2, = N2+ Nppy;
N3, = N3

ou I’indice « 2 » indique la deuxiéme période, apreés la maintenance.

Etude paramétrigue du coefficient de variation de la force :

Nous admettons que 1’écart-type de la force appliquée est relié a sa moyenne par la relation :
of = CVF * mg (123)

Le coefficient de variation de la force CVF est variable, tandis que les autres écarts-types sont
fixes og; = 0g, = 0g3 = 107°m?2,

Le tableau 3 montre les relations entre le nombre de cycles appliqué Na et la probabilité de
défaillance P; dans les cas des politiques 1 et 2.

Le tableau 4 donne des bornes inférieures et supéricures de I’intervalle de confiance du nombre
de cycles appliqué, pour les deux politiques de la maintenance.
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Tableau 3: courbes (Na,Pr), étude de variation de la force.

CVF courbes (Na,Py)
1
N
pf 0.8 \}z ~
0.6 & Y
: » S
QO o~
0.4 §
0,01 Q
0.2
0
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na
Pf
0,1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Na
0,3

1000

10000 100000
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Tableau 4: Intervalle de Na ot Py € [0.05;0.95] cas de la variation de force.

Intervalle de Na ou P; € [0.05; 0.95]
Politique 1 Politique 2
0,01 Na € [9500;14380] Na € [16200;21000]
CVF 0,1 Na € [7230;20000] Na € [10230;23000]
0,3 Na € [3340;52000] Na € [3540;52700]

Etude paramétrique du coefficient de variation de la section S,

Dans ce cas, I’écart-type de la surface de premiere barre est relié a sa moyenne par :

01 = CVS1 * mg; (124)

Les valeurs des autres écarts-types sont maintenues fixes og, = 053 = 107® m?et o = 102N.

Le tableau 5 montre les relations entre le nombre de cycles appliqué Na et la probabilité de
défaillance P; pour les deux politiques de maintenance. Le tableau 6 donne des bornes
inférieures et supérieures de l'intervalle de confiance du nombre de cycles.

Tableau 5: courbes (Na,Pr), étude de variation de S1.

CVS1

courbes (Na,Py)

0,01

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na
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0,1

Pf 0.9

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na

0,5

pf 1
0.9

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

év
&
&
)

Q

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na

Tableau 6: Intervalle de Na ot Pf€[0,.05 ; 0,95] cas de la variation de S1.

Intervalle de Na ou P; € [0.05;0.95]

Cvsl

Politique 1 Politique 2
0,01 Na € [7280;20160] Na € [10310;23400]
0,1 Na € [7190;20200] Na € [10190; 24000]
0,5 Na € [5600;21060] Na € [6180;24930]
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Etude paramétrique du coefficient de variation de la section S,

L’¢écart-type de la surface de deuxiéme barre est relié & sa moyenne par :
O-SZ - CVSZ * msz (125)
Les valeurs des autres écarts-types sont maintenues fixes o5, = gg3 = 107°m?, o = 10%N.

Les tableaux 7 et 8 donnent les relations entre le nombre de cycles appliqué Na et la
probabilité de défaillance Pr ainsi que les intervalles de confidence du nombre de cycles.

Tableau 7: courbes (Na, Pf) , étude de variation de S2.

CVS2 courbes (Na, Py)

Pf o9

0.8
0.7
0.6
0.5
0,01 0.4
0.3
0.2
0.1

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na

Pf
0.9

0.8
0.7
0.6
0.5
0,1 0.4
03
0.2
0.1

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na
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0,4

Pf 09
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20000 40000

Na

60000

80000 100000

Tableau 8: Intervalle de Na ot Pr € [0.05;0.95] cas de la variation de S2.

Intervalle de Na ou P; € [0.05;0.95]

CVS2

Politique 1 Politique 2
0,01 Na € [7080;20000] Na € [10000;22900]
0,1 Na € [6670;20800] Na € [9150;23400]
0,4 Na € [2330;40780] Na € [2460;41330]

Etude paramétrigue du coefficient de variation de la section S-

L’écart-type de la surface de troisieme barre est relié a sa moyenne par :

0'53 = CVS3 * msg

(126)

Les valeurs des autres écarts-types sont maintenues fixes og, = og; = 107°m? et o = 102N.

Les tableaux 9 et 10 donnent les relations entre le nombre de cycles appliqué Na et la

probabilité de défaillance P ainsi que les intervalles de confiance du nombre de cycles.
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Tableau 9: courbes (Na, Py), étude de variation de S3.

CVS3 courbes (Na, Py)
0,07
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Na
Pf
0,2
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Na
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0,4

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na

Tableau 10: Intervalle de Na ot Pr € [0.05;0.95] cas de la variation de S3.

Intervalle de Na ou P; € [0.05;0.95]
Politique 1 Politique 2
0,07 Na € [7100;18360] Na € [9900;23500]
Cvs3 0,2 Na € [6750;20200] Na € [9370;23940]
0,4 Na € [6070;21580] Na € [6300;24700]

Sur les tableaux 3,4 ,5, 6,7,8,9 et 10, nous observons que pour la méme valeur du coefficient de
variation, dans le cas de la politique 2, la probabilité de défaillance reste petite pour un nombre
de cycles plus grand que dans le cas de la politique 1. Aussi, les bornes de I’intervalle de Na
dans le cas de la politique 2 sont également plus grandes que celles dans le cas de la politique
1. Ainsi nous déduisons que la durée de vie est améliorée en appliquant la politique 2 car la
probabilité de défaillance devient inferieure.

Nous observons aussi que l'intervalle de Na ou P; appartient a I’intervalle de confiance devient
plus étendu quand le coefficient de variation augmente.
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3.5 Poutre en Treillis

Le treillis illustré sur la figure 39 est fabriqué en acier de module de Young E = 210 GPa ,
de coefficient de Poisson p = 0.3 et de masse volumique p = 7850 kg/m3. La structure est
de longueur L= 1m et de hauteur H= 0.5m, la force verticale est F=400 kN.

A

|
L™

a) b)
Figure 39: poutre en treillis, a) structure de base, b) forme optimale.

L’optimisation topologique de la structure est effectuée pour différentes valeurs de compliance
Co.

Nous supposons que les forces axiales dans les barres sont des variables aléatoires de
distribution log-normale avec un coefficient de variation de 0,1. Le calcul de fatigue nous donne
pour chaque barre i la distribution de N;. Pour un nombre de cycles donné, on calcule la
probabilité de défaillance du systeme P; et on obtient la relation entre le nombre de cycles
appliqué N, et P pour la valeur définie de la compliance, étant donné que N, est une
déterministe dont on fait varier la valeur. On répéte les mémes étapes pour les autres valeurs de
Co limites.

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau 11: courbes (Na, Py), poutre en treillis.

Intervalle de Na ou

C Courbe de la probabilité de défaillance
P; € [0.05;0.95]
C=114,2
Pf
1
114,2855 0.5 // [50000;125000]
O —

50000 70000 90000 110000 130000 150000
Na
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C=152,3
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PE
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0.2 »
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0 200 400 600 800
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4
0
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Les graphes du tableau 11 nous permettent d'observer que la variation des bornes supérieure et
inférieure de l'intervalle de N, diminue quand la compliance augmente. Nous déduisons que la
durée de vie de la structure devient plus courte quand la compliance augmente. Ainsi, la
probabilité de la défaillance de la structure augmente quand sa compliance mécanique
augmente.

3.6 Pyldne électrique

La figure 40 illustre un pyléne électrique en acier. Le vent est représenté par une force cyclique
F,, variant entre O et 2 kN, Nous considérons un facteur de sécurité de 1,5. La force verticale
est F, = 10 kN.

Figure 40: forme optimale de pylone électrique.

La structure subit I'optimisation topologique en supposant que F;, = 0. Nous calculons ensuite
la compliance de la structure optimiseée. Le pylone de forme optimale est par suite analysé
mécaniquement avec deux niveaux de charge:F,, = 0et F;, = 2 kN. Pour chaque niveau de
charge, nous déterminons la contrainte sur chaque barre. Cette contrainte est supposée aléatoire
de distribution log-normale et de coefficient de variation de 0,1.

Pour déterminer I'étendue de variation de la contrainte sur chaque barre, nous avons les trois
cas suivants :

e Silabarre i est tendue dans les deux cas de charge, on obtient :
AS; = |V, — Y, (127)

e Sielle est comprimée dans les deux cas, il n’y a pas de fatigue.

e Sielle est tendue dans un cas et comprimée dans 1’autre, on obtient :
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OU Suitime €St la contrainte ultime du matériau (400MPa), et V
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_ (Vi +Vj,)
Imoyenne

2

Ainsi, nous pouvons déterminer la durée de la vie de chaque barre, ce qui nous donne pour
chaque barre i la distribution de N;. Pour un nombre de cycles appliqués N,, on calcule la
probabilité de défaillance du systéme P;. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau 12: courbes (Na,Py), Pylone électrique en négligeant I'effet du vent.

Intervalle de Na ou

C Courbe de probabilité de défaillance
P P, € [0.05; 0.95]
C=10
Pf 1
0.8 //
0.6
10 0.4 / [5.4x105; 1.86x10°]
0.2 //
0
300000 3000000
Na
C=20
Pf 1
/
0.8 —
20 0.4 » [63000;182000]
0.2 pd
0
50000 100000 150000 200000
Na
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C=25

Pf 1

0.8 el
0 /

25 [35000;92000]
0.2 //
0
20000 200000
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C=28,7
Pf 1
0.8 //
0.6
28,7 0.4 / [23000;60000]
0.2 //
0
10000 100000
Na
C=33,5
Pf 1
0.8
0.6
33,5 0.4 ,/ [14400;38000]
0.2 =
0
10000 20000 30000 40000 50000
Na
C=40,1
Pf
0.8 //
0.6 //
40,1 0.4 4 [8200;21400]
0.2 —
0
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C=50,2

Pf 1
—
0.8 //
0.6
50,2 04 / [4000; 11000]
0.2
0
0 5000 10000 15000
Na
C=66,9
0.5 ]
66,9 : / [1600; 4300]
0
1000 2000 3000 4000 5000
Na

De méme nous appliquons la méme démarche mais en fixant la valeur de F; = 2 kN au lieu
de 0. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau 13: courbes (Na,Py), Pylone électrique sous condition du vent fort.

Intervalle de Na ou

C Courbe de la probabilité de défaillance
P € [0.05;0.95]
C=19,3
Pf 1
0.6
19,3 / [1.2x10°; 6.2x10°]

02 e
0 /

800000

8000000
Na
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Pf 1
0_8 //
0.6
24,6 0.4 / [5.4x10%; 1.8x10°]
0.2 //
0 !
300000 3000000
Na
C=48,2
Pf
0.8 -
0.6 /
48,2 0.4 / [68000; 180000]
02 /
0
50000 100000 150000 200000 250000
Na
C=54,1
Pf 1
0.6
54,1 04 / [50000;132000]
0.2 //
O —
0 50000 100000 150000

Na
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C=69,5

Pf 4 S
08 el
0.6
69,5 0.4 [23000;61000]
0.2 /
0
0 20000 40000 60000 80000
Na
C=81
Pf 1 p—
0.8
0.6
81 0.4 - [14000; 38000]
0.2 //
O ™™
10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Na
C=97,3
PF 1
—
0.8 ~
. /
0.6 /
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/
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5000 10000 15000 20000 25000 30000
Na
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Pf 1 —
0.8 //
0.6 /
162,3 0.4 / [1600;4300]
0.2 /
0

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Na

Nous observons que la durée de vie de la structure diminue quand la compliance augmente.

Pour la méme valeur de la compliance, nous trouvons que dans le cas de la structure optimisée
en tenant compte de I'effet du vent, les bornes de I'intervalle de Na sont plus grandes que celles
dans le cas de structure optimisée en négligeant l'effet du vent.

Nous déduisons que la structure de forme optimale en tenant compte de I'effet du vent est plus
fiable que la structure de forme optimale en négligeant I'effet du vent.

3.7 Conclusion

Les reésultats obtenus dans ce chapitre montrent que la prise en compte des différents
chargements (ex le vent) est un facteur important dans la conception de la structure, et que la
forme optimale obtenue en tenant compte de ce facteur est plus fiable que la forme obtenue en
le négligeant.

Nous observons aussi que I’intervalle du nombre de cycles appliqué diminue quand la
compliance de la structure augmente, ce qui conduit a déduire que la fiabilité de structure
diminue avec I’augmentation de sa compliance, et par la suite avec la minimisation de sa
rigidité.

L’analyse fiabiliste montre que la taille de I’intervalle de confiance des charges cycliques
diminue avec I’augmentation du rapport entre la largeur et la hauteur.

Les résultats obtenus de I’analyse de la structure a trois barres, montrent que I’intervalle
d’application de charges cycliques devient plus étendu quand le coefficient de variation
augmente.
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CHAPITRE IV

Optimisation topologique fiabiliste pour la maintenance

1. Introduction
Co(t total de maintenance
2.1.Calcul du co(t total
3. Calcul de Co(t total basé sur la fiabilité
4. Applications
4.1.Structure mono-composant : Poutre console
4.2. Structure multi-composants : Poutre console
4.3.Pylone électrique
4.4, Structure a trois barres
5. Conclusion
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4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la méthodologie adoptée a I’optimisation de la maintenance
en tenant compte du critére de fiabilité. La démarche s’appuie sur les calculs fiabilistes
effectuées dans les chapitres 2 et 3. Les résultats de I’analyse fiabiliste sont utilisés dans un
modéle de colt pour déterminer la distribution du co(t total de maintenance. Cette
méthodologie est validée au moyen de quatre applications numériques sur des structures
continues et en treillis.

L’objectif de la méthode est d’obtenir la forme optimale de la structure et de déterminer le
temps idéal pour la maintenance basée sur la fiabilité.

4.2 Cout total de maintenance
Dans ce travail, le modele de codt utilisé est le suivant (voir chapitre 1) :

(Cr + Cr)Pr(N) + C, (1 — Pr(N)) (129)

Cn(N) = N

ou Gy, est le colt total de maintenance par cycle, C, est le colt de réparation, C; est le cot de
defaillance, (C, + Cr) représente le colt de la maintenance corrective et C,, est le colt de la
maintenance préventive. La probabilité de défaillance associée au nombre de cycles N, est
notée Pr(N).

4.2.1 Calcul du codt total
Le codt total de maintenance dépend de la probabilité de défaillance P, et du nombre de cycles
de charge appliqué N.

Quatre types de codts sont inclus dans la formule du co(t total de maintenance :

1. Le codt initial de la structure C, est relié au matériau de construction et a la forme
géométrique de la structure,

CO = CO + Vs. CS':DS (130)

0u ¢, est le codt initial de conception et de construction, et le terme Vs. Cs. pg représente le prix
du matériau de construction, avec Cs en €/kg représente le prix du matériau par unité de
masse, psen kg/m3 la masse volumique du matériau et Vs le volume de la structure.

Dans le cas des structures multi-composants (i.e. structures a barres), le volume est calculé par :

n (131)

ou n est le nombre d’éléments dans la structure, [; et S; représentent respectivement la longueur
et la surface de section de I’élément i ; en negligeant les colts des assemblages, le codt initial
d’une structure a barres devient :
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I (132)
CO = CO + z li.Si. CS'pS
i=1
2. Le colt de défaillance Crqui est calculé en fonction du colt initial par la formule
suivante :
Cr=6xCy (133)
ou é est un multiplicateur constant.
3. Le colt de maintenance préventive C,, est calculé par :
Cp = Cp + Vs. Cs. Ps (134)
ou cp représente le cott d’arrét de Iactivité, de main d’ceuvre, des outillages, etc ...
Dans le cas des structures multi-composants, le colt de maintenance préventive devient :
"p (135)
Cp = Cp + Z li'Si' CS.’DS
i=1
avec n,, le nombre d’éléments remplacés pendant la maintenance préventive.
4. Le codt de réparation C,, obtenu par :
CT = CT + Vs. Cs. pS (136)
ou c,représente le colt d’outillages, de main d’ceuvre, ...
Dans le cas des structures multi-composants, le colt de réparation devient :
T (137)
Cr = Cr + Z li' Si' CS' Ps
i=1

avec n,. le nombre d’éléments remplacés pendant la maintenance corrective.

Si la décision est de remplacer la structure entierement, alors le codt total de réparation est égal
au colt de remplacement avec n, = n .
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4.3 Calcul de Codat total basé sur la fiabilité

L'objectif de la méthode est de calculer le colt minimal de maintenance des structures en
utilisant les résultants de I'analyse fiabiliste. La méthodologie de 1’optimisation topologique
fiabiliste de la maintenance des structures est résumée par les étapes suivantes :

1- Introduire les données mécaniques et la forme géométrique initiale de la structure de
base.

2- Effectuer l'optimisation topologique de la structure et obtenir la forme optimale.

3- Calculer la durée de vie en fatigue pour la structure optimale.

4- Effectuer I’analyse fiabiliste de la structure optimale vis-a-vis de la fatigue pour
déterminer sa probabilité de défaillance.

5- Calculer le colt total de maintenance, associé a la probabilité de défaillance de la
structure, et déterminer le colt minimal.

Alors que les quatre premieres étapes sont détaillées dans les chapitres 2 (structures continues)
et 3 (structures multi-composants), la cinquieme étape permet le calcul du co(t total de
maintenance a partir des résultats de ’analyse fiabiliste.

Le codt de defaillance est affecté par les paramétres appartenant a I’un des types suivants :

- parametres géométriques (dimensions, surfaces, volumes...)
- parametres mécaniques (forces appliquées, matériaux, compliance...)
- parameétres statistiques (moyennes, écarts- types, corrélations...)

La sensibilité du codt total de maintenance par rapport a un parametre est traitée en faisant
varier ce parametre, et en calculant le colt a chaque valeur de ce paramétre. La relation
graphique entre le codt et le paramétre est ainsi obtenue. La figure 41 ci-dessous illustre
I'algorithme de la méthodologie adoptée.
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Figure 41: Méthodologie de 'optimisation topologique fiabiliste de la maintenance.
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4.4 Applications

4.4.1 Structure mono-composant : Poutre console

La console modélisée dans le chapitre 2 (section 2.3.3) illustrée sur la figure 42 ci-dessous fait
maintenant 1’objet de I'optimisation fiabiliste de maintenance.
La console, de longueur L et de hauteur 0,5 m est soumise a une charge F=10 kN appliquée au

milieu du coté vertical libre; l'autre coté verticale est encastré. Le matériau a un module de
Young E = 210 GPa et un coefficient de Poisson v = 0.3.

Figure 42 poutre console.

Pour étudier I'influence de la topologie, nous faisons varier la longueur L et a chaque valeur de
L la topologie de la structure est optimisée sous contrainte de fraction volumique de 0,5. La
poutre optimisée est ensuite soumise a une contrainte cyclique, et sa durée de vie en fatigue N
est evaluée.

Dans l'analyse fiabiliste, nous considérons la contrainte maximale dans la structure optimale
comme variable aléatoire de distribution log-normale. Pour chaque valeur de la contrainte
maximale, nous calculons la durée de vie N correspondante. Nous obtenons ainsi la distribution
de N, de moyenne my;, et d'écart-type oy par la simulation de Monte Carlo.

Le nombre de cycles appliqué sur la structure est déterministe, défini par N, que nous faisons
varier a chaque itération de calcul de la probabilité de défaillance.

Pour chaque valeur de N, nous calculons la probabilité de défaillance de la structure P:( N,)
ce qui nous permet d'obtenir la courbe reliant N, et P;, la méthode de calcul et les résultats ont
été présentés dans le chapitre 2.

Nous observons que la structure a une méme forme optimale pour un méme intervalle de
longueurs. Cette forme varie d'un intervalle a I’autre quand la longueur augmente. Nous
choisissons le critére de colt de maintenance pour analyser les formes principales obtenues.
Pour ce but, nous déterminons de la variation du co(t optimal par cycle de fatigue avec la
variation d'un paramétre géomeétrique. Pour cette étude, nous choisissons le rapport entre la
longueur et la hauteur comme paramétre a étudier.

Les données de colts sont : ¢, = 300, ¢, = 500, ¢, = 200000, Cg = 1,5 euro/kg
ps = 7850kg/m3.
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Dans ce probléme, la relation graphique entre le co(t et le nombre de cycles appliqué est a
déterminer. Les résultats sont les suivants : la compliance mécanique C, le Colt minimale Cmin
(€/cycle) et le nombre de cycles appliqué a I’instant de la maintenance optimale Nopti.

Tableau 14: Résultats de I'optimisation topologique fiabiliste de la maintenance de console.

Nopti
L/H | Topologie optimale de la structure | Courbe du codt total de maintenance C Cmin
(cycles)
colt
(€/cycle) L/H=O,2
2
15
1 -9
0,2 1,3x10 0,438 1180
0.5
0
100 600 1100
Na
co(t L/H=0;5
(€/cycle)
2
15 ~
2,7x107° | 0,441 1170
0,5 )
0.5
0
300 800 1300
Na
co(it L/H=1
(€/cycle)
20
15
-9
1 10 7,3x10 0.446 1162
5 J
0
0 500 1000 1500
Na
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colit L/H=1,5
(€/cycle)
6
1,5
4 1,6x1078 | 0,45 1147
2
0
100 600 Na 1100
colt
(€/cycle) L/H=2
1
2 0.8
3,1x1078 | 0,458 1130
0.6
0.4
500 700 N3900 1100 1
colt _
(€/cycle) L/H=2,5
10
2,5
3,41x1078| 0,46 1124
5
0
0 500 Na 1000 1500
3 cot H=3 5,64x109) 048 | 1076
(€/cycle) -
5
4
3
2
1
0
0 500 1000
Na
colt
(€/cycle) L/H=3,2
5
4
3.2 ’ -8 1020
2 9,7x10 0.506
1
0
100 600 1100
Na
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colt L/H=3,4
(€/cycle)
4
3,4 3 1,1x1077 | 0.613 | 843
2
1
0
100 600 Na 1100
colt _
(€/cycle) L/H=3,6
1.6
1.4
3,6 1.2 1,33x1077| 0.722 715
1
0.8
0.6
300 500 700 900
Na
colt L/H=4
(€/cycle)
5
4
3
4 1,81x1077| 0.92 560
2
1
0
100 300 500 700
Na
colt _
(€/cycle) L/H_4’2
5
4
3
42 2 2,1x1077 | 0.98 557
1
0
100 300 500 700
Na
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Sensibilité du coldt de maintenance

La figure 43 détermine la relation entre le rapport L/ H de la structure et le colt minimal de
maintenance.

Cmin 1
€/cycle
0.9
0.8
0.7

0.6

0.5

0.4
0.2 0.7 1.2 1.7 2.2 2.7 3.2 3.7 4.2

L/H

Figure 43: la sensibilité de coit a la géométrie de structure.

Nous observons que le codt minimal varie avec le parametre géométrique. Le codt minimal de
maintenance augmente quand le rapport L/H augmente. Nous constatons que ce colt augmente
trés rapidement lorsque L/H devient supérieur a 3,1 ; ceci est exprimé par ’influence de la
topologie qui conduit a ’augmentation de la probabilité de défaillance. De cette courbe, nous
pouvons estimer le colt optimal de la maintenance si nous avons la longueur et la hauteur de la
poutre console

Nombre de cycles appliqués a I’instant de maintenance optimale

Nopt| 1200 (—
cycles

1100
1000
900
800
700
600

500
0.2 0.7 1.2 1.7 2.2 2.7 3.2 3.7 4.2

L/H

Figure 44: La sensibilité de Nopti a la géométrie de structure.
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La figure 44 illustre la variation du nombre de cycles appliqué ou (instant optimal de
maintenance). De cette courbe, nous observons que ce nombre de cycles diminue avec
I’augmentation de rapport L/H. La diminution est plus forte pour L/H > 3,1, ce qui s’explique
par I’évolution de la topologie.

4.4.2 Structure multi-composants : Poutre console

Dans cette application, la structure est une poutre console composée de barres
metalliques fabriquées en acier avec un module de Young E = 210 GPa et un coefficient de
Poisson v = 0.3.

La poutre est soumise a une force F verticale a I’extrémité orientée vers le bas. La structure est
de longueur L= 1m, et de hauteur H= 0.5m. On choisit une borne supérieure de la compliance
mécanique et on optimise la poutre pour obtenir la forme optimale illustrée sur la figure ci-
dessous

La structure optimale est analysée statiquement pour obtenir les forces internes, la compliance
et les contraintes dans les barres, ces contraintes sont supposees aléatoires de distributions log-
normales avec un coefficient de variation de 10%.

Pour chaque barre, nous déterminons la distribution de la durée de vie. Pour chague nombre de
cycles appliqué, nous déterminons la probabilité de défaillance de la structure P; et le colt de
maintenance par cycle.

Nous répétons les mémes étapes pour plusieurs valeurs de contrainte de compliance mécanique,
afin d’obtenir la courbe du co(t par cycle, le colt minimal de maintenance Cmin et le nombre
de cycles appligué a I'instant optimal de maintenance Nopti.
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Tableau 15: résultats de I'optimisation topologique fiabiliste de la maintenance de console
multi-composant.

Courbe de co(t de maintenance

Cmin

(€/ cycle)

Nopti

(cycles)

114,2855

0.1
0.095
0.09
0.085
0.08
0.075

0.07
25000

30000 35000

40000

0,079

35000

152,3806

0.2
0.19
0.18
0.17
0.16
0.15

0.14
10000

12000 14000 16000

18000

0,1545

14900

190,4757

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3
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10000

0,257

7800
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De ces graphes, nous observons que pour la compliance 114,28, le nombre de cycles optimal
de maintenance est de l'ordre de 350x10? tandis qu’il est de l'ordre de 1.66x10% pour la
compliance 533,3.

Le codt minimal de maintenance par cycle varie entre 0,079 €/cycle pour la compliance 114,28
et 7,4147 €/cycle pour la compliance 533,3294 de I'ordre 98%.

Effets de la compliance sur le colt minimal de maintenance

Nous observons de la figure 45 que le colt de maintenance croit avec 1’augmentation de la
compliance. Le colit augmente lentement jusqu’a la compliance 400 ou il commence a
augmenter rapidement entre les compliance 400 et 500.
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Figure 45: la sensibilité du codt a la compliance de structure.

La figure 46 montre que le nombre de cycles appliqué a l'instant optimal de maintenance
diminue quand la compliance augmente, Nopti décroit avec I’augmentation de la compliance
mécanique de la structure ; ceci est exprimé par I’influence de la diminution de rigidité qui
conduit a la diminution de la durée de vie et par la suite Nopti décroit.
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Figure 46: la sensibilité de Nopti a la compliance.
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4.4.3 Pylone électrique

Un pylone électrique est une structure a barres soumise a des charges multiples qui sollicitent plusieurs
nceuds. Cette application considere I'effet du vent sur le comportement de la structure. Cet effet est
représenté par une charge cyclique Fy, horizontale variant entre 0 et 2 KN. Le matériau a un module
de Young E=210 GPa.

.

Nous fixons la valeur de F;, = 0 et nous faisons varier la limite supérieure de la compliance
mécanique. Pour chaque valeur de la compliance, la topologie de la structure est optimisée
puis le calcul mécanique se fait avec deux niveaux de charge:F;, = 0 et F, = 2 kN. Ensuite,
le calcul en fatigue et I’analyse fiabiliste sont effectués comme détaillé dans le troisiéme
chapitre et le calcul du codt se fait en se basant sur la probabilité de défaillance. Finalement,
nous obtenons les courbes de colt pour les différentes valeurs de compliance limite. Nous en
déduisons les relations graphiques entre le co(t optimal de maintenance Cmin et la
compliance C, et entre le nombre de cycles appliqué a ’instant optimale de la maintenance
Nopti et la compliance.

Dans le deuxiéme temps, nous appliquons la méme démarche mais en fixant la valeur de Fy, =
2 kN au lieu de 0.

Les résultats sont donnés dans les paragraphes suivants :

Casde F, = 0 kN

Dans le cas de F, = 0 kN (pas de vent) avec F, = 10kN, les graphes obtenus sont les
suivants :
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Tableau 16: Résultats de I'optimisation topologique fiabiliste de la maintenance de pyléne
électrique pour Fr; = 0 kN.

Compliance A , Cmin Nopti
L Courbe de colt de maintenance
Mecanique (€/ cycle) (cycles)
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De ces graphes, nous observons que pour la compliance égale a 8, le nombre de cycles

appliqué (instant optimale de maintenance) est de l'ordre de 10° tandis qu’il est de l'ordre de

103 pour la compliance de 66,9.

Le codt minimal de maintenance par cycle varie entre 0,0095€/cycle pour la compliance de 8

et 6,64€/ cycle pour la compliance de 66,9, il augmente de 1’ordre 99%.

Nous déduisons de la figure 47 que le colit de maintenance augmente avec 1’augmentation de
la compliance. Le colit augmente lentement jusqu’a la compliance 50,23 ou il augmente

rapidement entre les compliances 50,23 et 66,9.

Nous déduisons de la figure 48 que le nombre de cycles a la maintenance diminue quand la
compliance de structure augmente car elle devient moins rigide.
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Figure 47: La sensibilité de codt a la compliance de pyléne électrique pour Fy; = 0 kN .
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Figure 48: La sensibilité de nombre de cycles a la maintenance a la compliance de pyl6ne
électrique pour F; = 0 kN .
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Cas de F, = 2KN

Dans le cas de F;, = 2kN (vent fort) avec F, = 10kN, les graphes obtenus sont les suivants :

Tableau 17: Résultats de I'optimisation topologique fiabiliste de pyl6ne électrique pourFy =
2 kN.

Cmin Nopti
C Courbe de colt de maintenance
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48,69
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162,3
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De ces graphes et de la figure 50, nous observons que pour la compliance 14,9, le nombre de
cycles optimal de maintenance est de I'ordre de 10° tandis qu’il est de I'ordre de 103 pour la
compliance 162,3.

Le colt minimal de maintenance par cycle varie entre 0,005 €/cycle pour la compliance 14,9 et
6,32€/cycle pour la compliance 66,9.

Nous déduisons de la figure 49 que le colt de maintenance augmente avec 1’augmentation de
la compliance. Le co(t augmente lentement jusqu’a la compliance 121,7 puis il augmente

rapidement entre les compliances 121,7 et 162,3.

colt minimal €/ cycle
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Figure 49: La sensibilité de codt a la compliance de pyléne électrique pourFy = 2 kN .
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Figure 50 : La sensibilité de nombre de cycles a la maintenance a la compliance de pyléne
électrique pour Fy = 2 kN .

Effet de la maintenance sur le choix de la topologie du pylone électrigue :

L’intervalle de compliance mécanique est entre 14,9 et 121,7 dans le cas de la topologie avec
vent fort, tandis qu’il est entre 8 et 50,2 dans le cas de topologie en 1’absence de vent. Nous en
déduisons que la compliance est plus grande avec la présence de vent.

Le codt optimal de maintenance varie entre 0,0095 €/cycle et 6,64 €/cycle dans le cas de
topologie avec F;, = 2 kN et entre 0,005 €/cycle et 6,32€/ cycle dans le cas topologie avec Fy, =
0 kN ; I’écart est de I’ordre de 5% entre les deux structures

Dans la zone commune de compliance entre les deux formes [14,9,66,9] ;pour la méme valeur
de la compliance, le colt minimal de maintenance avec F, = 2 kN est moins que le co(t de

maintenance avec F;, = 0 kN ; nous en déduisons que la forme optimisée en prenant en compte
I’effet du vent est plus fiable.
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4.4.4 Structure a trois barres

La structure étudiée est composée de trois barres de sections aléatoires de moyennes mg; =
107°m? , mg, = 2x10~°m?et mg; = 1.5x107°m?2. La structure est soumise a une charge
cycligue aléatoire F de moyenne mg = 103N. Ces variables aléatoires ont des distributions log-
normales.

ey ‘Q? o
L~~~/ =0
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L’objectif de cette application est d'étudier 1’effet de la dispersion des variables aléatoires sur
le colt de maintenance, en considérant deux politiques de maintenance. Pour cela, la
méthodologie adoptée se dicline en trois boucles :

= Boucle de simulation pour étudier la sensibilité du colt de maintenance par
rapport aux écarts-types des sections des barres et de la force appliquée. Cette
boucle est appliquée pour quatre cas différents :
- Premier cas : étude paramétrique du coefficient de variation de la force.
Nous supposons que 1’écart-type de la force appliquée est relié a sa
moyenne par la relation :

o = CVF * mg (138)

Le coefficient de variation de la force CVF varie a chaque itération de
cette boucle, tandis que les autres écarts-types sont fixes og; = o5, =
0g3 = 107°,

- Deuxieme cas : étude paramétrique du coefficient de variation de la
section S1. L’écart type de la section de premiere barre est relié a sa
moyenne par la relation :

0g; = CVS1 * mg, (139)

Les valeurs des autres écarts-types sont maintenues og, = 0g3 =
10 %et o = 102,

- Troisiéme cas: étude paramétrique du coefficient de variation de la
section S2. L’écart-type de la section de la barre 2 est relié a sa moyenne
par la relation :

05, = CVS2 * myg, (140)

Les valeurs des autres écarts-types sont: gg; = 053 = 107%, 07 = 102,
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- Quatriéme cas: étude paramétrique du coefficient de variation de la
section S3. L’écart-type de la section de la barre 3 est relié a sa moyenne
par la relation :

0s3 = CVS3 * mg; (141)

Les valeurs d’autres écarts-types sont: gg; = 05, = 1076, 0 = 102,

Boucle de simulation des sollicitations. L’état limite de chaque barre est
déterminé en considerent la résistance de la barre. Sa durée de vie est obtenue
par le calcul de fatigue. La durée de vie est une variable aléatoire de distribution
log-normale ; la sollicitation dans I’état limite est le nombre de cycles
appliqués N, ce nombre est une variable déterministe que nous faisons varier a
chaque itération de la boucle. Pour chaque valeur de cette variable, nous
appliquons la boucle de résolution.

Boucle de résolution : a chaque itération de cette boucle, les valeurs des 4
variables sont tirées aléatoirement.
Les etapes de cette boucle sont les suivantes :
Calcul de la structure pour déterminer les contraintes mécaniques dans les trois
barres.
Calcul en fatigue pour déterminer la duréee de vie de chaque barre (voir le
troisieme chapitre)
Application de la méthode d’intégration multi-normales présentée dans le
troisieme chapitre pour obtenir la probabilité de defaillance du systeme.
4. Calcul du colt de maintenance :
Le calcul du colt de maintenance differe d'une politique a I’autre ; nous étudions
deux politiques :
- Politigue 1 : remplacement du systéme a I’instant de maintenance ; dans
ce cas le colt de maintenance est calculé en utilisant la formulation du
co(t présentée dans la section (4.2).
- Politigue 2 : remplacement a I’instant de maintenance de la barre la
moins fiable (deuxieéme barre) ; dans ce cas le colt de maintenance par
cycle est calculé par la formule suivante :

. (Cr + COPr + Cp, (1= P) + (Cr + COPy, + Cpy s (1 - Pfsysz) (142)
W=
N

appliqué

ou P est la probabilité de défaillance calculée en supposant la réparation
de tout le systeme lors de la maintenance (équivalent a la politiquel),
Cp,est le colt préventive de la deuxieme barre, Py, €st la probabilité
de défaillance calculée en supposant la réparation lors de la maintenance
de la barre la plus critique (deuxieme barre), C,; 5 est le colt préventive
des barres 1 et 3.
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Dans ce probléeme, nous prenons (c, = 300, ¢, = 500, ¢, = 2000) pour tout le systeme,
k
Ci=15 €/kg et p; = 7850 "I/ .

Les résultats obtenus sont :

nombre de cycles appliqués (instant de

les relations entre les écarts-types et le co(t de maintenance minimal par cycle Cmmin1
et Cmmin2 pour les deux politiques.

les relations graphiques entre les écarts-types et le nombre de cycles appliqués a
I’instant de maintenance optimal Noptil et Nopti2 pour les deux politiques.

1000 \

10 20 30 40 50 70 100120150170200220250270300

écart type de force appliquée

e Noptil Nopti2

Figure 51: La sensibilité de nombre de cycles optimal de maintenance a I'écart-type de la

force.

De la figure 51, nous observons que le nombre de cycles optimal de maintenance diminue quand
I’écart-type augmente et que les valeurs de Nopti restent les mémes pour les deux politiques
lorsque I’écart-type de la force est o < 120 puis ils different. On observe aussi que pour
tout o > 120, Nopti2 < Noptil mais la différence entre les deux valeurs est tres petite.

De la figure 52, nous observons que le colit minimal augmente avec 1’augmentation de I’écart-
type et que le codt de la politique 2 est plus grand que celui de la politique 1 pour les valeurs
de o > 120 tandis que les deux colts sont les mémes lorsque o < 120.
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Figure 52: La sensibilité de colt a I'écart-type de la force.
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Figure 53: La sensibilité de nombre de cycles optimal de maintenance a I’écart-type de S1.
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Figure 54: La sensibilité de colt a I'écart-type de S1.
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Figure 55: La sensibilité de nombre de cycles optimal de maintenance a I’écart-type de S2.
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Figure 56: La sensibilité de colit a I'écart-type de S2.
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Figure 57: La sensibilité de nombre de cycles optimal de maintenance a I'écart-type de S3.
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Figure 58: La sensibilité de colt a I'écart-type de S3.

De figures 53, 55 et 57 nous observons que le nombre de cycles optimal de maintenance
diminue quand I’écart-type augmente et que les valeurs de Nopti restent les mémes pour les
deux politiques avec tout écart-type og; < 3x107°, 05, < 4x107° et 053 < 3x107° . On
observe aussi que Nopti2 < Noptil pour tous les autre valeurs des écarts-types mais la
différence entre les deux valeurs est plus importante que la différence dans le cas d’étude de
I’écart-type de la force.

De figures 54,56 etFigure 5658 nous observons que le colt minimal augmente avec
I’augmentation de 1’écart-type. Le colt de la politique 2 est plus grand que celui de la politique
1 pour og1 > 3x107° , 05, = 4x107° et 053 = 3x107° tandis que les deux codts
sont les mémes pour les autre valeurs des écarts-types.

4.5 Conclusion

Les résultats de ce chapitre conduisent a observer que le colt de la maintenance augmente avec
I’augmentation de la compliance de la structure, ou avec I’augmentation de rapport géométrique
qui conduit a son tour a accroitre la compliance.

Concernant la structure de pylone électrique, nous observons que pour la méme valeur de la
compliance, le colt minimal de maintenance de la structure optimisée en tenant compte de
I’effet de vent, est moins que le coit de maintenance en négligeant cet effet ; ainsi, nous
concluons que la forme optimisée en prenant en compte I’effet du vent est plus fiable.

Aprés comparaisons des politiqgues de maintenance définies par le remplacement du systéme
entier ou du composant le moins fiable, nous déduisons que le co(t de la maintenance en
appliquant la deuxieme politique est plus grand que celui en appliquant la premiere politique
de la maintenance.
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Conclusion générale
Ce travaille présente une méthodologie d’optimisation topologique basée sur la fiabilité,
permettant d’optimiser le coit total de maintenance des structures soumises a la fatigue.

Nous avons présenté la méthode a utiliser pour les deux catégories de structures : continues et
discretes.

Nous appliquons une méthode d'optimisation topologique pour obtenir la forme optimale de la
structure. Cette méthode varie selon le type de structure (i.e. continues ou discréte) ; parmi les
méthodes d'optimisation topologique disponibles, nous choisissons la méthode des lignes de
niveau pour les structures continues et la méthode de structure de base pour les structures a
barres. Les conditions aux limites, la fonction objectif et les contraintes d'optimisation varient
d’une application a I’autre.

Dans la suite de la démarche, la structure de forme optimale soumise a la fatigue est analysée
mécaniquement. Nous calculons la durée de vie de la structure en fatigue et nous effectuions
une étude fiabiliste afin de déterminer sa probabilité de la defaillance.

Les résultats obtenus de l'analyse fiabiliste sont ensuite utilisés pour l'optimisation de la
maintenance. Nous choisissons le colt de la maintenance comme fonction objectif. Pour cela,
nous devons minimiser le codt de la maintenance en tenant compte de la fiabilité de la structure,
il s’agit de ’optimisation du cofit de maintenance basée sur la fiabilité.

Dans la littérature scientifiqgue, nous ne trouvons pas des travaux sur le couplage de
l'optimisation de forme avec l'optimisation du colt de maintenance. La plupart des travaux se
concentrent sur la méthode d'optimisation topologique et ses applications.

Concernant les structures continues, nous observons dans les résultats du deuxieme chapitre
que la forme optimale de la structure varie avec le changement des parametres géométriques
comme le rapport entre la longueur et la hauteur de la structure. Nous observons aussi que la
compliance de la structure optimale augmente quand ce rapport augmente. Ce qui conduit a
conclure que la forme optimale devient moins fiable quand le rapport géométrique augmente.

Concernant les structures a barres, les résultats obtenus dans le troisieme chapitre montrent que
la prise en compte des différents chargements (ex le vent) est un facteur important dans la
conception de la structure, et que la forme optimale obtenue en tenant compte de ce facteur est
plus fiable que la forme obtenue en le négligeant.

Nous observons aussi que I’intervalle du nombre de cycles appliqué diminue quand la
compliance de la structure augmente, ce qui conduit a déduire que la fiabilité de la structure
diminue avec ’augmentation de sa compliance, et par la suite avec la minimisation de sa
rigidité.
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L’analyse fiabiliste montre que la taille de I’intervalle de confiance des charges cycliques
diminue avec I’augmentation du rapport entre la longueur et la hauteur.

Les résultats obtenus de I’analyse de la structure a trois barres, montrent que l’intervalle
d’application de charges cycliques devient plus étendu quand le coefficient de variation de
variables augmente.

Les résultats du quatrieme chapitre conduisent a observer que le colt de la maintenance
augmente avec 1’augmentation de la compliance de la structure, ou avec I’augmentation de
rapport géométrique qui conduit a son tour a accroitre la compliance.

Concernant la structure de pyléne électrique, nous remarquons que pour la méme valeur de la
compliance, le colt minimal de maintenance de la structure optimisée en tenant compte de
I’effet de vent, est moins €levé que le colt de maintenance en négligeant cet effet ; Ainsi, nous
concluons que la forme optimisée en prenant en compte 1’effet du vent est plus fiable.

Aprés comparaisons des politiques de maintenance définies par le remplacement du systéeme
entier ou du composant le moins fiable, nous déduisons que le colt de la maintenance en
appliquant la deuxieme politique est plus grand que celui en appliquant la premiere politique
de maintenance.

Perspectives
Les idées prévues a realiser dans ce domaine de recherche sont de notre point de vue les
suivants :

- Introduction des critéres de maintenance dans I’algorithme d’optimisation topologique
des structures.

- Optimisation multi-objectif des structures en prenant la fonction du colt de maintenance
comme objectif et la fiabilité de la structure comme contrainte d’optimisation.
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