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3Résumé :Les a

idents vas
ulaires 
érébraux (AVC) sont un enjeu de santé publique ma-jeur. Une façon de les étudier est d'établir des modèles mathématiques. Cette thèse
omporte deux parties, l'une sur la modélisation et l'autre sur l'étude théorique de
ertaines équations qui en dé
oulent.Dans la première partie, on présente un modèle phénomènologique global d'AVC is-
hémique qui prend en 
ompte une diminution du �ux sanguin, la gestion de l'énergiepar la 
ellule, la propagation des dépressions 
orti
ales envahissantes (onde de dé-polarisation) et deux types de mort 
ellulaire (la né
rose et l'apoptose). Après avoirprésenté les di�érents sous-modèles en détails, on simule di�érentes expérien
es dansdes géométries de 
erveau simpli�ées. Les expérien
es numériques sur la reperfusionpermettent de formuler de nouvelles hypothèses biologiques.Dans la deuxième partie de 
ette thèse, on étudie divers problèmes théoriques issusde la modélisation des ondes de dépolarisation. On étudie l'existen
e de fronts pro-gressifs généralisés solutions d'une équation de réa
tion-di�usion de type bistabledans un domaine 
ylindrique dont le diamètre augmente brutalement. Si l'augmen-tation du diamètre est trop importante, il n'existe pas de tels fronts. On s'intéresseaussi à l'existen
e de fronts progressifs 
ourbes à la fois solutions d'une équation deréa
tion-di�usion dans un 
ylindre et d'une équation de di�usion et absorption endehors de 
e 
ylindre. Si le rayon du 
ylindre est petit, il n'existe pas d'onde maiss'il est grand, on montre l'existen
e de telles solutions en étudiant l'énergie dans unréférentiel en mouvement.Mots-
lef :Réa
tion-di�usion, Front progressif, Modélisation, Méde
ine.Abstra
t :Stroke is the third 
ause of death and the �rst 
ause of a
quired handi
ap in o

i-dental 
ountries. One way to study it is to design mathemati
al models. This thesisis made of two parts, one on the modeling of stroke and the other on the theoreti
alstudy of some equations 
oming from the model.In the �rst part, we present a phenomenologi
al model of stroke that takes intoa

ount the redu
tion of the blood �ow, the 
ell energy dealing, the spreading de-pressions (a depolarization of the neurons that spreads through the 
ortex) and twoways of 
ellular death (apoptosis and ne
rosis). Various numeri
al simulations arethen made. The numeri
al results on the reopening of the vessel lead to new biolo-gi
al hypotheses.In the se
ond part of the thesis, we study some theoreti
al problems 
oming fromnumeri
al experiments on the model of spreading depression. In parti
ular, we studythe existen
e of generalized travelling fronts solutions of a bistable rea
tion-di�usion



4equation on a 
ylinder whi
h diameter is suddenly in
reased. We prove the non exis-ten
e of su
h a front if the diameter is strongly in
reased. We also have interest inthe existen
e of 
urved travelling fronts solutions of a rea
tion-di�usion equation ina 
ylinder and a di�usion-absorption equation outside the 
ylinder. If the diameterof the 
ylinder is large enough, we prove the existen
e of a 
urved front by studyingthe energy of the solution in a travelling referential.Keywords :Rea
tion-di�usion, Progressif front, Model, Biology.
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Introdu
tionC'est dans le 
adre des mathématiques appliquées à la méde
ine que s'ins
rit
e travail. Durant ma thèse, mes re
her
hes ont porté sur la modélisation des a
-
idents vas
ulaires 
érébraux, ainsi que sur divers problèmes d'existen
e de frontsprogressifs inspirés par les résultats de 
ette modélisation. Ces problèmes théoriquesne peuvent pas toujours être résolus dire
tement par les méthodes développées parFife et M
Leod, Beresty
ki et Nirenberg, Hamel ou Roquejo�re, j'ai don
 été amenéeà utiliser une méthode ré
ente imaginée par Risler dans le 
adre des fronts ve
to-riels. Ce travail a également un intérêt biologique qui réside dans l'importan
e desa

idents vas
ulaires 
érébraux : troisième 
ause de mortalité et première 
ause dehandi
ap a
quis à l'âge adulte, dans les pays o

identaux.Contrairement à la physique ou à la 
himie, la biologie est longtemps restéeun domaine fermement séparé des mathématiques. La 
omplexité des phénomènes,les di�
ultés d'expérimentations ainsi que la grande variabilité entre les individussont les raisons prin
ipales qui ont rendu di�
ile la réalisation de modèles ma-thématiques. Aujourd'hui, la modélisation d'organes vivants est en plein essor. Denombreux modèles de 
ontra
tion du 
oeur sont maintenant établis, ainsi que desmodèles de 
ir
ulation de l'air dans les poumons (voir les travaux de Maday ouMaury par exemple). La modélisation du 
erveau, elle, n'en est qu'à ses débuts. Ladi�
ulté de 
ette modélisation est due à la très grande 
omplexité de 
ompositionet de fon
tionnement de 
et organe ainsi qu'au peu d'expérien
es possibles. Dans 
edomaine, l'élaboration d'un modèle mathématique peut don
 avoir deux intêrets :� Premièrement, elle permet d'organiser la très grande quantité d'informationsdont disposent les biologistes, 
'est à dire de faire le lien entre les di�érentsphénomènes et d'estimer leur importan
e relative.� Deuxièmement, un modèle validé permet de simuler fa
ilement et rapidement
ertaines expérien
es, alors que l'expérimentation sur le 
erveau humain estextrêmement limitée.Les mathématiques peuvent également aider à la 
ompréhension de di�érentespathologies. En parti
ulier, di�érentes é
oles travaillent a
tuellement sur la modéli-sation du 
an
er (Bellomo, Perthame, Clairembault...). Le projet AVC-iSi (autourde Boissel, Dronne et Grenier) a, quant à lui, été monté pour établir des modèlesd'a

idents vas
ulaires 
érébraux. 11



12 INTRODUCTIONOn peut modéliser un phénomène biologique de deux façons. Dans l'appro
hedite mé
anistique, on applique les règles de la physi
o-
himie à une situation dedépart 
onnue pour prévoir une évolution ou une situation �nale. Dans l'appro
hephénomènologique, 
e sont les résultats expérimentaux qui permettent d'établir qua-litativement des relations entre grandeurs. Intelle
tuellement, l'appro
he mé
anis-tique est plus satisfaisante, mais elle demande de 
onnaître parfaitement la situationde départ ; or beau
oup de stru
tures biologiques sont en
ore très mal 
onnues (parexemple les membranes 
ellulaires). De plus, 
e type d'appro
he aboutit générale-ment à des modèles très lourds ave
 un grand nombre d'équations interdépendantes.Les modèles phénomènologiques sont généralement moins exigeants en temps de 
al-
uls. On peut plus fa
ilement les in
lure dans des modèles plus généraux et ils ontglobalement un fon
tionnement plus souple permettant de tester des hypothèses etd'imaginer des expérien
es.A
tuellement, on 
her
he à établir un modèle mé
anistique d'a

ident vas
ulaire
érébral. Une partie des phénomènes a déjà été modélisée, mais il reste en
ore beau-
oup à faire avant d'obtenir un modèle général. Mon travail a don
 porté sur la
onstru
tion d'un modèle global, mais phénomènologique d'a

ident vas
ulaire 
é-rébral.Dans 
e rapport, les di�érents 
hapitres ne font que présenter rapidement letravail que j'ai e�e
tué durant ma thèse qui est exposé en détails dans les di�érentsarti
les mis en annexe.Chapitre 1. Ce premier 
hapitre est intégralement 
onsa
ré à la présentation età l'étude par des simulations numériques d'un modèle phénomènologique d'a

identvas
ulaire 
érébral. Ce modèle a été établi dans le 
adre de l'ACI AVC-iSi regrou-pant des mathémati
iens, des pharma
ologues et des neurologues 
lini
iens de Lyonet de Grenoble.J'expose tout d'abord les prin
ipales 
onnaissan
es biologiques né
essaires à la 
om-préhension du modèle. En parti
ulier, j'insiste sur l'importan
e des dépressions 
or-ti
ales envahissantes qui sont des ondes de dépolarisation des neurones qui peuventse propager dans le 
erveau. Ces dépressions 
orti
ales ont une grande in�uen
e surles séquelles d'un a

ident vas
ulaire. C'est le point 
entral du modèle que je pré-sente par la suite.J'expose alors les prin
ipaux sous-modèles qui 
omposent mon modèle : le modèled'é
hange ionique et le modèle de mort 
ellulaire. Le modèle d'é
hange ionique adonné lieu à un arti
le [16℄ (
f annexe A). Je donne en�n les prin
ipales hypothèsesdu modèle global présenté en détails dans l'arti
le [15℄ en annexe B. Pour 
haquesous-modèle, j'explique les équations et la façon dont les paramètres ont été �xés.Ensuite, j'étudie les résultats de 
e modèle dans diverses situations : o

lusion par-tielle, reperfusion, di�érentes géométries de domaine. Cela é
laire d'un jour nouveau
ertaines problématiques 
liniques 
lassiques.En�n, en abordant en parti
ulier un modèle mé
anistique plus 
omplet d'é
hanges



INTRODUCTION 13ioniques entre les 
ellules du 
erveau, j'expliquerai les perspe
tives ouvertes par monmodèle.Chapitre 2. Le deuxième 
hapitre est motivé par les simulations numériquese�e
tuées dans le premier 
hapitre. On étudie l'existen
e de fronts progressifs gé-néralisés, solutions d'une équation de réa
tion-di�usion de type bistable dans un
ylindre de se
tion 
arrée dont le diamètre varie brusquement. Ce 
hapitre a donnélieu à un arti
le [17℄ donné en annexe C.Si le diamètre du 
ylindre augmente peu ou diminue, il existe des fronts progressifsgénéralisés. Cela se montre rapidement en utilisant les travaux de Roquejo�re [77℄.En revan
he, je montre que si le diamètre augmente fortement et brutalement, iln'existe pas de front progressif généralisé en dimension 2 ou 3. La méthode utiliséepour démontrer 
e résultat est assez originale, elle est basée sur la symétrisation dudomaine a�n de se ramener à une équation dont on 
onnait la fon
tion de Greensu�sament pré
isément.Chapitre 3. Le troisième 
hapitre est également motivé par les observations nu-mériques e�e
tuées sur le modèle du premier 
hapitre. On étudie l'existen
e de frontprogressifs 
ourbes qui sont à la fois solutions d'une équation de réa
tion-di�usion detype bistable sur un 
ylindre et solutions d'une équation de di�usion et absorptionen dehors du 
ylindre. Ce 
hapitre a aussi donné lieu à un arti
le [14℄ présenté enannexe D.J'ai prouvé qu'il n'existe pas de front progressif 
ourbe si le rayon du 
ylindre estpetit, mais qu'il en existe un si le rayon du 
ylindre est su�sament grand.Pour démontrer 
e résultat, j'ai étudié tout d'abord les pro�ls asymptotiques pos-sibles pour un tel front, 
ela me permet de 
on
lure sur la non-existen
e si le rayondu 
ylindre est petit. Pour démontrer l'existen
e dans le 
as d'un rayon plus grand,j'ai étendu la méthode développée par Emmanuel Risler qui 
onstruit un front pro-gressif 
omme la limite de la solution de l'equation ave
 une donnée initiale bien
hoisie. Pour 
ela, on étudie l'énergie de la solution ave
 donnée initiale dans di-vers référentiels en mouvement. Les méthodes développées par Beresty
ki [10℄, Vega[87, 88℄ ou Hamel, Monneau et Roquejo�re [42℄ pour montrer l'existen
e de frontsprogressifs dans di�érentes situations ne peuvent en e�et pas s'appliquer i
i.
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Chapitre 1Un modèle d'a

ident vas
ulaire
érébral
1.1 Données biologiques générales1.1.1 Les 
ellules du 
erveauLes neuronesLe 
erveau est 
onstitué de 
ellules diverses. Les plus 
onnues sont les neurones.Ce sont des 
ellules nerveuses (
'est à dire ex
itables) qui permettent la ré
eption,l'intégration et la transmission de l'information. Chaque neurone est 
omposé detrois parties : le 
orps 
ellulaire (où se trouve le noyau de la 
ellule), les dendrites(qui reçoivent les di�érents messages nerveux venant des autres neurones) et l'axone(qui transmet le message nerveux). Ces neurones forment un réseau très 
omplexe,les dendrites étant en 
onta
t ave
 les axones au travers de synapses.Pour pouvoir transmettre le message nerveux, la membrane des neurones estpolarisée, 
'est à dire que di�érentes espè
es ioniques (K+, Ca2+, Na+, Cl−, l'ionglutamate Glu ...) ont des 
on
entrations di�érentes à l'intérieur et à l'extérieur desneurones. Le prin
ipe de Nernst a�rme en e�et que 
ette di�éren
e de 
on
entration
rée un potentiel éle
trique de membrane.Les transporteurs membranairesLe passage des di�érents ions de l'espa
e intra
ellulaire à l'espa
e extra
ellu-laire ou vi
e-versa se fait à l'aide de �transporteurs membranaires� situés dans lamembrane de la 
ellule.� Transport passif : Les 
anaux ioniques assurent un transport passif (i.e. sansbesoin d'énergie) d'ions à travers la membrane. Quand 
es 
anaux sont ouverts,ils peuvent être perméables à un ou plusieurs types d'ions. Ces mouvementssont dûs à l'a
tion de for
es soit éle
triques soit osmotiques (un ion se dépla
e15
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Fig. 1.1 � S
héma d'un neurone.naturellement vers un milieu de potentiel 
himique plus faible). Il existe des
anaux ioniques voltage-dépendants dont l'ouverture dépend du potentiel dela membrane et des 
anaux 
himio-dépendant qui s'ouvrent au 
onta
t d'unligand (i.e. une autre molé
ule).� Transport a
tif : Il existe deux grands types de transporteurs a
tifs. Le but destransporteurs a
tifs est de maintenir l'homéostasie de la 
ellule (i.e. maintenirles gradients de 
on
entration ionique né
essaires à son bon fon
tionnement).Les pompes ioniques se di�éren
ient des 
anaux ioniques par le fait que leurfon
tionnement né
essite de l'énergie amenée par l'ATP. Le mouvement de l'ionest alors unidire
tionnel et peut se produire 
ontre son gradient de 
on
entra-tion.Les symports assurent également le transport de 
ertains ions 
ontre leur gra-dient 
himique, mais ils tirent l'énergie né
essaire du transport simultané d'uneautre espè
e ionique (qui voyage pour sa part dans le sens de son gradient io-nique).En�n, les espè
es ioniques peuvent passer d'une 
ellule à une autre par l'intermé-diaire de gap-jon
tions (ou jon
tions la
unaires). Ces gap-jon
tions ne sont pas àproprement parler des transporteurs membranaires mais des jon
tions 
ommuni-quantes. Elles se 
omportent 
omme des pores qui laissent passer librement di�é-rentes espè
es d'une 
ellule à l'autre en fon
tion de la taille de 
es espè
es.Les 
ellules glialesEn dehors des neurones, le 
erveau 
omprend d'autres types de 
ellules que l'onappelle les 
ellules gliales. Le r�le des 
ellules gliales est grossièrement de maintenir



1.1. DONNÉES BIOLOGIQUES GÉNÉRALES 17un environnement favorable au bon fon
tionnement des neurones. Dans 
e travail,nous nous intéresserons parti
ulièrement à un type de 
ellules gliales, les astro
ytes ;
e sont les plus abondantes. Ces astro
ytes sont impliqués dans de nombreuses fon
-tions [71℄ dont le maintien des équilibres ioniques entre espa
e extra
ellulaire et in-tra
ellulaire, le maintien du pH, l'apport énergétique des neurones, la régénérationdes axones... Ils forment un réseau entremêlé au réseau des neurones. Ils sont reliésentre eux par des gap-jon
tions. Comme les neurones, la membrane des astro
ytes

Fig. 1.2 � Image mi
ros
opique 
onfo
ale d'une tran
he 
érébrale d'hippo
ampemarquée par GFAP (en rouge) a�n d'identi�er les astro
ytes et par MAP-2 (en vert)a�n d'identi�er les neurones. Sour
e : Institut des s
ien
es biologiques du CNRCest polarisée et 
ontient des 
anaux et pompes ioniques [83℄.Un autre type de 
ellules gliales est les oligodendro
ytes. Ils se situent prin
i-palement dans 
e qu'on appelle la substan
e blan
he du 
erveau. Ils assurent laformation de la gaine de myéline autour des axones neuronaux, 
e qui permet unetransmission rapide de l'in�ux nerveux.Les autres 
ellules gliales forment la mi
roglie.1.1.2 Les a

idents vas
ulaires 
érébrauxDé�nitionsUn a

ident vas
ulaire 
érébral (AVC) est dé�ni 
omme une anomalie 
liniquese
ondaire à une lésion anatomique d'un ou de plusieurs vaisseaux 
érébraux [54℄.Autrement dit, l'AVC est la 
onséquen
e d'une diminution du �ux sanguin dansune partie du 
erveau. Cette diminution peut être due à la présen
e d'un 
aillotdans une des artères du 
erveau, on parle d'un a

ident �is
hémique�, ou bien à unsaignement sur l'artère, 
'est alors un a

ident �hémorragique�, 
'est le 
as d'une



18 CHAPITRE 1. UN MODÈLE D'AVCrupture d'anévrisme par exemple. Dans les pays industrialisés, les AVC 
onstituentun enjeu majeur de santé publique 
ar ils représentent la troisième 
ause de mortalitéet la première 
ause d'handi
ap a
quis à l'âge adulte [68℄. Aux Etats-Unis, les AVCtou
hent une personne sur 
inq et 24% des AVC mènent au dé
ès du patient. 80%des AVC sont d'origine is
hémique et 20% d'origine hémorragique.Les thérapeutiquesLes 
onséquen
es d'un AVC sont multiples selon la zone du 
erveau tou
hée. Celapeut aller de la mort à un simple mal de tête en passant par une amnésie (perte dela mémoire), une aphasie (perte de la parole), une paralysie... Les phénomènes telsque l'amnésie, l'aphasie ou la paralysie peuvent être permanents ou transitoires.A
tuellement, la lutte 
ontre les AVC passe prin
ipalement par la prévention.Une fois l'AVC dé
len
hé, peu de thérapeutiques sont disponibles pour en limiter lese�ets. Il existe prin
ipalement deux appro
hes thérapeutiques dans le 
as de l'AVCis
hémique. La première 
onsiste à réétablir la 
ir
ulation sanguine en dissolvant le
aillot sanguin (ou reperfusion). Cependant dans 
ertains 
as, la reperfusion entraîneparfois une aggravation des sympt�mes qu'on ne peut pas expliquer par une hémor-ragie [39, 40℄. L'autre appro
he thérapeutique 
onsiste à administrer des agentsneuroprote
teurs qui ont pour but d'empê
her l'extension des dommages neuronauxen inhibant 
ertains mé
anismes 
ellulaires mis en jeu dans le 
adre de l'AVC is
hé-mique. Les agents pharma
eutiques sont nombreux, mais au
un n'est 
omplêtementsatisfaisant et les mé
anismes d'a
tion ne sont pas très bien 
ompris.Le développement de 
es thérapeutiques se heurtent à de nombreuses di�
ultés.� Les 
onnaisan
es médi
ales sont gigantesques, mais essentiellement qualita-tives et par là même di�
iles à organiser.� Les résultats des expérien
es e�e
tuées 
hez le rongeur d'une part et 
hezl'homme d'autre part ont souvent été en opposition. Quelques expli
ations ontété avan
ées [6℄, mais les raisons de 
es di�éren
es profondes ne sont pas en
ore
omplètement 
onnues.� Les expérien
es in vivo (sur l'être vivant) 
omme in vitro (en dehors de l'êtrevivant) sont di�
iles voire impossibles dans de nombreux 
as et parti
ulière-ment sur l'homme.Ces 
onstatations ont amené les biologistes à faire appel à des modèles, d'une partpour permettre l'organisation des 
onnaissan
es biologiques, d'autre part pour per-mettre des expérien
es numériques une fois le modèle validé (on parle d'expérien
esin sili
o). On ne peut pas obtenir ainsi des résultats 
ertains, mais 
ela donne despistes de re
her
he. Cependant, la modélisation mathématique de l'AVC n'en estqu'à ses débuts.L'ACI AVC-iSi a pour but la 
onstru
tion d'un modèle mathématique globald'AVC is
hémique. Cette ACI, basée à Lyon, est 
omposée de mathémati
iens, depharma
ologues et de neurologues 
lini
iens.



1.2. UN MODÈLE PHÉNOMÈNOLOGIQUE DE DCE 19Les motivations du nouveau modèle d'AVCUn premier modèle d'AVC is
hémique a été établi par V. Duval dans [27℄. C'estun modèle phénomènologique au niveau tissulaire qui prend en 
ompte la rédu
tiondu �ux sanguin, la diminution de l'énergie et les dommages aux 
ellules. Dans [22℄,M.-A. Dronne adapte 
e modèle et y ajoute une partie mé
anistique au niveau 
el-lulaire qui 
onstitue le 
oeur du modèle. Son modèle prend don
 en 
ompte de façondétaillée les é
hanges ioniques entre 
ellules voisines, la dépolarisation des mem-branes et le gon�ement des 
ellules. Il a permis d'étudier l'évolution de la zone depénombre (zone du 
erveau tou
hée par le manque de sang mais qui n'est pas en
oredé�nitivement lésée) dans di�érentes 
onditions. En parti
ulier, 
e modèle permetde tester l'e�et de di�érents neuroprote
teur. Cependant, 
e modèle a ses limites. Enparti
ulier, il est impossible pour l'instant de distinguer les di�érents mé
anismesde mort 
ellulaire, ni de prendre en 
ompte les phénomènes qui se propagent surl'ensemble du 
erveau, 
omme les dépressions 
orti
ales envahissantes (DCE) quiont pourtant une grande importan
e dans l'évolution de la zone de pénombre 
hezle rongeur [66, 62℄.Le modèle d'AVC que je présente i
i prend en 
ompte la diminution du �ux san-guin, la diminution de l'énergie, les DCE, les dommages aux 
ellules et les di�érentsmé
anismes de mort 
ellulaire. Les 
onnaissan
es sur 
ertains de 
es points étantin
omplètes et le but �nal étant de pouvoir faire de nombreuses expérimentationsnumériques dans un temps 
onvenable, le modèle que je vais présenter est simple-ment phénoménologique, 
'est à dire qu'il dé
rit qualitativement les relations entreles di�érentes entités sans entrer dans les détails physi
o-
himiques des mé
anismes
ellulaires.Je vais tout d'abord présenter les deux prin
ipaux sous-modèles : le modèle dedépression 
orti
ale envahissante et le modèle de mort 
ellulaire.1.2 Un modèle phénomènologique de dépression 
or-ti
ale envahissante1.2.1 Les dépressions 
orti
ales envahissantesUne dépression 
orti
ale envahissante (DCE), ou spreading depression (SD) enanglais, est une dépolarisation de grande ampleur et temporaire des neurones qui sepropage lentement (3mm/min) dans la substan
e grise du 
erveau. Ce phénomènea été observé en premier par Leão en 1957 [56℄ et est depuis le sujet de nombreusesétudes. Ces DCE semblent jouer un r�le important dans diverses pathologies, enparti
ulier les AVC, les migraines ave
 aura, l'épilepsie et 
ertains traumatismes
râniens [83℄.La mesure des DCE est assez di�
ile. Un éle
troen
éphalogramme ne su�t pas[48℄ et même l'IRM ne permet pas de 
on
lure de manière dé�nitive [41℄. Les moyens
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Fig. 1.3 � Une dépression 
orti
ale envahissante sur la rétine d'un poulet dé
len
héepar une inje
tion de KCl. Les neurones qui 
omposent la rétine ont la parti
ularitéd'être opaques quand ils sont dépolarisés.de mesure e�
a
es sont don
 invasifs.

Fig. 1.4 � Une dépression 
orti
ale envahissante 
hez le 
hat suivie par IRM.La dépolarisation des neurones est due à une répartition anormale des espè
esioniques entre les di�érentes 
ellules du 
erveau. En parti
ulier, au passage d'uneDCE, le potassium sort des 
ellules. La 
on
entration en potassium dans l'espa
eextra
ellulaire augmente don
 très fortement (30 à 80 mM). L'inje
tion de potassium



1.2. UN MODÈLE PHÉNOMÈNOLOGIQUE DE DCE 21(sous la forme KCl) est d'ailleurs un des moyens expérimentaux pour dé
len
her uneDCE [47℄. A l'inverse, pendant une DCE le 
al
ium rentre dans les neurones et lesastro
ytes. Les 
on
entrations en 
al
ium augmentent d'environ 0.1 mM dans lesneurones et de 0.2 mM dans les astro
ytes. Nedergaard a d'ailleurs observé unevague de 
al
ium se propager dans le réseau des astro
ytes pendant une DCE [13℄.Dans le 
adre d'un AVC 
hez le rongeur, le nombre de DCE a une 
laire in�uen
esur la taille de la zone dé�nitivement lésée [66, 62℄. Certains essais thérapeutiquesportent sur des bloqueurs de 
es DCE et donnent de bons résultats 
hez le rongeur.Malheureusement la situation 
hez l'homme est moins 
laire, 
ar les observationssont bien plus di�
iles à obtenir. En réalité, la question de l'existen
e de 
es DCE
hez l'homme n'est toujours pas résolue. Diverses opinions s'a�rontent [84, 61, 59, 2℄.Pour l'instant au
une observation 
laire de 
es DCE 
hez l'homme n'a été faite. Cepoint est pourtant essentiel, 
ar 
ela pourrait réorienter 
ertains essais thérapeu-tiques.La quantité importante de 
onnaissan
es disponibles à propos des DCE et lesdi�
ultés d'expérimentation en parti
ulier 
hez l'être humain ont mené les biolo-gistes à 
réer des modèles mathématiques de DCE. Dans [83℄, G. Somjen expose unmodèle de DCE qui s'intéresse parti
ulièrement au dé
len
hement et à l'évolutionde la DCE dans une 
ellule unique dans le 
as de l'épilepsie et de l'AVC is
hé-mique. Malheureusement, 
e modèle ne peut pas prendre en 
ompte la propagationdes DCE dans le 
erveau qui est pourtant probablement une des raisons de l'ex-tension des dommages dans le 
adre des AVC. D'autres modèles ont été développésdans [38, 65, 86, 72, 74℄. Ces modèles plus simples sont en revan
he 
entrés sur leproblème de la propagation des DCE et ne sont que sommairement ratta
hés auxobservations physi
o-biologiques au niveau membranaire. Par exemple, ils ne per-mettent pas d'expliquer les observations de Nedergaard sur la présen
e d'une vaguede 
al
ium dans les astro
ytes. En�n, Shapiro dans [81℄ présente un modèle très
omplet de DCE, mais 
e modèle est très lourd et pourrait di�
ilement être in
lusdans un modèle global d'AVC. Dans le 
adre de notre projet, nous avons don
 sentila né
essité d'établir un nouveau modèle phénomènologique de DCE pour 
onstruireun modèle d'AVC is
hémique.1.2.2 Les hypothèses biologiques du modèleLes DCE étant le fait d'é
hanges ioniques anormaux entre les neurones, les as-tro
ytes et l'espa
e extra
ellulaire, 
e modèle de DCE 
onsidère trois 
ompartimentsdi�érents : les neurones, les astro
ytes et l'espa
e extra
ellulaire. Cependant, on sepla
e à l'é
helle du 
erveau, les grandeurs varient don
 
ontinuement dans 
es trois
ompartiments.Les 
on
entrations en potassium et en 
al
ium jouent des r�les essentiels dans lephénomène de DCE. Les prin
ipales fon
tions de l'espa
e x et du temps t de 
e mo-dèle sont don
 : Ke(t, x) la 
on
entration en potassium dans l'espa
e extra
ellulaire,
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Can(t, x) la 
on
entration en 
al
ium dans les neurones et Cag(t, x) la 
on
entrationen 
al
ium dans les astro
ytes (g pour gliale).Le modèle de DCE a été basé prin
ipalement sur les observations de Nedergaarddans [13℄. Les prin
ipaux faits sont les suivants :� Les ions potassium peuvent di�user dans l'espa
e extra
ellulaire.� Un ex
ès de potassium dans l'espa
e extra
ellulaire a
tive des 
anaux ioniquessur la membrane des astro
ytes qui font entrer du 
al
ium dans la 
ellule.� Le 
al
ium di�use à travers des gap-jon
tions dans le réseau des astro
ytes.� Les ions 
al
ium entrent dans les neurones �à travers des gap-jon
tions entreneurones et astro
ytes� (
e point est très dis
uté).� L'ex
ès de 
al
ium dans les neurones a
tive des 
anaux ioniques sur la mem-brane des neurones qui font sortir du potassium de la 
ellule.Ces points sont résumés sur la �gure 1.5.

Ca++
Ca++

Astrocyte

K+

K+
Ca++

Neurone

diffusion

diffusion

gap−jonction

ionique

Ca++

Ca++ionique

gap−jonction
gap−jonction

canal

Espace extracellulaire

canal

Fig. 1.5 � Le modèle de NedergaardNous n'avons parlé pour l'instant que d'augmentations des 
on
entrations io-niques, il est don
 né
essaire d'ajouter des phénomènes de ré
upération. Les 
onnais-san
es biologiques sur 
es phénomènes sont limitées. On sait 
ependant qu'il existedi�érents mé
anismes de retour à l'équilibre, pour les petites variations de 
on
en-trations (induites par le passage d'un signal nerveux par exemple) ou pour ré
upérerdes larges variations de 
on
entrations produites par une DCE.
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upération des DCE né
essite deux nouvelles variables : Cap(t, x) la 
apa
itédes 
ellules à ré
upérer des DCE et R(t, x) l'intensité de 
ette ré
upération. Pourles détails de la 
onstru
tion du modèle, voir l'annexe A page 63.On obtient �nalement un système de trois équations aux dérivées partielles deréa
tion-di�usion pour les 
on
entrations ioniques et de deux équations di�érentiellesordinaires pour gérer la ré
upération des DCE. Je renvoie à nouveau à l'annexe Apour le détail des équations.Les paramètresUne fois les équations établies, le problème de la valeur des paramètres du modèlese pose. On ne peut pas les trouver dans la littérature.� En e�et, 
ertains paramètres n'ont pas de réalité biologique (
ar le modèle estphénomènologique).� De nombreuses expérien
es sont te
hniquement ou éthiquement impossibles.� Lorsque des expérien
es ont été faites, elles ont été menées dans di�érentesespè
es et de 
e fait, les résultats ne sont pas 
omparables.� Par ailleurs, les résultats sont a�e
tés de très larges marges d'erreur (jusqu'à300% !).Pour �xer la valeur des paramètres, on a don
 
hoisi un algorithme aléatoire. Leprin
ipe est de tirer au hasard les paramètres dans des plages bien déterminées,puis de résoudre le modèle et de tester la solution sur un 
ertain nombre de faits
onnus, si la réponse est positive, les paramètres sont 
onservés en mémoire, puis onre
ommen
e ave
 un nouveau jeu de paramètres. Dans le 
as du modèle de DCE, il yavait 27 paramètres à déterminer. L'algorithme a é�e
tué plus de 500 000 itérationspour obtenir 
inq jeux de paramètres possibles. Tous les détails de 
et algorithmesont donnés en annexe A page 65.Etant donné l'algorithme utilisé, il est né
essaire de résoudre le système rapi-dement. De plus, les équations sont assez raides, 
'est à dire que la solution peutvarier fortement dans un 
ourt délai. Les méthodes numériques utilisées doivent êtred'autant plus e�
a
es. Pour trouver les paramètres, on a don
 dé
idé de résoudrele système en dimension 1 d'espa
e (le 
erveau est représenté par un segment) ave
des méthodes de di�éren
es �nies semi-impli
ites. Les résultats obtenus sont présen-tés en détail dans l'annexe A page 88 et en �gures 1.6 et 1.7. L'allure des 
ourbes
orresond bien à 
e qu'on attendait d'après les résultats expérimentaux.Une fois les valeurs des paramètres déterminées, le modèle peut être résolu en 2dimensions d'espa
e sur un 
erveau 
arré. Quelque soit le jeu de paramètres utilisé,les résultats sont qualitativement identiques. Ce
i 
on�rme les hypothèses 
hoisies.Cependant, on n'a pas pu trouver de justi�
ation médi
ale aux valeurs des para-mètres retenus. Le détails des résultats en 2D est donné en annexe A page 69.La représentation du 
erveau 
omme un 
arré homogène est sommaire, nousavons voulu aller plus loin.
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at the center of the injection
2.5 cm from the injection
5 cm from the injectionFig. 1.6 � Con
entration en potassium extra
ellulaire à la suite de la simulationd'une inje
tion de KCl. A gau
he, les lignes de niveau la 
on
entration en fon
tiondu temps (abs
isse) et de l'espa
e (ordonnée). A droite, la 
on
entration en fon
tiondu temps pour di�érents points du 
erveau.

time (min)

sp
ac

e 
(m

m
)

Astrocytic calcium concentration after a KCl injection

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

time (min)

sp
ac

e 
(m

m
)

Neuronal calcium concentration after a KCl injection

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09
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entration en 
al
ium. A gau
he dans lesastro
ytes. A droite, dans les neurones.



1.2. UN MODÈLE PHÉNOMÈNOLOGIQUE DE DCE 251.2.3 Le r�le de la géométrie du 
erveauComposition et géométrie du 
erveauLe 
erveau est 
omposé de deux substan
es di�érentes.� La substan
e grise, prin
ipalement 
omposée des 
orps neuronaux et d'astro-
ytes, 
onstitue don
 le siège de l'a
tivité 
érébrale.� La substan
e blan
he, elle, 
ontient prin
ipalement les axones neuronaux, desastro
ytes et les oligodendro
ytes. Elle assure don
 surtout la 
ondu
tion del'in�ux nerveux.Selon l'espè
e, la 
omposition et la géométrie du 
erveau peut être très variable.Le 
erveau du rongeur par exemple est quasiment entièrement 
omposé de sub-stan
e grise. De plus, il présente très peu de replis.Le 
erveau du 
hat est un peu plus 
ompliqué que 
elui du rongeur. Il 
omportedavantage de substan
e grise.Le 
erveau de l'homme en revan
he est très di�érent. Il est divisé en deux hé-misphères. Chaque hémisphère est divisé en quatre lobes, divisés eux-même en denombreuses sous-parties appelées 
ir
onvolutions, séparées par des sillons ou s
is-sures. De plus, il est prin
ipalement 
omposé de substan
e blan
he, la substan
e griseétant surtout présente au niveau du 
ortex 
érébral qui 
ompose une �ne 
ou
he àla super�
ie du 
erveau. En raison des 
ir
onvolutions et des s
issures, 
ette 
ou
hede substan
e grise peut être d'épaisseur très variable.E�et d'une variation d'épaisseur de la substan
e griseLes premiers 
al
uls portaient sur un 
erveau 
arré entièrement 
omposé de sub-stan
e grise. Dans 
ette partie, on teste l'in�uen
e de la géométrie de la substan
egrise sur la propagation des DCE. On sait en e�et que dans 
ertains phénomèneséle
tromagnétiques, la propagation d'une onde peut être bloquée par une variationbrutale du diamètre de la zone où elle se propage. Nous avons don
 voulu voir si
et e�et existe dans 
e modèle de DCE. J'ai don
 testé plusieurs géométries (
f an-nexe A page 71). J'ai 
onstaté en parti
ulier qu'une DCE est bloquée dans la zoned'augmentation brutale d'épaisseur de la substan
e grise (voir �gure 1.11).Ces résultats peuvent être interprêtés biologiquement. On a vu que 
hez l'hommel'épaisseur de la substan
e grise varie beau
oup et qu'il est di�
ile d'observer desDCE, alors que 
hez le rat où on observe fa
ilement les DCE, la substan
e grise esthomogène. L'hypothèse est don
 que la 
réation des DCE se ferait de même 
hezl'homme et 
hez le rat, mais dans le 
erveau humain, la propagation de 
es ondess'arrêterait à la première augentation brutale de l'épaisseur de la substan
e grise, 
equi rendrait les ondes di�
iles à observer.
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Fig. 1.8 � Le 
erveau de la souris. A gau
he, di�érentes vues. A droite, une 
oupe.(http ://www.brainmuseum.org/index.html)

Fig. 1.9 � Le 
erveau du 
hat. A gau
he, di�érentes vues. A droite, une 
oupe.(http ://www.brainmuseum.org/index.html)

Fig. 1.10 � Le 
erveau de l'homme. A gau
he, une vue d'ensemble. A droite, une
oupe. (http ://www.brainmuseum.org/index.html)E�et de la substan
e blan
heJ'ai également étudié numériquement l'in�uen
e de la substan
e blan
he sur la
réation de DCE. En e�et, 
omme la substan
e blan
he ne 
ontient pas de neurone,
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Fig. 1.11 � Con
entration en potassium dans l'espa
e extra
ellulaire à di�érentstemps. I
i, la substan
e grise est représentée par un 
ylindre de diamètre 1 puis 6.Les DCE sont arrêtées par l'augmentation brutale de l'épaisseur de la substan
egrise.les ions responsables des DCE y di�usent simplement et sont progressivement ab-sorbés. L'étape de réa
tion n'a lieu que dans la substan
e grise. L'e�et absorbant dela substan
e blan
he pourrait don
 empê
her la 
réation de DCE. Or le 
erveau durat 
ontient très peu de substan
e blan
he, alors que le 
erveau humain est prin
i-palement 
omposé de 
ette substan
e ave
 une �ne 
ou
he de substan
e grise à lapériphérie.Ave
 
e modèle de DCE, j'ai e�e
tivement 
onstaté que si le 
erveau est repré-senté par une �ne bande de substan
e grise au mileu de la substan
e blan
he, alorsune simulation d'inje
tion de potassium ne 
rée plus de DCE (
f annexe A page 69et �gures 1.12 et 1.13).1.3 Un modèle de mort 
ellulaire1.3.1 La mort des 
ellulesDivers ions, en parti
ulier le 
al
ium, peuvent endommager une 
ellule jusqu'àentraîner sa mort. Il y a deux grands mé
anismes de mort 
ellulaires.Si les dégats sur la 
ellule sont importants et qu'elle dispose de peu de réserveénergétique, la 
ellule va mourir par né
rose en quelques minutes. Ensuite, la mem-brane de la 
ellule explose et tout le matériel génétique éventuellement dégradé va se
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Fig. 1.12 � Con
entration en potassium dans l'espa
e extra
ellulaire après une in-je
tion de KCl. La 
ou
he de substan
e grise est épaisse. Une DCE se 
rée.
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Fig. 1.13 � Con
entration en potassium dans l'espa
e extra
ellulaire après une in-je
tion de KCl. La 
ou
he de substan
e grise est �ne. Au
une DCE n'est 
réée.répandre dans l'espa
e extra
ellulaire alentour. En 
onséquen
e, les 
ellules voisinespeuvent être a�aiblies par les di�érents produits de l'explosion.Si la 
ellule subit des dégats importants, mais qu'elle dispose en
ore de su�sa-ment d'énergie, elle va se �sui
ider� (
f [31℄). On parle d'apoptose. La 
ellule rétré
iten éva
uant toute l'eau qu'elle 
ontient jusqu'à 
e que le système immunitaire puissel'absorber et l'éliminer. Cette opération peut né
essiter de 24 à 72h, mais la 
elluleentre dans la phase irréversible de l'apoptose en un peu moins d'une heure.Distinguer 
es deux types de mort peut être essentiel dans la 
ompréhension dediverses pathologies (
an
er, a

idents vas
ulaires . . . ). Dans le 
as de l'AVC, lané
rose des 
ellules sévèrement lésées se fait trop rapidement pour être une 
iblethérapeutique. Par 
ontre, on peut espérer limiter l'apoptose 
ar le délai d'irrever-sibilité est plus long. Les re
her
hes pour dé
ouvrir un agent antiapoptotique sontd'ailleurs intenses aujourd'hui. Cela pourrait aboutir à un meilleur traitement de
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ident vas
ulaire.1.3.2 Les hypothèses du modèleCe modèle représente l'évolution de l'état d'une 
ellule en fon
tion de l'a
tiond'un produit no
if et de sa 
apa
ité de ré
upération au 
ours du temps. On veutdéterminer les 
onditions pour un retour à un état normal, une évolution vers uneapoptose ou vers une né
rose. On introduit don
 une fon
tion θ(t) qui dé
rit l'étatde la 
ellule au temps t. θ = 1 si la 
ellule est dans un état parfait et plus l'état dela 
ellule se dégrade, plus θ diminue. Les hypothèses retenues sont les suivantes :� les dommages sur la 
ellule sont uniquement liés à la 
on
entration en 
al
iumintra
ellulaire [51℄ (l'ex
ès de 
al
ium fait don
 diminuer θ),� la 
ellule utilise une partie de son énergie pour se réparer (et don
 faire aug-menter θ).Tant que θ reste au dessus d'un seuil θapop, la 
ellule est 
onsidérée 
omme en vie.Pour pouvoir di�éren
ier né
rose et apoptose, il faut introduire une nouvelle va-riable A qui représente l'avan
ement du pro
essus d'apoptose. A = 0 si l'apoptosen'a pas en
ore 
ommen
é (θ > θapop), puis A augmente quand le pro
essus d'apop-tose avan
e. On suppose que la vitesse de l'apoptose dépend de la quantité totaled'énergie disponible pour la 
ellule. On dé�nit alors deux nouveaux seuils θnec et
Aapop pour déterminer l'évolution �nale de la 
ellule. Si l'état θ passe sous le seuil
θnec < θapop avant que l'avan
ement de l'apoptose A ne passe au dessus du seuil
Aapop, alors la 
ellule est 
onsidérée 
omme étant morte par né
rose. Si en revan
he,
A passe au dessus de Aapop avant que θ ne passe en dessous de θnec, on 
onsidère quela 
ellule meurt par apoptose. Pour les détails des équations, voir l'annexe B page75. Ce modèle aboutit à un système simple d'équations di�érentielles. Il est trèsrapide à résoudre. Cependant pour que 
e modèle donne des résultats satisfaisantsune fois in
lus dans le modèle d'AVC, le 
hoix de la relation entre la 
on
entrationen 
al
ium intra
ellulaire et les dommages sur la 
ellule est 
ritique. En e�et, lepassage d'une DCE (qui induit una augmentation de la 
on
entration en 
al
iumintra
ellulaire) a�aiblit les 
ellules saines sans les tuer, alors que l'augmentationde la 
on
entration en 
al
ium intra
ellulaire due à l'is
hémie totale tue la 
ellulerapidement par né
rose. Or la di�éren
e des 
on
entrations entre 
es deux 
as estfaible. J'ai d'abord supposé une relation linéaire entre 
on
entration en 
al
ium etdommages sur la 
ellule, mais je ne pouvais alors pas retrouver les observationsbiologiques. Au lieu de prendre Dommage = k[Ca2+]neurone, j'ai 
hoisi

Dommage = k1
[Ca2+]neurone

k2 + [Ca2+]neurone
.Ce 
hoix n'est pas 
omplètement arbitraire, en e�et, on sait qu'il y a un mé
anismede sto
kage de l'ex
ès de 
al
ium dans les réti
ulums endoplasmiques (élément de la



30 CHAPITRE 1. UN MODÈLE D'AVC
ellule entouré d'une membrane présent dans le 
ytoplasme) qui régule la 
on
en-tration de 
al
ium dans 
ertaines limites.1.3.3 RésultatsLa �gure 1.14 représente l'évolution de l'état d'une 
ellule dont la 
on
entrationen 
al
ium intra
ellulaire reste faible et qui dispose d'énergie pour se réparer. Lepro
essus d'apoptose ne 
ommen
e pas et la 
ellule reste en vie.
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Fig. 1.14 � Evolution de l'état d'une 
ellule θ en rouge. La 
ellule est faiblementendommagée et dispose de su�sament d'énergie pour se réparer.La �gure 1.15 présente maintenant le 
as d'une 
ellule endommagée par la pré-sen
e de 
al
ium intra
ellulaire, mais qui dispose de su�sament d'énergie pour e�e
-tuer son pro
essus d'apoptose. I
i, l'apoptose 
ommen
e pour t = 0.8 minutes quand
θ passe sous le seuil θapop = 0.72. Elle atteint son seuil d'irréversibilité Aapop = 1.5en 15 minutes environ avant que θ n'atteigne le seuil de né
rose θnec = 0.0565.En�n, la �gure 1.16 montre l'exemple d'une 
ellule très gravement endommagéepar le 
al
ium et qui n'a pas su�sament d'énergie pour e�e
tuer une apoptose. Ellemeurt par né
rose en 6 minutes.1.4 Le modèle 
omplet d'AVC1.4.1 Les hypothèses du modèleA l'aide des sous-modèles présentés 
i-dessus et d'un modèle d'AVC pré
édent[25℄ développé par le groupe AVC-iSi, j'ai pu élaboré un modèle phénomènologique
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Fig. 1.15 � Evolution de l'état d'une 
ellule θ en rouge et du pro
essus d'apoptose Aen bleu en fon
tion du temps. La 
ellule est fortement endommagée par la présen
ede 
al
ium intra
ellulaire et son énergie est supposé la moitié du niveau normal.
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Fig. 1.16 � Evolution de l'état d'une 
ellule en rouge et du pro
essus d'apoptose enbleu en fon
tion du temps. La 
ellule est fortement endommagée par la présen
e de
al
ium intra
ellulaire et elle dispose de 10% de son énergie normale.global d'AVC. Les hypothèses biologiques sont les suivantes :1. Le point de départ d'un AVC is
hémique est une diminution soudaine du �uxsanguin dans une partie du 
erveau.
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ette diminution du �ux sanguin, la 
ellule extrait d'avantaged'oxygène du sang qui 
ontinue à l'irriguer.3. Si l'énergie disponible est insu�sante, les pompes ioniques ne fon
tionnentplus, les di�éren
es de 
on
entrations ioniques entre espa
e extra
ellulaire etintra
ellulaire tendent don
 à s'équilibrer.4. L'ex
ès de potassium qui en dé
oule entraine des dépressions 
orti
ales enva-hissantes (voir le modèle 
i-dessus)5. Pour ré
upérer des DCE, les 
ellules utilisent une partie de l'énergie dont ellesdisposent.6. Les dommages sur la 
ellule sont liés à la 
on
entration en 
al
ium intra
ellu-laire.7. Selon les dommages et l'énergie dont elles disposent, les 
ellules meurent parné
rose ou par apoptose ou bien survivent (voir le modèle de mort 
i-dessus).Ces hypothèses biologiques amènent à un système de trois equations aux dérivéespartielles de type réa
tion-di�usion, de 5 équations di�érentielles ordinaires et de 11équations algébriques (voir annexe B pour les détails).Les paramètresLe système 
omporte en
ore un grand nombre de paramètres à �xer. Pour 
ela,j'ai utilisé le même algorithme aléatoire que présenté dans le 
adre du sous-modèle deDCE. Après 50 000 itérations, j'ai obtenu 6 jeux 
omplets de paramètres qui donneun 
omportement qualitatif raisonnable pour la simulation d'un AVC. Quelquesrésultats de la simulation d'un AVC sont présentés dans les �gures 1.17 et 1.18.
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Fig. 1.17 � Lignes de niveau de la
on
entration en potassium extra
ellu-laire sur un 
erveau 1D. Fig. 1.18 � Mort des neurones au 
oursde l'AVC. En noir, la né
rose. En gris,l'apoptose.Il est intéressant d'étudier la sensibilité du système aux paramètres.



1.4. LE MODÈLE COMPLET D'AVC 33� Le modèle de DCE est peu sensible à une variation de ses paramètres et l'al-gorithme aléatoire fon
tionne bien pour 
ette partie.� Pour les paramètres 
on
ernant la gestion de l'énergie par la 
ellule (
f annexeB page 135), les 
onnaissan
es expérimentales sont trop faibles pour qu'onpuisse véri�er pré
isément la validité des valeurs attribuées aux paramètres.J'ai don
 �xé les valeurs des paramètres en partie arbitrairement. Ce 
hoixretentit sur la taille de la zone atteinte par l'AVC qui n'est don
 pas un résultat�able du modèle.� Le système est très sensible aux paramètres du modèle de mort. De petitesvariations de 
es paramètres peuvent entrainer des 
omportements anormauxdes solutions (en parti
ulier, mort de 
ellules saines ou DCE qui ne s'arrêtepas). Cela peut être dû à une mauvaise estimation des dommages en fon
tion dela 
on
entration en 
al
ium, ou bien à un mauvais lien entre quantité d'énergieutilisée et réparation de la 
ellule. Des modèles mé
anistiques d'apoptose quisont en 
ours d'élaboration pourront peut-être permettre d'a�ner les valeursdes paramètres à 
hoisir et ainsi améliorer notre modèle.Sur un 
erveau �
arré� . . .J'ai utilisé les jeux de paramètres trouvés pré
édemment pour simuler un AVCen deux dimensions d'espa
e sur un 
erveau �
arré�. Je résoud le système d'équationsà l'aide d'une transformée de Fourier rapide et d'un s
héma semi-impli
ite en temps.On voit sur la �gure 1.19 que plusieurs ondes de DCE se propagent dans le 
erveau.Les résultats sont en a

ord ave
 les observations expérimentales [83℄ et les résultatsobtenus en dimension 1.1.4.2 Résultats du modèleE�et des DCE sur la taille de la zone infar
ieCe modèle a donné des résultats intéressants en deux dimensions d'espa
e. J'aipar exemple testé l'e�et d'une o

lusion partielle ou totale de l'artère (
f annexe B).En parti
ulier, j'ai 
omparé la taille de la zone infar
ie (dé�nitivement morte parinfar
tus) ave
 des DCE ou en bloquant leur propagation (il su�t de 
ouper la rela-tion entre neurones et astro
ytes). Dans mon modèle, 
haque DCE fait augmenterd'un peu plus de 30% la zone infar
ie (
f �gure 1.20).Ce type d'expérien
e a déjà été mené in vivo 
hez le rongeur [66, 53℄ et on a
onstaté expérimentalement que la passage de 
haque DCE entraine une augmen-tation d'environ 23% de la taille de la zone infar
ie. L'a

ord théorie-expérien
e estdon
 i
i tout à fait satisfaisant.
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Fig. 1.19 � Con
entration en potassium dans un 
erveau 
arré à la suite d'un AVC(5, 15, 30 et 45 min après le début de l'AVC).

Fig. 1.20 � Comparaison des zones infar
ies après un AVC sans DCE (à gau
he) etave
 (à droite).La reperfusionLe résultat le plus intéressant de 
e modèle a été obtenu en étudiant l'in�uen
ede la reperfusion. L'idée de débou
her l'artère obturée est assez naturelle. En réta-



1.4. LE MODÈLE COMPLET D'AVC 35blissant le �ux sanguin, on redonne de l'énergie aux 
ellules qui vont don
 pouvoirrevenir à leur état normal. Malheureusement, il a été prouvé expérimentalementque la reperfusion n'aboutissait pas systèmatiquement à une amélioration des symp-t�mes. Au 
ontraire, dans 
ertains 
as, la reperfusion aggrave les séquelles. Certainesexpli
ations ont été avan
ées, on soupçonne une in�uen
e des radi
aux libres parexemple... Mais rien de dé�nitif n'a été prouvé et dans 
e modèle, au
une des hypo-thèses existantes n'a été in
luses. Malgré 
ela, dans 
ertains 
as, les simulations dereperfusion aboutissent également à une aggravation des séquelles (
f �gure 1.21).En parti
ulier, 
et e�et délétère se produit si la reperfusion a lieu au début de ladernière ou avant-dernière DCE 
réée par l'AVC.
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Fig. 1.21 � Graphique de la taille de la zone infar
ie (en 
m2) en fon
tion du délaiavant la reperfusion (en min).Pour bien 
omprendre les raisons de l'e�et délétère de la reperfusion dans 
emodèle, il faut savoir tout d'abord que les DCE ont un 
omportement �tout ou rien�,
'est à dire qu'il existe un seuil au niveau des 
on
entrations ioniques en dessousduquel au
une DCE n'est 
réée, mais si les 
on
entrations dépassent 
e seuil, alorsune DCE se produit et il est très 
ompliqué de l'empê
her. Si la reperfusion seproduit au moment où les 
on
entrations ioniques ont déja fran
hies 
e seuil, le faitde redonner de l'énergie à la 
ellule n'empê
he pas la 
réation d'une onde de DCEqui se propage dans tout le 
erveau.Dans 
ertains 
as, il est même possible que deux DCE soient 
réées après lareperfusion. La première DCE est due 
omme pré
édemment au 
ara
tère �tout ourien� et la suivante à une mauvaise syn
hronisation de la ré
upération entre la zone
entrale qui a été tou
hée par le manque de sang et la zone périphérique. En e�et,quand la zone 
entrale retrouve de l'énergie (grâ
e à la reperfusion), elle peut en�nré
upérer, mais si 
ette ré
upération a lieu nettement avant que les 
ellules périphé-riques ne ré
upèrent elles-aussi, alors 
es 
ellules périphériques re
ontaminent les
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ellules 
entrales par di�usion des ions. Cela peut su�r pour dépasser à nouveaule seuil de 
réation d'une DCE. La reperfusion ne stoppe don
 pas immédiatementla propagation des DCE, 
e qui signi�e que les dommages sur les 
ellules liés à laprésen
e de 
al
ium intra
ellulaire peuvent persister quelques temps après la reper-fusion.En revan
he, reperfuser redonne de l'énergie aux 
ellules, elles peuvent l'utiliserpour leur apoptose, or la vitesse de l'apoptose augmente ave
 la quantité d'énergiedisponible. Les 
ellules qui avaient don
 
ommen
é leur phase réversible d'apoptoseévoluent plus rapidement vers la mort. Or dans 
ertains 
as d'AVC, il existe des
ellules à la périphérie de la zone infar
ie qui appro
hent du seuil d'irréversibilité del'apoptose au moment du passage de la dernière DCE, mais qui devraient �nalementrevenir à leur état normal. Dans le 
as d'une reperfusion mal 
oordonnée ave
 lapropagation des DCE, il peut y avoir le même nombre de DCE, mais 
es 
ellulesévoluent plus rapidement vers l'apoptose. Elle vont don
 mourir par apoptose, alorsqu'elles auraient normalement survé
u.Ces 
onstatations permettent de fournir de nouvelles hypothèses aux biologisteset aux méde
ins pour expliquer l'e�et délétère de la reperfusion. Cette hypothèsereste 
ependant à 
on�rmer expérimentalement.1.5 Quelques améliorations1.5.1 Un modèle mé
anistique de DCEIl serait maintenant intéressant de modéliser les é
hanges ioniques entre les di�é-rentes 
ellules de façon plus pré
ise. En e�et le modèle phénomènologique pré
édentest une première étape, mais de nombreux phénomènes sont ignorés. Un modèle mé-
anistique de 
réation puis propagation des DCE a été 
onstruit par Marie-AiméeDronne [21℄. Ce modèle est basé sur un re
ensement pré
is de toutes les pompeset 
anaux ioniques à la surfa
e des 
ellules. Les équations modélisant le passagedes ions d'un espa
e à l'autre sont don
 basées sur les mé
anismes 
ellulaires. Cemodèle donne des résultats quantitatifs prometteurs, mais il ne peut pour l'instantêtre in
lus dans un modèle d'AVC 
ar les 
ellules ne ré
upèrent pas de la dépola-risation. En e�et, les 
onnaissan
es sur 
ette ré
upération sont en
ore faibles, ellepasse vraisemblablement par une augmentation du �ux sanguin don
 de l'énergie. Ilserait don
 intéressant d'ajouter des équations modélisant la ré
upération, 
ommeje l'ai fait dans le modèle phénomènologique. Ce travail est en 
ours.1.5.2 Perspe
tivesLe modèle global d'AVC peut en
ore être grandement amélioré. Deux axes prin-
ipaux sont envisageables. On peut tout d'abord espérer de nouvelles 
onnaissan
esexpérimentales. Par exemple, il serait intéressant d'améliorer la modélisation de la
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upération des DCE. En parti
ulier, on sait mal 
omment le �ux sanguin intervientpour la ré
upération 
ellulaire. On pourrait également améliorer la modélisation del'apoptose. Des modèles de la 
as
ade apoptotique sont en train d'être établis etpourront 
ertainement être insérés dans 
e modèle global d'AVC. Dès aujourd'hui,il serait possible de prendre en 
ompte davantage d'espè
es ioniques, 
omme le so-dium ou le glutamate par exemple. Le glutamate en parti
ulier semble avoir un r�leimportant dans la propagation des DCE. Il est vraisemblable que l'augmentationde la 
on
entration en 
al
ium dans les astro
ytes ne se 
ommunique pas dire
te-ment aux neurones par des gap-jon
tions, mais sans doute en a
tivant des 
anauxioniques qui font sortir du glutamate dans l'espa
e extra
ellulaire, 
e qui entraineune augmentation du 
al
ium intraneuronal au travers d'autres 
anaux ioniques.Cependant, 
ela demanderait de rajouter une variable et il faut faire attention à nepas trop sur
harger le modèle pour que les simulations numériques soient possiblesdans des temps raisonnables. En�n, on 
onnait très mal la gestion de l'énergie dansla 
ellule et 
e point parait essentiel dans le fon
tionnement du modèle.Ensuite, on peut prendre en 
ompte de nouveaux phénomènes. Par exemple,on pourrait ajouter le phénomène de suppléan
e (si le �ux sanguin d'un vaisseaudiminue, les vaisseaux voisins augmentent leur propre �ux pour essayer de 
ompenserle manque d'énergie). Ce point n'aurait d'intérêt que si l'on utilise une véritable 
artede la vas
ularisation 
érébrale, 
e qui 
onstitue également un axe d'amélioration.On pourrait également prendre en 
ompte l'e�et de l'in�ammation ou de l'oedème(gon�ement des 
ellules qui entraîne don
 une augmentation des 
on
entrationsextra
ellulaires par exemple).En�n, pour pouvoir à terme 
omparer 
e modèle ave
 des résultats expérimen-taux, il serait intéressant de résoudre le système sur une vraie géométrie de 
erveau.Le 
al
ul en trois dimensions d'espa
e étant pour l'instant beau
oup trop lourd, onpourrait néanmoins faire les 
al
uls sur une vraie 
oupe de 
erveau.
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Chapitre 2Extin
tion de fronts progressifsJe vais traiter dans 
e 
hapitre de la non-existen
e de front progressif généralisé,solution d'une équation de réa
tion-di�usion de type bistable sur un 
ylindre dese
tion 
arrée dont le diamètre augmente brutalement.2.1 L'énon
é du théorème2.1.1 MotivationsCette étude est motivée par les simulations numériques du modèle phénomè-nologique de DCE 
onstruit dans le premier 
hapitre. Le problème est de 
om-prendre pourquoi les DCE n'ont jamais été observées 
hez l'homme, alors qu'ellessont 
onnues depuis longtemps 
hez le rat. Les mé
anismes de base des DCE sontprobablement les mêmes 
hez l'homme et 
hez le rat, mais la géométrie et la 
om-position de leur 
erveau sont très di�érentes 
omme expliqué dans la partie 1.2.3.En parti
ulier, la substan
e grise du 
erveau du rat peut être assimilée à une boulealors que 
hez l'homme, 
'est une 
ou
he super�
ielle d'épaisseur très variable. Cesvariations d'épaisseur dans le domaine où se propagent les DCE peuvent-elles êtreresponsables de l'extin
tion de l'onde ?J'ai étudié numériquement 
e problème dans [16℄ (
f annexe A page 71). On
onstate qu'une augmentation importante et brutale du diamètre du domaine bloquela progression de l'onde. En revan
he, une variation de faible ampleur ou progres-sive du diamètre du domaine ralentit l'onde mais ne l'empê
he pas de 
ontinuersa progression. Ce
i 
onstitue une expli
ation possible de la non-observation desdépressions 
orti
ales envahissantes 
hez l'homme. Ces DCE seraient 
réées de lamême façon que 
hez le rat, mais elles ne se propageraient que sur une faible dis-tan
e 
ar elles seraient bloquées à la première augmentation brutale de l'épaisseurde la substan
e grise. Elles seraient don
 plus di�
iles à observer.L'étude théorique du système 
omplet dans une géométrie réaliste étant trop
ompliquée, j'ai montré simplement qu'il n'existe pas de front progressif généralisé39



40 CHAPITRE 2. EXTINCTION DE FRONTS PROGRESSIFSsolution d'une équation de réa
tion-di�usion de type bistable dans un 
ylindre dese
tion 
arrée dont la longueur du 
�té augmente brutalement.2.1.2 Cadre mathématiqueDans 
e 
hapitre, on travaille dans R
3, à l'ex
eption d'une extension à d'autresdimensions dans la partie 2.2.2.On étudie l'équation suivante

{

∂tu− ν△u = f(u) t ∈ R, x ∈ Ω,

∂nu = 0 t ∈ R, x ∈ ∂Ω,
(2.1)où f(t) = f0 t(t − θ)(1 − t) est une nonlinéarité de type bistable ave
 f0 > 0,

θ ∈]0, 1/2[, ν > 0 est une 
onstante et Ω est un 
ylindre de se
tion 
arrée delongueur de 
�té 2r pour x1 < 0 et de longueur de 
�té 2R pour x1 > 0 ave
 r ≤ R.Plus pré
isément, on pose
Ω1 = R

∗
+×] −R,R[×] − R,R[, Ω2 = R−×] − r, r[×] − r, r[,

Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Γ = ∂Ω.

1Ω

1Γ

4

3

2

2

Γ
Γ

Γ

Ω

Fig. 2.1 � Le domaine Ω.Pour la dé�nition pré
ise de la dérivée normale ∂nu = 0 aux angles du domaine, seréférer à l'annexe C page 105.Dans l'arti
le [17℄ en annexe C, j'ai montré le théorème suivantThéorème 2.1 Soit u(t, x) une solution de
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





∂tu− ν△u = f(u) t > 0, x ∈ Ω.

∂nu = 0 t > 0, x ∈ ∂Ω.

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω.

(2.2)où il existe α0 > 0 tel que u0(x) <
1
2
θe−α0x1 pour tout x ∈ Ω1.Il existe Rcritique(R, ν) > 0 tel que si r < Rcritique, il existe ρ > 0 tel que

∀x ∈ Ω x1 > ρ ⇒ ∀t ≥ 0 u(t, x) ≤ θ

2
.En 
orollaire, on peut montrer fa
ilement qu'il n'existe pas de front progressif gé-néralisé solution de l'équation (2.1). Rappellons d'abord la dé�nition d'un frontprogressif généralisé.Tout d'abord un front progressif est une solution u(t,x) = U(k.x − ct) où U est lepro�l du front à déterminer, k est un ve
teur et c est une 
onstante appelée vitessedu front. Ces deux 
onstantes sont également à déterminer. On parle aussi de frontprogressif ou front progressif 
ourbe si la solution dépend de k.x−ct et des variablestransverses à la dire
tion de k.Dé�nition 2.1 u(t,x) est un front progressif généralisé de (2.1) si 
'est une solu-tion de (2.1) telle qu'il existe U1 et U2 des fronts progressifs de (2.1) sur des 
ylindresde se
tion 
arrée de diamètre respe
tif 2r et 2R de vitesse respe
tive c1 et c2 et L > 0tels que

lim
t→+∞

|u(t,x) − U1(x1 − c1t, x2, x3)| = 0uniformément sur tout ensemble Ω1∩ [L,+∞[×[−K,K]× [−K,K] pour tout K > 0,et
lim

t→−∞
|u(t,x) − U2(x1 − c2t, x2, x3)| = 0uniformément sur tout ensemble Ω2∩] − ∞,−L] × [−K,K] × [−K,K] pour tout

K > 0.Don
 s'il existe un front progressif généralisé, pour x ∈ Ω1 ave
 x1 su�sament grand
u(t, x)

t→+∞−−−−→ 1 > θ/2, 
e qui 
ontredit la 
on
lusion du théorème 
i-dessus.Historiquement, l'étude de l'existen
e de front progressif bistable en une dimen-sion d'espa
e a été faite par Aronson et Weinberger dans [3℄. Quant à la 
onvergen
edes solutions de l'équation ave
 donnée initiale vers 
es fronts progressifs, elle a étémontrée par Fife et M
Leod dans [29℄ et [30℄. Dans 
es trois arti
les, les preuves sontprin
ipalement basées sur la 
onstru
tion de sur- et sous-solutions grâ
e au prin
ipedu maximum. En dimension d'espa
e supérieure, Beresty
ki et Nirenberg [10℄ ont



42 CHAPITRE 2. EXTINCTION DE FRONTS PROGRESSIFSmontré l'existen
e de fronts progressifs sur des 
ylindres en étudiant des solutionsparti
ulières du problème linéarisé à l'in�ni dans la dire
tion de propagation. Ro-quejo�re [77℄ a montré la 
onvergen
e vers un front progressif des solutions d'uneéquation de réa
tion-di�usion ave
 donnée initiale sur un 
ylindre en étudiant leproblème linéarisé pour t→ +∞.Ces arti
les nous montrent que si la variation de diamètre du domaine est trèspetite, il existe un front progressif généralisé. Pour montrer le théorème 2.1 par
ontre, il a fallu développer une nouvelle méthode.2.2 La preuve du théorème2.2.1 Idées de la preuve du théorème 2.1La preuve du théorème 2.1 
omporte trois étapes. Pour les détails, je renvoie àl'arti
le [17℄ donné en annexe C page 103.1ère étape. On ramène l'étude du système (2.2) à un problème sur le demi-espa
e
{x1 > 0}.Premièrement, d'après le prin
ipe du maximum, il su�t de 
onsidérer l'equation sur
Ω1 = Ω∩{x1 > 0} ave
 une donnée de Diri
hlet u = 1 sur Γ1 = {0}×[−r, r]×[−r, r].Pour pouvoir utiliser la dé
roissan
e de la fon
tion de Green par la suite, on pose
g(u) = f(u) − ηf ′(0) u, η ∈]0, 1], et on a

∂tv − ν△v − ηf ′(0) v = g(v).Maintenant, 
omme on a une 
ondition de Neumann ∂nu = 0 sur Γ, on peut étendrela solution de notre équation au demi-espa
e {x1 > 0} de façon à 
e que la fon
tionsoit paire à travers la frontière Γ3, 
'est à dire que la fon
tion va être paire parrapport au plan {x2 = R}, mais aussi par rapport aux plans {x2 = −R}, {x3 = R}et {x3 = −R}. La fon
tion étendue sera don
 périodique. On se ramène ainsi auproblème suivant






∂tv − ν△v − ηf ′(0)v = g(v) t > 0, x ∈ R
∗
+ × R

2.

v(0, x) = ũ0(x) x ∈ R+ × R
2.

v(t, x) = ũ(t, x) t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nv = 0 t > 0, x ∈ Γ̃2

(2.3)où pour une fon
tion w, w̃ désigne l'extention paire de w à R
+ × R

2 et pour unensemble γ, γ̃ est l'union de tous les symétriques de γ par rapport aux frontièresde Γ3 (
f annexe C page 106 pour des dé�nitions plus pré
ises). Le problème dusystème (2.3) est que les 
onditions aux bords sont mixtes Neumann-Diri
hlet.
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tion d'une sur-solution.Pour 
onstruire une sur-solution, on utilise la formule de Duhamel.
v(t, x) = w(t, x) +

∫ t

0

∫

R+×R2

F (t− τ, x, ξ)g(v(τ, ξ)) dξdτoù w(t, x) véri�e






∂tw − ν△w − ηf ′(0)w = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R

2.

w(0, x) = ũ0(x) x ∈ R
+ × R

2.

w = u, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nw = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(2.4)et F (., ., ξ) est la solution élementaire du problème suivant






∂tF − ν△F − ηf ′(0)F = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R

2.

F (0, x) = δ(x− ξ) x ∈ R
+ × R

2.

F = 0, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nF = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(2.5)Pour 
onstruire une sur-solution de la partie linéaire w, on utilise la solutionélémentaire du problème elliptique asso
ié à (2.4)
E(x) =

q

4π

e−q|x|

|x|ave
 q =
√

−ηf ′(0)/ν < α0, puis on pose
Q(x) =

∑

(k,l)∈Z2

∫ 2kR+r

2kR−r

∫ 2lR+r

2lR−r

E(x− y∗) dyoù y∗ = (0, y1, y2) ∈ R
3 pour y = (y1, y2) ∈ R

2. Alors, il existe α > 0 dépendant de
r, de R et de q tel que αQ ≥ 1 sur Γ1. Comme Q est périodique par rapport auxfa
es de Γ3, αQ ≥ 1 sur Γ̃1. De plus, ∂nQ = 0 sur Γ̃2 et

ν△Q+ ηf ′(0)Q = 0, x ∈ R
3.

αQ est don
 bien une sur-solution de w (
f annexe C page 107 pour les détails). Deplus, par des majorations simples, on montre
αQ(x) ≤ 2

√
2r

x1
e3q

√
2r




∑

(k,l)∈Z2

e−q2R
√

k2+l2



 . (2.6)



44 CHAPITRE 2. EXTINCTION DE FRONTS PROGRESSIFSPour tout ε > 0 (on �xera sa valeur ultérieurement), si on pose
ρ1(r, R, q) =

4
√

2r

ε
e3q

√
2r




∑

(k,l)∈Z2

e−q2R
√

k2+l2



 , (2.7)on a ∀x ∈ Ω1 x1 > ρ1 ⇒ αQ(x) ≤ ε

2
.Pour 
onstruire une sur-solution de la partie nonlinéaire dans la formule de Du-hamel, on va tout d'abord rempla
er g par g̃ = max(g, 0) puis on utilise la fon
tionde Green de l'équation sur R

3 entier
G(t, x) =

1

(4νπt)
3
2

e−
|x|2
4νt eηf ′(0)tqui est paire par rapport à {x1 = 0}. A nouveau, d'après le prin
ipe du maximum,on obtient

v(t, x) ≤ α(r, R, q)Q(x)
︸ ︷︷ ︸

=I(x)

+

∫ t

0

∫

R+×R2

(G(t− τ, x− ξ) +G(t− τ, x− ξ′))g̃(v(τ, ξ))dξdτ

︸ ︷︷ ︸

=J(t,x)

.où ξ′ = (−ξ1, ξ2, ξ3).3ème étape. Estimation de J(t, x).Pour majorer J(t, x), on introduit quelques notations. Soit ε ∈]0, θ/2[ tel que g̃ = 0sur [0, ε]. Pour x ∈ R+ × R
2, on pose

tx = sup{t ≥ 0 | ∀τ ∈ [0, t] v(t, x) ≤ ε} ∈ R̄
∗
+puis pour ρ > 0, on dé�nit

T (ρ) = inf
x∈]ρ,∞[×R2

tx ∈ R̄+.Pour 
on
lure la démonstration du théorème, il nous su�t de trouver les 
onditionssur r, R et ν telles que
∃ρ > 0 T (ρ) = +∞.Supposons par 
ontradi
tion que

∀ρ ≥ ρ1(r, R, q) T (ρ) < +∞.Soit ρ ≥ ρ1(r, R, q) �xé. Dans la suite, on é
rira T pour T (ρ).D'après (2.7), il existe des suites xn ∈]ρ,+∞[×R
2 et tn ∈]T, T + 1

n
[ telles que
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J(tn, xn) >

ε

2
. Or

J(tn, xn) =

∫ tn

T

∫

R+×R2

(G(tn − τ, xn − ξ) +G(tn − τ, xn − ξ′))g̃(v(τ, ξ)) dξdτ

+

∫ T

0

∫

R+×R2

(G(tn − τ, xn − ξ) +G(tn − τ, xn − ξ′))g̃(v(τ, ξ)) dξdτ

︸ ︷︷ ︸

=K(tn,xn)Comme g̃ est bornée et G est intégrable, la première partie de 
ette équation tendvers 0 pour n→ +∞. Il reste à estimer K(tn, xn). Par des 
hangements de variablesdans l'intégrale et des majorations simples, on a
K(tn, xn) ≤ M

π
3
2

∫ +∞

0

∫ ρ

2
√

4ντ

−ρ

2
√

4ντ

e−z2
1eηf ′(0)τ dz1dτ.Don
 à n �xé, par le théorème de 
onvergen
e dominée, il existe ρ2(ν) > 0 tel que

∀ρ < ρ2(ν) K(tn, xn) ≤ ε

4
.Si on a ρ2 > ρ1, on aboutit à une 
ontradi
tion.Con
lusion. S'il existe r, R et ν tels que ρ2(ν) > ρ1(r, R, q), alors on peut trouver

ρ > 0 tel que T (ρ) = +∞, 
e qui prouverait le théorème.Comme ρ1(r, R, q) −−→
r→0

0 pour R et ν �xés, on obtient le résultat souhaité.2.2.2 Cas de la dimension 2En dimension 2, le résultat peut être démontré de la même manière, quitte àmodi�er les fon
tions de Green.
G devient

G2(t, x) =
1

4νπt
e−

|x|2
4νt eηf ′(0)t pour t > 0 et x ∈ R

2.et E est rempla
é par E2(x) = iH
(1)
0 (iq|x|) où H(1)

0 est la fon
tion de Hankel de type1 et d'ordre 0.Les sur-solutions des parties linéaires et non-linéaires ne sont don
 plus exa
te-ment les mêmes, mais ave
 les estimations 
onnues sur H (1)
0 , on peut de la mêmemanière dé�nir ρ1(r, R, q) et ρ2(ν) et on a toujours ρ1(r, R, q) −−→

r→0
0. Le théorèmereste don
 vrai (
f annexe C page 112).



46 CHAPITRE 2. EXTINCTION DE FRONTS PROGRESSIFS2.2.3 Perspe
tivesCette méthode peut fa
ilement être étendue au 
as d'un équation de réa
tion-di�usion ave
 une nonlinéarité bistable f qui véri�e :
f(0) = f(1) = 0 et f ′(0) < 0.De même, on peut sans doute démontrer le même résultat en dimension quel
onque.En revan
he, 
ette méthode est fortement dépendante du domaine et ne peuts'appliquer qu'à des 
ylindres de se
tion 
arrée, à moins d'obtenir des estimationstrès pré
ises des fon
tions de Green sur un demi 
ylindre.



Chapitre 3Fronts progressifs 
ourbesDans 
ette partie, j'étudie les fronts progressifs solutions d'une équation deréa
tion-di�usion sur un 
ylindre de rayon R dans R
N et d'une équation de dif-fusion et absorption en dehors du 
ylindre.3.1 L'énon
é du théorème3.1.1 MotivationsComme dans le 
hapitre pré
édent, 
ette étude est motivée par les simulationsnumériques du modèle phénomènologique de DCE 
onstruit dans le premier 
ha-pitre. Il s'agit d'étudier l'in�uen
e de la substan
e blan
he sur la 
réation des DCE.En e�et, les espè
es ioniques responsables des DCE di�usent dans la substan
eblan
he et sont progressivement absorbées sans que la réa
tion qui se produit dansla substan
e grise ne se fasse. L'e�et absorbant de la substan
e blan
he pourraitdon
 empê
her la 
réation des DCE. Or le 
erveau humain est 
omposé en majoritéde substan
e blan
he ave
 une �ne 
ou
he de substan
e grise à la périphérie (
f para-graphe 1.2.3). Chez le rongeur, au 
ontraire, le 
erveau est prin
ipalement 
omposéde substan
e grise. Comme il est pour l'instant impossible d'étudier le système 
om-plet dans une géométrie réaliste, j'étudie i
i l'existen
e de fronts progressifs 
ourbesà la fois solution d'une équation de réa
tion-di�usion sur un 
ylindre et d'une équa-tion de di�usion et absorption en dehors du 
ylindre. L'existen
e d'un front solutionva dépendre du rayon du 
ylindre.3.1.2 Cadre mathématiqueJe m'intéresse dans 
e 
hapitre à l'équation suivante :

∂u

∂t
−△u = g(u)1Ω − αu1RN\Ω, t ∈ R, X ∈ R

N , (3.1)47



48 CHAPITRE 3. FRONTS PROGRESSIFS COURBESoù g(u) = λ u(u − θ)(1 − u) est la nonlinéarité bistable usuelle ave
 θ ∈]0, 1/2[,1 désigne une fon
tion 
ara
téristique d'un ensemble et Ω est un 
ylindre in�ni derayon R représentant la substan
e grise (réa
tion-di�usion).Dans la suite, on notera la variable d'espa
e (x, z) ∈ R
N ave
 x ∈ R et z ∈ R

N−1,et Ω = R × B(0, R) le 
ylindre.On 
her
he les solutions de (3.1) de type front progressif 
ourbe, 
'est à dire
u(t, x, z) = U(x−ct, z) pour un c ∈ R 
onstant à déterminer, ave
 de plus les limites
lim

x→−∞
U(x, z) et lim

x→+∞
U(x, z) qui existent et sont distin
tes. Le pro�l de l'onde Uvéri�e don
 l'équation

(TF)

{
△U + c∂xU + g(U)1{|z|≤R} − αU1{|z|>R} = 0 (x, z) ∈ R

N ,
U(x, z) → 0 pour |z| → ∞, x ∈ Ret les pro�ls asymptotiques φ± = lim

x→±∞
U sont solutions de l'équation

(P∞)

{
△zφ+ g(U)1{|z|≤R} − αU1{|z|>R} = 0, z ∈ R

N−1,
φ(z) −→

|z|→∞
0.Dans [14℄, j'ai montré les théorèmes suivants.Théorème 3.1 Si N = 2, il existe R0 > 0 tel que� si R < R0, φ ≡ 0 est la seule solution C1 de (P∞),� si R > R0, (P∞) admet au moins 3 solutions C1 : 0, φ1 > 0 et φ2 > 0.Théorème 3.2 Si N ≥ 3, il existe R1 ≥ R0 > 0 tel que� si R < R0, φ ≡ 0 est la seule solution radiale C1 de (P∞),� si R > R1, (P∞) admet au moins 2 solutions C1 : 0 et φ > 0.Corollaire 3.1 Si N = 2 (resp. N ≥ 3), il n'existe pas de front progressif (resp. defront progressif 
ylindrique) solution de (3.1) pour R < R0.Si R ≥ R0, l'existen
e de front d'onde et la 
onvergen
e des solutions vers 
esfronts d'onde est plus déli
ate à montrer. Historiquement, l'étude des fronts d'ondeen dimension 1 d'espa
e a 
ommen
é ave
 Aronson et Weinberger [3℄. Ils ont mon-tré l'existen
e de front en travaillant dans le plan de phase. Puis Fife et M
Leod[29, 30℄ ont fait une démonstration de la 
onvergen
e des solutions vers 
es frontsen utilisant prin
ipalement le prin
ipe du maximum et en 
onstruisant des sur- etsous-solutions bien adaptées.En dimension supérieure, il existe plusieurs types de résultats. Beresty
ki et Ni-renberg [10℄ ont montré l'existen
e de fronts progressifs dans des 
ylindres ave
 unterme d'entrainement qui peut dépendre des 
oordonnées transverses. Vega [87, 88℄a montré l'existen
e et l'uni
ité de front progresifs dans un 
ylindre ave
 des 
ondi-tions aux bords de Diri
hlet homogènes. En�n, Roquejo�re a étudié la 
onvergen
e



3.2. LA PREUVE DU THÉORÈME 49vers des fronts sur un 
ylindre [77℄. Tous 
es arti
les utilisent de façon plus ou moinspré
ise l'énergie de la solution et le linéarisé à l'in�ni. Ils ont don
 tous besoin quele 
ylindre soit de se
tion bornée pour pouvoir utiliser des inje
tions de Sobolev
ompa
tes, mais aussi des fon
tions propres du linéarisé.Sur l'espa
e entier, Hamel, Monneau et Roquejo�re ont étudié le problème de la 
om-bustion de la �amme du be
 Bunsen [42℄. Leur démonstration utilise de nombreusesfois la méthode de glissement introduite dans [11℄ par Beresty
ki et Nirenberg ainsique l'existen
e d'un front en dimension 1 d'espa
e. En e�et, leur front est un front
onique, don
 il ressemble à un front plan à l'in�ni (don
 à un front en dimension 1d'espa
e). En parti
ulier, ils 
onnaissent la vitesse du front a priori et peuvent ainsi
onstruire des sur- et sous-solution adaptées.L'autre appro
he de l'étude des fronts progressifs vient des problèmes de 
iné-tique 
himique. Dans 
e 
as, les fronts sont ve
toriels et il n'existe plus de pin
ipe dumaximum. Une possibilité est d'utiliser la méthode de Leray-S
hauder 
omme Vol-pert [89℄ ou bien Gardner [32℄. Une autre méthode a été développée par EmmanuelRisler [75℄. Elle montre l'existen
e de fronts progressifs et un début de 
onvergen
een dimension 1 d'espa
e en étudiant l'énergie des solutions dans di�érents référentielsen mouvement. Cette méthode a été développée pour éviter l'utilisation du prin
ipedu maximum qui existe dans notre 
as (
f annexe D page 153), mais elle présenteégalement de nombreux autres intérêts. Tout d'abord, la méthode détermine dire
te-ment la vitesse du front et ne demande pas d'en 
onnaitre un en
adrement a priori.Ensuite, 
ette méthode utilise l'énergie des solutions, don
 des intégrales. La taillede la se
tion du 
ylindre n'a don
 pas d'importan
e, il su�t que la solution soitintégrable en z à t et x �xés.3.2 La preuve du théorème3.2.1 Etude des pro�ls asymptotiquesAvant de montrer l'eventuelle existen
e de front progressif, il est naturel de 
her-
her à 
onnaître les états que pourrait relier 
e front, 
'est à dire les di�érents pro�lsasymptotiques possibles. Rappelons qu'un tel pro�l asymptotique est solution duproblème
(P∞)

{
△φ+ g(φ)1{|z|≤R} − αφ1{|z|>R} = 0 z ∈ R

N−1,
φ(z) −→

|z|→∞
0.En dimension N = 2, 
ette équation devient une équation di�érentielle ordinaire eton peut travailler dans le plan de phase.



50 CHAPITRE 3. FRONTS PROGRESSIFS COURBESCas de la dimension N = 2Cette partie donne les idées de la démonstration du théoreme 3.1. Tout d'abord,introduisons quelques notations. On dé�nit
(E1) φ′′ + g(φ) = 0 et (E2) φ′′ − αφ = 0.Le problème est de re
oller une solution de (E1) ave
 une solution de (E2) de façon

C1 en z = −R et en z = R. Les solutions de (E2) qui tendent vers 0 en l'in�ni sontbien 
onnues. On a don
 φ(z) = Be
√

αz pour un B ∈ R si z < −R, et φ(z) = Ae−
√

αzpour un A ∈ R si z > R. Don
 le problème est de trouver une solution de (E1) telleque
(BC1) φ′(−R) =

√
αφ(−R) et φ′(R) = −

√
αφ(R).En travaillant dans le plan de phase (
f �gure 3.1), on peut étudier le temps quemet une traje
toire de (E1) passant par (φc,−

√
αφc) pour joindre les deux droites

φ′ =
√
αφ et φ′ = −√

αφ. Par 
ontinuité du �ot, on voit assez fa
ilement que 
e
φ′ =

√
αφ

φ′ = −√
αφ

φ00
θ 1 φ

φ′

φcφmax

φ′

φ′ =
√
αφ

φ1
φ′ = −√

αφ

φ0

θ

φc0 φmax

Fig. 3.1 � Superposition du plan de phase de (E1) et des traje
toires de (E2) quinous intéressent i
i. A gau
he, dans le 
as √α ≥ θ et à droite pour √α < θ.temps est dé�ni et 
ontinu en fon
tion de φc sur un intervalle [0, φmax] et qu'en
haque extrémité de 
et intervalle, 
e temps tend vers +∞ 
ar la traje
toire devraitpasser par un équilibre de (E1) (0 ou 1). Ainsi, il existe un temps minimum R0 > 0pour qu'une traje
toire de (E1) joigne les deux traje
toires voulues de (E2), on endéduit le théorème 3.1. Pour plus de détails, voir l'annexe D page 122.Cas de la dimension N > 2En dimension supérieure, si on suppose les solutions radiales, les pro�ls asymp-totiques véri�ent l'équation
(ode)

{

ψ′′ + N−2
r
ψ′ + g(ψ)1{r≤R} − αψ1{r>R} = 0 r > 0,

ψ(r) −→
r→∞

0, ψ′(0) = 0.



3.2. LA PREUVE DU THÉORÈME 51J'ai montré le théorème 3.2 en utilisant les solutions 
onstruites en dimensionN = 2.Supposons par l'absurde qu'il existe un solution ψ non identiquement nulle de
(ode) pour R < R0. Alors, si ψ est dé
roissante, ψ est 
lairement une sous-solutionde (P∞) en dimension 1. 1 étant une sursolution, on peut 
onstruire une solution de
(P∞) en dimension 1 
omprise entre ψ > 0 et 1 (
f [28℄ ou [82℄ par exemple). Cela
ontredirait le théorème 3.1. Maintenant, ψ n'est pas né
essairement dé
roissante,mais par le prin
ipe du maximum, 
omme ψ tend vers 0 en l'in�ni, il existe M > 0tel que ψ est dé
roissante sur [M,+∞[ et ψ′(M) = 0. On peut alors 
onstruireune sous-solution non nulle de (P∞) en dimension 1 en posant φ(z) = ψ(M + |z|).Ce
i 
ontredit don
 le théorème 3.1, il n'existe don
 pas de solution de (ode) pour
R < R0.Pour trouver une solution de (ode) si R est su�sament grand, on va 
onstruireune sous-solution stri
tement positive. Pour 
ela, on 
onstate que pour φ la plusgrande des solutions de (P∞) 
onstruites en dimension 1, le terme N−2

r
φ′ peut êtreaussi petit que souhaité si R est su�sament grand (voir annexe D page 126). Onpeut alors 
onstruire une nouvelle nonlinéarité g0 et un 
oe�
ient α0 qui véri�entles hypothèses du théorème 3.1 et tels que

N − 2

r
φ′ + (g(φ) − g0(φ))1{r≤R} − (α− α0)φ1{r>R} ≥ 0.La plus grande des solutions de l'équation ave
 g0 et α0 en dimension 1 est don
une sous-solution stri
tement positive de (ode). On en déduit don
 l'existen
e d'unesolution. Tous les 
al
uls sont détaillés dans l'annexe D page 125.La non existen
e de pro�l asymptotique autre que 0 si R < R0 entraîne la nonexisten
e de front progressif solution de (TF ) siR < R0. Il reste à montrer l'existen
ed'un front progressif lorsqu'il existe di�érents pro�ls asymptotiques. On supposeradon
 désormais R > R1.3.2.2 Idées de la preuve de l'existen
e de frontsPour montrer l'existen
e d'un front progressif solution de (TF ) si R est su�sa-ment grand, j'ai étendu la méthode développée par Emmanuel Risler dans [75℄ ave
quelques simpli�
ations dues au prin
ipe du maximum. L'idée est de 
onstruire lefront progressif 
omme une limite extraite d'une solution de (3.1) pour 
ertainesdonnées intitiales. On montre don
 l'existen
e d'un front, et s'il y a uni
ité du frontlimite, on a même la 
onvergen
e uniforme de 
ertaines solutions vers 
e front.On appelle u la solution de (3.1) pour une donnée initiale u0. J'ai montré lethéorème suivant.



52 CHAPITRE 3. FRONTS PROGRESSIFS COURBESThéorème 3.3 Il existe δ > 0 tel qu'on ait le résultat suivant. Si u0 ∈ H véri�e
lim sup
x→+∞

∫ x+1

x−1

∫

RN−1

(
u0(x, z)

2 + |∇u0(x, z)|2
)
dzdx ≤ δ (3.2)et ∫ 0

L

∫

RN−1

|∇u0(x, z)|2
2

+ F (u0(x, z), z) dzdx
L→+∞−−−−→ −∞, (3.3)alors il existe x̃(t) tel que pour toute suite (tn)n∈N ave
 tn ≥ 0 et tn → +∞, il existe

U un front progressif de vitesse c > 0 ave
 U x→+∞−−−−→ 0 et U x→−∞−−−−→ φ > 0, tel que,quitte à extraire,
sup

y∈[−L,+∞[, z∈RN−1

|u(tn, x̃(tn) + y, z) − U(y, z)| n→+∞−−−−→ 0pour tout L > 0.De plus, x̃′(t) t→+∞−−−−→ c.La démonstration de 
e théorème se fait en plusieurs étapes.Etape 1. Dé�nition du point d'é
happement.L'idée de 
ette méthode est tout d'abord de supposer que la donnée initiale estpro
he de 0 pour x pro
he de +∞ et pro
he d'un état non nul plus stable que 0 pour
x pro
he de −∞. C'est le sens des 
onditions (3.2) et (3.3) dans le théorème 3.3. Onpeut alors montrer que l'état non nul ne peut pas envahir l'état 0 trop rapidement(
f lemme D.3 page 131 en annexe). Pour 
ela, on étudit l'évolution en t et x d'uneénergie �lo
ale� en x. Ce
i permet de dé�nir le point d'é
happement x̃(t) qui estle premier point où la solution u(t, x, z) de (3.1) quitte l'état 0 du point de vueénergétique. Autrement dit, pour x ≥ x̃(t), u(t, x, z) est pro
he de 0 à εst > 0 prèset pour x < x̃(t), l'énergie lo
ale de la solution u(t, x, z) est supérieure ou égale àun valeur ε > 0 bien dé�nie (
f 134 en annexe D).Ces idées sont dues à Emmanuel Risler, bien que dans mon 
as, la dé�nition del'énergie de la solution soit légèrement modi�ée (
ar Risler travaillait en 1 dimensiond'espa
e). De même, j'ai du montrer que 
ertains plongements de Sobolev étaienttoujours valables i
i (
ar la solution est exponentiellement dé
roissante pour |z| → ∞ainsi que son gradient).L'idée est ensuite d'étudier l'énergie globale de la solution u(t) dans un référentielen mouvement linéaire uniforme qui �suit� le point d'é
happement de façon à montrerla 
onvergen
e de u(t) vers une solution stationnaire non nulle dans 
e référentiel.Cette solution stationnaire sera le front progressif re
her
hé. Le premier problème est
ependant de montrer que le point d'é
happement a bien une vitesse asymptotique
onstante. On dé�nit don
 l'avan
ement maximal du point d'é
happement

X̃(s) = sup
t≥0

(x̃(t+ s) − x̃(t)) ,



3.2. LA PREUVE DU THÉORÈME 53ainsi que les vitesses asymptotiques
c̃− = lim inf

t→+∞

x̃(t)

t
, c̃+ = lim sup

t→+∞

x̃(t)

t
, et c∗ = lim sup

s→+∞

X̃(s)

s
.On a 
lairement c̃− ≤ c̃+ ≤ c∗ ≤ cmax où cmax est la vitesse maximale d'envahis-sement de l'état 0. Le problème est tout d'abord de montrer l'égalité de 
es troisvitesses asymptotiques. Pour 
ela, on va étudier l'énergie de la solution dans diversréférentiels en mouvement.Etape 2. Energie dans un référentiel en mouvement.Soit c > 0 la vitesse du référentiel. Soit tinit ≥ 0 un temps initial et xinit = x̃(tinit)le point d'é
happement à 
e temps initial.On se pla
e dans le référentiel en translation uniforme de vitesse c dans la dire
tionde l'axe du 
ylindre. Ainsi la 
oordonnée z reste in
hangée, alors que les autres
oordonnées deviennent

s = t− tinit et y = x− xinit − cs.On pose alors v(s, y, z) = u(t, x, z) la solution de (3.1) dans 
e référentiel. Elle véri�e
∂v

∂s
− c

∂v

∂y
−△v + f(v, z) = 0. (3.4)Formellement, l'énergie de la solution v devrait être

Φ(s) =

∫∫

ecy

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydzet on aurait alors
Φ′(s) = −

∫∫

ecy|∂sv|2dydz.Malheureusement, il n'y a pas de raison pour que 
es termes soient bien dé�nis, 
arun front d'onde est typiquement non intégrable. Il faut don
 dé�nir une nouvellefon
tion de poids ϕ(s, y) en tronquant l'exponentielle en un 
ertain point y0 + γ1soù γ1 est une 
onstante �xée et y0 est une 
onstante à �xer selon le 
as.On dé�nit don
 ϕ(s, y) par
ϕ(s, y) =

{
ecy si y ≤ y0 + γ1s,
e−β1ye(c+β1)(y0+γ1s) si y ≥ y0 + γ1s,

β1 étant une 
onstante �xée. ecy

ϕ(s, .)

y0 + γ1sOn peut alors dé�nir l'énergie globale de la solution
Φ(s) =

∫∫

ϕ

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydz,



54 CHAPITRE 3. FRONTS PROGRESSIFS COURBESainsi que son énergie de dissipation
D(s) =

∫∫

ϕ∂sv
2dydz.Et on a la relation suivante

Φ′(s) ≤ −1

2
D(s) +K2Ψ(s) (3.5)où Ψ(s) est un terme de pollution lié à la tron
ature de l'exponentielle. Quelques
al
uls permettent de montrer que D′(s) ≤ CD(s) pour une 
ertaine 
onstante

C > 0 (
f page 138 en annexe) et que le terme de pollution Ψ peut être 
ontr�lépar y0 sous 
ertaines hypothèses sur la vitesse du référentiel c > 0 (
f page 138 enannexe). Pré
isément, si
(c+ β1)(c

∗ − c) ≤ 1

4
β1γ1, (3.6)alors ∫ +∞

0

Ψ(s)ds ≤ 1

ε3
Ψ(0) +K3e

−β1y0 (3.7)ave
 ε3 et K3 des 
onstantes �xées. Pour tous 
es 
al
uls et les dé�nitions exa
tesdes 
onstantes, voir l'annexe D page 135.Etape 3. Vitesse asymptotique du point d'é
happement.Les estimations d'énergie pré
édentes vont nous permettre tout d'abord de mon-trer l'existen
e de la vitesse asymptotique du point d'é
happement. Supposons parl'absurde c̃− < c∗. Alors, on peut 
onstruire un référentiel de vitesse c > qui véri�e
c̃− < c < c∗ < c + γ1 and (c+ β1)(c

∗ − c) ≤ β1γ1

4
. (3.8)Les estimations d'énergie du paragraphe pré
édent sont valides dans 
e référentiel,mais le point d'é
happement alterne de larges ex
ursions vers la gau
he ave
 delarges ex
ursions vers la droite. Ce
i va 
ontredire l'équation (3.5). En e�et, lorsquele point fait de large ex
ursions vers la gau
he, 
'est que la solution est quasimentidentiquement nulle. L'énergie globale Φ(s) est don
 minorée par 0 (quitte à bien
hoisir le temps initial tinit). De l'autre 
oté, 
omme le point d'é
happement faitde large ex
ursion vers la droite (
e qui signi�e grosso modo que la solution passede 0 à ε) et que la tron
ature se fait toujours après le point d'é
happement (
ar

c∗ < c + γ1), l'énergie de dissipation va tendre vers l'in�ni. Or 
omme le terme depollution Ψ est 
ontr�lé par y0, on aboutit à une 
ontradi
tion ave
 l'estimation(3.5). Pour le détail de 
es 
al
uls, voir annexe D page 140.La vitesse asymptotique du point d'é
happement sera désormais notée c̃.Etape 4. Relaxation.



3.2. LA PREUVE DU THÉORÈME 55Maintenant que la vitesse asymptotique du point d'é
happement est 
onnue, ilest possible de montrer le résultat suivant :
∀L > 0 ‖∂tu(t, x̃(t) + ., .) + c̃∂xu(t, x̃(t) + ., .)‖L2

ul
(B(0,L))

t→+∞−−−−→ 0.Les détails de la démonstration sont donnés dans l'annexe D page 143. L'idée est desupposer par l'absurde que la propriété n'est pas vraie. Cela signi�e que l'on peuttrouver des temps initiaux tn aussi grand que l'on veut tels que dans le référentiel devitesse c̃ et de temps initial tn, la dissipation ne tend jamais vers 0. Ainsi, l'énergieglobale de la solution dans 
es référentiels devrait tendre vers −∞ d'après l'esti-mation d'énergie (3.5). Mais 
es référentiels suivent de plus en plus pré
isément lepoint d'é
happement, or sur [x̃(t),+∞[, la solution est très pro
he de 0, 
e qui nepeut entraîner de large variations de l'énergie. Et sur ] −∞, x̃(t)], la solution variede façon limitée et 
omme l'énergie fait intervenir un poids exponentiel, l'énergiene peut pas non plus tendre vers −∞. En�n, le terme de pollution peut bien être
ontr�lé, d'où une 
ontradi
tion.Etape 5. Con
lusion sur l'existen
e du front.Pour toute suite de temps (tn)n∈N ave
 tn → +∞, on peut dé�nir
wn(y, z) = u(tn, x̃(tn) + y, z) pour (y, z) ∈ R

N .

w̄n(y, z) = ∂tu(tn, x̃(tn) + y, z) pour (y, z) ∈ R
N .Comme (wn)n∈N est bornée dans l'espa
e de Kato H1

ul(R
N) et (w̄n)n∈N est bornéedans l'espa
e de Kato L2

ul(R
N) (
f annexe D page 118 pour la dé�nition de 
esespa
es), il existe U ∈ H1

ul(R
N) et Ū ∈ L2

ul(R
N) tels que quitte à extraire unesous-suite,

wn → U dans H2([−L,L]N ) and w̄n → Ū dans L2([−L,L]N ).Alors d'après 
e qui pré
ède, Ū + c̃U = 0 et en passant à la limite dans (3.1), on a
△U + c̃∂xU − f(U, z) = 0.De plus, par dé�nition du point d'é
happement et de wn, U est non nulle, 
'estdon
 bien un front progressif solution de (3.1). On peut de plus montrer la 
onver-gen
e uniforme sur [−L,+∞[×R

N−1 pour tout L > 0, en utilisant les propriétés dedé
roissan
e exponentielle des solutions en +∞.En�n, pour 
on
lure la démonstration du théorème, il reste à montrer qu'il existebien des données initiales qui véri�ent les hypothèses du théorème,
∫ 0

L

∫

RN−1

|∇u0(x, z)|2
2

+ F (u0(x, z), z) dzdx
L→+∞−−−−→ −∞
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lim sup
x→+∞

∫ x+1

x−1

∫

RN−1

(
u0(x, z)

2 + |∇u0(x, z)|2
)
dzdx ≤ δ.Pour 
ela, il su�t de trouver un pro�l asymptotique de l'équation tel que

E(φ) =

∫

RN−1

( |∇φ|2
2

+ F (φ, z)

)

dz < 0.C'est le sujet du lemme D.6 page 151 en annexe. En e�et, dans 
e 
as,
u0(x, z) =

{
φ(z) if x ≤ 0,
φ(z)e−x if x > 0,
onviendrait 
omme donnée initiale.Le lemme se démontre en remarquant tout d'abord que

E(φ) =

∫

RN−1

(

F (φ, z) − f(φ, z)

2
φ

)

dz.Si |z| > R, alors F (φ, z) − f(φ,z)
2
φ = 0, il reste don
 a étudier

F (φ, z) − f(φ, z)

2
φ = −G(φ) +

g(φ)

2
φpour z ∈ B(0, R). En dimension 2, en utilisant le plan de phase, il n'est pas très
ompliqué de montrer que la zone où −G(φ) +

g(φ)

2
φ < −ε 
roit in�niment ave


R, alors que la zone où −G(φ) +
g(φ)

2
φ ≥ −ε reste bornée (
f annexe D page 152).Cela montre que si R est su�sament grand, la solution φ2 en dimension 2 est biend'énergie négative. Pour la dimension supérieure, la solution en dimension 2 étantune sous-solution, la 
on
lusion est la même.3.3 Les perspe
tives.La méthode utilisée pour montrer l'existen
e d'un front 
ourbe aboutit quasi-ment à la 
onvergen
e des solutions vers 
e front pour une large 
lasse de donnéesinitiales, si on peut montrer l'uni
ité du front à vitesse et pro�ls asymptotiques �xés.Classiquement, on utilise la méthode de glissement pour montrer l'uni
ité du front[11, 43℄. Le problème est de pouvoir initialiser la méthode de glissement par exempleave
 le prin
ipe du maximum si les solutions le permettent (il faut que la nonlinéa-rité soit dé
roissante autour des pro�ls asymptotiques, 
e qui n'est pas le 
as i
i)ou bien en 
onnaissant pré
isément le 
omportement asymptotique du front. Dans[87℄, Vega ne peut utiliser le prin
ipe du maximum, il étudie don
 le 
omportement



3.3. LES PERSPECTIVES. 57asymptotique d'un front ave
 donnée de Diri
hlet nulle au bord d'un 
ylindre et ilen déduit l'uni
ité. Malheureusement i
i, dans le 
as général, la méthode ne peuts'adapter 
ar il n'existe pas for
ément de valeur propre et de fon
tion propre duproblème linéarisé (on est sur R
N−1). Une autre méthode pour montrer l'uni
itédoit don
 être trouvée.On pourrait également envisager d'utiliser 
ette méthode pour étudier l'in�uen
ede la géométrie de 
ertains domaines sur la propagation des DCE (par exemple
ylindre dont le diamètre suit une sinusoïde).
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Annexe ADis
ussion of a simple model ofspreading depressionG. Chapuisat1RésuméLes dépressions 
orti
ales envahissantes (DCE) sont des ondes de dépolarisationtemporaire des neurones qui se propagent dans le 
erveau à la suite d'une mi-graine ave
 aura, d'une 
rise d'épilepsie ou d'un a

ident vas
ulaire 
érébral. CesDCE sont 
onnues depuis longtemps dans le 
erveau du rongeur, mais n'ont pourl'instant jamais été observées 
hez l'homme. C'est pour essayer de 
omprendre lanon-observation de 
es ondes 
hez l'homme que nous avons développé un modèlemathématique de DCE.Les DCE sont liées à des 
on
entrations ioniques anormales dans les diverses 
ellulesdu 
erveau et dans l'espa
e extra
ellulaire. En suivant les observations de Nedergaard[13℄, nous avons 
onstruit un modèle simple de DCE basé sur les é
hanges ioniquesen 
al
ium et en potassium entre les di�érents 
ompartiments du 
erveau. On ob-tient un système de réa
tion-di�usion.Un problème est alors de déterminer les valeurs des paramètres du système. Lesexpérien
es étant souvent impossibles ou soumises à de fortes marges d'erreur, nousavons dé
idé d'utiliser un algorithme qui tire au hasard les paramètres du système,puis qui 
onserve les paramètres en mémoire si 
ertaines propriétés qualitatives dela solution du modèle sont véri�ées.Une fois le modèle établi et validé, nous avons pu tester l'e�et des di�éren
es de géo-métrie et de 
omposition des 
erveaux sur les DCE. En e�et, le 
erveau du rongeurest lisse et intégralement 
omposé de matière grise (zone où se trouvent les 
orps desneurones), alors que le 
erveau de l'homme a de nombreuses 
ir
onvolutions et est1Arti
le a

epté par ESAIM pro
. 61



62 ANNEXE A. DISCUSSION OF A MODEL OF SDprin
ipalement 
omposé de matière blan
he ave
 une �ne 
ou
he de matière griseà la périphérie. Comme la matière blan
he ne 
ontient pas de neurone, le modèlemontre que l'étape de réa
tion n'a pas lieu dans 
ette matière, les DCE y di�usentsimplement et sont progressivement absorbées. On 
onstate alors que si la 
ou
he dematière grise est �ne, l'e�et absorbant de la matière blan
he empê
he la 
réation deDCE. D'autre part, une DCE stoppe sa progression à la première forte et brusqueaugmentation de l'épaisseur de la matière grise. Ainsi les di�éren
es de stru
tureentre les 
erveaux pourraient à elles-seules expliquer la non-observation des DCE.A.1 Introdu
tionSpreading depressions (SD) 
onsist of a transient suppression of all neuronala
tivities [83℄. This suppression spreads slowly a
ross a large region of the brain.They were �rst observed and des
ribed in 1944 by Leão in [56℄. SD play most likelyan important role in many diseases for example in migraine with aura, epilepsy and
erebral stroke. They have been observed in many spe
ies, but their existen
e is stilldis
ussed in the human 
ortex. For the moment, they have never been experimentallyobserved in human brain, perhaps be
ause of the di�
ulties of in vivo measurements.It is very important to understand the phenomena that are responsible for the
reation or extin
tion of SD [36℄. Indeed in 
erebral strokes in rats, the number ofSD has a 
lear in�uen
e on the size of the �nal infar
ted area (i.e. area of the brainwhere all the 
ells are dead). Some 
hemi
als that blo
k the appearan
e of SD havealready been studied and redu
e importantly after-e�e
ts of strokes in the rat brain.Unfortunately, they seem to be ine�e
tive on humans. Mathemati
al models of SDmay help to explain this di�eren
e [86, 90, 22, 21, 83℄.The aim of this paper is to present a model of SD based on the experimentalobservations of Nedergaard in [13℄. SD are linked to ioni
 ex
hanges between thevarious 
ells that 
ompose the brain and the extra
ellular spa
e.Indeed brain is 
omposed of several types of 
ells. Neurons 
onvey the ele
tri
alinformations. They form a network whi
h is surrounded by all the other 
ells 
alledglial 
ells. Astro
ytes are part of these glial 
ells. They also form a network. Therole of astro
ytes is mainly to maintain a favourable environment for neurons.To 
onvey ele
tri
al informations, the neurons need to be polarized. This polari-zation is due to a di�erential in ioni
 
on
entrations between intra- and extra-
ellularspa
es. For example, the potassium 
on
entration is markedly higher in the neuronsthan in the extra
ellular spa
e. It is the opposite for the 
al
ium 
on
entration.A 
ell has various possibilities to maintain this di�erential between intra- and extra-
ellular 
on
entration. A �rst possibility is to use ioni
 pumps. These pumps makea ioni
 spe
ies go through the 
ell's membrane in a spe
i�
 sense. Their fun
tioningdepends on the other ioni
 
on
entrations. Moreover these pumps need energy towork. The se
ond possibility for ions to go through the 
ell's membrane is gap jun
-
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tion 
an be 
onsidered as a hole between two 
ells that lets only aspe
i�
 ioni
 spe
ies go through it.It has been shown that SD are triggered by a large in
rease of the extra
ellularpotassium 
on
entration. Besides SD are 
hara
terized by a potassium wave thatpropagates through the extra
ellular spa
e. Moreover during SD, a 
al
ium wavethrough the astro
ytes has been experimentally observed. Thus the model is 
ente-red around the ioni
 ex
hanges between neurons, astro
ytes and extra
ellular spa
e.The detail of all the pre
eding points will be given in the next se
tion. Then inse
tion A.3, we will dis
uss the values of all the parameters involved in this model.Finally in se
tion A.4, we will explain the results of this model, that means the newphenomena whi
h appear when we 
ombine all the pre
eding elementary points, butwhi
h are not programmed in the model.A.2 Main features of the model of SDIn this model, we will 
onsider three di�erent spa
es in the brain : the extra
el-lular spa
e, the neural network and the astro
yti
 network. Ea
h spa
e will be sup-posed 
ontinuous. We will take into a

ount two 
ations : Ca2+ and K+.SD look like propagative waves and as in many biologi
al situations [63℄, Neder-gaard's observations lead indeed to a rea
tion-di�usion system.The basi
 phenomena that 
reate spreading depressions are as follow :� The potassium ions 
an di�use in the extra
ellular spa
e.� An ex
ess of potassium in the extra
ellular spa
e a
tivates ioni
 pumps on theastro
ytes' membrane that make 
al
ium enter the 
ell.� The 
al
ium di�uses through gap jun
tions in the astro
yti
 network.� The 
al
ium ions enter the neurons through gap jun
tions between neuronsand astro
ytes.� The ex
ess of 
al
ium in the neuronal spa
e a
tivates ioni
 pumps on theneurons' membrane that make potassium go out of the 
ell.All the pre
eding basi
 phenomena make ioni
 
on
entrations in
rease. We nowhave to add some re
overy me
hanisms in order to make the system go ba
k to hisrest state. First small variations in the ioni
 
on
entrations are qui
kly erased byvarious 
hannels (ioni
 pumps, ...). If the variations are too large, then another me-
hanism takes pla
e and tries to limit these variations. Few biologi
al informationsare available on this me
hanism. At last there is a spe
ial phenomenon to re
overfrom spreading depression whi
h is expressed by a very important in
rease of 
al-
ium and potassium 
on
entrations. This re
overy from SD is either not perfe
tlyunderstood, but at least we know that it needs several steps (in parti
ular, a blood�ow in
rease). This implies a delay before the 
ell is ready to re
over.Nedergaard's observations will permit us to 
onstru
t a mathemati
al model of
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an be qui
kly numeri
ally solved. This point is important sin
e we wantthen to integer this model in a global model of stroke. For example, the model ofShapiro in [81℄ is very 
omplete, but really too heavy in order to be integrated.Another interest of this the model is that it is really based on some biophysi
almembrane me
hanisms whi
h was not the 
ase in [86℄. Finally, this model takes intoa

ount the propagation of SD unlike Somjen's model in [83℄ whi
h is only valid fora single neuron. This model will be phenomenologi
al whi
h means that the linksbetween the various variables are based on biophysi
al observations but qualitativelyestablished.Let us 
all Cag the variation of 
al
ium 
on
entration in the astro
ytes (g standsfor glia) in relation to the rest state. So Cag equals 0 when the 
al
ium 
on
entrationin the astro
ytes is normal. In the same way, we 
all Can the variation of 
al
ium
on
entration in the neurons and Ke the variation of potassium 
on
entration in theextra
ellular spa
e.
R represents the re
overy me
hanism from spreading depressions and Cap the 
a-pa
ity of the 
ell to re
over from SD. When Cap rea
hes a �xed threshold, thephenomena that govern the re
overy from SD 
an take pla
e.We obtain the following partial di�erential equations.

∂tCag − νCag
∆Cag = −kCag

tanh
Cag

Ca0
g

+ hK,CaKe − kgap(Cag
− Can

)

−αCag
Ca2

g − αrec,gRCag

∂tCan = −kCan
tanh

Can

Ca0
n

+ kgap(Cag − Can) − αCan
Ca2

n − αrec,nRCan

∂tKe − νKe
∆Ke = −kKe

tanh
Ke

K0
e

+ hCa,KCan − αKe
K2

e − αrec,eRKe

∂tCap = 1{Cag>cg}∪{Can>cn}∪{Ke>ck}
1 − Cap

To

−1{Cag<cg}∩{Can<cn}∩{Ke<ck}
Cap

Tf

∂tR = 1{Cap>ccap}
1 − R

τo
− 1{Cap<ccap}

R

τfThe �rst three equations govern the ioni
 movements. The last two equationsgovern the spe
ial me
hanism to re
over from SD. The biologi
al meanings of thevarious parameters (and thus of the di�erent terms of the equations) are gatheredin table B.1.This equations are valid in the gray matter of the brain (where there are neurons).The natural boundary 
ondition is of homogeneous Neumann type.
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νi di�usion 
oe�
ient of ion i
ki strength of the re
overy me
hanism for small 
on
entration va-riations of ion i
Ca0

n, Ca0
n, K0

e range of the variations that are 
on
erned with the re
overy forsmall variations
αi strength of the re
overy me
hanism for large variations of
on
entration of i
αrec,i strength of the re
overy from SD for ion i
hK,Ca a
tivity of the ioni
 pumps on astro
yte's membrane sensitiveto extra
ellular potassium that makes 
al
ium enter the astro-
yte.
kgap a
tivity of the gap jun
tions between astro
ytes and neurons
hCa,K a
tivity of the ioni
 pumps on neuron's membrane sensitiveto intra
ellular 
al
ium that makes potassium go out of theneuron.
ci 
on
entration thresholds above whi
h the 
ell begins to preparefor the SD re
overy
To typi
al time for the 
ell to be ready to re
over from SD
Tf typi
al time for the disappearan
e of the preparation to re
overfrom SD
ccap threshold above whi
h the 
ells are able to re
over from SD,
onne
ted with the delay before the re
overy from SD me
ha-nism takes pla
e
τo typi
al time for the 
omplete opening of the re
overy me
ha-nism
τf typi
al time for the 
omplete 
losure of the re
overy me
hanismTab. A.1 � Biologi
al meanings of the parameters involved in the modelA.3 Dis
ussion of parametersA.3.1 A problemIn this model of SD, many parameters appear (see table B.1). They have to be�xed before we 
an solve the system of equations. Sin
e ea
h part of the modelrepresents a biologi
al phenomenon, the �rst natural idea is to sear
h in the litte-rature for data on this phenomenon in order to obtain the di�erent values of theparameters. Several problems will be posed.� First, for di�erent reasons, data are la
king (impossible experiments, no pre
isebiologi
al meaning ...).� If they exist, data 
ome from di�erent spe
ies or di�erent types of neurons.



66 ANNEXE A. DISCUSSION OF A MODEL OF SD� The experimental error 
an be very large.So even if we have a lot of data, to �t them together requires additional work.Moreover a large system of partial di�erential equations with a lot of parameters
an have very di�erent behaviours and may be very sensitive to variations of oneparameter. Thus we had to �nd another method to �x the values of the parameters.A.3.2 A basi
 random algorithmTo �x the values of the parameters, the �rst natural idea was to use a randomalgorithm, i.e. 
hoose randomly the parameters and then test whether the solutionobtained with these parameters well suits the biologi
al observations. So, we �rsthave to de
ide whi
h qualitative properties the solution of the model must have.This set of properties will be 
alled basis of rules in the following.Here, the basis is 
omposed of six rules that 
ome from experimental observations :� 0 is a stable state.� An inje
tion of KCl with a higher 
on
entration than 10 mM 
reates one ormore SD that are expressed by a 
al
ium wave through the astro
yti
 network.� This wave propagates with a speed about 3mm/min.� The in
rease of potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e is between30 and 80 mM and the in
rease of 
al
ium 
on
entration in the astro
ytes isabout 0.2 mM.� The maximum of the potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e mustlook like a plateau.� A 
ontinue inje
tion of KCl 
reates su

essive SD.Then the random algorithm to �nd the possible parameters of the model is as follows.� Choose reasonable range for the values of all parameters.� Choose at random the various parameters values of the set of partial di�erentialequations.� Test numeri
ally whether the pre
eding basis of rules is satis�ed.� If the answers of this question is positive, then keep this set of parameters inmemory.Let us remark that of 
ourse, a limit of this algorithm is that it needs a basisof rules that 
an be numeri
ally tested. Moreover the method to solve the systemhas to be fast and e�
ient so that a lot of sets of parameters 
an be tested. Herewe have de
ided to model the brain as a segment and to use a semi-impli
ite �nitedi�eren
es method. The problem is that the ioni
 
on
entration have rather steepvariations so the time and spa
e steps have to be small. Another important point isthe 
hoi
e of the reasonable range for the parameters values. The larger the spa
ewhere the parameters values are 
hosen is, the smaller the propability of �nding sui-table parameters is. And sin
e there are many parameters to �nd, this probability
an be
ome really tiny if the spa
e is too large.
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tion is simulated using the initial 
onditions. In a part of the brain,the extra
ellular potassium 
on
entration is assumed higher than the rest 
on
en-tration. To simulate a 
ontinue KCl inje
tion, we for
e the extra
ellular potassium
on
entration to stay higher than a 
ertain 
on
entration at every time step.We have applied this pro
edure to the pre
eding model that govern ioni
 ex-
hanges. It is 
omposed of 5 equations and 27 parameters have to be �xed. At theend of a run, more than hundred thousands sets of parameters have been tested,leading to �ve suitable sets.Examples of results that are kept by this algorithm are shown in �gures B.5 and B.6.Ioni
 waves are 
reated and spread through the entire brain. Every set of suitableparameters that was found with this algorithm gives similar qualitative results.For the moment, no 
orrelation between these suitable sets has been established,but the very small number of sets prevents us from using any statisti
al method.
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Extracellular potassium concentration after a KCl injection at several locations

at the center of the injection
2.5 cm from the injection
5 cm from the injectionFig. A.1 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e after a KCl inje
tionfor suitable parameters. Left, the level lines of the potassium 
on
entration in fun
-tion of the time (x-
oordinate) and of the pla
e in the brain (y-
oordinate). Right,potassium 
on
entration at several lo
ations in fun
tion of time. The solid line re-presents the extra
ellular potassium 
on
entration in the middle of the area wherethe inje
tion is made. The dashed line is the potassium 
on
entration 2.5 
m furtherand the dashed-dotted is 5 
m further.In this basis of rules, an important test is the 
reation of su

essive SD for a
ontinue inje
tion of KCl. As a matter of fa
t, when a stroke o

urs, su

essive SDare 
reated. The rea
tion of the system to a 
ontinue inje
tion for suitable parametersis shown in �gure B.7.Another idea for �xing the values of all the parameters will be to use an algorithmwhere the random 
hoi
e of the parameters is in�uen
ed by the pre
eding tested setsof parameters. In parti
ular, we 
ould try to use an evolutionary algorithm.An evolutionary algorithm is a sto
hasti
 sear
h method that tries to reprodu
e thenatural biologi
al evolution. In parti
ular, it uses the prin
iple of survival of the�ttest to produ
e better and better approximation of a solution of a problem.
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Fig. A.2 � Level lines of the 
al
ium 
on
entration after a KCl inje
tion for suitableparameters. Left, the 
al
ium 
on
entration in the astro
ytes and right, the 
al
ium
on
entration in the neurons. As it has been observed by Nedergaard, a 
al
iumwave propagates through the network of astro
ytes.
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Fig. A.3 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e during a 
ontinueKCl inje
tion for suitable parameters. Here, the brain is supposed to be a segment.Su

essive ioni
 waves are 
reated.In our 
ase, the problem was to de�ne the ��tness� of a set of parameters. Indeedit is in fun
tion of the �tness that a set of parameters will be kept or not for thenext iteration of the algorithm. Sin
e SD 
an have various travelling speeds (bet-ween 2 and 6mm/min) or 
orrespond to various potassium 
on
entration in
reases(between 30 and 80 mM), the �tness 
an not be de�ned as the distan
e betweenthe solution and a �xed fun
tion. The only reasonable possibility was to de�ne the�tness of a set of parameters as the number of tests of our basis of rules that thesolution has passed. Of 
ourse you 
an put weights on the various tests a

ording



A.4. TWO DIMENSIONAL RESULTS 69to their relative importan
e. But whatever the weights are, almost all the sets ofparameters gives the same �tness and so no information 
an be used to sele
t thenext generation of sets of parameters. Hen
e it appears to us quite impossible tode�ne a �tness fun
tion that really makes sense.We now 
onsider that the several sets of parameters found with the randomalgorithm explained above suit well. Let us see what happens in other geometries.A.4 Two dimensional resultsA.4.1 Propagation of SD in the gray matterAfter having found suitable parameters for the model, we 
an use it to study thee�e
t of SD in a more realisti
 geometry. First we de
ided to make the simulationin a 2 dimensions spa
e. As a �rst step, the brain will be represented by a squareof gray matter. Hen
e 
al
ulations 
an be done by Fast Fourier Transformation inspa
e.First, let us 
he
k the e�e
t of a KCl inje
tion in a normal tissue in 2 dimensions.The KCl inje
tion is simulated by an initial 
ondition with K = 20 mM on a
entral square and K = 0 mM outside. As we 
an see (�gures B.12 to B.14), apotassium wave propagates through the extra
ellular spa
e. Similarly, a 
al
iumwave propagates through astro
ytes and neurons. About 35 minutes later, the systemis ba
k to his rest state.These results are 
onsistent with the 
al
ulations made in a one dimension brain.Figure B.13 shows the potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e for a �xedy-
oordinate. We �nd the same pro�le as in se
tion 2.A.4.2 In�uen
e of the white matterNow we will try to understand why SD have still not been observed in the humanbrain. Me
hanisms that are responsible for the generation of SD are apparentlyidenti
al in the rodent brain and in the human brain. Maybe some parameters ofthe model are modi�ed in the human brain and sin
e the system 
an be sensitive tosome parameters, this 
ould explain the non-observation of SD.Another explanation may lie in the di�eren
es of geometry and 
omposition ofthe rodent brain and of the human brain. Indeed a brain 
an eventually be 
omposedof two di�erent matters, the white and the gray matter. The rodent brain is smoothand entirely 
omposed of gray matter while the human brain is mostly 
omposed ofwhite matter whith a thin layer of gray matter at the surfa
e. Moreover the humanbrain has a very 
ompli
ate geometry with a lot of 
ir
umvolutions.
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Fig. A.4 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e after a KCl inje
tionfor several times (1, 6, 14 and 26 min after the inje
tion). A SD propagates throughthe entire brain.
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Fig. A.5 � Potassium 
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entrationin the extra
ellular spa
e after a KClinje
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Fig. A.7 � Extra
ellular potassium 
on
entration after a KCl inje
tion in the graymatter. Here the layer of gray matter is thi
k and the SD spreads through this layer.In this se
tion we will study the in�uen
e of the white matter. Indeed, SD aremodeled by a rea
tion-di�usion system in the gray matter des
ribed above. But inthe white matter, there are no neuron, so the rea
tion loop des
ribed by Nedergaardis interrupted. Thus the ions responsible for SD just di�use and are progressivelyabsorbed in the white matter. This may prevent the 
reation of SD.In this model,the 
al
ium 
on
entration in neurons Can is simply set to 0 in the white matter.Moreover we assume a Neumann 
ondition for Can at the boundary of the graymatter ; the other fun
tions are assumed C1 on the interfa
e between the white andthe gray matter.Let us �rst study the e�e
t of white matter when the layer of gray matter isthi
k (�gure A.7). SD normally spread through the entire gray matter.Now, if the layer of gray matter is thin, we see that SD are not 
reated despitethe same initial 
ondition as pre
eding (�gure A.8).The fa
t that the 
reation of SD depends on the thi
kness of the gray matter maybe an explanation for the non-observation of SD in the human brain. This numeri
alobservation has been mathemati
ally studied in [14℄.A.4.3 In�uen
e of the geometry of the brainIn this part, we will numeri
ally study the e�e
t of the geometry of the graymatter on the propagation of SD. Gridding a real map of a human brain is forthe moment still di�
ult so here, the domain will be a 
ylinder whi
h diameter issuddenly in
reased. It is impossible to use the fast Fourier transformation to solvethe numeri
al system, so we used a �nite elements method.
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Fig. A.8 � Extra
ellular potassium 
on
entration after a KCl inje
tion in the graymatter. Here the layer of gray matter is thin and the SD are not 
reated.
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Fig. A.9 � Extra
ellular potassium 
on
entration after a KCl inje
tion. The suddenwidening of the 
ylinder does not stop the SD.First, if the diameter of the 
ylinder is slightly in
reased, the SD 
an still spreadthrough the entire brain (�gure A.9).Now, if the diameter of the 
ylinder is largely in
reased, SD are stopped by thiswidening and 
an not spread through the entire brain (�gure A.10).However, an important point is that the widening of the 
ylinder is very sudden.Hen
e, if it is just a little more progressive, the SD 
an pass through this widening(�gure A.11).The stopping of SD by a sudden in
rease of the width of the gray matter may bean explanation for the non-observation of SD in the human brain. Indeed, even if thephenomena that 
reate SD are the same as for the rodent, the SD will never spreada
ross a large area of the brain, they will always be stopped by the �rst importantin
rease of the width of the gray matter (and these in
reases are very frequent in
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Fig. A.10 � Extra
ellular potassium 
on
entration after a KCl inje
tion. The suddenwidening of the 
ylinder stop the propagation of SD.
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Fig. A.11 � Extra
ellular potassium 
on
entration after a KCl inje
tion. The pro-gressive widening of the 
ylinder does not stop the SD.



74 ANNEXE A. DISCUSSION OF A MODEL OF SDthe human brain). This numeri
al study has been 
on�rmed in [17℄.A.5 Con
lusionIn this paper, we have detailed a model of spreading depressions. This modelis 
entered around the ioni
 ex
hanges between neurons, astro
ytes end extra
ellu-lar spa
e, parti
ularly 
al
ium and potassium. The model does not des
ribe thesephenomena down to the last detail, but in a phenomenologi
al way.A problem that we had to solve was to �x the values of all the parametersappearing in the mathemati
al system. The pro
ess that we have used takes a longtime but gives results (It is almost impossible to �nd the parameters �by hand�) andthose results seem to be reliable.With the parameters found with the random algorithm, this model of SD seemsto globally �t the reality and we have used it to study the in�uen
e of the geometryof the brain and the in�uen
e of the white matter on the nonobservation of SD inhuman brain.The next step will be to in
lude this model in a global model of stroke. Thus wewill be able to study numeri
ally the in�uen
e of SD on the size of the infar
t andeven to numeri
ally test the e�e
ts of some pharma
ologi
al agents.Then we 
ould also apply this model to a more realisti
 geometry of the brain,for the moment we are trying to get reliable images of the brain (with white andgray matters) and to grid them.Finally this model 
ould largely be improved by adding the e�e
t of others ionsand des
ribing there movement in more detailed. In parti
ular, we have planed torepla
e the simple ioni
 system by a model of ioni
 dynami
 whi
h is based onmi
ros
opi
 phenomena [21℄.This work was supported by the Fren
h Ministry of Resear
h (ACI "AVC-iSi", pro-je
t No02TS041) and developped with the Institut de Méde
ine Théorique 
hairedby J.P. Boissel.



Annexe BA global model of is
hemi
 strokewith stress on spreading depression
G. Chapuisat, E. Grenier, M.A. Dronne, H.GilquinM. Hommel, J.P. Boissel1B.1 Introdu
tionCerebral stroke is the third 
ause of death and the �rst 
ause of a
quired handi
apin o

idental 
ountries. At the moment, no e�
ient medi
al treatment is availableto �ght it. One way to study it is to design mathemati
al models of this disease inorder to understand better the various phenomena that 
ompose it and their relativeimportan
e. It is with this aim in view that was 
reated the AVC-iSi group. Pre
isely,AVC-iSi group studies is
hemi
 stroke, i.e. stroke where a vessel is o

luded unlikestroke where a vessel bleeds inside the brain.Some models have allready been designed. For example, Duval in [27℄ des
ribes a�rst one whi
h takes into a

ount is
hemia (i.e. stopping of the blood �ow in a partof the brain), redu
ed oxygen, and damage to the 
ells. [22℄ 
ontinued this work andadded ioni
 disturban
e, 
ell swelling and 
ell death. In [25℄, Duval's �rst model is
ompleted by adding spreading depressions, re�ned energy balan
e and oedema.Spreading depressions (SD) 
onsist of a transient suppression of all neuronal a
-tivities. This suppression spreads slowly a
ross a large region of the brain. They were�rst observed and des
ribed in 1944 by Leão in [56℄. SD play most likely an impor-tant role in many diseases [36, 37, 26℄ su
h as is
hemi
 
erebral stroke, migraine withaura, epilepsy, et
... They have been observed in many spe
ies, but their existen
e isstill dis
ussed in the human 
ortex [84, 61, 59, 2℄. For the moment, they have neverbeen observed, perhaps be
ause of the di�
ulties of in vivo measurements in human1Arti
le soumis 75



76 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKEwith a
ute stroke.It is very important to understand the phenomena that are responsible for the
reation or extin
tion of SD. Indeed in 
erebral strokes in rats, the number of SD hasa 
lear in�uen
e on the size of the �nal infar
ted area (i.e. area of the brain whereall the 
ells are dead) [6, 62℄. Some 
hemi
als that blo
k the appearan
e of SD havealready been studied and redu
e importantly after-e�e
ts of strokes in the rat brain[18, 64℄. Unfortunately, they seem to be ine�e
tive on humans. Mathemati
al modelsof stroke may help to explain this di�eren
e.The aim of this paper is to present a new numeri
al model of stroke. A parti
ularstress will be set on spreading depressions. Several models of spreading depressionhave been developped. In [83℄, Somjen exposes models of spreading depression ina single 
ell. In [38, 65, 86, 72, 74℄, the models of SD are more fo
used on thepropagation of SD. In [81℄, Shapiro has built a rather 
omplete model of strokewi
h leads to a very large number of equation. Here it is impossible to introodu
edire
tly one of these 
omplex models of SD sin
e the 
omputations would be toolong. In [25℄, SD are simply modeled by a fun
tion whi
h follows a rea
tion-di�usionequation. Of 
ourse this fun
tion is not dire
tly linked to the real phenomena thattrigger spreading depressions. Sin
e most of the details of the phenomena that governspreading depression are still not pre
isely known, as a �rst step this model wasne
essary, but here we have tried to add to this pre
eding model a more detailedsub-model of SD following Lin and Nedergaard [13℄, based on the ioni
 ex
hangesbetween the various 
ells that 
ompose the 
ortex and extra
ellular spa
e. Howeverthis model is still phenomenologi
al and does not enter the mi
ros
opi
 biologi
alme
hanisms that generates SD.The brain is 
omposed of several types of 
ells. Neurons 
onvey the ele
tri
alinformations. They form a net whi
h is surrounded by all the other 
ells 
alled glial
ells. Astro
ytes are part of these glial 
ells. They also form a net. The role of glial
ells is mainly to maintain a favourable environment for neurons.To 
onvey ele
tri
al informations, the neurons need to be polarized. This polarizationis due to a di�erential in ioni
 
on
entrations between intra- and extra
ellular spa
es[83℄. For example, the potassium 
on
entration is markedly higher in the neuronsthan in the extra
ellular spa
e. It is the opposite for the 
al
ium 
on
entration. Of
ourse, the 
ells need energy to maintain this di�erential in ioni
 
on
entrations.In this model, we also have added a sub-model of 
ell death whi
h makes dif-feren
es between apoptosis and ne
rosis. Indeed 
ells 
an evolve toward infar
tionvia two di�erent ways. If an irremediably damaged 
ell has enough energy, it will�
ommit sui
ide�, it means that the 
ell will shrink until it 
an be absorbed by thes
avenging system. This is 
alled apoptosis. If the 
ell has not enough energy, it willswell until his membrane explodes. This is 
alled ne
rosis. It is important to makedi�eren
e between these two ways of dying sin
e after ne
rosis deleterious matters
ontained in the damaged 
ell are released in the surrounding and this is not the 
asewith apoptosis. In addition, the time s
ale of the two pro
esses are not the same,



B.1. INTRODUCTION 77with apoptosis o

uring on average later [20℄. Moreover, prevention of apoposis is anew �eld of resear
h for the treatment of a
ute stroke [57, 1℄.The model was built from the following list of basi
 phenomena :1. The starting point of an is
hemi
 stroke is a sudden de
rease of the blood �owin part of the brain.2. As a response, the oxygen extra
tion fa
tor in
reases in order to try to 
om-pensate for the la
k of oxygen.3. If the available energy is not su�
ient then the ioni
 equilibrium betweenthe extra
ellular and intra
ellular spa
es 
an not be kept. Hen
e potassium
on
entration in
reases in the extra
ellular spa
e.4. Potassium di�uses in the extra
ellular spa
e.5. The in
rease of extra
ellular potassium 
on
entration a
tivates ioni
 pumpsthat make 
al
ium enter neurons and astro
ytes.6. The ex
ess of 
al
ium propagates a
ross astro
ytes through gap jun
tions.7. Finally the rise of 
al
ium 
on
entration in the neurons a
tivates ioni
 pumpson the neuron's membrane that make potassium go out of the 
ells.8. Re
overing from SD requires energy. Both neurons and astro
ytes will pi
k upin their energy sto
k to re
over from the ioni
 disturban
es indu
ed by SD.9. We 
onsider that the only damage to the 
ells is the presen
e of 
al
ium ionsin it.10. If a 
ell is badly damaged but has enough energy, it will die by apoptosis. Ifit has not enough energy, then this 
ell will die by ne
rosis.Hen
e in this model, spreading depressions are not arti�
ially put in. They donot appear expli
itly in the model. A
tually the only way of dete
ting them is to�measure� the membrane potential of the 
ells that is linked to the 
al
ium andpotassium 
on
entrations as in the in vivo or in vitro experiments.Of 
ourse, many points of this model 
ould be re�ned. Any formal model of stroke
an always be improved by taking into a

ount new phenomena or by trying todes
ribe them in more details or in a more mi
ros
opi
 way. Is
hemi
 stroke isso 
omplex and involves so many di�erent spa
e and time s
ales that it is neverde�nite. However in any model that 
ould be used to make in sili
o experiment, it isimportant to take into a

ount the 
omputation time to solve the equations of themodel.The detail of all the pre
eding points will be given in the next se
tion. We will shortlydes
ribe the pro
ess we have used to determine the values of all the parametersinvolved in this model. Then we will look for the results of this model, that meansthe new phenomena whi
h appear when we 
ombine all the pre
eding elementarypoints, but whi
h are not 
oded in the model. And �nally we will dis
uss theseresults.



78 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKEB.2 Mathemati
al modelThe s
ale of our model is the entire brain. For reasons of 
omplexity and time for
al
ulations, in our model the 
ortex is assumed to be a square, so it has only twodimensions. Sometimes the brain will even be modeled as a line (see se
tion B.2.3).Mathemati
ally, it is 
lear that our model will behave qualitatively identi
ally inthree dimensions. In this paper, we will not have interest in the evolution of strokein the white matter, we will always assume that the 
ortex is entirely 
omposed ofgrey matter.We 
onsider three di�erent 
ompartments in the grey matter : the extra
ellularspa
e, the neurons and the astro
ytes. These three 
ompartments are 
onsideredhomogeneous and well-mixed and due to the s
ale of our model they are 
onsidered
ontinuous. We do not take into a

ount the volumes of the various 
ompartments.In animal and in in vitro preparation, SD are often 
reates by an in
rease ofthe extra
ellular potassium 
on
entration [83℄ and Nedergaard showed in [13℄ thatthey are pre
eded by a 
al
ium wave in the astro
ytes. Hen
e we will fo
us on twosolutes : the potassium (K+) and the 
al
ium (Ca2+). Pre
isely, only the extra
ellu-lar potassium 
on
entration ([K+]e), the astro
yti
 
al
ium 
on
entration ([Ca2+]a)and the neuronal 
al
ium 
on
entration ([Ca2+]n) will appear in this model.The important fa
t is that SD enventually propagate through the entire brain,hen
e it is important to study the above 
on
entrations in fun
tion of time and ofspa
e. In fa
t, all the quantities in our model will depend on the time variable t andon the spa
e variable x. For example, [Ca2+]n(t, x) refers to the 
al
ium 
on
entra-tion in the neurons near the point x at the time t and [K+]e(t, x) designates thepotassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e near x at time t.Sin
e we want to build a global model of stroke, the blood �ow irrigating the
ells BFlow(t, x) will be the entry fun
tion of our model and the model will endwith the death or not of the neurons and more pre
isely the way of dying or not ofthe neurons.B.2.1 The equationsBlood �owLet us 
onsider a parti
ular blood vessel that will be o

luded at the onset of thestroke. Let η(t) be the fra
tion of blood �ow in the o

luded vessel during the stroke.Before the stroke, η(t) equals 1. If the a

ident o

ludes 
ompletely the vessel, then
η(t) turns to 0. If the stroke only partially blo
ks the blood �ow, then η(t) onlyde
reases to η0 < 1. During the stroke, the total proportion of blood �ow thatirrigates the 
ells near x at the time t is des
ribed by BFlow(t, x) with

BFlow(t, x) = η(t)BFlowvessel(x) +BFlowothers(x). (B.1)



B.2. MATHEMATICAL MODEL 79where BFlowvessel(x) is the normal proportion of blood �ow 
arried by the vesselthat will su�er the stroke while the other vessels 
arry BFlowothers. We will assume
BFlowvessel(x) +BFlowothers(x) = 1.In this model, the other vessels do not 
hange there �ow during the stroke. Infa
t, numerous studies have shown that a supplean
e phenomenon takes pla
e afteran is
hemi
 stroke, but it only 
hanges the size of the area that su�ers from the la
kof blood. If we want to 
ompare pre
isely the result of our model with real imagesof an is
hemi
 stroke, then we will have to model this supplean
e phenomenon, butfor the moment we are only interested in the qualitative properties of the model. Soit is not ne
essary to add equations des
ribing supplean
es.Oxygen absorptionWhen blood �ow is redu
ed, 
ells progressively in
rease their ability to extra
toxygen from blood in order to maintain oxygen in�ux as 
onstant as possible. Thisis of 
ourse possible only within some limits.Let OEF (t, x) des
ribes the oxygen extra
tion fa
tor. OEF varies progressivelywhen BFlow varies as in [25℄.

∂OEF

∂t
(t, x) =

OEF∞(BFlow(t, x)) −OEF (t, x)

τOEF

(B.2)where τOEF is the typi
al time of adaptation of OEF to 
hanges of BFlow. Herewe have taken τOEF equal to 1 minute.
OEF∞ des
ribes the �nal value of the oxygen extra
tion fa
tor. In order that thetotal quantity of extra
ted oxygen stays approximately equal to his normal quantityeven if the blood �ow de
reases of a third, we have taken

OEF∞(BFlow) = OEFaverage − OEFvar tanh

(
BFlow − B0

δOEF

) (B.3)where OEFaverage = 1.4 is the normal OEF , B0 = 0.7 a typi
al value where enhan-
ement of oxygen begins, OEFvar = 0.63 the maximum possible variation of OEFand δOEF = 0.4 measures the rea
tion of OEF to 
hange of blood �ow. Figure B.1represents the total extra
ted oxygen in fun
tion of the proportion of blood �owirrigating the 
ells.EnergyEnergy needsThe 
ells need energy to maintain his metabolism, to maintain homeostasy, to re
o-ver from the spreading depressions and of 
ourse to have a normal ele
tri
al a
tivity.These needs have various degrees of importan
e. Hen
e we split the total energyneeds in four spe
i�
 energies
Eneed = Emeta + Ehomeo + ESD + Eact (B.4)
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extracted oxygenFig. B.1 � The proportion of oxygen extra
ted by the 
ell depending of the blood�ow irrigating this 
ell. Here, we assume that the normal quantity of extra
tedoxygen is 1. We noti
e that for blood �ow 
lose to 1, the proportion of oxygenextra
ted is almost 1.where Emeta is the energy needed for maintaining life of the 
ell, Ehomeo is the energyneeded to maintain homeostasy, ESD is the energy needed to re
over from spreadingdepressions and Eact is the energy needed to have a normal ele
tri
al a
tivity. Inthis model, we have 
hosen Emeta = 0.2, Ehomeo = 0.3, ESD = 0.35 and Eact = 0.15.These values were inspired by [4, 12, 53℄, but they 
ould be at length dis
ussed sin
ethe knowledge about energy dealing is very limited.The way the 
ell deals with its energy depends on the available energy. In thismodel we assume that the available energy is proportionnal to the quantity of oxygenthat irrigates the 
ell. Hen
e

Eav = BFlow(t, x) × OEF (t, x). (B.5)Energy useAs well as the energy needs, the available energy is split in several terms.
Eav = Emeta,used + Ehomeo,used + ESD,used + Eact,used + Erem (B.6)where Emeta,used < Emeta is the energy used to maintain life and so on.Let us now des
ribe how the 
ells use the available energy. We assume that a
-
ording to the available energy, the 
ell �rst try to maintain its metabolism uponall other tasks. If the 
ell has enough energy available to maintain its metabolism,it tries next to maintain the ioni
 
on
entrations. If possible it then uses the re-mainder of its energy to re
over from spreading depressions and �nally to have anormal ele
tri
al a
tivity. A
tually the strategy of the 
ells to deal with a shortagein energy 
an not be exa
tly su
h as des
ribed above and maybe that the energy



B.2. MATHEMATICAL MODEL 81is simultaneously distributed to all tasks, but due to the weak knowledge on thisstrategy, this model appeared to us as the more realisti
.Hen
e we set
Emeta,used = Emeta tanh

(
Eav

Emeta

)

, (B.7)
Ehomeo,used =

1

2
Ehomeo

(

1 + tanh

(
Eav −Emeta − Ehomeo/2

Ehomeo/2

))

, (B.8)
ESD,used =

1

2
ESD

(

1 + tanh

(
Eav − Emeta − Ehomeo − ESD/2

ESD/2

))

, (B.9)
Eact,used =

1

2
Eact

(

1+tanh

(
Eav−Emeta− Ehomeo− ESD −Eact/2

Eact/2

)) (B.10)and Erem = Eav − Emeta,used − Ehomeo,used − ESD,used − Eact,used. These equationsexpress that if the available energy is lower than Emeta then almost all the energy isused to maintain life and the other energy used are near zero. If the available energyis between Emeta and Emeta + Ehomeo, then Emeta,used is almost equal to Emeta, theremaining available energy is used to maintain ioni
 equilibrium and the other energyused are almost null. And so on... See �gure B.2 for the repartition of the energyused in fun
tion of te available energy.
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Fig. B.2 � The distribution of energy in the 
ell. Ex
ept for available energies near1, all the available energy is used. If the available energy is near 0, all the energy isused to maintain life in the 
ell (Emeta,used). Then energy is progressively used forall the other 
ell's fun
tions.Ioni
 ex
hangesIn this part of the model, we have followed the model of SD proposed by Lin andNedergaard in [13℄. Nedergaard has observed that spreading depressions are linked
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al
ium waves in the astro
ytes network and are evoked by applying potassiumto 
orti
al tissue. Hen
e we remember that in this model, we will 
onsider the po-tassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e and the 
al
ium 
on
entrations inthe neurons and in the astro
ytes.Following Nedergaard, the basi
 phenomena that 
reate spreading depressions areas follow :� The potassium ions 
an di�use in the extra
ellular spa
e.� An ex
ess of potassium in the extra
ellular spa
e a
tivates ioni
 pumps on theastro
ytes' membrane that make 
al
ium enter the 
ell.� The 
al
ium di�use through gap jun
tions in the astro
yti
 network.� The 
al
ium ions enter the neurons �through gap jun
tions between neuronsand astro
ytes� (see below for the dis
ussion of this point).� The ex
ess of 
al
ium in the neuronal spa
e a
tivates ioni
 pumps on theneurons' membrane that make potassium go out of the 
ell.It is important to pre
ise what we mean by �gap jun
tions between neuronsand astro
ytes� sin
e this point is still debated [70, 78, 79℄. Mathemati
ally, thein
rease of 
al
ium in the astro
ytes has to trigger an in
rease of 
al
ium in theneurons. If we remove this 
onnexion, the �rea
tion loop� is then interupted andno propagative wave 
ould be generated by the model. We have assumed here thatthe 
al
ium passes through gap jun
tions, but it may be any other me
hanism thatmake the 
al
ium enter the neurons, parti
ularly the in
rease of 
al
ium 
an trig-ger an in
rease of extra
ellular glutamate that makes the 
al
ium enters the neurone.The last phenomenon that has to be taken into a

ount in the ioni
 ex
hanges isthe natural trend of ions to freely di�use. So if the available energy is not su�
ient,the ioni
 pumps that make the 
al
ium go out of the astro
ytes and the potassiumstay in the neurons are no more a
tive and the ioni
 
on
entrations tend to equili-brate between intra- and extra
ellular spa
es.All the pre
eding basi
 phenomena make ioni
 
on
entrations in
rease. We haveto add some re
overy me
hanisms in order to allow the system to go ba
k to hisresting state. There is few knowledge about the re
overy me
hanism. Here we have
onsider that there exist two di�erent ways for 
ells to re
over. First small variationsin the ioni
 
on
entrations are qui
kly erased by various 
hannels (ioni
 pumps, ...).If the variations are too large, then another re
overy me
hanism takes pla
e andtry to limit these variations. At last there is a spe
ial phenomenon to re
over fromspreading depression whi
h are expressed by a very important in
rease of 
al
iumand potassium 
on
entrations. Of 
ourse all these me
hanisms need energy and mo-reover the re
overy from SD needs several steps (parti
ularly, a blood �ow in
rease),this implies a delay before the 
ell is ready to re
over.Apart from these, very few data are available on these re
overy me
hanisms.
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all Cag the variation of 
al
ium 
on
entration in the astro
ytes (g standsfor glia) in relation to the resting state. So Cag equals 0 when the 
al
ium 
on
en-tration in the astro
ytes is normal. In the same way, we 
all Can the variation of
al
ium 
on
entration in the neurons and Ke the variation of potassium 
on
entra-tion in the extra
ellular spa
e.
R represents the strength of the re
overy me
hanism from spreading depressionsand Cap the 
apa
ity of the 
ell to re
over from SD. When Cap rea
hes a �xedthreshold, the phenomena that govern the re
overy from SD 
an take pla
e.We obtain the following partial di�erential equations.

∂tCag − νCag
∆Cag = −kCag

Ehomeo,us tanh
Cag

Ca0
g

+ hK,CaEhomeo,usKe (B.11)
−kgap(Cag

− Can
) + cgrad,Ca(Ehomeo,us − Ehomeo)(Cag − [Ca]ext)

−αCag
Ca2

g − αrec,gESD,usRCag

∂tCan = −kCan
Ehomeo,us tanh

Can

Ca0
n

+ kgap(Cag − Can) (B.12)
−αCan

Ca2
n − αrec,nESD,usRCan

∂tKe − νKe
∆Ke = −kKe

Ehomeo,us tanh
Ke

K0
e

+ hCa,KEhomeo,usCan (B.13)
+cgrad,K(Ehomeo,us − Ehomeo)(Ke − [K]int)

−αKe
K2

e − αrec,eESD,usRKe

∂tCap = 1{Cag>cg}∪{Can>cn}∪{Ke>ck}
1 − Cap

To
(B.14)

−1{Cag<cg}∩{Can<cn}∩{Ke<ck}
Cap

Tf

∂tR = 1{Cap>ccap}
1 −R

τo
− 1{Cap<ccap}

R

τf
(B.15)The �rst three equations (B.11), (B.12), (B.13) govern the ioni
 movements. Thelast two equations (B.14), (B.15) govern the spe
ial me
hanism to re
over from SD.The biologi
al meanings of the various parameters are gathered in table B.1.
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νi di�usion 
oe�
ient of ion i
ki strength of the re
overy me
hanism for small 
on
entration va-riations of ion i
Ca0

n, Ca0
n, K0

e range of the variations that are 
on
erned with the re
overy forsmall variations
αi strength of the re
overy me
hanism for large variations of
on
entration of i
αrec,i strength of the re
overy from SD for 
ompartment i
cgrad,i speed of the move towards the ioni
 equilibrium between ex-tra
ellular and intra
ellular spa
es when there is no moreenergy to maintain the membrane potential for ion i
hK,Ca a
tivity of the ioni
 pumps on astro
yte's membrane sensitiveto extra
ellular potassium that makes 
al
ium enter the astro-
yte.
kgap a
tivity of the gap jun
tions between astro
ytes and neurons
hCa,K a
tivity of the ioni
 pumps on neuron's membrane sensitiveto intra
ellular 
al
ium that makes potassium go out of theneuron.
ci 
on
entration thresholds above whi
h the 
ell begins to preparefor the SD re
overy
To typi
al time for the 
ell to be ready to re
over from SD
Tf typi
al time for the disappearan
e of the preparation to re
overfrom SD
ccap threshold above whi
h the 
ells are able to re
over from SD,
onne
ted with the delay before the re
overy from SD me
ha-nism takes pla
e
τo typi
al time for the 
omplete opening of the re
overy me
ha-nism
τf typi
al time for the 
omplete 
losure of the re
overy me
hanismTab. B.1 � Biologi
al meanings of the parameters involved in the modelCell deathIn this model we assume that the only damage to the 
ell is the presen
e of
al
ium ions in it [51, 67℄. If the 
ell is severely atta
ked and has not got enoughenergy available, then it will die by ne
rosis (the membrane of the 
ell falls intopie
es.). If the 
ell has enough energy and is not so badly injured, then it diesby apoptosis (the 
ell shrinks and is eliminated by the immune system.) [31℄. Theproblem is to quantify the �death�.Let ϑ des
ribe the 
ondition of the 
ell. If ϑ almost equals one then the 
ell
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Fig. B.4 � Example of the �intensity�of the damages in fun
tion of the 
al-
ium 
on
entration in the 
ell.is perfe
tly well and the smaller ϑ is, the worse a�e
ted the 
ell is. If the 
ell hasenough energy, it 
an repair the damages due to 
al
ium. So ϑ is governed by thefollowing equation.
∂ϑ

∂t
= Repair (1 − ϑ) −Damage ϑ (B.16)where

Repair = R0 (Emeta,used + Ehomeo,used) exp (E0 (Emeta,used + Ehomeo,used)) (B.17)and
Damage = D0

Can

E1 + Can
. (B.18)See �gures B.3 and B.4 for representation of these fun
tions. They have been de-terminated so that small variations of the energy do not have too mu
h in�uen
eon the 
apa
ity of the 
ell to repair and so that even slight ex
ess of 
al
ium inthe 
ells badly damage them. These shapes of the Repair and Damage fun
tionsare ne
essary in order that a healthy 
ell rather qui
kly re
overs from SD while anis
hemi
 
ell is more and more injured by the propagation of SD.As long as the 
ondition of the 
ells ϑ is bigger than a threshold ϑapop, the 
ell is
onsidered as alive and the apoptosis phenomenon has not begun. If ϑ goes under

ϑapop then the apoptosis phenomenon begins but it is for the moment reversible ifthe damages stop.To des
ribe apoptosis we need another equation. Let A be a mathemati
al variablethat des
ribe the progress of apoptosis. If A equal 0, the apoptosis has not begun yet.When apoptosis has begun, the 
ell uses all the available energy for this phenomenon.So
∂A

∂t
= A0

Eav

E2 + Eav
. (B.19)
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ide if the 
ell dies by apoptosis or ne
rosis, we need to de�ne two otherthresholds ϑnec and Aapop. We will always take ϑnec < ϑapop. If the 
ondition of the
ell ϑ stays between ϑnec and ϑapop and the progress of apoptosis A passes over Aapopthen we 
onsider that the 
ell will irremediately die by apoptosis. If ϑ passes under
ϑnec before A passes over Aapop, then the 
ell dies by ne
rosis.As a �rst step, when the 
ell is dead either by apoptosis or by ne
rosis, we setthe available energy to zero. Can and Cag turn to zero.B.2.2 Dis
rete solution of the modelThe model is a mix of algebrai
 equations (equations (B.1), (B.3), (B.17), (B.18)and all the equations dealing with the energy), ordinary di�erential equations (equa-tions (B.2), (B.12), (B.14), (B.15), (B.16) and (B.19)) and partial di�erential equa-tions (equations (B.11) and (B.13)). To solve these di�erential equations, the time isbroken into dis
rete time steps of length △t and we approximate the solutions of theequations at time tn = n△t. The same way, the spa
e is de
omposed in elementarylittle voxels of size △x and we 
al
ulate approximatively the solutions at the 
ornersof the elementary squares.The methods to 
al
ulate these approximates solutions of partial di�erentialequations are well studied (see [33℄ or [55℄ for an introdu
tion to these methods).The method to 
ompute the solution in time is 
alled �semi-impli
ite �nite di�e-ren
es method� and in spa
e we have used a fast Fourier transformation method.S
hemati
ally, the fast Fourier transformation transforms the derivation in spa
einto a �simple� multipli
ation by a 
omplex fun
tion and the �nite di�eren
es me-thod 
omputes the various variable at time (n+1)△t using the previously 
omputedvariables at time n△t. We use a semi-impli
ite method so that the approximationof the solutions stays valid for long time 
omputations.B.2.3 The parametersMethod to �x the various parametersA large system of partial di�erential equations with a lot of parameters 
an havevery di�erent behaviours and may be very sensitive to variations of one parameter.However, values of parameters are di�
ult to sort out from the literature. First,for various reasons, many parameters have not been explored. Se
ond, when theyexist, data 
ome from di�erent spe
ies or di�erent types of neurons. Finally, theexperimental error 
an be very large.In order to �x the set of parameters, we have de
ided to split the model in manysubmodels and to use a random algorithm to �nd a set of relevant parameters forea
h submodel. This algorithm is des
ribed in more details in [16℄. Sin
e thousandssets of parameters have to be tested in this pro
ess, we did 
omputations on a singledimension to save time. We have then validated the sele
ted sets on two dimensions.



B.2. MATHEMATICAL MODEL 87Beginning with the equations (B.11), (B.12), (B.13), (B.14), (B.15) that govern theioni
 ex
hanges between the di�erent 
ells, we �rst have to de
ide whi
h qualitativeproperties the solution of the model must have. This set of properties is 
alled basisof rules. It is derived from available eviden
e.Here, the basis is 
omposed of six rules that 
ome from experimental observations :� There exist a stable resting state.� An inje
tion of K+ with a higher 
on
entration than 12mM 
reates one or moreSD that are expressed by a 
al
ium wave through the glial network [47, 50℄.� This wave propagates with a speed of about 3mm/min [83℄.� The in
rease of potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e is between30 and 80mM [60℄ and the in
rease of 
al
ium 
on
entration in the astro
ytesis about 0,2mM [58℄.� The maximum of the potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e mustlook like a plateau of approximately 7 minutes[60℄.� A 
ontinue inje
tion of KCl 
reates su

essive SD.Let us noti
e that all these rules 
an be rapidely numeri
ally tested. The randomalgorithm to �nd the possible parameters of the model is as follows.� Choose reasonable range for the values of all parameters.� Choose at random the various parameters values of the set of partial di�erentialequations.� Test numeri
ally whether the resting state is stable.� Test numeri
ally whether SD are 
reated by inje
tion of K+, whether theyhave the right pro�le and whether they spread with the right speed or not.� Test whether a 
ontinuous inje
tion of potassium 
reates su

essives SD.� If the answers of these last three questions are positive, then keep this set ofparameters in memory.We have applied this pro
edure to the submodel that govern ioni
 ex
hanges. Itis 
omposed of 5 equations with 27 parameters. At the end of a run, about hundredthousands sets of parameters have been tested, leading to �ve suitable sets.Examples of results produ
ed by this algorithm are shown in �gures B.5 and B.6.Ioni
 waves are 
reated and spread through the entire brain. All the set of suitableparameters that were found with this algorithm give similar qualitative results.In this basis of rules, an important test is the 
reation of su

essive SD for a
ontinuous inje
tion of KCl. As a matter of fa
t, when an experimental stroke o

urs,su

essive SD are 
reated. The rea
tion of the system to a 
ontinuous inje
tion withsuitable parameters is shown in �gure B.7.Taking these parameters into a

ount, we have then de
ided to �nd the possiblevalues of the parameters that o

ur in the equations that govern the energy. Another
ondition has to be added to the basis of rules :� a la
k of energy generates SD.More sets of parameters suit the basis of rules for the equations that govern the



88 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKE

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

40

50

60

70

80

time

ex
tr

ac
el

lu
la

r 
po

ta
ss

iu
m

 c
on

ce
nt

ra
tio

n

Extracellular potassium concentration after a KCl injection at several locations
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2.5 cm from the injection
5 cm from the injectionFig. B.5 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e after a KCl inje
-tion for an example of suitable parameters. Left, the level lines of the potassium
on
entration in fun
tion of the time (x-
oordinate) and of the pla
e in the brain (y-
oordinate). Right, potassium 
on
entration at several lo
ations in fun
tion of time.The solid line represents the extra
ellular potassium 
on
entration in the middle ofthe area where the inje
tion is made. The dashed line is the potassium 
on
entration2.5 
m further and the dashed-dotted is 5 
m further.

Fig. B.6 � Level lines of the 
al
ium 
on
entration after a KCl inje
tion for anexample of suitable parameters. Left, the 
al
ium 
on
entration in the astro
ytesand right, the 
al
ium 
on
entration in the neurons. As it has been observed byNedergaard, a 
al
ium wave propagates through the net of astro
ytes.
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Fig. B.7 � Level lines of the potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
eduring a 
ontinue KCl inje
tion for an example of suitable parameters. Here, thebrain is supposed to be a line. Su

essive ioni
 waves are 
reated and propagatethrough the entire �brain�.energy sin
e few knowledge is available on these phenomena.At last, we look for the parameters that stand in the equations that govern thedeath of the 
ells with the same pro
edure. The 
ondition added to the basis of rulesis as follow :� after an important is
hemi
 stroke, the 
ells of the 
enter of the is
hemi
 areadie by ne
rosis and the 
ells around die by apoptosis [20℄,� ne
rosis o

urs before apoptosis [20℄,� a SD severely damages 
ells but does not kill healthy 
ells [66, 62℄,� the 
ells that re
eive a normal blood �ow stay alive at the end of the stroke,� after a long time the healthy tissue must return to his rest state.With the algorithm des
ribes above, we found six suitable sets of parameters.An example of solution of the 
omplete system with suitable parameters is shownin �gures B.8 to B.11. In this example, 9 SD are 
reated and spread through the
ortex. Results for the others �ve suitable sets of parameters are similar. Between4 and 12 SD are 
reated. We 
an noti
e that in this model, it is the death of thea
ute is
hemi
 area of the brain that stop the 
reation of SD.Sensibility of the model to parametersThe solutions of the model for di�erent suitable sets of parameters are qualitati-vely similar. Hen
e the rules are assumed to be met. Nevertheless, small di�eren
esin parti
ular situations 
an be noti
ed (see the results se
tion).For the moment, no 
orrelation between the various suitable sets of parameters
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Fig. B.9 � Cal
ium 
on
entration inthe astro
ytes after an is
hemi
 strokefor suitable parameters. When the 
ellnear x is dead, we assume that the 
al-
ium 
on
entration is 0.
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Fig. B.10 � Cal
ium 
on
entration inthe neurons after an is
hemi
 strokefor suitable parameters. When the 
ellnear x is dead, we assume that the 
al-
ium 
on
entration is 0. Fig. B.11 � Death of the 
ells du-ring an is
hemi
 stroke in fun
tion oftime (x-
oordinate). In bla
k, the 
ellsdead by ne
rosis. In grey, those deadby apoptosis.



B.3. RESULTS 91have been noti
ed, but no general method 
an be used to dete
t a possible 
orre-lation. Indeed statisti
s are useless due to the great number of parameters and thesmall number of suitable sets.Finally, we have noti
ed that the behaviour of the solution depends strongly onsome parameters, parti
ularly on the parameters relative to the re
overy me
hanism
τo, τf and αrec,i, and on ϑapop, ϑnec and Aapop the thresholds 
on
erning the deathof the 
ells... It would be interesting to have more experimental knowledge on theseme
hanisms. Indeed, the high sensibility to the parameters may be due to a pourrelevan
e of these parts of the model. Conversely, the model is rather unsensible tothe value of the other parameters.B.3 ResultsIn this part, the brain will be modeled by a square of grey matter.B.3.1 Propagation of SD in a normal tissueFirst, let us see the e�e
t of a K+ inje
tion in a healthy tissue. A

ording to[47℄ and [50℄, a KCl inje
tion (the pra
ti
al way of inje
ting K+) of 12mM 
reates aSD that propagates through the brain at a speed of 3mm/min and that leads to anin
rease of 
al
ium 
on
entration of 0.1mM in the astro
ytes [60℄. A K+ inje
tion of15 mM is thus simulated in the pre
eding model with usual oxygen supply. As we 
ansee (�gures B.12 to B.14), a potassium wave propagates through the extra
ellularspa
e. Similarly, a 
al
ium wave propagates through astro
ytes and neurons. About45 minutes later, the system is ba
k to his resting state.These results are 
onsistent with [60℄ and with the 
al
ulations made in a onedimension brain. Figure B.13 shows the potassium 
on
entration in the extra
ellularspa
e for a �xed y-
oordinate. We �nd the same pro�le as in se
tion 2.B.3.2 Creation of SD by an is
hemi
 areaExperimental is
hemia indu
es SD in the is
hemi
 area in the rodent brain [83℄.Between 8 and 14 SD propagate.For the moment, we suppose that no blood 
an pass through the 
onsideredvessel during the stroke. Results are shown in �gures B.15 and B.16. As pre
eding,we see the potassium waves that spread a
ross the entire brain. In the same way,
al
ium waves propagate through the net of astro
ytes and of neurons. Between 5and 12 SD are 
reated, depending on the set of suitable parameters 
hosen.In the example shown here (�gure B.15), 10 waves are 
reated. Three and a halfhours later, the system has 
ame ba
k to the resting state. At this moment, the
entral area of the brain su�ering the stroke is dead by ne
rosis, while the area
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Fig. B.12 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e after a KCl inje
tionfor several times (5, 15, 25 and 35 min after the inje
tion). A SD propagates throughthe entire brain.
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Fig. B.13 � Potassium 
on
entrationin the extra
ellular spa
e after a KClinje
tion for a �xed y-
oordinate. Here,the brain is supposed to be a square.
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Fig. B.15 � Potassium 
on
entration in the extra
ellular spa
e during a stroke forseveral times (5, 15, 30 and 45 min after the onset of the stroke). Su

esive SDpropagate through the brain.



94 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKEaround is dying by apoptosis (see �gure B.16). So the set of parameters 
hosen here�ts the reality in the rodent grey matter.

Fig. B.16 � The �nal dead zone after an is
hemi
 stroke. In bla
k, the 
ells dead byne
rosis. In grey, the 
ells dead by apoptosis.
B.3.3 Partial o

lusion of the vesselIn the pre
eding subse
tion, no blood 
ould pass through the 
onsidered vesselfrom the beginning of the stroke. In the reality, the interruption of blood �ow 
anbe total or partial. [49℄ and [80℄ studied the partial o

lusion of a vessel, but theywere interested in the time before the 
ells die, not in the size of the �nal infar
tedarea.Let see the in�uen
e of the proportion of blood that pass through the vesselduring the stroke on the size of the �nal dead area in this model. We have taken thesame set of suitable parameters as pre
eding.Let η0 be the proportion of blood that 
an pass through the vessel during thestroke.If more than one third of the normal blood �ow stays available during the stroke(η0 > 0.33), the various ioni
 
on
entrations are slightly disturbed, but no SD o

ursand no 
ell dies.If 0.26 < η0 < 0.33, a SD is 
reated and spreads a
ross the entire brain, but no 
elldies.If η0 = 0.25, 5 SD are 
reated and a small part of the brain dies, but there is onlyapoptosis and no ne
rosis.If η0 = 0.2, 8 SD are 
reated and a larger part of the brain than for η0 = 0.25 dies,but there is on
e again only apoptosis.If η0 = 0.1, 9 SD are 
reated as in the 
ase where the stopping is total, but the size of
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rosed area is smaller (see �gures B.17 and B.18). So this model qualitatively�ts the experimental data. However, it does not �t them quantitatively sin
e itis only phenomenologi
al. Also, the parameters and their values have been 
hosenrather arbitrary. If we want to have results that �ts more quantitatively the reality,we would have to add other fa
ts to the basis of rules and look for other parameters.
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Fig. B.17 � Extra
ellular potassium
on
entration during a stroke on a dia-meter of the brain. The blood �ow ofthe vessel 
hanges from 1 to η0 = 0.1. Fig. B.18 � Final states of the 
ells. Inwhite, the 
ell that stay alive. In grey,those that die by apoptosis. In bla
k,those dead by ne
rosis.B.3.4 E�e
t of SD on the size of the �nal dead zoneIn [66, 62℄, the authors insist on the importan
e of SD on the size of the �nalinfar
t area. SD 
ould in
rease of 23% to 30% the size of the infar
t.If we solve this model without SD by blo
king the ioni
 pumps (set hKG and
hNK to 0), the �nal dead area is indeed mu
h smaller than the one 
aused by strokewith SD (see �gure B.19 and table B.2). In our example, the size of the �nal infar
twith SD is in
reased by 330%. Sin
e 10 SD have propagated, the result is 
onsistentwith the experimental results obtain in [62℄.Hen
e, a

ording to this model for spe
ies where SD exist, blo
king the 
reationof SD seems to be a very good way to redu
e the damages of an is
hemi
 stroke.B.3.5 Re
overy of the blood �owThe last but not least experimental observations on stroke that we will use hereis about the reopening of the vessel. Experiments on the rodent brain show variousin�uen
e on the size of the infar
t area [39, 40, 67℄. The damages on the brain 
an
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ellular potassium Final infar
ted areas.Proportion 
on
entration for a In bla
k, the 
ells deadof o

lusion �xed y-
oordinate by ne
rosis. In greythose dead by apoptosis.
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Fig. B.19 � The �nal dead zone after an is
hemi
 stroke. Left, where the SD areblo
ked. Right, where ten SD propagate. In bla
k, the 
ells dead by ne
rosis. In grey,those dead by apoptosis.
η0 0 0.1 0.2 0.23 0.25 0.3Size of the apoptoti
 1.0742 0.5859 0.1221 0.0244 0 0area without SDSize of the ne
roti
 0.3174 0.0244 0 0 0 0area without SDSize of the �nal dead 1.3916 0.6104 0.1221 0.0244 0 0area without SDSize of the apoptoti
 5.6641 1.5625 0.9033 0.3174 0.1221 0area with SDSize of the ne
roti
 0.3174 0.0244 0 0 0 0area with SDSize of the �nal dead 5.9814 1.5869 0.9033 0.3174 0.1221 0area with SDNumber of SD 10 9 9 8 5 1Tab. B.2 � Sizes in 
m2 of the various �nal dead areas depending on the proportionof the stopping of the blood �ow



98 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKEbe stopped by the reopening, but the infar
t area 
an also sometimes be bigger. Thisobservation is still not very 
learly explained.In this model, it is easy to simulate the reopening of the vessel. Hen
e the 
ellsget the energy they need ba
k, the damages to the 
ells are more qui
kly stoppedand the �nal infar
t should then be smaller than the same simulated stroke withoutreopening.In table B.3, we 
ompare the sizes of the �nal dead zones for di�erent times ofreopening Treopen for the same set of parameters than before. To redu
e the 
ompu-ting duration, these 
al
ulations were done in one dimension in spa
e.
Treopen Nbr of SD Size of the Size of the Size of theapoptose ne
rose dead area10 1 0 0 030 2 0 0 050 3 0 0 070 4 0 2.7569 2.756990 5 0 3.2581 3.2581110 8 0 3.7594 3.7594130 9 8.5213 3.7594 12.2807140 8 0 3.7594 3.7594142 8 1.5038 3.7594 5.2632143 8 2.0050 3.7594 5.7644144 8 2.5063 3.7594 6.2657145 9 10.0251 3.7594 13.7845146 9 10.0251 3.7594 13.7845147 9 9.0226 3.7594 12.7820148 9 8.0201 3.7594 11.7794150 9 8.0201 3.7594 11.7794160 9 8.0201 3.7594 11.7794170 9 8.5213 3.7594 12.2807
∞ 9 8.5213 3.7594 12.2807Tab. B.3 � Number of SD and sizes (in 
m2) of the various �nal infar
ted areas infun
tion of the time (in minutes) of reopening of the vessel that su�ers the stroke

Treopen.We 
an noti
e that the e�e
t of the reopening of the vessel su�ering the o

lusionis positive until 120 min after the onset of the stroke. The reopening of the vesselstops the SD and 
ells do not pro
eed to ne
rosis. The healthy 
ells re
over qui
klytheir rest state.When apoptosis has begun and is about to enter its irreversible phase (between 130
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Fig. B.20 � Graphi
 of the size of the �nal infar
t in fun
tion of the time of reope-ning.and 150 min), the e�e
t of reopening 
an be very variable. There is even a periodwhere reopening the vessel kills more 
ells as doing nothing (betwen 145 and 147min). Of 
ourse, if you reopen the vessel after the last SD has o

urred (beyond 150min), there is no more deleterious e�e
ts of 
al
ium in the 
ells, so there is almostno e�e
t.Moreover if you blo
k the propagation of SD, these deleterious e�e
ts of the reope-ning of the vessel do not exist anymore. Nevertheless, it is important to observe thatthis e�e
t of the reopening on the size of the infar
t depends strongly on the set ofparameters 
hosen. For some of these sets, the reopening of the vessel has always apositive e�e
t on the size of the infar
t.B.4 Dis
ussionIn this paper, we have detailed a global model of is
hemi
 stroke with a parti
ularstress on spreading depressions. This model is 
entered around the ioni
 ex
hangesbetween neurons, astro
ytes end extra
ellular spa
e, parti
ularly 
al
ium and potas-sium. The model does not des
ribe these phenomena down to the last details, butin a phenomenologi
al way. As well as these ioni
 ex
hanges, the model takes intoa

ount the blood �ow, the oxygen extra
tion fa
tor, the management of the energy,the infar
tion of the 
ells via ne
rosis or apoptosis. This model is phenomenologi
aland part of the equations are �xed rather arbitrarily due to the la
k of knowledge(in parti
ular, the energy dealing and the damage to the 
ells by 
al
ium).The �rst problem that we had to solve was to �x the values of all the parametersappearing in the mathemati
al system. The pro
ess that we have imagined takes a



100 ANNEXE B. A GLOBAL MODEL OF ISCHEMIC STROKElong time but gives results (It is almost impossible to �nd the parameters �by hand�)and a

ording to the experimental results, this pro
ess seems to be reliable if thebasis of rules is well done. Parti
ularly the model with the parameters found by thispro
ess gives results qualitatively similar to experimental data (see se
tion Results)without that this was required by the basis of rules.With the parameters hen
e found, this model of is
hemi
 stroke seems to globally�t the reality. An inje
tion of KCl 
reates a SD. A la
k of blood in part of thebrain 
reates several su

essive SD. The 
ells situated at the 
enter of the areanormally entirely irrigated by the o

luded vessel die by ne
rosis while the 
ells inthe surrounding die by apoptosis.Besides, we have 
ompared two situations with this model : with and withoutSD. If the SD are arti�
ially blo
ked (by taking away the relation between neuronsand extra
ellular spa
e in this model), an is
hemi
 stroke 
reates a smaller �nal deadzone. This fa
t had already been shown by experimental studies [66, 62℄ and maybe a 
lue for the treatment of stroke for spe
ies where SD o

ur. It is important toexplain that in this model it is very easy to stop the propagation of SD. It su�
esto blo
k any �ioni
 pumps or gap jun
tion�. In the reality, it is more 
ompli
ated.This di�eren
e is 
ertainly due to the small number of ioni
 
on
entrations we havetaken into a

ount here.This model also gives results similar to the experiments for the sometimes de-leterious e�e
ts of the reopening of the o

luded vessel. The interest is that in thismodel, it is rather simple to understand the fa
ts that lead to this sometime delete-rious e�e
t. Indeed, deleterious e�e
ts of the reopening appear when the reopeningtakes pla
e at the beginning of the last or the next to last SD that propagatesthrough the brain. To understand the deleterious e�e
ts of reopening in this model,we have noti
ed two important fa
ts. First, if you reopen the vessel just after that aSD has begun, this SD will go on. Se
ond, around the is
hemi
 area, there are 
ellsthat are exhausted by the SD and that are near their irreversible phase of apoptosis(so of their death), but the death of the 
ells around stop the 
reation of SD, sothese 
ells 
an progressively 
ome ba
k to their resting state.Hen
e if you reopen the vessel just after the beginning of the last SD, the system hasgot more energy and sin
e the speed of the apoptosis depends on the total energy,the 
ells around the is
hemi
 area advan
e qui
kier toward death (by apoptosis) andinstead of surviving the last SD, they die. The assumptions of the model that areresponsible for the deleterious e�e
t of the reopening are thus the dependan
e of thespeed of the apoptosis to the available energy and the all or nothing aspe
t of SD.However the question of the 
reation of SD after the re
overy is di�
ult to explain.The all or nothing property of SD explains the 
reation of SD just after the reope-ning. Indeed, in this 
ase, the ioni
 
on
entrations have already passed the thresholdabove whi
h a SD is 
reated when the reopening takes pla
e. But sometimes moretwo SD propagate after the reopening of the vessel. This is due to a bad syn
hro-nisation of the re
overy with the propagation of SD. In this 
ase, the 
entral area
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ould not re
over from SD be
ause of the la
k of energy will re
over when thereopening o

urs, but this re
overy takes pla
e too early 
ompared to the re
overyof the healthy area. Hen
e the 
entral area should be to his resting state when thehealthy area around starts to re
over and due to the di�usion of the potassium inthe extra
ellular spa
e and of the 
al
ium in the astro
yte, the ioni
 
on
entrationsin the 
entral pass on
e more over the threshold that 
reates SD. A new SD propa-gates.To summarize, due to the propagation of SD and to their in�uen
e on the death byapoptosis of the 
ells, if the reopening of the vessel is not 
oordinated with SD, it
an be more deleterious than no reopening. So blo
king the SD or prevent the 
ellsapoptosis before reopening 
ould be an interesting experiment. Nevertheless, thisphenomena depends on the set of parameters that has been 
hosen. They are setswhere this deleterious e�e
t of SD do not o

ur. It depends on the progress of thereversible phase of apoptosis of the 
ells around the infar
t at the end of the lastSD.Of 
ourse, this model is just a �rst step in the global modelling of the is
hemi
stroke. Lot of things have to be improved su
h as the way the 
ells deal with energyor the way 
ells die or simply the path that leads to an in
rease of extra
ellularpotassium when the 
al
ium 
on
entration in
reases in the astro
ytes. This lastpoint is almost 
lear and 
ould rather qui
kly be modi�ed in our model. But forthe other points, the knowledge is for the moment insu�
ient and even when someknowledge is available, experimental data are la
king. Another interesting point toadd to this model 
ould the oedema, but for the moment the size of the various
ompartments are not taken into a

ount.But before getting in more details into this model, we have planed to appliedthis model to a more realisti
 geometry of brain. Indeed the in�uen
e of the 
ir
um-volutions of the 
ortex may have a 
ru
ial in�uen
e on the propagation of SD and
ould explain the di�eren
es in the observation or non-observation of SD in rats orhuman brain. It would also be interesting to study the e�e
t of the white matter onSD. In the white matter there is no neurons and the 
al
ium di�uses freely, but nowave spreads. This points will be rather easy to in
lude in the model.Then this model 
ould largely be improved by adding the e�e
t of others ions anddes
ribing there movement in more detailed. We have planed to repla
e the simpleioni
 system by a model of ioni
 dynami
 whi
h is based on mi
ros
opi
 phenomena.We 
ould also re�ne the distribution of the energy.This work was supported by the Fren
h Ministry of Resear
h(ACI "AVC-iSi", proje
t No02TS041).
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Annexe CExisten
e and nonexisten
e oftravelling wave solutions for abistable rea
tion-di�usion equationin an in�nite 
ylinder whosediameter is suddenly in
reased
G. Chapuisat, E. Grenier1C.1 TheoremSpreading depressions (SD) were �rst observed and des
ribed in 1944 by Leãoin [56℄. They 
onsist of a transient suppression of all neuronal a
tivities. This sup-pression spreads slowly a
ross a large region of the brain. SD play an importantrole in many diseases [36, 37, 26℄ su
h as migraine with aura, epilepsy, is
hemi

erebral stroke, et
... They have been observed in many spe
ies, but their existen
eis still dis
ussed in the human 
ortex [79, 19, 70, 78℄. For the moment, they havenever been experimentally observed, perhaps be
ause of the di�
ulties of in vivomeasurements.It is really important to understand the phenomena that are responsible for the
reation or extin
tion of SD, for in 
erebral strokes in rats, the number of SD has a
lear in�uen
e on the size of the �nal dead zone of the brain. Some pharma
ologi
alagents that blo
k the appearan
e of SD are already studied and work well on strokesin the rat brain, but for the moment, they seem to be ine�e
tive on humans. Keepingin mind that 
erebral strokes a

ount for about 7 per
ent of all deaths in Canada and1Arti
le publié dans Communi
ation on Partiel Di�erential Equation103
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ent of all hospital bed o

upan
y [68℄, it is essential to understand thedi�eren
es that 
ould explain that no SD have yet been observed in human brains.In a re
ent arti
le [24℄, Grenier et al. try to explain the non observation of SDin the human 
ortex by the geometry of the brain. Indeed, the 
ortex is 
omposedof two matters : grey and white matter, and SD spread only in grey matter. Mostspe
ies, like rats, have a smooth brain entirely 
omposed of grey matter whi
h maytherefore be 
onsidered as a 
onvex. On the other hand, the human brain is verytortuous. Moreover the grey matter 
omposes only a thin layer on the surfa
e andthe thi
kness of this layer 
an vary suddenly. Finally, SD are often modeled by abistable rea
tion-di�usion equation, and this is why the hypothesis of Grenier et al.is that, in the human 
ortex, an SD 
an be generated, but it will stop at the �rstin
rease of the thi
kness of the grey matter. It will thus spread a
ross a very smallarea and be very di�
ult to observe.This paper is thus 
on
erned with the non-existen
e of generalized progressivewave solutions for a bistable rea
tion di�usion equation in a 
ylinder whose diameteris suddenly in
reased.Here, we will work in R
3, sin
e we want to answer a biologi
al question aboutSD in the 
ortex whi
h is , of 
ourse, set in R

3. However sin
e most of the numeri
alsimulations are done in 2 dimensions, at the end of this paper, we explain what hasto be 
hanged to prove the same theorem in R
2.First, we de�ne the domain Ω in R

3 (�gure C.1).Let
0 < r ≤ R,

Ω1 = R
∗
+×] −R,R[×] − R,R[, Ω2 = R−×] − r, r[×] − r, r[,

Ω = Ω1 ∪ Ω2 and Γ = ∂Ω.Set f0 > 0 and θ ∈]0, 1
2
[. We 
onsider f(t) = f0t(t − θ)(1 − t) for t ∈ R. Choose

ν > 0. We study the following bistable rea
tion-di�usion system :
{

∂tu− ν△u = f(u) t ∈ R, x ∈ Ω.

∂nu = 0 t ∈ R, x ∈ ∂Ω.
(C.1)Sin
e ∂Ω is not smooth, we have to explain the pre
ise meaning of ∂nu = 0 for

t ∈ R and x ∈ ∂Ω. First, for x in the smooth part of ∂Ω, ∂nu is de�ned as usual.Moreover, for x1 = 0 and (x2, x3) ∈ [−R,R]2, we de�ne ∂nu = ∂x1u and for x1 > 0and (x2, x3) ∈ {−R,R}2, ∂nu = 0 means ∂x2u = 0 and ∂x3u = 0.Our problem is to sear
h if a lo
al ex
itement may ex
ite all the domain. That iswhat happens during SD. From [29℄ and [77℄, we know that if the initial value verify
lim sup
|x|→+∞

u0(x) < θ and ∀|x| ≤ L u0(x) ≥ θ + η
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Fig. C.1 � Domain Ω.for some η > 0 and L > 0 great enough, then the solution of (C.1) tends to thesum of travelling waves propagating into opposite dire
tions. Biologi
ally, in ourproblem, it means that a lo
al strong enough stimulation should ex
ite all the brain.But what happens if the initial value is small in Ω1 ?Théorème C.1 Let u(t, x) be a solution of






∂tu− ν△u = f(u) t > 0, x ∈ Ω.

∂nu = 0 t > 0, x ∈ ∂Ω.

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω.

(C.2)where there exists α0 > 0 su
h that u0(x) <
1
2
θe−α0x1 for all x ∈ Ω1.If r is small enough with respe
t to R and √
ν, then there exists ρ > 0 su
h that

∀x ∈ Ω x1 > ρ ⇒ ∀t ≥ 0 u(t, x) ≤ θ

2
.In this theorem, R may be equal to +∞ without any problem. Moreover, in thistheorem, we have kept the 
onstants R and ν be
ause of their biologi
al meaning,but we re
all that it is possible to 
hange the s
ale in spa
e in order to take R or νas 1.As a 
onsequen
e of this theorem, if r is small enough with respe
t to R and√

ν, we know that there exists no generalized travelling wave solution of equation(C.1). It means that if u is solution of (C.1) su
h that there exists U2 travelling wavesolution of (C.1) on Ω2 with
lim

t→+∞
|u(t, x) − U2(t, x)| = 0



106 ANNEXE C. GENERALIZED TRAVELLING WAVEuniformly for x ∈ Ω2, then it is impossible to �nd U1 travelling wave solution of(C.1) on Ω1 with
lim

t→+∞
|u(t, x) − U1(t, x)| = 0uniformly for x ∈ Ω1.This result is a 
orollary of the �rst theorem. Indeed, a travelling wave solutionof a bistable rea
tion-di�usion equation in a 
ylinder is de
reasing exponentially inspa
e. As u tends to a travelling wave uniformly in Ω2, we just need to study thefollowing problem







∂tũ− ν△ũ = f(ũ) t > 0, x ∈ Ω1

ũ(0, x) = u(t0, x) x ∈ Ω1

ũ(t, x) = u(t+ t0, x) t > 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2

∂nũ = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω1 \ Γ1.

(C.3)where t0 has been 
hosen great enough su
h that u(t0, x) ≤ θ
2
e−α0x1 for some α0 > 0.And thus the pre
eding theorem applies.This result justi�es our belief that SD are 
reated in the human 
ortex, but thatthey 
an not spread a
ross a large area. In fa
t, the large and frequent variations ofthe thi
kness of the grey matter in the human brain may rapidly stop the spread ofan SD. On the 
ontrary, in rat brains, if SD o

ur, they 
an spread a
ross the entire
ortex without any obsta
le. Of 
ourse, in reality the grey matter of the 
ortex hasa mu
h more 
omplex geometry than a 
ylinder whose diameter suddenly in
reases,but this theorem 
an be a �rst step of the proof in a more 
ompli
ate geometry.In the future, it would be very interesting to show the same result in a 
ylinderwhose diameter follows a sine 
urve. It would also be of great interest to study thebehaviour of a solution of the same bistable rea
tion-di�usion equation in a 
ylin-der 
oupled with a simple di�usion equation outside of the 
ylinder. Indeed, in thehuman brain, SD 
an not spread a
ross the white matter, but they 
an di�use in itand this di�usion may have an important impa
t on the spread of the depression inthe grey matter.Let us now prove the theorem.C.2 Proof of the theoremC.2.1 Rewritting the problemFirst, by [29, 10℄, we know that u does indeed exist and sin
e θ ∈]0, 1

2
[, the wavehas the right propagation sense. In order to prove the theorem, we have to showthat :
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∃ε ∈]0, 1[ ∃ρ > 0 ∀x ∈ Ω1 x1 > ρ⇒ ∀t ≥ 0 |u(t, x)| ≤ ε < 1.1. Note that, by the paraboli
 maximum prin
iple, 0 ≤ u ≤ 1.2. Let η ∈]0, 1[ be su
h that

√

−ηf
′(0)

ν
≤ α0and let g(t) = f(t) − ηf ′(0)t. Note that f ′(0) < 0. Let 0 < ε < θ be su
h that g isnon positive on [0, ε] and positive on ]ε, 1].3. We are only interested in u(t, x) for x ∈ Ω1. Thus instead of studying u on

Ω, we 
an redu
e the problem to the study of ũ on Ω1, where ũ follows the sameequations as u but with a Diri
hlet boundary 
ondition ũ = u on Γ1 = ∂Ω1∩∂Ω2. Asa matter of fa
t, by the uniqueness of solutions of this paraboli
 partial di�erentialequation, we know that for all x ∈ Ω1 and for all t ≥ 0, ũ(t, x) = u(t, x).We have redu
ed the problem to the following system :






∂tũ− ν△ũ− ηf ′(0)ũ = g(ũ) t > 0, x ∈ Ω1.

ũ(0, x) = u0(x) x ∈ Ω1.

ũ(t, x) = u(t, x) t > 0, x ∈ Γ1.

∂nũ = 0 t ≥ 0, x ∈ ∂Ω1 \ Γ1.

(C.4)4. Finally, sin
e ∂nũ = 0 on Γ3 = {x1 = 0} ∩ ∂Ω1, we 
an extend ũ to a fun
tion
v de�ned in R

+ × R
2 su
h that v is even a
ross Γ3. We thus obtain :







∂tv − ν△v − ηf ′(0)v = g(v) t > 0, x ∈ R
∗
+ × R

2.

v(0, x) = ū0(x) x ∈ R+ × R
2.

v(t, x) = ū(t, x) t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nv = 0 t > 0, x ∈ Γ̃2

(C.5)where Γ̃1 = ∪
(k,l)∈Z2

{0} × [2kR− r, 2kR + r] × [2lR− r, 2lR + r],
Γ̃2 = {0} × R

2 \ Γ̃1 and ū denote u extended symetri
ally a
ross Γ3.Our goal is to �nd ρ > 0 su
h that for all x ∈]ρ,+∞[×R
2 and for all t ≥ 0,

|u(t, x)| ≤ ε < 1. The theorem will thus be proved.C.2.2 Finding the supersolutionThe system (C.5) is not easy to solve expli
itly, but we just want to overvaluethe solution, whi
h is why we de
ide to sear
h for a supersolution.
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an rewrite the solution, v, of (C.5) as
v(t, x) = w(t, x) +

∫ t

0

∫

R+×R2

F (t− τ, x− ξ)g(v(τ, ξ)) dξdτwhere w(t, x) veri�es :






∂tw − ν△w − ηf ′(0)w = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R

2.

w(0, x) = ū0(x) x ∈ R
+ × R

2.

w = u, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nw = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(C.6)and F (t, x) is the following Green's fun
tion






∂tF − ν△F − ηf ′(0)F = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R

2.

F (0, x) = δ(x) x ∈ R
+ × R

2.

F = 0, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nF = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(C.7)
2. Supersolution of the linear part w :The solution of (C.6) is overvalued by the solution S of the following stationarysystem :







−ν△S − ηf ′(0)S = 0 x ∈ R
+ × R

2.

S = 1, x ∈ Γ̃1.

∂nS = 0 x ∈ Γ̃2.

(C.8)Now, to bound S, we will use the elementary solution in the whole spa
e of
ν△ϕ+ ηf ′(0)ϕ = 0 x ∈ R

3that is
E(x) =

q

4π

e−q|x|

|x|where q =
√

−η f ′(0)
ν

< α0.Let now
Q(x) =

∑

(k,l)∈Z2

∫ 2kR+r

2kR−r

∫ 2lR+r

2lR−r

E(x− y∗) dy
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3 for y = (y1, y2) ∈ R

2.We hope to �nd α ∈ R su
h that αQ overevalues S. It is easy to see that Q ispositive, ∂nQ = 0 on Γ̃2, and
ν△Q+ ηf ′(0)Q = 0, x ∈ R

3.Moreover Q is periodi
 in x2 and x1 of period 2R.Finally, it 
an be proved that Q is 
ontinuous and for x1 = 0 and
(x2, x3) ∈ [−r, r]2, Q(x) rea
hes his minimum on the 
orners of the square [−r, r]2.So ∀x ∈ {0}×[−r, r]×[−r, r]

Q(x) ≥
∑

(k,l)∈Z2

∫ 2kR+r

2kR−r

∫ 2lR+r

2lR−r

q

4π

e−q
√

(y1−r)2+(y2−r)2

√

(y1 − r)2 + (y2 − r)2
dy1 dy2

≥ rq

2π
√

2
e−q2

√
2r.So let α(r, R, q) =

2π
√

2

rq
eq2

√
2r.Then, for x ∈ Γ̃1, α(r, R, q)Q(x) ≥ 1.Sin
e q ≤ α0, ū0 ≤ αQ, and by the paraboli
 maximum prin
iple, we have w ≤ αQ.Moreover, for x1 ≥ 0 and (x2, x3) ∈ [−R,R]2, Q(x) rea
hes his maximum on

(x2, x3) = (0, 0). Thus
αQ(x) ≤ α

q

4π

∑

(k,l)∈Z2

∫ 2kR+r

2kR−r

∫ 2lR+r

2lR−r

e−q
√

x2
1+y2

1+y2
2

√

x2
1 + y2

1 + y2
2

dy1 dy2

≤ α
q

4πx1

∑

(k,l)∈Z2

∫ 2kR+r

2kR−r

∫ 2lR+r

2lR−r

e−q|y| dy1 dy2

≤ αq

πx1
r2eq

√
2r




∑

(k,l)∈Z2

e−q2R
√

k2+l2



by 
hanging the variable in the integral and using the triangular inequality. Finally,we obtain
αQ(x) ≤ 2

√
2r

x1
e3q

√
2r




∑

(k,l)∈Z2

e−q2R
√

k2+l2



 .And so, if
ρ1(r, R, q) =

4
√

2r

ε
e3q

√
2r




∑

(k,l)∈Z2

e−q2R
√

k2+l2




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∀x ∈ Ω1 x1 > ρ1 ⇒ αQ(x) ≤ ε

2
.3. Supersolution of the nonlinear part :To begin with, we know that F is positive. Now, we want to overvalue the se
ondpart of v(t, x) in Duhamel's formula, so we 
an repla
e g by g̃ where g̃ = g if g ≥ 0and g̃ = 0 if g < 0, so g̃ = 0 on [0, ε].Now let

G(t, x) =
1

(4νπt)
3
2

e−
|x|2
4νt eηf ′(0)tfor t > 0 and x ∈ R

3. We have
{

∂tG− ν△G− ηf ′(0)G = 0 t > 0 , x ∈ R
3

G(0, .) = δAgain, G is positive and radial, and by the paraboli
 maximum prin
iple, G ≥ F .Thus :
∫ t

0

∫

R+×R2

F (t− τ, x− ξ)g(v(τ, ξ)) dξdτ ≤
∫ t

0

∫

R+×R2

G(t− τ, x− ξ)g̃(v(τ, ξ)) dξdτ.4. Con
lusion :
v(t, x) ≤ α(r, R, q)Q(x)

︸ ︷︷ ︸

=I(x)

+

∫ t

0

∫

R+×R2

G(t− τ, x− ξ)g̃(v(τ, ξ))dξdτ

︸ ︷︷ ︸

=J(t,x)Remember that we want to �nd a ρ > 0 su
h that
∀t ≥ 0 ∀x ∈ Ω1, x1 > ρ⇒ v(t, x) ≤ ε.For x ∈ R+ × R

2, we set
tx = sup{t ≥ 0 | ∀τ ∈ [0, t] v(t, x) ≤ ε} ∈ R̄

∗
+.Our aim is to �nd ρ > 0 su
h that ∀x ∈ Ω1 x1 > ρ⇒ tx = +∞.Then for all ρ > 0, let

T (ρ) = inf
x∈]ρ,∞[×R2

tx ∈ R̄+.We will try to �nd 
onditions on r, R and ν su
h that
∃ρ > 0 T (ρ) = +∞.
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all that we have already shown that
∃ρ1(r, R, q) > 0 ∀x ∈ Ω1 x1 > ρ1(r, R, q) ⇒ I(x) ≤ ε

2
.C.2.3 Over-estimation of J(t, x)1. First, let us show that for ρ ≥ ρ1(r, R, q), T (ρ) > 0.For all ρ ≥ ρ1(r, R, q), if T (ρ) = 0, then there exists xn ∈]ρ,+∞[×R

2 and tn ∈]0, 1
n
[su
h that v(tn, xn) > ε, whi
h means J(tn, xn) > ε

2
. But

J(tn, xn) =

∫ tn

0

∫

R+×R2

G(tn − τ, xn − ξ)g̃(v(τ, ξ)) dξdτ

≤Mtn −−−−→
n→+∞

0where M = sup{g(t), t∈ [0, 1]} , whi
h is absurd.Thus for all ρ ≥ ρ1(r, R, q), T (ρ) > 0.2. We suppose ad absurdum that
∀ρ ≥ ρ1(r, R, q) T (ρ) < +∞.Let ρ ≥ ρ1(r, R, q) be �xed. We will write T instead of T (ρ).. There exists xn ∈]ρ,+∞[×R

2 and tn ∈]T, T + 1
n
[ su
h that

J(tn, xn) > ε
2
. But
J(tn, xn) =

∫ tn

T

∫

R+×R2

G(tn − τ, xn − ξ)g̃(v(τ, ξ)) dξdτ

+

∫ T

0

∫

R+×R2

G(tn − τ, xn − ξ)g̃(v(τ, ξ)) dξdτ

︸ ︷︷ ︸

=K(tn,xn)The �rst part of this equation tends to 0 as n→ +∞ as in the 
ase T = 0.. Now
K(tn, xn) =

∫ T

0

∫

[0,ρ]×R2

G(tn − τ, xn − ξ)g̃(v(τ, ξ)) dξdτbe
ause g̃ = 0 on [0, ε] and v ≤ ε on ]ρ,+∞[×R
2. So
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K(tn, xn) ≤ M

∫ T

0

∫

[0,ρ]×R2

G(tn − τ, xn − ξ) dξdτ

=
M

π
3
2

∫ +∞

0

∫

[
x1

n−ρ√
4ντ

,
x1

n√
4ντ

]×R2

e−|z|2eηf ′(0)τ dzdτ

≤ M

π
3
2

∫ +∞

0

∫ ρ

2
√

4ντ

−ρ

2
√

4ντ

e−z2
1eηf ′(0)τ dz1dτwhere again M = sup{g(t), t∈ [0, 1]}.And from Lebesgue's theorem, this integral tends to 0 when ρ tends to 0.Hen
e there exists ρ2(ν) > 0 su
h that

∀ρ < ρ2(ν) K(tn, xn) ≤ ε

4
.C.2.4 Con
lusionIf there exists r, R and ν su
h that ρ2(ν) > ρ1(r, R, q), then we 
an �nd ρ > 0 su
hthat T (ρ) = +∞.For R and √

ν �xed, ρ1(r, R, q) −−→
r→0

0. As a 
on
lusion, if r is small enough withrespe
t to R and √
ν, we have ρ2(ν) > ρ1(r, R, q) and the theorem is proved. As aremark, we 
an add that the solution u of this theorem is in fa
t de
reasing towardzero exponentially in time.C.2.5 Proof in two dimensionsThe same theorem holds in a 2 dimensions spa
e. The proof is almost identi
al, evenif the Green's fun
tions are not exa
tly the same.In order to be 
lear, we again have to de�ne the domain Ω in R

2 (�gure C.2.5). Let
0 < r ≤ R,

Ω1 = R
∗
+×] − R,R[, Ω2 = R−×] − r, r[,

Ω = Ω1 ∪ Ω2 and Γ = ∂Ω.From now on, we use the same notations as in the 3 dimensions 
ase, but with a 2as index. Then the same simpli�
ations holds and with the Duhamel's formula, weobtain
v2(t, x) = w2(t, x) +

∫ t

0

∫

R+×R

F2(t− τ, x− ξ)g(v2(τ, ξ)) dξdτwhere w2(t, x) veri�es :



C.2. PROOF OF THE THEOREM 113
Γ

Ω

Ω

2

1

r

-r

R

-RFig. C.2 � Domain Ω in R
2.







∂tw2 − ν△w2 − ηf ′(0)w2 = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R.

w2(0, x) = ū0(x) x ∈ R
+ × R.

w2 = ū, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nw2 = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(C.9)and F2(t, x) is the following Green's fun
tion






∂tF2 − ν△F2 − ηf ′(0)F2 = 0 t > 0, x ∈ R
+ × R.

F2(0, x) = δ(x) x ∈ R
+ × R.

F2 = 0, t > 0, x ∈ Γ̃1.

∂nF2 = 0 t ≥ 0, x ∈ Γ̃2.

(C.10)As in the pre
eding 
ase, we try to �nd supersolution of w2 and F2. We employ thesame te
hni
s, but G be
omes
G2(t, x) =

1

4νπt
e−

|x|2
4νt eηf ′(0)t for t > 0 and x ∈ R

2.and E is now E2(x) = iH
(1)
0 (iq|x|) where H(1)

0 is the Hankel's fun
tion of type 1 andorder 0. On
e again, E has a singularity in 1
√

|x|
and

E(x) ∼
|x|→+∞

√

2

π

e−q|x|
√

q|x|
.So E is integrable on 0 × R

2. With the same type of inequalities, we �nd that, if r
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an take
α(r, R, q) =

1

2rE((0, 2r))
.At last, we �nd

ρ1(r, R, q) = r
2e2qr

πE((0, 2r))2ε2

(
∑

k∈Z

e−q2|k|R

)2and the end of the proof is exa
tly the same as in 3 dimensions.This work was supported by the Fren
h Ministry of Resear
h(ACI "AVC-iSi", proje
t No02TS041).



Annexe DExisten
e and non-existen
e of
urved front solution of a biologi
alequation
G. Chapuisat1D.1 Introdu
tionThe existen
e of travelling fronts solutions of rea
tion-di�usion equations and the
onvergen
e of solutions toward these fronts is an important mathemati
al problem.Indeed rea
tion-di�usion equations take pla
e in a lot of physi
al or biologi
al modelssu
h as 
ombustion, 
ineti
, geneti
. See [3℄ or [63℄ for a list of examples. Here wewill have interest in the following equation.

∂u

∂t
−△u = g(u)1Ω − αu1RN\Ω, t ∈ R, X ∈ R

N , (D.1)where g(u) = λ u(u− θ)(1− u) is the usual bistable nonlinearity with θ ∈]0, 1[, 1 isa 
ara
teristi
 fun
tion and Ω is a 
ylinder of radius R > 0.This equation 
omes from the modelling of spreading depressions (SD) [15℄. SD aretravelling waves that appear in the brain of a lot of spe
ies during stroke, migrainewith aura or epilepsy [?℄. SD follow a rea
tion-di�usion me
hanism in the gray mat-ter of the brain and are progressively absorbed in the white matter [?℄. Experimentson rodent brain have shown the great importan
e of SD on the after-e�e
ts of stroke[66℄. One question of biologists is the existen
e of these SD in the human brain wherethe thi
kness of the layer of gray matter is smaller than in other spe
ies [5, 85℄.1Arti
le soumis 115



116 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTFirst let us introdu
e some notations that will be used in the following.For any n ≥ 1, B(X, r) will designate the ball of 
enter X ∈ R
n and radius r ≥ 0for the eu
lidian norm in R

n.In this paper, we work in R
N with N ≥ 2 and we will take Ω = R × B(0, R) anin�nite 
ylinder of radius R > 0.The spa
e variable X ∈ R

N will be written X = (x, z) with x ∈ R the dire
tion ofthe axis of the 
ylinder and z ∈ R
N−1 the 
ross dire
tion.We will note ∂tu the derivation with respe
t to t and ∂xu the derivation with respe
tto x.Pre
isely, we study the bounded solutions of the following problem that are C1 withrespe
t to X ∈ R

N .
(P )







∂tu−△u = g(u)1{|z|≤R} − αu1{|z|>R} t > 0, (x, z) ∈ R
N ,

u(t = 0, x, z) = u0(x, z) (x, z) ∈ R
N ,

u(t, x, z) → 0 for |z| → +∞, t > 0, x ∈ R.The main question is the existen
e or not of travelling fronts solutions in fun
tionof the radius of the 
ylinder R.A travelling front solution of (D.1) is a fun
tion U of R
N su
h that u(t, x, z) =

U(x − ct, z) is a solution of (D.1) for a 
onstant c ∈ R with moreover lim
x→−∞

U(x, z)and lim
x→+∞

U(x, z) exist and are distin
t. All the limits are supposed uniform. Atravelling front is thus a C1-solution of the following system for a 
onstant c ∈ R tobe determined
(TF)

{
△U + c∂xU + g(U)1{|z|≤R} − αU1{|z|>R} = 0 (x, z) ∈ R

N ,
U(x, z) → 0 when |z| → ∞, x ∈ R.A �rst natural question is the existen
e of the asymptoti
 pro�les φ± = lim

x→±∞
U .These fun
tions are solutions of the problem :

(P∞)

{
△zφ+ g(U)1{|z|≤R} − αU1{|z|>R} = 0, z ∈ R

N−1,
φ(z) −→

|z|→∞
0.0 is 
learly a solution of this equation, but a travelling front must have two di�erentpro�les at −∞ and +∞.In this paper, we will prove the following two theorems depending on the dimension

N .Théorème D.1 If N = 2, there exist R0 > 0 su
h that :� if R < R0, φ ≡ 0 is the only C1-solution of (P∞),� if R > R0, (P∞) admits at least 3 C1-solutions 0, φ− and φ+.



D.1. INTRODUCTION 117Théorème D.2 If N ≥ 3, there exist R1 ≥ R0 > 0 su
h that� if R < R0, φ ≡ 0 is the only radial C1-solution of (P∞),� if R > R1, (P ) admits at least 2 C1-solutions 0 and φ > 0.There is an easy 
orollary of these theorems.Corollaire D.1 If N = 2 (resp. N ≥ 3), there exists no travelling wave (resp. no
ylindri
al travelling wave) solution of (D.1) for R < R0.Now the problem of the existen
e of a travelling front when there exist possibledi�erent limits is more 
ompli
ate. There are two possible approa
hes. One useessentially the maximum prin
iple and/or some linearizations, the other use energyestimates in travelling referentials.Histori
ally, the study of travelling front and of 
onvergen
e in one dimension inspa
e begins with Aronson and Weinberger in [3℄ and Fife and M
 Leod in [29, 30℄.They worked in the phase plane to obtain the existen
e of a travelling front andthen used sub- and super-solutions to prove the 
onvergen
e toward these fronts.Then Beresty
ki and Nirenberg [10℄, Vega [?℄ and Roquejo�re [77℄ studied travellingfronts in 
ylinders and the 
onvergen
e of solutions toward these fronts for variousboundary 
onditions. In these papers, they use maximum prin
iples, but they alsostudy the linearized equation so they have to work on bounded 
ylinders. Finally,Hamel, Monneau and Roquejo�re studied the 
oni
al fronts of rea
tion-di�usionequation [42℄. They work on R
N , but their proof use the existen
e of travelling frontin one dimension in spa
e. Indeed a 
oni
al front looks like a planar front at in�nityand the progression of the 
oni
al front is mostly in�uen
ed by the behaviour of thefront at in�nity. So they a priori know the speed of the 
oni
al front and thus they
an use sub- and super-solutions to 
onstru
t it.Another approa
h has been developped by Emmanuel Risler in [75℄. In this work,he has interest in ve
torial travelling front in one dimension in spa
e. This type oftravelling front arises in 
hemi
al kineti
. The problem is that these systems have nomaximum prin
iple. A possible solution to deal with the existen
e of multidimen-sional travelling fronts is to use the Leray-S
hauder index as Volpert and Volpertdo in [89℄, but for 
ompa
ity reasons they have to work on 
ylinders with a boun-ded radius, moreover they do not have any result for the 
onvergen
e toward thesefronts. On the other hand, Risler proves the existen
e of travelling fronts and the�
onvergen
e� toward them with an energy method in a travelling referential forspe
ial initial 
onditions. In fa
t, the point is to �nd a travelling referential where asolution of (P ) will tends to a 
onstant non-zero solution. An interesting point of hismethod is that he does not need to a priori know the travelling speed, he determinesit by studying the energy of the solution in various referentials.In our 
ase, there exists a maximum prin
iple (see appendix in se
tion D.12), butthere are two di�
ulties. First we work on R

N and not on a 
ylinder with a boundedradius, so most 
ompa
ity properties are lost. This is not 
ompletely true sin
e
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reasing fun
tions so the 
ompa
ity 
an very likelybe proved. Se
ond the speed of the travelling front is totally unknown. Indeed thebehaviour of the front is mostly in�uen
ed by the �absorption� part of the equationand that 
ould not be linked with any travelling front in one dimension (for whi
hthe speed is well known). So here we have de
ided to use the method developpedby Risler in [75℄ with some simpli�
ations due to the maximum prin
iple. We willprove the following main existen
e theorem.Théorème D.3 There exists R1 ≥ R0 > 0 su
h that for all R > R1 equation (D.1)has a travelling front solution of speed c > 0.In the next se
tion, we will make a list of the properties of the solutions of (P ) thatwill be used throughout the paper. Then in se
tion D.3, we will study the possibleasymptoti
 pro�les of the fronts in the propagation dire
tion and prove the theoremsD.1 and D.2. This will enable us to 
on
lude with the nonexisten
e of travelling frontof (D.1) if the radius of the 
ylinder R is small enough. Then in se
tions D.4 to D.9,we will 
onstru
t a travelling front of (D.1) as a limit of the solution of (P ) for somespe
ial initial 
ondition. And �nally we will prove that su
h initial 
onditions existfor R large enough in se
tion D.10.D.2 PreliminariesD.2.1 Some de�nitionsIn the following, we will study the solution of problem (P ) in the uniformly lo
alSobolev spa
e H1ul(RN ,R), introdu
ed by Kato in [52℄, but this presentation 
aneasily be adapted in C1(RN ,R).First we re
all the de�nition of the uniform Sobolev spa
es. For k ∈ N, we set
Hkul(RN ,R) =

{

u ∈ Hklo
(RN ,R)
∣
∣
∣‖u‖Hkul < +∞, lim

X→0
‖TXu− u‖Hkul = 0

}where TXu(Y ) = u(Y −X) and ‖u‖Hkul = sup
X∈RN

‖u|B(X,1)‖Hk(B(X,1),R).
Hkul(RN ,R) is a Bana
h spa
e and C∞

b is dense in Hkul(RN ,R).Now we introdu
e the spa
e H of H1
uk fun
tions exponentially de
reasing with res-pe
t to |z| by

H =
{
u ∈ H1ul(RN ,R)

∣
∣∃C>0, 0≤u≤min(1, Ce−β|z|) and |∇u| ≤ Ce−β|z|}where β =

N − 1

2R
+

√
(
N − 1

2R

)2

+ α.
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e of solutions and regularityFirst, if u0 ∈ H , there exists a global solution of (P ). Indeed, 0 and 1 are respe
tivelysub- and supersolutions of (P ) and a


ording to the 
omparison prin
iple, we 
aneasily 
onstru
t a global solution of (P ) (see [28℄ or [82℄).In the following, u will always refer to the solution of (P ) when u0 has been spe
i�ed.We will note u(t) the fun
tion (x, z) 7→ u(t, x, z).For all t ≥ 0, u(t) ∈ H . Indeed, by the 
omparison prin
iple, we have 0 ≤ u ≤ 1 anda

ording to the 
hoi
e of β, (t, x, z) 7→ Ce−β|z| is also a supersolution of (P ) for Clarge enough, so u(t, x, z) ≤ Ce−β|z| for all t ≥ 0 and all (x, z) ∈ R
N . Then we 
anuse lo
al estimates to bound the gradient.In addition, we have the mild equation

(M)
u(t, X) =

∫

RN

G(t, X − ξ)u0(ξ)dξ +
∫ t

0

∫

RN

G(t− τ,X − ξ)g̃(u(τ, ξ), ξ)dξdτwhere G(t, X) =
1

(4πt)
N
2

e−
|X|2

t e−αt and g̃(u, z) = (g(u) + αu)1|z|≤R.Sin
e g̃ is bounded, it is easy to prove that u ∈ C0([0,+∞[, H) and that we have
sup
t≥0

‖u(t)‖H1ul < +∞. (D.2)Another important point that will be used several times is the bound on the gradientof u. Indeed there exists M0 > 0 independant of u0 ∈ H su
h that
∀t > 0 ∀X ∈ R

N |∇u(t, X)| ≤M0. (D.3)Moreover u has regularity properties.First for all t > 0, u(t) ∈ C1,ǫ
b (RN) and

∀ε > 0 sup
t≥ε

‖u(t)‖C1,ǫ
b

(RN ) < +∞.Se
ond, u is 
learly Hölder-
ontinuous with respe
t to t > 0 and this 
ontinuityis uniform in X ∈ R
N . Moreover, ex
ept in |z| = R, u is C1 (and even C∞) withrespe
t to t ∈]0,+∞[ and ∂tu is uniformly bounded. Thus we 
an prove that

u ∈ C1(]0,+∞[, L2
ul). (D.4)
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tnessIn this presentation, we will use several times the following 
ompa
tness argument.Let us �x u0 ∈ H . For any sequen
es (xn)n∈N and (tn)n∈N with xn ∈ R and tn ≥ 0,
tn

n→+∞−−−−→ +∞, we de�ne
wn(x, z) = u(tn, x+ xn, z) and w̄n(x, z) = ∂tu(tn, x+ xn, z)for (x, z) ∈ R

N and any n ∈ N.A

ording to the regularity properties above, and up to extra
tion, there exists
w∞ ∈ H1ul(RN) and w̄∞ ∈ L2ul(RN) su
h that for all L > 0,

wn → w∞ in H1(B(0, L)) and w̄n → w̄∞ in L2(B(0, L)).And by passing to the limit in equation (1), we have
w̄∞ = △w∞ − αw∞ + g̃(w∞, z)Hen
e the 
onvergen
e of (wn)n∈N is even H2ul.D.2.4 Sket
h of the proofFirst let us rewrite the problem (P ).

(P )







∂tu−△u+ f(u, z) = 0 t > 0, (x, z) ∈ R
N ,

u(t = 0, x, z) = u0(x, z) (x, z) ∈ R
N ,

u(t, x, z) → 0 for |z| → ∞, t > 0, x ∈ R,where
f(u, z) =

{
−g(u) if |z| ≤ R,
αu if |z| > R.We will assume θ < 1/2. We de�ne the �potential fun
tions� F (u, z) =

∫ u

0
f(v, z)dvand G(u) =

∫ u

0
g(v)dv.First, we will study the possible asymptoti
 pro�les of the fronts in the propagationdire
tion in dimension N = 2 in spa
e. The problem is to glue a solution of theequation u′′ + g(u) = 0 with a solution of u′′ − αu = 0 in z = ±R. We will provetheorem D.1 by studying the solution of these equations in the phase plane. Then wewill use this result to 
onstru
t a subsolution in higher dimension. This will provetheorem D.2.Let us remark that in theorem D.2, we have added the hypothesis that we 
onsideronly radial or 
ylindri
al solutions of our equations, but this fa
t 
ould very likely besuppressed by adapting the results of Gidas, Ni and Nirenberg [34℄ and Beresty
kiand Nirenberg [11℄ to the 
ase of an unbounded domain with an exponential de
rease.The proof of theorem D.3 will have six steps and a
tually we will prove the followingtheorem.



D.2. PRELIMINARIES 121Théorème D.4 Let us �x a sequen
e (tn)n∈N with tn ≥ 0 su
h that tn → +∞.There exists δ > 0 su
h that if u0 ∈ H veri�es
lim sup
x→+∞

∫ x+1

x−1

∫

RN−1

(
u0(x, z)

2 + |∇u0(x, z)|2
)
dzdx ≤ δand

∫ 0

L

∫

RN−1

|∇u0(x, z)|2
2

+ F (u0(x, z), z) dzdx
L→+∞−−−−→ −∞,there exists x̃(t) independant of the sequen
e (tn)n∈N and U a travelling front of speed

c > 0 with U x→+∞−−−−→ 0 and U x→−∞−−−−→ φ > 0,su
h that for all L > 0, up to extra
tion,
sup

y∈[−L,+∞[, z∈RN−1

|u(tn, x̄(tn) + y, z) − U(y, z)| n→+∞−−−−→ 0.Moreover, x̃′(t) t→+∞−−−−→ c.First in the se
tion D.4, we will prove that there exists a maximal speed cmax > 0su
h that if the initial 
ondition u0 of problem (P ) is near 0 far to the right, then anymore stable state 
ould not invade 0 faster than the speed cmax. The fa
t that thesolution is �near 0� is de�ned using energy. Then in se
tion D.5, we 
an de�ne thepoint x̃(t) where the solution es
ape from 0 in the energy sense. The �rst problemwill be to prove that this es
ape point travels with an asymptoti
 
onstant speed.Wewill study the speed of the es
ape point using the energy of the solution in severaldi�erent referentials. So the se
tion D.6 is devoted to the de�nition of the energy in atravelling referential and to the proof of several energy estimates.Then in se
tion D.7,we prove by 
ontradi
tion that the es
ape point travels with a 
onstant speed c > 0for t→ +∞. If it was not the 
ase, then there would exist a travelling referential inwhi
h the es
ape point makes large ex
ursions to the left followed by large ex
ursionsto the right. This would 
ontradi
t the energy estimates established in the pre
edingse
tions. Indeed large ex
ursions of the es
ape point to the left mean that the energyof the solution is bounded from below by 0 and large ex
ursions to the right implya strong dissipation.On
e we know the asymptoti
 speed of the es
ape point, wewill be able to prove the 
onvergen
e of the solution toward a stationnary solutionin a referential travelling at speed c with energy methods in se
tions D.8 and D.9.Finally, in se
tion D.10, we will have to prove that there exist initial 
onditions thatveri�es the hypothesis of theorem D.4. So we will have to study the energy of theasymptoti
 pro�les of the front in the propagation dire
tion. We will prove that for
R > 0 large enough there exists an asymptoti
 pro�le more stable than 0 and then
onstru
t an initial 
ondition that suits.



122 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTD.3 Pro�le of a travelling front at in�nityBefore studying the existen
e of travelling fronts, we will study their possible asymp-toti
 pro�les in the dire
tion of propagation. This will be su�
ient to prove theoremD.1. Indeed we will prove that 0 is the only possible pro�le at in�nity if the radius
R of the 
ylinder is small enough, and by de�nition a travelling front must have twodi�erent pro�les at +∞ and −∞. This se
tion is thus 
on
erned with the existen
eof non-zero pro�le at in�nity for travelling front solution of (D.1).A travelling front solution of (D.1) is a solution of the following system

(TF)

{
△U + c∂U

∂x
+ g(U)1{|z|≤R} − αU1{|z|>R} = 0 (x, z) ∈ R

N ,
U(x, z) → 0 when |z| → ∞, x ∈ R,for a c ∈ R and where lim

x→−∞
U(x, z) and lim

x→+∞
U(x, z) exist and are distin
t. In thisse
tion, we are thus interested in the following problem.

(P∞)

{
△φ+ g(φ)1{|z|≤R} − αφ1{|z|>R} = 0 z ∈ R

N−1,
φ(z) −→

|z|→∞
0.Of 
ourse, φ = 0 is a solution. The problem is to determine if there exist othersolutions of (P∞).D.3.1 Case of dimension N = 2 : proof of theorem D.1If N = 2, the system (P∞) be
omes an ordinary di�erential equation.

(ode1)

{
φ′′ + g(φ)1{|z|≤R} − αφ1{|z|>R} = 0 y ∈ R,
φ(z) −→

|z|→∞
0.We want to prove that there exist R0 > 0 su
h that :� if R < R0, φ ≡ 0 is the only C1-solution of (edo1),� if R > R0, (ode1) admits at least 3 C1-solutions 0, φ− and φ+.Let us de�ne

(E1) φ′′ + g(φ) = 0and
(E2) φ′′ − αφ = 0.In order to obtain a solution of (ode1), we have to glue a solution of (E1) with asolution of (E2) in z = R and z = −R so that the solution we obtain is C1.The solutions of (E2) are well known :

φ(z) = Ae−
√

αz +Be
√

αz



D.3. PROFILE OF A TRAVELLING FRONT AT INFINITY 123for some A and B in R. Sin
e φ(z)
|z|→∞−−−−→ 0 and 0 ≤ φ ≤ 1 by the maximum prin
iple(see appendix in se
tion D.12), we must have φ(z) = Be

√
αz for some B ∈ [0, e

√
αR]for z < −R, and φ(z) = Ae−

√
αz for some A ∈ [0, e

√
αR] for z > R.The problem is to �nd a solution of (E1) su
h that

(BC1) φ′(−R) =
√
αφ(−R) and φ′(R) = −√

αφ(R).We will work in the phase plane of (E1). By multiplying (E1) by φ′ and integrating,we have
1

2
φ′(z)2 +G(φ(z)) =

1

2
φ′(0)2 +G(φ(0))where G(s) =

∫ s

0
g(t)dt is the potential fun
tion. Remember that θ < 1/2.An example of phase plane for (E2) is given �gure D.1.
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Fig. D.1 � An example of phase plane for (E1)It is easy to prove that (BC1) is equivalent to
(BC2) φ′(0) = 0 and φ′(R) = −√

αφ(R).Before we turn to the proof of the existen
e of a solution of (E1) that veri�es (BC2),we need some de�nitions.First we will say that a traje
tory of (E1) is an a

eptable traje
tory if it 
uts thex-axis of the phase plane between [0,1℄.Now for any φc ∈ [0,+∞[, we will note Φ the traje
tory of the phase plane of (E1)that goes through the point (φc,−
√
αφc). φc is thus the abs
issa of an interse
tionof the traje
tory φ of (E1) and the line φ′ = −√

αφ in the phase plane.We de�ne φmax in ]0, 1[ su
h that for all φc ∈ [0, φmax] the traje
tory Φ is an a
-
eptable traje
tory and for any ε > 0 the traje
tory φ for φc = φmax + ε is not apotential traje
tory (see �gure D.2).For φc ∈]0, φmax[, we note φ0 the abs
issa of the interse
tion of Φ and the x-axis in
[θ, 1]. Remark that sin
e φ0 ∈ [θ, 1], it is unique.



124 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTFinally for φc ∈]0, φmax[, we de�ne Tc(φc) ∈ [0,+∞] the minimal time for the tra-je
tory Φ to join (φ0, 0) to (φc,−
√
αφc).The problem is now to know if there exists φc ∈]0, φmax[ su
h that Tc(φc) = R.Pre
isely, our goal will be to show that the graph of Tc in fun
tion of φc lies above aline Tc = R0 and moreover that it tends to in�nity on both extremities of [0, φmax].This will indeed proves theorem D.1.

φ′ =
√
αφ

φ′ = −√
αφ

φ00
θ 1 φ

φ′

φcφmax

φ′

φ′ =
√
αφ

φ1
φ′ = −√

αφ

φ0

θ

φc0 φmax

Fig. D.2 � Superposition of the phase plane for (E1) and of the traje
tories of (E2).Left for √α ≥ θ and right for √α < θ.Let us �rst study the nonzero traje
tory that 
uts φ′ = −√
αφ in φc = 0. This tra-je
tory takes an in�nite time to rea
h the stable equilibrium 0, so Tc(0) = +∞ andby 
ontinuity of the �ow of (E1) with respe
t to the initial 
onditions, Tc(φc)

φc→0+

−−−−→
+∞.On the other hand, for the traje
tory that 
uts φ′ = −√

αφ in φc = φmax, we alsohave Tc(φmax) = +∞. Indeed this non
onstant traje
tory 
omes from the equili-brium 1. So a

ording to the 
ontinuity of the �ow of (E1) with respe
t to the initial
onditions, Tc(φc)
φc→φ−

max−−−−−→ +∞ and φc 7→ Tc(φc) is 
ontinuous on ]0, φmax[. Thuswe 
an de�ne R0 the minimum of φc 7→ Tc(φc) on ]0, φmax[. This means that for
r < R0, it is impossible to 
onsru
t a nonzero solution of (ode1), whereas fo R > R0,we 
an 
onstru
t two di�erent nonzero solutions.A
tually we have not 
onsidered all the possible solutions of (ode1) in the pre
edingparagraph. Indeed we have only 
onsidered the solutions of (E1) that dire
tly join asolution of (E2) without 
utting the x-axis φ′ = 0 another time. However, the timebefore these non
onsidered solutions 
ut the line φ′ = −√

αφ is ne
essarly biggerthan R0.D.3.2 Case of dimension N ≥ 3 : proof of theorem D.2Using the theorem D.1 and the 
omparison prin
iple enoun
ed in the appendix(se
tion D.12), we will now prove the theorem D.2.
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e of radial nonzero pro�le when R < R0. Then if
R is large enough, we will 
onstru
t a nonzero subsolution of (P∞) using the solutionof (ode1) for a slightly di�erent nonlinearity f .If R < R0Let us 
hoose R0 as de�ned by theorem D.1 and let us suppose by 
ontradi
tionthat there exists φ(z) = ψ(|z|) a radial nonzero solution of (P∞).
0 ≤ ψ ≤ 1 by the maximum prin
iple, and ψ is a solution of the following equation.

(ode2)

{

ψ′′ + N−2
r
ψ′ + g(ψ)1{r≤R} − αψ1{r>R} = 0 r > 0,

ψ(r) −→
r→∞

0, ψ′(0) = 0.If we had ψ′ ≤ 0, ψ would be a subsolution of (ode1). Unfortunately, it does nothold generally, but up to redu
tion of R, we are going to 
onstru
t a subsolution of
(ode1).We 
onsider E = {r ≥ 0, ψ′(r) > 0}. We set r∗ = supE ≥ 0. This supremum existsby the strong ellipti
 maximum prin
iple sin
e ψ(r) −→

r→∞
0.We will prove that φ(z) = ψ(|z| + r∗) is a nonzero subsolution of (ode1) where R isrepla
ed by R− r∗ ∈]0, R0[. This will 
ontradi
t theorem D.1.First let us show that R − r∗ > 0. We have ψ′(r∗) = 0 and ψ′′(r∗) ≤ 0, so

g(ψ(r∗))1{r∗≤R} − αψ(r∗)1{r∗>R} ≥ 0.Hen
e r∗ ≤ R and ψ(r∗) ≥ θ and moreover by the strong ellipti
 maximum prin
ipleon [R,+∞[, r∗ < R.Let us set ψ(r) = ψ(r + r∗). We have ψ ≤ 1 and
{

ψ′′ + g(ψ)1{r≤R−r∗} − αψ1{r>R−r∗} = −N−2
r
ψ′ ≥ 0, r > 0,

ψ(r) −→
r→∞

0, ψ′(0) = 0.Thus φ(z) = ψ(|z|) is a subsolution of (ode1) with (BC1) where R is repla
ed by
R − r∗ ∈]0, R0[. Moreover 1 is a supersolution of (ode1) and ψ ≤ 1, so there is asolution φ of (ode1) with ψ ≤ φ ≤ 1 and this 
ontradi
ts theorem D.1.If R is large enoughThe aim of this proof is to 
onstru
t a non-zero subsolution ψ of problem (P∞). Todo it, we will have to study in more details the solutions of (ode1). Parti
ularly, wewill need the following lemmas.Lemma D.1 For any ε > 0 there exists R1 > 0 su
h that for all R > R1 a solution
φ of (ode1) veri�es φ(0) > 1 − ε.



126 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTProof of lemma D.1 :We have φ0 → 1 for R → +∞. Sin
e 1 is an stationary point of (E1), we have thislemma by 
ontinuity of the �ow of (ode1) with respe
t to the initial 
ondition.Lemma D.2 Let us �x η > 0 as small as wanted and ρ > 0 as large as wanted.There exists R1 > 0 su
h that for all R > R1 a solution of (ode1) veri�es
∀r ∈]0, ρ]

|φ′(r)|
r

≤ η. (D.5)It is this solution of (ode1) that will be used to 
onstru
t a subsolution of (P∞).Proof of lemma D.2 :Due to lemma D.1, it is su�
ient to show (D.5) for φ(0) > 1 − ε for some ε > 0.Let us �x ε > 0 su
h that g(φ0) ≤ η/2 for all φ0 ∈ [1 − ε, 1].We have φ′(r)

r
= φ′′(0) +

rm

2
φ′′′(rm) for some rm ∈]0, r[. Moreover φ′′(0) = −g(φ(0))and by the maximum prin
iple there exists M ′′′ > 0 independant of ε > 0 su
h that

|φ′′′| ≤M ′′′. We set δ = η/M ′′′. Then for any φ0 ≥ 1 − ε, we have
∀r ≤ δ

|φ′(r)|
r

≤ η.Let us now bound |φ′(r)|
r

for r ∈ [δ, ρ]. As in the proof of theorem D.1, we study thetime before the traje
tory of (E1) issued of (φ0, 0) 
uts the line φ′ = −√
αφ with

α = (δη)2.Up to redu
ing ε > 0, we have for all φ0 > 1 − ε, Tc > ρ. Hen
e
∀r ≤ ρ |φ′(r)| ≤

√
αφ(r) = δηφ(r) ≤ δη.This implies ∀r ∈ [δ, ρ]

|φ′(r)|
r

≤ η and the lemma is thus proved.Let us now turn to the proof of theorem D.2. Using the pre
eding lemma, we will
onstru
t a subsolution of (ode2). We begin with some notations.First, let us set µ > 0 su
h that g′(1) + µ < 0 and g(1
2
) − µ

4
> 0.We de�ne the fun
tion g0 by g0(u) = g(u) − µu(1 − u) for u ∈ R.By de�nition of µ, we have g0(u) = λ0u(u−θ0)(1−u) for some λ0 > 0 and θ0 ∈]0, 1/2[.Moreover g0(u) < g(u) on ]0, 1[.Now let us set 0 < θ1 < θ < θ2 < 1 su
h that g′(u) < 0 for u ∈]0, θ1[∪]θ2, 1[ and

g′(u) > 0 for u ∈]θ1, θ2[ (see �gure D.3). Moreover there exists x1 ∈]θ1, 1/2[ su
hthat g0(x1) = g(θ1). And we de�ne x2 ∈]0, 1[ su
h that g0(x2) = max
[0,1]

g0. We have
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x2 < θ2.For u ∈ [θ1, x2], we 
an de�ne

ε(u) = max{ε > 0, ∀ζ ∈ [0, ε[ g(u− ζ) − g0(u) > 0} ∈]0,+∞].By impli
it fun
tion theorem, u 7→ ε(u) is 
ontinuous on ]x1, x2[ and by 
ontinuityof g and g0, ε(u) u→x+
1−−−→ ε(x1) > 0 and ε(u)

u→x−
2−−−→ ε(x2) > 0. Thus there exists

εmin = min{ε(u), x1 ≤ u ≤ x2} > 0. On [θ1, x1[, ε(u) = +∞.Let us set ε > 0 su
h that ε < εmin/2.
1

g

u0 θ1 θ

θ2u

ε(u)

g01/2
Fig. D.3 � g and g0By de�nition of εmin, g(u− ε) − g0(u) > 0 on [θ1, x2], thus there exists η > 0 su
hthat g(u − ε) − g0(u) > η for u ∈ [x1, x2]. Now up to redu
ing η > 0, we 
anprove that g(u − ε) − g0(u) ≥ η > 0 for u ∈ [ε, 1]. Indeed for u ∈]x2, θ2 + ε], g0 isde
reasing and g(. − ε) is still in
reasing, for u ∈]0, θ1/2]∪](θ2 + 1)/2, 1], we have

g(u− ε) − g(u) ≥M ′ε where
M ′ = max{−g′(u), u ∈]0, θ1/2]∪](θ2 + 1)/2, 1]} > 0and g ≥ g0, and for u ∈]θ1/2, θ1]∪]θ2+ε, (θ2+1)/2], g is de
reasing and µu(1−u) ≥ η.Now we re
all that for φ the solution of (ode1) des
ribed in the proof of theoremD.1, we have for any r ∈ [0, R] φ′(r) = −

√

2(G0(φ(0)) −G0(φ(r))). Let us set ρ > 0su
h that N − 2

ρ

√

2(G0(1) −G0(θ)) < η where G0(u) =
∫ u

0
g0. Let us �x γ > α.Due to lemma D.2, there exists R > 0 su
h that the fun
tion φ(r) build in the proofof theorem D.1 veri�es







φ′′ + g0(φ)1r≤R − γφ1r>R = 0,
N−2

r
|φ′(r)| < η, r ∈ [0, ρ],

φ(r) > θ2 + ǫ, r ∈ [0, ρ].



128 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTAnd moreover by de�nition of ρ, we have N − 2

r
|φ′(r)| < η for all r ≤ R. Now upto in
rease R, we may assume

β =
N − 2

2R
+

√
(
N − 2

2R

)2

+ α ≤ √
γ.And we de�ne the subsolution

ψ(r) =

{
φ(r) − ε r ∈ [0, R],
(φ(R) − ε)e−β(r−R) r ∈]R,+∞[.We have ψ(0) > 0 and ψ′ ≤ 0. Then for r ∈ [0, R[,

ψ′′(r) + N−2
r
ψ′(r) + g(ψ) = N−2

r
φ′(r) + g(φ− ε) − g0(φ)

≥ −η + g(φ− ε) − g0(φ) ≥ 0.And for r ∈]R,+∞[,
ψ′′(r) +

N − 2

r
ψ′(r) − αψ ≥ ψ′′(r) +

N − 2

R
ψ′(r) − αψ = 0Finally in r = R, ψ is 
ontinuous. Moreover

lim
x→R−

ψ′(r)=lim
x→R−

φ′(r)=−√
αφ(R)≤−

√

βφ(R)≤−
√

β(φ(R) − ε)=lim
x→R+

ψ′(r).

ψ is thus a H1-subsolution of (P∞) and 1 is a supersolution with ψ ≤ 1, we 
anthus 
onstru
t φ a solution of (P∞) su
h that ψ ≤ φ ≤ 1. φ 6≡ 0 and by the strongmaximum prin
iple, φ > 0.D.4 Maximal speed for invasionNow that we have studied the possible pro�les for travelling fronts solution of (D.1),we will assume R > R1 and we will prove theorem D.3.In this se
tion, we will study the solutions of (P ) that are near 0 far to the right.We will show that whatever the solution is to the left, an eventually more stablestate 
ould not invade the state 0 faster than a maximum speed cmax > 0. By theway we will study the 
onditions on u0 so that the solution u of problem (P ) staysnear 0 when x tends to +∞.D.4.1 De�nition of an energy fun
tionFor any regular and integrable fun
tion η : R → R, we have
d

dt

∫∫

η(x)

( |∇u(t, x, z)|2
2

+ F (u(t, x, z), z)

)

dxdz =

−
∫∫

η(x)∂tu(t, x, z)
2dxdz −

∫∫

η′(x)∂tu∂xudxdz
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d

dt

∫∫

η(x)
u(t, x, z)2

2
dxdz = −

∫∫

η(x)f(u(t, x, z), z)u(t, x, z)dxdz

−
∫∫

η|∇u|2dxdz +

∫∫

η′′
u2

2
dxdzIn order to pre
isely estimate the solution of (P ) when it is near 0, we need to de�nethe following 
onstants.Let us set λmin = min(α, λθ) and λmax = max(α, λθ).By de�nition of f and F , there exists vst ∈]0, θ[ su
h that for all v ∈ [0, vst] and forall z ∈ R

N−1 we have
λmin

2
v ≤ f(v, z) ≤ 2λmaxv (D.6)and λmin

4
v2 ≤ F (v, z) ≤ λmaxv

2. (D.7)If we were 
onsidering the simple ordinary di�erential equation that 
orrespondsto (D.1) (i.e. without the di�usion term), [0, vst] would be an �asymptoti
 stabilityarea� for the equilibrium 0, i.e. that a traje
tory that enters this area will �nallytends to 0.Let us now �x α0 ∈]0,
1

2λ(1 + θ)
] so that

∀v ∈ [0, 1] ∀z ∈ R
N−1 α0F (v, z) ≥ −v

2

4
. (D.8)Last we set β0 = min(1,

√

λmin/2), ψ0(x) = exp(−β0|x|) for x ∈ R and Txψ0 : y →
ψ0(y − x).Finally we 
an de�ne the lo
al energy fun
tion Ψ0(t, x) by

Ψ0(t, x)=

∫∫

Txψ0(y)

(

α0

( |∇u(t, y, z)|2
2

+F (u(t, y, z), z)

)

+
u(t, y, z)2

2

)

dydz.

Ψ0(t, x) 
orresponds to an energy of the solution of (P ) around x at time t wherethe equilibrium state 0 is favoured. Indeed by de�nition of α0, we have the following�
oer
ivity� inequality
Ψ0(t, x) ≥ min

(
α0

2
,
1

4

)∫∫

Txψ0(y)
(
|∇u(t, y, z)|2 + u(t, y, z)2

)
dydz. (D.9)This inequality links the energy Ψ0 with the value of u. Indeed, for all v ∈ H andfor all z ∈ R

N−1 we have
v(0, z)2 = ψ0(0)v(0, z)2 ≤ 1

2

∫

R

|∂y(ψ0(y)v(y, z)
2)|

≤
∫

ψ0(y)|v(y, z)2 + ∂yv(y, z)
2|dy

≤
∫

ψ0(y)(v(y, z)
2 + |∇v(y, z)|2)dy
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e
Ψ0(t, x) ≥ min

(
α0

2
,
1

4

)∫

RN−1

u(t, x, z)2dz.And as stated in (D.3), |∇u| is bounded by M0 and this bound is independant of
u0 ∈ H . So let us set v1 > 0 with v1 < vol(

vst

2M0
)
v2

st

4
where vol(ρ) is the volume ofthe ball of radius ρ in R

N .If ∫
RN−1

u(t, x, z)2dz ≤ v1, then for all z ∈ R
N−1, u(t, x, z) ≤ vst.Thus let us set εst = min

(
α0

2
, 1

4

)
v1. Finally, we get

Ψ0(t, x) ≤ εst ⇒ ∀z ∈ R
N−1 u(t, x, z) ≤ vst. (D.10)Now we want to study the evolution of Ψ0(t, x) in fun
tion of time t. Sin
e |ψ′

0(x)| =
β0ψ0(x) and ψ′′

0 = β2
0ψ0 − 2β0δ where δ is a Dira
 mass in 0, we have

∂tΨ0(t, x) ≤
∫∫

Txψ0

(
α0β

2
0

4
∂xu

2 − |∇u|2 +
β2

0

2
u2 − uf(u, z)

)

dydz

≤
∫∫

TxΨ0

((
α0β

2
0

4
− 1

)

|∇u|2 +
β2

0

2
u2 − uf(u, z)

)

dydz.and by de�nition α0β
2
0

4
− 1 ≤ −3

4
.In order to 
learly link ∂tΨ0 and Ψ0, we introdu
e

λmin

4(α0λmax + 1/2)

(

α0F (u, z) +
u2

2

)and we obtain
∂tΨ0(t, x)≤ −

∫∫

Txψ0

(
3

4
|∇u|2+ λmin

4(α0λmax + 1/2)

(

α0F (u, z)+
u2

2

))

dydz

+

∫∫

Txψ0

(
λmin

4(α0λmax + 1/2)

(

α0F (u, z)+
u2

2

)

+
β2

0

2
u2−uf(u, z)

)

dydz

≤ −ε1Ψ0(t, x)

+

∫∫

Txψ0

(
λmin

4(α0λmax + 1/2)

(

α0F (u, z)+
u2

2

)

+
β2

0

2
u2−uf(u, z)

)

dydzwhere ε1 = min

(
3

2α0
,

λmin

4(α0λmax + 1/2)

). Now we set
Sfar(t) =

{
x ∈ R | ∃z ∈ R

N−1 u(t, x, z) > vst

}
.
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ording to the 
hoi
e of λmin

4(α0λmax + 1/2)
, for y 6∈ Sfar(t) or |z| > R,

λmin

4(α0λmax + 1/2)

(

α0F (u(t, y, z), z) +
u(t, y, z)2

2

)

+
β2

0

2
u(t, y, z)2

−u(t, y, z)f(u(t, y, z), z) ≤ 0.Hen
e
∂tΨ0(t, x) ≤ −ε1Ψ0(t, x) +

∫

Sfar(t)

K1Txψ0dy (D.11)where K1 = vol(R)
λmin

4(α0λmax + 1/2)
(α0M + 1/2) +

β2
0

2
+m with vol(R) the volumeof a ball of radius R in R

N−1, M = max
[0,1]

(−G) and m = max
[0,1]

(−g).D.4.2 Lo
alization of the energyIn this se
tion, we want to prove that if the solution is near 0 far to the right in thesense de�ned by the energy Ψ0, then a more stable state 
ould not invade 0 fasterthan a maximum speed cmax > 0.For te
hni
al reason, it is not su�
ient to dire
tly study whether Ψ0(t, x) ≤ εst, thatis why we have to de�ne the fun
tion χ below.Let us set L =
2

β0

log

(
2K1

ε1εstβ0

). This 
onstant is de�ned in order to haveK1

∫ −L
2

−∞
ψ0 =

ε1εst

2
.And we de�ne χ : R → R̄ by

χ(x) =







+∞ if x < 0,
εst

(
1 − 1

2L
x
) if 0 ≤ x ≤ L,

εst

2
if x > L.

0 L

χ

εst

εst/2In the following, we will 
onsider the next important assertion that express that uis near 0 far to the right :
P(t, x0) : ∀x ∈ R Ψ0(t, x) ≤ χ(x− x0)Parti
ularly, if P(t0, x0) holds, then u(t0) ≤ vst right from x0.Lemma D.3 There exists cmax > 0 depending only on f su
h that for all x0 ∈ Rand for all t0 ≥ 0

P(t0, x0) holds ⇒ ∀t ≥ t0 P(t, x0 + cmax(t− t0)) holds.



132 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTThis lemma means that there exists a maximum speed above whi
h the �energy� ofthe solution 
an not travel.Proof of the lemma :We set cmax =
4LK1

εstβ0

> 0.Let us �x x0 ∈ R and t0 ≥ 0 su
h that P(t0, x0) holds and let us suppose by
ontradi
tion that
E = {t > t0 | P(t, x0 + cmax(t− t0)) does not hold}is not empty.First, remark that if P(t, x) holds then P(t, x̄) holds for all x̄ ≥ x.Let us set t1 = inf E and x1 = x0 + cmax(t1 − t0). By 
ontinuity of Ψ0(t, x) withrespe
t to t, P(t1, x1) holds.We are going to prove that cmax has been 
hosen large enough so that for all s ≥ 0small enough, P(t1 + s, x1 + cmaxs) holds. This will be a 
ontradi
tion with thede�nition of t1.In order to simplify the writting, we set χ̃(s, x) = χ(x − x1 − cmaxs) for x ∈ R and

s ≥ 0.Remember that
P(t1 + s, x1 + cmaxs) holds ⇔ ∀x ≥ x1 + cmaxs Ψ0(t1 + s, x) ≤ χ̃(s, x).Now let us show the right part inequality for small s and x > x1 +L. Sin
e P(t1, x1)holds,

∀x > x1 +
L

2
Ψ0(t1, x) ≤

3εst

4Thus with the same reasoning as in inequality (D.10), we obtain
∀x > x1 +

L

2
∀z ∈ R

N−1 u(t1, x, z) ≤
√

3εst

2and by 
ontinuity of u wih respe
t to t uniformly in (x, z) ∈ R
N , there exists ε > 0su
h that

∀s < ε ∀x > x1 +
L

2
∀z ∈ R

N−1 u(t1 + s, x, z) ≤ εst.Hen
e for s < ε, Sfar(t1 + s) ⊂] −∞, x1 + L
2
[ and by (D.11), we have

∀s < ε ∀x > x1 + L
∂Ψ0

∂t
(t1 + s, x) ≤ −ε1

(

Ψ0(t1 + s, x) − εst

2

)

≤ 0.Thus for s < ε and x > x1 + L, Ψ0(t1 + s, x) ≤ εst

2
≤ χ̃(s, x).
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ase where x ∈ [x1 + cs, x1 +L]. The result is due to the 
hoi
eof c large enough.Indeed for all s ≥ 0 and x ∈ R we have ∂tΨ0(t1 + s, x) ≤ 2K1

β0
and for x ∈ [x1 +

cmaxs, x1 + cmaxs+L], ∂χ̃
∂s

(s, x) =
cmaxεst

2L
. A

ording to the 
hoi
e of cmax, we thushave

∀s ≥ 0 ∀x ∈ [x1 + cmaxs, x1 + cmaxs+ L] Ψ0(t1 + s, x) ≤ χ̃(s, x)and the lemma is proved.Let us now study the 
ondition on the initial data su
h that the solution u of (P )is near 0 far to the right. Let us de�ne a parti
ular set of initial 
onditions.
A =

{

u0 ∈ H

∣
∣
∣
∣
lim sup
x→+∞

u(t, x, z)
t→+∞−−−−→ 0

}where the limit is uniform with respe
t to z ∈ R
N .Corollaire D.2 The following assertions are equivalent :1. u0 ∈ A2. There exists t0 > 0 and x0 ∈ R su
h that P(t0, x0) holds.Proof of the 
orollary :If lim sup

x→+∞
u(t, x, z)

t→+∞−−−−→ 0, then lim sup
x→+∞

|∇u(t, x, z)| t→+∞−−−−→ 0 by lo
al estimates.Hen
e if t0 and x0 are large enough, P(t0, x0) holds.Conversely, due to lemma 1,
∀t ≥ t0 Sfar(t) ⊂] −∞, x0 + cmax(t− t0)].Thus ∀t ≥ t0 ∀x > x0 + (cmax + 1)(t− t0)

∂Ψ0

∂t
(t, x) ≤ −ε1Ψ0(t, x) +K1

∫ x0+cmax(t−t0)

−∞
e−β0|y−x|dy

≤ −ε1Ψ0(t, x) +
K1

β0
e−β0(t−t0).Hen
e

Ψ0(t, x) ≤ εste
−ε1(t−t0) +

K1

β0(ε1 − β0)

(
e−β0(t−t0) − e−ε1(t−t0)

)and
sup

x≥x0+(cmax+1)(t−t0)

Ψ0(t, x)
t→+∞−−−−→ 0
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h proves that u0 ∈ A.The 
ondition P(t, x) is not very pra
ti
al to handle, so the following 
orollaryexhibits more expli
it 
onditions on u0 so that u0 ∈ A.Corollaire D.3 There exist δ > 0 su
h that for all u0 ∈ H

lim sup
x→+∞

∫ x+1

x−1

∫

RN−1

(
u0(x, z)

2 + |∇u0(x, z)|2
)
dzdx ≤ δ ⇒ u0 ∈ A.Proof of the 
orollary :Due to the de�nition of Ψ0(t, x), it is 
lear that P(0, x) will hold for x large enough.So with the pre
eding 
orollary u0 ∈ A.D.5 The es
ape pointIn the pre
eding se
tion, we have found a su�
ient 
ondition so that the solution

u of problem (P ) with initial 
ondition u0 
onverges to 0 for x near +∞ when ttends to +∞. Now we will look for extra 
onditions so that a nonzero state invadesthe domain. We already know that this invasion will o

ur with a maximal speed
cmax > 0.Let us �rst de�ne the set of initial data that 
reates �invading� solution of (P ) :

Ainv =

{

u0 ∈ A | ∃ε > 0 lim sup
t→+∞

sup
x≥εt, z∈RN−1

u(t, x, z) > 0

}

.In the following, this set will be assumed not empty. The 
onditions that ensure thisproperty will be established in se
tion D.10.So let us �x u0 ∈ Ainv.Sin
e u0 ∈ A, up to 
hanging the origin of time, we assume that there exists x0 ∈ Rso that P(0, x0) holds (see se
tion D.4.2 for the de�nition of P).We re
all that ∀t ≥ 0 P(t, x0 + cmaxt) holds and that if P(t, x) holds, then for all
y ≥ x, P(t, y) holds.Moreover sin
e u0 ∈ Ainv, {x ∈ R|P(t, x) holds} 
an not be R or for all superiortime, this set would also be R whi
h 
ontradi
ts the de�nition of Ainv.Thus we may de�ne x̃(t) for t ≥ 0 by

x̃(t) = inf {x ∈ R|P(t, x) holds}and by 
ontinuity of Ψ0, we have
{x ∈ R|P(t, x) holds} = [x̃(t),+∞[.



D.6. ENERGY IN A TRAVELLING REFERENTIAL 135As Risler does in [75℄, we will refer to this point x̃(t) as the es
ape point. In fa
t,this point is the �rst point, starting from +∞ in x, where the solution �es
apes�from 0 in the energy sense de�ned by Ψ0.By de�nition of P(t, x) and εst, we have
∀x ≥ x̃(t) u(t, x) ≤ εst. (D.12)We want to study the evolution of x̃(t) in fun
tion of the time t and to do so wewill work in travelling referentials �following� the es
ape point, thus for all s ≥ 0 wede�ne the maximal advan
e of the es
ape point

X̃(s) = sup
t≥0

(x̃(t+ s) − x̃(t)) .A

ording to lemma D.3, we have X̃(s) ≤ cmaxs for s ≥ 0.Let us now de�ne the �speeds� of the es
ape point
c̃− = lim inf

t→+∞

x̃(t)

t
, c̃+ = lim sup

t→+∞

x̃(t)

t
, and c∗ = lim sup

s→+∞

X̃(s)

s
.We have c̃− ≤ c̃+ ≤ c∗ ≤ cmax. Moreover sin
e u0 ∈ Ainv, c̃+ > 0. Indeed, if c̃+ ≤ 0,a

ording to lemma 1, for all ε > 0

sup
x≥εt

Ψ0(t, x)
t→+∞−−−−→ 0and this would 
ontradi
ts u0 ∈ Ainv.The aim of the se
tion D.7 will be to demonstrate that these three speeds are equalusing energy in a travelling referential. So �rst we have to de�ne the energy in atravelling referential.D.6 Energy in a travelling referentialIn the following, we will have to study the energy of the solution u of (P ) in severaldi�erent travelling referentials. Indeed, in order to prove the 
onvergen
e of u towarda travelling front, we will try to show the 
onvergen
e toward a stationary solutionin a referential travelling at the same speed as the es
ape point. Hen
e in this part,we show general results for the energy of a solution of (P ) in a referential travellingat a 
onstant speed. We keep the same notations as pre
eding.D.6.1 Estimation of the �energy� in a travelling referentialLet us �x c > 0 with c ≤ cmax the speed of the referential. We give ourselves tinit ≥ 0and set xinit = x̃(tinit), the es
ape point at the initial time.



136 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTWe work in a referential travelling at speed c in the dire
tion of the x-axis, hen
ethe 
oordinate z is un
hanged and the other 
oordinates are given by
y = x− xinit − cs and s = t− tinit.We set v(s, y, z) = u(t, x, z) the solution of (P ) in this new referential, then v issolution of the following equation

∂v

∂s
− c

∂v

∂y
−△v + f(v, z) = 0. (D.13)The de�nition of the �global energy� of the solution will thus be slightly di�erentfrom the energy in the initial referential.For η(s, y) a su�
iently regular and integrable fun
tion, we have

d

ds

∫∫

η

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydz = −
∫∫

η∂sv
2dydz

+

∫∫

∂sη

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydz +

∫∫

(cη − ∂yη)∂vv∂yvdxdzand
d

ds

∫∫

η
v2

2
dydz = −

∫∫

η(|∇v|2 + f(v, z)v)dydz

+

∫∫

(∂sη + ∂2
yη − c∂yη)

v2

2
dydz.Formally, we would like to de�ne the energy by

Φ(s) =

∫∫

ecy

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydz.Hen
e, we would have
Φ′(s) = −

∫∫

ecy|∂sv|2dydz.and the 
onvergen
e toward a 
onstant solution in time (i.e. a travelling front)would be easy to prove. The problem is that the solution of (P ) are not ne
essarlyintegrable. So we have to 
ut o� the exponential.In order to de�ne the �
ut o�� fun
tion, we �x the following parameters :
β1 = min

(

1,
λmin

8(cmax + 1)

)

, γ1 = min

(
λmin

8λmax
,

λmin

8(cmax + 1)

) and y0 ∈ R.Now we de�ne the new �exponential� fun
tion ϕ(s, y) (see �gure D.4) by
ϕ(s, y) =

{
ecy if y ≤ y0 + γ1s,
e−β1ye(c+β1)(y0+γ1s) if y ≥ y0 + γ1s,
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Φ(s) =

∫∫

ϕ

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

dydz.We will refer to Φ as the global energy of the solution of (P ) in a travelling referential.The parameters have been 
hosen so that ∂sϕ = cϕ− ∂yϕ = 0 if y ≤ y0 + γ1s andif y ≥ y0 + γ1s, we have ∂sϕ = γ1(c+ β1)ϕ and cϕ− ∂yϕ = (c+ β1)ϕ. Hen
e
Φ′(s) ≤ −

∫∫

ϕ∂sv
2dydz

+

∫

RN−1

∫ +∞

y0+γ1s

ϕ

(

γ1(c+ β1)

( |∇v|2
2

+F (v, z)

)

+
∂sv

2

2
+(c+β1)

2∂yv
2

2

)

dydz.Thus if we set C1 = sup
0<w≤1

−G(w)

w2
< +∞ and

C2 = max

(
γ1(cmax + β1)

2
+

(cmax + β1)
2

2
, γ1(cmax + β1) max(C1, α)

)

,we have
Φ′(s) ≤ −1

2
D(s) + C2

∫

RN−1

∫ +∞

y0+γ1s

ϕ(|∇v|2 + v2)dydz (D.14)where D(s) =

∫∫

ϕ∂sv
2dydz is the dissipation energy.We 
an observe that sin
e we have 
ut o� the exponential weight fun
tion in thede�nition of these energies, it is impossible to dire
tly link the global energy andthe dissipation energy. There is another �ux of energy and we have to 
ontrol thispollution term to bound the variations of Φ. So in order to estimate the se
ond partof the right-hand side of (D.14), we de�ne a ��re-wall� fun
tional Ψ(s). We �rst set

ψ(s, y) =

{
e(c+β1)ye−β1(y0+γ1s) if y ≤ y0 + γ1s,
e−β1ye(c+β1)(y0−γ1s) if y ≥ y0 + γ1sand α1 = min

(

1 , α0 ,
1

(cmax+1)2

). Then we set for all s ≥ 0

Ψ(s) =

∫∫

ψ

(

α1

( |∇v|2
2

+ F (v, z)

)

+
v2

2

)

dydzLike in se
tion D.4, this term is an energy that �favors� the equilibrium 0. This islogi
al sin
e this term is build in order to 
ontrol the �ux of energy due to the 
uto� and it would naturally be less important if the solution was near 0.Sin
e α1 ≤ α0, we have
Ψ(s) ≥ min

(
α1

2
,
1

4

)∫∫

ψ
(
|∇v|2 + v2

)
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ecy

ϕ(s, .)

y0 + γ1sFig. D.4 � Graph of ϕ(s, .).
ψ(s, .)

ecy

y0 + γ1sFig. D.5 � Graph of ψ(s, .).and therefore
Φ′(s) ≤ −1

2
D(s) +K2Ψ(s) (D.15)where K2 =

C2

min
(

α1

2
, 1

4

) .Now we want to 
ontrol the behaviour of Φ. So �rst we estimate the variations ofthe dissipation energy D(s).
d

ds

∫∫

ϕ
∂sv

2

2
dydz=

∫∫

∂sϕ
∂sv

2

2
dydz−

∫∫

ϕ((∂s|∇v|)2+∂sv
2∂vf(v, z))dydz

+

∫∫

(cϕ− ∂yϕ)∂sv∂syvdydz.So we have D′(s) ≤ CD(s) where
C = γ1(cmax + β1) + 2 sup

0≤w≤1, z∈RN−1

(−∂vf(v, z)) + (cmax + β1)
2whi
h means that the dissipation 
an not in
rease too fast. The problem is now to
ontrol Ψ(s).D.6.2 Control of the ��re-wall� fun
tionalSin
e |∂sψ| ≤ γ1(c + β1)ψ, |cψ − ∂yψ| ≤ (c + β1)ψ and ∂2

yψ − c∂yψ ≤ β1(c + β1)ψ,we have
Ψ′(s) ≤

∫∫

ψ

((
α1γ1(c+ β1)

2
+
α1(c+ β1)

2

4
− 1

)

|∇v|2

+α1γ1(c+ β1)|F (v, z)| − vf(v, z) +
(γ1 + β1)(c+ β1)

2
v2

)

dydz.But α1, β1 and γ1 have been 
hosen so that this inequality be
omes
Ψ′(s) ≤

∫∫

ψ

(

−|∇v|2
2

+
λmin

8λmax
|F (v, z)| − vf(v, z) +

λmin

8
v2

)

dydz.
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ting
∫∫

ψ
λmin

4(α1λmax + 1/2)

(

α1F (v, z) +
v2

2

)

dydz,we obtain
Ψ′(s) ≤

∫∫

ψ

(

−|∇v|2
2

− λmin

4(α1λmax + 1/2)

(

α1F (v, z)+
v2

2

))

dydz+
∫∫

ψ

(
λmin

4(α1λmax + 1/2)

(

α1F (v, z)+
v2

2

)

+
λmin

8λmax

|F (v, z)|

−vf(v, z)+
λmin

8
v2

)

dydz.Let us on
e again de�ne
Sfar(s) =

{
y ∈ R | ∃z ∈ R

N−1 v(s, y, z) > vst

}
.The 
onstants have been 
hosen in order that the se
ond part of the right-hand sideinequality is negative for y 6∈ Sfar(s) and for any z with |z| ≥ R. Hen
e for all s ≥ 0

Ψ′(s) ≤ −ε3Ψ(s) + C3Θ(s) (D.16)with Θ(s) =

∫

Sfar(s)

ψ(s, y)dy, ε3 = min

(
1

α1

,
λmin

4(α1λmax + 1/2)

) and
C3 = vol(R) max

0≤w≤1

{
λmin

4(α1λmax + 1/2)

(

−α1G(w) +
w2

2

)

+

λmin

8λmax
|G(w)|+ wg(w) +

λmin

8
w2

}where vol(R) is the volume of the ball of radius R in R
N−1.It remains to estimate Θ(s). Let us 
all ỹ(s) = x̃(t) − xinit − cs. We know that

Sfar(s) ⊂] −∞, ỹ(s)[ and sin
e ψ(s, y) ≤ ec+β1ye−β1(y0+γ1s), we obtain
Θ(s) ≤ 1

β1
e−β1y0e(c+β1)ỹ(s)−β1γ1s.Now we had 
hosen xinit = x̃(tinit), so we have ỹ(s) ≤ X̃(s) − cs, thus

Θ(s) ≤ 1

β1

e−β1y0e−
1
2
β1γ1se(c+β1)(X̃(s)−c∗s)e((c+β1)(c∗−c)− 1

2
β1γ1)sand X̃(s) − c∗s ≤ 0 for s large. So if we have the important 
ondition

(c+ β1)(c
∗ − c) ≤ 1

4
β1γ1, (D.17)



140 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTi.e. the speed of the referential c is 
lose enough to c∗, we obtain
Θ(s) ≤ C4e

−β1y0e−
1
2
β1γ1swhere C4 =

1

β1
exp

(

sup
s≥0

{

(cmax + β1)(X̃(s) − c∗)s− 1

4
β1γ1s

})

.Then with (D.16) we 
an estimate Ψ(s̄) for s̄ ≥ 0 like its integral. We have
Ψ(s̄) ≤ Ψ(0) − ε3

∫ s̄

0

Ψ(s)ds+
2C3C4

β1γ1
e−β1y0and sin
e Ψ(s̄) ≥ 0, we have

∫ +∞

0

Ψ(s)ds ≤ 1

ε3
Ψ(0) +K3e

−β1y0 (D.18)where K3 =
2C3C4

ε3β1γ1

.D.7 Speed of the es
ape pointThe aim of this se
tion is to 
ontrol the es
ape point, that means that we will studyhis asymptoti
 speed for t→ +∞. To do so, we will use the pre
eding estimations forthe energy of a solution in a travelling referential. We re
all that c̃− ≤ c̃+ ≤ c∗ ≤ cmaxand c̃+ > 0 (See se
tion D.5 for the de�nitions of these speeds).Proposition D.1 We have c̃− = c̃+ = c∗.Let us suppose by 
ontradi
tion that c̃− < c∗.
• For any c > 0 su
h that

c̃− < c < c∗ < c + γ1 and (c+ β1)(c
∗ − c) ≤ β1γ1

4
, (D.19)the 
omputations of se
tion D.6 in a referential travelling at speed c hold. So letus �x c > 0 that veri�es (D.19). In any referential travelling at speed c, the es
apepoint will make large ex
ursions to the left followed by large ex
ursion to the rightand moreover, the 
ut o� point in the de�nition of Φ will always be to the right ofthe es
ape point (where the solution is near 0).

• Take any sequen
e (sn)n∈N that tends to +∞ su
h that X̃(sn)

sn
tends to c∗.For all n ∈ N we set tn ≥ 0 su
h that x̃(tn + sn) − x̃(tn) ≥ X̃(sn) − 1.Let us �x n ∈ N. We will apply the 
omputations of the pre
eding se
tion with

tinit = tn, xinit = x̃(tn), y0 = 0
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hosen above.We will use the same notations as in the pre
eding se
tion with an exposent (n),hen
e Ψ be
omes Ψ(n).
• First let us show that the global energy Φ(n)(s) 
an not tends to −∞ for s→ +∞due to the large ex
ursions to the left of the es
ape point.We have ỹ(n)(s) = x̃(tn + s) − x̃(tn) − cs, thus

lim inf
s→+∞

ỹ(n)(s)

s
= c̃− − c < 0.So lim inf

s→+∞
ỹ(n)(s) = −∞. Moreover by de�nition of ỹ(n), for all y ≥ ỹ(n)(s) and all

z ∈ R
N−1, we have v(n)(s, y, z) ≤ vst and then F (v(n)(s, y, z), z) ≥ 0. By de�nitionof F , for all |z| ≥ R and for all y ∈ R, we have

F (v(n)(s, y, z), z) =
α

2
v(n)(s, y, z) ≥ 0.We thus have for all s ≥ 0,

Φ(n)(s) ≥ vol(R) min
0≤w≤1

(−G(w))

∫ ỹ(n)

−∞
ecydyand lim sup

s→+∞
Φ(n)(s) ≥ 0.

bullet A

ording to the bound on t 7→ ‖u(t)‖H1
ul
,

Φ(n)(0) =

∫∫

ϕ(0, y)

(|∇u(tn, x̃(tn) + y, z)|2
2

+ F (u(tn, x̃(tn) + y, z), z)

)

dydzis bounded from above with respe
t to n ∈ N.
• Likewise, sin
e t 7→ ‖u(t)‖H1

ul
is bounded, Ψ(n)(0) is also bounded from abovewith respe
t to n ∈ N and a

ording to the pre
eding se
tion and equation (D.18),

∫ +∞

0

Ψ(n)(s)ds ≤ 1

ε3
Ψ(n)(0) is bounded with respe
t to n ∈ N.

• Hen
e the dissipation must also be bounded with respe
t to n ∈ N. Indeed by(D.15), we have ∫ +∞

0

D(n)(s)ds < +∞ and uniformly bounded with respe
t to n ∈
N. Moreover we have shown in the pre
eding se
tion that D′(s) ≤ CD(s) with Cindependant of n ∈ N and sin
e ∂tu is bounded for t ≥ 1, D(n)(1) is bounded withrespe
t to n ∈ N. Hen
e D(n)(s) is bounded uniformly with respe
t n ∈ N and
s ∈ [1,+∞[ and we will prove that it is 
ontradi
tory with the fa
t that the es
apepoint makes large ex
ursions to the right.
• In fa
t, the bound on D(n)(s) implies that ∂sv

(n) tends to 0 in quadrati
 norm.Indeed, we have by de�nition of D(n)(s),
D(n)(s) ≥

∫

RN−1

∫ γ1sn

−∞
ecy∂sv

(n)(sn, y, z)
2dydz.



142 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTAnd if we set y = ỹ(n)(sn) + ȳ, we have
D(n)(s) ≥ ecỹ(n)(sn)

∫

RN−1

∫ γ1sn−ỹ(n)(sn)

−∞
ecȳ∂sv

(n)(sn, ỹ
(n)(sn) + ȳ, z)2dȳdzBut due to the 
hoi
e of tn, ỹ(n)(sn) → +∞ and γ1sn − ỹ(n)(sn) → +∞. Indeed wehave

X̃(sn) − 1 − csn ≤ ỹ(n)(sn) = x̃(tn + sn) − x̃(tn) − csn ≤ X̃(sn) − csnwhi
h means that ỹ(n)(sn) ∼ (c∗− c)sn and γ1sn − ỹ(n)(sn) ∼ (γ1 + c− c∗)sn → +∞.Sin
e D(n)(s) is bounded and ecỹ(n)(sn) → +∞, ne
essarily for all L > 0

‖∂sv
(n)(sn, ỹ

(n)(sn) + ., .)‖L2(B(0,L))
n→+∞−−−−→ 0.

• But we have
∂sv

(n)(sn, ỹ
(n)(sn) + y, z) =

∂tu(tn + sn, x̃(tn + sn) + y, z) + c∂xu(tn + sn, x̃(tn + sn) + y, z).So we set for all (y, z) ∈ R
N

wn(y, z) = u(tn + sn, x̃(tn + sn) + y, z)and
w̄n(y, z) = ∂tu(tn + sn, x̃(tn + sn) + y, z).By 
ompa
ity, up to extra
tion, there exists w∞ ∈ H2

ul(R
N) and w̄∞ ∈ L2

ul(R
N) su
hthat for all L > 0, wn → w∞ in H2

ul(B(0, L)) and w̄n → w̄∞ in L2
ul(B(0, L)). Bypassing to the limit, we have

w̄∞ + c∂xw∞ = 0.

• Now to 
on
lude, let us show that w∞ = 0. First noti
e that the pre
eding 
om-putations 
ould have been done with any c that respe
ts 
onditions (D.19), but wnand w̄n (and thus their limits neither) do not depend on c.Thus w̄∞ = 0 and ∂xw∞ = 0, so w∞ only depends on z ∈ R
N−1. By passing to thelimit in (P ), we obtain

△zw∞ − f(w∞, z) = 0.This equation has been studied in the se
tion D.3 and it is easy to see that we have
w∞ ≡ 0 or there exists z0 ∈ R

N−1 su
h that w∞(., z0) ≥ θ. But by de�nition of wn,for all z ∈ R
N−1 we have w∞(0, z) ≤ vst < θ, hen
e w∞ ≡ 0.

• But this 
ontradi
ts the de�nition of x̃(tn + sn). in parti
ular, for any y < 0, thereexists yn ∈ [y, y+L] su
h that Ψ0(t−n, x̃(tn + sn)+yn) ≥ εst/2. Thus by 
ompa
ityand 
ontinuity of Ψ0, there exists y∞ su
h that
∫∫

Ty∞ψ0(y)

(

α0

( |∇w∞(y, z)|2
2

+F (w∞(y, z), z)

)

+
w∞(y, z)2

2

)

dydz ≥ εst

2
,this 
ontradi
ts w∞ = 0.In the following, we will note c̃ = c̃− = c̃+ = c∗ and we have c̃ > 0.



D.8. RELAXATION 143D.8 RelaxationWe keep the same notations as in the pre
eding se
tions. The aim of this se
tionis to prove the 
onvergen
e of the solution u of (P ) toward a travelling front in
L2

ul-norm. Pre
isely, we will prove the following proposition.Proposition D.2
∀L > 0 ‖∂tu(t, x̃(t) + ., .) + c̃∂xu(t, x̃(t) + ., .)‖L2

ul
(B(0,L))

t→+∞−−−−→ 0Proof of proposition D.2 :Let us �rst remark that
∂tu(t, x̃(t) + ., .) + c̃∂xu(t, x̃(t) + ., .) = ∂sv(s+ tinit, ., .)where v is the solution of (P ) in a referential travelling at speed c̃ 
entered on thees
ape point. Let us now suppose by 
ontradi
tion that there exists L0 > 0, ε0 > 0and a sequen
e (tn)n∈N with tn n→+∞−−−−→ +∞ su
h that

∀n ∈ N ‖∂tu(tn, x̃(tn) + ., .) + c̃∂xu(tn, x̃(tn) + ., .)‖L2
ul

(B(0,L)) ≥ ε0 (D.20)For all n ∈ N, we de�ne wn(y, z) = u(tn, x̃(tn) + y, z) for (y, z) ∈ R
N .By 
ompa
ity, there exists w∞ ∈ H2

ul(R
N) su
h that for all L > 0, wn → w∞ in

H2
ul(B(0, L)).Let us �x n ∈ N. By de�nition of c̃, we have x̃(tp) − x̃(tn)

tp − tn

p→+∞−−−−→ c̃. So we de�ne
p(n) = min

{

p ∈ N, tp − tn ≥ n and ∣
∣
∣
∣

x̃(tp) − x̃(tn)

tp − tn
− c̃

∣
∣
∣
∣
≤ 1

n

}

.We set sn = tp(n) − tn and cn =
x̃(tp(n)) − x̃(tn)

tp(n) − tn
. We 
learly have sn → +∞ and

cn → c̃. Moreover, due to lemma 1, we have cn ≤ cmax.In the following, we will assume that n is large enough so that c̃/2 < cn ≤ cmaxand (cn + β1)(c̃− cn) ≤ β1γ1/4. Hen
e we 
an on
e again apply the 
omputations ofse
tion 6 with tinit = tn, xinit = x̃(tinit), c = cn and y0 > 0 to be 
hosen below. Thequantities de�ned in se
tion 6 are on
e more denoted with the same notations plusa (n) as exponent.Let us remark that this referential has been 
onstru
ted in order to �follow the es
apepoint�, i.e. we have ỹ(n)(0) = ỹ(n)(sn) = 0.Moreover v(n)(0, y, z) = wn(y, z) and v(n)(sn, y, z) = wp(n)(y, z).We are going to prove a 
ontradi
tion thanks to the 5 following 
laims.First we prove that the dissipation 
an not tend to 0.



144 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTClaim 1 There exist N0 ∈ N and εdissip > 0 su
h that for all n ∈ N and for all
y0 ≥ 0

1

2

∫ sn

0

D(n)(s)ds ≥ εdissipProof of 
laim 1 :By de�nition, D(n)(s) is in
reasing with y0 ∈ R, thus it is su�
ient to prove theinequality with y0 = 0. Let us suppose by 
ontradi
tion that there exist a sequen
e
(nk)k∈N with nk → +∞ su
h that

∫ snk

0

D(nk)(s)ds
k→+∞−−−−→ 0.Sin
e we have D′ ≤ CD with C independant of n ∈ N, we have D(nk)(s) ≥

D(nk)(snk
)ec(s−snk

) for s ≤ snk
. So ne
essary we obtain D(nk)(snk

)
k→+∞−−−−→ 0.On the other hand, we have

D(nk)(snk
) ≥

∫

RN−1

∫ γ1snk

−∞
ecnk

y∂sv
(nk)(snk

, y, z)2dydz.Thus we have
‖∂sv

(nk)(snk
, ., .)‖L2([−L,L]×RN−1)

k→+∞−−−−→ 0.for all L > 0. Now
∂sv

(nk)(snk
, y, z) = ∂tu(tp(nk), x̃(tp(nk)) + y, z) + cnk

∂xu(tp(nk), x̃(tp(nk)) + y, z)and this would 
ontradi
t the beginning hypothesis (D.20).Now we de�ne Φ(∞) ∈ R.Claim 2 Φ(∞) =

∫∫

RN

ec̃y

( |∇w∞|2
2

+ F (w∞, z)

)

dydz is a 
onverging integral.Proof of 
laim 2 :Let us �x y0 > 0 just for this proof.Sin
e c̃/2 < cn ≤ cmax and t 7→ ‖u(t)‖H1
ul

is bounded, Φ(n)(0) and Ψ(n)(0) arebounded from above with respe
t to n ∈ N. Thus a

ording to (D.18), ∫ sn

0
Ψ(n)(s)dsis also bounded from above and a

ording to (D.15), there exists C > 0 su
h thatfor all n ∈ N, Φ(n)(sn) ≤ C.Now we have 
hosen sn in order that ỹ(n)(sn) = 0, so for all y ≥ 0, F (v(n)(sn, y, z), z) ≥

0 and thus
Φ(n)(sn) ≥

∫

RN−1

∫ γ1sn

−∞
ecny

( |∇wp(n)|2
2

+ F (wp(n), z)

)

dydz.



D.8. RELAXATION 145Then for all L > 0 and for all n ∈ N large enough,
∫

RN−1

∫ L

−∞
ecny

( |∇wp(n)|2
2

+ F (wp(n), z)

)

dydz ≤ Cand passing to the limit in n, we obtain
∫

RN−1

∫ L

−∞
ec̃y

( |∇w∞|2
2

+ F (w∞, z)

)

dydz ≤ Cwith C independant of L. The result is thus proved.In the next 
laim, we study the behaviour of Φ(n)(0).Claim 3 There exists N(y0) ∈ N su
h that for all n ≥ N(y0)

Φ(n)(0) ≤ Φ(∞) +
εdissip

4
.Proof of 
laim 3 :This 
laim is easy to prove, but we introdu
e some notations that will be usedthereafter. First, for (y, z) ∈ R

N we set
h(n)(y, z) = ϕ(n)(y, 0)

(|∇wn(y, z)|2
2

+ F (wn(y, z), z)

)

.We have
Φ(n)(0) =

∫∫

RN

h(n)(y, z)dydzNow we set
ϕ(∞) =

{
ec̃y if y ≤ y0,
e−β1ye(c̃+β1)y0 if y ≥ y0and

h(∞)(y, z) = ϕ(∞)(y)

( |∇w∞(y, z)|2
2

+ F (w∞(y, z), z)

)

.For any y ∈ R, we have ϕ(n)(0, y)
n→+∞−−−−→ ϕ(∞)(y). Moreover sin
e c̃/2 < cn ≤ cmax,for a �xed y0 ≥ 0, we 
an overestimate ϕ(n)(y, 0) by an integrable fun
tion of yindependant of n ∈ N and by the dominated 
onvergen
e theorem, we have h(n)tends to h(∞) in L1(RN) for n→ +∞.Finally we set

k(∞)(y, z) = ec̃y

( |∇w∞(y, z)|2
2

+ F (w∞(y, z), z)

)

.We have
Φ(∞) =

∫∫

RN

k(∞)(y, z)dydz ≥
∫∫

RN

h(∞)(y, z)dydz.



146 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTIndeed, for y ≥ 0 and for all z ∈ R
N−1, we have wn(y, z) ≤ vst and passing to thelimit, w∞(y, z) ≤ vst so F (w∞, z) ≥ 0. And 
laim 3 follows.Now we will study the behaviours of Φ(n)(sn).Claim 4 There exists N0 ∈ N su
h that for all n ≥ N0 and for all y0 ≥ 0

Φ(n)(sn) ≥ Φ(∞) − εdissip

4
.Proof of 
laim 4 :We now set

k(n)(y, z) = ϕ(n)(y, sn)

( |∇wp(n)(y, z)|2
2

+ F (wp(n)(y, z), z)

)and we have Φ(n)(sn) =
∫∫

RN k
(n)(y, z)dydz. Set L > 0 su
h that

∫

RN−1

∫ L

−∞
k(∞)(y, z)dydz ≥ Φ(∞) − εdissip

8
.For all y ≤ y0 + γ1sn (then for all y ≤ γ1sn), ϕ(n)(y, sn) = ecny n→+∞−−−−→ ec̃y and

c̃/2 < cn ≤ cmax, so by the dominated 
onvergen
e theorem, we have k(n) tends to
k(∞) in L1(] −∞, L] × R

N−1) uniformly in y0.Finally
Φ(n)(sn) ≥

∫

RN−1

∫ L

−∞
k(n)(y, z)dydzsin
e wp(n)(y, z) ≤ vst for all y ≥ 0 and L > 0. The 
laim 4 is thus proved.Finally, we bound the pollution term.Claim 5 For y0 large enough and n ≥ N(y0),

K2

∫ sn

0

Ψ(n)(s)ds ≤ εdissip

4
.Proof of 
laim 5 :First a

ording to (D.18), we have

K2

∫ sn

0

Ψ(n)(s)ds ≤ K2

ε3
Ψ(n)(0) +K2K3e

−β1y0 .For y0 large enough, we have K2K3e
−β1y0 ≤ εdissip

8
. Let us show that for y0 and nlarge enough, we have Ψ(n)(0) ≤ ε4 where

ε4 =
ε3εdissip

8K2
.



D.9. EXISTENCE AND CONVERGENCE 147We will use the following notations. We set, for (y, z) ∈ R
N

l(n)(y, z) = ψ(n)(y, 0)

(

α1

( |∇wn(y, z)|2
2

+ F (wn(y, z), z)

)

+
wn(y, z)

2

2

)and we have Ψ(n)(0) =
∫∫

RN l
(n)(y, z)dydz.Now we set

ψ(∞) =

{
e(c̃+β1)ye−β1y0 if y ≤ y0,
e−β1ye(c̃+β1)y0 if y ≥ y0,

l(∞)(y, z) = ψ(∞)(y)

(

α1

( |∇w∞(y, z)|2
2

+ F (w∞(y, z), z)

)

+
w∞(y, z)2

2

)

.and Ψ(∞) =

∫∫

RN

l(∞)(y, z)dydz. For any y ∈ R, we have ψ(n)(0, y)
n→+∞−−−−→ ψ(∞)(y)and sin
e c̃

2
< cn ≤ cmax, for any �xed y0 ≥ 0, we 
an apply the dominated 
onver-gen
e theorem and thus l(n) tends to l(∞) in L1(RN) for n → +∞. Thus for any y0�xed, there exists N0(y0) ∈ N su
h that for all n ≥ N0

Ψ(n)(0) ≤ Ψ(∞) +
ε4

2
.It remains to prove that Ψ(∞) ≤ ε4

2
for y0 large enough.We set

l̄(∞)(y, z) = ec̃y

(

α1

( |∇w∞(y, z)|2
2

+ F (w∞(y, z), z)

)

+
w∞(y, z)2

2

)

.We re
all that due to the 
hoi
e of α1, l(∞) and l̄(∞) are non-negative fun
tions. Weset Ψ̄(∞) =
∫∫

RN l̄
(∞)(y, z)dydz. This integral is indeed 
onverging sin
e for y ≥ 0,

w∞ ≤ vst so w2
∞ ∼ CF (w∞, z) and we 
an then use the 
laim 2.Sin
e l(∞)(y, z) ≤ l̄(∞)(y, z) and moreover for y ≤ y0

2
, we have l(∞)(y, z) ≤ e−β1y0/2l̄(∞)(y, z),we have

Ψ(∞) ≤ e−β1y0/2Ψ̄(∞) +

∫ +∞

y0/2

l̄(∞)(y, z)dydz.Thus for y0 large enough, we have Ψ(∞) ≤ ε4

2
. The 
laim 5 is then proved.Con
lusion :All these 
laims together lead to a 
ontradi
tion with the equation (D.15). Theproposition is thus proved.D.9 Existen
e of travelling fronts and 
onvergen
eNow we are able to 
on
lude with the proof of theorem D.3. Let us �x any sequen
e

(tn)n∈N with tn → +∞.



148 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTWe set
wn(y, z) = u(tn, x̃(tn) + y, z) for (y, z) ∈ R

N .and we have the following lemma.Lemma D.4 There exists w∞ ∈ H2
ul(R

N) a travelling front of (P ) su
h that, up toextra
tion, for all L > 0

sup
(y,z)∈B(0,L)

|wn(y, z) − w∞(y, z)| n→+∞−−−−→ 0.This lemma proves the theorem D.3 if Ainv is not empty.Proof of lemma D.4 :Let us write for (y, z) ∈ R
N

w̄n(y, z) = ∂tu(tn, x̃(tn) + y, z).By 
ompa
ity, there exist w∞ ∈ H2
ul(R

N) and w̄∞ ∈ L2
ul(R

N) su
h that, up toextra
tion, for all L > 0

wn → w∞ in H2([−L,L]N ) and w̄n → w̄∞ in L2([−L,L]N ).A

ording to proposition D.2 we have w̄∞ + c̃w∞ = 0 and passing to the limit in
(P ), we see that w∞ is a solution of the equation

△w + c̃∂xw − f(w, z) = 0.

w∞ is a travelling front sin
e for all y ≥ 0 and for all z ∈ R
N−1, 0 ≤ w∞ ≤ vst,hen
e by the paraboli
 maximum prin
iple w∞

x→+∞−−−−→ 0 uniformly in z ∈ R
N−1 andby de�nition of x̃, w∞ 6≡ 0.Now ψ− = lim

x→−∞
w exists uniformly for z ∈ R

N−1 and is positive sin
e the energy
x 7→

∫

RN−1

|∇zw∞(x, z)|2
2

+ F (w∞(x, z), z) dzin
reases with respe
t to x (c > 0).Now the uniform 
onvergen
e on B(0, L) for any L > 0 is easy to prove.Indeed (as shown in the se
tion D.2) ∇wn and ∇w∞ are bounded uniformly in nand (y, z), so if there exists ε > 0 su
h that for all n
sup

(y,z)∈B(0,L)

|wn(y, z) − w∞(y, z)| ≥ ε,the L2-
onvergen
e is 
ontradi
ted.



D.10. STUDY OF AINV 149In fa
t, we have a slightly better result exposed in theorem D.4. Indeed the solutionis exponentially de
reasing in |z|, thus for z large enough sup |wn(y, z) − w∞(y, z)|tends to 0 and the same manner, for y large enough sup |wn(y, z)− w∞(y, z)| tendsto 0 when n → +∞. Indeed w∞ is uniformly exponentially de
reasing toward 0when y → +∞ and wn too due to the paraboli
 maximum prin
iple and equation(D.6).So we obtain uniform 
onvergen
e on [−L,+∞[×R
N−1 for all L > 0.The problem would now be to prove that this limit travelling front do not dependon the sequen
e (tn). We know that c̃ depends only on f and not on (tn)n∈N, butfor the moment we have not found any result on uni
ity of travelling front up toshifting for this nonlinearity.D.10 Study of AinvD.10.1 A su�
ient 
ondition for invasion to o

urThis subse
tion is devoted to the proof of the following proposition.Proposition D.3 Let us 
hoose u0 ∈ A. If

∫ 0

L

∫

RN−1

|∇u0(x, z)|2
2

+ F (u0(x, z), z) dzdx
L→+∞−−−−→ −∞,then u0 ∈ Ainv =

{

u0 ∈ A | ∃ε > 0 lim sup
t→+∞

sup
x≥εt, z∈RN−1

u(t, x, z) > 0

}.The proof of this proposition will need the following lemma.Lemma D.5 For any h ∈ L∞(R),if ∫ 0

−L

h(x)dx
L→+∞−−−−→ −∞, then ∫ 0

−∞
ecxh(x)dx

c→0+

−−−→ −∞.Proof of lemma D.5 :Let us set
H(x) =

∫ 0

x

h(y)dy and I(c) =

∫ 0

−∞
ecxh(x)dx.Sin
e H ′(x) = −h(x), by integrating by part, we obtain

I(c) =

∫ 0

−∞
cecxH(x)dx.Let us �x M > 0 as large as wanted. There exists L > 0 su
h that H(x) ≤ −M for

x ≤ −L, thus we obtain
I(c) ≤ −Me−cL + (1 − e−cL)max

x∈R

H(x).



150 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTThe right-hand side 
onverges toward −M when c→ 0+, the lemma is thus proved.Let us now turn to the proof of the proposition.
• First let us prove that the hypothesis of the proposition implies that

∀t ≥ 0

∫ 0

−L

∫

RN−1

|∇u(t, x, z)|2
2

+ F (u(t, x, z), z) dzdx
L→+∞−−−−→ −∞.Indeed, for L > 0 we 
an set

ϕL(x) =







ex+L if x ≤ −L,
1 if − L ≤ x ≤ 0,
e−x if x ≥ 0,and

ΦL(t) =

∫∫

ϕL

( |∇u|2
2

+ F (u, z)

)

dxdz.A

ording to the 
al
ulations of the beginning of se
tion D.4, we have
Φ′

L(t) = −
∫∫

φL∂tu
2dzdx−

∫∫

φ′
L∂tu∂xudzdx

≤
∫∫

x 6∈[−L,0]

φL|∇u|2dzdx

≤ C‖u(t)‖H1
ul
.

Φ′
L is thus bounded with respe
t to t and L and sin
e ΦL(0)

L→+∞−−−−→ −∞, the aboveresult is proved.
• For t ≥ 0, we set

x̄(t) = sup{x ∈ R| ∃z ∈ R
N−1 u(t, x, z) > vst} ∈ [−∞,+∞].

x̄(t) = −∞ if the set is empty. Up to 
hanging the origin of time, we may assumethat ∀t ≥ 0 x̄(t) < +∞ sin
e u0 ∈ A. A

ording to the lemma (with h(x) =
∫

RN−1

|∇u|2
2

+ F (u, z)dz) and to the pre
eding point, we have
∫ 0

−∞

∫

RN−1

ecx

( |∇u(0, x, z)|2
2

+ F (u(0, x, z), z)

)

dzdx
c→0+

−−−→ −∞. (D.21)
• Now we will prove that lim sup

t→+∞

x̄(t)

t
> 0. This will indeed implies that u0 ∈ A. Letus suppose by 
ontradi
tion that lim sup

t→+∞

x̄(t)

t
≤ 0.We will study the energy of the solution in a travelling referential of speed c > 0 with

tinit = 0 and xinit = 0. c will be 
hosen small enough to have a 
ontradi
tion. As in
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tion D.6, we de�ne Φ(s), D(s), Ψ(s) and Θ(s) =

∫

Sfar(s)

ψ(s, y)dy. Pro
eding asin the se
tion D.6.2 and sin
e Sfar(s) ⊂]−∞, ȳ(s)] and ȳ(s) = x̄(s)−cs s→+∞−−−−→ −∞,we have
Θ(s) ≤ C5e

−β1γ1swhere C5 =
1

β1
max

s∈[0,+∞[
eβ1x̄(s). Thus

∫ +∞

0

Ψ(s)ds ≤ 1

ε3
Ψ(0) +

C3C5

β1γ1and sin
e Ψ(0) is bounded with respe
t to c > 0, ∫ +∞

0

Ψ(s)ds is also bounded withrespe
t to c > 0.
• Moreover sin
e ȳ(s) s→+∞−−−−→ −∞, we have lim inf

s→+∞
Φ(s) ≥ 0 as in se
tion D.7.

• To 
on
lude, we re
all that
Φ(s) ≤ Φ(0) +K2

∫ s

0

Ψ(s)dsand a

ording to equation (D.21), Φ(0)
c→0+

−−−→ −∞ whi
h implies a 
ontradi
tionwith lim inf
s→+∞

Φ(s) ≥ 0.D.10.2 Constru
tion of u0 ∈ AinvIn order to 
onstru
t u0 ∈ Ainv, we have to study in more details the possible pro�lesof the travelling front and spe
ially their energy.Lemma D.6 There exists R2 > 0 su
h that for all R > R2 a solution φ > 0 of
(P∞) veri�es

E(φ) =

∫

RN−1

|∇φ|2
2

+ F (φ, z)dz < 0.Using this lemme, it is easy to 
onstru
t a fun
tion u0 ∈ Ainv. For example, we 
anset
u0(x, z) =

{
φ(z) if x ≤ 0,
φ(z)e−x if x > 0.This fun
tion 
learly satisfy all the hypothesis.



152 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTLet us now turn to the proof of the lemma.Proof of lemma D.6 :Let us re
all the equation. For a pro�le φ of a travelling front, we have
(P∞) −△φ+ f(φ, z) = 0, z ∈ R

N−1,

φ ∈ C1(RN−1) and exponentially de
reasing in |z| → +∞.Multiplying (P∞) by φ and using Green-Riemann formula, we obtain
∫

RN−1

|∇φ|2
2

+ f(φ, z)φdz = 0,thus
E(φ) =

∫

RN−1

F (φ, z) − f(φ, z)φdzfor a solution of (P∞). For |z| > R, we have F (φ, z)− f(φ, z)φ < 0 sin
e φ > 0. Theproblem is thus to study F (φ, z) − f(φ, z)φ = −G(φ) + g(φ)φ for z ∈ B(0, R).Clearly, φ 7→ −G(φ) + g(φ)φ is 
ontinuous on [0, 1] so it is bounded by a 
onstant
C6 > 0 and moreover −G(1)+g(1) = −G(1) < 0 sin
e θ < 1

2
. Let us �x ε ∈]0, G(1)[.We 
an de�ne φl < 1 su
h that for all φ ≥ φl, we have −G(φ) + g(φ)φ < −ε.We now have to 
ompare the sizes of the sets {z ∈ B(0, R)|φ(z) ≥ φl} where−G(φ)+

g(φ)φ < −ε and {z ∈ B(0, R)|φ(z) < φl} where −G(φ) + g(φ)φ ∈ [−ε, C6] for apro�le φ.First we will study the 
ase of dimension N = 2. So here φ refer to the solution φ+
onstru
ted in theorem D.1 for R large enough. We have already shown that if R islarge enough, then φ(0) = φ0 > φl. Now, we re
all that we have
1

2
φ′(z)2 +G(φ(z)) = G(φ(0)).So if we set zl = max {z ≥ 0|φ(z) ≥ φl} > 0, we have

zl =
1√
2

∫ φ0

φl

du
√

G(φ0) −G(u)
(D.22)while

R− zl =
1√
2

∫ φl

φ(R)

du
√

G(φ0) −G(u)
(D.23)where φ(R) ∈ [0, 1].The right-hand part of equation (D.23) 
an be bounded by C7 with respe
t to R,while zl 
an be as large as wanted if φ0 is 
lose enough to 1 whi
h 
omes down to Rlarge enough. To sum up, E(φ) < 0 for R large enough.Finally, if N ≥ 3 the solution 
onstru
ted in theorem D.2 for R large enough isgreater than the solution φ+ 
onstru
ted in theorem D.1 if N = 2 for a similarequation. Thus we obtain

E(φ) ≤ −vol(B(0, 1))zN−1
l ε+ C7C8and zl → +∞ for R → +∞.



D.11. CONCLUSION 153D.11 Con
lusionIn this paper, we have proved the existen
e of a travelling front solution of a biologi
alproblem, pre
isely a rea
tion-di�usion equation of bistable type in a 
ylinder 
oupledwith an equation of di�usion and absorption outside the 
ylinder, if the radius of the
ylinder is large enough. We have used the method developed by Emmanuel Rislerin [75℄ with some modi�
ations. This method gives us the existen
e of a front anda beginning of proof for the 
onvergen
e toward this front, but it is impossible to
on
lude about 
onvergen
e without the uni
ity of travelling front up to shifting.To prove the uni
ity up to shifting of the travelling fronts, we 
ould try to adaptthe method of Beresty
ki and Nirenberg in [10℄ and Vega in [?℄ whi
h has beendevelopped on bounded 
ylinders.D.12 Appendix : Maximum prin
ipleD.12.1 TheoremWe set
Pu(t, x, z) = ∂tu(t, x, z) −△u(t, x, z) − g(u(t, x, z))1{|y|≤R} − αu(t, x, z)1{|y|>R}Let Ω1 = {(x, z) ∈ R

N , |z| < R} and Ω2 = {(x, z) ∈ R
N , |z| > R}.In the following, all the fun
tions are supposed to have the same regularity as exposedin se
tion D.2.Théorème D.5 Let u+ and u− be two bounded uniformly 
ontinuous fon
tions de-�ned on R × R

N .We suppose
Pu− ≤ Pu+ t ∈ R, (x, z) ∈ R

N ,

lim sup
|z|→∞

u− − u+ ≤ 0 t ∈ R, x ∈ R.where the limits are uniform with respe
t to t and x. If moreover g is nonin
reasingon ] −∞, sup u−], then u− ≤ u+ on R × R
N .Remark : If the fun
tions are independant of the time t, we obtain an ellipti
 
om-parison prin
iple.This theorem has been prooved by F. Hamel in [43℄ in the 
ase where the fun
tionsare twi
e derivable in spa
e on the whole domain. This proof is largely inspired byHamel's proof.



154 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTD.12.2 ProofSin
e u+ and u− are bounded, for ε > 0 large enough we have u− − ε ≤ u+ on
R × R

N . We set
ε∗ = inf{ε > 0 | u− − ε ≤ u+ on R+ × R

N}.By 
ontinuity, we have u− − ε∗ = u+. Our goal is to show that ε∗ = 0.Suppose that ε∗ > 0.Let εk be a positive sequen
e su
h that εk < ε∗ and εk → ε∗ for k → ∞.Let (tk, xk, zk) ∈ R+ × R
N su
h that
u−(tk, xk, zk) − εk > u+(tk, xk, zk).Sin
e

lim sup
|z|→+∞

u− − u+ ≤ 0and ε∗ > 0, {zk} is bounded. Up to extra
tion of some subsequen
e, we 
an suppose
zk → Z for a Z ∈ R

N−1.We 
an also suppose tk → T ∈ [−∞,+∞].We set
u−k (t, x, z) = u−(t+ tk, x+ xk, z + zk)and
u+

k (t, x, z) = u+(t+ tk, x+ xk, z + zk)for t ∈ R and (x, z) ∈ R
N . Finally, we set

wk = u+
k − u−k + ε∗.Sin
e u+ and u− are uniformly 
ontinuous, C1 and pie
ewise C2 in spa
e, up toextra
tion of some subsequen
e, there exists z su
h that wk → w lo
ally uniformlyand in C0,1

loc (] −∞,+∞[×R
N) and in C1,2

loc (] −∞,+∞[×ΩZ
1 ∪ ΩZ

2 ) in spa
e, where
ΩZ

1 = {(x, z) ∈ R
N , |z + Z| < R} and ΩZ

2 = {(x, z) ∈ R
N , |z + Z| > R}.We have

w ≥ 0 on ] −∞,+∞[×R
Nby de�nition of ε∗ and

w(0, 0, 0) = 0by de�nition of tk, xk and zk.Moreover,
P (u+

k ) = ∂tu
+
k −△u+

k − g(u+
k )1{|z+zk|≤R} − αu+

k 1{|z+zk|>R}

≥ ∂tu
−
k −△u−k − g(u−k )1{|z+zk|≤R} − αu−k 1{|z+zk|>R}

≥ ∂t(u
−
k − ε∗) −△(u−k − ε∗) − g(u−k − ε∗)1{|z+zk|≤R}

−α(u−k − ε∗)1{|z+zk|>R}
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e Pu− ≤ Pu+ and g is nonin
reasing on ] −∞, sup u−].Finally, sin
e u+ and u− are bounded and g is lo
ally Lips
hitz, there exists C ≥ 0su
h that
∂twk −△wk + Cwk ≥ 0.By passing to the limit as k → +∞ lo
ally uniformly in R × R

N , we obtain
∂tw −△w + Cw ≥ 0.There are two 
ases.If |Z| = R and w(t, x, z) > 0 for |z+Z| 6= R (if not we 
an applied the 
ase |Z| 6= Rwith another point that (0, 0, 0)), by the strong maximum prin
iple on ΩZ

1 (see forexample [69℄ page 174), we have
∂w

∂ν1

(0, 0, 0) < 0where ν1 is the outward normal ve
tor of ΩZ
1 . And by the strong maximum prin
ipleon ΩZ

2 , we have
∂w

∂ν2
(0, 0, 0) < 0where ν2 = −ν1 is the outward normal ve
tor of ΩZ

2 . Thus we get a 
ontradi
tionsin
e w is C1 in spa
e.If |Z| 6= R, there are on
e again two 
ases.� If (0, 0, 0) ∈ ΩZ
2 , we 
hoose a domain D ∈ R

N large enough so that w > ε∗/2somewhere near the border and D ∩ ΩZ
1 = ∅. It is possible sin
e

lim sup
|z|→+∞

u− − u+ ≤ 0.Then by the strong maximum prin
iple, we obtain w = 0 on R ×D. And we geta 
ontradi
tion with w > ε∗/2 near the border.� If (0, 0, 0) ∈ ΩZ
1 , then by the paraboli
 maximum prin
iple, w = 0 on R− × ΩZ

1 .Hen
e by 
ontinuity of w, w = 0 for t ≤ 0 and (x, z) ∈ ∂ΩZ
1 and by 
ontinuity ofthe �rst derivative,

∂w

∂ν1

= 0 for t ≤ 0 and (x, z) ∈ ∂ΩZ
1 .Then sin
e ∂ΩZ

2 = ∂ΩZ
1 ,
∂w

∂ν2

= 0 for t ≤ 0 and (x, z) ∈ ∂ΩZ
2 .Hen
e the minimum is also rea
hed in ΩZ

2 and we 
an apply the pre
eding 
ase.



156 ANNEXE D. EXISTENCE OF CURVED FRONTD.12.3 Corollaries and extensionWith almost the same proof, it is easy to show the following theorem.Théorème D.6 Let u+ and u− be two bounded uniformly 
ontinuous fon
tions de-�ned on R+ × R
N .We suppose

Pu− ≤ Pu+ t ∈ R
∗
+ (x, z) ∈ R

N ,

u− ≤ u+ t = 0, (x, z) ∈ R
N ,

lim sup
|z|→∞

u− − u+ ≤ 0 t > 0, x ∈ R.where the limit are uniform in t and x.Then u− ≤ u+ on R+ × R
N .The proof of this theorem is almost the same as the one of the pre
eding theorem,but we 
an use the 
lassi
al paraboli
 maximum prin
iple that apply whatever themonotony of g is.The following 
lassi
al 
orollaries are important too.Corollaire D.4 A bounded solution of Pu = 0 with u→ 0 for |z| → +∞ and withlimit for x→ ±∞ veri�es

0 ≤ u ≤ 1.Corollaire D.5 A bounded solution of Pu = 0 with initial 
ondition u = u0 for
t = 0, with u → 0 for |z| → +∞ and with limit for x→ ±∞ veri�es

0 ≤ u ≤ 1if 0 ≤ u0 ≤ 1Indeed for u+ = 1, we have Pu ≥ 0.We have a slightly better estimation. Let us set
β =

N − 2

2R
+

√
(
N − 2

2R

)2

+ α.Proposition D.4 Let u be a bounded solution of Pu = 0 with initial 
ondition
u = u0 for t = 0, u→ 0 for |z| → +∞.We suppose that u has limits for x → ±∞. Moreover we suppose that there exists
C > e

√
βR su
h that 0 ≤ u0 ≤ min{1, C exp(−√

β|z|)}.Then 0 ≤ u ≤ min{1, C exp(−
√

β|z|)}.



D.12. APPENDIX : MAXIMUM PRINCIPLE 157Let us set u+(t, x, z) = C exp(−√
β|z|) and u− = u.We have Pu(t, x, z) ≥ 0 for |z| > R , but not ne
essarly for |z| ≤ R. Moreover u+is not C1 in z = 0, but with the same notations as in the theorem, it is easy toshow that Z > R. Indeed C > e

√
βR implies u+(t, x, z) > 1 for |z| ≤ R and by thepre
eding 
orollary, u− = u ≤ 1. Sin
e Z > R, the end of the proof is exa
tly thesame as in the theorem.This work was supported by the Fren
h Ministry of Resear
h(ACI "AVC-iSi", proje
t No02TS041).
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