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Pr�esentation du travail de th�ese

Ce travail comporte trois parties largement ind�ependantes, et un court chapitre,

le chapitre 1, dont le propos est de montrer comment un physicien �etudiant les lignes

de vortex dans les supraconducteurs �a haute temp�erature critique, peut être conduit �a

formuler des probl�emes ayant trait �a la physique des syst�emes vitreux.

Premi�ere partie

La premi�ere partie aborde la dynamique de Langevin d'une particule classique dans

un potentiel d'ancrage d�esordonn�e. Elle est exclusivement consacr�ee au point de vue,

tr�es sp�eci�que, du champ moyen dynamique, qui peut encore être consid�er�e comme

la limite de dimension in�nie, N !1, de la dynamique de Langevin.

Bien que abstrait, ce mod�ele permet d'�etudier des situations non triviales, o�u ap-

paraissent des e�ets de vieillissement, o�u la th�eorie de la r�eponse lin�eaire n'est plus

applicable, ou seulement pendant une dur�ee �nie, et o�u des �echelles de temps appa-

raissent spontan�ement, de fa�con inattendue.

Un long chapitre d'introduction (chapitre 2) d�e�nit le champ moyen, d�ecrit la tran-

sition vitreuse qui se produit, et la dynamique de vieillissement au sein de la phase

basse temp�erature. Les notations introduites dans ce chapitre sont indispensables �a la

lecture des deux chapitres suivants (3 et 4).

Le chapitre 3 r�eunit des r�esultats concernant le r�egime stationnaire, lorsqu'une force

constante est appliqu�ee, et qu'une vitesse �nie en r�esulte. J'�etudie comment la caract�e-

ristique vitesse-force se comporte au voisinage imm�ediat (inf�erieur ou sup�erieur) de la

transition vitreuse. La ph�enom�enologie obtenue, tr�es raisonnable, pourrait s'appliquer

ult�erieurement aux verres r�eels, sous cisaillement.

Le chapitre 4 est le plus d�elicat

1

de ce manuscrit. Il s'agit de donner une description

g�eom�etrique convaincante du vieillissement de champ moyen

2

.

Dans ses grandes lignes, le principe du vieillissement de champ moyen a d�ej�a �et�e

d�ecrit. Il est ici d�ecortiqu�e dans un cas particulier (corr�elateur exponentiel et temp�e-

rature nulle), �a l'aide de r�esultats num�eriques allant au del�a de la ((solution invariante

par reparam�etrisation)). Ce mod�ele pr�esente sur d'autres syst�emes vitreux, comme le

1. Et certainement le plus di�cile �a lire.

2. Le vieillissement de champ moyen s'oppose ici aux vieillissement de trappes, discut�es au para-

graphe 4.2, et au vieillissement r�eellement observ�e, dans les verres de spin par exemple.
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verre p-spin sph�erique, l'avantage de pouvoir appliquer une force ext�erieure constante,

et il devient possible de mettre en parall�ele la solution de vieillissement et la solution

de H.Horner �a vitesse �nie, qui ne sont nullement incompatibles. J'esp�ere �egalement

r�ehabiliter cette derni�ere, aux yeux des tenants exclusifs de la solution de vieillissement

�a deux temps.

Ce chapitre propose une interpr�etation des ((�etranges)) �echelles de temps apparais-

sant �a vitesse �nie, et constitue en �n de compte un mod�ele de friction o�u le temps

induit par l'inverse de la vitesse de d�eplacement v

�1

, ne joue paradoxalement aucun rôle

particulier. Il est aussi possible d'estimer le temps caract�eristique au bout duquel des

e�ets de taille �nie, (ici la dimension de l'espace environnant), doivent se manifester.

La deuxi�eme partie

Un mod�ele stochastique est introduit, dans lequel sont pr�esents des e�ets de vieillis-

sement (par le biais de temps de pi�egeage distribu�es suivant des lois sans valeur

moyenne), et un for�cage ext�erieur induit par la tension d'un ressort.

Il s'agit d'un mod�ele de trappes unidimensionnel, et la distribution des temps de

pi�egeage est engendr�ee par des pi�eges dont la profondeur d�epend du temps de r�esi-

dence (processus non markovien). En l'absence de ressort, ce mod�ele donne lieu �a de

la di�usion anormale, �a cause des distributions ((larges)) des temps d'attente.

Le ressort r�egularise cette distribution, mais il en r�esulte une situation complexe,

avec l'apparition de caract�eristiques vitesse-force �a seuil.

Dans un second temps, l'in
uence d'un ancrage d�ependant du temps comme facteur

favorisant de fortes 
uctuations de la position de la particule, est �etudi�e. Je con�cois

ce mod�ele comme une �etape dans la recherche d'un ((mod�ele minimal)), dans lequel se

produiraient des e�ets de plasticit�e au sein d'un �ecoulement de particules. Le lien avec

le ph�enom�ene de stick-slip de la friction solide m�erite d'être soulign�e.

Troisi�eme et derni�ere partie

Je m'int�eresse dans cette derni�ere partie �a la fa�con dont une faible potentiel d�esor-

donn�e gaussien peut modi�er le diagramme de phase d'un 
uide de particules clas-

siques. La motivation, pour �etudier un 
uide avec un d�esordre ((extrins�eque)), plonge

ses racines dans la physique des vortex de supraconducteur.

Cette troisi�eme partie �etudie le diagramme de phase de sph�eres dures, dans un

plan de param�etres densit�e-d�esordre. Je me restreins volontairement �a des m�ethodes

ab-initio, qui sont cens�ees donner assez d'informations sur la thermodynamique pour

tracer le diagramme de phase. Des simulations num�eriques (Monte-Carlo) seraient un

prolongement naturel de cette partie.

L'�equation int�egrale HNC a permis �a M.M

�

ezard et G.Parisi d'aborder la tran-

sition de verre structural. J'�etends donc leur travail au cas ou un potentiel d'ancrage
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al�eatoire gaussien non nul est pr�esent. La ((transition vitreuse)) semble changer de na-

ture au-del�a d'une valeur critique du d�esordre.

Un calcul �el�ementaire de fonctionnelle densit�e, suivant la m�ethode de G.Menon

et C.Dasgupta, permet d'estimer la position de la ligne de transition liquide-cristal,

avec d�esordre. Je trace ces lignes dans le plan d�esordre-temp�erature, et observe un

croisement des lignes liquide-verre et liquide-cristal, dans la limite de d�esordre ((fort)).

Structure du document

La premi�ere partie : ((Champ moyen dynamique d'une particule avec force ext�e-

rieure)), va du chapitre 2 (introduction) au chapitre 4, comporte sa propre bibliographie,

un index et un appendice.

La seconde partie : ((Particule avec un ancrage d�ependant du temps)), se r�eduit au

chapitre 5, et contient une courte bibliographie, outre celle du manuscrit en anglais

ins�er�e �a la page 141.

La derni�ere partie : ((D�etermination ab-initio du diagramme de phase des sph�eres

dures en pr�esence de d�esordre)), occupe les chapitres 6 (introduction) et 7, contient une

bibliographie, un index et un appendice.

Un r�esum�e, en anglais et fran�cais, est plac�e en quatri�eme de couverture.

Les trois parties sont ind�ependantes et ne n�ecessitent aucune connaissance sp�eci�que

quant aux vortex supraconducteurs. Une courte conclusion clôt le tout.
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Chapitre 1

Introduction g�en�erale

Ce travail avait comme ambition d'apporter une contribution originale dans le do-

maine des supraconducteurs �a haute temp�erature critique, et plus particuli�erement �a

l'�etude de ((l'�etat mixte)). Les circonstances en ont d�ecid�e autrement, et cette th�ese a

pris une orientation di��erente, se dirigeant toujours plus profond�ement en direction de

la dynamique et de la structure des syst�emes vitreux, qui ont constitu�e un ((attracteur

th�ematique)) puissant. Cela explique pourquoi n'est pas fait r�ef�erence dans ce manuscrit

�a la probl�ematique d'origine : la supraconductivit�e.

Il me semble n�eanmoins indispensable de justi�er bri�evement les th�emes abord�es

dans le courant de cette th�ese, en les repla�cant dans leur contexte initial. Pr�ecisons

d'embl�ee qu'aucune connaissance sp�eci�que concernant les supraconducteurs n'est re-

quise pour la lecture de ce manuscrit.

1.1 Les vortex dans les supraconducteurs de type II

Tout supraconducteur �a haut T

c

, plac�e dans un champ magn�etique su�samment

fort (c'est-�a-dire sup�erieur ou �egal �a une centaine de Gauss) se pr�esente dans un �etat

mixte, partiellement m�etallique et partiellement supraconducteur. Cette propri�et�e est

caract�eristique des compos�es ((de type II)) [deGennes]. Connâ�tre le comportement d'un

supraconducteur sous champ magn�etique repr�esente un objectif essentiel car cette si-

tuation devient in�evitable d�es lors que le mat�eriau v�ehicule des courants �electriques

forts.

Supposons le champ magn�etique d'induction uniforme et l'�echantillon supraconduc-

teur homog�ene. Dans un mat�eriau pur, il a �et�e �etabli par Abrikosov que le param�etre

d'ordre 	(~r) (fonction �a valeur complexe) se module p�eriodiquement en suivant la g�eo-

m�etrie d'un r�eseau triangulaire, aux n�uds duquel ce param�etre d'ordre 	 s'annule.

Simultan�ement, le champ magn�etique p�en�etre dans l'�echantillon de sorte qu'�a travers

chaque maille �el�ementaire du r�eseau triangulaire passe un 
ux exactement �egal au

quantum �el�ementaire �

0

= hc=2e � 2:06 � 10

�15

Tesla:m

2

. Lorsqu'on se trouve su�sam-

ment loin de la temp�erature de transition m�etal/supra les 
uctuations de l'amplitude
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du param�etre d'ordre j	(~r)j sont n�egligeables et il devient possible d'individualiser les

lignes o�u le param�etre d'ordre s'annule : ce sont les lignes de vortex, ou lignes de 
ux.

Les propri�et�es magn�etiques et les propri�et�es de transport (sous-entendu d'un cou-

rant �electrique) d'un supra de type II sont contrôl�ees par le mouvement de ces lignes

de vortex. Ainsi l'aimantation locale M(~r; t) du mat�eriau est directement reli�ee �a la

densit�e de vortex, car ce sont eux qui portent le 
ux magn�etique. La dissipation par

e�et Joule, elle, est due au mouvement des lignes de 
ux sous l'action d'un courant

~

j(~r; t) au sein du mat�eriau

1

.

Cette dissipation sera d'autant plus faible que les vortex sont ancr�es e�cacement

au mat�eriau, par les d�efauts du substrat. C'est �a ce moment qu'intervient la notion

de ((d�esordre extrins�eque)). Celui-ci peut consister en des d�efauts cristallographiques

(plans de macle, �echantillon polycristallin), des d�efauts ponctuels (lacunes, impuret�es),

ou des d�efauts arti�ciels (irradiation par des ions lourds). Les d�efauts ponctuels sont

�a même de modi�er localement des param�etres comme le libre parcours moyen des

�electrons, la temp�erature locale de condensation des paires de Cooper [Blatter]. . . Ce

sont typiquement ces e�ets que l'on cherche �a mod�eliser grâce �a des d�esordres gaussiens

(section 2.1.2).

1.2 Un nouvel objet : le verre de vortex

Le comportement des lignes de vortex en fonction des param�etres de temp�erature,

d�esordre, courant appliqu�e est si vari�e que l'on parle couramment de ((mati�ere de vor-

tex)) pour quali�er l'�etat mixte et ses multiples transitions de phase [Crabtree].

Si les lignes de vortex �etaient parfaitement ancr�ees, il ne devrait y avoir aucune

dissipation jusqu'�a ce que la densit�e de courant j d�epasse une certaine valeur critique

j

c

. La dissipation n'est cependant jamais nulle car des m�ecanismes de 
uage, essentiel-

lement de nature thermique, sont �a l'�uvre.

Les premi�eres th�eories de 
uage (Anderson-Kim voir [Tinkham]) pr�evoyaient l'ap-

parition d'un champ �electrique, �a basse temp�erature et pour des courants j � j

c

, de

l'ordre de jj~ejj = j exp(�U=T ), correspondant �a l'image physique que l'on se fait d'un

ensemble de vortex se d�epla�cant par activation successive de petits domaines n�eces-

sitant �a chaque fois le franchissement d'une barri�ere d'�energie U . La caract�eristique

courant-tension est alors lin�eaire (ohmique), bien que de pente tr�es faible.

En 1989, en se basant sur des analogies avec le syst�eme XY d�esordonn�e, mieux

connu, M.P.A Fisher a pr�evu l'existence d'une nouvelle phase, r�eellement supracon-

ductrice, c'est-�a-dire dont la r�esistivit�e �(j) tendrait r�eellement vers 0 lorsque le courant

j ! 0 [Fisher]. Le param�etre d'ordre �etant suppos�e poss�eder un ordre �a longue distance

semblable �a celui des verres de spin (param�etre de Edwards-Anderson), cette phase a

�et�e nomm�ee ((verre de vortex)).

1. Tout courant

~

j exerce une force sur une ligne de vortex, dont l'expression math�ematique ressemble

�a la force de Laplace que subit un �l conducteur dans un champ magn�etique.
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La pr�esence d'un ordre �a longue distance rend n�ecessaire l'existence d'une v�eritable

ligne de transition de phase, s�eparant le verre de vortex de la phase connue aujour-

d'hui sous le nom de ((liquide de vortex))

2

. Les propri�et�es d'�echelle de cette transition,

vraisemblablement du second ordre, ont �et�e �etudi�ees dans la r�ef�erence [Fisher, Fisher

et Huse]. C'est l'�etude de cette ligne de transition qui, dans un cas particulier, motive

la derni�ere partie de cette th�ese.

A partir d'un argument de nucl�eation, la th�eorie du verre de vortex pr�evoit l'exis-

tence d'un champ �electrique ayant la forme suivante :

e � exp

"

�

U

T

 

j

c

j

!

�

#

; � > 0: (1.1)

Les con�rmations exp�erimentales de la loi ci-dessus sont maintenant tr�es nombreuses

[Koch]. Cette expression traduit l'existence de barri�eres divergentes (c'est-�a-dire aussi

grandes que l'on veut) lorsque j ! 0, s'opposant au d�eplacement des lignes de vortex.

Autrement dit un tel syst�eme au repos (j = 0) doit poss�eder des temps de relaxation

in�nis et ne peut atteindre un v�eritable �equilibre thermodynamique.

En imposant un courant j �ni, on r�egularise les barri�eres les plus hautes et on limite

les temps caract�eristiques d'activation �a des valeurs de l'ordre de �

max

� exp[

U

T

(

j

c

j

)

�

].

Le verre de vortex travers�e par un courant j est par cons�equent une r�ealisation phy-

sique d'un v�eritable syst�eme vitreux, dont les temps caract�eristiques les plus longs

sont contrôl�es par un param�etre de for�cage ext�erieur (ici, le courant). Le d�esir de

comprendre les �echelles de temps caract�eristiques de certains verres est au c�ur des

mod�eles �etudi�es aux chapitres 3, 4 et 5. Il semble n�eanmoins acquis que la dynamique

de champ moyen (chapitres 2 et 3) ne saurait donner autre chose que des d�ependances

en �

max

� j

��

; � > 0.

Un point sur lequel la ph�enom�enologie du verre de vortex di��ere de celle du verre de

spin concerne le vieillissement. Si l'�etat du supraconducteur d�epend des conditions de

pr�eparation (Field Cooled/ Zero Field Cooled), aucune exp�erience n'a clairement mis

en �evidence jusqu'�a aujourd'hui de comportement de relaxation enM(t=t

w

) o�u t

w

serait

un temps d'attente, comme dans les verres de spin r�eels. Par cons�equent, le chapitre 4

qui a pour vocation d'interpr�eter g�eom�etriquement la nature du vieillissement ((champ

moyen)) des syst�emes vitreux, peut parâ�tre discutable, dans le contexte des vortex.

En �n de compte, l'absence de vieillissement du point de vue exp�erimental, et le

succ�es des arguments d'�echelle �a la Fisher, Fisher et Huse posent la question de savoir si

verre de vortex et verres de spins appartiennent ou non �a une même famille de syst�emes

vitreux.

Pour terminer, notons que si la dynamique de Langevin en champ moyen �echoue

dans sa tentative de prouver l'�equation 1.1, les techniques de Groupe de Renormalisa-

tion Fonctionnel semblent de ce point de vue beaucoup plus prometteuses [Chauve].

2. La phase liquide de vortex correspond �a un �etat mixte caract�eris�e par une dissipation ohmique

et un faible ancrage des lignes de 
ux. Le liquide de vortex ne semble s�epar�e de la phase m�etallique

que par un cross-over, et non une vraie transition de phase.
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Fig. 1.1 { Figures de gauche : Lignes de vortex dans un �echantillon massif. Chaque

ligne est constitu�ee d'un c�ur o�u le param�etre d'ordre supraconducteur s'annule, autour

duquel circulent des supercourants. A basse temp�erature, ces lignes sont ordonn�ees sui-

vant un r�eseau triangulaire, dit r�eseau d'Abrikosov. Ce mod�ele est (presque) �equivalent

�a un ensemble de bosons bidimensionnels, en interaction (cf texte). La coordonn�ee de

hauteur z joue alors le rôle d'un temps imaginaire. Dans cette approche, la transition

de fusion du r�eseau d'Abrikosov est l'analogue de la transition normal-super
uide des

bosons 2D. Figure de droite : Le mod�ele de Lawrence-Doniach d�ecrit les supraconduc-

teurs lamellaires. Le mat�eriau n'est supraconducteur que le long de certaines couches,

et isolant entre elles. Lorsque le champ est orient�e suivant l'axe vertical (dit axe c),

une ligne de 
ux apparait comme un empilement de vortex 2D, ou ((pancakes )). En

champ fort, les pancakes peuvent se d�ecoupler, d'une couche �a l'autre. Des auteurs (cf

texte) ont propos�e de d�ecrire les pancakes comme un 
uide de particules ((classiques )),

et de caract�eriser ainsi la transition de fusion. Signalons qu'une physique tr�es riche

apparâ�t lorsque le champ magn�etique est appliqu�e suivant une direction autre que celle

de l'axe c.
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Fig. 1.2 { R�eseau de courbes : courant J (abscisse)-tension E (ordonn�ee) en coordon-

n�ees logarithmiques, du compos�e (K;Ba)BiO

3

, au voisinage de sa transition vitreuse

(T = 20:4K, H = 5T ). La temp�erature va d�ecroissant de gauche �a droite. Une ligne

droite s�epare des courbes dont la concavit�e est tourn�ee vers le haut, de courbes concaves

vers le bas. Cette ligne droite est une parfaite loi de puissance V � j

3:2

, et caract�erise

pr�ecis�ement le point de transition vitreuse. Le comportement alg�ebrique de la relation

courant-tension est alors une manifestation de l'invariance d'�echelle parfaite au point

critique, et montre que la transition de vortex glass est continue, du second ordre. Les

courbes situ�ees �a gauche (T > T

g

) pr�esentent une rupture de pente entre un r�egime

ohmique �a faible courant (thermally activated 
ux 
ow) et rejoignent ensuite le r�egime

critique. Une seconde ligne droite, sert de rep�ere pour estimer le comportement ohmique

(pente 1). Les courbes situ�ees en bas, �a droite (T < T

g

), sont critiques si le courant

est assez fort, mais leur pente plonge ensuite, pour devenir asymptotiquement verticale

(�a peine visible ici). Il s'agit d'un comportement extrêment sous-lin�eaire, compatible

avec la loi V � exp[�(j

c

=j)

�

], preuve que des ph�enom�enes de dynamique lente, avec

des barri�eres divergentes sont �a l'�uvre. Mesures de A.Conde-Gaillardo et T.Klein.

LEPES.



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION G

�

EN

�

ERALE

1.3 Transition de fusion dans les syst�emes de vortex

Les diagrammes de phase typiques des compos�es supraconducteurs sont g�en�erale-

ment trac�es dans le plan champ magn�etique H, temp�erature T . Dans les �echantillons

propres, en champ faible, les vortex subissent une transition du premier ordre s�eparant

la phase ((liquide de vortex)) et la phase cristalline (cristal ou encore ((verre de Bragg)),

qui est un r�eseau distordu par le d�esordre [Giamarchi]). L'observation d'un domaine

de coexistence, la mesure directe du saut de l'aimantation (variation de la densit�e

des vortex), ainsi que de la chaleur latente �a la transition, ont apport�e une con�r-

mation �eclatante du m�ecanisme de fusion, d�ej�a largement admis ([Crabtree] pour les

r�ef�erences). Dans les compos�es tridimensionnels, la ligne de fusion se comporte comme

T

m

� H

�1=2

.

La quantit�e d'impuret�es pr�esente dans un �echantillon est �x�ee lors de son �elabo-

ration

3

, et ne peut pas être vari�ee ais�ement. Si le d�esordre est �x�e (ou ((gel�e))), son

in
uence sur les vortex, en revanche, d�epend du champ magn�etique, et est d'autant

plus signi�cative que le celui-ci est intense. De fa�con grossi�ere, le d�esordre agit comme

une force spatialement al�eatoire mais constante dans le temps (contrairement �a la tem-

p�erature), et on suppose g�en�eralement que cette force d�erive d'un potentiel. On observe

qu'il est possible de d�esordonner le r�eseau de vortex, c'est-�a-dire de d�etruire sa phase

cristalline, simplement en augmentant l'induction H au del�a d'une valeur H

m

, �a des

temp�eratures telles que les 
uctuations thermiques sont largement n�egligeables. Des

mod�eles pour comprendre l'action simultan�ee du d�esordre et de la temp�erature ont �et�e

propos�es ([Erta�s,Giamarchi2]).

Il est donc courant de consid�erer qu'en augmentant le champ magn�etique, on aug-

mente l'e�et du d�esordre. Ainsi, la transition liquide-cristal (1

er

ordre) devient une

transition liquide-verre (2

eme

ordre) au del�a d'un certain champ (voir �gure 6.1, page

161).

1.4 Le cas particulier des supraconducteurs lamel-

laires

Une famille de supraconducteurs pr�esente la particularit�e d'être extrêmement ani-

sotrope. Ce sont les BiSrCaCuO, HgBaCaCuO, certains mat�eriaux organiques. . . Ils

ont le m�erite de d�etenir le record actuel (1998) de temp�erature critique, �a savoir 133K.

Ces compos�es se pr�esentent sous la forme de couches supraconductrices empil�ees

suivant un ((axe c)), �a une distance d les unes des autres. Cette distance d est sup�erieure

�a la longueur de coh�erence �

c

des paires de Cooper dans cette direction. Le mod�ele de

Ginzburg-Landau anisotrope ne peut d�ecrire correctement une telle situation, et on lui

pr�ef�ere le mod�ele de Lawrence-Doniach [Tinkham]. Le passage des paires d'�electrons

d'une couche �a l'autre se fait par e�et tunnel, si bien que les param�etres d'ordre de

3. L'irradiation du mat�eriau par des �electrons permet d'induire plus ou moins de d�esordre ponctuel.
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deux plans superpos�es sont coupl�es par un terme ((Josephson)). Dans un tel compos�e, il

n'est plus possible d'individualiser les lignes de vortex car le param�etre d'ordre n'existe

que sur les couches supraconductrices. Une ligne de vortex devient un empilement de

galettes (((pancakes)) est le terme consacr�e) en interaction les unes avec les autres. Deux

galettes appartenant au même plan se repoussent, alors que deux galettes appartenant

�a des plans di��erents s'attirent. Cela favorise leur empilement �a basse temp�erature en

un r�eseau triangulaire de galettes align�ees verticalement suivant l'axe c.

Les supraconducteurs lamellaires o�rent une complexit�e suppl�ementaire, venant de

ce que les couches pourraient �eventuellement se d�ecoupler les unes des autres. Il devient

possible de traiter les galettes comme des particules classiques, en interaction

4

, alors

que dans les compos�es tridimensionnels, les lignes de vortex se comporteraient plutôt

comme les lignes d'univers de bosons 2D [Nelson].

En 1991, des auteurs ont propos�e de d�ecrire les vortex du compos�e BSCCO comme

un 
uide de particules classiques, restreintes �a se d�eplacer dans leurs couches respectives

[Sengupta]. Ils ont �et�e contraints pour cela �a simpli�er l'interaction entre galettes, pour

ne retenir que l'interaction d'origine �electromagn�etique, qui a l'avantage d'être vraiment

une interaction �a deux corps. Le point de cristallisation est obtenu par un calcul de

fonctionnelle densit�e.

La prise en compte du d�esordre ponctuel a �et�e r�ealis�ee par G.Menon et C.Das-

gupta, suivant la m�ethode qui sera largement d�ecrite au chapitre 6. L'�etape suivante

est de parvenir �a une description compl�ete du diagramme de phase (voir �gure 6.1,

page 161), incluant la phase vitreuse. Ce faisant, nous proposons de consid�erer le verre

de vortex comme un ((verre structural)), o�u les positions des galettes sont �g�ees, �a

cause de leurs interactions d'une part, et du d�esordre extrins�eque d'autre part. C'est

pour d�ebroussailler cette voie qu'a �et�e entrepris le travail expos�e au chapitre 7, mais il

n'est pour l'instant question que d'un 
uide de sph�eres dures, plac�ees dans un d�esordre

ext�erieur arti�ciel.
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Premi�ere partie

Champ moyen dynamique d'une

particule avec force ext�erieure
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Chapitre 2

Introduction �a la physique du

syst�eme vitreux mod�ele

Ce chapitre, important, introduit le champ moyen de la dynamique de Langevin

d'une particule en pr�esence d'un potentiel d'ancrage. La section 2.1 introduit le syst�eme

mod�ele. Les r�esultats de l'approche variationnelle des r�epliques sont r�esum�es en 2.2.

J'introduit ensuite la dynamique de champ moyen (2.3), d�etaill�ee dans les cas parti-

culiers du vieillissement (2.4), et du d�eplacement �a vitesse �nie, caus�e par une force

ext�erieure (2.5).

2.1 Le syst�eme mod�ele et sa probl�ematique

2.1.1 Un syst�eme mod�ele

On appelle ((toy-model)) des milieux d�esordonn�es, le syst�eme compos�e d'une parti-

cule classique plac�ee dans un potentiel qui est la superposition d'une partie harmonique

�~x

2

=2, et d'une partie al�eatoire V (~x). Ce mod�ele a �et�e introduit par J. Villain et

collaborateurs, en liaison avec le mod�ele d'Ising en champ al�eatoire [1]

V (~x) est un potentiel tir�e au hasard parmi un ensemble de d�esordres possibles.

Pour des raisons de commodit�e, il s'agit la plupart du temps d'un ensemble muni

d'une distribution (fonctionnelle) de probabilit�e gaussienne P[V (~x)]. On parlera, par

abus de langage, de d�esordre gaussien.

Le con�nement quadratique � peut, soit re
�eter un ingr�edient physique, par exemple

l'�elasticit�e d'une paroi de domaine dans l'approche originale de J. Villain, soit être

introduite �a des �ns de \r�egularisation", pour qu'un r�eel �equilibre thermodynamique de

la particule soit possible. Si l'on s'int�eresse �a la dynamique de di�usion de la particule,

on fera naturellement tendre � vers 0. Nous consid�ererons dans ce travail tantôt � �ni,

tantôt � nul.

Du point de vue dynamique, il est int�eressant de forcer la particule �a se mettre en

mouvement. Une premi�ere fa�con consiste �a poser � = 0 et �a exercer une force �nie.

La deuxi�eme fa�con, si l'on tient �a garder un potentiel de con�nement �, consiste �a
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mettre celui-ci en mouvement �a vitesse constante, et la particule suivra. L'allongement

du ressort d�eterminera alors la force moyenne exerc�ee sur la particule.

Les deux proc�edures ci-dessus peuvent conduire �a des r�esultats di��erents, et c'est

l'objet de la seconde partie de cette th�ese que d'en �etudier un exemple explicite.

Cette premi�ere partie est exclusivement consacr�ee �a l'�etude du ((toy-model)) dans

la limite o�u la dimension de l'espace environnant N tend vers l'in�ni. Le syst�eme

acquiert alors des propri�et�es vitreuses, lorsque la temp�erature est abaiss�ee en dessous

d'un certain seuil. Cette limite de dimension in�nie peut être consid�er�ee comme un

champ moyen, et la phase ((verre))

1

qu'il d�ecrit, constitue l'un des syst�emes vitreux les

plus simples �a la disposition des th�eoriciens.

C'est pourquoi, dans ce travail, je quali�erai le toy-model de ((syst�eme mod�ele)), et,

dans sa limite de dimension in�nie, de ((syst�eme vitreux mod�ele)) { et ce, ind�ependam-

ment de la pr�esence ou non du con�nement ou d'une force ext�erieure.

Apr�es avoir introduit la notion de d�esordre gaussien, je replacerai le ((syst�eme vi-

treux mod�ele)) au sein de trois probl�ematiques auquel il est li�e. Il s'agit d'une part de

la di�usion classique en milieu d�esordonn�e, d'autre part du probl�eme de l'ancrage des

((surfaces al�eatoires)), et en�n du comportement d'un syst�eme vitreux en pr�esence d'un

for�cage ext�erieur.

2.1.2 Les d�esordres gaussiens.

Les d�esordres gaussiens sont une mod�elisation id�eale, visant �a d�ecrire, par exemple,

des mat�eriaux \sales" : pr�esence d'impuret�es, de lacunes, de d�efauts cristallins, de d�e-

fauts de st�chiom�etrie... Le potentiel al�eatoire V (~x) qui en r�esulte est tir�e suivant une

distribution gaussienne P[V (~x)], que l'on justi�e g�en�eralement en disant que V (~x) r�e-

sulte de l'in
uence d'un grand nombre d'impuret�es ind�ependantes, menant �a une loi

gaussienne en vertu du th�eor�eme de la limite centrale.

Pour que l'usage d'un d�esordre gaussien soit l�egitime, il faut que les r�esultats phy-

siques obtenus soient su�samment universels et ind�ependants de la nature d�etaill�ee du

d�esordre en question.

Un d�esordre gaussien est enti�erement d�etermin�e par ses deux premiers moments

(La barre horizontale d�esigne la moyenne sur le d�esordre) :

V (~x) =

Z

D[V (~x)] V (~x) P[V (~x)];

= 0: (2.1)

V (~x)V (~y) =

Z

D[V (~x)] V (~x)V (~y) P[V (~x)];

= V(jj~x� ~yjj): (2.2)

La fonction V est appel�ee corr�elateur du d�esordre gaussien

2

. Ainsi d�e�ni, le corr�ela-

1. La nature de cette transition vitreuse est amplement d�ecrite dans la suite de ce chapitre.

2. Bien que cela soit possible, il est de peu d'utilit�e en pratique d'expliciter P[V (~x)]. Cette distri-

bution fait intervenir la transform�ee de Fourier de la fonction V, qui doit n�ecessairement être partout

positive.
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teur est invariant par translation et rotation. Un tirage particulier V (~x) ne poss�ede pas,

bien sûr, lui-même ces propri�et�es d'invariance. C'est seulement en faisant la moyenne

sur tous les tirages possibles, que l'on retrouve ces sym�etries.

Il est plus commode de se repr�esenter un potentiel gaussien dans l'espace de Fou-

rier. Les modes de Fourier

~

V (

~

k) =

R

d~r e

i

~

k�~r

V (~r), indic�ees par

~

k, sont des variables

gaussiennes, ind�ependantes. Cela provient de ce que V (~x)V (~y) ne d�epende que de

la di��erence ~x � ~y. La variance de chaque mode

~

V (

~

k) est

~

V(jj

~

kjj) = V (

~

k)V (�

~

k),

transform�ee de Fourier du corr�elateur V(~r). Il est possible, de cette fa�con, d'engendrer

num�eriquement des d�esordre gaussiens, comme sur la �gure 2.1.

On distingue a-priori deux cat�egories de d�esordres gaussiens. Ceux dont le corr�ela-

teur diverge lorsque la s�eparation jj~x�~yjj tend vers l'in�ni, sont dits rugueux. L'exemple

le plus fr�equemment rencontr�e est :

V (~x)V (~y) = jj~x� ~yjj

1�


; 0 < 
 < 1: (2.3)

La di��erence en �energie de deux points �eloign�es peut alors devenir aussi grande que

l'on veut, et la notion de hauteur ((moyenne)) du potentiel V (~x) n'a pas de sens.

Ceux dont le corr�elateur reste born�e lorsque jj~x � ~yjj ! 1 sont ((lisses)). Par

exemple :

V (~x)V (~y) = �

2

(1 + jj~x� ~yjj)

1�


; 
 > 1 ; (2.4)

(V (~x)� V (~y))

2

= 2�

2

h

1 � (1 + jj~x� ~yjj)

1�


i

:

Le corr�elateur consid�er�e ci-dessus d�ecrô�t alg�ebriquement, et doit être r�egularis�e

�a courte distance. La di��erence typique d'�energie entre deux points donn�es reste de

l'ordre de � (cf �gure 2.1). De larges 
uctuations de V (~x), au sens statistique du

terme, ne sont cependant pas exclues, et jouent même un rôle crucial dans la physique

du syst�eme vitreux mod�ele.

Les potentiels rugueux sont g�en�eralement quali��es de potentiels ((corr�el�es �a longue

distance)) et les potentiels lisses de ((corr�el�es �a courte distance)). Ces d�enominations font

r�ef�erence �a la nature du comportement de di�usion que la particule subit, et qui est

di��erent dans les deux cas.

Les potentiels �a corr�elations alg�ebriques conviennent pour d�ecrire l'ancrage d'ob-

jets interagissant avec les d�efauts via des forces �a longue port�ee {forces �elastiques par

exemple{. Le corr�elateur exponentiel est un autre type de d�esordre corr�el�e �a courte

distance. On le d�e�nit par :

V (~x)V (~y) = �

2

exp

 

�

(~x� ~y)

2

�

2

!

: (2.5)

Ce corr�elateur poss�ede une �echelle d'�energie � et une �echelle de longueur �. Il

convient particuli�erement pour d�ecrire l'ancrage de c�ur d'un vortex dans un supra-

conducteur. On peut esp�erer retrouver avec lui les ingr�edients importants de la ph�eno-

m�enologie de l'ancrage, tel la force critique F

c

, d�e�nie comme le rapport de l'�energie

typique � �a la longueur typique � (cf section suivante).
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Fig. 2.1 { Les mêmes nombres al�eatoires ont servi �a fabriquer un potentiel rugueux

(corr�elation 
 = 0:5), en haut, et un potentiel lisse (corr�elation 
 = 1:5) en bas. Un

potentiel corr�el�e exponentiellement a aussi �et�e superpos�e sur la �gure du bas, et s'av�ere

tr�es peu di��erent du corr�elateur alg�ebrique. C'est l�a un artefact de la dimension 1, et

devient faux en dimension plus �elev�ee. Dans le premier cas, les barri�eres croissent avec

la distance, tandis que dans le second, elles saturent �a +/- 0.10, �a l'�echelle du dessin.
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2.1.3 Le probl�eme de la di�usion en milieu d�esordonn�e

La premi�ere probl�ematique �a laquelle le syst�eme mod�ele se rapporte est la di�usion

en milieu d�esordonn�e. Une particule est plac�ee au sein d'un potentiel d�esordonn�e, et

l'on cherche �a d�eterminer la nature de son mouvement de di�usion lorsque, asympto-

tiquement, le temps d'observation t tend vers l'in�ni. On cherche �egalement, pour une

force quelconque appliqu�ee, �a connâ�tre la vitesse moyenne acquise par la particule. La

fonction v(F ) obtenue est appel�ee caract�eristique force-vitesse du syst�eme.

La dynamique consid�er�ee ici est une dynamique de Langevin suramortie :

�

_

~x(t) = �

�!

rV (~x(t)) +

~

�(t): (2.6)

V (x) est l'�energie potentielle totale et �(t) un bruit de Langevin avec les corr�elations

habituelles :

D

�

�

(t) � �

�

(t

0

)

E

= 2T� �

��

�(t� t

0

): (2.7)

�; � sont les indices de coordonn�ee de la particule, � est le coe�cient de frottement

visqueux et � = �

�1

la mobilit�e de la particule.

On appelle ((situation de di�usion normale)) le cas o�u les trois conditions suivantes

sont simultan�ement v�eri��ees :

1

o

En l'absence de force ext�erieure, on observe que la valeur moyenne quadratique

de la position crô�t lin�eairement avec le temps (N est la dimension d'espace) :

D

~x(t)

2

E

=

t!1

2NDt+ o(t): (2.8)

2

o

En pr�esence d'une force appliqu�ee

~

F faible, le d�eplacement moyen est propor-

tionnel �a t :

h~x(t)i =

t!1

�

~

Ft+ o(t): (2.9)

3

o

Les coe�cients de di�usion D et de mobilit�e � v�eri�ent la relation d'Einstein

D = T� (T temp�erature).

Dans une telle situation, le d�esordre n'a pour e�et que de ralentir la di�usion,

sans en changer la nature. Vu �a une �echelle su�samment grande, et quitte �a red�e�nir

l'�echelle de temps t pour tenir compte de ce ralentissement, le mouvement de la particule

est qualitativement le même qu'en l'absence de d�esordre. Une th�eorie de la di�usion

cherchera �a d�eterminer quantitativement de combien les coe�cients de mobilit�e et de

di�usion sont r�eduits, compar�e �a leur valeur initiale, � et D.

On appelle situation de di�usion anormale le cas o�u la variance h~x(t)

2

i, et le d�epla-

cement h~x(t)i en pr�esence d'une force, croissent moins vite

3

que t. En d'autres termes,

D et � sont asymptotiquement nuls. Le potentiel d�esordonn�e parvient �a changer quali-

tativement la nature de la di�usion et domine �a grande �echelle et aux temps longs les

e�ets thermiques.

3. Nous ne consid�erons ici que des comportements ((sous-di�usifs)), qui sont de r�egle lorsque on

s'int�eresse �a l'e�et d'un champ de force d�erivant d'un potentiel d'ancrage.
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D'un point de vue ph�enom�enologique, on admet que les potentiels lisses, donnent

lieu �a une di�usion normale, tandis que les potentiels rugueux suscitent en revanche

une di�usion anormale. Cela explique pourquoi les premiers sont quali��es dans ce

contexte de ((corr�el�es �a courte distance)) et les seconds ((�a longue distance)). Il n'existe

malheureusement pas �a ce sujet de r�esultats rigoureux, except�e pour N = 1.

Mobilit�e dans le cas unidimensionnel La caract�eristique force-vitesse, dans le cas

unidimensionnel a fait l'objet d'une �etude exhaustive [2, 3], en fonction de l'exposant


 du d�esordre gaussien (�equations 2.4 et 2.3). La di�usion apparâ�t comme normale

pour 
 > 1 et anormale pour 
 < 1, avec dans ce dernier cas, une r�eponse en vitesse �a

la force appliqu�ee F tr�es non lin�eaire :

v �

�

F

F

0

�

�

exp

2

4

�

�

F

0

F

�

1�





3

5

: (2.10)

La force F

0

et l'exposant � d�ependent du d�etail du mod�ele.

Le cas particulier 
 = 0 est mieux connu sous le nom de mod�ele de Sina��[4]. Le

potentiel al�eatoire est alors l'�equivalent d'un mouvement brownien suivant la coor-

donn�ee d'espace x. Cette propri�et�e remarquable en permet l'�etude d�etaill�ee [5, 6] : le

comportement di�usif en l'absence de force appliqu�ee est en h~x(t)

2

i � log

4

(t), et la ca-

ract�eristique force vitesse pr�esente un seuil �a temp�erature �nie v � (F �F

s

) �(F �F

s

)

{avec � fonction de Heaviside{[3].

Les potentiels �a courte port�ee 
 > 1 et a fortiori ceux dont le corr�elateur est

exponentiel (�equation 2.5 ) donnent lieu �a une mobilit�e �nie, et donc �a une di�usion

normale. La mobilit�e est alors donn�ee par l'expression [2, 3] :

�

�1

/ exp(V (x)=T ) � exp(�V (x)=T ): (2.11)

La barre d�esigne toujours la moyenne sur le potentiel al�eatoire (pas obligatoirement

gaussien), et x un point quelconque arbitraire, dont le choix n'a pas d'importance.

Cette expression r�esulte de la contribution de toute les barri�eres de potentiel V (x) que

rencontre la particule en se d�epla�cant de x = �1 �a x =1.

La m�ethode utilis�ee par les auteurs de [2, 3] repose sur l'�equation de Fokker-Planck,

pour laquelle il faut chercher une solution avec un courant de particules stationnaire,

dans la direction de la force appliqu�ee. Le fait que la dimension de l'espace soit pr�e-

cis�ement un, permet d'obtenir l'�equivalent d'une int�egrale premi�ere de l'�equation de

Fokker-Planck. C'est �egalement pourquoi le r�esultat n'est pas g�en�eralisable en dimen-

sion sup�erieure.

Mobilit�e et di�usion en dimension sup�erieure Aucun r�esultat aussi pr�ecis que

(2.11) n'est disponible en dimension sup�erieure ou �egale �a deux. Une particule, pour

aller d'un point �a un autre a de multiples possibilit�es, et les barri�eres les plus hautes dont

le franchissement �etait obligatoire pour N = 1, peuvent maintenant être contourn�ees.
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La dimension 2 joue fr�equement, dans le cadre du mouvement brownien, un rôle par-

ticulier. Des r�esultats fond�es sur une approche de groupe de renormalisation montrent

que, lorsque la force al�eatoire d�erive d'un potentiel, la di�usion de la particule est cor-

rig�ee pour devenir une loi de puissance h~x

2

(t)i � t

�

; �(T ) < 1, �a toute temp�erature.

Cela provient de ce que la particule doit franchir des barri�eres dont la taille typique

croit logarithmiquement avec la distance [7]. La mobilit�e doit alors être a�ect�ee, elle

aussi, pour devenir (asymptotiquement) nulle.

En dimension sup�erieure ou �egale �a 3, l'approche ph�enom�enologique dans le cas des

potentiels corr�el�es �a courte distance consiste �a comparer la temp�erature du syst�eme

�a l'�echelle typique d'�energie � du potentiel d'ancrage d�esordonn�e. Si T � �, la tem-

p�erature est trop �elev�ee pour que le d�esordre s'oppose e�cacement �a sa di�usion. La

particule se d�eplace quasi-librement, avec des coe�cients D; � peu di��erents de D; �.

Si T � �, la particule passe la plus grande partie de son temps au fond de minima

locaux du potentiel d'ancrage, et son mouvement se fait par activation thermique.

Le d�eplacement d'un minima �a l'autre est dû �a une conjonction favorable du bruit

thermique, dont la probabilit�e de r�ealisation par unit�e de temps est donn�ee par le

facteur d'Arrh�enius exp(�U=T ) ( o�u U est la barri�ere �a franchir). La constante de

di�usion est alors de l'ordre de D = D exp(��=T ). La mobilit�e � est modi��ee de

fa�con identique. Notons que � doit être du même ordre que �, mais pas forc�ement

�egal.

La transition T ' � entre le r�egime activ�e thermiquement et le r�egime quasi-libre

s'appelle le d�esancrage thermique (�gure 2.2). Ce ph�enom�ene tr�es g�en�eral se produit

aussi pour des objets �etendus { surfaces �elastiques, r�eseaux de vortex. . . {

Lorsqu'il est possible de d�e�nir une longueur caract�eristique � du potentiel d�esordon-

n�e, on appelle ((force critique)) le rapport F

c

= �=�. La force critique contrôle l'allure

de la caract�eristique force-vitesse dans le r�egime activ�e thermiquement. Si F � F

c

, la

vitesse de la particule, donn�ee par la r�eponse lin�eaire vaut v = �F . Lorsque F � F

c

,

la force ext�erieure est trop forte pour que le potentiel d'ancrage puisse la retenir, et

v = �F . La raccordement entre les deux r�egimes se fait autour de F

c

par une branche

non-lin�eaire.

Peu de choses sont connues concernant les potentiels corr�el�es �a longue distance

en dimension sup�erieure �a deux, mais il s'agit tr�es vraisemblablement d'une di�usion

anormale. L'absence d'�echelle d'�energie typique fait qu'�a su�samment grande �echelle, la

temp�erature apparâ�tra comme faible devant la taille des barri�eres d'�energie �a franchir.

Quel que soit le point d'origine ~x = 0 consid�er�e, celles-ci croissent avec la distance

comme jj~xjj

(1�
)=2

. On estime hx

2

(t)i en disant que la particule , pour di�user jusque-

l�a, a dû franchir des barri�eres d'�energie de l'ordre de jj~x(t)jj

(1�
)=2

et qu'il lui a fallu

un temps de l'ordre de exp(jj~x(t)jj

(1�
)=2

=T ), d'o�u hx

2

(t)i � ln(t)

4=(1�
)

. Ce r�esultat

s'av�ere exact dans le cas du mod�ele de Sina��.

Pour d�eterminer la relation force-vitesse, on cherche la barri�ere typique que la par-

ticule doit franchir dans la direction de la force F . Alors que la notion d'�echelle d'�ener-

gie disparâ�t lorsqu'on consid�ere un potentiel corr�el�e �a longue distance, la notion de

force critique subsiste, car elle ne d�epend que des petites �echelles de longueur. Lorsque
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Fig. 2.2 { Le ph�enom�ene de d�esancrage thermique. Figure du haut : la courbe droite

pointill�ee repr�esente la friction en l'absence de d�esordre. A haute temp�erature, le

d�esordre n'a�ecte pratiquement pas l'allure de la caract�eristique. A basse temp�erature,

en revanche, la caract�eristique est faite de deux r�egimes lin�eaires. Le premier, marqu�e

((TA )) est un mouvement thermiquement activ�e, de pente tr�es faible. Le second ((P )) est

un r�egime de force �elev�ee, o�u le d�esordre est perturbatif. Figure du bas : un r�eseau de

courbes courant-tension, param�etr�e par la temp�erature, d'un �echantillon de supracon-

ducteur (K;Ba)BiO

3

. Le courant joue le role de la force, et la tension de la vitesse. Le

ph�enom�ene de d�esancrage thermique est donc tr�es g�en�eral, s'appliquant aussi bien �a la

particule brownienne qu'aux objets �etendus. Courbe obtenue par A.Conde-Gaillardo et

T.Klein. LEPES.
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F � F

c

, le potentiel est domin�e �a courte distance par le d�esordre. A longue distance, le

biais �

~

F �~x l'emporte, et on d�etermine facilement la barri�ere typique U que la particule

doit franchir, et le d�eplacement typique d qui r�esulte de ce franchissement (voir aussi

�gure 2.3) : U(F ) � F

�(1�
)=(1+
)

, d � F

�2=(1+
)

, et

v � F

�2

1+


exp[�

�

T

�

F

c

F

�

1�


1+


]: (2.12)

Ce r�esultat

4

ne s'applique pas aux mod�eles unidimensionnels, car ce sont les barri�eres

maximales et non les barri�eres typiques qui dominent la mobilit�e [2].

L'approche ph�enom�enologique ci-dessus n'est pas du tout contrôl�ee, et il n'existe

pas, en dimension �nie, de th�eorie permettant de sommer de fa�con rigoureuse sur tous

les chemins possibles qu'une particule peut suivre pour aller d'un point �a un autre. Ce

serait un r�esultat tr�es important que de pouvoir justi�er les comportements ci-dessus,

ou �eventuellement d'en proposer de nouveaux, car c'est sur un tel raisonnement qu'est

fond�e par exemple la th�eorie de l'ancrage collectif des verres de vortex [8].

Le ((syst�eme vitreux mod�ele)) permet d'�etudier rigoureusement la di�usion en milieu

d�esordonn�e lorsque la dimension de l'espace environnant augmente. En anticipant sur la

section 2.5, et le chapitre 3, nous verrons que la notion d' activation thermique s'e�ace

au pro�t d'une dynamique lente, dans laquelle le rôle de la temp�erature est plutôt

marginal. En revanche, la notion de force critique subsiste sous une forme pratiquement

inchang�ee.

2.1.4 Le probl�eme des vari�et�es al�eatoires

Une vari�et�e al�eatoire est un terme g�en�erique d�esignant un objet �etendu, de dimen-

sion quelconque D � 1, et qui se d�eforme sous l'e�et des 
uctuations thermiques.

Chaque con�guration de la vari�et�e est caract�eris�ee par une probabilit�e de r�ealisation,

en l'occurrence un poids de Boltzmann. Cela signi�e qu'�a toute conformation de la va-

ri�et�e est associ�e une �energie {hamiltonien{ Pour les besoins de la physique statistique,

la vari�et�e peut être suppos�ee plong�ee dans un espace euclidien de dimension N +D, et

devient une hypersurface.

Une hypersurface �elastique est une surface dont le hamiltonien contient un terme

p�enalisant toute d�eformation : par exemple un terme proportionnel �a l'aire (forme vo-

lume de dimension D) de l'hypersurface.

La physique des milieux d�esordonn�es s'int�eresse �a l'e�et conjugu�e des 
uctuations

thermiques et d'un potentiel d'ancrage d�esordonn�e. Pour cela, il est possible dans un

premier temps de se restreindre �a des �echelles assez petites pour qu'il soit possible

d'�evacuer les questions de topologie et de param�etrer de fa�con univoque la surface par

une fonction de hauteur

~

h(~x) : la surface ne fait pas de surplomb.

4. Le pr�efacteur alg�ebrique devant l'exponentielle est probablement inexact dans le cadre d'une

approche aussi �el�ementaire. Il ne constitue en fait qu'une correction logarithmique au terme dominant

(F

c

=F )

(1�
)=(1+
)

de l'exponentielle.
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Fig. 2.3 { Le potentiel al�eatoire rugueux ci-dessus est tir�e, �a une dimension, avec

une corr�elation 
 = 0:5. On lui superpose un potentiel lin�eaire, �equivalent �a une force

constante de plus en plus forte. Les 
�eches horizontales symbolisent la longueur des

sauts que la particule doit accomplir pour descendre d'un minimum local au suivant.

La taille des barri�eres d'�energie correspondantes est d'autant plus �elev�ee que la force

est faible et que les sauts sont longs.
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L'espace de base param�etr�e par ~x = fx

i

g est de dimension D. L'espace transverse

(�bre), param�etr�e par

~

h = fh

�

g est de dimension N . Le hamiltonien des surfaces

al�eatoires s'�ecrit :

H[

~

h(~x)] =

Z

dx

D

8

<

:

�

2

~

h

2

(~x) +

c

2

X

i;�

(@

i

h

�

)

2

(~x) + V (~x;

~

h(~x))

9

=

;

: (2.13)

Le premier terme, de con�nement, est introduit �a des �ns de r�egularisation. Le

second est un terme d'�elasticit�e lin�eaire isotrope, tandis que le troisi�eme repr�esente le

potentiel d�esordonn�e. Pour des raisons techniques, il s'av�ere tr�es di�cile de consid�erer

des d�esordres gaussiens autres que corr�el�es �a tr�es courte port�ee (�-corr�el�es en x) :

V (~x;

~

h)V (~x

0

;

~

h

0

) = �

D

(~x� ~x

0

) � V(jj

~

h�

~

h

0

jj): (2.14)

Les surfaces �elastiques al�eatoires servent �a mod�eliser des situations concr�etes tr�es

diverses : par exemple les parois de Bloch s�eparant des domaines magn�etiques (N = 1;

D = 2), les lignes triple de mouillage (N = 1; D = 1), une ligne de vortex dans un

supra HTc (N = 2; D = 1), une dislocation . . . A su�samment grande �echelle, ces

objets �etendus sont bien d�ecrits par une �energie libre �elastique. De fa�con plus g�en�erale,

on sera tent�e de d�ecrire ainsi tous les d�efauts topologiques r�esultant d'une transition de

phase, �a une �echelle grande devant la taille caract�eristique de variation du param�etre

d'ordre. Les r�eseaux de vortex d'Abrikosov (D = 3; N = 2) et les ondes de densit�e de

charge (D = 3; N = 1) ont �egalement des points communs avec les surfaces al�eatoires,

mais on doit alors tenir compte du fait que les 
uctuations sont longitudinales (l'espace

de base et l'espace transverse sont confondus), et que le continuum �elastique sous-jacent

poss�ede une modulation p�eriodique, qui change consid�erablement la physique [9, 10, 11].

A. Larkin a montr�e que l'in
uence du d�esordre �etait toujours non perturbative

en dimension D � 4 [12]. Du point de vue de la thermodynamique, la question qui se

pose est de savoir si la surface se trouve dans une phase haute ou basse temp�erature.

Dans le premier cas, la physique �a grande distance est domin�ee par un r�egime de


uctuations thermiques, et caract�eris�ee par une rugosit�e

D

~

h(x)�

~

h(y)

E

� jj~x�~yjj

(D�2)=2

(o�u logarithmique �a 2 dimensions)

5

. Dans le second cas, les 
uctuations �a grande

distance sont domin�ees par le d�esordre et la surface acquiert une rugosit�e caract�eris�ee

par un nouvel exposant ind�etermin�e � > (2 �D)=2.

Du point de vue dynamique, la phase basse temp�erature est une phase de verre,

dans laquelle l'�equilibre thermodynamique n'est pas atteint, avec soit une brisure d'er-

godicit�e, soit des e�ets marqu�es de dynamique lente. En particulier, la r�eponse de la

surface �a une force ext�erieure n'est pas lin�eaire. L'approche ph�enom�enologique de l'an-

crage collectif pr�edit que le d�eplacement de la surface �elastique dans sa phase basse

temp�erature, se fait par activation de domaines. Les barri�eres d'�energie mise en jeu d�e-

pendent de fa�con cruciale de l'exposant de rugosit�e � mentionn�e ci-dessus, et conduisent

�a des lois de 
uage semblables �a l'�equation 2.12, page 33.

5. On suppose ici implicitement � = 0.
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Le syst�eme mod�ele est reli�e au probl�eme des surfaces al�eatoires �a la fois directement

et indirectement.

Le syst�eme mod�ele est apparu pour la premi�ere fois dans le contexte du mod�ele

d'Ising en champ al�eatoire (RFIM) [1, 13]. La question est de savoir comment le

d�esordre (ici le champ al�eatoire) peut modi�er les propri�et�es �a grande �echelle d'une

paroi s�eparant deux domaines ferromagn�etiques d'aimantation oppos�ee. Dans une ap-

proche de ((renormalisation dans l'espace r�eel)), il faut sommer sur toutes les positions

possibles des points que l'on �elimine �a chaque �etape. Chacun des points d�ecim�es �evolue

suivant la direction transverse �a la paroi, sous l'in
uence des points voisins {con�nement

�elastique{ et du champ al�eatoire {potentiel d�esordonn�e{, autrement dit constitue un

syst�eme mod�ele.

Le syst�eme mod�ele est reli�e �egalement au probl�eme du polym�ere dirig�e en milieu

al�eatoire, c'est �a dire le cas particulierD = 1, dans un champ de forces sans corr�elations.

Supposons �x�ee l'origine du polym�ere

~

h(0) = 0. Un point quelconque du polym�ere

dirig�e (x;

~

h(x)) est alors r�egi par un hamiltonien de syst�ememod�ele, dont le con�nement

� crô�t comme x

2

[14].

De fa�con plus g�en�erale, le syst�eme mod�ele peut être consid�er�e comme le cas par-

ticulier D = 0 des surfaces al�eatoires. Il poss�ede d�ej�a en commun avec les syst�emes de

dimensionD plus �elev�e, une bonne partie des �el�ements qui en rendent l'�etude si di�cile.

Ainsi, lorsque le d�esordre est corr�el�e �a longue distance, des probl�emes de m�etastabilit�e

6

apparaissent qui mettent en �echec les th�eories usuelles de perturbation [15, 16]. C'est

pour appr�ehender cette physique complexe de la m�etastabilit�e, que sont utilis�es des

outils tels que le Groupe de Renormalisation Fonctionnel (FRG) [17] et la M�ethode

Variationnelle Gaussienne (GVM) [18, 16],( et [19] pour une revue synth�etique de ces

deux formalismes).

Dans le cas des potentiels corr�el�es �a courte distance, et en dimension d'espace N

�ni, le syst�eme mod�ele est moins riche. Mais si l'on consid�ere la limite N ! 1 pour

laquelle �a la fois la m�ethode variationnelle gaussienne (section 2.2) et le champ moyen

dynamique (section 2.3) deviennent exacts, le syst�ememod�ele se r�ev�ele un objet d'�etude

tr�es int�eressant. Si l'on excepte la partie purement g�eom�etrique, le syst�eme mod�ele

poss�ede d�ej�a en lui toute la ph�enom�enologie de la transition vitreuse qui a�ecte les

surfaces de dimension D plus �elev�ees, et ce, quel que soit le corr�elateur du d�esordre :

m�etastabilit�e, vieillissement

7

. . .

Ne serait-ce que d'un point de vue purement technique, il est tr�es avantageux d'�etu-

dier le syst�eme mod�ele, car les r�esultats se transposent tr�es bien aux surfaces �elastiques

de dimension quelconque [20, 21, 22]. Le syst�eme mod�ele permet de tester de nouvelles

m�ethodes, et leur capacit�e �a appr�ehender la ((m�etastabilit�e)).

6. M�etastabilit�e signi�e ici que le syst�eme a le choix entre un grand nombre de con�gurations

d'�equilibre local distinctes. Le terme ((multistabilit�e)) conviendrait aussi bien.

7. La notion de vieillissement sera plus amplement d�e�nie �a la section 2.3.1.
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2.1.5 Les syst�emes vitreux

Le syst�eme mod�ele, de par sa transition vitreuse lorsque N ! 1, constitue un

exemple int�eressant �a plusieurs titres pour l'�etude des verres structurels. En premier

lieu, l'approche du ((champmoyen dynamique)) pr�esente de fortes analogies avec la th�eo-

rie du couplage de mode (MC) des verres structuraux [23]. Ces �equations de couplage

de mode sont de la forme :

�

�(t) + 


2

0

�(t) + �


2

0

Z

t

0

ds �

2

(t� s)

_

�(s) = 0: (2.15)

et d�ecrivent la relaxation d'une fonction d'autocorr�elation �(t) d'un mode de Fou-

rier de la densit�e �

~

k

(t) d'un liquide, pour un vecteur d'onde

~

k proche du premier pic

du facteur de structure[24]. 


0

est une fr�equence microscopique caract�eristique, et �

un param�etre de couplage li�e �a la temp�erature, et �a la densit�e.

En anticipant sur la section 2.4, l'�equation pour une des fonctions de corr�elation

B(t) du syst�eme mod�ele est :

_

B(t) + �B(t)�

2

T

Z

t

0

ds M(B(t� s))

_

B(s) = 2T: (2.16)

Pour une valeur critique de � et T , respectivement, le comportement des solutions

de ces deux �equations subit un changement brutal, avec une discontinuit�e des valeurs

limites �(1) et B(1). Ce ph�enom�ene est le signal de l'apparition de la phase vitreuse.

La fa�con dont se produit le changement de comportement est universel et ne d�epend

pas du d�etail de la fonction de m�emoire M , ni des termes cin�etiques de d�eriv�ee par

rapport au temps.

En reprenant le raisonnement �a l'envers, l'approximation de couplage de mode re-

vient �a consid�erer le liquide comme un syst�eme d�esordonn�e [25].

Plus g�en�eralement, le comportement du syst�eme vitreux mod�ele est commun �a

nombre d'autres syst�emes vitreux, dans le cadre du champ moyen. En particulier,

lorsque les corr�elations sont �a courte distance, il pr�esente de nombreuses analogies avec

un autre syst�eme vitreux tr�es connu : le verre p-spin sph�erique [26, 27]. Ce dernier est

l'un des verres de spin dont la structure thermodynamique {�etats m�etastables{ est la

mieux connue, et qui est depuis longtemps consid�er�e comme pouvant avoir des liens

avec la th�eorie des verres structuraux [28].

En�n, le syst�eme vitreux mod�ele est susceptible d'être mis en mouvement par l'in-

term�ediaire d'une force ext�erieure. Cela perturbe de fa�con non triviale la dynamique

dans la phase vitreuse (chapitre 3 ) et constitue, d'une certaine fa�con, l'analogue d'un

verre structural que l'on cisaillerait de fa�con r�eguli�ere dans une g�eom�etrie �a la Taylor-

Couette (�gure 3.5).
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2.2 Approche variationnelle du Syst�eme Mod�ele

La m�ethode variationnelle d�etaill�ee ici, a �et�e introduite pour l'�etude des surfaces

al�eatoires par M.M

�

ezard et G.Parisi [18, 16]. On doit A.Engel l'�etude la plus ap-

profondie du syst�eme mod�ele D = 0 [29].

La m�ethode variationnelle se propose d'estimer au mieux, d'une part l'�energie libre

de la particule, et d'autre part les 
uctuations de position de cette particule.

Le syst�eme mod�ele, lorsqu'il devient vitreux, poss�ede un grand nombre d'�etats m�e-

tastables. Lesquels s'interpr�etent naturellement comme li�es aux minima du potentiel

d�esordonn�e. En particulier, lorsque la temp�erature T du syst�eme tend vers 0, la g�eo-

m�etrie sous-jacente du potentiel d�esordonn�e se r�ev�ele, et il devient possible d'associer

�a des quantit�es g�eom�etriques, des grandeurs comme l'�energie moyenne :

E �

�!1

X

Minima de V(x) les plus profonds

V (x

i

)e

��V (x

i

)

: (2.17)

L'espace des con�gurations du syst�eme mod�ele n'est autre que celui sur lequel la

variable dynamique ~x est d�e�nie. On agit directement sur l'�energie des con�gurations

grâce au potentiel al�eatoire V (x). Il s'agit donc d'un ((mod�ele d'�energies al�eatoires)),

respectueux de la g�eom�etrie euclidienne de l'espace des con�gurations.

Les 
uctuations de position de la particule, lorsque la temp�erature tend vers 0 de-

vient r�ev�elatrice de la r�epartition des points d'�equilibre stables du potentiel �x

2

=2 +

V (x). Il apparâ�t imm�ediatement qu'�a faible couplage, (�! 0) le nombre de solutions

de f�x

i

= �@

i

V (x)g est tr�es grand, et les probl�emes de m�etastabilit�e deviennent cru-

ciaux. La m�ethode variationnelle, contrairement aux m�ethodes de perturbation, permet

d'appr�ehender une telle multiplicit�e de solutions m�etastables, �a condition, technique-

ment parlant, de ((briser la sym�etrie des r�epliques)).

Les d�eveloppements personnels qui vont suivre sur le syst�eme vitreux mod�ele se

sont essentiellement concentr�es sur les potentiels corr�el�es �a courte distance, c'est �a dire

alg�ebriques avec 
 > 1 (cf ci-dessous), ou exponentiels. Aussi la m�ethode variationnelle

ne sera-t-elle pr�esent�ee que pour cette classe de potentiel.

2.2.1 Principe de la m�ethode variationnelle

La m�ethode variationnelle devient exacte dans la limite o�u la dimension N de

l'espace environnant tend vers l'in�ni. Pour que cette limite ait un sens, la bonne fa�con

de param�etrer le corr�elateur du d�esordre est :

V(jj~x� ~yjj) = Nf

 

(~x� ~y)

2

N

!

: (2.18)

Deux mod�eles retiennent particuli�erement l'attention. Le corr�elateur alg�ebrique, per-

met d'engendrer un potentiel al�eatoire, \auto-similaire" aux grandes �echelles.

f(Y ) =

2


 � 1

(1 + Y )

1�


2

: (2.19)
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A l'inverse, le corr�elateur exponentiel est le prototype de potentiel corr�el�e uniquement

�a courte distance.

f(Y ) = �

2

exp

�

�Y=�

2

�

: (2.20)

Les fonctions f ainsi d�e�nies sont identiques �a celles utilis�ees dans [16, 29] au signe

pr�es.

Le but de la m�ethode est de calculer l'�energie libre F , ainsi que les fonctions de

corr�elations hO(~x)i moyenn�ees sur le d�esordre. Cette moyenne sur le d�esordre se fait

grâce �a l'introduction de n r�epliques ~x

a

, a = 1 : : : n du syst�eme [30]. L'�energie libre

moyenne est obtenue grâce �a la formule :

lnZ = lim

n!0

n

�1

(Z

n

� 1): (2.21)

Le calcul des moyennes d'observable devient �egalement possible, car les d�enomina-

teurs 1=Z

n

intervenant comme facteurs de normalisation des distributions de Boltz-

mann deviennent �egaux �a 1.

Le hamiltonien r�epliqu�e, moyenn�e sur le d�esordre, vaut :

H

n

=

n

X

a=1

�

2

~x

2

a

�N

�

2

n

X

a;b=1

f

 

(~x

a

� ~x

b

)

2

N

!

: (2.22)

Le principe de la m�ethode consiste �a approcher le hamiltonien r�epliqu�e H

n

[~x

a

], par

un hamiltonien d'essai

^

H

n

[~x

a

], de sorte que :

D

H

n

�

^

H

n

E

^

H

+

^

F

n

; (2.23)

soit minimal par rapport aux param�etres variationnels de

^

H . hXi d�esigne la moyenne

canonique par rapport au hamiltonien d'essai,

^

F

n

l'�energie libre de ce hamiltonien. Ce

principe variationnel bien connu stipule que la quantit�e 2.23 est une borne sup�erieure

de l'�energie libre vraie, except�e si H �

^

H o�u l'�egalit�e a lieu.

Le hamiltonien d'essai propos�e est gaussien :

^

H =

�

2

n

X

a=1

~x

2

a

�

1

2

n

X

a;b=1

�

ab

~x

a

� ~x

b

; (2.24)

et les coe�cients �

ab

doivent être optimis�e pour minimiser la grandeur 2.23.

On d�e�nit la fonction de Green, du Hamiltonien gaussien par :

G

ab

=

�

N

h~x

a

� ~x

b

i : (2.25)

La solution dite ((sym�etrique des r�epliques)) consiste �a ne conserver que deux co-

e�cients ind�ependants ~� = �

aa

et � = �

ab

, (a 6= b); ~g = G

aa

et g = G

ab

(a 6= b).
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~g =

1

�

+

�

�

2

;

g =

�

�

2

: (2.26)

La stationnarit�e de 2.23 par rapport �a f~�; �g conduit aux relations d'autocoh�erence,

qui permettent de d�eterminer �; ~� et, puis, en suivant, toutes les autres grandeurs

physiques :

� = �2�f

0

 

2

��

!

;

~� = (n � 1)(��)

n!0

= �: (2.27)

2.2.2 R�esultats physiques

On obtient imm�ediatement la valeur moyenne des 
uctuations de position d'une

particule :

1

N

h~x

2

i = T ~g;

=

T

�

+

T�

�

2

: (2.28)

La corr�elation entre deux r�epliques distinctes a et b ne s'annule pas, et signale que

la position moyenne de la particule, avant moyenne sur le d�esordre, n'est pas nulle :

1

N

h~xi

2

=

T�

�

2

;

= �

2

�

2

f

0

 

2T

�

!

: (2.29)

La fonction de corr�elation connexe en revanche est �egale �a :

1

N

h~x

2

i � h~xi

2

=

T

�

; (2.30)

identique �a ce que donnerait le th�eor�eme d'�equipartition de l'�energie, en l'absence de

d�esordre.

Selon les auteurs, l'image physique qui d�ecoule de la solution sym�etrique des r�e-

pliques, ci-dessus, est la suivante : la position d'origine des 
uctuations de la particule

est d�ecal�ee d'une quantit�e al�eatoire ~x

0

, ind�ependante du temps. La distribution de ~x

0

est gaussienne de variance T�=�

2

. La particule 
uctue ensuite autour de ~x

0

suivant des


uctuations gaussiennes de largeur T=� comme si le d�esordre �etait absent.
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σ

A

B

C
Σ

σ

Fig. 2.4 { Cette �gure illustre la nature de l'approximation de Larkin, et de la m�eta-

stabilit�e. La �gure A repr�esente un tirage particulier du potentiel qui d�ecale le centre

de la di�usion d'une valeur �. La parabole pointill�ee, �x

2

=2 repr�esente le potentiel de

con�nement que ressent la particule. La largeur quadratique moyenne de ses 
uctua-

tions reste �egale �a T=�, comme si le d�esordre �etait absent. La �gure B repr�esente une

situation identique, et sym�etrique de la pr�ec�edente. Le point d'origine des 
uctuations

de position de la particule (d�esign�e par la 
�eche) 
uctue d'une r�ealisation �a l'autre,

avec une variance �egale �a � (�equation 2.29). La �gure C pr�esente une situation de m�e-

tastabilit�e. Les particules di�usent maintenant dans les petites paraboles en pointill�e.

Les 
uctuations quadratiques sont de l'ordre de � (�equation 2.32). Ce n'est plus le

con�nement � mais la courbure locale des minima du potentiel qui contrôle la largeur

des 
uctuations.
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Ce r�esultat ressemble �a l'approche de Larkin

8

, qui revient �a supposer que le

d�esordre n'intervient que via la force al�eatoire �

�!

rV (~x = 0) qu'il cr�ee �a l'origine,

et �a laquelle le syst�eme r�epond par un d�eplacement ~x

0

= �

�!

rV (0)=�. Cela se traduit

par un r�egime de 
uctuations caract�eristique en 1=�

2

. L'approche de Larkin est ici

�equivalente �a poser � = 2f

0

(0) et co��ncide avec la solution sym�etrique des r�epliques

lorsqu'on fait tendre le rapport T=� vers 0. Cela semble tr�es naturel lorsque T est

constant et �!1, mais beaucoup moins lorsque � est constant tandis que T ! 0.

Le comportement en 1=�

2

lorsque T ! 0 est peu physique. Pour mieux comprendre

ce qui se passe, il faut se rappeler que la solution sym�etrique des r�epliques correspond

en fait �a un point col du hamiltonien

^

H

n

, et tant que le nombre de dimensions N de

l'espace environnant reste �ni, les param�etres �

ab

sont susceptibles de 
uctuer autour

de leur valeur de point col. Lorsque le point col correspondant �a la solution sym�etrique

perd sa stabilit�e, (i.e. dans ce contexte, le point col qui poss�ede n(n� 1)=2 directions

ind�ependantes se met �a avoir au moins une valeur propre n�egative) on dit que la phase

sym�etrique des r�epliques devient instable. Cette ligne de stabilit�e porte le nom de ((ligne

de De Almeida-Thouless))[31].

La ligne de De Almeida-Thouless est donn�ee ici par l'�equation :

�

2

� 4f

00

 

2T

�

!

= 0: (2.31)

Le d�eveloppement �a T=�!1, � ! 0 de l'�equation 2.31 conduit �a une ligne de

stabilit�e, dans le plan (T; �) joignant l'origine T = 0;� = 0. Le diagramme de stabilit�e

est pr�esent�e sur la �gure 2.7, page 57. Il pr�esente une curieuse r�eentrance lorsqu'on

diminue � �a temp�erature �x�ee.

La solution qu'il faut alors consid�erer est un point col o�u la sym�etrie des r�epliques

est bris�ee une fois. Cette solution ((RSB)) qui ne sera pas d�etaill�ee ici, d�epend de fa�con

cruciale d'un param�etre m, n�ecessairement compris entre 0 et 1. Lorsque le potentiel

est corr�el�e �a courte distance, les solutions sym�etrique (RS) et non sym�etrique (RSB)

peuvent coexister, et être stables simultan�ement. On choisira celle des deux qui est la

plus physique, ou encore celle dont l'�energie libre est la plus basse

9

.

Pour d�elimiter la zone de coexistence, il faut admettre qu'une solution �a sym�etrie

bris�ee cesse d'être thermodynamiquement favorable d�es quem devient plus grand que 1.

L'�equation obtenue par A. Engel, donne la ligne pour laquelle le param�etre m vaut 1;

il y a alors deux param�etres variationnels � et � �a d�eterminer.

� = �2�f

0

 

2T

�

!

; (2.32)

� = �2�f

0

 

2T

� + �

!

� �; (2.33)

8. Propos�ee initialement dans le contexte des surfaces al�eatoires.

9. Fa�con de parler, car la limite n! 0 fait qu'il faut en fait maximiser l'�energie libre.
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0 = �

�T

2

 

1

�

�

1

�+ �

!

+

T

2

ln

 

�+ �

�

!

�

1

2T

f

 

2T

�+ �

!

+

1

2T

f

 

2T

�

!

�

 

1

�

�

1

�+ �

!

f

0

 

2T

�

!

: (2.34)

Le long de cette ligne, les solutions RS et RSB ont exactement la même �energie

libre. La ligne T (�) r�esultant du syst�eme d'�equation ci-dessus se situe au dessus de

la ligne de De Almeida-Thouless sur la �gure 2.7, (page 57), mais rejoint n�eanmoins

l'origine (T = 0; � = 0) du diagramme de stabilit�e.

La �gure 2.7 montre que les limites T ! 0, � ! 0, prises dans cet ordre n�ecessitent

de consid�erer la solution RSB. Celle-ci donne des r�esultats plus raisonnables en ce qui

concerne les 
uctuations de la quantit�e h~xi

2

, qui dans le cas du corr�elateur exponentiel,

sont de l'ordre de 1=(�

q

ln(�)). La solution RSB va donc bien au del�a de la solution

de Larkin, et tient compte de la multiplicit�e des minima locaux (cf �gure 2.4).

L'ordre inverse des limites : � ! 0, puis T ! 0 conduit �a choisir la solution sym�e-

trique. C'est cette limite qui est prise dans l'�etude g�eom�etrique du syst�eme mod�ele au

chapitre 4. Cependant il est probable que sous une apparence anodine, cette solution

sym�etrique dissimule en fait un grand nombre d'�etats m�etastables capables de pi�eger

la particule dans une con�guration non ergodique. De telles situations sont d�esormais

bien connues en ce qui concerne le mod�ele p-spin [32]. Les conclusions tir�ee de l'�etude

thermodynamique du syst�eme mod�ele sont �a interpr�eter avec prudence.

Pour �nir, il est important de noter que les �energies moyennes pr�edites par la m�e-

thode variationnelle sont extensives en N . Or le corr�elateur du d�esordre (�equation 2.18)

indique que la valeur typique du potentiel al�eatoire est de l'ordre de

p

N . La solution de

ce paradoxe vient de ce que ce sont les minima de V (~x) les plus profonds qui dominent la

fonction de partition. Il est possible de comprendre pourquoi les minimas les plus rares

sont d'ordre N en suivant un argument de J.P.Bouchaud [33]. Consid�erons un cube

de taille L, dans un potentiel al�eatoire de longueur caract�eristique �. Ce cube contient

un nombre � (L=�)

N

de minima locaux. Ces minimas �etant suppos�es ind�ependants,

l'ordre de grandeur des plus profonds d'entre eux est donn�e par la variance �

p

N de

la distribution gaussienne multipli�e par la racine du logarithme du nombre de tirages

ind�ependants, soit (log[(L=�)

N

])

1=2

�

p

N . On retrouve bien une valeur extensive en

N . La principale faiblesse de ce raisonnement est que l'on raisonne sur un hypercube,

objet g�eom�etrique qui s'accommode tr�es mal avec les longueurs euclidiennes lorsque

N !1.

10

10. Une hypersph�ere de rayon �ni ne pouvant contenir aucun hypercube de volume �ni, aussi petit

soit-il.
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2.3 La dynamique du syst�eme mod�ele

2.3.1 Les brisures d'ergodicit�e et le vieillissement

Au hamiltonien H(~x) est associ�ee la dynamique de Langevin (mêmes conventions

que pour l'�equation 2.6) :

� _x

i

(t) = �@

i

H(~x) + �

i

(t); h�

i

(t) � �

j

(t

0

)i = 2T��

ij

� �(t� t

0

) (2.35)

Le choix d'une dynamique permet de calculer des fonctions de corr�elation d�ependant

du temps. A l'approche d'une transition vitreuse, les temps de relaxation deviennent

tr�es grands, et ce, ind�ependamment de la dynamique choisie. L'�equation de Langevin

est la plus naturelle, �a partir du moment o�u les variables sont continues.

Soit t = 0 l'instant initial de la dynamique. Pour la plupart des syst�emes usuels

et quelles que soient les conditions initiales choisies, les valeurs moyennes de produits

d'observables de x(t) prises �a temps �egaux, sont suppos�ees tendre vers leur valeur

moyenne thermodynamique :

lim

t!1

hA(x(t)) �B(x(t)) � C(x(t)) : : :i = [A(x) �B(x) � C(x) : : :] : (2.36)

Le crochet [ ] d�esigne la moyenne canonique Z

�1

R

d~x exp[��H(~x)]. Lorsque ces deux

moyennes sont di��erentes, l'ergodicit�e est dite bris�ee.

On attend �egalement de la dynamique qu'elle atteigne un �etat stationnaire, tel que

les fonctions de corr�elation �a deux temps par exemple, ne d�ependent plus en �n de

compte, que de l'intervalle de temps �ecoul�e.

lim

t;t

0

�1

hA(x(t)) �B(x(t

0

))i 7! C

AB

(t� t

0

): (2.37)

Dans le cas contraire, le syst�eme se trouve dans un �etat hors d'�equilibre (sous-

entendu, loin de son �equilibre thermodynamique).

Un cas remarquable de dynamique hors d'�equilibre porte le nom de vieillissement.

Cette situation caract�erise un syst�eme qui semble avoir atteint son �equilibre thermo-

dynamique, mais qui, en r�ealit�e, garde en m�emoire son histoire thermique �ecoul�ee [34].

G�en�eralement, le syst�eme est pr�epar�e par une op�eration de trempe rapide, �a un instant

qui d�e�nit l'origine des temps t = 0. Le laps de temps qui s'�ecoule ensuite s'appelle

l'âge du syst�eme.

La r�eponse �a une perturbation est alors constitu�ee d'une contribution rapide qui

donne l'illusion d'un syst�eme �a l'�equilibre thermodynamique, et d'une contribution

lente dont l'amplitude et le rythme d�ependent explicitement de l'âge t du syst�eme.

L'exp�erience la plus souvent cit�ee en exemple concerne l'aimantation r�emanente

d'un verre de spin tremp�e sous champ �a l'instant t = 0, et dont le champ magn�etique

d'induction est coup�e apr�es un ((temps d'attente)) t

w

. La partie lente de l'aimantation

r�emanentem(t) est g�en�eralement bien d�ecrite par des courbes mâ�tressesM [t=(t+t

w

)].
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Il est possible d'être dans une situation de brisure d'ergodicit�e, tout en �etant en

r�egime stationnaire. Il su�t de consid�erer par exemple l'un des deux �etats ferromagn�e-

tiques, en dessous du point de Curie. On a alors :

lim

t!1

hA(x(t))i = [A(x)]

�

; (2.38)

[ ]

�

d�esignant la moyenne de Gibbs dans un �etat pur �.

A l'inverse, dans certains cas, le point repr�esentatif du syst�eme peut donner l'impres-

sion d'explorer tout l'espace des phases accessible, mais les fonctions de corr�elations ne

deviennent jamais stationnaires. Le ph�enom�ene est appel�e ((brisure faible d'ergodicit�e))

[35].

Les deux types de brisures d'ergodicit�e coexistent probablement dans le syst�eme

vitreux mod�ele, selon les conditions initiales choisies. La situation la plus int�eressante

est celle du vieillissement, correspondant �a un ensemble de conditions initiales ~x(t = 0)

distribu�ees uniform�ement.

2.3.2 La m�ethode de Martin-Siggia-Rose et la limite sph�erique

Dans l'�equation 2.35, le coe�cient de friction peut être pos�e �egal �a 1, en red�e�nissant

l'�echelle de temps. Cette red�e�nition revient �a consid�erer que parmi les trois unit�es :

Energie, Temps, Longueur, seules deux sont r�eellement ind�ependantes. En particulier,

la combinaison [�] = E � T � L

�2

devient sans dimension.

�

A l'inverse, il sera toujours

possible de r�etablir le coe�cient de friction par analyse dimensionnelle. La nouvelle

corr�elation du bruit thermique devient h�

i

(t) � �

j

(t

0

)i = 2T�

ij

�(t� t

0

).

Pour �etudier la dynamique de Langevin, en pr�esence d'un potentiel gaussien, la tech-

nique la plus adapt�ee est la m�ethode de Martin-Siggia-Rose, sous sa forme fonctionnelle

[36, 37]. Lorsque le syst�eme �etudi�e est une simple particule, ce formalisme s'apparente

�a une int�egrale de chemins, {semblable �a la m�ecanique quantique de Feynman{.

Soit l'�equation :

_x

i

(t) = �@

i

V (~x) + j

i

(t) + �

i

(t): (2.39)

j(t) est une force arbitraire ind�ependante de x, que l'on fera tendre vers 0 �a la �n du

calcul.

Le formalisme de Martin-Siggia-Rose (MSR) lui associe une action S d�ependante

de deux champs ~x(t) et

~

~x(t) :

S =

X

k

Z

0

dt

n

T ~x

k

(t)

2

+ i~x

k

(t) � ( _x

k

(t) + @

k

V (~x)� j

k

(t))

o

; (2.40)

telle que la valeur moyenne sur les di��erentes histoires thermiques

~

�(t) d'un produit

d'observables d�ependant du temps, soit donn�ee par l'int�egrale fonctionnelle sur x et ~x :

hO(~x(t))i =

Z

D[~x(t)]D[

~

~x(t)] O(~x(t)) e

�S[x(t);~x(t)]

: (2.41)
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L'absence de facteur de normalisation ((Z

�1

)) n'est pas un oubli mais une propri�et�e

remarquable de ce formalisme, la fonction de partition Z de cette int�egrale fonctionnelle

est toujours �egale �a 1 [37].

La seconde facilit�e o�erte par cette m�ethode est la d�e�nition ais�ee des ((fonctions de

r�eponse)). Les fonctions de r�eponse expriment la fa�con dont l'observable ~x(t) r�eagit, en

valeur moyenne, �a des forces perturbatrices exerc�ees �a des instants ant�erieurs, et sont

les ingr�edients de base d'une th�eorie de r�eponse lin�eaire.

Exer�cons une force perturbatrice �a l'instant t = t

0

, grâce �a la source j(t) = j

k

�(t�

t

0

). On obtient :

� hO(~x(t))i

�j

k

(t

0

)

�

�

�

�

�

j=0

=

Z

D[~x(t)]D[

~

~x(t)] O(~x(t)) i~x

k

(t

0

) exp(�S);

= hO(~x(t)) i~x

k

(t

0

)i ; (2.42)

et plus g�en�eralement :

�

n

hO(~x(t))i

�j

k

0

(t

0

) �j

k

1

(t

1

) � � � �j

k

n�1

(t

n�1

)

�

�

�

�

�

j=0

=

D

O(~x(t)) i~x

k

0

(t

0

)i~x

k

1

(t

1

) � � � i~x

k

n�1

(t

n�1

)

E

:

(2.43)

Ce formalisme exige en outre que la valeur moyenne d'un produit form�e uniquement

de champs auxiliaires ~x soit identiquement nulle et que,

D

x(t

0

0

) x(t

0

1

) � � �x(t

0

m�1

) i~x(t

0

) i~x(t

1

) � � � i~x(t

n�1

)

E

= 0; (2.44)

si maxft

0

k

g < maxft

k

g, exprimant ainsi la causalit�e de la dynamique de Langevin.

Comme le facteur de normalisation Z est �egal �a un, la moyenne sur le d�esordre

gaussien peut être faite sans probl�eme :

hO(~x(t))i =

Z

D[V ]P[V (~x)]

�

Z

D[~x(t)]D[

~

~x(t)] O(~x(t)) exp(�S)

�

;

=

Z

D[~x(t)]D[

~

~x(t)] O(~x(t)) exp(�S); (2.45)

o�u S est l'action moyenn�ee sur le d�esordre :

S[x; ~x] = � ln

�

Z

D[V ]P[V (~x)]e

�S

V

[x;~x]

�

: (2.46)

Avec un d�esordre gaussien d�e�ni comme en 2.18, un con�nement quadratique �x

2

=2

et une �equation de Langevin o�u la source j(t) a �et�e mise �a 0, l'action moyenn�ee vaut :

S = S

0

+

1

2

Z

1

0

dtds

X

j

2f

0

 

(~x(t)� ~x(s))

2

N

!

i~x

j

(t) i~x

j

(s) (2.47)
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+

1

2

Z

1

0

dtds

X

j;k

i~x

j

(t) i~x

k

(s)�

4

N

f

00

 

(~x(t)� ~x(s))

2

N

!

(x

j

(t)� x

j

(s)) (x

k

(t)� x

k

(s)):

La partie S

0

de l'action �etant respectivement �egale, avec con�nement � ou avec

force ext�erieure F :

S

0

=

Z

dt

X

j

(T ~x

j

(t)

2

+ i~x

j

(t) � [ _x

j

(t) + �x

j

(t)]); (2.48)

S

0

=

Z

dt

X

j

(T ~x

j

(t)

2

+ i~x

j

(t) � [ _x

j

(t)� F

j

]): (2.49)

L'action ci-dessus constitue pour tout N �ni, un formidable probl�eme, aussi com-

plexe que l'�equation initiale (except�e la moyenne sur le d�esordre). L'�etape suivante

consiste donc �a faire une approximation ((de Hartree)) sur l'action. Cette approxima-

tion de Hartree revient �a supposer les 
uctuations des champs N

�1

P

j

(i~x

j

(s)x

j

(t))

et N

�1

P

j

(x

j

(t)� x

j

(s))

2

petites devant leurs valeurs moyennes respectives r(t; s) et

q(t; s).

Cette hypoth�ese se trouve particuli�erement bien v�eri��ee lorsque N devient grand

car, si les valeurs moyennes r(t; s) et q(t; s) sont d'ordre 1, les di��erences

N

�1

P

j

i~x

j

(s)x

j

(t)� r(t; s) et N

�1

P

j

(x

j

(t)� x

j

(s))

2

� q(t; s) sont suppos�ees crô�tre

comme 1=

p

N , en vertu du th�eor�eme de la limite centrale

11

.

En substituant �a N

�1

P

j

i~x

j

(s)x

j

(t) l'expression r(t; s)+[N

�1

P

j

~x

j

(s)x

j

(t)�r(t; s)],

�a N

�1

P

j

(x

j

(t)� x

j

(s)

2

) l'expression q(t; s) + [N

�1

P

j

(x

j

(t)� x

j

(s))

2

� q(t; s)], et en

allant jusqu'au premier ordre dans les 
uctuations, l'action 2.47 devient gaussienne :

S = S

0

+

1

2

Z

1

0

dtds

X

j

i~x

j

(t) i~x

j

(s) 2f

0

(q(t; s)) (2.50)

+

Z

1

0

dtds

X

j

i~x

j

(t) (x

j

(t)� x

j

(s)) 4f

00

(q(t; s)) r(t; s):

�a des termes d'ordre 1=

p

N pr�es. Cette approximation devient donc exacte lorsque

N !1.

Il est utile de calculer les valeurs moyennes des observables �energie et courbure, que

l'on obtient en faisant la moyenne sur le d�esordre, puis l'approximation de Hartree :

N

�1

V (x(t)) =

Z

t

0

ds 2f

0

(q(t; s)) r(t; s); (2.51)

= E(t)

N

�1

X

j

@

2

jj

V (x(t)) =

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s): (2.52)

= M(t)

11. L'approximation de Hartree est un raisonnement autocoh�erent. L'hypoth�ese de l'ind�ependance

des variables n�ecessaire au th�eor�eme de la limite centrale, sera v�eri��ee a-posteriori.
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2.3.3 Interpr�etation physique

L'action S, �equation 2.50, est la repr�esentation fonctionnelle d'une �equation sto-

chastique, �a laquelle ob�eit chaque coordonn�ee, ind�ependamment des autres

12

:

_x

j

(t) = ��x

j

(t)�

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) (x

j

(t)� x

j

(s)) + �

j

(t) + Z

j

(t): (2.53)

�(t) est le bruit blanc gaussien du thermostat, Z(t) est un bruit gaussien corr�el�e,

dont la fonction de corr�elation correspond au terme en ~x

2

de l'action 2.50.

hZ

j

(t) � Z

k

(t

0

)i = �2f

0

(q(t; t

0

)) �

jk

: (2.54)

Il existe des situations (� 6= 0, F = 0) o�u la fonction q(t; s) reste born�ee, et le

bruit Z(t) acquiert alors une composante permanente, ind�ependante du temps, gaus-

sienne, de variance lim

t;t

0

;t�t

0

!1

hZ(t) � Z(t

0

)i 6= 0. Cette contribution permanente de

Z(t) est l'analogue dynamique du coe�cient � (�equation 2.29) de la m�ethode varia-

tionnelle. De tels bruits avaient d�ej�a �et�e trouv�es dans le contexte des verres de spin par

H.Sompolinski et A.Zippelius [38], mais uniquement dans la phase basse temp�era-

ture. L'existence de ce bruit montre que la valeur moyenne h~x(t)i 
uctue d'une r�eali-

sation �a l'autre du d�esordre gaussien, mettent en d�efaut le caract�ere auto-moyennant

du syst�eme mod�ele (voir discussion �a la �n de cette section).

Outre le bruit corr�el�e, l'�equation ci-dessus poss�ede un terme de m�emoire (celui

avec l'int�egrale). En anticipant l�eg�erement sur la section suivante, on montre que si

l'�equilibre thermique a lieu, alors, (c'est une cons�equence du th�eor�eme 
uctuation dis-

sipation) :

4f

00

(q(t; s)) r(t; s) = �

1

T

@

s

2f

0

(q(t; s)):

et le terme int�egral se r�e�ecrit, apr�es une int�egration par parties :

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) (x(t)� x(s)) =

2

T

f

0

(q(t; 0)) (x(t)� x(0)) +

Z

t

0

ds

2

T

f(q(t; s)) _x(s):

A l'inverse du cas pr�ec�edent, la limite int�eressante est celle, o�u, en l'absence de

con�nement, q(t; 0) tend vers 0 assez vite pour que le terme de bord s'annule. L'�equation

de Langevin prend alors la forme d'une �equation de Langevin g�en�eralis�ee, semblable

�a celles introduites dans la th�eorie de Mori-Zwanzig du mouvement brownien, (mis �a

part l'absence de terme d'inertie �x(t)),

0 = � _x(t)�

Z

t

0

ds M(t� s) _x(s) + �(t) + Z(t): (2.55)

tel que le corr�elateur de Z soit �egal au noyau de m�emoireM , divis�e par la temp�erature

T . L'origine physique de cette similitude n'est pas le fait du hasard, mais provient d'un

m�ecanisme commun, que l'on met en �evidence, grâce �a la m�ethode ((de cavit�e)).

12. Explicit�ee dans le cas d'un con�nement � 6= 0 et d'une force F = 0.
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2.3.4 La m�ethode de cavit�e

Le principe de la m�ethode de cavit�e consiste �a comparer le syst�eme mod�ele en

dimension N au syst�eme mod�ele en dimension N+1. Une version de cette m�ethode est

expos�ee, en appendice de la r�ef�erence [39]. Le but est d'exprimer les termes de bruits

et de m�emoire sous une forme explicite.

Apr�es avoir tir�e un potentiel gaussien suivant le corr�elateur (N + 1)f(X=(N + 1)),

on laisse �evoluer la particule d'abord en gelant la coordonn�ee x

0

, puis en lib�erant

cette coordonn�ee x

0

, tout en conservant la même histoire thermique. Les �equations du

mouvement sont :

_

x

j

(t) = ��x

j

(t)� @

j

V (0; x

1

(t); x

2

(t); � � �x

N

(t)) + �

j

(t): (2.56)

(

_x

0

(t) = ��x

0

(t)� @

0

V (x

0

(t); x

1

(t); x

2

(t); � � � ; x

N

(t)) + �

0

(t);

_x

j

(t) = ��x

j

(t)� @

j

V (x

0

(t); x

1

(t); x

2

(t); � � � ; x

N

(t)) + �

j

(t):

(2.57)

Les coordonn�ees x

j

(t) d�ecrivent le mouvement, lorsque la variable x

0

(t) est gel�ee

�a 0. Lorsque x

0

(t) est lib�er�e, elle prend des valeurs d'ordre 1, tandis que les autres

coordonn�ees sont modi��ees d'une quantit�e �x

j

(t) = x

j

(t) � x

j

(t) � 1=

p

N . L'ajout

d'une coordonn�ee 0 aux N existantes, peut être consid�er�e comme une perturbation, et

trait�e par la r�eponse lin�eaire. L'�equation pour x

0

se d�eveloppe en :

_x

0

(t) = ��x

0

(t)� @

00

V (0; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

) x

0

(t)

�

X

j 6=0

@

0j

V (0; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

)�x

j

(t)

+�

0

(t)� @

0

V (0; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

); (2.58)

et constitue l'analogue de l'�equation 2.53.

Z(t) = �@

0

V (0; x

1

; � � � ; x

N

) est une force al�eatoire, ind�ependante de x

0

par sa

construction même, et dont la corr�elation est bien, �a des termes d'ordre 1=N pr�es,

�egale �a �2f

0

(q(t; s)).

Le terme @

00

V (� � �) x

0

(t) est �egal �a

R

ds [4f

00

(q(t; s)) r(t; s)] �x

0

(t), et vient renforcer

le terme de courbure

13

�.

En�n, on peut montrer que le terme �

P

j 6=0

@

0j

V (� � �) ��x

j

(t) est �egal au terme

de m�emoire

R

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) x

0

(s). En e�et, les �x

j

(t) ob�eissent aux �equations

d�eterministes :

� _x

j

(t) = ���x

j

(t)� [@

j

V (x

0

; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

)� @

j

V (0; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

)] ;

' ���x

j

(t)�

X

k 6=0

@

jk

V (0; x

1

; x

2

; � � � ; x

N

) �x

k

(t)� @

j0

V (� � �) x

0

(t):

(2.59)

13. Comme l'�energie V (~x(t)) est extensive, le terme de courbure @

00

V (~x(t)) est de l'ordre de l'unit�e,

et non de l'ordre de N

�1=2

, ainsi que le laisserait penser une rapide estimation de l'amplitude du

d�esordre gaussien.
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Les �x

j

ob�eissent �a une �equation di��erentielle lin�eaire, avec un second membre �egal

�a �@

j0

V (� � �) � x

0

(t). Autrement dit, le terme �

P

j 6=0

@

0j

V (� � �) � �x

j

(t) se r�eexprime

naturellement comme une convolution retard�ee de x

0

(s); s < t.

Les termes de l'�equation 2.53 re�coivent tous une interpr�etation simple. Les coordon-

n�ees sont coupl�ees les une aux autres par des coe�cients @

jk

V . Toutes les coordonn�ees

jouent un rôle identique, de sorte que le choix de x

0

dans le raisonnement ci-dessus

�etait compl�etement arbitraire. Chaque coordonn�ee perturbe les autres coordonn�ees,

qui r�eagissent �a leur tour avec retard (terme de m�emoire). D'autre part, chaque coor-

donn�ee subit de la part des autres un bruit al�eatoire. A l'�equilibre thermodynamique,

la corr�elation du bruit al�eatoire, est reli�ee au terme de m�emoire, en vertu du th�eor�eme


uctuation-dissipation.

Les ingr�edients essentiels de la th�eorie du mouvement brownien sont pr�esents, ce

qui rend moins surprenante la grande similitude avec des approches destin�ees �a d�ecrire

les liquides de particules en interaction, comme les th�eories de couplage de mode.

2.3.5 Le syst�eme mod�ele est-il auto-moyennant?

Un syst�eme d�esordonn�e est dit auto-moyennant lorsque ses propri�et�es physiques

(�energie libre, fonctions de corr�elation) ne d�ependent pas de la r�ealisation du d�esordre

gel�e.

Cette propri�et�e n'est vraie qu'asymptotiquement, �a la limite thermodynamique, et

concerne par exemple le mod�ele de Sherrington et Kirkpatrick [40]. La moyenne sur le

d�esordre, lorsqu'on �etudie un syst�eme auto-moyennant, est l�egitime car les quantit�es

calcul�ees apr�es moyenne sont �egales �a ces mêmes quantit�es obtenues avant moyenne

(sauf pour des r�ealisations exceptionnelles du d�esordre).

Le v�eritable automoyennage est le privil�ege des syst�emes ((totalement connect�es)), o�u

chaque degr�e de libert�e est coupl�e �a tous les autres. A ce titre, le syst�eme mod�ele peut

pr�etendre �a être un syst�eme auto-moyennant. Comme il est tr�es di�cile de conclure

rigoureusement quant �a ce sujet, je ne donne ici que quelques �el�ements de r�eponse.

Lorsque le con�nement � est pr�esent, l'origine du mouvement de di�usion d�epend

de chaque tirage V (x) du potentiel al�eatoire, ce qui met l'automoyennage en d�efaut.

En l'absence de con�nement, la situation semble plus simple. En vertu ce qui est

mentionn�e �a la section 2.2, l'�energie d'un point ~x choisi au hasard est d'ordre �

p

N ,

alors que les �energies signi�catives dans cette approche de champ moyen sont d'ordre

N . Autrement dit, un point pris au hasard poss�ede une �energie intensive � 0, ce

qui rend presque tous les points �equivalents vis �a vis du potentiel al�eatoire, et par

cons�equent le mouvement de di�usion doit devenir ind�ependant de la position initiale.

On peut alors esp�erer que des quantit�es commeN

�1

P

j

hx

j

(t)x

j

(s)i = c(t; s) deviennent

ind�ependantes de la r�ealisation du potentiel, car r�esultant de la di�usion sur un tr�es

grand nombre de directions orthogonales.

Il ne semble pas y avoir d'objection de principe �a ce que la di�usion dans un

potentiel al�eatoire gaussien, en l'absence de con�nement, devienne auto-moyennante

dans la limite N !1.
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2.4 Les �equations de champ moyen �a vitesse nulle

Pour pouvoir exploiter l'action S, �equation 2.50, il faut d'abord d�eterminer les

fonctions r(t; s) et q(t; s). Celles-ci sont d�e�nies par l'�equation d'autocoh�erence :

r(t; s) =

Z

D[x]D[~x] N

�1

X

j

(i~x

j

(s)x

j

(t)) exp(�S);

q(t; s) =

Z

D[x]D[~x] N

�1

X

j

(x

j

(s)� x

j

(t))

2

exp(�S);

= b(t; s):

En pratique, il faut �ecrire des �equations du mouvement, ou �equations de Dyson, pour

ces fonctions de corr�elations �a deux points. En suivant la m�ethode classique expos�ee

en r�ef�erence [20], on obtient les �equations suivantes, valables pour une force nulle et un

con�nement � 6= 0 [41, 42] :

@

t

r(t; t

0

) = �(t� t

0

)� � r(t; t

0

)

�

Z

t

0

ds 4f

00

(b(t; s)) r(t; s) [r(t; t

0

)� r(s; t

0

)]; (2.60)

@

t

c(t; t

0

) = 2T r(t

0

; t)� � c(t; t

0

)�

Z

t

0

0

ds 2f

0

(b(t; s))r(t

0

; s)

�

Z

t

0

ds 4f

00

(b(t; s)) r(t; s) [c(t; t

0

)� c(s; t

0

)]; (2.61)

@

t

b(t; t

0

) = �� [c(t; t)� c(t

0

; t

0

) + b(t; t

0

)]�

Z

t

0

ds 4f

0

(b(t; s)) [r(t; s)� r(t

0

; s)]

+2T �

Z

t

0

ds 4f

00

(b(t; s)) r(t; s) [b(t; s) + b(t; t

0

)� b(s; t

0

)]: (2.62)

o�u ont �et�e d�e�nis :

c(t; s) = N

�1

X

j

hx

j

(t) � x

j

(s)i

b(t; s) = c(t; t) + c(s; s)� 2c(t; s) (2.63)

La distinction entre les fonctions q et b, inutile dans ce cas pr�ecis, se r�ev�elera indis-

pensable �a vitesse non nulle. Ces �equations doivent être int�egr�ees avec les conditions

initiales suivantes :

r(t; t

0

) = 0 si t � t

0

;

b(t; t) = 0;
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et c(t; t) solution de l'�equation di��erentielle :

d

dt

c(t; t) = 2T � 2�c(t; t)�

Z

t

0

ds 4f

0

(b(t; s)) r(t; s)

�

Z

t

0

ds 4f

00

(b(t; s)) r(t; s) [c(t; t)� c(s; s) + b(t; s)]: (2.64)

2.4.1 La solution de Kinzelbach et Horner

H.Kinzelbach et H.Horner ont, les premiers, propos�e une solution de ces �equa-

tions de champ moyen, en supposant que le syst�eme atteint un r�egime stationnaire

o�u toutes les fonctions de corr�elation �a un temps sont constantes et les fonctions de

corr�elation �a deux temps, ne d�ependent que de la di��erence de ces temps [20, 21].

Techniquement, cela revient �a faire les changements de fonctions

14

b(t; t

0

) 7! B(t� t

0

),

c(t; t

0

) 7! C(t � t

0

) et r(t; t

0

) 7! R(t � t

0

). Les �equations 2.60, 2.62, 2.61 deviennent

(pour t � 0) :

d

dt

R(t) = �(t� t

0

)�mR(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(B(t� s)) R(t� s) R(s) (2.65)

d

dt

B(t) = 2T �mB(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(B(t� s)) R(t� s) B(s)

+2I(t)� 2I(0) (2.66)

d

dt

C(t) = �mC(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(B(t� s)) R(t� s) C(s)� J(t) (2.67)

m = �+

Z

1

0

ds 4f

00

(B(s)) R(s) (2.68)

I(t) =

Z

1

0

ds [2f

0

(B(t+ s)) R(s) + 2f

00

(B(t+ s)) R(t+ s) B(s)] (2.69)

J(t) =

Z

1

0

ds [2f

0

(B(t+ s)) R(s) � 4f

00

(B(t+ s)) R(t+ s) C(s)] (2.70)

N.B : le m de l'�equation 2.68 ne doit pas être confondu avec le param�etre m de la

th�eorie des r�epliques de la section 2.2. En apparence plus simples, les �equations sont

devenues non causales, c'est-�a-dire que l'int�egration, �a l'instant t des fonctions R et

B n�ecessitent de connâ�tre ces fonctions �a tous les instants ult�erieurs. Heureusement,

ce probl�eme en apparence insoluble peut être contourn�e car, �a l'�equilibre thermody-

namique, le th�eor�eme 
uctuation-dissipation fournit une relation suppl�ementaire entre

les fonctions de r�eponse et de corr�elation :

�(t)

_

B(t) = 2T R(t) (2.71)

�(t)

_

C(t) = �T R(t) (2.72)

14. Rappelons ici les d�e�nitions respectives de B(t) = N

�1




(~x(t+ t

0

)� ~x(t

0

))

2

�

, C(t) =

h~x(t + t

0

) � ~x(t

0

)i et R(t) = N

�1

D

~x(t+ t

0

) i

~

~x(t

0

)

E

. Le temps t

0

, arbitraire et grand devant 1 est

suppos�e ne jouer aucun rôle.
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� d�esigne la fonction de Heaviside. On appelle situation d'�equilibre le domaine des pa-

ram�etres (T; �), pour lesquels les �equations 2.65, 2.66, 2.71 peuvent être simultan�ement

satisfaites.

On d�eduit de l'�equation 2.65 que

R

1

0

dsR(s) = 1=�, puis grâce �a la relation FD

(�equations 2.71, 2.72), on obtient les relations suivantes :

B(1) =

2T

�

; (2.73)

I(t) =

2

�

f

0

 

2T

�

!

(= Constante); (2.74)

C(1) = �

2

�

2

f

0

 

2T

�

!

; (2.75)

C(0) =

T

�

+ C(1); (2.76)

m = �+

2

T

"

f

0

 

2T

�

!

� f

0

(0)

#

: (2.77)

En pr�esence de con�nement, la fonction de corr�elation C(t) tend vers une valeur

�nie. C'est la manifestation de la composante permanente du bruit Z(t) (�equation

2.55), dont la variance est bien �egale au param�etre � de la m�ethode variationnelle

(�equation 2.29). Ce bruit permanent ne disparâ�t que si lim

t!1

J(t) ! 0 (�equation

2.70).

Une fois la relation FD admise, les �equations de Dyson redeviennent causales :

d

dt

R(t) = �(t)�mR(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(B(t� s)) R(t� s) R(s); (2.78)

d

dt

B(t) = 2T �mB(t) +

Z

1

0

ds 4f

00

(B(t� s)) R(t� s) B(s): (2.79)

et les param�etres m et T su�sent �a d�eterminer enti�erement les solutions. Le passage

des variables (�; T ) aux variables (m;T ) n'est pas univoque �a basse temp�erature ou fort

d�esordre (�equation 2.77). En dessous d'une temp�erature critique

15

T

�

, la relation m(�)

cesse d'être monotone. Suivons la famille de courbes B

m

(t), index�ees par la valeur

de m, �a partir d'une valeur de m �elev�ee (fort con�nement). Arriv�ee au point C de

la courbe m(�) (�gure 2.5), la valeur limite B

m

(1) saute discontinûment de 2T=�

C

�a 2T=�

A

(�gure 2.6). A chaque valeur de m comprise entre le point A et le point

B correspondent a priori trois valeurs de �. Chacune des ces trois valeurs �

1

, �

2

,

�

3

aboutit �a une valeur unique B

m

(1), �a savoir 2T=�

3

. Les deux premi�eres valeurs

�

1

; �

2

conduisent �a une contradiction avec le th�eor�eme 
uctuation-dissipation. Toutes

les valeurs de � comprises entre A et C sont donc incompatibles avec une situation

d'�equilibre thermodynamique. Le syst�eme mod�ele est alors dans un �etat vitreux et

15. Pour le corr�elateur exponentiel de l'�equation 2.20, on trouve T

�

= 2�=e; �

�

= T

�

=�

2

, avec

e = 2:718182 � � �.
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manifeste une dynamique hors �equilibre, avec, comme l'ont prouv�e M.M

�

ezard et

S.Franz, du vieillissement [41, 39]. L.Cugliandolo et P.Le Doussal ont propos�e

ensuite une solution analytique tr�es d�etaill�ee, pour d�ecrire ce r�egime [42].

Le diagramme de phase du syst�ememod�ele est pr�esent�e en �gure 2.7. Ce diagramme

pr�esente une r�eentrance de la phase haute temp�erature, �a temp�erature �x�ee, lorsque

le con�nement tend vers 0. La ligne T

d

(�) , s�eparant la phase haute temp�erature de

la phase vitreuse, s'appelle la temp�erature de transition dynamique. La temp�erature

T

d

(� = 0) est non nulle, contrairement �a la ligne de transition de la la m�ethode varia-

tionnelle. Elle est d�etermin�ee par la condition fm(�

C

) = m(0)g.

Les courbes B

m

(t) autour de la valeur m = m

c

, c'est-�a-dire au voisinage des points

A et C, ont un comportement de relaxation lente. Lorsque les param�etres de contrôle

tendent vers le point C, B

m

tend vers une valeur plateau q, donn�ee par la solution de :

q

2

f

00

(q) = T

2

: (2.80)

B

m

(t) approche cette valeur plateau alg�ebriquement comme :

B(t) ' q +

^

B

�

t

�

1

�

(2.81)

Le temps caract�eristique �

1

diverge comme (m � m

c

)

�1=2j�j

� (� � �

C

)

�1=j�j

, o�u

l'exposant � est la solution n�egative de l'�equation transcendante :

�(1 + �)

2

�(1 + 2�)

=

q

2

f

000

(q)

f

00

(q)

: (2.82)

La fonction mâ�tresse

^

B(u) est �equivalente �a ��

�1

1

u

��

lorsque l'argument u est petit

devant 1, tandis qu'elle relaxe plus vite qu'alg�ebriquement vers sa valeur limite 2T=��q

lorsque u� 1. Ce type de relaxation critique appartient �a une transition ((de type A)),

dans la classi�cation de G

�

otze [23].

Lorsque le point repr�esentatif du syst�eme tend vers le point A de la �gure 2.5

(page 55) par valeurs inf�erieures, B

m

(t) passe beaucoup de temps au voisinage de la

valeur de plateau q, puis la quitte pour rejoindre sa valeur limite 2T=�. Le comporte-

ment de B

m

au voisinage de la valeur plateau q se met sous la forme d'�echelle :

B(t) ' q +

^

B

�

t

�

1

�

: (2.83)

Le temps caract�eristique �

1

diverge comme (m � m

c

)

�1=2j�j

� (� � �

A

)

�1=2j�j

. Il est

cette fois possible de d�e�nir �

1

sans ambigu��t�e par l'�equation B

m

(�

1

) = q. La fonction

mâ�tresse

^

B(u) se comporte comme :

^

B(u) ' ��

�1

1

u

�j�j

; pour u� 1; (2.84)

^

B(u) ' �

�1

1

u

�

0

; pour u� 1: (2.85)
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Fig. 2.5 { Cette courbe montre la correspondance entre le con�nement initial � en

abscisse, et la pente �a l'origine m de la fonction de r�eponse en ordonn�ee. Dans la

phase haute temp�erature, la relaxation du syst�eme mod�ele est enti�erement contrôl�ee par

ce param�etre. En suivant la solution depuis les forts con�nements, m d�ecrô�t jusqu'au

point C. Les points d'abscisse comprises entre �

C

et �

A

ne peuvent donner lieu �a une

relaxation compatible avec la relation 
uctuation-dissipation. La branche des solutions

d'�equilibre repart du point A. La courbe pr�esent�ee ici donne lieu �a une r�eentrance (voir

les points A et C sur le diagramme de phase �gure 2.7). En d'autres termes, la solution

d'�equilibre saute du point C au point A. R�ef�erence de la courbe : corr�elateur exponentiel,

� = 1; � = 1; T = 0:65.
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Fig. 2.6 { Cette �gure illustre le comportement de la fonction de corr�elation B(t),

lorsque le param�etre de contrôle se trouve au voisinage de m

c

(�equations 2.66,2.77).

Les courbes(1),(2),(3),(4),(5) correspondent �a des valeurs d�ecroissantes du param�etre

m. (2) correspond exactement �a m = m

c

, et tend vers la valeur ((plateau )) q. En di-

minuant m de fa�con in�nit�esimale, on transite vers une courbe ayant l'allure de (3).

La discontinuit�e �B est �nie. N�eanmoins, pour tout temps t �ni, la valeur B(t) varie

continûment avec m. On a convergence simple de B

m

(t) vers B

m

c

(t) lorsque m! m

c

par valeurs inf�erieures. NOTA BENE: Les courbes pr�esent�ees ici sont ad hoc, et ne

r�esultent en aucun cas d'une int�egration num�eriques des �equations de champ moyen.
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Fig. 2.7 { Le diagramme de stabilit�e du syst�eme mod�ele, dans le plan con�nement,

temp�erature. La ligne T

d

(�) de temp�erature dynamique s�epare la phase ergodique, o�u

la relation FD est vraie, de la phase basse temp�erature o�u la solution pr�esente du

vieillissement. La ligne T

s

correspond �a la perte de stabilit�e de la solution ((sym�etrique

des r�epliques )), �equation 2.31. La ligne de coexistence est l'ensemble des points o�u la

solution �a sym�etrie bris�ee est solution des �equations de stationnarit�e de l'�energie libre,

pour un param�etre de brisure m = 1, (�equation de Engel 2.32). L'�energie libre des

solutions sym�etrique et non sym�etrique est alors �egale. La ligne de coexistence tend

vers l'origine du graphe � = 0; T = 0. D'un point de vue thermodynamique, la solution

�a sym�etrie bris�ee devient favorable �a l'int�erieur du domaine marqu�e 2.
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Ce premier r�egime d'�echelle est suivi par un second, qui d�ecrit comment la fonction

B quitte le plateau pour aller vers sa valeur asymptotique B(1) :

B(t) '

~

B

�

t

�

2

�

(2.86)

Les exposants � et �

0

sont respectivement les solutions n�egatives et positives de

l'�equation 2.82.

Le raccordement entre les deux r�egimes d'�echelles permet de d�eterminer le second

temps caract�eristique �

2

� �

(j�j+�

0

)=�

0

1

, ou encore �

2

� (�� �

A

)

(1=2j�j+1=2�

0

)

. Ce type de

comportement est appel�e transition ((de type B)) dans la r�ef�erence [23].

La compr�ehension de la phase verre, dans ce formalisme o�u les �equations ne d�e-

pendent que d'un seul temps, est probl�ematique. Il faut invoquer une ((anomalie)) dans

la fonction de r�eponse, qui vient renforcer la pente �a l'origine m de l'�equation 2.65,

de sorte la limite de la fonction B(t) pour tout temps long mais �ni soit �egal �a q

(propri�et�e de marginalit�e). Tout se passe comme si la fonction de r�eponse contribuait

de fa�con signi�cative entre l'instant ((t tr�es grand)) et t = 1. Pour comprendre ces

anomalies, il faut invoquer des �echelles de temps divergentes, dont la d�e�nition reste

tr�es arbitraire

16

.

La d�ecouverte des solutions de vieillissement fournit aujourd'hui une interpr�etation

tr�es �el�egante de ces anomalies aux temps longs.

2.4.2 La solution de vieillissement

Une solution de vieillissement a �et�e d�ecrite pour la premi�ere fois pour le verre p-spin

sph�erique [27]. La solution de vieillissement du syst�eme mod�ele est expos�ee en d�etail

dans les r�ef�erences [41, 39, 42].

Les auteurs consid�erent les �equations �a deux temps (2.60, 2.62, 2.61), et supposent

que la solution de ces �equations comporte, outre un r�egime de quasi �equilibre au temps

courts, un ou plusieurs r�egime de relaxation lente aux temps longs. Ils prennent ainsi

le contre-pied de l'�etude pr�ec�edente, en d�e�nissant la phase de verre comme �etant le

domaine de param�etre �; T pour lesquels un r�egime de relaxation lente, non trivial,

peut exister aux temps longs. La ligne de transition T

d

(�) ainsi obtenue co��ncide avec

la ligne calcul�ee dans la section pr�ec�edente.

Dans la phase haute temp�erature, les fonctions solutions r(t; t

0

), b(t; t

0

), c(t; t

0

)

tendent, apr�es un r�egime transitoire, vers des fonctions R(� ),B(� ),C(� ), � = t � t

0

,

dont les comportements sont en tout point semblables �a ceux d�ecrits ci-dessus.

Dans la phase basse temp�erature, vitreuse, les solutions pr�esentent au temps courts

un r�egime de quasi �equilibre, avec des fonctions ne d�ependant que de la di��erence

des temps � . Ce r�egime s'interrompt lorsque � devient du même ordre de grandeur

que t et t

0

et c�ede la place �a un r�egime de vieillissement, o�u les fonctions d�ependent

16. Avec, par exemple la n�ecessit�e de r�egulariser ces �echelles de temps divergentes, soit en gardant

le syst�eme de taille N �nie [38] , soit en e�ectuant un lent recuit du d�esordre [43, 44, 45]
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explicitement du temps t

0

. Le r�egime temps courts et le r�egime de vieillissement sont

coupl�es, de sorte que ce dernier fournit un m�ecanisme naturel pour la dite ((anomalie))

de la fonction de r�eponse.

Pour comprendre ce r�egime de vieillissement, les auteurs introduisent une fonction

X, g�en�eralisant la relation 
uctuation-dissipation �a une situation hors d'�equilibre, et

mesurant par l�a-même l'�ecart par rapport �a une situation d'�equilibre :

X(t; t

0

)@

t

0

b(t; t

0

) = r(t; t

0

): (2.87)

La situation d'�equilibre se r�eduit �a X � �1=2T , aux temps courts. Pour une premi�ere

approche analytique du r�egime de vieillissement, il est l�egitime de n�egliger les d�eriv�ees

par rapport aux temps des �equations d�e�nissant r,b,c. En e�et, le r�egime ((temps longs))

ne se d�eveloppe vraiment que lorsque t, t

0

tendent vers l'in�ni, et les fonctions �evoluent

alors soit alg�ebriquement, soit logarithmiquement. Cela peut être consid�er�e comme

l'ordre 0 d'un d�eveloppement asymptotique en puissances de 1=t,1=t

0

.

L'hypoth�ese principale que font les auteurs, est de supposer que dans le r�egime de

vieillissement, la bonne param�etrisation n'est pas donn�ee par les temps t; t

0

, mais par

les propres fonctions de corr�elation du syst�eme, comme par exemple b(t; t

0

) [46]. Ils

introduisent donc une fonction �, qui pour tout triplet t < t

0

< t

00

d�etermine :

b(t; t

00

) = �(b(t; t

0

); b(t

0

; t

00

)): (2.88)

Moyennant cela, X(t; t

0

) devient X[b(t; t

0

)], et les �equations d�ecrivant le r�egime de

vieillissement se transforment en un syst�eme d'�equations pour �(b; b

0

) et X(b).

Finalement, les auteurs ont montr�e que, lorsque le potentiel �etait corr�el�e �a courte

distance (�equation 2.18), ce nouveau syst�eme d'�equations admettait un solution telle

que X soit ind�ependant de la fonction de corr�elation b. Ce r�egime est quali��e de r�egime

de ((quasi-
uctuation dissipation)). Le coe�cient X ainsi trouv�e est plus petit en valeur

absolue que le coe�cient jX

eq

j = 1=2T de la situation d'�equilibre, et donne l'illusion

que, au cours du r�egime temps long, le syst�eme est plus chaud que la temp�erature du

thermostat T .

En�n, si le corr�elateur est exponentiel, en l'absence de con�nement, la fonction

�(b; b

0

) est connue exactement et vaut b+ b

0

� q.

La relation entre la fonction de corr�elation b et les variables d'origine t; t

0

reste

inconnue. A partir d'une solution b(t; t

0

) du r�egime de vieillissement, on peut construire

une in�nit�e de solutions di��erentes, toutes aussi correctes. Il su�t de reparam�etrer la

variable temps grâce �a une fonction h(t), monotone croissante, arbitraire.

La m�ethode d�ecrite ici ne donne donc acc�es �a la fonctions de corr�elation b(h(t); h(t

0

))

{toutes les autres quantit�es int�eressantes en d�ecoulent{, qu'�a une fonction inconnue h

pr�es. Aller plus loin n�ecessiterait de r�eintroduire les d�eriv�ees par rapport au temps dans

les �equations pour r, b, c.

Pour savoir dans quel r�egime le syst�eme mod�ele se trouve, il faut comparer la

fonction b(t; t

0

) �a la valeur de plateau q, calcul�ee de la même fa�con que pr�ec�edemment
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(�equation 2.80). Si b < q, il s'agit du r�egime temps courts de quasi-�equilibre, tandis que

si b > q, le syst�eme se trouve dans son r�egime de temps longs. La fonction b atteint,

puis quitte sa valeur de plateau comme :

b(t; t

0

) ' q � b

1

� (t� t

0

)

�j�j

; (2.89)

b(t; t

0

) ' q + b

2

�

 

h(t)

h(t

0

)

� 1

!

�

0

; (2.90)

o�u � est la solution n�egative de l'�equation 2.82, et �

0

la solution positive de

17

:

�(1 + x)

2

�(1 + 2x)

=

q

4XT

f

000

(q)

f

00

(q)

: (2.91)

Le d�ebut du r�egime de vieillissement fait intervenir le rapport h(t)=h(t

0

) qui se

d�eveloppe lorsque (t� t

0

)=t

0

� 1 en :

h(t)

h(t

0

)

'

h

0

(t

0

)

h(t

0

)

� (t� t

0

):

Le d�epart de la valeur plateau se fait alors comme :

b(t; t

0

) ' q + b

2

� [(t� t

0

)=t

b

(t

0

)]

�

0

; (2.92)

o�u a �et�e introduite l'�echelle de temps t

b

= h(t)=h

0

(t

0

). Cette relaxation rappelle celle

qui se produit dans la phase haute temp�erature, (�equations 2.85, 2.86), t

b

jouant le

rôle de �

2

. L'�echelle de temps e�ective t

b

d�epend explicitement du temps d'attente, et

le r�egime temps longs b > q est bien un r�egime de vieillissement.

2.5 La solution de Horner �a vitesse �nie

Je pr�esente d'abord les �equations �a deux temps pour un d�eplacement u(t) quel-

conque. Ces �equations co��ncident avec celles obtenues par Horner, en faisant l'hypo-

th�ese d'un d�eplacement �a vitesse constante. Sa solution est pr�esent�ee bri�evement, avec

quelques simpli�cations, en insistant tout particuli�erement sur les �echelles de temps

caract�eristiques, qui ont de nombreux points communs avec celles de la section 2.4.1.

2.5.1 Les �equations du mouvement avec force ext�erieure

Il y a deux mani�eres de mettre en mouvement la particule. La premi�ere se r�esume

�a imposer une force

~

F, en l'absence de con�nement (� = 0). On mesure ensuite le

d�eplacement moyen

D

~

x(t)

E

en esp�erant que celui-ci �nira par crô�tre lin�eairement avec

17. L'�equation 2.91 n�ecessite de connâ�tre la valeur du param�etre X. Celui-ci est solution, conjoin-

tement avec un autre param�etre b

0

, du syst�eme d'�equation (6.1),(6.2) de la r�ef�erence [42]. Attention

toutefois �a la convention de signe : f

0

$�V

0

. A temp�erature T ! 0, X vaut

p

f

00

(0)=2f

0

(0).
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le temps de fa�con �a donner lieu �a une vitesse �nie. C'est la situation d�ecrite dans cette

section.

La seconde consiste laisser un potentiel quadratique non nul, mais dont l'origine se

d�eplace �a vitesse �nie ~v, soit � � (~x�

�!

v t)

2

=2. On est ainsi assur�e que le d�eplacement

de la particule se fait �a vitesse �nie. La force est d�etermin�ee par l'allongement moyen :

�!

F = �� h~x(t)i (2.93)

Cette situation sera abord�ee au chapitre suivant.

Le syst�ememod�ele est �etudi�e dans l'approximation de Hartree. Pour pouvoir prendre

la limite N !1, il est n�ecessaire que la norme euclidienne de la force appliqu�ee soit

d'ordre

p

N . Cela assure que, quelle que soit la coordonn�ee j, la projection du gradient

du potentiel d�esordonn�e, du bruit thermique et de la force ext�erieure, respectivement

@

j

V , �

j

, F

j

, soient d'ordre 1. Il s'ensuit que la norme euclidienne du d�eplacement h~x(t)i

est aussi d'ordre

p

N . On pose :

jj

�!

F jj =

p

NF (2.94)

jj h~x(t)i jj =

p

Nu(t) (2.95)

Il est commode de choisir l'un des vecteurs de base du rep�ere de coordonn�ees dirig�e

suivant la force :

�!

F =

p

N F ~e

1

La coordonn�ee x

1

va jouer un rôle particulier, et se d�ecompose en :

x

1

=

p

Nu(t) + x

1

(t) (2.96)

x

1

d�ecrit des 
uctuations longitudinales d'ordre 1 autour de la valeur moyenne de x

1

.

On d�e�nit encore les fonctions :

q(t; t

0

) =

1

N

N

X

i=1

D

(x

i

(t)� x

i

(t

0

))

2

E

(2.97)

b(t; t

0

) =

1

N

"

D

(x

1

(t)� x

1

(t

0

))

2

E

+

N

X

i=2

D

(x

i

(t)� x

i

(t

0

))

2

E

#

(2.98)

q(t; t

0

) = b(t; t

0

) + (u(t)� u(t

0

))

2

(2.99)

L'action MSR gaussienne devient :

S =

Z

1

0

dt T

N

X

j=1

~x

2

j

(t) +

Z

1

0

dt T ~x

1

� [

_

x

1

+

p

N _u�

p

NF ]
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+

Z

1

0

dt

N

X

j=2

fT ~x

j

(t) � _x

j

(t)g+

1

2

Z

1

0

dtds 2f

0

(q(t; s))

N

X

j=1

fi~x

j

(t) i~x

j

(s)g

+

Z

1

0

dtds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) i~x

1

(t) � [x

1

(t)� x

1

(s) +

p

N � (u(t)� u(s))]

+

Z

1

0

dtds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s)

N

X

j=2

i~x

j

(t) � [x

j

(t)� x

j

(s)]: (2.100)

Les �equations de Dyson deviennent :

@

t

r(t; t

0

) = �(t� t

0

)�

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) (r(t; t

0

)� r(s; t

0

)); (2.101)

@

t

c(t; t

0

) = 2T r(t

0

; t)�

Z

t

0

0

ds 2f

0

(q(t; s)) r(t

0

; s)

�

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) (c(t; t

0

)� c(s; t

0

)): (2.102)

@

t

b(t; t

0

) = �

Z

t

0

ds 4f

0

(q(t; s)) (r(t; s)� r(t

0

; s)) + 2T

�

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) (b(t; s) + b(t; t

0

)� b(s; t

0

)); (2.103)

Ces �equations sont essentiellement les mêmes que (2.60, 2.61, 2.62), page 51 . Le

potentiel de con�nement a disparu et, surtout, c'est maintenant la fonction q(t; s) qui

apparait dans le corr�elateur f . La derni�ere �equation manquante d�etermine le d�eplace-

ment u(t) :

d

dt

u(t) = F �

Z

t

0

ds 4f

00

(q(t; s)) r(t; s) � [u(t)� u(s)]: (2.104)

2.5.2 Le r�egime stationnaire

H.Horner a cherch�e un r�egime stationnaire, dans lequel le d�eplacement u(t) �etait

�egal �a vt, et o�u les fonctions de corr�elations ne d�ependaient que de la di��erence des

temps [47]. Les �equations pour les fonctions R(t), B(t) s'�ecrivent :

d

dt

R(t) = �(t)�mR(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(Q(t� s)) R(t� s) R(s); (2.105)

d

dt

B(t) = 2T �mB(t) +

Z

t

0

ds 4f

00

(Q(t� s)) R(t� s) B(s)

+2I(0)� 2I(t); (2.106)

m = �+

Z

1

0

ds 4f

00

(B(s)) R(s); (2.107)

I(t) =

Z

1

0

ds [2f

0

(B(t+ s)) R(s) + 2f

00

(B(t+ s)) R(t+ s) B(s)]; (2.108)

Q(t) = B(t) + v

2

t

2

:
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auxquelles s'ajoute l'�equation pour la caract�eristique force-vitesse, d�eduite de l'�equa-

tion 2.104 :

v = F � v

Z

1

0

ds s 4f

00

(Q(s)) R(s): (2.109)

Les �equations paraissent aussi simples que celles �a vitesse nulle, mais il n'en est rien.

En l'absence de th�eor�eme 
uctuation-dissipation, �a vitesse �nie, il n'est plus possible de

calculer exactement les quantit�es m, et I(t) qui d�ependent de tous les instants compris

entre 0 et1. La recherche des solutions des �equations 2.105, 2.106 doit se faire au sein

d'une proc�edure auto-coh�erente, o�u �a chaque cycle est introduite la solution obtenue

par int�egration au cycle pr�ec�edent. C'est un tel d�e� num�erique qu'a relev�e Horner en

int�egrant ces �equations jusqu'�a des temps de l'ordre de 10

36

!

Une vitesse, même tr�es petite, a pour e�et de couper le terme de m�emoire

f

00

(B(t) + v

2

t

2

) R(t) lorsque le temps t devient tr�es grand. Cet e�et est tr�es explicite

dans le cas du corr�elateur exponentiel, o�u exp[�(B(t) + v

2

t

2

)] = exp(�B) exp(�v

2

t

2

).

L'�etat vitreux qui repose justement sur la contribution aux temps tr�es longs du terme

de m�emoire, ne peut se maintenir. Aussi, il est certain qu'une vitesse �nie, même tr�es

petite, r�egularise su�samment le syst�eme pour que les e�ets vitreux disparaissent.

C'est pourquoi Horner peut l�egitimement supposer que le syst�eme atteint un r�egime

stationnaire, et peut donc se ramener �a des fonctions de corr�elation ne d�ependant que

d'un seul temps, quitte �a v�eri�er a posteriori que la solution obtenue est acceptable.

Horner analyse ensuite le comportement du syst�eme lorsque la vitesse v tend vers 0.

Dans le domaine de temp�erature o�u le syst�eme pr�esente un comportement vitreux, on

s'attend �a ce que la caract�eristique force-vitesse ne soit pas lin�eaire. Horner a trouv�e

une caract�eristique �a seuil (avec temp�erature �nie), pour les potentiels corr�el�es alg�ebri-

quement dont l'exposant de d�ecroissance 
 est plus petit qu'une valeur de l'ordre de

18

1.6, et une caract�eristique en loi de puissance pour les autres (�gure 2.8).

Pour parvenir �a cette conclusion il importe de d�eterminer les �echelles de temps

caract�eristiques du syst�ememod�ele �a vitesse �nie. Lorsque le corr�elateur est alg�ebrique,

corr�el�e �a courte distance, trois �echelles de temps revêtent une importance particuli�ere.

{ t

p

est l'�echelle de temps pour lequel la relation 
uctuation-dissipation cesse d'être

valable. L'auteur introduit �a cet e�et une fonction n(t), telle que :

�(t)

_

B(t) = 2T (1 + n(t)) R(t): (2.110)

n(t) = 0 �a l'�equilibre thermodynamique. La relation entre n et la fonction X(t; t

0

)

du vieillissement est :

n(t� s) =

1

2TX(t; s)

� 1: (2.111)

18. Le diagramme de phase trouv�e par Horner �a vitesse �nie ne co��ncide pas avec le diagramme de

phase �a vitesse nulle. Le changement de r�egime entre potentiel corr�el�e �a courte distance et corr�el�e

�a longue distance se produit pour un exposant de d�ecroissance des corr�elation 
 ' 1:6, sans aucune

contrepartie pour le syst�eme au repos.
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La quantit�e n(t; s) correspond simplement �a un changement de fonction, et contient

une information strictement �equivalente

19

�a X(t; s). Comme le r�egime est sup-

pos�e stationnaire, n(t; s) est not�e n(t�s). L'�echelle de temps t

p

est d�e�nie comme

l'instant o�u la fonction B(t) atteint sa valeur de plateau q (t

p

signi�e ((temps de

plateau))). C'est pr�ecis�ement �a ce moment que la fonction n(t) quitte sa valeur

d'�equilibre 0. Une fois de plus, q apparait comme la valeur critique pour laquelle le

syst�eme transite d'un �etat d'�equilibre vers un �etat hors d'�equilibre. Ce ph�enom�ene

est �etudi�e plus en d�etail au chapitre 3.3, page 71.

B(t) et n(t) se mettent sous une forme d'�echelle :

B(t) =

^

B

 

t

t

p

(v)

!

(2.112)

n(t) = n̂

 

t

t

p

(v)

!

(2.113)

La fonction mâ�tresse

^

B est �equivalente �a q�t

�j�j

p

u

�j�j

pour u� 1 et �a q+t

�j�j

p

u

�

0

pour u� 1. Les exposants � et �

0

sont exactement les mêmes que dans le cas de

la solution de vieillissement, �a savoir solutions des �equations 2.82 et 2.91.

La fonction mâ�tresse n̂ passe, autour du temps caract�eristique t

p

, de la valeur 0

�a une valeur positive, identique �a celle trouv�ee en r�ef�erence [42],

20

pour v = 0,

dans le cadre du r�egime de quasi-
uctuation-dissipation (�gure 2.9). Une vitesse

tr�es faible ne modi�e donc pas la forme g�en�eralis�ee du th�eor�eme 
uctuation-

dissipation, du moins tant que le temps t reste compris entre t

p

et une �echelle de

temps t

0

a

, sup�erieure ou �egale �a v

�1

.

{ La seconde �echelle de temps caract�eristique est t

a

. C'est l'�echelle de temps autour

de laquelle la fonction B(t) crô�t de fa�con signi�cative. t

a

constitue �a vitesse �nie

l'analogue de l'�echelle de temps �

2

, au voisinage de la temp�erature de transition

dynamique (�equation 2.86). Durant ce r�egime :

B(t) =

~

B

 

t

t

a

(v)

!

: (2.114)

Pendant ce temps n(t) n'�evolue pas de fa�con signi�cative.

{ En�n une troisi�eme �echelle de temps t

0

a

apparait, dans le cas des potentiels corr�el�es

�a courte distance, pour laquelleB(t) est du même ordre de grandeur que v

2

t

2

. Au

del�a de t

0

a

, le noyau de m�emoire n'est plus contrôl�e par la fonction de corr�elation

B, mais par le terme de vitesse v

2

t

2

(�gure 2.9).

19. Pourquoi deux d�e�nitions di��erentes pour une même quantit�e physique? Le choix X(t; s) fait

r�ef�erence �a la fonction x(q) introduite par Parisi dans le cadre de la m�ethode des r�epliques. Le choix

n(t; s) apparâ�t plus commode dans certains cas, �a vitesse �nie, ou �a la section 4.6.

20. L'identit�e entre les coe�cients �, �

0

et n(t� t

p

) ( �equivalent �a Xj

QFDT

) provient de ce que ces

trois quantit�es, chacune dans leur contexte, ob�eissent aux mêmes �equations, qu'il s'agisse de [42] ou

de [47].
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Horner a d�evelopp�e des approximations sp�eci�ques pour chaque r�egime d'�echelle

et a d�etermin�e t

p

,t

a

,t

0

a

par raccordement

21

.Ces �echelles de temps se trouvent �evoluer

comme des puissances de v

�1

. Lorsque le potentiel est corr�el�e �a longue port�ee,

t

p

(v)� t

a

(v) � 1=v � t

0

a

(v); (2.115)

tandis que pour des potentiels corr�el�es alg�ebriquement �a courte distance,

t

p

(v)� t

a

(v)� 1=v � t

0

a

(2.116)

Ce dernier cas est celui qui nous int�eresse le plus particuli�erement dans ce travail

de th�ese. Il est surprenant de constater que l'�echelle de temps 1=v, �a laquelle on serait

tent�e de faire jouer un rôle, sur la base d'arguments dimensionnels, n'intervient pas

explicitement. Reprenant les notations de Horner, t

p

� t

�

a

avec �

�1

= (�

0

+ j�j)=�

0

, ce

qui constitue l'exact analogue de la loi d�eterminant l'�echelle de temps �

2

fonction de �

1

,

dans la relaxation au voisinage de la temp�erature de transition dynamique (page 58). La

d�etermination ((relative)) du temps t

a

comme fonction de t

p

, est strictement identique,

dans son principe, �a la d�etermination de �

2

comme fonction de �

1

dans la th�eorie

de couplage de mode. La vitesse ne joue aucun rôle actif dans le raisonnement, si ce

n'est de forcer le syst�eme �a être dans une situation ((l�eg�erement hors �equilibre)), et par

cons�equent de forcer le param�etre nj

QFDT

�a prendre sa valeur de quasi-�equilibre.

La d�etermination ((absolue)) de t

a

comme fonction de la vitesse v n'a, elle, aucun

�equivalent dans l'approche statique de couplage de mode. Cette d�etermination repr�e-

sente, dans ce contexte, l'�equivalent de la d�etermination de la fonction h(t) de la so-

lution de vieillissement

22

. Horner propose une seconde condition de raccordement (les

�equations 4.67, 4.72 de son article, qui m�enent au r�esultat �nal 4.73, 4.74), et d�etermine

ainsi de fa�con d�e�nitive l'exposant � de la relation t

a

� v

��1

; 0 < � < 1.

L'accord avec son int�egration num�erique des �equations est bon. Il faut cependant

garder �a l'esprit que, autant son �etude analytique que son approche num�erique reposent

sur les mêmes approximations des �equations originales. La coh�erence de son num�erique

avec son approche analytique de raccordement ne constituent en aucun cas une preuve

rigoureuse des approximations qui sont faites en amont. Même si ses conclusions sont,

�a mon avis exactes sur le fond, il serait tr�es int�eressant d'avoir une con�rmation ind�e-

pendante de la pertinence du second argument de raccordement.

2.5.3 La caract�eristique force-vitesse en r�egime stationnaire

De tous les r�egimes d'�echelle, celui qui se d�eveloppe autour de t

a

est celui qui domine

la force de friction (�equation 2.109 ). Reprenant les formes d'�echelle pour les fonctions

n et B, il vient :

F � v + v

Z

s=t

a

�1

s=t

a

�1

ds f

00

(B(s) + v

2

s

2

) 2T n(s)

_

B(s);

21. Traduction du terme consacr�e ((matching))

22. La situation est tout de même plus simple �a vitesse �nie, o�u il su�t de d�eterminer une �echelle

de temps, tandis que pour le vieillissement, c'est la fonction h(t), dans son entier, qui est inconnue.
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T

γ

Pinning

Creep

Drift

Fig. 2.8 { Phase diagram. O:Drift phase with v � F (driving force F , resulting velocity

v). A: Creep phase with v � F

1=�

. B and C: Pinning phases with v = 0 for F < F

p

.

The phase diagram resulting from replica theory is also shown (dotted lines).Extrait de

H. Horner, Zeitschrift f�ur Physik B, vol 100, page 243,1996.

� vt

a

Z

1

0

duf

00

(

~

B(u)) ~n(u)

~

B

0

(u); (2.117)

o�u l'on a utilis�e v

2

t

2

� 1 et v � vt

a

. La force de friction est donc �equivalente, �a une

constante num�erique pr�es, au produit vt

a

(v). Cela occasionne, compte tenu des hi�erar-

chies 2.115, 2.116, une caract�eristique �a seuil dans le cas corr�el�e �a longue distance, et

un creep en loi de puissance dans le cas corr�el�e �a courte distance. Ainsi, si t

a

� v

��1

, on

a v � F

1=�

, 0 < � < 1. Il s'agit bien d'une caract�eristique sous-lin�eaire, caract�eristique

d'un syst�eme vitreux avec des temps de relaxation divergents (cf �gure 2.8).

Horner n'a pas �etudi�e les potentiels corr�el�es exponentiellement. Dans ce dernier

cas, l'�echelle de temps t

0

a

n'a plus lieu d'être, car le noyau de m�emoire est explicite-

ment r�egularis�e par le facteur exp(�v

2

t

2

=�

2

). Il est probable que les temps t

p

et t

a

se

comportent qualitativement de la même fa�con que lorsque le corr�elateur est alg�ebrique.

En e�et, �a aucun moment la sp�eci�cit�e du corr�elateur alg�ebrique ne semble intervenir

dans la d�etermination de t

a

, comme fonction de t

p

(t

a

� t

(�

0

+j�j)=�

0

p

).

Au chapitre 4 est �etudi�e le cas particulier du corr�elateur exponentiel �a T ! 0. Le

m�ecanisme de Horner est pleinement con�rm�e.
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Fig. 2.9 { Figure du haut : La fonction n(t), calcul�ee par Horner. L�egende origi-

nale :((n(t) in phase A )). Figure du bas : La fonction B(t), idem. L�egende originale :

((Correlation function q(t) in phase A )). Dans les deux cas, un r�eseau de courbes est

trac�e pour des valeurs de la vitesse allant de 10

�6

�a 10

�30

. La courbe pleine correspond

�a cette derni�ere valeur. Les losanges noirs marquent alors les temps caract�eristiques

intervenant dans la relaxation. L'exposant 
 vaut 2, selon la convention 2.20. Extrait

de H. Horner, Zeitschrift f�ur Physik B, vol 100, page 243,1996
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Chapitre 3

Contributions �a la dynamique du

syst�eme mod�ele �a vitesse �nie

Le plan de ce chapitre est le suivant. Apr�es une introduction (3.1), je montre en

quoi le comportement �a vitesse �nie di��ere du comportement statique (3.2). La section

suivante (3.3) �etudie la fa�con dont le th�eor�eme 
uctuation-dissipation est bris�e, �a vitesse

faible mais non nulle. Un r�esultat exact (�equation 3.6) et un heuristique (�equation 3.7)

sont donn�es.

Pour pouvoir tracer compl�etement la caract�eristique force-vitesse, j'aborde bri�eve-

ment en section (3.4) la limite de grande vitesse, avant de terminer par le r�egime des

tr�es faibles vitesses, point essentiel de ce chapitre (3.5). Une comparaison des solutions

((de couplage de mode)) �a vitesse nulle, et de la solution de Horner �a vitesse �nie per-

met d'estimer, d'une part l'extension du r�egime de r�eponse lin�eaire, et de comprendre

d'autre part comment se comportent les temps caract�eristiques, lorsque la temp�erature

est baiss�ee en dessous du point de transition dynamique T

d

(�), �a vitesse v �nie.

3.1 Pr�esentation du travail et du mod�ele

Deux ans de travail Les questions abord�ees dans ce chapitre ont constitu�e le fond

du travail de recherche des deux premi�eres ann�ees de th�ese, avant que nous ne prenions

connaissance des travaux de Horner. J'ai essay�e durant cette p�eriode de comprendre

comment la vitesse modi�ait la relaxation du syst�eme mod�ele au voisinage de la ligne

de transition vitreuse, a�n de voir comment la caract�eristique force-vitesse, ohmique

dans la phase haute temp�erature, laissait place �a une caract�eristique non ohmique dans

la phase vitreuse.

Voici le principe de la solution que j'ai essay�e de construire pour r�epondre �a cette

question. Aux temps courts, et �a vitesse v petite, il est naturel de supposer que le

syst�eme �evolue comme s'il �etait encore immobile. Aux temps d'ordre v � t � 1 en

revanche, l'e�et de la vitesse doit devenir dominant, et il est tentant de vouloir bâtir

une solution d'�echelle faisant intervenir la combinaison (vt). R�esoudre le probl�eme �a

vitesse �nie consiste alors �a proposer un jeu de fonctions B(t),R(t) pour les temps t
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courts, suivi d'un jeu de fonctions

~

B(vt), v

~

R(vt) dont le recollement soit une solution

consistante des �equations 2.105, 2.106, page 62.

Ces �equations n'�etant pas causales, les r�egimes temps courts et temps longs sont

intimement li�es. De plus, la structure ((couplage de mode)) de ces �equations, rend les

solutions hypersensibles aux changements des param�etres de contrôle.

C'est un tel programme que Horner a men�e a bien, mais en faisant intervenir de

nombreuses �echelles de temps suppl�ementaires, ce qui constitue en �n de compte une

solution d'une complexit�e bien sup�erieure �a celle que je proposais. Le parti-pris d'un

r�egime d'�echelle reposant sur la combinaison vt �etait d'avance vou�e �a l'�echec.

Malgr�e la perte d'int�erêt caus�ee par la publication de Horner, je passe en revue dans

ce chapitre les r�esultats obtenus durant cette p�eriode. De temps �a autre, j'actualise (en

le pr�ecisant) ces r�esultats au vu des �el�ements nouveaux apport�es par sa solution.

Le mod�ele Pour mettre toutes les chances de notre cot�e, nous avons choisi un corr�e-

lateur exponentiel f(Y ) = �

2

exp(�Y=�

2

). Sans perte de g�en�eralit�e, il est possible de

poser � = 1. Ce corr�elateur permet de factoriser le terme de m�emoire, et assure une

coupure aux temps long tr�es e�cace de celui-ci :

exp(�Q(t)) = exp(�B(t)) � exp(�v

2

t

2

=�

2

):

La vitesse n'apparâ�t que dans le noyau de m�emoire ci-dessus, et dans le terme de

friction (�equation 2.109), uniquement �a travers la combinaison vt=�. Cela rend d'autant

plus surprenante l'apparition d'�echelles de temps interm�ediaires, comprises entre t � 1

et t � 1=v. Nous avons pers�ev�er�e dans la voie erron�ee consistant �a �etudier le r�egime

t � 1=v, car persuad�es de la sp�eci�cit�e du corr�elateur exponentiel.

Pour pouvoir contrôler la nature de la transition vitreuse sous-jacente, nous avons

conserv�e un con�nement quadratique � 6= 0. Cela assure que la fonction de di�usion

B(t) reste born�ee

1

et l'existence d'un v�eritable �equilibre thermodynamique �a vitesse

nulle. En contrepartie, l'interversion des limites � ! 0 et t!1 peut devenir probl�e-

matique, voire impossible.

Les �equations du mouvement sont identique �a 2.105, 2.106, page 62, avec m d�e�ni

par :

m = �+

Z

1

0

ds 4f

00

(B(s)) R(s): (3.1)

La force poss�ede la même expression qu'en l'absence de con�nement. Rappelons que

dans l'approximation de Hartree, la valeur moyenne du d�eplacement est d'ordre

p

N ,

tandis que les 
uctuations longitudinales sont d'ordre 1. La force moyenne exerc�ee par

le ressort ne 
uctue pas et tout se passe comme si elle �etait strictement constante.

Cet e�et de champ moyen o�re un contraste saisissant avec le probl�eme trait�e dans la

seconde partie de cette th�ese, au chapitre 5.

1. De cette fa�con, l'�echelle de temps introduite par Horner B(t

0

a

) = v

2

t

02

a

, co��ncide avec 1=v
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3.2 Les e�ets attendus �a vitesse �nie

Le premier e�et que l'on attend d'une vitesse non nulle est la coupure du terme de

m�emoire aux temps longs, d'autant plus e�cacement que le corr�elateur du d�esordre

d�ecrô�t vite. Par cons�equent, le vieillissement doit disparâ�tre, et la travers�ee d'une ligne

de transition vitreuse �a vitesse �nie ne doit s'accompagner d'aucune discontinuit�e.

La relation 
uctuation-dissipation ne doit plus s'appliquer �a vitesse �nie, car il s'agit

d'une situation hors d'�equilibre. N�eanmoins, aux temps courts, la particule n'a gu�ere

eu le temps de se d�eplacer. On s'attend �a ce que la violation de la relation 
uctuation-

dissipation se fasse progressivement, jusqu'�a devenir signi�cative aux temps d'ordre

2

1=v. Je montre �a la section 3.3 que c'est lorsque B(t) = q, ((valeur de plateau)), que

le th�eor�eme FD devient faux, con�rmant de fa�con ind�ependante les r�esultats obtenus

pour la solution de vieillissement et la solution de Horner.

A vitesse �nie, la propri�et�e de clustering lim

t!1

C(t) = 0 est de nouveau vraie. On

le v�eri�e en prenant l'�equation 2.67, page 52 :

C(1) = lim

t!1

1

�

J(t) = 0:

La d�ecroissance en exp(�v

2

t

2

=�

2

) du terme de m�emoire entrâ�ne que J(1) = 0. En se

d�epla�cant �a vitesse �nie, la particule �echantillonne le potentiel al�eatoire et e�ectue une

moyenne ergodique de celui-ci. Le syst�eme mod�ele redevient auto-moyennant.

En relation avec l'e�et pr�ec�edent, la valeur asymptotique lim

t!1

B(t) subit une

discontinuit�e lorsque v ! 0. En faisant le même raisonnement que ci-dessus, et compte-

tenu de lim

t!1

I(t) = 0, on trouve :

lim

v!0

B(1) =

2I(0) + 2T

�

:

Cette augmentation des 
uctuations donne l'illusion que le syst�eme subit un ((r�echauf-

fement)), et que sa temp�erature e�ective est I(0) + T . Ce suppl�ement de 
uctuations

provient du bruit corr�el�e Z(t) qui maintenant �evolue lentement avec le temps

3

(�-

gure 3.1). A vitesse �elev�ee, le bruit thermique Z(t) est presque blanc, ce qui en fait

l'�equivalent d'un bruit de Langevin.

3.3 La brisure du th�eor�eme 
uctuation-dissipation

Dans cette section, j'essaie de comprendre pourquoi la relation 
uctuation-dissipation

cesse d'être v�eri��ee, bien avant que l'e�et de la vitesse ne se soit directement fait sentir,

�a cause d'un d�eplacement vt � 1. On pose, comme �a la section 2.5, �equation 2.110 :

n(t) R(t) =

_

B(t)

2T

�(t)�R(t): (3.2)

2. En fait, elle est signi�cative bien avant 1=v.

3. A vitesse nulle, dans la phase haute temp�erature, I(0) est exactement �egale �a la variance �,

overlap entre deux r�epliques de la phase RS, �equation 2.29, page 40.
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Τ
µ

Τ + Ι(0)
µ

Fig. 3.1 { Le diagramme ci-dessus montre pourquoi la valeur asymptotique de la fonc-

tion de corr�elation subit une discontinuit�e lorsque la vitesse tend vers 0. Les petits

cercles correspondent �a des situations o�u la particule di�use, �a l'�equilibre dans son po-

tentiel de con�nement, �a vitesse nulle. Le centre des cercles est d�ecal�e de part et d'autre

de l'axe horizontal du mouvement, �a cause du bruit gaussien persistant Z(t). Quand la

particule se d�eplace, le bruit Z commence �a se moyenner �a z�ero en d�eportant la par-

ticule de part et d'autre de sa trajectoire. Le tout donne l'illusion d'une di�usion plus

grande (grand cercle pointill�e). Le syst�eme mod�ele redevient ainsi ((auto-moyennant )).

En d�erivant par rapport au temps l'�equation pour la fonction B(t), et en lui sous-

trayant l'�equation pour R(t), (respectivement �equations 2.106 et 2.105), on obtient une

�equation pour le produit n(t) R(t), valable pour t > 0 :

d

dt

[n(t) R(t)] +m [n(t) R(t)] �

Z

1

�1

ds 4f

00

(Q(s)) R(s) [n(t� s) R(t� s)] =

_

I(t)

T

;

Q(t) = B(t) + v

2

t

2

(3.3)

qu'il faut int�egrer avec la condition initiale f8t � 0, n(t) � R(t) = 0g. Le membre de

gauche est un op�erateur int�egro-di��erentiel lin�eaire L appliqu�e �a [n(t) R(t)]. Or, la

fonction R(t) est justement une fonction de Green de cet op�erateur, i.e LR = �(t), qui

permet d'inverser formellement l'�equation ci-dessus :

T n(t) R(t) = R � [

_

I(t)�(t)]: (3.4)

L'�etoile d�esigne un produit de convolution. Le terme

_

I(t) apparâ�t explicitement comme

le terme de source responsable de la brisure du th�eor�eme 
uctuation-dissipation. Il est

possible de r�e�ecrire

_

I(t) de fa�con �a faire intervenir le produit [n(t) R(t)].

_

I(t) =

Z

1

0

ds v

2

(t+ s) 4f

00

(Q(t+ s)) R(s)

+2T

Z

1

0

ds 2f

00

(Q(t+ s)) R(t+ s) R(s) [n(t+ s)� n(s)]: (3.5)

En prenant la limite t ! 0,

_

I tend vers le produit

4

v � (F � v). La violation de la

relation FD aux temps courts apparâ�t li�ee �a la puissance dissip�ee par la particule, de

4. Remarque faite par S.Scheidl. On notera que F � v = F

anc

n'est autre que la force d'ancrage
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la part de la force d'ancrage (�equation 2.109) :

T n(t) � v � (F � v)

Z

t

0

ds

R(s)

R(t)

; (3.6)

(valable uniquement pour t � 1). Ce r�esultat est �a rapprocher des th�eor�emes reliant

l'irr�eversibilit�e thermodynamique �a la brisure de la relation FD [48].

Le d�eveloppement qui suit a pour but de montrer que le th�eor�eme FD n'a pas

d'autre choix que de d�evier de sa valeur d'�equilibre, lorsque B(t) devient �egale �a sa

valeur de plateau q. Il comporte des approximations raisonnables mais mal contrôl�ees,

et doit être consid�er�e comme un raisonnement heuristique.

On sait qu'�a faible vitesse, le temps de plateau t

p

diverge. On se place donc au

voisinage de celui-ci : t � t

p

. Dans l'int�egrale formant le second membre de

_

I(t), les

valeurs de s� t

p

ne contribuent pas car n(t+ s)� n(s) ! 0 lorsque s devient grand.

Cela permet d'une part de n�egliger la contribution provenant des valeurs de la variable

muette s tr�es sup�erieure �a t

p

, d'autre part de n�egliger v

2

s

2

devant B(s), dans la somme

Q(s) = v

2

s

2

+B(s).

L'int�egrand est form�e d'un produit de fonctions qui ne varient pas sur les mêmes

�echelles de temps, ce qui permet d'approcher cette int�egrale par :

(2T ) 2f

00

(B(t))

�

R(t)n(t)

Z

t

p

0

R +R(t)

Z

t

p

0

[n �R]

�

'

2T

�

2f

00

(B(t))R(t) n(t);

� d�e�ni par � = 2T=q, est �egal �a l'int�egrale de la fonction de r�eponse jusqu'au temps

de plateau. De même, le produit de convolution

_

I � R est domin�e par l'une de ses

extr�emit�e, et est �equivalent �a

_

I(t)=�. L'�equation 3.4 devient :

T

 

1 �

4f

00

(B(t))

�

2

!

R(t)n(t) ' (�)

�1

v

2

Z

1

0

ds 4f

00

(B(t+ s)) R(s) (s+ t): (3.7)

Il apparâ�t clairement que lorsque 4f

00

(B) ' �

2

= q

2

=4T

2

(valeur de plateau), et en

pr�esence d'un second membre, la fonction n mesurant le taux de brisure du th�eor�eme


uctuation-dissipation doit d�ecoller de sa valeur d'�equilibre n = 0. La relation FD est

bris�ee tr�es tôt, presque spontan�ement, le second membre n'a pas besoin d'être d'ordre 1.

Cela explique comment on peut obtenir un produit vt

p

� 1, mais techniquement, il

est tr�es di�cile de remonter ainsi jusqu'�a la v�eritable valeur du temps caract�eristique

t

p

. Je n'y suis pas parvenu.

3.4 La limite de vitesse �elev�ee

3.4.1

�

Etude de l'approximation de Hartree �a vitesse �elev�ee

Il est instructif d'�etudier le formalisme de Martin-Siggia-Rose, dans l'approximation

de Hartree, �a vitesse �elev�ee, ne serait-ce que pour pour pouvoir pr�edire l'allure compl�ete

F

anc

= v

R

s� 4f

00

(Q(s))R(s) ds, caus�ee par le potentiel d'ancrage. La force de friction totale F est la

somme de la force d'ancrage et de la force de friction nue, ici �egale �a v car la viscosit�e nue � est �x�ee

�a 1, par convention (cf page 45).
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de la caract�eristique force-vitesse (section 3.5). A grande vitesse, la particule passe tr�es

vite sur le d�esordre, et celui-ci n'a plus qu'un e�et perturbatif. Le syst�eme mod�ele est

alors �equivalent �a un mod�ele de Ornstein-Uhlenbeck [49] perturb�e. Ce probl�eme a �et�e

en partie abord�e par Mullers et Schmidt [50], suivant un formalisme assez obscur,

mais n'a pas �et�e pouss�e jusqu'au bout. Je d�ecris ici le premier ordre de perturbation

en puissances de 1=v. Au d�epart, { ordre 0 de ce d�eveloppement{, le d�esordre est

absent, et le mouvement du syst�eme se d�ecompose, par invariance galil�eenne, en un

mouvement de translation �a vitesse uniforme ~vt, et une relaxation dans un pû�tss de

potentiel quadratique stationnaire. Les calculs qui suivent, sont fait avec le corr�elateur

gaussien de la page 39. A vitesse ((in�nie)) :

R(t) = �(t) e

��t

; (3.8)

B(t) =

2T

�

�

1 � e

��t

�

: (3.9)

Pour les besoins de l'�etude du premier ordre en v

�1

, il su�t de poser R(t) = 1 et

B(t) = 2T t ' 0. On appelle temp�erature e�ective la somme T+T

�

, o�u T

�

rend compte

du suppl�ement de 
uctuations induit par le d�eplacement sur le d�esordre. T

�

= I(0)

vaut :

I(0) =

Z

1

0

ds [2f

00

(B(s)) R(s) B(s)� 2f

0

(B(s)) R(s)] exp

 

�

v

2

t

2

�

2

!

;

= �2f

0

(0)

p

�

2

�

v

+ O

�

1

v

2

�

;

T

�

=

p

��

2

�

1

v

: (3.10)

Dimensionnellement, le produit d'une �energie par un temps est �egal au carr�e d'une

longueur, et le r�esultat 3.10 est donc homog�ene. La force et le coe�cient de friction

valent :

F = v + v

Z

1

0

ds s 4f

00

(B(s)) R(s) exp

 

�

v

2

s

2

�

2

!

;

= v + 2f

00

(0)

�

2

v

+ O

�

1

v

2

�

;

� = 1 + 2f

00

(0)

�

2

v

2

: (3.11)

En�n, on peut �evaluer la correction induite par le d�esordre au temps de relaxa-

tion � = �

�1

de la fonction de r�eponse. Pour cela il est commode d'introduire les

transform�ees de Fourier :

R

�1

(!) =

Z

1

0

dt e

i!t

R(t); (3.12)

�(!) =

Z

1

0

dt e

i!t

4f

00

(B(t)) R(t); (3.13)
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et l'�equation pour R, (2.65), se r�e�ecrit :

R(!) = �i! + � + �(0)� �(!) (3.14)

R(!), transform�ee de la fonction �a support positif R(t), est analytique dans le demi-

plan complexe inf�erieur. La singularit�e la plus proche de l'axe r�eel d�etermine le temps

de relaxation le plus long de la fonction de r�eponse. En l'absence de d�esordre il s'agit

d'un pôle simple, l�a o�u �i! + �, s'annule. Lorsque le d�esordre � est faible, on peut

supposer que ce z�ero de R(!)

�1

est simplement d�eplac�e, ce qui se traduit par un temps

de relaxation � :

� =

1 � i�

0

(0)

�

;

d'o�u :

� =

1

�

 

1 +

�

2

2v

2

f

00

(0)

!

: (3.15)

3.4.2 Interpr�etation Physique

Le formalisme ci-dessus montre bien que le d�esordre devient perturbatif lorsque

v !1. Le d�eveloppement au premier ordre en 1=v est g�en�erique pourvu que le corr�e-

lateur du d�esordre d�ecroisse assez rapidement, c'est-�a-dire soit corr�el�e �a courte distance.

Les pr�efacteurs calcul�es ci-dessus sont par contre sp�eci�ques au corr�elateur gaussien.

Les corrections calcul�ees ne d�ependent pas de la temp�erature, ni du con�nement,

mais seulement de la g�eom�etrie du potentiel al�eatoire et s'appliquent aussi �a la particule

sans con�nement, avec force ext�erieure constante.

Il est possible de retrouver les r�esultats ci-dessus par un calcul direct. Pour que

la particule aille tr�es vite, il est n�ecessaire d'exercer une force �elev�ee. Le potentiel

d'ancrage ne peut donc s'opposer au d�eplacement de la particule qui est par cons�equent

quasi uniforme. En premi�ere approximation, la force exerc�ee par le potentiel, est

~

F (t) =

�

�!

rV (~vt). C'est une force al�eatoire, gaussienne, dont le corr�elateur, (en valeur moyenne

temporelle) est :

hF

j

(t) � F

k

(t

0

)i = @

j

V (~vt) � @

k

V (~vt

0

) (3.16)

= �2f

0

(v

2

(t� t

0

)

2

)�

jk

+ 4f

00

(v

2

(t� t

0

)

2

) (v

j

(t� t

0

)) (v

k

(t� t

0

))

Grâce �a la forme sp�eci�que du corr�elateur exponentiel, f(Y ) = exp(�Y=�

2

), lorsque

la vitesse tend vers l'in�ni, le bruit ci-dessus devient l'�equivalent d'un bruit blanc, de

variance :

hF

j

(t) � F

k

(t

0

)i = �2f

0

(0)

�

Z

1

�1

dt exp(�v

2

t

2

=�

2

)

�

�

jk

�(t� t

0

);

= �2f

0

(0)

p

��

v

�(t� t

0

)�

jk

;

= 2T

�

�

jk

�(t� t

0

)
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qui correspond bien �a la temp�erature e�ective 3.10.

Il est �egalement possible de retrouver l'expression pour la force de friction, c'est

�a dire calculer la valeur moyenne de

~

F (t) au cours du temps. Pour trouver une force

d'ancrage non nulle, il faut permettre �a la particule de 
uctuer de part et d'autre de

sa position moyenne ~vt et poser x

j

(t) = v

j

t+�x

j

(t).

hF

j

i = lim

�!1

1

�

Z

�

0

dt � @

j

V (x

j

(t))

= �

�1

Z

1

0

dt

"

�@

j

V (~vt)�

X

k

@

jk

V (~vt) ��x

k

(t)

#

Le premier terme du membre de droite est un terme de bord, et ne contribue pas.

�x

k

en revanche, est corr�el�e �a la force al�eatoire qu'il a ressentie quelques instants

auparavant :

�x

k

(t) =

Z

t

�1

ds e

��(t�s)

��@

k

V (~vs);

ce qui, introduit dans l'expression pour la force, donne :

hF

j

i = �

�1

Z

�

0

dt

Z

t

�1

ds

X

k

@

jk

V (~vt) � @

k

V (~vs)e

��(t�s)

;

=

Z

t

�1

ds

X

k

@

jk

V (~vt) � @

k

V (~vs)e

��(t�s)

:

La fonction de corr�elation est �egale �a :

X

k

@

jk

V (~vt) � @

k

V (~vs) = �4f

00

(0) v

j

� (t� s)e

�v

2

(t�s)

2

=�

2

+ O(1=N);

et on retrouve facilement le r�esultat 3.11, pour la force de friction.

En conclusion, la limite de grande vitesse des �equations du champmoyen dynamique

donne des r�esultats tr�es physiques, que l'on retrouve en raisonnant directement sur

la force al�eatoire, induite par le potentiel d�esordonn�e. L'approximation de Hartree,

ou approximation gaussienne, ne semble pas induire d'artefact �a cet ordre-l�a de la

perturbation. Cela est probablement dû �a ce que le mod�ele de Ornstein-Uhlenbeck

sous-jacent est lui même gaussien. De plus, tout se passe comme si le syst�eme �etait

�a temp�erature nulle. Il faudrait aller �a l'ordre suivant (1=v

2

) pour voir r�eapparâ�tre

la temp�erature, et �eventuellement observer un �ecart entre le syst�eme mod�ele r�eel et

l'approximation de champ moyen. Les r�esultats obtenus dans cette section permettent

de d�eterminer l'allure de la caract�eristique �a grande vitesse et viennent en compl�ement

de l'�etude �a vitesse tendant vers z�ero, faite �a la section 3.5.

Remarque : La notion de r�echau�ement induit par le d�esordre a �et�e utilis�ee par

A.Koshelev et V.Vinokur [51] pour expliquer des r�esultats exp�erimentaux mon-

trant qu'un r�eseau de vortex en mouvement, dans un �echantillon propre, recristallise

lorsqu'on augmente sa vitesse au del�a d'une valeur critique.
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3.5 Allure des caract�eristiques force-vitesse

Nous avons vu �a la section 2.5, page 60 que la force de friction �etait domin�ee par le

r�egime se d�eroulant autour de l'�echelle de temps de relaxation principale, c'est �a dire

l'�echelle de temps sur laquelle la fonction de corr�elation B(t) �evolue de sa valeur de

plateau q �a sa valeur asymptotique. Dans la phase haute temp�erature, on s'attend �a voir

un r�egime de r�eponse lin�eaire, avec une caract�eristique ohmique �a basse vitesse, tandis

que dans la phase basse temp�erature, il doit se produire, suivant Horner, un 
uage

5

en loi de puissance v = F

1=�

. L'exposant est susceptible de varier lentement avec la

temp�erature et le con�nement. Je propose ici, sans chercher �a calculer l'exposant �,

un m�ecanisme permettant de recoller harmonieusement les caract�eristiques de part et

d'autre de la ligne de transition vitreuse, a�n d'observer comment le r�egime ohmique

disparâ�t �a l'approche de celle-ci. Cette �etude se fonde sur la grande similitude des

solutions de part et d'autre de la transition vitreuse, et pr�esuppose que la ligne de

transition ((r�egime ohmique))-((r�egime sous-lin�eaire)) co��ncide avec la ligne de transition

((dynamique)), �a vitesse nulle. Or, d'apr�es Horner, ce n'est pas le cas pour toutes les

valeurs de l'exposant 
 du corr�elateur (ligne en pointill�e distincte de la ligne continue

sur la �gure 2.8,page 2.8). Le corr�elateur exponentiel, qui est en quelque sorte une

limite 
 ! 1, doit être de ce point de vue aussi un cas favorable. En l'absence

de con�rmation rigoureuse, le m�ecanisme d�etaill�e dans la suite doit être consid�er�e

comme une conjecture. Seul est consid�er�e ici, pour des raisons techniques, le domaine

de con�nement � < �

�

.

Rappelons les notations employ�ees pour d�esigner les temps caract�eristiques. �

1

,�

2

sont les temps de relaxation dans la phase haute temp�erature (page 54), t

p

,t

a

les temps

de relaxation �a vitesse �nie (page 64). T

d

d�esigne la temp�erature de transition vitreuse,

T

+

d

son voisinage sup�erieur, T

�

d

, son voisinage inf�erieur.

3.5.1 Le r�egime de r�eponse lin�eaire

Dans cette section, je suppose que le syst�eme a une temp�erature T l�eg�erement

sup�erieure �a T

d

, et se trouve dans la phase ergodique.

Lorsque la vitesse est plus petite qu'une vitesse caract�eristique v

co

, d�e�nie dans la

section suivante, le d�eplacement du syst�eme ne modi�e pratiquement pas la relaxation,

de sorte que l'on peut substituer dans la formule pour la force de friction, les fonctions

de corr�elations R � R

v=0

et B � B

v=0

�a vitesse nulle.

Le raisonnement qui suit, est aussi bien valable en l'absence de con�nement ext�e-

rieur, qu'en pr�esence d'un ressort mobile �a vitesse v. Dans le second cas, le syst�eme

atteint, au repos, un v�eritable �equilibre thermodynamique. Dans le premier cas, on a,

en l'absence de d�esordre b(t; s) = 2T � (t� s) � B(t� s), r(t; s) = �(t� s) � R(t� s).

La relation @

t

B(t) = 2T�(t)R(t) est v�eri��ee, mais il ne s'agit pas d'un vrai �etat d'�equi-

libre. La substitution des fonctions de corr�elation d'�equilibre dans la formule pour la

5. Traduction de ((creep)).
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force de friction, conduit �a l'expression suivante :

F = v + v

Z

1

0

ds s 4f

00

(B

eq

(s)) R

eq

(s) exp(�v

2

s

2

=�

2

): (3.17)

Cela correspond bien �a la notion de r�eponse lin�eaire, qui consiste �a calculer l'e�et d'une

petite perturbation, �a partir des propri�et�es (fonctions de corr�elation) du syst�eme en

l'absence de la perturbation.

L'int�egrale ne contribue signi�cativement que autour de s � �

2

, tandis que le terme

exponentiel est quasiment �egal �a 1.

F = v + v�

2

Z

1

0

d(

s

�

2

)

s

�

2

4f

00

(

~

B(s=�

2

))

~

R(=�

2

); (3.18)

= (1 + C � �

2

)� v: (3.19)

C'est une branche lin�eaire, et le param�etre de friction, au voisinage de T

d

, est

(presque) proportionnel au temps de relaxation �

2

, C �etant une constante num�erique.

Prenons la limite de con�nement nul � = 0. Le temps caract�eristique �

2

ne d�epend

pas de fa�con critique du param�etre �. Reprenant l'expression de la transform�ee de

Fourier de la fonction de r�eponse (�equation 3.14), on trouve dans la limite ! ! 0 :

R

�1

(!) ' �i! (1� i�

0

(0))

Grace au th�eor�eme 
uctuation-dissipation, on en d�eduit que le coe�cient de di�usion

D = lim

t!1

B(t)=2t, est �egal �a (il su�t d'xpliciter �

0

(0)) :

T

1� i�

0

(0)

=

T

1 + C � �

2

:

C'est la relation d'Einstein pour le mouvement brownien, suppos�ee exacte au dessus

de T

d

.

En conclusion La valeur du coe�cient de friction, pr�edite par un argument de

r�eponse lin�eaire bas�e sur la caract�eristique force-vitesse (�equation 3.17), est compatible

avec le coe�cient de friction, calcul�e directement �a partir de la fonction de r�eponse

R(! ! 0). Supposant valide la relation d'Einstein, on d�eduit la valeur de la constante de

di�usion. Lorsque la temp�erature est proche de T

d

, le temps �

2

devient grand devant 1,

le coe�cient de friction est proportionnel �a �

2

, tandis que la constante de di�usion lui

est inversement proportionnel.

Le domaine d'application de la r�eponse lin�eaire s'�etend jusqu'�a une force F

co

et une

vitesse v

co

critiques, que la section suivante se propose d'estimer.

3.5.2 La caract�eristique compl�ete

Les phases haute et basse temp�erature (T < T

d

et T > T

d

respectivement) se

distinguent principalement par l'existence �a vitesse nulle d'un temps de relaxation
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TemperatureTd

2θ

t

v

a

Temps de relaxation
Friction

Reponse lineaire

Temps controles par T

Fluage

Temps controles     par v

(v )2

1

3v

Fig. 3.2 { Famille de courbes param�etr�ees par la vitesse, et montrant l'�evolution sup-

pos�ee du temps de relaxation principal en fonction de la temp�erature, autour de la

transition vitreuse. A vitesse nulle, ce temps de relaxation est �

2

(ligne discontinue).

Je pr�esente ici l'allure sch�ematique du temps de relaxation principal, pour trois valeurs

de la vitesse v

1

< v

2

< v

3

. Dans la phase haute temp�erature, ce temps de relaxation

est proche de �

2

ind�ependant de la vitesse. C'est la r�eponse lin�eaire. A basse temp�era-

ture, ce temps devient �egal �a t

a

(v) (ligne pointill�ee). La caract�eristique est alors une

loi de puissance. La ligne pointill�ee ((�

2

)) s�epare le r�egime de r�eponse lin�eaire du r�egime

((vitreux )).
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�ni dans le premier cas, in�ni dans le second. Les temps de relaxation de la phase

vitreuse sont donc contrôl�es par la vitesse et suivent, en supposant valide l'analyse de

H.Horner, les lois d'�echelle t

a

� v

�1+�

, t

p

� v

�

0

(�1+�)=(j�j+�

0

)

, exposants d�e�nis au

chapitre pr�ec�edent.

Dans la phase haute temp�erature, en revanche, les temps de relaxation sont contrôl�es

alternativement par les param�etres ext�erieurs (temp�erature, con�nement) et par la

vitesse. A proximit�e imm�ediate sup�erieure de la temp�erature T

+

d

de transition, le temps

de relaxation naturel �

2

est de l'ordre de jT�T

d

j

�1=2


. L'identi�cation �

2

� t

a

(v) permet

de d�e�nir une vitesse de cross-over v

co

:

v

��1

co

' jT � T

d

j

�1=2


: (3.20)

L'id�ee du raisonnement est que la transition vitreuse cesse d'être bien d�e�nie lorsque

v 6= 0, et qu'�a des vitesses v > v

co

, rien ne distingue v�eritablement la dynamique de

relaxation de part et d'autre de la transition vitreuse. Cette situation est r�esum�ee sur

la �gure 3.4.

L'analyse ci-dessous est fond�ee sur l'observation suivante : la solution ((d'�equilibre))

(celle de la r�eponse lin�eaire) et la solution de 
uage, contrôl�ee par la vitesse paraissent

pouvoir se superposer parfaitement jusqu'�a des temps de l'ordre de 1=v. Pla�cons-nous

au voisinage sup�erieur T = T

+

d

de la transition vitreuse. Les temps caract�eristiques �

1

et �

2

sont tr�es grands. Par cons�equent, si une vitesse v �elev�ee est impos�ee, on sent bien

que la relaxation sera contrôl�ee par la vitesse et non par la temp�erature.

Il faut alors estimer l'allure de la solution de Horner, �a T = T

+

d

.

On sait que, aux environs de t � t

p

, B(t) est proche de sa valeur de plateau, et n(t)

passe de 0 �a sa valeur de quasi-
uctuation-dissipation nj

QFD

> 0, (page 64).

Or, la valeur nj

QFD

s'annule justement �a la transition (cf �gure 3.4), ce qui est

coh�erent avec la solution haute temp�erature, o�u le franchissement du plateau par B(t)

ne s'accompagne pas d'une brisure du th�eor�eme FD.

Dans la phase haute temp�erature, si on transpose l'analyse de Horner, n(t) va

rester nulle jusqu'�a ca que le produit vt prenne des valeurs non n�egligeables.

La seconde remarque est que dans la solution de Horner, la vitesse n'a�ecte que

tr�es peu la relaxation autour de t

a

(v), car le produit v � t

a

(v) est� 1 lorsque la vitesse

tend vers 0. Cela montre que la vitesse intervient pour �xer les �echelles de temps,

mais ne devrait pas modi�er la forme des fonctions d'�echelle, autour de t

a

(v). Je fais

donc l'hypoth�ese physique raisonnable que si la vitesse est su�samment faible,

la relaxation autour de l'�echelle de temps t

a

(v) et la relaxation ((d'�equilibre)) �a vitesse

nulle, autour de �

2

sont identique (�a une homoth�etie de l'�echelle de temps pr�es).

La derni�ere remarque est que les d�ependances �

1

� �

�

2

et t

p

(v) � t

a

(v)

�

, � =

�

0

=(j�j + �

0

), sont identiques, car l'argument de raccordement est le même dans les

deux cas, avec le même exposant.

Toutes les conditions sont r�eunies pour pouvoir recoller les deux solutions autour

de la vitesse de ((cross-over)) v = v

co

, d�e�nie ci-dessus (�equation 3.20 et �gure 3.2).
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8

>

<

>

:

t

a

(v

co

) 7�! �

2

t

p

(v

co

) 7�! �

1

n

QFD

7�! n

FD

= 0

(3.21)

On en d�eduit l'allure des caract�eristiques. Lorsque T = T

�

d

, pour v � 1, la carac-

t�eristique est une loi de puissance v

�

, o�u les temps de relaxation sont contrôl�es par la

vitesse.

Lorsque T = T

+

d

, pour v

co

� v � 1, la caract�eristique est encore une loi de puissance

F � v

�

, semblable �a la pr�ec�edente o�u les temps de relaxation sont de nouveaux contrôl�es

par la vitesse.

En�n, 0 < v < v

co

est le r�egime de r�eponse de lin�eaire de la section pr�ec�edente, avec

des temps de relaxation contrôl�es par la temp�erature. La pente de la caract�eristique,

ohmique,

� =

1

1 + C � �

2

� �

�1

2

� � jT � T

d

j

1=


; (3.22)

s'annule �a la transition, et ne d�epend que des quantit�es d'�equilibre.

Le calcul de la vitesse de cross-over n�ecessite de connâ�tre l'exposant �(T; �), suppos�e

constant au voisinage imm�ediat de la transition. v

�1+�

co

= �

2

, d'o�u v

co

= jT �T

d

j

1=
(1��)

.

La force de cross-over correspondante est :

F

co

= v

�

co

F

co

� jT � T

d

j

�=(1��)


(3.23)

En r�esum�e (voir aussi la �gure 3.3), au voisinage imm�ediat de la transition vitreuse,

cot�e verre, la caract�eristique est form�ee de trois r�egimes successifs :

- Un r�egime de 
uage v � F

1=�

, 0 < v � 1.

- Un r�egime, au voisinage de la force critique F � �=�,

o�u la courbe v(F ) inverse sa concavit�e.

- Un r�egime perturbatif �a haute vitesse.

Au voisinage de la transition vitreuse, côt�e haute temp�erature, la caract�eristique

est form�ee de quatre r�egimes successifs :
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Fig. 3.3 { Ces �gures illustrent le comportement de la caract�eristique Force-Vitesse au

voisinage de la transition vitreuse. Le r�egime grande vitesse est insensible aux e�ets

vitreux (section 3.4). Le r�egime de basse vitesse est un ((
uage )) en loi de puissance

v � F

1=�

. Le r�egime aux tr�es basses vitesses d�epend de la position par rapport �a la tem-

p�erature de transition de vitreuse. Si T = T

+

d

, la caract�eristique laisse �nalement place

�a un r�egime de r�eponse lin�eaire au environs de (F

co

; v

co

) (�gure de droite). L'extension

du r�egime lin�eaire tend vers z�ero lorsque T ! T

d

(�). Ces �gures sont juste illustratives.

- Un r�egime de r�eponse lin�eaire v � �F � F=�

2

, pour 0 < v < v

co

.

- Un r�egime de 
uage alg�ebrique, v � F

1=�

, v

co

< v < 1

- Les deux r�egimes mentionn�es ci-dessus.

Le franchissement de la ligne T

d

(�) �a � > �

�

est paradoxalement plus discontinu

que dans le cas � < �

�

. La fa�con dont on passe de la phase T

+

d

�a la phase T

�

d

ne sera

pas mentionn�ee ici, car trop mal comprise.

Application Pour terminer, on peut prudemment pousser l'analogie entre le syst�eme

mod�ele et les verres structuraux, vus par les th�eories de couplage de mode, jusqu'au

bout. On consid�ere un verre dans un ((rh�eom�etre)), ayant une g�eom�etrie de cisaillement

(�gure 3.5). A partir du dictionnaire :

Temps de relaxation 7�! Temps de relaxation,

Coe�cient de friction 7�! Viscosit�e,

Force ext�erieure 7�! Contrainte de cisaillement, ou couple,

Vitesse 7�! Vitesse angulaire,
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T

Fluage

v

Td0

Reponse

lineaire

QFD

Td

n

Fig. 3.4 { A gauche : La vitesse de cross-over v

co

, fonction de la temp�erature. La courbe

s�epare le r�egime du r�eponse lin�eaire du r�egime de loi de puissance. Au dessus de la

courbe, les temps caract�eristiques ne d�ependent plus que de la vitesse, de sorte qu'il

ne se produit rien de particulier �a la travers�ee de la temp�erature de transition (ligne

pointill�ee verticale) �a vitesse �nie. A droite : Le param�etre de brisure du th�eor�eme de


uctuation-dissipation n

QFD

fonction de la temp�erature. Lorsque le con�nement est

plus petit qu'une valeur critique �

�

(�gure 2.7, page 57), n

QFD

s'annule �a T

d

. c'est

ce qui permet de recoller la solution �a vitesse �nie et la solution de r�eponse lin�eaire.

Lorsque � > �

�

, n

QFD

est discontinue �a T

d

, rendant l'�etude �a vitesse �nie di�cile.
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Taylor -Couette

ω

Fig. 3.5 { Une g�eom�etrie de cisaillement permettant le for�cage d'un 
uide visqueux,

de fa�con permanente, �a un taux constant.

l'analogie avec le syst�eme mod�ele pr�edit que, dans la phase vitreuse, la viscosit�e diverge

alg�ebriquement lorsque la vitesse de rotation impos�ee au 
uide tend vers 0, et que la

relation (vitesse de rotation !-contrainte de cisaillement �) suit une loi de puissance

! = �

1=�

.

Le m�ecanisme pr�esent�e ici, traduit en terme de viscosit�e non lin�eaire, est pr�esent�e

sur la �gure 3.6. La viscosit�e non-lin�eaire est d�e�nie comme le rapport de la contrainte

de cisaillement � divis�eee par la fr�equence de rotation !. Dans la terminologie du

syst�eme mod�ele, il s'agit de la force divis�ee par la vitesse.
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Fig. 3.6 { La viscosit�e non-lin�eaire, rapport de la force exerc�ee �a la vitesse, en fonction

de la vitesse. On pourrait aussi bien tracer la force en abscisse.
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Chapitre 4

La relaxation du syst�eme mod�ele �a

temp�erature nulle

4.1 Pr�esentation du travail.

Ce chapitre pr�esente le r�esultat le plus marquant de ce travail de th�ese concernant

le syst�eme mod�ele. Il s'agit de l'�etude, �a temp�erature tendant vers z�ero, de la dyna-

mique de champ moyen, pour un corr�elateur exponentiel. De fa�con surprenante, cette

solution pr�esente dans cette limite une dynamique riche. Il s'agit bien sûr d'une pro-

pri�et�e enti�erement due �a l'approximation de champ moyen, car, en dimension �nie, la

dynamique doit se geler compl�etement �a tr�es basse temp�erature, �a cause des colossaux

facteurs d'Arrh�enius.

La dynamique de Langevin devient, lorsque la temp�erature tend vers 0 une dyna-

mique de gradient, d�eterministe :

_

~x(t) = �

�!

rV (~x(t)). Il doit être, en principe possible

de relier la relaxation �a T = 0 aux propri�et�es g�eom�etriques du potentiel. Cette id�ee a

�et�e exploit�ee pour la premi�ere fois par J.Kurchan et L. Laloux, et appliqu�ee �a divers

mod�eles connus pour pr�esenter une relaxation lente [52]. Le pr�esent travail s'en inspire

tout en approfondissant la relation entre la g�eom�etrie et les temps caract�eristiques de

la relaxation.

L'approximation de Hartree permet d'exprimer l'�energie moyenne en fonction du

temps, d�e�nie comme E

dyn

(t) = N

�1

hV (~x(t))i, et la solution propos�ee pour le r�egime

de vieillissement en pr�edit la valeur limite E

dyn

(1).

Tout �a fait ind�ependamment, le syst�eme mod�ele poss�ede, �a l'instar du mod�ele p-

spin, et �a temp�erature assez basse, un tr�es grand nombre d'�etats m�etastables. Ces

�etats m�etastables dominent la moyenne de Gibbs aux temp�eratures inf�erieures �a la

temp�erature de transition dynamique T

d

.

Ces �etats m�etastables (o�u �etats TAP) sont particuli�erement bien connus dans le

cadre du mod�ele p-spin sph�erique [53, 30]. Un �etat est d�e�ni par la donn�ee de l'aimanta-

tion m

(�)

i

, non nulle, de chaque spin. Ces aimantations rendent stationnaire une �energie

libre � : 8i; @�(m

(�)

i

)=@m

i

= 0. Un �etat est stable si la hessienne @

2

�(m

(�)

i

)=@m

i

@m

j

est d�e�nie positive, et la stabilit�e d'un �etat d�epend uniquement de son �energie libre.
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Un �etat dont la plus petite des valeurs propres de la hessienne est �egale �a 0, est

dit marginal. Un r�esultat essentiel du mod�ele p-spin sph�erique est que la limite t!1

de l'�energie dynamique E(t) co��ncide avec l'�energie des �etats marginaux [42] : c'est la

condition de marginalit�e.

Ainsi, paradoxalement, les �etats m�etastables profonds, pourtant capables de pi�eger

le syst�eme durant un temps in�ni, n'interviennent pas du tout dans la dynamique de

relaxation. A partir d'une condition initiale g�en�erique, le syst�eme �evolue en pr�esentant

du vieillissement, et sans jamais se pi�eger dans aucun �etat m�etastable.

En revanche, A.Barrat, R.Burioni et M.M

�

ezard ont montr�e que, pr�epar�e �a

partir de conditions initiales thermalis�ees, c'est-�a-dire o�u l'on favorise grâce �a un poids

de Boltzmann e

��V

les con�gurations les plus profondes, le syst�eme se pi�egeait pour

une dur�ee in�nie dans des �etats m�etastables [32], dont les caract�eristiques (param�etre

d'ordre q et �energie) �etaient en accord avec celles des �etats de champ moyen TAP

[54]. Cela souligne l'importance des conditions initiales suivant lesquelles, soit le

syst�eme �evolue de fa�con hors-�equilibre avec du vieillissement, soit le syst�eme atteint

un r�egime stationnaire, mais dans un �etat ((pur)) TAP (brisure franche d'ergodicit�e).

Il est naturel de se demander dans quelle mesure le syst�eme vitreux mod�ele ob�eit

�a la même physique. Malheureusement, il ne semble pas facile, �a temp�erature �nie,

de caract�eriser ce qui serait l'�equivalent des �etats m�etastables du mod�ele �a p-spins. A

temp�erature nulle, en revanche, l'interpr�etation semble beaucoup plus claire :

1/ Les �etats m�etastables co��ncident avec les minima locaux du potentiel d�esordonn�e

V (~x).

2/ La condition de marginalit�e signi�e que l'une des directions de courbure de la

surface V (~x) devient incurv�ee vers le bas (@

2

V=@x

i

@x

j

non d�e�nie positive).

Organisation du chapitre La section 4.2 explique en quoi la compr�ehension actuelle

du m�ecanisme de vieillissement de champ moyen est insu�sante.

Le section 4.3 expose l'essentiel des r�esultats obtenus par int�egration num�erique des

�equations de champ moyen, au repos, ainsi qu'en pr�esence d'une faible force ext�erieure.

Dans l'approche g�eom�etrique, le premier point �a v�eri�er, est que l'on retrouve bien,

en imposant la condition de marginalit�e de la hessienne, la bonne valeur pour l'�energie

asymptotique. C'est l'objet de la section 4.4. Cela n'est vrai en �n de compte que pour

le corr�elateur exponentiel f(Y ) = exp(�Y=�

2

).

J'introduis en section 4.5 les outils n�ecessaires �a la description g�eom�etrique de la

relaxation �a temp�erature nulle, et fais une hypoth�ese sur la forme du gradient

~

rV (~x(t)).

Apr�es cela, il devient en�n possible de proposer une vision g�eom�etrique de la dyna-

mique de vieillissement champ moyen. C'est le but des deux sections qui suivent : sont

successivement analys�es la brisure du th�eor�eme 
uctuation dissipation (section 4.6), et

le d�ebut du r�egime de vieillissement (section 4.7).

La derni�ere section (section 4.8) s'int�eresse au r�egime stationnaire, ((�a la Horner)),

en pr�esence d'une force �nie. Je fais des pr�edictions, en particulier pour la caract�eris-

tique force-vitesse. Le num�erique va dans le sens de ces pr�edictions.

Il ressort de ce chapitre que la solution de vieillissement et celle de H.Horner,
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apparaissent comme compl�ementaires l'une de l'autre, et partagent un m�ecanisme de

relaxation commun. Il est important de pr�eciser ici que mon approche est ind�ependante

de celle choisie par H.Horner, exploit�ee au chapitre 3. Il s'agit donc d'une con�r-

mation ind�ependante de l'existence d'un 
uage non lin�eaire v � F

�

dans la phase

basse temp�erature, et de la complexe hi�erarchie de temps caract�eristiques qui va avec.

4.2 La nature du vieillissement de champ moyen

Quel m�ecanisme de vieillissement? Il est aujourd'hui bien connu que la dyna-

mique de champ moyen des syst�emes vitreux pr�esente du vieillissement. Historique-

ment, les premi�eres tentatives ph�enom�enologiques pour comprendre le vieillissement

�etaient bas�ees sur une dynamique activ�ee dans un espace de con�guration constitu�e

de pi�eges [6, 35]. Cependant, l'existence d'une dynamique non triviale �a temp�erature

nulle interdit tout m�ecanisme exclusivement bas�e sur ((l'activation d'Arrh�enius)).

R�ecemment A. Barrat et M. M

�

ezard on propos�e un processus de relaxation qui

ne ((g�ele)) pas quand T ! 0, et vieillit. Ils consid�erent une particule �evoluant dans un

ensemble discret de sites, dont les �energies sont distribu�ees al�eatoirement. Les �energies

de chaque site sont ind�ependantes et la dynamique reste stochastique, même dans la

limite de temp�erature nulle.

Si la distribution des �energies des sites est non born�ee inf�erieurement, et que le

nombre de sites tend vers l'in�ni, la particule saute ind�e�niment vers des niveaux

d'�energie forc�ement plus bas. Au fur et �a mesure que l'�energie de la particule d�ecrô�t,

le nombre de sites accessibles se rar�e�e, et la dynamique ralentit : cela induit le vieillis-

sement [55].

Il est naturel de supposer qu'un tel m�ecanisme est �a l'�uvre pour le syst�eme mod�ele

�a temp�erature nulle, sauf que l'�energie est cette fois born�ee par E

dyn

. Comme la solution

num�erique des �equations pour r; b; c indique une d�ecroissance alg�ebrique de l'�energie :

E

dyn

(t) = E

dyn

+ C

1

� t

��

, il semble raisonnable de chercher un m�ecanisme tel que

l'�energie ob�eisse �a une �equation di��erentielle :

_

E(t) / �(E(t)� E

dyn

)

�+1

�

: (4.1)

E

dyn

apparâ�t dans ce cas comme une singularit�e de la fonction t(E), atteinte au

bout d'un intervalle �ni. La suite de ce chapitre montre que cette hypoth�ese est exacte.

Les �echelles de temps impliqu�ees dans la dynamique hors-�equilibre Les

temps de relaxation d�ecrivant la dynamique de vieillissement du syst�eme mod�ele sont

jusqu'�a pr�esent hors d'atteinte de la solution de champ moyen. Dans cette solution,

invariante par reparam�etrisation de la variable temps, les quantit�es �a un temps (�ener-

gie, courbure) sont suppos�ees avoir atteint leur valeur asymptotique. La connaissance

du comportement asymptotique de l'�equation 4.1, va donc au-del�a de la solution de

vieillissement, et �a ma connaissance n'a pas �et�e explor�ee par des moyens analytiques.
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Reprenant la fonction n(t; t

0

) mesurant la brisure de la relation FD

1

, on peut �ecrire

que n quitte sa valeur d'�equilibre 0 comme :

@

t

w

b(t; t

w

) = (2T + n) � r(t; t

w

)

n(t; t

w

) =

^

N

 

t� t

w

t

f

(t

w

)

!

: (4.2)

t

f

est le temps caract�eristique pour la brisure de la relation FD, et d�epend du temps

d'attente d'une fa�con qui reste �a d�eterminer. On d�e�nit de même le temps t

b

, tel qu'au

d�ebut du r�egime de vieillissement, la fonction de corr�elation b(t; t

0

) quitte sa valeur de

plateau comme :

b(t; t

w

) = q + C

2

�

 

t� t

w

t

b

(t

w

)

!

+ O

 

t� t

w

t

b

(t

w

)

!

2

(4.3)

La fonction h(t) d�esigne la fonction de reparam�etrisation du r�egime de vieillisse-

ment, et on a utilis�e le fait que �

0

= 1, lorsque le corr�elateur f est exponentiel, �a

temp�erature nulle (cf �equation 2.92, page 60 et r�ef�erence [42]).

L'analogie avec la solution �a vitesse �nie, et l'argument de raccordement dans lequel

on a inclus les exposants ad�equats � = �0:5, �

0

= 1, sugg�erent que t

f

� t

b

et t

b

= t

3=2

f

,

(voir page 58).

4.3 Les r�esultats num�eriques.

Ces r�esultats ont �et�e obtenus en adaptant un programme gracieusement mis �a dis-

position par L. Cugliandolo.

Les �equations du mouvement peuvent être r�esolues grâce �a une int�egration pas �a pas

des �equations 2.60, 2.62, 2.61, page 51. Malgr�e un sch�ema d'int�egration ((du premier

ordre)) dans l'intervalle de discr�etisation h, cette m�ethode procure des r�esultats tr�es

satisfaisants jusqu'�a h = 0:1, ce qui permet d'atteindre des temps de l'ordre de 150.

C'est su�sant pour voir apparâ�tre les r�egimes asymptotiques en loi de puissance.

L'int�egration des �equations a �et�e faite �a T = 0, avec une longueur de corr�elation

� = 1, apr�es v�eri�cation que les r�esultats �etaient ind�ependants de �. La condition

initiale choisie �etait syst�ematiquement c(0; 0) = 0, qui correspond en fait, compte-tenu

de la moyenne implicite sur les d�esordres gaussiens, �a une distribution uniforme des

condition initiales.

Les r�esultats provenant de l'int�egration num�erique des �equations de champ moyen

se r�epartissent, de fa�con tr�es g�en�erale, en quatre cat�egories.

1. La fonction n(t; t

0

), utilis�ee dans ce chapitre, et d�e�nie de fa�con �a pouvoir prendre commod�ement

la limite de temp�erature nulle. Elle est not�ee �a l'aide d'un n gothique pour �eviter la confusion avec la

fonction n(t; t

0

) du chapitre 2.
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Fig. 4.1 { La r�eponse int�egr�ee vs la fonction de corr�elation. Ce graphe met en �evidence

le param�etre X du r�egime de ((quasi 
uctuation dissipation )). La courbe est faite de deux

r�egimes lin�eaires, dont la pente est respectivement X

FD

et X

QFD

. La rupture de pente

se produit pour une r�eponse int�egr�ee de 0.5 et correspond au r�egime ((plateau )). La

valeur de X, apr�es un ajustement lin�eaire, est de l'ordre de 0:465, alors que la th�eorie

pr�evoit 1=2.

1. Les r�esultats en rapport avec les pr�edictions de la solution analytique de vieillis-

sement. Cela consiste tout d'abord �a v�eri�er la validit�e du th�eor�eme de ((Quasi Fluc-

tuation Dissipation)). On y parvient en tra�cant sur un même graphique, la fonction de

r�eponse int�egr�ee et la fonction de corr�elation b(t; t

0

). C'est la �gure 4.1.

Il est �egalement indispensable de v�eri�er la valeur num�erique des param�etres que

pr�edit la th�eorie, comme la valeur de plateau q (dans le cas pr�esent, proportionnelle �a

la temp�erature, et donc n�egligeable), ou la valeur limite lim

t!1

b(t; 0), qui en l'absence

de con�nement, est in�nie. La valeur limite de l'�energie lim

t!1

E(t) = �2 et de la

courbure lim

t!1

M(t) = 4, sont en excellent accord avec les valeurs pr�edites.

2. Les r�esultats allant au-del�a de la solution invariante par reparam�etrisation, en

l'absence de toute force ext�erieure. Il s'agit par exemple de la transition entre le r�egime

FD aux temps courts et le r�egime de vieillissement (qui peut être vu comme le r�egime

se d�eroulant autour de b(t; t

0

) ' q), et la mani�ere pr�ecise sont le th�eor�eme FD cesse

d'être vrai.

Un autre point important est la d�etermination pr�ecise de la fonction inconnue h(t)

qui param�etrise la phase de vieillissement. Il n'est pas question ici de la d�eterminer

directement. N�eanmoins, je fais un pas dans cette direction en mesurant l'�echelle de
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Fig. 4.2 { L'�energie dynamique fonction du temps. En ordonn�ee est trac�ee E(t) + 2,

ainsi que le sugg�ere l'�etude th�eorique. En m�edaillon : d�eriv�ee logarithmique de E(t)+2.

Cette courbe tend tr�es nettement vers une valeur limite comprise entre -0.66 et -0.67.

Cela est en faveur d'une relaxation alg�ebrique en t

��

, � = �2=3

temps caract�eristique t

b

= h(t)=h

0

(t) comme fonction du temps

2

t.

Une quantit�e essentielle qui rel�eve du point 2 est le taux de d�ecroissance de l'�ener-

gie E(t) = �2 + C

1

� t

��

+ : : :. J'ai trouv�e � = 2=3 avec une tr�es bonne pr�ecision, et je

pense qu'il s'agit de la valeur exacte de � (voir �gure 4.2). � se d�etermine en tra�cant

log(E(t)+2) en fonction de log(t), et en calculant la d�eriv�ee logarithmique (�gure 4.2).

L'�equation 2.51, page 47 implique que de fa�con surprenante, la valeur limite �2 de

l'�energie provient de deux contributions �egales : �1 de la part du r�egime FD et �1 de

la part du r�egime de vieillissement. Cela nous fournit la premi�ere d�e�nition possible

pour le temps caract�eristique t

f

suppos�e faire la transition entre ces deux r�egimes.

Z

t

t�t

f

ds 2f

0

(b(t; s)) r(t; s) = �1: (4.4)

A temp�erature nulle, b(t; s) est pratiquement �egale �a 0 tant que le th�eor�eme FD est

2. La connaissance de h(t)=h

0

(t) �a tout instant permet en principe de remonter �a la fonction h(t)

compl�ete. Ainsi un comportement t

b

� t est �equivalent �a une fonction h(t) = t

 

. Le comportement en

t=t

0

qui en r�esulte est bien connu [34]. Cependant, il est di�cile de trancher cat�egoriquement sur la

base des r�esultats num�eriques obtenus.
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v�eri��e. On en d�eduit une d�e�nition alternative de t

f

, not�e t

0

f

:

Z

t

t�t

0

f

ds r(t; s) = �

1

2f

0

(0)

=

1

2

: (4.5)

Les temps t

f

et t

0

f

sont num�eriquement l�eg�erement di��erents, et le rapport t

0

f

=t

f

tend

asymptotiquement vers 1. Ces temps croissent alg�ebriquement avec t, mais leur r�egime

asymptotique n'est pas aussi bien �etabli que pour l'�energie. Les lois de puissance,

t

f

(t) � t

�

, t

0

f

(t) � t

�

0

sont montr�ees sur la �gure 4.4. Les exposants �;�

0

sont proches

de 0.62, valeur elle-même proche de 2/3.

Il est possible de d�e�nir le temps caract�eristique t

b

, �a partir de la r�eponse

int�egr�ee :

Z

t

t�t

b

ds r(t; s) =

A

jf

0

(0)j

: (4.6)

Le choix de A est arbitraire, mais il faut que t

b

soit un point repr�esentatif de la dy-

namique dans le r�egime de vieillissement. A chaque choix de A > 0:5 correspond un

temps t

b

di��erent. Un r�eseau de courbes t

b

, pour diverses valeurs de A est pr�esent�e sur

la �gure 4.3. Il semble que les t

b

croissent lin�eairement avec le temps, et que seul leur

pr�efacteur d�epende de A. Un comportement t

b

� t est compatible avec une fonction

h(t) � t

 

, ainsi que les auteurs de [42] l'avaient suppos�e.

A cause de la forme exponentielle du corr�elateur f , il est int�eressant de tracer des

quantit�es comme exp[�b(t; t

w

)], exp[�b(t; t

f

(t))]. Ces fonctions sont des lois de puis-

sances, montrant que la fonction de corr�elation b(t; t

0

) �evolue logarithmiquement

(�gure 4.5). L'exposant de exp[�b(t; t

w

)], t

w

�x�e, est proche de �1 (di�cile d'être

pr�ecis), apr�es un r�egime transitoire d'autant plus long que t

w

est grand, alors que l'ex-

posant de exp[b(t; t

f

(t))] est compris entre �0:6 et �0:7, probablement �2=3, c'est �a

dire identique �a celui (�) de l'�energie.

3. R�esultats concernant le r�egime de r�eponse lin�eaire, avec une faible force exerc�ee.

Lorsque une petite force F � 1 est appliqu�ee �a l'instant 0, on peut suivre le d�eplace-

ment u(t) induit dans la direction de F . La th�eorie de la r�eponse lin�eaire pr�edit que

u(t) doit être proportionnel �a F , et c'est bien ce qui se produit, aux temps courts

tout au moins. En revanche, comme il s'agit d'un r�egime de r�eponse lin�eaire autour

d'un syst�eme hors d'�equilibre et vieillissant, il n'y a pas de raison que u(t) soit pro-

portionnel �a t. Nous allons voir par la suite que, quelle que soit l'amplitude de la force

exerc�ee, le r�egime de r�eponse lin�eaire ne se produit que durant un intervalle de temps

�ni. Ensuite, un r�egime stationnaire apparâ�t. Ce r�egime de r�eponse lin�eaire peut donc

être vu comme un r�egime transitoire pr�ec�edant la mise en place du r�egime stationnaire

(point 4).

Sur la �gure 4.6 est trac�e le d�eplacement u(t) avec un axe horizontal logarithmique.

Ce graphe sugg�ere que le comportement de u(t) est le suivant :

u(t) = C

3

� F � ln(t): (4.7)

4. Le r�egime stationnaire.
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Fig. 4.3 { Le temps t

b

, pour des valeurs du coe�cient A allant de 0.30 �a 0.90 (cf

�equation 4.6). Lorsque A = 0:5, la courbe n'est autre que le temps t

f

. Lorsque A > 0:5,

on sonde le r�egime de vieillissement. Toutes les courbes A > 0:5 sont courb�ees vers le

haut, et les t

b

associ�es croissent vraisemblablement de fa�con lin�eaire, avec un pr�efacteur

d�ependant de A. Lorsque A < 0:5, on sonde le r�egime de temps courts, et les courbes

sont tourn�ees vers le bas. Asymptotiquement, les courbes A < 0:5 doivent tendre vers

une constante, d�ependante de A.
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Fig. 4.4 { Les temps t

f

et t

0

f

, �equations 4.4, 4.5. L'aspect irr�egulier provient de la

discr�etisation des temps, et emp�eche d'obtenir une valeur tr�es pr�ecise pour les exposants

de croissance �, et �

0

, ici �egaux �a 0.62 et 0.63, �a comparer avec la pr�ediction 2=3.

0 1 10 100 1000
ln (t)

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

ln
 (

ex
p[

-b
])

 =
 -

b

-b(t,0)
-b(t,tw(t))
-b(t,t0)

Fig. 4.5 { Les lignes r�eguli�eres correspondent respectivement �a exp[�b(t; 0)] et

exp[�b(t; �)], o�u � est un temps arbitraire. La ligne irr�eguli�ere montre exp[�b(t; t

p

(t))].

Cette fonction d�ecrô�t avec l'exposant �0:62 proche de �2=3. La forme hach�ee de cette

courbe est un artefact de la m�ethode utilis�ee pour extraire t

p

(t). Cela re
�ete la discr�e-

tisation des temps utilis�ee dans l'int�egration des �equations.



96 4- LA RELAXATION

�

A TEMP

�

ERATURE NULLE

1 10 100
log(t)

0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

u(
t)

F=0.1
F=0.05

Fig. 4.6 { Le d�eplacement u(t) en fonction de log(t) pendant le r�egime transitoire. Les

courbes paraissent parfaitement lin�eaires. Les deux courbes correspondent �a une force

F = 0:1 et F = 0:05 respectivement. On peut v�eri�er que le d�eplacement est lin�eaire

dans la force appliqu�ee.

Un r�egime stationnaire succ�ede au r�egime transitoire. Le r�egime stationnaire marque

donc la �n du r�egime de r�eponse lin�eaire autour de la solution de vieillissement.

Il est caract�eris�e par un d�eplacement u(t) proportionnel au temps t, ce qui permet

de d�e�nir sans ambigu��t�e un vitesse moyenne v. L'�energie dynamique E(t) atteint une

valeur limite, fonction de F , sup�erieure �a celle (�2) de la situation ((au repos)), force

F nulle. La d�ecroissance de l'�energie vers sa nouvelle valeur limite est, semble-t-il,

exponentiellement rapide.

Le temps caract�eristique t

F

n�ecessaire pour atteindre ce r�egime stationnaire d�epend

de la force ext�erieure F , et semble diverger lorsque F ! 0. Limit�e, num�eriquement,

dans la possibilit�e d'atteindre des temps tr�es longs, il faut appliquer une force sup�erieure

�a une valeur de l'ordre de 0.25 pour apercevoir le r�egime stationnaire. Si F < 0:25, on

n'obtient que le r�egime transitoire.

Les r�esultats concernant le r�egime stationnaire sont d�etaill�es dans l'avant derni�ere

section 4.8, accompagn�es de pr�edictions th�eoriques concernant la caract�eristique force

vitesse v(F ) et le temps caract�eristique t

F

.

4.4 La sp�eci�cit�e du corr�elateur exponentiel.

La propri�et�e de marginalit�e J'essaie de transposer au syst�eme mod�ele, des id�ees

qui se sont r�ev�el�ees fructueuses dans le cas du verre p-spin [42].

Voici comment ces id�ees s'adaptent au syst�eme mod�ele, �a temp�erature nulle. Le

potentiel al�eatoire poss�ede un tr�es grand nombre de points stationnaires

~

rV (~x

(�)

) =

~

0.
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Ces points stationnaires sont caract�eris�es par une �energie intensive E

(�)

= N

�1

V (~x

(�)

).

Alors, la limite de dimension in�nie implique que, une fois �x�ee l'�energie E

(�)

, le spectre

de la matrice hessienneH

(�)

ij

= @

2

V (~x

(�)

)=@x

j

@x

k

est ((compl�etement d�etermin�e)), �a des


uctuations rares pr�es. Ainsi �

(�)

min

, la plus petite des valeurs propres de H

(�)

ij

est �x�ee

par l'�equation :

�

(�)

min

= �C

4

� (E

(�)

� E

geom

); (4.8)

o�u C

4

est une constante positive, que je d�etermine au paragraphe suivant. Les 
uc-

tuations ��

(�)

min

autour de la valeur la plus probable d�ecroissent tr�es vite, comme

exp[�C

ste

� N � (��

(�)

min

)

2

], soit des 
uctuations O(N

�1=2

) autour de cette valeur la

plus probable.

E

geom

est l'�energie caract�eristique, o�u, selon l'approche g�eom�etrique, doivent se trou-

ver les points stationnaires marginalement stables. Cette �energie devrait co��ncider avec

l'�energie dynamique limite E

dyn

= lim

t!1

E(t). Le paragraphe suivant montre que c'est

seulement dans le cas d'un corr�elateur exponentiel f(Y ) = exp(�Y ) que E

geom

= E

dyn

.

Alors, en imposant la condition de marginalit�e, on retrouve la valeur de l'�energie limite

E

dyn

.

Si E

geom

= E

dyn

il est possible de proposer un m�ecanisme qualitatif pour le vieillisse-

ment de champ moyen [52]. Pour tout temps intervalle de t �ni, le syst�eme est suppos�e

se trouver proche d'un point critique du potentiel poss�edant un nombre, extensif, de

l'ordre de N(E(t) � E

dyn

)

3=2

directions �a rayon de courbure n�egatif. Il n'y a pas d'ar-

guments �evident permettant de comprendre ce qui empêche la particule de tomber au

fond d'un minimum local du potentiel. L'explication avanc�ee par les auteurs de la r�e-

f�erence [52] est qu'en dimension in�nie, l'immense majorit�e des points {au sens de la

th�eorie de la mesure{ se trouve concentr�ee au voisinage des zones fronti�eres s�eparant

les di��erents bassins d'attraction du potentiel, o�u le gradient est faible, et non �a l'in-

t�erieur de ces bassins d'attraction, l�a o�u le gradient est signi�catif. Lach�ee en un point

g�en�erique ~x(t = 0), la particule met un temps in�ni �a atteindre la valeur de seuil E

dyn

,

et ne tombe pas plus bas.

Voici un autre �el�ement permettant de comprendre pourquoi la particule ne doit pas

descendre plus bas que E

geom

. A temp�erature nulle, la particule doit terminer sa course

au fond d'un vrai minimum du potentiel. La probabilit�e pour un vrai minimum du

potentiel d'avoir une �energie E < E

geom

d�ecroit tr�es rapidement (exponentiellement),

proportionnelle �a exp[N � C

ste

� (E � E

geom

], o�u intervient une constante d'ordre 1.

Supposons que la particule choisisse au hasard le minimum dans lequel elle �nira de

relaxer. Cette op�eration est r�ep�et�ee un grand nombre de fois, si bien qu'on trouve

une �energie de pi�egeage �egale, en moyenne, �a E

geom

� O(N

�1=2

), qui est l'�energie de

l'�ecrasante majorit�e des vrais minima. Notons que, si ce raisonnement su�t �a expliquer

pourquoi la particule ne descend pas en dessous de l'�energie de seuil, il est ne permet

pas d'expliquer pourquoi la di��erence E(t) � E

geom

reste �nie, d'ordre 1, pour tout

temps t �ni.

En�n, lorsque le corr�elateur f(Y ) = 2=(1�
)(1+Y )

(1�
)=2

, est alg�ebrique, E

geom

6=

E

dyn

. Une approche g�eom�etrique na��ve ne permet pas d'interpr�eter la relaxation
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0 λ

ρ(λ)

Λ

S(t)

Spectre  de H

Fig. 4.7 { La distribution des valeurs propres est un demi-cercle de rayon � = 4

q

f

00

(0)

d�ecal�e de l'origine d'une quantit�e S(t) (�equation 4.14). Par commodit�e on notera

N�(�)d� le nombre de valeurs propres comprises entre � � S(t) et � � S(t) + d�.

�(�) est �a support compact : [0; 2�].

de tels syst�emes.

Preuve de l'importance du corr�elateur Ce paragraphe rend plus explicite le lien

entre le spectre de H

ij

et l'�energie E. Je montre que l'approche g�eom�etrique conduit �a

la valeur correcte pour le param�etre d'ordre q=T , la courbure (cf page 47) lim

t!1

M(t),

mais pas pour l'�energie lim

t!1

E(t), except�e si le corr�elateur est alg�ebrique.

En l'absence de con�nement quadratique, un point ~x a une �energie V (~x) et sa

hessienne est simplement :

H

ij

(t) = @

2

ij

V (~x(t)); (4.9)

o�u @

j

signi�e @=@x

j

. Les N(N � 1)=2 nombres @

2

ij

V (~x), i 6= j sont distribu�es de fa�con

gaussienne, avec @

2

ij

V = 0, mais ne sont pas tous statistiquement ind�ependants. Toutes

les variances se d�eduisent du corr�elateur f(X), d'o�u :

�

@

2

ij

V (x)

�

2

= 4f

00

(0)=N; (4.10)

@

2

ij

V (x)@

2

kl

V (x) = O

�

1

N

2

�

; sauf pour i=k; j=l ou i=l; j=k.

CommeN va tendre vers l'in�ni, on ne garde que l'ordre dominant en 1=N , et les termes

hors diagonaux de H

ij

peuvent être consid�er�es comme statistiquement ind�ependants

entre eux, et ind�ependants aussi de la valeur de l'�energie V (~x) en ce point.

Inversement, les �el�ements diagonaux @

2

ii

V (~x) sont fortement corr�el�es entre eux et

avec V (~x). La matrice des variances J

��

se d�e�nit par :

J

00

=

 

V (x(t))

N

!

2

;

J

0i

=

V (x(t))

N

@

ii

V (x(t));
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J

ii

= (@

ii

V (x(t)))

2

;

J

ij

= @

ii

V (x(t))@

jj

V (x(t)): (4.11)

Le potentiel �a �et�e remis �a l'�echelle en E � V=N . Les �el�ements de matrices sont �egaux

�a :

J

00

= f(0)=N ; J

0i

= 2f

0

(0)=N ; J

ii

= 12f

00

(0)=N ; J

ij

= 4f

00

(0)=N: (4.12)

L'�energie V (~x(t)), n�egative et extensive (O(N)), conf�ere aux �el�ements diagonaux une

valeur positive, d'ordre 1, �a cause de la corr�elation J

0i

. La preuve en est donn�ee dans

l'appendice A.1. Plus pr�ecis�ement,

@

ii

V (x) =

2f

0

(0)

f(0)

V (x)

N

+ O(1=

p

N): (4.13)

La hessienneH

ij

se d�ecompose en une partie hors-diagonale H

off

ij

, compos�ee d'�el�ements

de matrice statistiquement ind�ependants, et d'une partie diagonale proportionnelle �a

l'identit�e. Le r�esultat classique de Wigner s'applique et le spectre de H

off

ij

a une forme

semi-circulaire centr�ee de rayon � = 4

q

f

00

(0).

Ce demi-cercle est d�ecal�e vers la droite d'une quantit�e proportionnelle �a l'�energie

E = N

�1

� V (~x). Ce d�ecalage est d�ecrit par un param�etre S, de sorte que la plus faible

des valeurs propres �

min

de H

ij

soit exactement �egale �a �S. Le param�etre S devient,

lorsque la particule se d�eplace, une fonction de la variable de temps t. Le r�esultat

essentiel de cette section est donc le suivant (voir aussi l'illustration 4.7) :

S(t) = ��

2f

0

(0)

f(0)

� E(t); (4.14)

qui m�ene �a la ((densit�e d'�etat d�ependant du temps)) :

�(�)j

E(t)

=

�

2

��

2

�

q

(� + S(t))(2�� S(t)� �) (4.15)

La condition de marginalit�e est par d�e�nition �equivalente �a S � 0. On en d�eduit

((l'�energie g�eom�etrique)) que poss�edent la tr�es grande majorit�e des points stationnaires

marginaux :

E

geom

= 2

q

f

00

(0)f(0)

f

0

(0)

; (4.16)

et la courbure g�eom�etriqueM

geom

:

M

geom

=

Z

d�� �(�);

= 4

q

f

00

(0): (4.17)

Consid�erons le syst�eme dans sa limite de basse temp�erature, apr�es l'avoir laiss�e �evoluer

durant un temps t � 1. Le syst�eme n'est donc pas �a l'�equilibre thermodynamique,
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qu'il n'atteint jamais, mais dans un �etat partiellement thermalis�e. La limite des faibles

temp�eratures nous donne le droit de d�evelopper au second ordre le potentiel : V (~x) =

V (~x

0

)+

P

i

�

i

(x

i

�x

i0

)

2

, o�u les courbures �

i

sont distribu�ees suivant la densit�e �(�)j

S=0

(�equation 4.15). Tout en �etant en train d'�evoluer le long de quelques rares directions

plates ou descendantes (ce qui cause le vieillissement), le syst�eme poss�ede un tr�es

grand nombre de directions propres, �a courbure �

i

positive, thermalis�ees. On en d�eduit

le param�etre d'ordre :

q

geom

=

Z

8

p

f

00

(0)

0

d�

2T

�

�(�)j

�2

;

=

T

q

f

00

(0)

: (4.18)

Comparons maintenant ces trois quantit�es aux pr�edictions de la th�eorie de champ

moyen dynamique, dans la limite de temp�erature nulle [42].

lim

t!1

E(t) =

f

0

(0)

q

f

00

(0)

+

f(0)

q

f

00

(0)

f

0

(0)

; (4.19)

lim

t!1

M(t) = 4

q

f

00

(0); (4.20)

q =

T

q

f

00

(0)

: (4.21)

L'accord est bon en ce qui concerne la courbure et q, mais les �energies g�eom�etrique

et dynamique di��erent. Dans le cas alg�ebrique, E

dyn

< E

geom

< 0. La valeur r�eelle de

l'�energie dynamique est plus basse que ne le pr�edit l'analyse g�eom�etrique. Cela signi�e

que la particule s�electionne un sous-ensemble de points marginaux dot�es d'une �energie

E

dyn

, alors que l'�ecrasante majorit�e des points marginaux, poss�ede une �energie E

geom

.

La di��erence provient probablement d'un e�et de corr�elation le long de la trajectoire de

la particule, entre l'instant t = 0 et l'instant t =1 (voir illustration 4.8). La di��erence

E

geom

� E

dyn

s'annule lorsque l'exposant 
 du corr�elateur tend vers l'in�ni.

Une condition n�ecessaire et su�sante pour avoir E

geom

= E

dyn

est f(0)f

00

(0) =

f

0

(0)

2

, remplie par les corr�elateurs exponentiels. Dans ce cas, une simple lecture des

�equations de d�e�nition 2.51 et 2.52, page 47 montre qu'�a tout instant, courbureM(t) et

�energie E(t) sont proportionnelles, avec un rapport 2f

0

(B(t))=f(B(t)) = 2f

0

(0)=f(0),

ind�ependant du temps.

Le syst�eme mod�ele, avec corr�elateur exponentiel, apparâ�t comme un mod�ele par-

ticuli�erement favorable, pour lequel l'approche g�eom�etrique donne des r�esultats rai-

sonnables. Le but des sections suivantes et montrer que l'on peut, sur la base d'un

raisonnement g�eom�etrique, rendre compte de l'essentiel de la dynamique �a temp�era-

ture nulle : exposants, vieillissement, friction avec force ext�erieure. C'est aussi pour

cette raison que je me suis restreint au corr�elateur exponentiel f(Y ) = exp(�Y ) dans

l'expos�e des r�esultats num�eriques (section 4.3).
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2

1

Fig. 4.8 { Ce sch�ema illustre ce que pourrait être la di��erence entre corr�elateur ex-

ponentiel (1) et alg�ebrique (2). Dans le premier cas, le potentiel est tr�es peu corr�el�e

spatialement, et il n'y a pas de r�egion privil�egi�ee. Dans le second cas, qui dit corr�e-

lateur alg�ebrique, dit ((invariance d'�echelle )). Le potentiel poss�ede simultan�ement des

structures �a grande �echelle (le pointill�e), et des structures beaucoup plus �nes. On peut

penser que les structures de grande taille concentrent (
�eches) la probabilit�e de pr�esence

vers des r�egions profondes du paysage d'�energie qui ne sont pas repr�esentatives. Cela

expliquerait pourquoi l'�energie E

geom

est plus profonde que E

dyn

.
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Auparavant, il est encore n�ecessaire de pr�esenter des outils sp�eci�ques, pour d�e-

crire e�cacement la dynamique de gradient. De tels outils ont �et�es introduits par

J.Kurchan et L.Laloux [52], comme par exemple la projection du gradient dans le

rep�ere propre de la hessienne. La section suivante �etend leurs r�esultats, et en pr�esente

de nouveaux, tr�es importants.

4.5 L'�evolution du gradient au cours du temps.

Dans cette section, j'obtiens des r�esultats exacts �a temp�erature nulle sur la d�e-

pendance temporelle du gradient. Une hypoth�ese raisonnable d'autosimilarit�e permet

ensuite d'obtenir une forme d'�echelle pour la distribution des coordonn�ees du gradient,

projet�ees sur les directions propres de la matrice hessienne.

L'environnement local de la particule : un rep�ere mobile Le potentiel V se

d�eveloppe au deuxi�eme ordre autour de la position de la particule ~x(t).

Q(~x) = V (~x(t)) +

X

i

(x

i

� x

i

(t)) � @

i

V (x(t)) +

1

2

X

ij

@

ij

V (x(t))(x

i

� x

i

(t))(x

j

� x

j

(t));

(4.22)

On peut d�e�nir un rep�ere orthonorm�e de vecteurs propres f~e

�

i

(t)g de Q, dans lequel la

hessienneH

ij

= @

ij

V (~x(t)) est diagonale. Les �

i

appartiennent l'intervalle (ind�ependant

du temps) [0; 2�], tandis que la valeur propre de Q correspondante est juste �

i

�S(t).

Je suppose que l'ensemble des vecteurs f~e

�

i

g �evolue de fa�con r�eguli�ere et continue

avec le temps, même si deux valeurs propres viennent �a se croiser. Cela d�e�nit un

r�ef�erentiel mobile, dans lequel le gradient peut être projet�e :

�

~

rV (x(t)) =

X

i




i

(t)~e

�

i

(t): (4.23)

Il est raisonnable de penser que les coordonn�ees 


i

(t) sont, en fait, al�eatoires, même �a

temp�erature nulle. En premier lieu, cet ((al�eatoire)) re
�ete la moyenne sur les conditions

initiales distribu�ees, a priori, uniform�ement. Ensuite, ce r�ef�erentiel mobile tourne sur

lui-même, probablement de fa�con chaotique, de la même fa�con, par exemple que pour

le mod�ele p = 3 sph�erique [52]. Cela di��ere en revanche du mod�ele p = 2 sph�erique, o�u

la hessienne a des vecteurs propres ind�ependants du temps [56, 57]. Le comportement

di�usif b(t; t

0

) = q + [(t� t

0

)=t

b

]

�

1

, au commencement du r�egime de vieillissement, est

une preuve indirecte que les directions descendantes ne peuvent rester �xes dans le

temps

3

.

Le signe lui-même des coordonn�ees 


i

(t) est arbitraire, car il d�epend de la d�e�nition

du rep�ere, qui est invariant sous toutes les r�e
exions ~e

�

i

 ! �~e

�

i

.

3. On peut d�e�nir une connection, au sens de la g�eom�etrie di��erentielle, exprimant la fa�con dont

les vecteurs propres �evoluent au cours du temps. ~e

�

i

(t+ �t) � ~e

�

j

(t) = 1� �t

P

k




k

(t) �

i

jk

(t).
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On peut donc consid�erer 


2

i

(t) plutôt que 


i

(t). La d�ependance dans l'indice i, donne

beaucoup d'importance �a la fa�con dont sont �enum�er�ees les directions propres deH. Or,

au cours de la relaxation, et �a cause de la rotation du rep�ere, chaque coordonn�ee 


i

(t)

se r�epartit sur les N�1 autres directions. Sur la base de l'intuition physique, je propose

de consid�erer la moyenne locale d


2

i

(t)c, obtenue en moyennant 


2

i

(t) sur les quelques

p

N indices j tels que �

i

� 1=

p

N < �

j

< �

i

+ 1=

p

N . Cela est possible parce que

l'espacement moyen entre les valeurs propres �

j

est O(N

�1

). La fonction :

g(�

i

; t) =

l




i

(t)

2

k

; (4.24)

est l'objet central de cette section. g(�; t) est la moyenne du carr�e des coordon-

n�ees du gradient, dans le r�ef�erentiel propre de la hessienne. Il est dor�enavant possible

d'oublier l'indice j, car g(�; t) ne d�epend que de la valeur propre �. Dans cette ((limite

continue)), les deux premi�eres d�eriv�ees de l'�energie s'expriment grace �a la densit�e d'�etats

�(�).

_

E(t) = �

X

i

@

i

V (x(t)) � @

i

(V (x(t));

= �

Z

d� �(�)g(�; t): (4.25)

�

E(t) =

X

ij

@

j

V (x(t)) � @

ij

V (x(t)) � @

i

V (x(t));

=

Z

d��(�)(� � S(t))g(�; t): (4.26)

Comme soulign�e en r�ef�erence [52], et �a cause de la d�ecroissance alg�ebrique de l'�energie

E(t) = �2 +C

1

� t

��

, le rapport

�

E(t)=

_

E(t) tend vers 1=t. Or, d'apr�es la section 4.3,

nous savons que S(t) � t

�0:66

, ce qui implique

�

E(t)� S(t), et donc :

Z

d� �(�) � � g(�; t) =

�

E(t) + S(t)

Z

d� �(�)g(�; t); (4.27)

' S(t)

Z

d� �(�)g(�; t): (4.28)

La d�ecroissance alg�ebrique des observables �a un temps, sugg�ere de rechercher g(�; t),

aux temps longs, sous une forme auto-similaire. Le premier moment de g(�; t) vis-�a-vis

de la distribution �(�) est simplement S(t). Je propose donc pour le gradient la forme

auto-similaire suivante, valide pour t!1 et T = 0 :

g(�; t) = �(t)

^

G

 

�

S(t)

!

; (4.29)

et qui conduit naturellement �a une d�ecroissance en loi de puissnce de l'�energie. La

connaissance des autres moments de g serait tr�es utile pour con�rmer cette forme

d'�echelle, mais malheureusement, ils sont tr�es di�ciles �a calculer et ne sont plus donn�es

par les d�eriv�ees successives de l'�energie. La forme d'�echelle 4.29 est illustr�ee sur la

�gure 4.9.
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S

0

S

g( λ ,t)

ρ(λ)

λ

λ

Fig. 4.9 { Cette �gure illustre la forme d'�echelle 4.29. Le demi-cercle du haut est la

densit�e de valeurs propres de la forme quadratique Q, 4.22. La courbe du bas repr�esente

la probable distribution g(�; t), de hauteur �(t) et largeur S(t). La dynamique implique

�(t) � S(t).
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w(t)

Fig. 4.10 { Si ~w(t) est le vecteur unitaire de la trajectoire, colin�eaire �a �

~

rV (~x(t)),

alors le vecteur d�eriv�e d~w=dt donne une estimation du temps n�ecessaire �a la trajectoire

pour perdre la m�emoire de son orientation. Ce temps caract�eristique est d�e�ni par

jj~w(t+ t

bal

)� ~w(t)jj � 1 � t

bal

� jjd~w=dtjj, soit t

bal

� S(t)

�1

Au fur et �a mesure que le temps crô�t, seules les plus petites valeurs propres �

gardent de l'importance (en e�et S(t) tend vers 0), et la densit�e �(�) peut être appro-

ch�ee par son �equivalent en z�ero : �

�1

(2=�)

3=2

p

�. Dans cette limite, le taux de perte

d'�energie est :

_

E(t) � ��(t) � S(t)

3=2

;

�

_

S(t): (4.30)

La connaissance de l'exposant � �xe le pr�efacteur sans aucune ambigu��t�e. Si l'�energie

d�ecrô�t comme t

�2=3

, alors le pr�efacteur �(t) de la distribution 4.29 est proportionnel

�a S(t). Le taux de perte d'�energie devient :

_

E(t) � �S

5=2

: (4.31)

Le taux de rotation du gradient La derni�ere quantit�e importante �a calculer est

le taux de rotation du gradient �

~

rV (~x), qui donne des informations sur le support

g�eom�etrique de la trajectoire ~x(t) (voir �gure 4.10).

0

@

d

~

rV (~x(t))

dt

1

A

2

=

X

i

2

4

X

j

@

j

V (~x(t))@

ij

V (~x(t))

3

5

�

2

4

X

k

@

k

V (~x(t))@

ik

V (~x(t))

3

5

;

=

X

i;j;k

@

j

V @

ji

V @

ik

V @

k

V;

=

Z

d� �(�) (� � S(t))

2

g(�; t): (4.32)
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Avec la forme d'�echelle 4.29, le membre de droite est d'ordre �(t)�S(t)

7=2

. D'autre part,

il est possible de d�ecomposer le gradient en un vecteur unitaire ~w(t) et une normeM(t) :

�

~

rV (~x(t)) = M(t) � ~w(t). La norme M(t) est �egale �a (�

_

E(t))

1=2

. Cela donne lieu �a

l'identit�e suivante :

0

@

d

�!

rV (x(t))

dt

1

A

2

=

_

M(t)

2

+M(t)

2

(

_

~w(t) �

_

~w(t)): (4.33)

Cette somme est domin�ee par M(t)

2

� (d~w=dt)

2

, avec de plus M(t)

2

� �(t) � S(t)

3=2

.

Le vecteur unitaire tourne, ind�ependamment de la valeur du coe�cient �(t), �a un

rythme jjd~w(t)=dtjj � S(t). On s'attend �a ce que le vecteur unitaire ~w(t) ait chang�e

son orientation apr�es un temps typique S

�1

(t). Cela a une grande importance dans les

sections suivantes.

Finalement, supposons qu'une temp�erature faible, T � 1, soit pr�esente. La distri-

bution ci-dessus doit alors prendre en compte la thermalisation partielle le long des

directions �a courbure positive. La distribution g(�; t) acquiert donc une queue en T=�,

pour �=S(t) � 1.

4.6 La relaxation dans un potentiel quadratique simple

J'�etudie la dynamique de relaxation dans un potentiel quadratique semblable �a celui

d�ecrit �a la page 102 , mais constant dans le temps. Le mouvement de di�usion dans

un pû�ts de potentiel quadratique, se calcule ais�ement, que le potentiel soit tourn�e vers

le haut (Ornstein-Uhlenbeck) ou vers le bas [58]. Une illustration du probl�eme �etudi�e

dans ce chapitre est donn�ee en �gure 4.11.

Le but de cette section est de montrer que le temps t

f

de brisure du th�eor�eme


uctuation-dissipation est de l'ordre de S

�1

.

Une relaxation sur des paraboles renvers�ees. Le potentiel est suppos�e statique

et toute d�ependance temporelle dans le d�ecalage S est n�eglig�ee (S(t)! S). On d�e�nit

le jeu de coordonn�ees fy

i

g :

Q(y) =

1

2

X

i

(�

i

� S) � y

2

i

(4.34)

Le but de cette section est de montrer que lorsqu'une particule di�use dans un tel

potentiel, un temps caract�eristique t

f

d'ordre S

�1

apparâ�t. Le th�eor�eme 
uctuation-

dissipation est presque exact jusqu'�a t

f

, et n'est plus v�eri��e ensuite.

Dans ce qui suit, le centre du potentiel quadratique Q, fy

i

= 0g, n'a rien �a voir

avec le centre fx

i

= 0g des coordonn�ees d'origine. On introduit la moyenne quadra-

tique �(�; t) = hy

2

i

(t)i reli�ee de pr�es �a la distribution des coordonn�ees du gradient




i

= (�

i

� S) � y

i

(t) :

�(�; t) =

g(�; t)

(�� S)

2

(4.35)
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Q(y)

y
1

y
2X

0

Fig. 4.11 { Le processus de di�usion sur une surface en selle de cheval s'int�egre facile-

ment, surtout si l'on se restreint �a l'�evolution du premier moment h~x(t)i et des seconds

moments h~x(t) � ~x(t

0

)i. Le but de la section 4 est de d�eterminer l'instant �a partir du-

quel le th�eor�eme 
uctuation dissipation est bris�e, dans le cas N-dimensionnel, et avec

une distribution des courbures en demi-cercle. Lorsque les conditions initiales

~

X

0

de la

di�usion sont distribu�ees suivant la loi d'�echelle 4.29, le temps caract�eristique t

f

est

proportionnel �a S

�1

.

La particule di�use entre l'instant t

0

(condition initiale) l'instant t. �(�; t

0

) et g(�; t

0

)

d�ecrivent la distribution des conditions initiales.

Je r�eintroduis par souci de g�en�eralit�e, la temp�erature T. La particule ob�eit �a

l'�equation de Langevin habituelle :

dy

i

dt

(t) = �(�

i

� S) � y

i

(t) + �

i

(t) ; h�

i

(t)�

j

(t

0

)i = 2T�

ij

�(t� t

0

);

dont la solution est :

y

i

(t) = y

i

(t

0

)e

�(�

i

�S)(t�t

0

)

+

Z

t

t

0

ds �

i

(s)e

�(�

i

�S)(t�s)

: (4.36)

La loi d'�evolution de � (et de g) est :

�(�; t) = �(�; t

0

) e

�2(��S)(t�t

0

)

+

T

�� S

�

1 � e

�2(��S)(t�t

0

)

�

: (4.37)

On d�e�nit les fonctions de r�eponse r(t; t

0

) = 1=N

P

� hy

i

(ti)=��(t

0

), et de corr�elation

b(t; t

0

) = 1=N

P

h(y

i

(t)� y

i

(t

0

))

2

i , qui deviennent :

r(t; t

0

) =

Z

d� �(�) e

�(��S)(t�t

0

)

; (4.38)
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b(t; t

0

) =

Z

d��(�)

2

4

g(�; t

0

)

 

1� e

�(��S)(t�t

0

)

�� S

!

2

+

T

� � S

�

1 � e

�2(��S)(t�t

0

)

�

3

5

; (4.39)

@

t

0

b(t; t

0

) =

Z

d��(�)

"

2T

�

1 � e

�(��S)(t�t

0

)

�

� 2g(�; t

0

)

 

1� e

�(��S)(t�t

0

)

�� S

!#

� 2T r(t; t

0

):

(4.40)

On lit directement, en faisant le quotient de la troisi�eme et de la premi�ere �equation, la

quantit�e �2T � n(t; t

0

).

J'�etudie l'�evolution de la fonction n(t; t

0

), en supposant que les conditions ini-

tiales suivent la forme d'�echelle

4

de la section pr�ec�edente, g(�; t

0

) = S

^

G(�=S).

S est une constante. Bien sûr, a posteriori, il faudra r�eintroduire la d�ependance en

temps du param�etre S(t

0

).

Cette section cosntitue une approximation ((quasi-statique)) de la relaxation dans

le potentiel V (~x). D'une certaine fa�con, le processus ci-dessus ne d�epend de t

0

, qu'�a

travers ses conditions initiales.

Le cas purement relaxationnel T = 0 Il est possible d'estimer n(t; t

0

) dans le

r�egime temps courts t� t

0

� 1 et dans le r�egime de temps interm�ediaires S � (t� t

0

) = 1.

� Durant le r�egime de temps courts :

r(t; t

0

) ' 1:

@

t

0

b(t; t

0

) ' (t� t

0

) �

Z

d� �(�) g(�; t

0

);

� (t� t

0

) � S

5=2

n(t; t

0

) � (t� t

0

) � S

5=2

: (4.41)

� Le r�egime interm�ediaire S � (t� t

0

) � 1. Les d�etails sont rapport�es dans l'appendice

A.2. r(t; t

0

) se met sous la forme :

r(t; t

0

) = S

3=2

'

0

(S � (t� t

0

)): (4.42)

L'approximation usuelle, valable pour S(t� t

0

) grand donne :

r(t; t

0

) =

p

2�[��(t� t

0

)]

�3=2

e

S(t�t

0

)

:

En ce qui concerne @

t

0

b(t; t

0

) :

@

t

0

b(t; t

0

) =

Z

d� �(�) S

^

G

 

�

S

!

1 � exp(�(t� t

0

)(�� S))

� � S

;

= S

5=2

� '

1

(S � (t� t

0

)); (4.43)

4. Pour faciliter la lecture de cette section, j'ai pos�e � � S, comme le sugg�ere l'exposant 2=3 pour

l'�energie.
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d'o�u �nalement, une fonction n �egale �a :

n(t; t

0

) = �@

t

0

b(t; t

0

)=r(t; t

0

);

n(t; t

0

) =

'

1

(S � (t� t

0

))

'

0

(S � (t� t

0

))

:

(4.44)

Le rapport des fonctions d'�echelles '

1

='

0

, s'annule pour pour t = t

0

mais devient

d'ordre 1 lorsque S � (t � t

0

) � 1. Durant le r�egime 1 � t � t

0

� S

�1

, n peut être

approch�ee par :

n(t; t

0

) ' C

5

� S

5=2

� (t� t

0

)

5=2

:

n devient d'ordre 1 pour t� t

0

= t

f

� S

�1

.

La situation �a temp�erature �nie La situation �a temp�erature �nie est plus d�elicate

�a traiter. En e�et, il faut tenir compte de la thermalisation partielle des directions �a

courbure positive. Cette thermalisation ajoute �a g(�; t) une queue en T=�.

Pour estimer le temps t

f

�a temp�erature �nie, imaginons le protocole suivant. La

di�usion commence �a l'instant t = 0, �a l'origine y

i

= 0. La particule �evolue durant un

intervalle de temps t

0

du même ordre que S

�1

. Ensuite, la fonction n(t; t

0

) est �evalu�ee

pour un intervalle de temps t� t

0

lui-même encore d'ordre S

�1

.

La fonction de r�eponse n'est pas a�ect�ee par la temp�erature. On montre que (ap-

pendice A.2) @

t

0

b se comporte comme :

@

t

0

b(t; t

0

) + 2Tr(t; t

0

) = T � S

3=2

� '

2

(S � t;S � t

0

);

et n(t; t

0

) vaut donc :

n(t; t

0

) = T �

'

2

(S � t;S � t

0

)

'

1

(S � (t� t

0

))

:

Aux temps courts t� t

0

� 1, n est �equivalent �a :

n(t; t

0

) � TS � (t� t

0

):

A temp�erature �nie, de nouveau, la relation 
uctuation-dissipation apparâ�t bris�ee

apr�es une dur�ee caract�eristique t

f

� S

�1

. On s'assure ainsi qu'une temp�erature

faible mais �nie ne remet pas en cause le r�esultat obtenu �a temp�erature nulle.

Conclusion Il convient d'abord de pr�eciser le domaine de validit�e de l'approximation

pr�ec�edente, c'est-�a-dire de savoir pendant combien de temps on peut supposer que

l'environnement local de la particule est une forme quadratique �xe dans le temps.

En premier lieu, S(t

0

) d�ecrô�t alg�ebriquement, donc, le temps n�ecessaire pour que

S(t

0

) change de fa�con signi�cative est proportionnel �a t

0

lui-même. Plus grave, on vient

de voir �a la section 4.5, que le temps caract�eristique n�ecessaire pour que la direction

du gradient pivote est de l'ordre de S

�1

. En�n, le mod�ele ci-dessus cesse d'être bien
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d�e�ni lorsque (t� t

0

) �S � 1, car les exponentielles exp[�(��S)(t� t

0

)] divergent. Le

tout am�ene �a conclure que le mod�ele ci-dessus devient inutilisable lorsque l'intervalle

de temps t � t

0

exc�ede S

�1

. Le domaine de validit�e est juste su�sant pour pouvoir

conclure positivement.

En r�esum�e, nous avons trouv�e que le temps n�ecessaire pour briser le th�eor�eme


uctuation-dissipation �etait :

t

f

= S

�1

: (4.45)

L'�etude de cette section fournit une forte pr�esomption en faveur d'un temps ca-

ract�eristique t

f

de l'ordre de S

�1

. Cette �etude montre que les coe�cients �;�

0

et �

doivent être �egaux. Comme num�eriquement S(t

w

) � t

�2=3

w

, cela implique une d�epen-

dance t

f

� t

2=3

w

, en bon accord avec le num�erique, l'exposant trouv�e �etant environ 0:62

(section 4.3).

D�eplacement sur une longueur euclidienne N

�1

(�
~
x)

2

� 1 Il est possible d'esti-

mer la distance euclidienne typique sur laquelle la particule s'est d�eplac�ee durant

le temps t

f

� S

�1

. On constate alors que cette distance est n�egligeable.

b(t; t

0

)� q =

X

i

�

Z

t

t

0

ds 


i

(s)

�

2

;

'

Z

d� �(�)g(�; t

0

) � (t� t

0

)

2

;

' S

5=2

� S

�2

;

' S

1=2

: (4.46)

Le comportement en (t� t

0

)

2

de la fonction de corr�elation est typique d'un mouvement

balistique : la particule va tout droit. L'accroissement de la fonction de corr�elation S

1=2

,

et bien plus petit que 1. t

f

ne peut être le temps caract�eristique du r�egime de

vieillissement. Il y a n�ecessairement un autre temps caract�eristique t

b

, durant

lequel la particule se d�eplace sur une distance

5

d'ordre 1. t

b

est forc�ement plus grand

que t

f

.

4.7 Une dynamique restreinte aux directions des-

cendantes.

Une �equation di��erentielle pour l'�energie. La particule se d�eplace dans une

sorte de canal : con�n�ee par les directions montantes, elle relaxe en suivant les directions

descendantes. L'�energie d�ecrô�t, si l'on en croit le num�erique comme �E(t) � t

�2=3

, o�u

�E est la di��erence entre l'�energie E(t) et sa valeur asymptotique E

dyn

= �2. Cette

5. En l'occurrence, la notion de longueur euclidienne d�esigne ici jj~xjj = 1=N

P

i

x

2

i

, a�n de pouvoir

prendre la limite N !1.
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di��erence contrôle le nombre de directions descendantes, et il est naturel de lui relier

le taux de perte d'�energie, obtenue en supposant que l'exposant � est bien �egal �a 2=3 :

_

E(t) � ��E(t)

5=2

: (4.47)

Cette relation implique que � � S � �E. A l'inverse, si l'on parvient �a d�emontrer de

fa�con ind�ependante, que � � S, alors on d�emontre en même temps que � = 2=3. Cette

information, qui provient de l'approche num�erique, ainsi que l'hypoth�ese de fonction

d'�echelle 4.29, page 103, sont les seuls ingr�edients n�ecessaires �a l'ach�evement de ce

chapitre. On consid�ere dans ce qui suit que �(t) � S(t) � t

�2=3

.

La r�eponse lin�eaire �a faible vitesse Une force constante

�!

F =

p

N

~

F est ap-

pliqu�ee. Sa direction est compl�etement d�ecorr�el�ee des directions propres f~e

�

i

g, et ses

coordonn�ees sont chacune d'ordre F � 1. Cette force est suppos�ee su�samment faible

pour être trait�ee comme une perturbation.

Le long des directions montantes �

i

� 1, le potentiel est capable de s'opposer

e�cacement �a l'e�et de la force ext�erieure. A l'oppos�e, les directions avec des courbures

n�egatives ou faiblement positives �

i

� S(t) n'opposent aucune r�esistance �a celle-ci, et

la particule se laisse entrâ�ner librement. De cette image g�eom�etrique, on d�eduit la

projection de la vitesse instantan�ee le long de la direction d�e�nie par la force :

_u(t) = C

6

� F � S(t)

3=2

: (4.48)

La quantit�e S(t)

3=2

� 1=t est proportionnelle au nombre de directions des-

cendantes, qui ne s'opposent pas �a la force ext�erieure. Le long de chaque direction i,

la vitesse _u

i

est proportionnelle �a la composante F

i

de la force, �a cause de la dynamique

dissipative

6

. La vitesse instantan�ee ob�eit donc �a l'�equation :

_u(t) � F=t; (4.49)

qui conduit �a un d�eplacement logarithmique u(t) � log(t) � F , en tr�es bon accord avec

l'int�egration num�erique des �equations (�gure 4.6).

Ce r�egime transitoire, �nit par se transformer en un lent r�egime lin�eaire �a vitesse

�nie mais constante. Toute force, même faible change le comportement asymptotique

de la relaxation, et supprime le r�egime de vieillissement. Comme une composante ty-

pique du gradient se comporte comme

q

S(t), on peut conjecturer une modi�cation

qualitative de la relaxation lorsque

q

S(t) � F . Apr�es quoi, le mouvement sera com-

pl�etement domin�e par la force ext�erieure. Le changement devrait se produire pour :

t = t

F

� F

�3

: (4.50)

Une force ext�erieure peut donc être consid�er�e comme une perturbation autour du

r�egime de vieillissement, jusqu'�a t ' t

F

. Ensuite, la nature de la relaxation change

6. La vitesse est �a tout instant �egale �a la somme des forces exerc�ees sur la particule.
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compl�etement. Une r�eponse lin�eaire transitoire, suivie d'une r�eponse non lin�eaire a �et�e

mis en �evidence dans le cas du polym�ere dirig�e en milieu al�eatoire [59].

Dans ce raisonnement, le temps caract�eristique pour e�ectuer une d�eplacement de

longueur euclidienne d'ordre 1, sous l'in
uence d'une faible force ext�erieure, est de

l'ordre de S

�3=2

.

Un comportement di�usif La solution de vieillissement pr�edit le comportement

pour la fonction b(t; t

0

) (le param�etre q est mis �a z�ero, car proportionnel �a T ) :

b(t; t

0

) =

~

B

 

h(t)

h(t

0

)

!

: (4.51)

Le corr�elateur exponentiel est le cas particulier o�u un comportement analytique

de

~

B est attendu

7

. Le corr�elateur alg�ebrique donne lieu �a un terme non analytique

(h(t)=h(t

0

))

�

0

, �

0

< 1. Le temps caract�eristique t

b

est d�e�ni comme :

t

b

(t

0

) = h(t

0

)=h

0

(t

0

): (4.52)

Lorsque le param�etre (t� t

0

)=t

b

(t

0

) est petit devant 1, la fonction de corr�elation b(t; t

0

)

croit lin�eairement, commepour une di�usion libre, except�e que le coe�cient de di�usion

t

b

(t

0

)

�1

d�epend tr�es fortement du temps d'attente. Si le mouvement de la particule �etait

balistique, on devrait observer un d�epart quadratique de la valeur de plateau q. En

ins�erant la distance S

1=2

, sur laquelle la particule se d�eplace durant le temps t

f

� S

�1

,

un mouvement balistique donnerait lieu �a :

b(t; t

0

) =

D

(~x(t)� ~x(t

0

))

2

E

=

(t� t

0

)

2

t

2

f

S

1=2

: (4.53)

L'�etude de la solution de vieillissement nous apprend malheureusement que le com-

portement de b(t; t

0

) doit être di�usif, c'est-�a-dire lin�eaire en t� t

0

tant que (t� t

0

)=t

0

reste petit devant 1, (apr�es, les e�ets de vieillissement ne peuvent plus être n�eglig�es).

Il faut donc, qu'entre l'instant t

f

, et l'instant t

b

, le mouvement change de nature, et de

balistique, devienne di�usif. Il faut donc introduire un temps de cross-over t

bal

, entre

ces deux r�egimes. Le mouvement est ensuite assimil�e �a un mouvement brownien, ce qui

revient �a a�rmer que le vecteur directeur de la trajectoire se d�ecorr�ele compl�etement,

et rapidement. La fonction b(t; s) doit alors se comporter comme :

b(t; t

0

) =

t

2

bal

t

2

f

�

t� t

0

t

bal

� S

1=2

: (4.54)

Il y a plusieurs raisons de supposer t

bal

� t

f

� S

�1

, et ce faisant, on obtient t

b

�

S

�3=2

� t.

7. Pour que la fonction d'�echelle

~

B, soit analytique, �a con�nement � = 0, il faut et il su�t que

f

00

(0)f(0) = f

0

(0)

2

. C'est la même condition que pour avoir �egalit�e entre l'�energie g�eom�etrique et

dynamique, en section 4.4.
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� D'abord, cela permet de retrouver la relation t

b

� t

3=2

f

, pr�edite par l'argument de

raccordement.

� Ensuite, c'est le seul choix qui conduit �a une croissance logarithmique de la fonction

b(t; t

0

) comme trouv�ee sur la �gure 4.5.

� En�n, d'apr�es le r�esultat de la section 4.5, le vecteur unitaire de

_

�!

x (t) pivote avec

un temps caract�eristique S

�1

. S

�1

= t

f

est un candidat priviligi�e pour jouer le rôle de

t

bal

.

C'est �a cause de ce temps balistique, que le d�eplacement u(t) en pr�esence d'une force

ext�erieure (paragraphe pr�ec�edent) apparâ�t exactement colin�eaire �a la force exerc�ee. La

vitesse instantan�ee

_

~x n'est jamais colin�eaire a

�!

F . C'est seulement sa valeur moyenne,

sur un temps grand devant t

bal

= t

f

, mais petit devant t

b

, qui le devient.

Conclusion Les deux temps caract�eristiques de la relaxation type ((couplage de

mode)) re�coivent dans le contexte du syst�eme mod�ele une nouvelle interpr�etation.

{ t

f

est le temps caract�eristique pour briser la relation 
uctuation dissipation.

{ t

b

est le temps caract�eristique pour di�user sur une longueur euclidienne d'ordre 1.

t

b

� t

3=2

f

. Le r�egime transitoire �a force constante et le r�egime de relaxation sont

control�es par le même temps caract�eristique. L'origine physique cette relation est que

la dynamique est restreinte aux N S

3=2

directions descendantes. Soulignons que la g�en�e-

ralisation �a d'autres mod�eles s'av�erera vraisemblablement di�cile

8

Le syst�eme mod�ele

avec corr�elateur exponentiel est de ce point de vue un mod�ele exceptionnellement fa-

vorable pour comprendre la dynamique de champ moyen �a basse temp�erature.

4.8 La description du r�egime stationnaire �a force

�nie.

Je d�ecris ici un sch�ema possible pour le r�egime stationnaire qui se d�eroule en pr�e-

sence d'une force ext�erieure F , et pr�edit les exposants d'une hi�erarchie d'�echelles de

temps �a la Horner.

Le r�egime stationnaire D'apr�es la section pr�ec�edente, lorsqu'une petite force ex-

t�erieure faible est ajout�ee, le r�egime de r�eponse lin�eaire s'interrompt apr�es un temps

caract�eristique t

F

, suppos�e de la forme t

F

� F

�3

. Pour qu'un r�egime stationnaire ait

lieu, il faut que la valeur asymptotique de l'�energie dynamique soit plus �elev�ee qu'�a

vitesse nulle, c'est-�a-dire sup�erieure �a �2. En e�et, la mobilit�e e�ective de la particule

se comporte comme S

3=2

� (E+ 2)

3=2

.

8. Il faudra expliquer pourquoi l'exposant �

0

, de b(t; t

0

) � [(t� t

0

)=t

b

]

�

0

est plus petit que 1.
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La valeur de S en r�egime stationnaire peut être trouv�ee en faisant un bilan d'�energie.

Dans le cadre de la relaxation �a force nulle, l'�energie potentielle perdue par unit�e de

temps est S

5=2

, d'apr�es l'�equation 4.47. Je suppose que ce r�esultat reste valable �a vitesse

�nie, pendant le r�egime stationnaire.

Le travail de la force ext�erieure, lui, est �egal �a (

�!

F � ~v)=N � F

2

� S

3=2

en vertu

de l'�equation 4.48. Ces deux termes se combinent pour laisser la valeur de l'�energie

dynamique constante, d'o�u S � F

2

. La vitesse apparâ�t alors �egale �a F � S

3=2

� S

2

.

Finalement, la hi�erarchie compl�ete des �echelles de temps est, dans le r�egime station-

naire :

t

f

= v

�1=2

; (4.55)

t

b

= v

�3=4

; (4.56)

et je trouve la caract�eristique force-vitesse :

v = F

4

: (4.57)

L'identi�cation avec les �echelles de temps de Horner est imm�ediate : t

f

� t

p

, t

b

� t

a

.

L'inverse de la vitesse, v

�1

, qui contrôle les temps caract�eristiques n'intervient pas

explicitement. Les �echelles de temps interm�ediaires apparaissent spontan�ement et la

solution de Horner est pleinement con�rm�ee, au moins au plan qualitatif.

L'appui num�erique Malheureusement, l'int�egration num�erique des �equations dy-

namique ne permet gu�ere de fouiller ce r�egime stationnaire, car d�es que la force F est

trop petite, le temps t

F

d�epasse l'intervalle d'int�egration des solutions.

J'ai trac�e la caract�eristique v � F dans un diagramme logarithmique (�gure 4.12).

Les valeurs de la force ne sont pas su�samment faibles pour faire apparâ�tre la loi de

puissance v � F

4

. L'exposant pour les trois valeurs s�electionn�ees (dans la boite) est

3.65. La courbe v � F , en coordonn�ees log-log est concave �a vitesse �elev�ee et devient

convexe pour F � 0:25, �a cause du manque de convergence de la vitesse, qui n'est pas

encore bien �etablie. S'il �etait possible d'int�egrer ces �equations sur un temps tr�es long,

la courbe devrait encore s'incurver vers le bas un peu plus, pour �nir avec une pente

de +4. La valeur 3:65 doit être vue comme une borne inf�erieure du v�eritable

exposant.

La �gure 4.13 montre que la valeur asymptotique de l'�energie dynamique est plus

grande que �2, et fonction croissante de la force F . Il se produit pour la valeur de

plateau fonction de la force F , le même ph�enom�ene que pour la caract�eristique vitesse-

force. J'ai trouv�e un exposant 1:74 au lieu de celui, pr�edit, qui est 2. De nouveau il

s'agit d'une minoration du v�eritable exposant.

En�n, la �gure 4.14 pr�esente le temps de transition entre le r�egime logarithmique

et le r�egime lin�eaire. L'exposant trouv�e pour les valeurs de la force o�u la convergence

est correcte, donne un exposant t

F

� F

�2:5

, au lieu de la valeur pr�edite �3.

Les r�esultats num�eriques ne sont donc pas si mauvais, compte tenu de ce que je me

suis plac�e loin du r�egime F ! 0, o�u les pr�edictions sont valables. Les bornes inf�erieures
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trouv�ees sont compatibles avec les pr�edictions : 3.65 au lieu de 4 pour la vitesse, 1.74

au lieu de 2 pour le plateau, -2.5 au lieu de -3 pour le temps t

F

.

Alors que le d�eplacement u(t) crô�t lin�eairement avec le temps, on observe que la

fonction de corr�elation B(t) suit un comportement de di�usion normale. Le rapport

de la constante de di�usion e�ective 2D

eff

(t) = B(t)=t �a la mobilit�e e�ective �

eff

(t) =

u(t)=t est, num�eriquement, tr�es proche de 1=2, �a savoir la valeur correspondant au

param�etre X de la relation de quasi 
uctuation-dissipation.

La validit�e du param�etre X s'�etend bien, comme pr�evu, au del�a du r�egime de

r�eponse lin�eaire, jusqu'au r�egime stationnaire (�gure 4.15). Il s'agit bien d'une ((relation

d'Einstein)) g�en�eralis�ee.

Un argument suppl�ementaire La relation 3.6 �etablie au chapitre 3, section 3.3,

page 73 s'applique �a la situation pr�esente. On en d�eduit qu'aux temps courts, dans

le r�egime stationnaire, compte tenu de v � F

4

, la violation du th�eor�eme 
uctuation

dissipation est :

n(t; t

0

) � F

5

� (t� t

0

): (4.58)

D'autre part, la section 4.6 du pr�esent chapitre, est consacr�ee �a l'estimation de la

fonction n aux temps courts. Sur un intervalle de temps t � t

0

� 1, il est possible de

n�egliger l'in
uence de la force ext�erieure, et d'appliquer le r�esultat 4.41 :

n(t; t

0

) � S

5=2

� (t� t

0

): (4.59)

Ces deux expressions sont identiques, compte tenu de S � F

2

!

4.9 Conclusion.

J'ai explor�e dans un cas particulier la dynamique de relaxation du syst�eme mo-

d�ele. Cela a permis de mettre en �evidence un m�ecanisme de vieillissement bas�e sur la

restriction progressive du nombre de directions descendantes.

Au fur et �a mesure que celles-ci deviennent moins nombreuses, la dynamique ralentit

de sorte que l'�energie asymptotique ne d�epasse pas une valeur seuil E

dyn

. La valeur de

� avec lequel d�ecrô�t l'�energie parait être �egale �a 2/3, valeur qui n'a pu être pr�edite

dans cette approche. On note cependant que cette valeur est la seule compatible avec

une croissance logarithmique de la fonction de corr�elation b(t; t

0

). Or une croissance

logarithmique de b(t; t

0

) est indispensable, pour que le noyau de m�emoire exp[�b(t; t

0

)] �

r(t; t

0

) d�ecroisse en loi de puissance.

La solution de vieillissement [42] et la solution �a vitesse �nie [47] se compl�etent

harmonieusement, et dans les deux cas, les deux temps caract�eristiques re
�etent une

g�eom�etrie commune.

Le r�egime de r�eponse lin�eaire est caract�eris�e par un d�eplacementu(t) et des fonctions

de corr�elations �a croissance logarithmique.

Il c�ede la place au bout d'un temps t

F

� F

�3

au r�egime stationnaire.



116 4- LA RELAXATION

�

A TEMP

�

ERATURE NULLE

0 1 10
F

0

0

1
V

Velocity-Force characteristics.

0 1
log(F)

0

0

0

lo
g 

(v
)

V-F characteristics
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Fig. 4.12 { Figure de gauche : Caract�eristique force vitesse, en log-log. La courbure est

tourn�ee vers le bas. Les trois points les plus bas sont ceux de la �gure de droite. Figure

de droite : 4 points de la caract�eristique force-vitesse. F = 0:5; 0:4; 0:3; 0:2. Le dernier

point n'est pas su�samment converg�e, et la courbure devrait se tourner vers le bas. Les

trois points s�electionn�es (dans la boite) donnent lieu �a une pente de 3.65.

0.0 50.0 100.0 150.0
temps t

-2.0
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E
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Slope = 1.744

Fig. 4.13 { Figure de gauche : La valeur de l'�energie dynamique pour quelques valeurs

de la force F . On voit nettement que la valeur asymptotique E(1) est une fonction

croissante de la force ext�erieure. Figure de droite : La valeur de plateau E(1)+2 fonc-

tion de la force exerc�ee. Comme pr�ec�edemment, la valeur F = 0:2 n'est pas converg�ee.

Les trois autres valeurs donnent lieu �a un exposant 1.74
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lo
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t F
)

Slope = -2.5 

Fig. 4.14 { Le temps de transition t

F

pour lequel la th�eorie de la r�eponse lin�eaire cesse

de s'appliquer. F = 0:5; 0:4; 0:3. La valeur de l'exposant est -2.5 au lieu de -3
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Fig. 4.15 { Cette �gure pr�esente la mobilit�e (rapport de la vitesse �a la force) en fonction

de la constante de di�usion (pente de la fonction de corr�elation B(t)), au cours du

r�egime stationnaire, pour des forces allant de F = 0:2 �a F = 0:5. La relation est

parfaitement lin�eaire (�t), bien que le point le plus �a gauche ne soit pas encore parvenu

au r�egime stationnaire. La pente de la courbe est de 0.49 soit presque 1/2. Rappelons

que 1/2 est la valeur pr�edite pour le coe�cient jXj dans le r�egime de vieillissement. La

relation de ((quasi 
uctuation dissipation )) s'�etend au r�egime stationnaire. La raison

est que la fonction n(t) est quasiment constante au voisinage du temps caract�eristique

t

a

(�gure 2.9, page 67).
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Le d�eplacement u(t) crô�t alors asymptotiquement comme vt mais la relation entre

la vitesse et la force n'est plus lin�eaire. La corr�elation crô�t elle aussi comme 2D

eff

(v)t,

avec une constante de di�usion e�ective d�ependant de la vitesse.

Le r�egime stationnaire est caract�eris�e par une hi�erarchie d'�echelles de temps t

f

(=

t

p

) = v

�1=2

, t

b

(= t

a

) = v

�3=4

, mais le temps v

�1

n'apparâ�t jamais explicitement.

L'�echelle de temps t

b

�xe aussi bien la valeur de la mobilit�e que de la constante de

di�usion e�ective, dans le r�egime stationnaire comme dans le r�egime de vieillissement.

La limite de dimension in�nie, �etrange sous maints aspects pr�eserve une version faible

de la relation d'Einstein entre di�usion et mobilit�e. Le rôle de la temp�erature est alors

jou�e par le param�etre

9

X

�1

. Ce param�etre X re
�ete donc une propri�et�e g�eom�etrique

du potentiel d�esordonn�e, qui se manifeste ind�ependamment, et de fa�con identique, dans

le r�egime de vieillissement et le r�egime stationnaire.

Pour terminer, on s'attend �a ce que les e�ets de taille �nie, en l'occurrence de

dimension �nie, se fassent sentir d�es que le nombre de directions descendantes cesse

d'être macroscopique. En r�ef�erence [52] est d�emontr�e que la hauteur typique des points

critiques du potentiel ayant une seule direction descendante est d'ordre N

1=3

. Le temps

t

N

, solution de N�E(t

N

) = N

1=3

marque la transition entre la relaxation de champ

moyen et autre chose (probablement un r�egime thermiquement activ�e). On trouve

10

t

N

� N . Ce temps est �a comparer aux temps d'activation suppos�es d'une particule,

dans un �etat m�etastable poss�edant des barri�eres d'�energie extensive, qui eux croissent

exponentiellement avec N . La dynamique de champ moyen parâ�t di�cilement appli-

cable �a la di�usion en milieu d�esordonn�e en petite dimension, si ce n'est pour d�ecrire

le r�egime de temps courts. L'extension de cette m�ethode de champ moyen aux objets

�etendus [22] laisse heureusement plus d'espoir et justi�e les e�orts accomplis dans cette

direction.

9.X re
�ete certainement une propri�et�e g�eom�etrique du potentiel al�eatoire. Dans l'�etude par les

r�epliques, le param�etre x caract�erise la distribution exponentielle des minimas les plus profonds. La

question reste ouverte en ce qui concerne X.

10. Ou �eventuellement t

N

� N

�

, si jamais la distribution en demi-cercle de Wigner devait être

modi��ee sur ses bords.
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Annexe A

Appendices de la 1

�ere

partie

A.1 Calcul des �el�ements hors diagonaux @

ii

V(x)

L'�energie V (~x(t)) et les courbures @

ii

V (~x(t)) sont des quantit�es corr�el�ees, ce qui fait

d�ependre ces derni�eres de l'�energie intensive E(t). Cet appendice a pour but de calculer

le rapport de proportionnalit�e entre @

ii

V (~x) et V (~x)=N .

La matrice des corr�elations J

ij

d�e�nit un produit scalaire sur l'espace vectoriel de

dimension N + 1 engendr�e par la base fV (~x)=N; @

11

V (~x); � � � ; @

NN

V (~x)g qui consiste

simplement �a calculer la valeur moyenne sur le d�esordre gaussien d'un produit de deux

observables XY . Il faut construire un ensemble de vecteurs de base fX

0

;X

1

; � � � ;X

N

g

mutuellement orthogonaux vis-�a-vis de ce produit scalaire, i.e 8i; j; X

i

X

j

= 0. L'en-

semble :

X

1

=

1

N

N

X

i=1

@

ii

V (x);

X

0

=

V (x)

N

�

2f

0

(0)

f

00

(0)

N

4(N + 2)

X

1

;

X

0

i

= @

ii

V (x)�X

1

pour j � 2;

(A.1)

est presque orthogonal. X

0

et X

1

sont orthogonaux �a tous les vecteurs X

0

j

. De plus on

a :

"

X

2

0

X

1

X

0

X

1

X

0

X

2

1

#

=

f

00

(0)

N

"

f(0)

f

00

(0)

�

f

0

(0)

2

f

00

(0)

2

N

N+2

0

0 4

N+2

N

#

; (A.2)

tandis que la matrice de corr�elation X

0

j

X

0

k

pour les X

0

j

s'�ecrit :
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�

ERE

PARTIE

f

00

(0)

N

2

6

6

6

6

6

6

4

8

�

1�

1

N

�

�

8

N

� � � �

8

N

�

8

N

8

�

1 �

1

N

�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

8

N

�

8

N

� � � �

8

N

8

�

1�

1

N

�

3

7

7

7

7

7

7

5

: (A.3)

La base fX

0

j

g pourrait être orthonormalis�ee par exemple par une proc�edure de

Gram-Schmidt. Les variables X

0

j

d�ecrivent les 
uctuations de @

ii

V (x) d'ordre (1=

p

N)

autour de leur valeur moyenne X

1

. Comme X

1

est lui-même d'ordre 1, ces 
uctua-

tions s'av�erent n�egligeables, et une �etude d�etaill�ee de la distribution des X

0

i

n'est pas

n�ecessaire.

Oublions les fX

0

i

g, et �ecrivons la distribution de probabilit�e pour X

0

et X

1

:

P(X

0

;X

1

) =

N

2�f

00

(0)

p

4a� b

2

exp

 

�

N

2f

00

(0)

"

X

2

0

a� b

2

=4

+

X

2

1

4

#!

; (A.4)

o�u ont �et�e d�e�nis les coe�cients a = f(0)=f

00

(0), b = 2f

0

(0)=f

00

(0), avec de plus l'ap-

proximation N=(N + 2) ' 1. On consid�ere maintenant que V (~x)=N est un nombre

�x�e, pr�ecis�ement �egal �a E(t). Lorsque N ! 1, la distribution de probabilit�e A.4 est

domin�ee par le minimum de l'argument de l'exponentielle. Il faut minimiser celui-ci

avec la contrainte :

X

0

+

f

0

(0)

2f

00

(0)

X

1

= E(t): (A.5)

Le minimum contraint est :

X

1

=

1

N

N

X

i=1

@

ii

V (x(t)) = 2

f

0

(0)

f(0)

E(t): (A.6)

Les autres valeurs X

0

j

, j > 2 �etant gaussiennes, de variance � 1=N , on d�eduit :

@

ii

V (x(t)) = 2

f

0

(0)

f(0)

E(t) + O

 

1

p

N

!

: (A.7)

Remarque. L'�energie V (~x) est extensive et non d'ordre

p

N , comme le laisserait

penser la valeur typique d'un potentiel gaussien de variance N . Cela est dû �a ce que la

dynamique de gradient s�electionne les parties les plus profondes du potentiel V (~x). En

toute rigueur, les points sp�eciaux ~x tels que :

j@

ii

V (x)�

1

N

N

X

i=1

@

ii

V (x)j � 1; (A.8)

sont aussi probables que les points caract�eris�es par jV (~x)j � N , mais ils ne jouent

aucun rôle particulier.
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A.2 La relaxation dans un potentiel quadratique.

La fonction de r�eponse r(t; t

0

) ne d�epend pas de la temp�erature.

r(t; t

0

) =

Z

d� �(�) exp[�(�� S)(t� t

0

)]:

Si S est su�samment petit, et t� t

0

� 1, on peut replacer �(�) par son approxi-

mation �! 0.

r(t; t

0

) =

1

�

�

2

�

�

3=2

Z

1

0

d�

p

� exp [�S � (t� t

0

)(�=S � 1)] ;

= S

3=2

'

0

(S � (t� t

0

)):

'

0

(X) =

1

�

�

2

�

�

3=2

Z

1

0

du

p

u exp[�X(u� 1)]: (A.9)

'

0

prend des valeurs O(1) quand S � (t� t

0

) � 1.

A T = 0 . On suppose les coordonn�ees du gradient distribu�ees suivant �

^

G(�=S).

@

t

0

b(t; t

0

) =

1

�

�

2

�

�

3=2

Z

1

0

d�

p

� �

^

G

 

�

S

! 

1 � exp[�(t� t

0

)(�� S)]

�� S

!

;

= S

3=2

�

S

'

1

(S � (t� t

0

)):

'

1

(X) =

1

�

�

2

�

�

3=2

Z

1

0

du

p

u

^

G(u)

1� exp[�X(u� 1)]

u� 1

: (A.10)

Une approximation de @

t

0

b(t; t

0

) aux temps interm�ediaires 1 � t � t

0

� S

�1

, est

� S

3=2

(t� t

0

)'

0

1

(0).

A T > 0. La situation est plus confuse. On doit consid�erer que les directions � � 1

sont presque thermalis�ees alors que les directions � � S � 1 �evoluent dans le temps.

A temp�erature �nie, le terme commen�cant par 2T (1�exp(� � �)), dans l'�equation 4.40

donne une contribution O(1) lorsque t� t

0

� 1, �a cause des valeurs propres �

i

� 1. Ces

termes sont cependant compens�es par la contribution de g(�; t) car, �a temp�erature �nie,

les directions correspondantes aux valeurs propres � � 1 sont thermalis�ees : g(�; t) '

T=�, (la forme d'�echelle 4.29 doit être modi��ee).

Un protocole possible dans ce cas, est de commencer �a t = 0; y

i

= 0. On laisse se

thermaliser le syst�eme durant un temps t

0

� S

�1

. La fonction n(t; t

0

) se calcule ensuite

pour un intervalle de temps de l'ordre de t� t

0

� S

�1

. Cela donne :

@

t

0

b(t; t

0

) + 2Tr(t; t

0

) = �2T

Z

d� fexp[�(�� S)(t+ t

0

)]� exp[�(�� S)(2t

0

)]g �(�):
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�

ERE

PARTIE

puis �nalement,

n(t; t

0

) r(t; t

0

) = T � S

3=2

'

2

(St;St

0

):

'

2

(X;Y ) =

2

�

�

2

�

�

3=2

Z

1

0

du

p

u [exp(�(u� 1)(X + Y ))� exp(�(u� 1)(2Y ))]:
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Chapitre 5

Ancrage d�ependant du temps

5.1 Introduction

La seconde partie de ce travail de th�ese traite de la di�usion classique d'une particule

�a une dimension, dans des pi�eges dont l'e�cacit�e d�epend du temps de r�esidence.

Ce mod�ele a �et�e introduit pour r�epondre �a deux attentes distinctes. La premi�ere

d'entre elles consiste �a trouver un mod�ele pr�esentant des e�ets de dynamique lente tout

en �etant soumis �a un for�cage ext�erieur, �eventuellement comparable au syst�eme mod�ele

des chapitres 2 �a 4. La recherche d'un mod�ele minimal dans lequel surviendrait des

e�ets de plasticit�e au sein d'un �ecoulement de particules motive la seconde. L'exemple

propos�e permet d'aborder successivement ces deux aspects, d�etaill�es dans les deux

sections qui suivent. Apr�es un bref rappel de r�esultats concernant les mod�eles de pi�eges

�a la section 5.4, je pr�esente le travail sous la forme d'un preprint, soumis au journal

EPJB. Une conclusion (sections 5.6, 5.7) clôt cette partie.

5.2 Le for�cage des syst�emes vitreux

La physique d'un syst�ememod�ele en mouvement �a vitesse �nie est celle d'un syst�eme

vitreux dont les e�ets de m�emoire sont coup�es apr�es un temps caract�eristique t

a

. Cette

interruption est une cons�equence soit de la force ext�erieure, soit du mouvement imprim�e

par le ressort. Connâ�tre la fa�con dont les e�ets vitreux sont interrompus sous l'in
uence

d'un param�etre ext�erieur est g�en�eralement un probl�eme di�cile. Par exemple un champ

magn�etique constant pourrait modi�er profond�ement la dynamique de relaxation d'un

verre de spin [1], et une force même faible semble �a même de supprimer le vieillissement

dans le champ moyen du syst�eme mod�ele

1

(chapitre 4). Toutefois, un verre de spin avec

champ magn�etique est encore susceptible de donner lieu �a un authentique �equilibre

thermodynamique, contrairement au cas d'une particule en mouvement.

Pour trouver un exemple qui puisse �eventuellement être compar�e au syst�ememod�ele,

on remarque que les e�ets de vieillissement sont souvent associ�es �a des distributions de

1. Cette fragilit�e serait une cons�equence de la ((situation de marginalit�e)) de ces syst�emes [2].
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temps d'attente ne poss�edant pas de valeur moyenne [3, 4, 5].

Ainsi les marches al�eatoires dont les temps d'attente entre pas successifs sont dis-

tribu�es suivant des lois larges (typiquement des distributions de probabilit�e d�ecroissant

comme �

�(1+x)

), ont du point de vue de la dynamique des points communs avec les

verres de spin : il est impossible de faire apparâ�tre un temps caract�eristique � �ni qui

gouvernerait la constante de di�usion (T � �

�1

), et la mobilit�e (�

�1

). Cette absence de

temps caract�eristique a pour cons�equence une di�usion anormale et du vieillissement.

Une r�ealisation physique simple d'une telle marche au hasard consiste en un ensemble

de pi�eges dont la profondeur est distribu�ee exponentiellement. Une particule saute d'un

pi�ege �a l'autre et le temps moyen d'attente �a l'int�erieur d'un pi�ege est donn�e par la

loi d'Arrh�enius. Un ensemble de pi�eges dont les profondeurs (E > 0) sont distribu�ees

suivant :

p(E)dE = E

�1

0

exp

�

�

E

E

0

�

dE; (5.1)

auxquels sont associ�es les temps de pi�egeage caract�eristiques, d'Arrhenius :

� (E) = !

�1

0

exp(�E); (5.2)

donne lieu �a une distribution de temps d'attente (!

0

� > 1) :

�(� )d� = p(�

�1

ln(!

0

� ))

dE

d�

d�;

�(� ) =

!

0

�E

0

(!

0

� )

�1�1=(�E

0

)

: (5.3)

�(� ) cesse de poss�eder une valeur moyenne d�es que �E

0

> 1.

Consid�erons par exemple un r�eseau cubique de telles trappes dans un espace de

dimension D. D�es que le premier moment de la distribution � devient in�ni, la di�u-

sion devient anormale avec une constante de di�usion et une mobilit�e nulle. Soumise

�a une force ext�erieure constante, la position moyenne hx(t)i n'�evolue plus que sous-

lin�eairement avec le temps : lim

t!1

hx(t)i =t = 0.

On postule maintenant l'existence d'une g�en�eralisation du mod�ele de trappes ci-

dessus, de sorte qu'il devient possible de tirer la particule �a l'aide d'un ressort. Le

d�eplacement moyen hx(t)i ne peut qu'être proportionnel au temps. L'exp�erience de

friction avec ressort et l'exp�erience de friction �a force constante vont donner lieu �a des

comportements tr�es di��erents. La situation avec ressort semble ne pas avoir �et�e �etudi�ee

�a ce jour.

Concr�etement, il est souhaitable d'�eviter de faire intervenir un d�esordre gel�e qui

n�ecessite de faire ensuite des moyennes sur les r�ealisations possibles de ce d�esordre.

Ensuite, la d�e�nition d'un mod�ele de pi�eges autorisant la friction avec ressort impose

de faire des choix quant �a la g�eom�etrie du potentiel d'ancrage lui-même et s'av�ere plus

d�elicat que dans le cas d'une simple force constante (�gure 5.2).

Le principe retenu est le suivant : le mod�ele est unidimensionnel, tous les pi�eges

sont identiques. Lorsqu'une particule tombe dans un pi�ege, la profondeur de celui-

ci commence �a augmenter, ce qui est pris en compte au moyen d'une fonction H(� )
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monotone croissante, � �etant le laps de temps �ecoul�e depuis l'arriv�ee de la particule �a

l'int�erieur du pi�ege (�gure 5.1). Soit �(� ) la probabilit�e pour qu'une particule tomb�ee

�a l'instant � = 0 au fond du pi�ege, y soit encore pr�esente �a l'instant � . Une profondeur

H constante, entrâ�ne pour � l'�equation di��erentielle suivante :

_

�(� ) = �!

0

exp(��H) ��(� );

�(� ) = exp[� exp(��H) � !

0

� ]: (5.4)

Il s'agit d'une d�ecroissance exponentielle ordinaire. Le choix :

�H(� ) = ln

�

1 +

!

0

�

�

�

; (5.5)

pour la profondeur H(� ) du pi�ege, fait d�ecrô�tre �(� ) comme :

_

�(� ) = �!

0

exp(��H(� )) ��(� );

= �

!

0

1 + !

0

�=�

��(� );

�(� ) =

�

1 +

!

0

�

�

�

��

: (5.6)

On en d�eduit la distribution des temps d'attentes, �(� ) = �

_

�(� ) :

�(� )d� = !

0

�

1 +

!

0

�

�

�

�(1+�)

d�; (5.7)

qui a bien le comportement asymptotique souhait�e. La fonction H(t) doit être pr�ecis�e-

ment ajust�ee car toute modi�cation de H modi�e fortement le facteur exp(�H).

Un comportement de l'�energie d'ancrage croissant comme H(� ) ' T ln(� ) semble

assez g�en�erique, commun �a la fois au mod�ele de Sina�� (H d�esigne alors la hauteur

typique de la barri�ere �a franchir, apr�es un temps � , pour di�user plus loin) [3], et

au mod�ele de trappes en dimension in�nie (H �etant la valeur moyenne de l'�energie

d'ancrage de la particule apr�es un temps � .) [4].

En d�e�nissant la probabilit�e d'�echappement par rapport �a la hauteur des barri�eres

situ�ees de part et d'autre du pi�ege, il devient possible d'inclure l'e�et d'un ressort tirant

la particule (�gure 5.2).

D'autre part, �a force constante faible ou nulle, le comportement de la particule est

celui d'une marche au hasard, avec des temps d'attente distribu�es suivant la loi 5.7.

En�n, ce mod�ele n'est pas �a proprement parler un syst�eme d�esordonn�e car tous les

sites sont identiques.

5.3 Un mod�ele minimal de plasticit�e

Consid�erons un ensemble de particules sur un substrat. Certaines de ces particules

y sont solidement accroch�ees, tandis que d'autres peuvent se d�eplacer librement. Sous
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d
H(0)

Mouvement

Ressort
Axe x

H(t)
v

Fig. 5.1 { Ce dessin illustre la notion de pi�ege d�ependant du temps. D�es qu'une particule

tombe �a l'int�erieur d'une trappe, la profondeur de celle-ci commence �a crô�tre (fonction

H(t)). Si la particule saute vers le site voisin, le compteur est remis �a z�ero.

v

Fig. 5.2 { Figure de gauche : illustration d'un potentiel en dent de scie, inclin�e �a

cause d'une force constante. Figure de droite : potentiel en dent de scie auquel est

superpos�e un potentiel harmonique se d�epla�cant �a vitesse constante v. Dans le premier

cas, le potentiel est compl�etement ind�ependent du temps. Dans le second, les barri�eres

�evoluent constamment avec le d�eplacement du ressort. La particule, sur le sch�ema, est

sur le point de se d�epi�eger. Dans une exp�erience de friction avec ressort il faut traiter de

fa�con dynamique le d�epi�egeage de la particule dont la probabilit�e d�epend de la hauteur

des barri�eres droite et gauche �a chaque instant.
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l'e�et d'une force exerc�ee, les particules libres se mettent en mouvement, laissant sur

place les particules ancr�ees. Le 
ot de particules est tr�es inhomog�ene, avec de forts

cisaillements.

Lorsque les particules sont dans une phase cristalline, un di��erentiel de vitesse

prolong�e entre particules voisines d�echire �a coup sûr la structure ordonn�ee, de sorte

que le mouvement des particules ne peut plus être d�ecrit par une th�eorie �elastique.

Dans le cas d'un ancrage fort, des simulations num�eriques concordantes montrent que

l'�ecoulement de particules en interaction, �a deux dimensions, a lieu �a l'int�erieur de

canaux, orient�es longitudinalement �a la force [6, 7].

Le d�eplacement d'une structure ordonn�ee sur un substrat d�esordonn�e est un sujet

de recherche tr�es actif en ce moment, et une des questions les plus importantes consiste

�a d�eterminer le domaine de stabilit�e de la phase cristalline ((�elastique)) en mouvement.

Des travaux th�eoriques ont �et�e entrepris pour d�eterminer si ce 
ot de particules se

d�eplace de fa�con ordonn�ee (((cristal en mouvement))), ou d�esordonn�e (((smectique en

mouvement))) [8, 9].

Le rôle de la vitesse d'entrâ�nement est d�eterminant. Si l'ensemble de la structure

se d�eplace tr�es lentement, alors l'existence d'un pi�egeage individuel faible ne sera pas

dramatique car la particule �nira par se d�epi�eger avant que l'ensemble de la structure

n'aie beaucoup avanc�e. A l'inverse, une vitesse de d�eplacement tr�es �elev�ee signi�e g�en�e-

ralement que la force critique de d�esancrage est d�epass�ee. Cette situation est favorable

�a la remise en ordre des particules sous l'e�et de leurs interactions [10]. C'est donc bien

�a vitesse interm�ediaire que les e�ets de plasticit�e doivent se manifester.

La question pos�ee dans le pr�esent travail est de savoir si un ancrage d�ependant du

temps peut favoriser l'apparition de cisaillement au sein d'un �ecoulement de particules.

Plusieurs �el�ements laissent penser que c'est bien dans ce sens qu'irait l'introduction

d'un tel ((ancrage dynamique)), car plus une particule reste longtemps pi�eg�ee au même

endroit, plus il devient di�cile de l'en d�ecrocher. Cet e�et favorise les chances de voir

coexister des domaines fortement ancr�es et des domaines libres, sans que le substrat

pr�esente pour autant de fortes inhomog�en�eit�es spatiales.

Une notion similaire d'accrochage sujet �a vieillissement a �et�e introduite dans le

contexte de la friction solide pour expliquer le mouvement ((stick{slip)) [11]

2

.

Pour justi�er un tel ancrage d�ependant du temps, on peut prendre le cas d'une ligne

de vortex dans un supraconducteur �a haute temp�erature critique en exemple. Plac�ee

dans un potentiel d�esordonn�e, la ligne va chercher �a s'ajuster au mieux au d�esordre

de fa�con �a minimiser son �energie. Cette optimisation n�ecessite de temps �a autre des

r�eorganisations portant sur des segments de longueur l(� ) de vortex. L'�evolution avec

le temps de l'ancrage de la ligne s'apparente �a une croissance de domaine (la longueur

l(� )) en milieu d�esordonn�e, et conduit �a une �energie d'ancrage lentement croissante avec

le temps

3

. Plus g�en�eralement, cette d�ependance en temps re
�etera l'e�et de degr�es de

2. J'ai d�ecouvert cette r�ef�erence apr�es l'ach�evement de ce travail.

3. La th�eorie ((de scaling)) de Fisher et Huse des verres de spin pr�edit des domaines de taille

R(t) � E(t)

�

dont l'�energie E(t) crô�t logarithmiquement avec le temps (sous-entendu le temps t

n�ecessaire pour activer une barri�ere d'�energie E). [12, 13, 14]. L'argument se transpose directement �a
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libert�e internes ou transverses de l'objet.

Le mod�ele pr�esent�e ici doit être consid�er�e comme une premier pas modeste en

direction de l'�etude de l'apparition du cisaillement lors du d�esancrage d'une collection

d'objets. Il s'agit d'un mod�ele �a une particule. L'e�et des particules environnantes est

pris en compte par un potentiel quadratique de con�nement (ou potentiel de cage)

autour de la particule test. L'ancrage d�ependant du temps est mat�erialis�e par des

pi�eges dont la profondeur crô�t d'une valeur H(� = 0) �a une valeur H(� = 1). Pour

simpli�er, seul a �et�e consid�er�e un pro�l de H(� ) ayant un pro�l de marche.

(

H(� ) = H

1

si � < t

s

;

H(� ) = H

2

si � > t

s

;

(5.8)

et H

2

> H

1

.

Ainsi, les deux exemples mentionn�es en sections 5.2 et 5.3, se mod�elisent de fa-

�con semblable. L'�etude est men�ee grâce �a l'outil num�erique. Seul le ((moteur)) de la

simulation, c'est-�a-dire la g�en�eration des temps d'attente di��ere d'un cas �a l'autre.

5.4 Rappel sur la dynamique de trappes

Rappelons ici l'un des principaux r�esultats concernant une marche au hasard dont

les temps d'attente sont distribu�es suivant une distribution alg�ebrique large. Cette

situation, quali��ee de ((marche au hasard en temps continu)) (CTRW) dans la r�ef�erence

[15], ne doit pas être confondue avec les exp�eriences de di�usion dans des trappes

distribu�ees exponentiellement en �energie. Dans le premier cas, le marcheur tire au

hasard le temps d'attente avant de faire le pas suivant, et la distribution des temps

d'attente ne d�epend pas de la position du marcheur. Cette situation est celle qui se

rapproche le plus du mod�ele de friction propos�e en section 5.2. Dans le second cas,

le temps de pi�egeage est d�etermin�ee par la profondeur de la trappe o�u le marcheur

se tient. Cela induit des corr�elation signi�catives entre la position du marcheur et

les temps d'attente, et donne lieu �a des r�esultats sensiblement di��erents, en petite

dimension d'espace

4

.

Une force constante faible est exerc�ee de sorte que la probabilit�e d'aller �a droite p

+

est sup�erieure �a la probabilit�e d'aller �a gauche p

�

. p

+

+p

�

= 1 et, en vertu du principe

du bilan d�etaill�e, p

+

=p

�

= exp(2�Fd). On en d�eduit la di��erence p

+

�p

�

= tanh(�Fd).

La distribution du temps d'attente entre deux sauts successifs est f�(� ) = ��

�(1+�)

,

� > 1 g. On ne se pr�eoccupe pas du m�ecanisme �a l'�uvre pour qu'il en soit ainsi. Ce

peut être par exemple un pi�ege dont la profondeur crô�t logarithmiquement, ou encore

un ((site composite)) (lui-même fait de sous-sites).

Asymptotiquement, la distance moyenne parcourue d�epend du nombre de sauts

e�ectu�es :

hx

N

i = Nd (p

+

� p

�

)

la ligne �elastique.

4. La dimension critique sup�erieure en de�c�a de laquelle ces corr�elations sont essentielles est 2 [15].
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= Nd tanh(�Fd) (5.9)

Le temps n�ecessaire pour accomplir les N sauts est :

t

N

= �

1

+ �

2

+ � � � + �

N

:

�

i

d�esigne le temps d'attente du i-�eme saut. Le passage de t

N

�a N

t

, nombre de sauts

e�ectu�es apr�es un temps t, est le point di�cile du raisonnement. t

N

est la somme de

N variables �

i

ind�ependantes. Un calcul de la distribution de probabilit�e de la somme

des N variables al�eatoires, prouve que si 0 < � < 1, alors la combinaison t=N

1=�

est

distribu�ee suivant la fonction d'�echelle :

p

N

(t

N

) =

1

N

1=�

L

(N);�

�

t

N

N

1=�

�

: (5.10)

La suite de fonction L

(N);�

converge (simplement) vers une distribution limite dite ((loi

de L�evy stable)).

On en d�eduit que nombre typique de sauts N e�ectu�es d�epend du temps comme

N � t

�

. Le d�eplacement x(t) de la particule sous l'in
uence de la force F est :

x(t) � d tanh(�dF ) t

�

; (5.11)

soit, en lin�earisant la tangente hyperbolique,

x(t) � �d

2

Ft

�

: (5.12)

Le d�eplacement est lin�eaire dans la force appliqu�ee, mais pas dans le temps, tout

comme au chapitre 4, page 111. Le signe � de l'�equation 5.12 cache en fait que les


uctuations �x(t) de x(t) d'une r�ealisation �a l'autre des temps d'attente �

i

, sont du

même ordre de grandeur que x(t) lui-même.

Il su�t pour le v�eri�er de connâ�tre la distribution de la variable N

t

. La probabilit�e

d'avoir e�ectu�e exactement N sauts apr�es un temps t est

5

:

p(N

t

) =

t

�N

1+1=�

L

(N);�

�

t

N

1=�

�

: (5.13)

On en d�eduit la distribution du rapport X = N=t

�

:

p(X)dX =

dX

�X

1+1=�

L

�

�

X

�1=�

�

: (5.14)

La variableX, proportionnelle au rapport x(t)=t

�

ne se centre pas, même si N tend vers

l'in�ni. Cela constitue une di��erence majeure avec les situations de di�usion normale

o�u x(t)=t 
uctue de O(1=

p

t) autour de la vitesse moyenne v. Ces marches au hasard

ne sont pas automoyennantes [17].

5. La connexion entre t

N

est N

t

se fait au travers des fonctions de distribution [16], apr�es avoir

remarqu�e que la probabilit�e d'avoir fait au moins N sauts durant l'intervalle de temps t est �egale �a la

probabilit�e qu'il faille un temps plus petit que t pour e�ectuer exactement N sauts.
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Supposons maintenant que la distribution des temps d'attente soit coup�ee au del�a

de � tr�es grand devant 1.

�(� )d� =

��

�(1+x)

1 � �

��

d�;

' ��

�(1+�)

d�; si 1 < � < �;

�(� )d� = 0; sinon:

Le temps d'attente moyen est :

Z

�

1

d� � �(� ) '

�

1 � �

�

1��

: (5.15)

Le d�eplacement x(t) se comporte aux temps longs devant �, comme :

x(t) = d tanh(�dF ) N(t)

' (�d

2

F )

�

1� �

�

�

t �

��1

: (5.16)

Ce comportement se recolle bien avec le d�eplacement x(t) � t

�

observ�e pour t < �. La

transition entre les r�egimes a lieu lorsque t � �.



5.4. RAPPEL SUR LA DYNAMIQUE DE TRAPPES 141

5.5 Pr�esentation du travail
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5.6 Conclusion sur la dynamique vitreuse

Le champ moyen le plus simple consiste �a supposer la force F du ressort constante

et �a appliquer le r�esultat de l'�equation 5.16, avec un temps de coupure � �egal �a 1=v,

ordre de grandeur des temps d'attente les plus longs. La condition d'autocoh�erence

x(t) = vt implique :

vt = F t v

1��

(5.17)

1 = F v

��

Ce champ moyen pr�edit une caract�eristique sous-lin�eaire en loi de puissance F � v

�

.

Or les simulations penchent en faveur d'un seuil �a vitesse �nie.

L'�echec de ce champ moyen est dû �a ce que la distribution des allongements ne se

pique pas autour d'une valeur moyenne, mais reste de largeur �nie.

Le second champ moyen envisageable porte sur la profondeur des trappes H. L'ap-

proximation consiste �a supposer les trappes de profondeur constante hHi = H(1=v), et

la force F constante �egalement. C'est en substance la nature de l'approximation faite

en r�ef�erence [11]. La relation force-d�eplacement devient :

x(t) = F t exp(��H(1=v)): (5.18)

�

Etant donn�e que exp(��H(1=v)) se comporte comme v, la relation 5.18 devient vt =

Fvt, soit encore F = Cste. Ce champ moyen pr�edit une force seuil lorsque la vitesse

v tend vers z�ero, ce qui est le bon r�esultat. Bien que les temps de pi�egeage de l'ordre

de 1=v ne soient pas les plus fr�equents, ce sont eux qui dominent la valeur moyenne

de la profondeur des pi�eges H. Cette propri�et�e ne surprend pas dans le contexte des

distributions larges de temps d'attente.

Cette �etude a permis de comprendre quelle �etait la contrepartie de la di�usion anor-

male due �a une large distribution de temps d'attente, lorsque la friction est exerc�ee au

moyen d'un ressort. Le d�eplacement x(t) � t

�

sous-lin�eaire et la variable x(t)=t

�

non

automoyennante, se muent en une caract�eristique force-vitesse �a seuil et une distribu-

tion des allongements du ressort x(t) large, qui ne se centre pas autour de z�ero.

5.7 Le cisaillement peut-il être induit par un an-

crage d�ependant du temps?

La modi�cation brusque de la hauteur du pi�ege �a l'instant t

s

est �a l'origine d'un

pic dans les 
uctuations, absent lorsque la hauteur de barri�ere est constante (faible ou

forte).

Le rapport de la 
uctuation quadratique hx

2

(t)i �a la 
uctuation d'�equilibre prend

des valeurs comprises entre 3 et 4, et se produit pour des vitesses telles que vt

s

' 0:3. La

distribution des positions de la particule �a vitesse interm�ediaire n'est pas gaussienne,
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et asym�etrique, avec une queue du côt�e de la particule ((en retard)) par rapport �a sa

vitesse moyenne.

Ce mod�ele n'est bien sûr pas utilisable en l'�etat pour l'�etude d'un cas r�ealiste. La

valeur du pic de 
uctuation semble cependant su�sante pour encourager une investi-

gation dans un cas plus r�ealiste, mettant en jeu plusieurs particules en interaction, et

une fonction de vieillissement, avec un age e�ectif donn�e par :

�(t) =

Z

t

�1

ds exp

 

�

jj~x(t)� ~x(s)jj

D

!

; (5.19)

introduit dans le contexte de la friction solide [11].

Cette suractivit�e �a vitesse interm�ediaire apparâ�t comme une version a�aiblie du

mouvement ((stick-slip)) de la friction solide.
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Troisi�eme partie

D�etermination ab-initio du

diagramme de phase des sph�eres

dures en pr�esence de d�esordre
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Chapitre 6

Introduction : Transitions

structurales.

Ce chapitre introduit les notions fondamentales concernant la th�eorie de la fonction-

nelle densit�e classique, et plus particuli�erement la m�ethode de Ramakrishnan-Youssouf

(sections 6.2, 6.3, 6.4). L'�equation int�egrale HNC est introduite et discut�ee �a la sec-

tion 6.5.

L'originalit�e de ce travail vient de l'addition d'un potentiel ext�erieur, gaussien d�esor-

donn�e. La m�ethode de r�eplique utilis�ee pour y parvenir est expos�ee en section 6.6.

La section 6.7 rappelle bri�evement ce qu'est la transition de verre structural, tandis

que la section suivante (6.8) explique commentM.M

�

ezard et G.Parisi se proposent

de d�ecrire la thermodynamique, et en partie la dynamique, des verres structuraux.

La derni�ere section (6.9) est consacr�ee aux sp�eci�cit�es du 
uide de sph�eres dures.

6.1 Motivations

La th�eorie de la fonctionnelle densit�e est �a la base de m�ethodes permettant d'�etudier

la transition liquide$ solide cristallin. Ces m�ethodes se proposent de pr�edire quantita-

tivement la position du point de transition, le changement de volume ainsi que l'ordre

cristallin de la phase solide, en se basant uniquement sur la structure microscopique

de la phase liquide �a l'�equilibre, et sans introduire de param�etre ajustable

1

. La th�eorie

de Ramakrishnan-Youssouf (RY), �a laquelle cette partie fait r�ef�erence, constitue l'une

des premi�eres et des plus simples de telles m�ethodes [1, 2].

R�ecemment a �et�e mentionn�ee la possibilit�e d'�etudier la transition de verre structural

grâce �a une m�ethode de r�epliques mettant en jeu les fonctions de corr�elation d'�equilibre

des phases liquide et verre, celles-l�a même qui servent �a d�eterminer le point de cristalli-

sation du liquide [3]. De plus, ce formalisme permet ais�ement d'introduire un d�esordre

extrins�eque, c'est-�a-dire un potentiel d�esordonn�e al�eatoire, �xe dans le r�ef�erentiel de

1. Il s'agit d'un progr�es sensible compar�e �a l'approche �el�ementaire de Lindemann, qui fait intervenir

une constante arbitraire.
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l'observateur, et agissant sur les particules du 
uide.

Il est �egalement possible d'aborder la transition liquide-cristal, en pr�esence d'un

d�esordre extrins�eque faible, grâce �a une extension de la th�eorie RY, �egalement fond�ee

sur l'astuce des r�epliques. Cela a �et�e accompli par G.Menon et C.Dasgupta [4], puis

Menon et al [5] dans l'�etude des vortex du compos�e supra Bi

2

Sr

2

CaCu

2

O

8

.

Il devient par cons�equent envisageable de tracer un diagramme de phase liquide-

verre-cristal (LVC) pour un ensemble commun de param�etres

2

. L'absence de param�etre

ajustable fait que cette approche peut être quali��ee de ab-initio. Nous nourrissons l'es-

poir que les lignes de transition liquide-verre et liquide-cristal puissent se croiser pour

une valeur critique du d�esordre �

c

, se conformant ainsi aux observations exp�erimentales

concernant par exemple le compos�e Bi

2

Sr

2

CaCu

2

O

8

, (�gure 6.1).

Ce travail a pour but de d�eterminer s'il est possible de mener �a bien le trac�e du

diagramme de phase, dans le cas d'un syst�eme plus abordable que les vortex. Pour

cela, nous nous sommes limit�es, dans un premier temps, au 
uide de sph�eres dures,

en pr�esence d'un d�esordre extrins�eque. Ce chapitre introduit les concepts n�ecessaires

pour entreprendre la d�etermination du diagramme LVC. Le chapitre suivant pr�esente

les r�esultats concernant la nature des lignes de transition liquide-verre (LV) et permet

d'�etablir un protocole, pr�esent�e en conclusion, pour des applications futures �a des cas

plus r�ealistes.

6.2 Description microscopique d'une phase liquide

6.2.1 L'ensemble grand-canonique

Le diagramme de phase dont il est question concerne des particules classiques in-

teragissant par paires. L'�energie d'interaction de N particules est :

^

U

int

f~r

1

; � � � ; ~r

N

g =

1

2

N

X

(i 6=j)=1

v

(1)

(j~r

i

� ~r

j

j): (6.1)

Les particules interagissent �eventuellement avec un potentiel ext�erieur �a un corps :

^

U

ext

f~r

1

; � � � ; ~r

N

g =

N

X

i=1

�(~r

i

): (6.2)

La somme des deux termes d�e�nit le hamiltonien des positions H

p

f~r

i

g. Dans tout

ce travail, les moyennes statistiques d'ensemble ont ((force de loi)). Ainsi, les phases

(solide S, liquide L, verre V) et les valeurs moyennes se rapportent �a ces moyennes d'en-

semble, quali��ees d'exactes, que les diverses approximations (RY, HNC) sont vou�ees �a

reproduire au mieux.

2. Il est courant, (cf chapitre 1) de consid�erer qu'augmenter le champ magn�etique revient �a

((augmenter le d�esordre)), o�u plus exactement, augmenter l'e�et du d�esordre. Le plan de param�etres

champ magn�etique-temp�erature pour les vortex, est l'analogue du plan d�esordre-densit�e pour les

sph�eres dures.
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Fig. 6.1 { Schematic vortex matter phase diagram in BSCCO (on a logarithmic scale).

The major part of the diagram is occupied by phase A with a vortex liquid (or a gaz

of vortex pancakes). Phase B is a rather ordered solid quasilattice, whereas phase C

is a highly disordered vortex solid. At elevated temperatures the quasilattice is des-

troyed by thermally-induced melting (or sublimation) at the FOT. At low temperature

a disorder driven solid-solid transition occurs at the anomalous second magnetization

peak. The disordered solid, C, melts continuously at the depinning line. Extrait de

B.Kaykhovich, M.Konczykowski, E.Zeldov, R.A.Doyle, D.Majer, P.H.Kes et T.W.Li,

Phys.Rev.B (Rapid Com), volume 56(2), page R517, 1997. Le ((depinning )) (phase A-

phase C), est g�en�eralement associ�e �a un changement de phase solide-liquide o�u le coef-

�cient de cisaillement s'e�ondre. Cette transition est continue. La ligne entre B et C

n'est pas concern�ee par ce chapitre.



162 CHAPITRE 6. INTRODUCTION : TRANSITIONS STRUCTURALES.

La th�eorie de la fonctionnelle densit�e s'exprime dans l'ensemble grand-canonique.

La grande fonction de partition �(�; V; �;�(~r); v

(1)

(r)) est d�e�nie comme :

�(� � �) =

1

X

M=0

e

��M

M !

(

Z

M

Y

i=1

 

d~r

i

d~p

i

h

3

!

exp

"

��H

p

f~r

i

g � �

M

X

i=1

p

2

i

2m

#)

; (6.3)

=

1

X

M=0

e

��M

M !

R

V

Q

M

i=1

d~r

i

exp[��H

p

f~r

i

g]

�

3M

:

� = 1=k

B

T est le param�etre habituel du facteur de Boltzmann, T la temp�erature, �

le potentiel chimique, V le volume du syst�eme, H

p

le hamiltonien des positions, M le

nombre de particules, h la constante de Planck, p

2

=2m l'�energie cin�etique de chaque

particule. Lorsque � r�esulte d'une int�egration sur les impulsions, il s'agit de la longueur

d'onde thermique de de Broglie :

�(T ) =

s

h

2

2�mk

B

T

; (6.4)

suppos�ee petite devant la distance inter-particules. Les vortex cependant n'ob�eissent

pas �a une dynamique hamiltonienne, et pour rester g�en�eral on �evitera d'expliciter �.

L'observable la plus simple du syst�eme est l'op�erateur densit�e �a un corps �̂

M

(~r) =

P

M

i=1

�(~r � ~r

i

(t)).

R

�

�̂ compte le nombre de particules pr�esentes dans un volume �x�e

�. La valeur moyenne de �̂ est le param�etre de densit�e habituel (h i

GC

d�esignant la

moyenne grand-canonique d'une observable) :

�(~r) = h�̂

M

(~r)i

GC

=

1

�

1

X

M=0

e

��M

�

�3M

M !

Z

V

1

Y

i=1

d~r

i

�̂

M

(~r) exp[��H

p

f~r

i

g] (6.5)

�(~r) est constante dans un liquide, homog�ene par d�e�nition, et modul�ee p�eriodiquement

dans un cristal. Reprenant l'expression d'origine H

p

=

^

U

int

+

^

U

ext

, on observe que �(~r)

s'obtient comme une d�eriv�ee fonctionnelle :

^

U

ext

=

Z

d~r �̂(~r) �(~r)

�(~r) = �k

B

T

� ln�

��(~r)

= k

B

T

� ln�

�(���(~r))

(6.6)

6.2.2 La fonction de corr�elation de paires

Par une nouvelle d�erivation de l'�equation 6.6, on obtient,

(kT )

2

�

2

ln�

�(�� �(~r))�(�� �(~r

0

))

= h�̂(~r)�̂(~r

0

)i

GC

� h�̂(~r)i

GC

h�̂(~r

0

)i

GC

(6.7)
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Fig. 6.2 { Exemple de fonction de corr�elation de paires. Plasma �a une composante

bidimensionnel (2D OCP), dans l'approximation HNC.

Le produit des op�erateurs de densit�e se r�e�ecrit �̂(~r)�̂(~r

0

) =

P

i

�(~r � ~r

i

) � �(~r � ~r

0

) +

P

i 6=j

�(~r � ~r

i

)�(~r

0

� ~r

j

), et d�e�nit la fonction de corr�elation de paires g(~r; ~r

0

) :

h�̂(~r)�̂(~r

0

)i � h�̂(~r)i h�̂(~r

0

)i = �(~r)�(~r � ~r

0

) + �(~r)�(~r

0

) [g(~r; ~r

0

)� 1]: (6.8)

�(~r)�(~r

0

)g(~r; ~r

0

)d

3

~rd

3

~r

0

est la probabilit�e d'observer simultan�ement une particule situ�ee

en ~r (�a d

3

~r pr�es) et une particule situ�ee en ~r

0

(�a d

3

~r

0

pr�es). Ainsi d�e�nie, g(~r; ~r

0

) est

sans dimension, et tend vers 1 lorsque la s�eparation j~r � ~r

0

j tend vers l'in�ni.

Dans une phase homog�ene, g devient une fonction de j~r � ~r

0

j. Le cas g(r) = 1

est celui du gaz parfait (particules sans interaction) o�u les positions des di��erentes

particules ne sont pas corr�el�ees. Lorsque le potentiel d'interaction diverge �a l'origine

(sph�eres dures, plasma), on a lim

r!0

g(r) = 0. Dans un 
uide dilu�e, tel un gaz, g(r)

passe de fa�con monotone de sa valeur g(r = 0) �a sa valeur asymptotique g(1) = 1.

Si la densit�e est assez �elev�ee, et la temp�erature assez basse, les particules du 
uide

s'arrangent localement et la fonction g(r) pr�esente alors une succession d'oscillations

amorties. Le premier pic est situ�e �a une distance de l'origine de l'ordre de la distance

inter-particules a

0

. L'aire comprise sous le premier pic, est une estimation du nombre

de particules formant la premi�ere couche autour de la particule centrale, de l'ordre de

12. Un exemple de fonction g(r) est pr�esent�e sur la �gure 6.2 :

La fonction h(r) :

h(r) = g(r)� 1 (6.9)

peut être utilis�ee en lieu et place de g(r). G�en�eriquement, lim

r!1

h(r) = 0.

L'op�erateur de densit�e �

2

g(j~r�~r

0

j) permet d'exprimer la valeur moyenne canonique

de toutes les observables ((�a deux corps)). Ainsi l'�energie interne, et la pression (th. du
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Fig. 6.3 { Exemple de facteur de structure. Plasma �a une composante bidimensionnel

(2D-OCP), dans l'approximation HNC.

viriel) s'�ecrivent [6].

U

int

=

D

^

U

int

E

GC

=

N�

2

Z

1

0

(4�r

2

)dr g(r) v

(1)

(r); (6.10)

�P

�

= 1�

��

6

Z

1

0

(4�r

2

)dr g(r) r

d

dr

v

(1)

(r); (6.11)

= 1 + 4

 

��d

3

6

!

g(d); (6.12)

la derni�ere expression �etant l'application de la pr�ec�edente au cas particulier des sph�eres

dures (d diam�etre d'une sph�ere dure).

6.2.3 Le facteur de structure d'une phase liquide

Le facteur de structure S(k) d'un liquide, est �egal �a 1 + �

~

h(k), o�u

~

h(k) est la

transform�ee de Fourier de h(r) = g(r) � 1. Le facteur de structure d'un liquide dense

prend une valeur �nie �a l'origine k = 0, poss�ede un pic �a k

m

' 2�=a

0

, puis des

oscillations amorties vers 1 lorsque k ! 1 (�gure 6.3). Cette fonction de corr�elation

joue un grand rôle dans l'interpr�etation d'exp�eriences de di�raction de neutrons, et le

premier pic de S(k) explique l'anneau de di�raction g�en�eralement observ�e.

Il est possible de montrer que S(k = 0) est li�e �a la compressibilit�e isotherme du
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uide :

�

T

= �

1

V

 

@V

@P

!

T;N

=

S(k = 0)

�k

B

T

(6.13)

De même, S(k) est proportionnelle �a la susceptibilit�e du 
uide vis-�a-vis d'une per-

turbation modul�ee (champ ext�erieur) de vecteur d'onde k. L'existence du premier pic

�a k = k

m

entrâ�ne que le liquide aura facilement tendance �a se moduler suivant le

vecteur d'onde k

m

. Il s'agit l�a d'un e�et pr�ecurseur du passage �a la forme cristalline.

JP.Hansen et L.Verlet ont observ�e, sur des exp�eriences de dynamique mol�eculaire

que les liquides ont tendance �a cristalliser d�es que S(k

m

) devient sup�erieur �a 2.85 [7].

Cette valeur semble universelle, peu d�ependante des interactions entre particules

3

. Ce

crit�ere est en quelque sorte un crit�ere de Lindemann ((�a l'envers)).

6.3 Fluctuations de la densit�e et cristallisation

6.3.1 Particules sans interaction

Lorsque les particules sont sans interaction (v

(1)

= 0) mais plong�ees dans un champ

ext�erieur �(~r), la grande fonction de partition se calcule ais�ement :

� = exp

�

e

��

�(T )

�3

�

Z

d~r e

���(~r)

��

: (6.14)

d'o�u l'on d�eduit le grand potentiel (l'indice id signi�e id�eal) :




id

= �kT ln(�);

= �kT

�

e

��

�

�3

Z

d~re

���(~r)

�

: (6.15)

Le nombre de particules moyen est :

N = kT

@

@�

ln(�);

= e

��

�

�3

Z

d~r e

���(~r)

: (6.16)

L'identi�cation de 6.16 et 6.15 conduit �a 


id

= �NkT . Or, le grand potentiel est de

fa�con g�en�erale �egal �a �PV (produit de la pression par le volume), et l'on retrouve ainsi

l'�equation d'�etat du gaz parfait.

3. Valeur critique proche de 4 �a deux dimensions
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La relation entre la densit�e � et le potentiel ext�erieur � est particuli�erement simple,

car �(~r) est proportionnel au facteur de Boltzmann exp(���(~r)). La constante de

proportionnalit�e est �x�ee par l'�egalit�e 6.16. Rigoureusement,

�(~r) = exp(���(~r) + ��� ln�

3

); (6.17)

qui constitue la ((loi du barom�etre)).

En�n, l'�energie libre grand-canonique du syst�eme de particules sans interaction est

d�e�nie par r�ef�erence au grand-potentiel

4

:

F

id

= 


id

+ �N �

Z

d~r �(~r) �(~r);

= �NkT + �N �

Z

d~r �(~r) �(~r);

�F

id

=

Z

d~r �(~r) � [��� ��(~r)� 1]: (6.18)

D'autre part, ln �(~r) = ���(~r) + ��� ln�

3

, d'apr�es 6.17. L'expression �nale est :

�F

id

=

Z

d~r �(~r) � [ln(�(~r)�

3

)� 1]: (6.19)

6.3.2 Le th�eor�eme de Hohenberg-K�ohn-Mermin

La pierre d'angle des m�ethodes de fonctionnelle densit�e est le th�eor�eme de Hohenberg-

K�ohn et Mermin (HKM). Celui-ci stipule qu'une fois �x�ee la temp�erature, la densit�e

et le potentiel d'interaction v

(1)

(~r), il ne peut exister deux potentiels ext�erieurs �(~r)

et �

0

(~r) distincts qui puissent donner lieu �a un pro�l de densit�e �(~r) identique.

�(~r) = �

0

(~r)) �(~r) = �

0

(~r) (6.20)

La r�eciproque est fausse, car sur la ligne de coexistence, la phase solide et la phase

liquide sont des pro�ls d'�equilibre distincts, avec un champ � = 0.

Il est donc possible de faire d�ependre les potentiels thermodynamiques, non pas

du potentiel chimique � � �(~r), mais de la densit�e �(~r). Ainsi l'�energie libre F , d�e-

�nie ci-dessous, comme la transform�ee de Legendre de 
 par rapport aux variables

((conjugu�ees)) �(~r), � � �(~r) :

F = 
 +

Z

d~r �(~r) (�� �(~r)); (6.21)

va d�ependre de fa�con naturelle de la densit�e �(~r). F [�(~r)] est l'�energie libre grand-

canonique d'un syst�eme dont la distribution de densit�e d'�equilibre est �(~r).

4. Cette d�e�nition de l'�energie libre est commode pour l'�etude de 
uides en pr�esence d'un potentiel

� non nul. En l'absence de potentiel ext�erieur (� = 0), cette fonction co��ncide avec l'�energie libre

ordinaire de l'ensemble canonique.
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La transformation de Legendre implique qu'il y ait entre F , vue comme fonctionnelle

de �(~r) et 
, vue comme fonctionnelle de �� �(~r), les relations r�eciproques :

�F

��(~r)

= +(�� �(~r)); (6.22)

�


�(�� �(~r))

= ��(~r): (6.23)

L'�equation 6.23 est identique �a 6.6.

F se d�ecompose en une partie id�eale F

id

, donn�ee par l'expression 6.19, et une partie

((d'exc�es)), repr�esentative des interactions entre particules :

�F =

Z

d~r �(~r) [ln(�(~r)�

3

)� 1] + �F

exc

[�(~r)]: (6.24)

La premi�ere des relations, 6.22, permet d'�etablir une �equation pour le pro�l d'�equilibre

�(~r) :

ln(�(~r)�

3

) + �

�F

exc

��(~r)

[�(~r)] = �(���(~r)); (6.25)

dont la solution est :

�(~r) = exp

 

���(~r)� �

�F

exc

��(~r)

[�(~r)] + ��� ln�

3

!

: (6.26)

Cette expression g�en�eralise la loi du barom�etre 6.17 aux cas de particules en inter-

action. L'�equation 6.26 ci-dessus, est cependant in�niment plus complexe que 6.17, car

le pro�l �(~r) recherch�e apparâ�t aussi dans le membre de droite, �a travers l'�energie libre

d'exc�es. Cela signi�e que cette �equation peut poss�eder plusieurs solutions distinctes. A

côt�e du pro�l homog�ene �(~r) = � associ�e �a la phase liquide, il peut exister des solutions

p�eriodiques correspondant au cristal, ainsi que des solutions d�esordonn�ees qui jouent

certainement un grand rôle dans la description du verre structural.

En r�esum�e. Le th�eor�eme HKM montre que le grand potentiel 
 et l'�energie libre

F , qui dans l'approche grand-canonique habituelle, d�ependent par construction du

potentiel chimique � � �(~r), peuvent �egalement être param�etr�es par une fonction de

densit�e �(~r). Dans ce cas, ces fonctions sont not�ees avec une barre : 
[�(~r)]; F [�(~r)]. A

tout pro�l ���(~r) correspond au moins un pro�l de densit�e d'�equilibre �(~r) � �(~r; [��

�(~r)]). On ne peut être certain que la r�eciproque soit vraie, c'est-�a-dire qu'un pro�l

d'�equilibre quelconque �(~r) puisse être engendr�e par un potentiel ext�erieur �(~r). Cela

pose le probl�eme de la ((repr�esentabilit�e)) d'un pro�l quelconque de densit�e. Lorsque la

r�eponse est positive, on a :

� ��(~r) = (�� �(~r))[�(~r)]: (6.27)

Les fontionnelles F;F sont li�ees par les relations :

F [�(~r)] = F [(�� �(~r))[�(~r)]] (6.28)

F [�� �(~r)] = F [�(~r; [�� �(~r)])] (6.29)
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En�n 
 et F sont transform�ees de Legendre l'une de l'autre, vis-�a-vis des variables

conjugu�ees �(~r) et � � �(~r) (�equation 6.21).

6.4 Le d�eveloppement de l'�energie libre

6.4.1 La fonction de corr�elation directe

On se restreint aux 
uides homog�enes isotropes. La variation seconde de l'�energie

libre F

exc

fait apparâ�tre une nouvelle fonction, dite fonction de corr�elation directe

c(j~r � ~r

0

j) :

�

�

2

F

exc

��(~r)��(~r

0

)

= �c(j~r � ~r

0

j): (6.30)

La fonction de corr�elation directe et la fonction de corr�elation de paires, ne sont

pas ind�ependantes, et connâ�tre l'une revient �a connâ�tre l'autre. Vu que F et 
 sont

transform�ees de Legendre l'une de l'autre, la relation suivante a lieu :

h(~r) = c(~r) + �

Z

d~r

0

h(~r � ~r

0

)c(~r

0

): (6.31)

C'est l'�equation de Ornstein-Zernike, plus commod�ement exprim�ee �a l'aide des trans-

form�ees de Fourier

~

h(k) et ~c(k) :

~

h(k) =

~c(k)

1 � �~c(k)

(6.32)

~c(k) =

~

h(k)

1 + �

~

h(k)

(6.33)

Soit un liquide homog�ene de densit�e �

l

. Un champ ext�erieur �(~r) est appliqu�e, et il

s'agit de d�eterminer la r�eponse en densit�e �a cette sollicitation, en r�eponse lin�eaire. En

intervenant dans le d�eveloppement de Taylor de F , la fonction de corr�elation directe

joue un rôle priviligi�e. Ainsi, si ��(~r) d�esigne la variation de densit�e induite par le

potentiel ext�erieur, on a :

��F = ��F

id

+

Z

d~r ��(~r)

��F

exc

��(~r)

�

�

�

�

�

�

l

+

1

2

Z

d~rd~r

0

�

2

�F

exc

��(~r)��(~r

0

)

�

�

�

�

�

�

l

��(~r)��(~r

0

)

+O(��(~r)

3

); (6.34)

=

Z

d~r

 

ln(�

l

(~r)�

3

) + �

�F

exc

��(~r)

!

���(~r)

+

1

2

Z

d~rd~r

0

 

�(~r � ~r

0

)

�

l

� c(~r � ~r

0

)

!

���(~r)��(~r

0

): (6.35)

La condition d'�equilibre s'�ecrit ���F=���(~r) = �(���(~r)), soit apr�es simpli�ca-

tion, et usage de 6.25 :

���(~r) =

Z

d~r

 

�(~r � ~r

0

)

�

l

� c(~r �

~

r

0

)

!

��(~r

0

) + O(��(~r)

2

); (6.36)
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et en transform�ee de Fourier,

� �

~

�(k) = �

�1

l

(1 � �

l

~c(k))

g

��(k): (6.37)

La fonction ~c permet d'exprimer la r�eponse en densit�e du 
uide �a une perturbation

ext�erieure. La phase liquide sera stable vis-�a-vis de 
uctuations spontan�ees de la densit�e

si et seulement si la forme quadratique 6.34 est convexe. On en d�eduit la condition de

stabilit�e thermodynamique :

8k > 0; 1 � �~c(k) > 0 (6.38)

c(r) est une fonction dont la port�ee est de l'ordre de celle des interactions v

(1)

(~r).

Dans la limite dilu�ee, c(r) est proche de ��v

(1)

(~r). Cela fait de c(r) l'�equivalent d'un

potentiel e�ectif d'interaction entre particules, au signe pr�es. Pour les grandes valeurs

de r, l'approximation c(r) � ��v

(1)

(~r) est valide, tandis que pr�es de l'origine c(r) reste

born�ee, même si v

(1)

(r ! 0) diverge.

6.4.2 D�etermination du point de cristallisation

Le principe de la m�ethode est d'imaginer un chemin thermodynamique reliant le

liquide, �(~r) = �

l

, au cristal, �

c

(~r) p�eriodique, et d'estimer perturbativement l'�energie

libre de la phase cristalline. La ligne de coexistence est le lieu du diagramme des

phases o�u, pour un potentiel chimique �x�e �, la phase liquide et la phase cristalline

sont �egalement favorables. L'�energie libre F par particule doit être �egale dans les deux

phases, ou, de fa�con �equivalente, le grand potentiel 
 dans un volume �x�e doit être

�egal dans les deux cas. Retenant le dernier crit�ere, il vient :




l

= 


c

; � �x�e; V �x�e: (6.39)

Il est possible de d�eterminer perturbativement la di��erence �
 = 


c

�


l

en reprenant

le d�eveloppement limit�e de l'�energie libre 6.34, (� = 0).




c

= F

c

�

Z

d~r ��

c

(~r);




l

= F

l

�

Z

d~r ��

l

(~r);

�
 = �F � �

Z

d~r ��(~r); (6.40)

��(~r) = �

c

(~r)� �

l

Apr�es calculs apparâ�t l'expression bien connue [8].

��
 =

Z

d~r

 

�

c

(~r) ln

�

c

(~r)

�

l

� �

c

(~r) + �

l

!

�

1

2

Z

d~rd~r

0

c(~r � ~r

0

)��

c

(~r)��

c

(~r

0

): (6.41)

Un pro�l �

c

n'est un pro�l d'�equilibre que si :

��


��

c

(~r)

= 0; (6.42)
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d'o�u la condition d'auto-coh�erence, qui n'est autre qu'une approximation de 6.26 :

�

c

(~r) = �

l

exp

�

Z

d~r

0

c(~r � ~r

0

)��(~r

0

)

�

(6.43)

L'expression �
 se prête bien �a une formulation variationnelle. L'approche de

Ramakrishnan-Youssouf (RY) se r�ef�ere �a la fa�con de param�etrer �

c

(~r) a�n de r�esoudre

l'�equation d'auto-coh�erence 6.43. Suivant Landau, la cristallisation est vue comme une

transition de phase dont les param�etres d'ordre, en nombre in�ni, sont les modes de

Fourier de la densit�e associ�es aux vecteurs

~

K

i

du r�eseau r�eciproque. RY consid�erent

qu'il est su�sant de retenir deux familles seulement de vecteurs

~

K

i

parmi l'in�nit�e

possible. Cette approximation, extrêmement franche, a le m�erite de reproduire assez

�d�element le comportement de certains compos�es, comme l'argon, ou les sph�eres dures.

La premi�ere famille de vecteurs

~

K est celle des plus petits vecteurs du r�eseau r�eci-

proque (RR). La seconde famille est choisie, �a la fois pour le nombre de ses membres

(qui doivent être nombreux) et parce que leur norme K est proche de l'abscisse du

second pic de S(k) (ce qui permet de gagner de l'�energie).

6.5 L'�equation int�egrale HNC

6.5.1 L'�equation HNC

Pour les applications, il faut pouvoir d�eterminer concr�etement les fonctions de cor-

r�elation g(r) et c(r). La m�ethode la plus directe consiste �a e�ectuer une simulation de

Monte-Carlo, et �a tracer l'histogramme correspondant �a g(r). Dans le cas des 
uides

r�eels, la di�raction de neutrons permet une d�etermination exp�erimentale du facteur de

structure S(k).

Cependant, les th�eoriciens disposent d'approximations permettant de d�eterminer

g(r) et c(r) sans recourir �a des simulations : ce sont les �equations int�egrales.

L'�equation hypernetted chain (HNC) s'�ecrit :

h(r) = exp[��v

(1)

(r) + h(r) � c(r)]� 1: (6.44)

Cette relation exprime que la distribution moyenne des distances entre particules, res-

semble �a un facteur de Boltzmann (avec le potentiel d'interactions v

(1)

) corrig�e par le

terme h(r) � c(r). HNC apparâ�t comme une �equation ((d'�ecrantage)).

Le syst�eme form�e de HNC et de l'�equation de Ornstein-Zernike, rappel�ee ci-dessous :

~

h(k) =

~c(k)

1� �~c(k)

;

est ferm�e, et permet la d�etermination de la paire (h(r); c(r)). L'approximation HNC

provient de la relation exacte :

h(r) = exp[��v

(1)

(r) + h(r) � c(r) + b(r)]� 1: (6.45)
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La fonction b(r), est la ((fonction de bridge)). Il existe un d�eveloppement diagramma-

tique, adapt�e aux 
uides classiques, correspondant �a un d�eveloppement en puissances

de la densit�e � et de la fonction exp(��v

(1)

) � 1. L'approximation HNC consiste �a

n�egliger b(r), et poss�ede une interpr�etation en terme de ces diagrammes.

HNC d�ecrit de fa�con satisfaisante les plasmas coulombiens (forces �a longue port�ee),

mais est moins performante pour les potentiels de type sph�eres dures. Une des faiblesses

connues de l'approximation HNC est le d�efaut de coh�erence thermodynamique. Comme

not�e par Rogers etYoung [9], la compressibilit�e isotherme est donn�ee par la formule :

�

T

=

1

�kT

�

1 + �

Z

4�r

2

dr h(r)

�

:

La valeur de �

T

ci-dessus doit être compatible avec la valeur num�erique de la d�eriv�ee,

�

T

=

1

�

 

@�

@P

!

�

�

�

�

�

T;V

;

P �etant obtenue par l'�equation du viriel 6.11. Ce n'est g�en�eralement pas le cas. Ce

crit�ere permet de juger de la qualit�e de l'approximation HNC.

HNC aura, de fa�con g�en�erale, tendance �a sous-estimer l'amplitude des corr�elations,

et la valeur du premier pic du facteur de structure, sera inf�erieure �a sa valeur r�eelle.

6.5.2

�

Energie libre HNC

L'�equation HNC peut être obtenue par variation d'une quantit�e appel�ee ((�energie

libre HNC)). Cette quantit�e a �et�e d�ecouverte par Morita et Hiroike [10, 11], puis

introduite dans le contexte de la transition vitreuse par M

�

ezard et Parisi [3].

2�J = �

2

Z

d~r g(~r) � �v

(1)

(~r) + �

2

Z

d~r g(r) � (ln g(r) � 1) + 1

+

Z

d

~

k

(2�)

3

(

�

~

h(k)�

�

2

~

h(k)

2

2

� ln(1 + �

~

h(k))

)

(6.46)

On reconnâ�t dans le terme o�u intervient v

(1)

, le double de l'�energie libre par unit�e

de volume 2�U

int

=V . Par identi�cation, les termes suivants sont �egaux �a �2�=(k

B

V ),

soit -2 fois l'entropie.

L'�equation HNC s'obtient en variant J par rapport �a la fonction h(r) = g(r)� 1.

�

�2

�2�J

�g(~r)

= ln g(~r) + �v

(1)

(~r) +

Z

d

~

k

(2�)

3

e

i

~

k�~r

0

@

~

h(

~

k)

1 + �

~

h(

~

k)

�

~

h(

~

k)

1

A

= 0 (6.47)

Le lien entre J(�; �; [g(~r)]) et l'�energie libre r�eelle F (�; �; [v

(1)

(~r)]) n'est pas clairement

�etabli. Sous-jacente �a cette expression de l'�energie libre, est pr�esente l'id�ee que :

1

o

L'entropie peut être consid�er�ee comme une fonctionnelle de la fonction de corr�e-

lation g(~r)
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2

o

�(�; �; [g(~r)]) se veut une bonne approximation de l'entropie vraie S(�; �; [g(~r)]).

L'appendice B, fournit des d�etails suppl�ementaires sur le lien entre l'�energie libre HNC

et l'�energie libre vraie.

6.6 D�esordre extrins�eque et cristallisation

Les outils introduits dans la section pr�ec�edente peuvent être �etendus pour prendre

en compte l'in
uence d'un potentiel d'ancrage ext�erieur �

d

(~r). Conform�ement �a l'esprit

des syst�emes d�esordonn�es, on souhaite calculer la moyenne sur le d�esordre des potentiels

thermodynamiques et des fonctions de corr�elation. Dans une perspective d'application

aux syst�emes de vortex, les potentiels gaussiens de la section 2.1.2 paraissent ad�equats.

Cette section traite donc de la thermodynamique d'un ensemble de particules plac�ees

au sein d'un d�esordre gel�e �

d

(~r). Ce d�esordre est gaussien de valeur moyenne �

d

= 0,

et de corr�elateur �

d

(~r)�

d

(~r

0

) = � � V(~r � ~r

0

).

6.6.1 R�eplication et moyenne du grand potentiel

La barre horizontale d�esigne de nouveau, une moyenne sur le d�esordre. Le calcul

de 
 = �k

B

T ln� rend n�ecessaire l'usage de r�epliques, et l'�evaluation de �

n

. �

n

est la

grande fonction de partition de n copies ind�ependantes du syst�eme. Il est utile de se

repr�esenter les n syst�emes comme �etant form�es de particules de ((couleur)) di��erente.

La somme de partition se r�e�ecrit en sommant sur tout les n-uplets (M

1

; : : : ;M

n

), o�u

M

a

et le nombre de particules de ((couleur a)) :

�

n

=

1

X

M

1

;M

2

;:::;M

n

=0

e

��(M

1

+M

2

+:::+M

n

)

M

1

!M

2

! : : :M

n

!

R

Q

fd

M

1

~r

(1)

1

: : :d

M

n

~r

(n)

1

gexp(��H

(1)

: : :� �H

(n)

)

�

3M

1

+:::+3M

n

:

(6.48)

avec le hamiltonien des positions :

H

(a)

=

M

a

X

i=1

�

d

(~r

(a)

i

) +

1

2

M

a

X

i 6=j=1

v

(1)

(~r

(a)

i

� ~r

(a)

j

): (6.49)

Toutes les r�epliques sont coupl�ees au même potentiel ext�erieur. Apr�es moyenne, les

di��erentes r�epliques se retrouvent coupl�ees entre elles par un potentiel proportionnel

au corr�elateur du d�esordre gaussien.

exp(��

n

X

a=1

H

(a)

) = exp(��

c

H)

c

H =

1

2

M

a

X

(i 6=j)=1

n

X

a=1

�

v

(1)

(~r

(a)

i

� ~r

(a)

j

) + v

(2)

(~r

(a)

i

� ~r

(a)

j

)

�

(6.50)
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+

1

2

n

X

(a 6=b)=1

i=M

a

;j=M

b

X

(i 6=j)=1

v

(2)

(~r

(a)

i

� ~r

(b)

j

) +

1

2

(

X

a

M

a

) v

(2)

(0)

v

(2)

(~r) = ��� � V(~r) (6.51)

Apr�es �elimination du d�esordre, le syst�eme est �equivalent �a un m�elange de n esp�eces

distinctes de particules de ((couleur)) di��erente. Deux particules de la même couleur

interagissent via le potentiel v

(1)

+ v

(2)

. Deux particules de couleur distincte sont cou-

pl�ees par le potentiel v

(2)

(�equation 6.51), attractif. On note �egalement une correction

au potentiel chimique �.

En conclusion, le potentiel d�esordonn�e est remplac�e par un m�elange non id�eal d'es-

p�eces. L'�energie libre de m�elange rend compte de l'in
uence du d�esordre. Cependant,

�a la �n du calcul, le nombre d'esp�eces doit tendre vers z�ero.

Les fonctions de corr�elation de paire du syst�eme r�epliqu�e gardent la même signi�-

cation que dans la situation mono-esp�ece. 4�r

2

g

ab

(r) = 4�r

2

g

ba

(r) est la probabilit�e de

trouver une particule de couleur a, �a distance r d'une particule de couleur b. Comme le

potentiel inter-r�eplique ne poss�ede g�en�eralement pas de coeur dur, deux particules de

couleur distincte peuvent occuper sans dommage la même position spatiale. v

(2)

�etant

attractif, g

ab

(r) pr�esentera pour a 6= b une bosse �a l'origine. g

aa

(r) par contre, gardera

l'allure typique d'une fonction de corr�elation de paire, s'annulant �a l'origine.

Comme �a la section 6.3, on est amen�e �a d�e�nir les fonctions de corr�elation directes :

c

ab

(~r � ~r

0

) = �

�

2

�F

��

a

(~r)��

b

(~r)

: (6.52)

Les �equations de Ornstein-Zernike se g�en�eralisent en faisant intervenir une convolution

sur l'indice des r�epliques.

h

ab

(~r) = c

ab

(~r) + �

X

d

Z

d~r

0

h

ad

(~r � ~r

0

) � c

db

(~r

0

) (6.53)

c

ab

(~r) = h

ab

(~r)� �

X

d

Z

d~r

0

c

ad

(~r � ~r

0

) � h

db

(~r

0

) (6.54)

~c

ab

(q) = �

�1

[�

ab

� (1 + �

~

h(k))

�1

ab

] (6.55)

La convexit�e de l'�energie libre F entrâ�ne la condition de stabilit�e thermodynamique

de la phase liquide :

n

X

a

(1 � �~c

aa

(q))

g

��

a

(q)

2

� �

n

X

a 6=b

~c

ab

(q)

g

��

a

(q)

g

��

b

(q); (6.56)

doit être d�e�nie positive (avant que la limite n! 0 ne soit prise).

La variation de grand potentiel cons�ecutive �a une modulation de la densit�e ��

a

(~r) =

�

a

(~r)� �

l;a

devient :

n��
 =

X

a

Z

d~r

 

�

a

(~r) ln

�

a

(~r)

�

l;a

� �

a

(~r) + �

l;a

!
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�

1
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Z

d~rd~r

0

X

a;b

c

ab

(~r � ~r

0

)��

a

(~r)��

b

(~r

0

) (6.57)

6.6.2 Cristallisation avec d�esordre

Pour �etudier la cristallisation avec d�esordre, il est su�sant de faire l'hypoth�ese de

sym�etrie des r�epliques [4] :

h

ab

=

(

h

1

si a = b

h

2

si a 6= b

; c

ab

=

(

c

1

si a = b

c

2

si a 6= b

: (6.58)

Les �equations de Ornstein-Zernike se r�eduisent �a :

~

h

1

(k) = ~c

1

(k) + �~c

1

(k)

~

h

1

(k) + (n � 1)�~c

2

(k)

~

h

2

(k)

~

h

2

(k) = ~c
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(k) + �~c

1

(k)

~
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(k) + �~c

2

(k)

~

h

1

(k) + �(n� 2)~c

2

(k)

~

h

2

(k)

Une fois calcul�ees les fonctions de corr�elation directe, il devient possible de d�eter-

miner le point de transition liquide-cristal. Conform�ement �a l'hypoth�ese de sym�etrie,

on peut supposer que la densit�e se module de fa�con identique pour toutes les r�epliques,

8a; �

a

(~r) = �

c

(~r);

8a; �

l;a

= �

l

:

(6.59)

La variation cons�ecutive du grand-potentiel est :

n��
 = n

Z

d~r

 

�(~r) ln

�(~r)

�

l

� �(~r) + �

l

!

�

n

2

Z

d~rd~r

0

[c

(1)

(~r � ~r

0

) + (n� 1)c

(2)

(~r � ~r

0

)]��(~r)��(~r

0

) (6.60)

L'addition du d�esordre n'a fait que remplacer le terme d'interaction c

(1)

par c

(1)

�c

(2)

,

(dans la limite n! 0) (�gure 6.4). Cela a pour e�et de d�eplacer la ligne de transition

liquide-cristal. Dans les syst�emes de vortex, tout comme dans le cas des sph�eres dures,

la phase liquide se trouve favoris�ee aux d�epend de la phase solide. Le d�eplacement de

la ligne de transition est d'autant plus �elev�e que le d�esordre a une forte intensit�e.

Validit�e de l'approche de Ramakrishnan-Youssouf.[4] En l'absence de d�esordre,

la phase cristalline est de nature p�eriodique. En pr�esence de d�esordre ext�erieur, l'ordre

translationnel �a longue distance est modi��e, ou d�etruit au del�a d'une longueur carac-

t�eristique : la longueur de Larkin[12]

5

.

Il est probablement remplac�e, tant que le d�esordre ne d�epasse pas un certain seuil �

B

,

par un ordre alg�ebrique, qui porte le nom de ((verre de Bragg)) [14]. Ce verre de Bragg

5. L'e�et d'un d�esordre ext�erieur sur une structure p�eriodique d�epend beaucoup de la dimension

de l'espace. En dimension > 4, l'ordre �a longue distance n'est pas d�etruit. En dimension 2, il semble

qu'un d�esordre in�nit�esimal puissent faire disparâ�tre la transition de phase, remplac�ee alors par un

cross-over [13]. La suite de la discussion concerne la dimension 3.
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Fig. 6.4 { Fonction de corr�elation directe ~c

1

(k) dans l'espace r�eciproque. Syst�eme de

sph�eres dures et approximation HNC. La solution est sym�etrique des r�epliques, � =

1:10, � = 0:8, � = 0:25 dans l'�equation 7.1. Le m�edaillon pr�esente un agrandissement

de la r�egion du premier pic de ~c

1

(k), proche de la premi�ere famille de vecteurs du r�eseau

r�eciproque. La courbe la plus proche de l'axe est ~c

2

(k). Son in
uence su�t �a d�eplacer

le point de transition dans l'�equation 6.60.

apparâ�t d�es que l'on place une structure �elastique p�eriodique sur un potentiel d�esor-

donn�e de faible amplitude. Pour tout vecteur

~

K du r�eseau r�eciproque,

D

e

i

~

K�(~r

i

�~rj)

E

� j~r

i

� ~r

j

j

��(jKj)

Le verre de Bragg des r�eseaux de vortex, �a trois dimensions est, d'apr�es les �etudes

les plus r�ecentes, libre de toute dislocation

6

[15]. En extrapolant avec prudence ces

r�esultats au cristaux ordinaires, on peut supposer que l'ordre cristallin se prolonge

au del�a de la longueur de Larkin, ce qui implique que le facteur de structure pos-

s�ede de vrais pics divergents, aux points du r�eseau r�eciproque. Un param�etrage �a la

Ramakrishnan-Youssouf, fond�e sur les modes de Fourier de la densit�e est donc

toujours l�egitime.

Un fort d�esordre � > �

B

, en revanche, introduit des dislocations dans le cristal

qui perd toute forme d'ordre �a longue distance. Il est alors probable que la transition

liquide-solide cesse d'être du premier ordre. De plus aucun param�etre d'ordre �evident

ne parâ�t distinguer, �a grande �echelle, un liquide d'un solide amorphe.

Aussi, au fur et �a mesure que le d�esordre augmente, l'approche RY devient de

moins en moins �able, et ne peut procurer qu'une estimation de la position de la ligne

de transition, jusqu'�a disparition �eventuelle de celle-ci.

Voici un argument qui permettrait le cas �ech�eant d'estimer la valeur critique �

B

, au-

del�a de laquelle la m�ethode de Ramakrishnan-Youssouf doit cesser de s'appliquer.

6. Il faudrait v�eri�er que cela reste vrai pour les cristaux tridimensionnels.
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Je ne l'ai pas exploit�e, faute de temps.

La th�eorie de la fonctionnelle densit�e permet, en principe, de calculer la valeur des

constantes d'�elasticit�e dans la phase cristalline. En adaptant la m�ethode de l'article [15],

on peut imaginer de calculer les 
uctuations de position des particules du cristal, dans

sa phase verre de Bragg. Le crit�ere de Lindemann, donne une estimation de l'amplitude

critique �

B

du d�esordre, pour laquelle est attendu le verre topologique.

6.6.3 Les �equations HNC r�epliqu�ees

Les �equations HNC se g�en�eralisent assez simplement en pr�esence de n r�epliques,

(

8a; h

aa

(~r) = exp[��(v

(1)

(~r) + v

(2)

(~r)) + h

aa

(~r)� c

aa

(~r)]� 1

8a 6= b; h

ab

(~r) = exp[��v

(2)

(~r) + h

ab

(~r)� c

ab

(~r)]� 1

(6.61)

Cette expression est la plus simple que l'on puisse �ecrire pour g�en�eraliser la situation

�a une seule esp�ece de particules. Il est probable que c'est aussi �a cette expression que

m�enerait l'interpr�etation diagrammatique de l'approximation HNC.

M.M

�

ezard et G.Parisi proposent la g�en�eralisation suivante de l'�energie libre J .
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(6.62)

o�u la trace porte sur les indices de r�eplique. La stationnarit�e de J par rapport �a h

ab

est �equivalente aux �equations HNC 6.61 compte tenu de 6.55.

6.7 La transition de verre structural

6.7.1 Phenom�enologie

La pr�esentation qui suit semblera peut-être trop longue aux uns, et trop simpliste

aux autres. Elle a pour vocation d'�eclairer le lecteur quant �a la signi�cation physique des

lignes de transition ((statique)) et ((dynamique)), qui sont calcul�ees au chapitre suivant.

La transition vitreuse est un ph�enom�ene universel qui a�ecte les 
uides liquides

lorsqu'on abaisse rapidement leur temp�erature. A basse temp�erature, la plupart des

substances cristallisent. Cette cristallisation peut n�eanmoins être �evit�ee par une trempe

su�samment rapide, et le 
uide subsiste alors dans un �etat liquide amorphe et m�eta-

stable, compar�e �a l'�etat cristallin. La silice (SiO

2

) est un prototype de mat�eriau facile

�a vitri�er.

Même si on parvient �a �eviter la cristallisation �a temp�erature T

m

grâce �a des pr�ecau-

tions appropri�ees, le 
uide voit sa viscosit�e augmenter rapidement au fur et �a mesure

que diminue la temp�erature. Le liquide se g�ele dans un �etat amorphe, extrêment vis-

queux, puis solide. En�n, �a une temp�erature T

g

, la thermodynamique de la phase liquide
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semble se modi�er : rupture de pente des courbes volume-temp�erature et entropie-

temp�erature (cette derni�ere cons�ecutive �a une chute de la chaleur sp�eci�que) [16]. T

g

est la temp�erature de transition vitreuse, et d�epend signi�cativement de conditions

exp�erimentales comme la vitesse de trempe.

La transition vitreuse est d'abord un ph�enom�ene d'essence dynamique. La viscosit�e

� du 
uide, qui diverge brutalement, est repr�esentative des �echelles de temps caract�e-

ristiques de la relaxation au sein du 
uide.

La th�eorie de couplage de mode [17], pr�edit que les temps de relaxation associ�es aux

fonctions de corr�elation du liquide, et par cons�equent la viscosit�e, divergent comme jT�

T

d

j

�1=


, T

d

�etant une temp�erature caract�eristique �a l'approche de laquelle la viscosit�e

du 
uide est cens�ee devenir in�nie. La th�eorie de couplage de mode reproduit bien le

comportement de la viscosit�e au moment o�u celle-ci commence �a augmenter, mais pas

dans la r�egion elle prend des valeurs �elev�ees (voir �gure 6.5). En particulier, la viscosit�e

ne diverge pas �a T

d

(�gure 6.5). Le comportement de la viscosit�e

7

est alors mieux d�ecrit

par la loi de Vogel-Tamman-Fulcher :

�(T ) = �

0

exp

�

DT

0

T � T

0

�

(6.63)

Ce sont les e�ets d'activation thermique qui sont g�en�eralement invoqu�es, pour justi�er

que la viscosit�e ait un comportement di��erent de la simple loi de puissance jT�T

d

j

�1=


,

pr�edite par la th�eorie de couplage de mode. Il su�t de penser, par exemple que le

r�eordonnement local des particules d'un 
uide tr�es dense, n�ecessite le d�eplacement

simultan�e d'un certain nombre de particules voisines, et implique le franchissement

d'une barri�ere d'�energie. Or, l'approche de couplage de mode, par essence tr�es proche du

champ moyen dynamique �etudi�e en premi�ere partie, n�eglige justement ces ph�enom�enes

d'activation.

Pour comprendre la thermodynamique du 
uide �a basse temp�erature ou haute den-

sit�e, il est utile de se repr�esenter l'allure de la surface d'�energie potentielle, comme

fonction des 3N coordonn�ees de l'ensemble des particules [18].

Lorsque le liquide approche de sa transition vitreuse, sa surface d'�energie potentielle

se structure en ((bassins)), s�epar�es entre eux par des barri�eres. Le passage d'un bassin

�a l'autre consiste �a d�eplacer, et r�eordonner les particules entre elles.

Lorsque la temp�erature baisse, la mesure de Boltzmann favorise les bassins les plus

profonds, correspondant �a des arrangements de plus en plus compacts, de plus en plus

favorables �energ�etiquement. En contrepartie, ces bassins profonds sont de plus en plus

((�eloign�es)) les uns des autres, et les barri�eres �a franchir pour aller de l'un �a l'autre sont

de plus en plus grandes.

Passer d'un bassin �a l'autre n�ecessite alors le r�earrangement ((coop�eratif)) d'un cer-

tain nombre de particules [19], nombre qui crô�t au fur et �a mesure que la temp�erature

baisse, et que la densit�e augmente. Donc, le passage d'un bassin �a l'autre prend de plus

en plus de temps, ce qui est �a l'origine de la croissance exponentielle de la viscosit�e

7. Dans le cas des verres \fragiles".
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�, suivant la loi 6.63. Ce processus de di�usion d'un bassin �a l'autre porte le nom de

((relaxation structurale)), et est directement accessible �a l'exp�erience

8

.

Il arrive un moment o�u le temps n�ecessaire pour que cette relaxation ait lieu devient

�egale aux temps caract�eristiques des protocoles exp�erimentaux. Le syst�eme cesse d'être

�a l'�equilibre thermodynamique, et se produisent les anomalies qui d�e�nissent la temp�e-

rature exp�erimentale T

g

de transition vitreuse. Si T < T

g

, l'ergodicit�e du syst�eme est

bris�ee, et les positions des particules, bien que d�esordonn�ees, se �gent, ou n'�evoluent

que sur des temps astronomiquement grands.

Lien avec le chapitre 4 Les arguments (heuristiques) qui suivent ont un lien avec le

chapitre 4. Soit V (~x

1

; : : : ; ~x

N

) l'�energie potentielle de la con�guration ~x

1

; : : : ; ~x

N

des N

particules. Supposons que la position moyenne des particules �evolue peu, ce qui est plau-

sible au voisinage de la transition vitreuse. Soit H

(j;�);(k;�)

= @

2

=@x

�

j

@x

�

k

V (~x

1

; : : : ; ~x

N

)

la hessienne du potentiel V . Suivons le syst�eme pendant un intervalle de temps assez

court. En premi�ere approximation, les 3N degr�es de libert�e vibrent le long des ((modes

normaux)) (instantan�es) de la hessienne.

Le long d'une hypersurface d'�energie V (~x

1

; : : : ; ~x

N

) � V assez �elev�ee, la hessienne

H

(j;�);(k;�)

poss�ede un grand nombre de modes propres �a courbure positive tr�es raide,

correspondant aux vibrations rapides de chaque particule dans sa cage. MaisH

(j;�);(k;�)

poss�ede tr�es vraisemblablement aussi quelques directions plates ou n�egatives. En se glis-

sant le long de ces directions plates, le syst�eme peut r�eorganiser les positions de ses

particules sur une grande �echelle. Telle est vraisemblablement la nature de la relaxa-

tion structurale

9

que d�ecrit la th�eorie de couplage de mode, si l'on se �e �a l'image

g�eom�etrique d�efendue au chapitre 4.

Si l'hypersurface d'�energie V (~x

1

; : : : ; ~x

N

) � V est plus basse, il est probable que

la hessienne H

(j;�);(k;�)

devient presque partout d�e�nie positive, ce qui correspond aux

bassins de l'espace des phases mentionn�es ci-dessus. La relaxation structurelle n�ecessite

alors le franchissement de barri�eres par activation thermique.

En poursuivant �a l'extrême cette description g�eom�etrique du verre structural, alors,

�a basse temp�erature, les quelques con�gurations d'�energie les plus basses doivent do-

miner la fonction de partition. Le bassin correspondant �a la phase cristalline est exclu

a priori de la liste de ces con�gurations de basse �energie. A l'int�erieur de ces bassins les

plus profonds, les particules ne peuvent que vibrer autour de leur positions moyennes,

exactement comme pour le cristal. Ces �etats sont quali��es d'((�etats de verre id�eal)).

Ils ont une entropie minimale, provenant uniquement des vibrations harmoniques de

chaque particule. L'entropie de ces �etats de verre id�eal est donc extrêmement proche

de celle du cristal, puisque toute contribution entropique provenant de la mobilit�e des

particules (et pas seulement les vibrations locales) est perdue. On dit que ((l'entropie

con�gurationnelle)) est nulle. Une conjecture courante est que la temp�erature (la den-

sit�e) pour laquelle ces �etats de verres id�eaux deviennent dominants co��ncide avec la

8. Grace �a des exp�eriences de spectroscopie, portant sur la constante di�electrique, l'absorbtion de

phonons, ou encore la calorim�etrie.

9. Dite relaxation �.
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η

T

Fig. 6.5 { Figure de gauche : Viscosity of TNB (dots) and a Vogel-Fulcher

�t of the large � data (dashed curve) from ref [D.J Plazeck and J.H Magill,

J.Chem.Phys 45,(1966) 3038]. The full line is the power law �t of the small � data [. . . ]

from ref [P Taborek, R.N Kleinman and D.J Bishop, PRB 34, (1986) 1835]. � Courbe

exp�erimentale de la viscosit�e comme fonction de la temp�erature inverse T

�1

. La courbe

en trait plein repr�esente la pr�ediction de la th�eorie de couplage de mode. Le point mar-

qu�e T

c

avec les 
�eches, signale le moment o�u la viscosit�e est cens�ee diverger comme

jT � T

d

j

1=


. La partie situ�ee plus �a droite de la courbe met en jeu des processus d'ac-

tivation thermique. Cette courbe est extraite de la r�ef�erence [17]. � Figure de droite :

La viscosit�e fonction de la temp�erature. Outre la temp�erature T

d

sus-mentionn�ee, la

courbe o�re une rupture de pente �a T

g

. T

g

est la temp�erature exp�erimentale de transi-

tion vitreuse. La dynamique du verre devient trop lente pour que la viscosit�e r�eelle reste

�egale �a la ((viscosit�e d'�equilibre )) (ici ligne pointill�ee). Le pro�l de courbe en pointill�e

est sugg�er�e par l'ajustement suivant la loi 6.63. La temp�erature T

0

, de l'�equation 6.63

est associ�ee �a la transition de verre id�eal [19, 20].
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Cristal

Espace des phases

B

A A AEnergie

Fig. 6.6 { Vision sch�ematique de l'espace des con�gurations du verre structural, lorsque

la relaxation structurale se fait par activation thermique. Si T est assez �elev�e, les quatres

minima du potentiel contribuent de fa�con �equivalente �a ((l'�etat pur liquide )). Le passage

d'un bassin �a l'autre met en jeu un nombre r�eduit de particules, et des barri�eres petites

(mouvement A). Si T est plus faible, la mesure de Boltzmann favorise les deux bassins

les plus bas, tandis que les deux bassins les plus hauts, m�etastables sont exclus. Le

passage d'un bassin �a l'autre met en jeu des barri�eres plus �elev�ees, et un plus grand

nombre de particules (mouvement B). Il arrive un moment ou seul contribue le bassin

le plus bas (ou un nombre �ni parmi les bassins les plus bas) : c'est l'�etat de verre id�eal.
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temp�erature T

0

de la loi VTF, 6.63 [20, 16].

L'approche d�evelopp�ee dans les r�eferences [3, 21] se propose de d�ecrire les ((bassins))

de l'espace des phases comme l'analogue des �etats m�etastables de certains verres de

spins. En e�et, il existe aujourd'hui des techniques �elabor�ees pour d�etecter ces �etats

m�etastables, même si ceux-ci ne dominent pas la fonction de partition [22, 23, 24].

Pour terminer, si le verre structural est un syst�eme d�esordonn�e, avec un d�esordre

((auto-induit)), rien n'empêche de consid�erer cependant l'in
uence d'un d�esordre ext�e-

rieur (potentiel d'ancrage) de plus en plus intense. Ce d�esordre peut alors favoriser, ou

d�efavoriser la phase de verre.

6.7.2 Les solutions �a pro�l de densit�e d�esordonn�e

A cot�e des solutions p�eriodiques, l'�equation d'autocoh�erence 6.26 :

� = �

l

exp

"

��

�F

exc

��(~r)

+ ��� ln�

3

#

poss�ede des solutions d�esordonn�ees, ou ap�eriodiques [25, 26]. Ce sont des pro�ls de den-

sit�e extrêmement piqu�es autour des positions al�eatoires moyennes de chaque particule.

La r�ef�erence [25], dans le contexte des sph�eres dures, met en �evidence des pro�ls de

densit�e inhomog�enes, obtenus �a partir de conditions initiales qui sont des empilements

al�eatoires de sph�eres, g�en�er�es au pr�ealable. Dans la r�ef�erence [26], les solutions sont ob-

tenues apr�es avoir discr�etis�e l'espace des positions ~r. A trois dimensions, il est n�ecessaire

de trouver un compromis entre la r�esolution spatiale et le volume V de ((l'�echantillon

num�erique)). La r�esolution choisie est de 0:1, tandis que la taille de l'�echantillon est de

6 au maximum, en unit�e de diam�etre des sph�eres dures. Les solutions sont obtenues �a

partir d'une condition initiale inhomog�ene, tir�ee au hasard. En d�epit des e�ets de taille

�nie, ces solutions semblent nombreuses. Dans les deux cas, les �energies libres de ces

solutions ap�eriodiques �nissent par être inf�erieures �a celles de l'�etat liquide, pour des

densit�es respectivement de 1:14 et 0:85. En�n, des auteurs ont sugg�er�e que ces pro�ls

de densit�e stationnaires pouvaient avoir un rapport avec les th�eories de couplage de

mode [27].

L'�equation approch�ee �a laquelle les solutions ap�eriodiques doivent ob�eir (d�evelop-

pement au second ordre de l'�energie libre) :

�(~r) = �

l

exp

�

Z

d~r

0

c(~r � ~r

0

)��(~r

0

)

�

;

pr�esente quelque similitude avec les �equations de Thouless-Anderson-Palmer [28] pour

les aimantations fm

i

g d'un verre de spin :

m

i

= tanh

2

4

�(

X

j 6=i

J

ij

m

j

� �m

i

)

3

5

: (6.64)
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Un di��erence toutefois est que les couplages J

ij

sont al�eatoires, tandis que c(~r) est �x�e.

Cette analogie sugg�ere que les solutions de l'�equation pour la densit�e pourraient être

en nombre exponentiellement �elev�e, et dominer, �a terme, la fonction de partition.

Ces pro�ls �

(�)

(~r) sont actuellement les meilleurs candidats, pour jouer le rôle des

�etats m�etastables de la phase verre.

6.8 Brisure de la sym�etrie des r�epliques dans l'ap-

proche HNC

6.8.1 Liens entre transition vitreuse et mod�ele �a p-spin

Le verre p-spins est depuis longtemps consid�er�e commeun mod�ele id�eal de transition

vitreuse [29]. Cela est dû pour une part �a l'analogie formelle entre les �equations de

couplage de mode 2.15, et l'�equation pour la fonction de corr�elation du verre p-spin.

Dans le cas particulier p = 3, cette derni�ere peut se mettre sous la forme

10

:

@C(� )

@�

= �C(� )� �

Z

�

0

du C(� � u)

2

@C

@u

; C(0) = 1

D'autre part, ce verre de spin poss�ede deux temp�erature de transition distinctes

qui ont leur contrepartie dans la transition de verre structural. La premi�ere est la

temp�erature ((dynamique)) T

d

, et marque, en champ moyen, la divergence du temps de

relaxation principal. La seconde temp�erature, T

s

est la transition thermodynamique

proprement dite, qui doit se manifester par des e�ets calorim�etriques.

Dans le cas r�eel, c'est-�a-dire au del�a du champ moyen, T

d

deviendrait une tem-

p�erature de cross-over entre un r�egime 
uide et un r�egime tr�es visqueux, le syst�eme

�evoluant au sein d'�etats m�etastables �a longue dur�ee de vie. Les �etats m�etastables les

plus profonds, qui dominent la fonction de partition pour T � T

s

, seraient de bons

candidats pour correspondre aux �etats de verre id�eal [30]. La temp�erature exp�erimen-

tale de transition vitreuse T

g

correspondrait aux �etats dont la dur�ee de vie deviendrait

comparable aux temps ((du laboratoire)) (voir �gure 6.7).

En�n, tant que l'on reste au niveau du champ moyen, la transition du verre p-

spin parâ�t universelle (similaire, par exemple, �a la transition du syst�eme mod�ele avec

corr�elations �a courte distance). C'est pourquoi les r�esultats concernant ce verre de spin

particulier restent pr�esents, en �ligrane, derri�ere l'approche HNC.

6.8.2 Brisure de la sym�etrie des r�epliques

M

�

ezard et Parisi proposent une solution �a un pas de brisure [3] des �equations

6.61. Cet ansatz consiste �a grouper les n r�epliques en n=m paquets de m r�epliques.

10. En l'absence de vieillissement, et dans la limite ((sph�erique))
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Fig. 6.7 { Lien entre verre p-spin sph�erique et verres structuraux. Ce diagramme [31]

pr�esente les �etats m�etastables, tels que pr�edits par le champ moyen [22]. La r�ef�e-

rence [32] r�ecapitule tr�es clairement les principaux r�esultats concernant ce verre de

spin. A chaque �etat, on associe une �energie libre qui tient compte �a la fois de l'�ener-

gie de la con�guration, et des 
uctuations locales de chaque spin autour de sa valeur

moyenne. Les �etats sont class�es par �energie libre croissante f . Plus les �etats sont pro-

fonds, plus ils sont rares, mais plus ils sont stables. La ligne en gras marqu�ee 1 d�esigne

la limite des �etats marginalement stables (hessienne �a spectre positif ou nul). La ligne 2

d�esigne les �etats les plus profonds, et les plus rares. Le fait que ces �etats restent class�es

dans le même ordre selon la temp�erature est remarquable, et n'est vraie que pour le

mod�ele p-spin. La zone hachur�ee correspond aux points stationnaires de l'�energie libre

dont la hessienne n'est pas d�e�nie positive. La ligne courbe en gras montre, pour une

temp�erature donn�ee, l'�energie libre des con�gurations dominantes. Si T > T

d

, ces con�-

gurations se trouvent dans la zone hachur�ee, et forment, toutes ensemble, ((l'�etat para-

magn�etique )). Au fur et �a mesure que le point repr�esentatif se rapproche de la ligne 1, la

dynamique de relaxation de champ moyen se ralentit, �a cause du nombre de plus en plus

restreint de directions plates (section 6.7.1 et chapitre 4). Le temps de relaxation, en

champ moyen, diverge �a T

d

. Si T

s

< T < T

d

, le syst�emes est dans des �etats qui ont une

dur�ee de vie in�nie (champ moyen) ou longue (dimension �nie). T = T

s

correspond

au moment o�u les quelques �etats les plus profonds dominent la fonction de partition.

Ces �etats seraient donc les ((�etats de verres id�eaux )). En dimension �nie, il arrive un

moment o�u la dur�ee de vie des �etats devient gigantesque, et de l'ordre des temps de

laboratoire. La dynamique se g�ele alors, en fonction de la vitesse de trempe, �a T = T

g

.

Le syst�eme reste pi�eg�e dans un �etat d'�energie interm�ediaire entre les lignes 1 et 2. La

�gure en m�edaillon repr�esente le logarithme du nombre des �etats m�etastables, lorsqu'on

passe des plus profonds (ligne 1) �a ceux qui sont marginalement stables (lignes 2) Le

nombre des �etats m�etastables distincts est exponentiellement grand [33, 23, 24].
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La corr�elation entre deux r�epliques ne d�epend que de leur appartenance, soit au même

paquet, soit �a deux paquets di��erents [34], ( voir �egalement note

11

).

g

ab

(r) =

8

>

<

>

:

g

1

(r) si a = b;

g

2

(r) si a 6= b; (a; b) dans le même paquet;

g

3

(r) si a 6= b; (a; b) dans des paquets di��erents:

(6.65)

Il faut ensuite rechercher des solutions telles que g

2

(r) soit strictement di��erent

de g

3

(r). Trouver g

2

6= g

3

n'est possible qu'�a condition qu'il existe un grand nombre

((d'�etats m�etastables)) (�) di��erents, et ayant un pro�l de densit�e �

�

(~r) inhomog�ene

(seule la phase liquide, ((paramagn�etique)), peut poss�eder un pro�l de densit�e homo-

g�ene).

Les fonctions g

2

et g

3

sont repr�esentatives des fonctions d'auto-corr�elation des pro�ls

de densit�e �

(�)

. En l'absence de d�esordre, les auteurs font l'hypoth�ese que les �etats

�

(�)

(~r) sont d�ecorr�el�es entre eux (V volume de l'�echantillon) :

8~r; a 6= b;

1

V

Z

d~x �

�

(~x)�

�

(~x+ ~r) ' �

2

; (6.66)

ce qui implique g

3

(r) � 1.

La relation entre g

2

(r) et les �

�

(~r) est :

g

2

(~r) =

1

�

2

P

�

w

2

�

X

�

w

2

�

Z

d~x

V

�

�

(~x)�

�

(~x+ ~r); (6.67)

o�u apparaissent les poids w

�

normalis�es (

P

�

w

�

= 1) associ�es �a chaque �etat �

�

[3].

g

1

(~r), en�n, s'av�erera peu di��erent de sa valeur dans la phase liquide, sugg�erant

que les pro�ls de densit�e �

�

(~r) sont compos�es d'une s�erie de pics dont les positions sont

r�eparties al�eatoirement, comme le seraient les positions des particules du liquide �g�ees

�a un instant t donn�e.

L'�energie libre J s'�ecrit dans ce cas particulier :

2�J = �

2

Z

d~r g

1

(r) � [ln(g

1

(r))� 1� �(v

(1)

(r) + v

(2)

(r))] (6.68)

+(m� 1) g

2

(r) � [ln(g

2

(r))� 1� �v

(2)

(r)]

Z

d

~

k

(2�)

3

(

�

~

h

1

(k)�

�

2

~

h

1

(k)

2

+ (m� 1)�

2

~

h

2

(k)

2

2

�

1

m

ln(1 + �

~

h

1

(k) + (m� 1)�

~

h

2

(k)) +

1 �m

m

ln(1 + �

~

h

1

(k)� �

~

h

2

(k))

�

11. Mentionnons un point important �a propos des notations de l'�equation 6.65. Les �el�ements d'une

matrice g

ab

hi�erarchique sont g�en�eralement not�es, par convention g

0

; g

1

; : : : ; g

m

, o�u l'indice 0; 1; : : : ;m

cro

^

it au fur et �a mesure que l'on se rapproche de la diagonale [34]. La convention choisie dans ce

manuscrit est l'exact oppos�e. Au moment o�u cela m'a �et�e signal�e, il n'�etait plus possible de revenir

sur ce point. Je prie le lecteur de bien vouloir recti�er par lui-même.
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J doit être rendue extr�emale par rapport �a g

1

,g

2

et m. L'exp�erience acquise aupr�es des

verres de spin, sugg�ere que J est minimale par rapport �a g

1

, et maximale par rapport

�a g

2

et m.

L'expression ci-dessus de l'�energie libre n'est valable que si g

3

(r) = 1, c'est-�a-dire

si le param�etre � du couplage v

(2)

tend vers 0.

12

La ligne de transition vitreuse Le syst�eme est dans une phase vitreuse, d�es qu'il

existe une solution non sym�etrique des �equations de stationnarit�e :

�J

�g

1

(r)

= 0;

�J

�g

2

(r)

= 0;

@J

@m

= 0 et m < 1: (6.69)

L'�energie libre est alors minimale par rapport �a g

1

et maximale par rapport �a g

2

et

m. Cette solution, extr�emale par rapport �a m, doit absolument avoir un param�etre m

plus petit que 1. Cette phase vitreuse disparâ�t lorsque m! 1, ce qui d�e�nit la densit�e

�

s

de transition statique. Dans ce manuscrit, cette ligne sera aussi appel�e ((ligne de

coexistence)), les solutions sym�etrique et non sym�etrique ayant, le long de cette ligne

m = 1, la même �energie libre.

La ligne de transition dynamique En supprimant la condition de stationnarit�e

par rapport �a m, et en �xant m = 1, il est possible de trouver des solutions ((�a sym�etrie

bris�ee)) pour des densit�es � inf�erieures �a �

s

. Exploitant une analogie avec le verre p-

spin, les auteurs d�e�nissent la densit�e de transition dynamique �

d

comme l'instant

o�u disparâ�t la solution fg

1

6= g

2

; �J=�g

1

= 0; �j=�g

2

= 0; m = 1g. Cela r�esulte de

ce que dans le mod�ele p-spin, la temp�erature de transition dynamique (divergence du

temps de relaxation principal, et apparition du vieillissement) co��ncide avec la ligne ou

disparâ�t la solution non sym�etrique, lorsque le param�etre m est �x�e �egal �a 1.

Cette identi�cation procure une moyen bien pratique de calculer la ligne de tran-

sition dynamique, sans avoir recours �a une th�eorie dynamique ! Ce r�esultat, un peu

paradoxal, provient de ce que physiquement, ce sont les mêmes �etats m�etastables qui,

d'une part font se geler la dynamique, et d'autre part permettent �a la solution non

sym�etrique d'exister. D'un point de vue physique, la ligne o�u disparâ�t la solution non

sym�etrique permet de situer, sur le diagramme de phase, le moment o�u la viscosit�e

commence �a prendre des valeurs tr�es �elev�ees.

Les auteurs ont trouv�e

�

s

' 1:19; �

d

= 1:17: (6.70)

La �gure 6.8 montre l'allure d'une solution typique �a g

2

6= 1. Les �gures 6.9, 6.10

et 6.11 pr�esentent des exemples de fonctions de corr�elation directes c

1

(r), c

2

(r), ainsi

qu'un facteur de structure S(k).

12. Il est n�eanmoins avantageux de conserver un couplage � au cours des �etapes de calcul interm�e-

diaires, a�n de susciter l'apparition d'une fonction g

2

non triviale.
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0.0 2.0 4.0
r

0

1

100
g1(r)
g2(r)

207

15.1

Fig. 6.8 { Solution de HNC �a sym�etrie bris�ee. � = 1:17. La courbe g

3

(~r) n'est pas

repr�esent�ee. La hauteur du pic de g

2

�a l'origine (207) impose d'utiliser des coordonn�ees

logarithmiques. La hauteur du premier pic (15.1) est proportionnelle �a la pression r�eelle

du 
uide (�equation 6.11).

Interpr�etation physique L'interpr�etation physique des r�esultats 6.70 est essentiel-

lement fond�ee sur l'analogie avec le verre p-spin sph�erique, r�ecapitul�ee en section 6.7.1

et sur la �gure 6.7. Si l'on crô�t, et malheureusement aucun approche syst�ematique

n'est venue le prouver, que la solution HNC �a sym�etrie bris�ee re
�ete r�eellement l'appa-

rition des �etats m�etastables (�equations 6.67, 6.66), alors �

d

= 1:17 devrait se situer aux

alentours de la transition d'une approche couplage de mode, tandis que �

s

= 1:19 serait

proche de la transition thermodynamique de verre id�eal. Il faut noter que les sph�eres

dures constituent de ce point de vue une syst�eme assez particulier (cf section 6.9).

6.8.3 D�eveloppements r�ecents

De nouveaux r�esultats sont venus approfondir la compr�ehension de la transition

vitreuse d�ecrite ci-dessus. Ces approches sont fond�ees sur le concept de potentiel de
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Fig. 6.9 { Fonction de corr�elation directe HNC c

1

(r), pour une densit�e �egale �a 1:16, et

un d�esordre nul. La partie de droite est un agrandissement de la zone r ' 1, o�u c

1

(r)

change de signe. La fonction de corr�elation directe s'interpr�ete comme l'oppos�e d'un

potentiel d'interaction e�ectif, qui tend �a fa�conner les pro�ls locaux de densit�e autour

d'une particule donn�ee. Le pic positif signi�e que les particules voisines s'arrangent

localement, pour former une coquille (la ((cage ))) autour de la particule centrale.
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C
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0.0
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Fig. 6.10 { Fonction de corr�elation directe HNC c

2

(r), pour une solution �a sym�etrie

bris�ee, � = 1:16 et un d�esordre nul. La fonction c

2

(r) est positive. Comme pour la �gue

pr�ec�edente, le pic de c

2

(r) en r = 0, montre qu'il existe une attraction e�ective entre

r�epliques d'un même groupe.

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
q

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

S
(q

)

Fig. 6.11 { Facteur de structure S(k) = 1=(1 � �~c

1

), pour une densit�e � = 1:16.



6.8. BRISUREDE LA SYM

�

ETRIE DES R

�

EPLIQUES DANS L'APPROCHEHNC189

r�eplique [24].

Tout d'abord, les auteurs d�e�nissent un param�etre de recouvrement q entre deux

copies fx

(0)

i

g; fx

(1)

i

g; i 2 [1; : : : N ] du 
uide :

q =

1

N

X

i;j

D

V(~x

(1)

i

� ~x

(0)

j

)

E

(6.71)

La forme de la fonction de couplage V a peu d'importance, pourvu qu'elle rende bien

compte de la corr�elation des positions entre deux copies du syst�eme. Un V exponentiel

comme (7.1), convient parfaitement, pour peu que la largeur de la gaussienne soit de

l'ordre de 0.3 fois la distance moyenne entre particules [21].

Le potentiel de r�eplique V (q) repr�esente le coût en �energie libre n�ecessaire pour

maintenir une r�eplique du syst�eme �a un recouvrement q, avec une r�eplique �x�ee qui sert

de r�ef�erence. Autrement dit, sachant qu'une con�guration typique du syst�eme, occupe

les positions ~x

(0)

i

, la probabilit�e qu'une autre con�guration ind�ependante ~x

(1)

i

, ait un

recouvrement q avec ~x

(0)

i

est �egal �a exp(��NV (q)). Cette probabilit�e est maximale

pour q = 0 (en grande dimension, la plupart des con�gurations sont orthogonales entre

elles). Le potentiel V (q) poss�ede un grand nombre de propri�et�es int�eressantes.

1

o

Un minimum secondaire se forme pour une valeur �nie de q, lorsque la transition

dynamique a lieu.

2

o

Ce minimum secondaire est repr�esentatif des �etats m�etastables pr�esents entre

les transitions statique et dynamique, alors que l'approche expos�ee dans la section

pr�ec�edente ne permet pas de se rendre compte de leur existence.

3

o

La transition statique est d�etermin�ee par le moment o�u la valeur de V (q) en

son minimum secondaire est 0. La mesure de Boltzmann se concentre alors dans les

quelques �etats d'�energie libre la plus basse, entrâ�nant une brisure de la sym�etrie des

r�epliques.

Ce potentiel de r�epliques est donc un outil d'analyse tr�es �n, dont il reste �a montrer

comment il est d�etermin�e en pratique.

La con�guration fx

(0)

i

g de r�ef�erence est d'abord tir�ee au hasard avec le poids de

Boltzmann correspondant au hamiltonien, en l'absence de d�esordre (� = 0) :

H =

X

i 6=j

v

(1)

(~x

(0)

i

� ~x

(0)

j

)

Le hamiltonien des positions 6.3 est ensuite modi��e de fa�con �a introduire un couplage

�ni, param�etr�e par � entre les particules ~x

i

et la con�guration de r�ef�erence ~x

(0)

i

, gel�ee :

H

[�;~x

(0)

i

]

=

X

i 6=j

v

(1)

(~x

i

� ~x

j

) + � � V(~x

i

� ~x

(0)

j

): (6.72)

Ce couplage favorise le rapprochement entre les ~x

i

et les ~x

(0)

i

, et leur recouvrement aug-

mente. La valeur de q(�) associ�ee �a � est celle qui optimise le compromis entre le poids de

Boltzmann exp(�N� q) (gain d'�energie) et la raret�e des con�gurations exp(��NV (q)),

autrement dit qui rend minimal V (q)� �q.
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D'autre part, l'�energie libre F

�

associ�ee au syst�eme de particules ~x

i

, avec le hamil-

tonien 6.72, est domin�ee par la valeur de point col :

exp(��NF

�

) = exp(��N(V (q)� �q)j

q(�)

): (6.73)

F

�;[~x

(0)

i

]

est suppos�ee auto-moyennante par rapport �a la position de la con�guration

f~x

(0)

i

g, ce qui permet de ne plus faire y faire r�ef�erence. Il y a donc entre F

�

et V (q) une

la relation de transform�ee de Legendre :

F

�

= V (q)� �q j

q(�)

: (6.74)

Cette �equation permet une d�etermination pratique du potentiel de r�eplique V (q), F

�

�etant donn�e par une expression ressemblant �a 6.62 [21].

Tout ce calcul se d�eroule sans briser la sym�etrie des r�epliques

13

et pourrait fa-

cilement être modi��ee, pour tenir compte d'un potentiel d�esordonn�e �

d

(~r) non nul.

M.Cardenas, S.Franz et G.Parisi obtiennent ainsi :

�

s

= 1:20; �

d

= 1:17: (6.75)

6.9 Particularit�es du 
uide de sph�eres dures

Le syst�eme de sph�eres dures est particulier, en ce que le param�etre de contrôle est

la densit�e � et non pas la temp�erature T . Cette derni�ere n'apparâ�t que dans l'�energie

cin�etique, c'est-�a-dire la longueur �(T ) (�equation 6.4).

Les transitions de phase que subissent les sph�eres dures sont d'origine purement

entropique. Lorsque la fraction d'empilement � = ��d

3

=6, rapport du volume occup�e

par les sph�eres de diam�etre 1 au volume total, devient trop importante, les sph�eres

dures gagnent de l'entropie �a se mettre en ordre. Cela se produit pour une densit�e de

l'ordre de �

m

= 0:94 [36].

D'autre part, si la cristallisation a �et�e �evit�ee grâce �a une trempe rapide, des e�ets

vitreux semblent se manifester pour � ' 1:15 [3, 37]. L'existence d'une transition

vitreuse, en ce qui concerne les simulations de dynamique mol�eculaire, est loin d'être

claire.

L'empilement le plus compact que puisse atteindre un syst�eme d�esordonn�e de

sph�eres dures est d'environ � = 1:22 [36], soit encore une fraction d'empilement de

l'ordre de 0.69 (�a comparer avec le 0.74 des empilements les plus compacts). Dans

le cas des sph�eres dures, les ((bassins)) de l'espace des con�gurations, ont en fait une

�energie �egale �a z�ero, et les barri�eres s�eparant les bassins sont soit infranchissables, car

in�nies, soit entropiques, c'est-�a dire ne n�ecessitent pas d'�energie d'activation mais cor-

respondent �a un cheminement �etroit et tortueux. Si les sph�eres dures sont plac�ees dans

une bô�te aux parois rigides, �a forte densit�e, les con�gurations les plus compactes se-

ront s�epar�ees par des barri�eres in�nies. L'approximation HNC ne peut donc pas d�ecrire

13. Tant que les auteurs se restreignent au voisinage des minima du ((potentiel)) V (q) [35]
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une telle situation atypique. En imaginant maintenant une bô�te aux parois �elastiques,

on peut de nouveau envisager de passer d'une con�guration compacte �a la suivante.

Telle pourrait être la situation d�ecrite par l'approximation HNC, appliqu�ee aux sph�eres

dures.

Notons qu'en pr�esence d'un potentiel ext�erieur �

d

, la temp�erature redevient un

param�etre pertinent, mais facilement absorb�e dans l'amplitude � du d�esordre.
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Chapitre 7

Transitions structurales : r�esultats

Le but de ce chapitre est d'�etendre le calcul de M

�

ezard et Parisi �a d�esordre �ni,

de comprendre la nature de la transition vitreuse �a fort d�esordre et de chercher un

croisement entre la ligne liquide-cristal et la ligne liquide-verre.

La section 7.1 g�en�eralise les �equations �a d�esordre �ni, et explique bri�evement la

m�ethode num�erique de r�esolution. La section 7.2 pr�esente les r�esultats num�eriques

obtenus : Apparition, disparition, allure des solutions, crit�eres permettant de distinguer

les minima, des points cols de l'�energie libre. La section 7.3 o�re une vision globale du

comportement de la solution non sym�etrique. La r�egion de coexistence liquide-cristal

en pr�esence de d�esordre est d�etermin�ee en section 7.4. Une synth�ese des r�esultats et

une discussion physique termine le chapitre (section 7.5).

7.1 Description du mod�ele

7.1.1 Les �equations HNC �a d�esordre �ni

Les particules consid�er�ees sont des sph�eres dures dont le diam�etre �xe l'unit�e de

longueur microscopique. Le d�esordre, ou de fa�con �equivalente le potentiel inter-r�eplique

est une gaussienne :

v

(2)

(r) = ��� � V(r)

= ��� � exp

 

�

r

2

�

2

!

(7.1)

La temp�erature n'intervient qu'�a travers le pr�efacteur �� . On convient de �xer dans

tout ce chapitre � = 1. � est la longueur de corr�elation du d�esordre. Son choix revêt

une grande importance, et les r�esultats en d�ependent de fa�con signi�cative. Faute de

temps, l'�etude syst�ematique du rôle de � n'a pas �et�e entreprise. Nous avons fait le

choix � = 0:25 (en unit�e de diam�etre de sph�ere dure), car cette valeur semblait donner

des r�esultats assez int�eressants, induisant des variations signi�catives des fonctions

de corr�elation g

2

; g

3

, avec le param�etre �. Ce choix s'av�ere tr�es proche de la valeur
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V = �(1� r=0:3) utilis�ee en r�ef�erence [21]. Il s'agit d'une co��ncidence, mais r�epondant

aux mêmes n�ecessit�es.

Nous utilisons l'ansatz de Parisi pour les fonctions de corr�elation g

1

; g

2

; g

3

, sachant

que g

3

6= 1 si le couplage � est non nul. Le syst�eme d'�equations de Ornstein-Zernike

s'�ecrit dans la limite n! 0, et dans l'espace r�eciproque :

~

h

1

= ~c

1

+ �

~

h

1

~c

1

+ (m� 1) �

~

h

2

~c

2

�m �

~

h

3

~c

3

~

h

2

= ~c

2

+ �

~

h

1

~c

2

+ �

~

h

2

~c

1

+ (m� 2) �

~

h

2

~c

2

�m �

~

h

3

~c

3

(7.2)

~

h

3

=

~

h

3

+ �

~

h

3

~c

1

+ �

~

h

1

~c

3

+ (m� 1) �

~

h

2

~c

1

+ (m� 1) �

~

h

1

~c

2

� 2m �

~

h

3

~c

3

Les �equations HNC, dans l'espace r�eel, s'�ecrivent :

g

1

= exp(��v

(1)

� �v

(2)

+ h

1

� c

1

) (7.3)

g

2

= exp(��v

(2)

+ h

2

� c

2

) (7.4)

g

3

= exp(��v

(2)

+ h

3

� c

3

) (7.5)

L'�energie J est �egale �a :

2�J = �

2

Z

d~r

n

g

1

(r)

h

ln g

1

(r) � 1 + �v

(1)

(r) + �v

(2)

(r)

i

+(m� 1) g

2

(r)

h

ln g

2

(r) � 1 + �v

(2)

(r)

i

�m g

3

(r)

h

ln g

3

(r)� 1 + �v

(2)

(r)

io

+

Z

d

3

q

2�

3

(

�

~

h

1

�

�

2

2

�

~

h

2

1

+ (m� 1)

~

h

2

2

�m

~

h

2

3

�

�

�

~

h

3

1 + �

~

h

1

+ (m� 1) �

~

h

2

�m�

~

h

3

� ln(1 + �

~

h

1

� �

~

h

2

)

+

1

m

ln

 

1 + �

~

h

1

� �

~

h

2

1 + �

~

h

1

+ (m� 1) �

~

h

2

�m�

~

h

3

!)

(7.6)

Le premier cas particulier remarquable est celui o�u g

2

= g

3

. Toute r�ef�erence �a

la variable m disparâ�t, que ce soit dans les �equations de Ornstein-Zernike, ou dans

l'�energie J . Ce n'est autre que la solution sym�etrique des r�epliques : g

ab

= g

1

si a = b

ou g

3

si a 6= b.

Le second cas est plus remarquable encore. Quand m = 1, �a cause des facteurs

(m�1), les fonctions h

2

; c

2

se retrouvent coup�ees des fonctions h

1

; h

3

; c

1

; c

3

. Autrement

dit, on peut a�ecter �a h

2

; c

2

une valeur arbitraire, sans que cela a�ecte aucunement

les solutions h

1

; h

3

; c

1

; c

3

du syst�eme. Parall�element, l'�energie J devient strictement

ind�ependante de la fonction g

2

. Un corollaire imm�ediat est que lorsque m = 1, les

solutions (g

1

; g

2

; g

3

) et (g

1

; g

3

; g

3

) sont simultan�ement solutions du syst�eme d'�equations.

La fonction g

3

est alors commune �a la solution �a sym�etrie bris�ee g

2

6= g

3

et �a la solution

sym�etrique g

2

= g

3

. Donc, lorsque m = 1, on r�esout simultan�ement HNC pour les cas

sym�etrique et non sym�etrique.
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Il est tr�es utile de r�e�ecrire la fonction J au voisinage de m = 1 en puissances de

(m� 1).

J = �

0

[g

1

; g

3

] + (m� 1) �

1

[g

1

; g

2

; g

3

] + O((m� 1)

2

) (7.7)

�

0

[g

1

; g

3

] = �

2

Z

d~r

n

g

1

� [ln g

1

� 1 + �v

(1)

+ �v

(2)

] + g

3

� [ln g

3

� 1 + �v

(2)

]

o

+

Z

d

~

k

(2�)

3

�

�

~

h

1

�

1

2

(�

2

~

h

2

1

� �

2

~

h

2

3

)

� ln(1 + �

~

h

1

� �

~

h

3

)�

�

~

h

3

1 + �

~

h

1

� �

~

h

3

)

(7.8)

�

1

[g

1

; g

2

; g

3

] = �

2

Z

d~r fg

2

� [ln g

2

� 1 + �v

(2)

]� g

3

� [ln g

3

� 1 + �v

(2)

]g

+

Z

d

~

k

(2�)

3

(

�

�

2

2

(

~

h

2

2

�

~

h

2

3

)� ln
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~

h

1
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~

h

2

1 + �

~

h

1

� �

~

h

3

!

�

 

1 + �

~

h

1

� 2�

~

h

3

1 + �

~

h

1

� �

~

h

3

!
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�

~

h

2

� �

~

h

3

1 + �

~

h

1

� �

~

h

3

!)

(7.9)

La fonction �

0

ne d�epend plus de g

2

. Au point de transition, J doit être stationnaire

pour m = 1, ce qui implique imm�ediatement que la ligne de coexistence liquide-verre

est le lieu des points o�u la fonction �

1

s'annule. Plus profond�ement dans la phase verre,

�

1

devient n�egative, (m� 1)�

1

positive, et l'�energie J augmente lorsque m diminue.

Dire que la fonction g

2

est une solution des �equations HNC revient �a dire que

��

1

=�g

2

= 0. Param�etrons le chemin menant de la solution sym�etrique �a la solution

non sym�etrique de la fa�con suivante :

� 2 [0; 1]

� 7! gf�; rg = � � (g

2

� g

3

)(r) + g

3

(r): (7.10)

La fonction de la variable � :

�(�) = �

1

[g

1

; gf�; rg; g

3

]; (7.11)

doit partir de �(0) = 0 avec une pente horizontale pour rejoindre �(1) �a nouveau avec

une pente horizontale. Si �(1) est positive, la solution sym�etrique (liquide) est favoris�ee,

tandis que si �(1) est n�egative, le syst�eme est dans sa phase vitreuse. �(�) permet de

caract�eriser celle des deux solutions (section suivante) qu'il faut retenir pour d�ecrire la

thermodynamique du syst�eme. Une famille de courbes �(�) est pr�esent�e en �gure 7.1,

au voisinage de la transition vitreuse.

7.1.2 M�ethode de r�esolution

Deux m�ethodes num�eriques ont �et�e utilis�ees pour r�esoudre les �equations HNC. La

m�ethode principale est due �a G.ZERAH [38]. Les fonctions sont discr�etis�ees sur une
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Solution vraie

 δ=0.
 δ=0.1
 δ=0.5
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 λ
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 φ
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Solution vraie

 ρ=1.15
 ρ=1.16
 ρ=1.17

Fig. 7.1 { Figure du haut : Les courbes �(�) au voisinage de la transition vitreuse.

� = 1:16. �(1) change de signe entre � = 0: et � = 0:1. � = 0 et � = 1 sont des

minima locaux de �. Figure du bas : A d�esordre nul. La transition a lieu entre � = 1:16

et � = 1:17.
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grille de 2

p

points. Les r�esultats pr�esent�es ici ont �et�e �etablis pour 512 points. La trans-

form�ee de Fourier radiale, �a 3 dimensions, s'�ecrit :

k

~

f(k) = 4�

Z

1

0

dr rf(r) sin(kr)

rf(r) =

1

2�

2

Z

1

0

dk k

~

f(k) sin(kr) (7.12)

Cela permet l'usage de transform�ees de Fourier rapides, qui imposent que les cut-o�s

respectifs en r et k v�eri�ent :

R

c

�K

c

= N � � (7.13)

La valeur choisie pour R

c

est de 10, ce qui, avec 512 points, correspond �a une grille de

�nesse �r ' 0:02.

La m�ethode de Z

�

erah est essentiellement une m�ethode de Newton-Raphson, pour

un syst�eme �a 511 inconnues

1

. Chaque �etape n�ecessite l'inversion d'un jacobien 511�511.

L'originalit�e de l'auteur est d'avoir adapt�e une m�ethode de gradient conjugu�e pour

l'inversion de ce jacobien. Le gradient conjugu�e est une technique bien connue dans les

proc�edures d'optimisation, ou encore pour r�esoudre des syst�emes lin�eaires. La version

utilis�ee par Zerah permet d'inverser des matrices non auto-adjointes et s'av�ere tr�es

rapide. Cela rend cette m�ethode plus performante que celle propos�ee par Gillan [39].

N�eanmoins, ce gradient conjugu�e sou�re d'une limitation s�ev�ere. D�es que la matrice

est mal conditionn�ee, il perd toute e�cacit�e et devient num�eriquement instable, même

en double pr�ecision (64 bits). Dans le cas pr�esent, la m�ethode de Zerah a donn�e

des r�esultats remarquables jusque vers des densit�es de � = 1:1. Les performances se

sont ensuite e�ondr�ees, au point de devoir recourir �a une m�ethode du pivot de Gauss,

robuste mais tr�es lente.

La seconde m�ethode, utilis�ee en compl�ement de la premi�ere, est la minimisation

directe de la fonctionnelle �

1

, qui permet �a coup sûr de tomber sur la solution �a

sym�etrie bris�ee correcte.

La qualit�e des solutions obtenues est v�eri��ee en tra�cant les six fonctions :

g

1

� exp(��v

(1)

� �v

(2)

+ h

1

� c

1

)

: : :

h

1

� c

1

� �

~

h

1

~c

1

� (m� 1)�

~

h

2

~c

2

+m�

~

h

3

~c

3

: : :

(7.14)

et en calculant l'�equivalent d'une norme L

2

pour chacune. Sauf mention contraire, la

qualit�e des solutions est tr�es bonne, et aucune des six fonctions ne d�epasse la valeur

absolue de 10

�5

�a 10

�6

, dans les cas les plus d�efavorables.

7.2 R�esultats num�eriques

La premi�ere surprise a �et�e l'obtention d'une solution �a sym�etrie bris�ee, mais ne pr�e-

sentant pas les attributs n�ecessaires pour faire une solution acceptable. Cette solution

1. Les valeurs associ�ees �a r = 0 et k = 0, n'interviennent pas en pratique.
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� 1.163 1.16 1.15 1.14 1.13 1.125

� 0.0 2:51 � 10

�2

0.251 0.366 0.535 0.635

Tab. 7.1 { Ligne de coexistence �

c

(�). Cette ligne d�e�nit la ligne de transition statique,

suppos�ee correspondre �a la transition de ((verre id�eal )).

est form�ee d'un triplet (g

1

; g

2

; g

3

), g

2

6= g

3

. g

2

est piqu�ee �a l'origine avec un pic g

2

(0)

de l'ordre de 20 �a 40. Cette solution existe d�es que la densit�e est sup�erieure �a 1.14.

Un exemple est pr�esent�e sur la �gure 7.2, et la fonction �(�) correspondante sur la

�gure 7.3.

Contrairement �a la solution correcte, �(1) est un maximum local et par cons�equent

�(1) > �(0) = 0. Cette solution ne peut donc satisfaire la condition de stationnarit�e

@J=@m = 0. Pour distinguer la solution correcte (�(1) minimum local) de celle-ci, nous

appellerons la premi�ere ((solution normale)), et la seconde ((solution anormale)). Cette

solution ((anormale)) est d�enu�ee de sens physique, mais procure des informations utiles

pour le trac�e du diagramme de phase �nal.

7.2.1 Comportement des solutions

La solution normale se comporte sans surprise. g

2

est tr�es piqu�ee �a l'origine, avec

des valeurs typiques de 200. Ce pic grandit lorsque la densit�e �, ou le d�esordre �

sont augment�es (�gures 7.5, et 7.6). Lorsqu'on augmente la valeur du param�etre de

d�esordre �, la di��erence entre g

2

et g

3

s'accrô�t, ce qui va, intuitivement, dans le sens

d'un renforcement du caract�ere vitreux de la solution.

La solution anormale pr�esente le comportement inverse. Le pic �a l'origine g

2

(0)

diminue avec la densit�e et avec le d�esordre (�gure 7.2 et 7.4). Ce comportement �etrange

con�rme bien le caract�ere ((non-physique)) de cette solution.

7.2.2 D�etermination de la ligne de coexistence

Pour d�eterminer la ligne de coexistence, on consid�ere la solution non sym�etrique

(normale). Le d�esordre est graduellement augment�e jusqu'�a ce que �

1

change de signe.

La valeur �

c

(�) est ensuite estim�ee par interpolation lin�eaire, �a partir des deux valeurs

encadrant le changement de signe de �

1

. La liste des valeurs obtenues est donn�ee dans

la table 7.1.

Pour une densit�e de � = 1:12, il n'est plus possible de trouver de valeur �

c

pour

lequel �

1

s'annule. En e�et, soit �

1

reste toujours n�egative, soit la solution d�ecroche

vers la solution sym�etrique. La ligne de coexistence semble donc pr�esenter un point

d'arrêt vers �

�

� 1:12. La valeur obtenue pour la densit�e de transition statique est de

�

s

= 1:163. Cette quantit�e di��ere des valeurs pr�ec�edemment obtenues de 1.19 [3] et

1.203 [21].

Ce d�esaccord trouve son origine dans une di��erence de convention quant �a la dis-
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Fig. 7.2 { Figure du haut : L'amplitude de g

2

en fonction du d�esordre pour une densit�e

� = 1:16 de la solution anormale. g

2

(0) diminue signi�cativement avec le d�esordre. Fi-

gure du bas : La fonction g

3

se structure avec le d�esordre. A terme g

2

et g

3

se rejoignent,

et cette solution anormale disparait, le long de la ligne �

disp

table 7.2.
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 λ

0.000
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 φ
(λ

)

Solution piege

 ρ=1.16

Fig. 7.3 { Fonction �(�) de la solution anormale. �(1) est un maximum local, montrant

que �

1

poss�ede au moins une direction descendante. L'allure de � permet �a coup sûr

de reconnâ�tre la nature des solutions �a sym�etrie bris�ee.

0.0 1.0
r

0.0

20.0

40.0

60.0

g 2(
r)

 ρ=1.15
 ρ=1.16
 ρ=1.18

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
r

1

10

100

g 2(
r)

 ρ=1.15
 ρ=1.16
 ρ=1.18

Fig. 7.4 { Solution anormale. L'amplitude de la fonction g

2

diminue signi�cativement,

au fur et �a mesure que la densit�e est augment�ee. Ces courbes permettent de d�eterminer

le comportement global des solutions que r�esume la �gure 7.11, page 207.
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Fig. 7.5 { Solution normale. Figure du haut :

�

Evolution de la fonction de corr�elation g

2

avec le d�esordre, � = 1:16. Le d�esordre prend les valeurs � = 0:0; 0:1; 0:5; 1:0. A cause

de l'�echelle logarithmique, les courbes se distinguent peu. La hauteur du premier pic �a

l'origine augmente l�eg�erement avec le d�esordre. Figure du bas : La courbe g

3

pour les

mêmes valeurs du d�esordre.
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Fig. 7.6 { Solution normale. Figure du haut : les courbes g

1

�a d�esordre nul, pour trois

valeurs de la densit�e. Les courbes g

1

�evoluent tr�es peu, except�e la hauteur du premier

pic. Figure du bas : les courbes g

2

, pour ces mêmes valeurs de la densit�e. La hauteur �a

l'origine crô�t avec la densit�e. Pendant ce temps, la courbe g

3

reste �egale �a 1.
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-3.79x10
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Fig. 7.7 { La somme cumul�ee de 0 �a k de l'int�egrand de l'�equation 7.9. Le m�edaillon

pr�esente l'int�egrand lui-même. Une fraction de l'ordre de deux tiers du total provient

du pic n�egatif.

cr�etisation du potentiel r�epulsif des sph�eres dures

2

, sur une grille num�erique dont le

pas est de l'ordre de 0.2. Consid�erons deux points cons�ecutifs de la grille v

(1)

(r

i

) =1

et v

(1)

(r

i+1

) = 0. La même solution num�erique peut être aussi bien attribu�ee �a des

sph�eres de diam�etre r

i

qu'�a des sph�eres de diam�etre r

i+1

. La fraction d'empilement

��d

3

=6 
uctue donc de 3�d=d ' 6% en valeur relative, bien su�sante pour que les

valeurs annonc�ees dans ce travail puissent être r�econcili�ees avec celles des r�ef�erences

[3, 21].

Il convient de plus de remarquer que le calcul num�erique de �

1

est sujet �a une

forte impr�ecision. La �gure 7.7 montre la somme cumul�ee de 0 �a k de l'expression 7.9.

L'int�egration est discr�etis�ee de la fa�con suivante :

Z

K

0

d

~

k

~

f(k) � 4�

X

i

�k k

2

i

~

f(k

i

)

On constate que la contribution d'un seul des points k

i

est de l'ordre de �4, soit

une fraction non n�egligeable du total. Or la somme �nale est d'ordre 10

�3

�a 10

�2

et

r�esulte de la compensation de deux termes d'ordre 6. On comprend donc que le r�esultat

�nal soit sujet �a caution, et qu'un sch�ema num�erique l�eg�erement distinct puisse mener

�a une valeur �

s

di��erente. La qualit�e des solutions n'est, par contre, pas en cause en

elle-même (solutions tr�es bien converg�ees), ni le nombre de points (passer �a 1024 points

ne change rien au r�esultat).

2. Un examen de ce point pr�ecis, avec l'aide de G.Parisi a con�rm�e cette analyse.
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ρ

δ

chemin A

chem
in B

chemin C

Fig. 7.8 { Les chemins A,B,C le long desquels il est utile de suivre la solution physique

normale, et la solution anormale.

� 1.16 1.15 1.14 1.13

� 0.67 0.727 0.80 0.91

Tab. 7.2 { Ligne �

disp

o�u la solution anormale disparâ�t continument. Cette ligne n'est

pas associ�ee �a un ph�enom�ene physique particulier, mais participe �a la coh�erence du

diagramme de phase.

7.2.3 Param�etre d'ordre

Par analogie avec le verre p-spin sous champ magn�etique [40], le syst�eme mod�ele

(�gure 2.7, page 57), on s'attend �a ce que puissent avoir lieu des transitions continues.

Pour cela, d�e�nissons le param�etre d'ordre A = jjg

2

� g

3

jj :

A

2

=

Z

d~r (g

2

� g

3

)

2

(7.15)

A n'est nul que si la solution est sym�etrique des r�epliques. Il est int�eressant de suivre le

param�etre d'ordre le long du chemin C de la �gure 7.8. Le r�esultat est pr�esent�e sur la

�gure 7.13, page 209. Les param�etresA des solutions normale et anormale se confondent

pour une valeur de � comprise entre 1:14 et 1:15. A la densit�e � = 1:14, aucune des deux

solutions ne converge bien. On peut a�rmer que la densit�e de transition dynamique

�

d

est comprise entre 1:14 et 1:15, moment o�u la solution �a sym�etrie bris�ee, m = 1,

disparâ�t. Les deux solutions, normale et anormale, apparaissent par paire d�es que �

est sup�erieur �a 1:15.

Le deuxi�eme chemin digne d'int�erêt est B (�gure 7.8). L'amplitude A de la solution

anormale est port�ee en fonction du d�esordre, pour plusieurs valeurs de la densit�e

(�gure 7.9). L'amplitude A semble s'annuler continûment le long d'une ligne �

disp

(�)

dont les valeurs sont �enum�er�ees dans la table 7.2. A l'approche de cette ligne A s'annule

comme A � j� � �

disp

j.

En�n, le long du chemin A (�gure 7.8), c'est le param�etre A de la solution nor-

male qui s'annule pour des valeurs �

s

(�) (�gure 7.10 et table 7.3 ). A s'annule comme
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Fig. 7.9 { Solution anormale. L'amplitude A fonction du d�esordre pour quelques valeurs

du d�esordre. L'amplitude parâ�t s'annuler, bien que lorsque A devient trop faible, la

solution ait tendance �a d�ecrocher vers la solution sym�etrique A = 0.

� 1.10 1.10

� 1.4 1.3

Tab. 7.3 { Ligne de transition continue �

s

(�), �a fort d�esordre. A cette ligne correspond

r�eellement une transition de phase physique entre deux phases d�esordonn�ees, mais qui

semble a priori de nature di��erente de celle observ�ee �a faible d�esordre.

p

� � �

s

.

Il semble donc qu'�a fort d�esordre, la transition change de nature pour devenir conti-

nue.

7.3 Interpr�etation en terme de bifurcation

�

Etant donn�e que la solution HNC d�erive d'un principe variationnel, il est raisonnable

d'envisager l'apparition des solutions �a sym�etrie bris�ee comme un m�ecanisme de bifur-

cation. Reprenons l'exemple bien connu de la famille de courbes f

t

(x) = x

4

=4� tx

2

=2,

o�u l'on voit les extrema locaux se comporter comme sur la �gure 7.11. La solution

x = 0, minimum pour t < 0, devient un maximum pour t > 0. Parall�element, une paire

de minima apparâ�t en �

p

t. Bien entendu, l'oppos�e peut se produire, un maximum

local se transformant en un minimum encadr�e par deux maxima.

Lorsque m = 1, g

2

est solution de l'�equation ��

1

=�g

2

= 0. Dans l'analogie avec
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Fig. 7.10 { Solution normale. Le carr�e de l'amplitude, A, fonction de la densit�e, pour

deux valeurs du d�esordre. Mêmes remarques que pour la �gure pr�ec�edente.

l'exemple pr�ec�edent, le rôle de t est jou�e par les param�etres de densit�e � et de d�esordre

�. Le rôle de x est tenu par la fonction g

2

� g

3

. Au point de bifurcation apparâ�t la

solution non sym�etrique g

2

> g

3

, qui coexiste avec la solution sym�etrique g

2

= g

3

. Il

faut noter que ce m�ecanisme pr�edit l'existence d'une troisi�eme branche qui logiquement

devrait être caract�eris�ee par g

2

(0) < g

3

(0). La compr�ehension de cette bifurcation est

compliqu�ee par le fait que g

2

� g

3

n'est pas de signe constant, et appartient �a un

espace de dimension in�nie. Ainsi l'amplitude A = jjg

2

� g

3

jj d�e�nie pr�ec�edemment,

positive, ne su�t pas �a caract�eriser compl�etement le m�ecanisme pr�ecis d'apparition des

solutions.

Une repr�esentation globale de la bifurcation pourrait être celle de la surface pr�e-

sent�ee en �gure 7.12. L'abscisse et l'ordonn�ee sont respectivement la densit�e � et le

d�esordre �. La cote z est une variable symbolisant la direction de brisure de sym�etrie

g

2

� g

3

(par exemple z = sgn(g

2

(0)� g

3

(0)) � jjg

2

� g

3

jj). La surface est le lieu des solu-

tions des �equations HNC, pour m = 1. A cot�e de g

1

(r) et g

3

(r), qui sont d�etermin�ees de

fa�con unique, existe un feuillet g

2

� g

3

= 0 correspondant �a la solution sym�etrique. A

fort d�esordre, un second feuillet, situ�e ((au dessus)) du premier correspond �a la solution

non sym�etrique ((normale)).

A faible d�esordre, on rencontre deux feuillets �a z > 0. Le premier est celui de la

solution anormale qui rejoint continûment le plan z = 0. Ce feuillet explique le com-

portement pathologique de la solution anormale avec le d�esordre et la densit�e (�gures

7.4 et 7.2). Le second est celui de la solution normale qui rejoint harmonieusement la

r�egion de fort d�esordre.
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x

t

t

x

Fig. 7.11 { Apparition de nouveaux minima locaux pour la famille de courbe en \x

4

".

f

t

(x) = x

4

=4 � tx

2

=2. En pointill�e, le maximum local. A t > 0, il y a trois solutions

x = 0;�

p

t.

Ce sch�ema pr�edit que les solutions se rejoignent pour � = 0 est � = 1:14. On le

v�eri�e sur la �gure 7.13.

La ligne de transition dynamique �

d

(�) serait donc associ�ee �a la projection ortho-

gonale du pli o�u se rejoignent les feuillets de la solution normale et anormale. Logique-

ment, il devrait exister un feuillet situ�e en dessous du plan z = 0, mais cette solution

n'a pas �et�e observ�ee.

Il existe un argument fort en faveur de ce m�ecanisme de bifurcation. De fa�con g�en�e-

rique, le fait que 3 (voire 4) solutions puissent concourir en un même point (transition

continue) implique que la hessienne �

2

�

1

=�g

2

�g

0

2

soit d�eg�en�er�ee en ce point.

Supposons que g

2

soit une solution de ��

1

=�g

2

= 0 pour � = �

0

; � = �

0

. Toute

modi�cation des param�etres � 7! �

0

+ ��, � 7! �

0

+�� entrâ�ne une modi�cation de

la solution g

2

7! g

2

+ �g

2

. A l'ordre 1 dans les �, la nouvelle condition d'�equilibre

devient :

Z

d~r

0

�

2

�

1

�g

2

(~r)�g

2

(~r

0

)

��g

2

(r

0

) +

@

@�

 

��

1

�g

2

!

��+

@

@�

 

��

1

�g

2

!

�� = 0 (7.16)

Tant que la hessienne de �

1

est non d�eg�en�er�ee, �g

2

(r) reste bien d�e�nie, et unique (th.

d'inversion locale). Par contrapos�ee, au point de bifurcation, on a det(�

2

�

1

=�g�g

0

) = 0.

La hessienne est singuli�ere au point de bifurcation.

Il est possible de diagonaliser une approximation discr�ete de �

2

�

1

=�g�g

0

, au

voisinage respectivement de la solution sym�etrique,

�

�2

�

2

�

1

�g

2

(

~

k)�g

2

(

~

l)

�

�

�

�

�

g

2

=g

3

=

Z

d~r

(2�)

6

 

1

g

3

(~r)

� 1

!

exp(i(

~

k +

~

l) � ~r)

+

�(

~

k �

~

l)

(2�)

3

�

1

(1 + �

~

h

1

(k)� �

~

h

3

(k))

2

; (7.17)



208 CHAPITRE 7. TRANSITIONS STRUCTURALES : R

�

ESULTATS

Coexistence m=1

ρ
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de la solution anormale

Transition
Dynamique

Fig. 7.12 { Comportement global de la surface des solutions, m = 1. L'axe vertical tient

lieu de l'in�nit�e de dimensions de la fonction (g

2

� g

3

)(r), et joue le rôle de l'axe x

de la �gure 7.11. Les param�etres de contrôle sont la densit�e �, et le d�esordre �. A fort

d�esordre se produit une bifurcation semblable �a celle mentionn�ee en �gure 7.11. A faible

d�esordre, c'est une bifurcation inverse. La solution instable (point col de �

1

) rejoint la

solution sym�etrique (g

2

= g

3

) et disparâ�t tandis que la solution sym�etrique (g

2

= g

3

)

devient instable. Une solution ((stable )) est un minimum local absolu de la fonctionnelle

�

1

Une solution instable n'est qu'un point col de �

1

poss�edant une direction de valeur

propre n�egative. La solution normale est ((stable )), la solution anormale est ((instable )).

A d�esordre nul, les solutions normale et anormale apparaissent par paire. La ligne

de transition dynamique est d�e�nie comme le moment o�u apparâ�t la solution non

sym�etrique. Il s'agit done de l'ombre port�ee par la projection orthogonale de la surface

sur le plan (�; �). Ce m�ecanisme pr�evoit toutefois l'existence d'un feuillet situ�e en

dessous du plan z = 0, associ�e �a une solution qui n'a pas �et�e vue.
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 ρ
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||g
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Fig. 7.13 { L'amplitude A

2

des solutions normale et anormale en fonction de la den-

sit�e �a d�esordre nul. Les deux lignes se rejoignent. Les solutions normale et anormale

apparaissent par paire. La courbe ci-dessus devrait pr�esenter une tangente verticale

entre � = 1:14 et � = 1:15. En pratique la convergence des solutions devient di�cile

�a obtenir, et par exemple les solutions �a � = 1:14 ne sont pas bien converg�ees. Cette

courbe illustre l'utilit�e de suivre la solution anormale, même si celle-ci n'est pas phy-

sique. Cela permet de localiser avec une assez bonne pr�ecision la ligne de disparition

de ces solutions, c'est �a dire la ligne de transition dynamique.
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� 1.1126 1.1137 1.121 1.145

� 1.20 1.00 0.60 0.00

Tab. 7.4 { Ligne de disparition de la solution non sym�etrique (m = 1). Cette ligne

correspond �a la ligne de transition dynamique �

d

(�).

et non sym�etrique,

�

�2

�

2

�

1

�g

2

(

~

k)�g

2

(

~

l)

�

�

�

�

�

g

2

6=g

3

=

Z

d~r

(2�)

6

 

1

g

2

(~r)

� 1

!

exp(i(

~

k +

~

l) � ~r)

+

�(

~

k �

~

l)

(2�)

3

�

1

(1 + �

~

h

1

(k)� �

~

h

2

(k))

2

(7.18)

Ces deux expressions repr�esentent la même fonction (�a savoir @

2

�

1

=@g@g

0

), �evalu�ee

respectivement autour de la solution sym�etrique g

2

= g

3

et de la solution non sym�e-

trique g

2

6= g

3

. Num�eriquement, le spectre de la hessienne est ((globalement positif)).

Cependant la plus petite valeur propre de �

2

�

1

=�g�g

0

change de signe le long d'une ligne

qui se trouve extrêmement proche de la ligne de transition continue, o�u le param�etre A

s'annule. Cette observation conforte le m�ecanisme de bifurcation. Il convient de noter

que le param�etre A ne s'annule pas de la même fa�con �a fort d�esordre (A �

p

� � �

s

)

et �a faible d�esordre (A � � � �

disp

).

La table 7.4 pr�esente la ligne o�u la plus petite des valeurs propres de la forme

quadratique 7.18 parâ�t s'annuler. C'est le long de cette ligne qu'apparaissent par paire

les solutions normale et anormale. Il s'agit donc de la ligne de transition dynamique

�

d

(�).

La table 7.5 pr�esente la ligne o�u la plus petite des valeurs propres de la forme qua-

dratique 7.17 s'annule. Cette ligne est extrêmement proche de la ligne o�u l'amplitude

du param�etre d'ordre de la solution anormale s'annule.

Comme pour le param�etre d'ordre A, le comportement de la plus petite des valeurs

propre �

min

de la hessienne de �

1

di��ere selon les cas. Au voisinage de la ligne de tran-

sition dynamique �

d

(table 7.4), �

2

min

semble s'annuler lin�eairement avec la densit�e.

En revanche au voisinage de la transition continue (table 7.5), c'est �

min

qui parâ�t

s'annuler lin�eairement avec �. Nous n'avons pas trouv�e d'explication pour de telles

di��erences de comportement. La compr�ehension de la mani�ere dont l'amplitude A du

((param�etre d'ordre)), et la plus petite valeur propre �

min

, s'annulent le long des lignes

de bifurcation, est directement li�ee �a la possibilit�e de trouver une ((�energie libre de Lan-

dau)), d�ecrivant l'apparition de la solution vitreuse au voisinage du point ((tricritique))

(�

�

; �

�

), o�u la transition change de nature.

Les autres valeurs de m. A fort d�esordre, la transition est continue (le param�etre

A crô�t continument de 0 �a la transition, vers une valeur �nie positive au sein de la

phase de verre).
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� 1.11 1.125 1.13 1.14 1.15 1.16

� 1.20 1.00 0.93 0.82 0.72 0.64

Tab. 7.5 { Ligne o�u la plus petite des valeurs propres de 7.17 s'annule. Cette ligne est

tr�es proche de la ligne �

disp

, table 7.2. Cela conforte le m�ecanisme de bifurcation.

Cependant, la valeur de m au point de transition, elle, n'est pas facile �a d�eterminer

a priori. Pour toute valeur �nie 0 < m < 1, il doit exister une ligne �(m; �), dans le

plan (�; �), pour laquelle se produit une bifurcation, et l'apparition d'une solution non

sym�etrique (g

1

; g

2

6= g

3

). La ligne de transition �a fort d�esordre devrait alors co��ncider

avec l'enveloppe de toutes les courbes �(m; �).

La d�etermination pratique de �(m; �);m 6= 1 n�ecessite de consid�erer la hessienne

de l'�energie libre totale J , par rapport �a g

1

; g

2

; g

3

. En e�et, les �equations pour g

1

; g

2

; g

3

sont coupl�ees lorsque m < 1. Le r�esultat, surprenant mais somme toute logique, est

que les lignes de bifurcation �(m; �) co��ncident toutes, et ne d�ependent pas de m. Ce

calcul est d�evelopp�e dans l'appendice B.2.

La ligne �(m = 1; �) est donc la v�eritable ligne de transition �a fort d�esordre.

En revanche, pour connâ�tre la valeur du param�etre m que s�electionne le syst�eme

�a la transition, il faudrait aller plus loin que le simple d�eveloppement au second ordre

de l'�energie libre J , expos�e en (B.2).

7.4 Ligne de coexistence liquide-cristal

La structure du cristal de sph�eres dures est cubique �a faces centr�ees (fcc). La pos-

sibilit�e d'un changement de structure avec le d�esordre n'a pas �et�e envisag�ee. Les deux

familles de vecteurs du r�eseau r�eciproque choisies sont celles des vecteurs (1; 1; 1), au

nombre de 8, et (3; 1; 1) au nombre de 24. Leur longueur est respectivement de 6:855�

1=3

et 13:127�

1=3

, et ils tombent �a proximit�e du premier et second pic du facteur de struc-

ture.

Les param�etres de l'approximation sont au nombre de trois. La fraction de chan-

gement volumique � est telle que le rapport de la densit�e moyenne du cristal h�

c

i �a

la densit�e du liquide �

l

est �egale �a h�

c

i =�

l

= (1 + �). Les param�etres �(

~

K

j

) et �(

~

K

n

)

sont les amplitudes des modulations p�eriodiques de la densit�e associ�ees �a la premi�ere

et seconde famille de vecteurs du r�eseau r�eciproque, respectivement de norme K

j

et

K

n

. Par exemple, �(

~

K

j

) est d�e�ni comme :

�(

~

K

j

) =

1

w

Z

Maille

d~r e

i

~

K

j

�~r

��(~r); (7.19)

��(~r) = �

c

(~r)� �

l

;

w d�esignant le volume de la maille �el�ementaire. La quantit�e ��F

exc

=��(~r) s'�ecrit dans
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δ

0.98
0.99

1. ρ

a

b

c

ρ∗,δ∗

Fig. 7.14 { Nature de la transition, dans le plan densit�e-d�esordre. La ligne de transition

�a fort d�esordre (a), ne d�epend pas de m (cf appendice B.2). N�eanmoins, au voisinage

imm�ediat de la transition, cot�e verre, m saute discontinument vers une valeur < 1.

A chaque valeur de m = 1;m = 0:99; : : : correspond une ligne, le long de laquelle

la solution �a sym�etrie bris�ee correspondante est stationnaire. Leur disposition ob�eit

vraisemblablement au sch�ema pr�esent�e, bien que cela ne soit pas explicitement prouv�e.

La ligne de transition discontinue �a faible d�esordre (b), et de disparition de la solution

anormale (c) sont �egalement trac�ees sur le sch�ema. (a), (b) et (c) se rejoignent en

�

�

; �

�

.
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x

y

z

Fig. 7.15 { Param�etrage de la maille �el�ementaire du r�eseau fcc. La grande diagonale

du cube est (2,2,2). x va de 0 �a 2, y et z vont de 0 �a 1.

l'espace de Fourier :

Z

d~r

0

C(~r � ~r

0

)��(~r

0

) =

X

~

K

j

2R:R

~

C(

~

K

j

)�(

~

K

j

)e

�i

~

K

j

�~r

; (7.20)

o�u l'on a somm�e sur tous les vecteurs

~

K

j

du r�eseau r�eciproque. La fonction

~

C d�esigne

la di��erence ~c

1

� ~c

2

, conform�ement �a la section de pr�esentation 6.6.2 page 174.

Au point de coexistence, les phases liquide et solide ont les mêmes potentiels chi-

miques, ce qui permet d'�ecrire la condition d'�equilibre thermodynamique :

�(~r) = �

l

exp

2

4

X

~

K2R:R

~

C(

~

K)

g

��(

~

K)e

i

~

K~r

3

5

(7.21)

Ramakrishnan et Yussouf ne conservent que les deux premi�eres familles de

vecteurs

~

K, soit une densit�e �(~r) �egale �a :

�(~r) = �

l

exp[

~

C(0) ��

l

+ 8

~

C(K

j

) �(K

j

)f

j

(~r) + 24

~

C(K

n

) �(K

n

)f

n

(~r)];

f

j

(~r) = 8 cos(�x) cos(�y) cos(�z); (7.22)

f

n

(~r) = 8 cos(3�x) cos(�y) cos(�z) + 8 cos(�x) cos(3�y) cos(�z)

+8 cos(�x) cos(�y) cos(3�z);

o�u x; y; z constituent un param�etrage de la cellule �el�ementaire du r�eseau fcc, explicit�e

sur la �gure 7.15.

De la forme 7.22 de la densit�e, on d�eduit les �equations d'auto-coh�erence de RY :

1 =

Z

Maille

d~r �(~r) (7.23)
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�(K

j

) =

�

l

(1 + �)

8

Z

Maille

d~r �(~r) � f

j

(~r) (7.24)

�(K

n

) =

�

l

(1 + �)

24

Z

Maille

d~r �(~r) � f

n

(~r) (7.25)

Ces relations expriment que �; �

j

; �

n

sont bien les modes de Fourier de la densit�e �(~r)

de 7.22. Lorsque le liquide est su�samment corr�el�e (

~

C(0);

~

C(K

j

);

~

C(K

n

) assez grands),

il existe des solutions non triviales au syst�eme d'�equations 7.23, 7.24 et 7.25.

Le point de transition est obtenu lorsque :

��


V

= �

l

(1 + �)

Z

Maille

d~r

 

�(~r) ln

�(~r)

�

l

� �(~r) + �

l

!

�

1

2

�

~

C(0)�

2

l

�

2

+ 8

~

C(K

j

) �(K

j

)

2

+ 24

~

C(K

n

) �(K

n

)

2

�

; (7.26)

change de signe.

Une premi�ere s�erie de r�esultats est d�etaill�ee dans la table 7.6. Une approximation

suppl�ementaire a, dans ce cas pr�ecis, consist�e �a choisir

~

C(K

j

) et

~

C(K

n

) en des points

�egaux aux vecteurs d'un r�eseau r�eciproque dont la densit�e correspondrait �a celle du

liquide de d�epart �

l

. Cela revient �a dire que pour estimer la variation de la quantit�e

��F

exc

=��(~r), on a e�ectu�e le chemin thermodynamique suivant. 1

o

Une modulation de

la densit�e suivant les vecteurs d'ondeK

j

etK

n

dont la norme est celle qui correspondrait

�a un r�eseau fcc de densit�e �egale �a celle du liquide. 2

o

Une compression homog�ene faisant

passer la densit�e moyenne de �

l

�a h�

c

i = �

l

(1 + �), en supposant que la compressibilit�e

du liquide modul�e est �egale �a la compressibilit�e du liquide homog�ene (r�eponse lin�eaire).

Une seconde s�erie de r�esultats a �et�e �etablie en r�epercutant sur la norme des vecteurs

K

j

;K

n

du r�eseau r�eciproque la variation de densit�e ��

l

cons�ecutive �a la cristallisation.

Il s'agit d'un protocole plus coh�erent que le pr�ec�edent

3

. Le chemin thermodynamique

associ�e consiste d'abord en une compression uniforme �

l

! �

c

, puis une modulation �a

densit�e moyenne constante. Cette deuxi�eme ligne de coexistence est d�etaill�ee dans la

table 7.7.

Les deux lignes obtenues s'av�erent assez di��erentes, et montrent que la m�ethode de

Ramakrishnan-Yussouf n'est pas tr�es pr�ecise, et procure plutôt une estimation de

la position de la ligne de coexistence. Ces deux lignes sont report�ees sur le diagramme

de phase �nal (�gure 7.16, page 216), a�n que le lecteur puisse se faire une opinion

quant �a l'impr�ecision inh�erente �a cette approche.

On constate que la fraction de changement volumique � diminue lorsque la densit�e

augmente. Cela est principalement dû �a l'accroissement de

~

C(0) (le milieu devient plus

dur), lui même cons�ecutif �a l'accroissement de la densit�e. En revanche les param�etres

�(K

j

) et �(K

n

) augmentent. Le d�esordre favorise la phase liquide aux d�epens du cristal.

Cette ligne de transition parâ�t croiser la transition continue liquide-verre. Elle

devrait �a cette occasion perdre son caract�ere de premier ordre, et le changement volu-

mique � devrait tendre vers 0. Sur ce point la tendance est correcte (� diminue) mais

3. Mais pas forc�ement quantitativement meilleur.
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� 0.98 1.00 1.05 1.10

� 0.0 0.63 1.27 1.44

� 11% 11% 8.5 % 7%

�(K

j

) 1.01 1.02 1.05 1.09

�(K

n

) 0.84 0.8 0.89 0.91

Tab. 7.6 { Les points de transition de l'approche RY, lorsque les valeurs de fonction

de corr�elation directe

~

C(K) sont prises en des points d'un r�eseau r�eciproque dont la

densit�e serait �egale �a celle du liquide.

� 0.935 0.95 1.00 1.05 1.10

� 0.0 0.40 1.117 1.487 1.840

� 14% 13.5% 10.4% 7.9% 5.8%

�(K

j

) 0.99 1.00 1.02 1.04 1.06

�(K

n

) 0.81 0.82 0.837 0.852 0.865

Tab. 7.7 { Les points de transition de l'approche RY, lorsque les valeurs de fonction

de corr�elation directe

~

C(K) sont prises en des points d'un r�eseau r�eciproque ayant

vraiment une densit�e �

c

= �

l

(1 + �)

loin d'être su�sante. Le param�etrage de RY n'est, par cons�equent, plus satisfaisant

lorsque � devient �elev�e. Il faudrait trouver le moyen de d�ecrire un ((verre de Bragg)),

ou encore un cristal avec d�esordre topologique. D'un point de vue physique, l'�elargisse-

ment des pics de Bragg devrait se traduire par un lissage de la fonction de corr�elation

directe :

C

eff

(K

j

) = (

Z

�K

��K

dk W (k))

�1

Z

K

j

+�K

K

j

��K

~

C(k) W (K

j

� k)dk; (7.27)

le poids W (k) et l'intervalle �K �etant des fonctions du d�esordre �a d�eterminer.

7.5 Le diagramme de phase et conclusion

7.5.1 Les donn�ees brutes

Les lignes de transition d�ecrites dans les sections pr�ec�edentes se trouvent r�ecapitu-

l�ees, de fa�con ((brute)), sur la �gure 7.16.

Le point ((tricritique)) (�

�

; �

�

) est d�e�ni comme le con
uent de la ligne de transition

dynamique et de la ligne de disparition de la solution anormale. Ce point devrait

�egalement être le point o�u la ligne de transition �a fort d�esordre vient se brancher.

La ligne de coexistence m = 1 devrait, elle aussi, se terminer au point tricritique

(�

�

; �

�

). Malheureusement, �a l'approche de (�

�

; �

�

), les solutions num�eriques deviennent

di�ciles �a obtenir, et la d�etermination de la ligne de coexistence, d�elicate. Il semble

raisonnable, cependant, de prolonger la ligne de coexistence jusqu'�a (�

�

; �

�

).
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0.85 0.95 1.05 1.15
 ρ

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
 δ

Fusion
Fusion (bis)
Hessienne 
Par.Ordre (A)
Par.Ordre (N)
Coexistence
Dynamique

Fig. 7.16 { Toutes les lignes de transitions, plac�ees sur le même graphique. ((Fusion ))

est la ligne de coexistence liquide-cristal, par la th�eorie de RY, obtenue lorsque l'on ne

r�epercute pas le changement de densit�e sur la longueur du vecteur du r�eseau r�eciproque.

((Fusion (bis) )) est la ligne de transition lorsqu'on r�epercute ce changement de densit�e.

((Par Ordre (A) )) est la ligne �

disp

o�u le param�etre d'ordre de la solution anormale s'an-

nule. ((Par Ordre (N) )) est la ligne �

s

o�u le param�etre d'ordre de la solution normale

s'annule, �a fort d�esordre. ((hessienne )) est la ligne o�u la plus petite des valeurs propres

de la forme quadratique 7.17 change de signe. Cette ligne se superpose aux deux lignes

pr�ec�edentes (sur la �gure, cette courbe est interrompue, mais pourrait être prolong�ee

vers le haut). ((Coexistence )) est la ligne �

s

de ((coexistence )) sym�etrique/non sym�etrique

�a faible d�esordre. C'est la v�eritable ligne de transition vitreuse, en vertu de ce qui a

�et�e dit �a la section 6.8.2. ((Dynamique )) est la ligne o�u disparait la solution non sym�e-

trique, assimil�ee �a la ligne de transition dynamique (section 6.8.2). Il est vraisemblable

que les lignes ((Par Ordre(A) )), ((Par Ordre(N) )), ((Coexistence )), ((Dynamique )) soient

concourantes en un même point. Ce diagramme serait �equivalent �a celui du syst�eme

mod�ele (�gure 2.7, page 57).



7.5. LE DIAGRAMME DE PHASE ET CONCLUSION 217

La ligne de transition continue �a fort d�esordre peut être d�etermin�ee soit en re-

cherchant les points o�u l'amplitude A s'annule (�gures 7.9, 7.10), ce qui n�ecessite de

connâ�tre la solution �a sym�etrie bris�ee, soit en recherchant les points o�u la plus petite

des valeurs propres de la hessienne �

2

�

1

=�

2

g

2

(7.17) change de signe. L'accord des deux

m�ethodes est excellent.

La ligne de disparition dynamique de la solution �a sym�etrie bris�ee (m = 1), se

calcule en extrapolant la position du point o�u la hessienne 7.18 devient non d�e�nie.

Cette ligne peut être vue �egalement comme une ((spinodale)) de la solution �a sym�etrie

bris�ee. Elle d�elimite la r�egion o�u les �etats m�etastables commencent �a jouer un rôle

pr�epond�erant, sans pour autant dominer la fonction de partition.

Le point tricritique se situe au croisement des deux lignes pr�ec�edentes. Sa position

est �

�

= 1:113 � 0:003 et �

�

' 1:20 � 0:01. Il est vraisemblable qu'une m�ethode de

potentiel de r�eplique, convenablement modi��ee pour tol�erer simultan�ement un d�esordre

� et un couplage �, permettrait une d�etermination plus ais�ee de ces trois lignes de

transition, dans la r�egion de coexistence solution sym�etrique/non sym�etrique. En e�et,

les m�ethodes expos�ees dans ce chapitre n�ecessitent d'avoir trouv�e au pr�ealable une

solution non sym�etrique des �equations HNC.

Deux lignes de coexistence liquide-solide sont trac�ees. Chacune semble croiser la

ligne de transition liquide-verre, pour un param�etre de densit�e presque identique, �

c

=

1:10, mais des valeurs du d�esordre distinctes, �

c

compris entre 1.4 et 1.8. N�eanmoins

le fait que la transition persiste �a rester du premier ordre, montre l'insu�sance de

l'approche RY (o�u l'on ne tient compte que des deux premi�eres familles de vecteurs

~

K

j

), lorsque l'amplitude du d�esordre prend des valeurs �elev�ees. La ligne de transition

continue �a fort d�esordre n'a pas �et�e explor�ee, pour des valeurs du d�esordre sup�erieure

�a � = 1:5.

La ligne de transition �a fort d�esordre parâ�t l�eg�erement r�eentrante et, quoi qu'il en

soit, presque verticale, au dessus d'une densit�e critique �

�

= 1:10.

7.5.2

�

El�ements de discussion physique

L'interpr�etation physique des r�esultats de ce chapitre repose pour l'essentiel sur

l'analogie avec la physique du mod�ele p-spin sph�erique, pr�esent�ee �a les sections 6.7.1,6.8.1

et �gure 6.7.

Le diagramme de phase du syst�eme de sph�eres dures avec d�esordre est pr�esent�e en

�gure 7.17. Y sont �gur�es trois domaines. Un domaine ((Liquide)), un domaine ((Cristal))

o�u le liquide est m�etastable, un domaine ((Verre)) o�u le liquide est devenu un verre.

La ligne de transition dynamique marque la transition entre une relaxation struc-

turale type ((couplage de mode)) (ralentissement alg�ebrique du temps de relaxation)

et une relaxation par activation thermique. La zone hachur�ee est par cons�equent la

zone ou le 
uide de sph�eres dures devient tr�es visqueux. Rappelons ici la sp�eci�cit�e des

sph�eres dures en mati�ere de barri�ere d'activation (section 6.9) : ce syst�eme serait tr�es

peu g�en�erique en ce qui concerne la relaxation entre �etats m�etastables.
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Verre

D
es

or
dr

e
δ

ρDensite  0.95 1.14

1.7

1.2

Liquide

Cristal

Liquide meta

δ

δ

∗

c

1.165

Verre meta

Fig. 7.17 { Diagramme de phase sch�ematique. La ligne de droite est la transition

liquide-verre, la ligne de gauche la transition liquide-cristal. Le rond marque le point

�

�

; �

�

ou la transition change de r�egime. Le carr�e entoure le point suppos�e ou la tran-

sition liquide-cristal c�ederait le pas �a une transition liquide-verre. La partie hachur�ee

horizontalement est une zone o�u la viscosit�e devient tr�es �elev�ee. Voir aussi le texte,

section 7.5.2.
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La ligne de transition statique �

s

(�), c'est-�a-dire de coexistence entre les solutions

sym�etrique et non sym�etrique, devrait correspondre �a la transition de verre id�eal.

Ce formalisme est trompeur. L'interpr�etation la plus simple consistant �a attribuer �a

chacune des solutions, sym�etrique et non sym�etrique, une ((phase)) est erron�ee. En e�et,

par analogie avec le mod�ele p-spin, qui sert de guide, la coexistence entre la solution

sym�etrique et non sym�etrique, dans la zone hachur�ee ne signi�e pas que le 
uide est

dans un m�elange biphas�e. Cela signi�e plutôt que la mesure de Boltzmann est r�epartie

sur un grand nombre d'�etats m�etastables.

Lorsque se produit la transition statique, la mesure de Boltzmann se concentre

dans les quelques �etats les plus favorables. La solution sym�etrique perd alors toute

signi�cation physique.

L'identi�cation entre la transition statique et la transition de verre id�eal n'est dans

ce travail qu'une conjecture vraisemblable. Des approches plus pr�ecises ont maintenant

vu le jour [30].

La ligne de disparition de la solution anormale ne semble avoir aucune v�eritable

interpr�etation physique. Cette ligne est n�eanmoins importante du point de vue du

formalisme, car elle permet de faire le lien avec le diagramme de phase d'autres syst�emes

vitreux comme le syst�eme mod�ele. Ainsi la �gure 7.16 ressemble-t-elle beaucoup �a la

�gure 2.7, page 57, tourn�ee d'un quart de tour vers la gauche. Cette ligne de disparition,

(marqu�ee en pointill�e �ns sur la �gure 7.17) se prolongerait vers le haut de fa�con

r�eentrante (�a con�rmer), alors que la transition deviendrait continue (zone marqu�ee

d'un rond).

La transition vitreuse changerait donc de nature au del�a d'une valeur critique du

d�esordre �

�

' 1:2. On peut penser qu'il s'agit d'un ph�enom�ene de d�esordre fort, ou

encore d'ancrage fort

4

. Si on r�eintroduit le param�etre de temp�erature inverse �, on sera

dans une situation de d�esordre fort si le param�etre de d�esordre e�ectif �� est grand

devant la temp�erature �

�1

. En d'autres termes, d�esordre fort signi�e que le produit �

2

��

devient plus grand que 1 (� a la dimension du carr�e d'une �energie). Or c'est bien pour

une valeur de 1.2 que se produit le changement de r�egime. Une situation d'ancrage

fort signi�e que chaque particule est fortement, et individuellement, pi�eg�ee dans un

minimum local du potentiel. Cette situation n'a donc rien �a voir avec la situation �a

faible d�esordre, domin�ee par les interactions entre particules.

Cet ancrage fort est, par contre, incompatible avec un quelconque ordre cristallin,

et remettrait en cause la ligne de transition liquide-cristal trac�ee �a gauche de la �-

gure. Avoir un crit�ere ind�ependant de la limite sup�erieure du domaine d'existence du

((verre de Bragg)), comme sugg�er�e �a la section 6.6.2, page 174, permettrait de savoir si

l'hypoth�ese d'ancrage fort est �a retenir pour comprendre la nature du point �

�

; �

�

.

Si ce changement de r�egime r�esulte d'une comp�etition entre le potentiel d'ancrage

extrins�eque, et le d�esordre intrins�eque dû aux interaction entre particules, alors on

s'attend �a ce que la forme du corr�elateur du d�esordre ait une grande importance.

L'e�et d'un potentiel avec des puits profonds et �etroits est forc�ement di��erent d'un

4. Terminologie issue de la physique des vortex supraconducteurs.
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potentiel ayant des creux bien plus larges que la distance inter-particule. Une �etude

plus syst�ematique de l'e�et de la longueur de corr�elation � serait int�eressante.

En�n, l'une des suggestions les plus importantes de ce travail est la possibilit�e

d'une ligne de transition continue liquide-verre �a fort d�esordre, sans passer par une

phase liquide m�etastable. C'est cette hypoth�ese qui motivait �a l'origine ce travail. Ce

point (�

c

; �

c

) devrait logiquement être un point triple liquide-verre-cristal (un carr�e sur

la �gure 7.17).

Il est naturel de supposer qu'en approchant ce point, la transition liquide-cristal

devient de plus en plus faiblement du premier ordre, et que la chaleur latente, ainsi

que la fraction de changement volumique s'annule en approchant (�

c

; �

c

). Cette ligne

de coexistence liquide-cristal est �a consid�erer avec prudence, vu le manque de contrôle

sur la validit�e de l'approche RY.

7.5.3 Cons�equences pratiques

Ce travail a permis d'�eclaircir le m�ecanisme d'apparition de la solution �a sym�etrie

bris�ee (�gure 7.11).

Le conseil que l'on peut donner �a celui qui recherche la transition vitreuse d'un

syst�eme physique inconnu, sans aucune connaissance a priori du diagramme de phase,

est de se placer d'embl�ee �a fort d�esordre. L�a, la transition est continue, et le crit�ere de

singularit�e de la hessienne de J permet de d�etecter la transition, uniquement �a partir

de la solution sym�etrique (cf appendice B).

En pratique la plus petite valeur propre de �

2

�

1

=�

2

g permet de trouver sans dif-

�cult�e la ligne de transition continue �a m = 1, ce qui est un bon d�ebut. A faible

d�esordre en revanche, dans la r�egion de coexistence, une m�ethode de potentiel de r�e-

plique adapt�ee �a un d�esordre �ni, permettrait de trouver �a coup sur la ligne de transition

dynamique. En e�et, la m�ethode utilis�ee ici, n�ecessite de trouver la solution �a sym�etrie

bris�ee, ce qui n'est pas �evident et se fait un peu �a l'aveugle, puis de revenir en arri�ere

jusqu'�a disparition de cette solution.
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Annexe B

Appendices de la 3

eme

partie

B.1 L'entropie comme fonctionnelle de la corr�ela-

tion de paires g(r)

Ce d�eveloppement a pour but de justi�er la forme de l'�energie libre HNC. Supposons

le potentiel ext�erieur �(r) �egal �a z�ero. Le hamiltonien des positions s'exprime �a l'aide

de la densit�e �a deux points �̂(r; r

0

) :

H =

1

2

Z

d~rd~r

0

�̂(~r; ~r

0

)v(~r � ~r

0

): (B.1)

La fonction de partition canonique Z =

�

�3N

N !

R

�d~r

i

e

��H

, permet d'obtenir la fonction

de corr�elation de paire, par di��erentiation (V d�esigne le volume de l'�echantillon, F

l'�energie libre) :

� lnZ

�v(r)

= �

��

2

2

g(r) � V;

�(F=V )

�v(r)

=

�

2

g(r)

2

: (B.2)

v(r)et �

2

g(r)=2 sont des variables conjugu�ees. La densit�e � �etant suppos�ee connue, la

quantit�e :

F

V

�

Z

d~r

�

2

g(r)

2

v(r) (B.3)

doit être une fonctionnelle de g(r). Le second terme de B:3 n'est autre que l'�energie

interne du syst�eme par unit�e de volume, et par cons�equent, B.3 est �egale �a moins

l'entropie divis�ee par le volume :

�

TS[g(r)]

V

: (B.4)

Consid�erer l'entropie comme une fonctionnelle de g(r) est plausible.
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B.1.1 Repr�esentabilit�e de g(r)

Le potentiel de paire v(r) induit une corr�elation de paires g(r). Le probl�eme inverse,

d�eterminer �v(r) connaissant g(r), est une question de math�ematiques di�cile.

A l'inverse, dans l'approximation HNC, la relation entre g(r) et �v(r) est explicite :

��v(r) = ln g(r) � h(r) + c(r): (B.5)

Il est probable que dans le cas r�eel, il existe des contraintes telles que toute fonction

positive ne puisse être la corr�elation de paire d'un potentiel �v(r). Lorsque le poten-

tiel est �a courte port�ee, on doit avoir lim

r!1

g(r) = 1. Lorsque g(r) est structur�ee,

l'aire int�egr�ee sous le premier pic doit être proche de 12, et les pics de hauteur d�ecrois-

sante. . . Il existe de plus des r�egles de somme que doit v�eri�er g(r), comme la relation

de compressibilit�e 6.13, ou de pression 6.11, qui sont autant de contraintes.

Pour consid�erer l'entropie comme une fonction de g(r), il est n�ecessaire de se res-

treindre �a une sous-classe de fonctions ((repr�esentables)) (c'est-�a-dire qui soient la cor-

r�elation de paire d'un potentiel �v(r) a-priori inconnu).

Consid�erons l'entropie vraie S[g(r)], et supposons que l'on puisse e�ectuer des op�e-

rations comme des di��erentiations fonctionnelles par rapport �a g(r), sans pr�ecaution

particuli�ere. A cause de la transform�ee de Legendre B.3, l'entropie doit ob�eir �a l'�equa-

tion :

2

�

2

�(�TS=V )

�g(r)

= �v(r): (B.6)

B.1.2 L'�energie et l'entropie HNC

L'entropie HNC s'�ecrit :

2�

(�T�)

V

= �

2

Z

d~r g(r) � (ln g(r)� 1) + 1

+

Z

dk

(2�)

3

(

�

~

h�

�

2

~

h

2

2

� ln(1 + �

~

h)

)

(B.7)

La minimisation par rapport �a g(r) de cette expression m�ene (en utilisant l'�equation

HNC) �a :

2�

�(�T�)=V

�g(r)

= �

2

[ln g � h+ c];

= �

2

[��w(r)]: (B.8)

Nous distinguons volontairement w(r) potentiel de paire de l'approximation HNC,

et v(r) potentiel de paire de la v�eritable fonction de partition. L'�equation B.8 est bien

similaire �a B.6.
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B.1.3 Majoration de la di��erence entre �energie libre vraie et

�energie libre HNC

On se donne v(r) potentiel de paire. v(r) engendre une corr�elation g(r). g(r) est

solution de l'�equation HNC pour w(r), v�eri�ant l'�equation B.5 :

��w(r) = ln g(r)� h(r) + c(r): (B.9)

Bien sûr, v(r) 6= w(r).

Quel que soit v(r), il existe une fonction de bridge telle que :

b(r; [v(r)])� �v(r) = ln g(r)� h(r) + c(r); (B.10)

d'o�u

b(r; [v(r)]) = �v(r)� �w(r): (B.11)

�

Etant donn�e que

�w(r) =

2

�

2

�(�T�=V )

�g(r)

;

�v(r) =

2

�

2

�(�TS=V )

�g(r)

;

nous d�eduisons :

�

�1

b(r; [v(r)]) =

2

�

2

�

�g(r)

�

�T�+ TS

V

�

: (B.12)

Il est donc possible d'int�egrer la relation ci-dessus le long d'un chemin fonctionnel

reliant le gaz parfait v(r) � 0, au 
uide v(r).

v

�

(r) = �v(r); � 2 [0; 1];

g

�

(r) = Corr�elation associ�ee �a v

�

(r):

�

�T�+ TS

V

�

[g(r)]�

TS

0

V

=

Z

1

0

d�

d

d�

�

�T�+ TS

V

�

[g

�

]

=

Z

1

0

d�

Z

d~r

�(�T�+ TS)=V

�g

�

�

dg

�

(r)

d�

=

�

2

2�

Z

1

0

d�

Z

d~r b(r; [v

�

(r)]) �

dg

�

(r)

d�

(B.13)

La di��erence entre l'entropie vraie et l'entropie HNC est donc directement reli�ee �a

l'importance de la fonction de bridge b(r; [v(r)]) tout au long du chemin. �TS

0

est

l'entropie du gaz parfait :

�

�1

Z

d~r � � [ln(��

3

)� 1]: (B.14)
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On parvient de même �a une estimation de la di��erence entre l'�energie libre vraie et

l'�energie HNC :

J � F = V

(

�

2

2�

Z

1

0

d�

Z

d~r b(r; [�v(r)]) �

dg

�

d�

(r) �

�

2

2�

Z

d~r

g(r)

2

b(r; [v(r)])

)

: (B.15)

La d�eriv�ee dg

�

=d� peut, en premi�ere approximation, être assimil�ee �a :

dg

�

d�

'

d

d�

(�(g(r) � 1) + 1) ' g(r)� 1: (B.16)

Bien que de peu d'utilit�e pratique, cette expression a le m�erite de montrer que

l'�energie HNC n'est pas totalement sans rapport avec l'�energie libre vraie.

B.1.4 En conclusion

Rien ne s'oppose �a ce que l'entropie �TS soit consid�er�ee comme une fonctionnelle

de g(r), �a condition de garder �a l'esprit que g(r) doit en principe être choisie au sein

d'un sous-espace de fonctions repr�esentables.

En l'occurrence, g(r) et v(r) sont li�ees par l'�equation :

2

�

2

�(�TS)

�g(r)

= �V � v(r):

Utiliser l'�energie HNC utilis�ee dans la troisi�eme partie de cette th�ese, revient �a

postuler arbitrairement une forme fonctionnelle �[g(r)] en guise d'entropie.

Il est possible de majorer, formellement, la di��erence entre entropie HNC et entropie

vraie, en faisant intervenir la fonction de bridge.

On peut envisager d'am�eliorer la m�ethode en postulant une meilleure fonctionnelle

�

0

[g(r)], par exemple en cherchant une expression approch�ee de la fonction de bridge

b(r; [g(r)]).
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B.2 La hessienne de J

Cet appendice doit beaucoup �a C.Dasgupta.

Lorsque m < 1, il n'est plus su�sant de diagonaliser la hessienne de �

1

(r) pour

d�eterminer le point de bifurcation (cf �equation 7.7).

D�eveloppons au second ordre l'expression (7.6), autour de la solution sym�etrique

g

2

= g

3

:

2��J = �

2

Z

d~r

" 

1

g

1

� 1

!

[�h

1

]

2

2

+ (m� 1) �

 

1

g

2

� 1

!

[�h

2

]

2

2

�m �

 

1

g

3

� 1

!

[�h

3

]

2

2

#

(~r)

+�

2

Z

d~q

(2�)

3

" 

1

A

2

�

2�

~

h

3

A

3

!

[�

~

h

1

]

2

2

+ (m� 1) �

 

1

A

2

� (m� 1) �

2�

~

h

3

A

3

!

[�

~

h

2

]

2

2

�m �

 

1

A

2

� (�m) �

2�

~

h

3

A

3

!

[�

~

h

3

]

2

2

� (�m)

2�

~

h

3

A

3

�

~

h

1

��

~

h

3

�(�m) � (m� 1) �

2�

~

h

3

A

3

�

~

h

2

��

~

h

3

� (m� 1) �

2�

~

h

3

A

3

�

~

h

1

��

~

h

2

#

(~q);

A(~q) = 1 + � � (

~

h

1

�

~

h

3

)(~q): (B.17)

Les variations �h

i

(~r) poss�edent la sym�etrie sph�erique, et leur transform�ee de Fourier

�

~

h

i

(~q) est donc r�eelle.

L'expression obtenue incite �a d�e�nir les nouvelles fonctions H

1

;H

2

;H

3

, d�eriv�ees de

h

1

; h

2

; h

3

, lorsque 0 < m < 1 :

�H

1

= �h

1

�H

2

=

p

1�m �h

2

�H

3

=

p

m �h

3

L'expression B.17 devient :

2��J = �

2

Z

d~r

" 

1

g

1

� 1

!

�

[�H

1

]

2

2

�

 

1

g

3

� 1

!

�

[�H

2

]

2

+ [�H

3

]

2

2

#

+�

2

Z

d~q

(2�)

3

"

1

A

2

�

 

[�

~

H

1

]

2

� [�

~

H

2

]

2

� [�

~

H

3

]

2

2

!

�

2�

~

h

3

A

3

�

 

[�

~

H

1

]

2

+ (1 �m)[�

~

H

2

]

2

+m[�

~

H

3

]

2

2

!

+

2�

~

h

3

A

3

�

�

p

1 �m �

~

H

1

��

~

H

2

+

p

m �

~

H

1

��

~

H

3

�

p

m

p

1 �m �

~

H

2

��

~

H

3

�

#

:

Le cas particulier m = 1 est imm�ediat. La variable H

2

se d�ecouple des autres, et la

forme quadratique, restreinte �a la variable H

2

, devient singuli�ere.
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Dans le cas plus g�en�eral, m < 1, on va chercher une combinaison lin�eaire de

�

~

H

1

;�

~

H

2

;�

~

H

3

telle que �J se r�e�ecrive :

2��J = C � (�

~

H

2

+ �

1

�

~

H

1

+ �

3

�H

3

)

2

+ f(�

~

H

1

;�

~

H

3

) (B.18)

C'est une r�eduction \de Gauss" de la forme quadratique (ou plus pr�ecis�ement de la

partie qui d�epend de ~q). Le ph�enom�ene remarquable qui apparâ�t est que :

1./ �

1

= 0,

2./ C ne d�epend pas de m.

Pour montrer cela, cherchons une combinaison de �K

2

;�K

3

sous la forme d'une rota-

tion. Tous calculs faits :

�

~

H

2

=

p

m �

~

K

2

+

p

1�m �

~

K

3

�

~

H

3

=

p

m �

~

K

3

�

p

1�m �

~

K

2

(B.19)

Cette transformation laisse invariante la norme [�

~

K

2

]

2

+ [�

~

K

3

]

2

= [�

~

H

2

]

2

+ [�

~

H

3

]

2

.

Apr�es simpli�cation, la variation 2��J se r�eexprime sous sa forme d�e�nitive.

2��J = �
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: (B.20)

(B.21)

La partie singuli�ere au voisinage de m = 1 est :

�

2

Z

d~r

 

1
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3

� 1

!

[�K

2

]

2

2

+ �

2

Z
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~
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2
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(B.22)

Cette expression ne d�epend pas de m. Il existe au moins un intervalle �ni [m

c

; 1], pour

lequel l'expression (B.22) contrôle la position de la ligne de transition continue �a fort

d�esordre, qui en retour devient ind�ependante de m (CQFD).

Cette invariance provient de ce que la fonctionnelle compl�ete J , est elle-même in-

d�ependante de m lorsque g

2

= g

3

. Cette invariance reste vraie au second ordre du

d�eveloppement en �g

i

.
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Conclusion g�en�erale

Cette th�ese pr�esente les r�esultats obtenus sur trois sujets de recherche distincts,

ayant chacun trait �a la physique des syst�emes vitreux, aussi bien du point de vue

dynamique que thermodynamique.

La premi�ere partie occupe la plus grande place de ce manuscrit. C'est sur elle qu'a

port�e le plus gros de l'e�ort de recherche. Elle concerne la dynamique de Langevin

d'une particule en pr�esence de d�esordre, trait�ee par une approximation de champmoyen

dynamique.

Ce domaine a �et�e l'objet d'intenses recherches durant les ann�ees qui ont pr�ec�ed�e

le d�ebut de ma th�ese, et ma contribution a permis de relier entre elles, dans un cas

particulier, des solutions qui semblaient a-priori fort di��erentes, �a savoir la solution

de vieillissement et la solution stationnaire �a vitesse �nie. Grâce �a une int�egration

num�erique des �equations de champ moyen dynamique, nous avons pu aller plus loin

dans la compr�ehension du vieillissement, �a temp�erature tendant vers z�ero, qu'il n'avait

�et�e possible jusqu'alors. Des d�eveloppements th�eoriques ont permis de comprendre la

signi�cation des temps de relaxation du syst�eme, et de pr�edire la caract�eristique vitesse-

force. Pour la premi�ere fois, �a notre connaissance, nous disposons d'un exemple assez

bien compris d'une exp�erience de friction o�u le temps caract�eristique ((inverse de la

vitesse)) �=v ne joue aucun rôle explicite, mais o�u se manifestent par contre des temps

interm�ediaires n'ayant aucune justi�cation dimensionnelle �evidente.

A l'aide de r�esultats d�ej�a existants �a vitesse �nie, il nous a �et�e possible de tra-

cer l'allure de la caract�eristique force-vitesse au voisinage de la transition vitreuse, et

d'observer ainsi la disparition du r�egime de r�eponse lin�eaire. Quoi qu'il en soit, nous

concluons que cette dynamique de champ moyen ne saurait engendrer de temps ca-

ract�eristiques � qui d�ependent autrement du param�etre de for�cage (force exerc�ee F ou

vitesse de d�eplacement v) que comme une loi de puissance � � F

�

� v

�

.

Dans la seconde partie, nous reprenons l'�etude d'un syst�eme o�u des e�ets de vieillis-

sement sont en comp�etition avec une r�egularisation impos�ee par un for�cage ext�erieur.

Un mod�ele g�en�eralisant une situation de di�usion anormale, due �a des temps de pi�e-

geage largement distribu�es, au cas d'une exp�erience de friction avec ressort, est pro-

pos�e. Nous observons que le comportement habituel caract�eris�e par un d�eplacement

sous-lin�eaire dans le temps (hx(t)i � t

�

), et non automoyennant, a une contrepartie

dans ce nouveau mod�ele. La force de friction parâ�t tendre vers une valeur de seuil

lorsque la vitesse tend vers z�ero, tandis que la distribution des allongements du ressort

reste large.
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Ce même mod�ele permet aussi de souligner la possible in
uence d'un ancrage d�e-

pendant du temps, dans l'augmentation des 
uctuations de la position de la particule.

La derni�ere partie en�n, constitue un premier pas vers la d�etermination du dia-

gramme de phase d'un 
uide de particules classiques en pr�esence de d�esordre, avec

comme seule information connue, la valeur du potentiel d'interaction entre particules.

Dans cette �etude ont �et�e abord�ees �a la fois la transition de fusion par un calcul de

fonctionnelle densit�e, et la transition de verre structural, exploitant une analogie avec

les verres de spin. Ces calculs n'ont toutefois �et�es e�ectu�es en pratique, que dans le cas

du 
uide de sph�eres dures.

Il nous a �et�e possible d'estimer le lieu de la ligne de coexistence liquide-cristal, bien

que l'incertitude quant �a sa position pr�ecise soit importante. La nature de la transi-

tion liquide-verre, tr�es complexe, a �et�e explor�ee en d�etail, montrant un changement de

comportement majeur au del�a d'une premi�ere valeur critique du d�esordre �

�

. Le point

(�

�

; �

�

) du plan densit�e-d�esordre est le point de concours de quatre lignes de transi-

tion. Trois d'entre elles ont une contrepartie dans l'approche du potentiel de r�eplique

appliqu�ee au mod�ele p-spin. Les lignes de coexistence liquide-solide, et de transition

liquide m�etastable-verre semblent se croiser transversalement, indiquant la possibilit�e

d'une transition continue liquide stable-verre, au del�a d'une valeur seconde critique du

d�esordre �

c

> �

�

.

La transition de fusion reste n�eanmoins du premier ordre, jusqu'�a croiser la ligne

liquide-verre. La m�ethode de Ramakrishnan-Yussouf utilis�ee ici est donc trop grossi�ere

pour conclure quant �a la mani�ere dont cette transition peut changer de nature �a fort

d�esordre.

Nous avons en�n pos�e des jalons, en vue d'une possible g�en�eralisation aux syst�emes

de vortex tr�es anisotropes.



Contributions to the mean �eld dynamics of glassy systems and to the

phase diagram of a classical 
uid with disorder

Summary : This work deals with two features of the physics of disordered glassy

systems. 1/ We study the time scales of systems with a slow relaxation, under the

in
uence of an appropriate forcing mechanism. The Langevin dynamics of a particle

in a random gaussian potential undergoes a glassy transition within the framework

of the dynamical mean �eld theory (in�nite dimensional). When an external force is

imposed, the potential moves at �nite velocity : the corresponding stationary regime

shows a complex hierarchy of characteristic time scales, whereas at rest, the particle's

response exhibits \aging".

We estimate �rst the shape of the velocity force relationship in the neighborhood

of the glassy transition. Then we investigate the zero temperature relaxation on a

geometrical point of view (again in mean �eld theory). Both stationary and aging

regime are shown to share many of their properties. The characteristic time scales and

the friction force behave like power laws of the velocity whose exponent are determined.

The di�usion of a particle driven by a spring on a one dimensional lattice of traps

with time dependent depths is studied as another example of system where the spon-

taneous aging compete with an external forcing.

2/ The phase diagram of a 
uid of hard spheres in presence of an external random

pinning potential is investigated with the help of ab-initio methods. Using the concept

of glassy transition based on the HNC closure equation, we draw the transition lines

between the metastable liquid and the glassy state. A classical density functional ap-

proach allows us to estimate the liquid crystal coexistence line. At strong disorder, a

continuous \stable liquid to glass" phase transition is found.

Keywords : Statistical Physics, Dynamics of glassy systems, Disordered systems,

Glassy transition, Density Functional theory, Dynamical mean �eld theory, Replica

formalism, HNC equations



Contributions �a la dynamique de champ moyen des syst�emes vitreux et au

diagramme de phase d'un 
uide classique en pr�esence de d�esordre

R�esum�e :

Cette th�ese aborde deux aspects de la physique des syst�emes d�esordonn�es vitreux.

1/ Nous �etudions les �echelles de temps de syst�emes �a relaxation lente soumis �a l'action

d'un for�cage appropri�e. La dynamique de Langevin d'une particule dans un potentiel

al�eatoire gaussien subit une transition vitreuse dans le cadre d'un champ moyen dyna-

mique (dimension in�nie). Soumise �a une force constante la particule se meut �a vitesse

�nie : le r�egime stationnaire associ�e est caract�eris�e par une hi�erarchie complexe de temps

caract�eristiques. Au repos, la r�eponse de la particule est sujette �a du ((vieillissement)).

Apr�es avoir estim�e l'allure des relations force-vitesse autour de la transition vitreuse,

nous �etudions la relaxation �a temp�erature nulle d'un point de vue g�eom�etrique (tou-

jours champ moyen). Les comportements stationnaire et de vieillissement s'uni�ent.

Les temps caract�eristiques et la force de friction s'expriment comme des puissances de

la vitesse, dont les exposants sont d�etermin�es.

La di�usion d'une particule tir�ee par un ressort sur un r�eseau 1D de pi�eges dont la

profondeur d�epend du temps est �etudi�ee comme un second exemple de syst�eme o�u le

vieillissement spontan�e rivalise avec un for�cage ext�erieur.

2/ Le diagramme de phase d'un syst�eme de sph�eres dures en pr�esence d'un potentiel

d'ancrage d�esordonn�e est abord�e par des m�ethodes ab-initio. Exploitant le concept de

transition vitreuse fond�e sur l'�equation de clôture HNC, nous tra�cons les lignes de

transition entre liquide m�etastable et verre. Une approche classique de fonctionnelle

densit�e permet d'estimer la ligne de coexistence liquide-cristal. A fort d�esordre une

transition continue liquide stable-verre est mise en �evidence.

Mots clefs : Physique statistique, Dynamique des syst�emes vitreux, Syst�emes d�esor-

donn�es, Transition vitreuse, Fonctionnelle densit�e, Champ moyen dynamique, M�ethode

des r�epliques,

�

Equations HNC.


